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ESSAI THÉORIQUE 

L'ÉQUILIBRE D'ELASTICITÉ DES MASSIFS PULVERULENTS. 

SUR LA POUSSÉE DES TERRES SANS COHÉSION ('). 

INTRODUCTION. 

4.  Les milieux pulvérulents, tels qu'un amas de sable sec ou même de 4q!ihme uililm-linut= c l s & s ~ i c i ~ ~  CI 

terre fraîchement remuée, dont les diverses parties n'éprouvent, à glisser ;zt;assila rillveru- 
. . . . . . - 

les unes sur les autres, d'autre rdsistance que leur frottement mutuel, sont 
susceptibles de plusieurs modes distincts d'équilibre. 

Le seul qui ait été étudié jusqu'ici est I'&q:tilibre-lir~aite qu'ils présentent 
lorsqu'ils sont sur le point de s'ébouler et que les frottements y atteignent 
par suite les valeurs les plus grandes qu'ils soient capables de recevoir. Dés 
1856, Macquorn-Rankine avait trouvé les lois de cet equilihre pour le cas 
d'un massif pesant, limité supérieurement par un talus plan, et  clans lequel 

(') Plusieiirs des résultats que contient ce Mémoire ont été résumés dans une note iiiséi.de 
aux Comptes rendus de l'Académie des sciences de Paris (t. LXXVII, p. 4524, 29 déccm- 
bre 1873). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



on admet que l'étut dbouleux s'établit à la fois de la même manière sur toute 
l'étendue d'un plan quelconque parallèle au talus supérieur (*). Plus récem- 
ment, M. Maurice Levy a retrouvé de son côté la niéme solution, spécifiée 
pour l'équilibre-limite qui se produit quand un mur de soutènement com- 
mence à se renverser; il a montré d'ailleurs que cette solution n'est admis- 
sible qu'autant qu'elle satisfait à une condition spéciale à la face postérieure 
du mur, condition déjà considérée par Poncelet dans I'ancienne théorie, et 
qui consiste en ce que la poussée éprouvée par cette face, au moment où la 
rupture del-ient imminente, doit avoir précisément une inclinaison telle, que 
le massif soit sur le point de glisser contre le mur (**); de plus, il a fait 
voir que la nouvelle théorie comprend tout ce qu'il y a d'acceptable dans 
l'ancienne de Couloml~ (***). Enfin, ICI. de Saint-Venant (") a indiqué une 
méthode approchée pour déduire de la solution précédente une infinité 
d'autres solutions voisines, et c'est en la suivant que j'ai pu, soit ohtenir 
celles-ci dans le cas où l'inclinaison du mur sur la verticale est inférieure à 
une certaine valeur-limite, soit démontrer leur impossibilité dans le cas 
contraire où l'inclinaison dont il s'agit dépasserait la même valeur-limite ('). 
Le Mémoire actuel se termine par une exposition simplifiée de ces divers 

(') On the stability of luose Eurth,  aux Transactions philosophiques de l a  Société royale 
de Londres (18564857). SR théorie a été exposée gbométriquement dans les Atanales desporbts 
el chnussees (novembre 1872, p. 242). par M. Flamant, ingénieur des ponts e t  chaussées. 

(**) M .  Levy n'avait donné d'abord I'cxpression de  la poussée que pour le cas particulier 06 
la facc postérieure du m u r  est verticale ct oii le talus supérieur a sur  I'horizon l'inclinaison 
maxima 7 : M. de Saint-Veiiant a remarqué que la méine analyse conduisait à des formules 
simples dans une infinité d'autres cas, notamment dans celui d'uii terre-plein horizontal sou- 
tenu par un mur  ayant un  fruit intérieur égal à tg (:-)). Voir relativement & ces deux cas 
particuliers, au Coinpte rendu du 21 juin 1869 (t. LXVIII, p. 1456),  un  article où M. Maurice 
Levy dit aussi avoir puisé la première idée de  son Mémoire daris un remarquable travail 
(Traité 'de l a  stuhilile' des comlruetions, Brunswick, 4857) de M. le Docteur Schemer, qui 
avait considéré l'équilibre-limite d'un massif dont la surface supérieure est horizontale. 

("*) Le Mémoire de M. Levy a paru i n  .extenso au Journa l  de Mathématiques de M. Liolrville 
(t. XVIII,  1873; pp. 241 à 300). 

(") Au no  7 d'un Mémoire inséré aux Conrptes rendus des 7 et 14 février 1870 ( t .  LXX, 
pp. 229 et 281). Voir aussi au Conyle rendu de la première de  ces séances (p. 217), l e  Rapport 
approbatif de DI. de Saint-Venant sur  le Mémoire de M. Levy. 

(') Compte rendu, même tome, y. 751, numéro du 4 avril 1870, qui conlient également 
(p. 717) un  articlc de M. de Saint-Vcnant sur  l e  même sujel. 
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. 5 

résultais, étendus même à des cas où les surfaces limiiant le massif sont 
courbes, et précédés de considérations qui démontrent le fait de la produc- 
tion presque instantanée de l'étai ébouleux dans une grande partie des 
massifs au moment de leur rupture. Ce fait, implicitement admis par Ran- 
kine et par M. Levy, n'est pas du tout évident. 

Mais il y a un autre genre d'équilibre également important à considérer : 
c'est celui que présente une masse sablonneuse en repos, soutenue par un 

.mur assez ferme pour n'éprouver aucun ébranlement. Dans cet état, le frot- 
tement mutuel des couches est ghnéralement moindre que dans le précédent, 
tout comnie, à l'intérieur d'un solide en équilibre d'élasticité, les tensions 
restent partout inférieures à celles qui altéreraient d'une manière perma- 
nente la structure du corps : les particules sont donc moins reienues par 
leurs actions mutuelles que dans le cas où le mur de soiitèncment les fuirait 
en cédant sous leur pression, et elles exercent sur ce dernier une poussée 
supérieure à celle qu'indiquent les formules de Rankine. 

C'est surtout ce genre d'équilibre que je me propose d'étudier ici : je 
l'appelle équilibre d'élasticz2é, car je considère les pressions qui s'y trouvent 
effectivement exercées comme dépendant des petites déformations qu'éprou- 
verait la masse, supposée d'abord homogène et sans poids, si elle devenait 
ensuite pesante comme elle l'est en effet. 

2. Est-il aussi difficile qu'on l'a cru jusqu'ici de trouver les vraies for- ,iiga;2";;z 
mules des pressions, à l'intérieur d'un milieu pulvérulent en équilibre ~~',",$:f~~,4"lnsses 
stable? Je ne le pense pas, et, sauf les réserves necessaires en attendant le 
conlrôle de l'expérience, qui, dès à présent d'accord avec une partie des 
résultats théoriques, n'a pas encore donné sa réponse sur d'autres, les 
réflexions suivantes me paraissent de nature à le démontrer. 

Les corps dont il s'agit tiennent le milieu entre les solides et les fluides : 
tandis que les solides et les fluides, soumis A des pressions variables depuis 
zéro jusqu'à de grandes valeurs, opposent à une même déformation qu'on 
leur fait subir une résistance constante, finie pour les premiers, nulle pour 
les seconds, les milieux pulvérulents, au contraire, .résistent aux change- 
ments de forme avec une énergie d'autant plus grande qu'ils supportent dans 
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tous les sens uiie pression moyenne plus considérable : fluides tant qu'on ne 
les comprime pas, ils deviennent, en quelque sorte, solides sous pression. 
Leur coenicient d'élasticité de glissenient, ou coeficient de rigidité ( r  de 
Lamé), au lieu d'être constant comme chez les solides, nul comme chez les 
fluides, parait proportionnel A la pressiori moyenne p. 

C'est ce que je  déduis en effet des expressions par lesquelles on repré- 
sente, dans les corps isotropes, la moyenne des forces élastiques princi- 
pales (c'est-8-dire la pression moyenne p changée de signe) et aussi les 
diff4rences respectives de ces trois forces, en fonction des trois dilatations 
priiicipales 3,, 3,, 3,. En ienant compte, dans tous les résultats, des termes 
affectés des carrés et des produits deux A deux de a , ,  a,, a,, puis exprimant 
que le milieu considéré, pour des valeurs finies de 3 , ,  3,, a,, cesse d'ad- 
mettre des forces élastiques tangentielles de grandeur sensible dés que la 
pression moyenne p est nulle, je trouve que les composantes appelées par 
Lamé N , ,  N,, N,, T,, T,, T, y ont pour valeurs (tant qu'elles ne dCpassent 
pas certaines limites) : . 

na est un coefficient positif et  constant assez considérable, et u ,  v, w, fonc- 
tions des coordonnées primitives x, y, z ,  désignent les composantes du 
déplacement moléculaire. De plus, la même analyse prouve que la dilatation . 

cubique est en même tenips iiégligeable en comparaison des irois dilatations 
linéaires dont elle égale sensiblement la somme algébrique, ou qu'on peut 
admettre la relation d'incompressibilité 

Si l'on joint celle-ci aux trois équations qui expriment l'équilibre de trans- 
lation d'un élément de volume rectangulaire, on aura les quatre équations 
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indéfinies nécessaires pour déterminer, dans chaque cas, les déplacements 
u ,  V,  w et la pression moyenne p. 

Quant aux conditions spéciales aux surfaces-limites, elles reviennent : 
10 Pour les surfaces libres, à exprimer que la pression exercée par le 

massif sur sa couche superficielle est nulle (car on fait abstraction de la 
pression atmosphérique, appliquée tout autour de chaque grain de sable 
et qui n'influe pas sur les actions mutuelles de ces grains); 

20 Pour les parois fixes (ou faces posiérieures des murs de souiènenient) 
à y poser u - O, v = O, w = O lorsqu'elles sont rugueuses au point d'im- 
mobiliser la couche adjacente du massif, comme il  arrive toujours dans la 
pratique, et qu'on admet en outre l'existence d'un état primitif, con~paiible 
avec cette immobilité, dans lequel les déplacements .a, v ,  zo sont partout 
nuls et le milieu homogène sans pesanteur : si la paroi était, au contraire, 
infiniment polie , la composante normale du déplacement et les composantes 
tangentielles de la poussée s'y annuleraient. 

Je  me borne à considérer ces deux espèces opposées de parois et j'observe 
d'ailleurs que les conditions simples ainsi posées ne sont malheureusement 
pas applicables aux cas de la pratique. En effet, les particules adjacentes à 
des parois rugueuses, par exemple, se trouvent bien immobilisées, mais pas, 
en général, dans les positions correspondantes à l'état dit tzaturel ou pri- 
mitif; de sorte que les déplacements zc, v, w y sont plutôt égaux à des fonc- 
tions déterminées, quoique inconnues, de  x, y, z ,  qu'à zéro. On verra au 
C; VI11 comment, dans l'étude de l'équilibre définitif que prennent des mas- 
sifs placés dans des conditions données, j'ai pu suppléer par une condition 
de stabilité à la connaissance des relations spéciales aux parois, et comment 
aussi le même genre de solution, étendu au cas de murs plus ou moins 
fermes et qu'on ne peut pas supposer absolument immobiles, parait conduire 
d'une manière rationnelle aux résultats que l'ingénieur demande à la théorie 
de la poussée des terres. 

3. Les' intégrations sont faciles quand le massif pesant, limité supérieii- " y ; $ i  
rement par un plan faisant avec l'horizon un angle donné a, est indéfini dans ~ l n ' : ' a ; ~ ~ ~ L ~ , i ~  

défini dans lu a i i i r ~  
tous les autres sens. Une telle masse pulvérulente peut présenter une double @en.. 
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SUR L'ÉQUILIBRE D'ELASTICITE 

infinité de modes d'équilibre, suivant les valeurs qu'on attribue à deux 
constantes arbitraires c, cl, introduites par l'intégration. 

Un système quelconque de droites parallèles, situées dans un plan vertical 
perpendiculaire au  plan du talus supérieur, s'y change, par suite des petites 
déformations éprouvées, en une famille de coniques. concentriques, sem- 
blables et semblablement placées, dont les axes ont les directions des bissec- 
trices des quatre angles que forme une verticale avec le profil du talus supé- 
rieur. Ces coniques deviennent des arcs de cercle de très-grand rayon pour 
les lignes parallèles au talus. Elles se réduisent toutes à de simples droites 
parallèles quand i'uoe des deux constantes arbitraires, e, est nulle. Alors les 
différentes parties du massif éprouvent les mêmes déformations : il y a 
notamment deux systèmes primitivement rectangulaires de droites matérielles 
qui ne sont ni contractées, ni dilatées, et qui, sans cesser d'être droites et 
respectivement parallèles, éprouveiit de simples glissements les unes par 
rapport aux autres. J'appelle E l'inclinaison d'un système de ces lignes sur la 
verticale, inclinaison qu'on peut supposer comprise entre r $9 et qui suffit, 
comme oii va voir, pour caractériser parfaitement les divers modes réali- 
sables d'équilibre du massif. 

L i i i ~ i l e  d'élasiieilé 4. Observons, en el'fet, qu'après avoir intégré les équations différentielles 
de la malibre pulvé- 
rulellte. - Extension du problème, il reste à tenir compte des limites d'élasticité que présente 
des résultais o1)ienns 
à des cas nonihreux 
de iiiassifs liiiiites par nécessairement la matière pulvérulente. considérée. De même qu'en traitant 
des murs plans. de l'élasticité des solides soumis à des forces données, on exprime que la plus 

grande dilatation linéaire en chaque point doit rester inférieure à1 la valeur 
pour laquelle les déformations commenceraient à avoir une partie permanente 
sensible, de même il faut exprimer ici que la plus grande dilatation linéaire 
éprouvée aux divers points du massif atteint tout au plus la valeur maxima 
qui ne peut être dépassée sans qu'un éboulement soit à craindre. Les corps 
pulvérulents sont dénués de cohésion, c'est-à-dire incapables d'exercer des 
pressions négatives (ou tractions), et la dilatation la plus grande, à l'état 

1 élastique, doit par ce seul fait y rester toujours inférieure au rapport 
La limite d'élasticité, étant ainsi moindre que &, peut Ptre mise sous la 

sin g> forme o,, OU désigne un angle, caractéristique de chaque espèce de 
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. 9 

matière, que l'expérience sera appelée à déterminer entre 00 et 900, et qui 
n'est autre que l'angle dit de froltenzent ou de terre coula~ite. D'ailleurs, aux 
points d'un massif, soumis a des déformations planes, ou la plus grande dila- 
tation devient égale à $ 9  la plus grande inclinaison qu'y prenne une 
pression par rapport au prolongement de la normale à l'élément plan sur 
lequel elle s'exerce vaut précisément p, et l'on retrouve l'équation caractéris- 
tique de l'équilibre-limite, que M. Rankine (*) 5 donnée le premier en la 
déduisant de cette propriété même prise pour définition des masses inconsis- 
tantes : elle se présente ici comme résultant du fait général de l'imperfection 
d'élasticité de tous les corps que l'on déforme. 

Une première conséquence de la nouvelle condition imposée à l'équilibre 
est de faire annuler la constante c dont il a été parlé plus Iiaut, et par con- 
séquent de réduire tous les modes réalisables d'équilibre du massif indéfini 
a ceux qui dépendent d'un seul paramktre, fonction de l'autre constante arbi- 
traire c1 : je prends pour ce paramètre, comme il a été dit précédemment, 
l'inclinaison E ,  siIr la verticale, d'un des systèmes des lignes matérielles du 
massif qui ne sont ni contractées, ni dilatées. En outre, l'angle 6 doit vérifier 
l'inégalité 

sin LI 

COS' (W - 26) > -. 
sin * 

La direction du systèirie considéré de lignes invaiiables, arbitraire quand 
l'inclinaison u du talus sur l'horizon est nulle, se, trouve donc astreinte à 
tomber dans l'intérieur d'un angle de plus en plus petit mesure que cette 
inclinaison croît en valeur absolue : elle devient même unique lorsque 
a=* p, et elle cesse d'exister ou d'être réelle si sort de l'intervalle corn- 
pris entre ces valeurs extrêmes + p. 

Ainsi sont, expliyuées : 
4 0  L'impossibilité, pour un massif pulvérulent, de se soutenir sous un 

angle supérieur à celui de terre coulante; 
20 La diminution de la stabilité de son équilibre A niesure que la déclivité 

du talus augmente, ou, ce qui revient au même, la réduction de plus en plus 

(') Mémoire ddjà cité On the stability ofloose Eartk, forrn. 34. 

3 
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SUR L'ÉQUILIBRE D~ÉLASTICITÉ 

grande da champ dans l'étendue duquel le pararnPtre angulaire e, caracté- 
ristique des modes d'équilibre, peut varier sans que la masse inconsistante 
passe à l'état ébouleux. 

D'ailleurs, ces divers modes d'équilibre, quoique obtenus pour des nîassifs 
latéralement indéfinis, s'appliquent à des massifs limités d'un côté par un 
mur, toutes les fois que les formules qui les représentent vérifient d'elles- 
mêmes les conditions spéciales à sa face postérieure. Je démontre par exemple 
qu'un de ces modes, et un seul, convieut au cas d'un massif terminé supé- 
rieurement par un talus plan et latéralement par un mur également plan, 
soit quand ce mur se  trouve, ou infiniment rugueux, ou infiniment poli, et 
que l'état naturel est supposé avoir existé d'abord, soit dans le cas ordinaire 
où l'équilibre s'est définitivement réglé de manibre à donner a la structure 
intérieure du massif la plus grande stabilité compatible avec le degré de 
résistance du mur, soit enfin quand celui-ci est maintenu contre le massif au 
moyen d'une force connue, plus ou inoins grande, comprise entre celle qui 
serait à peine suffisante pour soutenir les terres et celle qui les ferait refluer 
par écrasement au-dessus du talus supérieur. Les lois très-simples qui régis- 
sent, dans ces différents cas, les déformations élastiques kprouvées par le 
massif et la poussée qu'il exerce, se trouvent exposées aux §§ V, VI1 et VIII. 
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FORMULES DES PRESSIONS PRINCIPALES EXERCEES A L'INTERIEUR DES MILIEUX 

~LASTIQUES,  SOLIDES, FLUIDES OU PULVERULENTS, DONT LA CONSTITUTION 

EST LA MÊME EN TOUT SENS. 

5;. Tous Ies corps assez peu écartés d ' u ~  état d't'quilibre pî'iwitz'f sont D;I. , ,~;~, ,  
pales en cliaqiie point 

élastiques, c'est-$-dire lels, que la pression exercée à travers un élément plan d'un corps deloru~é 

quelconqzte pris a leur intérzézcr ne dépend que des cléfornzations éprozcvées 
par la matière dans une très-petite étendue autour de I'élénzent plalt. Quelque 
compliqués que soient les déplacements des diverses particules du corps, 
pourvu qu'on les suppose graduellement variables d'une particule aux parti- 
cules voisines, les déformations dont il s'agit se réduisent toujours, comme 
on sait, aux trois dilatations, dites principales, des fibres ou lignes maté- 
rielles qui, primitivement parallèles à trois directions rectangulaires, se 
trouvent encore rectangulaires après les déplacemenis. 

On peut démontrer bien simplement cette importante proposition, due A 
Cauchy. II suffit, pour cela, d'observer que la continuité supposée des mou- 
vements entraîne, comme conséquences presque évidentes, les propositions 
que je vais énoncer et qui constituent elles-mêmes d'intéressants théorèmes 
de cinémalique. 

l o  Un ensemble de points matériels très-rapprochés el dessinant une 
surface dans l'état primitif, continuent à former une surface à toute 
époque. 

20 Deux de ces surfaces matérielles, choisies primitivement très-voisines 
l'une de l'autre dans toute leur étendue, restent également très-voisines et 
ontpar  suite leurs éléments plans sensiblement égaux et parallèles chacun 
à chacun. 

30 Un triple système de surfaces matérielles, tracées à l'origine dans le 
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SUR L'ÉQUILIBRE D'ELASTICITÉ 

corps, le découpe A toute époque en une infinité de parallélipipèdes élémen- 
teires, dont chacun éprouve d'un instant à l'autre des variations dans les 
longueurs et dans les inclinaisons respectives de ses arètes, inais.sans que 
celles-ci cessent jamais d'être sensiblement egales et parallèles quatre à 
quatre. 
40 Par suite, deux éléments matériels quelconques de surface ou de  

ligne, très-voisins l'un de l'autre, et sensiblement égaux et parallèles dans 
I'état primitif, lie cessent jamais d'être sensiblement plans ou rectilignes, 
égaux et parallèles. 

50 Le mode de déformation éprouvé par le corps dans un petit espace 
autour d'un quelconque de ses points est complétement déterminé, si l'on 
connaît à chaque instant les accroissements requs, à partir de l'état primitif, 
par les inclinaisons respectives de trois arêtes concourantes d'un élément de 
volume parallélipipède contenant ce point, et aussi les trois dilatations 
éprouvées par ces arêtes, c'est-à-dire les rapports respectifs de leurs aug- 
mentations de longueur aux longueurs primitives : en effet, l'élément de 
volume parallélipipède, dont I'état primitif est supposé donné en outre, 
pourra être entièrement construit à l'époque considérée, et tous les points 
matériels qu'il contient s'y trouveront situés, sans la moindre indétermina- 
tion, de manière que leurs distances à chaque face, mesurées dans le sens 
de l'arête non parallèle à cette face, aient crû proportionnellement à leurs 
valeurs primitives également données. 

60 Tout élément plan matériel primitivement limité par un contour ellip- 
lique, et tout petit volume ayant initialement la forme d'iin ellipsoïde, ne ces- 
sent pas d'être, soit une ellipse, soit un ellipsoïde, dont les diamètres conjugués 
sont constamment formés par les mêmes lignes matérielles. Considérons, en 
effet, un parallélipipède élémentaire ayant deux ou trois arêtes parallèles, 
dans I'état primitif, à un système de diamètres conjugués de l'ellipse ou de 
l'ellipsoïde dont il s'agit, et appelons a,, A,, ou a,, a,, a,, les dilatations de 
ces arêtes à une époque quelconque t .  Menons, par le point matériel primi- 
tivement placé au centre de l'ellipse ou de l'ellipsoïde, un système d'axes 
des x, y, ou des x, y, z,  qui restent constamment paralléles à ces arrêtes. 
Les coordonnées xl, y', 2' d'un point matériel quelconque, voisiii de l'ori- 
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gine, égaleront, à une époque aussi quelconque, leurs valeurs primitives 
x, y, z augmentées des accroissements respectifs x3,, y3,, z3,, et l'on 
aura 

x1=x(4  +J,), yl=y(l + a y ' ,  zl=z(I +a,); 

si donc le point (x, y), OU (2, y, z), est pris sur l'ellipse ou sur I'cllipsoïde 

le point (XI, y') ou (XI, y', zl) se trouvera sur l'ellipse ou sur l'ellipsoïde 

70 Le cas particulier le plus intéressant de la proposition précédente 
s'obtient en supposant l'élément plan et l'élément de volume considérés cir- 
culaire ou spl-iérique dans l'état primitif, c'est-à-dire tels, qu'ils aient, dans 
cet état, tous leurs systèmes de diamètres conjugués rectangulaires : quelle que 
soit, à une autre époque donnée, l'orientation du système, généralement 
unique, des axes de l'ellipse ou de l'ellipsoïde, les lignes matérielles dirigées 
suivant ces axes auront été rectangulaires dans l'état primitif, et les défor- 
mations totales éprouvées à cette époque par la matière comprise à l'intérieur 
de l'ellipse ou de l'ellipsoïde considérés, se trouveront parfaitement symé- 
triques de part et d'autre des mêmes axes, s'il s'agit de l'ellipse, ou de part 
et d'autres des trois plans diamétraux, dits principazcx, qui contiennent deux 
d'entre eux, s?i s'agit de l'ellipsoïde. En nous bornant à ce dernier cas de 
l'ellipsoïde, nous pourrons dire que les couclies de matière parallèles à cha- 
cun, des trois éléments plans principaux n'auront pas glissé les unes devant 
les autres, vu que les fibres matérielles qui les traversaient normalement 
leur seront encore perpendiculaires. Les d é f ~ r ~ a t i o n s  éprouvées se réduisent 
ainsi aux trois dilatations recues par ces trois systèmes de fibres, c'est-A- 
dire, plus simplement, par les trois dimensions du parallélipipède matériel et 
rectangle construit sur trois arêies paralléles aux axes considérks. 

J'appdlerai 3,, a,, 3, ces dilatations principales. 
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Expressionsdesfor- 6. Je me bornerai à l'étude de corps d'élasticité constante, c'est-à-dire 
ces élastiques prinei- 
?ai- dans u: constitués, dans l'état primitif, de la même manière par rapport à tous les 
rsolrope ou d elasti- 
eile ronslante. éléments plans matériels qui se croisent en un même point. Si l'on considère 

en particulier, parmi ces éléments plans, les trois qui sont rectangulaires à 
l'époque t comme avant les déplacements, les pressions F,, F,, F, qu'ils 
supporteront sous l'unité de surface actuelle, à cette époque t ,  ne pourront 
que leur être normales par raison de symétrie : ce sont ces trois pressions, 
rectangulaires entre elles et normales aux éléments plans qu'elles sollicitent, 
qu'on appelle pressiom principales : nous les regarderotis, suivant l'usage, 
comme positives quand ce seront des tractions, comme négatives quand ce 
seront des pressions propremenl dites. D'ailleurs, pour des raisons enc,ore 
évidentes de symétrie, si 3,) 3,) 3, représentent les dilatations des fibres res- 
pectivement parallèles à F,, F,, F,, Fi sera une fonction de a,, a,, 3,, sym6- 
trique par rapport à 3,, 3,; F, sera la même fonction de a,, a,, a, ,  enfin F,, 
la même fonction de 3,, a,, 3,. 

En général, les déformations principales a,, a,, 3, sont assez petites pour 
que les fonctions Fi,  F, , F, puissent être développées, par la formule de 
Maclaurin, en séries très-rapidement convergentes procédant suivant leurs 
puissances entiéres et positives. Nous nous occuperons spécialement de la 

1 pression moyenne - (Fi + F, t F,), que nous appellerons p, et des trois 
1 

demi-différences (F, - F.), q. (F, - F,), (F, - F.). Ces quatre quantites 
deviendront évidemment des séries très-rapidement convergentes ordonnées 
suivant les p@sances croissantes de 3,) a,, 3,. 

La première, p, sera symétrique par rapport à a,, a,, 3, et aura, jus- 
qu'aux termes du troisième degré exclusivement, un développement de la 
forme 

où A, B, C, D désigneront quatre coeficients dépendant de la nature du 
corps et de l'état primitif. On peut abréger cette expression en y introdui- 
sant la dilatation cubique O ,  c'est-à-dire l'accroissement. reçu par l'unité de 
volume de l'élément matériel rectangulaire dont les trois dimensions. ont 
grandi dans les rapports respectifs de 4 à 1 + a,, de 1 A 1 4 a,, de 4 à 
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4 + 3,. La valeur de e est ainsi l'excès, sur l'unité, du produit (1 + 3,) 
(1 + 3,) (1 + a,), et l'on peut, en négligeant le terme 3,3,3, qui est du 
troisième ordre de petitesse, écrire 

L'expression précédente de p, changée de signe, devient 

1 
(2). - B ou - (FI + F, + F,) = A + Be + Ce2 + D [(a, - a,), + (3, - a,)' + (a,  - q*]. 3 

Le développement de ; (F, - F3) peut s'obtenir en substituant aux deux 
variables ù,, 3, les expressions équivalentes f (3, + 3.) -t f (3, - 3,) et 
1 1 
5 (3, + 33 - (3,- 3,) : on peut, en d'autres termes, l'ordonner suivant 
les puissances de 3,, 3, + a,, 3, - 3,. Comme d'ailleurs le changement de 3, 
en 3, et de 3, en 3, transforme F, en P, et F, en F,, cette série devra sim- 
plement changer de signe quand, 3, et 3, i- 3, conservant les mêmes valeurs, 
3, - 3, prendra signe contraire. La série ne contient donc que les termes 
affectés des puissances impaires de 3, - 3, ; elle est le produit du facteur 
3,- 3, par un autre facteur ordonné suivant les puissances entières et posi- 
tives de 3,, 3, + 3,, (3, - 3,y. Cet autre facteur, étant ainsi symétrique 
par rapport à a,, 3,, contient, jusqu'aux termes du troisième degré exclusi- 
vement, sept termes, dont le premier est constant, et dont les six autres 
sont respectivement affectés de 3, + 3,, a,, 3; + 3,9, 3, (3, + 3,)) JP3,, 3:. 
Si A', BI, Cl, Dl, BI1, Cl1, DI1 désignent des coefficients spécifiques comme 
A, B, C, D, ce facteur pourra s'écrire 

A' + B' (a, + a,) + (c' + 2Df)  (a: + a@ + (B' + 2c1 - 2 ~ ' )  a,a8 + (BI + B") J, 

+ (B' + 2C' - 2D' + C") J I  (3, + 3,) + (C' + 4D' + C" + D") a:, 

ou, plus simplement, 

En vue d'abréger, je poserai dans ce paragraphe 

A + Pe + Cee + D [(a, - 3# + (& - 3,p + (4 - &)(]= K , 
(3). . . . 

A' + B'e + C'es + D' [(3, - 3,)' + (3, - 3,)' + (3, - 3J] =Kt, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



16 SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

de manière à avoir notamment, pour l'expression de (F, - F,) et pour 
1 1 

les expressions analogues de 5 (FI - Fi) et de (Fi - F,), les formules 

4 
-(F3 - F,) = [K' + (B" + C"0) 3, + DJ: ]  (3, -Ji), 
2 

1 
-(Fi - Fp) = [K' + ( B I t  + Ce) 3, -+ D''a@ (3, - 3,). 
2 .  

En ajoutant membre à membre ces trois égalités, il vient 

O=D"[3:(J8-a3) C 3i(a3- a , )  + ~Sa(3,-34, 

O = Dl' [3,3,(a1- a,) + >,a,($- 3,) + 3,3,(3, - aJ], 

relation qui ne peut être toujours vérifiée [comme, par exemple, dans le cas 
où 3, = O, sans qu'aucune des quantités a5, 3,) 3, - 3, s'annule] qu'autant 
que le coefEcient Dl! est nul. Les formules ci-dessus;en y joignant celle (2) 
de la pression nioyenne, se réduisent donc à celles-ci 

[ . (F' - Y,) = [Kr + (13'' + Ct%) a,] (a, - aJ , 

1 
- (F, .- F,) = [K' + (BU + C"9) J,] (a, - Ji), 
2 

(4) . . . . . . . 
1 ; (Fi - F3 = [KI + (B" + C'd) &] (3, - h), 

- (F, + F, + F,) ou - p = K.  1 : 
Ce qua deviennent 

ces expressions : 
i o  Quand le corps 

est solide, 

7. Les résultats précédents s'appliquent à tout corps d'élasticité constante, 
ou isotrope, comme dit Cauchy. Spécifions-les actuellement pour les trois 
cas d'un solide, d'un fluide et d'une masse pulvérulente, en supposant les 
parties variables, Fi - A, F, - A,  F, - A, des forces principales, assez 
peu considérables pour que leurs expressions soient réductibles aux formes 
simples qu'elles ont quand elles sont prés de s'annuler. 
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La partie commune, - p,  des trois pressions (ou plutbt tractions) 
F , ,  F,, F,, représente l'effort qui tend à dilater ou à comprimer le corps, 
non celui qui tend à le déformer. Ce dernier effort est au contraire repré- 
senté par leurs différences respectives F, - F,, F, - F,, F, - F,, et il 
est d'autant plus faible, en comparaison des déformations produites 3,- 3,, 
3,- JI ,  3, - 3,, que le corps a moins de rigidité. 

Occupons-nous d'abord des solicles, ou nzilie~tx cohére~tts propremeut 
dits, c'est-A-dire des corps dont les déformations 3, - 3;, 3, - J I ,  3, - 3, 
ne deviennent jamais sensibles qu'autant que les efforts F,-F,, FJ- F , ,  
F I  - F, le deviennent eux-mêmes. Les rapports 

n'y croissent donc pas au delà de toute limite lorsque leurs dénominateurs 
diminuent jusqu'à zéro, et les rapports inverses, exprimés, d'après les trois 
premières formules (4 ) ,  par 

K' + (13'' + c'le) 3,) KI + (BI' + C'Io) &, K' + (Rv + (Ye) a,, 

n'y deviennent pas nuls quand F I ,  F,, F, se réduisent à leur partie primitive 
A, ou que a,, a,, 3, décroissent jusqu'à zéro. D'après l'expression (3) de KI, 
ces rapports se réduisent alors à la constante A'. Celle-ci ayant donc une 
grandeur finie, les formules (4), pour des valeurs assez peu considérables de 
F, -A, F, -A, F,- A et par suite de 3,, 3,) a,, deviennent à fort peu près 

On en déduit aisément les valeurs de Fi,  F,, F,, en observant qu'on a,  par 
exemple, 

1 1 1 
F, = 3 (F, + F 9  + Fa) - = (Fi - Pi) + 5 (F, - F*) ; 

3 
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18 SUR L'ÉQUILIBRE D'ELASTICIT$ 

. si I'on pose, afin d'arriver aux notations de Lamé, 

on obtient ainsi les formules connues 

20 Quand le corps 8. Les milieux non cohérents sont au contraire ceux chez lesquels des 
es1 fluide et quand il  

pulvérulent- d6formations finies 3, - 3,, 3, - 3,, 3, - 3, peuvent être produites par des 
efforts F, - F,, F, - FI ,  F, - F, infiniment petits. Ces milieux sont de 
deux espèces, suivant que de telles déformations, sous des efforts insensibles, 
n'y sont réalisables qu'autant que la pression moyenne p est infiniment petite, 
ou suivant qu'elles peuvent même s'efyectuer quand la pression p est finie. 

Le second cas est offert par les fluides, milieux, dénués de régidité, 
chez lesquels on a constamment (au moins à I'état siah' ue F, - F, = 0, Y )  
F, - F, = O, F ,  - F, = O, et ou par suite, si l'on suppose assez peu consi- 
dérables, comme il a été dit, les différences F, -A,  F, - A ,  F,- A ,  on a 

ces formules se déduiraient de celles ( 5 )  qui conviennent aux.corps solides, 
en supposant nul le coeficient de rigidité p. 

Le premier cas comprend les corps pulvérulents que j'étudierai dans ce 
Mémoire. On peut les définir des milieux élastiques intermédiaires, qui, sous 
pression, sont doués de rigidité comme les solides, tandis qu'ils deviennent 
fluides dès qu'on cesse de les comprimer. 

Quelque faibles que soient les efforts F, - F,, F, - F,, F, - F,, mais 
pourvu que la pression moyenne gn devienne suffisamment petite, les dila- 
tations a,, a,, peuvent y avoir des valeurs quelconques, que nous suppo- 
serons toutefois petites et comprises entre certaines limites d'élasticité. Or 
l'expression (4) de p devient égale à zéro, quelles que soient les différences 
3, - 3,, 3, - a,, si I'on y choisit convenablement e ou, par exemple, 
l'une des trois dilatations 3,, 3,, 3,. Les formules (4) montrent donc que, 
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pour des valeurs arbitraires de 3, - a,, 3, - a,, les quatre expressions 

(rbir). . . K ,  K' + (Br' + C"6) a,, Kt + (B" + C"0) as, Ki + (Il" + C"0) Ja, 

peuvent être nulles dans les milieux dont il s'agit, ou, plus exactement, 
peuvent être nulles en supposant qu'on y comprenne les termes, d'un ordre 
de petitesse en a,, a,, 3, supérieur au second, qui les rendraient exactes. 
La différence des deux dernières étant (BI1 + Cue) (3, - a,), on voit que 
l'annulation de ces quatre expressions revient à poser, sauf erreurs du  troi- 
sième ordre de petitesse, 

(6 )  . . K = O ,  K' = O ,  B" + C"e = une quantité du second ordre en a,, a,, a,.. 

Nous aurons à considérer les trois équations simultanées (6), non pas 
pour nous borner aux cas où elles seront satisfaites, mais pour tirer de leur 
forme même diverses cons$quences, relatives aux cas voisins où la pression 
moyenne p, sans devenir trop grande, ne sera plus égale à zéro. Elles 
devront être vkrifiées, rion-seulement par des valeurs finies de 3,, 3,, a,, 
mais encore par des valeurs nulles de 3,, a,, 3, ; car, en admettant, coinme 
je le ferai, qu'on ait choisi pour 6tat primitif un état où p = O, on peut, 
sans que les pressions F,, F,, F, cessent d'être insensibles, ne produire que 
des dilatations linéaires aussi petites qu'oii voudra. Or, quand on fait 
3, = 0,  3, - 0, 3, = 0 ,  ces équations se réduisent, d'après les expres- 
sions (3) de K,  KI, à 

Par suite, les équations (6) deviennent en général 

Be + CeP + D [(a, - a,)¶ + (9, - a,)* + (a, - ad7 = 0, 

(8) . . . . . B ' O  + C'O' + D' [(as - 2s)' + (a3 - 34)' + (21 - &)P] = 0, 
C"e = une quantitd du second ordre en a,, a,, a,. 

On ne peut les vérifier que de deux manières : ma bien en posant 8 = 0, 
ou bien sans poser O = O. Examinons successivement ces deux cas. 

Si les équations (8) se résolvent en posant e = O , les deux premières, 
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20 SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

dans lesquelles les petites différences 3, -- 3,, 3, - 3, doivent rester arbi- 
traires, ne seroii t satisfaites qu'autant qu'on aura 

Mais alors les formules générales (4) prennent des formes très-simples , 
quand on se borne, comme il a été dit, a n'étudier que des valeurs assez 
peu considérables des parties variables F, -A, F, -- A, F, - A des pres- 
sions. Pour ioules ces valeurs, la dilatation cubique e ,  qui s'annulerait en 
même temps qu'elles, est en général irès-petite par rapport aux trois termes 
principaux 3,, 3,, 3,, dont elle vaut a fort ileu près la somme algébrique et 
qui, différant l'une de l'autre de quantités quelconques, sont loin de s'an- , 
nuler. D'ailleurs, les expressions (4) de - p  et, par exemple, de (F, -Fi), 
sont déjà réduites, par les conditions (7) et (9), à 

1 - p = De + Ce2, - (F, - F,) = ( B I  + C'o + C"J,) e (3, - 3,). 
2 

La dilatation 6 étant très-petite par rapport aux différences 3,- 3,, 3,- a,, 
un terme afïectk de P e s t  négligeable vis-à-vis d'un terme affecté de O ,  vis-à- 
vis même d'un autre terme affecté de e (3, -a,), et l'on peut supprimer, à 
plus forte raison, un terme affecté, soit de e3, (3, - a,), soit surtout de 
69 (3, - 3,). Les termes qui ont en coeflicient C, Cl, Cl1 disparaissent donc, 
et il vient simplement 

ou bien, si l'on pose B = 2, B1 = - ml, 

1 
On aurait des valeurs analogues pour les demi-différences 9 (F,-F,), 
1 (F, -F,) : ces valeurs, substiiuées dans les expressions identiques de 
FI ,  F,, F,, dont la première est 
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. . 21 

donnent, en observant que la somme 3, + 3, + a,, ou O ,  est négligeable 
en comparaison de 3,, a,, 3,, les formules définitives : 

(10) . . FI = - p (g - 2mJ4), F, = - p ( l  - 2 4 ,  F, = - p (1 - 21î1~,), 
avec la condition 3, + 3, + 3, ou O = 0. 

Supposons actuellen~ent que les équations (8) se résolvent sans poser 
9 = O, mais dans l'hypothèse que e y varie, à pariir de' zéro, d'une manière 
continue, A mesure que les deux différences 3, - a,, 3, - 3,, d'abord nulles, 
prennent des valeurs croissantes. Les équations dont il s'agit se vérifiant 
quand la pression moyenne p égale zéro, il est clair que la dilatation 
cubique ne peut pas y avoir de valeurs bien sensibles et qu'elle y est tout au 
plus de l'ordre des carrés ou des produits de a,,  3,, 3,, (si même il est phy- 
siquement admissible qu'elle puisse'étre finie). C'est du reste ce que montre 
la première relation (8), où B est l'inverse de ce qu'on appelle coeficient de 
cornpressâbiZité, et de laquelle on tire 

Ainsi B est seulement du second ordre de petitesse en a,,  a,, 3, : par suite, 
@disparaît, comme se trouvant du quatrième ordre, des deux premières 
équations (8). De plus, au degré d'approximation auquel on se borne, la 
troisième équation (8) est vérifiée quel que soit le coefficient fini Cl1. 

Les relations (8), ainsi réduites 

D' donnent par l'élimination de e, en appelant - rn le rapport D, 

Les forinules générales (4) conduiront encore, dans le cas que nous exa- 
minons, aux mêmes relations (40) que dans le précédent, du moins tant 
qu'on supposera les parties variables, F, - A, F, - A, F, - A, des pres- 
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'2% SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

sions, assez petites pour que la dilatation cubique e ne cesse pas d'être du 
second ordre de petitesse en a,, 3,) 9. Les conditions (7) et (42), si on 
néglige d'ailleurs dans une même formule, devant 8 ,  les termes affectés 
de es, sa,, sa., sa,, changent en effet les relations (4) en celles-ci 

t 1 
(F, - F,) = nip ( 3 ,  - 2,) , (F, - F J  = mp (J5 - 4 ,  - (Fi - Fa) = m p  ( J ~  - 3 4 ,  2 2 

- p = Re + D [(a) - + (3< - >,y + (1, - &PI : 

les trois premières, combinées avec la condition approchée d'iiicompressibilité 
3, + 3, + 3, - O, donnent bien les relations (4 0). 

Les formules (10) conviennent par coaséquetat a tous les m.ilaéux élasti- 
ques pulvérule!eltts soun~is ù des pressions modérées. Elles difdrent des for- 
mules (5), caractéristiques des corps solides, elz ce que, d'une part, lu dilata- 
Ji012 cubique e y est négligeable en comparaz'son des dilatations linéaij*es 3,, 3,,& 
dont elle vaut sensiblement lu somme algébrique, tandis que, d'autre part, le 
coeficient de rigidité p, au làeu d'être constant, y prend lu forme mp, c'est-à- 
dire devient proportionnel à lu pression moyenne exercée ati point considéré. 

Les relations qui existent, ,dans ces deux espèces de corps, entre les actions 
déformatrices F, - F,, F, - F,, F, - F, et les déformations produites 
3, - a,, 3, - a,, 3, - a,, se déduisent irnmédiaternent des formules (5) 
ou (1 O), et sont les suivantes : 

1 1 1 p (si le corps est solide) , 
5 (Fa - PB) g (F, - F J  - ( F I  - F3 

2 4 I .  ., 
(14). . . - / - - - 

4 - 35 JS - 31 J I -  3% - 1 mp (s'il est pulvérulent). 
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8 II. 

EXPRESSIONS G~NERALES DES FORCES $LASTIQUES , A L'INTERIEUR DES CORPS 

D'ÉLASTICITÉ CONSTANTE, SOLIDES OU PULVÉRULENTS. 

9. Les formules des pressions principales F,, F,, F, en fonction des EX,,,,,;,., a,, di- 
lalalions PI des yliase- 

dilatations principales 3,) 3,, 3, étant obtenues, il nous reste à chercher celles men. en  r~nciion r- 
dcrivéea pariieller des 

qui expriment les six composantes, N, ,  N,, N,, Tl, T,, T, (notations de deplncsnienir. 

Lamé), des pressions exercées sur l'unité superficielle des trois éléments 
plans perpendiculaires à trois axes de coordonnées rectangles x ,  y, z, en 
fonction des trois dilatations 3,, 3,, 3, des lignes matérielles qui étaient pri- 
mitivement parallèles a ces axes et des trois cosinus g,,, gz,, y, (glissenwnls) 
des angles que font, après les dkformations, les niémes lignes prises deux 
à deux. 

J'a ppellerai : 
I o  x, y, z les coordonnées primitives de la particule matérielle à partir 

de laquelle sont menées ces trois petites lignes et où se croisent les élémeuts 
plans considérés; 

20 u, v, w, fonctions continues de x, y, z ,  les déplacenients suivant les 
axes, à l'époque t, de la méme particule, c'est-à-dire les petits accroisse- 
ments reqils à cette époque par les coordonnées primitives s, y, z;  

30 xf, y', zf ses coordonnées primitives par rapport à un autre systéme 
déterminé d'axes rectangles ayant la méme origine, et que je supposerai, 
finalenient, paralléles aux trois directions suivant lesquelles se sont pro- 
duites les dilatations principales 3, ,  a,, 3, au point particulier considéré; 

40 ut, VI, tu! les déplacements, suivant ces nouveaux axes, de la même 
particule; 

50 enfin, a, b, c; a', 61, cl; nu, hl', c" les cosinus des angles que I'axe 
des x, I'axe des y, l'axe des z, font avec ces nouveaux axes des X I ,  y', z'. 

Si dx ,  dy, dn désignent les longueurs primitives de trois lignes maté- 
rielles infiniment petites, primitivement parallèles aux axes des x, y, z , et 
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menées à parlir de la particule considérée, leurs projections sur ces axes, 
après les déplacements, seront respectivement devenues, comme on sait : 

du 
(1 + 2) dx, d3C dx, 

d w  
-dx, pour la première dx, 
dx 

d w  
-dy pour la deuxième dy , 
dy 

du 
- d z ,  
dz 

du - ~z , ( I  + g) dz, pour Ia iruisième di. 
dz  

Par suite, les dilatations de ces lignes, excès, sur l'unité, des rapports.de 
leurs longueurs actuelles à leurs longueurs primiiives, vaudront sensiblement 

du du d w  
(1 a). . . . . . . . . J - 3 = -, .3 ,= -, 

" dx y dy dz 

et les cosinus des angles qu'elles feront deux à deux seront, au même degré 
d'approximation, 

~ ~ r m u l e n  pour les 10. D'ailleurs, les formules connues de la transformation des coordon- 
transformations de 
coordonnées : 

10 Transformalion 
nées donnent : 

des dilatations et des 
glissements; x = as' + by' +- c d ,  y = a'x' + b'y' + ç'z', z = a"x' t b"~' i- ~ " z ' ;  

d li d d tl d d d d ,, d (1 - - ' -  + - +  c' - -=a-+ b7+ C-,, -- 
d 

a -+bu-+  ( ; " .  

d x  dx' d y  dz tly dx' dy' dz' dz dx '  dyr dz" 

t~ = au' + bu' + c d ,  v = a'u' + Vu' --t c'w', tu = ( d ' r i  + b"v' + c"w'. 

On en déduit immédiatement les relations suivantes : 

du drc' dv' du;' dw' du' du' du' 
-=a$-+b'-+(p-+ bç 
(1% dx' y '  dz' 

du dw - du' du' du' dw' 
2 a'a" - + b'b" + c'c" + (b'c" + c'b") - i- - +-= ( 

dz d y  dx' d~ dz ' (dzt d Y v )  
du' du' 

+ (a'b" + b'a") -' + -, ; 
(dy d x )  
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Or, par hypothèse, les axes des xr, y', z1 sont parallèles aux trois directions 
princzj,ales o11r lesquelles, au point particulier (a, y, z), les glissements 

' & duf dwl du' dur dv' 
ou cosinus , + ,;., , + , , + , sont nuls, tandis. que les dilatations 
du' dvl dw' ,, # t Z  ont été appelées J,, J2, 3,. Les formules précédentes deviennent 
donc simplement : 

Plusieurs conséquences utiles résultent de ces formules. Et d'abord, si 
l'on ajoute les trois expressions de J,, J,, 3,) il vient, à cause des relations 
connues qui existent entre les cosinus a ,  a', a'', ..., la formule 

(18) . . . . . . . 3, + 3, + a, = 3,  + 3, + 2, = par suite e. 

Si, en outre, on retranche, par exemple, 3, de 3, et que, dans le rCsultat, 
on remplace ai', alre par 1 - b14- cl4, 1 - brie- clr3, on trouve 

) on aurait de rnfme 
(19) . . . . 

3, - 3, = (ailP- a9) (4 - 3J - (clrP- cy) (3, - a,), 
a, - 3, = (bS -h") (ap - a3) - (as -atP) (3, - 3,). 

Enfin, en éliminant, au moyen de la relation 

da" + b'b" + c'c" = O, 

ar al1 de l'expression (4  7) de g,,, il vient 

\ on aurait de mérne 
(50) . . . . . . . 

gsr = 2a"a (3, - 3,) - 2c"c (a, - a,), 
g, = 26b' ( a ,  - 3,) - %a' (a, - a,). 

11. D'autre part, des relations bien connues, qu'on déduit de la con- 3OTr;insformslim 
des forres elastique*. 

sidération de l'équilibre dynamique du tétraèdre élémentaire de Cauchy, 
fournissent les formules nécessaires pour la transformatiori des pressions N, T. 

4 
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26 SUR LEQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

Si fi, p,, pz désignent les composantes, suivant les trois axes rectangulaires 
des z, y, z,  de la pression exercée sur l'unité d'aire de l'élément plan quel- 
conque dont la normale fait avec ces axes les angles a, P ,  y,  ces relations 
sont : 

! p. = Ni C O S  a  + T ,  COS P + Tl  cos y, 

(81) . . . . . . . p y - T 3 ~ ~ ~ a +  NacosP+ T , c o s y ,  ' p . = T l ~ o s a + T , e o s ~ + N , c o s y .  

Appliquées en prenant les composantes, pz,, p,,, p,, suivant le systéme par- 
ticulier d'axes, des X I ,  y', z' , pour lequel les forces normales N devien- 
nent F,, F,, F,, tandis que les forces tangentielles T sont nulles, ces formiiles 
se réduisent a 

ou j'appelle d ,  BI,  les angles faits avec ces axes par la normale A i'élémenl 
plan considéré. 

On aura les composantes, toujours suivant les axes des xl, yl, x', des 
pressions exercées sur les éléments plans normaux aux axes des x, y, z, en 
faisant successivement, dans (21 "'9 : 

Les projections N,, T,, T,; T,, N,, T,; T,, T,, N,, suivant les x, y , z ,  
des mêmes pressions, s'obtiendront ensuite en faisant la somme de ces com- 
posantes, respectivement multipliées par a, b, c ,  ou par cc1, bl ,  cl, ou par 
al1, bIi, c ~ ~ .  Il vient ainsi : 

Ces formules sont pareilles à (1 Y), et l'on en tirera de même des relations 
analogues à (4 8), (1 9), (20) : 
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1 2. 11 s u P t  de comparer respectivement les expressions (23) de N, - N, ilE;;,'$"'b 
et de T,, à celles (49) de 3, - 4 et (20) de g,, en tenant compte de I'ég+ pour les i"""l'e* milieux l l i l ~ -  " 

verulents. lité continue (44)) pour voir que l'on a 

1 p (si le corps est solide), 
p *  - N3) T< 

4 - 3. = 2 = 1 m p  (s'il est pulvérulent); 
les rapports 

égaleront de nz8me E( ou nzp. 
De là résultent immédiatement les valeurs cliercliées de Tl, T,, T,, ainsi 

que celles des différences N, - N,, N5 -Ni, N, - Ny. Quant aux expres- 
sions même de N,, N,, N,, des identités dont la première est 

les donnent ensuite, si l'on observe que, d'après une relation (23), la force 
normale moyenne :(N, + N, $ N5) est égale à la moyenne arithmétique - p 
des trois pressions principales et a pour valeur, dans le cas d'un solide iso- 
trope (voir form. ti), A t (1 + f r )  O. En tenant compte de (48), on trouve 
ainsi, dans ce cas, les formules bien connues : 

j N,=A +ie+s&,  N , = A +  ie+2p$, P i 3 = A +  10+2p3~,  

Ti = pgyz, T, = ,qm9 T3 = ,ugW 3 

où, d'après ( 18), 8 = 3, + 3, + J,. 

Si, au contraire, le corps est pulvérulent, cas dans lequel nous avons vu 
que la dilatation cubique e peut être négligée, il vient 

N t = - p ( 4 -  91>iJ,),  IV%=-  p ( 4  - 2ma,), N, = - p  (1 - m a , ) ,  
T2 = p?ng,, T3 = p,ngz,, 

avec la condition 9 ou J, + a, + J, = O. 

On pourra, dans l'un et dans l'autre cas, substituer aux six défornîations 
a,, 3,) 3,) g,,, y,, g,, leurs expressions approchées (1 5) et (1 6) en fonction 
des dérivées partielles des déplacements u, v, w par rapport aux coordon- 
nées primitives z, y, 2. 

- - 
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SUR L'OQUILIBRE DI~LASTICITE 

8 III. 

ÉQuATIONS DIFFERENTIELLES DE L'ÉQUILIBRE 

DES MASSIFS PULVERULENTS. 

Consid&aiions préli- 4 3. Je m'occuperai principalement, dans la suite de cette étude, de l'équi- 
niinaires. 

libre de massifs pesants, tels qu'un monceau de sable, formés de très-petits 
grains solides juxtaposés sans cohésion, mais se comprimant n~utuellement. 
On pourra faire abstraction de la pression atmosphérique, appliquée norma- 
lement à tout élément plan pris au sein d'un pareil massif; car cette pres- 
sion, qui existe en tous sens à l'intérieur et tout autour des divers grains, 
avant même qu'on les rapproche, et aussi dans l'air interposé, ii'a aucun 
effet pour les maintenir serrés les uns contre les autres et par suite ne 
modifie nullement les deux pressions supplémentaires, normale et tangen- 
tielle, que le coutact des grains produit généraleinent sur l'imité d'aire de 
l'élément plan. Ces pressions supplémentaires seront les seules que nous' 
aurons à considérer, celles auxquelles nous appliquerons les formules éta- 
blies ci-dessus et notamment les relations générales (21). 

Nous supposerons d'abord le massif sans pesanteur, lihre, en chaque 
point, de toute pression, et nous prendrons pour coordonnées primitives x, y, z 
de ses diverses particules, par rapport à un système d'axes rectangulaires 
fixes, les coordonnées qu'elles auraient dans cet état de repos, dit 'état  
naturel; puis nous concevrons qu'il devienne pesant, et nous nous propose- 
rons de déterminer les petits déplacements u , v, w qu'a;root éprouvés ses 
diverses parties quand un nouvel équilibre, que nous supposerons d'abord 
possible dans ces conditions, se sera établi. 

Si les limites d'élasticité du massif ne sont pas dépassées, comme nous 
l'admettrons, les formules (28), spéciales aux corps pulvérulents, devront 
s'y appliquer; car les hypotlièses, faites pour les établir, d'une égale consti- 
tution en tout sens et d'une rigidité nulle ou finie suivant que la pression 
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DES MASSTFS PULVÉRULENTS. 29 

moyenne l'est elle-même, convierinent précisément aux masses dont il s'agit. 
L'expérience montre que les actions tangentielles T sont généralement de 
l'ordre de grandeur des actions normales N, ou de la pression moyenne p; 
d'où il suit que le coefficient numérique et positif na est assez grand pour 
que ses produits par les petites déformations 3, g aient des valeurs compa- 
rables A l'unité. Nous supposerons d'aillefrs ?îz constant, ce qui revient à 
admettre l'homogénéité du massif, c'est-à-dire la parité de composition de 
toutes ses par'ties d'étendue notable, 

1 4 .  Cherchons d'abord les équations indéfinies de l'équilibre. Tous les Éilua~ionsindelinics 
do I'iquilibre. - Cas 

termes que contiennent les expressions (28) des forces N, T ont linéairement ; ~ . d ~ f o r m a l i o n s  pin- 

en facteur les ~ictites déformations 3,  g, a l'exception du terme - p, qui 
parait dans N,, N,, N,, mais qui est seulement conlparable aux autres, comme 
il vient d'être dit. On peut donc, en comparaison des dérivées en x, y, z 

des forces N, T, négliger les produits de ces dérivées par celles des petits 
déplacemenis u ,  v, w et réduire par suite, ainsi qu'on le fait d'ordinaire 
dans la théorie de l'élasticité des corps solides, les conditions qui expriment 
l'équilibre de translation d'un élément de volume rectançulaire aux formules 
connues 

où p désigne la densité du massif, c'est-&dire sa masse sous l'unité de volume 
apparent, et X,  Y, Z les composantes de la gravité g suivant les trois axes 
des x, y,z (*). 

Je  me bornerai à l'étude de déformations parallèles à un plan vertical, 
choisi pour celui des xy, et  dans lesquelles le déplacement w sera nul, tandis 

(*) On peut voir, au § 1 de la Théorie des ondes liquides pe'riodiques (RECUEIL DES SAVANTS 

ETRANGERS DE L'ACADÉWIE DES SCIENCES DE PARIS, t. XX. 1872)' les formules plus géndrales qu'il 
faudrait substituer à ces équations (26), si les dérivées des forces N,  T en X ,  y, z contcnaient 
des termes d'une grandeur notable indépcndnnts des petites déformations 3 ,  9, comme il arrive 
prdcisément quand il s'agit d'ondes liquides. 
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que les déplacements u ,  v ne dependront que de x et de y. Les relations (4 S), 
(.16), (25) seront réduites par ces hypothèses à celles-ci : 

On voit que la traction appliquée aux éléments superficiels parallèles au 
plan des xy, traction qui a les composantes T,, T,, N, suivant les axes res- 
pectifs des x, y, z ,  est normale à ces éléments plans et égale à - p  : en 
d'autres termes, il s'exerce en chaque point, sur l'élément superficiel paral- ' 

Idle aux plans des déformations, une simple pression normale égale à ln 
pression nzoyetme produite en ce point. 

n Si u et IZ - u désignent les angles que la pesanteur fait avec les deux axes 
des y et des x, on a X - g sin R ,  Y = g cos tr, Z = O, et les deux pre- 
mières équations (26) deviennent 

dans lesquelles j'ai pu écrire simplement, comme je ferai d6sormais) T pour T, , 
vu qu'il n'y a plus lieu de s'occuper de T, ni de T,. 

Quant à la troisième (26), elle se réduit ;i 

et signifie, ce qui était évident, que la pression moyenne p ne dépend, 
comme 11 et v, que de x et de y. 

En général, on substituera dam (28)) à N,,  N,, T, leurs expressions (27), 
de manière à ne laisser subsister pour inconnues que u, v, p. Mais on peut 
avoir quelquefois besoin de déterminer directement les forces N,, N, , T, sans 
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s'occuper des déplacements u ,  v. Alors une troisiènie équation en N, , N,, T 
devient néc,essaire. Elle se tire de l'identité 

en y portant les valeurs 

que trois des relations (27) fouruisseiit pour les d6formations y,,, a,, 3. : il  
vient 

rl$ Np - 1 
(28'(*). . 2-(T) =(&-SI (+), Où p = - -  

dxdy P 2 
(NP + Ni) (')a 

15. Nous aurons ultérieurement besoin de connaître la force élastique Pieasions,dilatniions 
et glissements, paral- 

exercée sur l'élément plan, paralléle à l'axe des z ,  dont la normale fera, lèles au plan des delor- 
matiuns. 

avec ceux des x et des y, deux angles donnés @ et 5-p. J,es formules 

(') Quand le  corps, supposé toujours homogène et  isotrope, est solide e t  non pulvérulent, 
trois des formules (24) donnent, en y faisant a, = 0, e = a, -c J,, 

L'équation (28"'" doit donc être  alors remplacée par celle-ci 

Si d~ désigne une fonction inconnue, qui  restera seule à déterminer, les deux équations (28) 
reviennent à poser, comme on le  reconnaît aisément, 

et la formule (2W) prend la forme 
A,A,D = O, 

d' e n  reprdsedant  p r  A, l'expression sgmboli&e + -. 
dy = 
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géiiérales (21), dans lesquelles il faudra ainsi remplacer cos a, cos ,8, cos y 

par cos B ,  sin @, O, et poser d'ailleurs T, = O, T, = 0, donneront, pour 
composantes respectives de cette pressioii suivant les x, suivant les y et sui- 
vant les z, 

Mais il est préférable d'avoir ses deux composantes, rtor&&, a, et tala- 
gentielle, G (suivant la direction qui fait avec les x positifs l'angle @ + ,) - : on 
les obliendra en ajoutant les composantes (29), après les avoir respectivement 
multipliées par les cosinus des angles que fait' avec les x, y, z la direciion sur 
laquelle on les projette, savoir, pour Xq, par cos @, sin @, O,  et, pour 6, par 
cos (P + z), sin (@ + i), O, ou par - sin P, cos P, O. II vient ainsi, aprés 
avoir remplacé  COS^ p ,  sin' p,  cos ,û sin @ par f (4 f cos 2 p ) , . i ( l  - cos 2 p), 
1 - sin 2p, et avoir observé que N, + N, = - 2 p  : 2 

K, - N, N, - Ni . 
(50). . &=- P - 2  cos 2P + T sin 2P, G = - sin 2P + T cos 2P. 

2 

J'appellerai Po l'angle auxiliaire, compris entre zéro et Z, que définissent 
les relations 

4 

T -(Ne - -  N,) 
sin %Po = - -, cos 2p,, = 

2 
> .  

(31). . . . . . . R R 

1 en iemplqant alors T et (N, - N,) par - R sin 2Po et par R cos 2p0, les 
formules (3 0) deviendront simplement 

O n  peut d'ailleurs, dans les formules (31), substituer à N,, N,, T leurs 
valeurs (27); ce qui donne 
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. 53 

où il faudra prendre soit les signes supérieurs, soit les signes inférieurs, 
suivant que la pression moyenne p sera positive ou négative. 

Il nous sera encore utile de connaître, en fonction de 3,, 3,, g,,, 10  la dila- 
tation 3,, de la ligne matérielle, parallèle au plan des xy, qui faisait primi- 
tivement avec les axes des x,. y, z les angles respectifs P,  9"- P, 0, 20 la dila- 
tation 3,,, de la ligne, primitivement normale A celle-là et également 
parallèle aux xy, qui faisait avec l'axe des x l'angle p +-:, et 30 enfin le petit 
cosinus y,,,,, de l'angle que font, après les déformations, ces deux lignes 
matérielles. 11 suffit pour cela d'observer que les expressions (27) de N,, T,, 
applicables à tous les systènles d'axes rectangulaires pris dans le plan des xy 
et notamment à ceux qui auraient ét4 primitivement parallèles à ces ligues, 

De la comparaison de ces valeurs de a, G A (32)) et vu la valeur (33)  
de R, il résulte : 

D'un autre côté, la dernière formule (27)) également applicable à tous les 
systèmes d'axes rectangulaires pris dans le plan des xy, donrie 

Les trois pressions principales F,, F,, F, s'obtiennent aisément au moyen 
des relations (27)  et (32). Et d'abord, l'une d'elles, parallèle à l'axe des z 
par raison de symétrie, est N, ou -p.  Les deux autres, évidemment exer- 
cées sur deux éléments plans parallèles au même axe des z ,  sont les deux 
valeurs de qui correspondent à des valeurs de G nulles, c'est-à-dire à 
sin 2 ( p - p , )  = 0 ,  cos 2 ( p - p , ) =  s 1; elles valent - p  + R et 
- p - R. En rangeant ces trois pressions par ordre de grandeur décrois- 
sante, il vient ainsi 
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Les trois dilatations principales correspondantes sont par suite 

R R 
(34.quafer) . . . . . . J , = - 3  J*=O, Os=--. 

2mp 2mp 

Remarquons enfin que les deux forces principales Fi ,  F, font, avec la 
droite dont p, désigne l'inclinaison sur l'axe des 2, deux angles ,# - Po tels, 
que cos 2 ( p  - p,) = - 1 pour F, , cos 2 ( p  - P,) = +, 1 pour F,; ces 
angles valent donc, à part un nombre entier de demi-circonférences, ; pour 
F, et zéro pour F,. Ainsi, la pltu petite, F,, des forces élastiques princ@ales 
coïncide avec la direction qui fuit avec les x posilifs Pangle Po. 

Conditionsapéciales 16. Si les petits déplacements u, v, w et la pression moyenne 1) varient 
nux surfaces-limites. 

avec continuité d'un point à l'autre dans toute l'étendue du massif (comme 
je l'admettrai), i l  n'y aura pas, à son intérieur, d'autres équations d'équi- 
libre à vérifier que la coildition d'incompressibilité 

et les trois équations indéfinies (26), dans lesquelles on suppose les forces 
N, T remplacées par leurs expressions en fonction de u, v, w, p. Mais il 
existera des conditions spéciales, relatives, les unes aux surfaces libres où le 
massif pulvérulent n'est en rapport qu'avec l'atmosphère, les autres aux sur- 
faces-parois, qui seront constituées soit par un.sol solide, soit par les faces 
postérieures des murs de souténement. 

A u x  surfaces libres, il faudra exprimer que la pression exercée par le 
massif sur sa couche superficielle a ses trois composantes, suivant les axes, 
égales et contraires B celles de la pression exercée du dehors sur la même 
couche, pression nulle puisqu'on fait abstraction de l'atmosphère. La troi- 
sième de ces conditions est vérifiée identiquement dans le cas, auquel nous 
nous bornons, de déformations planes : en effet, au point de la surface libre 
où la normale à cette surface, meiiée vers l'intérieur, fera avec les axes des 

;i x, y, z les angles respectifs 7, n - 7, O ,  les formules (29), dans lesquelles 
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. 35; 

il suffira de remplacer ,B par y et de poser p, = O, p, = 0, p = 0, don- 
neront simplement 

(35) . . N, cos y + T sin y = O ,  T cos y + N, sin y = O  (à la surface libre). 

Aux parois, il y aura également trois conditions spéciales. La première 
s'obtiendra en exprimant que les points du massif adjacents à une paroi ne 
la quittent pas, ou que letirs coordonnées x + u, y -t v, z -i- w vérifient 
constamment l'équation de la surface. Les deux autres varieront avec le 
d e g é  de rugosité de la paroi. Je  ne considérerai que les deux cas extrêmes 
ou ce degré sera, soit suffisant pour empêcher tout glissement fini de la 
couche adjacente du massif, soit au contraire nul, c'est-A-dire tel, que la 
paroi n'exerce aucun frottement ou aucune action tangentielle sensible. Afin 
de traiter en premier lieu les problèmes les plus simples, je supposerai même 
d'abord que le massif, après avoir été pose sur le sol qui le porte et contre 
les murs qui le soutiennent, se soit trouvé un instant à l'état natzcrel avant 
de devenir pesant comme il l'est en effet, et j'admettrai en outre l'immobilité 
absolue des murs de soutènement. 

Dans le cas d'une paroi rugueuse, les deux composantes du  déplacement 
suivant deux directions rectangulaires prises tangentiellement à la paroi 
seront égales ii zéro, aussi bien que sa composante normale à celle-ci, et 
l'on y aura en définitive zc = O ,  v = O ,  w = O. Dans le cas contraire d'une 
paroi polie, il faudra annuler les deux composantes, suivant ces directions 
rectangulaires tangentielles à la surface, de l'action que le massif exerce sur 
sa couche superficielle. Bornons-nous toujours à I ' é tde  de déformations 

X planes et appelons encore 7, - y ,  O,  les angles que la normale menée, 
vers l'intérieur du massif, à un élément de sa surface, fait avec les axes 
respectifs des x, y, z. Les formules (32), si l'on y remplace ,B par y, don- 
neront pour les deux con~posantes, normale - 32 et tangentielle G, de la 
poussée exercée par le massif sur l'unité d'aire de sa couche superficielle 
(ou par suite de la paroi adjacente) 

où R et ,B. auront les valeurs définies par les relations (33). Le radical R 
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étant esseiitiellement positif, on annulera généralement G, si la paroi est 
infiniment polie, en posant sin 2 ( y  - p.) = O : dans le même cas, la 
composante u cos y + v sin y:, normale à la paroi, du déplacement de la 
couchc superficielle, devra être nulle. Les conditions cherchées seront donc : 

u =O, v = O (contre une paroi rugueuse), 
11 COS y + v sin y = O ,  sin 2 (y - p,) = O ,  (contre une paroi polie). 

Il ne faut pas oublier que ces conditions aux parois, les plus simples 
qu'on puisse imaginer, ne concernent que le cas hypothétique où l'état 
natwcl ,  dans leyuel on a partout u = O, v = O, w - 0, aurait existé anté- 
rieurement au mode d'équilibre étudié : en d'autres termes, elles ne s'appli- 
quent qu'autant que la masse pulvérulente est supposée d'abord libre de 
toute pression et sans pesanteur, puis déformée, sous l'action de son poids 
effectif, sans que la couche adjacente à une paroi  prouve de déplacement 
dans le sens normal, si celle-ci est polie, ni même dans aucun sens si elle 
est rugueuse. Or ces circonstances ne se réalisent pas dans la pratique. Les 
murs que l'on construit effectivement ont sans doute leurs faces postérieures 
plus rugueuses qu'il ne faut pour ernpêc,her le glissement des particules 
terreuses adjacentes : mais celles-ci s'y trouvent imn~obilisées dans d'autres 
positions que celles d'état naturel, et les conditions cherchées s'obtiennent 
en égalant leurs déplacements u, v,  w à des fonctions de x, y, z qu'il faut 
supposer données dans cliaque cas pour que le problème de l'équilibre soit 
déterminé, mais qui seront en réalité inconnues. De même, près d'une 
paroi polie, la composante totale des déplacements suivant la normale à la 
paroi sera généraleinent une fonction déterminée dans chaque cas, quoique 
inconnue, de x, y, x, et ne s'annulera qu'exceptionnellement. 

Avec les données dont dispose l'ingénieur, l'équilibre qui se produit dans 
un inassif, au moment mênîe où on le forme en déchargeant successivement 
de la terre sur le sol ou contre un mur de soutènement, ne parait donc pas 
susceptible d'une détermination précise, et il doit être fort complexe ou 
affecté d'un grand nombre d'anomalies locales (*). Mais ce qu'il importe de 

(*) La même dificulté se présenlerait si le massif était solide et élastique au lieu d'être dénué 
de cohésion : elle ne tient qu'à notre ignorance des conditions réelles dans lesquelles se trouve 
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connaître, c'est le mode d'équilibre défitiitif qui subsistera, lorsque les petits 
ébranlements que tout massif éprouve presque à chaque instant auront fait 
disparaître les irrégularités et amené un tassement coniplet, ou groupé tous 
les grains sablonneux de la manière en quelque sorte la moins forcée. 
Un tel mode d'équilibre, par le fait même qu'il s'établit de préférence A tout 
autre, doit être, de tous les modes compatibles avec les circonstances, celui 
qui assure le rrazéux la stabilité intériezire du nzassif en l'écartant le moins 
possible de l'état naturel. On verra, au $ VIII, comnient cette condition 
de stabilité peut tenir lieu de la connaissance des relations spéciales aux 
parois. 

9 IV. 

LEUR INTÉGRATION, QUAND LE MASSIF EST LIMITÉ SUPÉRIEUREMENT PAR UN PLAN 

ET INDEFINI DANS LES AUTRES SENS. 

17. Considérons d'abord un massif limité supérieurement par un plan et Première iniegration. 

indéfini dans les autres sens, ou, ce qui revient au méme ici, coinpris latéra- 
lement entre deux murs infiniment polis perpendiculaires à une horizontale 
du talus supérieur. Les déplacements se feront, par raison de symétrie, 
dans des plans normaux à cette liorizontale et de la même manière dans 
tous : si donc on prend un de ces plans verticaux pour celui des xy, les 
formules précédemment établies pour le cas de déformations planes pour- 
ront ètre employées. 

Soient : OA (Bg. 1) une ligne de plus grande pente de la surface libre 
ou du talus supérieur dans l'état priniiiif du massif, OG une verticale dirigée 
en bas. J e  prendrai pour axe des x la bissectrice de I'angle GOA, pour axe 

la couche adjacente à la paroi, nullement à la théorie même de l'équilibre d'élasticité des mas- 
sifs pulvériilents. 
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118 SUR L'ÉQUILIBRE D~ELASTZCITE 

des y nrie perpendiculaire à Ox, menée de manière que l'angle Goy soit 
aigu. Si l'on appelle o l'inclinaison primitive du talus sur l'horizon (incli- 

T naison variable au plus de - à ;), la quantité qui, dans les formules 
(281, no (14), désigne l'angle fait par la verticale avec I'axe des y, vaudra 

n O évidemment ,-,, et on aura tout à la fois 

Le massif étant indéfini parallélement à OA, toutes les particules de ma- 
(Fis. t . )  tière situées à une même distance de la surface 

se trouvent exactement dans les mêmes condi- 
tions. En d'autres ternies, les quantités N,, N,, 
T, et Par suile p7 &, a,, Y,,? ne sont fonction, 
en chaque point, que de la distance primitive 1 
du point considéré à la surface. La perpendicu- 
laire I ,  menée à OA jusqu'à la rencontre d'un 

" point quelconque (x, y) du massif, fait d'ailleurs 
avec les axes des x et des y les angles respec- 

72- tifs U, - u et l'on a 

(39) . . . . . . . . . .  1 = x cos a + y sin cc. 

Par suite, les dérivties en x et en y de toute fonction de 1 s'obtiendront, 
au moyen de ses dérivées en 1, par les formules symboliques 

et les équations indefinies (28) pourront s'écrire 

d CE 
(4 i ) . . - [N, COS a + (T + pg 1) sin a] = O ,  - [[T + ,091) cos a + N, sin a] = O. 

dl d l  

La normale à la surface libre OA faisant d'ailleurs avec I'axe des x l'angle a, 
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS 39 

les conditions spéciales (35), où il faudra remplacer 7 par a,  et qui devront 
être vérifiées A cette surface, reviendront à dire que les expressions 

Ni COS a + (T + pgl) sin a, (T + ,ogl) cos a + N, sin a 

s'annulent pour I = O. Ces expressions, d'après ( h i ) ,  seront donc nulles 
partout, et l'on aura 

(45)  . . . Ni COS a + (T + pgl) sin a = 0,  (T + pgl) cos a + Ns sin a = O. 

En ajoutant les deux équations fondamentales (42), après les avoir multi- 
pliées respectivement, soit par cosa, - sin a, soit par sin a, COS a, et en 

1 substituant dans les résultats, COS' a,  sins., cos a sin a, (N, + N,), leurs 
valeurs 

4 4 1 
~ ( 4  +cos2a),  p ( l  -cos2u), - s inPa,  - p ,  

2 

ou encore, d'aprks (38) 

on trouve qu'elles reviennent aux deux suivantes 

i 
(43) . . . . . - (N, - N,) - p sin w == O, T + pgl - p COS w = O. 

2 

1 8. Remplaçons N, et N, , dans la première équation (43), par leurs Deuxième intégration. 

valeurs (27), dans lesquelles les deux dilatations a,, 3, sont égales et de 
signes contraires. Comme la pression moyenne p n'est évideniment pas 
nulle à l'intérieur du massif, il viendra 

sin w 
3,-  J 1 = r  

m 
c'est-à-dire 

du sin o il v sin O 
(44) . . . . . . a, QU - =- , 3, OU - = - .  

da: 2nr d . ~  9m 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ces équations (44), intégrées en introduisant deux fonctions arbitraires <p 

et +, donnent 

sin o sin w 
(45) . . . . . W.=- 

2m [x+dy)], "=-[-y+9(4]. 2m 

On en déduit 

d,u du sin w 
(46) . . . . . . . Y . ~ D U  -+-=- 

d.y dx 2m [Y' (Y) + +' (41. 

Or la déformation g,, ne doit dépendre que de la disiance I du point con- 
sidéré à la surface libre, comme il a été dit, et les formules symboliques (401, 
qui lui sont par conséquent applicables, montrent que ses deux dérivées 
en x et en y doivent être entre elles comme cos a est à sin CL II vient donc 

- 
(47) . . . . . . . . . . . P" (4 Y" (Y) -=-, 

cos a sin cc 

et les deux rapports ( 4 7 ) ,  indépendants, le premier de y, le second de x, 
ne peuvent yue se réduire à une même constante 2c. Deux intégrations 
successives donnent par suite, en introduisant quatre constantes arbitraires 
cl, cl1, CI, CI', 

(y) = cyS sin a + (c' + c") y + ci, 9 (x) = cxS cos ct + (c' - c") x + cl'. 

Les expressions (45) de u,  v deviennent ainsi 

sin w 
16 = -[ x + cyq sin cc + (c' + c") y + ci], 

p j  . . . 1 sin 2 nz r,~ 

Z, C- [- y -t CX' COS a i- (c' - CI') x + c;], 
2 rn 

et celles, (44), (46)) (27), de à,, - à,, g,,, N,,  N,, T, sont à leur tour : 

sin a sin w 
3, = - 

(49) . . ay=--* g*y=-(~'-i- c l ) ,  
2m m 

N, = - p (1 - sin u) , N9 = - p(I i -s inw),  T=p(cl-t-c1)sinw. 
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. 44 

Quant 4 la pression moyennep, elle résulte de la seconde équation ( 4 3 ) ,  
dans laquelle on remplacera T par sa valeur (49). La résolution de cette 
équation par rapport A p donne ensuite 

19. Des ciaq constantes arbitraires c, cl, cl1, ci, cir, les deux premières Transformées 
famille de droites m i -  

seules, c, cl, entrent dans les expressions des déformations 3, g éprouvées tériellesparallèles- 

par le massif. Les trois autres ne correspondent en effet qu'à un petit mou- 
vement d'ensemble, savoir, cl1 une petite rotation du massif autour de 
l'origine 0, et cl, cir à deux translations parallèles aux axes; or ce mouve- 
ment d'enseinble reste indéterminé tant que le massif est supposé indéfini 
et qu'on fait par suite abstraction de ses relations avec les corps fixes qui 
le touchent à des distances plus ou moins grandes dc l'origine des' coor- 
données. 

On peut donc supposer cl1 = O ,  c', = O ,  cit = O ,  quand il ne s'agit 
que d'étudier la forme prise par une ligne matérielle quelconque dont l'équa- 
tion était f (x, y) = O avant les déplacements. Si xl, y1 désignent, dans 
le nouvel état d'équilibre, les coordonnées d u  point matériel qui était primi- 
tivement en (x, y), on aura, d'après (48), 

( x = z' - u = senriMement sr-- ( x; + cyl'sin a + c'y1), 
2 m  

(51) . . 
sin w / y = y' - v = senrihlement 3' - -- ( - y 1  + mly cos r + cfx1), 
2w 

et la transformée de la courbe f (x, y) = O sera 

sin Ü sin o 
(62) f [2' -.-(XI + cy'*sin a + c'y ' ) ,  y 1  - (- y' + c i y  cos a r crx') = 0. 

2 jtr 2 ln 1 
Toute famille de droites parallèles 

(55) . . . . . . . . . .  x cos A + y sin A = k ,  
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où A désigne l'inclinaison constante de leurs normales sur l'axe des x, et k ,  
paramétre variable d'une droite a l'autre, leur distance à' l'origine, se trans- 
forme en une famille de coniques ayant pour équation 

C' sin w d'sin w 
x1 [(i - g) cos A - - sin A] + Y.  [ ( I  + g) sin A - - 

2 ?n 2112 
COS A] 

-- (y" sin a cos A + x ' ~  cos a sin A) = k, 
2tn 

ou bien 

1 [ ( g - , ) c o s * - c f s i n A  

I 
[ ( g + i ) s i n A - c f c o s . 4  

c o s a s i n A  X I -  +sinacosA y'- 
Cc cos .1: sin A 2c sin a cos A 

("11 . [(% -- .I 1 cos A - c'sin A 
sin w 

1' + [(c + 1) sin A - c, cos 
- 21nk 
- 1'-- 

I 4c"cos a sin A /kcB sin a cos A c sin o 

Ces coniques sont semblables, conceiitriques, et ont leurs axes parallèles 
à ceux des x et des y, c'est-à-dire aux deux bissectrices des quatre angles 
formés par une verticale et par le profil du talus supérieur. Elles se récluisent 
à des cercles lorsque les droites proposées sont parallèles à la surface libre 
du massif, ou que A = a, et à des droites parallèles, d'après (54), dans le 
cas où la constante c est nulle. 

Ce dernier résultat aurait pu être directement déduit des valeurs (49) 
de a,, - a,, g,,, qui deviennent constantes quand c = O : les éléments plans 
matériels, primitivement rectangulaires, que découpent dans le plan des xy 
une double infinité de droites parallèles aux axes coordonnés et équidistantes, 
sont donc changés, par les déformations produites, en parallélogrammes 
tous égaux, et des points du réseau ainsi formé qui se trouvaient initiale- 
ment alignés le long de deux droites parallèles ne cesseront pas de se trou- 
ver disposés en deux files rectilignes ayant toutes les deux la même orien- 
tation. 

Forces elasfiquea 

~ ~ ~ ~ l l ~ l ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  déformations; dilata- 20. Cherchons les deux composantes, normale - & et tangentielle 6, 
lions et glissements 
corrélatifs. de la pression (force élastique changée de signe) exercée sur l'élément 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



plan, parallèle 4 l'axe des z ,  qui fait avec la verticale un angle quelconque c,,  

ou dont la normale fait avec l'horizon le même angle E , ,  avec le talus sapé- 
rieur OA l'angle o - e , ,  et enfin avec les r positifs I'apgle - r -  > + %) . (" 
11 suffira de porter dans les formules (30) les valeurs ( h g ) ,  (fiO), de N,, N,, 

n w n T, p ,  et de faire en ouire p = - (, - + E , ) ,  ou 2p = -5 + (m - 2 r , ) .  
On trouve d'abord 

- = p 1 4  + sin w [(et + cl) cos (w - 2 ~ ~ )  - sin (w - %,)] 1 , 
G = p sin w  [(c' + c l )  sin ( w  - 28,) + COS ( W  - 

Posons 

E désignant un angle auxiliaire G O Y ,  qui devient sensi6lement cons tan^, 
quel que soit c, pour 1 très-grand : nous choisirons en général sa valeur de 
manière que la différence u - 2. soit comprise entre - ; et $; mais il 
pourrait encore avoir cette valeur augmeritée ou dirniiiuée d'un multiple 
quelconque de 6 .  Les expressions ci-dessus de -are, G, et celle (50) de la 
pression moyenne p, deviendront : 

flgl cos (w  - 2 6 )  

"' F o s  (o  - 1.) + sin w sin 2 k, - e)], 
cos 2 (w - E )  

1 COS 2 (w  - E )  

11 est aisé d'en déduire : il0 la valeur A,, de la petite dilatation bprouvée 
par la ligne matérielle primitivement normale à l'élément plan, ou qui était 
iiiclinée au-dessus de l'horizon de l'angle E, ; 20 le petit cosinus g,,,, de l'angle 
que fait, après les déplacements, cette ligne matérielle arec celle qui lui était 
normale et dont l'inclinaison sur la verticale (dirigée vers en bas) valait E,. 

Ces valeurs se déduiront en effet des expressions générales des forces élas- 
tiques parallèles au plan des déformations 
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si l'on substitue A - &, G, p leurs expressions (57). II viendra 

sin w sin 2 ( F ,  - E )  sin w cos 2 ( E ,  - E )  
(58) . . . . J,, = - gzvyi = 

21n cos (w - BE) ~n cos ( w  - 26) 

Les formules ( 5 6 ) )  (57)) (58) nous seront d'une grande utilité. J e  me 
contenterai actuellenient de tirer des deux dernières quelques conséquences 
presque évidentes. 

La dilatation 3,, est nulle quand E ,  = 6 ,  c'est-à-dire pour l'élément matériel 
rectiligne qui est incliné sur l'liorizon de l'angle E défini par l'équation (MI), 
et elle est nulle aussi poor l'élément rectiligne, primitivement perpendicu- 
laire au précédent, qui fait avec la verticale le même angle a, ou 'avec 
l'horizon l'angle e - %) angle qui pourrait être pris également pour valeur 
de E vérifiant l'équation (56)) sans que le mode d'équilibre fût en rien 
modifié. Ces deux éléments linkaires et  leurs opposés sont en chaque point 
les seuls qui n'éprouvent aucune variation de grandeur; l'un d'eux tourne 
par rapport à l'autre de manière à réduire leur angle de la petite quantite 

sin w 

g x p y p  = , cos (a - 2 4  , qu i  acquiert justement pour ces deux droites sa valeur 
absolue maxima. 

C'est suivant les bissectrices des quatre angles formés par les directions 
ainsi définies que se produisent les deux dilatations linéaires principales a,, 3,. 
J'appellerai E' l'inclinaison sur l'horizon de l'une quelconque de ces direc- 
tions intermédiaires, de manière à avoir 

en désignant ainsi par E ,  comme on a vu qu'il était permis de le faire, 
l'inclinaison sur l'horizon de l'un des éléments rectilignes, non contractés 
ni dilatés, qui font avec la dilatation principale considérée un angle de 4.50. 
Ces dilatations principales, dont l'une 3, est positive et l'autre 3, négative, 
oril pour valeurs, d'après la pernièré forinule (58), 

sin w sin w 
(60) . . . . . a, = & , J,=T 

2in cos (o - 2 0 )  2m cos (w - 24 
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Les éléments matériels rectilignes qui les éprouvent restent d'ailleurs 
rectangulaires, car la seconde formule.(58) donne gXfg, = O quand on y fait 

II 
E ,  = E' ' E =F 4. 

On verra plus loin que les seuls niodes d'équilibre utiles à considérer 
sont c e u  pour lesquels la constante arbitraire c est nulle, ce qui rend con- 
stantes, d'après (56) ,  la valeur de tg (a- 2 ~ )  et celle de 6.' Alors u n  
clouhle système de lignes nzalérielles respectivenlent équic2istantes, primiti- 
vement inclinées, les m e s ,  sur la verticale, les antres, sur Yhorizon, de 
l'alzgte E, et qui divisaient wze section nonizale d u  massif en carris égaux, 
sont encore rectilig~zes, parallèles, et olzt les nzênes loîigtieiirs, après les 
deformations ; mais elles otzt tourné les m e s  par rapport a u x  autres dw 

sin w les cawés qu'elles comnprenuieat se sont a h s i  t ram-  petil angle m _s (a - 24 . 
fornw's en losanges égaux. Par szcite, la forme déjhitive du  wtussif s'obtieut 
si~nplemeîzt s i  o ~ z  le conçoit, c k t m  son premier etal, divisé el& couches if$- 
niment nlinces bzcli?zées toutes de l'angle aigu E sur la verticale, et s i  l'otl 
fuit glisser celles-ci dulzs leurs plans respecti[s, de t~zanière que, Yulze d'elles 
restant fixe, doute autre, située ic. utje distame D en avant de celte première 

D sin w  couche, se dépluce (vem en bas) de la quantité mcos ("> . 
(') Pour u n  massif solide, e t  non glus pulvérulent, les formules (58) à (43) donnent toujours 

e t ,  p ne dépendant que de 1 ,  la relation (28") [p. 511, r6duite à 2 = O ,  nlonlre que p 
est une fonction linéaire de 1. Les formules (57) ne cessent pas d'être applicables, si l'on con- 
tinue h  rendre 

i 

S U I  w  

E devient donc encore sensibleinent constunt a d'assez grandes profo~ldeurs 1. On trouve aisé- 
ment, au inoycn des formules (24) [où A = O] e t  (57), que les deux dilatations priricipales 3,, 2, 

ont afors les valeurs : 
P r* sin o . . . . ,=--[-* SV. ).+cc c o s ( 0 - 2 ~ )  

Observons que, d'après la relation (3GC'), qui revicni d'ailleurs à la première (57), l'angle w - 28 
varie sans cesse dans un mênie sens lorsque le rapport croit avec continuité de - ce à ce : 

n- ff cet angle va ainsi de -5- w à $ - a si w est positif, de - u à -n  - w si w es1 négatif; 
sa valeur absolue est supérieure à $, égale h %, ou inférieure h T ,  suivant que le rapport 
est négatif, nul ou positif. 

E' 
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SUR L'$QUILIBRE D'ELASTICITE 

 TUD DE DU NBME MASSIF, QUAND ON LE SUPPOSE, NON PLUS INDÉFINI, MAIS 

SOUTENU D'UN CÔTÉ PAR UN MUR PLAN QUI COUPE SON TALUS SUPERIEUR 

SUIVANT UNE HORIZONTALE. 
- 

Les formules 21. De tous les modes d'équilibre que représentent les formules ( h g ) ,  
m e s  pour un massif 
inil&i sont parfois (49), (go), les plus intéressants sont ceux qui vérifieront d'eux-mêmes, sur 
applicables à des mas- 
sifs limites. toute la longueur d'une ligne située dans le plan des xy, les conditions spé- 

ciales A une paroi, par exemple, les deux premières ou les deux dernières 
des relations (37); car l'équilibre ne cessera pas d'exister si la couche maté- 
rielle dont cette ligne dessine le profil devient la face postérieure d'un mur 
de soutènement, et l'on aura résolu le problème de l'équilibre d'un massif 
qui, au lieu d'être indéfini, serait limité et soutenu, d'un côté, par un tel 
mur. 

II est 'évident que les formules (48), (kg), @O), prises dans toute leur 
généralité, conviendraient quel que fût le profil d'un mur rugueux, si les 
particules adjacentes à ce mur s'y trouvaient immobilisées dans des positions 
telles, que leurs déplacements u, v eussent précisément les valeurs (48) ; 
mais je me bornerai dans ce paragraphe a l'étude des modes pour lesquels 
les conditions simples (37) seront satisfaites en tous les points d'une même 
ligne. 

Quelle que soit la direction d'un mur à face postérieure plane, coupant 
le talus supérieur suivant une horizontale qu'on peut supposer choisie pour 
axe des z, il est facile de déterminer les constantes arbitraires c,  cl, cl1, ci, cil, 
de manière que la prerniére ou la seconde ligue des relations (37) se trouve 
vérifiée sur toute l'étendue de cette face. 

cas  d'un massif 11 - 2 2. Supposons, en premier lieu, que la face dont il s'agit soit rusueuse 
mité par un mur à face 
postérieure plane et 
rugueuse. et dirigée suivant OM (fig. 1, p. 38), de manière a ne laisser subsister que 
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la partie AOM du massif. La couche terreuse adjacente à OM devra rester 
immobile pendant que toutes les autres parties du massif se déplaceront. Or, 
d'après ce qui a été dit après les formules (58), les seules couclies matérielles, 
dans le niassif indéfini, qui n'éprouvent aucune dilatation ni contraction, 
sont celles dont I'inclinaisoii sur  la verticale est en chaque point égale une 
des valeurs de E que donne l'équation (56) : une de ces couches devant coïn- 
cider avec OM, on aura l'unique mode d'équilibre qui soit admissible en 
prenant, d'après cette même équation (56), 

Alors la couche terreuse primitivement adjacente à ON n'éprouve aucune 
déformation, et toute autre couche, parallèle à celle-là et  située à une dis- 
tance D de la face postérieure O111 du mur, glisse simplement dans son plan, 

D sin w en allant dans le sens de O vers .II, de la quantité ai Le point 
matériel O ne se déplapnt pas, on doit avoir u = O, v = O, pour x = 0, 
y - O ,  et par suite ci = O, cif = O. Enfin la constante cf' se détermine de 
manière que le déplacement u ,  par exemple, s'annule tout le long de  la 
droite OM, qui fait avec l'axe des y l'angle a i- E et dont I'équaiion est par 
conséquent x - y tg ( a  + E )  - O : on trouve ainsi c' -+ clf  = - tg ( a  + r ) ,  

ou 

- - c " = t g ( u + ~ ) + ~ ' = t g ( a + c ) + t g ( ~ - 2 ~ ) = 1 g  
1 

COS (U - 2 F )  

On voit que, de t o z ~  les modes cl'équiliore du wassif indéfirti, il y ert a 
u n  et z c ~  seul pour leqzwl une cozlche plulie 011 de matière pluérzilewte reste 
itnmo bile pelidant que les clé formaliom s'opèrent : c'est celui 21our leqziel les 
diverses constmites c, c f ,  cu, c l ,  ci1 o,tt les anlews que notis vellous de  déter- 
miner ; et2 particulier, la colislnnle c y es1 awlle, et le p u m ~ ~ è l r e  njqulnzî.e E ,  

alors itzva?*iuble et camctéristiq~re dit wode d'équilibre, est égal à I'irlcli- 
naison de la couche inimobilisée sur ku verticale. Le tassezne~tt produit pc1r 
le poids du  massif se fait parullèlenie~il ù celle couche (oh à la facc posté- 
rieure du mw) ,  et 2% est kgal, pour clraque ptirticiile de nrcrt&e, aît proditil 

sin w de sa distance D au t ) ~ .  par le fnctcro. coristunt a 
,o - 2L . 
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Cherchons de combien le tassement causé par le poids di1 massif diminue 
l'inclinaison du talus supérieur sur l'horizon, inclinaison primitivement égale 
à m. 

La perpendiculaire D, abaissée de l'origine sur tout plan parallèle à la 
couche immobilisée, fait avec l'horizon l'angle E et par suite avec la direc- 
tion priniitive du talus supérieur, au-dessous de celui-ci, l'angle w- E ;  d'où 
il résulte que la distance primitive, mesurée parallèlement au mur, du pied 
de cette perpendiculaire au talus sopérieur, vaut D tg (w - E ) .  Comme elle 
diminue, par suite du tassement, de la valeur du déplacement total, l'incli- 
naison, d'abord égale à w - E ,  du talus supérieur sur la perpendiculaire D, 
décroît en même temps d'un petit angle t, tel, que la différence 

sin o vaille précisémeiit l'expression D , , , - ,, du déplacement total. Le tasse- 
ment a donc pour effet de diminuer l'inclinaison w da talus supérieur au 
dessus de l'horizon, de la quantité 

sin w COS'  (w - e )  sin w 
c =  ci [ I  + C O S ~ ( ~ - E ) ] .  

Wl COS (0 - 2s) 41>1 COS ( W  - 2 6 )  

Nous aurons besoin au no suivant de savoir de quel angle, tl, le tassement 
fait tourner autour de l'origine O une droite matérielle prise dans le massif 
à partir de cette origine et primitivement inclinée, sur le plan 011 de la 
couche immobilisée, d'un demi-angle droit. La perpendiculaire D, abaissée 
d'un point de cette droite sur ON, est évidemment distante de l'origine O 
de la quantité D tg f avant les déplacements, et de la quantité D tg (: f c f )  
après. L'aeeroissenient, sensiblement égal à &, ou a 2Dt?, que celte dis- 

sin w tance reçoit, représente précisément le d8placemeiit tn - a) D du point 
considéré. On a donc 

sin w 
(62bi') . . . . . . . . . . <' = 

21n cos (a  - PE) 
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Remarquons que l'angle fait par le talus supérieur O h  avec la ligne maté- 
rielle dont il s'agit ici, ou qui était primitivement inclinée sur OM d'un quart 
d'angle droit, diminue de la quantité 

sin w cos 2 (w - E )  
(62'3 . . . . . . . . .  r,-rl= 

2m cos (w - 24  

23. Supposons, en deuxième lieu, que la face postérieure plane Ohl' du cas d'un nlassif l i-  
mité par un mur a face 

mur (fig. 2) soit polie. Alors la couche terreuse infiniment mince ON1 ne ;;;pure plane ei  

doit supporter que des pressions normales, ce qui revient à dire qu'elle 
contient en chacun de ses points la direction d'une des deux dilatations prin- 
cipales a,, 3,. Or nous avons appelé el, au no 20, l'inclinaison d'une quel- 
conque de ces dilatations sur l'horizon, ou celle de l'autre sur la verticale. 
On devra prendre par conséquent 

(63) . . . . . . . . . . . .  e' = GOM', 

et, d'après la formule (89), dans laquelle le dernier terme peut être choisi à 
a- volonté négatif ou positif, E = e' - z. Donc e doit être encore le même en 

tous les points de OM1, c'est-à-dire à toutes les distances Z de OA, comme 
au numéro précédent, en sorte que l'équation (56) oblige de poser 

En outre, la couche OM1 peut bien glisser dans son plan, mais non le 
quitter. Je  ferai abstraction du mouvement que la particule 0, située à l'ori- 
gine des coordonnées, peut éprouver le long de OM', ou, ce qui revient au 
même, je supposerai les axes Ox, Oy animés d'une translation telle, que 
l'origine O coïncide toujours avec cette particule. On aura donc, pour x= 0 
et y = O, u = O, v = O, ce qui revient A prendre, dans les formules (48), 
ci = O, ci' = 0. II  reste alors, pour avoir complétement satisfait à la seconde 
ligne des relations (ô?), à exprimer que les points de la couche 0111' se 
déplacent suivant sa propre direction OM1, inclinée de a t- e' sur les y posi- 
tifs, c'est-à-dire à déterminer cl1 de mani&re qu'on ait en tous ces points 
!! = - = tg  (a -j- r l )  = tg (i --")* Or les valeurs (48) de u et v, où l'on 
v Y 9 

7 
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a déjà c = O, ci = O,  ci1 = O,  c1 = - cotg (a - 2c1), changent cette 
dernière condition en celle-ci 

x 
- + (cf  + c") tg - COt (W - 2 ~ ' )  + C" 

2( - o u t g  Y - - 9 

V x 
-1 + - ( c f - c " )  - 4 - t g  --- (k "9"' [ C O ~  (w - 2 4  + c"] Y 

0-2s COS (O - 267 qui, simplifiée par la substitution à tg (,"- -9-) de , + (w-5s,) et résolue 
par rapport à cl1, donne enfin 

C" = o. 

Parmi tous les modes possibles d'équilibre d u  massif indkpni, i l  y en a 
donc un et u n  seul pour lequel une couche plane et donnée de matière pulvé- 

rulente ne supporte aucune pressioîa tangen- 
tielle et n'éprouve de déplacements que dans 
son plan : on l'obtient en supposant nulle la 
constante c et en prenant dor s  le paramètre 
angulaire E ,  qui reste seul caractéristique du  
mode d'équilibre, égal à l'inclinaison de cette 
couche sur la verticale moins 45" ou f .  Ce 
mode d'équilibre subsislerait si, pendant que 
le massif, devenu pesant après avoir été 
d'abord dans l'état naturel, éprouve les défor- 
mations étudiées, toute sa partie située d'un 

c6té de la couche considérée OM1 était remplacée par u a  mur  de soutène- 
ment infiniment poli. 

On se fait une idée nette du tassement qui se produit dans le cas actuel 
d'un mur poli, ayant OMI pour fasce postérieure, en concevant, au lieu de 
ce mur poli, un mur rugueux OM, incliné sur celui-ci de 450, ou faisant 

a avec Oy l'angle yOM, = a + E' -4, et en considérant le tassement, paral- 
lèle à OM,, qui se produirait alors. Ce tassement, à une distance D de OM, , 
sera égal à 

sin w siil w 
D = - D  

cos (a - 2s) m sin (w -- 2s') 
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. 51 

Pour amener le massif AOM' à son état définitif, il suffira de concevoir 
ensuite qu'il tourne en bloc autour de l'origine 0, dans le sens de Oy vers 
Ox, de la petite quantité 

sin w sin o 
(64"') . . . . . .  <'= =- 

2m cos ( w  - 2 ~ )  2m sin (w - 28)' 

en vue d'annuler la rotation égale et contraire éprouvée dans ce tassement 
fictif, d'après (62bi8), par la ligne matérielle primitivement couchée contre 
le mur réel OM1 et qui ne reçoit effectivement aucune rotation autour de O. 

L'inclinaison du talus, ou de la surface OA, sur le mur OM1, diminue en 
somme par le fait du tassement, conformément à la formule (62'"), du petit 
angle 

sin o cos 2 (o - E )  sin w sin 2 (a - E ' )  
(64'7 . . . . .  . r - r l =  - - 

Swt COS (O - 24 2m sin (o  - 28') 

24. Les formules (48), ( h g ) ,  (50) ne vérifient, tout le long d'une ligne Lesmodes dléquili- 
bre dit massif indéfi ni 

située dans le plan des xy, les deux premières ou les deux dernières des ne peuvent Pas satin- 
faire,dansd'au~res cas, 

relations (37), dans aucun autre cas que ceux que nous venons d'examiner, auxcondilions(37). 

c'est-à-dire dans aucun cas où la ligne dont il s'agit serait courbe. 
C'est ce qu'on reconnaît d'abord facilement pour les deux premières con- 

ditions (37). Si l'on pose en effet u = O ,  v = O dans les formules (48), la 
premiére devient I'équation d'une parabole du second degré dont l'axe est 
parallèle à celui des x, tandis que la deuxième devient l'équation d'une 
parabole du second degré ayant son axe parallèle à celui des y. Ces para- 
boles ne peuvent évidemment coïncider sur une longueur finie qu'autant 
qu'elles se réduisent à des droites ou qu'on a c = O, ce qui nous ramène au 
cas étudié dans le no 22. 

Cherchons actuellement à vérifier les deux dernières relations (37) en 
tous les points d'une même ligne courbe. 

Si  l'on porte les valeurs (19) d e  a., - ay, g ,  dans les formules (33) 
de sin 2P,, cos 2P0, on trouve 

c' + e l  1 
sin 2po = , COS 2po = 3 

$ V(c' + cl)$ + 4 =i= V(c' + cl)= + 1 
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où le radical doit être pris avec le même signe de part et d'autre. L'avant- 
dernière relation (37) donne d'ailleurs 

et par suite 
v2 - u' - 2uv 

cos 2 y = --- Y sin%y=-. 
ve + 2re u4 + us 

La dernière équation (37)) qui n'est autre que 

cos 2p, sin 2y - sin %Bo cos 2 y  = 0, 
revient donc a 

II siifit de remplacer dans celle-ci u ,  v, 1 par leurs valeurs (48) et (39) 
pour avoir l'équation finie, entière et rationnelle, de la ligne cherchée. 

D'autre part, y désignant l'angle que fait avec les x la normale à cette 
1 ligne, le coeîlicient angulaire 2 de celle-ci est en chaque point égal à - - 

'g Y 
ou à ,:, et l'on a 

udy - vrlx = O ;  

cette équation différentielle, d'après les valeurs (48) de u et v, s'intègre 
immédiatement. Si l'on appelle c1I1 la ' constanie arbitraire introduite par 
l'intégration, il vient 

c. c' c" 
( G Y e r )  5 ($ sin a  - x3 C O S  a)  + xy + -(y9 - x2) + - (y' + x') + c;y - cyx + c"' = O .  

Y 2 

Pour que la ligne (G5'""), qui est du troisième degré, ait un arc courbe 
commun avec la ligne du cinquième degré que représente (GCibi8), il est 
nécessaire que les premiers membres de leurs équations admettent un facteur 
commun fonction des deux variables x, y et au moins du second degré. En 
particulier, leurs termes de l'ordre le plus élevé, qui sont, à part des coeffi- 
cients constants et finis, 

c (x%os a - y%in a) 
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pour (65'"')) et, va les valeurs (48) et (39) de u, v, I ,  

es (x cos a + y sin a) (x4 cosPa - y' sinsa) 

pour (6tibi*), devront avoir, s'ils ne sont pas identiquement nuls, un facteur 
commun de ce degré. Comme ils n'en admettent pas, il faut que ces termes 
disparaissent ou qu'on ait c = O. Mais alors, d'après les formules (56) 
et (59), les angles 2, qui mesurent l'inclinaison, sur la verticale, des dila- 
tations principales, sont constants en tous les points du milieu, et les 
surfaces qui ne supportent que des pressions normales, ou sur toute I'éten- 
due desquelles la dernière relation (37) est vérifiée, se réduisent à des 
plans. 

S VI. 

DES MODES D'ÉQUILIBRE QUI CESSËNï D'ÊTRE POSSIBLES, PAR SUITE DES LIMITES 

D'ÉLASTICITÉ DE LA MATIERE PULVERULENTE. 

25. Pour tous les corps qui tendent à reprendre leur forme quand on les Çonditiun,exprimant 
qut Ir* limites d'elas- 

en a écartés, il existe ce qu'on appelle des limites d'ékusticz'lé, c'est-A-dire ne SUIII pas dé- 
pnsseei. 

des valeurs maxima que ne peuvent dépasser en chaque point les dilatations 
principales a , ,  a,, a,, sans qu'il se produise une altération persistante et 
sensible de leur arrangement moléculaire primitif, sinon même une rupture. 
En particulier, les milieux pulvérulents présentent, au moment ou leurs 
linlites d'élasticité sont atteintes, cet état d'équilibre instable qui leur permet 
de s'ébouler et qu'on appelle état éOozdezcx. 

L'existence d'une limite d'élasticité dans les milieux pulvérulents est 
prouvée par ce fait, qu'ils sont dénués de cohésion, c'est-à-dire incapables 
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54 SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

d'exercer ou de transmettre une traction, si faible qu'elle soit. En d'autres 
termes, la composante riormale de la force élastique exercée sur lin élément 
plan quelconque pris à leur intérieur ne peut pas être positive, ce qui, d'après 
la première formule (22) ,  revient a dire qu'aucune des trois forces princi- 
pales F,, F,, F,, pas même la plus grande F,, n'y devient jamais positive. 
La moyenne - p de ces trois forces doit donc être constamment négative, 
et la condition 

1 
Fi<( ) ,  ou - p ( l  - 2rnJ,)<O, ouenfin a,<-, 

2m 

signifie alors que la dilatation linéaire la plus grande, a,, à l'état élastkpe, 
doit rester toujours inférieure au rapport &.. 

Mais bornons-nous au cas des déformations planes, pour lesquelles la 
dilatation linéaire moyenne 3, est nulle, et qui, vu la relation d'incompres- 
sibilité 3, t 3, = O, ou 3, = - 3,, sont compléternent définies en grandeur, 
dans une petite étendue autour d'un point quelconque, au  moyen de la 
seule dilatation positive 3,. L'absence de cohésion du milieu prouve bien 

1 que 3, y reste constamment inférieur au rapport sm, mais non pas que 3, 
puisse atteindre cette limite sans que l'équilibre soit compromis. Tout ce 
qu'on peut en conclure, c'est que la limite d'élasticité est moindre que &.,, ou 
Pgale h 2, si p désigne un certaiii angle, compris entre zéro et a, que i'er- 
périence sera appelée à déterminer pour chaque espèce de corps pulvéru- 
lents et qui sera précisément ce qu'on appelle angle de frottement intérieur. 
Ainsi les deux conditions restrictives 

(GG) . . . . . . . . . . sin y 
p > o ,  a,<--* 2 ln 

exprimant l'imperfection d'élasticité des massifs pulvérulents, seront imposées 
aux modes d'équilibre que ces corps peuvent présenter quand on les siippose 
parfaitement élastiques, et elles rendront impossible la réalisation de tous 
ceux d'entre ces modes qui n'y satisferaient pas en tous les points du massif. 

On peut, dans la. seconde inégalité (66),  introduire les forces principales 
extrêmes F,,  F, au lieu de la dilatation maximum 3,. La première équation 
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(3hqWt") [p. 341 donne en effet R = 2ntp3,, en sorte que l'inégalité ( 6 6 ) ,  
3, < 2, devient 

R  
(66b') . . . . . . . . - < sin p, ou R < p sin 7. 

P 

Or, d'aprhs les relations (3kh) ,  on a 

et l'inégalite (66bi8) prend la forme cherchGe 

Le rapport de la plus petite des pressions, exercées en un wzêwte poillt, ci 
la plus grande, dépasse donc toujrmrs tg - i) ; ce qui 9-evie.t à dire 
que la diférence de ces deux pressions est inférieure à la fraction sin g, de 
leur somme. 

La même inégalité est encore susceptible d'une autre interprétation. Con- 
sidérons l'élément plan dont la normale est inclinée d'un angle quelconque F 
sur l'axe des xi La tansente de l'angle fait avec le prolongement de cette 
normale par la pression exercée sur l'élément plan, a pour valeur le rapport 
de la composante tangentielle G de cette force A sa composante normale 
changée de signe (ou pression proprement dite) - Or les formules ( 3 2 )  
donnent 

G R sin 2 (p - p,) -= 
-3% p + R c o s 2 ( p - p o ) '  

x 3n et ce rapport, nul quand sin 2 (P-Po) = O,  ou pour fi-p,=O,= z,=T,etc., 
atteint ses valeurs absolues maxima quand la dérivée 

s'annule, c'est-à-dire quand on a 
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5 $ SUR L'ÉQUILIBRE D'ELASTICITÉ 

Alors l'inclinaison de la pression sur le prolongement de la normale, 
inclinaison maxima que j'appellerai a pour tangente 

R' cette relation équivaut à sin '$ = p, et donne, d'après (66")) 

(67bi') . . . . . . , . . . . sin2?' < sin 'p 

La seconde condition (66) signifie donc encore que- Pitwlinaison dune 
pression quelcolïque sur le prolongement cle lu normale à l'élément plan 
qu'elle sollicite, doit toujours, pour que l'équilibre soit possible, ê tw  infé- 
rieure ou au plus égale à l'angle de fiolement intérieur p. 

L'inclinaison dont il s'agit atteint d'ailleurs sa valeur absolue maxima * pl 

quand on a 
R 

cos s (p - (3,) = - - = - sin =cos (i + 
P 

et par suite, sauf un nombre entier de demi-circonférences, quand 

Or, d'aprés la réflexion qui termine le no il 5 (p. 3 4 ) ,  Po représente I'incli- 
naison de la force principale la plus petite F, sur les x positifs : l'excès p-p, 
désigne donc l'angle de cette force et de la normale aux éléments plans dont il 
s'agit, ou celui que font les mêmes éléments plans avec l'élément plan prin- 
cipal soumis à la force considérée F,. Si l'on observe enfin que cette force 
est négative et constitue par conséquent, en valeur absolue, la plus grande 
des pressions principales, I'égaliié ci-dessus reviendra au théorème sui- 
vant, énoncé en premier lieu par Macquorn-Rankine : les éléments plans 
pour lesquels l'inclinaison de la pression qdi ls  supportent sur le prolonge- 
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ment de leur normale alleint sa valeur maxiwm $, sont ceux qzci font, avec 
Pélé~nent plan principal soumis ci lu pression la pkcs grccnde, 2cn au&e égal 
u + :> et qui fo~at p a r  suite, avec l'élément plaa sodmis 1 la pression la 

n Y' plus petite, k n g l e  complémentaire , - 
26. L'inégalité (66'") se change en égalité au moment où le massif, sur ~, , , t i , , ,a , , t~r is~  

tique de I'équilibre- 
le point de se rompre, passe de l'état élastique à I'élat ébouleux : l'équilibre- limite, soit pour les 

massifs ulvérulenls a 

limite qui se produit à ce moment est donc caractérisé par la relation ~' irnr LLL~~,  suit 
pour les ~olides a I'elal 
plosliyue. 

(6s) . . . . . . . . . F, - F, = - (F, + FJ sin g>. - 
Les corps solides présentent aussi un équilibre-limite quand oii leur 

applique d'assez fortes pressions; mais l'équation spéciale A l'état plasliyue, 
qu'ils affectent alors, ne peut s'établir qu'au moyen de considérations un peu 
moins simples, même quand on se borne à l'étude d'une matière isotrope, 
c'est-à-dire constituée pareillement dans toutes les directions, et au cas de 
déformations planes, ou telles qu'une des trois dilatations principales, a,, soit 
nulle. Ces corps, soumis à des actions inégales en divers sens et très-graduel- 
lement croissantes, commencent à éprouver des déformations permanentes 
sensibles dés que les deux autres dilatations principales 3,,  3,, produites 
en un point, acquièrent des valeurs vérifiant la relation 3, -3, = f (A, + 3,), 
où f désigne une certaine fonction positive : on dit alors que les limites 
d'élasticité de la matière sont atieiîltes. Les actions déformatrices continuant. 
à croître, les positions d'étut naturel (ou A partir desquelles se comptent 
les déplacements élastiques) des diverses particules qui constituent le 
corps, changent à chaque instant; d'ailleurs, l'expérience montre que, si 
l'on s'oppose à la désagrégation au moyen de pressions convenablement 
appliquées, le corps reste constitué par rapport à ces nouvelles positions 
d'équilibre (sauf une Iégére altération de l'isotropie), comme il l'était dans 
son état primitif par rapport aux premières, en ce sens que ses coefficients 
d'élasticité A, p changent peu : mais en même temps sa structure moléculaire 
devient plus stable, car la fonction f, qui mesure à chaque instant la plus 
grande .déformation élastique possible 3, - a,, se transforme et croit, pour 

8 
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une valeur déterminée de la dilatation cubique 3, -1- 3,) de manière que la per- 
sistance des mêmes actions n'amène pas sar~s cesse de nouvelles déforruiations. 
Enfin, les actions déformatrices grandissant encore, il arrive un moment où 
la fonction f atteint une valeur maxima qu'elle ne peut pas dhpasser, et où, 
par conséquent, le corps n'est plus apte à prendre une constitution qui per- 
ihelte aux déformations de s'arrêter. L'équilibre-limite, caractéristique de l'état 
plastique, se produit a ce moment. Or si, dans la relation 3,-3,= f (3,-+3,), 
on substitue à 3,, 3, leurs expressions tirées des 
faire A = 0,  3, = O), il vient 

formules (5) (où on peut 

c'est l'équation cherchée. 
En général, les corps très-malléables, que l'on a ici particulièrement en 

vue, résistent bien moins aux changements de forme qu'aux changements de 
volume, et l'inverse, 1 +% p, de leur coefficient de compressibilité, doit être 
très-grand par rapport à leur coefficient de rigidité p : on peut alors supposer 
A une première approximation 21. -1- 2p. = CO, quand F, + F, n'est pas d'un 
ordre de grandeur plus élevé que F I  -Fa; et l'équation précédente se réduit à 

P, - F,= 21*f ( O )  =une constante 2K, 

conformement au principe fondamental 'de plasticody~iasiiqt~e que M. de 
Saint-Venant a posé comme résultant des expériences de RI. Tresca Sur le 
poirlço~imge des métaux (*). Mais il est préférable de garder en outre, dans 
le développement de la fonction f par la série de Maclaurin, le terme du 
premier degré par rapport à F, -t- F,, ce qui, en observant que f croit pro- 
bablement avec la densité ou avec la pression moyenne, donnera une équa- 
tion de la forme 

(68"") . . . . . . . . Fi - Pa = BK - a (F, + F,). 

(') Voir au Journal de Maihématiques de M .  Liouville (t. XVI, 1871) divers mémoires de 
M. de Saint-Venant sur ce sujet, notarnn-ient celui qui est extrait du Compte-rendu de la séance 
du 7 mars 1870 dc l'Académie des sciences de Paris (t. LXX, p. 473) et où SC trouve posée en 
d'autres termes la formule Fi - F, = 2K. Le Mémoire très-intéressant de M. Tresca sur le 
poinçonnage a paru au t .  XX du Recueil des savants étrangers de  la même Académie (1872). 
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On voit que la formule de l'état ébouleux n'est qu'un cas particulier de 
celle-ci, le cas où K = O et .où a = sin W. Dans ce cas particulier, la démon- 
stration en est plus simple pour deux raisons : l o  il ne paraît pas y avoir, 
chez les corps pulvérulents, différentes constitutions moléculaires de plus en 
plus stables susceptibles de se produire successivement à mesure que les 
actions déformatrices croissent, ou, en d'autres termes, la période intermé- 
diaire pendant laquelle la fonction f grandit, et qu'on appelle improprenlent 
période d'élasticité 2:vnparfaite, ne parait pas exister pour eux; 20 la dilatation 
cubique 3, i- 3, y est sensiblement nulle. Par suite, I'équation de l'équilibre- 
limite se réduit à 3, - 3, = f (O), ou à 3, = constante, comme on a vu. 

11 est probable que les mêmes causes de simplification se présentent pour 
les corps solides très-malléables, comme le plomb ou l'argile : la seconde 
semhle nécessaire pour qu'on puisse supposer la valeur élastique maxima 
de 3, - 3, peu dépendante de 3, t a,, au admettre approxiniativement 
l'équation d'équilibre-limite F, - F, = une constante 2K. La première l'est 
peut-être aussi pour que la fonction f, a l'instant où l'équilibre devient 
limite, ne dépende pas des valeurs successives prises jusqu'à ce moment 
par les déformations 3,, 3, ou par les pressions principales F,, F,. S'il en 

P + F E  est ainsi, l'équation F, - F, = 2 , ~ f  (h) ne eonvieiidrait peut-étre pas, 
avec une exactitude suffisante, aux corps élastiques qui sont susceptibles, 
comme le fer, de s'écrouir considérablement sous l'action de charges pcrma- 
nentes de plus en plus considérables, ou pour lesquels la forme de la fonc- 
tion f ,  variable entre de larges limites, pourrait ne pas se trouver toujours 
la même à l'instant ou I'état plastique s'établit. 

27. Reprenons actuellement, au point de vue des inégalités (6(i), l'étude du ,,:\P:;,$;;,;;;;: 
massif de longueur et de profondeur indéfinies, limité supérieuremeut par un rlemnient consideres. 

plan incliné de osur  l'horizon. L'expression (GO) de a,, portée dans la seconde 
inégalité (GG), qu'on peut supposer élevée au carré, change celle-ci en 

Deux conséquences importantes résultent de la relation fondameutale (69)  : 
10 Le premier membre de cette inégalité étant essentiellement isoiiidw 
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que l'unité, le second doit l'être à plus forte raison : donc l'inclinaison o du 
talus par rapport ù t h ~ r i z o n  est loujours inférieure ou au phrs égale en 
valetcr absolue à l'angle cp de frottemenl. L'expérience a prouvé en effet 
depuis lorigtemps que les sables, les terres fraîchement remuées, les amas 
de petits cailloux, etc., ne peuvent se soutenir que sous des angles moindres 
qu'un certain angle-limite, constant pour une même espèce de matière, mais 
variable, quand cette espèce change, depuis 240 ou 260 (cendrée de plomb, 
graine de moutarde) jusqu'à 550 (sol le plus dense), et qu'on prend souvent 
dans la pratique égal à 450. Les talus naturels d'éboule~nent, comme on en 
observe, par exemple, au pied des roches escarpées, le long des vallées ou 
dans les montagnes, sont environ de 310 pour le sable fin et sec, de 320 à . 
330 pour les marnes, les calcaires et les terres franches jetées à la brouette, 
de 370 pour les terres crayeuses, de 380 pour le sable quartzeux humide, 
de 450 pour le sable gypseux humide (*). 

20 L'inégalité (69) devant être vérifiée à toutes les profondeurs dans 
l'intérieur du massif, le cosinus de l'angle w - 2c ne peut décroître en 
valeur absolue jusqu'à zéro, ni sa tangente grandir indéfiniment avec I. 
D'après la formule ( C i G ) ,  on devra donc avoir c = O ,  ou E = constante; en 
d'autres termes, tous les modes d'équilibre pour lesquels la constante c n'est 
pas nidle sont irréalisables si le milieu pulvérulent est suffisamment profond. 
Par suite, un massif indépni ne comporte pas des modes réels d'équilibre 
diffkrents de cezrx que représentent les équatiom (57) et (58) quand on y 
suppose leparamètre angulaire E conslant, ou quand les déformations éprou- 
vées sont les mêmes en tous les points. 

Il n'y a pas A se préoccuper de la première inégalité (66). En effet, 
d'après (56)) l'expression (50) de p n'est autre que 

~ 9 1  
= cos o - sin ï tg ( w  - L) ' 

et elle sera supérieure à zéro si le ternie positif cos w ,  du dénominateur, est 

(') Mimoire sur la poussse des terres, par M .  Saint-Guilhem, ingénieur en chef des ponts et 
chaussées (Atmales des ponts et chaussèes, t .  XV, mai et juin 1858), note VII. -Voir aussi la 
Mdeanique appliquée de M .  Collignon, t. 1, p. 478. 
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en valeur absolue plus grand que sin t~ tg (w-- 2 ~ ) .  Or l'inégalité (69) peut 
s'écrire 

sin % - 1 < 
s ina? I + tgS ( w  - et) 

d'où l'on déduit 
s ingo tg4(0 - 2 4  < siny? - sinPo, 

et, à plus forte raison, 

ainsi la valeur absolue de sin a, tg (w - 2E) est bien iiiférieure à cos w. L'iné- 
galité (69), dans l'étude des inodes d'équilibre du massif indéfini, tient 
donc lieu à elle seule des deux inégalités (66) que nous avions à considérer. 

25. Mais continuons l'étude de l'inégalité (69). Limites enlre les- 
quelles peul varier l e  

Soit r l'angle, c.ompris entre zéro et :, - dont le cosinus a pour valeur ~~:~ra l i l é l re  angulairep. 
niesurnnl I'ineliiiaison, 
sur la verticale, des 
rouehes non dilatres 

sin w ni contrüciées. 
(70) . . . . . . . . cos r = -(en valeur absolue). 

sin g, 

Comme le mode d'équilibre correspondant à une certaine valeur de E suli- 
siste sans modification quand E grandit de  a, on peut se borner, quel que 
soit o, à considérer des valeurs de s coniprises dans un iniervalle é p 1  à $ 2  - et 

ff n supposer par conséquent w - 2s variable seulenient de - , à a.  00 aura 
ainsi cos (& - 2s) > O,' et l'inégalité (69 ) ,  devenue 

COS ( W  - 2.5) > COS T ,  

équivaudra à l'ensemble de ces deux : 
! w - r  

Étant donnée une valeur quelconque o de l'inclinaison du talus sur I'hori- 
zon, l'équilibre est donc possible : 10 quand l'incliiiaisoii e, sur la verticale, 
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62 SUR L'ÉQULLIBRE D'ELASTICITÉ 

d'une couche non dilatée ni contractée (ou par suite de la face postérieure 
rugueuse d'un mur de souténenient qui immobiliserait une telle couche dans 
ses positions d'état naturel), est précisément f ; 20 quand cette inclinaison est 
inférieure ou supérieure à d'une quantité au plus égale à la moitié de 
l'angle 7 que définit l'équation (70), ou, en d'autres termes, quand la direc- 
lion d'une couche d'étendue invariable est comprise dans I'aagle r construit 
de manière que sa bissectrice soit inclinée de sur la verticale; 30 quand 
I'inclinaison E ne diffère de l'une des précédentes que d'un nombre enlier 
d'angles droits, c'est-à-dire, d'une manière générale, quand la direction 
de la couche considérée est comprise à l'intérieur de l'un des quatre angles, 
égaux à r et opposés deux à deux par le sommet, qui ont pour bissectrices 
respectives la droite inclinée de $" siir la verticale et sa perpendiculaire. 

Au contraire, l'équilibre devient impossible, avec la valeur donnée de 
l'inclinaison U, du talus, lorsque la direction d'une couche d'étendue inva- 
riahle (ou de la face postérieure et rugueuse d'un mur de soutènement qui 
l'immobiliserait dans ses positions d'état naturel) tombe dans l'intervalle que 
laissent entre eux ces quatre angles. Enfin les inégalités précédentes se 
changent en égalités, et la limite d'élasticité est précisément atteinte, si E 

acquiert ses valeurs extrêmes, CF plus un nombre entier d'angles droits, 
ce qui arrive lorsque les couches invariables se trouvent précisément paral- 
léles à un côté des quatre mêmes angles; alors l'état devient ébouleux et 
l'équilibre est limite. 

Pour o = 0, l'angle r est droit et par suite les quatre angles dont il s'agit 
comprennent tout l'espace autour du point O,  ou ne laissent subsister aucune 
direction E pour laquelle l'équilibre soit impossible. Mais, à mesure que la 
valeur aBsolue de w grandit, T diminue de plus en plus pour s'annuler 
quand u atteint ses deux valeurs extrêmes. + y. Ce décroissement de r est 
même plus rapide que l'accroissement de +:a; car la différentiation de (70) 
donne 

- dr COS O cos o I - sin% - -- - - > I (en valeur absolue). 
dc sin 7 sin r \/sin - sin zcJ sin - sin 

Par conséquent, lorsque croit de zéro ù cp ou clécroit de zéro à - y ,  
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. 63 

G - T  O + T  les dellx valeurs extrêmes de E ,  et - d'abord égales respectivenzent 
iT a - -  
4 et à :, varient sans cesse cltacune dans u n  même sots, la première 

en auymentanl, la seconde el8 dir,zinzmnt, jzcsqu'ci leur valeur @taale com- 
murie, qui est la moitié de celle de w ,  c'pl-a-dire =t f. Les quatre angles 
co~zjug~iés r qui forment, par leur groupernent symétrique autour du point O, 
une sorte cle croix de Malte doM ils seraient les bras, et ci tintérieur des- 
quels se trouvent à chaque instant les directions admissibl~s des co~lckes 
invariables, se contractent à. la fois, par zut naouvenzent simultclîk de recul 
de leurs quatre côtés, de manière à délaisser entre eux zm fiombre de plus 
en plus grand de directions qlci cessent d'êlre admissibles pour toutes les 
valeurs ultérieures de o (*). 

29. Les deux limites, l'une négative et l'autre positive, entre lesquelles ,u5e,'';~i,$~ 
l'inclinaison W ,  sur i'horizon, du talus supérieur doit être comprise pour P rike I'inclinaison w du 

alus pour une valeur 
donnée de e. 

que l'équilibre soit possible avec une inclinaison donnée E ,  sur la verticale, 
des couches invariables, s'obtiennent aisément. L'inégalité (69) se change 
en égalité quand recoit ces deux valeurs, et il vient, en extrayant la racine 
carrée des deux men~bres, 

sin w = =k sin p cos ( w  - 2e)  = f sin p (cos o cos 2e e sin o sin 24,  

(') Quand le  niassif est solide, a,, a, ont les valeurs (60"') [[p. 451. On voit que ces dilatations 
principales, si elles ne sont pas négatives, finiront par dépasser toute limite d'élasticité admis- 
sible, dans u n  ntassif sufisamment profond, lorsqu'on y prendra l ou p assez grands. On 
devra donc avoir 3 < O ;  ce qui,  en posant 

où p désigne un  angle aigu, revicnt à écrirc la première iriégalité (66) et l'inégalité (69), c'cst- 
5-dire précisérrient les deux mêmes conditions, résumées dnris la condition unique (69). que 
pour un  niassif pulvérulent. Donc, tout ce qui est dit dans ce 8 au sujet des limites entre les- 
quelles w et  E sont compris s'fipplique à un massif solide de  grande profondeur, à cela près que 
l'équilibre sera stable pour les valeurs extrêmes f r de o - Sc (vu qu'alors on aura 3, = 0, 
J, < O). En particulier, l'inclinaison f w dut alus devra être moindre que p ,  comme M. de Saint- 
Venant i'avait déjà reconnii. Cet angle 7 vaudra 30° dans les corps durs, chez lesquels il es1 
probable que le rapport $ ne  diffère pas sensiblement de l'unité, [et il sera presque nu l  pour 
les corps mous, oii le rapport f est sans doute voisin dc zéro. 
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ou bicn, si I'on résout par rapport à tg w ,  

f sin y cos 2~ -- f cos 2e 
(71) . . . . . . . tgo=  - 

1 y sin 7 sin 2~ 1 
- =F sin 9e 
sin 

A ces deux valeurs de tg correspondront respectivement les 'deux angles- 
limites cherchés, compris, l'un entre zéro et + y, l'autre entre zéro et - 9. 
On voit qu'ils échangent simplement leurs signes quand E est changé en - E, 

et on peut se borner à les calculer pour les valeurs positives de E. Il sufit 
n d'ailleurs d'y faire varier E de zéro à 2 ou 4S0, puisque les mémes circon- 

stances se produisht pour toutes les valeurs de E qui diffèrent les unes des 
autres d'un nomhre entier d'angles droits. 

Si I'on adopte pour p. la valeur a ou 450,  l'expression de ig w devient 

et I'on peut former le tableau suivant : 

Valeurs de E . . . . . . 0 ,  1 O", 20°, 30°, 40" 45O, 

valeurs-limites de w . . 35.1 s r ( ' ) ,  U014', 4@48', 4%'24', 22"01', O, 
- 33" 6 ,  - 28"Ogf, - 20°26', - 1 y%2', - k"0g1, 0, 

En difréreiitiant l'équation (71), on trouve 

d tg w z t  2 sin (- sin 28 * siri 
-- - - 

d~ ( I  T sin sin 2~ ) '  

Lorsque e croît de zéro ù ,", la valeur négative cle o, c'est-à-dire la limite 
i,lf&zéure, croit sans cesse en se rapprochant de zéro. Quant a lu &mite 
supérieure, ou valeur positive extrême de 6, , elle graudit d'abord, jusqu'ù 
nir rnaxinzrtm, g, qu'elle atteint pour c = g (c'est-&dire pour E = 22" 

(') Pour di1 sable fin et sec on aurait seulement p, = SIu,  ct les vaieurs-limites qui corres- 
pondent à E = O deviendraient f 27015'. 
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quand cp = &Ci0 ) ,  et elle décroît ensuite. Les deux linlites, initialemeut 
égales, en valeur absolue, à arc tg (sin ?), mais de signes colttraires, éanws- 

n- lent en dernier lieu, pour E = d -  

On peut, au moyen des tangentes de ces angles-limites, que j'appel- 
lerai ml, of', 

sin p cos 2 e  - sin p cos 2~ 
tg O' = > tg 0" = 

1 - sin p sin 2e 1 + sin sin l e 2  

calculer la tangente de leur difrérence o1 - ml1. Celle-ci se réduit, après 
quelques simplifications évidentes, A 

tg (" - "') = -!e %. ; 
cos 7 

elle diminue sans cesse quand c grandit de zéro à f. L'écart o' -di des 
deux limites est donc d'autant plus g r m d  que Pzitclinaison E est moindre 
ou que les couches invariubles s'écartent moins de la verticale. 

On voit qu'un mur de soutènement rugueux, incliné de E sur la verticale 
et qui serait supposé zinnzobz'liser la couche pulvérrclente contiguë dans ses 
positions d'état naturel, ne pourrait pas soutenir un massif limité supérieure- 
ment par un talus plan dont l'inclinaison sur l'horizon serait, ou plus grande 

(Fig. 3.) 
que la limite positive of, 

ou moindre que la limite 
négative ml1. Sans doute, 

a la partie BB1 ( fig. 3)  , 
d'un talus pareil, qui se- 
rait très-éloignée du mur 
de soutènement, pourrait 
recevoir toute dkclivité 

inférieure ou même égale, en valeur absolue, à l'angle de frottement .p. 
Mais la surface du talus devrait alors cesser d'être plane dès qu'on appro- 
cherait du mur 0111, de manière A y devenir concave vers en haut, pour 
o positif, convexe dans le cas contraire, et à ne plus avoir, tout près du 
mur, son inclinaison o sur l'horizon en dehors des deux limites a', d l .  

9 
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Les formules établies ci-dessus ne sont pas applicables à de pareils talus 
courbes, et un calcul rigoureux de l'équilibre qui se produirait alors est 
peut-être inabordable; mais, si la courbure de la surface était peu sensible 
et que l'on se proposât seulement de connaître les circonstances produites a 
d'assez petites distances de l'origine O ,  on ne commettrait qu'une erreur 
négligeable en remplaçant le profil vrai du talus par sa tangente au départ 
OA, tangente dont 1'inc.linaison sur l'horizon égalerait la valeur-limite cor- 
respondante ou d"' En d'autres termes, le cas où l'angle w se trouverait 
supérieur à w' pourrait être approximativement confondu avec celui où o = w', 

et le cas où w serait moindre que d1 pourrait de même n'être pas distingué 
da cas = d l .  

Au reste, cette remarque ne parait pas avoir d'importance pratique, et  
,pour deux raisons. La première consiste en ce que les murs rugueux de soutè- 
nement que l'on construit ne doivent inmobiliser les particules pulvérulentes 
contiguës dans des positions d'état naturel, ou à peu près, que la 
période même de formation du massif et seulement en ce qui concerne les 
couches de terre ou de sable non encore comprimées ; à mesure qu'on apporte 
de nouvelles couches sur les premières, celles-ci éprouvent un grand nombre 
de ruptures à la suite desquelles les positions d'état naturel de leurs parti- 
cules se trouvent entièrement changées, comme on verra au § VIJI. La 
deuxième raison corisiste en ce que l'inclinaison E ,  sur la verticale, des murs 
de soutènement rugueux, supposés même capables d'immobiliser les parti- 
cules terreuses contiguës dans leurs positions d'état naturel, a presque tou- 
jours, dans la pratique, des valeurs telles, que la limite supérieure o' est 
voisine de son maximum p,  tandis que la limite négative wI1 se trouve bien 
au-dessous des inclinaisons des talus dont on peut avoir a s'occuper. 

Néanmoins, il se produit souvent, pendant qu'on décharge contre la face 
postérieure d'un mur la terre ou le sable qu'il doit soutenir, des valeurs 
négatives de o moindres que d l ,  et il parait que 1'011. constate alors sur le 
talus la forme convexe indiquée par la théorie précédente. 

Limitesquicompren- 30. Je  n'ai considéré ci-dessus qu'un mur à face postérieure plane et 
ntmt W pour une valeur 
ilunnée de E'. rugueuse. Supposoiis actuellement cette face infiniment polie et inclinée sur 
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la verticale d'un angle 4, mais toujours donnée de manière à emptkher la 
couche superficielle contiguë du massif de quitter son plan primitif; on a vu 
au no 23 (p. 80) que l'équilibre, dans ces conditions, ne diffère pas de celui 

if que produirait un mur rugueux incliné de E = e t - -  4 ' ou encore incliné de 
c = i t ;, puisqu'uiie différence de ;dans ces angles n'en amène aucune 
dans le mode d'équilibre. On aura donc, en particulier, les deux limites d, d l ,  

qui comprennent entre elles toutes les valeurs admissibles de l'inclinaison du 
talus, en étendant, au moyen d'une observation qui suit la formule (71), le 

n tableau précédent aux valeurs négatives de E variables de - à zéro, et 
a ajoutant alors, pour avoir E', , ou 480 à toutes les valeurs de E inscrites au 

tableau. Il vient airisi : 

Les quatre angles, égaux à T et symétriquement disposés en croix autour 
de i'origine 0, qui contiennent, pour une valeur donnée de a, toutes les 
directions admissibles de la face postérieure du mur, sont restés les mimes 
en grandeur que dans le cas d'un mur rugueux; mais ils ont tourné d'un 
demi-angle droit, de manière à venir se placer précisément au milieu des 
quatre vides qu'ils laissaient d'abord entre eux. Si l'angle r est supérieur à 
un demi-angle droit, il y aura, au milieu de chacune des quatre branches de 
l'une quelconque des deux croix, un espace angulaire, égal ; - r, qui ne 
lui sera pas commun avec l'autre croix; mais il restera, sur chaque bar-d.de . 

T la branche considérée, une bande, kgale à T -;, commune aux deux croix. 
Suivant toute direction comprise dans l'une de ces huit bandes, de largeur 
angulaire r -a, et qui sont symétriquement disposées par rapport aux bis- 
sectrices des huit angles formés entre les axes des deux croix, on peut, à 
l'exclusio~i du reste du plan, diriger la face postérieure d'un mur de soutè- 
nement, à volonté rugueux ou poli, capable de rilaintenir l'équilibre dans 
l'hypothèse où je me suis placé des relatioiis spéciales (37). La conrli~ioli 
nécessaire et suffisante pour que ces bandes existent est que r soit plus grand 
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Of! SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLAS~ICITÉ 

1 que ;, ou COS r < fi-, c'est-à-dire,. d'après (TU), que l'on ait en valeur 
absolue 

sin p 
sin w < - , 

v5 
ou, en supposant p = 450, 

1 
sin w < -, w < 50". 

'2 

§ VII. 

CALCUL DE LA PRESSION EXERCEE SUR TOUT JILÉMENT DE SURFACE NORMAL AU 

PLAN DES DEFORMATIONS, ET DE L,A POUSSÉE TOTALE QUE SUPPORTE UN MUR 

PLAN DE SOUTENEMENT. 
- 

Fornitiles do,,- 3.1. 11 nous reste à étudier la pression, ayant pour composantes normale et 
neronl la direction pi 

la vale i ir  8; de la tangentielle - JM., 6, que supporte par unité d'aire tout élément plan paral- 
pression (- 37., G). Ièle à I'axe des x, puis à évaluer la poussée totale qu'éprouve une section 

plane quelconque menée par cet axe dans le massif : cette poussée serait 
évidemment exercée sur un mur plan de soutènement dont la face postérieure 
coïnciderait avec la section considérée, si le massif, au lieu d7&tre indéfini, 
se trouvait réduit A sa partie située en arrière d'un tel mur, mais que la 
couche pulvérulente contiguë fût en même temps immobilisée dans les posi- 
tions x t u, y -+ v, z + w qu'elle occupe en effet dans le massif indéfini. 

Soit E ,  l'inclinaison, sur la vertkale, d'un élénient plan quelconque paral- 
lèle à I'axe des x. Les deux composantes - X, et G de la pression qu'il 
éprouve par unité d'aire, vaudront, d'après les relatioils (57) [p. 431, 

-3G= "l [cos (a - 2 ~ )  + sin a sin 2 ( E ,  - E ) ] ,  
cos 4 (a - F )  

(72) . . . . 

COS 2 (a>- E )  
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. 

la pression totale dont les deux composantes, normale et tangentielle, 
sont - X, et G , 

? 1 

7r r l'aiigle, compris au plus entre - , et ,, qu'elle fait avec le prolongement 
de la normale à i'élément plan, et dont la tangente, rai, ' le définit complé- 
tement. On aura 

G 
Ig y,  = -- 

e 
9 fi=-, 

- 3& sin pl , . 
ou bien 

sin O cos 2 ( E ,  - E) sin o cos 2 (et - E) 
(72"') . 2 a= ' 

= cos (a - %) + sin O sin 4 k4 - E )  COS 2 (a - E )  sin g1 
PLI!. 

La première de ces formules présente l'inconvénient de n'être pas calcu- 
lable par logarithmes. II est préférable d'évaluer tg (?, + E ,  - E * - "1 4 au 
moyen de la relation 

dans le second membre de laquelle on mettra pour tg?, sa valeur (12"'). Ce 
second membre deviendra beaucoup plus simple si l'on y remplace 

On trouve alors 
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Cette formule, dans laquelle on peut prendre à volonté, soit les signes 
supérieurs, soit les signes inférieurs, fera connaître sans aucune indéterrni- 
nation l'angle p l ,  qui fixe la direction de la pression, dés qu'on aura donné 
l'inclinaison o du talus supérieur sur l'horizon, l'angle E, que fait l'élément 
plan avec la verticale et le paramètre E caractéristique du mode d'équilibre. 
La seconde relation (72bi" permettra de calculer ensuite par logarithmes la 
grandeur 83. de la pression par unité d'aire, si l'on connaît en outre la pro- 
fondeur Z à laquelle est situé l'élément plan, c'est-à-dire sa distance normale 
a11 talus supérieur, et le poids pg de l'unité de  volume apparent du massif. 

On obtient entre 9% et G une relation extrêmement simple, en .ajoutant. 
les deux équations (72) aprCs les avoir respectivement multipliées par 
- sin (W - E,), cos (a - E,), en remplapi t  ensuite, dans le second membre, 
des termes affectés de sin o par leur valeur totale 

sin w cos (w - 2~ + E,) = sin w [cos (a - 9e) cos E,  - sin (w - %F) sin E , ] ,  

et de m h e  le terme - sin (W - E,) COS (W - 2 ~ )  par 

COS (w - 2E) [- sin w cos E,  + COS w sin e . , ] ,  

puis eii réduisant. 11 vient 

( j i ? 4 u o r w )  . . . . . JG sin (w - F, )  + G COS (w  - c i )  = pyl sin P I .  

Cette formule n'est qu'me application particulière du théorème, dit d e  réci- 
poc i l é ,  qu'expriment les relations (21) [p. 261 : son premier membre repré- 
sente la projection, sur la normale au talus supérieur, de la force 6lastique 
éprouvée par l'élément plan d'inclinaison c l ,  et le second membre est Ja pro- 
jection, sur la normale à cet dément plan, de la force élastique que sup- 
porte un autre élément plan passant par le même point, mais parallèle au 
talus supérieur : or le tliéoréme cité apprend que ces deux projections doi- 
vent être égales. 

Comment les deux 
composantes - x, 
varient avec s. 

32. Chewhons comment varient les deux composantes -&, G de la 
pression 83 exercée sur un même élément plan, quand on fait changer le 
mode d'équilibre, c'est-à-dire quand oii fait varicr le paramètre angulaire E. 
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w - 7  \ w + r  
D'après la relation (?'Obi8), il suffira de faire croître E de -, a -s, ou de 

faire décroitre 2 (a  - E )  de + r à - r ,  c'est-à-dire d'une limite supé- 
1C 

rieure moindre que - à une limite inférieure plus grande que - g .  Dans cet 
intervalle, les expressions ( 7 2 )  de - 3%) G restent constamment finies et 
continues. Le dénominateur cos 2  (a- E )  s'annule bien aux deux limites dans 
le cas particulier C,I = O,  r = z ;  mais les numérateurs s'annulent en même 
temps et les valeurs de - 379, G , prises à ces deux limites, tendent, à 
mesure que w décroît jusyu'h zéro, vers les valeurs parfaitement déterminées 
que donneraient les formules (7 7 )  ci-après. 

Différentions donc, par rapport à E ,  les expressions ( 7 2 )  de - 8%) G, et 
reiiiplaqods, dans les résultats, 

sin 2 (a - e) cos (o - 2 ~ )  - cos 2 (w - F )  sin (a - %) par sin [*L (O  - C) - (W - %)] = si11 w, 

cos 2 ( w  - E )  cos 2 (F, - E) + s i i l  2 (O - E )  sin 2 (E, - F) par cos 2 (o -ci), 

sin 2 (w - C) COS 2 (E, - F) - COS 2 (a - F )  sin 2 ( E ,  -- E) par sin 2 (w - P,)  : 

il viendra simplement 

d ( - 8%) - 4pgl sin w 1.1 + cos 2 (O - E , ) ]  - \ dE COSP 2 (0 - E )  
9 

(73) . . . . . / dG -2Ppglsinwsin2(u-~,) -- - 
\ d~  COS'^ (w - e )  

Ces dérivées de - X et de G ont constamment les mêmes sigiies quel que 
soit E : la première est négative ou positibe suivant que l'inclinaison a ,  sur 
l'horizon, du talus supérieur est positive ou négative elle-même; la seconde 
a le même signe que la première quand le sinus de l'angle 2 (a  -- E,) est 
positif, signe contraire dans le cas oii ce sinus est négatif. Chacune des deux 
composantes - &, G varie donc sans cesse dans un waêm sens lorsque 
E yralidit, et se trouve comprise à tout iltsta~lt elitre les deux valeurs extrêmes 

' J F T  qu'elle wçoit pour E = ,- : de plus, si l'on veut avoir lu valeur la plus 
o + r  0 - 7  petite de la poussée norrnaie - X ,  il faut prendre E = s- ou E = - 

2 
suivant que w es1 > ou < zéro. 

La deuxième formule (73) aiirait pu être déduite de la preniiére et de la 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



relation (72quateT), qui donne 6 en fonction linéaire de & sans qu'aucun 
coefticient de .cette fonction dépende de E ,  et d'aprés laquelle le rapport des 

d e  d ( - g T )  deux dérivées ,, - - - égale tg (w - r , ) .  
& 

Valeuri ertrémes des 3 3. Évaluons les valeurs extrêmes de - a, et d'abord celles qui cor- 
composanies -,?T.,e. w + f  a - +  
- Etude d- deuil mo- respondent à 6 = - pour w positif, à e = 7 9 pour o négatif, et par consé- 
des d'eqinlibre .limite 
que peut présenter le quent à la moindre valeur de - X .  
massif indéfini. 

J'appellerai 4 l'angle auxiliaire, compris entre O et - quand w est > 0, 

" " quand est < 0, que définit l'équation entre O et - - 

sin w 
(74) . . . . . . . . . .  sin (G + 29) = - . 

sin g, 

Cette équation, comparée à (70), montre que r vaut le complément de 
la valeur absolue de w -t 2+, ou qu'on a 

R 
(74") . . . . . . . . . . .  r = - =F (a + 2$), 

2 

et par suite 

Les formules (72), si on y porte ces valeurs de 2 ( ~  - r ) ,  2 (e, -&), w - 2e, 
deviennent 

sin I. sin 2 (t, + $) sin (w + P+) - sin w cos 2 ( E ~  + $) 
(7.5) G = ~ g l ,  - è?~, = 

sin 2 (o + +) sin 2 (a + +) ~ 9 1 -  

L'expression (75) de G paraît indéterminée quand o = O. On peut la trans- 
former en y faisant successivement 

cos (w 4- $) cos (O + 4)  
(75 sin 2 ( w  + q) = 2 sin ( w  + $) cos Q = [sin(w+ Q-Q)+ sin (a+++ $)] , 

COS Q COS $ 
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. 

et en y remplaçant alors le rapport 

sin o sin p sin (a + 2p) 
3 ou, d'après (!A) ,  

sin w + sin (a + 2$) sin sin (w + 2g) + sin (a + 21)' 

sin p sin rp - - -. 
I + sin p 

Il viendra ainsi 

pgl sin cos g sin 9 (E, + 9 )  
(76) . . . . . . .  e= 

9r cos (O + $) 
2 r n s ~ ( ~  - S) 

Quant à l'expression (75) de - &, elle n'est pas calculable par loga- 
riihmes; mais on obtiendra - %, dès que G aura été évalué au moyen de 
(76), si on connaît l'angle (p, qui mesure l'inclinaison de la pression résul- 
tante 91, appliquée à i'élément plan considéré, sur le prolongement de la 
normale à cei élément plan. La formule ( 7 2 M ) ,  en y faisant d'après ( 7 k C )  

sin O 
- r = % + + et aussi cos (w - Pr) = =t sin (a + 2$) = =t ,p, donnera, 
pour le calcul de cet angle, 

I + sin p tg ( E ,  + 9) (?fib*) . . . .  Lg (y,  4- €1 4- $) = tg ($, + 9) - - 
1 - sin p 

tg2 (; - ;) 
Enfin, on aura 

Évaluons actuellemerit l'autre valeur extrême de - et celle de Q, 
0 - 7  O + f  savoir les valeurs qui correspondent à E - -a pour w > O et A E  =-pour 

2 < O. Convenons de preiidre, au lieu de la racine +, de l'équation (74), 
n w qui est comprise entre O et I. il - g,  celle gr qui est comprise entre + - 

T O et + ou qui  est telle, par rapport à la précédente +, que 
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en adoptant le signe -t- ou le signe -suivant que w es1 > ou < zéro. Il 
viendra, au lieu de (74"") 

a- 
r=--  * (w + %$), 

2 

( J = F t  et par suite, à cause de E = - 
2 9 

Cette valeur de - 2 e  ne diffère de la précédente (741eT) qu'en ce que +' y 
remplace 4. Donc, à part le changement de + en +', les formules ( 7 2 )  con- 
cluiront aux m6mes relations ( 7 5 ) ,  (76), (76"" que dans le cas précédent. 

En résumé, les valeurs extrêmes des deux conaposuntes - X ,  G de lu 
poussée exercée szcr un élément plan Fxe faisant l'angle E ,  avec la verticale, 
c'est-ù-dire celles q u i  correspondeut a u x  deux  modes d'équilibre-limite que. 
colrlporte ujt massif inde'pni zncline' de w sur l'horizon, sont donl~ées par les 
foormides 

. , sin w 

l'angle auxiliaire JI, qui  se calcirlera par lu première équation ( 7 7 ) ,  devra 
ètre choisi de ~lzalzière que la somme w + 2+ soit, en  valeur absolue, in  fé- 
rieure à s'il s'agit d u  mode d'équilibre qui donne ù la contposante normale 
- de ta pression sa valeur la plus petite, et comprise au contraire 
enire ; el r r ,  ou supplémentaire de la précédenle, s'il s'agit du mode d'équi- 
libre qui dowze ù - 3% sa valeur la plus grande; quant ci l'inclinaison p, de 
la pression sur le prolongement de la normale à l'élément plan, comme elle 
r e  peut vurier torrl au plus q u ' e ~ i t ~ e  - ; et ;, lu seconde équation ( 7 7 ) ,  e?a 
faisant cowiaitre tg  (?, + E ,  + +)) la clc'ternZine complétement. 

L'angle 9 a une signification géométrique importante. On a 
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DES MASSIFS PULV~RULENTS. 75 

et par suite, d'après (59) [p. 441, r1 (ou E T :) = - +. Or E >  dPsigne l'angle 
fait avec la verticale, du côté de Oh (fig. 4 ,  p. 38), par une des deux dila- 
tations principales ou des deux pressions principales produites en chaque 
point : + représente donc le même angle, mais estinié positivement dans 
le sens opposé, c'est-à-dire du côté de Oy. 

C'est du reste ce qu'on reconnaît en posant successiveinent, dans les for- 
mules (75), cl = - +, t , = - #  + 11 vient dans ces deux cas t = 0, 
et, si a,, X ,  désignent les deux valeurs de 32, 

sin (a + 2+) - sin o sin (o + 2#) + sin c - 319, = - p g l ,  - a n , =  
sin 2 ( w  + q )  sin 2 ( s  t g) p d .  

sin (U + 2+) et sin u ayant toujours m h i e  signe d'api.& (7k), - X, est Iii 
plus petite des pressions principales, - X o 9  la plus grande. Par conséquent, 
la directz'on qui fait avec la verticale Iangle - + coïlicide avec le proFl de 
I'élément plan sur lequel s'exerce lu plus petite pression princlj3ale. 

Les formules ci-dessus de - 37;, , - 32, se simplifient lorsq u'on y rem- 
place sin (a + 2#) - sin o par 2 cos (o +- +) sin +, sin (6) + 24) + sin o 
par 2 sin (a -I- +) cos +, sin 2 (a + +) par 2 sin (a + +) cos (w + (I); elles 
deviennent 

sin cos rii 
(77'"') . . . . - 

xi =sin ( w  + p) pgl, -a%= 
cos ( w  + +) 

34. Le mode d'équilibre-liniite pour lequel la composante - 3% de la Pression q u e  
pOrIC un elenienl plan 

pression acquiert sa valeur la plus petite possible est précisément celui qu'a Y~A-RI. 

étudié M. Maurice Levy dans son Mémoire sur une théorie ratiowelle de 
réquilibre des terres fraîchement remuées et ses applicutbns au calcul de la 
stabilité des naurs de soutènement (*). Les formules (77) ne diffèrent pas de 
celles qu'il a données au no 45 de ce Mémoire. 

RI. Macquorn-Rankine avait déjà, dès 1856, considéré les deux modes 

(") Ce travail, présenté une première fois ii l'Académie dcs sciences de Paris le 5 juin 1867 
ct reproduit le 21 juin 1869, se trouve au Jocrrnd de Mal l t kmdqu~s  de M. Liotrvllle ( 1 .  XVIl l .  
1873). 
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76 SUR L~QUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

d'équilibre-limite que peut présenter un massif limité par un talus plan et 
près de s'ébouler dans toute son étendue : il avait fait ressortir les lois qui 
régissent la poussée exercée sur les éléments plans verticaux, c'est-à-dire 
sur ceux pour lesquels E ,  = O (*). 

Ces lois sont très-simples, même quand l'équilibre n'est pas limite. En 
effet, posons E ,  = O dans les formules générales (72) ; nous aurons 

cos ie sin w cos 2e cos w 
(78) . . . . . G =  pgl, - 8-G = 

cos 2 (w - E )  COS 2 (w - E) ~91, 

ce qui revient évidemment à prendre, pour valeurs respectives de la poussée 
résultante & et de son inclinaison p, sur le prolongement de la normale à 
l'élément plan vertical considéré, 

cos 2e 
(79) . . . . . . . . 

= cos 2 (cd - E )  
pgl, Y, = W .  

La seconde relation (79) signifie que, dans le nulssif indéj&zi, tout élémetit 
plan vertical éprouve m e  poussée parallèle au talus supérieur. La première, 
spécifiée pour les modes d'équilibre-limite, c'est-à-dire pour les valeurs 

7f de - 2~ égales à 7 + 2#, donne 
sin 2p 

a = sin 2 (w -+ $1 f9l. 

Or on peut remplacer 

sin 2+,. ou sin (w  + 29 - a), par sin (w  + 2+) cos GY - cos (a + 2p) sin o, 

sin 2 (w + +), ou sin (o + 29 + a), par  sin (o + 2+) cos o + cos (w + 2+) sin GJ,  

et observer ensuite que, d'après ( 7 4 ) ,  

sin w +l/s in4y-sin" z t f c o s a w - c o s e p  
sin (w + 2+) =-- cos (w  + 2 4  = - - 2 

sin y sin sin p 

1') Voir aux Annales des ponts et chamse'es (novembre 1872, p. 242) ilne note dans laquelle 
M. Flamant, ingénieur des ponts et  chaussées, a donné une exposition géométrique fort simple 
de la théorie de M. Rankine. M. Considère a également inséré en juin 1870 (pp. 145 A 594), dans 
ces Annales, un Mémoire contenant, outre les mêmes résultats auxquels il était arrivé de  son 
côté, plusieurs considérations judicieuses et  intéressantes. 
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les signes supérieurs correspondant à la valeur absolue de LI + 24 moindre 
que ;, ou au mode d'équilibre pour lequel les poussées normales sont les 
plus petites possibles, et les signes inférieurs correspondant à l'autre mode. II 
vient définitivement 

COS w T v'cos2 w - cos' p 
(80) . . . . . . . a= - pg1. 

cos w f \/cas' w - cos 

Les signes supérieurs donnent la valeur la plus faible de la pression 
exercée sur l'élément plan vertical, celle qui se produit quand le massif est 
près de s'ébouler de haut en bas et que le frottement des terres agit le plus 
possible pour les retenir; les signes inférieurs donnent au contraire la valeur 
la plus grande de la poussée, celle qui s'observe, ainsi que l'ont remarqué 
RlM. Considère et Flamant, quand le même massif, comprimé horizontale- 
ment, est supposé sur le point de s'ébouler en remontant (ou plutôt eu refluant 
au-dessus de sa surface libre), et que par suite le frottement équivaut alors d 
un accroissement de poids du massif : c'est ce genre de poiissde que Poncelet 
a désigné sous le nom de butée des terres. 

On voit que les deux snodes d'équilibre-limite correspoadent aux deux 
sortes d'eboulenzent, par déte1zt.e el pur écrasenzetal ou con~pression , que peut 
présenter une m~~ssepulvérulertte ù face supérieure plane, q u a d  elle s'ébranle 
à la fois clans toute sou étendue. 

35. Calculons enfin la pression totale que supporte, par unité de largeur Calcul de la poussée 
totale éprouvée par un 

horizontale, une section plane menée dans le massif, suivant l'axe des z ,  ~ n ~ . l a c e p O f l e r i e u r t  

jusqu'à une distance quelconque L de cet axe, et ayant sur la verticale l'in- 
clinaison également quelconque E,. Cette poussée serait évidemment celle 
qu'éprouverait la face postérieure d'un mur, contigu au massif suivant la 
section considérée, et supposé capable de produire sur la masse pulvérulente 
située a son arriére le même effet que produit, dans le massif indéfini, la 
matière située en avant de la section considérée. 

Divisons par des horizontales la section plane ou la face postérieure du 
mur de soutènenlent en bandes infiniment étroites. L'une quelconque de ces 
bandes, située à une certaine distance L de l'axe des z,  c'est-à-dire du bord 
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78 SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

supérieur de la section, aura la hauteur d L  et sa base ou largeur égale par 
hypothèse A l'unité : elle éprouvera une poussée totale &dL, composée de la 
force normale -- 8 d L ,  et de la force tangentielle GdL dirigée vers en bas 
suivant une perpendiculaire menée dans la section à son bord supérieur; 
- at, G, auront d'ailleurs les valeurs (72), (72'"). Les poussées élé- 
mentaires AdL, exercées sur toutes ces bandes, feront avec la normale à la 
section, menée vers le dehors du massif, l'angle constant cp, que détermine la 
formule (72ler), et elles seront parallèlcç; elles auront donc une résultante 
ou poussée totale, P, égale à leur somme, et dont le produit par la distance 
L, de son point d'application au bord supérieur de la section vaudra, 
d'après le théorème des moments, la somme des produits respectifs des 
poussées élénîentaires &clL par les distances pareilles L de leurs points 
d'application. C'est ce qu'expriment les équations 

11 ne reste plus qu'a y effectuer les intégratioiis indiquées, après avoir 
substitué i W son expression (72bis) et avoir mis dans celle-ci, au lieu de la 
distance normale 1 de chaque point de la section au talus supérieur, sa valeur 
en fonction de la distance oblique L du point considéré au même talus. Cette 
distance oblique L,  comptée le long de la section, est inclinée de E ,  sur la 
verticale, tandis que la perpendiculaire 1 au talus supérieur l'est de w : 1 est 
donc la proje6tioii de L sous I'angle w - E ,  et a pour valeur 

( 8  . . . . . . . . . . 1 = L cos ( w  - E,) .  

Les formules (81) deviendront finalement, en y joignant (7Pter), 

2 P Y L ~  COS ( w  - 6,)  sin w cos (a - cl) cos 2 (ci - 8 )  
L i = - L ,  P = K - 7  oii K-  i .  - - , 

2 P Y ~  cos 2 ( w  - E )  sin p, 
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U n  massif pzilvérzilent homogène en équilibre d'e'lusticité, termie' sri@ 
rieurentent par 1111 tulm plu12 dont w désigne l'inclittaison sur l'horizou, 
exerce doac, contre un  mur qzhi a sa face postkriezwe inclim'e (en f,-.itit inté- 
rietir) d'tcn u,~gle E ,  sur la verticclle, une poussée ccpplipuée cizc tiers de la 
halltetir cle la face poste'rieure du nwr,  ir~cline'e sous la normale ci cette face 
(normade nzenée vers l'intérieur du mur) de I'ungle y ,  que donne lu qzcatl.ièmc 
équufion (82) ,  et égcik au demi-produit du poids de Punilé de volume appu- 
rent du massif par le carré de la lzauterir obllqlie L de la face co~zsiclére'e et 
par ut& coeficieul K clont la .valeuv résdte cle la troisième fomule (82).  
Toutefois, ces lois ne sont démojztrées que pour les modes cl'équilihe d a m  
lesqfrels tétut de la matière est le n t ê ~ n o  sur toute Céte~tdzie d'ua plm piel- 
conque parccllèle au talus supérieur et qui ne ~lépe~zclent pur sziilc qae cltc seul 
paramètre E. 

On peut avoir à considérer les deux composantes 

normale Pr = f L(- a) dL et tangentielle 
O 

de la poussée totale P. Ces deiix composantes auront évidemment pour expres- 
sions 

-- BK cos (w - E , )  6 cos (w - E , )  oii les coenicients Kt, KIt désignent les rapports pg, 2 
Pg 1 

> 

c'est-à-dire, d'après ( 7 2 ) ,  les nombres 

COS (w  - El) K' =----- [COS ( w  - 24 + sin w sin 2 ( r ,  - e) 
COS 2 (w - E) 

(8lbiS) . . 1, 
COS ( w  - €,) 

K" = sin w cos 2 (s, - E )  = K' tg (w - el )  + sin s, : 
cos 2 (w - E) 

la deuxième expression de KIt, savoir K1 tg (a - 6 , )  + sin c l ,  se déduit 
immédiatement de la relation (729uater). 

Vnleurs d e  la pous- 
sée quand le mur, ru- 

36. La troisième et la quatrième des formules ( 8 2 )  se siniplifient lors- et  gueux que OU retal poli, est nalurei fixe, 
csi suppose avoirerisle qu'on admet, comme spéciales aux parois, les relations (37), c'est-à-dire d7,i,,,.,i. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



80 SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

quand la couche pulvérulente contiguë au mur est supposée maintenue, soit 
dans ses positions d'état naturel s'il est rugueux, soit tout au moins dans son 
plan primitif s'il est poli. II faut alors, comme on a vu aux nos 22 et 23, 

n poser E = E ,  dans le premier cas, e = E ,  -, dans le second. Et d'abord, la 
valeur de cp, se tirera aisément des deux expressions (72) de G et de - 87n, 
dont le rapport égale tg y,. II viendra 

sin (mur rugueux), 
(82'") . . . . .. . tg <pl = i COS (a - 26,) 

( zéro (mur poli). 

La troisième (82), d'après les valeurs (72"" de JI, dans le cas du mur 
rugueux, et en observant que, dans celui du mur poli, dl se réduit à 

- sin (a - 2 ~ )  + sin O 2 cos (a - E,) sin ci sin E ,  -- nq = -- 
- sin 2 (o - EJ "' = 2 cos (a - E,) sin (E, - o) p.Y1 = sin b - w) ~917 

dorinera à son tour 
cos (a - 6,) siil w 

(mur rugueux), 
COS 2 (W - E ~ )  sin y,  

(8dqdCr) . . . . . K = 
sin E, 

(mur poli). 
tg (a, - 4 

Quand le mur rugueux a sa face postérieure verticale, ou que E ,  = O  et 
par suite p, = a, il vient simplement 

COS w 
K=-. 

COS 2w 

Observons enfin que, d'après la formule (821e"'), comparée à la condition 
(69), la valeur absolue de tg?, sera toujours inférieure ou, au plus, égale à sin ?; 
ce qui signifie que la poussée supportée par u n  mur de soutènement immobi- 
lisant la couche pulvérulente contiguë dans ses positions d'état naturel, fait 
avec la normale A cette couche un angle au plus égal à celui dont la tangent(? 
vaut le sinus de l'angle rp du frottement intérieur. II suffirait donc, pour 
qu'un tel mur pût être supposé infiniment rugueux, ou capable d'immobi- 
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liser la couche pulvérulente contiguë dans ses positions primitives, qiie 
l'angle de son frottement contre le massif fiit égal ou supérieur à celui doiit 
la tangente vaut le sinus de l'angle 9 de frottement intérieur (soit à 3304 6' 
pour p, = 450). On laisse toujours dans la pratique, aux murs de soutène- 
ment, assez de rugosités pour que l'angle di1 frottemen1 extérieur soit même 
plus grand que  p. 

R~SOLUTION DES PHOBLÈMES D'~QUILIBRE LES PLUS IMPORTANTS DANS LES APPLICA- 

TIONS, A U  MOYEN D'UNE CONDITION DE STABILITI! QUI TIENT LIEU DES RELATIONS 

SP&CIALES AUX PAROIS. 

37. Les fornîules établies au  numéro précédent, reposant sur les condi- cas oi i  l'équilibrelr 
yliis s i a b l ~  se rkalire. 

tions spéciales (37) [p. 361, ne conviennent que pour le cas d'un massif, 
primitivement libre de toute pression et sans pesanteur, qui a pris en deve- 
nant pesant un nouvel équilibre, sans que la couche contiguë à la face 
postérieure du mur qui le soutient se soit déplacée si le  mur est rugueux, ou 
soit sortie de son plan primitif s'il est poli. Or on a vu à la fin du $j III que 
l'immobilité des particules adjacentes à une paroi rugueuse, par exemple, 
coiiduit bien à regarder leurs déplacements u, v coniine des fonctions de x, y, 
déterminées dans chaque cas, mais non a les faire égaux à zéro, et qiie par 
suite les conditions simples u = O, v = O ne peuvent giière être vérifiées 
dans la pratique. 

En réalité, on forme un massif pulvérulent en déposant successivement 
contre un mur rugueux préalablement construit des couches de terre ou de 
sable. Les particules voisines du mur se trouvent iinmoldisées à peu près, 

i l  
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tant qu'elles ne sont pas trop comprimées, dans des positions d'état naturel; 
mais la pression croissante et bientôt considérable qu'elles ont ensuite à sup- 
porter y cause un grand nombre de glissements finis, ou d'éboulements par- 
tiels, a la suite desquds se réalise un tout autre mode d'équilibre. Ce mode 
doit être le plus favorable possible à la stabilité intérieure du massif, c'est-à- 
dire celui pour lequel la dilatation maxima 3, acy uiert aux divers points ses 
plus petites valeurs compatibles avec le degré de résistance que le mur peut 
opposer : car le mode d'équilibre ainsi défini, s'il n'était pas déjà compléte- 
ment réalisé un instant après que l'on a déposé les dernières couches de terre 
ou de sable, ne tarderait pas à s'établir par l'effet des petits ébranlements, 
dus à mille causes diverses, que le massif éprouve presque à tout instant, et 
qui permettent aux grains sablonneux de se grouper de la manière en quelque 
sorte la moins forcée (*). 

Abstraction faite d'une zone contiguë au mur de soutènement et dans 
l'étendue de laquelle l'influence immédiate de ce dernier produit peut-être 
des perturbations locales, tous les modes d'équilibre réalisables du massif 
sont représentés par les formules (57) à (60) [p. 4 3  et 441, dans lesquelles 

W - T  i W + T  
E désigne un paramètre variable de a - z (form. ?OCi8) (**). Or, d'après 
(6O), a, est le plus petit possible quand E = 

Telle est la valeur du paramètre E qui, en réduisant la dilatation maxima 3,  
f sin w à son minimum "Ln, , correspond au ,mode d'équilibre le plus stable inté- 

rieurement, ou le plus voisin possible de l'état naturel pour lequel on aurait 

(') Les mouvements vibratoires produisent ZI la longue un  effet analogue sur les corps solides; 
mais, vu la tendance h la cristallisation qui existe alors, la structure plus naturelle qui s'y réa- 
lise graduellement n'est la plus stable que pour chaque molécule intégrante cn parliculier, 
nullement pour l'ensemble de ces molécules, qui tendent, au contrairc, à s'isoler les unes des 
autres. 

('*) Ces diverses relations, en yappelniit x, y les coordonnées actuelles des molécules, 1 leur 
distance actuelle à la surface libre, E une fonction de 1, résultent des formulcs (28), (35), (30), 
(IO), (66) : elles sulisistenl quand, e ou @ nYCtant pas constants, la relation (28&) ne se vérifie 

P 
pas; on verra au n-2 que cela pourrait arriver. Alors il n'y a plus de coordonnées d'état natu- 
rel x - u, y - v variables avec continuité d'une particule A ses voisines; car la formule du 
haut de la page 31, équivalente A (28%'") ou (28Im), exprime, comme on le recoiinait aisément, 
qu'il existe deux fonctions continues u, v de x, y telles, que 2, 2, $+ d; égalent trois fonc- 
tions données J,, J,, 9,. 
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partout 3, = 0, et pur conséquent au mode d'équilibre qui se proclrcira si  le 
mur de soutènement est assez ferme pour subir, sans se renverser, ln poussée 
corresponda,ale. 

Supposons donc r =:, et, appelant E ,  I'inclinaison de la face postérieure 
du mur sur la verticale, calculons d'abord la poussée. Il suffit, pour l'oh- 
tenir, de faire r = ; dans les formules (82) ; ce qui donne 

La poussée sera donc régie par les lois énoncées après les formules (82), 
A cela près que l'angle y ,  et le coefficient K auront les valeurs compléte- 
ment déterminées résultant de (83). 

L'expression de K devient extrêmement simple quand la face postérieure - 
du mur est verticale, ou qu'on a El = O et par suite (p, = w : elle se réduit à 

(83b") . . . . . . . . . . . . K = cos a. 

Cherchons encore à nous rendre compte des déplacements élastiques que 
les divers points du massif éprouvent par rapport au mur supposé immo- 
bile. 

D'après des lois énoncées page 45, le tassement élastique, à part un mou- 
vement d'ensemble de toute la masse pulvérulente, se fera par déplacements 
parallèles à un plan fixe OM incliné de; sur la verticale, et égaux au produit 
de la distance D de chaque particule à ce plan par le facteur constant $. 
Mais, aprés ce mouvement fictif, la droite matérielle émanée de l'origine et 
primitivement inclinée de E ,  sur la verticale, c'est-à-dire couchée le long du 
mur ou faisant d'abord l'angle E ,  -; avec la direction des déplacements, ne 

W fait plus avec celle-ci qu'un angle un peu moins grand E ,  - - c,. Le petit 
angle c,, dont elle a tourné autour de l'origine, est tel, que l'accroisse- 

0 ment D cotg (6, - - cs) - D cotg ( r ,  - il, ou sensiblement de 
sin* ( E ~  - $1 ' 

la distance qui sépare l'origine O du pied de la perpendiculaire D abaissée 
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de chacun des points de la droite matérielle sur le plan fixe qui vient d'être 
défini, vaut précisément le déplacement D *. On a donc, comme valeur de 

rn 
la rotation <, qu'il faudra imprimer à tout le massif dans le sens de Oy 
vers O x ,  après ce tassement fictif, pour ramener contre le mur la couclie 
qui lui reste adjacente et obtenir ainsi la situation définitive de toute la 
masse, 

L'angle < - c,, qui exprime la diminution, due au tassement élastique, 
de l'inclinaison + 8 - L, du talus sur la face postérieure du mur, sera 
l'excès, sur t2, de la valeur (62) de t spécifiée pour r =; Cet angle vaudra 
donc 

sin w O w O w 
=- [cos ' - - cos'! sin3 ri - sin' - cos'r, -t 2 sin - coi - sin r ,  cm E, 

m 2 2 2 2 2 1 
sin w cos COS (O - E, )  - - 

112 

et l'on aura en définitive, pour valeur de la réduction éprouvée par l'angle 
du talus supérieur et de la face postérieure du mur de soutènement, 

sin CJ cos e, cos (O - ê,) 
(84'") . . . . . . . .  5 - = 

tn 

Cas O" ~ ' é q u i ~ i l i r e  386 Passons actuellement au cas où le mur de soutènement n'est pas 
produit ne comporte 
v ' u n  certain degré assez solide pour que le massif puisse acquérir le maximum de stabi- 
da slnbiliie. 

lité, et supposons E constant, afin qu'une condition unique pour tout le 
tnur détermine ce paramètre sans qu'on ait à en chercher une spéciale à 
chaque valeur de 1. 

J'admettrai que le mur se comporte comme un corps rigide, plus ou 
moins mobile autour d'un axe fzxe parallèle à celui des a, de manière que 
son degré de fermeté ait pour mesure la valeur la plus grande iM que peut . 

atteindre le moment de la poussée autour de cet axe sans produire de ren- 
versement. Soit t la distance du même axe à la face postérieure du mur, 
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a la distance, au même axe, de la perpendiculaire élevée h cette face posté- 
rieure A partir du tiers de sa hauteur L, distance comptée positivement 
au-dessus de l'axe de rotation, négativement en dessous. Les composantes, 
normale Pt et tangentielle Pl1, de la poussée totale P ,  auront pour moments 
respectifs uP1, - 6P11, et le moment total de la force qui tend a produire le 
renversement du mur vaudra aP1 - b P t ,  c'est-à-dire, d'après ce que nous 
avons vu à la fin du no 35 (p. 79), 

Dans la pratique;les données cc, 6 ,  w, E ,  auront toujours des valeurs qui 
rendront ce moment positif, et croissant avec KI quand on fera varier le 
paramètre E caractéristique du mode d'équilibre. Comme Kt, abstraction faile 

- JF du facteur cos (a - E , )  indépendant de r, représente le rapport T ,  dont la 
dérivée par rapport à E (form. 73) est négative ou positive suivant que 
w est > ou < zéro, le moment (85) de la poussée décroitra sans cesse 

W & T  lorsque E ira de T, en adoptant dans cette dernière expression le signe 
supérieur ou le signe inférieur suivant que l'inclinaison u sera positive ou 
riégative. Mais cos (U - 2 8 )  décroîtra en méme temps de 1 A cos r, et 3,,  

3r sin o f F ~ I I  w d'après la première formule (60), grandira de , à e. Donc la plus 
petite valeur admissible de 3, est celle qui correspond A la valeur de E ,  com- 
prise entre et F, pour laquelle l'expression (85) égale le moment donné 
M mesurant le degré de fermeté du mur. 

Cette valeur de E définit le mode d'équilibre le plus stable que conîpor- 
tent les circonstances, ou par coiiséquent celui qui se produira définitive- 
ment. On l'obtiendra en égalant a hl la seconde expression (85), ce qui 
donnera la valeur effective de K' et par suite, d'après la seconde équw 

cos 2 (E,  - E )  tion (82"), la valeur de KIt  et celle du rapport o s l ( u  - E , .  Soit x ce dernier. 
On aura donc 

COS 2 (Et - 5) = X cos 2 (W - t )  , 
ou bien 

cos 2.-, cos 2s + sin 2 E I  s in 2.- = [COS YU COS 2i + sin 20 sin 2.-] : 
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on tire de là 
cos ' Ze ,  - x COS 2a 

tg PE = - 9 

sin 2ci - x sin 4>w 

formule qui fera connaître, sans aucune indétermination, l'angle 2 0  compris 
entre et w * r ,  et toujours inférieur à 5 en valeur absolue. 

Une fois le paramètre E déterminé, le mode d'équilibre le sera lui-même 
et les formules (82) permettront de calculer Ia poussée. Quant au moment 
de celle-ci par rapport à l'axe de rotation du mur, il sera égal à M. 

L'équilibre deviendrait impossible, et le mur serait renversé, si la con- 
stante donnée M, qui mesure son pouvoir de résistance, était inférieure à la 
valeur que prend l'expression (85) quand on y met pour Kt sa valeur la 

a*r  plus petite possible, c'est-à-dire quand E devient égal à 7 et que le 
massif passe à l'état ébouleux. A ce moment, K r ,  ou - p x n  C O S ( U  - E, , ,  

6 cos (W - E J  fi76 
OU encore pgl tg y ,  , reçoit la valeur 

sin g, cos (a - e , )  cos g sin 2 (e, + +) 

qui résulte des formules (77) lorsqu'on y prend pour + la plus petite (en 
valeur absolue) des racines de la première équation (77). II est donc néces- 
saire, pour que le mur ne se renverse pas, que son pouvoir de résistance il1 
satisfasse à l'inégalité 

sin p cos (w - E , )  COS $ sin 2 (É., + $) 
- b sin E ,  + [tr - b tg (6, - F,)] 

2 r o s ~ ( ~ - ~ ) m s ~ a + + ~ t g t l  

Toutes les valeurs de $1 supérieures au second membre de cette inégalité 
seront compatibles arec un mode'd'équilibre plus ou moins stable du massif. 
Le n~aximum de stabilité intérieure sera même atteint dès que M aura une 
valeur égale ou supérieure à celle que recoit la seconde expression (88) 

W pour & = -. 2 

En résumé, quand UIZ mur de soutèrzement n'es( pas assez fervne pour 
permettre I'établissement chc mode cl'équilz'ore, doué clu maxinaum de stabi- 
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W dité, qui correspond à e = ;, l'équilibre debnitif qui se produit réellentettt 
est celui pouv lequel toztl le pouvoir de résistmce du mur se trouve utilisé (*). 

39. Le cas où I'on donne le degré de stabilité d'un mur de soutènement Cas PIUS ~énérai, 
dans lequel leuionieiii 

est donc compris dans un autre plus général, qui est celui OU l'on connaît de la poussée serait 
direciemeni ronnn. 

le moment de la poussée par rapport à l'axe de rotation du  mur;  c'est ce 
qui arrive quand le mur, supposé sans poids pour plus de  simplicité, est 
maintenu en équilibre au moyen d'une force constante directement évaluahle. 
Alors la condition d'équilibre s'obtient en égalant le moment connu M de 
cette force A celui (88) de la poussée, ce qui donne, comme précédemment, 
les coefficients K', KIf, et par suite la valeur du paramètre E caractéristique 
du mode d'équilibre. Seulement, les expressions (85) n'étant plus astreintes 

(*) Si le massif terreux avait acquis à la longue de la cohésion, e t  si I'on admettait qu'en sc 
solidifiant il se fût fixé dans le  mode d'équilibre le plus voisin possible d e  l'état naturel, c'est- 
A-dire daiis cclui pour lequel l e  potentiel d'élasticité @, égal à 

ou au quotient par 2p de 

reçoit sa plus petite valeur, la formule (60"") ip. 451 donnerait, en y subiiiiuaiit fiiinlemenl la 
valeur de cos (o - 2 ~ )  qui résulte de (Nb"), 

sin w 1 cos ( w  - 24 

p91 cos w Le potentiel @, minimum pour p = -t-"nr, cst par  conséquent d'autant plus petit que 
le rapport 6 est plus voisin de la î rac t ion  (1 - sin y) .  Celle-ci.est d'ailleurs nioindie 
que les valeurs de 2 ui correspondent aux modes d'équilibre, sculs atliiiissil~lcs dans un. 

Pgl Q 
massif très-profond, pour lesquels on a (note de la p. Ga) 

en effet, la plus petite d e  ces valeur&. calculée nu moyen de  ( 5 G m )  [p. 451 eu y faisant 

sin9 w sinP y - sine w 
COS'(W -4e) 3 -- vaut E(1-v 

sin p cos p 1 - sin' w 

En conséquence, cette dernière valeur de ,$ est eclle qui rend @ aussi petit que possible quaiid 
la profondeur est fort grande. Ainsi, le  mode #+quilibre déifimlif qui se produira dntu rcf, 
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à se trouver inférieures ou au plus égales à la valeur qu'elles prennent quand 
E = 2,  O U  quand le mode d'équilibre est le plus stable possil-ile, sera com- 

w a * -  w - T  pris, non plus entre et mais entre et "+'. 2 Il sufira, pour cela, 
que le moment donné RI de la force chargée de faire éqtiilibre à la poussée se 
trouve lui-niênie conipris entre les deux valeurs que recoit le second membre 
de l'inégalité (86) lorsqu'on y met successirement pour $ et pour y ,  les deux 
couples de valeurs correspondant ailx deux modes d'équilibre-limite dont il 
a été parlé à la page 74. 

Adniettons, conforn~ément à ce qui arrive toujours dans la pratique, que 
i'inclinaisoii E ,  de la face postérieure du mur sur la verticale soit comprise 

w 7r entre -, * 7, ou que par suite l'angle w - 2a, soit inférieur A en valeur 
" 

absolue, et considérons la dila~ation élastique 3,, éprouvée par les ligoes 
matérielles du massif primitivement normales à la même face. Cette dila- 
tation mesure l'écart relatif qui s'est produit, à partir de l'état naturel, 
entre la face postérieure du mur et les plaiis matériels du massif qui lui 
étaient primitivement parallèles et qui d'ailleurs le sont encore après les 

masszf cohérent tris-pro fond pze ciifire pas, quaizt 8 la distribution des pressions, de l'équi- 
libre-limite, p a r  détente, que le mime massif' pourrai t  présenter s'il était pulvérulent et d'un 
ungle de frottement ayant  son s inus égal à L: les poussées latérales y so9zt mininla. 

1 - k ~  
Un massif peu profond comporte, au contraire, des modes d'équilibre pour lesquels la valeur 

de est moindre : cette valeur SC réduira même à son niinimum absolu, si l'on peut poser 

P - , +s10 co9w sans que le  mur soit renversé et sans que la dilatation principale 3,, alors posi- 
pgl 
tive, atteigne sur  la couclie la plus profonde une v,aleur capable de déterminer la rupturc. 

Un massif assez peu profond peut aussi se disposer de mnnière qu'il y ait en chaque point un 
élément plan libre d e  toute pression, parmi ceux qui sont normaux au plan des déformations. 
Les relaiions (29) montrent que ccla n'arrive, ou que p,, p, ne  s'annulent pour une même 

1 valeur de p, que si N,N, = TS, ou, vu les valcurs (4gbi6) [p. 451 de N,, N,, T, si fs = 2 cos GI; 
P 

d'où il suit ,  en supposant w > 0, que la formule ($6"" [p. 451 donne w - 2 8  = -. :+O, 
F = %. Les formules (57) montrent que - %, G s'annulent alors pour si =O, OU q w  ce sont 
les demenls plans verticaux q u i  ne supportent aucune pression. Le mode d'equilibre consi- 
déré convient donc au cas d'un massi/'taillé à pic, ou dont chaque couclre verticale se soutierat 
elle-naênze, sans s'appuyer s u r  ses voisines. 

Ces résultats e t  ceux que contient la note de la page 63.subsistent indépendamn~ent de la for- 
niule (Wer), c'est-8-dire sans qu'on admette l'exisieiice de coordonnées d'état naturel variables 
avec conlinuité d'une particule à ses voisines. Toutefois, quand la profondeur effeclive du massif 
est très-grande, A + p croissant lentement avec p (el plus que p), il faut supposer variable, 
en sorte que, si la profondeur est excessive, on aura p =O, pour 1 très-grand, et par suite a=O. 
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déplacements. L'écart dont il s'agit (négatif ou positif) est dû en parlie au 
poids même du massif, en partie à l'excédant (positif ou négatif) de la pres- 
sion qui maintient ce dernier plus ou moins comprimé par le mur. La pre- 
mière formule (58) [p. 441 donnera 

sin w sin 2 (E  -- E , )  
(87) . . . . . . . . .  J ,  = -- 

I?n cos ( W  - 26) 

En différentiant celle-ci par rapport à E ,  et reniplaçaiit, dans le résultat, 

COS (a - IE) cos 2 ( E  - 4 -- sin ( w  - 2 ~ )  sin 2 ( E  - 4 par cos (W - %,), 

il vient 
da,, sin w cos (w  - IF,) 

(87'") . . . . . . . . .  -=- 
d~ ma coss ( w  - 2e) 

On voit que a,, varie dans le même sens que E OU en sens inverse, sui- 
vant que w est > ou < O : en d'autres termes, 3,) croit sans cesse quand 

w f r  
r varie de à -. 2 

Cela posé, concevons que le moment R I  de la poussée ou de la force exté- 
rieure qui lui fait équilibre décroisse de sa limite supérieure à sa liniite infé- 

w y r  , o z t i  rieure, de manière à faire varier E de -p- a : l'expression (87) de 
a,, grandira sans cesse. La formule (87) montre qu'elle s'annulerait pour e = E , .  

Donc, les diverses couches de matière pulvérulewte parallèles à la face pos- 
térieure du  G r  se sont d'autaut plus rapprochées les unes des autres et de 
cette face, ci partir de l'état natwel ,  que le moment M de la poussée est plus 
grand : elles ont corzserve' leurs distances primitives (tout en glissant les uues 
devant les autres), s i  le moment de la poussée a utte valeur telle, que E = E~ ; 
elles se sont rapprochees si  le moment dont id s'agit est plus grand que celle 
même valeur, écartées au contraire si  le moment de la poussée est plus petit. 

Lors d'une immobilité absolue du mur de souténement, le moment de la 
poussée reçoit la valeur qui correspond A E = : alors le degré de rapproche- 
ment ou d'écartement des couches qui se produit est dû tout entier au poids 
même du massif; c'est un état moyen dans lequel le mur ne tend, ni à 
chasser le massif derrière lui en le soulevant et le faisant reculer, ni à céder 

12 
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sous sa pression en se renversant en avant. Au contraire, les valeurs plus 
grandes du moment de la poussée correspondent à des états d'équilibre dans 
lesquels le mur, pressé par une force extérieure contre le massif, commence 
à le chasser derrière lui en le comprimant, tandis que les valeurs plus petites 
correspondent à des états où le mur commence à céder sous la poussée du 
massif, qui se dilate par suite en avant. 

Tous ces modes d'équilibre sont stables. En effet, on y suppose égal à une 
constante donnée le moment de la force extérieure, appliquée au mur, qui 
fait équilibre à la poussée du massif. Or, si le mur vient à quitter sa position 
primitive, soit en s'écartant du massif, soit en s'en rapprochant, celui-ci se 
détendra dans le premier cas, se comprimera dans le second, et le moment 
de sa poussée contre le mur diminuera ou augmentera, de manière à être 
surpassé dans le premier cas par le moment de la force chargée de lui faire 
équilibre, à le surpasser dans le second; par suite, le mur tendra bien à 
reprendre sa première position. Toutefois, la stabilité de l'équilibre devient 
incomplète quand le moment de la poussée a précisément sa valeur la plus 
grande ou la plus petite possible, en sorte qu'il ne puisse pas, suivant les 
cas, grandir ou diminuer sans que la rupture du massif devienne inévitable. 
Ce qu'on peut appeler champ de stabilité, par exemple l'intervalle r des deux 

w y r  valeurs limites -2 de E ,  se réduit même à zéro quand u = =t p : alors la 
poussée ne peut, ni croître, ni décroître, sans que l'état du massif devienne 
ébouleux, et l'équilibre est instable. 

~pplieationàunmur 40. On voit qu'il n'est nullement nécessaire de donner à un mur de sou- 
dont la faeeposlérieure 
est verticale. tènement une épaisseur qui permette au mode d'équilibre le plus stable de 

s'établir : il suffit à la rigueur, pour que ce mur ne se renverse pas et même 
résiste à ,des ébranlements modérés, qu'il puisse supporter une pression un 
peu supérieure à celle qui correspond au mode d'équilibre le moins stable, 
pression donnée par les formules (77) [p. 741 dans lesquelles on mettra 
pour # sa valeur la plus petite. 

Supposons, par exemple, que la face postérieure du mur soit verticale, 
circonstance en vertu de laquelle nous avons vu (form. 79) que la poussée 
du massif, appliquée au tiers de la hauteur du mur, devient parallèle au 
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talus supérieur bu prend sous l'horizon l'inclinaison constante GJ. Le coefi- 
cient K ,  qui entre dans l'expression K  de cette poussée, représente d'ail- 
leurs le rapport -',) 

& cos w , actuellement réduit à T ,  et vaut, d'après la 
pgl 

première ( 7  9), 
cos w cos 2s 

(88) . . . . . . . . . . .  K =  
COS 2 (W - E )  

Cette valeur de K, alors Bgale à &, se réduit à cos w pour e - et décroit 
w $ T  a ofr* constamment, comme KI, quand E va de -, 

2 '  à la seconde de ces 
limites, la formule (7gbi6) donne 

cos w sin 2$ 
(89) . . . . . . . . . . .  K -  

sin 2.(w + $1' 

# désignant la plus petite, en valeur absolue, des racines de la première 
équation ( 7  7 ) .  

Cette expression ( 8 9 )  de la moindre valeur de K devient indéterminée 
quand GJ = O ; mais elle cesse de l'être en observant que, pour les très-petites 
valeurs absolues de GJ, la première équation ( 7 7 )  peut être remplacée par 

+ 1 - sin p celle-ci, GJ +- 2+ = 2- ou = - , ce qu i  donne sin pl 2 sin y 

sin 2$ $ 1 - sin y =-- - 
s i n 9 ( a + g )  GY+$ i + s i n y  

La vraie valeur de K  est donc alors 

I 

Soit g, = ,450.. La prerniére équation ( 7 7 )  et la forniide (89) permettront 
de forrner le tableau suivant : 

Pour w = O, f 400, + 200, + 300, =t 40°, f 43, 

2+ = O, =t 401 3', f 80b6', f. 450, f 2Ei022', =t 4r0, 
valeur la plus I do 1 = 0,1716, 0,1765, 0,1933, 0,2320, 0,3<0h, -= 0,7071 ; vi 
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tandis que les valeurs de K correspondantes au maximum de stabilité de 
l'état du massif et égales à cos w seraient, pour les mêmes valeurs de W, 

1 
K = 4 ,  O,(1848, 0,9397, 0,8660, 0,7660, 7 = 0,7071. 

Va. 

L'équilibre du massif sera donc stable pourvu que le mur.puisse supporter 
une poussée appliquée au tiers de la hauteur de sa face postérieure, dirigée 
parallèlement au talus supérieur et un peu plus grande que K q, K ayant 
celle des valeurs ci-dessus, 0,174 6,O.i 765, etc., qui correspond ti la déclivité 
donnée w du talus. La structure du massif acquerrait même toute la staldité 
possible si le mur pouvait supporter, au même point d'application et suivant 
la même direction, une poussée égale ou supérieure A K F, K ayant les 
valeurs plus grandes 4,  0,9848, etc., calculées en dernier lieu. 

CalEulilc~épaisseur 41.  Ordinairement, un mur de soutènement &lONM1 (fig. 4) tend ti se ren- 
B donner à un tel mur. 

verser en tournant autour de la base, projetée en Ml, de sa face antérieure, 
et on ne le suppose maintenu en équilibre que par son poids. Appelons, dans 
ces hypothèses, pl sa densité, admettons que ses faces MO, MIN soient ver- 

(Fig. 4). 
ticales, et cherchons quel mode d'équilibre se 
réalisera si on lui donne une épaisseur b sufisante 
pour qu'il se soutienne, mais pas assez grande pour 
que la stabilité intérieure du massif soit maxima. 

D'après ce qu'on a vu page 87, il faut exprimer 
que le moment du poids du mur par rapport à hi1 
est égal h celui de la poussée P. Celle-ci sera ap- 

M' M 
pliquée en C, au tiers de la hauteur h du mur, et 

égale à K '$, K désignant le coeRcient donné par la formule (88) ; enfin, 
elle sera parallèle au talus supérieur, c'est-à-dire dirigée suivant .la droite 
CD qui fait sous l'horizon l'angle o (toujours positif dans la pratique). On 
aura son moment par rapport à l'arête M1 en la multipliant par la per- 
pendiculaire MID, menée de Mt sur CD : or 

1 
M'D-MF - E F = - h ~ o s o i -  bsin w ;  

3 
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le moment de la poussée est par suite- 

1 
- pgh2ii (: h cos o - I sin w 
2 1 

D'autre part, le poids de l'unité de longueur du mur égale ,olgbh et a pour 
1 1 bras de levier, par rapport à M t ,  b. Son moment vaut donc, pfglibe, et I'on a 

1 
- pgh% - h cos (J - b sin w = - p'g/~hy, 
'1 13 ) i, 

ou bien, en divisant par a ,4'gh5 et transposant, 

Telle est I96quation d'où I'on tirera la valeur de K pour la substituer 
dans (88); celle-ci, résolue par rapport A tg 2s aprbs qu'on y aura rem- 
placé cos 2 (o-&) par cos 28 [cos 20 + sin 20 tg 2 ~ 1 ,  donnera enfin la valeur 
cherchée de e. 

b Mais on peut aussi résouclre l'équation (90) par rapport à 5;, afin de coii- 
naître la valeur du rapport ; de l'épaisseur du mur à sa hauteur qui corres- 

o f  T pond à une valeur quelconq'ue de & comprise entre i et ,, c'est-à-dire 
à un mode plus ou moins stable d'équilibre. Si I'on observe que K cos u 

est > O et que la racine positive convient seule, on trouve 

Pour une valeur déterminée de u, cette formule donne le rapport d'au- 
tant plus petit que le coefficient K est lui-même plus petit, ce qui devait être. 

Supposons d'abord que l'épaisseur du mur.soit juste suffisante pour l'équi- 
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libre. Alors K prend les valeurs 0,171.6, 0,1765, etc., données ci-dessus, 
et, si la densité de la maçonnerie est les : de celle, p, du massif pulvéru- 
lent, comme il arrive d'ordinaire avec une approximation suffisante, le rap- 
port : devient : 

pour O = 00, 10", 20°, 30°, ho", &Y, 
b 
- (minim. de stabilité) = O,IgB3, 0,1866, 0,4802, 0,1761, 0,1786, 0,2060. 
h 

Si, au contraire, l'épaisseur b a la valeur strictement nécessaire pour que 
le mode d'équilibre le plus stable se produise, K =cos o, et la formule (91) 
devient 

alors le rapport décroit sans cesse à mesure que a grandit, et l'on trouve, 
r' 3 en posant toujours - = : 
P - 

pour w = O, I O a ,  20", 300, 400, 450, 
b 
- (maxim. de stabilitC)=0,471/1, 0,4107, 0,3486, 0,2887, 0,2325, 0,2060. 
h 

Pour une inclinaison donnée o du talus sur l'horizon, les valeurs du rap- 
port, t, de l'épaisseur d'un mur de soutènement vertical à sa hauteur, qui 
seront égales ou supérieures au nombre inscrit dans ce dernier tableau, 
assureront au massif la plus grande stabilité intérieure possible; les valeurs 
moindres que le nombre donné par l'avant-dernier tableau seront au con- 
traire incompatibles avec l'équilibre, ou trop faibles pour que le mur ne 
commence pas à se renverser; enfin les valeurs intermédiaires correspon- 
dront à des degrés divers de stabilité de la structure du massif. 

On voit que la régle adoptée dans la pratique, et d'après laquelle on donne 
à un mur de soutènement une épaisseur égale au tiers de sa hauteur, offre 
une sécurité suffisante, toutes les fois que le massif n'est pas très-surchargé 
ou n'est exposé qu'à des ébranlements négligeables. 

Il importe d'observer que les. formules précédentes ne s'appliquent qu'au- 
tant que la profondeur du massif terreux est assez grande, ou du moins assez 
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uniforme, pour que, dans les régions avoisinant le mur de soutènement, les 
pressions soient sensiblement égales partout à une même distance du talus 
supérieur. On néglige donc, en les employant, l'influence perturbatrice 
qu'exerce le sol sous-jacent quand il n'est pas paralléle à la surface libre du 
massif. Cette influence doit être insensible dans les circonstances ordinaires 
de la pratique; car, I'inclinaison s'y trouvant positive, la poussée, trans- 
mise de haut en bas parallèlement au talus supérieur, provient de couches 
terreuses réellement profondes. Mais il n'en serait pas de même si I'incli- 
naison u était négative et que le massif n'eût plus, A quelque distance du 
mur, qu'une épaisseur insignifiante. 

9 IX. 

SUR L'ÉQUILIBRE-LIMITE EN GENERAL.  TUDE DE PARTICULIERE DE L'ETAT ÉBOULEUX 

QUI SE PRODUIT DANS UN MASSIF PULVI~RULENT, AU MOMENT où UN MUR DE 

SOUTÈNEMENT COMMENCE A SE RENVERSER. 

42. L'étude d'un massif pulvérulent à l'état dynamique n'est abordable Formules génGrales 
de I'équilibre- limite 

que lorsqu'on se borne aux cas les plus simples. En effet, dans une masse des corpsisotropes ui 
éprouvent de granles 

sablonneuse dont les grains roulent ou glissent les uns sur les autres avec 
des vitesses relatives notables et éprouvent des déplacements excédant sans 
cesse leurs limites d'élasticité, les pressions doivent avoir des valeurs extrê- 
mement complexes; car elles dépendent probablement, tout à la fois, et des 
déformations élastiques actuelles des couches, comrne à l'état d'équilibre, et 
du nombre des états moléculaires distincts franchis par unite de temps, 
c'est-à-dire des vitesses relatives de glissement des mèmes couches, comme 
dans les fluides, à cela près que les coefficients dont ces vitesses s'y trouvent 
affectées, au lieu d'être constants, croissent sans doute, de même que le 
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coefficient d'élasticité p = mp, avec la pression moyenne p qui mesure I'inti- 
mité du contact des particules contiguës (*). La difficulté, du reste, serait 
également fort grande s'il s'agissait d'un solide plastique, que l'on pétrirait 
très-rapidement, et où les pressions auraient aussi des parties dynamiques 
fonctions des vitesses relatives de glissement. 

Mais quand, au contraire, et c'est ce qui arrive presque toujours, les défor- 
mations s'effectuent avec assez peu de rapidité pour que les inerties soient 
négligeables et pour que les pressions exercées en chaque point ne diffèrent 
pas sensiblement des forces élastiques maxima, il devient facile d'établir des 
équations différentielles de l'équilibre-limite ainsi produit, pourvu que le 
corps, solide ou pulvérulent, soit et reste isotrope a l'état naturel. 

Il importe d'observer que les déformations totales éprouvées, jusqu'à 
l'époque t, par une particule de matière de dimensions très-petites en tous 
sens, se composent alors de deux parties bien distinctes : ce sont, d'une part, 
les déformations, di tes non élastiques, persistantes , plastiques, etc., qui 
subsisteraient si la particule devenait, à l'époque t, isolée du reste du corps et 
abandonnée à elle-méme de manière a n'être plus soumise à aucune pression 
extérieure ni intérieure (**); d'autre part, les petites défo~mations dastiques 

(+) Les mouvements dc kible amplitude, ou dlastiques , qui peuvent se produire dans les 
massifs pulvérulents, me paraissent prbsenter peu d'intérêt, et je ne m'en occuperai pas. Leurs 
équations indéfinies se déduiraient de celles de l'équilibre (26), en y retranchant simplement 

d*u dsv @in de X, Y, Z . les composantes - , - =., - -, par, unité de masse, de l'inertie. Ces équa- 
tions, où les N, T ont les valeurs (25), ne sont pas linéaires, même approximativement; tant 
que les difflérences des pressions exercées en divers sens et aux divers instants se trouvent com- 
parables à ces pressions enes-.mêmes, comme dans les solides vibrants : il est donc impossible 
d'y satisfaire par des expressions de u ,  v, w proportionnelles de simples sinus ou cosinus de. 
fonctions linéaires du temps. Ainsi, les milieux pulvérulents ne peuvent pas, à l'état naturel et 
sous l'influence de leurs forces élastiques, exécuter de petits mouvements pemïhlaires: ils étouf- 
fent ou transforment en des mouvements d'une autre nature les vibrations, émanées de corps. 
voisins, qui s'y propagent. 

(**) On ne pourrait pas en général, pour un corps d'étendue finie, déduire, de la nullité dcs 
pressions extérieures, celle des.pressions intérieures : mais on le peut pour un simple élément. 
de volumc, car ln suppression des actions exercées sur sa surface estraine l'annulation des six 
quantités N, T, qui ont des valeurs sensiblement pareilles dans toute son étendue; cette annu- 
lation s'obtient elle-même en faisant varier convenablement les six longueurs et inclinaisons 
respectives (dont dépendent . - les-N, T) de trois lign~s~matérielles se croisant en un de ses points.. 
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auxquelles est dû son état actuel de tension ou de compression. On pourrait 
considérer par suite à chaque instant, pour tout élément matériel de volume 
en particulier : 10 des positions actuelles d'&al nafurel (x, y,  z) de ses 
divers points; 20 les petits déplacements élastiques qui séparent ces positions 
d'état naturel des positions vraies. Mais, en général, les coordonnées x, y, z 
dont il s'agit ne varient pas avec continuité quand on passe de la matière 
d'une particule à celle des particules voisines; car rien ne dit que les divers 
éléments de volume, si on les isolait d'abord en abandonnant chacun d'eux à 
lui-même, puis qu'on les placât les uns a côté des autres, pussent se juxta- 
poser ou se raccorder parfaitement. Ainsi, il n'existe généralement pas, dans 
l'état physique actuel du corps, des positions d'état naturel qui soient infini- 
ment voisines pour deux points matériels infiniment voisins quelconques, ou 
dont les coordonnées puissent servir de variables indépendantes. 

Les équations indéfinies (26) de l'équilibre (p. 29) n'auront donc de sens 
que si x, y, x y désignent non pas des coordonn6es d'état naturel, mais les 
vraies coordonnées actuelles des diverses particules, comme je le supposerai 
dans ce paragraphe. A cette condition, elles restent applical~les; et l'on sait 
même qu'il suffirait, pour les rendre tout à fait exactes, de joindre dans leurs 
premiers membres, à X, Y, Z,  les composantes, cliangées de signe, de la 
petite accélération actuelle de l'dément de volume. Les formules (24) ou (25) 
[p. 271 des forces N, T subsisteront également si les 3, g y désignent les 
déformations élastiques effectives; mais celles-ci n'admettront les expres- 
sions (1 Ei), (46) [p. 241 que dans la mesure où il y aura des coordoriiiées 
actuelles d'état naturel x, y, z ,  c'est-à-dire tant qu'on se bornera ii les 
cmployer pour de simples éléments de volunie à l'intérieur desquels on 
supposera ces expressions constantes, sans les différentier par rapport à 
 EX^, y, Z ,  ni sans poser, par suite, entre les N,  T, des relations pareilles à 
(2SbiS) OU (281E7) [p. 311. 

Les déformations élastiques d'un élément de volume parallélipipkde res- 
tent très-petites à toute époque et varient d'ailleurs aussi graduellement que 
ses déformations totales, s&ceptibles, au contraire, d'atteindre de grandes 
valeurs : les variations de celles-ci pendant un instant clt, ou simplement les 
accroissements reçus, pendant cet instant, par l'unité de longueur actuelle 

13 
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de ses trois arêies et par les cosinus de leurs angles respectifs, se réduisent 
donc sensiblement aux six petites déformations persistantes produites sur 
l'élément durant le même temps di. Supposons que les trois arêtes consi- 
dérées soient, a l'époque t, parallèles aux axes de x, y, 2 ; d'une part, les 
déformations élastiques actuelles de l'élément de volume seront les six quan- 
tités 3, g; d'autre part, si u ,  v, w désignent, comme dans les traités d'hydro- 
dynamique, les trois composantes, à l'époque t , de la vitesse au point quel- 
conque x,  y, z, 011 que udt, vdt, wdt soient les petits déplacements éprouvés 
au bout du temps dt, les six accroissements dont il vient d'être parlé vau- 
dront respectivement, d'après les formules (1 5 )  et (1 6) [p. 241, 

On vient de voir qu'il est permis d e  les regarder comme se confondant 
avec les déformations persistantes produites durant le temps dt. En outre, 
si a, 6 ,  c désignent les cosinus des angles qu'un élément rectiligne matériel 
quelconque partant du point (x, y, z)  fait avec les axes, on trouve aisé- 
ment, par l'application d'une formule connue (ne différant pas de celle du 
bas de la page 24 dont le premier membre est $1, que sa dilatation élas- 
tique et sa dilatation persistante pour l'instant dl, rapportée à l'unité de 
temps, ont les expressions respectives : 

da, + bq3, + cy3, + bey,, + cag,, + aby,, , 
du dv dw 

a ' - + b 5 - + c S - + b c  
tlx dy dz 

Or uq simple coup d'œil jeté sur les faits montre que, de toutes les fibres 
rectilignes qui se croisent en un point, les plus tendues sont aussi, dans un 
corps isotrope, celles qui éprouvent actuellement les dilatatiotzs persistantes 
les plus grandes. Il est donc naturel de supposer le rapport de celles-ci ailx 
dilatations élastiques, 

du dv dw 
a ' - e b 3 - + c q - + h c  +- + c a  

dz dy dz ( 9 ( g + $ ) + a b ( z + i : )  
(4 . . 

2 3 ,  + 6dY 4 ~'3. + bcg,, + cag,, + abg,, 
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positif et indépendant des cosinus a ,  b, c qui fixent la direction de la fibre 
considérée. En posant, soit b = O, c = O, soit c = O, a = O, soit u = 0,6 = 0, 
on trouve que ce rapport a pour valeur I'une quelconque des trois fractions 

et qu'il peut, par suite, se réduire à 

dv dw dw du du dv 
bc -+-  + c a  -+- + a h  -+- d dy) ( d z  dr )  (dy d i ) .  

brg,, + cag,, + ahg,, 

Mais si l'on y fait alors, soit a = O, soit b = O, soit c = O, on voit qri'il 
égale aussi I'une quelconque des fractions 

Admettre, comme expressiojh d'une loi physique fo~tclurt~entale, I'invariabi- 
lité du rapport (a) pour tous les éléments rectilignes qui se croisent en un 
méme point, cela revient ainsi à supposer les six déformatioiis élastiques 
actuelles 3, g proportionnelles aux six vitesses correspondantes de dilatation 
ou de glissement 

du dv dw . dv dw clw du d u  dv - t - 7 - + - 9  - + - 9  - + - 9  &' t i y  riz tlz y dz dz r/!, dt 

ou, ce qui est la meme chose, à poser la quintuple égalité continue 

rlti dv dw du dv rlv dw dv dw dw di1 du dv 
-+-+- --- --- -+- - + -  - +- 
dx dy riz dx dy dy dz d x  dy  - da dz dy dx - - - - - = ---- . 

(4 JI + b + 3# 3, - 3, 3, - 3, 9, Y - 9.v 

D'après les formules (24) (prises avec A = 0) ei (25) [p. 271, les déno- 
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minateurs de ces six fractions (a1)  sont entre eux, si le corps est piilvéru- 
lent, dans les mêmes rapports que 

ou, s'il est solide, dans les mêmes rapports que 

On peut donc, des cinq relations (CC'), éliminer les 3, g, de manière à n'y 
laisser subsister que les N, T et les dérivées en x, y, x des vitesses u, v, W. 

Si, en particulier, le corps est supposé beaucoup moins compressible que 
déformable ou qu'on ait sensiblement 3, +- 3, -t- 3, = O, elles deviennent : 

M. de Saint Venant était arrivé aux quaire dernières relations (,û) en admet- 
tant que la pression exercée sur chaque élément plan n'a pas de composante 
tangentielle dans la direction suivant laquelle il n'y a pas, durant l'instant dl, 

de glissement mutuel des couches parallèles à l'élément plan. 
On a déjà, entre les six forces inconnues N, T et les trois compo- 

santes u, v, w de la vitesse, les huit équations indéfinies (26) [p. 291 et (F). 
Il ne reste plus à trouver qu'une dernière relation indéfinie. Ce sera précisé- 
ment l'équation caractéristique de l'état plastique ou ébouleux, celle qui 
exprime que les déformations 3, g atteignent à tout instant les limites d'élas- 
ticité les plus écartées que comportent la substance et le mode de distribution 
des pressions employé. Si 3 , ,  3,, 3, désignent les trois dilatations élastiques 
principales au point quelconque (x, y, z), leur différence maxima 3, - a,, 
dans l'équilibre-limite, acquiert, pour chaque valeur donnée de la dilatation 

' 

3 - 3  cubique 3, i- 3, + 3, et  du rapport '--s des différences de la dilatation 
3 4  - 3a 

moyenne 3, aux deux extrêmes, une valeur déterminée, d'autant plus grande 
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que les limites d'élasticité sont plus larges. En appelant donc f une certaine 
fonction positive, il viendra 

ou, dans le cas d'un corps sensiblement incompressible pour lequel 

On substituera dans (y) ou (+), à a,, a,, a,, leurs valeurs tirées des for- 
mules (5) ou (40) et contenant F,, F., F,, puis on y supposera ces forces 
élastiques principales F évaluées en fonction des N, T, de manière à trans- 
former l'équation ( y )  ou ( j )  en une relation sous forme .finie entre les six 
pressions N, T. Les coefficients d'élasticité 1, ,U ou m qui y paraîtront pour- 
ront être regardés comme constants; car il est naturel d'admettre, et l'expé- 
rience prouve, qu'ils restent à peu près les mêmes dans un corps que l'on 
déforme sans diminuer ni accroître sensiblement sa densité. 

S'il agit, par exemple, d'un solide plastique, la formule (y1) devient 

Dans les problèmes de déformations planes, dans celui de la torsion d'un 
cylindre circulaire, etc., on a 3, = 0, 3, = - a,, et cette formule se réduit 
à F, - F, = une constante 2r*f (4) ou 2K, comme on a vu au no 26 (p. 58). 
Dans les questions également simples de l'extension, de la compression et 
de la flexion circulaire d'un prisme, la dilatation moyenne 3, est égale, par 
raison de symétrie, à la dilatation la plus petite, a,, pour les fibres tendues, 
à la plus grande, a,, pour les fibres contractées. La formule (yv) donne 
donc alors à la différence Fi - F, des forces élastiques extrêmes les valeurs 
respectives constantes 2,Uf ( oo ), 2r*f (O),  qui peuvent différer l'une de L'autre 
et différer aussi de la valeur 2rf (4)  relative au cas 3, = O. Ainsi, dans 
les problémes particulièrement importants dont il vient d'être parlé, on 
aura pour équation spéciale à I'équilibre-limite Fi - F, = une constante 2K; 
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mais la quantité K ne sera probablement pas tout à fait la même pour les 
trois cas. Néanmoins, les expériences de M. Tresca tendent à montrer qu'on 
peut, sans grande erreur, poser simplement F, - F, = une constante à 
l'intérieur de tout corps solide homogène à l'état plastique, au moins quand 
ce corps est beaucoup plus déformable que compressible. 

Outre les équations indéfinies, il y aura des conditions'spéciales à la sur- 
face du corps. Elles consisteront : l o  pour les points où la pression extérieure 
sera connue, à égaler les composantes respectives des forces que supporte- 
ront les deux faces d'une couche superficielle; 20 contre une paroi fixe, à y 
supposer la vitesse de même sens que la composante tangentielle de la 
poussée exercée sur l'élément de paroi contigu, et à égaler un coefficient 
constant de frottement extérieur le rapport de cette composante tangentielle 
à la composante normale de la poussée; 30 pour les autres points, à s'y 
donner à chaque époque les eornposantes effectives u, v, w de la vitesse. Ces 
dernières conditions seront absolument nécessaires au calcul des grandeurs 
absolues de u, v, w, dont les équations indéfinies (a') ou (P) déterminent 
lout au p h s  les rapports aux divers points. 

Enfin, le corps reste généralement A l'état élastique ou siable dans une 
région plus ou moins grande. On obtient l'équation de la surface variable qui 
sépare cette région de celle où il se produit des déformations persistantes, 
en expriniant que la limite d'élasticité commence précisément à y être 
atteinte, en ce sens qu'elle l'est presque un peu à côté, dans la partie dont 
la contexture ne s'altère pas. Il faut remarquer en effet que les déforma- 
tions, soit persistantes, soit élastiques, varient avec continuité dans toute 
l'étendue du corps, dont l'état se transforme graduellement d'un point 
aux points voisins, pourvu qu'il n'y ait pas de rupture : seulement, les pre- 
mières sont insensibles, ou du moins à fort peu prés invariables d'un 
instant à I'autre, dans la partie où la constitution moléculaire est stable, 
tandis que les secondes atteignent, dans l'autre partie, les limites d'élasti- 
cité les plus écartées que comportent la substance et les modes de déformation 
employés. Je néglige, pour simplifier, une troisième région intermédiaire, 
probablement peu &endue dans les corps mous, et où la matière, à l'état 
dit 'd'élasficite' in~parfaile, est en voie de s'écrouir, c'est-A-dire d'élargir 
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ses liniites d'élasticité incessamment atteintes mais encore susceptibles de 
s'écarter. 

On peut voir dans un mémoire de N. de Saint-Venant, au tome de 18'74 
du Journal de Matl~ématiques de M.  Liouville (*), comment les formiiles 
ci-dessus conduisent aisément aux lois de la torsion d'un cylindre circulaire 
et à celles de la flexion égale d'un prisme, quand les déformations dépassent 
les limites d'élasticité. 

42bi8. L'équation indéfinie ( y ' )  présente une particdarilé retnarquable lors- c onstance de la vitesse 
d'akoulemeni du sa- 

qu'il s'agit d'une masse pulvérulente ou que, d'après les forn~ules (1 4) [p. 221, bleparunOrifie- 

les différences 3, - a,, 3, - a,, 3, - 3, varient seulement avec les rap- 
ports mutuels des pressions N ,  T : alors cette équation, pareillement aux 
cinq relations indéfinies ( P )  et aux conditions concernant la surface-limite 
de la masse en état ébouleox, ne cesse pas d'être satisfaite quand, pour de 
mêmes valeurs de u, v, w, on fait varier partout les N ,  T dans un rapport 
constant quelconque. Par suite, si la partie (du massif) où se produit I'éboule- 
ment a un poids assez faible, en comparaison de la différence des pressions 
qu'elle supporte en sens opposés, pour qu'on puisse supprimer des trois 
équations indéfinies (26) [p. 291 les termes pY, ou rendre ces équa- 
tions homogénes corrime les autres en N, T, les pressions pourront y varier I 

partout dans un même rapport quelconque sans cesser de se faire equilibre 
et sans que rien soit changé aux vitesses u, v, W. 

Concevons, par exemple, un réservoir percé en son fond d'un orifice 
assez petit pour que la plus grande partie d'une masse pulvérulente qu'on 
y introduira soit en quelque sorte immobile, et admetlons en outre que 
cette masse ait un coefiicient de frottement intérieur assez grand pour que, 

(') Complénient à de précédents mémoires, etc. -Voir aussi, du  même auteur : I o  un article 
inséré aux Conzptes rendus de l'Académie des sciences de  Paris (t. LXXIV, 13 avril 1872), s u r  
u n  cas particulier très-remarquable d e  déformations planes, savoir le cas d'uri anneau cylin- 
drique dont les fibres parallèles h l'axe s'écartent de cet axe, symétriquement tout aiitour, e n  
conservant leur parallélisme etleur hauteur; 2" un  autre article du 20 nov. 1871 (t.LXXIII) sur  la 
torsiori d'iin cylindre circulaire (oh une  note, relative à ln détorsioa qui se produira si i'on aban- 
donne k lui-même Ic cylindre tordu, me  parait sciile devoir étre rnodifiëe, à rilison de ce qu'il n'y 
est pas tenu comptc dc l'état aciuel de tension éI;.stique mnxi~na des couchcs cn E~liiilibre-limitc). 
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sous des charges modérées, les accélérations de l'autre partie soient au plus 
comparables à la gravité y .  II est clair que la pression moyenne p, nulle à 
l'orifice, croîtra rapidement en allant de là vers l'intérieur; par suite, le poids 
de la masse en mouvement et ses inerties seront négligeables, dans les for- 
mules (26), en comparaison des dérivées des N, T. Ces équations, ainsi 
simplifiées, jointes aux autres équations du problème, détermineront, pour 
les divers points de la partie du réservoir où le sable coule, des valeurs des 
pressions N ,  T. qui se feront mutuellement équilibre, tout en s'annulant à 
l'orifice; de plus, quelque grande que soit la charge, ces pressions conser- 
veront entre elles leurs rapports, et les mêmes valeurs de u ,  Y, w ne cesse- 
ront pas de satisfaire aux équations considérées. Par conséquent, dès que la 
hauteur de charge est beaucoup plus grande que les diinensions de I'orifice, 
les pressions qui en résultent sont sensiblement neutralisées par les frotte- 
ments, et l'écoulement ne se produit que sous l'influence de causes bien 
plus faibles, négligées dans notre analyse. D'ailleurs ces causes ne grandis- 
sent pas indéfiniment avec la charge : car les pressions N, T, dans la 
région où les vitesses sont sensibles, se font équilibre quant à leur partie 
principale ou croissante avec la charge; elles ne peuvent contribuer à pro- 
duire les accélérations et conséquemment les vitesses u, v, w, concur- 
remment avec la pesanteur, que par leurs parties négligées, qui ne cessent 
pas d'ktre comparables au poids de la matière en mouvement. Dans un écou- 
lement de sable par un orz'fice, la vitesse tend dotac vers une limite dis  que 
la hauteur de charge devient un peu grande, et elle se maintient dès lors 
constante. Ainsi s'explique l'uniformité de l'écoulement qu'obtenaient les 
anciens avec les sabliers dont ils se servaient pour mesurer le temps ('). 

(') On voit que ce fait n'est nullement l'indice d'une prétciidue impossibilité ou s e  trouverait 
un massif sablonneux, comprimé dans certains sens, de  transmettre dans les sens perpendicu- 
laires une fraction sensible des pressions qu'il supporte, comme a cru pouvoir l'infërer M. Beau- 
demoulin, ancien ingénietir en chef des ponts et  chaussées, dans un travail (Ètudes sur une 
propriété spéciale du sable el  sur ses applica~ions) imprimé au recueil des Mémoires de la 
Societe des ingénieurs civils (Paris, 4874). Si, conformément à la thèse soutenue dans ce travail, 
le sable dtait absolument dépourvu d'élasticité, il n'y aurait pas de  poussée des terres, e t  il sufi- 
rait ,  pour soutenir un massif coupé verticalement, de le recouvrir d'un léger enduit qui empé- 
chât les particules superficielles de  se détacher. Les appareils de  décintreinent, par le sable, 
de l'honorable ingénieur n'en constituent pas moins une invention aussi ingénieuse qu'utile. 
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DES MASSIFS PULV~RULENTS. 

43.  Daiis l'hypothèse particulière de déformations planes, à laquelle on L'état ébouleux sléia- 
blit à la fois dans 

peut se borner le plus souvent lorsqu'on traite de la poussée des terres, les g;;;;.,~.?Sn - - - -- 
composantes T,, Ti,  N ,  valent respectivement O, O ,  - p ,  comme on a Y U  fsI",ses~~~~ 
à la page 30 (et comme le montreraient d'ailleurs les formules (fi) où l'on 
ferait w = 0, = O ,  = O) : alors il sufit de joindre aux deux équations 
indéfinies (28) [p. 301 la relation caractéristique de l'équilibre-limite, ainsi 
que les conditions définies où paraissent les N, T, pour avoir ioutes les for- 
mules nécessaires à la détermination des pressions. On peut doi~c se dis- 
penser de calculer les vitesses ri, v, et c'est ce que je ferai dans les numéros 
suivants (*). 

Je considérerai d'abord un massif sablonneux pesant dont la surface supé- 
rieure sera plane, et je supposerai que, veiiant de s'ébranler par suite d'uii 
commencement de renversement du mur qui le soutenait, il s'él~oule avec 
des vitesses encore petites. ' 

A un pareil moment, l'état ébouleux s'établit-il le long d'une simple lignc 
horizontale parallèle à l'intersection du mur et du talus supérieur, ou bien 
sur toute l'étendue d'une stcrfure de rupture, lieu géométrique d'une infinitc 
de droites pareilles, ou enfin atteint-il presque instantanément u n  voluine 
fini de la matière du massif? 

Si le massif éiait solide et qu'un coirz de matière tendit à s'en détacher, 
la rupture se produirait d'abord tout le long de la droite horizontale, per- 
pendiculaire aux plans des déformations, sur laquelle se trouverait le pozitt 
da~#.gereux relatif à chacun de ces plans, c'est-à-dire le point où la dilatation 
principale et positive 3, atteindrait sa plus grande valc~ir. Elle se propage- 

(') Le calcul des vitesses u ,  v semble devoir è tre  beaucoup plus dillicilc. On peut voir, dans 
un arlicle des Co~nptes rendus (t. LXXIV, 12 février 1872), quelle équation aux dérivées par- 
tielles du second ordre, linéaire niais à coefficients variablcs, il faudrait intégrer pour les d é ~ e r -  
miner. Dans cette équation, los variables indbpendantes sont les coordonnées curvilignes o r h o -  
gonales définies par les deux farnillcs de cylindres isosialiques (ou mieux ortkos~atiqires) 
produits dans le milieu. Ces cylindres, sur  toute l'éteridiie desquels lcs pressions exercées sont 
normales, jouissent eux-mêmes, dans un milieu, à l'état plastique ou ébouleux, soumis à des 
pressions très-supérieures à son poids, à'intércssantcs propriélés : je les ai étudiées dans trois 
aut,res articles insfrés aux Cowvptes rendus (23  et  29 jniivicr 1853, t. LXXIV, e t  22 septeinbre 
1875, t. LXXVII). 

14 
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rait de là sur une autre droite, parallèle et voisine, comprenant la série des 
points dangereux qui correspondraient à l'état suivant du massif. De proche 
en proche, celui-ci se trouverait divisé en deux, suivant une srirface cylin- 
drique de rupture, sans avoir jamais pu, en qilelque sorte, utiliser pour sa 
défense tous les moyens de résistance à la destruction que possédaient ses 
diverses parties. En efTet, ce serait seulement aux points dangereux, formant 
à chaque instant une ligne matérielle d'unenlargeur et d'une épaisseur 
insensibles (ou tout au plus une surface dans le cas d'un massif qui glisserait 
en bloc sur une couche sous-jacente de faible coliésion parallèle au talus 
supérieur), que la tension, l'effort opposé à la séparation des parties, aurait 
atteint sa valeur-limile. L'état d'équilibre que nous voulons étudier n'existe- 
rait par conséquent, à un moment quelconque, que dans une étendue infi- 
niment petite. 

Mais il n'en sera pas ainsi; car les particules des milieux pulvérulents 
jouissent d'une- mobilité que n'ont pas celles des corps solides, et il est 
naturel d'admettre que la difficulté moindre qu'elles éprouvent à se déplacer 
les unes par rapport aux autres permet à ces milieux de résister dans une 
mesure plus égale au genre de rupture qu'ils présentent quand ils s'ébouleni. 
Effectivement, dans tous les modes d'équilibre stable considérés aux para- 
graphes précédents, les déformations 3, sont constantes aux divers points 
du massif, en sorte que ces points deviennent dangereux tous à la fois. On 
peut donc admettre que, lorsqu'un mur qui soutient des terres sans cohésion 
commence ù se renverser, l'éyuilibre-limite s'établit presque immédiatement 
jz~squ'a uue distance assez grajtde en urrière de sa face postérieuye, en ne 
délaissant toot au plus que des régions restreintes du massif, comme, par 
exemple, une couche plus ou moins épaisse contiguë au mur et protégée par 
son frottement. Les équations même de l'équilibre-limite indiqueront dans 
quels cas une certaine portion de terre adjacente à la face postérieure du 
mur se trouvera ainsi préservée au commencement de la chute. 

Ces équations corriprennent, comme il vient d'être dit : 
I o  Les deux relations indéfinies (28) [p. 301 qui expriment l'équilibre 

cle translation d'un élénient de volunie rectangulaire; 
20 Une troisième équation indéfinie, siçnifiant qu'en tous les points du 
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massif la limite d'élasticité est atteinte, ou, ce qui revient au même (p. 56), 
que l'inclinaison maxima des pressions sur les normales respectives aux 
éléments plans qu'elles sollicitent est en chaque point égale A l'angle (p de 
frottement intérieur; d'après la formule (66"') [p. 551, devenue une égalité 
et  où R désigne le radical (31) [p. 321,  cette relaiion n'est autre que 

(93) ' VT* + (yr= si" ?, 011 
a N, + NI 

P d ~ +  (5?) =- 2 sin 7; 

élevée au carre, elle prend la forme que Macquorn-Raidiine lui a donnée 

30 Enfin des conditions spéciales, soit A la surface libre ou talus supérieur, 
soit à la surface de séparation du massif et du mur de soutènement. Les pre- 
mières reviennent dire que les deux composantes, normale et tangentielle, 
de la pression exercée par le massif sur sa couche superficielle, sont nulles 
en tous les points de la surface libre : ces conditions, combinées avec 
l'équation indéfinie (94), obligent de poser tout B la fois 

(95) . . . . . . N, = 0, N, = O ,  T = O (à la surface libre). 

Une dernière relation, spéciale B la face postérieure du mur, ne s'applique 
qu'autant que les particriles contiguës du massif sont sur le point d'y éprouver 
des glissements finis, circonstance qui  semble devoir se produire dès le com- 
mencement de renversement du mur, toutes les fois qu'elle ne sera pas en 
contradiction avec les autres &qualions du problème. Or sa réalisation exige 
que l'angle fait en chaque point, avec le prolongement de la normale à la 
face postérieure du mur, par la poussée qui lui est appliquée, vaille précisé- 
ment l'angle du frottement maximum du mur et de la matière sablonneuse 
du massif. 

L'introduction de cette deroière condition dans la nouvelle théorie est due 
à M. Maurice Levy (*). 

(*) Poncelet i'avait déji employée dans l'ancienne (Mimoire sur la stabilité des revél~ments ,  
no 158,  au no 4 3 du Mémorial de l'officier du ge'wie, 1840). 
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Macquorn-Rankine, dans son mémoire On the stubz'lity of loose Earth (*), 
aux TRANSACTIONS PHILOSOPHIQUES de Londres (1886-lS87),  assimile un 
massif limité par un mur à un massif indéfini; il se contente d'exprimer 
qu'en vertu de I'hypothése faite de frottements maximums en chaque point 
au moment où un éboulement commence, le poids du massif est neutralisé 
autant que possible par ces frottements, et la poussée exercée sur le mur 
réduite par suite à sa valeur minimum, quand l'éboulement tend à se pro- 
duire de haut en bas, tandis que le contraire aurait lieu, et que la poussée 
deviendrait maximum, si le mur, au lieu de s'éloigner, se rapprochait des 
terres en les comprimant. 

Intégrntion de ces 44. Toutes ces conditions, à l'exception de la dernière, relative à la équations, quand \a 
face postérieure du 
mur a une certaine paroi, se irorivent évidemment vérifiées par les deux solutions que nous 
inclinaison sur la rer- 
ticale, OU quePanfie avons précédemment étudiées aux n0"3, 34 (PD. 72 à 77), et qui se sont 
du frotlement exté- 
rieur a line certaine présentées à nous comme répondant à deux cas extrémes de l'équilibre ordi- valeur. 

naire ou d'élasticité d'un massif sans cohésion. Or, si 

désigne l'inclinaison du mur de soutènement sur la verticale, chacune de ces 
solutions donnera, en y posant 

E, = i ,  

une certaine valeur y, [seconde formule (77)] pour l'angle que fera, avec le 
prolongement de la normale aux éléments plans qui ont précisément la direc- 
tion du mur, la poussée exercée sur ces éléments plans, et il pourra bien 
arriver que y ,  vaille justement l'angle de frottement mutuel du mur et du 
massif. Admettoos qu'il en soit ainsi : alors toutes les conditions de I'équi- 
libre-limite seront vérifiées par la solution considérée, et celle-ci pourra 
étre admise, pourvu qu'elle soit d'ailleurs celle qui donne les valeurs minima 
des poussées, dans le cas ordinaire où il s'agit d'un équilibre-limite corres- 
pondant à un ebozslenzeî~t pur détente, ou, au contraire, celle qui donne les 
valeurs maxima, s'il s'agissait d'un équilibre-limite correspondant à un ébou- 
lement par compression. 

(') M. Flamant, ingénieur des ponts et chaussées à Lille, rient d'en publier une traduction 
franpise dans les Annales des ponts et chaussies (ae sirie, t .  VIII, 1874). 
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En se bornant à la première solution, la plus intéressante pour la pra- 
tique, on obtient les résultats donnés par Rankine et par M. Levy. Ils sont 
résumés dans les formules (77),  si l'on adopte pour + la plus petite, en 
valeur absolue, des racines que donne la premiére de ces formules. En 
particulier, les deux composantes, normale - 3% et tangentielle G, de la 
poussée exercée par uniti d'aire aux divers points du mur, s'obtiendront en 
posant E ,  = i. Quant A leur résultante fi, elle vaudra &. II sera préférable 
d'y remplacer, comme au no 35 (p. 78), la distance l normale au talus supé- 
rieur par la distance oblique L, mesurée le long du mur même, et telle, 
que l = L cos (GJ - i ) .  On composera ensuite toutes les poussées élémen- 
taires en une seule poussée totale P, comme il a été fait au no 35, et il 
viendra finalement, au lieu des formules (82) : 

sin w 
avec sin (o + 2 ~ )  - - tg (i + II) 

7 tg (11, 4- + II) = 
(96) . . . sin ip tg-9 (i - i)' 

sin ip eos (w - i) cos + sin 2 (a' + 9 )  
K =  

cos (a + $) sin pl 
1cor<(i-!)  4 2 .  

Ainsi, quand ulz mur de soutènemenl commence ù se renverser, et qzce 
Paugle du frottement extérieur a précisihent la valeur y, résultant de la qua- 
trième épal ion (96), rétut ébouZeux s'établil dans toute Pe'tendue dit massif 
dès que le dernier ntocle d'équdibre d'élasticité comprenant toute cetle e'tendue 
cesse d'exister. La raison en est qu'une seule et même distribution des pres- 
sions convient i ces deux états, qui peuvent se suivre sans discontinuité. 
Au coptraire, quarid l'angle du frottement extérieur est plus grand que la 
racine .p de l'équation considérée (96), l'inclinaison de la poussée sur le 
prolongement de la normale ri la face postérieure du mur se trouve trop 
faible pour que I'état ébouleux se produise, dans la région contiguë au mur, 
dès l'instant où le dernier équilibre d'élasticité commun a tout le massif dis- 
paraît. 11 doit arriver alors, ou bien qu'un coin de matiére adjacent au mur 
reste constamment à I'état élastique, du moins durant la période initiale du 
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Cas oul'angle du frot- 
tement extérieur est 
égal à celui du frot- 
tement intérieur p. 

renversement, seule considérée ici, pendant laquelle les vitesses sont encore 
Insensibles, ou bien que l'état ébouleux se propage rapidement dans cette 
région, de nianière à s'étendre a tout le massif au bout d'un instant très- 
court. Le no 47  ci-après contient l'étude de ces circonstances intéressantes. 

4 .  Les murs que l'on construit effectivement sont loujours assez rugueux 
pour immobiliser une couche mince du massif qu'ils soutiennent, et c'est 
contre cette couche que peut glisser le reste de la masse inconsistante. 

L'angle de frottement extérieur vaut alors p. En effet, lorsque deux 
couches contiguës d'un corps pulvérulent sont soumises à des actions, gra- 
duellement croissantes d'instant en instant, qui tendent à les faire glisser 
l'une contre l'autre, les ruptures ou les glissements finis se produisent, 
d'après la loi expérimentale et usuelle du frottement, suivant les éléments 
plans pour lesquels l'inclinaison de la pression qu'ils supportent sur leur 
normale est maxima et atteint une valeur déterminée, qui est l'angle de 
frottement naturel de terre sur terre : or p désigne précisément, comme on 
a vu au no 25 (p. 56), l'inclinaison maxima dont il s'agit aux points où une 
rupture est imminente. Donc l'a~zgle de frottement nmtuel de terre sur terre, 
à l'instant O& un glissement fini tethcl à s'effectuer, est bien égal a langle y 
de frottement intérieur ou de terre coulante. 

En conséquence, les formules précédentes ne sont applicables qu'autant 
que le mur a précisément la direction des éléments plans pour lesquels l'in- 
clinaison de la pression qu'ils supportent sur le prolongement de leur normale 
atteint sa valeur maxima p. 

On a vu au no 33 (p. 75) que l'élément plan soumis à la pression minimum 
fait l'angle - $ avec la verticale ; d'après la loi qui termine le no 25 (p. 57), 
I'inclinaison du mur sur cet élément plan devra être f - q,  ce qui donne deux 
directions, ou deux valeurs possibles, - + (i -:) , de i .  Dans la pratique, 
la première sera la seule assez petite en valeur absolue pour être admis- 
sible. On ne pourra donc employer les formules (96) dans des calculs 
d'équilibre-limite qu'autant que I'inclinaison des murs de soutènen~ent sur la 
verticale sera 
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A cette condition, l'angle y ,  atteindra bien sa valeur maxima p. 
L'expression (96) de K devient alors extrêmement simple. On peut 

d'abord y faire 
2 cos2(: - i )=i  +sin p, y , = ? ,  

et, d'aprés (9 7), 

ce qui la réduit a 

cos 7 COS g COS (O - i )  
( 8 )  . . . . . . . . . .  K =  

(1 + sin ?) cos (w + g) 

II est actuellement facile d'en éliminer o. La troisième équation (96),  si 
on y remplace sin (a + 2+) par sin w cos 29 + cos u sin 251, donne 

COS O - sin w . (gpa) . . . . . . . .  - 
I - sin p cos 2+ sin sin 211 ' 

eii d'autres termes, le cosinus et le sinus de w soiit proportionriels à 
1-sin p cos29 et à sinp sin 251. Par suite, cos(o-i), ou cos ocosi i -  sinosin i, 
sera proportionnel B 

cos i - (cos i cos 2g - sin i sin 2g) = cos i- sin p  cos [% (i + +) - i] 

D'autre part, cos (U + $), ou cos w cos $ - sin w sin 9, sera également 
proportionnel à 

cos g - sin (cos JI cos 2g + sin sin 2g) = cos + (1 - sin 

Le quotient de cos (W - i )  par cos (W + 51) est donc égal à 

cos ig cos (? + i )  
9 

cos $ (1 -sin y )  

et la formule (98) devient 

. . . . . . . . . . .  (99) K=cos(? + i). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 i 2 SUR L ~ Q U I L I B R E  D'ÉLASTICITÉ 

Cette formule (99) est due à M. Maurice Levy (voir les n 0 q 8  et 19 de 
son, Mémoire). La démonstration précédente joint à l'avantage de la simpli- 
cité celui de déduire la valeur particulière (99) de l'expression plus géné- 
rale (96) de K. 

Int+atioo approchée 46. M. de Saint-Venant a indiqué une méthode approchée (*) pour obtenir 
pou! des murs d'une 
i n c l l n a l s ~ ~ n d i f i ~ r e ~ l e .  les lois de l'équilibre-limite quand l'angle y ,  du frottement extérieur, au lieu 

d'être celui que donne la quatrième formule (96), en diffère d'une quantité 
assez petite, mais sensible. Cette méthode consiste à joindre, aux expres- 
sions (77), alors erronées, de B et de - aZ, les petits termes complémen- 
taires qui doivent les rendre exactes, et à substituer c.es valeurs totales dans 
les équations de l'équilibre, en négligeant, dans (941, les produits et les 
carrés des petils termes complémentaires vis-à-vis de leurs premières puis- 
sances. J'ai traité à sa demande ce problème dans une note insérée au Compte 
rendu du 4 avril 1870 (**). Mais il y a moyen de simplifier beaucoup les 
calculs en changeant d'axes coordonnés, comme je vais faire ici. 

Je choisirai l'axe des y1 suivant la droite, menée à partir de l'origine O 

(Fi& 8.)  
(Bg. 5 ) ,  qui fait avec la verticale l'angle - +, et 
qui, dans le cas ou les formules (77) sont appli- 
cables, se trouve justement paralléle aux éléments 

A soumis à la pression minima, ainsi qu'on l'a 
vu vers la firi du no 33. Par suite, dans le même 
cas, les directions des élements plans pour lesquels 

x 1  l'inclinaison de la pression qu'ils supportent sur le 
prolongement de leur normale atteint sa valeur la 
plus grande (p, sont celles des deux droites OQ, 
OQ1, qui font respectivement avec Oyl les angles 
a 'Y * -- 

et n - (: - g) L'axe des xr sera la bis- 
sectrice de l'angle QOQ1 et aura -: - + pour incli- 
naison sur la verticale OG. 

(') Voir le no 7 de son mémoire inséré au Compte rendu de la séance du 14 février 1870 
(1. LXX, p. 283). 

(") Tome LXX, y. 761. -Voir aussi, au inêmc nuniéro du Comple r e d u ,  p. 71 8, un articlr 
de M .  de Saint-Venaiil srIr le même sujet. 
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DES MASSIFS PULV~RULENTS. 113 

Les composantes N,', Ne, Tt, suivant les nouveaux axes, des pressions 
(ou plutôt tractions) exercées sur les éléments plans qui leur seront perpen- 
diculaires, se composeront : 

1 0  De leurs correspondantes à la solution spéciale déjà étudiée, et 
sin + cos $ qui valent - sin (o +O p94 - cos (o + +) ,091 [d'après (7 TB')], pour N:, Ni, 

et zéro pour Gt ; 
2" De petites parties encore inconnues pgn,, pgn,, pgt. 
On aura donc 

sin I cos 4 
(100) . . N; = pg ~ + n , ] ,  N;=N I + n,], T I  = pgt. 

sin (o + $) cos (w + $) 

II faut porter ces valeurs dans les équations indéfinies d'équilibre relatives 
aux nouveaux axes. On n'a, pour obtenir celles-ci : 

10 Qu'à accentuer x, y, N,, N,, T dans les formules (28)[p. 301, applicables 
à tout système d'axes rectangulaires situés dans le plan des xy, et à exprimer 
que Vinclinaison a de la pesanteur sur l'axe des yt vaut ici 9; ce qui donne 

20 Qu'à accentuer N,, N,, T dans 

dT' dN; - -I---t-pgcos~=O; 
d x f  dy' 

l'équation (94 ) ,  également la méme 
pour tout système d'axes rectangulaires parallèles au plan de déformations, 
et qui devient 

Enfin, il faut observer que la perpendiculaire 1 au talus supérieur OG, 
étant inclinée sur la verticale de o et, par suite, sur Oyl de +- 9, a p u r  
expression 

Grâce à cette valeur de 1, les expressions (100) de N(, Ni, Tt7 portées 
dans les deux équations (loi),  les réduisent A 

dn, dt - dt dn, 
(,102) . . . . . . . . + - = O  - + -= 0. 

d x  dy' ' dx' dy' 
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La de ces nouvelles relations revient à dire que n, et - I sont les 
deux dérivées respectives en y f  et en x1 d'une fonction G, de XI, y!;  la seconde 
signifie pareillement que n, et - t sont les deux dérivées respectives en x1 
et en y1 d'une même fonction tr,. On a ainsi 

et s,, =I., sont les deux dérivées en y1 et en X I  d'une même fonction a. Les 
deux équations (102) équivalent donc A celles-ci 

ce qui ramène la détermination des trois inconnues ni, n,, t à celle de la 
fonction unique tr, OU plutôt à celle de ses trois dérivées secondes en XI, y'. 

Il reste, pour calculer S, l'équation indéfinie (4  O l ~ ' ) ,  dans laquelle il 
faut substituer à N(, N;, Tl leurs expressions (100) en négligeant les carrés 
et les produits des petites quantités n,, n,, t. Si i'on observe que 

sin o 
et que sin (a -t 29) = [en vertu de la première formule (77)], il 
viendra 

sin w C #a 
- 1  (1 - sin 9) - - 

dxrX 
(1 +sinp)- =O,  

sin 2 (a + q) di4 
ou bien 

"1 
des 1 -sin 7 @a - (103) . . . . . . -- 
dg'¶ 1 i- sin p dx" 

' équation dont l'intégrale générale, avec deux fonctions arbitraires f ,  , té, est 

(104) v =  
cos (w + +) 

(") La simplicité de ce résultat invite 1 chercher la solution de la question analogue pour 
i'équilibre d'élasticité, c'est-à-dire chercher tous Ics modes d'équilibre élastique du massif 
qui sont voisins d'un quelconque des modes étudiés dans le paragraphe précédent, et qui se 
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Cette expression de GT, différentiée deux fois et transportée dans (i02bM), 
après avoir remplacé tg (: - 9 par iz, donne 

cos (1 - sin ?) cos cos (1 -sin y )  
(105) ni = 

cos (a -t- $) (1 + sin (f:+f;). i= cos 
(w+ $1 cos va'-fi), 

produisent, par exemple, quand les conditions aux parois sont plus compliquées que celles que 
nous avons admises, ou encore quand le profil des contours-limites est légèrement courbe. 

Rapportons le milieu à des axes de coordonnées des x' et des y' parallèles aux directions, 
partout les mêmes, qu'affectent les forces principales lorsqu'un des modes déjà étudiés d'équilibre 
stable est supposé réalisé, et appelons pgF!, pgF: ces forces au point (x', y'), - pgp, leur demi- 
somme, cp' l'inclinaison maxima et constante, dans ce même mode d'dquilibre, des pressions sur 
le prolongement de la normale aux éléments plans qu'elles sollicitent, inclinaison résultant, 
comme on a vu avant la formule (67bia) [pp. 55 et  561, de la relation 

Les petites parties complémentaires pgn,, pg%, pgt, qu'il faudra joindre à P ~ F ; ,  pgF:, O, 
pour avoir N;, Ni, T', satisferont évidemment aux équations (102) et, par suite, aux relations 
(i02b*). L'équation indefinie qui devra servir à la détermination de se déduira d'ailleurs de la 
formule (2gb") de la page 31 (où l'on accentuera x, y, Ni, N*, T) par la substitution des valeurs 
suivantes et  approchées de - 9 *B. 

P P .  

Pour arriver à une équation abordable, il faut admettre que la fonction a varie d'un point & 
l'autre beaucoup plus rapidement que$ : c'est ce qui arrive à des profondeurs 1 un peu grandes, 
oh po est considérable (de l'ordre de 4, et où les dérivées de L sont de l'ordre de '- Alors le 

Po PO: 
coefficient A, dans les formules précédentes, peut être supposé constant, et la relation ( -. 

m ~ l t i ~ l i é e ~ a r  9po, prend la forme homogène 

dyf4 

Elle a pour intkgrale générale, avec quatre fonctions arbitraires F,, F,, F,, F,, 

ces fonctions peuvent ètre remplacées par une double infinité de termes, pris, les uns, de la 
forme em~''8(;-T) (A cos rnr' + B sin mz'), les autres, de la forme emY' (C COS mf + D sin nrr'), 
m, A ;B, C ,D  désignant des constantes quelconques. 

Il me paraît difficile d'en tirer quelque résultat intéressant pour la pratique. 
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en désignant simplement par f!', f i l  les dérivées secondes des deux fonc- 
tions fi, fa, qui paraissent dans (104). 

Substituons actuellement dans les formules (1 00) les valeurs (108) de 
n,, n,, t. Tenons compte d'ailleurs de la proportion multiple 

dont le second et le troisième rapports sont égaux au premier, l'un en vertu 
de l'équation sin o - sin (m + 29) sin , = O, l'autre identiquement, et dont 
le quatrième résulte de l'addition, terme à terme, des deux premiers après 
avoir multiplié les termes du premier par sin (a + +) et ceux du second 
par cos (o i- 4). II viendra simplement : 

sin (o + 2$) (1-sinp)(1-fi-f;), 
sin 2 ( w  i- +) 
sin (W + 2+) 

(105) . . . . . (1 + sin ?) ( 1  - f"; - f i ) ,  
sin Y (0 + 9 )  

T' , sin (w + 2+) 
cos y . (f - f :). 

,tg sin 2 (a + p) 

Telles sont les formuJes générales de la solution cherchée. Elles vérifient 
exactement les deux équations indéfinies (104) de l'équilibre et d'une 
ninnière approchée la suivante (10Ib"), exprimant que i'inclinaison maxima 

d'une pression sur le prolongement de la normale à l'élément plan qu'elle 
sollicite atteint en chaque point la valeur g,. En réalité, les relations (107) 
donnent pour le sinus de l'inclinaison maxima 

La solution obtenue (107) serait donc exacte, si la masse pulvérulente, 
se irouvant légèrement hétérogène, avait en chaque point un angle de terre 
coulatate, ?', supérieur à g, d'une quantité variable du second ordre de peti- 
tesse, et donné par la relation 
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on ne pourra ainsi 
que le rapport 

(109) . . . . . . 

l'admettre, dans le cas cl'un massif homogène, qdautatll 

sera partout assez petit devant Punité, abslraction faite de certaines régions 
très-délimitées ou tout exceptionnelles, dont il serait permis de négliger 
l'influence sur le. reste. 

Observons que, dans les formules (1 07) , la fonction 

a la même valeur le long de toute parallèle à la droite OQ et varie seulement 
d'une de ces parallèles à ses voisines, que, de même, la fonction 

a la même valeur le long de toute parallèle à OQr. 

46big. Cherchons actuellement les expressions auxquelles ces relations F O ~ , U I ~ ,  diverses, ,,- 
laiives aux preasioiis. 

(4 07) conduisent pour les deux composantes, normale - 8% et tangentielle 
6, de la pression exercée sur un élément plan quelconque parallèle à l'axe 
des z. J'appellerai encore E, l'inclinaison de cet élément plan sur la verticale, 
de manière à avoir - ( E ~  + +) pour l'angle P fait par sa normale avec l'axe 
des XI. Les formules générales (30), appliquées en y accentuant Ni, N,, Ty 
substituant alors à Ni, Nk, T t  leurs valeurs tirées de (107), puis multipliant 

sin 9 (a + +) les résultats, en vue de simplifier les seconds membres, par Vn 
+ +) Y 

donnent : 

G s in2(o+ 9) - = [l - f ;  -f i ] sin 7 sin 2 (F, + +) + (f ;  -1:) cos p cos 2 (E, + +), pg sin (w + 29) 
-'fi sin 2 (rn + +) - = [ l -  f ;- f g ]  [i- sin rpcos2(~~ ++)] + (fy- COS ys in2 (~ ,  + g). 

pg sin (w  + 2$) 

Il sera géiiéralemcnt préférable, au lieu de calculer - % et 6, d'évaluer 
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d'abord l'inclinaison 9, de la pression sur le prolongement de la normale 
à l'élément plan, puis de déduire la pression résultante, a, de i'égalité 

6 a=- 
sin pl,, 

OU 

91 s i n ( o + 2 ~ ) ( 1 - f f - f ~ ) s i n I p s i n 2 ( ~ ~ + + ) + ( f ~ - f ; ) ~ 0 ~ I p c 0 ~ 2 ( ~ ~ + ~ i )  
( l i1 )  -= 

pg s in2(o+-$)  sin rpr 

On aura l'inclinaison ip, (variable au plus de - a à <) au moyen d e  sa tan- 
gente, qui vaut le rapport des deux seconds membres des formules (1 1 0). 
En exprimant que ces deux seconds membres sont, en effet, entre eux comme 
sin (p, est à cos y,, puis égalant le produit des extrêmes au produit des 
moyens et simplifiant les résultats, il vient 

(1 12) [l - f ;' - fi] [sin rp, - sin rp sin (2s, + 2$ + rp,)] =(fi - f'J cos rp cos (20, + 2$ + ?,). 

irons effecti- Cette relation permet de simplifier beaucoup la formule (1 1 4). T' 
vement f i l  - ff de (1 12)  et substituons-en la valeur dans (4 il): l'expression 

( 1  - f'l - fi) sin sin 2 (8, + $) + (fi- f i)  cos p cos 2 (E, + $) 

1 - f f  - f ;  deviendra le produit de CM 1261+ + par 

sin p [sin 2 (E, + $) COS ( 2 ~  + 2$ + ?,) - COS 2 (0, + II) sin ( 2 ~ ~  + 2$ + y*)] 

+ sin y, cos 2 (E, + II) = sin 9 [cos 2 (E, + $) - sin Y ] ,  

et la forniule (1 11) se réduira d'abord à 

f i  sin ( w  4 2é) cos 2 (E, + $) -sin 
(113) . . .  . . -- - (1 - f y -  fi). 

pg sin 2 (w + $) cos (%, + 2$ + 

Elle se simplifie encore si l'on pose 

" ?  (114) . . . . . . . . . . 8 = - - -  - $ - E , ?  
4 2 

c'est-à-dire si l'on appelle 8 l'inclinaison, sur la direction OQ, de l'élément 
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plan considéré, inclinaison comptée positivement en tournant de OQ vers Oy', 
négativement dans le sens contraire. Alors la fraction 

cos '2 (€4 + $) - sin 7 sin (y + 24 - sin y 2 cos + 8) sin d 
OU devient 

cos (2s + 2$ i- cp,) sin ( y  - cpl + 29 sin ( y  - pi + 29  

sin (a -I- 5+) D'autre part, d'après (106), le rapport s, ia+o p eut être remplacé par 
cos JI 

(1 + sin P) cos (O + Ji)' ce qui donne, au lieu de (1 l3) ,  

Ji 
-3 

2 cos + cos (p + d') sin S 
( 1 - f f - f i )  

(415) . . pg (4 + sin ?) cos (0 + 9) sin (p - + 28) 
cos $cos(rp +S)sind 2(Z- f i -  fi) 

= C O  + $1 cos cp sin-(? - pi + 24 .  

1 On pourrait encore y remplacer le facteur cos ,+,, par l'expression 
cos (a - E,) 4 COS ( w  - E, )  

cos (w + 9) cos (a - E J  et éliminer u du rapport cos ( W +  , comme on l'a fait pour la 
formule (98), au moyen de la proportion (98"'). Celle-ci donne 

COS (O - El) 
OU 

cos (O -l- 9) 

on a d'ailleurs, d'après 

cos w cos EI + sin w sin E, cos E, - sin p cos (25, + E,) 

cos o cos 9 - sin w sin 9 (1 - sin y) cos + 9 

W 4 ) ,  
'R 

2 9 + E , = - -  
2 (7 + 28 + 4, 

et par suite 

cos EI - sin (p cos (25, + €4) = cos [(y + d + €1) - ( y  4 d)] - sin cp sin [(? + d + E,) + a] 
=cos(? + d)cos((p + S + E J  + (sinpcosd -I- c o s l p s i n d ' ) h ( p  + d'+  F ~ )  

- sin p cos d sin (? + d' + ES - sin p sin d'cos (p + 8 + E,) 

= cos (? + 8) cos (p + 6 + el) + sin d'sin (8 + E,). 

Donc la formule (1 16) se transforme en celle-ci 

sin 8cosP (? -I- 8) cos (? + E* + d) 
-= sin S sin (F ,  + d) 

Pg cos y cos (p 4- 8) cos ($3 + El + 8) 1 
2 U - f i - f l )  

cos p sin (p - 7, + 48) COS ( w  - €1) 
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120 SUR L'ÉQUILIBRE DÉLASTICITÉ 

Les relations (4  15) ou (1 4 6) permettront de calculer fi aux points pour 
lesquels les valeurs des trois fonctions I ,  f i l ,  fi' seront dorinées. Mais il suffit 
de connaitre deux de ces fonctions, et aussi y, ,  pour que la troisième 
en résulte et puisse être éliminée par la formule (112). A cause de 
2 ( E ,  + +) = G- (y~  + 2 9 )  celle-ci peut s'écrire 

[I! - f - f i ]  [sin 91, - sin cp cos (p  - cp, + 241 = (f - f i )  cos (p sin - y, + 2 4 ,  

ou bien, sous forme de proportion, 

l - f i - f :  - - K - f ;  
cos cp sin - ip, + 2 4  sin p, - sin (p cos (91 - p, + 28) 

Ajoutons, terme à terme, les numérateurs et les dénominateurs, après avoir 
multiplié les deux termes du second rapport par ;t 1 ; il viendra les deux 
nouveaux rapports, égaux aux premiers, 

1-2f'; - 1 - 2f; 

sin p - sin (?, - 28) - 2 cos (n - 8) sin 8' 

et 
1 - 2 f :  2- 2f;  

= 
sin (2? - y, + 2S) - sin y, 2 cos (p i- d) sin - 7, + 8) 

L'équation (1 12) équivaut donc à l'égalité continue 

2 (1- f;'- f i )  - 2 (f: - fi) 
cos <p sin (p - 91, + 28) - sin y, - sin p cos (p  - 7, + 2 9  

- 1 - 2f'; - 1 - 
- 

cos (?, - 8) sin d - cos (p -I- 8) sin (91 - p, + 8) ' . 

et l'on voit qu'il sufit de connaitre, outre p.,, une quelconque des quantités 
1- fi ' -  fL1, f i l  - fL1, Z - 2 fi1, 1 - 2K1, pour en déduire toutes les 
autres. Comme, dans chaque cas, deux au moins des trois fonctions Z, f i1 ,  fP' 
seront données, on remplacera, dans ( 4  15) ou (1  16),  le premier rap- 
port (1 17)  par celui des rapports suivants qui contiendra les deux fonctions 
connues. Supposons, par exemple, que celles-ci soient 1 et fL1 : alors la sub- 
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stitution du troisième rapport (4.1 7) au premier change les deux for- 
mules (4 1 5) et (4 4 6) en celle-ci : 

cos + cos (? + J) 
w s  (O + +) cos (?, - 8) 

( l  - 2f ;) 
. - 

Iilal C O S ~ ( ? + ~ J ) C O S ( ~ + E , + J  

+ 
sin dsin (F, + 8) 1 1- 2f; I = cos p cos (9 - 8) COS (p + 8) COS (? + €4 4 8) COS (W  - E ~ )  

47. Tous les résultats précédents ont été déduits des équations indéfinies Mise OU compte des 
coodiiious spéciales 

de l'équilibre et  subsistent quelles que soient les deux fonctions arbi- -;;;;:~;l:;',";~ 
traires fi1, fi1. II reste actuellement à déterminer ces fonctions de manière à ~ s p ~ ~ ~ ~ ~ t s > ~  

nemenl. 
satisfaire aux conditions spéciales A la surface libre et à celle qui concerne la 
surface de séparation du mur et du massif. 

Pour cela, observons d'abord que le profil OA du talus supérieur (fig. 5, 
p. 112) est dans l'angle QOQ1. Évaluons en effet les trois angles GOQ1, 
GOA, GOQ. Le premier vaut ylOQ1, ou n - ($ - ;), diminué de +. Le 

2- second est égal à è + o. Enfin, le troisième vaut " -, - +. On a 
donc identiquement 

d'où il résulte, à cause des deux inégalités 

li' 

w < p,  w + 29 < - 9  (en valeur absolue), 
2 

que GOA est moindre que GOQ1 et supérieur à GOQ, ou que OA est compris 
entre OQ et OQ1. 

Cela posé, les conditions B la surface libre, (9Y), devenues, dans le nou- 
veau système d'axes, 

N ; = O ,  N;=O, T'=O (pour 1 = 0 ,  ousur OA), 

16 
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1 2'2 SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

reviennent ii dire, d'après les valeurs (107) de N:, Né, Tt, que l'on a : 

(en tous les points de Oh) f ;  i- fi = O, J';' - f i  = 0, ou f ; ' = O ,  f':=O. 

Ainsi la fonction f{I, qui a la même valeur sur toute l'étendue d'une parallèle 
quelconque à OQ, doit s'annuler en tous les points de OA et par suite dans 
tout l'espace qui est du même côté de OQ que le talus supérieur OA, c'est-à- 
dire notamment dans toute la partie AOQ du massif. De même, la dérivée fi1, 
invariable le long de toute parallèle h OQ1, doit s'annuler en tous les points 
de OA et par conséquent dans tout l'espace qui est, par rapport à OQ1, du 
même côté que le talus supérieur OA: Le mur de soutènement se trouvera 
toujours dans cet espace, qui comprend par conséquent la totalité du massif. 
Les conditions spéciales à la surface libre obligent donc de fake nulles, 
clans toute la partie AOQ du massif, les dettx fonctions f i 1 ,  f k l ,  ou, ce qui 
reviertt au même, les petites parties complémentaires pgn,, pgu,, pgt, des 
forces Ni, Nk, T1 : elles obi-ent de plus à. supposer nulle, dans tout le resle 
du rnassib la fonction fél. 

Occupons-nous enfin de la condition spéciale à la paroi. II pourra se 
faire : l o  ou bien que la face postérieure du mur tombe dans l'angle AOQ, 
c'est-à-dire ait une inclinaison i ,  sur la verticale, supérieure à :- $ - +; 
20 ou bien, que la même face ait, au contraire, une inclinaison i moindre 

T F '  
que - - 4, et tombe, par rapport à OQ, du même côté que Oyl. 

Dans le premier cas, les termes complémentaires étant forcément' nuls en 
tous les points du massif, il est impossible de satisfaire à la condition spé- 
ciale au mur de soutènement pour peu'que l'angle du frottement extérieur 
diffère de celui, p,, qui résulte de la quatrième formule (96). La solution 
particulière donnée par Macquorn-Rankine est donc alors une solution isolée, 
ou qui ne se lrouve voisine d'aucune autre. Ce résultat tend à prouver que, 
lorsque un mur rugueux de soutènement, ayant sa face postérieure inclinée 
sur la verticale d'un angle supérieur à f - f - +, commence A se renverser, 
l'état ébouleux ne se produit pas dans toute l'étendue du massif. Sans doute 
un coin de terre, ayant sa base vers en haut, fait corps avec le w w  et 
se sépare en bloc du reste du massif, suivant un plan de rup&re parallèle 
a OQ. En effet, deux couches contiguës de terre ne peuvent glisser l'une 
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. 4 23 

sur l'autre, de quantités finies, sans que leur pression mutuelle fasse avec la 
normale à leur surface de séparation un angle égal à celui du frottement 
intérieur g, : circonstance qui se produit, dans I'état extrême d'équilibre 
d'élasticité du massif, soit de part et d'autre de plans parallèles à OQ, soit de 
part et d'autre de plans parallèles à OQf. Or il est naturel d'admettre que 
I'état ébouleux, au moment du renversement du mur, s'étend le plus pos- 
sible, de manière à ne laisser intact, sous la protection du mur, que le coin 
de terre le plus aigu de ceux qui auraient quelque tendance à subsister : ce 
coin doit donc être limité par un plan, paralléle A OQ, mené de bas en haut Ci 
partir de la base de la face postérieure du mur considéré. 

Dans le second cas, soit 0M le profil de la face postérieure du mur. La 
fonction f if, encore arbitraire dans l'angle QOM, pourra être déterminée, en 
chaque point de OM, de manière que l'inclinaison p, de la poussée sur le pro- 
longement de la normale au mur soit précisément égale à l'angle donné du 
frottement extérieur. A cet effet, appliquons la formule générale (1 12)  ou ses 
transformées (1P7), qui déterminent justement les angles appelés y,, aux 
pressions effectivement exercées sur la face postérieure du mur : il faudra y 
poser E ,  = i ,  et par suite 

après avoir fait d'ailleurs f$' = O. Le deuxième et le troisième membre 
de (14 7) donneront donc, en exprimant compléternent fi1, 

\ - - - 1  - - - sin 9, - sin ip cos (9 - <pi  + 2J) cos (?, - d) sin B'--- ' 

telle est la condition spéciale au mur. On en déduira la fonction inconnue f ( 1 ,  

aux divers points de OM, après avoir mis, pour y,, la vraie valeur de I'angle 
de frottement réciproque du mur et du massif. 

Introduisons, au lieu des trois variables x', y', 1, la distance L de I'ori- 
gine 0, ou du bord supérieur de la face OM du mur, au point considéré (XI, y') 
de la même face. La distance normale, I ,  du même point au talus supé- 
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4 24 SUR L~QUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

rieur, est la projection de L, prise sous l'angle o - i, et 1'011 aura d'abord 

l =  L cos ( w -  i). 

D'autre part, la droite OY fait avec les axes respectifs des x' et des y' les 
angles ; - (# -i- i) et # -i- i : ainsi, sur cette droite, xl = L sin (+ +- i ) ,  
y' = L cos (9 + i ) ,  et par suite 

L'équation (120) revient donc A poser, aux divers points de OM, ou quand 
L est > 0, 

L sin d - L sin d 
= - [~ iny, -s in~cos(~-~ ,+2b') ]  

(; - ;)] 
On voit que la fonction f i 1 ,  déjà nulle pour les valeurs positives de sa 
variable, est simplement, pour les valeurs négatives de celle-ci, le produit 
de ces valeurs par le facteur constant 

sin y,  - sin 9 cos - cp, + 28) ( 2  . . A - -  
2 sin4 8 COS ('PI - 4 

La condition spéciale à la surface de séparation du massif et du mur 
achève ainsi de déterminer l'état dynamique du milieu dans la région QOM, 
en faisant connaître la valeur de fi' en chaque point de OM et par suite sur 
toute l'étendue de la parallèle menée par ce point à OQ. 

Observoiis que f {' s'annule des deux côtés du plan, ayant pour prof2 OQ, 
qui sépare les deux parties distinctes du  massif dans lesquelles les variations 
de cetle fonction sont régies par des lois diférentes. En d'autres termes, les 
pressions ne cessent pas de varier avec continuité quand on passe d'une 
région à l'autre, quoique leurs dérivées, prises suivant des normales à OQ, 
soient discontinues. C'est ce qui devait avoir lieu; car l'équilibre d'une 
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couche mince de matiére ayant le plan OQ pour une de ses bases exige 
que les deux composantes de la pression exercée de part et d'autre de cette 
couche soient égales chacune à chacune, conditions qui, jointes à l'équation 
indéfinie (1 04 bi" et A celle qui exprime que le rapport des deux composantes 
considérées vaut tang p, reviennent à dire que Ni, Ne, T 1  ont les mêmes 
valeurs de part et d'autre de OQ. 

Dans la pratique, y,=?, et la formule (1 21), à cause de 4-cos 2d= 2sin96, 
se réduit à 

cos (i - g) sin y 

A=- cos (w - i ) .  
COS (fl- 8) 

La relation (120) donne en même temps : 

sin p sin d cos y cos S f;' 
(122) . . (sur OM) f i  = 1,  1 - f f =  I ,  -- - tg Y tg d. 

COS (y - 8) COS(?-d) 1-fi  

Aux divers points d'une parallèle quelconque à OQ, menée dans le massif 
à partir d'un point de OM, la quantité constante f:' est donc positive, ainsi 
que la différence l - f i ' ,  de plus en plus grande à mesure qu'on s'éloigne 
le long de cette parallèle. Le rapport &; atteint par suite sa valeur la plus 
grande au départ, où il est égal à tg tg  8, et la formule (108) [dans laquelle 
on a fkl = O], permet de poser : 

(122"" . . . . . . . 1 

cos 8 

Toutes les fois que tinclinaison positive, 8, de lu face postérieure du 
rnur sur la direction OQ, ne sem pas t9.é~-grande (ou sera nzoindre, par 

i i exemple, que tangle $ = 220 n, dont la séca9zte m;7 vaut seuleae~il 1,082), 
on pourra supposer, sauf erreur négligeable, = y, et regarder la solutioll 
approximative comme applicable. 

Occupons-nous actuellement de la pression qu'éprouve l'unité d'aire de la 
1 face OM, à la distance L = de son bord supérieur. La relation (1 18), 

où l'inclinaison y, de la poussée sur le prolongement de la normale à O11 
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égalera l'angle connu du frottement mutuel du mur et du massif, la donne 
n immédiatement, si l'on y fait = i, d = - - ' - + - i) et d'ailleurs fL1= O. 
4 2 

Par suite, les lois de la poussée seront celles que nous avons trouvées au 
no 44 (p. 109), à cela près que y, sera différent et que le coefficient immé- 

fi rique K = - aura la valeur 
P~IJ 

(423) 
- coss (g, + 8) COS ((p + i + J) sin d sin (i + J) 
- 

cos g> cos (n - J) cos -1- 6) cos ( y  + i i- 8) 

Cette formule peut tenir lieu : 10 de la plus générale (cinquième 96) que 
M. Maurice Levy ait obtenue et qui convient lorsque p, a précisément la 
valeur résultant de la quatrième relation (96); 20 de la formule très- 
simple (99) donnée par M. Maurice Levy pour le cas où ?, = g, et où d = O : 
en effet, le dernier membre de (1 23) se réduit bien alors à cos (? + il. Mais 
elle s'étend en outre A tous les modes d'équilibre-limite par détente qui sont 
assez voisins de ceux-là, ou pour lesquels, d se trouvant d'ailleurs positif, 
l'angle p, du frottement extérieur n'est pas très-différent de celui qui vérifie 
la quatrième relation (96). 

Appliquons-la au cas particulier le plus simple, qui est celui d'un terre- 
plein horizontal soutenu par un mur vertical. Alors on a 

et par suite 

Le coenicient K se trouve le nième, et égal à tg? (: - f) ,  soit quand le mur 
est supposé infiniment poli, ou que p, = 0, hypothèse d'accord, pour o et i 
nuls, avec la quatrieme formule (96), soit quand p, est complémentaire 
de p, ou que 
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DES MASSIFS PULVÉRULENTS. 127 

comme il arrive lorsqu'on prend g, = p, = 450. Les valeurs de y ,  inter- 
médiaires entre O et ; - p donnent des valeurs de K un peu plus 
petites: la moindre de celles-ci correspond a p, = f - :; elle est infé- 
rieure à tg2 (f -:) dans le rapport de 1 à cos (:-g, ou environ de 1 à 

i cos 2 2 0 ,  = 0,9239 si p = 450. 

48. Les résultats établis dans les numéros 46 et 46bi' peuvent encore être É~U,], d e  ,,, O" le, 
proGls du lalus su- 

étendus a un massif dont le profil supérieur OB,B,C (fig. 6) serait légère- lierieur et d e ~ a  face 
por1i;ricui.e du  mur 

ment courbe et que soutiendrait un mur ayant sa face postérieure OR1 courbe wnhOorblps. 

également. J e  supposerai qu'on ait pris l'origine des coordonnées XI, y1 à 
l'intersection O de cette face et du talus supérieur; de plus, j'admettrai que 
l'inclinaison variable de ce même talus sur une certaine droite OA reste 
petite, ou que la déclivité de la surface supérieure du massif ne s'écarte 
nulle part beaucoup de la constante o, mesurant la déclivité de OA. Enfiri, 
pour simplifier, je supposerai que le profil de la face postérieure OR! du mur 
se trouve tout entier d'un même côté de la droite OQ, et niêine qu'il s'éloigne 
sans cesse de cette droite, à partir du point O, de manière à n'être coupé 
qu'en un seul point par toute parallele ii OQ. 

Considérons un point quelconque B (XI, y') du massif et menons à partir 
de ce point, parallèlement aux deux directions fixes Q0 ,  OQ1, les deux 

droites BB, , BB, , jus- 
qu'à la limite du massif. 

C 
Si le point B est dans la 
région QOC, les extré- 
mités B i ,  B, se trouve- 
ront évidemment sur la 
surface libre OC, et on 
pourra mener, des trois 
poinls 8 ,  B, , B,, sur la 
droite OA prolongée in- 
définiment dans les deux 
sens, les perpendiculai- 
res BP, B,P,, B,P,, que 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



j'appellerai respectivement 1, Z,, 1, : ces perpendiculaires seront évaluables 
pour chaque position du point B, soit graphiquement, soit analytiquement 
en fonction de xf, yl, dès qu'on aura donné le profil supérieur OC et par 
suite une droite OA peu inclinée sur ce profil; je  les compterai d'ailleurs 
positivement au-dessous de OA, négativement au-dessus. Si,  au contraire, 
le point B est dans la région comprise entre OQ et le prolongement de Q1O, 
ce qui ne peut arriver que dans le cas où le m u r  OM est en dehors de l'angle 
QOQ1, B, sera toujours situé sur  la siirface libre OC, mais B, se trouvera 
sur le profil 0 M  du mur : alors il n'y aura lieu de mener sur OA que les 
deux perpendiculaires 1, 1,. Remarquons que, dans tous les cas, les deux 
différences 1 - Z,, 1- Z, sont positives, car, 0A.étant dans l'angle QOQ', les 
points B,, B, se trouvent au-dessus d'une parallèle menée A OA par le point B. 

Voyons maintenant comment l'indétermination des deux fonctions arbi- 
traires f {', fel permettra d'adapter au problème actuel les intégrales (4 0'7) 
des équations indéfinies. Tâchons de satisfaire d'abord aux conditions spé- 
ciales A la surface libre, en exprimant queNi ,  N;, T t  s'annulent dès que le 
point B appartient à la courbe OC. D'après les formules ( l 0 7 ) ,  il faut et  il 
suffit, pour cela, qu'on ait : 

1 
( s u r o c ) ,  I - f ; ' -  f : = O ,  fi--f"-O, 2 -  OU f l = f P = - 1 .  

2 
. . 

Les deux fonctions f i l ,  f LI se trouvent ainsi déterminées sur le talus supé- 
rieur et, comme elles ont les niêmes valeurs le long de toute parallèle menée 
respectivement à OQ ou à OQ1, elles le sont, par le fait même, la première 
dans toute la région QOC, la seconde dans toute l'étendue du massif. Au 
point quelconque B,  on a donc 

et on a aussi, mais seulement quand ce point appartient à la région QOÇ, 

1 . . . . . . . . . . . .  (125) f"' - - 1, (dans la région QOC), 
' - 2  

La solution obtenue n'étant admissible, pour un massif homogène, qu'au- 
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tant que le rapport (1 09) [p. 11 71 est une petite quantité, il y a lieu d'exa- 
miner si les expressions (125) et (124) de fi1, fi1, donnent en effet de petites 
valeurs à ce rapport, devenu ainsi 

Or, le profil B,B,C étant supposé peu incliné sur OA, le dénominateur 
de (.22SbiS) est toujours comparable, sinon même sensiblement égal, A la 
distance du point considéré B au talus supérieur, tandis que le numérateur 
de (12tibi8) est de l'ordre du produit de la petite inclinaison de B,B, sur OA 
par la droite P,P,, laquelle est comparable à la distance, dont il vient d'être 
parlé, du point B au talus supérieur. Donc la solution est bien acceptable 
tant que les inclinaisons, sur l'horizon, des diverses parties du talus supé- 
rieur ne diffèrent pas beaucoup d'une constante m. 

En résumé, le mode d'équilibre, dans la région principale QOC, est 
conîplétement déterminé par les équations indéfinies et par les conditions 
spéciales à la surface libre. Par suite, si la face postérieure OM du mur de 
soutènement se trouve comprise dans cette région, on ne pourra satisfaire à 
la condition qui lui est relative qu'autant que la pression exercée sur cliacuii 
de ses éléments plans, d'après les formules (1 1 O), fera précisément, avec 
le prolongement de la normale correspondante, un angle pl égal à celui du 
frottement extérieur donné. C'est dire qu'en général un coin de terre adja- 
cent au mur ne pourra pas s'ébouler, et qu'il y aura rupture, avec glisse- 
ment fini, entre ce coin de terre et le reste du niassif. La surface de rupture 
devant ktre le lieu géométrique d'éléments plans sur lesquels l'angle de la 
pression et de la normale atteint la valeur maxima p (ou plus exactement ,'), 
son profil se construira de proclie en proclie en menant, à la suite les unes des 
autres et à partir de la base de la face 051, une série de droites infiniment 
petites dont l'inclinaison E ,  par rapport à la verticale sera telle, en chaque 

6 point, que les formules (110) y donnent dx = ig pl. La direction des 
tangentes à la courbe ainsi obtenue ne s'écartera généralement pas beaucoup 

17 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



130 SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLAS~ICITÉ 

de celle de OQ. On pourra, dans le calcul des dimensions d'un mur capable 
de supporter, sans achever de se renverser, la poussée-limite qu'il éprouve 
au moment où I'état du massif devient ébouleux, regarder comme faisant 
corps avec le mur lui-même le coin de terre adjacent que son. frottement 
maintient à I'état élastique, ou raisonner comme si la surface de rupture était 
la vraie face postérieure de ce mur. 

Passons actuellement au cas où le massif comprend, outre la région QOC, 
une autre petite région QOM, dans laquelle la fonction f i t ,  constante le long 
de toute parallèle à OQ, sera restée disponible. On pourra y déterminer f i t  

de manière que l'inclinaison F, de la poussée exercée sur les divers éléments 
plans de la face ORI, par rapport à la normale à ces éléments. plans, vaille 
précisément l'angle donné du frottement extérieur. Polir cela, si y, désigne 
cet angle, i l'inclinaison, au point considéré, de OM sur la verticale, et par 

7r P suite 6 son inclinaison, - g - 4 - i, sur OQ, il suffit, d'après le deu- 
xième et le troisième membre de (1 I7) ,  que 

sin pi - sin y cos ( ip  - 9 ,  -I- 28) 
(126) . . . f; '- f ; =  

2 cos - 8) sin d 
(1 - 2 f i )  (sur OM). 

Or, d'aprhs (424), 2 fit = l,, et, d'autre part, dans la pratique, y, = y ,  
ce qui réduit l'expression sin p, - sin y cos ( y  - p, + 28) à 2 sin ( sinP 8, 

La formule précédente devient donc 

(1 - E$ (sur OM). 

Connaissant f i 1  aux divers points B, de 0111, on aura par le fait même 
cette fonction aux points correspondants B de la région QOM, dont I'état 
mécanique, régi par d'autres lois que celui de la région QOC, sera ainsi 
complétement déterminé. On pourrait encore prolonger en deqa du point O 
la droite OA et aussi, fictivement, le profil du talus supérieur,. en mainte- 
riant, entre ce dernier prolongement d'une part, au point il rencontrerait une 
parallèle quelconque à OQ, et,  d'autre part, le prolongement de OA, une 
distance I ,  double de la valeur (427) qu'acquiert la fonction fi1 à I'iniersec- 
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tion de cette paralléle et de OM. II est clair que la partie fictive ainsi ajoutée 
au massif en avant de OM produirait, sur le massif réel RIOC, le n~ème  effet 
que le mur de soutènement; le problème de l'équilibre-limite d'un massif 
limité par un mur se trouverait donc ramené à celui de l'équilibre-limite 
d'un massif latéralement indéfini. Observons que son profil supérieur pré- 
senterait en gknéral, à l'origine 0, un point anguleux, et que par suite la 
dérivée de f',t, ou celles des forces N;, Né, Tt, dans un sens normal à OQ, 
prendraient des valeurs différentes des deux côtés de cette droite, quoique 
la fonction fit  et ces forces elles-mêmes y restent continues. 

1 En observant que /'kt = , 19, la relation (1 27) donne 

sin 7 sin$ cos cp cos d 
(128) (sur OM), fi- f i= (1 -&), Z-[:-fi= - - tgytgS.  

r f - f ;  
- 9  - ,  +.., 

COS -d) COS ( y -  8) 4- P 

D'après ces formules, les deux expressions f {' - fL1 et 1 - f i t  - fit sont 
positives, comme Z - E,, aux divers points de 011. Le long d'une parallèle 
menée à OQ, daiis le massif réel, à partir d'un point de 011, la quantité crois- 
sante 1 varie d'ailleurs beaucoup plus rapidement que la fonction f i t  = ; E,, 
don t  les accroissements sont proportionnels au produit de quantités compa- 
rables à ceux de E, multipliées par la petite iiiclinaisoii de la courbe B,C 
sur OA : donc la valeur la plus grande que reçoive en même temps le rap- 

f ' -  f" 

doit étre en général sa valeur initiale tg p tg d Quand il en est Port l - f ; - f .  

ainsi, la formule (1 08) donne, comme au numéro précbdent (form. 122*'), 

ce qui signifie que la solution trouvée pourra être admise toutes les fois que 
l'inclinaison positive d, sur la direction OQ, des diverses parties de la face 
postérieure du mur aura son cosinus assez voisin de l'unité, ou n'excédera 

I pas, par exemple, ; = 220 La conclusion serait la niéme s'il y avait des 
points où le numérateur f i l  - f i t  crût, le long d'une parallèle à OQ, dalis 
une proportion aussi rapide que le dénomiiiateur Z- f i t  - fL1 : le rap- 
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sin y' port ne cesserait pas alors d'être peu supérieur à ' u t ,  car la 
f " - fP 

fraction , - ,, continuerait à être comparable à tg rp tg h 
II nous reste à évaluer la pression exercée par le massif sur le mur. On 

connaît déjà la direction de celle qui est appliquée à un élément plan quel- 
conque de la face OM, puisqu'elle fait, avec le prolongement de la normale 
à l'élément plan considéré, l'angle connu cp, du frottement extérieur. D'ailleurs 
sa grandeur JI, sous l'unité de surface, sera donnée par la formule (118), 
où il suffira pour cela de remplacer 2 f i l  par l , ,  E ,  par l'inclinaison i ,  sur la 
verticale, du nieme élément plan, et par suite 8 par ; - % - - ï. Toutes 
ces poussées élémentaires, étant comprises dans un même plan, équivaudront 
A une force unique; mais le calcul de celle-ci sera généralement compliqué. 

Le résultat ne devient quelque peu simple que dans le cas où la face 
postérieure du mur est plane et d'un même degré de poli ou de rugosité 
dans toute son étendue, hypothèses en vertu desquelles toutes les poussées 
élémentaires sont paralléles et de même sens. Appelons alors dL la largeur 

1 d'une bande de cette face; L = - la distance des points de cette bande 
à l'intersection de la face considérée et du talus supérieur ; L, = Al, 
la distance analogue, mesurée parallélement à la face postérieure du mur, 
de chaque point tel que B, a la droite OA, distance qui deviendra une fonc- 
lion connue de L puisque tous les points B seront pris sur OM. La poussée 
élémentaire AdL, éprouvée par l'unité de longueur de la bande, vaudra 

COS + COS (? + 8) COS (O - 
c o s  (,, - 8) c o s  ( O  + 9) "(L- L 3 d L  

c o s 4  (9 + 8) COS (? + O + 8) sin asin (i -t 8) 1 ( L  - L$ dL. = pg c o s  c o s  (?, - à') c o s  (, + 8) c o s  (? + i + 6) 

La poussée totale par unité de longueur du mur, jrisqu'à une distance < 
du bord supérieur, aura donc pour expressionSf AdL, ou 

O 

si l'on appelle toujours K le coefficient constant défini par la forniule (123). 
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Quant à la distance, <,, du point d'application de cette poussée au bord- 
supérieur, elle résultera de l'équation des moments 

et  vaudra par conséquent 

La détermination de la poussée P et de son point d'application ilécessitera 
donc le calcul de deux intégrales, dont l'évaluation numérique pourra se 
faire dès que L, sera donné en fonction de L, c'est-à-dire dès que le profil 
exact du talus supérieur sera connu. . 

Pour L, = O, nous retrouvons les résultats déjà obtenus au numéro pré- 
cédent. 

Le cas où la surface supérieure OC est plane et le mur de soutènement OM 
courbe, parait être le plus simple aprés celui que nous venons d'examiner. 
'On peut poser alors, dans la formule générale (118)) f k l =  O; mais les 
angles i (ou E , )  et d ne peuvent plus être supposés constants, circonstance 
qui doit rendre les calculs peu abordables. 
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~ T U D E ,  EN COORDONNEES POLAIRES, DE L'EQUILIBRE-LIMITE (PAR D ~ ~ O R M A T I O N S  

PLANES) D'UNE MASSE PLASTIQUE OU PULVERULENTE COMPRIMEE. APPLICATIONS 

A UNE MASSE ANNULAIRE, A UN MASSIF COMPRIS ENTRE DEUX PLANS RIGIDES 

QUI SE COUPENT. 

- 

a de  1 - 49. Les deux équations indéfinies (28) [p. 301, ou je suppose que x, y 
libre-limite,en coorlon- 

;!~l;;:z,~;! désignent les coordoiinées actuelles des diverses molécules, se réduisent à 
pesanteur. 

quand les dérivées des forces N, T sont assez grandes pour qu'on puisse 
négliger en comparaison le poids spécifique pg du massif. Cherchons ce que 
deviendront ces équations si chaque point M du plan des xy est défini au 
moyen de sa distance OM . r  à l'origine O et de l'inclinaison e du rayon 
vecteur O111 sur un axe polaire.fixe. - .. , .  - .  , 

J'appellerai : 
l'angle, compris à la rigueur entre 7 ;, que fera avec ce rayon vec- 

teur OM prolongé la force principale la plus petite F, (pression la plus 
grande) menée en RI, en sorte que O f a sera l'inclinaison de celle-ci sur 
l'axe polaire ; 

N,, T les deux composantes, suivant les directions respectives inclinées 
de e, 6 + sur l'axe polaire, de la force exercée sur l'élément plan perpen- 
diculaire au rayon OM, du côté de son prolongement; 

No, T les deux composantes, normale et tangentielle, de la force exercée 

(') Paragraphe envoyé h I'Académie postérieurement à la présentation du mémoire. 
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sur l'élément plan mené suivant 031 et dont la normale est inclinée sur  l'axe 
polaire de O + 9"- 

Généralement, si i désigne l'angle fait, avec la force F,, par la perpendi- 
culaire à un élément plan normal aux xy, ou e + a t i son inclinaison sur 
l'axe polaire, les formules (32) [p. 321 donneront, pour les deux composantes, 
normale X et tangentielle 6, de la force que supporte cet élément plan, 

0 

(133) . . . . . . . = - p - R c o s t i ,  6 = R  sin 2i.  

On aura l o  N, et T en faisant dans ces formules à=  - a ;  20 No en 
7 f  posant dans la première i =, - a. Ainsi : 

Cela posé, il est facile de déduire des deux formules (432) deux équa- 
tions indéfinies d'équilibre où ne paraissent que N,, Ne, T et leurs dérivées 
en r et en 8. Supposons qu'on prenne OM pour axe des z, et un axe des y 
incliné sur l'axe polaire de e +- ;. Alors, au point M, dont les coordonnées 
rectangles sont x = r, y = O, on a évidemment N, = N,, T = T; et, en 

dN, - diV, dT dT outre - - ,t , = ,, où N,., T ont les valeurs (134). 
9 dx 

dT dN Il reste A obtenir G >  $. A cet effet, cherchons les composantes T, N. au 
point qui a les coordonnées rectangles x = r, y = rd6, et les coordonnées 
polaires r, O + de. Les formules (133) deviennent évidemment, pour ce point, 

D'ailleurs, le rayon vecteur émané de l'origine y est incliné sur la force 
principale la plus petite de l'angle - ( a  -I- $ &), et une parallèle à l'axe 
des x fait avec cette force le même angle diminué de de. On aura donc, au 
point (r, O + de), la valeur de T, c'est-à-dire T + 6 rde, en posant, dans 
la seconde ( l35) ,  i= -  a t 1 +- cls ; et l'on y obtiendra N,, ou [ ( 3 1  
plutôt N, + 2 rde, en prenant pour i, dans la première (133),  le même 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



136 SUR L$QUILIBRE D~ÉLASTICITÉ 

angle augmenté de  ;. II vient, sauf infiniment petits négligeables du second 
ordre : 

dT dN On tire de ces formules en égalant dans les deux membres les 
dy 

ternies affectés de do. Enfin, ces valeurs, portées dans (132) ainsi que 
dN, dT celles de z, , trouvées plus haut, donnent les deux équations cherchées : 

d p  dR du sin l a  dR 2R cos l a  
cos 2 ~ +  2R-sin2a----- 

,.--. dr dr dr r de r 

En tenant con$e des formules (134), on peut les écrire sous la forme 
connue : 

dN, I d T  N,.-Ne clT Id% 2T 
-0 ,  - (157) . . . .-+--+-- +--+-=O.  

dr r dd r dr r . d e  r 

Mais les équations (136) sont généralement préférables à celles-ci dans une 
étude d'équili bre-limite ; car la demi-différence, R, des forces principales 
extrêmes F,, F, en chaque point y est une fonction connue de leur demi- 
somme -p, et il sufit  de substituer à R son expression en p pour que les 
équations (136) contiennent explicitement les deux fonctions inconnues p, a,  

seules distinctes ou parfaitement caractéristiques du mode de distribution 
des pressions aux points considérés (r, O). D'après la formule (68'") [p. 581, 
on peut prendre simplement 
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DES MASSIFS PULVERIILENTS. 137 

K et a étant deux constantes, toutes les fois qu'il s'agit d'une masse homo- 
gène plastique ou pulvérulente : dans ce dernier cas, ' 

tandis que, pour'un corps malléable, on aurait sensiblement 

dR dR Si I'on appelle  la dérivée fi, d p  et qu'on'rernplace ,, , par RI 2,  Rf $9 

d p  dl) les deux équations (436))  résolues ensuite par 'rapport à ,, ,, donnent 
aisément : 

1-Rfsdp  2 da d c 0 ~ 2 a  
(cos sz - RI) (1 + da) - - r 

r dr 
(439) S . .  

da 
- - = - 2 ( s i n % ) ( 1  - 2 r ( e o s 2 ~ c + R ' ) - a  d r  

Les premiers membres de celles-ci sont les deux dérivées respectives, par 
1-Fi'* rapport à r et à 0, de la fonctionJR dp  : leurs seconds membres devront 

donc satisfaire la condition d'intéçrabilité qu'on obtient en égalant la déri- 
vée du premier d'entre eux par rapport à e à celle du deuxième par rapport 
i r. Quand RI est une constante ou que R est de la forme (138), celte con- 
dition d'intégrabilité ne contient que l'inconnue a : on s'en servira pour 
déterminer a, et les deux équations (139), respectivement niultipliées par 
dr, de, ajoutées et intégrées, donneront ensuite p. 

iiilibre.liniile 50. Appliquons d'abord les relations précédentes au cas où la masse d'une 6s iuasse " annulaire. 

soumise à des déformations planes l'est de la même manière tout autour de 
l'axe des z, comme il arriverait pour une masse annulaire cylindrique dont 
la surface intérieure, de rayon r,, ct la surface extérieure, de rayon r,, 
éprouveraient des pressioiis ayant leurs deux composantes, normale et tan- 
gentielle, constantes sur toute l'étendue de chacune. 

Alorsp, a ne dépendent pas de e ;  il en est par suite de même, d'aprés (1 34), 
de N,., N, ,T,  et la seconde équation (4 37), multipliée par r'dr et intégrée, donne 

C 
(140) . . . . . .  Trs= une eonsi c, ou - R sin h =-. 

r y 
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1 38 SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

La constante c se détermine immédiatement quand on connaît la force tan- 
gentielle T appliquée à l'unité d'aire de l'une des deux surfaces, intérieure 
ou extérieure, de l'anneau. 

Ou déduit de (134) et (140) 

Le radical prend le signe supérieur - ou le signe inférieur + suivant 
que N, est plus petit ou plus grand que Ne : d'après les équations générales 
(8) [p. 1001, le premier cas se présente quand les lignes matérielles dirigées 
le long des rayons r se contractent et que par suite les fibres circulaires 
qui leur sont normales se dilatent, ou quand la matiére s'éloigne de l'axe 
de symétrie; le second cas se présente, au contraire, quand elle s'en rap-. 
proche. 

Enfin, la première formule (4 3 '7) devient 

c'est une équation différentielle du premier ordre en p et en r, car N,. y. a 
la valeur - p - R cos 2~ = - p F I/ R? - et de plus R est une fonc- 
tion connue de p. Son intégration déterminera p, et par suite NT,  No,  en 
tous les points, pourvu qu'on donne la composante normale - N,. de la 
pression exercée sur l'une des deux surfaces, intérieure ou extérieure. 

On voit que les équations d e  l'équilibre-limite déterminent parfaitement 
les pressions exercées en tous. les points de l'anneau, si l'on connaît celles 
que supporte une seule de ses deux surfaces, concave ou convexe. 

Dans le cas particulier d'un corps malléable, pour lequel R = K, I'équa- 
d.Krs tion (142) devient aisément dp = =i= K KY(rr .,.-, et une intégration imnié- 

diate, en appelant p, la valeur de p pour r = r,, donne 
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Quelle que soit l'expression de R, mais si l'on sait que T s'annule sur 
l'une des deux surfaces, intérieure ou extérieure, la formule (140) se 
réduit partout à Tr9 = c = O. Soit alors Rf la dérivée de R .par rapport 
à p; la relation (142), multipliée par et intégrée après y avoir substitué 
p * R R - N F ,  devient aisément : 

Po 

Celle-ci; dans les cas où R = K + ap, donne, lo si a n'est pas nul, 

20 si a s'annule ou que R = K, 
r . . . . . . . . . .  (146) p - p, = =F 2K log - . 
ro 

formule dvidemment comprise dans (4 43). 
Ce dernier cas a = 0, particulièrement important A considérer, est celui 

d'un corps plastique. Appelons alors 

la pression normale appliquée .? I'unité d'aire de la surface intérieure de 
l'anneau, c'est-à-dire la valeur de -NT = p k K pour r = r0. On aura 
po f: K = P,, ou p = Po =I= K +- (p - p,,), et par suite, vu la valeur (146) 
de p - p o  et les expressions p =t K, p r K de - NT, - Ne : 

Les signes supérieurs correspondent, cornnie il a été dit, au cas où la matière de 
l'anneau s'éloigne de l'axe, les signes inférieurs au cas où elle s'en rapproche. 

51. Les formules (1 47), que M. de Saint -Venant avait déjà déduites des Application ila ,héo- 
rie de M. Trexa sur le 

équations (137) (*), ne conviennent, en toute rigueur, que pour les défor- poiopoonage. 

(7 Mémoire du 15 avril 1872, cité ci-dessus y. 105. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



. .  
mations planes dans lesquelles les coucl~es conaxiques ou cylindriqu&s con- 
servent leur hauteur et s'éloignent ou se rapprochent les unes des autres sans 
cesser d'être nomales aux mémes lignes matérielles. Mais, si l'on admet, 
comme hypothèse la  plus simple possible, que la différence FI  - F, des 
deux forces principales extrêmes est une quantite sensiblement constante 2K. 
pour uii corps à l'état plastique, même quand ses déformations ne sont pas 
planes, et si - p  désigne la demi-somme de F, , F,, les relations (147) 
résulteront encore de cette condition F, - F, = 2K et de l'équation expri- 
mant l'équilibre d'un élément d e  volume suivant les rayons r, dans toutes 
les circonstances où la direction des rayons r sera celle d'une des forces 
principales extrêmes et où les plans méridiens seront des plans de symétrie 
ne supportant qu'une pression normale, - No, assez peu différente en 
chaque point de l'autre force principale extrême. 

C'est ce qui arrive, en premier lieu, pour un anneau posé sur un plan poli 
et dont la surface intérieure, de rayon r,, est soumise par unité d'aire à une 
pression Po qui la disteud, tandis que la surface convexe, de rayon r , ,  et la 
base supérieure sont libres. Alors No est la plus grande des forces princi- 
pales, N, la plus petite; parce que les lignes matérielles les plus tendues 
sont, en exceptant peut-être quelques endroits exceptionnels, les circon- 
férences de rayon Y décrites autour de l'axe, tandis que les plus contractées 
sont les rayons r. II faut donc prendre les lorniules (147) avec leurs signes 
supérieurs, et i l  vient en comme condition exprimant que - N, 
s'annule pour r = r, , 

Le même fait, consistant en ce que N,., ATo ne diffèrent pas beaucoup des 
deux forces principales extrêmes, se produit aussi à peu près, au moins entre 
certaines limites assez étendues, quand l'anneau, toujours posé sur un plan 
solide et soumis sur sa surface concave, de rayon Y,, à une pression Po par 
unité d'aire, a sa surface extérieure, de rayon ri, maintenue invariable au 
moyen d'une enveloppe rigide et polie qui l'entoure, tandis que la base supé- 
rieure supporte une pression totale p1us.o~ moins grande, dont 
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dësignera le quotient par l'aire n (p.: - ri) de cette base. Alors la matiére se 
dilate à la fois ou se contracte à ia fois, et en moyenne presque également, 
dans deux sens rectangulaires normaux aux rayons r, tandis qu'elle éprouve 
par suite, suivant les rayons r, une contraction ou une dilatation moyenne- 
ment doubles. On a donc presque N ,  = N, ,  c'est-à-dire que les éléments 
plans parallèles aux bases de l'anneau supportent des tractions N, (positives 
ou négatives) assez peu différentes de celles qu'éprouvent, aux mêmes 
points, les plans méridiens; et la troisième forniule (1 47) donne 

D'ailleurs, la condition exprimant l'équilibre, dans le sens de l'axe, de la 
portion d'anneau comprise entre la base supérieure et une section horizontale 
quelconque, exige que la pression totale, n (r: - ri) Pz, supportée par la base 
considérée, égale la somme, $ 7 ~  f " (- N,) Y&, des pressions exercées sur 
la section entière. On a donc 'O 

et la pression moyenne Pz, exercée sur l'unit6 d'aire d'une base de I'an- 
neau, est représentée par 

Si cette pression moyenne Pz, exercée sur les hases, est assez forte pour 
écraser l'anneau en faisant décroître son rayon intérieur Y,, on prendra les 
signes inférieurs, et cette formule donnera 

Le cas contraire où la hase supérieure de l'anneau serait libre peut être 
aussi, avec quelque approximation, déduit de (450) en posant P, = O. Sup- 
posons. en outre que le mouvement dilate alors les circonférences matérielles 
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de rayon r décrites autour de l'axe, ou qu'il faille prendre les signes supé- 
rieurs : il viendra 

Les formules (1 48), (151) ,  (4 '52) ont été trouvées (tout autrement que 
ci-dessus) par M. Tresca, créateur de la plasticodynamique, qui les a don- 
nées dans son Mémoire S u r  le poincomage des métaux et l n .  déformation 
des corps solides (RECUEIL DES SAVANTS ETRANGERS DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES 

DE PARIS, t. XX, 1872, pp. 160 h 222  du mémoire). 
Il y considère notamment un bloc cylindrique de plomb ou d'éfain de 

rayon r,, posé sur un plan rigide et soumis sur le milieu de sa hase supé- 
rieure à l'action d'un poincon également cylindrique d'un rayon plus petit r,,; 
le reste de la base supérieure du bloc est libre, tandis que sa surface Iaté- 
rale est tantôt libre, tantôt rendue Iiorizontalement inextensible au moyen 
d'un cylindre extérieur rigide qui l'entoure. Un calcul exact de la réparti- 
tion des pressions à l'intérieur du bloc étant inabordable, M. Tresca sup- 
pose, ce qui doit être peu éloigné de la vérité, que le cylindre de matière, 
de rayon r,, situé sous le poincon, éprouve un écrasement uniforme jusqu'à 
une certaine distance du poinçon, en sorte que la pression exercée par l'unité 
d'aire de celui-ci se transmette à tous les éléments plans horizontaux de ce 
cylindre central : par suite, tous les éléments plans verticaux du cylindre 
central considéré supportent la même pression diminuée de 2K. 

Sous l'influence de cette dernière pression, l'anneau de rayon r, - r,, qui 
entoure le cylindre ceniral, se dilate latéralement, et dans les conditions 
auxquelles répond la formule.(l48) , ou, à peu près, la formule ( l52 ) ,  sui- 
vant que le bloc poinconné a sa surface latérale libre ou de rayon inva- 
riable. Dans les deux cas, la pression exercée par l'unité d'aire de la base du 
poinçon vaut à chaque instant Po+ 2K, et la force totale, mesurable, F, qui 
pousse le poinçon, a pour valetir (Po + 2K) rr:, c'est-à-dire : 

( 3  . . . . F = %Km$ 1 + log' (surf. lit&. libre), ( 2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Toutefois, quand un orifice de mêmes dimensions transversales que le  
poinçon est percé, vis-à-vis du poinçon mCme, dans le plan fixe qui supporte 
le bloc, il arrive un moment où le cylindre central, alors réduit à une hau- 
teur assez petite h, éprouve nioins de résistance A sortir par cet orifice, en 
glissant le long de la surface intérieure 2nr,h de I'anneau qui l'entoure, qu'à 
continuer à étendre latéralement celui-ci, et où par suite la pression du 
poinçon détermine l'expulsion d u  cylindre central. A ce moment, deux lignes 
verticales contiguës, prises, suivant un même plan méridien, I'une dans le 
cylindre central, l'autre dans l'anneau, glissent évidemment I'une devant 
l'autre plus que deux éléments rectilignes parallèles et  voisins ayant toute 
autre orientation, de manière que leur glissement mutuel est maximum, 
ainsi, par suite, que la force tangentielle exercée, sur la surface intérieure 
de l'anneau, parallèlement à ses génératrices. Les formules (32) [p. 321, 
toujours applicables en un point quelconque d'un milieu, dans le plan qui 
contient les deux forces principales extrêmes F,, F,, pourvu que - p y 
désigne leur demi-somme 6 (F, + F,), montrent que cette force tangentielle 
maximum vaut leur demi-iifférence (F, - F,) = R ,  c'est-à-dire K lors- 
qu'il est question d'un corps plastique. La résistance qu'éprouve le  cylindre 
central A sortir par l'orifice en glissant contre i'anneau qui l'entoure est donc 
le  produit de K par la surface de contact 2rr,h; et la pression du poinçoii 
surmonte cetle résistance, désormais moindre q ue la resistance h l'écrase- 
ment, ou détermine la formation et la sortie de la déboztchure, dès que le 
produit 2zrohK cesse de dtpasser le second membre de (1 53) ou (1 53bi'). 
La débouchure se forme donc à l'instant oii la force F, sur le point de 
décroitre, est exprimée tout à la fois, soit par (153) ou (153"'"), soit 
par 2rrr,hK; et sa hauteur h vaut par suite, respectivement : 

(IN) . . . . . h = ro (4 + lag:) (suri'. lnt. du bloc, libre), 

M. Tresca étudie encore l't5coulement d'un bloc ductile de rayon ri rem- 
plissant un vase cylindrique percé en son fond d'un orifice circulaire de 
rayon r, conaxique au vase, sous la pouss4e F d'un piston qui recouvre toute 
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sa base supérieure. Le cylindre central de rayon r,, dans sa partie voisine 
du fond du vase et qui est à l'état plastique, ne siipporte presque aucune 
pression sur ses éléments @ans horizontaux, en sorte que ses éléments plans 
verticaux, normalement auxquels la matière se contracte, éprouvent une 
pression égale à 2K. Celle-ci est donc la valeur de la poussée Po s'exerçant 
par unité d'aire, aux mêmes niveaux, sur la surface intérieure de l'anneau de 
rayon v, - r, qui entoure le cylindre central. La formule (4  54) convient à ce 
cas puisque les fibres circulaires de rayon r se contractent; et elle donne 
la pression totale appliquée à une section horizontale r (r: - r:) de l'anneau, 
pourvu qu'on y fasse Po - 2K et qii'on la multiplie par l'aire R ( r f  - r:). 
Comme d'ailleurs les éléments plans horizontaux du cylindre central qui sont 
sur la même section ne supportent que des actions insensibles, cette force 
totale représente la poussée F exercée par le piston. On a donc 

Au moyen des forinules (4 53), (413""), (1 55), et en mesurant directe- 
ment, dans chaque cas, r,, r,, F, M. Tresca a déterminé, pour le plomb, 
un assez grand nombre de valeurs de K. Ces valeurs, égales en moyenne à 
200 kilogrammes par centiniétre carré, ont été remarquablement concor- 
dantes (vu la nature des recherches), surtout si l'on ne considère que les 
deux dernières séries d'expériences, faites avec un soin particulier. .Elles 
n'ont varié, pour ces deux séries, que de 190 A 21 1 dans les cas des for- 
mules (1 53)) ( 4  55), qui paraissent les mieux justifiées, et elles n'ont éti! 
un peu plus inégales (variables de 476 à 22.1) que dans le cas de la for- 
mule (453"" [voir le tableau de la page 491 du mémoire sur le poinqon- 
nage]. M. Tresca a reconnu aussi l'exactitude de la formule (454), qui donne 
la hauteur des débouchures formées dans des blocs d'une sufisante épais- 
seur et assez larges pour que le poinçon n'en écrase presque que le cylindre 
central : ses expériences ont porté à cet effet (p. 215) sur le plomb, la cire 
à modeler, diverses pates céramiques, l'étain et mènie le cuivre et le fer (*). 

De \a poussée exer- 
eéepar unemasse sa- (i) La division fictive d'un bloc poinconné en un cylindre central et un anneau qui, bien 
blo~~eusesuruncorps que contigiis, sont censés soumis ii des modes de déformation trbs-distincts, a pour but .de 
qu'on y enfonce ou 
qu'on en retire. 
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52. Mais revenons aux équations (139) [p. 1371. Leur intégration peut oescns0;rinciinai- 
son de la force F, sur 

s'effectuer dans les deux cas, assez généraux, pour lesquels on a ,  soit le rayon r est inva- . d x  riable soit en toiis Irs 

$ = O, Soit, = O. puinis' égnlemeiit dis- 
tants du pde, soit lout 
le long d'un niéme Je n'insisterai guère sur le premier, qui ne me parait présenter de l'in- ,a,0,,. 

etérêt que lorsqu'il se confond avec celui dont il a été questioii au  numbro 50,  
d p  ' c'est-à-dire quand la dérivée ;, sannule en meme temps que $. On troure, 

en supposant R1 invariable et appelant c ,  cl deux constantes arbitraires, 
que les valeurs de a, p y résultent des formules 

La première équation (456) s'obtieiit sous forme finie, et elle se réduit 
m h e  : I o  à T' sinfi " a cos1-'' a = c quand $ ou c1 s'annulent (eomnic i l  

rendre simple un prnblème inabordable à I'anaIgsc,en introduisant une brusqiie discontinuiié IA 
où  il n'existe réellement qu'un changement rapide dans le  mode de distribution des pressions. 

Elle est moins hardie et  plus justifiable que celle qu'a faite Macquorn-Rankine, aux nos 20 
et 21 de son mémoire On the stability ofloose EnrtA, pour évaluer la poussée éprouvée par la 
base inférieure d'un prisme vertical solide qu'on enfonce dans un massif sabloniieux h surface 
supérieure horizontale, ou que  l'on en retire. L'illustre professeur écossais distiiiçiie dans le 
massif,immédiatement au-dessous du plan de  la base inférieure du prisme immergé: i 0  une partie 
centrale, limitée latéralement par  le prolongement des faces verticales du prisnie, e t  oh il admet 
qu'un état ébouleux uniforme s e  produit,  par  détente ou par contraction des lignes pcrpendi- 
culaires à ces faces suivant que le cylindre desccnd ou monte; 2" une partie extéricure, dont 
il suppose encore l'état éboulcux uniforme, mais produit au contraire r e s ~ m t i v e m c ~ i t  par coin- 
pression ou par  détente daris le  çcns Iiorizontal. II admet donc, non-seulcinent que les i l& 
inents matériels rectilignes horizontaux ou verticaux conservent u n  instant leurs directions, 
mais aussi qu'ils passent brusquement, quand on traverse le prolongcmcnt dcs faces latérales 
du  prisme, d'un état de  dilatation uniforme et finie à un état de conirac.tion égalcnicnt uni- 
forme et finic. L'égalité des pressions exercées sur  les deux faces du  prolongement considéré 
exige d'ailleurs que la force principale Iiorizontale soit une n~éiiie quantité de part et d'auirc; 
par  suite, d'après la formule ( 6 0 7  [p. 551, la force principale s'exercent sur  les éléincnts plans 
horizontaux vaudri ,  d'un eôid, lu prodiiit de  cette quunlitj  par : z::: é, de l'autre, le pm- 
duit de la même quantité par 2, e t  elle variera I~rusqiieirient dans le rapport de  1 à 
('-y i -sin? - tg4 (i + g). Celte fwee étant, i I'extbrieur, le poids ?gh de la colonne de sable 
de  hauteur h que supporte par uni tC d'aire le plan de la bqse du prisnie, elle vaudra, sous cette 

f+s in(P  2 1 - sin 'p 9 base même, p ~ h  OU (,xG) pgh suivant que Ic prisme est en train de descendre ou 
d e  monter. Macquorn-Rankine trouve donc que la poussée iprouvér! p a r  un prisme solide 
qu'o~z plonge dans dit sal le  ou qu'on en retire égale le produit d u  poids du sable dlplucè p a r  le 
facteur (*?y, p étant l'angle de frottement ini l r ieur  d u  sable. 
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146 SUR L~EQUILIBRE D~ÉLASTICITÉ 

arrive si p ne change pas pour 6 croissant de 2 n ) ;  2. à r2 (sin 2 a  - cl) = c 
ou r' sin 2a = c + c f P ,  quand RI = O ; et alors, 1.' cos 2 a  valant 
i- i r ' -  (c + clrP)P, on peut mettre également sous forme finie la seconde 
(15G), qui, sans cela, serait seulement ramenée à un calcul de quadratures. 
. Le second cas, plus important, est caractérisé par cette circonstance, que' 
l'inclinaison de la force principale la plus petite F, sur le rayon vecteur r 
est invariable le lonç d'un mênie rayon, ou a sa dérivée par rapport à r 

nulle. Supposons donc = O. La condition d'intégrabilité dont il a été parlé 
à la fin du no 49 sera 

Elle s'intègre immédiatement par rapport à 8 ,  et il en est de même de la 
prerniérc (1 39) par rapport B r, si on la divise préalablement par cos 2a-RI .  

Mais bornons-nous au cas où R1 = constante. Alors l'expression 
(cos 2. - RI) (1 + 2) ne dQped pas de 1; et, si l'on appelle c une eon- 
stante arbitraire, I'éqiiation (1 57) revient à poser 

011 en tire 
de cos &a - R' d ( a  + O) c - R' 

(159) . . . . .  . - =  3 -- - 
da c - C O S  2a 

9 

da c - COS 2a 

abstraction faite de la soliition singulière 

(459'") . . . . .  C- cos l a  = 0 011 t g a  = zt 

L'intégration de la deuxième (159) donne : 10 quand c est en dehors 
des deux limites 3: 4 ,  

(IGO) . . . . .  (a + O - = 
e - R' 1; . ; 
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DES MASSIFS PULV~RULENTS.  

20 quand c est compris entre + 4, la formule 

(161) . . . . tghyp. (a + e - const) = - vi=2 1 i - c  
tg a 

c -  R 

pour les valeurs de tg a coinprises entre T G, el la formule 

vc-2 
(162) . . . cotg liyp - (a + 8 - const) =, V C - F  

[ c - R '  ] 4 - c  tg a 

- 
polir les valeurs de tg a extérieures aux limites r V s  (*). 

Les équations (439), en tenant compte de (458) et (I89), deviennent 

1 - R'¶ dp --= d . log r* 
(Re- C) -, 

R dr dr 

1 - RIP dp d log (cos 2~ - R') de .-= (R'- cl log (C - COS 2a). - = (C - R') 
R de 

c) . 
d e  dx de 

respectivement multipliées par dl; do, puis ajoutées et inlégrées en appe- 
lant p, la valeur de p au point ou Y et a ont deux valeurs déterminCes r,, 
elles donnent enfin 

Pour un même mode d'équilibre, les angles O, a varient avec continuité 
d'un point du massif aux points voisins. Par suite, dans le cas de la for- 

r mule (1 601, les quantités a ,  $$- (a -i- e - coiist), dont les taugentes 
gardent entre elles un rapport fini conslant, deviendront à la fois, soit 
multiples pairs de ;, soit multiples impairs de i, et l'une d'elles ne pourra 
croître de n sans que l'autre varie aussi de n. 

D'ailleurs, quoique l'on puisse, dans (IGO),  donner A pr et ii 8 toutes les 
valeurs de - CO à t oo, ces variables resteront comprises, dans chaque 

(') 0 1 1  sait qu'on appelle sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique, tangcntc Iiypcrbolicliie 
et cotangente hyperbolique d'un arc z les fonctions 

C - 8 - 2  
sin hyp x = -- b + rZ h - e - +  

9 Cos h y p s  = -9 
h + e-= 

tg hyp X =  G, cotg hyp x = -. 
2 P - e-z 
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mode d'équilibre, entre des limites restreintes. En effet, la constante RI, 
pour une masse plastique ou pulvérulente quelconque, est toujours moindre 
que 1, ou égale au sinus d'un angle aigu positif p, et la première rela- 
tion (459) montre que O devient maximum ou minimum pour les valeurs 
de a qui rendent cos 2 a  égal à RI ou sin p : le massif ne s'étend donejamais 
des deux côtés d'un rayon r sur lequel on aurait cos 2 a  = sin 9; il est for- 
cément compris tout entier dans un angle dièdre tel, que cos 2 a  reste, à 
son intérieur, constamment plus grand ou constamment plus petit que 
sin p. = cos (i - p). En retranchant de a un multiple de a, ce qui ne change 
rien à la direction de la force principale F,, on pourra se contenter de faire 
varier cet angle a ,  soit, de part et d'autre de zéro, entre les limites * (:- f) 
soit, de part et d'autre de ;, entre les limites: * (I -I- g). Dans les deux 

dB cas, cos 2% et &, p, d'après (1 59) et (1 63), prendront les mêmes valeurs 
pour deux valeurs de équidistantes de la moyenne zéro oii ;, en sorte que le 
mode d'équilibre considéré sera symétrique par rapport au plan médian, mené 
suivant le troisième axe coordonné Oz et le rayon vecteur sur lequel on aura 
u = O ou =:. Si la valeur moyenne de a est zéro, ou que cos 2.-R1 soit > 0, 
la pression principale maxima - F, sera, aux divers points du plan mSdian, 
contenue dans ce plan même ou dirigée suivant l'axe de symétrie de I'équi- 
libre, et la matière s'y trouvera contractée dans le sens de cet axe, dilatée 
ou détendue dans le sens perpendiculaire. Si, au contraire, la valeur moyenne 
de est ; ou que cos 2. - R1 soit < 0 ,  c'est la pression principale la plus 
petite - F, qui, sur l'axe de symétrie ou sur le plan médian, est dirigée 
suivant cet axe, et la matière est dilatée le long de cet axe de symétrie, 
contractée dans le sens perpendiculaire. L'accroissement total de e, lorsque a 

varie, à partir de sa valeur moyenne O ori ;, jusqu'à la valeur extrême 
7l- Y commune , -, , s'évalue aisément au moyen de (1 60). Le double de cet 

angle n'est autre, en valeur absolue, que l'angle dièdre A occupé par le 
massif quand celui-ci s'étend dans tout l'espace où cos 2 a  - sin 4 conserve 
même signe; il a pour expressions, en prenant tous les arcs-tangente ou cotan- 
gente entre s ; : 1" 
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DES MASSIFS PULVERULENTS. 149 

quand il y a contraction de la matière le long de Paxe de symétrie de Péqui- 
libre, et 20 

2 (c - sin 
(165) . . . A =  

lorsqzc'il y a ,  au contraire, détente de la matière le long de Paxe de symétrie. 
Considérons actuellement les modes d'équilibre que représentent les for- 

mules (461) et (162). La tangente de l'angle a ne peut jamais y franchir - 
les limites 3 VE; car les premiers membres de ces formules tendent vers 
les valeurs =t 1, sans les égaler, quand + 6 croit indéfiniment en valeur 
absolue. Chacune des formules (164), (462) représente donc au moins un 
mode distinct d'équilibre, dans lequel a varie, à part un multiple de R, soit 
de part et d'autre de zéro, s'il s'agit de (161)) soit de part et d'autre de ;, 
s'il i'agit de (162), mais en tout dans un intervalle inférieur n, quoique 
a + O, e recoivent ainsi toutes les valeurs de - ao i + cn : a devient sen- 
siblement constant quand sa tangente est voisine de r =, en sorte que 
la solution singulière (159"") est comprise, comme cas limite intermédiaire, 
dans les solutions (161), (162). 

En réalité, 6 étant encore maximuni ou minimum, d'aprés la première (4 59)) 
pour les valeurs * (f -O), et ; * [r + g) de a ,  c'est-A-dire pour celles 
qui annulent cos 2a - RI, a ne pourra n r i e r  au plus dans un nieme mode 
d'équilibre qu'entre =t (i-:) ou entre ; * (a + f). Ces nouvelles limites 
ne coïncident généralement pas avec les prdeédcntes h arc tg Vs7 
z - 
- 9 * arc tg Vz, et les formules (1 64), (1 62) repidsenteront en rénliti. 
quatre modes d'kquilibre. Le plus important à considérer, en vue de ce qui 
suit, est celui où cos 2e - Ri s'annule aux deux limites : quand c est infé- 
rieur A sin p, ou que arc tg I/E est > f -f, c'est le mode qui corres- 
pond A (4 61) et où = O sur le plan médian, en sorte qu'il s'agit alors d'un 
mode d'équilibre avec contraction le long de l'ase de syniétrie - de l'équilibre; 
quand, au contraire, c est > siil p, ou que arc tg V- 1-c est > + o, 2 c'est 

jir dans le cas de la formule (1 62), avec a = sur le plan niédian, que 
cos 2a - RI s'annule aux deux limites, et alors le mode d'équilibre coiisi- 
déré est produit avec dilatation le long de l'axe. L'accroissement total de e, 
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lorsque a varie encore, à partir de sa valeur moyenne O ou ;, jusqu'à la 
valeur extrhme commune - g, se calcule au moyen de (1 61) et (1 62). 
Le double de cet accroissement n'est autre, en valeur absolue, que l'angle 
dièdre A du massif, supposé remplir toute l'étendue dans laquelle cos 2a - R' 
conserve même signe; il a pour expressions respectives : 10 

quand c est < sin p et qu'il y a contraclion clans le plau bissecteur de l'angle 
dièdre ou le long de Paxe de symétrie cle l'éqz~ilibre, 20 

lorsque c est > sin p, ou qu'il y a dilatation de la matière le long de l'axe 
de symétrie. 

Le seul, parmi tous les modes précédents d'équilibre-limite, pour lequel 
la force F, reprenne sa direction premiére quand e croit de 2ir, et qui puisse 
convenir au  cas d'un massif entourant complétement le pôle 0, est celui que 
représente la solution singulière (1 5gbiS). D'ailleurs, comme il faut, dans un 
pareil massif, yue p retrouve aussi sa première valeur lorsque e croit de 2x, 

1 - R'= d p  -- la seconde formule (.139), réduite à -i, - de - 2 sin 2a, montre, à 
défaut de l'iniégrale (463) devenue de forme indéterminée, que l'on doit 
m$me avoir alors sin 2a = O, c - =t 1 .  La solutiou double déjà trouvée précé- 
demment et à laquelle répond lu formule (1 44)  est donc la seule, de toutes celles 
oh ne dépend p m  de r, qui puisse convenzi. à .tcn nzassif entourant compléte- 
nzent I'axe Oz. Les autres ne conviennent qu'à des massifs limités latéralement. 

Équilibre-limite d'un 53. Considérons en particulier un massif limité par deux plans rigides, 
massifcomprimeen- 
ire deux plans ri- menés 
gidesqui secoupeut. rant l'axe Oz. Nous supposerons ces plans assez rugueux pour 

empêclier tout glissement fini des particules contiguës du massif. Si celui-ci 
est un corps plastique, ou que RI = sin p = O ,  ses couches adjacentes aux 
plans n'&prouveront ni contraction, ni dilatation, et il en sera par suite de 
même, à cause d u  principe de la conservation des volumes, des fibres infi- 
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niment petites qui leur seront perpendiculaires; mais ces fibres éprouveront 
les unes par rapport aux autres les glissements maximums, et elles feront, 
comme on sait, des angles de 450 avec les dilatations principales a,, 3, ou 
avec les forces principales correspondantes F,, F, : la condition spCciale 
aux parois sera donc, soit a  = + 5 4 9  soit a  = * T, c'est-bdire, en somme, 
cos 2a - RI = O. Si, au contraire, le massif est pulvérulent, l'angle de 
frottement extérieur vaudra p ,  et la loi énoncée à la fin du no 25 (p. 57) 
montre qu'on aura contre chacun des plans rugueux, en valeur absolue, 

. a  P 
= soit -- - soit rr - (i -9, c'est-A-dire encore la méme condition 4 2' 

spéciale cos 2~ - sin p = O ou cos 2n - R' = 0. 
Les seuls modes d'équilibre, considérés au numéro précédent, qui puis- 

sent convenir à un massif compris entre deux plans rugueux, sont donc 
ceux dans lesquels l'angle appelé ci-dessus A ne diffhre pas, en valeur 
absolue, de l'angle &!me des deux plans. Et ces modes d'équilibre pourront 
bien, d'ailleurs, se présenter dans un tel massif, orienté de manière A avoir 
pour plan bissecteur de son angle le plan sur lequel a égale, suivant les 
cas, O ou ;; car la condition spéciale aux parois s'y trouve ideutiquement 
satisfaite pour les deux 'valeurs extrêmes de 6. 

Les cas où A est positif diffèrent, par un caractère important, de ceux 
où .4 est négatif. Observons quc, lorsque a varie de O ou a f - f ,  l'expres- 
sion (1 34) de T est négative. Par suite, si l'on conçoit, dans le massif, un coin 
de matière compris entre deux plans menés suivant Oz et également inclinés 
de part et d'autre du plan médian ou de l'axe de symétrie, l'action tangentielle 
exei-cée sur chaque face de ce coi11 par le reste du massif est dirigée vers 
l'arête Oz, quand A est positif et que cette action se confond pour la face du 
coin qui a i'angle 6 le plus grand avec la force T considérée; elle est, au 
contraire, dirigée dans le sens du prolonçement des rayons r correspondants, 
quand A est négatif. Dans le premier cas, les couches du  massif voisines des 
plans solides glissent contre ces plans en s'éloignant de l'aréte Oz, et on peut 
dire qu'il y a écowlel~ze,~t divergeat szw les deux faces; dans le secaiid cas, 
les couches superficielles considérées se rapprochent au contraire de Oz, ce 
que nous exprimerons en disant qu'il y a écoidenze~it comvrgent sicr les deux 
faces. Ainsi, l'alzgk dièdre A cles deux plans rigziles est regardé contrite 
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positif, dans les foraules ( 1  64) à (1 67), quand la mttière du mrssif voisine 
des cleux plarts solides s'éloigne de leur arête cl'ilzlersectiolt, ou yu'il y n 
écoulemen.t divergent sur les deuz faces; mc contraire, I'angle A est szcpposé 
îlégatif, dans les r n h e s  formules, qtcaltd la wmtidre coahguë aux  plans solicles 
se rapproche de leur iutersection,. ou qu'il y a écoulement coîzvergent szw les 
deux faces du massif. 

7r A Lorsque u va de zéro ou à -,- ;, O croit ou décroît, d'après 1a premibe 
formule (1  59), suivant que c - cos 2a est > O ou < O ; or c - cos 2a 
conserve le m6me signe, clans tout cet intervalle, et vaut finalen~ent c-sin 9 
ou c - RI. Par suite, A est positif quand c est plus grand que sin rp ou RI, 
négatif quand c est plus petit que RI. La formule (163) montre donc que la 
pression moyenne p varie, le long d'un même rayon r émané du sommet, 
en sens inverse de Zn distance r quu~zd il y a écoulemertl divergent sur les 
deux faces, et dans le même sens que r quand Pécouletnent sur les deux faces 
est convergent. S'il y a contraction le long de I'axe, ou qu'on fasse varier 

7 de O à - $, l'expression c - cos 2a,  variant de c - 1 à c - sin y ,  

grandit ou diminue ainsi, en valeur absolue, suivant que c - sin g, est > O 
ou < 0;  dans les deux cas, p décroît, d'après (1 63). Le contraire arrive- 

* A rait s'il y avait dilatation le long de I'axe ou qu'on fît varier u de à -- g. 
Ainsi, quand on s'éloigne de Paxe de syntétrie ou du plan bissecteur du massif 
pour se rapprocher des côtés ou'des faces, en se tenant ci wze même dista~~ce du 
sommet, ln pression moyenne p croît ou décroît, suivant que Péquilibre- limite 
est produit avec dilatation ou avec contraction de  la matiére te long de Cuxe. 

Clierchons enfin quelles valeurs il faut attribuer à c pour obtenir les 
modes d'équilibre-limite que comporte un massif dont on donne l'angle A ,  
angle supposé d'ailleurs négatif ou positif suivant que les mouvements sur 
les deux faces doivent être cowergents ou divergents, c'est-à-dire dirigés 
vers l'arête Oz ou dans le sens contraire. 

Nous simplifierons les premières expressions (1 66), (165) de A en pre- 
nant, au lieu de c ,  un nouveau paramètre r ,  compris entre =F :, et lié B c 
par la relation 

I - sin 7 sin E 
(1G8) . . . . . . . . . . c = 

sin p - sin E 
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de cosap> cos P elle est positive : donc E grandit en même La dérivée , vaut (sin - si nE)2 ,  

n temps que c. Quand on fait varier a de -, à 9 ,  c croit avec continuité de 
- 

-i- 1 à m ; quand P va de à ;, c grandit de - m à - 1 : ainsi, à 
chaque valeur de c, comprise entre - or, et - 4, 4 et CO, il correspond 
une valeur de E comprise entre T f ,  et une seule. Cela posé, on trouve 
aisément 

COS'E ( 2  - sin ( 1  + sin P) cosSlp 
cs- 1 - , c - l =  > C - s i n ? =  

(sin rp - sin E)$ sin p - sin E sin p- sin ë 

Les formules (164), (165) deviennent par suite : 

cos p ( )  ( ; - y )  
1 . . A=- (i- ') + ( z -  E ) ~ = C O S  rp 

cos p -- - 
COS E 

COS 

sin (i + 41 ' 
De même, pour simplifier les expressions (4  66), (167) de A, nous appel- 

lerons EI  un paramètre positif tel, que 

sin p cos hyp E' =F 1 
(16gbi9 . . . . . . . . e= . 

cos Iiyp E' T sin rp 

les signes supérieurs se rapportant aux valeurs de c comprises entre - 1 et 
sin p, c'est-à-dire aux modes d'équilibre avec contraction le long de I'axe de 
symétrie, les signes inférieurs aux valeurs de c comprises entre sin p et 1, 
ou aux modes d'équilibre avec dilatation le long de I'axe. La dérivée $ 

cos9 ?sin hyps' égale + ( cos b y p c ' ~  sin p)¶ : donc BI croît, de zéro à GO, quand c grandit de - I 
à sin g, ou diminue de 4 à sin cp, en sorte qu'A chaque valeur de c qui est à 
considérer dans les formules (1 66) et (4  671, il correspond une valeur posi- 
tive de a' et une seule. Or, si l'on substitue A c son expression (168"'), on 
trouve 

COS' p sin hyp 'o' (1 -sin ?)(cos hype l&l )  =F cos9 
4-2= , l - c =  > c-sin?= 

(cos hyp E' $ sin p)' 
9 

cos hyp E' q= sin p cos Iiyp E' q= sin p 
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et i l  vient finalement, pour tenir lieu de (1 66) et (1 67) : 

ë' cos y (,Goy . . A = -  (.; - ) = cos y + 

sin liyp e' s in  Iiyp E' 
s in  (i - y) 

Remarquons l'intime analogie qui existe entre ces formules et les précé- 
dentes (4 69)) (1 70)) quand on y regarde le paramètre E' comme cor rqo t i -  

7c clant respectivement aux paramétres 5 - E ,  -+ B ,  éplernent positifs, inais 
variables seulenieiit de O i sr et non, comme E', de O à m. L'analogie n'est 
pas moindre entre la double expression (468"" de c et l'expression ( 4  68), 
qu'on pourrait écrire aussi 

Les formules ( 4  GS), (11 G9"i'), relatives aux modes d'équilibre avec con- 
traction le long de l'axe de syrriétrie, ne diffèrent d'ailleurs des for- 
mules (4  'IO), ( 4  'i (ibis), concernant, au contraire, les modes d'équilibre avec 
dilaiation le long de l'axe, que par les changements de lg en-? et de A en - A. 

11 est aisé de voir en quoi les formules (4 69) et (1 6gbiS), (1 70) et (4 70r1"), 
SC complèient mutuellement. On sait que le rapport d'un arc à son sinus cir- 
culaire, d'abord égal à 1, croit sans cesse, jusqu'à l'infini, quand I'arc grandit 
dc zéro à n, tandis qu'au contraire le rapport d'an arc à son sinus I-iyperbo- 
liquc, d'abord égal à 1, décroit sans cesse, jusqu'à zéro, quand I'arc croit 

E' R 

quand on y fait de zéro A W. Par suite, les deux rapports -, 
($ r ,  

varier E' de zéro à l'infini et a T E de O a n ,  recoivent à eux deux, Urie fois 
et une seule, les dillercntes valeurs comprises entre O et m. . 

Les exprcssioi~s (1 Gg), (1 69"') de A,  qui représentent les angles dièdres 
de tous les massifs comportant un mode d'équilibre-limite avec contraction 
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le long de I'axe, ont donc pour valeurs extrCnîes - (; - ?) et m. Ainsi, 
tout niussif dont Cungle A est supérieur ù - (G - ?) peut préwrter su mode 
cl'équiiibre-limi~e, et ut$ seul, avec co~ztractio~t de la nzulière le l o m ~  de sou 
axe, c'est-&dire d m s  son plun bissecteur; et la valeur de c qui corrcs- 
pond A ce mode d'équilibre s'obtiendra en portant dans (168) ou (1GSbi8) 
la racine unique E ou E' fournie par l'une ou par l'autre des équations 
(169), (169'"). 

De mEme, les expressions (1 ' IO),  (1 70hi8) de A varient de - oc A $ d + cp. 
Donc, tout massif do~l t  i'urlgle cliédre est in[&rieltr ci a + p coaporte ult 
mode d'équilibre-limite7 et uu seul, avcc dilatation de lu wnliilre le long d e  
Puxe d e  synze'lrie ou daus sou plan bissecteur; et l'on obtient la valcur de c 

qui correspond à ce mode d'équilibre en portant dans (168) ou (1 68"") la 
racine E OU E I  tirée de (4'70) ou (1 70"'). 

Les massifs dont l'angle est comp'ris entre les deux limites rp =t sont les 
seuls qui puissent, suivant les cas, présenter, tantôt un mode d'équilibre- 
limite avec contraction le long de I'axe, tant6t un mode d'équilibre-limite 
avec dilatation le long de I'axe. 

Lorsqu'il y a contraction le long de I'axe et qu'en m$me temps A est 
positif, la matière située sur le plan bissecteur de l'angle diédre que rcinplit 
le massif se rapproche évidemment de l'arête de cet angle, tandis que celle 
qui est contiguë aux faces s'éloigne de la meme arète. Des mouvcn~ciits 
inverses se pr6duisent lorsqu'il y a dilatation le long de I'axe et que A est 
négatif. Ainsi, ces deux modes d'équilibre-limite répondent aux cas où des 
pressions inégales déterminent un doulde écoulement, entre les deux plans 
rigides supposés f i e s ,  en refoularit la matière, soit da plan bissecteiir vers 
l'arête et de l'arête vers les faces, soit des faces vers I'aréte et de I'aréte j7ers 
le plan bissecteur. Un tel écoulement est d'ailleurs possilde quelle qoc soit 
la valeur absolue de l'angle A du massif; conformément au résultat obtenu. 

Au contraire, lorsyue A est négatif et qu'il y a contraction le long de l'axe, 
ou lorsque A est positif et qu'il y a dilatatiori le long de I'axe, les nîouve- 
ments, de même sens sur les faces que sur le plan médian, sont partout 
corivergents ou partout divergents. C'est ce qiii arrive pour un nîassif com- 
primé entre deux plans rigides vnobiles azitoitr de leur iiltersectioa, quand la 
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force extérieure qui s'oppose à ce que leur angle grandisse est, ou assez 
petite pour que le massif, soumis d'ailleurs à certaines pressions intérieures, 
se détende latéralement en écartant les deux plans et se rapproct~e de l'arête, 
ou assez grande pour produire l'écrasement du massif en éloignant sa matière 
de l'arête. A cause des limites trouvées ci-dessus pour A ,  la détente dont il 
s'agit n'est possible, du moins dans la supposition faite que les pressions 
principales soient pareillement orientées tout le long d'un même rayon r 
émané de l'origine, que si l'angle A du massif est inférieur (i 5 - cp en valeur 
absolue; et l'écrasement latéral n'est possible, dans la même supposition 
que si la valeur absolue de A est moindre que f -t- p, ('). 

C) ~'tivais déjà résumé, diins deux articles des Comptes retzilus de l'Académie des sciciic 
de Paris (t. LXXX, ler et 15  mars 1575), la plupart de ces résulhts, auxquels j'étais parvenu 1 
une voie moins simple. 
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NOTE COMPLÉMENTAIRE. 

Sur lu méthode de M .  Macquovn-Rankke, pour le calcul des pwssions exer- 
cées aux divers points d'un massif pesmt que liwaile supérieuremejit 2111e 
swface cylindrique à générntrices korizot~tules et qui est indéfini dans les 
autres sens; par M .  J .  Boussinesq. 

Dans son mémoire, remarquable à plusieurs titres, On the stability of loose 
Eurth (*), le regretté M. Macquorn-Rarikiiie amdonné une niéthode ingénieuse 
pour l'étude des distributions plaiies des pressions à l'intérieur de masses 
pesantes quelconques en équilibre, et il a essayé, au moyen d'une hypothèse qui 
ramène analytiquement la question au problème classique du refroidissement 
d'une barre homogène, de l'employer dans la recherche des pressions produites 
aux divers points d'un massif sablonneux dont le profil supérieur est courbe. . 

Quoique l'hypothèse dont il s'agit ne convienne pas pour un tel massif, on 
me saura peut-être gré de reproduire, en la simplifiani et la complétant au 
besoin, l'analyse de l'illustre ingénieur et professeur anglais. Du reste, uii 

procédé graphique approché d'intégration, qu'il indique d'après sir William 
Thomson, et qu'il n'applique qu'à sa solution hypothétique, pourrait l'être tout 
aussi simplement, comme je le montre, aux vraies équations du problème. 

1.. L'idée fondameiitale de cette méthode consiste à décomposer le milieu Pormulefondamen!ale 
de M. hlacquorn- 

en couches infiniment minces, doîht les cleux faces ne soient soufnises qu'ù Rankine. 

(') Sur la stabilité de la terre sans cohésion, aux TRAI\.SAC~IONS PU~LOSOPRIQUES DE LONDRES 
(18%-1857). M. Rankine y a établi notamment l'équation rlc l'état éboulcux (94, ci-dessus) et I'n 
appliquée au cas d'un massif pesant homogène limité supérieurciiient pni. un talus plan. 
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des pressiom verticales. Une telle décomposition est toujours possible quand 
l'état du massif se trouve, comme on le suppose, symétrique par rapport au 
plan vertical des x j  et le même aux divers points d'une perpendiculaire' 
quelconque à ce plan. En effet, par raison de symétrie, tout élément de sur- 
face normal aux xy est alors soumis à une pression parallèle aux xy, tandis 
qu'un élément de surface parallèle au même plan des xy  bprouve une pres- 
sion normale ri ce plan. Or, si l'on inène successivement, par un point du 
milieu, une infinité d'éléments de surface perpendiculaires aux xy  et ayant 
toutes les inclinaisons possibles sur l'axe horizontal des y,-la pression qu'ils 
supporteront, devant changer simplement de sens quand cette inclinaison 
augmentera de 1800, c'est-à-dire quand on considérera les deux forces égales 
et contraires appliyuées aux deux faces d'un même élément plan, devra 
prendre aussi toutes les orientations possibles dans le plan des xy. Il passe 
donc, par chaque point du corps, un élément superficiel, perpendiculaire 
aux xy, qui est soumis à une pession verticale. En juxtaposant des infinités 
d'éléments de surface pareils, on formera une famille de cylindrei ayant pour 
génératrices des normales au plan des x y  et pour directrices, daris ce m h e  
plan, des courbes telles que AA,A,, BB,B,, (fig. 7)  : chacune des couches 
que considère 111. Rankine est comprise entre deux de ces cylindres; des sec- 
tions perpendiculaires à l'axe des y et infiniment voisines la divisent en filets 

élémentaires ayant pour profil des parallé- 
logrammes mixtilignes tels que A,B,B,A,. 
On peut d'ailleurs supposer au massif, dans 
le sens normal aux xy, une largeur égale à 
l'unité, de manière à n'avoir à s'occuper que 
des deux coordonnées x, y, ou des dimen- 
sions parallèles au plan de syn~étrie x0y. 

La propriété caractéristique des couches 
infiniment minces ABB,A, consiste eh c e  que 
la pression exercée A travers la section ver- 
ticale AlBi ,  menée par un quelconque de 
leurs points, est parallèle au profil de l'élé- 

ment adjacent A,A, d'une de leurs faces, ou est, en d'autres termes, tan- 
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gentielle à la couche, comme le serait la tension exercée à travers les 
sections verticales d'une membrane cylindrique flexible, ou simplement du  
fil auyuel se. réduirait la membrane si sa largeur devenait infiniment petite. 
En effet, les pressions que supportent les deux faces A,A,, B,B, de l'élément 
de volume AlA2B2Bl sont verticales, appliquées sensiblement aux milieux de 
ces faces et passent par suite, sauf erreur négligeable, par le centre de 
gravité de l'élément de volume, comme son poids. Si donc les deux pres- 
sions exercées sur les faces A,B,, A$,, pressions appliquées aussi aux milieux 
des faces considérées, et d'ailleurs, par raison de continuité, sensiblement 
égales et de sens inverse, n'étaient pas parallèles à AlA9,  elles seraient les 
seules forces, sollicitant l'élément de volume, qui ne passeraient point par son 
centre de gravité, et elles le feraient tourner autour de ce centre parallélement 
au plan des xg. Une pareille rotation ne pouvant avoir lieu puisque l'équi- 
libre existe, la pression appliquée à la section verticale A,B, d'une couche 
est bien parallèle au prolil de ses deux faces (*). Par suite, chaque coztclhe 
pourra éh'e assimilée ù zme ntembranc  flexible,^ ylc'on supposerait capable 
cle résister ù des pwssio~as aussi b i e ~ ~  qu'à des tensio~îs (**). 

Un élément de coiiclie A,B,B;A, n'est soumis, dans le sens horizontal 
des y, à aucune autre force que Ics deux composantes normales des pres- 
sions, sensiblement opposées, qu'éprouvent les deux sections A,B,, A,B,. 

(') Au rcste, cette proposition n'est que le cas particulier le plus simple d u  tli6orémc connu, 
dit de réciprocité,  d'après lcquel, si  l'on considère clincunc des dcux forceiappliquées B i'uriid 
d'aire de dcux déments  plans men& par  un niéme point, leurs projections respectives s u r  la 
normale b l'aiitre élément plan sont égales; quand la projcctioii dont il s'agit est nulle pour l'une 
dcs forces, elle l'est donc aussi pour I'autrc, et çliacune d'elles est pni.alléle l'éI6mcnt plan 
que l'autre sollicite. 

('*) Clincurie ?e ces couclies présente aussi une grande ondogie rvcc rine voûtc cn berccau, 
divisée, par des p l a m  he joint  ver t icaux i~i f in i tnent  t:oisins, e n  franclies dont deux ronti- 
g u k  exercent I'une Sur l'atrtre des aciions retlrtctibles ci utze seule / 8me  biun rlèierr~iinér! : d o r s  
lacourbede s centres de  pression, au point où ellc coiipe U I ~  plan dc joint quelconq~ie, est tan- 
ç e n k  à la pousséc que supporte ce plan (voir le cours dc ~l fé ran ique  appliquée de M.Colligaon, 
t. Ir', no 231,p. h09). On peut ,  afin de mieux saisir l'nnalogic, supposer la voiitc r&luite à unc  
couclie cylindrique infiniment mince, ayant pour lirofil la rourbe même des ceiitrcs de prcs- 
sion, et assimiler le  reste de sa matière à une surcharge, qui exerccrait s u r  Ics deux faces d e  
cclte couclie des pressions verticales, positives sur  la Pace supérieure, négatives sur  la face 
inférieure. 
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L'équilibre exige donc que ces deux composantes soient égales : en d'autres 
termes, la pozlssée exercée horizontalement à travers les sections verticales 
d'une même couche est constante. M .  Rankine la représente par dH, car il 
appelle 

la somme de toutes les poussées pareilles supportées par la matière comprise 
entre la face supérieure SS, d'une première couche, dont l'équation x, = f (y) 
est donnée, et la face supérieure AA, de la quelconque ABB,A,. La 
quantité H est donc, pour tout point A,, ou (x, y), du plan xOy, la compo- 
sante totale, dans le sens horizontal, de la pression exercée au-dessus clu 
point A, A travers la section verticale S,A, qu'on y suppose menée dans le  
massif : c'est une certaine fonction p de x et de y, qui conserve la même 
valeur sur toute l'étendue de la surface de séparation de deux couches con- 
tiguës. Aussi RI. Rankine appelle-t-il les surfaces pareilles à AA,A, des sur- 
faces de poztssée uniforme. Si l'on résout par rapport à x l'équation H = p (x, y), 
on voit que l'ordonnée x d'un point devient une fonction de son abscisse y et 
du paramètre H. Par suite, toute fonction de x et de y pourra être censée 
dépendre de y et de H, qui seront désormais les deux variables indépen- 
dantes à considérer. 

II ne reste plus, pour avoir exprimé complétement l'équilibre d'un élé- 
ment de couche A,B,B,A,, qu'à égaler à zéro la somme des actions verticales 
qui lui sont appliquées. Il y aura : 

I o  Les composantes verticales des poussées exercées sur  A,B, et sur A,B,. 
La première de ces poussées, parallèle à A,A,, a pour composante verticale 
le produit de sa composante horizontale clH par la tangente de I'incli- 
naison, 0,  de A,A, sur l'axe des y, c'est-à-dire par la dérivée partielle g; la 
composante verticale de la seconde, changée de signe, aura la même valeur 
augmentée de sa différentielle prise en passant de AIBl  à A,B,, c'est-à-dire 
en laissant II, dH invariables, et faisant croître y de la pro,jection M,M, = d y  
de A,A, sur 0y : la somme de ces deux composantes est donc 
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20 Les pressions exercées sur les deux éléments A,&, B,B, des faces de 
la couche; j'appellerai, avec M. Rankine, 

la pression exercée au point (x, y) ou A, de la face supérieure et rapportée 
à l'unité de projection horizontale; la pression exercée sur A,A, vaudra 
donc Xdy, tandis que la pression exercée sur B,B,, changée de signe, aura 
la même valeur augmentée de sa différentielle prise eri passant de  A,A, à B,B,, 
ou en laissant invariables y, dy  et faisant croître H de dli; la somme est 

30 Le poids de l'élément de volume, c'est-&-dire, si l'on désigne par G le 
poids, supposé constant, de l'unité de volume du massif, 

dx 
Gdy . A,B, = Gdy - dH. 

dH 

L'équation cherchée'est donc 

ou bien 
d 

(a) . . . . . . . . . . 
G cly" 

C'est la formule fondamentale de la théorie de RI. Rankine (*j. 

11. Les conditions d'équilibre Cu11 élément de volume,ne peuvent pas en Autre é uation dit% 
rent iek ,  résultant 

donner d'autre, car nous les avons toutes considérées; et, cependant, il fau- : : I : p s ~ ~ i ~ l c  

drait avoir deux équations distincles pour calculer de proche en proche les 
variations des deux fonctions inconnues x et X, qui définissent l'état méca- 
nique du milieu et qu'on doit supposer données directement pour II = 0, 
c'est-à-dire sur la surface initiale SS,. Mais il était aisé de prévoir que, des 

(') Elle porte, dans son mémoire, le no 25. 

21 
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deux relations cherchées, une au moins ne pourrait pas se déduire des for- 
mules générales de l'équilibre et  résulterait de la nature particulière du 

'corps. En effet, la matière doit transmettre les pressions de différentes ma- 
niéres, suivant qu'elle est, soit à l'état élastique, et solide, fluide, oupulvé- 
rulente, soit dans cet état d'équilibre-limite qu'on appelle plastique pour les 
solides, ébouleux pour les masses inconsistantes. Dans le premier cas, c'est- 
&dire si le corps est à l'état élastique, la mise en çompte des déformations 
qu'il a éprouvées à partir d'un état primitif fournit l'équation cherchée (*). 
Si, au contraire, l'équilibre est limite, il existe une relation sous forme finie 
entre les deux forces principales F,, F,, parallèles, en chaque point, au 
plan x y  des déformations. Dans le cas de l'état ébouleux, auquel nous nous 
bornerons ici, le quotient de la différence de ces deux forces par leur somme 
vaut -sin y ,  égalité revenant à la formule (94) [p. 1071 du mémoire précé- 
dent. Il n'y a donc plus qu'à exprimer, dans cette formule, N,, N,, T en fonc- 
tion de x, X, ou de leurs dérivées. 

Pour cela, observons d'abord que N, désigne, à part le signe, la pression 
dH normale, = 2, exercée sur l'unité d'aire de l'élément plan A,B,, ou que 

dtt 

D'autre part, la force élastique appliquée à l'élément plan A,A, a sa com- 
posante suivant les y nulle par construction et sa composante suivant les x 
désignée par - X pour l'unité de projection horizontale dy, c'est-à-dire 
par - X cos O pour l'unité d'aire. Or le théoréme de réciprocité ou les for- 
mules connues, déduites de la considération du tétraèdre de Cauchy, qui 
expriment analytiqilement ce théoréme, permettent d'obtenir en N,, N,, T 
les deux composantes de l'action exercée sur l'unité de surface de l'élément 

(*) Cet.te équation n'est autre que celle (28"'") ou (28'") du mémoire précédent (p. 31); il 
ne resterait qu'à y substituer aux forces N,, Ng, T, leurs valeiirs obtenues ci-après (form. a') 

en X ,  $, $, et à y exprimer les dérivées prises dans le système dc coordonnées rectangles z, y, 
ou le long d'éléments linéaires parallèles à Os, Oz/, en fonction de dérivées prises dans le système 
de coordonnées mixtes H et y : ces derniércs dérivées sont les quotients respectifs des accrois- 
sements recus le long d'éléments linéaires tek que A,B, ,  &A2, divisés, les premiers, par dH, les 
seconds par dy. 
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plan A,A,, dont la normale fait avec les axes respectifs des x et des y des 
angles ayant pour cosinus cos O, cos e + , ou cos O, - sin e. Ces con~po- 
santes sont 

3 
N,eos e - T sin e ,  T cos e - X2 sin e; 

et il vient 
Tcose-Nzs in  e=O, N,cose - T s i n e = - X c o s e ,  

c'est-à-dire 
T = N , t g e ,  Ni--X +N,tgPe. 

Si l'on tient compte de l'expression ci-dessus de N, et si I'on observe 
dx que tg e = z, ou aura donc : 

1 dx 1 
(a') . . . . . N 4 = - -  , T=---, 

dxS 1 N , = - X - - - .  
dx dy dx - dys dx - 
dH (EH dH 

Ces valeurs, portées dans la formule (94), donnent; en multipliant Ic 
résultat par (1; - cos ?)\t groupant les termes semblables, 

Résolvons enfin cette équation du second degré par rapport à X% cosP y ,  

puis effectuons des réductions qui résultent de l'égalité cos9? t sin" = 1 ; il 
viendra finalement l'équation cherchée, caractéristiqlce de Pétat é6oulezcx, 

(') S'il s'agissait, non pas d'un état ébouleux, mais n'un état plastique, la différence des deux 
forces principales P,, F, se réduirait A une quantité, 2K, sensiblement constante, au moins pour 
les matières beaucoup moins compressibles que déformables comme le sont toutes celles qui 
s e  laissent aisément pétrir. L'expression 4T5- (N, -Ni)$ vaudrait alors 41ig; e t  I'on aurait 
I'équation 

(x$)'- ( 1 - 3  (xz) + (I +$)*- (PK$)'=O, 
qui, résolue par  rapport i~ X g, devient 
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1 64 SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITE 

Le double signe, dans le second membre, correspond aux deux modes 
d'équilibre-limite qui peuvent se réaliser, suivant qu'on étudie soit un éhou- 
lement produit par détente horizontale des couches verticales du massif, 
soit, au contraire, un éboulement produit par l'écrasement latéral de ces 
mêmes couches, dont la matière reflue alors au-dessus de la surface libre 
de la masse pulvérulente. Le premier cas se présente à l'intérieur d'un 
massif dont le mur de soutènement commence à se renverser : alors, pour 
une même pression verticale X, la poussée horizontale 6- atteint sa plus 
petite valeur, et il faut adopter le signe plus. Le second caeHse réalise quand 
lui mur, sous l'action d'une pression extérieure énergique, refoule derrière 
lui le massif qu'il soutient; c'est alors le signe moins qu'il faut prendre. On 
se borne d'ordinaire à l'étude du premier mode d'équilibre-limite, A celui 
pour lequel l'inverse $ de la poussée horizontale est le plus grand possible, 
et que régit l'équation (p) prise avec le signe supérieur +. 

Afin d'éviter de se servir de cette équation (P), M. Rankine a allégué 
une prétendue difficulié de choisir entre les deux signes dont peut être affecté 
le radical. Dans le doute, il aurait dû traiter le problème en adoptant 
successivement l'un et l'autre signe. iilais il lui aurait sufi, pour lever I'in- 
détermination, d'observer que la loi de la continuité oblige de prendre la 
formule avec le même signe dans le cas d'un talus supérieur courbe que dans 
celui d'un talus plan, lequel est un simple cas particulier du précédent. 

Hypothèseadopliepar 111. Les deux équations du problème étant ainsi (a) et (p),  on tirera de la 
M. Rankine; sescon- 
séquences. diç dx seconde X en fonction de ,, ,, et la substitution de cette valeur de X dans 

la première changera ( a )  en une équation aux dérivées partielles du second 
ordre ne contenant plus que x. Si l'on pouvait intégrer celle-ci, on aurait 
donc une expression de 2, affectée de deux fonctions arbitraires qui repré- 
senteraient, pour H = O, les valeurs de x et de 2 correspondantes à toutes 
les valqi~rs de y. Comme on suppose données, sur la surface supérieure SS,, 
ou pour H = O, les valeurs x, = f (y), X, = @ (y) de x, X,  et par suite, 

dx d'apr6s (p) ,  celles de ai, la détermination des deux fonctions arbitraires se 
ferait immédiatement. La fonction x étant ainsi connue, la formule ( p )  don- 
nerait X et le problème de la distribution des pressions aux divers points du  
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DES MASSIFS PULV~RULENTS. 

milieu se trouverait résolue. Malheureusement, tant qu'on tient compie du 
poids du massif, ou qu'on ne pose pas G = 0, l'intégration qu'il faudrait effec- 
tuer pour cela parait inabordable, si ce n'est, par approximation, lorsqu'il 
s'agit d'un massif ébouleux à l'intérieur duquel le coefficient différientiel 2 
est supposé assez peu variable (*). 

Aussi M. Rankine a-t-il remplacé la seconde équation, (P), du prohlènîe 
par une hypolhèse capable de rendre la première, (a), facilement intégrable. II 
a terité de généraliser un fait que présentent les massifs pesants, latéralement 
indéfinis, mais limités supérieurement par un talus plan : alors la pression 
verticale, Xdy, que supporte I 'é lhent  A,A,, équivaut au poids de la colonne 
de matière située au-dessus et varie proportionnellement à la profondeiir, 
tandis que la poussée horizontale H,  par une conséquence nécessaire, croit 
proportionnellement au carré de cette profondeur ; la pression X,  ainsi égale 
au produit d'une constante par I/H, est une siniple fonction de II. Dl. Rau- 
kine a cru pouvoir admettre qu'il en serait généralement de mênie, ou que la 
partie de la pression verticale X qui est due au poids di1 massif pourrait tou- 
jours être égalée avec une approximation sufisante à une siniple fonction F, 
supposée connuej de la poussée H. II a donc admis l'équation suivante 

( y )  . . . . . . . . . . . X = F (II) + @ (y),  

dans laquelle le terme F(H), le seul de l'expression de X qui varie le long 
d'une même verticale et qui puisse provenir du poids des couclies super- 

(*) Mais l'intégration approchée dont il s'agit se fait alors plus simplement en coordonnées 
rectilignes, par la méthode suivie au no 48 (p. 187) du  ménioire précédent, qu'au moyen des 
coordonnées mixtes de M. Rankine. Quant au cas où l'on suppose G = 0, Iiypo~lièse applicable 
à une masse pulvérulente qui supporte des pressions très-grandes par rapport à son poids, l'in- 
tégration p est possible e n  renversant le problème, c'est-à-dire e n  se demandant, non pas quel 
est l'état mécanique produit au point dont les coordonnées sont (x, y), mais bien quel est Ic 
point (x, y) où se trouve produit un état mécanique déterminé : l'état mécanique en un point 
est d'ailleurs complé~enient défini (comme il a ét6 dit au bas de la page 136 ci-dessus) par  deux 
quantités distinctes, parfaitement susceptibles d'ètre choisies comme variables indépendantes, 
e t  qui sont 1" la pression moyenne p, caractérisant l'état mécanique en grundeur, 2° un angle, 
tel que l'inclinaison de la force principale la plus petite Fo sur  les x positifs, qui fixe son mode 
d'orientation. On peut voir à cc sujet, dans les Cornples rendus de Z'Acarlthie des sciences 
(t. LXXVIII, p. 7871, un arlicle des 46 e t  23 mars 1874, intitulé : Sur les lois de distribution 
plat88 des pressions d l'ialériettr de corps en équilibre-lirnite. 
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posées du massif, est ce qu'il appelle pression verticale intrinsèque; il 
désigne, au contraire, sous le nom de pression verlieale extrinsèpe, l'autre 
terme ( y ) ,  auquel se réduit X pour H = O ou qui représente la surcharge 
supportée, en chaque point de la surface SS,, par l'unité de projection 
liorizontale de son aire. 

Posons 
F (Hl 

(d') . . . . a . . . . . . .  16 = x - -- . 
G 

et la relation (O.), apr& substitution à X de sa valeur (r), deviendra 

du I cl% 
( E )  . . . a . . . . . . . .  -=--. 

dH G dy" 

Si H désignait le temps et u la température, celle-ci, ( E ) ,  serait précisé- 
ment l'équation du mouvement de la chaleur le long d'une barre athermane 
homogène, placée parallèlemeiit à l'axe des y, et dont la matière aurait, avec 
un pouvoir émissif nul, un coefficient de coiiductibilité convenablement choisi. 
L'intégrale classicpe de cette équation est 

ou f désigiie une .fonction arbitraire. Diffirentions en effet (c) par rapport 
i A H, et, observant que me-"'dm = d (- e-"), intégrons le résultat par 

parties : il viendra 

D'ailleurs, la ni&me relation (c), diil'éreiitiée deux fois par rapport à y, donne 

l'équation (e) est donc bien vérifiée. 
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D'après l'expression (6) de u ,  i'intégrale (c) revient à 

' 
+ 1 f ;-@ (y + 2 n  d:) dm. . x= - - 

Vr--  

Pour H = O et par suite F (H) = O, cette valeur de d: se réduit à 

ainsi la fonction f ne diffère pas de celle qui représente, pour toutes les 
valeurs de y, l'ordonnée connue x, de la surface supérieure SS,, et tout est 
déterminé dans les expressions (r),  ( c f )  des deux quantités cherchées X, x. 

Posons 

de manière à substituer à m, sous le signe d'intégration, la nouvelle 
variable y' : il viendra 

et la formule ( C I ) ,  si l'on observe que vi= /cm' dm,  deviendra - OD 

F ( H l  On voit que l'expression de x - T ,  pour des valeurs données de y et 
de H,  c'est-à-dire en un point d'une parallèle déterminée l'axe des x, est 
une moyenne de toutes les ordonnées f ( y ' )  de la surface iuitiale SS,, niais 
une inoyenne prise en affectant chacune d'elles d'un coefficient d'impor- 
tance, ou taux, e-f '-Y)', d'autant plus voisin de sa limite supérieure 1 
que le carré (y1  - y)' de la distance de cette ordonnée à la parallèle dont 
i l  s'agit est plus petite et que la poussée horizontale H , exercée au-dessus du 
point considéré, est plus grande. Le taux tend à s'égaliser à mesure que H 
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srandit : par suite, A une certaine profondeur au-dessous de la surface SS,, 
les ondulations pllis ou moins irrégulières de cette surface cessent de faire 
sentir leur influence, et l'excès de x sur y) devient simplement égal, le 
long de la parallèle considérée, A la moyenne des ordonnées, f ( y r ) ,  de la 
surface SS,, qui sont comprises à droite et à gauche de cette parallèle jus- 
qu'à des distances d'autant plus grandes que le point dont il s'agit est situé i 
une profondeur plus considérable. 

Telles sont les lois assez simples qui régiraient les variations de x en 
fonction de I l ,  et par conséquent la poussée, si la relation hypothétique G) 
était admissible. 

M. Rankine examine en particulier le cas où le profil de la surface SS, ne 
s'écarte d'une droite x, = Ay, représentant sa position moyenne, que par 
des ondulations toutes pareilles, dont il appelle 2B la longueur en projection 
Iiorizontale. On sait que l'excès x, - Ay peut alors s'obtenir par la superpo- 
sition des ordonnées d'une infinité de sinusoïdes, dont chacune aurait 
l'équation 

nry , nry 
x=C,s in -  +C,cos-3 

B n 

où rz désigne un nombre entier positif quelconque et C,, CI, deux coeffi- 
cients à déterminer. L'équation de la surface supérieure SS, est donc 

n=m 
n=Y 

(y) . . . . . . . ro - *y = 2 (c. sin - + cn COS 3) - 
n=a B B 

Les coefficients G, CL se déterminent d'après la règle ordinaire de Fou- 
rier, c'est-à-dire en multipliant la relation (1), soit par $ sin ?, soit 
par 2 cos T, et intégrant les résultats dans toute l'étendue d'une période, 
de - B à B; si l'on a égard à ce que, chaque fois, tous les termes du second 
membre, sauf un seul, donnent des intégrales identiquement nulles, il vient 

(*) C'est sans doute par mégarde que M. Rankine n'a pris les intégrales de ses formules (30) 
B B que de - à ,, et les a par suite multipliées par : il avait dû d'abord appeler B la longueur 

entière d'une ondulation, non la demi-longueur, et il aura laissé subsister, dans ces formules @ O ) ,  
sa première notation. 
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L'équation de la surface SS, se trouvant mise sous la forme (q), il vaut 
mieux prendre pour expression de zc, au lieu de celle, (c), qui convient au 
cas d'un profil supérieur quelconque, la somme d'une infinité d'intégrales 
particulières, dont la première est Ay, et dont les autres sont de la forme 

n*nVï 

e-- (c" sin + C: cos 
B B 

chacune de ces expressions satisfait identiquement à l'équation linéaire (e), 
qui est par suite vérifiée par leur somme. En substituant A u sa valeur (s), il 
vient ainsi, pour tenir lieu de ( g r ) ,  

F (Hl  ,,= 0> - R E U  

(e) . . . . . x = - + ~ y + x  e " (c. sin n nY + C: cos - i 
G n = 4  nzy) B 

et cette formule, quand H = O,  F (A) = O,  se réduit bien A I'équation ( i )  de 
la surface supérieure SS,. 

IV. Au 5 19 de son mémoire, M. Rankine a donné encore, d'après M. Wil- Mode graphique 
approche d'intégrniioii. 

liam Thomson, un procédé graphique pour intégrer de proche en proche 
I'équation ( E ) .  J'indiquerai ici comment ce procédé pourrait être appliqué 
presque aussi simplement à l'intégration même des deux équations vraies ( a )  

et ( P )  du problème. 
Concevons qu'on ait divisé l'axe horizontal des y en petites parties Ay, 

d'une grandeur arbitraire mais constante, puis qu'on ait mené de haut en 
bas, par les points de division, des verticales indéfinies. On suppose connues 
l'ordonnée x et la pression verticale X pour H = 0, c'est-à-dire aux points 
d'intersection de la surface supérieure SS, par ces verticales, et l'on se pro- 
pose de déterminer de proche en proche, sur chacune de celles-ci, les deux 
fonctions x et X aux points où la poussée horizontale H, exercée au-dessus, 
prend des valeurs successives, très-voisines et équidistantes, AH, 2AH, 
3AH, ... 11 suffit évidemment de montrer comment on obtiendra, dès que x 
et X seront connus pour une certaine valeur de H, les accroissements A,X, 

A,X qu'éprouvent ces quantités le long des mêmes verticales quand H 
croit de AH. 
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On pourra d'abord, dans les deux équations (a), (P), remplacer, sauf 
da: dX AnX AriX ' erreur relative négligeable, les dérivées partielles ,, , par -- -. Eva- 

ds dax A H y  A H  

luons actuellement les dérivées G ,  dui . a cet effet, considérons, le long de  
la courbe d'égale poussée horizontale H, I'ordonnée x de son intersection 
par la verticale d'abscisse y et les deux ordonnées pareilles qui correspon- 
dent aux deux verticales voisines, dont les abscisses sont y + Ay, y - Ay. 
La série de Taylor donne, pour valeurs développées de ces ordonnées, que 
j'appellerai respectivement x, , x-, , 

dx 4 dSx 1 d3x 1 d4x 
Xi = X + - A./ i- - -(AY)' 3- -- (AY)' + - - (AY)' -b 9 

d~ 2 dyP 6 d . ~  24 dy' 
[lx 4 8 x  4 d33c 4 d'x 

X-i=X--hy + - - ( t%l/) ' - - - - (~?J)"+- -(&y)'+ S..,  

dll 2 dy9 6 dy3 24 dy' 

et l'on déduit de celles-ci 

x - x dx 1 d32 -- x, + x-, -ex  ~ P X  4 dbx - + - - - ( A Y ) ~  + -- - + - - (AY)' + S.. 

21y dy Gdy3 @Y)' dy" 14 dy' 

ou plus simplement, en négligeant des quantités très-petites de l'ordre 

de ( A Y ~ ,  
dx x -  d9x x,+x-,-2x 

(1) . . . . . . . -= > -= 
d~ 2 A ~  d f l  ( A Y  1' 

Supposons qu'on ait mené, dans la courbe d'égale poussée horizontale H, 
la corde qui joint ses deux points situés sur deux verticales voisines de celle, 
d'abscisse y, que l'on coiisidère : cette corde aura évidemment pour demi- 
projection verticale la demi-différence : (x, - x-,), que je désignerai 
par 1. De plus, la demisomme (x, i- x-,) sera l'ordonnée d u  point où 
la même corde coupe la verticale considérée, ayant l'abscisse y; I'expres- 

i sion (x, -t x-,) - x représente par suite la flèche comprise entre ce 
point d'intersection et celui où la même verticale coupe la courbe d'égale 
poussée horizontale H : j'appellerai c cette flèche, qui est du second ordre 
de petitesse. Les fornlules ( t )  deviendront a b s i  
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et les relations (p), (a), multipliées par AH, prendront les formes approchées 

On tirera A,x de la première de ces équations. La deuxième donnera 
ensuite AHX : on la rendrait extrêmement simple en prenant, avec M. Ran- 
kiiie, l'accroissement arbitraire et très-petit AH égal h; G (~y): ce qui rédui- 
rait le second membre à E. 

Une difficulté se  présente à la surface SS, dans le cas le plus intéressant, 
qui est celui où la surcharge X, = @ (y) s'y trouve nulle. Alors la premiére 
surface d'égale poussée horizontale se confond bien, comme l'a admis RI. Ran- 
kine, avec la surface libre du massif. En effet, si l'on conçoit ime couche 
mince de matière comprise entre deux petites parties correspondantes d e  la 
shface libre et d'une surface parall~le et infiniment voisine menée au-des- 
sous, les pressions exercées sur la tranche (ou contour) de cette couche 
seront négligeables par rapport à celles que supportera sa base inférieure : la 
cause en est dans la faible étendue relative de cette tranche et dans la nature 
du milieu, qui ne comporte pas, en un même point, l'existence de pressions 
beaucoup plus grandes dans un sens que dans un autre (puisque le rapport de 
la moindre pression à la plus grande ne peut pas y descendre au-dessous de  
1 - s iny  -) i + sin y ; par suite, la pression exercée sur la hase inférieure de la couche fait 
équilibre au poids de celle-ci et se trouve verticale, ce qui revient à dire que 
les surfaces de poussée uniforme sont, dans le voisinage de la surface libre, 
sensiblement parallèles à cette surface, ou que celle-ci ne diffère pas de  l'une 
d'elles. Alors, pour H = O, la pression verticale @(y) ou X est nulle, et 
l'équation (p )  donne $ infini. Mais la diEculté se  résout aisément, car  les 
équations (a) et (p) s'intégrent aux environs de la surface libre. llIultiplions 
la première, (a), par 2GX et éliminons-en X au moyen de la seconde, (p). 
II viendra 

cette relation, à la surface libre, c'estrà-dire quand on fait X=O, x =x0= f(y), 
se réduit à 

[Z . XS 26 
(1'). . . . . . -=- (1 & k'si II ' Y - f '  (y)' cos "Y, 

d~ cos9? 
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et elle donne, tant que H est trés-petit, 

ou bien 
 CH 

(P) . . . (pour H très-petii) X = - (1 & v s i n a  y - f' (y)' COS'?). 
cos rp 

Cette valeur approchée de X change l'équation (P), spécifiée également 
pour les points voisins de la surface libre, en celle-ci 

d'où l'on déduit par l'intégration, en Observant que x = f(y) pour H = 0, 

1 

cos p 
. . (pour H très-petit) x - t'(y) = - (1 f Vsinap - f7 (y)'  COS'^) 

Les relations @) et ($) signifient, ce qui était presqu6 évident., que les 
pressions se trouvent distribuées aux environs d'une petite partie quel- 
conque de la surface libre comme elles le seraient partout si le massif 
était limité supérieurement, dans toute sa longueur, par le plan tangent à 
la partie considérée, ou si la dérivée seconde de x en y était nulle. En y 
remplaçant H par AH, leurs premiers membres deviendront les valeurs ini- 
tiales de AHX, AHx, valeurs que les formules ( x ) ,  devenues illusoires à cause 
de X = O, ne pouvaient pas donner. 

La méthode indiquée permettra donc d'obtenir de proche en proche, à part 
des erreurs le plus souvent négligeables, les valeurs de x, X ,  et par suite 
celles des forces N,, N,, T [données par les formules ( a 1 ) ] ,  en tous les points 
du massif indéfini, supposé dans l'état d'équilibre-limite. On pourrait l'étendre 
au cas d'un massif limité d'un côté par un mur, en prolongeant alors ficti- 
vement le profil de la surface libre SS, en avant de la face postérieure du 
mur, comme si le massif était indéfini, mais en disposant de proche en 
proche de la forme restée arbitraire de ce prolongement, de maniére à 
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satisfaire, toutes les fois que ce sera possible, à la condition spéciale à 
cette face. 

La formule (,u) montre combien est inexacte l'hypothèse de 11. Rankine, 
puisque l'expression qu'elle fournit pour X dépend, non pas seulement de H, 
comme il arriverait si elle pouvait être de la forme F(H), mais encore 
de y ('). Peut-&ire trouvera-t-on un jour quelque ordre de phénomènes 
auquel l'hypothèse considérée sera plus applicable, et qui réalisera ainsi 
cette curieuse analogie d'une distribution de pressions avec le mouvement 
de la chaleur dans une barre. 

(') M. Rankine n pris F(H) = 9, c'est-h-dire la moyenne des valeurs que donne la for- 
mule (p)  dans les deux cas opposés d'un équilibre-limite par détente et d'un équilibre-limite 
par compression. 
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RELATIF AU No 51 (P. 143). 

J'ai supposé, dans la démonstration des formiiles (154), (154bis), que la débouchure se 

forme au moment où l'expulsion du  cylindre central par l'orifice exige la mème poussée F 
que la continuation d e  son écrasement. E n  effet, on peut admettre : 1" d'une part, que la 

pression du poincon produira inévitablement l'écrasement du cylindre central si la hau- 

teur h d e  celui-ci est très-grande ou que  l'orifice soit très-loin d e  la partie déformée, et 

qu'elle amènera, au  contraire, l'expulsion de  ce cylindre par l'orifice si la hauteur h est 

fort petite; 2" d'autre part, que la poussée F nécessaire pour déformer le bloc varie avec 

continuité en fonction de  h. Par suite, comme la déformation change rapidement de carac- 

tère à l'instant où elle cesse d'être un écrasement pour devenir un glissement d u  cylindre 

central contre l'anneau qui l'entoure, les deux poussées F nécessaires, l'une pour produire 

l'écrasement, l'autre pour déterminer I'expulsion de la déboucliure, ont bien à ce moment 

égale valeur. 

J'ai admis encore, a u  même endroit, que la plus grande des forces tangentielles exer- 

cées su r  les éléments plans se croisant en un même point d'un milieu vaut la demi-diffé- 

rence des deux forces principales extrêmes P,, F,. Pour le démontrer, appelons : a,  6, c les 

cosinus des angles que la normale à un élément plan quelconque fait avec les trois forces 

principales F,, F2, F3; a', b', c' et a", b", c" les cosinus analogues pour deux droites rectan- 

gulaires prises sur  l'élément plan. D'après les formules (22) [p. 261, la composante nor- 

male (appelé Ni dans ces formules) de l'action exercée sur  l'élément plan vaudra 

Fia" F2b2 + F3c" et la composante tangentielle de  la mème force aura pour carré 

Ddveloppons le dernier membre de  celle-ci, groupons ensuite les termes semblables, 

et observons : l que les conditions exprimant la triple perpendicularité de  F, , F,, F3 don- 
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nent b'c' + bvc" = - bc, etc. ; 2" qu'on a aussi a's + aV4= 1 - aS = bS + cP, etc. Il 
viendra finalement 

(a)  . . . . . es = (I$ - FJ9 b%' + (F, - F,)' da9 + (F, - FJ' a36', 

formule donnée par M. Kleitz, inspecteur général des ponts et chaussées, A la page 20 d e  

son Étude  sur les forces moléculaires dans les liquides en nioucement. 

Cette formule est d'ailleurs équivalente à celle-ci 

(6) tee = (FI - F$' - 4 (F, -F,) (F, - F,) bq- [(FI - F,) (1 - 2aP) - (F, - F,) (1 - 21314, 

comme on le reconnait en remplaçant dans l'une et dans l'autre F, - F, par 

(Fi - F p )  + (F9 - F I )  et réduisant. Or l'expression (b) de 46% son premier terme 

( F I - F # c o n s t a n t ,  et les deux autres essentiellement négatifs, vu que Fi-F,  et 

F9-F, sont de  même signe. Le maximum d e  G4 s'obtiendra donc en égalant ces 

deux derniers termes à zéro. A cet effet, il faudra poser d'abord b = O  et ,  par suite, 

a" cc% = 1 : alors, le dernier terme de  (b), si I'on y remplace I par a9 + c¶, se  réduit 

à - (F, - F,)2 ( 8  - a'l)', et il n'est nul que si I'on prend a" cc% = ',. Ainsi, la force 

tangentielIe G devient maximuna pour les éléments plans dont In normale est bissectrice 
4 de l'angle des deux forces principales extrêmes Fi, Fg, et elle vaut alors n (Fi - F,). 

ECLAIRCISSEMENT R E L A T I F  AU N" Y3 (P. 154). 

Au haut de  la page I t i l ,  j'ai supposé connu du  lecteur le théorème suivant : 

Si l'on mène, à partir d'un point quelconque d'un milieu incompressible soumis à des 

déformations planes, divers é l h e n t s  rectilignes, matériels, parallèles a u  plan des déforma- 

tions, et qu'un de ces éléments n'éprotcve ni dilatation, ni contraction, I'elément rectiligne 

normal à celui-là n'en éprouvera pas non  plus,  tandis que leur glissement mutuel sera 

nlaximum; en outre, ces deux élémenls rectilignes seront inclinés de 45" sur les directions 

des dilatntions principales extrêmes J , ,  J3 produites au  ménze point. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ce th6orèine se déduit 
O d'y poser a, = O, b = 

=cos((p +:)=-sin 

presque immédiatement des formules (17) [p. 251. Il suffit 
ff O, b r=O,a=cos(@-?)=s inPt  c=cosp ,  a f=cosP ,  

P, [P, P + désignant ainsi les angles que font avec la dilata- 
tion principale la plus petite .a, les éléments rectilignes dont J,, a, exprimeront les dilata- 
tions linéaires], et 2 O  d'observer que la condition d'incompressibilité, devenue 3, e a, = 0, 

donne 3, = - a, , pour réduire les valeurs de a,, a,, g, B 

5, = - COS 2P, 3, = 3, COS 2P, y,, = 24 sin 2P. 

On voit : 1" que les valeurs de (3 qui annulent a, sont bien les multiples impairs de Z; 
2" qu'elles sont les mèmes que celles qui annulent a, et les mêmes que celles qui don- 

nent à g, sa valeur absolue la plus grande 23,. 

ERRATA. 

Page 7 ,  ligne 9 en remontant; au lieu de : dans des conditions, lire : au milieu de circonstances. 
Page 48, ligne 7 du no 8 ;  au lieu de : regidit6, lire : rigidite. 

Page 48, ligne 3 avant la formule (62his) ; au lieu de : c, lire : Pr. 

Page 86, ligne 3 ; au lieu de : cos @ -Bo),  lire : cos 2 (0 -Bo). 
Page 110, ligne 11 du no 48; au lieu de : frottement naturel, lire : frottement mutuel. 
Page 113, ligne 6; au lieu de : Gf, lire : T'. 
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