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U N E D É M O N S T R A T I O N É L É M E N T A I R E 

D E L A F O R M U L E D U P E N D U L E 

p a r S i r G e o r g e G R E E N H I L I . ( L o n d r e s ) . 

T o u t é t u d i a n t e n d y n a m i q u e é l é m e n t a i r e e t e n p h y s i q u e 

e s t t e n u d e c o n n a î t r e la d é m o n s t r a t i o n d e la f o r m u l e d o n ­

n a n t la p é r i o d e d u p e n d u l e s i m p l e p o u r d e s o s c i l l a t i o n s d e 

f a i b l e a m p l i t u d e ; m a i s la m é t h o d e e m p l o y é e d a n s l e s t r a i t é s 

q u ' i l a à s a d i s p o s i t i o n m a n q u e d e r i g u e u r , c a r la f o r m u l e 

d o n n a n t la d u r é e d ' u n e o s c i l l a t i o n s i m p l e , à s a v o i r 

n ' e s t d é m o n t r é e q u ' a p p r o x i m a t i v e m e n t . 

C o m m e c e t t e v a l e u r n ' e s t j a m a i s r i g o u r e u s e m e n t e x a c t e , 

s a u f d a n s le c a s i d é a l d ' u n m o u v e m e n t i m p e r c e p t i b l e d u 

p e n d u l e , i l e s t p r é f é r a b l e d ' a b a n d o n n e r t o u t e a p p r o x i m a ­

t i o n , e t d e d é m o n t r e r q u e c e t t e v a l e u r (A) n ' e s t q u ' u n e l i m i t e 

i n f é r i e u r e , j a m a i s a t t e i n t e e n r é a l i t é , m a i s s u f f i s a m m e n t a p ­

p r o c h é e p o u r r é p o n d r e a u x b e s o i n s d e l a p r a t i q u e , d ' a u t a n t 

p l u s q u ' u n e l i m i t e s u p é r i e u r e p o u r r a s e c a l c u l e r a u s s i f a c i ­

l e m e n t . 

O n p o u r r a a l o r s e n d é d u i r e la c o r r e c t i o n c i r c u l a i r e d e 

l ' a m p l i t u d e d ' o s c i l l a t i o n , e t l ' é t u d i a n t s e r e n d r a c o m p t e d u 

d e g r é d ' a p p r o x i m a t i o n d e la ( a n n u l e (A) p o u r u n e o s c i l l a t i o n 

r é e l l e d u p e n d u l e . 

L a m é t h o d e s u i v a n t e e s t s o u m i s e à l ' a t t e n t i o n d e s p r o f e s ­

s e u r s ; t o u t c a l c u l a p p r o x i m a t i f a é t é é v i t é ; o n y a i n t r o d u i t 

p a r c o n t r e l e s s y m b o l e s d ' i n é g a l i t é s u i v a n t l e s d é m o n s t r a ­

t i o n s a n a l y t i q u e s m o d e r n e s . 

!.. — U n p o i n t P o s c i l l e s u r u n a r c d e c e r c l e d e R à R ' , à 

L'EnseigntimcîiiL muthcm., 11° auntie; 1909. IB 
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2 1 6 G. GREENHI 1.1 

l ' e x t r é m i t é d ' u n fil d e l o n g u e u r l a t t a c h é e n 0 (Cig. 1 ) ; s i P K 

e s t la p e r p e n d i c u l a i r e a b a i s s é e d e P s u r l ' h o r i z o n t a l e B l î ' , 

o n a, e n v e r t u d u t h é o r è m e d e s f o r c e s v i v e s 

(1) { v i t e s s e d e P ) 2 = 2g . P K , 

= ? . P K ' . P^K = | . B P . P B ' , 

E 

e n v e r t u d e la p r o p o s i t i o n G d ' E u c l i d e d u l i v r e V I ; c e t t e 

p r o p o s i t i o n s e d é m o n t r e e n t r a ç a n t le d i a m è t r e P R ' , e t e n 

c o n s i d é r a n t la s i m i l i t u d e d e s t r i a n g l e s P K B e t P B ' E ' . 
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M a i s l e s c o r d e s B P e t P B ' s o n t r e s p e c t i v e m e n t p l u s p e t i t e s 

q u e l e s a r c s B P e t P B ' ; d e s o r t e q u e 

( 2 ) ( v i t e s s e d e P ) 2 < y . a r c B P . a r c P B ' . 

O n p o u r r a r e p o r t e r l ' a r c B P A B ' l e l o n g d e la t a n g e n t e a u 

p o i n t le p l u s b a s A d u c e r c l e , o n o b t i e n d r a a l o r s l ' h o r i z o n ­

t a l e F T A F ' , q u e T o n p o u r r a é t e n d r e u n i f o r m é m e n t d a n s u n 

r a p p o r t q u e l c o n q u e d e f a ç o n à la r e n d r e v i s i b l e . 

L a f i g u r e n ' e s t p a s e x a c t e m e n t c o n f o r m e à c e q u i v i e n t 

d ' ê t r e d i t , c a r F a é t é c h o i s i s u r l e p r o l o n g e m e n t d e E B e t T 

s u r l e p r o l o n g e m e n t d e E P , c o m m e l ' e x i g e u n e d i s c u s s i o n 

s u b s é q u e n t e ; o n n ' a fa i t q u ' u n e s e u l e f i g u r e a f in d ' é c o n o ­

m i s e r d e la p l a c e . 

T r a ç o n s l e c e r c l e d e d i a m è t r e F F ' e t s o n o r d o n n é e T U , 

n o u s a u r o n s : 

(3) ( v i t e s s e d e ï ) a < ? . F T . T F ' < j . T R 2 ; 

(1) ( v i t e s s e d e H ) 2 < | . Â R 2 , 

( e n v e r t u d u t r i a n g l e d e v i t e s s e A T R ) . 

L o r s q u e P o s c i l l e d e B à B ' , o u T d e F à F ' , le p o i n t R 

d é c r i t u n d e m i - c e r c l e d e F à F ' a v e c u n e v i t e s s e m o i n d r e 

q u e y / y . A i l , d e s o r t e q u e , 7r . A R é t a n t le d e m i - c e r c l e d é ­

c r i t s u r F F ' ; 

- • AR / J 
(5) L a d u r é e d ' u n e o s c i l l a t i o n d e B à B ' — j = ou _> 7r « / — 

; . a r V f 

e t l ' i n é g a l i t é > s e r a p p r o c h e d e p l u s e n p l u s d e l ' é g a l i t é = 

à m e s u r e q u e l 'arc; B A B ' d e v i e n t p l u s p e t i t e t f i n i t p a r 

s ' é v a n o u i r . 

O n p o u r r a i t r e m a r q u e r i c i q u e y / y · A R e s t la v i t e s s e d u 

p e n d u l e c o n i q u e d e l o n g u e u r O F e t d e h a u t e u r O A , d é c r i ­

v a n t l e c e r c l e F R F ' , e n s u p p o s a n t q u e c e c e r c l e a i t t o u r n é 
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a u t o u r r ie F F ' d e f a ç o n à d e v e n i r h o r i z o n t a l ; e t la p é r i o d e 

d e r é v o l u t i o n e s t 2TI y/-̂ - i ' a l i m i t e i n f é r i e u r e d e la p é r i o d e 

d ' u n e d o u b l e o s c i l l a t i o n d u p o i n t P . 

S ' i l s ' a g i t d ' u n e é t u d e é l é m e n t a i r e d u p e n d u l e , c e q u i p r é ­

c è d e p e u t ê t r e c o n s i d é r é c o m m e s u i I i s a n L ; m a i s d a n s la d é ­

m o n s t r a t i o n h a b i t u e l l e , o n e n s e i g n e à l ' é t u d i a n t q u e l e m o u ­

v e m e n t d u p o i n t P finit p a r ê t r e u n m o u v e m e n t h a r m o n i q u e 

s i m p l e e h l i g n e d r o i t e , l ' i n é g a l i t é (2) e s t a l o r s r e m p l a c é e p a r 

l ' é g a l i t é , e t la v i t e s s e v a r i e c o m m e la m o y e n n e g é o m é t r i q u e 

d e la d i s t a n c e d e s e x l r é m i l é s d e la v i b r a t i o n . 

« M o u v e m e n t h a r m o n i q u e s i m p l e s e s t le t e r m e . e m p l o y é 

d a n s la Natural Philosophy d e T H O M S O N e t T A I T d a n s l ' a n a ­

l y s e d e la v i b r a t i o n d ' u n s o n m u s i c a l p é r i o d i q u e p a r u n e 

s é r i e d e F o u r i e r . C e t e r m e e s t t r è s p e u c o m m o d e l o r s q u ' o n 

l ' a p p l i q u e a u p e n d u l e e t l ' o n p o u r r a i t a v a n t a g e u s e m e n t l e 

r e m p l a c e r , c o m m e o n l 'a p r o p o s é , p a r l e m o t v i b r a t i o n 

s i m p l e , q u i e s t p l u s e x p r e s s i f e t p l u s f a m i l i e r . 

N o u s d i r o n s d o n c q u e le p e n d u l e n ' e f f e c t u e u n e v i b r a t i o n 

s i m p l e q u e d a n s le c a s d ' u n m o u v e m e n t i m p e r c e p t i b l e . 

D è s q u e l e m o u v e m e n t d e v i e n t p e r c e p t i b l e , i l f a u t a v o i r 

r e c o u r s a u x f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s p o u r r é s o u d r e l e p r o b l è m e ; 

o n p e u t d i r e d a n s c e c a s q u e l e p e n d i l l e « b a t la f o n c t i o n 

e l l i p t i q u e » . 

2 . — P o u r c o m p l é t e r l e s c o n s i d é r a t i o n s é l é m e n t a i r e s p r é ­

c é d e n t e s q u i d é t e r m i n e n t u n e l i m i t e i n f é r i e u r e d e la d u r é e 

d ' o s c i l l a t i o n , i l e s t n é c e s s a i r e d ' e n d é t e r m i n e r é g a l e m e n t 

u n e l i m i t e s u p é r i e u r e ; n o u s c o n t i n u o n s d o n c c e t t e t h é o r i e 

e n é v i t a n t t o u t e a p p r o x i m a t i o n e t e n a d o p t a n t u n e m é t h o d e 

q u i s e r a i t a u s s i a p p l i c a b l e a u c a s o ù la q u e s t i o n s e r a i t t r a i t é e 

r i g o u r e u s e m e n t p a r l e s f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s . 

N o u s p r o j e t o n s le m o u v e m e n t , c o m m e e n p r o j e c t i o n s t é -

r é o g r a p h i q u e , p a r d e s r a y o n s é m a n a n t d e E , l e p o i n t l e p l u s 

é l e v é d u c e r c l e s u r l e q u e l s e m e u t l e p o i n t P , a n a l o g u e s à 

d e s r a y o n s l u m i n e u x i s s u s d ' u n e s o u r c e l u m i n e u s e p l a c é e ; 

e n E ; e t n o u s c o n s i d é r o n s le m o u v e m e n t d e l ' o m b r e T su l ­

la t a n g e n t e h o r i z o n t a l e e n A , l e p o i n t l e p l u s b a s d u c e r c l e . 

E n c o n s e r v a n t l e s m ô m e s l e t t r e s , e t e n s u p p o s a n t q u e T 
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o s c i l l e e n t r e F e t F ' o n a : 

(6) E P . E T = E B . E F = E . V . 

L a d r o i t e E P T c o u p e l e c e r c l e A P e t la d r o i t e A T s u i v a n t 

l e m ê m e a n g l e , d e s o r t e q u e : 

v i t e s s e d e ï E T E T 2 E T 2 

0) 
v i l e s s e d e Ρ E P £A2 e b • EF ' 

L a s i m i l i t u d e d e s t r i a n g l e s E B P , E T F , e t d e s t r i a n g l e s 
E U T , E T F ' , m o n t r e q u e : 

B P F. Β P B ' 

(8) K T E T ÏT' 1 

E B 2 E B 3 

(9) B P . P B ' = — - - . F T . T E ' = - . T R 2 , 
1 E T 2 

p a r c o n s é q u e n t , d ' a p r è s (7) 

fTÎ'4 

(101 ( v i t e s s e d e T ) 2 = ( v i t e s s e d e P i 2 . = 

E B 2 . E t ' 2 

a F T 1 ·' E T 2 

= f . B P . P B ' . _ _ ^ — £ . ~ . Τ Κ 2 , 
1 E B 2 . E F 2 1 E F 2 

(11) v i t e s s e d e R = y/ | . ^ . A R , 

à c a u s e d u t r i a n g l e d e v i t e s s e A T R . 

D a n s l e c a s d e p e t i L e s o s c i l l a t i o n s , E T s e d é p l a c e t r è s p e u 

e n t r e l e s l i m i t e s E F e t E A , o n a d o n c : 

(12) y / | . A R > v i t e s s e d e R > yA . | £ . A R ; 

e t , e n t e n a n t c o m p t e d e (5) 

(13) 7r l / — <^ d u r é e d ' o s c i l l a t i o n d e R à B ' <^ ir 1 / ~ • ~ ~ ' 

\ g V é U 

c e q u i d o n n e l e s l i m i t e s i n f é r i e u r e e t s u p é r i e u r e ; d e p l u s , 

la l i m i t e s u p é r i e u r e t e n d v e r s la l i m i t e i n f é r i e u r e à m e s u r e 

q u e l ' a m p l i t u d e d e s o s c i l l a t i o n s d i m i n u e . 

A m o i n s q u ' i l n e s ' a g i s s e d ' u n e é t u d e t r è s é l é m e n t a i r e d u 
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p e n d u l e , c e t t e s e c o n d e d é m o n s t r a t i o n p o u r r a r e m p l a c e r la 

p r e m i è r e , c a r e l l e n ' e s t q u e l é g è r e m e n t p l u s c o m p l i q u é e . 

3 . — Si l ' o n r e p r é s e n t e l ' a n g l e d ' o s c i l l a t i o n B O B ' p a r 2 a , 

la m o y e n n e g é o m é t r i q u e d e s l i m i t e s (13) s e r a 

¡14) 

1 
c o s — 

1 
c o m m e s i l e p l a n d ' o s c i l l a t i o n é t a i t i n c l i n é , d ' u n a n g l e j a. s u r 

l e v e r t i c a l ; c e l a n o u s d o n n e la d u r é e d ' o s c i l l a t i o n a v e c a s s e z 

d ' e x a c t i t u d e e t n o u s p e r m e t d ' e s t i m e r l ' e r r e u r c i r c u l a i r e d u e 

à l ' a m p l i t u d e d e c e t t e o s c i l l a t i o n e t la q u a n t i t é d o n t l e m o u ­

v e m e n t r é e l d u p e n d u l e s ' é c a r t e d u v é r i t a b l e m o u v e m e n t 

h a r m o n i q u e , o u v i b r a t i o n s i m p l e , c o m m e n o u s l ' a v o n s a p p e l é . 

C o m m e l ' a n g l e a e s t p e t i t , n o u s p o u v o n s é c r i r e 

. ( 1 5 ) 

1 

V g c o s — a V \ / 

d e s o r t e q u e T e r r e u r c i r c u l a i r e o u c o r r e c t i o n f r a c t i o n n a i r e 

s e r a p r a t i q u e m e n t 

1 . 1 1 AD 1 A D 

< 1 6 » 4-
 S>n

 2
 a = 4 A K = 8 — • 

M a i s c o m m e l e s i n . v e r s . A D e s t d i f f i c i l e à m e s u r e r , o n 

p o u r r a l ' e x p r i m e r e n f o n c t i o n d e MB' p a r la f o r m u l e a p p r o x i ­

m a t i v e 
1 . , 1 t /ABY 1 /BB'' 

e t B B ' p e u t ê t r e f a c i l e m e n t m e s u r é a v e c e x a c t i t u d e s u r u n e 

é c h e l l e h o r i z o n t a l e . 

L a d u r é e r é e l l e d ' u n e o s c i l l a t i o n d é p a s s e d e 

1 0 0 /BB'V 

( 1 8 ) — I — ) P o u r C C T l t 

la d u r é e d e l ' o s c i l l a t i o n i d é a l e d ' a m p l i t u d e i m p e r c e p t i b l e . 
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E n d ' a u t r e s t e r m e s , p o u r r a m e n e r la d u r é e o b s e r v é e d e 

l ' o s c i l l a t i o n v i s i b l e a la f o r m u l e (A) q u i n ' e s t v a l a b l e q u e 

p o u r l e s o s c i l l a t i o n s i n f i n i m e n t p e t i t e s , il f a u t la r é d u i r e p a r 

u n e c o r r e c t i o n c i r c u l a i r e d e m ê m e p o u r c e n t a g e . 

A i n s i , u n e v a r i a t i o n d e u n p o u r c e n t d a n s B B ' o c c a s i o n n e 

u n e v a r i a t i o n d e d e u x p o u r c e n t d a n s la c o r r e c t i o n c i r c u l a i r e . 

S u p p o s o n s p a r e x e m p l e q u e O B a i t u n m è t r e d e l o n g d a n s 

u n p e n d u l e q u i b a t la s e c o n d e l o r s q u ' i l o s c i l l e s o u s u n a n g l e 

d e 6 ° e n v i r o n , c ' e s t - à - d i r e l o r s q u e B B ' = 10 c m . ; la r é d u c ­

t i o n d e la d u r é e d ' o s c i l l a t i o n à la f o r m u l e (A) s e r a la f r a c -

t i o n jT^ôîj -i f ' e s o r t e q u e d a n s u n j o u r d e 2 4 h e u r e s , le p e n ­

d u l e e f f e c t u e r a i t , d ' a p r è s la f o r m u l e (A), -j^jjj- = VA,5 b a t t e ­

m e n t s d e p l u s ; e t s i B B ' é t a i t d e 11 c m . c ' e s t - à - d i r e s u b i s s a i t , 

u n e a u g m e n t a t i o n d e 1 0 ° / o , la c o r r e c t i o n d u p e n d u l e a u g ­

m e n t e r a i t d e 2 0 % e t le p e n d u l e p e r d r a i t 2 , 7 s e c o n d e s p a r 

j o u r . 

U n p e n d u l e « i n v a r » p e r m e t t r a d e s e r e n d r e c o m p t e d u 

r é s u l t a t p a r a d o x a l d ' u n e c o r r e c t i o n n é g a t i v e c o n c e r n a n t la 

t e m p é r a t u r e , à c a u s e d e la c o r r e c t i o n d u e à l ' i n f l u e n c e de. 

l ' a i r . 

D a n s l e s e x p é r i e n c e s d ' A i r y s u r la g r a v i t é a u m o y e n d ' u n 

p e n d u l e o s c i l l a n t a u f o n d d ' u n e m i n e p r o f o n d e , la d i f f é r e n c e 

o b s e r v é e r e p r é s e n t e à p e u p r è s la m o i t i é d e la c o r r e c t i o n 

d u e à l ' i n f l u e n c e d e l ' a i r a m b i a n t d a n s u n p e n d u l e o r d i n a i r e ; 

d e s o r t e q u e l e p e n d u l e d ' A i r y o s c i l l a n t à la s u r f a c e a u r a i t 

p u s y n c h r o n i s e r a v e c l e p e n d u l e d u f o n d d e la m i n e , à s u p ­

p o s e r q u ' i l o s c i l l a i d a n s u n a i r r a r é f i é n e p r é s e n t a n t p l u s 

q u e la m o i t i é e n v i r o n d e la d e n s i t é a t m o s p h é r i q u e . . 

4 . — L ' é q u a t i o n (11) c o n d u i t i m m é d i a t e m e n t à la s o l u t i o n 

d u p r o b l è m e p a r l e s f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s , d a n s l e c a s d ' u n 

m o u v e m e n t à o s c i l l a t i o n s d ' a m p l i t u d e f i n i e ; c a r o n a, e n 

r e p r é s e n t a n t l ' a n g l e F A R p a r y, 

(19) 

e t si n o u s s u p p o s o n s q u e l e c e r c l e F R F ' t o u r n e a u t o u r d e 
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F F ' d e f a ç o n à d e v e n i r h o r i z o n t a l 

E T * T R 2 A F 2 . . S 1 . 2 

(20) • = 1 = 1 — s u r o = l — s u r — a s u r » . 
E F 2 E Í ' 2 F. F 2 2 

11 e s t a v a n t a g e u x d e p o s e r g = tu2 d e s o r t e q u e // r e p r é ­

s e n t e la v i t e s s e a n g u l a i r e d e r o t a t i o n d ' u n p e n d u l e c o n i q u e 

d e h a u t e u r l a u t o u r d e la v e r t i c a l e ; o n a a l o r s 

(211 ^? = nV'l — K 2 s i n 2 ip = n\(r¡> , x) , x — s i n 2 1 it , 

(22) n< = / - ' - = F D O U F ( O , x) , 

s e l o n la n o t a t i o n d e L e g e n d r e . 

E n r e n v e r s a n t la f o n c t i o n , s u i v a n t l ' i d é e d ' A b e l , 

(23i « = ï im nt, o u a m {nt, z) , 

d a n s la n o t a t i o n d e J a c o b i ; p u i s 

1 1 
(24) A T = A F C O S tf . o u t g - 5 = t g - a e n nt , 

d a n s l a n o t a t i o n d e G u d e r n i a n ; a l o r s 

t i 

(25) E T = E F A y O U s e c - â = s e c — a. An ni 

„ „ , 1 . . 1 n o s » e u n i 

2 6 s i n - Ü — s i n - a L — r. - = x s n (K — ni) . 
2 2 A y a n « / 

P r o l o n g e o n s R A j u s q u ' à s o n i n t e r s e c t i o n Q a v e c le c e r c l e 

d e d i a m è t r e A D ; l ' a n g l e A D Q = q¡ ; m e n o n s l ' h o r i z o n t a l e 

N ' Q P ' r e n c o n t r a n t l ' a r c A B ' e n P ' , p u i s l ' h o r i z o n t a l e P Q ' N 

r e n c o n t r a n t la v e r t i c a l e A D e n N ; P ' s e r a a l o r s u n p e n d u l e 

a n a l o g u e à P , o s c i l l a n t s u i v a n t le m ê m e a r c B A B ' ; e t P ' p a s s e 

p a r le p o i n t l e p l u s b a s A a u m o m e n t o ù P q u i t t e le p o i n t l e 

p l u s é l e v é B ; a i n s i P e t P ' o s c i l l e n t e n d i s c o r d a n c e d e p h a s e , 

e t l ' é c a r t a t t e i n t le q u a r t d e la p é r i o d e c o m p l è t e . O r o n a 
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e t , e n r e p r é s e n t a n t l ' a n g l e A O P ' p a r 3-', 

. 1 l l 
(29) s i n - 3' = s i n - « s i n f = : x s n nt , c o s - 5 ' = d u n i , 

d a n s la n o t a t i o n d e O u d e r m a n n . 

E n c o m p a r a n t c e s f o r m u l e s a u x f o r m u l e s (26) o n s e r a c o n ­

d u i t a u x r e l a t i o n s c o n c e r n a n t d e s f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s p r é ­

s e n t a n t u n é c a r t d e p h a s e d ' u n q u a r t d e p é r i o d e e l l i p t i q u e K 

d a n s l ' a r g u m e n t e l l i p t i q u e M , c o m m e p a r e x e m p l e 

(.¡0) s u ( K - u ) = , e t c . 
d u u 

c a r 

(31) A D Q ' = <?' = arn (K-nt) , 

lors n e 
A D Q — y " a m nt ; 

e t d a n s la n o t a t i o n d e L e g e n d r e 

. c o s <p v.' s i i i O , X 
s i n » = L . c o s « — - , A» = r — , 

1 T i » T A<? T Ay 

| 33 ) c o l <p c o l ç ' " * ' = AyA<p' , 

d e s o r t e q u e la r e l a t i o n e s t r é c i p r o q u e e n t r e ip e t q/. 

D e m ê m e 

| 3 4 ) A P = A B s i n m' = A B . 
T Aip 

L e q u a r t d e p é r i o d e e l l i p t i q u e K e s t d é f i n i p a r 

1 
135) K = f* = — x2 s i n 2

 ? ) ~ ï rfe 

=H'4) ;^(W)"-*~]-
l e s e c o n d t e r m e d e la s é r i e d o n n a n t l a c o r r e c t i o n c i r c u l a i r e 

e m p l o y é e d a n s la f o r m u l e (15) ; e t l e s i n é g a l i t é s (13) m o n t r e n t 

q u e 
i 1 1 1 - 7T 

(36) - T T - < K < - r r s e c ^ a = 2 _ , 
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e n e m p l o y a n t la n o t a t i o n d e s f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s , 

. 1 i 
(37) it - s i n — a , «' — c o s — a , 

e t - a s e n o m m e l ' a n g l e m o d u l a i r e . 

1 
2 M a i s e s t e n c o r e u n e l i m i t e s u p é r i e u r e d e K , c a r 

(38) 1 K 
[ 6 4 

2 " 

e t -i 7r y/gec— a p e u t ê t r e u t i l i s é c o m m e v a l e u r a p p r o c h é e 

d e K , à m o i n s d e 0 , 1 3 ° / 0 p r è s j u s q u ' à u n a n g l e m o d u ­

l a i r e \ x d e 3 0 ° , d e 0 . 7 5 °/o j u s q u ' à 4 5 ° e t d e 3 % j u s q u ' à 6 0 \ 

L o r s q u e y. — 1 l e s o s c i l l a t i o n s d u p e n d u l e s o n t d e 3 6 0 ° , 

e t K = ce ; o n o b t i e n d r a u n e l i m i t e i n f é r i e u r e d e K d a n s le 

v o i s i n a g e d e x — 1 e n é c r i v a n t 

(39) 
JD [ V1 - x a « i n 2 , ^ V \1 + « » i - ?) J 

la p r e m i è r e i n t é g r a l e e s t ^ l o g | ^ * , e t la s e c o n d e e s t fin 

e t d e v i e n t l o g 2 l o r s q u e * = 1 . 

E n u t i l i s a n t c e t t e a p p r o x i m a t i o n , n o u s t r o u v o n s q u ' u n p e n -

d u l e q u i b a t la s e c o n d e l o r s q u ' i l e f f e c t u e d e p e t i t e s o s c i l l a t i o n s 

m e t t r a i t 6 , 5 s e c o n d e s e n v i r o n p o u r e f f e c t u e r u n e o s c i l l a t i o n 

e n p a r t a n t à u n e m i n u t e d u p o i n t l e p l u s h a u t d u c e r c l e , 

m a i s c e t e m p s e s t t h é o r i q u e m e n t i n f i n i si le p e n d u l e p a r t 

r i g o u r e u s e m e n t d e c e p o i n t . C e t t e i n s t r u c t i v e a p p l i c a t i o n n u ­

m é r i q u e e s t d u e à M . E . L A M P K ( B e r l i n ) . L a t a b l e d e L e g e n d r e 

n e f o u r n i t p a s la v a l e u r d e K e n q u e s t i o n . 

5 . — O n p e u t d é m o n t r e r q u e Q Q ' p a s s e p a r u n p o i n t f ixe L 

d e A D , l e p o i n t d e L a n d e n , t e l q u e E L = E B ; e t q u e P P ' 

e s t t a n g e n t à l ' a r c d e c e r c l e B L B ' d e c e n t r e E . 

C a r , d e la r e l a t i o n (33) o n t i r e 

1 D Q . D Q ' t r i a n g l e Q D Q ' I ) L 
( 4 0 ) x = c o s _ « = c o t ? c o l t = J Q ^ , = t r T a - | e - y X Q ; = J-â • 

ie 
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c e q u i p r o u v e q u e L e s t u n p o i n t fixe s u r A D ; 

A i ) A E s i " 2 1 ' / 1 
(41) A L = — = • _ = A K (i _ c o s -

1 - j - <-' o s 2 x ^ + c o s "2" K 

E L = E A c o s i « = K B , 

e t , p u i s q u e 
(42) E T = E F . A? , E T ' = E F ' . A ? ' , 

(43) E T . E T = É F 2 . A» . A » ' = E F 2 c o s 1 a• = E A . E F , 

c ' e s t - à - d i r e u n e c o n s t a n t e ; e t p a r s u i t e 

(44) E P . E P ' = E A . E B , 

u n e c o n s t a n t e é g a l e m e n t ; e t , e n t e n a n t c o m p t e d e la p r o p o ­

s i t i o n C fn° 1), n o u s v o y o n s q u e la p e r p e n d i c u l a i r e a b a i s s é e 

d e E s u r P P ' a p o u r l o n g u e u r 

F P F P ' 

( « ) ^ - = ^ -

c e q u i p r o u v e q u e P P ' e s t t a n g e n t a u c e r c l e B L B ' . 

L a s i m i l i t u d e d e s t r i a n g l e s D L Q , A L Q ' m o n t r e q u e 

„ „ v I - Q » Q c o s » , E T E B E P ' 
, , f i ) LK = m , = = ^ r i ' = ^ = d u n t = é f = k p = i à • 

A l ' a i d e d e la f i g u r e , o n p o u r r a i n t e r p r é t e r la t r a n s f o r m a ­

t i o n d u s e c o n d o r d r e d e L a n d c n a u p o i n t d e v u e d y n a m i q u e 

e t g é o m é t r i q u e . 

P o s a n t C L - X . C A , C é t a n t l e c e n t r e d u c e r c l e A Q D , o n a 

1 - 1 D L 1 1 _ „ ' 1 ^ . HT* = L A = C O S 2 " = * ' * = T + J = l * 4 a ; 

e t e n a p p e l a n t £ l ' a n g l e A L Q e t \J/ T a n g l e C Q L , la v i t e s s e 

d e Q s e r a d o n n é e p a r 

(48) A D $ , o u L Q s e c J.' , 

dût A D , A D dm dm 
, 4 9 ) 7oTT = L Q T = A L A ? = <* + "'I 4 ; 
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e t 

(50) SA"-^- = ~ = X , c o s y = y ( î m ^ s h T 1 ^ ! = A a , ï) ; 
s i n y ( > Q 

d e s o r t e q u e 

• ' Ju \{$ , il 1 ^ A A i ? , *) 

o l , p ; i i s ( | n e [p c r o î t d e 0 à n l o r s q u e y c r o î t d e 0 à rc, 

(52) 2 L = = (I + * ' ) — ^ ? = (1 + * ' ) K . 

J(i A ( ^ , i) 1 ^ V o A (y , K) * ' 

I l e s t c o m m o d e d e p o s e r 

(53) - nt = , d e s o r t e q u e A = - — , 

o ù T e s t la p é r i o d e c o m p l è t e d ' u n e o s c i l l a t i o n d o u b l e ; l ' é q u a ­

t i o n (51) m o n t r e a l o r s q u e 

{54) ip — a m 2kL , l o r s q u e <f = arn kK , y ' — a m ( T — k) K ; 

„ , T . , N Q A U s i n y c o s y s n / i K c n / i K 

5 o s n 2 A L = s i n ii = --— = —=— - T = 1 4 - x — — 
[ ' Y Q L AL . A y HnAK 

c e q u i e s t la t r a n s f o r m a t i o n d e L a n d e n . 

D ' u n e a u t r e f a ç o n , p u i s q u e 

(56) ^ =. LDQ 4 - LQn = f 4 - \ TT — ? ' , 

s i n ip = c o s (y ' — y) = s i n y s i n y ' 4 - c o s ? c o s ^' 

(57) , s i n » c o s ta 
= 11 + « ' ) — ^ - * . 

c o m m e d a n s (55), e t d e m ê m e 

c o s = : s i n ( y ' — ?) — c o s f s i n f' — s*n ? c o s 

(58) _ c o s 2

 ? c o s 1

 T ' _ A ? — A<p' I . Q — L Q ' 

' _ A ç p A y ' 1 — K' 2 C L 

d o n t l ' i n t e r p r é t a t i o n g é o m é t r i q u e e s t é v i d e n t e . 
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L ' é q u a t i o n (55) p e u t a u s s i s ' é c r i r e 

1 + * ' . / I - dn -IkK 
(59) s n 2 A L = L±iL ^ / T 

d n 2 A K 

1 1 + I s n - ^ / d . 1 + 1811*2/1 L ' 

c e q u i e s t la s e c o n d e f o r m e d e la t r a n s f o r m a t i o n d e L a n d e n . 

L ' a v a n t a g e q u e p r é s e n t e l ' e m p l o i d e hVL e t 2 A L c o m m e a r ­

g u m e n t e l l i p t i q u e r é s i d e d a n s le fai t q u e le m o d u l e c o r r e s ­

p o n d a n t y e s t r e n f e r m é i m p l i c i t e m e n t e t n ' a p a s b e s o i n d ' ê t r e 

i n d i q u é e x p l i c i t e m e n t . 

L e t e m p s q u e m e t l e p e n d u l e p o u r a l l e r d e P à P ' e s t le 

m ê m e q u e p o u r a l l e r d e B à A; c ' e s t la m o i t i é d e la d u r é e 

d ' u n e o s c i l l a t i o n ; d e s o r t e q u e l ' h o r i z o n t a l e p a s s a n t p a r L 

d i v i s e l ' a r c d ' o s c i l l a t i o n e n q u a t r e p a r L i e s q u i s o n t d é c r i t e s 

e n d e s t e m p s é g a u x . 

P a r e x e m p l e , s i l ' a n g l e d ' o s c i l l a t i o n e s t d e 2 4 0 ° , d e 11 à 

X h e u r e s s u r u n c a d r a n d ' h o r l o g e , L c o ï n c i d e a v e c 0 , e t l e 

p e n d u l e e m p l o i e r a l e q u a r t d e l a d u r é e d ' u n e o s c i l l a t i o n p o u r 

p a s s e r d e l a p o s i t i o n h o r i z o n t a l e à la p o s i t i o n v e r t i c a l e , d e 

I H à V I h e u r e s . 

Si l ' a n g l e d ' o s c i l l a t i o n e s t d e 3 0 0 ° , d e l à X I h e u r e s , o n 

p e u t p r o u v e r q u e le p e n d u l e p a r c o u r r a le m ê m e a n g l e , d e 

I I I à V I h e u r e s , e n u n s i x i è m e d u t e m p s n é c e s s a i r e p o u r 

u n e o s c i l l a t i o n . 

M. A P P E L L a m o n t r é d ' u n e f a ç o n t r è s é l é g a n t e la d o u b l e 

p é r i o d i c i t é d e la f o n c t i o n e l l i p t i q u e , e n r e n v e r s a n t la g r a v i t é 

a u m o m e n t o ù l e p e n d u l e a r r i v e e n B ; i l b a t t r a a l o r s la f o n c ­

t i o n e l l i p t i q u e s u r l ' a r c BEB' a v e c le m o d u l e c o m p l é m e n t a i r e 

( c o m o d u l e ) = n o s - a. , e t n e s t c h a n g é e n ni. 

6 . — L e m o u v e m e n t d e va e l v i e n t d u p e n d u l e d e B à B ' 

e s t r e p r é s e n t é p a r le m o u v e m e n t d e T , a c c o m p a g n é d e la 

r é v o l u t i o n d e R a u t o u r d u c e r c l e F R F ' , q u e l ' o n p e u t s u p p o s e r 

d a n s u n p l a n h o r i z o n t a l . 

L a p é r i o d e c o m p l è t e d e c e m o u v e m e n t e s t 
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p o u r d e s o s c i l l a t i o n s i n f i n i m e n t p e t i t e s ; e t c ' e s t l e m o u v e m e n t 

i m p o r t a n t l o r s q u e l e p l a n d ' o s c i l l a t i o n e s t r e g a r d é d ' e n ( a c e . 

L e m o u v e m e n t d e h a u t e n b a s d e P e s t t o u t c e q u e l ' o n 

p e u t v o i r l o r s q u ' o n s e p l a c e d a n s le p l a n m ê m e d ' o s c i l l a t i o n ; 

e t c e m o u v e m e n t e s t a c c o m p a g n é p a r la r é v o l u t i o n d e Q a u ­

t o u r d u c e r c l e A Q D , q u e l ' o n p e u t f a i r e t o u r n e r d ' u n a n g l e 

d r o i t a u t o u r d e A D p o u r l e r e n d r e v i s i b l e , e t l e m o u v e m e n t 

d e Q s e r a a n a l o g u e à c e l u i d ' u n p e n d u l e q u i e f f e c t u e r a i t d e s 

r o l a L i o n s c o m p l è t e s . 

L a p é r i o d e d e c e s o s c i l l a t i o n s d e h a u t e n b a s e s t la m o i t i é 

d e c e l l e d u m o u v e m e n t d e va e t v i e n t , c ' e s t - à - d i r e q u ' e l l e e s t 

(62) 2 K t / L , ou re » IL secondes 
y s \ g 

a u t r e m e n t d i t la d u r é e d ' u n e o s c i l l a t i o n s i m p l e ; c e l a r e p r é ­

s e n t e m i e s e c o n d e p o u r l e p e n d u l e b a t t a n t la s e c o n d e , la p é ­

r i o d e c o m p l è t e d u m o u v e m e n t d e v a e t v i e n t é t a n t d e d e u x 

s e c o n d e s . 

L a d é t e r m i n a t i o n e x p é r i m e n t a l e la p l u s e x a c t e d e g s ' o b t i e n t 

o n m e s u r a n t la l o n g u e u r L d u p e n d u l e q u i b a t la s e c o n d e , 

o u la l o n g u e u r l d u p e n d u l e q u i b a t t s e c o n d e s ; a p r è s a v o i r 

r é d u i t c e t t e l o n g u e u r p o u r ê t r e r a m e n é a u c a s d ' o s c i l l a t i o n s 

i m p e r c e p t i b l e s , o n a u r a 

163) g = „ « L = 7T* Í . 

A i n s i la v a l e u r g = 981
 c m / s e c i i m p l i q u e u n e l o n g u e u r 

L = 9 9 , 4 c m . , q u e l ' o n s u p p o s e t r o u v é e e x p é r i m e n t a l e m e n t . 

I l s e r a i t a l o r s p l u s l o g i q u e d ' é c r i r e la f o r m u l e (A), d o n n a n t 

la d u r é e d ' u n e o s c i l l a t i o n , s o u s la f o r m e 

164) i / 1 . , au lieu de 7r t / 
V i - V g 

c e t t e f o r m u l e r e n f e r m a n t d i r e c t e m e n t la l o n g u e u r m e s u r é e 

L , a u l i e u d u n o m b r e c a l c u l é g\ s a n s p a r l e r d e la c o m p l i c a t i o n 

a d d i t i o n n e l l e d u f a c t e u r t:-
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U n e x p o s é d e la q u e s t i o n a s s e z a n a l o g u e à c e l u i q u i v i e n i 

d ' ê t r e d o n n é s e t r o u v e d a n s l e s Nouvelles Annales (1902 e t 

1904'] ». 

S i r G e o r g e G R E K N H I L L ( L o n d r e s ) . 

( T r a d u c t i o n d e . T . - P . D U M U R , G e n è v e ) . 

1 CdnMiltRr ausa i AusLcse ans tneinsr UntcrrLckts~u. Yurlesungspraxis, von t ler in . Seneur .KT, 
Leipz ig . 1905. 
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