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UNE DEMONSTRATION ELEMENTAIRE
DE LLA FORMULE DU PENDULE

par Sir George GrReeNHILL (Londres).

Tout étudiant en dynamique élémentaire et en physique
est tenu de connaitre la démonstration de la formule don-
nant la période du pendule simple pour des oscillations de
faible amplitude; mais la méthode employée dans les traités
quil a a sa disposition manque de rigueur, car la formule
donnant la durée d’une oscillalion simple, a savoir

(A) x \ﬂ
g

n’est démontrée qu’approximativement.

Comme cette valeur n’est jJamais rigoureusement exacte,
sauf dans le cas idéal d'un mouvement imperceptible du
pendule, il est préférable d’abandonner toute approxima-
tion, et de démontrer que cette valeur (A} n’est qu’une limite
inférieure, jamais atteinte en réalité, mais suffisamment ap-
prochée pour répondre anx besoins de la pratique, d'autant
plus gqu'une limite supérieure pourra se caleuler aussi faci-
lemenl.

On pourra alors en déduire Ia correction circulaire de
'amplitude d’oscillalion, et I'étudiant se rendra compte dn
degré d’approximation de la [ormule (A) pour une oscillation
réelle du pendule.

La méthode suivante est soumise a attention des profes-
seurs; tout caleul approximalifa été évité; on y a introduit
par contre les symboles d'inégalité suivant les démonstra-
Lions analyliques modernes.

1. — Un point P oscille sur un arc de cercle de B a B’

, a
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246 G. GREENHILL

I'extrémité d'un fil de longueur £ attaché en O (fig. 1); si PK
est la perpendiculaire abaissée de P sur I'horizontale BI,
on a, en vertu du théoréme des forces vives

1 {vitesse de P)? = 2g . PK ,

__Fr ) i '—5' B’
=T PR RR =5 .BP. VB,

en vertu de la proposilion C d'Euclide du livre VI; cette
proposition se démontre en tracant le diameétre PE’, et en
counsidérant la similitude des triangles PKB et PR'E’".
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Mais les vordes BP et PB’ sont respectivement plus petites
que les arcs BP et PB’; de sorte que

(2) (vitesse de P)? <gT .arc BP., arc PB’ .

On pourra reporter Uarc BPAB' le long de la tangente au
point le plus bas A du cercle, on obtiendra alors I'horizon-
tale FTAT, que l'on pourra élendre uniformément dans un
rapport quelconque de facon a la rendre visible.

La figure n’est pas exactement conlorme a ce qui vient
d'étre dit, car I a été choisi sur le prolongement de EB et T
sur le prolongement de EP, comme l'exige une discussion
subséquente; on n’a fait qu'une seule figure afin d'écono-
miser de la place.

Tragons le cercle de diamétre FIF' el son ordonnée TR,
1OUS AUTONS :

(3) (vitesse de T)% < i—"’ .FT.TEF < ;(1, . TR?;

(%) (vitesse de R < Tb . AR?,

(en vertu du triangle de vitesse ATR).

Lorsque I’ oscille de B a B, ou T de I' a F', le point R
décrit un demi-cercle de F a I’ avec une vitlesse moindre

{
crit sur FF';

que \/5’“- . AR, de sorte que, = . AR étant le demi-cercle dé-

£
l

I = . AR T
(5) La durée d’une oscillation de B & B’ > \—/~—— ou > n\/_ ,
- AR "

et Pinégalité > se rapproche de plus en plus de égalité —
a mesure que l'arc BAB’ devient plus petit et finit par
s’évanouir.

On pourrait remarquer ici que \/§ AR est la vitesse du

pendule conique de longueur OF et de hauleur OA, décri-
vant le cercle FRE’, en supposant que ce cercle ait tourné
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248 G. GREENHILL

autour de FF' de facon & devenir horizontal; el la période

de révolution est Zn\/z , la limite inférieure de la période
&

d’une double oscillation du point P.

S'il s’agit d'une étude élémentaire du pendule, ce qui pré-
céde peut &tre considéré comme suflisanl; mais daus la dé-
monstration habituelle, on enseigne a I'étudiant que le mou-
vement du poinl P finit par étre un mouvement harmonique
simple en ligne droite, I'inégalité (2) est alors remplacée par
I'égalité, et la vitesse varie comine la moyenne géométrique
de la distance des exilrémiiés de la vibration.

« Mouvement harmonique simple » est le terme.cmployé
dans la Natural Philosophy de Trnomsox et Tarr dans 'ana-
lyse de la vibration d'un son musical périodique par une
séric de Fourier. Ce terme est trés peu commode lorsqu'on
I'applique au pendule et I'on pourrail avantageusement lo
remplacer, comme on l'a proposé, par le mol vibration
simple, qui est plus expressil et plus familier

Nous dirons done que le pendule n'effectue une vibration
simple que dans le cas d'un mouvement imperceptible.

Dés que le mouvement devient perceptible, il faut avoir
recours aux lonctions elliptiques pour résoudre le plobleme,
on peut dire dans ce cas que le pendule «bat la fonction
elliptique ». ‘

2. — Pour compléler les considérations élémentaires pré-
cédentes qui déterminent une limite inférieure de la durée
d’oscillation, il est nécessaire d'en déterminer également
une limite supérieure; nous continuons donc cette théorie
en évitant toute approximation et en adoptant une méthode
qui serail aussi applicable au cas ol la question serail traitée
rigoureusement par les fonctions elliptiques.

Nouq projetons le mouvement, comme en pro]e(‘tlon sté--
réographique, par des rayons émanant de E, le point le plus
élevé du cercle sur lequel se meut le point P, analognes a
des rayons lumineux issus d'une source lumincuse placée
en E; et nous considérons le mouvement de l'ombre T sur
[a tangente horizontale en A, le point le plus bas du cercle.

En conservant les mémes lettres, et en supposant que T
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oscille entre I et " on a:
(6) EP. ET = EB . EF¥ = EA%,

La droite EPT coupe le cercle AP et la droite AT suivant
le méme angle, de sorte que :

vitesse de T ET ET ET?

7 vilesse de P~ EP  pa*  LEB.EF’

La similitude des triangles EBP, ETF, et des triangles
EB'P, ETF', montre que :

BP _EB PB’

(8) El F’ ’
EB® EB?
. PB’ = L FT.TF = - . TR?
9) BP. P e - TRz ,
par conséquent, d'aprés (7)
ET+
(10) {vitesse de T)? = (vitesse de P}? . K —
: EB%. EF?
Ta ‘" T
— & BpP.PR. J[J—E_g TR?
! EB?. EF* ! Er?

ET
(11) vitesse de R —= \/g

a cause du triangle de vitesse ATR.
Dans le cas de petiles oscillations, ET se déplace trés peu
entre les limites EF et EA, on adonc:

(12) \/? AR > vitesse de R > \/5’ EA AR,

et, en tenant compte de (5)

(13) f < durée d'oscillation de BaB’ <« \/ L }‘ ;

ce qui donne les limites inférieure et supérieure; de plus,
la imite supérieure tend vers la limite inférieure 4 mesure
que 'amplitude des oscillations diminue.

A moins qu'il ne s'agisse d'une élude tres élémentaire du
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250 G. GREENHILL

pendule, cette seconde démonsliration pourra remplacer la
premiere, car elle n’est que légérement plus compliquée.

3. — Si Poun représente 'angle d’oscillation BOB' par 2« ,
la moyenne géométrique des limites (13) sera

{14) n\//i\/l}f:n‘\/__#__,
) 8 EA 1
\ geos 5 «
comme sl le plan d’oscillation était incliné d’un angle ;— a sur
le vertical; cela nous donne la durée d'oscillation avec assez
d’exactitude et nous permet d’estimer I'errcur circulaire due
a Pamplitude de cette oscillation et la quantité dont le mou-
vement réel du pendule s'écarte du véritable mouvement
harmonique, ou vibration simple, comme nous l'avons appelé.
Comme I'angle a est petit, nous pouvons écrire
AJ'

1

—— - i
(15) R\/.“IT_:W\/_I <1-—si112%a>
8
gcos g a
\

1 .,1
:n‘\/ <1—+—Zsm‘§&...) )

de sorte que 'erreur circulaire ou correction fractionnaire

38 [~

sera pratiquement
1 1 1 AD 1 AD
16 —sin® — @ = = = = — .
(16} A R
Mais comme le sin vers. AD est difficile & mesurer, on
pourra 'exprimer en fonction de BB’ par la formule approxi-

maltive

1) 1,1 1 /AB\? 1 /BB’\?
— 8in® — = | =) = =

‘ S g 2= 7 \AE G\ 7 /)"

et BB’ peut étre facilement mesuré avec exactitude sur une

é¢chelle horizontale.
La durée réelle d’une oscillation dépasse de

(18) 100 (Iﬁ

2
A i > pour cent
2

la durée de 'oscillation idéale d'amplitude imperceptible.
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En d'autres termes, pour ramener la durée observée de
l'oscillation visible a la formule (A) qui n'est valable que
pour les oscillations infiniment petites, il faut la réduire par
une correction circulaire de méme pourcentage.

Ainsi, une variation de un pour cent dans BB’ occasionne
une variation de deux pouar cent dans la corveclion cireulaire.

Supposons par excmple que OB ait un matre de long dans
un pendule qui bat la seconde lorsqu’il oscille sous un angle
de 6° environ, c¢’est-a-dire lorsque BB =10 em.; Ia réduc-
tion de la durde d'oscillation & la lormule (A) sera la frac-

tion — | de sort 1 1 jour de 24 heures, |

ion oo+ de sorte que dans un jour de 24 heures, le pen-
o . . 86400 .

dule effectuerait, d’aprés la formule (A}, a0 = 135 hatte-

ments de plus; et si BB’ était de 11 cm. ¢’est-a-dire subissait
une augmentation de 10%, la correction du pendule aug-
menterait de 20 %o ct le pendule perdrait 2,7 secondes par
jour.

Un pendule « invar » permeltra de se rendre compte dn
résultat paradoxal d'une correclion négative concernant la
température, a cause de la correction due a l'influence de
l'air.

Dans les expériences d’Airy sur la gravité au moyen d’un
pendule oscillant au fond d’une mine profonde, la différence
observée représente & peu prés la moitié de la correclion
due a U'influence de I'aiv ambiant dans un pendule ordinaive;
de sorte que le pendule d’Airy oscillant a la surface aurait
pu synchroniser avec le pendule du fond de la mine, a sup-
poser qu'il oscillat dans un air raréfié ne présentant plus
que la moitié environ de la densité atmosphérique.

4. — L’équation (11) conduit immédiatement a la solution
du probléeme par les fonctions elliptiques, dans le cas d’un
mouvement i oscillations d'amplitude finic; car on a, en
représentant I'angle FAR par g,

dg\? g ET2
" @) =1 &

el sl nous supposons que le cercle FREF' tourne aulour de
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FI** de facon a devenir horizontal

ET® TR? AF? |, P | .
200 — =1 ——-=1—— smz?:’l——smﬂiasm?g’.

EF2 EF? FF?

Il est avantageux de poser g = {n? de sorte que n repré-
sente la vitesse angulaire de rotation d'un pendule conique
de hauteur { autour de la verticale; on a alors

- 1
21) g:n\/’l—Kzsqu?:n.&(q).x) , z:sin”ﬁu
?
(22) nt :.,(: ?: = Fg ou Filo, =),

selon la notation de Legendre.
En renversant la fonction, suivant I'idée d’Abel,

(23] 9 = am nt, on am (nt, ),
dans la notation de Jacobi; puis

1 1
(24) AT = AbF cosg. ou tg 5 S =g gecn nt,

dans la notation de Guderman; alors

1 1
(25) ET = EFap ou sec 5 S — scc 5@ dn nt
o1 o1 cos g cu nt —
(26) siu 5 J = sin 5 A—p e = xsn (K — nt) .

Prolongeons RA jusau’a son inlersection () avec le cercle
de diametre AD; l'angle ADQ = g: menons l'horizontale
N'QP" rencontrant I'arc AB" en P’, puis I'horizontale PQ'N
rencontrant la verticale AD en N; P’ sera alors un pendule
anslogue & P, oscillant suivant le méme arc BAB'; et P’ passe
par le point le plus bas A au moment ou P quitte le point le
plus ¢élevé Bj ainsi P et P’ oscillent en discordance de phase,
et U'écart alteint le quart de la période complete. Or on a

Ar? Q?
27 [ — 3 e — sin?
(27) AD NG et AN iD A.D sin? g
AP AE
(28) _ =" AP = AD . AE sin? ¢ = AB!sin? ¢ ,
AQ AD
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et, en représentant 'angle AOP’ par &',
F g F

. .1 . :
(29) sm‘ZS’:sm:—)usm?:xsnnt,cos%&'—_—dunt,

dans la notation de Gudermann.

En comparant ces formules aux formules (26) on sera con-
duit aux relations concernant des fonctions elliptiques pré-
sentlant un écart de phase d’'un quart de période elliptique K
dans I'argument elliptique «, comme par exemple

cn
30 sn | K-u) — —— ele.
{30, sn ({K-u) Iin’ ele
car
(31) . ADQ" = ¢’ = am (K-nt) ,
lorsque

ADQ — ¢ ——am nt ;

el dans la notation de Legendre

(32) sin ' = CO:;’ , cos ¢’ =7 SAl: ? Ay — ;? ,
[33) cot @ cot ¢ == 2" = Apig¢’

de sorte que la relation est réciproque enlre ¢ et 9.
De méme .
cos @
ag
Le quart de période elliptique K est défini par

{34) AP = AB sin " = AB

1
iTde

2 1
(35) IN :)() Ay /11.1 — #* sin® ¢)” 2 do

1 ’ 1\% , 1.35‘ ’

le second terme de la série donnant la correction circulaire
employée dans la formule (15); et les inégalités (13) montrent

que

" 1 N 1 1
(36) —§n<l\<inseL-ﬁai

[CI=Y
E]
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en employant la notalion des fonctions elliptiques,

1 : 1

(37 # == sin 7@ z == cos & @,

1 .
et 3 & sc nomme I'angle modulaire.

1
—E ks
Mais Fa - est encore une limite supérieure de K, car
x
98, ' 1 K Pl
(98] Ve [ 6
5

1 — T \ . .
elgx \/Sec§ « peut étre utilisé comme valeur approchée
de K, a moins de 0,139, prés jusqu'a un angle modu-

.1 ) B . . e
laire 5 @ de 30°, de 0.75°%0 jusqu'a 45° et de 3% jusqu’a 60°

Lorsque » == 1 les oscillations du pendule sont de 360°,
et K=o ; on obliendra une limite inférieure de K dans le

voisinage de x == 1 en écrivant
I
o 37 ; » sin __rsing + 1:7):75119: dg ;
’\1—4 sm? 1 + % sin g
. . . 1 1 3 .
la premiere intégrale est 5 log + = , et la seconde est finie
2 91 — »

et devient log 2 lorsque » == 1.

En utilisant cette approximation, nous trouvons qu’'un pen-
dule qui batla seconde lorsqu’il effectue de petites oscillations
metirait 6,5 secondes environ pour effectuer une oscillation
en partant 4 une minute du point le plus haut du cercle,
mais ce temps est théorviquement infini si le pendule part
rigoureusement de ce point. Cetle instructive application nu-
mérique est due a M. E. Laner (Berlin). Latable de Legendre
ne fournit pas la valeur de K en question.

5. — On peut démontrer que Q' passe par un point fixe L
de AD, le point de Landen, tel que EL = EB; et que PP’
est tangent 4 I'are de cercle BLB' de centre E.

Car, de la relation (33) on tire

DQ . DQ’ __triangle QDQ’ _ DL

1
40 "= cos = & == cot Lg = —— — = -
(40) = cosge=colgcote AQ . AQ’ " triangle QAQ’ 1A~

2
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ce qui prouve que L est un point fixe sur AD:

1
AE sin? -
AD 2
(41) Al, — T = 1 — AR (1 — cos % zx) .
1+cos§a 1+cos—_2—z'
- 1
ELL. = EA cos 5 & = KB,
et, puisque
(42) ET = EF . a9 , ET' = EF’. ay" ,

. - 1
(43) ET. ET' = EFZ. 4p . 49" = EF2 cos 5w = EA . EF ,

¢’est-a-dire une constante; et par suite
(&4) EP.EP' = EA . EB ,

une constante également; et, en tenant compte de la propo-
sition C (n°® 1}, nous voyons que la perpendiculaire abaisséc
de E sur PP a pour longueur

EP. EP’/ .
—mx = EB.

{45)

ce qui prouve que PP’ est tangent au cercle BLB'.
La similitude des triangles DLQ, ALQ" montre que
LQ _ DQ _ cos ET __EB _ EP’

4 X __ cos ¢ _ il
B A =20 Temg — T WU =5 =557 51

A laide de la figure, on pourra interpréter la iransforma-
tion du second ordre de Landen au point de vue dynamique
et géométrique.

Posant CL =1 . CA, ( étant le centre du cercle AQD, on a

1—) DL
Tr2"Ia

(47)

1
:cosia:x’,).:, = g! — a ;

et en appelant ¢ l'angle ALQ et ¢/ I'angle CQL, la vitesse
de (@ sera donnée par

dg dy
4 AD =2 L.Q L s ’
{48} AD 7 ou Q ; see Vo
dy AD AD dy de

C — — —_— 7 ’ .
(49) cos ¥’ T LQ = AL Ap T (14‘“'[\(}:7
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el

5 sin 4"_ CL ’ Y I I
(50 »Sfinq‘_.(-:Tz:K,cos-,b:V(l—)’sm’yi_A(\}«,));

de sorte que

. 4y ,
i51) V(W’jx;: 1+ y_;.g

de , ,
m—(i—*—z)m,

: N . R .1
el, puisque ¢ croit de 0 anlorsque g croitde 0 a o =,

1
e T Ay , it dy
br2= o= b [P = R

Il est commode de poser

t
(53] - nt=hK , de sorte que h— i
7

i

ou T est la période compléte d'une oscillation double; I'équa-
tion (51) montre alors que

(54} Y — am 2kL |, lorsque ¢ — am kK , " — am{1 — B)K ;

)

\g M .
(55) sn 2AL —sin g = ~ 2 AD singcosy

QL — T AL . a¢ i+ =

2 snhKcenhK
dnkK

ce qui est la transformation de Landen.
D’une autre facon, puisque

1
(56) BL:IADQ+I‘QD:?+5"_?,,
sin ¢ — cos (¢’ — ¢) = sin ¢ sin ¢’ +- cos g cos g’
(57}

sin ¢ cos g

=1+ x) v .
comme dans (55), et de méme
cos Y — sin (p” — @) = cos ¢ sin ¢” — sin ¢ cos ¢’
(58) __cos?g cos? 9/  Agp — a9’ 1.Q — LQ’
T a8y 8’ T 11— T 20L

dont I'interprétation géométrique est évidente.
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[’équation (55) peutl aussi s’écrire

(59) sn2h], — 1+ 1 — dn 24K
® 1 + do 24K’

. 1 — Asn? 2A1, (1 + % sn?2hL
60 dn2hK = ——————— = 5n2 =L T 7
(60) 1 1 4 Aksn? 2417 sn 2RK 1 + Asn?24L 7

ce qui est la seconde forme de la transformation de Landen.

_ L’avantage que présente 'emploi de 2K et 24L comme ar-
gument elliptique réside dans le fait que le module corres-
pondant y est renfermé implicitement et n’a pas besoin d’étre
indiqué explicitement.

Le temps que met le pendule pour aller de P a P estle
méme que pour aller de B a A; ¢’est la moitié de la duréc
d’une oscillation; de sorte que l'horizontale passant par L
divise ’arc d’oscillation en quatre parlies qui sont décrites
cn des temps égaux.

Par exemple, si l'angle d oscillation est de 240°, de 11 &
X heures sur un (adran d'horloge, L coincide avec O, et le
pendule emploiera le quart dela duree d’une oscillation pour
passer de la position horizontale a la position verticale, de
11l & VI heures.

Si I'angle d’oscillation ebt de J()0° de T a XI heures, on
peut prouver que le p(‘ndule parcourra le méme angle, de
I 4 VI heures, en un sixiéme du temps nécessaire pour
une oscillalion.

M. AppeLL a monlré d'une facon tres ¢légante la double
périodicité de la fonction elliptique, en renversant la gravité
au moment ou le pendule arrive en Bj il battra alors la fonc-
lion ellipliqlile sur I'are BEB’ avec le module (:om‘plém(zntaire

. 1 . .
(comodulej »' == cos 5 a, et n est changé en .
6. — Le mouvement de va ct vient du pendule de B a B’

est représenté par le mouvement de T, uccompagné de la
vévolution de R autour du cercle FRF', que I'on peut supposer
dans un plan horizontal. . '

La période compléte de ce mouvement est

(61) 4K \/z ) ou 2n \/_1_
‘ 4 4
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pourdes oscillations infiniment petites; et ’estle mouvement
important lorsque le plan d’oscillaiion est regardé d’en face.

Le mouvement de haut en bas de P est tout ce que l'on
peut voir lorsqu’on se place dans le plan méme d’oscillation;;
et ce mouvement est accompagné par la révolution de (Q au-
tour du cercle AQD, que 'on peut faire tourner d'un angle
droit autour de AD pour le rendre visible, et le mouvement
de Q sera analogue a celui d'un pendule qui effectuerait des
rolalions complétes. ’

La période de ces oscillations de haut en bas est la moitié
de celle du mouvement de va et vient, c’est-a-dire qu’elle est
de

(62) 2K \/£ , ou n \/_l secondes ,
8 g

autrement dit la durée d'une oscillation simple; cela repré-
sente une seconde pour le pendule battant la seconde, la pé-
riode compléte du mouvement de va et vient étant de deux
secondes. )

La détermination expérimenlale la plus exacte de g s’obtient
en mesurant la longueur I du pendule qui bat la seconde,
ou la longueur I du pendule qui bat ¢ secondes aprés avoir
réduit cette longueur pour étre ramené au cas d’oscillations
imperceptibles, on aura

o

163) g — 'L = =* P

Ainsi la valeur g — 981 °»/,.. implique une longueur
L = 99,4 cn., que l'on suppose trouvée expérimentalement.

Il serait alors plus logique d’écrire la formule (A), donnant
la durée d'une oscillation, sous la forme

164) i ) au lieu de ™ \/7 i
L g

cette formule renfermant directement la Jongueur mesurée
I, au licu du nombre calculé g, sans parler de la complication
additionnelle du facteur .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



FORMULE DU PENDULE 259

Un exposé de la question ussez analogue a celui qui vient

d'¢lre donné se trouve dans les Nouvelles Annales (1902 et
1004) L.

Sir George GrernuiLL (Londres).

{Traduction de J.-P. Drmur, Genéve).

1 Consulter aussi Auslese aus melier Unterrichts-u, Vorlesungspraxis, von Herm, ScuusurT,
Leipzig. 1905,
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