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Quelques cas de mouvement d'un point 
sur un corps en mouvement 

(par Mr, REIXOLD HOPPE, prof. à Berlin.) 

Imaginons qu'un corps roide n soit obligé de parcourir des positions 
géométriquement préscrites, ce qui a lieu, si toutes les quantités qui ser- 
vent à, exprimer ces positions sont fonctioris données d'un parambtre, fon- 
ction connue ou inconnue du temps. Supposons de plus qu'un point matériel 
tîz ait la liberté de glisser le long d'un ligne s fixe à ce corps, et  qu'une 
force extérieure le sollicite. Il se presentera un nombre de questions, dont 
nous ne considérerons que deux. Elles répondent aux cas, 1." où le mou- 
vement du corps est réglé par contrainte; 2 . O  où il est laissé à la seule 
influence du mouvement du point m. Nous allons examiner les questions 
dans toute leur généralité, bien que ce ne soient que des cas particuliers 
qui permettent la solution complkte. 

1. ~ ~ u a t i o n s  différentielles. 

Pourvu qu'aucune force ne sollicite le  corps n, le mouvement du sy- 
stbme matériel est déterminé par l'équation 

où les mémes lettres x ,  y ,  z ,  étant assez distinguées par les facteurs f î t ,  

dn, désignent les coordonnées dil point m et de l'élément du corps dn, 
e t  06 X, Y, Z sont les composantes de la force agissante sur m. Les coor- 
données de m sont fonctions données du parametre 3 et de l'arc de la 

Annali di Matematica, tomo V. 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 Hopp  e : Sur le mouvement d'un point etc. 

ligne s, qu-i accompagne le corps en mouvement; les coordonn6es de dn 
dépendent seulement de 3. Puisque les variations de 3 et de s sont indé- 
pendantes l'une de l'autre, l'équation précédente se décompose dans les 
deux équations suivantes : 

oii pour abréger on a posé 

La première équation n'a pas lieu, si 3 est donné en t ,  si par conséquent 
d3=0.  

Posons de plus 

et relativement au point wz 

en outre ayons égard à la relation 

et désignons par des accents la différentation de 3 et de s relative h t. Il 
sera facile d'en tirer les valeurs suivantes: 

aW3rz N=:w3"+4- 
d a 3  

a 2  a2z au aw aa:a2$ a a v a P ~  
Q2 

--LA=-- .+-a- 
as 9 3  a9 a 9 9 3 a n  

au a~ am a2z + a y  a9y a z  a9a --I=-- 
2 8 

+a- 
a s  a3a3as a%.% &- 2 3 3 s  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Hoppe : Sur le mouvement d'un point etc. 

az a2z S x a 2 ~ + w P y l  . O =-- 
E S  as" as  as' as as2 

Ces formules énoncent les valeurs de tous les coefficients du développement 
des équations ( l ) ,  lorsqu'on résout les trois accélerations dans les variations 
de 3 et de S. On obtient les équations : 

En les ajoutant, aprés avoir multiplié la premikre par d 3 ,  la seconde par 
d s ;  on trouve l'épuatiou de la force vive : 

Deux quelconques de ces trois équations déterminent le mouvement du sy- 
stéme, s'il est libre. La première et la troisibme d'entre elles doivent étre 
rejetées, si le corps se meut par contrainte. Alors la seconde équation suffit 
pour déterminer le mouvement du point. 

Nous traiterons en particulier le cas, ob le mouvement du corps consiste 
en une rotation. En prenant l'axe de rotation pour axe des z,  nous pouvons 
poser 

x = r c o s ( ~ + 9 ) ;  y=rs in($+S)  

et  Y, 9, n seront fonctions de s seulement, dont nous désignerons par des 
accents les dérivées. On trouve ici:  
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4 H o p  p e : Sur le mouvement d'un point etc. 

Les équations de mouvement deviennent : 

La premiére équation peut aussi gtre écrite : 

1 av- a - - - - { ( r ' + ~ ) 3 ~ - k r ~ q ' s ' ; .  
29 at ( 5 )  

2. Rota t ion  constante.  

Quant a u  premier problème, il y a deux cas, où la  solution se présente 
sans difficulté. 

Supposons d'abord que la vîtesse de rotation soit constante. Si, premié- 
rement, nous admettons que le point se meut sans force accélératrice, l'é- 
quation 

s" - r r',Ya = O 

a l'intégrale : 
~ ' 2 -  r4319=k 

et finalement : 

oii r est donno en S. 
Le cas ici considéré semble être le seul qui permet l'intégration pour 

une courbe s quelconque. Prenons maintenant une ligne droite, sur laquelle 
le point glisse, et  faisons la force constante relativement A l'inténsité et 
à la direction. Pour introduire le nombre le  moindre possible de quantités 
déterminantes, nous faisons l'axe des LE normal à la force et à la droite 
s h un instant t = O ,  OU les deux normales coïncident. Les équations de 
la droite auront, pour t = O ,  la forme : 
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H o  PP e : Sur le mouvement d'un point etc. 

en général elles seront donc : 

Les composantes de la force naR auront la forme: 

X=O; Y=nzRsinN; Z=nzXcosh? 

L'équation (4) devient : 

sr'- ~ ~ ' ~ s i n ' & = R  (sinesin Ncos3 + cosecos N) 

et son intégrale générale a la forme : 
Psine s=Ae + ~ e - " ' ~ '  + C C O S ~  t- D. 

En substituant cette valeiir on trouve les conditions: 

15'3'~ (1 + sin8&) + R s i n ~ s i n N =  O 

D 3 ' 2 ~ i i ~ 2 ~  4- RCOSECOSN=O. 

Soit s =a, s'=A, 3= 0 pour t = O:  on aura encore les conditions sui- 
vantes : 

o = A + B + C + D  

d'où l'on tire : 

et la solution compléte se pésente comme il suit: 

Cette équation décide immédiatement de quelques questions. Le point 
ivz sera mené en équilibre autour de l'axe sans glisser, en trois cas: 1." pour 
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6 H o p  p e : Sur le mouvement d'un point etc. 

R = O, o = 0, 2, = 0 ,  c'est-&-dire , lorsqu'il se trouve sans' vitesse initiale 
et non sollicité dans le plus grand voisinage de l'axe; 2 . O  pour N =  O! 
k o ,  

c'est-&-dire, lorsque la force est dirigée suivant l'axe de rotation, et que 
le point est placé comme il  répond C1 la vîtesse; 3." pour e = O ,  N =  i+$ n, 
cas de peu d'intéret. 

Le mouvement sera périodique, seulement si 

Il se pliera de plus en plus dans un mouvement périodique, si le coefficient 

de e9"'"' est = O ,  l'exposant étant supposé positif. Dans tout autre cas le 
point s'en ira &. l'infini. 

3. Rotation libre. 

La solution du second problème relatif LL une rotation du corps s'offre TP 
le champ pour le cas V=const., où l'équation ( 5 )  a l'intégrale : 

qui, avec l'équation de la force vive 

(ra + tu) 3" + Zr2 ~ '3 ' s '  + sr4 = k 

suffit pour déterminer les deux fonctions 3 et S. En éliminant 3' on trouve : 

Comme r et 9' sont supposés connus en s, il ~Ssulte: 
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Hop p e : Sur le m o u v e m e n t  d'un point etc. 

4. Conditions d'une première intégrale lineaire. 

S'il y a, pour dV= O ,  une premikre intégrale de la forme 

~ Y - I - ~ s ' = ~ x  (6) 

cas dont nous venons de considérer un exemple, il est toujours possible 
d'assigner les relations primitives entre t ,  9, S .  En examinant les conditions 
de ce cas, nous trouverons les expressions explicites des u ,  v, A, p, qui 
leur répondent le plus généralement. 

En effet, ajoutons les équations (2) aprés les avoir multipliées par deux 
fonctions p, q de 3, s; il faudra que le résultat soit, pour quelque détermi- 
nation de ces facteurs, identique L1 celui de la différentiation de l'équation 
(6), ce qui donne les cinq équations suivantes: 

2 = 2 p u + q v  (7) 

p=pv+q. 

En éliminant A, p, on trouve: 

Xultiplions ces trois équations successivement par les trois systemes de 
trois facteurs 

I ,  -21, 2u 

V, -2u, v(4u-va)  

0, 0, 1 
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8 Hoppe:  Sur le mouvement d'un point etc. 

ajoutons-les chaque fois, et  faisons les substitions 

nous obtiendrons trois nouvelles équations, qui peuvent prendre la  place 
des équations précédentes, savoir 

Soit a=  const. l'intégrale de l'équation 

Regardons désormais p, o comme variables indépendantes, 3, s comme fonc- 
tions, dont nous désignons la déterminante par Y. Nous aurons : 

L'équation (II) se réduira à 

et  donnera l'intégrale 
u , = r P  

où P désigne une fonction arbitraire de a. 
Les Bquations (12) prendront la fo~me  

9 v ,  + Bu,=O 
où l'on a posé 
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H o p p  e : Sur le mouvement d'un point etc. 

d'où l'on tire : 

Ces valeurs étant portées dans l'équation (16), elle devient : 

ou bien, pour séparer les fonctions : 

et ap'rès l'intégration : 

A où N est une fonction arbitraire de a. Multiplions cette équation par - p9 ' 
et ajoutons-la à (19); il viendra : 
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10 Hop p e : Sur le niouvernent d'un point etc. 

et nous avons une seconde intégrale : 

fil étant fonction de a. Le méme multiplicateur prépare une troisiéme in- 
tégration, qui donne : 

ou,  d'aprbs (13) : 

ou bien, en revenant aux variables indépendantes 9, s :  

d'où nous tirons la vaIeur 

en dénotant par la lettre (9) en bas du signe intégrale, que les variations 
dp, d o  sont liées par la relation 3 =const., notation dont nous nous ser- 
virons plusieurs fois encore plus bas. 

Les quantités L, M, N, P, ne sont pas toutes indépendamment arbitraires. 
a r En effet, en éliminant A et - -. entre les équations (17), (20), (21), on 
ap P 

trouve : 

et en substituant la valeur (22): 

Maintenant on peut prendre % volonté 3 ,  fonction de p, a. On en déduit 
s d'après (23), et puis u ,  v d'après (IO), ( i 3 ) ,  (14), (15)' enfin A, p 
d'aprbs ( 7 ) ,  (8). Donc, s'il ne s'agit que de déterminer explicitement les 
fonctions, qui répondent au cas de l'existence d'une premiére intégrale 
linéaire, la solution est accomplie. Pour l'appliquer, cependant, à notre 
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Hop p e : Sur le mouvement d'un point etc. 11 

problème dl: mécanique, il faut déterminer préalablement p et o en accord 
avec les valeurs données de u et de v. Les conditions A remplir par p, o 
doivent être équivalentes au systkme ( i l ) ,  (12), et  peuvent être réprésentées 
par les équations (9), (14), (24). En y introduisant 3,  s comme variables 
indépendantes, nous les écrivons : 

Comme a peut être remplacé par une fonction de a quelconque, la fonction 
P ne contribue en rien la généralité. Posons donc P= 4; r=u,. L'équa- 
tion (25) ne contiendra qu'une seule inconnue. Elle serait immédiatement 
intégrable, si v était fonction de 9 seulement. Pour augmenter encore 1'15- 
tendue de cette solution, nous passons aux variables indépendantes 9, r,  où 
r = const. est l'intégrale de l'équation 

l'équation (25) se réduira B 

Maintenant si la quantité 

est fonction de 3 seulement, on trouve en intégrant deux fois: 

Supposons que a soit trouvé; l'équation (26) donnera immédiatement la 
valeur la plus ghé ra l e  
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12 H o p  p e : Sur le mouvemenk d'un point etc. 

On voit par cette expression, que N d p  jouit de la meme généralit6 que 
Ndp-Mdd ;  c'est pourquoi l'équation (27) peut étre écrite aussi : 

ou en substituant - N d G  ii d o :  
v2 

La condition de l'existence d'une premiere intégrale linéaire est donc que 
le premier membre de cette équation, pour quelque détermination des fonc- 
tions arbitraires dans les expressions générales de p et de a, soit fonction 
de O seulement. 

5. Intégration compléte p o u r  le cas d 'une p remié re  i n t ég ra l e  linéaire. 

Les transformations précédentes serviront Lt déte:miner explicitement en 
fonction d'une seule variable o  le temps t et le parambtre 9. En effet, 
lorsqu'on élimine sr au moyen de la relation des diffkrentielles 

les équations ( 6 ) ,  (3) déviennent : 

( 2 3 %  + q p ) Y +  rpor= Izp (28) 

(p2~+pqv+~g2jCSrP+r(pv+q)310r$  + r 2 0 f 2 = k p 2 .  

La derniére équation peut, en vertu des valeurs (7),' (8) de A, p, être 
écrite aussi : 

(p ; l+qp)9r2+2rp3r01+r2~1e=2kpe .  

En éliminant 9' au moyen de la premiére équation, on obtient: 

Or les équations 
pv+q=p,  Av+B=O 
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H o p p  e : Sur le mouvement d'Un point etc. 

donnent successivement d'aprés (18), (21) 

De plus, on a d'aprés ('7)' (8)' ({O), (14): 
3 p" 

pX+ qp=p2(2u-vy f - (yu  ~ q ) ~ = ~ $ . ( "  2 

et, en substituant la valeur précddente de p, en vertu de (24): 

p;l+qp=N 

donc l'équation (29) se réduit Li, 

2 5'2 
2 k N -  h2=- 

Pl 
d'où l'on tire : 

Enfin on trouve d'après (30), (28) : 

= p  (Np' - Mo') - rp of 

= p ( N p f  -Mo')  + ( p h +  q,ct)3' - Izp 

par conséquent, h cause de (31): 

Npr= Maf  + h. 

Donc on a : 

Maintenant les quantités 9 et s étant connues en p ,  a; le mouvement est 
déterminé par (32) et (33). 
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Dimostrazione di un teorema di Cauchy 

(per4 GIULIO ASCOLI, a Milano.) 

- - 

Teorema :  L ' e q u a z i o n e  

o v e  f (u ,  n) è f u n z i o n e  s i n e t t i c a  di u e d i  z i n t o r n o  u=O e z = 0 ,  
a m m e t t e  u n o  ed un  so lo  i n t e g r a l e  u s i n e t t i c o  i n t o r n o  z = 0 ,  an- 
n u l l a n t e s i  c o n  z. 

CAUCHY, cui & dovuto questo teorema, e poi i signori BRIOT e BOUQUET 
Io dimostrarono col metodo dei limiti. In cid che segue 10 stesso teorema 
& dimostrato col metodo degli infinitesimi. 

Sia O il polo ne1 piano rappresentativo dei punti z ,  per O tir0 tanti 
raggi Oa, O b ,  Oc, ..., infinitamente vicini, ed integro la equazione 

du=f(u,  z)dz (1) 

lungo ciascuno di questi in modo: 1' da non uscire dalla porzione di piano 
circostante il punto O ed entro la quale la f (u ,  z ) ,  considerata nella sua 
dipendenza da z, é funzione sinettica di quest'ultima; 2' di non pigliare 
mai per u valori diversi da quelli pei quali il coefficiente f ;u ,  z) conserva 
il carattere di funzione monodroma finita e continua. 

Ora egli è manifesto che il sistema di valori deposti intorno ad O ne1 
modo indicato è ad un sol valore e finito: dimostriamo che è altresi con- 
tinuo e monogeno. A ta1 fine consideriamo due raggi O na = On = p  incli- 
nati l'uno dell'angolo 8 sull'asse OZ, l'altro dell'angolo O+ A O ,  e sia u ii 
valore dell'integrale deposto in m,  procedendo ne1 modo indicato. Se si con- 
siderano corne corrispondenti i punti dei due raggi O m ,  On che distanno 
egualmente da O, k chiaro che meiltre un punto qualsivoglia sopra O m  è 
l'indice del numero complesso n, il corrispondente sovra On é indice della 
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As c O 1 i : Dimostrazione di un teorema di Cauchy. 15 

A 0  a i  O i  quantith z . e ; quindi se nella equazione (1) per z pongo n a  e , avrd ri- 
feriti i mutamenti di z lungo On a quelli lungo Om;  voglio dire con cid 
che facendo muovere il punto z Inngo Om, io troverd i valori dell'integrale 
deposti sovra O n ,  i quali indicher6 con u+ A u ,  essendo u i valori lungo 
Oîn nei punti corrispondenti a quelli di On. 

Ci6 posto, l'equazione (1) prende la forma 

Ora 

-1 + k * A 0 - i ,  eSo"-  

ove X: è quantità che diventa eguale ad 1 per A 8  infinitesirno; laonde so- 
stituendo la (3), nella (2) si ottiene 

Se supponiamo ora che A 8  diventi do,  l'equazione precedente diventa, tra- 
scurando le quantith infinitesime d'ordine superiore al primo, 

= f ( u ,  z)+f'.(u: z ) A u + . . .  

+-f(u, z).d0.i+... 

+ f f e (u ,  z ) z d O . i i - - -  
Ora 

d u  --=f(u, z), d z  
quindi 

dlzc 
--= ff.(2t, z )Au+a . .  
d z  

Giunto in na, percorrendo Ia 01.12, col valore u dell'integrale, se mi por- 
tassi lungo il latercolo nzn in n, quivi il valore dell'integrale sarebbe eguale 
ad u più il prodotto di f(u, 2) per la quantita complessa rapprescntata in 
grandezza e direzioue da m n ,  cioè per la quantità z- i .dO.  

- 
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1 6 A s  c O 1 i : Dimostrazione di un teorema di Cauchy. 

Ma'questo prodotto, che indicherb con du ,  soddisfA alla (4) corne Au,  
perche la derivata di esso rispetto a z & 

A u  e d u  non possono dunque differire tra loro che d'una costante rispetto 
a z ;  ma entrambi si annullano con z ,  dunque la costailte 6 zero. E perd i 
valori di u deposti lungo due rette successive si connettono con continuitg, 
quindi la funzione costruita ne1 modo indicato é anche continua. 

d u  
È: poi monogena perchè la sua derivata d; ha 10 stesso valore in ciascun 

punto lungo due direzioni, p. e. ne1 punto nz lungo la retta Orn e lungo 
la mn. 

Risulta altreai manifesto dalla dimostrazione precedente che l'equazione 
(1) ammette un unico integrale nell'iritorno di z=O, annullantesi con z ,  
il quale b sinettico. 

IIilano, gennaio 1871. 
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Sur la rectification 

des lignes de courbure d'un ellipsoïde 

(par Mr. MICHAEL ROBERTS, à Dublin.) 

D a n s  le tome P de ce Journal j7ai donnees des formules qui conduisent 
Ct la comparaison des arcs des lignes de courbure d'un ellipsoïde, qui pro- 
viennent de l'intersection de cette surface avec un hyperboloïde gauche. 
Dans ce qui suit je me propose de présenter la solution compléte du pro- 
blkme, eu cherchant les formules dont dépend la comparaison des arcs des 
lignes de courbure, qui se trouvent situées sur un hyperboloïde deux 
nappes. 

Considérons maintenant le système des trois surfaces homofocales 

où l'on suppose que a > Va" b" \Ia"-ca. On sait que l'élément de l'arc 
de la courbe d'intersection des surfaces (1) et (III) a pour expression 

-pz) (p - v2) - b") (c" Zp.) d p ,  et si l'on transforme cette valeur en posant 

on trouve, en désignant par sp l'arc qui dépend d'une amplitude 9, compté 
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18 M, R o b e r t s  : Sur la rectification 

du sommet pour lequel p=c,  et en écrivant 

Maintenant en supposant que les angles 9 ,  4, X, o, z soient liés par les 
équations 

cos9 cos.S= c o s o c o s z c o s ~  f - s i n o s i n r s i n ~ v  (9, S), 

j'ai ddmontré (voir ce Journal, t. 3e, page 76) qu'on a 

E4sinq sin4 sin  sin^ sin7 

en sorte que, si s,, s q ,  s,, s6, SC sont des arcs de la ligne de courbure 
dont il s'agit, on obtient 

(a' - C")" -. Eh sin ?sin$ sin ;Csin a  sin^ 
-- . 

c d(a" bb!) (cc?-v') \j(l -',-sin2?) (1 -?sin%+) (1 -sin-sin'";C) (1 - psin") (1  - czsingr) 

Il est bon de que 5;, 41, sont inférieures a l'unité et qu'on a 
E f f  > tf > 4. 

Maintenant soient z,, z,, a,, z , ,  z, les coordonnées dirigées suivant 
l'axe des n des extremités variables des arcs s', s ~ ,  s X 1  sU, s r ,  on a 
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des lignefi de courbure d'un ellipsoïde. 

et ainsi pour les autres; d'où nous tirons 

Dans l'expression que j'ai donnée pour la rectification des lignes de cour- 
bure de l'ellipsoïde (1) (voir ce Journal, t. 2, pago 15) qui sont situées sur 
l'hyperboloïde gauche (II), les arcs sont comptés du sommet pour lequel 
v=O. S i  l'on veut obtenir l'expression des arcs de cette courbe qui sont 
comptés du sommet pour lequel v=b,  il faut mettre dans l'expression 

en sorte que Q s'annule quand v= b. Si sp désigne l'arc dont il s'agit, qui 
dépend d'une amplitude 9, en mettant 

e t  en posant 

nous trouvons 

En suivant la marche que nous venons d'indiquer, on trouve que les arcs 
correspondants aux angles q ,  $J, X, a, .G sont liés par l'équation 

Si y,, y,, y,, y,, y5 sont les coordonnées dirigées suivant l'axe des y des 
extremités variables des arcs qui figurent dans le premier membre de cette 
derniese équation, le second membre s'écrit de la manikre suivante 

Colkge de la Trinité à Dublin, mars 1871. 
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Sur diverses conditions 
d7intégrabilit6 et d'intégration 

( p a r  Mr. EDOUARD COMBESCURE, à Monfpellier.) 

§ 1. Intégration d'nue expression contenant une fonction indéterminée 

de la variable indépendante et ses dériv6es jusqu'h un ordre détermine. 

S o i t  

une fonction donnée, dans laquelle y est une fonction indéterminée de la 
variable indépendante x, e t  y', y",.,. y(") Res dérivées jusqu'à un certain 
ordre. La recherche des conditions pour que 

fi(%, y ,  y', y>: ... ?/("')dx 
soit intégrable, la fonction y demeurant indéterminée, est fondée principa- 
lement sur le procédé de l'intégration par parties, qui a l'inconvénient d'in- 
troduire dans le calcul des dérivées d'ordre supérieur à n, lesquelles doivent 
finalement disparaitre du résultat. La présence de ces derivées parasites 
conduit à partager l'équation de condition, à laquelle on arrive tout d'a- 
bord, en plusieurs autres, qui se réduisent h n distinctes, ainsi que l'a fait 
voir JOACHIMSTHAL dans un très-intéressant travail inséré au  tome XXXIII 
du journal de Crelle. D'un autre c8té Mr. BERTRAND dans le tome II de son 
traité d'analyse, indique sommairement un  procédé analogue A celui qu'on 
applique dans l'intégration des différentielles exactes; mais il se borne à 
cette simple indication, qu'il recommande au  point de vue de la  pratique, 
et qui constitue pourtant, ce me semble, le vrai point de vue thborique 
de la question, ainsi que je vais essayer de le montrer. 
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En désignant par f l'intégrale, de sorte que 

on aura 

et cette équation devra être identique en considhant x, y, y', ... y(*), comme 
autant de variables indépendantes. Si l'on fait, pour abréger, 

où les d désignent des différentiations partielles, et si l'on observe que, 
pour une fonction quelconque u ,  on a 

le second terme du deusibme membre devant être supprimé lorsque i est 
Bgal & zéro, la diffdrentiation partielle de l'équation (1) ou 

F = A t  
donnera, en observant que f ne contient point y("), 

m . . . . . . . . . . . . . .  

d F  - d f  d f 
dy' -- d3' 

+ A + ,  
d y  

La premihre de ces relations nlontre que 

F,p -t. y@) Q, 

P et Q étant indépendants de y("), et si l'on fait 
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22 Gom b e s c u r  e : Sur diverses conditions 

de sorte que 

la substitution de cette expression de F et de celle de A dans les équa- 
tions précédentes, donnera immédiatement, par la comparaison des termes 
qui ne contiennent pas y(.), ainsi que de ceux qui sont multipliés par cette 
quantité, les deux groupes de relations 

d P  d f  -- - - 'j f -v-9 
d y  d  y' dy '  

Par une substitution de proche en proche, les équations du premier groupe 
reviennent A 

d P  d f  - 
~ E Y  d y f  - v Qn-2= Qn-* , I 
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d ' in tégrabi l i té  et d'intégration. 23 

et  celles du second, d'aprés la notation introduite, peuvent s'écrire, en reje- 
tant la premikre qui est identique, 

en y joignant 
Q n = O >  

on a ainsi n équations distinctes, auxquelles doivent satisfaire les fonctions 
données P et Q. Ces n équations expriment une partie des conditions d'in- 
tégrabilité de la fonction f ;  il est facile de montrer quelles entrainent les au- 
tres conditions requises. Si l'on fait suivre, en effet, les équations (4) de 

e t  que dans le groupe ainsi complété, on ajoute a chaque équation la pré- 
cédente opérée par V, on obtiendra 

Or, en ayant égard dans les premiers membres A la relation 

et dans les seconds'h celle-ci, équivalente, 
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24 C o m  b e s cur e : Sur diverses conditions 

l'une quelconque de ces équations pourra s'écrire 

- - d (V Qm-r + Qin - d Qm-4 
d y:n-l) - d y(a-% 

d'où, a cause de (3) 

résulte 

c'est-à-dire, en ayant encore égard B (3), 

En donnant h nz les valeurs 3, 4,. . . n,  on aura le groupe 

qui, complété par 

et soumis aux mêmes transformations, donnera 

et ainsi de suite. 
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d'intégrabilité et d'intégration. 

Quant ce qui concerne la variable x, on a, d'aprbs ( I ) ,  

en se rappelant que 

En ayant égard aux conditions d'intégrabilité déja remplies, ceci peut s'écrire 

c'est-à-dire 

Ainsi les n équations (4), où l'on comprend 

Q n = O t  

sont nécessaires et en même temps suffisantes pour assurer l'intégrabilité 
de la fonction f. On aura donc. 

On peut remarquer, A titre de vérification, que cette formule doit devenir 
identique si, au lieu de considérer x, y,  y', . . . y("-') comme autant de va- 
riables indépendantes, on a égard aux liaisons 

d y = y f d x ,  dyr-yrfdx ,... , dy("- ' )=y(")dx:  

elle se réduit alors effectivement A 

+J(P + Q> dx. 

La formule donnée par POISSON pour représenter l'intégrale, outre la pré- 
sence de termes inutiles, introduits par 1'inté;gration par parties et qui 
doivent disparaitre en vertu de la condition multiple d'intégrabilité, peut 
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26 C o  mb e s  cur e : Sur diverses condi t ions  

devenir illusoire dans un grand nombre de cas. En rejetant ces termes inu- 
tiles et adoptant les notations précédentes, la formule en question revient Ci 

en désignant par Q', Q',,.. . ce que deviennent les fonctions Q, QI, .  . . quand 
on y remplace y, y', . . . y(%-') par uy, UZJ, . . . u z ~ ( ~ - ~ ) ,  et Po étant ce que 
devient P lorsqu'on y suppose nulles toutes les quantités y ,  y', . . . y("-''. 
Or P peut devenir alors infini, et il peut en être de même de quelques unes 
des fonctions Q', Q',, ... à la limite inférieure de l'intégrale. A cause de la 
forme indéterminée de y, ces circostances pourraient être facilement élimi- 
nées par des modifications connues; mais je préfére recourir A la considé- 
ration suivante, qui a l'avantage de rattacher la formule de POISSON & une 
transformation plus générale. Soit 

x,, x,, . .. x, étant des variables indépendantes et  les fonctions X,, X,. .. 
vérifiants les conditions ordinaires 

Soient en même .temps 

?n fonctions quelconques des variables indépendantes x, , x, , . . . x, et d'une 
nouvelle variable indépendante t ,  telles que, pour t= t,, ces fonctions soient 
indépendantes de x,, x, , .  . . x, et que, pour t= t,, elles se réduisent re- 
spectivement à x,, x2,. . . x,, conditions qu'on peut remplir d'une infinité de 
manieres. En désignant par X:, XI ,,... XI, ce que deviennent XI,  X ,,... X ,  
lorsqu'on y remplace x,, x , ,  ... x, respectivement par les fonctions E , ,  
f , ,  .. . 4,, et appelant V f  ce que devient V par cette même substitution, de 
facon que 

VI= V(,Ç,, t2  , . - km), 
V(x , ,  x,, .. . x,) étant censée la fonction intégrale proposée, on aura 
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a' intégrabili té et d ' i n t é g r a t i o n .  07 

où tf,, E', ,  ... sont les dérivées des fonctions el,  E ,,... par rapport au  para- 
metre indépendant t. Si l'on intègre entre les limites to e t  t, et  que l'on 
ait égard aux conditions ci-dessus, on aura 

Vo étant une constante. 
Une des substitutions les plus simples consiste 5 prendre 

a,,  ci ,,... a,, étant des constantes quelconques. Dans ce cas 
t f  - Ef1=(x,-a,), ,-x2- a 2 , . . .  

et la fonction X,, par exemple, étant Qcrite sous l a  forme 

XI (xl, x2,.-a x m )  , 
011 a 

~ ~ l = X , [ f l , + ( x , - n , ) t ,  a , + ( x , - a , ) t  ,..., a,+ ( x , - c t , ) I ] .  

On peut remarquer généralement, B propos de l a  formule usuelle pour l'in- 
tégration des différentielles exactes, savoir 

que l'on peut former différents groupes de termes consécutifs e t  les réduire 
séparément It une intégrale unique, en employant dieérents parametres t, 
t,,:.. pour les différents groupes, ainsi que des limites e t  des substitutions 
diffbrentes, si on le juge à propos. En appliquant la substitution simple 
qui précede aux variables y, yf, ... y(") de la formule (5) e t  prenant a,, a,,. .. 
égaux à zéro, on retombe sur la formule de Po~sson.. On pourrait d'ailleurs 
comprendre Po sous le même signe intégral, cn écrivant xu au lieu de x 
clans cette fonction. Quant au passage par l'infini on l'évitera, s'il se pré- 
sente, en prenant pour u,, u,, ..% des nombres différents de zéro. 

D'aprés la nature de l a  question qui fait l'objet du présent paragraphe, 
il est  clair que l'on satisfait de la  maniére la plus générale aux équations 
(4), y compris 

Q n = o ,  
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28 G O m b e s c u r e : Sur diverses conditions 

en prenant 

$ étant une fonction arbitraire de x, y, y', .. . Ces équations four- 
nissent ainsi l'exemple de l'impossibilité d'éliminer entre n équations aux 
diffèrences partielles l'une des quantités P ou Q,  considérés comme des 
inconnues, puisque alors la fonction ,arbitraire 9 devrait satisfaire Lt une 
équation aux différences partielles, au moins, ce qui ne la laisserait plus 
arbitraire généralement. 

§ 2. Extension de le question précédente. 

L'analyse précédente s'étend, sans difficulté, au  cas 06 l'on ferait figurer 
dans F plusieurs fonctions indéterminées de la variable indépendante x. 
Ainsi en prenant, pour fixer les idées, trois fonctions y, z, u e t  considérant 
la relation 

on verra, par les mêmes considerations que ci-dessus, que 

F = P+ (S y(") + R d p )  -I- Su(q), 

les fonctions P, Q ,  R ,  S ne contenant point y("), d p ) ,  ~ ( q ) .  En posant 

on obtiendra les équations: 
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d'intégrabilité et d'intégration. 

Les conditions d'intégrabilité, outre 

Qn=O, Rp=O, &=O, 

seront 

On verra, comme précédemment, que les équations qui forment chacun des 
groupes (1) entrainent toutes les conditions d'intégrabilité pour les variables 
qui correspondent C1 chacun de ces groupes respectivement. On peut voir, 
par le même procddé, que l'ensemble des groupes (II) entraine le reste des 
conditions requises. On a, en effet, d'aprks (II), 
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ou bien 

c'est-à-dire 

ptc. 
Quant à la variable x, elle n'entïaine pas de conditions nouvelles. Ou voit 

d'apres cela, que le nombre total des conditions est ici 3(n + p  + q - 1). 
En les supposant remplies, on aura 

On peut remarquer que la question présente peut s'appliquer au cas où, 
introduisant, indépendamment de x,  une nouvelle variable indépendante t, 
traitée comme une constante dans tout le calcul, on considérerait z comme 
la dérivée d'un certain ordre 12, et relative à t, de la fonction principale y, 
en sorte que a, z', ... d p - l )  désigneraient 

et  de même u pourrait être considerée comme la dérivée, d'un certain 
ordre W, et relative t (ou à une autre variable indépendante s) ,  de la 
fonction principale y ,  et ainsi de suite. De façon que les conditions (1) 
(II), y compris toujours 

Qn=O, Rp=09 Sq=O, 

assurent alors une premiére intégration relativement A la variable indépen- 
dante x: la constante additionnelle introduite étant, bien entendu, une fon- 
ction arbitraire des variables indépendantes t ,  s , . . . 
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Par exemple, si l'on considhe l'expression 

d 2  y d'y d2 y d 2 y  +x P+(2~:+X2de,dic, 3 d ~ 4 ~ l x 3  + ' "  +Xn d$,drn. 

où x,, z,,. .. x, sont des variables indépendantes et P, Q, Xg, &,. . . Xn 
des fonctions de ces variables et de 

les conditions pour que l'expression proposée 
à x, seront 

dl '  O=--- IQ - dQ4 ,  
d y  

vQ19 ---- 
dy  du, 

puisse s'intégrer par rapport 

et  quand ces conditions seront remplies, la fonction intégrale sera 
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Je me propose de déterminer dans quels cas il est possible d'intégrer 
cette équation au moyen d'une expression contenant, en dehors de tout 
signe d'intégration irréductible, une fonction arbitraire de x et ses dérivées 
jusqu'à un ordre déterminé, la variable y pouvant entrer d'une maniere 
quelconque dans l'intégrale. 

Soit donc 

z=q(x ,  y >  S ,  4', ... 4 9 ,  
E étant une fonction arbitraire de x et E ,  if,. . . 8") ses dérivées successives. 
En posant 

on devra avoir 

d'où 

En différentiant la dernière équation par &+) et ayant égard C1 la précbdente, 
on aura 

d'où, par u n  nouvelle différentiation relative CL E(n), 

On a donc 
f = ~ i 4 ( ~ ) +  B, 

A et B étant des fonctions arbitraires de a ,  y ,  4 ,  E't 8"-". Si l'on dé- 
signe par F la fonction inverse de f ,  de sorte que 

2 =F(f>, 
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on aura 

De lLb, à cause de 

on tire 

d A Si l'on suppose que - est égal à zéro, il faut que F f l ( f )  soit aussi égal 
dl/ 

d B  zéro, sans quoi -- devrait Atre nul et  par conséquent f, e t  par suite n 
d~ 

ne dépendrait que de x. Ainsi lorsque A ne dépend point de y, on a 

a et b étant des constantes. Je mettrai pour un moment cette hypothhse 
de cat6. 

d B  
Si - est nul, on a 

d?/ 

d'où, en différentiant par 8") e t  observant que A ne peut être nul, puisque 
on raisonne dans l'hypothèse où f contient effectivement 8"), 

et par suite 

F"( f )  F " ( f )  2E"'(f) = F'v) ' 
On en conclut par une intégration facile 

a ,  b ,  m étant des constantes. On est encore ramené à cette forme en lais- 
sant à B toute son indétermination. Car, à cause de la forme arbitraire de 
t, on peut supposer E(") aussi petit qu'on voudra; A et B restant finis; 
mais alors en mettant, dans (a), B + At(") au lieu de f et  développant sui- 
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34 Corn b e s c ur e : Sur diverses conditions 

sant  les puissances de k("), pour que cette quantité disparaisse, il faut que 

ce qui redonne la  forme exponentielle. 
D'aprés la forme de l'équation différentielle proposée, et, en excluant le 

cas où b serait nul,  on peut supposer cette constante Epale à l'unité et  
adopter finalement 

N 
U = a + eV'. 

d x d y  

Cela étant, on aura d'après la double expression de f 

e""D-a+'@); 
d'oh 

et,  comme q doit être indépendant de 4 ( 4 ,  il faut que 

e t ,  .dans tous les cas, 
d . logA 

4= d y  

De la seconde supposition résulte 

B - a x 6 . A  

Ci étant une fonction arbitraire de x, 4 ,  El, .  . . 4("-'). On ne nuira pas 21 la 
généralit6 de la question, en considérant G comme une fonction tout-à-fait 
quelconque de la simple variable x; mais alors, en posant 

$=++A, 
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et observant que 
j'=a+ A(E+O) ,  

on aura 
EW + fi=+w+aw+;, 

et l'on peut, quelque soit W, prendre h tel que 

la fonction + demeurant indéterminée. Ceci revient & dire que l'on peut 
supposer O égal il zéro, et  alors on a 

B=a, f=u + A&"). 
Des lors, en posant 

d d d A =- + e l - -  + . . . -4- p l ) -  
d~ dE dEin-2) ' 

l'équation 

donnera 

En différentiant la premiére par E(n-'), on tire de 19 

et ,  par la condition d'intégrabilité, 

Cette équation peut s'écrire 

En la différentiant par y et ayant égard aux relations précédentes, elle 
revient A 

d . l o g A  - m A , A  + mAAllogA+ -ma=O, 
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et,  comme les deux premiérs termes se détruisent, il faut que a soit nul. 
L'équation est alors réduite a celle qu'a intégrée Mr. LIOUVILLE. Et, comme 
l'équation linéaire, qui s'est présentée ci-dessüs , n'est intégrable, sous la 
forme requise, que lorsque b est nul, on arrive en définitive (I la conclusion 
que, parmi les équations de la forme 

.il n'y a que les deux seuls types 

(on peut toujours supposer b =2 ,  m = 4) dont l'intégrale puisse s'exprimer 
au moyen d'une fonction arbitraire de l'une des variables indépendantes 
et  des dérivées de cette fonction jusqu'h un ordre déterminé: cette fonc- 
tion et ses dérivées étant supposées non engagées dans un signe d'inté- 
gration irreductible. 

g 4. Sur un des premiers n16moires de Laplace. 

Le mémoire de LAPLACE (Académie des sciences, 1773) relatif à l'inté- 
gration des équations linéaires aux différences partielles, est peut-être, par 
la profondeur e t  la variété des aperçus qu'il renferme, un de plus remar- 
quables travaux dont l'analyse est redevable Ct. ce grand géomktre. 

On sait que, par le changement des variables indépendantes, l'auteur 
raméne toute équation linéaire du second ordre, Ci deux variables indépen- 
dantes, à l'un ou l'autre des deux types que voici: 

d 2 x  cl2 d u  
dx" 

-sn-fn-+lz;  
dx d y  

oh 1, m, n, sont des fonctions quelconques de x, y. 
Or ces types peuvent Btre encore réduits par la substitution simple 

z=?LV 
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V étant la  fonction nouvelle. On peuh alors dans l'un e t  l'autre type faire 
disparaître le dernier terme en prenant pour A une solution particulikre de 
l'équation. On bien, on peut faire disparaître l'une des deux dérivées pïe- 

da miéres daus le premier type, et la dérivée -- dans le second. Je  ne  coiîsi- dx 
dère pas ces remarques comme essentiellement nouvelles, mais comme elles 
ont pour effet d'introduire une certaine simplification dans les calculs de 
LAPLACE, j'ai pensé qu'il n e  serait pas sans intérêt de revenir su r  cet im- 
portant travail. J e  me bornerai cependant h l a  partie essentielle, bien que 
d'autres points du mémoire soient susceptibles de  simplifications. 

J e  vais m'occuper uniquemeut de l'équation (1). En posant 

on la  transforme dans 
d 3 V  --- = a d V + ~ ~  - 
dxdy d y  

où 

Le signe comportant ici une fonction additionnelle e t  arbitraire de la va- s 
riable x ,  on peut e n  disposer, dans certains cas, pour introduire dans a 
quelqoe simplification: ainsi, par exemple, en écrivant 

où X est  une fonction indéterminée de x seul, le coefficient a pourra lui- 
même s'écrire 

Y0 

et, s i  

se réduit 5 une fonction de x seul,  on pourra toujours choisir X de ma- 
niére B faire évanouir le coéfficient a et ii réduire par suite l'équation & 
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une forme plus simple. Ceci arrivera, en particulier, si l'on a 

car alors. 
a = n o + X f  

no étant ce que devient 41 quand on y remplace y par la constante y,. 
En partant de la forme réduite ( I r )  je vais reprendre la question de LA- 

PLACE,  à savoir, « de satisfaire, quand c'est possible, & l'équation ( I r )  en 
prenant pour V une expression qui renferme, en dehors de tout signe d'in- 
tégration irréductible, une fonction arbitraire de x et les derivées jusqu'8 
un ordre détérminée: y pouvant d'ailleurs entrer d'une maniére quelconque 
dans cette expression. » 

Et  d'abord il ne sera peut être pas inutile de rappeler le raisonnement 
trks-simple qu'emploie l'auteur, pour démontrer que la fonction arbitraire 
et  ses dérivées doivent entrer linéairement dans l'intégrale. Voici le fond 
du raisonnement : 

V = ~ ( X ,  y, t, sGr ,... P) )  
représentant l'intégrale, où t est la fonction arbitraire de x e t  6, k ) .  . . E(") 
ses dérivées: si l'on donne $i E une forme déterminée f , ,  et que l'on dési- 
gne par o une fonction arbitraire nouvelle, par i une constante infiniment 
petite, l'équation proposée sera satisfaite, quelque soit i, quand dans la 
précédente expression de V on fera la substitution 

t = f O + i o ,  E;'=4f0 + io :... ,5'nl=4 O ("'3 i d r i ) .  

En développant suivant les puissances de i, on aura 

V = 9 , + i ~ ,  +i292+--- 

où 9, contient linéairement o ,  o',. . . o("); et comme l'équation doit Atm 
verifiée quelque soit i ,  il faudra que 
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Conséquemment, Ci cause de la forme linéaire de l'équation proposée, 

v= 9, + 91 
satisfera Ci cette même équation, et en sera l'intégrale générale, puisque 
cette expression de V renferme une fonctioii arbitraire de x; y étant censé 
entrer d'une maniére quelconque dans (9, + 9,). 

L'auteur présente le raisonnement à propos des équations linéaires du 
premier ordre, où il peut, Ci la rigueur, être considéré comme suffisant, et 
il le suppose reproduit quand il passe aux équations du second ordre. Mais 
il me semble que, dans le dernier cas, il n'est pas tout-à-fait satisfaisant. 
En effet, il est clair qu'on satisfera à l'équation proposée non seulement 
en prenant 

v =  9, +O,, 
mais aussi 

V =  @, + lc ,$,  i- k2$,+- . .+kmPm, 

k,, k,, ... km étant des constantes quelconques. La présence de la fonction 
arbitraire o pourrait bien faire considérer ces deux expressions comme gré- 
sentant la même généralité au  point de vue de la seule variabilité de x; 
mais rien ne dit que la suppression des termes k,q2, .. . , k,p, ne nuit 
pas Ci la ghéral i té  de forme en ce qui concerne la variable y, forme qui, 
d'après la maniére même dont la question est posés, doit conserver la plus 
grande indétermination possible. Il faudrait donc établir que, du moment 
qüe 9,  vérifie l'équation proposée, 9, , 9,' . .. sont identiquement nulles, 
quelles que soient o, o',.. . ocn); mais il est clair que ceci reviendrait & 
supposer que l'intégrale d'où l'on est parti était déjà linéaire par rapport 
à la fonction E et ses dérivées. 

Bien que la présence, sous forme linéaire, dans l'intégrale, de la fon- 
ction arbitraire et de ses dérivées puisse être conclue du développement 
ordinaire en série suivant les puissances de l'une de variables, cependant 
comme il s'agit ici d'un développement limité, il y aurait quelques incon- 
vénients 5 faire usage de ce procédé. 

Pour ces divers motifs il m'a paru utile de traiter la question par des 
considérations dif'érentes, lesquelles rentrent en partie dans celles em- 
ployées aux précédents paragraphes, ce qui explique le rapprochement, 
dans le présent écrit, de quefitions qui peuvent paraître hétérogènes. D'ail- 
leurs on arrive par un calcul unique à la forme et A l'expression de 
l'in tégrale, 
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Soit donc, comme ci-dessus, 

V= 9 (x, y, t, Cl , .  . . P )  

la fonction intégrale, et 

on aura 

e t  l'équation proposée (1') deviendra 

Comme $?7bf1) n'entre dans cette équation autrement que comme facteur au 
premier terme, celle-ci se partage dans le deux 

qui doivent être identiques, en considerant x, y, i ,  %', . . . Fn) comme autant 
de variables indépendantes. En différentiant la derniere par E(") et se rap- 
pelant que 

on aura, en tenant en suite compte de la premibre, 

Cette dernibre équation, rapprochée de celle qui donne l'autre dérivée 2""e 
Q en y et F n l ,  montre que 

cp=t@)F(x, E ,  il, ... E ( n - * ) ) + F 1 ( ~ ,  y ,  t ,  4', ... Eca-l)) 

F et F, désignant des fonctions arbitraires. 
On ne nuira' évidemment en rien A la généralité de la question primitive 

en considérant F(x ,  F ,  Er, ... P-')) comme une fonction tout-à-fait quel- 
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conque F(x) ,  de la simple variable x. Or quelle que soit cette fonction 
F ( z ) ,  on peut concevoir qu'on ait changé la variable indépendante x en 
une autre t, changement qui n'altére nullement la forme essentielle de 1'6- 
quation (1'). Comme on a alors 

en déterminant la substitution des variables par la condition 

l'expression de c$ prendra la forme 

en comprenant dans le signe arbitraire F, la partie additionnelle qui provient 
du changement de la variable indépendante et qui contient les dérivées 
d5 d2E - jusqu'à. l'ordre (n - 4) seulement. Il est donc permis de suppo- 
d t '  d t -  
ser, en revenant aux notations primitives, 

q=Fn)+g1(x ,  y ,  5,  5'9 S . .  

on aura d'aprhs cela 

et la premiére (p) donnera 

En posant généralement 

l'équation (a) qu'on peut écrire 

deviendra, à cause de (a), 
*,q,=aq,+b!P,. 

Annali di Matematica, tom0 VI 
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En différentiant par @"-'1, on en conclut 

d'où, en comparant h (a), 

et ceci, rapproché de (8) ou 

fournit, par l'intégration immédiate, 

~ , = E ~ - ~ [ J ~ ~ ~ + G , ( x ,  4 ,  tr, ... t(n-2q+~,(x, y, 4, e ,... t+=)), 
W,, 9, désignant des fonctions arbitraires. On peut, sans nuire à, la géné- 
ralité de la question, considérer Lï comme une fonction tout A fait quel- 
conque de la simple variable x, et la comprendre alors dans le signe in- 
défini d'intégration partielle S b  d y ,  qui comporte une fonction additionnelle 
et arbitraire de x. Ceci sera désormais sous-entendu dans les circonstances 
ailalogues. J'écrirai donc simplement 

En posant 

on aura 
- b4("-')+ q 2 :  Ci1 - 

et ces valeurs de $, et y, introduites dans (a,), oZi l'on écrira préalablement 

au lieu de A,, conduiront, par la comparaison des termes qui contiennent 
th-1) et par celle de ceux qui sont indhpendants de cette quantité, à 

dq, d b  
d;;,.-%=ab+ 7 b J b d y  - G= b, ,  
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c'est-à-dire 

dont la comparaison'avec (a,) donne 

et ceci rapproché de (6,) ou 

fournit 

et par suite 

En posant 

on aura de la même manibre le groupe 
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,a comparaiso 

ou 

d'où 

et par suite 

On tirera de 18, comme ci-dessus, 

L, = t$-,d y + 9. (x, y, 8, 
qn-1 = + q n  9 

q n = =  ; 

dqn -- d S  - ab.-,-- ab.-2+ b b.-,dy=b ,,-,, 
dx f 

d 
A,q,=aq,,+ bqnr où An=- dm 

in de - &ln 

dE 
et - donnera dx 

d q n  @* db,-, - a-+b---- 
d F  dS. d.x O, 

L'expression définitive de 9 sera donc 
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et il faudra déterminer qn,, par les deux équations ( 8 )  qui, par l'élimination 
de q,,,,, ramenent pr6cisément i% l'équation (1'). Seulement, comme on a 
dégagé tout ce qui est relatif à la fonctian arbitraire E, et que q,,, ne doit 
en conséquence dépendre en aucune maniere de cette quantité; comme 
d'ailleurs la premiére partie de 3, (celle oii figurent 4 et ses dérivées) ne 
contient rien d'arbitraire en ce qui concerne la variable y ;  que de plus 
cette partie s'annule avec F ;  il s'en suit que la question de trouver l'inté- 
grale compléte est ramenée, pour le moment, à satisfaire à l'équation (1') 
pzr une expression qui ne contienne rien d'arbitraire relativement à, x: 
l'expression ainsi trouvée représentera $,+,. Mais on va voir, dans un in- 
stant, comment on est ramené aux formules définitives de LAPLACE, passa- 
blement simplifiées par la réduction préliminaire du type (1) B (13, et né- 
cessairement modifiées dans la notation. 

Si l'on pose 

Oidy=ci, S 
les équations qui définissent b,, b ,,.. . b,,, et b,=O, peuvent s'écrire 

dc -- 
d!4 
- b ,  

d c 1- d c 
-a- 

d " ~  
d y  d9 

+bc -- d x d y  ' 
d c 2 -  d", 
d y  

-a- .Cl + ,ci --, 1 
d~ d x d y  

den-1 don-% d3c,-% ---a- 
d~ d~ 

-t ben-, - --- dmdy 1 
d cn-1 dac,-, O=a- 

d y  
-t- bc,,, - - d m d y  ' 

et comme, en faisant abstraction de 9,+, on a alors 

ces relations (c) sont précisément celles que l'on trouverait, si, adoptant à 
pr io r i  la forme linéaire, on substituait directement cette expression de 
cp dans l'équation proposée et qu'on écrivit qu'elle est satisfaite quels que 
soient E ,  41, ... @NI. 
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En posant généralement 
d J u  du  V (u) = - -- f a - + b u  
dxdy dy 

et mettant de côté le cas de b=O, dans lequel l'intégration est manifeste, 
on peut, si l'on veut, interpreter comme il suit les équations Cc): 

«Ayant calculé la quantité 

c =  bdy, S 
si l'on a 

V(c) = O, 

l'équation proposé s'intègre avec une fonction arbitraire de x et sa pre- 
mibre dérivée. V(c) n'étant pas nul, si l'on calcule 

et que l'on ait 

l'équation s'inttsgre avec une fonction arbitraire et ses deux premibres clé- 
rivées. Et ainsi de suite ». 

Voici maintenant comment on est ramené aux formules de LAPLACE sim- 
plifiées. Si l'on pose 

le groupe (c) se trànsforme dans 
a= c 

d c d m d y  -b ,  c ' , = ~ + c - ~  G- - 9 
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et l'on déduit de (cf) par la différentiation relative d y, 

d cf2 - d2 ct, dc', d e ' , ,  , '  = (cf1 - c) -- +-ci d g d y  d y  d y  d y  

d c f3  - - dc' d?cf2  - (cf1 - C) - - dc' ,  1 , 3.--c,  
d!4 dll d~ d x d y  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
d c' 7 1 dcl,-, d d - c  ,-r - = (cri - C) - + > cf,-, - ---- , d x d y  af d y  d y  

dd,-, dc '  d% c' n- I 
0=(c1,-c)- + 2 cfn-, - - 

d y  dl/  d s d y  

De même, en posant 

do', - de', , ,  Ci  c'3 = ,f/ dcl,+, dc' --- = 1 C f /  
d y  d y  e '  d y  dl /  3'"" d y  d g  *-l'  

on déduira de (c') un groupe, analogue à (cf), dont la différentiation par y 
donnera un groupe (cl'), analogue C1 (d) ,  etc. Comme, à chaque opération 
pareille, le nombre des équations affectées d'une accolade diminue d 'me 
unité, en ne retenant que les deux qui sont écrites au dessus de (c') et  
les analogues qui correspondent L1 ( c f3 ,  (cf'l),.. . , on pourra remplacer (c) 
par le systéme équivalent 

-- 
d c  - = b ,  . ~ < = c c + ~ - - y  c l x d y  
d?.4 d c 

où i doit recevoir les valeurs 2,  3 , .  . . (n - 4) e t  où cR(") doit être égalé 
B zéro. Donc en écrivant, pour simplifier la notation, hi au lieu de ~ i ( ~ ' ~  
on aura 
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d Ai-, d.log - 
ai = 2 - hi-s - d y  , 

dx 

dl,-, 
d . log - 

O = 2an,i - - d y  . dx 

Lorsque a et b sont donnés, h et A, s'en déduisent au moyen des deux 
premiéres de ces formules. On peut en suite au moyen de la suivante équa- 
tion calculer de proche en proche A,, A,,. .., et,  pour que lYint6gration, 
sous la forme supposée, soit possible, il faut qu'on arrive Lt une valeur A, 
identiquement nulle. C'est la relation qui doit exister entre a et b. En par- 
ticulier lorsque a est nul, on arrive ainsi A une équation aux différences 
partielles, de plus en plus compliquée, mesure que n augmente, h laquelle 
A ou b doit satisfaire. On coqoi t  la difficulté pratique et souvent illusoire 
de ces essais. Si, prenant la question au rebours, ce qui est peut-être le 
véritable point de vue où l'an doit se placer, on veut trouver les équations 
intégrables avec 
suffit de prendre 

une fonction arbitraire f; et les n premieres dérivées, il 
pour A,,, une fonction arbitraire de x, y: on a alors 

et, au moyen de 

ou peut calculer de proche en proche h ,-,, A ,-,,... hl, A, et enfin 

Quant à l'intégrale compléte, le plus simple moyen pour l'obtenir est de 
suivre l'idée de LAPLACE. En mettant avec l'illustre auteur, pour plus de 
généralité, un terme additionnel b T, fonction donnée quelconque de x, y, 
de facon que l'équation proposée soit ici 
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si l'on fait 

cette équation devient 

d'où 

ce qui, par la substitution 

d T - d l ,  --- d V , - d l ,  Tl, - -- 
n'y dy d y  d y v 2 ?  

et  en ayant Bgard aux relations entre les A, conduit 

Posant de meme 

011 aura 
dV3,  TI'= V, + (h,-il,)V,- - da: 

e t  ainsi de suite. Comme on arrivera Ct il, qui est nul, on aura enfin 

Cette dernihre équation en désignant par ?(y) une fonction arbitraire de 
y, donnera 

Annali di Matematica, tom0 V .  
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oii l'on a fait, pour abréger, 

En rapprochant ensuite les équations ci-dessus, on calculera V au moyen 
des formules 

v,-, =a,-, V, + 5% + Tb-l', 
dx 

T" = d T ,  d l  - -2 
d y  ' d y  

On peut remarquer aussi que 

§ 5. Exemples et remarques relatifs au prbcédent pwagïa'phe. 

Lorsque 1, .rn, n sont constants, il en est de meme de a et O;  mais la réci- 
proque comporte plus de généralité à. l'egard de 1, 412, n. Supposant, dans 
tous les cas, a et b coiistants, on aura 

A==by+X, i l , = b y + a ,  
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X étant une fonction quelconque de x. On trouvera ensuite 

et  la condition 
a,= O 

exige que b soit égal à zéro: mais alors l'équation (Ir) est immédiatement 
intégrable. 

J e  vais examiner maintenant quelques cas relatifs & un point de vue en 
quelque sorte inverse de celui de LAPLACE. 

Une des hypothéses les plus simples consiste A prendre 

Mais il est facile de voir qu'on arriverait à un type d'équations aux diffé- 
rences partielles qu'on ferait rentrer immédiatement, par un changement 
t&s-simple de variables, dans l'hypothése où l'on prendrait simplement 

On trouve alors 
2 ~ ~ - ~  = i (x + y), 

et  en particulier 

4==(n-1)(x-t- y), h=n(x+y); 

par suite 

et l'équation, en faisant dorénavant abstraction du terme T, est 

Elle devient immédiatement intégrable en la différentiant n fois de suite 
par rapport b y, et peut être dès lors considérée comme introduite à sim- 
ple titre de vérification. 

Soit actuellement 
6 (2) 

%,,-1 = - 
X + ? J  

où G(x) est une fonction donnée quelconque de x. En désignant par des 
accents les dérivées, on trouvera successivement 
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En posant 
x=o(o+i)(o+2>*.*(GT)+n-I), 

on conclura, des expressions précédentes de X, et 2,  

et l'on aura en cons6quence l'équation 

Par la substitution 
v=xw, 

on la ramene au type plus simple, et que l'on peut prendre pour point de 
départ, 

d i V  d>(x)+Zn - d W + n , ~ ~ ( x ) + n + l  
dmdyf  $ + y  a?/ @+ y)2 W= o. 

On obtiendra l'intégrale de cette derniére équation en calculant V au mo- 
yen des formules (V), où l'on prendra pour a ,-,, 2 ,,,,,,. a,, h les valeurs 
ci-dessus, et l'on aura en suite W par la formule 
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Vu le petit nombre de cas où l'on sait intégrer, sous forme finie, les équa- 
tions du second ordre, même linéaires, cet exemple n'est peut-être pas in- 
digne d'attention, & cause de la simplicité relative de l'équation différen- 
tielle et de la génhralité que lui donne la présence de la fonction arbitraire 
G(x). Lorsque 6 (x) se réduit à un nombre entier négatif, il faut faire subir 
aux formules précédentes quelques modifications, pourquoi elles pourraient 
paraître conduire L des résultats contradictoires. Ainsi, par exemple, si l'on 
supposait 

.., 
O=- @-il, 

en calculant V par les formules (V), on trouverait que la partie qui dépend 
de la fonction arbitraire ~ ( y )  disparait, e t  que V se réduit simplement à 
P. Mpis dans le cas présent il ne saurait y avoir de difficultés, puisque 
l'équation en W est immédiatement intégrable. Les modifications qu'il fau- 
drait faire n'offrant pas de difficulté, je n'insiste pas d'avantage sur ce 
point, d'autant moins que POISSON a donné depuis longtemps l'intégrale 
générale de l'équation ci-dessus, lorsque au lieu de 

on écrit des constantes quelconques, et que j'aurai à présenter tout-&- 
l'heure quelques remarques au sujet de l'intégrale de POISSON. 

Revenant à la théorie générale, on peut se poser la question de savoir 
dans quels cas l'intégrale de l'équation (1) ou (1') contient, en dehors de 
tout signe d'intégration irréductible, non seulement la fonction E et ses 
dérivées jusqu'h un ordre détérminb, mais encore la fonction arbitraire de 
y et ses dérivées jusqu'L un ordre aussi déterminé. En mettant de ~ 8 t h  
tout ce qui se rapporte B la fonction E et aux fonctions de x qui pourraient 
s'introduire par les intégrations partielles relatives à y, la partie de l'inté- 
grale qui dépend de la fonction arbitraire q(y), pourra être représentée par 
l a  formule (W). En posant 

et désignant par O(y) une fonction arbitraire de y ,  il faudra donc que 
l'on ait 

A, A, ,  ... étant des fonctions déterminées de x, y et les accents indiquant 
toujours les dérivées. En différentiant n fois de suite par rapport à y et 
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d h  cl 1, ayants soin de diviser par - aprés la ler\iifférentiation, par - après la 
dzl d y  

Zme, et ainsi de suite, on arrivera évidemment B un résultat de la forme 

r ( y ) d y = M B + M , O f + . . ~ + I l l p ( r ~ ) ;  

M ,  Ml, .. . étant indépendants de 0 et de ses dérivées. On en tirera par 
une dernibre différentiation, relative à y ,  

11 faudra donc, en désignant par h, h l , .  .. h,,, des fonctions de y seul, que 
l'on ait 

M f = p h ,  ML1+M=ph ,,..., M ~ + M p - l = p h p ,  MP=phptl. 

Or de ces relations on tire successivement 

&,= - (P ll,+Jf + ph,, 

-MP-, = (EL l~p+J1'- ( E L  12)' + P hp-1, 

les accents marquant les dérivées par rapport B y, et l'on arrive finalement 
à une Bquation linéaire e ~ t r e  p et les quantités h ,  la,,. .. h,,,. D'aprés la 
forme connue de l'intégrale d'une pareille équation, en considérant p comme 
fonction inconnue, on voit que l'on doit avoir 

p=XY+X,Y,f . a . +  X,Y,, 

les X étant des fonctions quelconques de x seul et  les Y des fonctions 
quelconques de y seul. Telle est la forme nécessaire de p, et il est facile 
de voir qu'elle ne doit par recevoir de plus grandes restrictions. En effet, 
comme, actuellement, 

si l'on pose 
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d'ou 
1' (Y) 

ri ( y )  = -=- 9 

l'intégration par parties donnera 

SY, 7 (Y) d y  = $!ri (y) -j-(;)'ri, (y) dy .  

En faisant 

d'où 
-4 (Y) 7 ,  (y) =-.- (y' 

.ntroduisant partout Q, (y), on aura 

Or, en intégrant par parties en commentant par le terme en X ,  jusqu'à 

la fin, on dégagera du dans chacun de ces termes, les dérivés de 

r , ,  et il restera, affect& de c'e signe, des termes tels que 

en mettant de cdté un coefficient fonction de x. En remplapnt  partout 
v 

g, par 3 , et  appliquant d'une manikre analogue l'intégration par parties, 
V 

on reduira encore le nombre des termes affectés du signe : l'apldication J' 
suffisament répetée d u  même procédé conduira finalement une expression 
de Vn contenant linoairement une fonction arbitraire de y e t  ses dérivées 
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jusqu'd un ordre déterminé, et libre d'ailleurs de tout signe d'intégration. 
Comme d'autre part, d'aprés les relations (V), V se déduit de Vn par de 
simples différentiations, il est clair que l'expression définitive de V sera 
dégagée de tout signe d'intégration où la fonction arbitraire de y et ses 
dérivées seraient enveloppées. 

D'aprés l'expression ci-dessus de p,  l'expressi'on de an-, d'où il faut 
partir est donc: 

Malgré de réductions qui s'opèrent successivement dans le calcul de il,-, 
h,,,, . .. A,, A,  et l'introduction de certains déterminants dans les expres- 
sions que l'on rencontre, la formation définitive de l'équation aux différences 
partielles exige une discussion et des détails assez circonstanciés qui ne 
m'ont pas paru assez importants pour être rapportés. Je me bournerai Zt la 
remarque trhs-générale et assez évidente que: toute fonction rationelle de 
quantités de la nature de ,u se réduisant toujours au rapport de deux fon- 
ctions de cette esphce, il en sera de même des coefficients a et b qui doi- 
vent figurer dans l'équation aux différences cherchée. D'où l'on peut con- 
clure réciproquement que, en partant d'une équation aux différences où a 
et b seront de pareils rapports, on arrivera B une équation intégrable, sous 
la forme actuellement requise, en établissant toutefois des relations conve- 
nables entre les fonctions X introduites, et d'autres correspondantes entre 
les fonctions Y. Je m'arrête ?i cet aperçu, nécessairement un peu vague. 

§ 6. Remarques sur une intégrale donn6e par Poisson. 

Comme suite des considérations prkcédentes sur les équations linéaires, 
je veux introduire dans ce dernier paragraphe quelques remarques desti- 
nées ii préciser et à simplifier, en quelques point, l'importante formuLe 
intégrable donnée par POISSON dans le 19"" cahier du journal de 1'Ecole 
Polythecnique, et qui est relative 5 l'équation 

où h et p sont des constantes quelconques, que je supposerai réelles. La 
formule intégrale est, comme on sait, 
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et où ?J et 4 designent des fonctions arbitraires. L'auteur considére d'abord 
le cas où les nombres k et k f  sont réels et positifs, et en déduit l'intégrale, 
pour le cas particulier où Ic et kr deviennent égaux, en posant 

k f =  If+-8, 

développant, dans la formule (2), suivant les puissances de 6 ,  et faisant 
ensuite tendre 6 vers zéro, aprés avoir préalablement changé les signes 
arbitraires 9 et 4. Il serait peut-être plus simple cle considérer l'hypothbse 
où k et Id sont imaginaires, parceqne, par une transformation immédiate, 
on passe au cas OU ces quantités coïncident. Soit donc 

l'intégrale '(2) peut s'écrire 

séparant la partie réelle et la partie multipliée par i, et écrivant en suite 
Q au lieu de $4- 4, 4 au lieu de i(9-+), on obtient 

Annali d i  Matematica, tom0 V.  8 
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e t  l'on peut s'assurer, par la substitution directe, que cette expression vé- 
rifie l'équation (1) quelles que soient les valeurs réelles de 2. et p. 

Lorsque p devient infiniment petit, en écrivant 4 au  lieu de p+,  on a 
tout de suite 

pour l e  cas où les nombres k et Tc.' deviennent Cgaux. On vérifie d'ailleurs 
cette intégrale par une substitution directe. Mais les remarques que je 
voulais faire ont trait spécialement au cas où, les nombres k et kt étant 
réels, l'un d'eux est négatif. La partie de la formule (2) qui répond CI ce 
nombre négatif kr, devenant infinie la limite inférieure de l'intégrale, ne 
peut plus être employée, et  c'est en r e v e ~ a n t  au développement en série 
et par des transformations uq peu longues, que POISSON arrive lui sub- 
stituer une autre expression qui n'offre plus le même inconvénient, mais 
qui est assez compliqué, comme l'auteur le fait lui-méme observer. Peut- 
être y aurait-il avantage à faire usage des considérations suivantes. 

Considérons le cas particulier où ,M est égal ?A zéro: alors les équations 
(1) et (2) deviennent 

d2u d4u h d u  +-- v=a  sdx' (3 

Si h est, positif et  compris entre O et 2, aucune des deux intégrales qui 
figurent dans l'expression de u ne devient infinie aux limites. Car, pour 
de tres-petites valeurs de o ,  on a 

q étant infiniment petit avec o, et, en intégrant dans le petit intervalle 
de O & E ,  les portions correspondantes des intégrales définies peiivent être 
réduites Ct 
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E ~ ,  q,, E ~ ,  qz tendant vers zéro avec E. Ces pqrtions d'intégrales ont donc 
des limites nulles tant que h est compris entre O et 2, sans atteindre l'une 
ou l'autre de ces quantités. D'ailleurs, pour h = O ,  on connait l'intégrale 
de la proposée, et, pour h = 2 ,  on peut aussi l'obtenir en termes finis par 
la méthode de LAPLACE. Le cas intermédiaire de h=l est résolu par la 
formule (4). On reconnait en outre par la substitution directe que, si A est 
compris toujours entre O et 2, l'équation ( 5 )  ekt vérifiée par la formule ( 6 ) ,  
ou par (4) si h=1. 

Cela posé, si l'on différentie l'équation (5) par rapport h x et que l'on 
pose ensuite 

l'équation obtenue pourra s'écrire 

et suivant que l'on fait 

u f = x V ,  ou u ' = ~ - ~ w ,  

on la transforme dans 

ou dans 

La substitution 

fait donc dépendre l'intégration de l'équation (8) de celle de l'équation ( 5 )  
qui ne diffkre de (8) que par le changement de signe de h. On peut donc 
toujours admettre que dans ( 5 )  h est positif. J e  supposerai de plus que 3, 
est compris, dans cette même équation, entre O et  2, auquel cas les for- 
mules (6) et  (4) (celle-ci pour h = 1) donneront toujours l'intégrale générale. 
Cela étant, et en faisant usage de la seconde transformation, par les sub- 
stitutions successives, écrites sur la gauche, on obtiendra les transformées 
c,orrespondantes, écrites sur la droite : 
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1 d u ,  d 'u  d ' u  X+2 d u ,  , 2-2 
' 2 = ~ =  d y P - d x 2 + f  xy 

l du , - ,  d'u, d " ~ ,  X + 2 n d u n  Un=;--, f - .  
d y a  - dm2 LZ d z  

Donc, étant donnée l'équation 

où il est compris entre O et 2 ,  son intégrale pourra être représentée par 

- I d  l d  I d  l d u  u - -- .---. . . -- .--- 
x d s  x d x  x d s  x d x  

u étant donné par (ô), ou bien par (4) si h = l .  
En posant 

x = v4, 
on donnera à l'intégrale cette forme plus concise 

x étant remplacé par VF dans (6) ou (4). Lorsque il est différent de 1, on 
peut évidemment ne pas soumettre à la transformation précédente la se- 
conde intégrale qui figure dans (6) et la  conserver telle e t  quelle, (r la 
condition bien entendu, d'y écrire A i- 2n au lieu de A. 

Dans le  cas extrbme de il = 0,  comme l'équation (5) a pour intégrale 

u=f(xi-y)+F(x- y), ' 

i l  résulte de ce qui précède que l'équation 

d2U d2U 2 n d U  --- +-- dyrddx2 x d x  
a pour intégrale 
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On ramt'ne aisement au cas particulier qui vient d'être examiné, savoir 
celui où p est nul, le cas général oii l'équation est 

d2z dd!z a d z  p - -- - + - - + , z ,  
d y 2  dx2 xdx x- 

a et ,O Btant des constantes quelconques, que je suppose ici réelles. 11 
suffit de poser 

e z = x  su, 

8 étant l'une des racines de l'équation 

Oz+(a-1)Q-P = O :  

l'équation se transforme dans 

diu d'u cr-!-20 du 

Il est presque superflu de faire remarquer que l'équation 

que POISSON considère dans le meme Mémoire, se préte Ct des transforma- 
tions et & des remarques analogues 9, celles qui viennent d'être indiquées 
dans le présent paragraphe. 

Montpellier, 20 avril 1871. 

NOTE AU § 1. 

MM. BACH e t  STOFFEL ont traité (*) l a  question qui fait l'objet de ce paragraphe, par  
un méthode qui présente quelques points de contact avec l a  prbcbdente, mais qui me 
parait moins naturelle, en ce sens que le résultat est donné, pour ainsi dire, a p r i o r i  
et soumis ensuite à une sorte de vérification. J'ajou'terai que dans le cas de plusieurs 
fonctions y ,  z, zc,. . . l a  marche adoptée par ces auteurs ne  conduirait peut-être pas 
très-simplement aux conditions strictement nécessaires d'intégrabilité développees a u  § 2 
du présent écrit. 

(^) Journal de Liouville, 2e série , t. 7. 
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NOTE AU 9 4. 

Par  une sorte d'ambiguité attribué au mot q u e l c o n q u e  dans l'énonc6 du problème 
qui fait l'objet spécial de ce paragraphe, j'avais confondu, lors de l'envoi du présent 
travail à la Rédaction, deux questions distinctes. LAPLACE s'est proposé évidemment de 
satisfaire A l'équation aux différences partielles au moyen d'une expression contenant 
une fonction arbitraire de x et ses dérivées jusqu'ti l'ordre 92 ,  sans se préoccuper de la 
manière p l u s  o u  m o i n s  g é n é r a l e  dont y pourrait figurer dans cette expression; tandis 
que, au point de vue oh je me suis placé, rien, sauf la  présence de la fonction arbitraire 
de x et de ses n premiéres dérivées, ne doit limiter l'indétermination de forme qui cor- 
respond à la présence de y dans l'expression intégrale. L a  réduction B la forme linéaire 
est due uniquement h l'apparition de certaines fonctions arbitraires de x que l'intégration 
partielle introduit e t  dont on peut disposer comme on l'entend, ainsi qu'ti un certain 
changement de l a  variable indépendante x: comme on le voit dans mon analyse. 

Cette remarque me parait essentielle, mais n'entraine pas une modification nécessaire 
du texte, oh la  question est envisagée théoriquement un point de vue plus large que 
celui de LAPLACE: seulement elle dégage le raisonnement de l'auteur du reproche d ' i r -  
r é g u l a r i  t é  que je semblais lui adresser. 

Montpellier, 31 octobre 1871. 
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Evaluation du nombre de combinaisons 
desquelles les 28 dés d'un jeu du Do- 
mino sont susceptibles d'aprés la règle 
de ce jeu. 

( p u r  feu Dr. M. REISS à I ' rancfo~t . )  

L e  jeu du Domino comprend sept éléments qui se combinent 2 deux 
dans les différents dés, e t  en constituent les deux parties. La regle du jeu 
exige que deux dés consécutifs se touchent par des parties équivalentes. 
De là on conclut que l'élément initial est le m6me que l'élément final; 
c'est-&-dire, que la partie extérieure du premier dé et  celle du dernier sont 
équivalentes. En effet, une combinaison des 28 dés étant conforme la 
règle, elle ne cessera pas de l'être, lorsqu'on en. écarte les dés doubles. 
Cette réduction faite, chaque élément fera partie de six dés, puisqu'il est 
combiné successivement avec chacun des six autres; par conséquent, l'é- 
lément initial doit se rencontrer encore en cinq autres endroits de la 
combinaison. Or,  dans l'intérieur de celle-ci, chaque élément se présente 
toujours deux fois de suite; d'abord comme seconde partie d'un dé ,  puis 
comme premiére partie du dé suivant; l'élément initial ne pourra donc s'y 
rencontrer que quatre fois, e t  devra finalement se trouver à un endroit 
oii il ne soit pas suivi de lui-meme, c'est-&dire, à l'autre extrémité de la 
combinaison. 

L'identité des éléments extrèmes nous fait voir qu'une combinaison de 
laquelle les dés doubles sont exclus, Btant repliée sur elle-mhae de maniese 
5 ce que les clés extrémes viennent se toucher par leurs parties extérieures, 
tous  les éléments s'y présenteront partout deux fois de suite, comme parties 
contigues de deux dés consécutifs; ce qui par conséquent, aura lieu B trois 
différentes reprises. Des combinaisons repliées de la facon décrite, soit que 
l'on en ait exclu les dés doubles, soit qu'on les y admette, seront nommées 
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c i r c u l a i r e s ,  tandis que lcs combinaisons non repliees seront comprises 
sous le nom de r e c t i l i g n e s .  Les combinaisons circulaires ne possédent 
pas de dés extrbmes; on y peut, au contraire, considérer chaque dé comme 
initial. La direction suivant laquelle les dés y sont censés se succéder doit 
être fixée préalablement de m&me que celle des combinaisons rectilignes; 
nous la supposerons la même dans tous les cw. 

Étant proposée une combinaison circulaire de laquelle les dés doubles 
sont exclus, on peut, d'aprés ce que nous venons de dire, y intercaler 
chaque dé double en trois différents endroits, il y a donc 3' manières 
différentes de combiner entre elles les intercalations des sept dés doubles. 
En d'autres termes, de chaque combinaison circulaire de laquelle les dés 
doubles sont exclus, il en résultera 37 autres dans lesquelles ces dés sont 
admis. Si donc on désigne par S le nombre de toutes les combinaisons de 
la premiére espèce, celui des combinaisons de la seconde sera =3' .S .  

Si dans une combinaison circulaire de la seconde espece on considhre 
successivement comme initial chacun des 28 dés qu'elle comprend, il en 
résultura 25 combinaisons rectilignes; d'où l'on conclut sans di&iculté que 
le  nombre total de ces dernibres équivaut à 28 3' S. La question se trouve 
donc réduite B trouver le nombre S, quantité que nous allons maintenant 
définir d'une maniére plus simple et dégagée en meme temps de toute 
considération accessoire. 

Nous représenterons les dés par des a m b e s  composés des mêmes élé- 
ments, et  nous désignerons ceux-ci par les chiffres 1, 2 ,  3, 4,  5, 6 ,  7. 
De cette manière les combinaisons circulaires des dés desquelles les dés 
doubles sont exclus, se trouveront remplacées par des combinaisons ou 
s u i  t e s d'ambes également circulaires. Ces suites se composeront des 21 
ambes & éléments inégaux que l'on peut former avec les sept éléments 
1, 2, ... , ambes qui s'y succéderont dans le meme ordre et suivant la même 
direct,ion que les dés dans les combinaisons respectives, et  qui seront or- 
données de maniére que le seconcl élément de chaque ambe soit le même 
que le premier de l'ambe suivant. Le nombre de toutes les suites satisfai- 
sant 5 ces conditions ne sera donc autre que S. 
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Si relativement Li, une quelconque de ces suites circulaires d'ambes, on 
écrit circulairement, e t  d'aprbs leur ordre les premiers éléments de tous 
les ambes qu'elle renferme, il en  résultera une suite circulaire d'éléments 
Li, l'égard de laquelle on peut  remarquer: 

1 . O  qu'elle comprend tous les sept éléments, e t  chacun trois fois. En 
effet, dans la  suite circulaire d'ambes qui a servi à la former, chaque élément 
qui y entre,  c'est-à-dire chacun des sept éléments, se  présente trois fois 
comme second élément d'un ambe, et trois fois comme prcmier élément de 
l'ambe suivant. Il doit donc aussi s e  rencontrer trois fois dans la suite 
circulaire composée des premiers éléments de tous les ambes. 

2 . O  qu'on retrouvera l a  suite circulaire d'ambes, si  dans la  suite cireu- 
laire d'éléments qui en est dérivée, on considère comme u n  ambe chaque 
groupe de deux 6léments consécutifs pris dans l'ordre qu'ils y occupent, 
e t  qu'on range ces ambes circulairement, en les faisant se  succéder con- 
formément il leur ordre. En effet, si a,  b, c ,  ... sont des éléments consé- 
cutifs de la  suite circulaire d'éléments, a e t  b seront les éléments initiaux 
de deux ambes consécutifs de la suite circulaire d'ambes de laquelle elle 
est dérivée. Or l e  premier élément du  second de ces ambes est  en même 
temps le second élément du premier, qui sera par conséquent ab. De même, 
l'ambe consécutif A ab sera b c ,  e t  ainsi de suite. 

D1apr&s l a  seconde remarque les suites circulaires d'ambes e t  d'éléments 
se correspondent réciproquement une à, une; par conséquent, le  nombre 
des suites de la  seconde espèce sera le même que celui des suites de l a  
première, c'ést-&-dire, =S. On peut donc définir cette quantité comme étant 
le  nombre de toutes ces suites circulaires d'éléments; ce qui nous permet 
de donner l'énoncé suivant à l a  question résoudre: 

K On demande le nombre S de  toutes le suites circulaires que l'on peut 
« former avec les sept éléments 1, 2 ,  3 ,  4, 5,  6 ,  7, trois fois répétés, e t  
« disposés en sorte que les 21 groupes de deux éléments consécutifs que 
K chacune en  contient, présentent les 21 ambes t.t éléments inegaux que 
« l'on peut former avec les mêmes éléments 1, 2 ,. . . » 

Comme on l e  voit,  nous entendons ici par (( ambes n des combinaisons 
des éléments 5, deux, sans égard à l'ordre dans lequel ils s'y suivent; 
ainsi, en parlant p. e. de l'ambe 42, il restera indécis, Li, moins de le dire 
explicitement, si on le prend dans ce sens ou en  sens inverse (21). 

Annnli di Jlatemntica, tom0 V. 9 
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IdSe génhrale de la méthode de solution. 

Si d'une de ces suites circulaires d'éléments on efface, partout oii ils se 
trouvent, les éléments 4 ,  5, 6, 7, et que l'on ne change rien A l'ordre des 
éléments non effacés, ceux-ci formeront eux-mêmes une suite circulaire 
assujétie aux conditions de se composer des éléments 1, 2, 3,  trois fois 
répétés, et  de renfermer (au moins une fois) chacune des ambes 12, 13 ,  
23, sous la forme de groupes de deux éléments consécutifs. La premiére 
de ces conditions est évidente en elle-même, la seconde ne le sera pas 
moins si l'on fait attention qu'il y a dans la suite primitive trois groupes 
d'éléments consécutifs, formant respectivement des ambes 12,  13,  23, et 
que ces groupes ne seront pas dénaturés, lorsqu'on éc.arte les éléments 4, 
5,  6 ,  7 de la suite. 

Si l'on commence par former toutes les suites circulaires soumises aux 
deux conditions que nous venons de signaler, et que l'on intercale ensuite 
dans chacune de ces s u i t e s  a u x i l i a i r e s  les éléments 4, 5,  6 ,  7 ,  trois 
fois répétés, exécutant cette opération de toutes les manieres propres à 
satisfaire aux conditions de la question et à produire des suites différentes 
les unes des autres, on trouvera nécessairement le tableau complet des 
suites circulaires desquelles il s'agit de déterminer le nombre. C'est en par- 
tant de ce point de vue que nous allons maintenant résoudre la question 
proposée. 

S O L U T I O N .  

PremiEre partie. - Enumération des suites auxiliaires. 

La méthode que nous venons d'esquisser, exige en premier lieu que l'on 
forme le tableau des suites auxiliaires. Dans ce but, nous déterminerons 
préalablement les suites circulaires soumises h la seule condition de se 
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composer des éléments 1 ,  2 ,  3,  trois fois r6pétés. Afin de distinguer les 
uns des autres les trois éléments 1 que contient une telle suite, nous en 
nommerons un quelconque le premier, e t  nous en comprendrons les deux 
autres sous le nom de second ou de troisiéme, selon qu'ils en suivent le 
premier de plus près ou de plus loin, d'aprks la direction convenue. Nous 
désignerons aussi & l'égard d'une quelconque de ces suites circulaires 

entre le premier et le second 1 
entre le seconde et le troisiéme 1 
entre le troisième et le  premier 1 

et nous représenterons par ( A ,  B, C) le groupe de toutes les suites qui 
s'accordent sous le rapport des valeurs de A ,  B et C, quantités dont la 
somme est généralement =6. 

Pour déterminer les suites desquelles se compose le groupe ( A ,  B, C), 
nous les supposerons écrites sous forme rectiligne, en commentant chaque 
suite par son premier 1, et en y conservant l'ordre des éléments. En fai- 
sant abstraction dans ces suites rectilignes des éléments 1, les autres élé- 
ments présenteront des permutations de 2 et 3,  trois fois répétés. Or,  le 
tableau de toutes les permutations de ce genre étant celui-ci: 

ajoutons y l'élément 1 avant le premier, apres le A'""", et aprés le (A+  B)""" 
élément de chaque permutation, et désignons par [ A ,  B, Cl le groupe de 
suites rectilignes qui en résultent. Si maintenant on écrit ces dernieres 
sous forme circulaire, en y faisant figurer comme premiers 1 les 1 initiaux 
des suites rectilignes, les suites circulaires que l'on obtient par 11, ne 
seront autres que celles du groupe ( A ,  B, C), qui se  composera, par con- 
séquent, de ces 20 suites, si toutefois dans le nombre de ces dernières 
aucune ne se rencontre plus d'une fois. Pour juger de cette circonstance, 
remarquons que deux suites circulaires, quelle que soit du reste leur ori- 
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gine, étant égales entre elles, et contenant, par conséquent, les éléments 
dans le même ordre, il faut pouvoir les faire c o ï n c i d e r ,  c'est-&-dire, les 
superposer de manière ?i ce que les éléments superposés soient partout les 
mêmes. Or, la coïncidence étant supposée possible il l'égard de deux suites 
dont l'une au moins provient du groupe [.A, B, Cl,  des éléments I super- 
posés ne pourront pas y occuper le même rang; car dans ce cas, les deux 
suites s'accorderaient sous le rapport des valeurs de A ,  B et C, et pro- 
viendraient, par conséquent, l'une et l'autre du groupe [A, B, Cl; de plus, 
elles se rapporteraient évidemment Ct la même permutation du tableau (i), 
tandis que deux suites du groupe [A, B, Cl,  et  par conséquent aussi les 
suites circulaires qui en proviennent, se rapportent nécessairement à deux 
permutations différentes. Il faut donc, si iiéanmoins il y a coïncidence, que 
le  premier I de l'une des suites vienne se superposer ou sur le  second ou 
sur le troisiéme 1 de l'autre; plus exactement, que les éléments 1 se super- 
posent de l'une ou de l'autre des deux manières suivantes: 

premiére suite 
1 .O 

seconde suite 

premiére suite premier 1 seconde 1 troisiéme 1 
2 .O 

secorde suite 1 troisième 1 1 premier 1 / second 1 

d'où il résulte que si la premikre suite provient de [A, B, C l ,  et appar- 
tient, par consequent, au groupe ( A ,  B, C), la seconde appartiendra ou au  
groupe (C, A ,  B) ou au  groupe (B, C, A). Elle ne saurait donc provenir 
de [A, B, Cl, à moins que les groupes (A, .B, C), (C, A ,  B) et (B, C, A )  
ne se réduisent h un seul; ce qui n'a lieu qu'en admettant A r  B= C=2.  
Ainsi donc, ce cas excepté, toutes les suites circulaires provenant du groupe 
[ A ,  B, Cl seront différentes les unes des autres, et  le groupe (A, B, C) 
les comprendra toutes les 20. Quant au  cas de A = B = C=2,  il est au 
contraire aisé de voir qu'A l'exception de 

toutes les autres suites circulaires provenant du groupe [2, 2, 21 seront 
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trois S trois égales entre elles. En effet, si a, b, a,b, a, b, est une permu- 
tation du tableau (1), a ,  b, a, b, a, b, et a, b, a, b, a ,  b, en seront deux autres, 
5 moins qu'on n'ait 

a,=a,=a,; b,=b,=b,; 

cas dans lequel ces trois permutations se  réduisent 5 une seule, savoir à 
232323 ou 323232. Or, les suites rectilignes 

qui se déduisent des trois permutations indiquées, conduisent A la même 
suite circulaire, savoir A 

celle-ci résultera donc trois fois ou une seule fois du groupe [2, 2, 21, 
selon que les trois permutations mentionnées sont différentes les unes des 
autres ou non. E t  réellement, le groupe [2, 2, 21 étant composé des suites 

il est visible, en ordonnant de la manikre suivante: 
132123133 123133123 133123123 
12132133 132133122 133122132 
12'3133133 133123122 123122133 
122133132 13313.212? 132122133 
123123123 
123123133 123132123 132123123 
123132132 132132123 132123132 
133132132 

que les suites plaches sur la meme ligne horizontale conduisent à la même 
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suite circulaire. Celles-ci seront donc ici au nombre de huit, que l'on peut 
représenter p. e. par les suites rectilignes: 

122123133 133132123 
122132133 133123123 
123123123 132132132 
133123133 132132123. 

Comme on a généralement A + B + C= 6 ,  les groupes de suites circu- 
laires qui viennent ici en considération, seront 

Or, il est évident que chaque suite circulaire appartenant au  groupe ( A ,  B, C) 
fera pareillement partie des groupes (B, C, A) et (C, A ,  B); en effet, elle 
viendra se ranger dans l'un ou l'autre de ces groupes, selon qu'on y c,on- 
sidhre le second ou le troisikme 1 comme le premier. 11 s'ensuit de là, que 
les groupes ( A ,  B, C), (B ,  C, A)  et (C, A,  B), quand ils sont différents les 
uns des autres, ne se distingueront que par le rang qu'on y a assigné aux 
Sléments 1, et se composeront du reste des mêmes suites circulaires. Il suf- 
fira donc notre but de ne tenir compte que d'un seul des trois groupes; 
ce qui nous permet de développer seulement dix groupes, p. e. 

qui comprendront nécessairement toutes les suites circulaires que nous cher- 
chons. Il est d'ailleurs aisé de voir qu'ils n'en comprendront aucune plus 
d'une fois; car si dans le nombre des suites circulaires contenues dans les 
dix groupes il y en avait deux d'égales, et que l'une en appartînt au 
groupe ( A ,  B, C), l'autre appartiendrait, ainsi que nous l'avons vu, ou au 
groupe (C, A, B) ou au groupe (B, C, A ) .  Nais si le premier est un des dix 
groupes, les deux autres en seront exclus, à moins qu'ils ne se réduisent 
tous les trois A un seul, savoir à (2 ,  2, 2). IL faudrait donc que les deux 
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suites égales appartinssent l'une et l'autre au groupe (2, 2, 2); ce qui est 
impossible, puisque ce groupe, comme tous les autres, ne se  compose que 
de suites différentes. 

Au lieu de former les suites circulaires elles-mhmes, nous continuerons, 
pour simplifier, à les représenter par des suites rectilignes, commencant 
par le premier 1, en sous-entendant toujours que les bléments extrkmes 
de chaque suite soient considérés comme consécutifs, et que l 'on tient 
compte de l'ambe qu'ils présentent, comme de ceux qui constituent deux 
autres éléments consécutifs quelconques. Nous ferons aussi remarquer, pour 
abréger le plus possible, que les permutations du tableau ( l ) ,  ainsi que les 
huit suites rectilignes représentant le groupe (2, 2, 2), sont disposées sur 
de& colonnes, résultant l'une de l'autre en permutant les éléments 2 et 3 ("). 
Le tableau comprenant toutes les suites circulaires qui se composent des 
éléments 1, 2, 3, trois fois répétés, se partagera donc en deux moitiés, dont 
la premiere, relative aux premieres colonnes, est représentée par les suites 
rectilignes : 

(*) Quant au tableau i l )  la seconde colonne rcsuitera de l a  p remkre  si, après y avoir 
permuté les 6léments 2 e t  3, on renverse l'ordre des permutations, en commençant par  
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et dont la seconde résultera de la premihie en y permutant les éléments 
2 et 3. 

Les suites circulaires que nous avons nommées auxiliaires étant soumises 
encore à hne seconde condition, savoir A celle de présenter, sous la forme 
de groupes de deux éléments consécutifs, les trois ambes 12, 13, 23, il nous 
reste à exclure des suites circulaires que nous venons de représenter sous 
forme rectiligne, toutes celles qu i  ne satisfont pas C1 cette condition. Si l'on 
examine sous ce rapport le tableau (2) comprenant la premiere moitié des 
suites rectilignes, et que l'on tienne compte dans chaque suite de l'ambe 
formé par les éléments extrhmes, on trouvera sans peine que les suites à 
en exclure sont 

Or, d'une part, les suites résultant de celles-ci en y permutant les élé- 
ments 2 et 3,  devront étre exclus de la seconde moitié des suites recti- 
lignes; car si un des ambes 12, 13, 23, ne se présente pas dans une suite, 
son transforqé - qui est semblablement un des ambes 12 ,  1 3 ,  23 - ne 
s: présentera pas non plus dans la suite transformée. D'autre part, les suites 
de la pïemibre moitié dans lesquelles les ambes 12 ,  13,  23 s e  présentent 
tous les trois, se transformeront en des suites qui satisfont A la même 
condition; car les ambes 12, 13, 23  se transformant respectivement en 13, 
12, 32, se retrouveront nécessairement dans les suites transformées. De ces 
remarques i l  s'ensuit que les suites auxiliaires seront représentées en moitié 
par les suites rectilignes : 

la  dernière, en y faisant suivre l'avant-dernière, e t  ainsi de suite. - Quant aux huit suites 
reprbcientant le groupe (fi, 2, 2), les suites résultant l'une de l'autre se trouvent placees 
sur la méme ligne horizontale. 
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deux éléments d'une suite anxiliare sera nommé une i n t  e r c a l  a t i on. Les 
intercalations sont ou simples ou multiples, selon qu'elles consistent dans 
un seul élément ou en comprennent plusieurs. 

Si l'on déduit de chaque suite auxiliaire toutes les' suites cemplétées 
auxquelles elle donne lieu, on trouvera en même temps le nombre S ,  en 
ne prenant qu'une fois les suites complétées qui se présenteraient Lt plu- 
sieurs reprises. Examinons donc s'il existe de telles suites, et cela étant le 
cas, .combien de fois elles se rencontrent. 

En admettant que deux suites complétées soient &gales entre elles, il 
deviendra évident, en les faisant coïncider, qu'elles résultent de la même 
suite auxiliare et des mêmcs intercalations. Mais on voit en meme temps 
que les 1 superposés ne peuvent pas y occuper le même rang; car ,  clans 
ce cas, chaque intercalation appartenant A l'une des suites, non seulement 
appartiendrait aussi à l'autre, mais elle y aurait cn outre la meme position, 
c'est-&-dire qu'elle serait appliquée à la même distance du premier 1 (le la 
suite auxiliare commune. Les deux suites auraient donc la même origine 
sous tous les rapports, et la même opération serait exécutée deux fois; ce 
qui, comme il s'entend de soi-meme, ne doit pas avoir lieu. I l  faut donc, si 
néanmoins il y a coïncidence, que le premier 1 de l'une des suites vienne 
se superposer ou sur le second ou sur le troisieme de l'autre; d'où l'on 
conclut, en faisant abstraction des élbments 4, 5, 6, 7, que la suite auxi- 
liaire qui a servi à former l'une e t  l'autre suite, se trouvera coïncider avec 
elle-même, quoique les 1 superpos6s soient de rangs différents. C'est donc 
A cette condition que la suite auxiliaire doit satisfaire si l'on en peut dé- 
duire des suites complétées égalcs entre elles. Il est exigé par la - que ce 
soit du reste le second ou le troisieme 1 qui se trouve superposé sur le 
premier - que les éléments contenus entre le premier et le second 1 d2 la 
suite auxiliaire soient les mêmes et se suivent dans le mème ordre que 
ceux qui sCparent le second 1 du tsoisiéme et celui-ci du premier; par con- 
séquent les éléments intermbdiaires seront au nombre de deux; de plus, ils 
seront eux-a6mes 2 et 3, et se présenteront dans l'ordre 23 ou 32,. d'oii il 
s'ensuit finalement que la suite auxiliaire sera 
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et qu'aucune autre suite auxiliaire ne saurait donner lieu à des suites com- 
plétées égales entre elles. Or, ayant déduit une telle suite de l'une ou de 
l'autre des deux suites exceptionnelles, on en peut déduire en outre deux 
autres qui lui soient Qgales, en y faisant avancer chaque intcrcalation de 
trois ou de six places; car en superposant dtins le premier cas le premier 
1 de la suite primitive sur le second 1 de la suite dérivée, l'une coïnci- 
dera nécessairement avec l'autre, ce qui aura lieu de même dans le second 
cas, si l'on superpose le premier 1 de la suite primitive sur le troisiéme 1 
de la suite dérivée. D'autre part, il est évident qu'il n'cxiste pas d'autre 
suite égale h la suite primitive, puisqu'il n'y a pas d'autre mode de faire 
coïncider celle-ci avec une autre. On voit donc que les suites complétées 
qui résultent des deux suites auxiliaires exceptionnelles seront trois 5 trois 
égales entre elles, tandis que les suites auxiliaires seront toutes différentes 
les unes des autres. De cette circonstance il s'ensuit directement que si 
l'on connait le nombre des suites complétées qui résultent de chaque suite 
auxiliaire, on trouvera la. valeur de S, en faisant la somme de toutes ces 
nombres, a l'exception de ceux qui se aux deux suites auxiliaires 
signalées, en y ajoutant le t i e r s  de la somme de ces derniers. 

TroisiEme partie. - Des smbes allésCs; des syslbines d'anibes altérés, e t  
d'intercalations. - Formule pour déterminer A§'. 

Chaque intercalation faisant partie d'une suite complétée, s'y trouve com- 
prise entre deux éléments (de valeurs différentes ou de même valeur) qui 
sont consécutifs dans la suite auxiliaire correspondante, et y présentent 
un ambe que nous nommerons a l t é r é  , puisqu'il est le résultat d'une 
altération de la suite complétée. Les neuf ambes des suites auxiliaires se 
diviseront donc en ambes altérés et non altérés. Quant aux derniers, ils 
seront généralement au nombre de trois; car, ainsi que nous l'avons déjh 
fait remarquer, les ambes /1, 13, 23, que présentent les suites complétées, 
doivent se retrouver sans altération dans les suites auxiliaires. Le nombre 
en question ne sera donc pas plus petit que trois, et il ne pourra pas être 
plus grand, parce que les autres ambes que présentent les suites complé- 
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tées contiennent a u  moins un des éléments 4, 5, 6 ,  7, et ne peuvent, par 
cette raison, appartenir aux suites auxiliaires. De cette propriété générale 
on  conclut directement cette autre, que le nombre des ambes altérés, et  
par conséquent aussi celui des intercalations, est généralement =6. 

Si un des ambes 12, 13, 23 (les éléments étant pris dans ce sens ou 
en sens inverse) n e  se présente qu'une fois dans une suite auxiliaire, i l  
sera nécessairement un ambe non altSré; si au  contraire, il s'y présente à 
plusieurs reprises (dans le mCme sens ou non), chacun de ces ambes de 
même composition pourra signifier l'ambe non altéré de cette sorte. Ainsi 
donc, en admettant que les ambes 12, 13, 23 se présentent respectivement 
2, m et n fois dans une suite auxiliaire donnée, celle-ci donnera lieu & 

1 - n t - n  suppositions différcntcs au sujet des ambes non a l tdrk ,  e t  par con- 
, . séquent aussi au  sujet des ambes altérbs. On remarquera que dans ces 

suppositions les ambes altérés, ainsi que les non altbrés nc varient que de 
position, e t  restent d'ailleurs les mêmes quant aux éléments dont ils sont 
formés. Kous dkignerons  donc sous le nom de s y s t  & m e  d ' a m b e s  a l t é r é s  
d e  l a  s u i t e  a u x i l i a i r e  d o n n é e  Ics s i s  ambes altérés qu'elle presentc, 
pris dans un ordre arbitraire t an t  par rapport aiix ambes eus-memes, que 
par rapport aux 6léments de chaque ambe. Kous dirons aussi, en  compa- 
rant les ambcs du  système avec 19s ambes altérés donnés de position en 
vertu d'unc suppositiûn determinée, que chaque ambe du systeme corre- 
spond à un des ces anibcs altérCs, composé des mêmes éléments e t  déter- 
miné quant à sa  position dans la suite auxiliaire, Cette correspondance sera 
fixée d'elle même par rapport aux ambes qui ne se rencontrent qu'une fois 
parmi les arnbes altérds; si au  contraire, u n  ambe s'y rencontre à plusieurs 
reprises, elle pourra 6tre Ctablie h volonté de diverses maniéres; nous sup- 
poserons donc dans ce cas, que l'on fasse les conventions nécessaires pour 
fiser les idées; de sorte que, quelque siipposition que l'on admette a u  sujet 
des ambes altérés, la  correspondance de ceux-ci avec les ambes du système 
se trouve généralement établie sans ambiguité. 

Les suites complétées devant être conformes Lt celles que nous avons 
définies dans l'énoncé de la quistion proposée (art. ?), il est nécessaire et 
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il suffit que les intercalations qui servent tl les former, satisfassent aux 
conditions fondamentales que voici : 

1:O que, prises ensemble, elles se composent de douze éléments, savoir 
des éléments 4, 5,  6 ,  7,  trois fois répétés; 

2 . O  qu'elles présentent une fois chacun des six ambes à éléments in& 
gaux que l'on peut former avec les éléments 4, 5 ,  6,  7, et qu'elles ne 
présentent pas d'autre ambe ; 

3 . O  que les éléments des intercalations qui viennent en contact avec 
les éléments des ambes altérés forment avec ceux-ci les douze ambes qui 
résultent de la combinaison de l'un des éléments 4, 5, 6, 7 avec l'un des 
éléments 1, 2, 3. 

Et réellement, ces conditions remplies, les suites complétées se compo- 
seront des éléments 1, 2 ,  3, 4, 5, 6, 7, trois fois répétés, et  outre les 48 
.ambes dont il est question dans la seconde et la troisiéme condition, elles 
présenteront encore les trois ambes 12, 13, 23, et par conséquent tous les 
ambes 5 éléments inégaux que l'on peut former avec 1, 2 ,  3, 4, 5, 6, '7. 

Ce n'est comme on le voit, que la troisième condition fondamentale qui 
a égard aux ambes altérés, et  seulement en ce qui concerne les éléments 
dont ils sont composés. La position des ambes altérés y étant indiEérente, 
on peut, pour déduire une suite complétée d'une suite auxiliaire proposée, 
commencer par déterminer six intercalations qui, étant appliquées dans un 
certain ordre au systkme d'ambes altérées de la suite auxiliaire, satisfassent 
aux trois conditions fondamentales. Il faut remarquer à cet égard, que l'ordre 
dont il est question ici, doit-6tre déterminé sous le double rapport de la 
correspondance entre les ambes du systéine et les intercalations, et du sens 
dans lequel il faut prendre ces dernières, lorsqu'elles sont multiples. 

Si l'on connaît six intercalations de cette nature, et  l'ordre dans lequel 
elles s'appliquent au système d7ambes altérés, on obtiendra une suite com- 
plétée si, apil&s qu'on a fixé la supposition à admettre au sujet des ambes 
altérés, on applique B chaque ambe de cette sorte, que présente alors la 
suite auxiliaire, la même intercalation qu'à l'ambe du systéme qui lui cor- 
respond selon nos conventions; en ayant soin toutefois de l'y insérer dans 
le meme sens ou en sans irirerse, selon que les ambes correspondants eus- 
mêmes observent le même ordre d'éléments ou non. 

X'ous nommerons s y s t è m e  d ' i n t e r c a l a t i o n s  a p p l i c a b l e  à u n  s y -  
s t &me  p r o p o s é  d '  a mbe  s a l  t Sr é s six intercalations quelconques qui s'y 
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appliquent conformément aux trois conditions fondamentales, l'ordre dans 
lequel cela a lieu étant déterminé sous le double rapport mentionné. Deux 
systémes d'intercalations composés des mêmes intercalations, mais différents 
quant à l'ordre dans leqiiel ils s'appliquent au systhme proposé d'ambes 
altérés, doivent être considérEs comme des systhrnes différents puisqii'ils 
donnent lieu B des suites complétées différentes, lors meme que la suppo- 
sition au sujet des ambes altérés ne subit pas de variation. 

Si parmi les quantités 1, nt et rz. .une au moins est >1, de sorte que le 
nombre des suppositions admissibles au snjet des ambes altérés et non altC- 
rés soit supérieur à l'unité, les suites complétées que l'on peut déduire de 
la suite auxiliaire proposée, se diviseront en 1 .  n2.  n groupes, selon la sup- 
position qui y est en vigueur, et que l'on reconnaîtra dans chaque suite 
complétée en tenant compte de la position qu'y occupent les ambes 12, 
13, 23. 11 est facile à voir que tous ces groupes comprennent le même 
nombre de suites. En eFet, si l'on suppose connus tous les systhmes d'in- 
tercalations applicables au systkme d'ambes altéros de la suite auxiliaire 
p~oposée, les suites complétées que l'on obtient par leur moyen, apres qu'on 
a fixée la supposition à admettre, appartiendront toutes au même groupe. 
V iceve r sà ,  quelque suite de ce groupe que l'on considére, les six inter- 
calations qu'elle renferme, constitueront un systhme d'intercalations appli- 
cable au systbme d'ambes altérés. On voit par là que le nombre de ces 
systèmes indiquera en m$me temps cclui des suites comprises dans le groupe 
en question, et  par conséquent aussi dans tout autre groupe; d'où il s'en- 
suit que tous les groupes comprennent le même nombre de suites. De là 
on est conduit à la conclusion suivante : 

Les ambes 12, 13, 23 se présentant respectivement 2 ,  m e t  n fois 
dans une suite auxiliaire, le nombre des suites complétées que l'on en 
peut déduire équivaudra à 1 .?î2-n fois le nombre des systkmes d'in- 
tercalations applicables au  systkme d'ambes altérés de la même suite 
auxiliaire. 

On remarquera que cette conclusion subsiste même quand aucune des 
quantités 1, m et n ne dépasse pas l'unité. 
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I I .  
, 

Btant proposés une suite auxiliaire e t  son systbme d'ambes altérés, sub- 
stituons dans celui-ci a u  lieu de 1 un quelconque des éléments 1, 2, 3 ,  
au lieu de 2 un quelconque des deux autres, e t  a u  lieu de 3 l'élément qui 
reste disponible. Le résultat de cette permutation des éléments 1, 2, 3 sera 
un systkme d'ambes transformés que nous nommerons, en  abrégeant, le s y -  
s t b m e  t r a n s f o r m é .  

Tout systkme d'intercalations applicables a u  systkme proposé d'ambes 
altérés, s'appliquera aussi dans le mCme ordre au système transformé. E n  
d'autres termes, les conditions fondamentales étant remplies vis-à-vis d u  
premier système, elles le seront aussi vis-&-vis du second. Cela est évident 
par rapport aux deux premieres conditions qui ne concernent que la  com- 
binaison des éléments 4, 5, 6, 7, entre eux. Quant à la troisième, les élé- 
ments des intercalations venant en contact avcc les éléments des ambes d u  
systeme proposé cl'ambes altérés, formeront avec ceux-ci des ambes qui 
seront par supposition, 1 4 ,  15, 1 6 ,  17, 24, 25, 26, 27,  34, 3 5 ,  36, 37. 
En mettant le systeme transformé à la  place du  système proposé, les ambes 
analogues & ceux-ci en  résulteront, si l'on permute les éléments 1, 2, 3 
de la  méme manière que dans le systhme proposé. Mais cette permutation 
reproduira évidemment les mêmes ambes, à l'ordre pres. On voit donc que 
dans le cas actuel, la  troisième condition n e  sera pas moins remplie quti 
les deux autres. 

On prouverait de la  même manière que v i c e v e r s a  tout système d'in- 
tercalations applicable a u  systbme transformé s'applique de même a u  sys- 
tème proposo; par consoquent, ces systémes sont susceptibles des mêmes 
~ y s t è m e s  d'intercalations, e t  plus forte raison, du même nombre cle ces 
systémes. 

Si le systkrne transformé est lui mBme un systkme d'ambes altérés, se  
rapportant comme tel à une autre suite auxiliaire, le produit 1 .  l i a .  n aura la 
même valeur à l 'égard de cette seconde suite qü'B l'égard de la  suite pro- 
posée. Car, en rapportant primitivement B celle-ci lcs quantités 1, 712 e t  n, 
les clmbes 12, 13, 23  se rencontreront respectivement 1-1, nz- 1, .rz -1 
fois dans l e  système proposé. Or, en permutant les éléments 1, 2 ,  3 ,  on 
permute en même temps les ambes 12, 13, 23; par conséquent, les valeurs 
de 1 - 1, na - 1, n - 1, qui se rapportent au systéme transformé, résulte- 
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ront des valeurs primitives de ces quantités, en permutant celles-ci d'une 
certaine maniére; d'où l'on conclut qu'en permutant de la m6me manibre les 
valeurs primitives de 1, m, n, relatives à la suite proposée, les valeurs ré- 
sultantes se rapporteront & l'autre suite. Mais cette permutation n'influe 
que sur l'ordre des facteurs du produit 1 men; la valeur de celui-ci sera 
donc la même dans l'un et l'autre cas. 

En conséquence de ces propositions, et en égard & la conclusion déve- 
loppée dans l'article précédent, on parvient sans difficulté & cette autre: 

Lorsque les systèmes d'ambes altérés de deux suites auxiliaires dif- 
férentes sont les mêmes ou plus généralement, lorsqu'ils se trans- 

forment l'un dans l'autre par suitc d'une certaine permutation des élé- 
ments 1 ,  2, '3, ces deux suites donneront lieu au même nombre de 
suites complétées. 

Les suites auxiliaires qui ont cette propriété en commun, seront rangées 
dans la même catégorie. Pour effectuer la division de toutes les suites auxi- 
liaires conformément à ce point de vue, nous n'en considérerons d'abord 
que la premiére moitié, représent6e dans le tableau (3) sous forme recti- 
ligne. En désignant généralement par a b c ,  une permutation quelconque 
de 1 2  3, on vérifiera aisément la division suivante de ce tableau: 

1. (aa a a  b b  b b  cc  cc)  

suite 

suite syst. d'ambes alt6rés l a l b l c  

1 

2. ( a a a a b b c c b c b c )  

111222333 

syst. d'ambes altérés 

1 2  

a b c  --- 
1 2 3  
1 2 3  

1 2 3  

3 
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3. ( n a  a a  bc bc bc bc) 

suite syst. d'ambes altérés b 

suite 

112132233 

112133223 
112213233 
112213323 
112312233 
112313332 

112231233 
112231332 
112331223 
112331322 
112232133 
112233123 
112233132 
112322133 
112233213 
112332213 

4. ( n a  b b  cc  a b  a c  bc) 

syst. d'ambes altérés 

Annali d i  Matematica, tom0 Y. 
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l suite 

1 
2 
3 

5. an b b  a c  ac bc bc)  

suite 

112123233 
112123323 
112132332 

syst. d'ambes altérés 

6. (aa a b  a c  bc b c  bc )  

syst. d'ambos altérés a 
- 

11 12 13 23 23 23 1 
11 12 13 23 23 23 1 
11 12 13 23 23 23 1 
11 12 13 23 23 23 1 
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suite 

121312323 

121313232 

131231323 

121321333 

121323123 

121333132 

123123123 

123123132 

'7. ( a b  a b  nc a c  bc  bc )  
syst. d'ambes altérés 

13 13 13 13 23 23 

12 12 13 13 23 33 

12 12 13 13 23 23 

13 13 13 13 23 23 

12 12 13 13 23 33 

12 12 13 13 23 23 

12 12 13 13 23 23 

12 12 13 13 23 23 

Or, à chaque suite auxiliaire faisant partie de la premibre moitié en cor- 
respond une autre comprise dans la seconde, en ce se~ns que ces suites se 
transforment l'une dans l'autre, en y permutant les éléments 2 et 3; il est 
visible, de plus, que la même correspondance existera eiitre les systèmes 
d'ambes altérés de ces suites; mais la permutation de 2 et de 3 n'est autre 
chose qu'une permutation particulière de 123; par conséquent, les suites 
auxiliaires correspondantes appartiendront Zi la  meme catégorie, et le nombre 
de suites qu'en comprend chacune sera le double de celui qu'y contribue 
la premiére moitié. 
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Quant au produit 1 -nz n qui a la même valeur par rapport à toutes les 
suites auxiliaires de la même catégorie, il suffit de le déterminer en chaque 
cas, 2i l'égard d'une seule; ce qu'on fera en établissant d'abord les valeurs 
de 1- 1, rn-1, n - 1, relatives t3 un quelconque des systbmes d'ambes 
altérés de chaque catégorie. De cette maniére on trouve : 

Si l'on désigne maintenant par [1] le nombre de systbmes d'intercalations 
applicables B un systkme d'ambes altérés de la premikre catégorie, ou bien 
au systbme général a a a a b b b b c c c c ,  et que l'on entende par [2], '[3], ... 
les nombres analogues relatifs à la seconde catégorie, t3 la troisibme, et 
ainsi de suite, la recherche précédente se résumera finalement ainsi qu'il suit: 

E.m.n 

1 
3 

5 
8 
9 

1 G  

27 

cat. 
-- 

1 
2 
3 

4 
5 

6 

7 

En appliquant ces résultats à ce que nous avons di t  sur la détermination 
du nombre S (voir la fin de l'art. 7), et en faisant attention que les suites 
auxiliaires 

1 3 1 2 

3 1 et 2 1 

2 1 3 2  3 1 ~  3 

la cat. 1 comprend 2 suites, chacune donnant lieu & 1 [1] \ 
a 2 r, 24 D )> )) 3 [21 

n- l  
--- 

O 

2 
4 
1 
2 

3 

2 

1-1 

O 
O 

O 

1 
O 
1 

2 

a 

3 

m-l  

O 
O 
O 

1 
2 
1 
2 

B 3 r, 6 n 2 3 5 Pl 
n 4 » 32 B V )  2 8 ~ 4 ~  

5 48 )> )) )) 9 151 
» 6 » 43 2 P, O 4 6 [6] 

27 [71 u 7 » 16 B >'i >'i 

z '<y 

E 
z 
-2 
+= 

m 
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appartiennent l'une et l'autre A la septiéme catégorie, on parvient directe- 
ment B la formule suivante : 

S=2.[1]+24.3.[2]+6.5*[3]+32*8*[4] 

+48.9.[5] +42.16.[6]+ 14"I,.2'1.[7] 

=2-[1] + 'Y2.[2] + 30.[3]+256.[4] 

+ 432,  [5] + 672. [6] + 396 [7]. 

II nous reste donc tt déterminer les quantités [il, [ 2 ] ,  ... ce qui exige une 
discussion préalable des questions qui se rattachent aux systemes d'inter- 
calations. 

Quatriéme partie. - Énumération des systemes d'intercalations indhpendants. 

Un systeme d'intercalations applicable h un systéme d'ambes altérQs ne 
sera compléternent déterminé, ainsi que nous l'avons déjh dit, que si l'on 
fixe la correspondance entre les ambes et les intercalations, et le sens dans 
lequel chaque intercalation doit être prise, lorsqu'elle est multiple. On peut 
cependant concevoir les systémes d'intercalations sous un point de vue plus 
général, en faisant abstraction de leurs rapports avec les systémes d'ambes 
altérés, ou, ce qui revient au même, en ne tenant compte que des deux 
premieres des conditions fondamentales. Dans ce cas, la correspondance 
entre les intercalations et les ambes est mise hors de question, et le sens 
dans lequel on prend les intercalations multiples devient indifférent. Si  donc 
deux intercalations sont l'une l'inverse de l'autre, il nous suffira d'en ad- 
mettre celle dont l'élément initial est inférieur Ci l'élément final, ou, si les 
élbments extrèmes sont égaux entre eux, celle dont le second élément est 
inférieur & l'avant-dernier. Kous allons maintenant former le tableau complet 
des systèmes d'intercalations ainsi définis, que nous distinguerons par le 
nom d ' i ndépendan t s .  

Les six nombres indiquant de combien d'éléments se composent les inter- 
calations qui forment un systéme, seront nommés l e  s y s t é m e  d e  n o m b r e s  
de ce dernier, et  les systèmes d'intercalations indépendants qui s'accordent 
sous ce rapport, seront rangés .dans la même classe. Or, la somme des six 
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nombres constituant un systhme est invariablement = / 2 ,  et  les différentes 
maniéres de partager lo nombre 12  en six nomhres entiers, sont les suivants: 

par conséquent, il n'y a pas d'autres systèmes de nombres que ceux-ci. 
Mais il est aussi aisé de voir que le systkme 711111 ne saurait appartenir 
3 un système d'intercalations; car il n'existe pas d'intcrcalation L1 sept 
éléments. En effet, une telle intercalation présenterait six ambes comme 
groupes de deux éléments consécutifs, ambes qui seraient tous différents 
les uns des autres, et seraient par conséquent 45, 46, 47, 56, 57, 67. 
L'intercalation comprendrait donc aussi tous les éléments 4 ,  5 ,  6 ,  7, mais 
de telle manikre qu'il y en eût au moins un qui ne s'y rencontrât qu'une 
fois; car dans le cas contraire, elle devrait se composer au moins de 2 - 4  = 8 
éléments. Or, un tel élément, selon qu'il se trouve à l'extrémité ou dans 
l'intérieur de l'intercalation, ne serait en contact qu'avec un ou deux des 
trois autres. L'intercalation ne présenterait donc pas tous les ambes pos- 
sibles, ce qui est en contradiction avec notre première conclusion; par con- 
séquent, il n'existe pas d'intercalation composée de sept cléments. 

D'après cela, nous n'avons à considérer que dis systémcs de nombres et 
autant de classes de systémes inclépendants. La question revient donc 5 
déterminer pour chaque classe tous les systèmes indépendants qui s'y rap- 
portent. Afin d'y parvenir avec plus de facilité, nous cl~ercl~erons d'abord 
toutes les intercalations multiples, les conditions remplir étant celles-ci: 
1 . O  que les intercalations ne comprennent d'autres éléments que 4, 5, 6, 7; 
2 . O  qu'elles ne présentent d'autres ambes que 45, 46, 47, 56, 57, 67, et 
qu'elles n'en présentent aucune plus d'une fois; condition qui sera remplie 
d'elle-même, si l'intercalation ne comprend que des éléments différents les 
uns des autres, et qui exige dans le cas contraire, que deux éléments égaux 
soient séparés au moins par deux éléments intermédiaires. 

Quant aux intercalations à deux éléments, ils seront généralement de la 
forme ap, en entendant par a et P deux quelconques des éléments 4 ,  5, 
6 ,  7 ,  différents l'un de l'autre et tels que a soit infhieur à p. 
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En désignant par y et 6 les deux autres des quatre éléilients, les inter- 
calations & trois éléments seront généralement exprimées par 

a y p  
a sp, 

Quant aux iatercalations à quatre éléments, il y a deux cas à distinguer; 
l'un oii les éléments extrémes sont différents l'un de l'autre, le second oh 
ces éléments sont égaux entre eux. Le premier cas donne lieu aux deux 
formes 

a y  8s 
ab+ 

où a ,  p, y, B ont la méme signification que ci-dessus; dans le second cas 
on trouvera les formes 

A B  C-4 

A B D A  
A CDA 

en entendant par 4 un quelconque des éléments 4, 5, 6, 7, et par B, C ,  
D les trois autres, mais tels que B soit inférieur à C, C inférieur à D. 

Les intercalations & cinq éléments présentent les mêmes cas; on trouvera 
donc les formes 

a p y w  ABD CI\ 

aids y 6  A B C D A  

a y w  A C B D A  

a6yaP 

Pour ce qui est enfin des intercalations à six élEments, on peut aisément 
se convaincre p r i o r i  que le  second cas est impossible; car si A .est l'é- 
lément initial, il ne pourra occuper simultanément ni la seconde ni la troi- 
sième place; s'il est aussi l'élément final, il ne pourra non plus occuper 
ni la quatriéme ni la cinquibme. Les quatre éléments intermédiaires ne 
comprendront donc que B, C et D; ce qui exige qu'un de ces éléments, 
p. e. B, soit répété, et se trouve par conséquent aux deux extrbmités des 
éléments intermédiaires. Or, les intercalations A B C D B A  et A B D C B A  
sont inadmissibles l'une et l'autre, puisqu'elles présentent deux fois l'ambe 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



88 R ei s s : Sur le jeu du domino. 

A B. Il ne reste donc que le premier cas h considérer qui donne lieu aux 
formes 

a P y a 6 P  

a P 8 a y P  

u yP.V 

a 6 P a y P  

a y P W  

aSPyaP .  

En donnant maintenant a, p, y, 6, et A ,  B, C, D toutes les valeurs 
compatibles avec les restrictions que nous avons faites, savoir celles ci: 

on trouvera sans difficulté le tableau suivant de toutes les intercalations 
multiples : 

2 é1. 

45 

46 

47 

56 
57 
67 

4 éléments 5 éiéments 
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6 éléments 

Il  nous sera maintenant trhs facile de former tous les systhmes indépen- 
dants compris dans une classe quelconque. Voici d'abord le procédé pour 
en trouver les intercalations multiples. 

En admettant que le systkme respectif de nombres contienne k nombres 
supérieurs B l'unité, soit Z, m,... p, on combinera entre elles toutes les 
intercalations à 1 ,  à m,.. . p éléments que nous venons d'énumérer, en 
formant les combinaisons avec une intercalation de chaque espbce, et en 
étendant cette opération sur toutes les combinaisons qui ne présentent 
qu'une fois le m6me ambe. Toutes les combinaisons que l'on obtient par 
lh, seront sans exception propres à la formation de systémes indépendants. 
Pour s'en assurer à pr ior i ,  il suffit de prouver qu'elles prhsentent inva- 
riablement six ambes, et  qu'elles ne renferment l e  même élément plus de 
trois fois. Quant au nombre des ambes, il est d'abord 

car toute intercalation multiple présente un ambe de moins qu'elle ne con- 
tient d'éléments. De plus, en désignant par k,  le nombrè des intercalations 
simples, on a 

k + k , = 6 ;  l+m+.o-+p+k,=12 
Annali di Matematica, tom0 V. 12 
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et par conséquent 

ce qui prouve le premier point. En second lieu, ces six ambes étant 45, 
46, 47, 56, 57, 67, chacun des éIéments 4, 5, 6 ,  7 s'y trouvera combiné 
avec les trois autres; il faut donc ou qu'il se rencontre une fois dans l'in- 
térieur d'une intercalation, et une fois A l'extrkmité de la même ou d'iine 
autre, ou qu'il occupe trois fois une place extréme. De 18 on conclut que 
tout élément sera contenu ou deux ou trois fois dans une combinaison; 
ce qui prouve le second point, et nous fait voir en même temps qu'on 
complétera les systkmes d'intercalations en ajoutant aux combinaisons comme 
intercalations simples tous les éléments qui n'y sont contenus que deux 
fois. En suivant la marche que nous venons de tracer, on parviendra au 
tableau suivant des systbmes indépendants : 

II. (322221) 
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IV. (333111) 

VI. (432111) 

4675 456 47 5 6 7 8 

4675 547 56 4 6 7 9 
4765 457 46 5 6 7 1 O 

4765 546 57 4 8 7 11 

4576 465 47 5 6 7 12 
4576 647 56 4 5 7 13 
4756 467 45 5 6 7 14 
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Cinquibnie partie. - Des systbmes dérirés et auxiliaires. Méthode qui en dé- 
coule pour déterminer les quantités [l] , [2], . . . 

Dans le nombre des systbmes d'intercalations indépendants se trouvent 
nécessairement tous ceux qui, étant pris dans un certain ordre, deviennent 
applicables Ct un système d'ambes altérés. Pour juger dans un cas donné, 
quels sont ces systhmes, il faut avoir recours à la troisikme condition fon- 
damentale. Or, cette condition, en tant qu'elle concerne les intercalations, 
ne tient compte que des éléments qui viennent en contact avec ceux des 
ambes altérés. Il convient donc, sous ce point de vue, d'indiquer chaque 
intercalation, multiple ou simple, par ces deux éléments caractéristiques; 
l'un étant celui par lequel elle touche le premier élément de l'ambe altéré 
correspondant, l'autre celui par lequel elle en touche le second. Ce seront 
les éléments extrbmes de l'intercalation, si celle-ci est multiple; si elle est 
simple, ils consisteront l'un et l'autre dans l'élément dont l'intercalation est 
formée, puisque cet élément se trouve alors en contact et avec le premier 
et avec le second de l'ambe altéré correspondant. 

Les deux éléments caractéristiques d'une intercalation seront considérés 
comme formant un ambe, et les six ambes de cette nature, qui indiquent 
les intercalations constituant un systeme (indépendant ou déterminé quant 
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son ordre), en seront nommées 1 e s y  s t  é m e  dé r iv  6 .  D'autre part, nous 
entendrons par s y s t é m e  auxi l ia i re  appl icable  u n  s y s t è m e  proposé  
d'  amb es  al  t é r  6s six ambes quelconques qui, ne comprenant d'autres 
éléments que 4, 5, 6 ,  7 ,  s'y appliquent dans un certain ordre, conformé- 
ment & la troisième condition fondamentale. Cet ordre sera fixé en chaque 
cas, non seulement sous le rapport de la correspondance entre les ambes 
altérés et  ceux du systéme auxiliaire, mais aussi relativement au sens dans 
lequel on prend ces derniers; chaque élément d'un de ces ambes devant 
ètre de même rang que l'élément contigu de l'ambe altéré correspondant. 

Si dans le nombre des systémes auxiliaires applicables Ct un système 
d'ambes altérés proposé, il s'en trouve un dont les ambes soient en même 
temps ceux du systéme dérivé d'un système indépendant, celui-ci deviendra 
applicable au même système d'ambes altérés, si l'on en détermine l'ordre 
analoguement celui du systéme auxiliaire en question. A cette fin, il faut 
substituer à chaque ambe une intercalation qu'il indique, et prendre chaque 
intercalation multiple dans un sens tel que son élément initial s'accorde 
avec le premier, son élément final avec le second élément de l'ambe qu'elle 
remplace. 

Il faut remarquer quant tt cet ordre, que la substitution des intercalatioiis 
s'accomplira sans ambiguité, si tous les ambes du système auxiliaire (ou 
dérivé) sont différents les uns des autres; si au contraire, plusieurs de ces 
ambes sont égaux entre eux (qu'il soient d'ailleurs pris dans le même sens 
ou non), les intercalations qu'ils indiquent et qui les doivent remplacer, pour- 
ront etre permutées entre elles de toutes les maniéres possibles. On se con- 
vaincra du reste, par l'inspection du tableau de l'article précédent, que 
dans aucun systkme indépendant, plus d'un ambe caractéristique n'appnr- 
tienne à plusieurs intercalations, e t  que par conséquent, le systéme auxi- 
liaire ou dérivé duquel il s'agit, ne saurait contenir plusieurs fois qu'un 
seul ambe. 

Il faut remarquer en second lieu, que, la substitution des intercalations 
accomplie, le sens de toute intercalation multiple sera déterminé sans am- 
biguité, lorsqu'elle est I1 éléments extrèmes inégaux. Dans le cas contraire, 
l'ambe qu'elle remplace se  composera de deux éléments égaux, e t  ne sera 
plus propre à en fixer le sens; l'un et l'autre seront donc alors également 
admissibles. 

Ces remarques nous font voir qu'en certains cas l'ordre du systkme in- 
dépendant pourra se déterminer de diverses manieres, tout en restant ana- 
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logue celui du systéme auxiliaire. Or, chacune de ces manières se rap- 
porte A un autre systéme d'intercalations applicable au systeme d'ambes 
altérés proposé (voir la  fin de l'art. 9). Si  donc on admet en général, 
qu'un système indépendant renferme L intercalations possédant le même 
ambe caractéristique, et que l'on désigne par 2Cf le nombre de ses inter- 
calations multiples tt éléments extremes égaux, la valeur de L Btant selon 
le cas, 1, 2 ou 3, et celle de M, O ou 1, on parvient Lt la conclusion 
suivante qui embrasse tous l e  cas qui peuvent ici venir en considération: 

En admettant que les ambes d'un certain systéme auxiliaire appli- 
cable A un système d'ambes altérés proposé soient ceux du système 
dérivé d'un système indépendant, et  que les valcurs de L et de 211 
relatives à ce dernier soient h et p ,  celui-ci donnera lieu à 1 * 2. .  . X 2p 
systèmes d'intercalations différents, applicables au systkme d'ambes 
altérés proposé, et s'y appliquant tous dans un ordre analogue à, celui 
du  système auxiliaire en question. 

Si les ambes de ce systéme auxiliaire sont ceux d'un systéme dérivé 
commun St plusieurs systemes indépendants, la conclusion précédente se 
rapportera h chacun de ces derniers, en y déterminant convenablement les 
valeurs de L et de M. Or, la valeur de L y sera évidemment la même, 
tandis que la quantité M y possédera, généralement parlant, des valeurs 
différentes. On est donc conduit à cette autre conclusion: 

À tout système auxiliaire applicable à un systéme d'ambes altérés 
propose correspondra un nombre déterminé de systèmes d'intercalations 
s'appliquant au systeme proposé dans un ordre analogue. Ce nombre 
dépendra, en chaque cas, de la quantité et de la nature des systèmes 
indépendants qui ont les ambes du systkme auxiliaire respectif pour 
système dérivé; il sera =O, s'il n'existe' pas de tels systèmes indé- 
pendants ; si au contraire, il en existe un ou plusieurs, et  que l a  
quantité L y possède la valeur (commune) h, la quantité M les valeurs 
pr, p", . . . l e  même nombre sera exprimé par 

formule qui comprend autant de termes qu'il y a de systkmes indé- 
pendants qui s'y rapportent. 
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Il importe d'ajouter la remarque qu'a. deux systèmes d'intercalations dif- 
férents correspondent des systèmes d'intercalations différents. Cela est évi- 
dent si les ambes de ces systèmes auxiliaires ne sont pas les mêmes, e t  
constituent, par conséquent, des systémes dérivés différents. Dans le cas 
contraire, les deux systemes auxiliaires, puisqu'on les suppose différents, 
le seront quant ii l'ordre ; par conséquent, tout système d'intercalations 
correspondant l'un différera de ceux qui correspondent & l'autre. 
Il n'est pas moins aisé de voir que tout système d'intercalations appli- 

cable au systbme d'ambes altérés proposé, doit correspondre à. un systhme 
auxiliaire qui s'y applique. En effet, quel que soit ce systéme d'intercala- 
tions, son système dériv6 pris dans un ordre analogue au sien, satisfera & 
la troisiéme condition fondamentale, e t  sera par conséquent un systEme 
auxiliaire. C'est donc ti celui-ci que correspondra le systhme d'intercalations 
en question. 

Il s'ensuit de ces remarques jointes h la dernihre conclusioii, que l'on 
obtiendra tous les systèmes d'intercalations applicables au système d'ambes 
altérés proposé, en réunissant tous ceux qui correspondent aux différents 
systèmes auxiliaires applicables au même système d'ambes altérés. 11 suffit 
donc, pour trouver le nombre des premiers, d'exécuter les opérations sui- 
vantes : 

1 .O de désigner les systbmes dérivés et  les valeurs de L e t  de M pour 
tous les systèmes indépendants que nous avons énumérés; d'indiquer rela- 
tivement h chaque système dérivé différent, les systbmes indépendants qui 
l'ont en commun, et  la valeur de P qui en dépend; 

2 .O de former le tableau de tous les systèmes auxiliaires applicables 
au système d'ambes altér6s proposé, d'en exclure ceux dont les ambes ne 
constituent pas de systéme dérivé, et de désigner pour chacun des autres 
la valeur de P dépendant du systéme dérivé particulier qui s'y rapporte. 
La somme de tous ces nombres sera le nombre cherché. 

IL s'agira donc maintenant, pour déterminer les quantités [ I l ,  121, ..., 
d'exécuter ces opératioiis relativement aux différents systémes d'ambes al- 
térés; ce qui n'exige, dans chaque catégorie, que la considération d'un 
seul systhme, que nous supposerons partout être le systhme &néral (en 
a? b' 4. 

Annali di Maternatica, tom0 V. 13 
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Sixihme partie. - Détermination des qumtitbs [l], [2], . . ., de fi, etc. 

Première opération. - Kous diviserons les systemes dérivés par caté- 
gories, en comprenant dans chacune tous ceux qui se  transforment les uns 
dans les autres, par suite de  certaines permutations des éléments 4, 5, 6, 
7. En désignant gOnéralement une telle permutation par AB CD, et en 
dénotant chaque système indépendant par deux chiffres, le premier ayant 
rapport A sa  classe, le second au  rang qu'il y occupe, on trouvera d'abord 
l e  tableau suivant de  tous les systEmes dérivés différents, divisés d'aprés 
leurs catégories, avec l'indication des systhmes indépendants auxquels ils 
appartiennent, et des valeurs respectives de L et de A f :  

AB AC AD B C  B D  C D .  . . L = l ,  M = O  
1 .O 

45 46 47 56 57 67 . . .  1 ,1  

AB AB AC BC DC DD.. . L=Z, M=O 
2." 

45 45 47 57 67 66 . . .  I I , 1  
45 45 46 56 76 7 7 . . . 1 1 , 2  ' 

46 46 47 67 57 55 . . .  I I , 3  
46 46 45 65 75 77 . . .  I I , 4  
47 47 46 76 56 55 . . .  I I , 5  
47 47 45 75 65 66 . . .  I I , 6  
56 56 57 67 47 44 . . .  I I , 7  
56 56 54 64 74 7 7 .  . . I I , 8  

57 57 56 76 46 44 . . .  I I , 9  
57 57 54 74 64 66 . . .  1 1 , l O  

67 67 65 75 45 44 . . .  I I , 1 1  
67 67 64 74 54 55 . . .  I I , 1 2  

46 46 46 57 55 77 . . . III, 10 

47 47 47 56 55 66 . . . III, 17 

56 56 56 47 44 77 . . . III, 22 

57 57 57 46 44 66 . . . III, 37 

67 67 67 75 44 55 . . . III, 30 
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AB AB AC BD CC DD. .  .L=2, M=O 
4 .O 

45 45 46 57 66 77 . . .  III (2, 9) . . . .  V, 2 
45 45 47 56 77 66 .... III (4, 7) . . . .  V, 1 

. . .  . . .  46 46 45 67 55 77 III (6, 16). V, 4 

. . .  . . .  46 46 47 65 77 55 III (12, 14) V, 3 
47 47 45 76 55 66 . . .  III (3, 21). . . .  V, 6 
47 47 46 75 66 55 . . .  I I I (11 ,18)  . . .  V , 5  

. . .  . . .  56 56 54 67 44 77 III (8, 26). V, 8 

. . .  . . .  56 56 57 64 77 44 III (15, 25) V, 7 

. . .  . . .  57 57 54 76 44 66 III (5, 29). V, 10 

. . .  . . .  57 57 56 74 66 44 III (20, 23) V, 9 

. . .  . . .  67 67 64 75 44 55 III (13, 28) Y, 12 

. . .  . . .  67 67 65 74 55 44 III (19, 24) V, 11 

. AB AC AD BB CC DD. .  L = l  
5 .O 
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AB CD A A  BB CC DD.. . L=l 

VIE (3, 4) . . . . . . . . . . . . . . . . . .  M=O 
VI11 (26, 28, 33, 35). . . . . . . . . . . .  M = l  
IX (5, 6, 7, 8, 17, 18, 19, 20) . . . . . .  H=O 

Quant aux valeurs de P qu'il faut ajouter St ce tableau, pour compléter 
la premibre opération, il est aisé de reconnaître qu'elles sont constantes 
pour tons les systémes dérivés appartenant St la même catégorie. Il suffit 
donc, en chaque cas, de la calculer pour un seul; ce qui nous donne: 

catégorie I 
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Si dans l'une ou l'autre des formes ghéra les  qui caracthisent les diffé- 
rentes catégories, on substitue une permutation quelconque de 4 5  6 7 au 
lieu de A B C D  ("), le système d'ambes résultant, pris dans un ordre con- 
venable, sera dans tous les cas un des systbmes dérivés de la catégorie 
respective que nous venons d'énumérer. Il s'ensuit de cette observation, 
qu'il est du reste ais6 de vérifier, que tout systkme auxiliaire que l'on peut 
ranger sous une de ces formes générales, en en changeant convenablement 
l'ordre, constitue par ses ambes un systbme dérivé. La valeur de  P relative 
Lt un tel système auxiliaire, est donc celle qui se rapporte à. la forme gé- 
nérale qui le comprend. Cette conclusion s'étend facilement (1 tous les sy- 
stemes auxiliaires en général, en y comprenant ceux qui ne se rangent 
sous aucune des formes générales mentionnées, et  dont les ambes, par con- 
séquent, ne constituent pas de systéme dérivé. En effet, on peut concevoir 
de tels systèmes auxiliaires comme étant compris sous d'autres formes 
générales, et l'on peut dire de celles-ci que la valeur de P qui s'y rap- 
porte est =O. 

Pour faciliter la recherche de la valeur de P qui convient St un système 
auxiliaire, nous ferons remarquer que l'on peut réunir en une seule la troi- 
sième et la quatrième catégorie des systémes dérivés, puisque la valeur 
de P est dans l'une et l'autre =6.  Cette réduction faite, les différentes 
catégories se distingueront les unes des autres par le nombre d'ambes à 
éléments égaux renfermés dans les formes générales qui les caractérisent. 
Or, en faisant attention que les systémes auxiliaires doivent contenir trois 
fois chacun des éléments 4, 5, 6 ,  7, on se  convaincra sans difficulté que 
tout système auxiliaire possédant un ou plusieurs ambes à. éléments égaux,( 
se range nécessairement sous une des six formes générales mentionnées, 
et appartient par conséquent à. une des catégories respectives, savoir à 
celle qui possede le même nombre d'ambes à éléments égaux. Quant aux 
systémes auxiliaires qui ne contiennent que des ambes Lt éléments inégaux, 
ceux qui se  composent des six ambes 45, 46, 47, 56, 57, 67, appartiendront 

(*) II est superflu d'ajouter que par l'expression r substituer une permutation B une 
a u t r e s  nous entendons qu'a chaque éldment de l a  seconde soit substitue l'&ment de 
meme rang de la première. 
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évidemment A la forme générale AB,  AC, AD, BC, BD, CD, c'est-à-dire, 
B la premiére catégorie, tandis que les autres n'appartiennent il aucune et 
sont par conséquent les seuls dont les ambes ne constituent pas de systéme 
dérivé. D'aprés cela, il nous sera trés facile de déterminer la valeur de P 
relative un systeme auxiliaire quelconque. Il n'y a, en effet, qu'cl procéder 
d'après les indications du tableau qui suit: 

Cas l Y 

Point d'ambes (t 1. moins de six ambes différents . . . .  
. . . . . . . . . .  éléments &aux. 2. six ambes différents 

3. un ambe à éléments égaux. . . . . .  
4. deux ambes & éléments égaux. . . .  
5. trois ambes éléments égaux . . . .  

. .  6. quatre ambes & éléments égaux. 

Seconde opération. - Pour désigner un systéme auxiliaire alPl, a,P,, ... 
applicable à un systéme d'ambes altérés général a, b,, a, b,, ... et tenir 
compte en même temps de l'ordre dans lequel il s'y applique, nous ferons 
ilsage de la notation suivante: 

en plaçant les uns sous les autres les ambes correspondants, et  en en 
faisant de m6me de leurs éléments contigus. 

Les systèmes auxiliaires ne devant satisfaire qu'h la troisibme condition 
fondamentale, il est nécessaire et il suffit (t leur égard, que chacun des 
déments 4, 5, 6, 7 se trouve une fois en contact avec chacun des éléments 
1, 2, 3 ou a ,  b, C; c'est-à-dire, d'aprks notre notation, que chacun des 
premiers se trouve une fois sous chacun des seconds; ce qui est généra- 
lement possible, puisque tous les systèmes d'ambes altérés gdnéraux con- 
tiennent quatre fois chacun des éléments a ,  b, c. Si donc on dénote par 
u / 3 ~ 6 ,  a,Ply,S, et a,P,y,S, des permutations quelconques de 4 5  6 7 ,  et 
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que l'on en assigne la première aux a,  la seconde aux b, la troisiéme aux 
c ,  tout systhme auxiliaire applicable B nn systkme d'ambes altéré8 &néral 
sera exprimé, selon le cas, par l'un ou l'autre des systèmes généraux que 
voici : 

De ces systèmes généraux se déduir-ont donc les tableaux complets des 
systémes auxiliaires, si l'on y substitue successivement toutes les permu- 
tations de 45  6 7 ,  tant au lieu de a P y 8 ,  qu'au lieu de alP,y,Gl et de  
an Pnyzbz;  d'où résulteront en chaque cas 24 24 24 combinaisons de per- 
mutations, et autant de systémes auxiliaires différents les uns des autres. 

Au lieu de procéder de cette manihe, on peut aussi substituer d'abord 
toutes les permutations dc ap y8 à a,P, y, 8, et a,P2y28,; d'où résulteront 
en chaque cas 24.24 systkmes auxiliaires en a, P ,  y, 8 ,  dans lesquels i l  
s'agirait, en second lieu, de remplacer aPy8 par toutes les permutations 
de 45 67. Mais il est évident que les 24 systkmes auxiliaires qui se dédui- 
sent de l'un quelconque de ces systkmes en a, ',C, y, 8, sont tous compris 
sous la mbme forme générale, savoir sous celle qui comprend ce systéme 
lui-même. La valeur dc P y sera donc constante, d'où l'on conclut que l'on 
satisfera Ct la seconde opération en ne formant, en chaque cas, que le tableau 
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des systhmes auxiliaires en a, p, y, 8, et en multipliant par 24 le  nombre 
qui en résulte, savoir la somme de tous les P qui s'y rapportent. Ce procéd6 
s'applique indifféremment ti tous les systèmes auxiliaires généraux; chacun 
admet en outre un procédé particulier servant & réduire encore plus le 
nombre de systbmes auxiliaires ii considérer. C'est ce qui résultera de la 
discussion spéciale des différents cas que nous faisons suivre. 

Dans ce cas on peut éviter tout-à-fait la formation du tableau. En effet, 
puisque tous les ambes ap, y8, alPl, y16,, a,/3,, y,6, sont Lt éléments 
inégaux, il suffit de considérer les systhmes auxiliaires, dans lesquels ces 
ambes sont en même temps différents les uns des autres, et sont par con- 
séquent al?, a y ,  as, py ,  Pa, ya. Cela étant le cas, les ambes alPl, y16,, 
a,$,, y,8, s'accorderont avec a y ,  as, @y, P6; par conséquent, les ambes 
qui se rapportent aux deux bb seront ou a y  et p8 ,  ou a 8  et Py,  tandis 
qu'aux deux c c  se rapporteront dans le premier cas a8 et p y ,  dans le se- 
cond ay et @S. Quant aux ambes qui se rapportent aux deus bb, il est 
évidemment permis de les permuter entre eux; de plus, chacun de ces 
ambes est admissible dans un sens ou dans l'autre; il y a donc 2 2 2 = 8 
maniéres différentes de les rapporter aux deux bb, et  il y en a évidemment 
autant de rapporter aux deux c c  les deux autres des quatre ambes a y ,  
as, P y ,  P6. On conclut de là que dans chacun des deux cas les systèmes 
auxiliaires en a, p, y, 8, que nous avons & considérer, sont au nombre de 
8-5=64. Le nombre total de ces systbmes sera donc 2.64=128. Pour ce 
qui est enfin des valeurs de P relatives Lt ces systhmes, elles y seront con- 
stantes, savoir =I; le nombre résultant du tableau en a, P, y, 6 sera donc 
dans le cas actuel =128, et l'on aura 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Reiss  : Sur le jeu du domino. 

Le rang des éléments a, p, y, 6 étant fixé suivant l'ordre a p y 8 ,  soient 
a',P1, yr18', et al,P1, yl,Sf, deux permutations quelconques de ap y8, mais 
telles que a i  soit inférieur en rang ii /Yl, y', inférieur & Y,, et a', infé- 
rieur h Pl,. Cela admis, le systeme général que nous avops en vue, se 
décomposera en huit autres, savoir en 

aP y8 a',P1, at,P1, y', y', 
ap y8 a r p ,  a'$', a', y', 
aP y8 al,P', ' 2  ' 2  7'1 Y', 
a p y a', P'1 P1&2 8'1 y12 
aP Y S  a; Pr, yfiy'2 
aP y8 Pf1a', P 2  $',yf, 
aP Y B  P',afl Pf2a', y11y'2 
aP y8 P f 1 4  P ' 2 a ' 2  8'1 Y: 

dans chacun desquels les permutations a',P1,y'l~ll et a1,P1,yf,6', devront 
être remplacées successivement par toutes leurs valeurs, c'est-à-dire, par 
toutes les permutations de apy8 ,  compatibles avec les restrictions établies; 
valeurs qui sont: 

On peut ici remarquer que la permutation a'2fl'2812yr2 a les m&mes va- 
leurs que a', Pl, y',Gr2; il est donc permis de permuter entre eux yr2 et aln, 
ce que nous ferons dans chacun des huit systèmes où y', et dfl ont changé 
de place; par suite de quoi tous ces systèmes se trouveront composés dea 
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memes ambes. On en conclut que les systèmes auxiliaires en a ,  P,  y ,  8 ,  
qui se déduisent de deux quelconques des huit s y s t h e s ,  sont respective- 
ment compris sous les mêmes formes générales. La quantité P y présentera 
par conséquent la méme suite de valeurs, ce qui nous permet de ne former 
que le tableau déduit d'un seul, p. e. du premier, sauf ti multiplier par 8 
le nombre qui en résulte. Par l a ,  le nombre des systbmes en a, p, y, 6 
que nous avons h considérer, se trouve réduit de 24 24 à 6-12; réduction 
que l'on poussera encore plus loin, si l'on a recours aux considérations 
suivantes : 

En  fixant les valeurs des ambes a,P, et a$,, et  en admettant de plus 
que y, soit inférieur à a,, on détermine en meme temps deux systkmes 
auxiliaires en a, p, 7, 6 qui sont, en se servant de la notation ghé ra l e :  

et  que nous désignerons en conséqiience par (alpl, a,?,); le premier ambe 
6tant supposé correspondre 5i b b ,  le  second h c c. SI les ambes a, pl et 
a,,!?, sont bien ordonnés, c'est-à-dire, si les éléments inferieurs y occupent 
le premier rang, les systemes (alPl, a,,Oz) appartiendront au tableau qui 
se déduit du premier des huit systkmes généraux énumérSs ci-dessus. Ce 
tableau se partage par conséquent, en 36 groupes qui résultent de (alPl, 
a,PJ en y mettant successivement ap, ay, a& p y ,  P6, y8 tant ri la place 
de a,B, qu'h celle de a,P2. 

Si dans un de ces groupes on remplace a B y 6  par une quelconque de 
ses permutations, i l  se transformera en deux autres systemes respectivement 
compris sous les mêmes formes générales. Or, les ambes a,û et y6 ne chan- 
geront que d'ordre, si l'ou y permute soit a et /3, soit y et 8, soit que l'on 
y permute simultanément a et y, P et 6. Si donc on admet que la permu- 
tation substituée à aPy6 soit le résultat d'un ou de plusieurs de ces chan- 
gements, et  qu'elle transforme a,P, y,8, et a,P, y,S, respectivement en 
affl Pf f I  yrfl 85 et affzPrr2 yIr2 aff2, les deux systemes transformés se  compose- 
ront, abstraction faite de l'ordre, des ambes 
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qui, coame on le voit, sont en meme temps ceux qui constituent le groupe 
de systèmes (alr, Pu,, a112Brf,), ce qui ne cessera pas d'avoir lieu, si. l'on 
écrit les ambes alf, Pffl et alf, P1l, de manibre qu'ils soient bien ordonnbs. 
Dans ce cas le groupe (alt, pfll, alf, PM2) appartiendra, ainsi que (alPl, a, PJ, 
au tableau déduit du premier des huit systémes, et  il sera permis dans la 
recherche qui nous occupe, de remplacer l'un par l'autre; les systèmes 
qui les composent, étant respectivement compris sous les mêmes formes 
générales. Or, en examinant sous ce point de vue les 36 groupes qui 
viennent ici en question, on trouve le tableau suivant, dans lequel les sub- 
stitutions se rapportent au premier groupe de chaque ligne : 

a et / seuls / n et 17 y et, 8 y e t  6 

11 suffit donc de prendre 

il est de plus aisé de voir que les systkmes formant les groupes ( a p ,  a y )  
et (ay ,  ab) se composent respectivement des mêmes ambes; on peut don,c 
remplacer le second groupe par le premier; par suite de quoi le tableau qui 
se déduit du premier des huit systemes généraux prendra la forme 
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cas - 
4 
1 
3 

1 
1 
1 

le nombre qui en résulte est donc 

cas 
-- 
4 
1 
3 
2 
1 
2 

par conséquent le nombre qui résulte du tableau complet en a, P ,  y ,  3 

P 

6 
O 
2 

1 
O 
1 

est  = 8 96 = 768, e t  l'on trouve 

C2] =f24-768 = 18432. 

De ce syst&me g6néral se déduisent 24 systémes auxiliaires en a, ,O, y, 6, 
si l'on y substitue successivement toutes les permutations de a P y 6  au 
lieu de a, ,B, ys Sn, tandis que a, Pl y, 6, conserve l a  m6me valeur, soit 
a', ,@,y', 8,. Les éléments a', , Pl,, y',, JI,, n'étant autres, A l'ordre prés, 
que a, /3, y, 8, il en sera de même des systbmes d'ambes aria2, Pf,P,, 
yfl y2, all a2 et ad,, OP:, yy',, 8Jr2, si l'on désigne par a', celui des éléments 
a,, p,, yp, 8, qui dans le premier systéme se trouve combiné avec a, par 
Pl, celui qui s'y trouve combiné avec ,O, et ainsi de suite. Il s'ensuit de 
1s que les 24 systbmes auxiliaires en a, P ,  y ,  6 desquels nous venons de 
parler se composent respectivement des mêmes ambes que les systémem 
d'ambes que l'on déduit de 
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en y remplapnt ar,/3', y',Jr, par toutes les permutations de apy8 .  Or, ces 
derniers systbmes ne varient pas, quelle que soit la permutation a', Prz yrz 6 8 ;  
ils ne varieront donc non plus, quelle que soit la permutation a', P', y', a', 
de laquelle la premiere dkpend. On en conclut que les 24 systemes auxi- 
liaires en a, p, y, 6 relatifs à une valeur quelconque de al Pl y,S, se corn- 
posent respectivement des mêmes ambes que ceux qui se rapportent a. 
toute autre; & plus forte raison, les uns seront respectivement compris sous 
les mêmes formes générales que les autres. Il suffit, par conséquent, de 
former le tableau de ceux qui se rapportent A une scule valeur de a,/3,yld,, 
p. e. Lt aPy8, et de multiplier par 24 le  nombre qui en résulte. Ce tableait 
étant 

aa aa bc bc bc bc cas I - 

le nombre qui en résulte sera =108; celui qui résulte du tableau complet 
en a, P, y, 6 sera donc = 24 108, et l'on aura 

cas 
- 

6 
4 
4 
3 

3 
4 
4 
1 
3 
1 
1 
3 
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a a  bb c c  a b  a c  b c  
4. 

" P  alPl ",Pz Y Y l  ~ Y Z  8182 

Ce systkme général se décompose en quatre autres, savoir en 

oii a', Pr1 yf, Gr, et ar2Pr, y', Sr2 sont des permutations quelconques de aPyà, 
mais telles que arl soit inférieur à Pr1, ats inférieur Pra. Ces systémes 
étant composés des mémes ambes, on conclut, comme dans le second cas 
(art. 23), qu'il suffit d'un seul, p. e. du premier, pour former le tableau 
a, 8, yy 6,  sauf B multiplier par 4 le nombre qui en résulte. 

En fixant les valeurs des ambes a, Pl et a,P2, on détermine en même 
temps quatre systkmes auxiliaires en a, P, y, 6, qui sont 

et que nous désignerons par (a,@,, a2Ps). Si l'on permute ici réciproque- 
ment soit a et p, soit y et 6 ,  et que les ambes a,P, et a,P, se transforment 
dans le premier cas en a'', Pl!, et  afr2 Pu,, dans le second en arftl B"fl et 
art/, Pr/', , on sera autorisé B remplacer par (a lPl ,  asP2) tant ( a i  PI',, 

a'/, P",) que (ar!', , P r , ,  a''!, /3'fr1), groupe qu'il ne faut pas confondre avec 
(at", f l f r f , ,  a'/!, Pftf,). Ces propositions se démontrent à l'aide de raisonne- 
ments déjà employés, et que l'on suppléera aisément. Nous ajouterons qu'il 
est permis d'écrire les ambes a, Pl , a, p2, a'/, Pff,, afIB Pf f2 ,  a'" I Plrr 1 1  

a'fr2 Pp", de maniére qu'ils soient bien ordonnés; par sui te de quoi les grou- 
pes (a, Pl,  a, Pu), (af[, arr2 P'f,), (a'", Pf'rB, affI1 ,W,) appartiendront 
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tous les trois au tableau qui se déduit du premier des quatre systBmes 
généraux. Il s'ensuit de 18 que les groupes desquels ce tableau est com- 
posé, se présenteront dans l'ordre suivant, si l'on place sur la même ligne 
ceux que l'on peut remplacer entre eux: 

ce qui nous conduit au tableau 
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-t-2.25-k%10 +4.9+i.4=316, 
et par suite 

[4] =24*4*316=30336. 
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Nous substituerons ce système général le suivant: 

qui remplit évidemment le même but, et  qui se décompose en quatre autres, 
savoir en 

aa  b b  a c  uc b c  bc 

où arl pfl y< SIl et ar2 of, y', 8, sont des permutations quelconques de a@ y 6, 
dans lesquelles grl est inférieur A P f 1 ,  ar2 inférieur à, pl,. Ces systèmes étant 
composés des mêmes ambes, il suffit de former le tableau en a ,  P, y, 8 ,  
qui se déduit du premier, et de multiplier par 4 le nombre qui en résulte. 

En désignant généralement par (alPl ,  a,PJ les systèmes en a, P, y, 6, 
dans lesquels les ambes cx,fll et a,P2 ont respectivement les memes valeurs, 
savoir : 

on constatera facilement les propositions suivantes : 

1.O En permutant ,soit a et p, soit y et 6 ,  et en admettant que par 
suite d'un de ces changements ou de tous les deux, les ambes a,@, et a, ,13, 
se transforment en arfl P1f, et arr, Pf',, il est permis de remplacer l'un par 
l'autre les groupes (alPl,  a,P2) et (a'fl ,Off1, afl2 @ f f 2 ) .  
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2.O Si, en permntant simultanément a ct y, p et 8 ,  les ambea a, /3, 
et a2/3, se transforment en afffl @frll ct af/f2 Ffff2, il est permis de remplacer 
l'un par l'autre les groupes (a lp l ,  a2O,) et ( r~vf ,  ,8'ff2, a'ff, Pfffl). 

Les ambes a,P,, a2fl,, alr, Plfi, aff2 ,LIf',, affl1 j3/ff1, arfr2 Pfff2, &nt bien 
ordonnés, le groupe (a, Pl, a,,ü,) ainsi que les groupes transformés appar- 
tiendront au tableau qui se déduit cln premier des quatre systèmes géné- 
raux, et  les groupes dcsquels ce tableau est composé se prbsenteront dans 
l'ordre suivant, indiquant ceux que l'on peut remplacer les uns par les 
autres : 

Il suffit donc de prendre 

par conséquent, le tableau Ct former est celui-ci: 
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le nombre qui en résulte est donc = 

De ce système général se déduisent six systèmes auxiliaires en a, P, y, 6, 
si l'on fixe les valeurs de a,  e t  de a,, et qu'on donne successivement toutes 
ses valeurs & la permutation P, y,J,, tandisque la permutation Pl y,8, reste 
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la meme. Or, il eerait facile de démontrer (comparez le cas analogue, art. 24), 
pue ces systèmes, ordonnés convenablement, ne cesseront pas d'être com- 
posés des mêmes ambes, si l'on remplace 0, y,6, par une quelconque de 
ses permutations. On conclut de l(t sans difficulté la proposition suivante: 

En désignant par (a,, a,) les six systbmes auxiliaires mentionnés, 
relatifs (t une valeur déterminée de f3, y,6,, valeur que nous suppose- 
rons être. telle que son premier blément soit inférieur au second, le 
second inférieur au troisikme, il. suffit d'employer A la formation du 
tableau en a, p, y, 6 les seize groupes qui se déduisent de (a,, a,) 
en y substituant successivement a, p, y, 8, tant au lieu de a, que de 
a 2 ;  sauf C1 multiplier par 6 le nombre résultant de ce tableau. 

11 n'est pas moins aisé de constater cette autre proposition: 
En permutant soit a et ,O, soit y et 6 ,  et en admettant que a, et a, 

se transforment dans le premier cas en a', et a',, dans le second en 
al', et a",, il est permis de remplacer par-(a,, a,) l'un et l'autre des 
groupes (ar,, al,) et (ar', , a",). 

En examinant sous ce point de vue les seize groupes que nous avons 
à considérer, ils se  rangeront dans l'ordre suivant: 

il suffit donc de prendre 

2 fois le groupe (a ,  a) 2 fois le groupe ( y ,  Y )  

2 1, (a, P) 1 I> 2 (Y, 8) 

4 D (a,  Y) 1 )3 ;9 (0') 
4 . %  ( a ,  6 )  
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On se convaincra de plus sans peine qu'en permutant P et y dans les systèmes 
( a ,  y), ils se transformeront en d'autrcs respectivement composés des m6mes 
ambes que les systémes (a, p); on est donc autorisé B remplacer le premier 
groupe par le dernier; par conséquent, le tableau en question prendra la 
forme suivante : 

ua ctb ac bc bc bc 

le nombre qui en résulte est donc = 

2+28+6-11+4.38+2.76- f -1.1/2+1.10=5Q, 

vas 
- 

6 

4 
4 

3 

3 
4 

6 

5 
4 

4 

4 

5 

4 

3 

1 
1 
1 
3 

et l'on trouve 
[ô] =24-6.548-'78912. 
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En admettant y!,, inférieur à Sf,, ce systéme général se décompose en 
deux autres, savoir en 

dont le second comprendra les mêmes ambes que le premier, si l'on y per- 
mute y, et s,, ce qu'il est évidemment permis de faire. Nous nous bor- 
nerons, en conséquence, il former le tableau en a, P, y, 8, qui se déduit 
du premier de ces deux systèmes, et à multiplier par 2 le nombre qui en 

.vstémes résulte, A ce tableau appartiendront les huits 

si l'on fixe les valeurs de a, et de pl, ainsi que de a, et de fi,. Ils sont 
de plus les seuls qui se rapportent à ces valcurs fixes; nous les désignerons 
donc par (a lP l ,  a,P,), notation dans laquelle il est permis de permuter 
soit a, et Pl, soit a, et F,; puisque par là les huit systemes ne changeront 
que d'ordre. 

En admettant que ICS ambes a", F1fl e t  a", Pr/,, ainsi que arff1 ,W1 et 
a'ff,P!ff, aicnt ici la même signification que dans' l'art. 26, c'est-&-dire, 
qu'ils résultent de alPl et a,@, par suite des mêmes substitutions, on se 
convaincra sans di6culté que dans le cas actuel comme dans le cas cité, 
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on e s t  autorisé A remplacer par (a,P, ,  aBP,)  l'un e t  l'autre des groupes 
(a1I1 /?Ifl, a'lg /3"2) et  (YZ, a"', P"fl). On aboutira donc ti la  même con- 
clusion par rapport & la  formatioiî du  tableau. Or, on vérifiera aisément: 
1.0 que les systemes ( a p ,  y8)  se  composent respectivemcut des m ê a e s  
ambes que les systémes ( a p ,  a$ ) ;  2.' qu'en p e m u t a n t  a et  6 dans les 
systèmes ( a y ,  a y ) ,  ils se  transformeront en d'autres composés respective- 
ment des memes ambes que les systemes (a/?, a y ) ;  3 . O  qu'il en sera de 
même des systemcs ( a y ,  fl.26) vis-&-vis des systemcs ( a y ,  a @ ) ;  4 . O  que les 
systemes ( y 8 ,  a @ )  peuvent 8tre négligés, puisquliIs ne  coutiennent que 
des ambes h éléments inégaux parmi lesqucls al3 et y 8  ne se  rencontrent 
pas, de sorte que la quantit6 P y est généralement = O .  Tous ces points 
considérés, on voit qu'il suffit de prendre: 

3 fois l e  groupe ( a p ,  a p )  12 fois le groupe ( a y ,  cc/?) 

12 2 (a$, a y )  8 2 " ("Y, "8) 

ce qui nous conduit au tableau. suivant : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



120 R e  i s s : Sur le jeu du domino. 

Le nombre qui en résulte étant = 

on trouve 
.[7] =24*2.2328=111744. 

Eii conséquence des valeurs que nous venons d'établir, il vient (art. 13) 

S= 2.3072 + 72 18432 + 30.62208 + 256 030336 
+ 432 5O3O4+ 672.78912 +396 .1il'Y44 

= 129976320. 

Le nombre des co-mbinaisons circulaires des 28 clés est donc = 

2'- S= 284258211840; 

et celui des combinaisons rectilignes ou proprement dites = 
28 - z 7 *  S=7959229931520. 

Francfort, le 15 mai 1859. 
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Sur les limiteso 
de la convergence e t  de la divergence 

des séries infinies Ct termes positifs 

(pur  MT. J .  THOMAE, à Halle.) 

L m u m  DIRICHLET démontre dans sa thhome des nombres (édite'e par 
Mr. DEDEKISD) la convergence de la série 

pour tous les o positifs, au moyen des intégrales définies, et c'est par la 
même méthode qu'il trouve la limite, vers laquelle tend la somme de la 
série 

si l'on fait évanouir o sensiblement. On peut obtenir l'un et l'autre résultat 
par des moyens élémentaires, qui suffisent en même temps pour fixer les 
limites de la convergence et de la divergence des séries ne contenant que 
des termes positifs. Cette détermination, je crois, n'a pas été faite jusqu'h 
présent; c'est ponrquoi je publie ici un mémoire élémentaire sur ce sujet, 
tout en remarquant que l'on peut aussi obtenir les mêmes résultats B l'aide 
du calcul intégral. 

Dans tout cet écrit, O sera un nombre positif, si petit que l'on voudra. 
De plus, qu'il soit 

Cette série, dans laquelle il faut prendre pour a et b des nombres quel- 
conques positifs, est convergente pour des a quelque petits qu'ils soient, 

Annali di Matematica, tom0 V. 16 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T h  O m a e : Séries infinies B termes positifs. 

O 

parceque ses termes diminuent vers zéro, et  que les signes sont alternati- 
vement positifs et négatifs. Par conséquent, sont aussi convergentes les 
deux nouvelles séries, dont l'une provient de la réunion d'un terme pair 
avec le terme impair suivant, l'autre résulte de la réunion d'un terme pair 
avec le terme impair précédent, savoir 

A présent, nous nous occupons plus précisément de la série (2). On peut la 
mettre sous la forme 

Si l'on développe dans l'expression dernibre le numérateur d'aprks le  théo- 
rème de MAC LAURIN, en posant 

où 8 signifie un nombre peut différent de 1, on peut écrire 

Dans cette formule, E signifie un nombre fini, parceque une série est abso- 
1 lument convergente si ses termes décroissent plus rapidement que -, ce 

n2 
qui est connu généralement. De I?t suit le théorème : 

La s é r i e  
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es t  c o n v e r g e n t e  p o u r  d e s  O q u e l q u e  p e t i t s  qu ' i l s  s o i e n t ,  p a r c e  
1 

qu'el le  a l a  v a l e u r  - . S ( O ) - R  
a G 

Pour 6valuer la limite 

lim S (o), 
c=o 

il faut considérer de la même manihe la série (3), que nous écrirons 

où II, ainsi que plus en haut E, est une série convergente, et  par con- 
séquent un nombre fini, même quand 6 égale zéro. En soustrayant l'équa- 
tion (6) de l'équation (4), il suit 

1 m a r; - + a o (II- fl):=&&) 
oc (an+ 2i)'+" 

donc 

ce qui est la valeur que LEJEUNE DIRICHLET a calculée par un autre procédé. 
Il résulte de la, a décroissant 21 zéro 

w 

lim S(o) = l i m x  a a 1 = lirn %): 2 a c  - 1 

O L ~ )  (Zan  + b)"" (2 a VI  4- b)'+' - 3 ' (8) 

Aprés avoir trouvé ainsi cette limite B l'aide de principes élémentaires, 
nous allons faire plusieurs autres conclusions sur la convergence des séries. 

Si l'on forme le quotient de deux termes éloignées e t  consécutifs de la - -. 
série ( 5 ) ,  c'est-&-dire que l'on divise le n - liame terme par le n - zl""", en 
supposant pour simplifier 2 a = 1 et b = 4 ,  on obtient pour ce quotient la 
~ a l e u r  

où 6 est peu différent de 1. Or, eu égard aug de la comparaison 
des séries, on peut établir le théoréme: 
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Si  l a  r a i son  d e  d e u x  t e r m e s  s e  s u c c é d a n t s  d a n s  u n e  s é r i e  i n -  
f in ie  t e n d  v e r s  l ' u n i t é  comme 

d e p u i s  u n  c e r t a i n  t e rme ,  d o n t  l ' i nd i ce  e s t  n, j u squ 'h  l ' i n f in i ,  l a  
s é r i e  e s t  a b s o l u m e n t  c o n v e r g e n t e ,  t a n t  q u e  a e s t  pos i t i f ,  s i  p e t i t  
q u ' i l  so i t .  

11 est peu important, que l'approximation vers l'unité soit accélérée par 
1 

une puissance de - dont l'exposant surpasse l'unité. En effet, la valenr de n 
la raison soit 

et que A soit un nombre quelconque fini; on pourra to~ljours donn~,r  un 
certain nombre n=v, h partir duquel 

tend plus lentement vers l'unité que 

où 6 est un nombre positif a s s~~ je t t i  seulement à Btre moindre que a. Il 
semble préférable d'énoncer ce théorème en ces mots : 

É t a n t  d o n n é e  u n e  s é r i e  i n f in i e  (10) 

s i  l ' o n  p e u t  t r o u v e r  u n  n o m b r e  pos i t i f  o q u e l q u e  p e t i t  q u ' i l  so i t ,  
de s o r t e  qu'A p a r t i r  d ' un  c e r t a i n  nombre  ?2=v j u s q u ' à  l ' i n f i n i  

r e s t e  to i i jours  s o u s  u n e  v a l e u r  définie q u e l q u e  g r a n d e  qu ' e l l e  
s o i t ,  l a  s é r i e  e s t  a b s o l u m e n t  c o n v e r g e n t e .  

On peut aussi obtenir les résultats précédents au moyeu des principes 
de GAUSS, contenus dans son mémoire sur les séries hypergéometriques. 
Nais on ne peut ainsi trouver les bornes de la petitesse, que o ne doit pas 
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surpasser, pour que la série soit encore convergente. Il est vrai, la série 
de termes positifs est divergente pour o=O. Mais les mesures qui fixent 
l'ordre dans lequel une fonction s'6vanouit, c'est-à-dire les quantités Y, - qui 
font que depuis un certain nombre n=v une fonction A, de n multipliée 
par nt (donc A,  .nt) reste toujours a u  dessous d'un nombre défini différent 
en général de zéro, - ces mesures constituent u n e  c o n t i n u i t é  d ' u n e  d i -  
mens ion ,  pour la détermination de laquelle tons nos nombres communs 
rationnels et irrationnels n e  suffisent pas. En effet, une théorie rigoureuse 
des nombres irrationnels [qui est peut-etse prise pour connue par la plus 
part des mathématiciens, mais qui n'a pas encore été pnbliCe, ce  que Mr. E. 
HEIRE fera bient6t (*)] a besoin de l'hypothèse suivante: « Toute grandeur 
qui est différente de zéro de moins que tout nombre d'une petitesse quelcon- 
que, est zéro elle même. » Dans la continuité des valeurs dont nous par- 
lons, et qui assignent l'ordre dans lequel une fonction A, s'annule, n crois- 
saut h l'infini, il y a de telles valeurs qui sont plus petites que chaque 
nombre aussi petit qu'on veut, e t  qui cependant différent essentiellement 
de zéro. Par exemple, si A, . lgn,  n croissant CL l'infini, reste toujours fini 
et différent de zéro, A, décroît dans u n  ordre, dont la mesure est plus 
petite qu 'u i~ nombre donné, quelque petit qu'il soit, parceque A,-nt, .it crois- 
sant, devient infini pour tous les z pasitifs si petits qu'ils soient, quoique 
A ,  effectivement diminue. Mais on dirait, que A ,  s'annule dans l'ordre de 
zéro, s'il resterait toujours fini e t  diffhent de zéro. Ainsi on appelle A, 
d'un ordre pégatif, s'il croît avec 9% CL l'infini. J'ai déj& parlé de ce sujet 
dans mon livre « Abriss einer Tlteorie d e r  conzplexen Funct ionen  und der  
O-functionen einer V'erdinderlid~en >) page 40. Il existe aussi dans cette éten- 
due des nombres (s'il est permis de génoraliser ce nom et s 'en servir pour 
les points de la continuité des valeurs qui marquent les ordres de décrois- 
sement) des nombres plus grands que tout nombre commun, quelque grand 
qu'il soit donné, savoir les mesures des ordres de en, e7.', ee", etc., n étant 
positif et croissant à l'infini. Peut-etre que les nombres que nous avons pro- 
posés ne joueront jamais un r61e important dans les mathématiques appli- 
quées; néanmoins il me semble qu'il ne soit pas superflu de rendre attentifs 
les mathhmaticiens à ces formes, parcequ'elles peuvent mettre dans son jour 
la nature des nombres communs. Car il en provient clairement, qu'il n'est 

i*) Journal de Mr. BORCHARDT , tome 74. 
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pas juste de prétendre qu'un point suive immédiatement un autre dans la 
continuité des nombres, ce qui parait intuitivement sûr dans la continuith 
des points d'une ligne de l'espace. Il en résulte de plus, qu'il est une vraie 
hypothkse de supposer qu'un nombre qui n'est pas négatif, mais moindre 
que tout nombre commun positif, quelque petit qu'il soit, soit zéro lui- 
même, parceque l'on peut abandonner cette hypothèse sans renoncer aux 
lois de l'addition et de la multiplication, ce que j'ai montré au lieu cité. Les 
mathématiciens, je crois, ne pourront éloigner de la sphère des discussions 
analytiques les quantités insnimeilt petites, différentes néanmoins de zéro, 
bien que la théorie des nombres communs et les calculs y fondés soient 
appuyés essentiellement sur cela, que de telles nombres n'existent pas. Mais 
cela ne vaut que pour l'étendue des nombres usités. On est aisément disposé 
à étendre cette propriété sur toutes les continuités mensurables, parcequ'on 
rapporte les nombres aux points de toute continuité; c'est ce que ne me 
semble pas être toujours juste, puisque les nombres quelque fois ne suffi- 
sent pas pour tous les points. 

Maintenant, pour décider la question proposée sur les bornes de la con- 
vergeilce des séries, nous discutons la fonction 

l g l g l g  ... Ig (n+ l )= lg (m+l ) (n+ l ) ,  

c'est-à-dire le logarithme népérien pris (m+ 1) fois de suite. On a 

où An est un nombre qui tend vers zéro, n croissant l'infini. De plus il est 

où A', tend vers zéro, n croissant 5 l'infini. Cela s'écrira 

Eu continuant ce même procSdé, on obtiendra finalement 
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où Ann,  A',,,.. . . Acm), et aussi leur somme cm, tendent vers zéro, n crois- 
sant à l'infini. Cela fait que l'on peut choisir pour n un certain nombre v 
assez grand, afin que toutes les expressions 

1- C Z ,  1 - 2nV+I , etc. 

surpassent +. Or si l'on établit la suite des équations 

1 - Zmy Ig@+') (v + 4 )  = 1g(mf1) (v) $ vlg vlg lgv . , . 1g'ln) (v) ' 

et que l'on fasse la somme, on obtient 

Puisque en faisant n assez grand, le premier membre de cette équation 
surpassera tout nombre donné, quelque grand qu'il soit, il s'ensuit que la 
série 

ou, à plus forte raison, la série 

est d i v e r g e n t e .  
Mais si nous additionnons la suite des équations 

1g(m+l) (v + 1) 1g[m+J) (v) 1 - zm9 - 
[ Ig 'myv)]"  [Ig(mJ (v)]" vlgvlg Ig.. . . lg'm-yv) [ ~ ~ ' " ' ( v ) ] ~ + '  ' 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
in infinitum, 

la série infinie qui provient de la sommation des premiers membres, tend 
vers un nombre défini, et par conséquent aussi la série qui provient des 
seconds membres; c'est ce qu'on comprend aprhs avoir démontré, que les 
termes consécutifs de la série 

depuis un certaiu terme, diminuent, n croissant à l'infini; cela suffira, yar- 
ceque les signes sont alternés. Pour cela il faut montrer, que depuis-uu 
certain nombre n=v 

Cette inégalité est juste, lorsque 

(1gcm)(n -- + l ) )a> lg(m+i) (n 4- 2) 
lg(m+l)(n) ' lgrm: (n) 

donc que 
1 - P i ,  l+ 2-Sm, 

('+nlgnlgIgn ... Ig'li'J(n) nlgnlglgn . .. lg!lll+l)(n) ' 
enfin que 

1 - g:n-i 
' Y I +  2 - S n ,  ' +O nlgn. .. lg(")(n) nlgn ... lg[""I)(n) ' 

Où 3 - 1  , et 8% tendent vers zéro, n croissant. Or il est clair que, d étant 

positif, si petit qu'il soit, on peut prendre n assez grand, afin que 

Par conséquent la série résultante de la sommation des premiers membres 
de la suite des équations établie ci-devant 
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est convergente; donc telle est aussi la série résultante des seconds membres 

ou, eu égard que, depuis n =v jusqu'g l'infini, I -Cm,, surpasse +, la série 

est absolument convergente. D'aprés tout cela, on peut énoncer le théorème 
général, qui renferme le théoréme de n.O 10: 

E t a n t  donnée u n e  sér ie  inf in ie  (15) 
A , + A , + A , + * * * + A v + * . ~  + A , +  A,,+--.  in infinitun?., 

dont l e s  t e rmes  décroissent  5 p a r t i r  d 'un  c e r t a i n  terme,  de sor te  
que l 'on p e u t  t rouver  u n  nombre en t i e r  positif m e t  u n  nombre 
positif a quelque p e t i t  qu ' i l  so i t ,  t e l s  que 

A, n lg  n lg lg  n . . . 1gcm-') (n) [l@) (n)ll+o 

reste toujours  sous u n e  l i m i t e  f in ie ,  la  sé r i e  e s t  convergen te ;  
mais s ' i l  f a u t  prendre  pour ce la  0 5 0 ,  e t  q u e  tous  l e s  t e rmes  de 
la  sér ie  so ien t  posi t i fs ,  l a  s é r i e  es t  d ivergente .  

Halle, aoht 1871. 

Annali di Matematica, tomo Y. 
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d F  21 ligne 20 le l e r  membre soit a - » 
dy 

dQ 22 P 11 A l a  fin après -- mettez u = * 
d Y 

3 au  second membre lisez << Q, * 
23 au ler membre !isez v » 
2 au lieu du second signe « = D mettez u - B 
3 id. et de plus une parenthèse après a Q ,  . 
8 à l a  fin lisez u Q,,,i X- 

22 lisez u yrn-i) » 
26 lisez u a,, u ,,... . 
23 a u  lieu de u p » lisez u Q * 
11 a u  ler membre de l a  lere équation au  lieu de *. (n- 1) lisez 

u (n-i) » 
12 a û  lieu de « (p - i) » lisez e ( p  - 1) » et au lieu de u (n- 1) v 

lisez chaque fois a (n -i) » 
13 a u  lieu de a (p - i) » lisez chaque fois « ( p  - j) » 
22 a u  lieu de « Qi-, > lisez e Qi-, » 

d y  7 lisez u -- = y ,  » 
d LE, 

» 12 au  lieu de a u, fi lisez o: y,  
35 » 9 a u  lieu de u u B lisez « a P 
41 B 20 lisez u Ai B 

42 B 10 lisez u 6, » 
43 » 12 lisez chaque fois « i(n-2) i, 

52 B 1 9  A l a  fin lisez u n - 1  » 
53 6 au  lieu de u pourquoi » lisez « sansquoi w 

55 1 6  au  lieu de Y lisez u f(y) » 
>> » 18 au  lieu de y ,  au dénominateur lisez « f ( y )  P 
58 D 19  dans la 2me intégrale lisez u h - 1 ». 

Nella memoria PETERSEN, tom0 IV di questi Annali, è accaduto uno sposta- 
mento tipografico. Tutto il pezzo che comincia colla linea 5 della pag. 90 e finisce 
colla linea 4 della pag. 91 dev' essere invece inserito fra  le linee 13 e 14 della 
pag. 92. - 
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Sulle trasformazioni razionali 
nello spazio (*) 

(de l  prof. L. CREMONA, a Illilano.) 

1. 0 uattro variabili omogenee indipeudenti x,x,x,x, siano legate ad 
altre quattro variabili analoghe y, y,y, y, mediante le relazioni : 

dove le 3 siano funzioni (algebïiche razionali) intere omogenee di uno stesso 
grado v delle y. 

Considerando le x e le y corne coordinate di due punti corrispondenti in 
due spazi a tre dimensioni, le (1) esprimono che ad un punto qualsivog-lia 
dello spazio (y), purclié non comune alle quattro superficie 9 = 0 ,  corri- 
sponde un solo e determinato punto del10 spazio (x), e che ai piani 

a,x,+ a,x,+ a3x3+ a,x,=O (2) 

dello spazio (a )  corrispondono le superficie d'ordine v 

formanti un sistema lineare triplamente infinito. 
Suppongasi ora che ddle  (1) si possano desumere le y espresse razio- 

nalmente colle x ,  cioh le formole inverse clelle (1) siano 

essendo le + funzioni intere omogenee delle x, di un medesimo grado p. 
h 

(*) 1 risultati esposti in questa Memoria furono cornunicati al R. Istituto Lombardo, 
nelle sedute 4 maggio e 1" giugno 1871; e in parte anche alla SocietA delle Scienze di 
Gottinga (Nachrichten 1871, n.O 5; e hlathematische Annalen, t. 4, p. 213). Contempora- 
neamente usciva alla luce l'interessante Memoria del sig. NOETHER, Ueber die eitzdeutigen 
Raurntmnsfornzationen (Math. Annalen, t. 3, p. 547). 
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Cid equivale a supporre il sistema (3) tale, che tre superficie prese arbi- 
trariamente da  esso abbiano un unico punto comune, il quale non appar- 
tenga a tut te  le  superficie del sistema medesimo: cosi che anche ad un 
punto qualunque del10 spazio (x) ,  purch& non comune a tutte le superficie 
+=O, corrisponde un solo e determinato punto del10 spazio (g). Dalle (4) 
segue inoltre che ai piani 

del10 spazio (y) corrispondono le superficie d'ordine p 

formanti un sistema lineare triplamente infinito; tre qualunque delle quali, 
in  virtù delle (1), si segano in un solo punto non comune a tutto il sistema. 
Le (1), (4) significano eziandio che ciascuna superficie dei sistemi (3) e 
(6) é rappresentabile punto per punto sopra un piano. 

2. Per  brevitCl di discorso direino o m a l o  i d e  (*) una superficie quando 
sia dotata della proprieta di poter essere rappresentata punto per punto sopra 
un piano; e omsl loidico u n  sistema di superficie algebriche, i l  quale, come 
i sistemi (3) e (ô), soddisfaccia alle due condizioni: l o  d'essere lineare e 
triplamente infinito; Z0 che tre superficie prese ad arbitrio ne1 sistema si 
seghino in  un solo punto non comune a tutto il sistema medesimo. Le su- 
perficie di un sistema omaloidico sono necessariamente omaloidi. 

Queste denominazioni possono valere anche per le figure piane (e.per le 
figure descritte in una superficie omaloide), cosi che una curva omaloide 
sarS una curva razionale, ed una rete omaloidica di curve sarà u n  sistema 
lineare doppiamente infinito di curve (razionali), due qualunque delle quali 
si seghino in  un solo punto non comune a tutte. 

3, Dato in uno spazio (y) u n  sistema omaloidico (3), possiamo porre 
le formole ( l ) ,  ciob stabilire una corrispondenza univoca fra le siiperficie 
(3) ed i piani d'un altro spazio (x); e quindi dedurne le (4). Cosi viene 
ad essere individuato nello spazio (x) un nuovo sistema omaloidico (6) che 
possiamo chiamare l ' i n v e  r s o  del dato. 1 due sistemi ornaloidici servono 
di base a due trasformazioni inverse, razionali entrambe, che hanno luop 
senza presupporre le  variabili (di ciascuno spazio) legate da alcuna relazione. 

(*) Cfr. SYLVESTER ne1 Cambridge and Dublin Math. Journal, t. 6, p. 12. Le superficie 
omaloidi, come le curve razionali (di  genere p = O ) ,  sono dette unicursal da1 sig. CAYLEY. 
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Basta adunque che sia dato un sistema omaloidico, perché risultino de- 
terminati il sistema inverso e le due trasformazioni razionali inverse, per 
mezzo delle quali si passa dall'uno spazio all'altro e viceversa. 

In altre parole, la ricerca delle trasformazioni razionali nello spazio (corne 
ne1 piano) B ridotta a quella dei sistemi omaloidici. 

4. Diremo f o n d a m e n t a l i  (*) O p r i n c i p a l i  (**) i punti e le linee co- 
muni a tutte le superficie d'un sistema omaloidico. Due superficie qualsi- 
vogliono 

+a292 +a393 +a494=O 
a', 9, + af,9, i- a', 9, + a59,= O 

(7) 

del sistema (3) avranno, oltre alle curve fondamentali, una curva comune 
R,  la quale, dovendo corrispondere punto per punto alla retta intersezione 
dei piani 

a1x, + a,x, +a,x, + a4x,=0 
a ' , ~ , + a ' , ~ , + a ~ , ~ , t a , ~ , = 0 ,  (8) 

é necessariamente una curva razionale. E siccome la retta (8) incontra in 
p punti una superficie qualunque del sistema (6), cosi la curva R definita 
dalle (7) avrh p punti comuni con un piano qualsivoglia ( 5 )  del10 spazio 
(y); dunque: 

Alle  r e t t e  del10 spaz io  ( x )  co r r i spondono  c u r v e  g o b b e  r a z i o n a l i  
d 'o rd ine  p, u n a  q u a l u n q u e  d e l l e  qua l i  s a r &  d e t e r m i n a t a  d a  qua t -  
tro cond iz ion i .  

Ed analogamente : 
Alle r e t t e  del10 s p a z i o  (y) c o r r i s p o n d e  un  s i s t e m a  q u a d r u p l a -  

mente  i n f i n i t o  di  c u r v e  g o b b e  r a z i o n a l i  d ' o r d i n e  v. 
Indicheremo con S una qualunque di queste curve, comune a due su- 

perficie del sistema (6). 
5. Nello spazio (x) una retta ed un piano hanno un solo punto comune, 

se la prima non giace ne1 secondo; dunque: 
Una  c u r v a  R i n c o n t r a  u n a  s u p e r f i c i e  cp (***), s u l l a  q u a l e  n o n  

g i acc i a  p e r  i n t e r o ,  i n  u n  solo p u n t o  n o n  c o m u n e  a t u t t e  l e  9 ;  
oss ia  : - 

(*) MEmoire sur les surfaces du 3e ordre ( C S .  Crelle-Borchardt, t .  68), n.* 114. 
(**) Sulle trasfornzaziolzt geometriche delle figure piane, Nota 2a (Mem. Accad. Bo- 

logna, serie 2" t. 5 ,  1865). 
(""9 Cioh una superficie del sistema (3). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 C r  e m o n  a : Sulle trasformazioni razionali nello spazio. 

Del le  vp i n t e r s e z i o n i  di  u n a  c u r v a  R c o n  u n a  s u p e r f i c i e  9 ve 
n e  sono  v p - l  s i t u a t e  n e i  p u n t i  e n e l l e  c u r v e  f o n d a m e n t a l i  de l  
s i s t e m a  (3). 

Queste vp- l  intersezioni tengono poi luogo di 4(p-1) condizioni (li- 
neari), fra le 4 p  che in generale determinano una curva razionale d'ordine 
,u (*), giacchè, come si é veduto or ora, le  curve R formano u n  s i s tema 
q u a d r u p l a m e n t e  i n f i n i t o .  

Analoghe proprietà si possono enunciare per le curve S; e ci6 sia detto 
una volta per tutte. 

6. Considcro un piano a, ncllo spazio (x), al quale corrisponderà una 
superficie 9,  del sistema (3) nello spazio (y). Alle rette in a, corrisponde- 
ranno le curve R di 9,; e le sezioni piane di 9, avranno per imagini in 
a, le curve d'ordine p d'un sistema lineare, triplamente fnfinito e tale che 
due curve qualunque del sistema abbiano v intersezioni variabili (corrispon- 
denti ai punti in cui 9, B incontrata da una retta arbitraria). Percib, se 
queste curve hanno mi punti i-pli fissi ( i =  l , 2, .. . p- 1), snssisteranno le 
due relazioni (**) 

dalle quali 

A ciascuno dei suddetti punti &pli (sia I uno qualunque de' medesimi) cor- 
risponderà in 9, una curva razionale Ci cl'ordine i, e ad una retta G con- 
dotta in a, arbitrariamente per r corrisponderSt un'altra curva razionale CP-< 
d'ordine i, costituente insieme con Ci una curva R ed avente colla Ci me- 

(*) Che la  più generale curva razionale d'ordine p nello spazio ad r dimensioni, sia 
determinata da ( r  + 1) ( p +  1 )  - 4  condizioni, risulta dall'osservare ch'essa è definita me- 
diante le equazioni y, : yi:. . . : t~,+, =f i  :h:.. .: f,.+li dove le f sono funzioni intere d'un 
parametro w ,  del10 stesso grado p, e che degli ( r  + 1) (p+ 1) coefficienti arbitrari di queste 

a +  b o  
funzioni se ne possono eliminare 4 mediante una sostituzione lineare-wr=-• c t d o  

(""1 CREMONA Sulle trasformazioni geometriehe delle figure piane (Mem. Accad. Bologna, 
1863 e 1863); - CAYLEY On the rational transformation betwaen two spaces (Proceedings 
of the Lond. Math. Society, t. 3 ) ;  - NOETIIER Ueber FEachen welche Schaaren rationaler 
Curven besitzen (Math. Annalen, t. 3). 
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desima un punto comune (punto doppio per la R composta), che è il corri- 
spondente di quel10 situato in G e infinitamente vicino ad 1. Variando G 
jntorno ad 1, varia la Cp-i ed il punto doppio percorre la curva fissa Ci. 
Ma la curva I: composta della Ci e di una Cp-i pu6 considerarsi come in- 
tersezione (non complets) di due superficie $, epperd il punto comune alle 
Ci, CPAi, essendo doppio per la R ,  sarh un punto di contatto fra le due 9: 
dunque ogni punto della Ci B un punto di contatto fra due 9 (ossia un 
punto doppio di una 9). Ora, il luogo dei punti di contatto fra le 9, ossia 
dei punti doppi delle $ medesime, é la J a c o b i a n  a del sistema (3): super- 
ficie d'ordine 4(.v-1); dunque la curva Ci, situata su 9,  e corrispondente 
al punto I di a,, giace eziandio sulla Jacobiana delle 9. 

Siccome poi ai piani in (y) corrispondono le superficie S, in (x), cosi le 
curve d'ordine p del sistema lineare sopra accennato non saranno altro che 
le tracce delle SI su1 piano a,; e gli mi punti i-pli (uno de'quali é 1) sa- 
ranno le intersezioni di cluesto piano con una curva Fm, d'ordine mi,  i-pla 
per tutte le 4. Viceversa, se una cusva R si spezza, la sua imagine che 
& uua retta, dovrh passare per un punto I. Dunque: 

A c i a s c u n  p u n t o  d i  u n a  c u r v a  f o n d a m e n t a l e  de l lo  s p a z i o  (x), 
che s i a  i - p l a  p e r  t u t t e  l e  s u p e r f i c i e  +, c o r r i s p o n d e  u n a  c u r v a  
raz iona le  d ' o rd ine  i, l u o g o  g e o m e t r i c o  d e l l a  qua le  é u n a  s u p e r -  
ficie c h e  fa  p a r t e  de l l a  J a c o b i a n a  de l l e  9. 

L'ordine di questo luogo sarh uguale al numero delle intersezioni (non 
fisse) di una curva S qualunque colla predetta curva fondamentale 2-pla 
del10 spazio (x). E il g e n  e r e  (*) di esso luogo sasa uguale al  genere della 
corrispondente curva fondamentale. 

7. Se fra le curve fondamentali dello spazio (x) Te n'é una che le 
curve S non incontrino in alcun punto, ad essa corrispondera una super- 
ficie d'ordine 0 ;  ciob ad un punto qualunque di quella curva corrispondera 
u n  a c u r v  a f i ssa ,  la quale, dovendo giacere su ciascuna 9, sara una curva 
fondamentale del10 spazio (y). Se la prima curva é i-pla per le S, e d'ordine 
Zr, la seconda curva sar& d'ordine i e multipla secondo i' per le p. La re- 
lazione fra le due curve b r ec ip roca ,  cioé a ciascuri punto della seconda 
corrisponde tutta la prima curva; e la seconda curva non è incontrata in 
alcun punto da una curva arbitraria R. 

(*) NOETHER nelle Nachrichten di Gottinga, 14 luglio 1869.. 
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8. Una retta incontra la Jacobiana delle ?F, in 4(p-1) punti; dunque 
una R qualunque incontra in 4(p-1) punti l'insieme delle curve (e dei 
punti) fondamentali del10 spazio (y). Ma 4(p- 1) é appunto il  numero delle 
condizioni lineari comuni alle curve R,  giacchb queste costituiscono un 
sistema quadruplicemente infinito; dunque le curve R sono pienamente de- 
terminate da1 dover segare in 4(p-1) punti le curve (e i punti) fonda- 
mentali del10 spazio (y). 

Quando una curva R si spezza in due Ci, C,-;, la prima appartiene ad 
una serie semplicemente infinita, i l  cui luogo é parte della Jacobiana delle 
9; la seconda invece, corrispondendo ad una retta che passa per un punto 
1 [di una curva fondamentale Ê-pla in (x)], appartiene ad un sistema dop- 
piamente infinito; ossia 6 soggctta a 4(p- i) - 2 condizioni. Una di queste 
é di dover incontrare in un punto la Ci; dunque la CPmi incontrerà le curve 
(e i punti) fondamentali dello spazio (y) in 4(p- i )  -3  punti. Questi punti 
corrisponderanno a quelli in cui la retta corrispondente a CP,; sega la Ja- 
cobiana delle +, oltre ad 1. Dunque, detto xi il grado di moltiplicità col 
quale la Jacobiana delle .S passa per la curva fondamentale i-pla dello spazio 
(x ) ,  avremo 

4(p- i ) -3=4(~- I ) -x i  
donde 

xi=4i -1  
ossia 

U n a  c u r v a  f o n d a m e n t a l e  de l lo  s p a z i o  (x), i -pla  p e r  l e  4 e se- 
g a t a  da l l e  c u r v e  s, & mul t ip l a  s e c o n d o  4i-1 p e r  l a  J a c o b i a n a  
d e l l e  4 (*). 

La curva Ci, appartenendo ad una serie semplicemente infinita, é sog- 
getta a 4 i - I condizioni lineari, cioé sega in 4 i- 1 punti le curve fonda- 
rnentali dello spazio (y); cid che s'accorda coll'essere 1 un punto (4i-l)plo 
per la Jacobiana delle +. 

9. Perd, se la curva fondamentale 2-pla per le  4 é tale che le  curve S 
non la  seghino, ne1 qua1 cas0 (n.O 7) a tutt 'i  suoi punti corrisponde una 
curva fissa Ci, fondamentale nello spazio (y), le curve Cp-r che con Ci for- 
mano una curva R appartengono ad un sistema triplamente infinito (giacchb 
esse corrispondono alle rette seganti i n  un  punto non dato la curva i-pla per 

(*) NOETHER nei Math. Annalen, t. 2, p. 293; t. 3, p. 547. 
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le IS), epperd sono soggette a 4 ( p - 9 - 3  condizioni. Una di queste con- 
siste ne1 dover segare Ci; le altre 4(p- i ) -4  consisteranno in altrettante 
intersezioni colle curve (coi punti) fondamentali dello spazio (y). Dunque 
avremo in questo caso 

4(p-i)-4=4(p-4)-xi 

ossia x i=4 i ;  il che significa : 
Una c u r v a  f o n d a m e n t a l e  de l lo  s p a z i o  (x), i -p la  p e r  l e  super -  

f ic ie  +, m a  n o n  i n c o n t r a t a  d a l l e  c u r v e  8, & m u l t i p l a  s e c o n d o  i l  
n u m e r o  4 i  p e r  l a  J acob iana  del le  +. 

Se la detta curva è d'ordine i f ,  le corrisponde nello spazio (y) una curva 
d'ordine i l  che 6 if-pla per le 9 e 4if-pla per la Jacobiana delle 9. 

10. Se due curve fondainentali dello spazio (x), rispettivamente mul- 
tiple secondo i, j (Qzi) per le  +, hanno un punto comune, a questo cor- 
risponderh una curva spezzantesi in due Ci, Cj-i ,  la prima delle quali sa& 
comune alle due superficie che fanno parte della Jacobiana delie 9 e cor- 
rispondono a quelle due curve fondamentali dello spazio (x). Come cas0 
particolnre, se  una curva fondamentale dello spazio (x), i-pla per le 4, ha 
un punto doppio, a questo corrispondera una curva Ci doppia per la super- 
ficie corrispondente a quella curva fondamentale. 

II .  Come si b già veduto, ad un punto I di una curva fondamentale 
dello spazio (x), che sia i-pla per tutte le superficie +, corrisponde una 
curva razionale Ci d'ordine i. Se Ci giace tutta in un piano, a questo piano 
corrisponderh una 4, per la quale I b un punto (i + 1)-plo. Infatti, ad un3 
retta condotta arbitrariamente per I corrisponderà una curva C+ d'ordine 
p- i, la quale ha un punto comune con Ci ,  epperO incontrer8 il piano di 
questa curva in altri p - i - l  punti. Dunque la retta arbitraria per I sega 
in altri ,u - i  - I punti la superficie 4 corrispondente al piano di Ci; vale 
a dire, per questa + il punto I b multiplo secondo p- (p - i- 1) = i+  4. 

Se i=1 ,  ai piani passanti per una retta Cl corrispondono siiperficie S 
per le quali 1 6 un punto doppio. Se due rotte analoghe a Ci giacciono 
in un piano, a questo coïrisponderli. una 1L/ dotata di due punti doppi, ecc. 

12. Analogamente si dimostra che, se le 4 hanno una curva fonda- 
mentale i-pla e d'ordine i) a ciascun punto della quale corrisponda una 
curva fissa p i a n a  (if-pla per le 9 e d'ordine i ) ,  al piano di questa curva 
corrisponder8 una 4, per la quale la prima curva sar8 multipla secondo i-k 1. 

13. Se le superficie 9 hanno uu punto (fondamentale) comune O, pel 
An~zali di Matematica, tomo Y. 18 
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quale ciascuna curva R passi con r rami, ogni retta dello spazio (x) con- 
terra r punti corrispondenti ad O;  vale a dire, ad O corr isponderi l  una 
s u p e r f i c i e  d ' o r d i n e  r. Od ancora: la superficie corrispondente a qua- 
lunque piano passante per O si spezzeril in due, l ' m a  fissa e d'ordine r,  
l'altra variabile in una rete d'ordine p-r, projettiva alla rete dei piani per 
O. Se il punto O assorbe rr condizioni per le curve R ,  quella superficie 
d'ordine r terra luogo di uria superficie d'ordine rf nella Jacobiana delle 4: 
cioh rf sarii un multiplo di r ,  e l a  s u p e r f i c i e  d ' o r d i n e  r, cor r i spon-  
d e n t e  a d  O, devra e s s e r e  c o n t a t a  rf:r v o l t e  n e l l ' a n z i d e t t a  Ja-  
c o b i a n a .  

14. Per esempio: se O h un punto (semplice O) multiplo secondo un 
numero 1 per le 9, le quali perd non abbiano ivi (un piano tangente O) un 
cono osculatore fisso, cosi che le r tangenti di qualsiasi curva R non siano 
soggette ad alcuna condizione, in ta1 caso é r r = 2 r ;  onde la superficie 
d'ordine r corrispondente ad O E da contarsi d u e  volte nella Jacobiana 
delle S. Ad una sezione piana della superficie d'ordine r corrisponde la serie 
de' punti prossimi ad O e situati in una $: la qua1 serie é projettata da O 
mediante un cono d'ordine 1. Dunque la superficie d'ordine r corrispondente 
ad O b omaloide, e le imagini delle sue sezioni piane sono curve d'ordine I .  

15. Come secondo esempio: se O é un punto semplice per le 9,  le 
quali ivi si tocchino con un contatto d'ordine r-1, sard rr= ( r  + 1 ) r ;  vale 
a dire, la superficie d'ordine r corrispondente ad O sara compresa r i - l  
volte nella Jacobiana delle 4. 

16. Sia O un punto 1-plo per le 9 ed r-plo per le  curve R. Siccome 
ciascuna 4 corrispondente ad un piano per O si spezza in un luogo fisso 
d'ordine r ed in una superficie d'ordine p- r ,  cosi a qualunque retta uscente 
da O corrisponder8 una curva Sr ,  cornune a infinite superficie d'ordine p-r, 
formanti un fascio. Le curve S' sono d'ordine v- 1 ,  giacchh questo é il 
numero delle ulteriori intersezioni di ilna $ con una retta per O; e formano 
un sistema doppiamente infinito, perche corrispondono alle rette che pas- 
sano per un punto fisso. Una curva S' & dunque assoggettata a 4(v-1)-2 
condizioni, cioé deve incontrare in 4 (v - 1) - 2 punti l'insieme delle c u ~ e  
e dei punti fondamentali dello spazio (x). A questi punti corrisponderanno 
quelli ne' quali una retta condotta ad arbitrio per O incontra ulteriormente 
la Jacobiana delle 9. Percid, se iudichiamo con x l'ordine di moltiplicità 
del punto O per la detta Jacobiana, avremo 

4 ( ~ - 1 ) - 2 = = 4 ( ~ - 1 ) - ~  
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ciok 
Un p u n t o  f o n d a m e n t a l e  de l lo  s p a z i o  (y), 1-pl0 pe r  l e  9, é mul-  

t ip lo  s e c o n d o  41-2 p e r  l a  J a c o b i a n a  de l le  $ ("). 
i 7 .  Dalle cose suesposte risulta che, se nello spazio (x) vi ha una curva 

fondamentale C, d'ordine r ed i-pla per le 4, ad essa corrisponde una su- 
perficie che fa parte della Jacobiana delle $, e che sega ciascuna $ secondo 
curve fondamentali dello spazio (y) e secondo r curve d'ordine i, corrispon- 
denti ai punti ne' quali C, incontra un piano arbitrario ne1 primo spazio. 
Invece, la parte di Jacobiana delle 9 che corrisponde (n." 13) ad un punto 
fondamentale O dello spazio (x) non avrh con una 9 qualsivoglia alcuna 
linea comune, oltre alle curve fondamentali del10 spazio (y), perché un piano 
arbitrario dello spazio (x) non passa per O. 

18. Una trasformazione razionale non pud dimi pienamente nota, se 
non si conoscono per ciascuno de' due spazî l'insieme delle curve e de' 
punti fondamentali, il sistema delle superficie omaloidi 9 O 4, e le  parti 
della relativa Jacobiana. La trasformazione é definita, quando é dato il si- 
stema omaloidico coll' insieme de' punti e delle linee fondamentali ; le altre 
circostanze poi si determinano per mezzo de'teoremi or ora esposti. 

Ora mi propongo di mostrare in qua1 modo si possano ottenere tut t ' i  
sistemi omaloidici, de7 quali faccia parte una superficie $ data. 

19. Sia 9, una superficie omaloide di grado n ,  della quale si conosca 
una rappresentazione (punto per punto) sopra un piano Il. Tutte le altre 
superficie omaloidi d'ordine n, aventi gli stessi punti multipli e le stesse 
linee multiple di q,, segheranno inoltre questa lungo curve le cui imagini 
in II formeranno un certo sistema 2. Assumasi poi in II una rete omaloidica 
di curve K (**), in modo che ciascuna di queste insieme con un luogo fisso 
L (un insieme di linee, anche contate piii volte) costituisca una curva del 
qistema 2. Una curva XI, furmando insieme con L l'imagine dell'interse- 
zione di 9, con uiî'altra superficie analoga q,, individus un fascio 9,+a, 3,; 
analogamente, se K2,  K, sono due altre curve della rete, non appartenenti 
con KI ad uno stesso fascio, saranno individuati i fasci 9, + a,q,, 9, +a,$,; 

(*) NOETHER, 1. C. . 
(**) Per la determinazione di queste reti e di tutto cib che vi si appartiene, vedi la miâ 

2a Nota Sulle trasformacioni geometriche delle figure piane (Bologna, 18551. 
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e siccome i tre fasci cosi ottequti hanno una superficie comune q,, cosi 
essi determinano un sistema lineare triplamente infinito 

il quale B manifestamente omaloidico, epperd pu6 servire di base ad una 
trasformazione razionale d'ordine n (n." 3). Il grado delle 4 ,  ossia i l  grado 
della trasformazione inversa, non é altro che l'ordine delle curve di 9,, 
aventi per imagini le Il, Oltre ai punti ed alle curve multiple delle 9 ,  sono 
fond  amen ta l i  (ciob comuni a tutte le 9) quelle linee di $, che in IT sono 
rappresentate da1 luogo L. 

Variando il luogo L e la rete delle K in tutt' i modi possibili, si otter- 
ranno per ta1 guisa tutte le trasformazioni nelle quali pu6 essere impie- 
gata la data superficie $,. 

20. Le K sono le imagini, in IT, di quelle curve R (a0 4), che giacciono 
in 9,. Se una curva R si spezza, una delle curve parziali B comune alla 
Jacobiana delle 9 (n." 6); ma in ta1 caso, O si spezza anche la corrispondente 
K, O questa passa con un ramo di yiù per uno de'punti fondamentali della 
rappresentazione II. Nella prima ipotesi, una delle linee componenti fa parte 
della Jacobiana della rete delle A'; nell'altra ipotesi, il punto fondamentale 
nominato sarà precisamente l'imagine di quella parte di R che é comune a q, 
ed alla Jacobiana delle 9. Dunque i p u n t i  fondamen ta l i  de l l a  rappre-  
s e n t a z i o n e  I I  e le  c u r v e  c o s t i t u e n t i  l a  J a c o b i a n a  de l le  I< formano 
i n s i e m e  l e  i m a g i n i  d i  que l l e  c u r v e  n o n  f o n d a m e n t a l i  c h e  sono 
c o m u n i  a l la  9, ed a l l a  J a c o b i a n a  d e l l e  $, cioé d i  q u e l l e  c u r v e  
c h e  c o r r i s p o n d o n o  a l l e  i n t e r s e z i o n i  del le  l i n e e  fondamen ta l i  
del10 s p a z i o  (3c) c o l  p iano  co rF iaponden te  a q4. 

Percid, se ai punti fondamentali di II ed alle parti della Jacobiana delle 
K corrispondono, in q,, 1, rette, 1, coniche,. . . 1, curve (razionali) d'ordine 
r ,  le superficie 4 avranno in comune una curva semplice d'ordine Il, una 
curva doppia d'ordine 1,, ..., una curva r-pla d'ordine l,,. .. Il genere di 
queste curve, il loro interseearsi, O anche Io scindersi di alcuna di esse in 
parti sarà. manifestato dagli analoghi accidenti dei diversi luoghi geome- 
trichi componenti la Jacobiana delle 9 :  e questi luoghi saranno tosto de- 
terminati quando si considerino le condizioni alle quali sono soggette le  
rette , le  coniche , . . . le curve (razionali) d' ordine r , . . , corrispondenti ai 
punti fondamentali di TI ed alle linee della Jacobiana delle K. 

Ma ad esplicare il metodo, più di qualunque altra considerazione, giover8 
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la trattazione di qualche esempio: dove userd il simbolo (v, p) per espri- 
mere due trasformazioni inverse, per le quali le 9, 4 siano rispettivamente 
dell'ordine v ,  p. 

Trasform,zzioni di 2" grado 

( v = 2 ;  p = 2 ,  3, 4). 

21. Sia 9, una superficie di 2 O  grado; è noto (*) che essa pud esserei 
rappresentata sopra un piano qualunque II mediante raggi che projettino i 
punti di g,  da un punto O fissato ad arbitrio in questa superficie. La rap- 
presentazione ha due puuti fondamentali 1, 2, che corrispondono alle gene- 
ratrici rettilinee di 9, incrociste in O, mentre la retta 1 2  b l'imagine di esso 
punto O. Le sezioni piane di 9, sono rappresentate dalle coniclie 1 2  (**); e 
il sistema C delle imagini delle intersezioni di 9, colle altre superficie di 
2 O  grado sarà per conseguenza formato dalle curve di 4 O  ordine 192 (***). 

Le K possono allora essere le rette del piano II, purch& L sia un luogo 
di 3 O  ordine i22"  cioè il sistema della retta 1 2  e di una conica 12. 11 
sistema omaloidico delle 9 sarh adunque costituito dalle superficie di 2" 
grado che hanno in comune un punto O ed una conica C. Le K, cioè le 
rette del piano II, rappresentano coniche passanti per O e seganti C in  due 
punti; le curve R sono adunque tutte le coniche del10 spazio che passano 
pel punto fisso O e incontrano due volte la conica fissa C. La trasformazione 
inversa è per conseguenza di 2O grado (p= 2). 

Le 1;Z non hanno Jacobiana; ma ai punti fondamentali 1, 2 di II corri- 
spondono due rette, che passano per O e incontrano C; dunque il con0 
che da O projetta la conica C fa parte della Jacobiana delle 9 e corrispon- 
derà ad una linea fondamentale Cf del10 spazio (x), d'ordine 2 e semplice 
per le 4. 

La Jacobiana delle 9 dev'essere una superficie d'ordine 4, e per essa O 
e C debbono avere i gradi 2, 3 di moltiplicit8. Pel con0 OC i gradi di 
moltiplicità, di O, C sono 2, 1; dunque la  Jacobiana suddetta conterril, 

(*) CEASLES The'orie analytique des courbes de tous tes ordres tracées sur E'hyper6oZo~de 
u une nappe (Comptes rendus de 1'Acad. de Paris, t. 53; décembre 1861). 

(**) Cioè dalle coniche passanti pei punti 1 ,  2. 
("**) Ci06 dalle curve d i  4O ordine aventi due punti doppi fissi in 1, 2. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



14? C r  e m on a : Sulle trasformazioni razionali nello spazio. 

oltre al cono OC, un luogo di 2 O  ordine pel quale C sia doppia. Siffatto 
luogo non pud essere altro che il piano della conica C, contato due volte. 

Ora questo piano non ha in comune con qualsivoglia 9 alcuna linea, 
oltre la conica fonclarnentale C; dunque il piano di C corrisponde ad un 
punto fondamentale Or dello spazio (x), semplice per le curve S. 

Di qui segue che le 4 sono superficie di 2b grado, aventi in comune un 
punto Of ed una conica C'; vale a dire, il sistema omaloidico dello spazio 
(x) é affatto analogo a quel10 dello spazio ( y ) .  

22. Si soddisfarebbe ancora alle prescritte condizioni assumendo per L 
il sistema format0 dalla retta 12 contata due volte e da una retta arbitraria. 
Allora s i  ottiene un  caso particolare della trasformazione che precede: le 
9 (e cosi pure le 4) sono superficie di 2' grado che passano per una conica 
fissa C,  ed hanno un piano tangente fisso in  un punto O di essa conica (*). 

Si in questo particolare, s i  ne1 cas0 generale considerato innanzi, la co- 
nica C (e per conseguenza anche Ct )  pu6 essere il sistema di due rette 
che si seghino. 

Se  il luogo L è costituito dalla retta 12 contata tre volte, tutte le  su- 
perficie 9 (ed analogamente le +) hanno fïa loro un contatto di 2" ordine 
in O. La Jacobiana delle 9 è allora formata da1 piano, da contarsi quattso 
volte, che tocca in O tutte le 9; e la conica C é un pajo di rette incro- 
ciate in O e contenute ne1 piano anzidetto. 

23. Si giungerebbe alla medesima trasformazione (n.O 21) assumendo per 
l e  K le coniche descritte per 1, 2 e per un altro punto O fissato ad arbitrio 
ne1 piano II; ne1 qua1 cas0 L risulterebbe una conica 12. Se questa conica 
passa per O si ha il caso del n." 22. 

24. Per O si coliducano i piani y, = O, y, = O, y,= O; posto per brevita 

e indicata con f(y) una forma quadratica omogenea delle y,, y,, y,, siano 

l e  equazioni della conica C. Allora le formole (1) e (4) per tutt 'i  casi del- 

(*) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 9 e 23 marzo 1871. 
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l'attuale trasformazione si potranno scrivere cosi: 

X~:X~:X~:X,=[P(Y)+~~~~Y,:[P(Y)+~Y,~Y,: [ P ( Y ) + ~ Y ~ ~ Y , : ~ ( Y ) - Y , Y ( Y ) ?  

yi : ys : ys : yc=[q ( x )  + k x 4 ]  x, : [q (x) + kx4] x ,  : [q  (x) + kx4]  xs : P(x)- x4p (x ) .  

La Jacobiana dello spazio (y) sarh 

Ne1 cas0 del n.O 21, cioé se la conica C non passa per 0, si pua porre 
p,=p2=p3=0,  k = 1 ,  qi=q,=qs=O. Se C e un pajo di rette, f sarà il 
prodotto di due fattori lineari. Quando f sia un quadrato perfetto, il sistema 
omaloidico dello spazio (y) è format0 dai coni che passano per O e si toc- 
cano fra loro lungo una retta fissa, non passante per O; ed analogamente 
per l'altro spazio. 

Ne1 caso del n.O 22, cioè se C passa per 0, dovremo porre k=O. Se C 
6 una conica propriamente detta, si pud fare p, = 1, p,  =p,  = O, q ,  = q, = 0, 
qa = 1, f ( y )  =y:. Invece , si potrh assumere f identicamente nulla, quando 
C sia un pajo di rette, una delle quali passi per O. 

Da ultimo, se C consta di due rette incrociate in O, si potrlt (oltre a 
k=O) porre p , = q , = I ,  p2=p,=q,=q,=0,  f(y)=y,y,. 

25. Le K siano coniche 10,0, (*); il lnogo L essendo composto della 
retta 1 2  e di un'altra retta per 2. Le 9 saranno allora superficie di 2 O  grado 
aventi in comune una retta C e tre punti O, O,, O,; e la trasformazione 
inversa sarà di 3" grado (p=3). Alle rette dello spazio (x) corrispondono 
le cubiche gobbe (come quelle che sono rappresentate dalle K) che passano 
pei tre punti fissi 00,0, e incontrano due volte la retta C. 

La Jacobiana delle cp é una superficie di 4 O  ordine, per la quale O, O,, O, 
sono punti doppi e C & una retta tripla. Dunque ciascuna 9 la segherCt 
inoltre secondo un luogo di 5" ordine. E infatti, la Jacobiana delle R, che 
è la terna delle rette 0, O,, 10 , ,  1 O,, rappresenta, insieme col punto 2, una 
conica e tre rette. Per conseguenza la Jacobiana delle 9 comprende: I o  il 

(*) CioE coniche passanti per 1 e per due altri punti fissi 01, Op 
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luogo delle coniche passanti per 00,0, e seganti C; 2J il luogo delle rette 
passanti per 0, e seganti C; 3 O  il luogo delle rette passanti per 0, e se- 
ganti C; 4 O  il luogo delle rette passanti per O e seganti C. Vale a dire: 
la Jacobiana delle $J 6 il sistema de'quattro piani 0 0, O,, OC, 0, C, 0,C. 

Dunque 10 spazio (x) contiene una retta fondamentale doppia D' e tre 
rette fondamentali semplici Gr, Grl, Gr,. 

Siccome ad una retta arbitraria nello spazio (x) corrisponde ina(y) una 
cubica gobba passante per 00,0, e segante due volte C, e ad un punto 
della retta D' corrisponde una conica passante per 00,0, ed appoggiata in 
un punto a C, cos1 ad una retta in (x) la quale incontri Dr corrisponderh in 
(y) iina retta appoggiata a C. Ora un piano qualsivoglia P in (y) contiene 
infinite rette appoggiate a C; dunque la corrispondente superficie 4 conterra 
infinite: rette appoggiate a Df. Vale a dire: le S, sono superficie gobbe di 
3 O  grado, per'le quali D' b la retta doppia, e le G' sono generatrici semplici. 

Che le Gr siano rette appoggiate alla D', risulta anche dall'osservare che 
alla D' corrisponde un fascio di coniche ne1 piano 00,0, e ad una G' un 
fascio di rette ne1 piano OC, e che questi due fasci hanno una retta comune. 
Invece le Gf a due a due non si segano, giacclle i fasci corrispondenti non 
hanno nulla di comune. 

Ad una retta arbitraria nello spazio (y) corrisponderà l'ulteriore interse- 
zione di due superficie 4, cioè una conica incontrata dalle quattro rette 
Dr, Gr. Ma ad una retta appoggiata a C corrisponde una retta incontrata 
da Dl; dunque ai punti di C corrispondono le rette segate dalle G', ossia 
alla retta fondamentale C corrisponde l'iperboloide GfGrlGr,. Ciascuna su- 
perficie S, ha una direttrice non doppia; essa corrisponde al punto dove C 
incontra i l  piano p corrispondente a quella ?C.. 

Le due generatrici di 4 uscenti da un punto mf di Dr corrispondono alle 
due rette comuni al piano P ed al cono che da1 punto ,8C projetta la conica 
corrispondente ad mr: il qua1 cono corrisponde al piano delle due genera- 
trici di 4. Fra le coniche passanti per 0O10, ed incontrate da C ve ne sono 
due tangenti al piano P; esse corrispondono ai due punti cuspidali di $. 

La Jacobiana delle 4 dev'essere una superficie di 8 O  ordine, passante tre 
volte per ciascuna Gf e sette volte per la Df; e dee comprendere due volte 
i piari corrispondenti ai tre punti 00,0,. Di essa Jacobiana fa parte anche 
il luogo corrispondente a C, ossia l'iperboloide G'Gr,Gr,, il quale contiene 
una volta ciascuna delle quattro rette G', Dr; dunque il sistema de'tre piani 
corrispondenti ai punti 00,0, dovrh contenere D' tre volte e ciascuna Gf 
una volta. Questi piani sono per conseguenza G'Dr, Grl LI', G', D'. 
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Parecchi sono i casi particolari di questa trasformazione, i quali corri- 
spondono al supporre i punti 00,0, tutti O in parte infinitamente vicini 
fra loro o alla retta C, ecc. Alla medesima trasformazione si giunge assu- 
mendo per le K le cubiche 1%0,0,0,, ne1 qua1 caso L è una retta per 2. 

26. Questa trasformazione dà la rappresentazione di una superficie 
gobba .S di 3 O  grado su1 corrispondente piano P (*). Alle sezioni piane di $J 
corrisponderanno le intersezioni di P colle 9, ossia le coniche passanti per 
un punto fisso (il punto PC), e seganti armonicamente un segment0 fisso. 
Di quest'ultima condizione ci persuaderemo osservando che le 9 segano il 
piano 00,0, secondo un fascio di coniche, epperO segano la retta (OO,O,)P 
in un'involuzione di punti. Imagine della retta doppia di 4 sarà l'interse- 
zione di p col piano 00,0, che corrisponde a D'; imagine della direttrice 
semplice é i l  Punta PC. Le rette yassanti per questo punto rappresentano 
le generatrici rettilinee di S. 

27. Se il  piano P passa pel punto ne1 quale la retta C incontra il piano 
00, O,, le due direttrici della superficie gobba corrispondente riescono infi- 
nitamente vicine (**). La retta comune ai piani p, 00,0, rappresenta la di- 
rettrice e una generatrice coincidente con essa. Le sezioni piane della su- 
perficie gobba $J hanno per imagini le coniche che passano pel punto ,OC 
e sono ivi toccate da rette formanti u n  fascio projettivo alla punteggiata 
che le coniche stesse determinano sulla imagine della direttrice [in modo 
che la retta ~ ( O O , U , )  corrisponda al punto /3C, che é l'imagine del punto 
cuspidale] : infatti ne1 caso attuale, i punti della direttrice corrispondono 
projettivamente alle generatrici che passano rispettivameute per essi. 

28. Se la tmsformazione in discorso si applica ad una. superficie Fr di 
2' grado, data comunque nello spazio (x), questa si mutera in una super- 
ficie di 4" ordine 1;: giacché le intersezioni di questa con una retta arbi- 
traria corrispondono ai punti comuni ad FI e ad una coriica jncontrante 
D'G'G1,G1,. Alle rette seganti C corrispondono le rette seganti Dr; e alle 
rette passanti per uno de'punti O corrispondono le rette appoggiate a due 
rette G'; ma tutte queste rette incontrano F' in  due punti, dunque anche 
quelle incontreranno in due punti la superficie .F; ossia 3' ha la retta doppia 
C e i punti doppi O, O,, O, (***). 

(*) Rendiconti del R. Is t i tuto Lombardo, 24 gennajo 1867, p. 21; - CLERSCH ne1 G. 
Crelle-Borchardt, t. 67, p. 17. ' 

(Y*)  Rendiconti del R. Is t i tuto Lombardo, 24 gennajo 1867, p. 22; - CLEBSCH ne1 G.  
Crelle-Borchardt, t. 67p p. 19. 

(Wb) NOETHER uei Math. Annalen, t. 3, p. 50. 
A~znali di Matematica, tom0 Y. 19 
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Per ottenere la rappresentazione di F sopra un piano, baster& projettare 
F r  da un suo punto; le sezioni piane di F avranno allora per imagini le 
projezioni delle intersezioni di Pr colle S., le quali projezioni sono curve di 
6" ordine con due punti tripli (i punti fozidamentali della rappresentazione di 
Fr) ,  due punti doppi (corrispondcuti alle intersezioni di 3" con D f )  e sei punti 
semplici (corrispondenti alle intersezioni di 17'. colle Gf).  Se ora su questo 
sistema di curve piane operiamo una trasformazione quadratica, mediante 
la rete delle coniche passanti pei due punti tripli e per uno Je'punti doppi, 
le curve di 6" ordine si mutano in curve del 4" ordine 0'1 2345 678 (*). 
Siccome le quattro rette D'Cf Grl Gf, formano tre piani D'Gf, DIGr 19 DrGf2, 
cosi, nella prima ilappresentazione (cioh nella projezione di Fr) i sei punti 
semplici giacciouo a due a due su  tre coniche passanti pei tre punti tripli 
e pei due punti doppi. Queste coniche si trasformano poi in rette; percid 
nella rappresentazione dciinitiva avremo le tre rette 0 1 2 ,  034, 05G, ima- 
gini dei tre punti doppi O, O,, O,. Alla retta C corrisponde nello spazio 
(x) l'iperboloicle DfGIGf, Gf2, intersecante 1" secondo una curva, la cui pro- 
jezione sarà del 4 O  ordine, ma che s i  trasforma poi in una curva del 3" or- 
dine, contenente tutt'i punti 012..  . 8. Ad un punto di C in F corrisponde 
l'intersezione di Fr con una generatrice clel detto iperboloide; cioé ad un 
punto della relta doppia C corrispondono due punti conjugati nella cubica 
0 1 2.. . S. Siccome Le generatrici dell'iperboloide incontrano tutte la retta 
Df, cosi i due punti conjugati costitueiiti l'imagine di un punto di C sono 
sempre (n&a projezione di PI) in una conica passante pei due punti tripli 
e pei due punti doppi, la qua1 conica si trasforma poi in  una linea retta: 
dunque le coppie di punti conjugati della cubica 0 1 2 .  .. 8 sono allineate 
con un punto âsso della cubica medesima. Nella retta doppia C vi sono 
quattro punti cuspidali, giacchè quattro sono le generatrici dell'iperboloide 
che sono tangenti a C. Le imagini delle sezioni piane di P sono le curve 
di 4" ordine che appartengono al sistema 0'1 2..  . 8 e segano la cubica 
0 1  2. .. S in due punti conjugati. II punto O e la retta 7 8  sono imagini di 
due coniche situate ne1 piano OU, O,, e corrispondenti ai punti ne'quali 3" 
incontra Dl. 1 punti (1, 2), (3, 4), (5, 6) rappresentano tre coppie di rette 
contenute nei piani OC, OIC, O,C, le quali corrispondono alle intersezioni 
di F' colle tre rette Gr; i punti 7 ,  8 e le rette 07, OS sono le  imagini di 

(*) Cioe dotate di un punto doppio O e di otto punti sempliciJ2.. . 8. 
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altre qiiattro rctte di F, corrispondenti alle generatrici rettilinee di Fr in- 
contrats da D', ecc., ecc. 

29. Se Fr & tangente lungo una conica all'iperboloide D'GrGiGr,, l a  
corrispondente superficie F avrà la retta cnspidale C e i tre punti doppi 
00,0,. Nella projezione di Fr, l'imagine di C sarb una conica 12345 6, e 
le imagini delle sezioni piane di F saranno curve di 6" ordine con due 
punti tripli 1, 2, con tre punti semplici di contatto 4, 5 ,  6 ,  e con un altro 
punto singolare 3, equivalente a due punti doppi infinitamente vicini. Tras- 

' formando poi per mezzo della rete di coniche 123, le imagini delle sezioni 
piane divengono curve di 4" ordine con due punti 1, 2 di semplice interse- 
zione, con tre punti semplici di contatto 4, 5, 6 e con un punto doppio 3. 
1 tre punti 4 ,  5 ,  6 sono in una retta, imagine della retta cuspidale. 

30. Se îiello spazio (y) & data una superficie quhdrica F passante pei 
' tre punti 0 0 , 0 , ,  ad essa corrisponder5 in (x) una superficie F' di 3" ordine. 

Infatti, alle rette del10 spazio (x) corrispondono cubiche gobbe, le quali 
avendo già in  comune con F i tre punti 0 0 , 0 2 ,  la segano in altri tre 
punti. La superficie Ff contiene: 1." la retta Dr, che corrisponde alla conica 
comune ad F e al piano 0 0 , 0 , ;  2 . O  le tre rette G', che corrispondono alle 
tre coniche, sezioni di F coi piani OC, O,C, 0,C; 3." due altre rette ap- 
poggiate alle Gr, le quali corrispondono ai punti in cui P t: incontrata da 
C; 4.O tre rette situate rjspettivamente nei piani D'Cf, DrG',, D'Gr2 e cor- 
rispondenti ai punti O, O,, 0 , ;  5.O altre sei rette, ciascuna appoggiata a 
due Gr, corrispondenti alle gencratrici di P che passano per un punto O; 
6." altre quattro rette, appoggiate a D', e corrispondenti alle generatrici di 
F che segano C; 7.0 sei rette corrispondenti alle couiche passanti per due 
punti 0 e per uno de'punti comuni a C e ad F ;  8." due rette corrispon- 
denti alle diie cubiche gobbe che giacciono su P, passano pei tre punti O 
e segano C in due punti. 

Projettando 3' da un suo punto, si ottiene una rappresentazione piana di 
Fr ,  nella quale le imagini delle sezioni piane sono curve di 4" orcline con 
due punti doppi e cinque punti semplici fissi. Trasformando poi questo si- 
stema. di curve mecliante la rete di coniche passanti pei due piinti doppi e 
per uno de'punti semplici, si giunge alla rappresentazione d'ordine minimo 
della superficie di 3" ordine (*). Tmagini delle sezioni piane sono allora le 

(*) CLEBSCE Die Geometrie auf  den Flüchen dritter ordnuwg ((3. Crelle-Borchardt, t. 65, 
p. 359); - CREMONA Mémoire de géonzétv-ie pure sur les surfaces dzc troisiérne ordre 
( i d . ,  t. 68, p. 8% 
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curve di 3" ordine che passano per sei punti (fondamentali) fissi 123456. 
Questi sei punti, le quindici rette 1 2, 1 3 , .  . . e le  sei coniche 1 2  34 5 , .  . , 
rappresentano le ventisette rette della superficie. 

31. Il sig. CAYLEY (*) ha gi& dato le formole (1), (4) pel caso più ge- 
nerale della preseute trasformazione : 

Nello spazio (y), le superficie quhdriche 9 hanno in comune la retta 
(y, = y,=O) e i tre punti 

( Y , = Y , = ~ ~ ~ = o ) ,  ( ~ ~ = 2 / 3 = ~ 4 = ' ) 9  ( Y ~ = Y , = - Y ~ ,  1 ~ s = 0 ) ;  

e nello spazio (x) le superficie cubiche $J hanno in comune la retta doppia 
(x, =x2=9) e le tre rette semplici 

(x1=x3=0), (xz=x4=0),  ( q - x y = 0 ,  x3-x4=0).  

La Jacobiaila del lo  spazio b yIy2Y3 (yi -y2) = O ;  quella del 2" 

x;x;(xl - X , ) ~ ( X ~ X ~ -  x2x9)= o. 
gono poi da notarsi i seguenti casi particolari: 

1." x,:x,:x3:x4= y, ~ , : Y ~ Y , : Y ~ ( Y ~ - Y , ) : Y ~ Y ~ ~  

y,:  y * : y 3 : y 4 = X i ( ~ l ~ 4 - ~ z ~ s ) : ~ 2 ( ~ , ~ , - ~ , ~ 3 ~ : ~ S ~ , : ~ ~ 4 ~  

Le Q hanno in comune la retta (y, =y,= O), e i punti (y, =y, =y,=O), 
(y1 - y4 = y2  = y3 =O), ne1 primo de' quali toccaso la retta (y, = y ,  = O). Le 
4, oltre ad avere la retta doppia (x,=x,=O), si segano lungo la genera- 
trice (x, = x, = O) e si toccano lungo I'altra generatrice (x, = x, = O). 

La Jacobiana del 1" spazio b y: y, y, = 0;  quella dell'altro 

Le cp hanno in comune la ietta (y, = y, = O) e il punto (y, = y, == y,=()), 
ne1 quale le loro sezioni fatte col piano y, = O hanno un contatto tripunta 
(e la tangente y,= y4=O). Le S. hanno in comune la retta doppia (x,=x,=O) 
e si osculano luiigo la generatrice (x, =x3 = O). 

(*) Proceedings of the London Math. Society, t ,  3, y. 171. 
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Le Jacobiane dei due spazi sono y: y,  = O ,  @ ( x ,  x, - x, x,) =O. 

Le cp passano per la retta (y,=y,=O) e Pei punti (y,= y, = 9 ,  = O ) ,  
(y,= y3=y4=O), e sono toccate ne1 punto ( y ,  =y,= y3=O) da1 piano 
fisso y,  - y,= 0. Le 4, oltre alla retta doppia (x ,  =x2= O ) ,  hanno in CO- 

mune le tre generatrici (x, = x, = O ) ,  (x,  = X, = O ) ,  (x, - x, = x, = O ) ,  le 
prime due delle quali concorrono sulla retta doppia. 

Le Jacobiane sono y, y ,  y, (y, -y,) = 0, x;x:(x, - x2)'x3 = 0. 

y,: y,: y, : y4=x,x,x, :~gx3:~;x, :~x4.  
Le 9 passano per la retta (y,= y,=O); oltre a ci& ilel Punt0 (y,=y,=y3=O) 
sono toccate da1 piano y ,  = O e ne1 punto ( y ,  = y, = y, = O) dalla retta 
(y3=y4=0), Le Q.) liailno la retta doppia (x,=x, = O ) ,  sono toccate da1 
piano x3= O lungo la retta (x, = x,= O )  e si segano in un'altra generatrice 
(x3=x4=0).  

Le Jacobiane sono y:y,y, = 0, x: xix, = 0- 
5 . O  xl:Xa:X3:X4=ZJ,y,:y3yl:y,y,:y;-y,~4, 

yl: y,: y3: y 4 = ~ g x 3 : ~ 1 x 2 ~ 3 : ~ 1 ~ p : ~ 1 ( ~ : 1 x 3 - x 2 ~ 4 ) .  

Le + passano per la retta ( y ,  = y, = O )  e pel pmto  ( y ,  =y3= y,= O ) ,  sono 
toccate ne1 punto (y,= y ,  = y, = O )  da1 piano y, =O, e in questo stesso punto 
le loro sezioni fatte con piani passanti per la retta ( y ,  = y, = O )  si oscu- 
lano. Le QJJ hanno in comune la retta doppia (x ,  =x,=O) e le generatrici 
(x,  =x3 = O ) ,  (xZ = x3 = O ) ,  che concorrono sulla retta doppia; e lungo la 
seconda delle dette generatrici hanno tutt ' i  piani tangenti comuni. 

Le Jacobiane sono y; y, y,= 0 ,  x:xpx3 = O. 

6.O x , : x , : x , : x ~ = ~ , ~ , : ~ , ~ ~ : ~ ~ : ~ ~ - ~ ~ ~ ~ ,  
y,: y 2 :  y3: y4=x~x3:x1x2x3:x;:x;xS-x;x4' 

Le 9 passano per la retta (y, = y, = O )  e sono segate da1 piano y,= 0 se- 
condo coniche aventi un contatto quadripunto in (y,=y,=y,=O), dove il 
piano tangente comune & y,=O. Le 4 hanno in cornune la retta doppia 
(x, = x,= O )  e si osculano lungo la retta (x, = x, -; O), in tutt 'i punti della 
quale il piano tangente & costante (x, ;= O), 
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Le Jacobiane sono yiy3=0, x:x3=0. 
Ne1 cas0 generale, come anche ne' primi due casi particolari, il luogo 

delle dircttrici semplici delle 4 b l'iperboloide x,x, - x,x3 = 0; negli ultimi 
quattro casi, il detto luogo si riduce al ~ ~ i a n o  x,=O. Ne' due casi che se- 
guono, la direttrice semplice coincicle colla rctta doppia. 

Le 9 hanno in comune la retta (y,=y,=O) ed il punto (yl=y,, y,=y,=O), 
e ne' punti (y, = y, =y,= O), (y, =y,  =y,= O) sono toccate rispettivamente 
dai piani y,=O, y, = O. Le + hanno in comune la retta doppia (x, =x,= O), 
the ors fa anche le veci di uns generatrice comune, e le due generatrici 
(x1=x3=O), (xa=x4=0). 

Le Jacobiane sono y, y, (y, -y,)' = 01 xfxp(x1 -x,)' = 0- 

Le 9 hanno in cornune la reita (y, =y, =O) e i piani y, = O ,  y, = O tan- 
genti rispettivamente ne' punti (y, =yp=Y4= O), (yI = O), e sono 
segato dai piani passanti per la retta (y, =y,= O) secondo coniche che si 
oscuiano ne1 punto (y,=y,=y,=O) Le S hanno la retta doppia (x,=x,=O), 
che qui fa anche l'uflicio di una generatrice di contatto (cosi che essa 
conta per 6 nell'ordine dell'intersezione d i  due S), e si segano inoltre nella 
generatrice (x, = x, = 0). 

Le Jacobiane sono y!y, = O ; xi xi = O. 
32. Questi casi particolari si deducono da1 cas0 generale, supponendo: 

1 . O  che due de' tre punti O,, O,, O, siano infinitamente viciiii in 
una data retta (y,=y,= O);  

2.0 che i tre punti O,, O,, O, siano infinitamente vicini in un dato 
piano y,=O; 

3.0 che il punto 0, sia infinitamente vicino alla retta C, determi- 
nando con essa un piano y, - y, = O (mentre i punti O,, O, siano qualsi- 
vogliano) ; 

4.0 che oltre all'ipotesi 3", i punti O,, O, siano infinitamente vicini 
fra loro in una data retta (y, = y,= O); 
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5." che i punti O,, O, siano infinitamente vicini fra loro in una data 
retta (y,=y,=O), ed anche infinitamente vicini alla retta C, colla quale 
determinino il piano y, = O ; 

6." ch0 oltre all'ipotesi 5", anche il punto 0, sia infinitamente vicino 
agli altri due, in un dato piano y,=O; 

7." che i punti O,, O,, senza essere prossimi fra loro, siano infini- 
tamente vicini alla retta C, determinando con essa rispettivamente i piani 
yi=o,  y,=% 

8." che, oltre all'ipotesi 7"' il punto O, si accosti infinitamente ad 0, 
in una retta data (y, =y,= O). 

33. Le K siano coniche per tre punti Gssi 0,0,0,; il luogo L riducesi 
allora alla rett3 1 2  contata due volte. Le 9 sono superficie di 2" grado cir- 
coscritte ad un tetraedro fisso 0 0 , 0 , 0 , ,  in un vertice 0 del quale hanno 
un piano tangente fisso o. La trasformazione inversa é di 4 O  grado (p=4), 
giacché alle rette dello spazio (x) corrispondono le curve gobbe di 4O or- 
dine, per le quali O,O,U, sono punti semplici ed O é un punto doppio 
colle tangenti ne1 piano fisso o. 

Lo spazio (y) non contiene curve fondamentali; e la Jacobiana delle $ 
dee segare la  9, secondo un luogo di S0 ordine. Ora la Jacobiana delle K 
é la terna delle rette 0, O,, 0,0,, 0,0, che rappresentano tre coniche; e i 
punti fondamentali 1.' 2 rappresentano due rette, che insieme colle tre co- 
niche costituiscono il predetto luogo di 8 O  ordine. Dunque la Jacobiana 
delle 9 comprende : I o  il luogo delle coniche circoscritte al triangolo U0,O, 
e tangenti in O al piano O ;  2" il luogo delle coniche circoscritte al triango10 
CiO,Ol e tangenti in O al piano a ;  3" il luogo delle coniche circoscritte al 
triangolo 00,0, e tangenti in O al piano a ;  4" il luogo delle rette passanti 
per O e contenute ne1 piano o. Questi quattro luoghi sono ordinatamente i 
piani 0 0, O,, 0 0,0,, 0 0,0, ed o ;  l'insieine dei quali costituirà adunque 
la Jacobiana delle 9 ;  e ai piani medesimi corrisponderanno nello spazio (x) 
tre rette fondamentali doppie Drl, Dl,, Dr, ed ilna conica Cr. 

La retta comune a due de' tre piani 00, O,, OO,0,, 0 0,0, fa parte d'en- 
trambi i fasci di coniche contenuti in essi piani; dunque le tre rette doppie 
dello spazio (x) a due a due hanno un punto comme. Ma le tre rette 
doppie non possono giacere in un solo e medesimo piano, perché ad esso 
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corrisponderebbe una superficie della quale farebbero parte i tre piani 
00 ,0 , ,  00,0,, 00,0, (il che é assurdo, essendo le di 2 O  grado); dunque 
le tre rette concorrono in uno stesso punto Qf. 

La retta comune al piano w e ad uno dei piani 00,O, ,  00,0,, 00,0, 
fa parte si del ascio di coniche contenute in questo piano, s i  del fascio di 
rette contenute ne1 primo piano e incrociate in O; dunque la conica Cr in- 
contra ciascuna delle rette Dr. 

Da tntto cid segue che le 4 sono superficie (di STEINER) di 4"ordine, per 
le quali Qr é un punto triplo, le Df sono rette doppie e C1 é una conica 
semplice. 

Le curve secondo le quali si segano ulteriormente le S, a due a due, ossia 
le curve del10 spazlo (z) che corrispondono alle rette del10 spazio (y), sono 
coniche appoggiate in un punto a ciascuna delle linee D',, Dl,, Dr,, Cf, 

La Jacobiana delle 4 dev'essere una superficie del 12" ordine, per la 
quale ciascuna Dr sia multipla secondo 7, e la C' sia tripla. D'altra parte, 
a ciascuno de'punti O,, O,, 0, dee corrispondere un piano da contarsi due 
volte, e al punto O una superficie quklrica da contarsi tre volte nella Ja- 
cobiana delle S.. Dunque ai punti O,O,O,O corrispondono ordinatamente i 
piani D', Dr,, Dr, fif,, Dr, D', e il cono quadrico Qf C'. 

Si giunge alla medeeima trasformazione, assumendo per le K le curve di 
4" ordine 122V20, 0,0,; ne1 qua1 caso il luogo L scompare affatto. Anche 
qui si ottengono parecchi casi particolari, supponendo che alcuni de' punti 
O O, O ,  0, siano infinitamente vicini. 

34. Da questa trasformazione si ricava tosto la rappresentazione di una 
superficie S di STEIKER su1 corrispondente piano t5' (*). Alle sezioni piane di 4 
corrispondono le intersezioni di 0 colle 9, vale a dire un sistema di coniche 
che incontrano in punti conjugati involutoriamente ciascuna delle rette, se- 
condo le quali p sega i piani 0 0 , 0 , ,  0 0,0,,  00,0,; i punti doppi delle 
tre involuzioni sono i vertici di un quadrilatero completo. Ciascuna 9 che 
tocchi il piano 10 sega secondo due rette; dunque ciascun piano tangente 
a 4 sega questa superficie seconclo due coniche. 1 lati del quadrilatero an- 
zidetto sono le generatrici di contatto del piano P con quattro coni ?, ai 
quali corrispondono quattro piani, e ciascuno di questi tocca S, lungo una 
conica. 

(*) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 21 gennajo 186.2, p. 15; - ~ L E B S ~ H  ne1 G .  
Crelle-Borchardt, t. 67, p. 1. 
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Ad una superficie di 2 O  grado situata comunque nello spazio ( x )  corri- 
sponde in ( y )  una certa superficie di 4 O  ordine, per la quale O,O,O, sono 
punti doppi conici, ed O é un punto doppio uniplanare, ne1 quale il piano 
tangente s e p  la superficie secondo quattro rette. Io ho gih studiato questa 
superficie altrove (*). - 

In generale, ad una superficie d'ordine n,  situata comunque nello spazio 
(x), corrisponde in ( y )  una superficie d'ordine 2n,  per la quale 0,0,0, 
sono punti n-pli conici, ed O é un punto rr-plo uniplanare, dove il  piano 
tangente o sega la superficie secondo 2n rette (incrociate in O), cosi che 
la sezione fatta da un piano condotto arbitrariamente per O é una curva del 
genere (n-1),, per la quale O fa le veci di due punti n-pli infinitamente 
vicini. Se per la prima superficie il punto Q', le rette QfQ', , Q'Q', , Q'Q', e 
la conica Cf sono multiple ordinatamente secondo i numeri q ,  q,, q,, q,, C ,  

la seconda superficie sara dell'ordine 2%-(y,+ q, + q,+c), e peï essa i punti 
0, O,, O,, O, saranno multipli secondo i numeïi n + q - (q, + q,  + q, + c )  , 
fi-(q,+q,), n - ( q d q , ) ,  n-(q,+q,); etc* etc. 

35. Le formole (1) e (4) pel caso più generale della presente trabfor- 
mazione sono (**) : 

dove per brevità si è posto f (x) =x,x, + x3x, + x,x,. Le superficie quà- 
driche $ sono circoscritte al tetraedro formato dai piani y,=O, y2=0, 
y,=O, y,=O e sono toccate ne1 vertice (y,= y,= y,=O) da1 piano fisso 
y, + y, + y,= 0. Le 4 sono superficie di 4 O  ordirie, aventi in comune tre 
rette doppie (gli spigoli del triedro formato dai piani x,  = O ,  x, = O ,  x3= O )  
ed una conica [x4= O, f ( x )  = O ] .  

Le Jacobiane dei due sistemi sono y ,  y, y, (y, + y,+ y,)=O, x~llcqx~f3(x)=0. 
Xotiamo poi i seguenti casi particolari: 

dove f(z) = (x, + x,)x,. Le Q passano pei punti 

("1 Mernorie dell'Accad. di Bologna, serie 3" t. 1'. 
(**) Ibid. 

Annali di Natewatica, tomo V. 
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ne1 primo de' quali esse hanno il piano tangente 'fisso y, + y, = O e le loro 
sezioni fatte con piani passanti per la retta ( y ,  = y, = O) si osculano. L e  4 
sono ancora superficie di STEIKER aventi in comune le tre rette doppie 
(xP = X ,  = O ) ,  (x,  = xL = O), (x,  = X, = O) ed una conica 

la quale perd é ora situata in un piano passante per una delle tre rette 
doppie. 

Le Jacobiane sono y, y2y, (y, 4- y,) = 0, x ~ x ~ x ~ ( x ,  + x,)' = O. 

2 . O  xl :x , :x , :x ,=y2~3:y&:y lya :y ;+y~+yly4 ,  

~ , : ~ z : ~ 2 : ~ 4 = f ( ~ ) ~ z ~ 3 : f ( ~ ) x 3 ~ 1 : f ( ~ ) ~ , ~ 2 : ~ , ~ , x 3 ~ , - ~ : ( ~ ~ + - ~ 3 ) ,  

dove f (x )  =x,x,. Le 9 hanno di comune i punti 

ne1 primo dei quali esse sono toccate da1 piano fisso y,=O e le loro sezioni fatte 
con qualunque piano passante per una delle rette (y,= y,=O), ( y ,  = y,=O) 
si osculano. Le S, sono ancora superficie di STEINER con tre rette doppie 
cornuni (x, = x, = O), (x, = x, = O), (x,  = x, = O) ; ma invece di passare per 
una stessa conica, hanno in comune tutt 'i  piani tangenti ne'punti di una 
retta doppia (x, =x, = O). 

Le Jacobiane sono y : y 2 ~ 3  = 0 ,  x2xQx3 .= 0. 

dove f (x )  =x,x,-x;. Le 9 hanno di comune i tre punti (y,= y, = y, =O), 
(y i  = y, = ys= O ) ,  ( y ,  = y3 = yI = O), ne1 primo de' quali sono toccate da1 
piano y, - y2 = 0, e ne1 secondo dalla retta y,  = g4= O. Le 4 sono d'una 
forma degenere della superficie di STEIKER (*), esse hanno in comune la 
retta (x,=x,=O) equivalente a due rette doppie infinitamente vicine, un' 
altra retta doppia (x, =x,= O) ed una conica [x,= O ,  f ( x )  = O]. 

Le Jacobiane sono y: y, (y, - 9,) = O ,  xi xi f s  (2) = 0. 

(*) CLEBSCH ne1 G. Crelle-Borchardt, t. 67, p. 15; - Rendiconti del R. Istituto Lom- 
bardo, 24 gennajo 1562, p. 19. 
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dove f(x)=cr;.,x,. Le 9 passano pei punti (y,=y,=y,=O), (y,=y,=y,=O), 
ne1 primo de'quali sono toccate da1 piano y,= O ,  e ne1 secondo della retta 
(y8=y,=O); inoltre sono segate da ogni piano0 passante per la retta 
( y ,  = y,=O) secondo coniche che si osculnno in (y,= y,= y3=O). Le 4 
sono della stessa forma degenere della superficie di STEIXER, corne ne1 caso 
precedente; hanno in comune le  rette doppie ( y ,  = Y ,  = O ) ,  (Y ,  = y,  = O), 
la prima delle quali rappresenta due rette doppie infinitamente vicine, ed 
inoltre una conica [x, = O ,  x,x4-xi= O ] ,  il cui piano passa per la seconda 
retta doppia. 

3 1 7- Le Jacobiane sono y, y;y,= 0 ,  x , xpS-  O .  

dove [(x) =xi- x, x,. Le 9 hanno il punto comune ( y ,  = y ,  = y, = O )  col 
piano tangente fisso y, = O ,  ed un altro punto comune ( y ,  =y,= y,= O) 
dove le sezioni fatte col piano y4=0 si osculano tutte fra loro. Le 4 ap- 
partengono ad un' altra forma degenere della superficie di STEINER (*); 
hanno in comune Ia retta x, =x, = 0, che rappresenta tre rette doppie infi- 
nitamente vicine, ed inoltre la conica [x,= O ,  f (x )  = O]. 

Le Jacobiane sono y;y ,  - O ,  x;f3 ( x )  = 0 ,  
36. Questi casi paiticolari risultano da1 caso generale supponendo: 

1." che il punto O, sia infkitamente vicino ad O nella retta (y,=1~,=0); 

2." che anche il punto 0, sia infinitamente vicino ad O nella retta 
(yi=y3=0); 

3 . O  che de'tre punti O,, O,, O, (ora non più supposti ~rossimi ad O )  
due siano infinitamente vicini fra loro nella retta (y,= y4=O); 

4 . O  che il punto O, sia infinitamente vicino ad O nella retta (y,=Y,=O), 
e che i punti O,, O, siano prossimi fra loro nella retta (y3=lj4=0) ; 

5." che i tre punti O,,  O,, O, siauo infinitamente vicini fra 10r0 ne1 
piano y4=0. 

(+) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 24 gennajo 1862, p. 20. 
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Trasformnzioni di 3" grado 

37. Sia 9,  una superficie gobba di 3O grailo, la cui retta doppia indi- 
cherd con D. Abbiamo giit veduto (n,O 26) che essa pud essere rappresentata, 
punto per punto, in un piano Il in modo che le imagini delle sue sezioni 
piane siano coniche passanti per un punto fisso I e seganti armonicamente 
un dato segmento. Per conseguenza, i l  sistema C delle imagini delle inter- 
sezioni di $, colle altre superficie gobbe di 3O grado, dotate della medesima 
retta doppia, sarà format0 dalle curve di 4 O  ordine 13. 

Assumendo per le Ii le rette del piano II, epperd per L il gruppo di tre 
rette passanti per 1, si ottiene la trasformazione (v= 3, p=2) ,  che abbiamo 
già esaminata precedentemente (n." 25). 

Le K siano coniche 10,0,, epperd L sia un pajo di rette uscenti da 1. 
Le 9 saranno superficie gobbe di 3" grado aventi in comune, oltre alla retta 
doppia D ,  due generatrici G,, G, e due punti O,, O,; e la trasformazione 
inversa sarà di 3 O  grado (p=3). Alle rette del10 spazio (x) corrispondono 
cubiche gobbe R,  le quali passauo per O,, O,, segallo due volte D ed una 
volta ciascuna delle G,, G,; come si riconosce tosto dall'esame delle K, le 
quali sono le imagini di quelle curve R che giacciono in 9,. 

La Jacobiana delle 9 dev'essere un luogo cle11'80 ordine, pel quale D, 
G , ,  G, siano multiple secondo i numeri 7, 3 ,  3 ;  esso avrh adunque con 
9, un' altra linea comune dell' ordine 3 8 - 2.7 - 2 .3  =4. Questa & l'in. 
sieme di una conica e di due rette, rappresentate s u  II dalle rette 0,0,, 
IO,, 1 O,, che formano la Jacobiana delle Iï. Dunque la Jacobiana delle 9 
comprende: 1 . O  il luogo delle coniche passanti per O,, O, ed appoggiate 
alle rette D, G,,  G,, vale a dire l'iperboloide DG,G,O,O,; 2." il luogo delle 
rette che passano per 0, e segano D, vale a dire il piano O,D: 3 . O  il luogo 
delle rette che passano per 0, e segano D, vale a dire il piano 0,D. Questi 
tre luoghi sono da contarsi semplicernente nella Jacobiana dello 3 ,  giacché 
per questa i punti O,, O, sono soltanto doppi (u.O IG); dunque la Jacobiana 
medesima comprenderi irioltre un luogo del 4" ordine, il quale, dovendo 
avere D corne retta quadrupla e G,, G,  come rette doppie, non pud essere 
altro che il pajo di piani DG,, DG,, contati due volte. 

Segue da cid clle gli enti fondamentali dello spazio (x) sono una retta . 

doppia Dr (corrispondente all' iperboloide DG, G ,  O,O,), due rette semplici 
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Gl,, G f ,  (corrispondenti ai piani O,D, 0,D) e due punti semplici Of,, Or, 
(corrispondenti ai piani DG,, DG,). 

Le rette D', G', hanno un punto comune, perche la retta che passa per 
O, e incontra D e G, appartiene si alle coniche corrispondenti ai punti di 
Dl, si alle rette corrispondenti ai punti di G',. Analogamente D f  sega anche 
Grl. Da ci6 segue senz'altro, che le 4 sono superficie gobbe di 3O grado, 
aventi in comune la retta doppia Dr, le generatrici G<, G',, ed i punti Orl 
Of,; vale a dire, il sistema delle S, é affatto analogo a quel10 delle 9. 

Se assumiamo y, = 0,  y, - - O, y, - a, y, = O, y, -a, y, = O corne equazioni 
dei piani DO,, DO,, DG,,  DG,; (y3= y4=O) come equazioni della retta 
0, O,, ed l'(y) = O come equazione dell'iperboloide DG, G, O, O,, le formole 
( l ) ,  (4) per l'attuale trasformazione saranno 

d0ve J (x )  = (x, - a, x,) (x, - a,x,) + (a, - a,) x, x, - I(x) .  Le Jacobiane dei 
due spazi sono 

Si hanno casi particolari di questa trasformazione, quando facciansi ipotesi 
speciali sulla scambievole giacitura dei punti O,, O, e delle rette D, G, ,  G,. 
D'ora innanzi tralasceremo di considerare tali casi, che per sé non presen- 
tano difficoltg: tant0 più che noi non abbiamo qui l'intenzione cl'esaurire 
tutt' i casi possibili, ma solamente di presentare alcuni degli esempi piii 
notabili. , 

38. Ritenuta la supposizione del nao 37 per $,, le Ii siano ora le cu- 
biche laO1020,0,, ed L sia una retta per 1. Allora le 9 saranno superficie 
gobbe di  3 O  grado aventi in comuue, oltre alla retta doppia D, una gene- 
ratrice G e quattro punti O,, O,, O,, O,; e la trasformazione inversa sarl  
di 4O grado (p=4). Alle rette del10 spazio (x) corrispondono curve gobbe 
R di 4" ordiria (e 2" specie), che incontrano D in tre punti, G in un punto, 
e passano per quattro punti O. 

La Jacobiana clelle cp dev'essere clell'SO ordine e contenere D sette volte 
e G tre volte; essa segherh adimque 9, secondo un'altra linea dell'ordine 
3 8 - 2 7 - 1 3=7, la quale b costii;uita da una cubica gobba e da quattro 
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rette, rallpresentate s u  Il dalla conica 10,0,0,0, e dalle rette IO,, IO,, 10,, 
1 O,, che formano la Jacobiana delle K. Dunque la  Jacobiana delle Q com- 
p e n d e :  1." i l  luogo delle cubiche gobbe seganti D in  due punti, G in  un 
punto e passanti pei quattro punti O, vale a dire l'iperboloide D G 0 , 0 2 0 , 0 , ;  
2." i luoghi delle rette seganti D e passanti per un punto O, vale a dire 
i quattro piani DO, ,  DO,, DO,, DO,. Questi cinque luoghi sono da con- 
tarsi sempliceaente nella Jacobiana delle 9, perché in  questa i punti O non - - 

sono che doppi; dunque la Jacobiana che s i  considera comprendera anche 
u n  luogo di 2" ordine, pel quale D e G siano doppie; il qual luogo sarh 
pertanto i l  piano DG contato due volte. 

Di qui consegue che gli enti fondamentali dello spazio (x) sono una retta 
tripla Dr (corrispondente all'iperboloide D G  O, O, O, O,), quattro rette sem- 
plici Gr,, Gf,, Gr,, Gr, (corrispondenti ai quattro piani DO), ed un punto 
Of (corrispondente al piano DG). 

La retta Df incontra ciascuna retta Gr,, perche la  retta che passa per 0, 
e si appoggia a D, G, appartiene si alle cubiche corrispondenti ai  punti di 
Dr, s i  alle rette corrispondenti ai punti di G',. 

Le 4 sono adunque superficie gobbe di 4" grado, che hanno in comune 
l a  retta tripla Df, le  quattro generatrici Gf ed il punto Of. 

La Jacobiana delle 4 comprenderà: 1." quattro piani, J a  contarsi due 
volte, corrispondenti ai quattro punti O, e seganti ciascuna 4 esclusi~ia- 
mente nelle linee fondamentali: essi sono i quattro piani D'Gf;  2." un luogo - - 

cli rette corrispondenti a i  punti di G, il qual luogo dev'essere un piano, 
perche G ha con ciascuna R u n  solo punto comune, e deve segare cia- 
scuna S, secondo una retta, ond'esso sarh i l  piano D'Or; 3." u n  luogo di 
coniche corrispondenti ai punti di D, il qual luogo sara di  3 O  ofdine, perchb 
D h a  con ciascuna R tre punti cornuni. Siccome la Jacobiana completa & 
dell'ordine / 2  e contiene D', G', Or risp. 1 1 ,  3, 2 volte, cosi il luogo di 3" 
ordine conterrh Dr, Gr, Or risp. 2 ,  1, I volta, vale a dire, esso sark la su- 
perficie gobba di  3" grado, che & dcterminata dalla retta doppia D', dalle 
quattro generatrici Gr, e da1 punto 0'. Le coniche (corrispondenti ai  piinti 
di D)  secondo le quali la detta superficie di S0 grado interseca le  4, sono 
appoggiate alle cinque rette D', Gr e passano ]?el punt0 ora 

S e  si rappresentano i piani DG, DO,, DO,, DO,. DO,, 0,0,03, 0,020, 
e 1' iperboloide D G  O, O, O,O, colle eqiiazioni 
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dote 

le formole (i), (4) per l'attuale trasformazione saranno 

y, : yn : y, : ys = xi J (x)  : x, J(x) : f (x) rc, cc, : f (x) x,x,, 

dove f (x) = (xi - al x,) (x, - a,x,), e 

J(x) =- (ax;x3 + bx,x,x, + cx,x,x,+ dxBx,) + (x, -x2)x1x,. 

Le Jacobiane dei due spazi sono ordinatamente 

39. La trasformazione qui trattata somministra la  rappresentazione , 
punto per punto, di una superficie 4 su1 corrispondente piano /3 (*). Come 
gih si b notato, 4 6 gobba e di 4" grado, ed b dotata di una retta tripla 
Dr, Imagini delle sue sezioni piane saranno le tracce delle 9 su P, epperd 
saranno curve II di 3" ordine, aventi in cornune un punto doppio d (traccia 
di D) ed un punto semplice g (traccia di G). Ai piani per Or corrispondono 
gli iperboloidi DO, 0,0,0, ,  i quali segano ciascuno dei piani 020 ,0 , ,  
0,0,0,, O,O,U,, 0,0,0, secondo fasci di coniche; dunque le  tracce di  
questi iperboloidi su fi costituiranno una rete di coniche k (passanti per d) 
seganti in un'involuzione di punti ciascuna delle qÙattro rette tracce de' 
piani anzicletti. Fra le coniche k ve ne sono infinite che si spezzano in due 
rette, l'una delle quali passa per d, mentre l'altra tocca una conica fissa 
P. Ecco adunque come si pu6 costruire la rappreseutazione di 4. 

Assumansi ad aïbitrio i punti d ,  g, quattro rette a,, a,, S,, 8L (passanti 
per d), come tracce de' piani O, D, 0 2 D ,  O, D, O,D, e tre altre rette o,, O,, 
0, (non passanti per d),  come tracce de' piani 0,0,0,, O,O,O,, 0,0,0,. 
Le coppie di rette 8,o,, 6,0,, S,o, determinano la rete delle coniche le, 
Congiungasi il punto 6,0, col punto S,o,; il punto 6,0, col punto 4 0 , ;  il 
punto S,o, col punto a30,; le tre congiungenti e le O,, o,, o, toccano una 
conica stessa P. Stabiliscasi una corrispondenza anarmonica fra le  tangenti 
d i  P e le rette per d, in modo che le a,, O,, a, corrispondano alle a,, a,, 

(*) Cfr. NOETHER nei Mathem. Annalen, t. 3. 
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8,; e sia o, quella tangente di P che corrisponde a 6,: sar8 O, la traccia del 
piano 0,0,0,; e ciascuna delle quattro rette o sa r i  segata dalle coniche k 
in  un' involuzione di punti. 

Fra le coniche k che passano per g se ne scelga una, 1, come traccia 
dell' iperboloide DG O, O,O,O,, cioE come imagine della retta tripla D'. Le 
coniche k determinano su  I un'involuzione cubica di punti, cosi clle ogni 
gruppo O terna cli punti E l'imagine di un punto unico di U r ;  vale a dire, 
qualunque cubica II, passante per un punto di 1, passa anche per gli altri 
due punti della medesima terna. In cib consistono le condizioni alle quali 
sono soggette le  H, e che provengono da1 fatto che le Q passano pei quattro 
punti O. 1 punti conjugàti in  uno stesso gruppo dell'involuzione cubica sono 
i vertici di un triangolo inscritto i n  I e circoscritto a P. 

Le rette per d sono le imagini delle generatrici rettilinee di 4; ma la 
retta d g ,  traccia del piano DG, non corrisponde che al punto Or; la gene- 
ratrice che passa per Or ha per imagine il punto g. Il punto d rappresenta 
la conica secondo la quale + 6 intersecata dalla superficie gobba di 3" grado 
Dr2Gt1Gr,G',G',O'. Le coniche per d ,  g e per due punti di uno stesso gruppo 
dell'involuzione sono le imagini delle cubiche di +, situati nei piani tan- 
genti. Le rette per g rappresentano le coniche, secondo le quali + é segata 
dai suoi piani bitangenti; quella di queste coniche che passa per 0' ha per 
imagine il punto d. 

La rete delle coniche k rappresenta, come gi8 si é veduto, le seziorii 
fatte in S, dai piani passanti per Ur;  donde segue che le tangenti di P sono 
le imagini delle cubiche di S/, situate nei piani tangenti che escono da O! 
Questi piani inviluppano un cono circoscritto di 4" ordine, che tocca S, 
lungo una curva di 5" ordine (la cui imagine è una cubica d2, Hessiana 
della rete delle k) e sega la stessa 4 lungo una curva di 6" ordine, la ima- 
gine della quale & la conica P, che insieme col punto d costituisce la curva 
Cayleyana della rete gis nominata. 

Sia m uno de'punti comuni alle coniche 1, P; la retta tangente in nz 
a P seghi di nuovo I in vzr; la tangente in rn' ad 1 toccheril allora anche 
P. 1 tre punti nzmfmf formano un gruppo dell' involuzione, vale a dire, i 
quattro punti mr sono i punti doppi dell'involuzione. La retta tripla Dr con- 
tiene percid quattro punti cuspidali, corrispondenti ai quattro gruppi ana- 
loghi ad mmr,mr. 
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40. Conservata ancora la medesima superficie $,, suppongasi ora che 
le K siano le curve di 4" ordine i3010,030,0,0,; il luogo L scompare del 
tutto. Le 9 sono superficie gobbe di 3" grado, che, oltre alla retta doppia 
D, hanno in comune sei punti O,, O,,. . ., O, fissi; e la trasformazione 
inversa é di 5" grado (p=5) .  Alle rette del10 spazio (x) corrispondono curve 
gobbe R di 5" ordine, che incontrano D in quattro punti e passano per i 
sei punti dati. - 

La Jacobiana delle 9 e la 9, devono avere in comune, oltre a D, una 
linea dell'ordiiie 3 .8-2*7=10,  la quale & composta di una curva gobba 
di 4" ordine e di sei rette, rappresentate su II clalla cubica i 2 0 1  O,. . . O,, e 
dalle rette 1 O,, . . . , 1 O,, che costituiscono la Jacobiana delle K. Dunque la 
Jacobiana delle Q comprende: 1." il luogo delle curve gobbe di 4" orcline, 
che segano D tre volte e passano per i sei punti dati, vale a dire l'iperbo- 
loide DO, O,. ..O,; 2." i luoghi delle rette che segano D e passano per un 
punto O, vale a dire i sei piani DO,, DO, ,... , DO,. 

Di  qui segue che le 4 sono superficie gobbe di 5" grado, aventi in co- 
mune una retta quadrupla Df (corrispondente all' iperboloide DO, ...) e sei 
generatrici Gr,, Gr2, ... , Gf, (corrispondêati ai sei piani DO). La Jacobiana 
delle Ir?, consta de'sei piani DfG', da contarsi due volte, e della superficie 
gobba di 4" grado Dr3Gr, Gr,. , . G é ,  &e B il luogo delle coniche appoggiate 
alle sette rette Dl, Gf. 

Rappresentiamo ne110 spazio (y) colle equazioni I(y) = O  , Il, (y) = O, 
H,(y)-O, y,-a,y,=O. Y,-a,y,=O, y,-a,y,=O, y,- a,y,=O, Y,=O,  
y, = O ,  y9= 0, y, = O 1' iperboloide DO, O,O,O,O,U,, uno degl' iperboloidi 
DO,O,O,O,O,, un'iperboloide D0,0 ,0 ,0 ,0 , ,  ed i piani DO,, DO,, DO,, 
DO,, DO,, DO,, 0,0,0,, O,O,O,; e nello spazio (x) rappresentiamo colle 
equazioni J(x)=O, M(x)=O, N ( x ) = O ,  x,-a,x,=O, x , -a ,x ,=O,  
x i - a sx2=O,  x , -a4x2=0,  x,=O, x,=O, x,=6,  x,=O la superficie 
di 4" grado DI3Gf1 Gf,G:,Gf,GbGf, , 1' iperboloide DfGr,GI, Gr,, 1' iperboloide 
D'GflG',Gf,, i piani D'Grl, DfGf,,DfGf3, D'Gr,, DfG1,, D'Gr,, un piano per 
G1,, ed un piano per Gf,; allora le formole (i), (4) per la trasformazione 
attuale saranno : 

Annali di  Matematica, tomo V .  21 
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Le Jacobiane de'due spazi sono 

41. Questa trasformazione da la rappresentazione di una superficie 4 
(gobba, di 5" grado, dotata di una retta quadrupla D') su1 corrispondente 
piano p (*). Assumansi in questo piano: un punto d ,  come traccia di D; 
tre coniche 1, fi,, H2, come tracce degli iperboloidi I(y) =O, Il, (y) = O, 
.&(y) = O ;  e quattro rette g, ,  g,, g,, g, come tracce dei piani y, -a,y,=O, 
2, - ut ys== O, y, =O, y,=O. Queste rette saranno le imagini delle generatrici 
G',, G',, Gr5, G',; la conica I rappresentcr8 la retta qiiadrupla D'; e le CO- 

niche II,, II2 le sezioni fatte in 1F, dai piani x,= O, x,=O. Le imagiui delle 
sezioni piane di S. saranno tntte le curve h di 3" ordine del sistema lineare, 
triplamente infinito, determinato dai quattro luoghi ,g5 1, g, 1 ,  g, Ii,,  g,H,. 
Siano il i,i,i,, i', i f2 i f ,  i f, i punti ne' quali la conica I è risp. segata dai due 
luoghi g,H1, g , l i , ;  questi due gruppi di quattro punti individuano su I 
un' involuzione biquadratica; e qualunque curva lz (imagine d'una sezione 
piana di 4) segherS I in quattro punti (oltre a d) appartenenti ad uno stesso 
gruppo dell'involuz~ooe. Ciascun gruppo dell'involuzione costituisce l'ima- 
gine di un punto della retta quadrupla Dr. Un' involuzione biquadratica ha 
sei punti doppi; dunque Df ha sei punti cuspidali, vale a dire sei punti, 
in ciascuno de'quali due delle quattro generatrici i r i  incrociate sono coin- 
cidenti. 

Le rette per d sono le imagini delle generatrici rettilinee; ogni conica 
passante per d e per tre punti di uno stesso gruppo dell'involuzione rap- 
presenta la curva di 4" ordine, che risulta da1 segare ?L. con un piano tan- 
gente; ed ogni retta tirata fra due piinti di uno stesso gruppo è tangente 
ad una curva fissa di 3" classe e rappresenta la curva di 3 O  ordine, comune 
a 4 e ad un  piano bitangente. La superficie + contiene una sola conica, 
rappresentata da1 punto d e situata eziandio nella superficie J(x)= O. 

(Contirma.) 

(9 Cfr. NOETHER, 1. C. 
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Sulle 
curve multiple di superficie algebriche 

( d e l  Dr. MAX NOETEER, a .Heidelberg.) 

Q ui mi propongo di riunire alcune formole relative al sistema dei punti 
d'intersezione di tre superficie, che abbiano in comune un% curva multipla, 
ed anche relative al numero delle condizioni che per una superficie sono 
assorbite da tali curve. Questi risultati sono qui presentati soltanto come 
estensioni O anche corne esatte determinazioni di altri risultati gih noti, 
dovuti principalmente al sig. CAYLEY (*); ma appunto per la precisione della 
loro forma, sembrano ora suscettivi di molteplici applicazioni a diversi rami 
della geometria. Alla fine di questi scritti, si troverLt l'applicazione alle 
trasformazioni birazionali (eindeutig) nello spazio. 

1. Nella Geornetry of tkree dimnsions di SALMON (+*) si trova l'espres- 
sione del numero de'punti d'intersezione di tre superficie, assorbiti da una 
comune curva, che sia semplice per due superficie e cloppia per la terza. 
Adoperando semplicemente, come gib ha fatto il sig. CAYLEY (***), una ri- 
petizione del processo ivi usato, si ottiene gradualmente l'espressione ge- 
nerale del numero di punti.assorbiti da una cuïva, che sia multipla per cia- 
scuna delle tre superficie. Questo numero si dirLt l'equivalenza della curva. 

(*) Vedi particolarmente l e  formole di eqzcivalenw e d i  postulation di CAYLEY nella sua 
Memoria On the rat ional  transformation between two spaces (Proceedings of the  London 
math. Society, vol. 3, 1870, p. 179). 

(**) Pag. 280. Cfr. anche CREMONA, Prelinzinari n.' 97. 
(mu*) Ora reciprocnl surfaces (Phil. Transact.  vol. 159, 1869, p. 221). 
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2. Sia m l'ordine della curva; r il rango della medesima, valc a dire 
l'ordine della sviluppabile formata dalle sue tangenti; e la curva abbia h 
punti doppi apparenti, k punti doppi effettivi; dove per ora intendo di 
escludere punti di più alta moltiplicith. Allora k 

Le tre superficie FI, F,, F, siano rispettivamente d'ordine n,, n,, n,, e . . 
per esse la curva C sia multipla secondo i l ,  z2, 2,. La curva sarh equiva- 
lente a 

r + 2 k  m [i, i, n, + i, il n, + il i, n,] - e il i2 i3 (m + T )  
punti d'intersezione delle tre superficie. Poi, la curva C incontra la curva 
residua d'intersezione delle due superficie Iji, F2 in 

punti. 
3. Passo oltre a determinare il numero delle intersezioni assorbite da 

pih curve multiple, c h e  f r a  l o r o  s i  s e g h i n o .  A quest'uopo, cerco la ri-  
d u z i o n e  che le equivalenze di due curve subiscono in conseguenza di un 
punto ad esse cornune. Siccome questa riduzione non pua dipendere che 
dalla configurazione delle due curve in prossimit& del punto d'intersezione, 
cosi io la dedurrd da1 cas0 semplicissimo che le due curve siano due rette 
segantisi G, Gr. 

La retta G sia rnultipla secondo i l ,  i,, i, per le tre superficie F, ,  F,, .F3; 
e ilr, i,', i,' siano i numeri analoghi per Gr; e suppongasi i ,2ilf ,  i,gi,/. 

La curva residua d'intersezione delle due superficie FI,  F, ha allora con C; 

i2n1i-&a2-2i l  i2-ilr&' 
e con Gr 

i2rn.I + i lrn2 - 2ilri;- (il iZr-ti2 ilrd iAri;) 

punti comuni e non passa più oltre pel punto GGr. Dall'iutersezione di 
questa curva con F3 segue pertanto che l'equivalenza del sistema delle due 
rette i? 

(i2isnl -i-i3iln2 i-ili2j~3 )-2ili2i3 + 
' r a r  * r e r  - r s r  f (z, 2, " i l , + z ,  2, n2+z, 2 ,  n3)-2iLri,'i3'- 

- (iLili, + i3'iLri2 ilri2/i8 -i l a s  ri 'i '). 
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4. Le superficie F I ,  F,, F, abbiano ora in comune due curve C e Cr, 
la prima delle quali sin multipla secondo i numeri il, i,, i,, e l'altra secondo 
i numeri il', i,', i,'. Le equivalenze di queste due curve siano M, MI. Se 
C e Cf si segano in s punti, l'equivalenza del loro sistema sarh 

dove s i  supponga, che due dei numeri il, i,, i, siano uguali O maggiori 
dei corrispondenti numeri ilr, i,', i,'. 

E la curva residua d'intersezione di FI, F, incontra C, ossia la curva 
(m, r,  k), in 

punti; incontra invece C', ossia la curva (nz', r', k'), in 

punti, se i, ilf, i, 5 i,', ed in 

punti, se il 3 ilr, i2i  i:. 
Qui osscrvo che la riduzione ora ottenuta dell'equi;alenza M+M' sus- 

siste anche pei punti doppi effettivi di una curva, perché il termine della 
formola al n.O 2, che contiene il fattore k, si pub riguardare corne espri- 
mente la riduzione dovuta a tali punti; il che accadrà anche in seguito. 

5. Tïattisi ora i l  seguente c a s o  g e n e r a l e .  
Le superficie FI, F,, F,  abbiano il punto comune P, multiplo rispetti- 

vamente secondo i numeri -il, l,, l , ,  e le curve comuni C, Cr ,..., delle 
quali la prima sia contenuta il, i,, i, volte e passi con j rami per P, la 
seconda sia contenuta ilf, i,I, i,' volte ed abbia jf rami passanti pela P, ecc. 
Suppongasi poi che i coni osculatori alle superficie F in P non si decom- 
pongano, in virtù delle singolarità ammesse, in  parti che siano comuni ai 
coni medesimi: il che involge un limite inferiore per le Il, Z,, 1,. 

La deduzione dell'equivalenza di un siffatto sistema pud attuarsi ancora 
col metoh-indicato ne1 n.O 3. A ciascun ramo delle curve C, Cf, ... si  so- 
stituiscano rette dotate della corrispondente moltiplicita e uscenti da P; e 
si determini clirettamente la r i d  uz i one  dell'equivalenza di questo nuovo 
sistema. Io dard a dirittura il risultato della deduzione. 
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II rango r di C b ne1 cas0 attuale 

e come equivalenza M di C s'intenda la quantità 

Analogo significato abbia Ml per Cl, ecc. L'equivalenza 

1 , 1 , 1 3 + M t M f + . . .  

del sistema (P, C, Cl,..  .) subisce la riduzione 

dove la somma s'intende estesa alle diverse curve passanti per P. 
La curva repidua d'intersezione delle superficie F I ,  F, incontra la curva C in 

pui~t i ,  oltre a P, e passa con 

P .  
rami pel punto P. 

6. Se l'ipotesi Catta ne1 nBO 5 non t: soddisfatta, come p. es. ne1 caso 
del n." 4, tuttavia si raggiunge ancora Io scopo mediante considerazioni 
analoghe a quelle fatte ne1 n.O 3. Siccome la grande moltiplicith de' casi 
particolari non permette di giungere ad una foïmola generale, cosi io mi 
limito a riferire il seguente esempio. 

Le tre superficie F siano d'ordine n e posseggano tre rette multiple se- 
P. Il punto P deve allora essere multiplo 
3i 4- 1 
2 9 secondoché i B pari O dispari. Se 

F non abbiano a decomporsi, l'equivalenza 

condo i e uscenti da un punto 
3 i per le F secondo -- O secondo 
2 

12 è abbastanza grande, onde le 
del sistema sarà per i pari 

(9niB-6i3)-$i3, 
per i dispari 

(9ni2-6i3)-( i i3-  S), 
e la curva residua d'intersezione di due F ne1 solo secondo caso passa con 
un ramo per P. 
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11. La postolazioue: di n m  curva multipla. 

7. Denomino (insieme col sig. CAYLEY) p o s t u l a z i o n e  di una curva C, 
rispetto ad una superficie F, d'ordine n ,  il numero delle condizioni lineari 
che Fa dee sodclisfare, affinchè per essa la curva C sia multipla secondo un 
numero i. 

La postulazione di una curva clie sis l ' i n t e r s e z i o n e  c o m p l e t a  d i  
due s u p e r f i c i e  si pud determinare direttamente. Per una siffatta cuiva C7 
intersezione cornpleta di due superficie P, Q rispcttivamente d'ordine p, q, 
che si tocchino in k punti, l'orcline rn e il ïango r sono dati dalle formole 

L'equazione di uila superficie F,, che debba contenere C come curva i-pla 
è della forma 

O=F,=AoPi+AA,IJi-lQ+... +AiQi;  

infatti, siccome F, passa per la completa intersezione di Pi e Q ,  cosi I;i, 
deve avere la forma (*) 

F,-AoPi+ Q-Fn+,  

dove la superficie F,,-, contenga C come curva (i - 1)-pla; perci6 Fn-, 
avrCl la forma 

F = AIPi-l 
n-q - + Q . Fn-pg 3 

e cosi di seguito. 
S7indichi con 

(N-p Q ) i - p  

il numero delle costanti assorbite nella superficie Fn-p, dalla condizione che 
essa contenga C come curva (i-p)-pla; e inoltre si scriva per brevitj 

+ ( s  + l ) ( s + 2 )  (s 4- 3)= [s]. 
Dalla formola 

F,=A0Pi+Fn+Q, 

mediante un processo di numerazione g ih  adoperato da JACOBI (**), si ottiene 

Ni=[n] (-[n-ip] + [n-41-(N-Q)i-,-[n-ip-q] { 
= i ~ q n - + i p g ( i p + q - 4 ) + ( N - Q ) ~ - ~  

(9 Vedi p. es. Math. Annalen, t. 2, p. 314. 
(**) G. Crelle, t 15, p. 285. 
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per nZip+q-3; e invece 

Ni=ipqn-+ipq(ip +q-4) - [n-  ip- y] + ( N - Q i _ ,  

per n c@+q - 3. Poste cosi le analoghe espressioni di 

(N-Q)i+ ( N  - 2Q)L2V*.. 
e avuto riguardo alla 

( N - i Q ) , = O ,  

si ottiene il risultato seguente. 
Sia p z  q. Ne1 cas0 di nz ip i- q - 3 ,  il postulante di C ha il valore 

Ma, se 
(i-p+l)p+ pq-3>np(i-p)p+(p+I)q-3, 

per ottenere la postulazione cli C, bisogna all'espressione precedente di Ni 
aggiungere ancora la q~zailtita positiva 

e la medesima quantith, per p = i ,  è da aggiungere quando in generale 

L'espressione di Ni si pu6 anche porre sotto la forma 

S. La ricerca della postulazione di una q u a l s i v o g l i a  c u r v a  C si 
ridurra al caso di  un'intersezione cornpleta, completando C in modo da 
ottenere appunto 1' intersezione completa di due superficie. 

Se una curva IT', d'ordine fil e di rango R ,  si spezza in duc curve C, Cf 
che abbiano rispettivamente gli ordini m, 'na', e i ranghi Y, r', dalla con- 
dizione die. per tale spezzamento non si altera il numero dei punti . doppi 
apparenti, si ottiene i l  numero s delle intersezioni delle due c i m e  

ed inoltre é M=nz + s d .  La curva spezzantesi in C, C' ha la stessa postu- 
lazione corne K. 
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Sia ora K la  cornpleta intersezione di due superficie d'ordine p,  q. Se C 
e C f  harino inoltre k ,  k f  punti doppi effettivi, la pastulazione di K sarh (n.O 6): 

N f i = $ i ( i  -!- 1 ) ( 3 n - 2 i + 5 ) M - & i ( i + 1 ) ( 2 i f  1)(Rd-2k- t -  2k3 

In questa formola i soli primi due termini dipendono dai numeri m ed r f 2 k  
della curva C; mentre gli altri termini, secondo la scelta di p e q, possono 
ancora assumere una serie di valori differenti. Purclié adunque n sia con-  
ven ien  t emen  t e g r a n d e ,  - ciob, in primo luogo, cosi grande che, giusta 
il n.O 6, la formola per N,' possa sussistere, e poi cosi grande ancora, che 
l'ultimo termine di questa formola rappresenti effettivamente la riduzione 
della postulazione dovuta alle s intersezioni di C e C', vale a dire che 
queste s intersezioni possano introdursi qui corne indipendenti fra loro, - 
la quantità 

1 .  
Ni=;t(i+1)(3n-2i+5)rn-&i(i+1)(2if 1 ) ( r + 2 k )  

esprimerà la postulazione per una qualsivoglia C. Pare che non si possano 
assegnare in  generale le modificazioni per valori più piccoli di n. 

9. Trattasi ora di nuovo di determinare la r i d u z i o n e  cui va soggetto 
la postulazione di un s i s t  ema d i  c u r v e  in virtù di punti multipli di questo 
sistema medesimo. A tale uopo procederd ancora in modo analogo al n.O 3. 

Sostituisco cioé ai rami del sistema di curve clie escono da un punto 
multiplo di una superficie Fm altrettante rette dotate delle corrispondenti 
moltiplicit8. In questo caso la determinazione della riduzione, che é identica 
con quella del dato sisterna di curve, conduce ad un problema piano. 

L'equazione della superficie F, sia 

dove fp  é una funzione omogenea d'ordine p delle coordinate x,x,x,. Se 
questa superficie dee possedere più rette multiple G,, G,, ... uscenti da1 
punto Lplo P (x,=x,=x, = O) ,  la medesima proprietà dee competere a 
tutti i coni 

f i = O ,  f E + i = O , * * * ,  f n = O ,  

vale a dire, le  curve piane 

fi=(), f ~ + ~ = o , . . * ,  f n = O  
Annali di Matematica, tomo V. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



170 N o  e the r : Curve m u l t i p l e  di superficie algebriche. 

debbono avere punti rispettivamente dotati delle stesse moltiplicitLt nelle 
intersezioni delle rette G,, G ,,..., col piano x,=O. 

Per ta1 modo, si ha a determinare il numero delle condizioni che sono 
assorbite da piir'punti multipli di una curva piana d'ordine p: numero il 
quale, se p non oltrepassa un certo limite, djpende da p medesimo. La 
somma di questi numeri, determinati per f i , . . .  , f., più +1(1+1)(1+2), i? la 
postulazione del sistema di rette e del punto P, rispetto alla superficie F,. 

10. La postulazione 
+&(z',+ 1) 

di un sistema di punti i-pli, che abbiano una giacitura generale, rispetto 
ad una curva piana fe d'ordine p, patisce una riduzione tostoché f,, in virtù 
dei punti multipli, debba decomporsi in parti, alcune delle quali siano da 
contarsi più volte. A cagion della supposta generale giacitura di questi 
punti, fe non pud che decomporsi in curve razionali. Per ogni curva ra- 
zionale che eiitri come parte a-pla della curva f p ,  la riduzione della postu- 
lazione ammonta a 

-$a(.-1). 

Questo fatto si pud riconoscere geometricamente. Infatti, si consideri un 
fascio di curve razionali; siccome i punti-base, a motivo della razionalità, 
non formano alcun speciale sistema di punti d'intersezione, cosi questi 
punti somministrano l'espressione generale per la postulazione rispetto ad 
un sistema di a curve del fascio. Se ci dev'essere inoltre un punto a-plo, 
cioé se le a curve del fascio debbono coincidere in una determinata, cid 
richiede a condizioni soltanto, e la riduzione del numero delle condizioni 
ammonta a (*) 

;a(a+1)-a=+a(a-1). 

(*) Un'interessante conferma di questo teorema 6 offerta clal teorema delle trasfor- 
mazioni piane del sig. CREMONA (Memorie dell'Accad. di Bologna, serie Za, t .  5; 1865). Le 
curve delle ret i  nei piani X ,  Y siano d'ordine n ,  le prime con a,, le  ultime con p, punti 
i-pli fissi (i= 1 ,  2,. . . n - 1). Allora dalle note equazioni della triisformazione s i  ricava la 

4(n3-l)(n4+ 2 ) = ~ a n i ( n i  f l ) a i - z $ i ( i -  ])Fi. 
i i 

11 primo membro d i  questa  equazione A i l  nurnero delle costanti nell'equazione di una 
c u r v a  d'ordine nz-1. Tale  è quella che ne1 piano X corrisponde a l  sisterna dei Pi punti 
di Y; per essa gl i  u punti fondamentali devono essere punti n t-pli, con che B comple- 
tamente determinata. E siccome questa c u r v a  contiene come parte  integrante i-pla l a  curva 
razionale corrispondente ad  un punto fondamentale i-plo, cosi l'equazione precedente 8 in 
accord0 col teorema suesposto. 
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Come applicazione, dard la postulazione P di tre punti multipli secondo 
il, i,, i,, rispetto ad una curvs f,, che possa contenere corne parte inte- 
grante una retta multipla. Sia ilzi2)_i,. Secondo la grandezza di p, sono 
a distinguersi cinque casi : 

8 )  se i, t i,-I>p',f (i,+i,+i,), si ha 

P = ~ ~ i G ( & + 1 ) - ~ ( i I +  i2-p)(i1+i2-p-4)-i(il+is-p)(il+i8-p-1)- 
C 

-+(i2+is-p)(i2+is-p-i)j  
e rimangono in questo caso, ancora 

costanti nell'equazione omogenea della curva; 

perche in questo caso non B pi6 possibile alcuna curva fQ. 
11. Ora si dedurrh dai n.i 9 e 1 0  la riduzione della postulazione di 

un sistema di curve, rispetto ad una superficie Fm, per i casi ordinari. 
Dapprima F,, possegga una curva i,-pla, ed un'altra i,-pla (i,zi,), che si 
incontrino in  un punto P; allora P e un punto il-plo della superficie. Sosti- 
tuendo ai due rami delle curve in P due rette, la postulazione del nuovo 
sistema sarh 

supposto nr_ il +i,- 2; donde segue che il termine di riduzione della po- 
stulazione di due curve multiple secondo il, i, (ilzi,), per ciascun punto 
d'intersezione delle medesime (ed anche, se i,=i,, per un punto d'incro- 
ciamento di due rami d'una medesima curva, poichb il termine .proveniento 
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da un effettivo punto doppio pu6 considerarsi come termine di riduzione 
dovuta ad esso punto) sarh 

Invece, se n < il -k i, - 2, la postulazione deve ancora essere diminuita di 

perché gli il +i,-n-2 ultimi termini della prima formola del presente 
n." in ta1 caso scompajono. 

12. Se inoltre la superficie Fn contiene un 1-plo P, e delle curve 
i-ple C (ordine m ,  rango r), che passino con ji rami per P, supposto che 
Z sia di ta1 grandezza che il cono osculatore in P ad F, non abbia parti 

. integranti ripetute più volte, la postulazione del sistema PC sarh pel n . O  9 

13. Per trattare ancora un esempio distinto di un caso ne1 quale il 
con0 osculatore in P contenga parti coincidenti, suppongo che la superficie 
F, possegga tre rette concorrenti in  P, che siano rispettivamente multiple 
secondo il, i,, i3; e l'ordine della moltiplicit% del punto P sia quel10 che b 
determinato mediante queste tre linee multiple. Allora sono da distinguersi 
due casi : 

a) il 2 i,+i,. II punto P é il-plo per Fn, ed il numero delle condi- 
zioni per questa superficie sarh : 

- +ig(i3-k1)(3il - i3+1),  

precisamente come da1 n.O 11. 
,G') il < i, + 4. Qui P dev'essere un punto l-plo, dove 

l = f ( i ,  + i,+ig), ovvero =$(2;  + i ,+i ,+I) ,  
t 

(*) Qui ai fa us0 della notazione del n.O 7,  cioè [s]=é(s+l) (si-2)(s+3). 
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secondo che il + i, + i, è pari O dispari. Siccome ora i, + i, r 1 > il, cosi, 
giovandoci dell'esempio dato ne1 n." 10, avremo pel numero delle condizioni 

- [ i2+i3 - 1 - 21 - [i, + il - 1-81 - [i, + i,- 1-  21. 

Se fosse n < il -k i, - 2, queste formole per la postulazione subirebbero ancora 
una correzione positiva, che si pud calcolare facilmente, in modo analogo 
alla chiusa del n." 11. 

Finalmente osservo ancora che il caso in cui la superficie Fn si decom- 
ponesse in  pi^ parti coincidenti dB luogo a nuove modificazioni ne1 valore 
della postulazione, le quali richiederebbero una speciale investigazione. 

III. Il genere di una superficie. 

14. Gli sviluppi del capitolo II ammettono una diretta applicazione alla 
ricerca del g e n e r  e p di una superficie F,: numero che rimane invariabile 
nelle trasformazioni univoche (eindeutige Transformationen). Infatti , il 
genere p di una superficie F, d'ordine n, secondo una definizione data da 
me nei Mathematische Annalen (t. 2, p. 315), & uguale al numero delle su- 
perficie F,,-, d'ordine n-4, linearmente fra loro indipendenti che si pos- 
sono far passare i-1 volte per ciascuna curva i-pla Ci di F z ,  ed 1 - 2 
volte per ogni punto 2-plo Pz della stessa F,; ossia 

dove R è la postulazione del sistema cornposto delle curve (i-l)ple Ci e 
dei punti (1-2)pli Pl ,  rispetto ad una superficie Fn-,. Qui il valore R è da 
prendersi nello stesso senso come ne1 cap. II ,  cioè con riguardo alle modi- 
ficazioni ch'esso subisce ne1 caso in cui n - 4 non supera un certo limite. 

15. È importante che la formola data superiormente per p pu6 giB 
servire come definizione del ge n e r e ,  cioé di un numero caratteristico, ch; 
debba mantenersi invariato nelle trasformazioni uaivoche, se si calcola la 
postulazione R sema  riguardo alla grandezza di 12-4, cioè, se per R si 
adoperano assolutamente le formole generali, che, secondo il cap. II, valgono 
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per n abbastanza grande. Quest'osservazione & stata fatta da1 sig. CAYLEY (*); 
e il sig. ZEUTHEN, in un bel lavoro sulla trasformazione delle superficie (**) 
ha, sotto ipotesi assai generali e per via puramente geometrica, dimostrata 
l'invariabilith, nelle trasformazioni univoche, del numero cosi definito. Per 
p> 0 le due definizioni conducono al10 stesso numero; ma, mentre verbi- 
grazia pei coni la definizione del n." 14 dti sempre p = O, invece la seconda 
definizione somministra un numero che b uguale ûl genere, preso negati- 
vamente, di una sezione piana del cono. In seguito io mi servird dell'ultima 
definizione, che b più espressiva. 

IV. Applicazione alle trasformazioni nnivoche (birazionali) nello spazio. 

16. Corne complemento alle.ricerche recentemente fatte dai sig.' CAYLEY 
e CREMONA e da me sulle trasformazioni birazionali nello spazio (***) espoilrd 
qui un sistema di formole, alle quali devono soddisfare i nurneri relativi alle 
superficie trasformanti, e le quali si deducono dalle considerazioni svolte 
nei capitoli 1, II, III. 

Affinché un sistema di superficie 9 d'ordine n,  le quali debbano corri- 
spondere univocamente (eindeutig) ai piani del10 spazio X, possano formare 
u n  sistema trasformarte nello spazio Y (un s i s t e m a  om a lo i  d ico ,  secondo 
l'espressione del sig. CREMONA), debbono esse 9 soddisfare a più condizioni: 

a) le 9 devono possedere tanti elementi comuni (curve e punti fonda- 
mentali) quanti occorrono perché esse formino una serie triplamente infinita; 

b) tre superficie qualsivogliano della serie devono in generale segarsi 
in un solo punto variabile; 

c) le 9 sono di genere p= O, conformemente alla definizione del n." 15. 
Le formole per le prime due condizioni sono già state date (1. c.)  da1 

sig. CAYLEY, sebbene in una forma un PO'-meno generale di quella che qui 
si verra proponendo. Le formole risultanti dalle tre condizioni costituiscono 
un sistema chiuso, che è l'analogo di quel10 che il sig. CREMOKA ha sta- 
bilito per le trasformazioni piane. 

(*) Math. Annalen, t. 3, pag. 526. 
(**) Math. Annalen, t. 4, pag. 42 [III]. 
(+*a) Veggasi la  già citata Memoria d i  CAYLEY, e inoltre i lavori pubhlicati contempo- 

raneamente da CREMONA e da me, il primo nelle Gotting. Nachrichten 1871, n.O 5, il mio 
nei Math. Annalen t. 3; corne pure le ricerche ancor più generali di CREMONA nei Rendi- 
conti dell'Istituto Lombardo, 4 maggio e 1 giugno 1871, e ne1 presente fascicolo degli 
Annali di Matematica. 
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In cid che segue, io non tratterd che un caso generale. Le modificazioni 
delle formole nei casi speciali si dovraniio dedurre per la via indicata su- 
periormente. 

17. Le superficie 9 d'ordine n abbiano in cornune le curve fondamentali 
i-ple Ci d'ordine mi e di rango ri; ilna curva Ci abbia k,, punti doppi ef- 
fettivi, e incontri in altri kif  punti una curva Ci (izj) .  Oltraccid, le  9 
abbiano ancora i punti fondamentali 1-pli Pz, pei quali una curra Ci passi 
con ji, rami. Qui perd io mppongo che il cono osculatore in un cosi fatto 
punto Pz non sia fisso, nè tutto nB in parte, per tutte le $. Da ultimo le  p 
abbiano ancora dei punti di contatto dell'ordine o - 1. 

La condizione b) ne1 n." 1 6  dB, giusta il cap. 1, la seguente equaz ione  
d ' equ iva l enza  : 

La prima somma doppia dev'essere estesa a tutt 'i  pnnti d' intersezione 
ij 

delle curre fondamentali prese a due a due, eccettuati quelli che cadono 
nei Pt, e a tut t ' i  punti doppi effettivi di ciascuna curva Ci. La seconda 
somma doppia dev' essere estesa dapprima a tutt' i rami delle curve Ci 

d 
passanti per un punto Pl ,  indi a tutt ' i  diversi punti Pz. 

In grazie del cap. II, la condizione a) dB la seguente e q u a z i o n e  d i  
pos tu laz ion  e : 

e finalmente, pel cap. III, n.O 15, la condizione c) da l 'equazione de l  
g e n e r e :  

p (n- l><n-2) (n-3)=Z$i( i -  1 ) 1 ( 3 n - 2 i - 5 ) m i - t ( 2 i - l ) r i f -  
I 
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Da queste tre equazioni, con facile combinazione, si ricavano le  seguenti: 

Affine di completare questo sistema di formole per le trasformazioni razionali 
nello spazio, si designino le analoghe quantith relative al10 spazio X, colle 
stesse notazioni, corne per 10 spazio Y, ma coll'aggiunta di un accento. 
Allora per gli ordini n, nf delle superficie trasformanti $, SI degli spazi Y, 
X ïisp., si ha : 

nr=n2- v i a m i ,  n = d l - l i 2 n z ( ,  
L 

o a cagione dell'uguaglianza del genere delle sezioni piane delle superficie 
trasformanti nei due spazi, 

doncle 

18. Le due equazioni (4) e (5) si possono interpretare geometricamente, 
La (4) dice che la J a c o b i a n a  delle 9, superficie d'ordine 4n-4: dotata 
di un punto (4 1 - 2) plo Pz e di una curva (4i - I)pla Ci, é completamente 
determinata da queste condizioni; essa (4) b adunque l'equazione di postula- 
zione per la Jacobiana delle g .  E merita d'essere notato che, in questo caso, 
le espressioni date ne1 cap. II pel postulante possono essere adoperate senza 
modificazioni, sebbene la Jacobiana in generale contenga delle parti multiple 
(coincidenti), qiiali sono le superficie che corrispondono ai punti fondamen- 
tali di X. 

Invece della (5), considero l'equazione che col mezzo della 

nI=nz-I;i2rn, 
i 
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Nota alla Memoria del sig. Beltrami, 

a Sugli spazii di curvatura costante 

(del  prof. L. SCHLAEFLI; a Berna). 

N e 1  torno 2.0 della Serie seconda di questi Annali (pag. 232) il sig. BEL- 
TRAMI ha dimostrato, che nell'espressione dell'elemento h e a r e  di un0 spazio 
ad n dimensioni di curvatura costante, si ponno scegliere le n variabili 
indipendenti in modo che ogni linea geodetica dentro il detto spaz io  sia 
rappresentata da n - l equazioni lineari fra le variabili indipendenti. E fu 
la lettura di questa interessante Memoria che m'indusse a propormi il pro- 
blema inverso che segue : 

Trovare la definizione di uno s p a z i o ,  Ie cui linee geodetiche sono rap- 
presentate ciascuna da un sistema d.i n - l equazioni lineari, essendo n il 
numero delle variabili indipendenti nello s p a z i o. 

Dinotando con ds l'elemento lineare e con t,, t,, ... t,, le variabili indi- 
pendenti, 10 s p a z i  O cercato sia definito dall'espressione 

!.t 

dove i coéfficienti A sono da determinarsi in funzione delle variabili indi- 
pendenti t, , t,,. . . t,. Quale funzione omogenea, intera, di secondo grado 
degli elementi variabili d t, , d t, , . . . , rigiiardati come indipendenti dalle t,, 
t,, . . . t ,  che entrano nella formazione dei coefficienti A ,  questa espressione 

, s i  dinoti con S, ed assumendo 6 come segno di differenziazione gcr questo 
aspetto improprio, si abbia 

SS=2L16dt, +-**+2Ln5dt,+S,6f,t-.*.*+S,St,.  

Per la linea geodetica si hanno, come é noto, le  condizioni 

L,. SI. d .  -='- 
d s  ' d s  (h=l ,  2 ,  ... n), 
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contano soltanto per n- 1 condizioni. bfettendo in evidenza i differenziali 
di second' ordine, esse diventano : 

m=nlm m-n l m  d 2 s  
~ A d 2 t . + ~ d A - d t n , - + S 2 = L 2 . ,  ( A d ,  2 ,... T L ) .  

nt-1 nt= 1 

d2s 
11 loro sistema consta in ta1 modo di n rapporti uguali,  de' quali - b il 

d s 
valore comune da eliminarsi; e poichè 6 lecito suppor nul10 uno dei diffe- 
renziali di second'ordine, la condizione del problema pu6 venire espressa 
da1 sistema d2 t, =O, de t, = 0,.  .. de t, = 0, al quale deve equivalere quel10 
degli 12 rapporti uguali anzidetti. Per conservare la simmetria giova con- 
servare ne1 calcolo il valore comune degli n rapporti, ed a m i  rappreseil- 
tarlo con (*) 

1 4 11 

p d t ,  + p d t , t * * .  + p d t n 7  

dove le p dinotano n funzioni incognite, da  determinarsi insieine colle altre 
i n  (12 f 4 )  incognite A. 

Cosi la prima condizione, per es., prende la forma 

e ne segue la 
ip li; )/A I p  X 4) p 

A,+ - l u - A , = A p + A p ,  (4 
dove &, ,u possono essere fra loro uguali O diversi. (L'indice inferiore, peï 

(*) P e r  giustificare questo passo osservo quanto segue. Dinotati  che siano ç l i  n rapporti  
M ,  Jf, con - 7  - > . . .  7 se  i n  un  punto P del10 spazio e per un  singoIo gruppo d i  rapporti  dei 
LI La - 

differenziali d t l ,  d l g , .  . . svanissero tut te  le Li, .Lqi.. . L., anche il  determinante dei coef- 
ficienti A svanirebbe, ed il punto P sarebbe singolare, perché intorno ad esso Io spazio 
non avrebbe a l  più che n-1 dimensioni. Riget tato dunque u n  ta1 cas?, ogni gruppo 
(d t4 : d t 2 :  . . : dt,) clie faccia svanire Li fa svanire anche Mi, epperb Mi é divisible per Li 
ed il quoziente è lineare ed amogeneo rispetto ai  differenziali. 
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es. a,  dinota una prima derivazione rispetto a t,.) Permutando gli indics 
1 e 2 ,  si lia 

i p  Il tp I p I  1lp . 
hi f Ap-AI!=Ap + A p ;  

Iaonde, sommando le due equazioni e dividendo il risultato per 2, si ottiene: 

Scrivendo poi m, 1 invece di 1, (r, si ha 

Im Lm1 t m l  117n 

A,=Ap+$Ap+#Ap.  
lm )nt 

Dinotando con a quel primo minore del determinante D=IAl (*), il quale 
am i m 

corrisponde all'elemento A,  moltiplicando la precedente equazione per a e 
sommando per rn = l ,  2 , .  . . n, si ottiene la 

Pm 
D ' a h  parte, se p é diverso da 2, la moltiplicazione per a, seguita dalla 
somma per m,  dii 

La (1) sommata per h = l ,  2, ... n da 

l m  l m  Lmim 1 

cioè 2 A a, -t- 2 a A, = (n + 1) Dp, e sottraendone la (1), 
191 m 

lm lm 4 41 Amm 
Z ~ a ~ = n D p - $ A z a p ,  se  non A 2 5 1 ,  
m m 

(*) Secondo la segnatura introdottà da1 sig. KBONECBER. 
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Permutando nella (2) gli indici diseguali A, p,  essa, mediante la 

si cambia nelle 
- pmim I p  Xmm 
ZA a , = - 4 ~ X a p  (se h & diverso da 1 e da p), 

se non 6 p=1. 

Xr Fr 
Moltiplicando la (3) per a ,  la (4) per n, sommando i prodotti per p = I ,  2,. .. n 
[compresovi p=il in virtù della (3)] e dividendo per D, si ottengono, a 
seconda dei diversi casi, le seguenti equazioni differenziali : 

I l  11 i l m  m 
a l = n a p - $ S a p ,  se non é h = l ,  

m 

X P Xr 1 
al=nap,  se nè h nB r é =1. 

n -- 
7 K 4  Merct? l'equazione (a) queste ultime equazioni, moltiplicate per D , di- 

ventano : 

Dopo aver permutati gli indici 1, a nella ( c ) ,  i l  confronto colla ( b )  som- 
ministra la 

'n 
- - L I  -2 19 

n s i  Dalla (d) si conclnde che D "+'a 15 funzione della d a  t,, e che D a 
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non dipende che dalle due t , ,  6,. Oltre a cid la (e), differenziata ïispetto a 
t,, c'insegna che 

epperd anche 

se non é h=p. Tutte queste derivate seconde hanno quindi un valore co- 
mune, sia 2a, il quale, per quauto si 6 detto dianzi, non pi16 essere altro 
che una costante. 

Integrando le due equazioni di second'ordine 

si abbia 

dove per FI, p,, y,,, y,, s'intendono costanti arbitrarie. Dalle (e) poi si 
ricava la 

colla nuova costante arbitraria yie. Le altre quantita a si deducono da queste 
applicando i relativi indici, e si avranno cosi in tutto +n(n+ 3) costanti 

tante quante sono le funzioni incognite, ciob le pl, p,,. .. p, e le A,  A ,... 
Il numero perd delle equazioni originarie (A) sembra a prima giunta essere 
+n2(n + 4); quindi bisognerh ancora verificare le ( A ) ,  tostochi: si siano 

ly. 
trovati i valori dei coefficienti A ,  per escludere qualunque dubbio che il 
problema sia più che determinato. 
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Ora formiamo il determinante simmetrico 

facendo uso delle cosidette ombre  del sig. SYLVESTER, attribuiamo le ombre 
superioïi alle linee, le inferiori alle colonne del10 schema di A,  dinotandole 
in entrambe le sirie con r 0 4 2;. .n e mettendo le due righo d i  ombre ha 

le parentesi ( ), cosicchb per es. (:OP) significherà il determinante 

e si avrà quindi 

Il determinante formato da tutte le  espressioni simili a quella del primo 
membro della presente equazionc ha per valore 

mentre le espressioni simili a quella del secondo membro clanno origine ad 
* O n-1 

un altro determinante avente per valore (- 1)' (* A =-A. Da1 para- 

gone consegue la 
I -- 

D I l + l  =-a, (f j  
e quindi la 

Con tutte le espressioni simili a quelle clle costituiscono i due membri di 
quest'equazione, si formino di nuovo due determiiianti, e di ciascun d'essi 
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si prenda quel minore che corrisponde all'elemento d'indice A,  p. Il deter- 
minante formato colle espressioni simili a quella del primo membro avrh 
per valore 

(: ;)"";]=(-i,n["' P 

dove per [:]s' intende quel minore del determinante A,  che corrisponde 

all'elemento y , ~ ;  ed il determinante formato coi secondi membri arr& il 
valore 

n n-1 ri 2 'p ) ,U [ ( -q" i~ ]  D - A = ( - I ) ~ - ' A ' A .  

Eguagliando i due valori, si trova 

).P 
Quest'espressione di A é certamente una conseguenza necessaria delle cou- 
dizioui (-4); ma, corne g is  avvertimmo, bisogna vedere s'essa le verifichi 
tutte. 

Sn virtù della ( f ) ,  la (a) assume la forma 

e la (y), differenziata rispetto a t,, dB 

donde, avendo riguardo alle 

d'accord0 colla forma originaria ( A )  di tutte le  condizioni. II problema 
dunque è possibile, la (g) ne rappresenta la sola soluzione generale, e ln 
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formola definitrice del10 spaz i  O considerato, stante la forma (9) dei coef- 

cienti A,  si pud scrivere cosi: 

Siccome la forma lineare delle equazioni ù'una linea geodetica non viene 
alterata da una trasformazione lineare delle variabili indipendenti, potremo 
disporre degli na rapporti di costanti, contenuti nella trasformazione, i n  
guisa da fare svanire nello schema del A tutti gli +n(n f.1) elementi co- 
stanti n o n - p r i n c i p a l i  e da portare la nuova origine in  un punto antici- 
patamente fissato. Ma poiclié +n (n- l )  delle +n(n + 3) equazioni di con- 
dizione sono di secondo grado, non b forse fuor di luogo dimostrare che 
ta1 risultato si pub ottenere con una trasformazione r e a l e ,  purché siano 
reali anche le +(n+ I )  (n + 2) costanti date a ,  fi, y e 1' intorno del punto 
prescelto per nuova origine. 

Si concepisca 10 schema del determinante A corne rappresentativo di uila 
sostituzione, e questa s' immagini preceduta dalla sostituzione 

a ~ e n t e  I per modulo, e seguita dalla sostituzione proveniente da1 volgere 
Annali di  Maternatica, tom0 V. 24 
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questo schema intorno alla sua diagonale principale, ecl ora pongasi 

i p  ,u.X 

sarA c = c, ed il determinante della sostituzione composta non cambierA, nè 
di valore, giacchk le sostituzioni prima ed ultima hanno 1 per modulo, né 

X X ),u 

di forma, poiclih basta scrivere u ,  b ,  c rispettivamente al posto di t,, ,BI., 
y+. Questa trasformazione, sebbene non sin la più generale, basta perd pel 
proposto problema, il quale per 1 2 = 2  é 10 stesso che, dato un piano reale 
ed una superficie reale di secondo grado, assegnare alla sezione una coppia 
di diametri conjugati. Giova risolverlo parzialmente e per gradi, ailzichè 
tutto ad un tratto. 

1.' È facile trovare n (n + 1) olernenti reali (:) tnli, ehe nella nuovs 
1 2  ?a 

origine svaniscano u ,  u , .  . . u ,  e che svaniscano del pari tutte le  b ,  mentre 
17  72 

j ) = 1. Gli n+l elementi (O), (:),. . . (n) di una stessa linea Iiauno 
12 ... n, 

A A 

soltanto da soddisfare alle due condizioni lineari ed omogenee u=O, b=O, 
e soddisfatte tutte queste 2n condizioni con n(n + 1) elementi, se risulti 
M come modiilo della sostituzione, basterCl dividere una linea per M,  per 
ridurre il modulo a l  valore prescritto 1. Consideriamo oïa questo stato di 
cose, come se fosse l'originario; per mantencrlo fermo basterà siipporre nulli 

gl i  elernenti (O), (E) ,... (O). Cosi l'origine rirnarrà la stessa, e le FI, a ,,... 
F, saranno annullate. 

12 13  l w  
2.O Per annuIlare tutte le c ,  c ,... c ,  formisi la linea 

. . 
con elementi reali scelti ad arbitrio, ma non tutti uguali a zéro. In  ta1 modo 

4 1  1 

le  h,, h,,.. . h, Yengono tut te  determinate in modo reale, e ciascüna delle 
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n-1 liaee rirnanenti avrà da soddisfare ad una sola condizione lineare ed 
omogenea, il che si  pu6  far in modo reale. Questo stato di cose si supponga 
gih realizzato nello schema originario di A;  affinch6 esso si mantenga ferma 
in tutte le susseguenti trasformazioni, bastesli, supporre nulli gli elementi 

23  rrr 212 
3 . O  Si progredisca ora a far svanire c ;  c, .  .. c. Prendasi per esempio 

duaque si potranno assegnare il-2 linee reali, in modo da far risultare 
4r 
c=O. Supponendo nulli fin cial principio gli elcmenti 

. . (2)' (i) ,... (i), le quantità analoghe a y,,, y,& ,... y2. s i  conserveranno 

nulle anche dopo. Cosi proseguendo, è chiaro che finalmente tutte le costanti 
n o n - p r i n c i p  a l i  saranno scomparse dallo schema del A ,  mentre la  nuova . 
origine avrà la  posizione prescelta. 

Dunque, s e m a  punto clerogare alla generalità del10 s p a z io  considerato , 
possiamo porre 

.- 
1 El t.; 
-$. '+A+ ... t', 

O 44, . t ? - .  t ,  - - ~ ~ i ~ ~ ~ ~ . ~ . ~ / n c (  ., 
5: - f i l  12-3 +r). i 

I . c x . 0  . O . . . O  

2- ( t ,  d t,, - t,. d t;)?. d s  - &-+ &.- 
A" i n  " Y naln X,  p ~'LA Y,,.,,. 

Prima di passare ad ulteriori semplificazioni di questa formola dcfiaitrice, 
conviene ricercare le condizioni della sua realità nell'intorno dell'origine 
( t ,  = O ,  t,= O ,.'.. t, = O). Per brevità pongasi 
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d 
epperd nell'origine d s' - ---. La realth dunque dell'intorno di questo - h, 
punto richiede che tutte le costanti yil ,  y s z ,  ... Y n n  ~ i a n o  positive O nega- 
tive, secondoché il loro prodotto C b positivo O negativo. Se n B pari, ne 
consegue, che tutte le y,, , y,,,.. . y n n  devon0 essere positive; se n k im- 
pari, O tutte sono positive, O tutte sono negative. Ma nell' ultimo caso 
l'espressione per dsa rimane la stessa se alle a, y,,, .... y,, si sostituiscano 
le - a, - " J ~  ,... -y,,,,: possiamo quindi supporre positive le y,,, y ,,,... 

t 4 ynn, e possiamo anche scrivere semplicemente t,, t,,. . . t ,  invece di - 7 

VYH 

4 - - 3 O . .  -!L (poiché tale sostituzione b reale). Inoltre, essendo C positive, 
VYB Vrnn q 

1 anche la c determinata da C=- B reale, epperd si ha 
c2 

il ;P c" tl tp 
donde A = ~ ( T - U P ~ ) ,  A=-- Ti! Dinotando il minore principaIe 

11 82 nzm X~ 

: + A A .  ..-A del determinante IAl con M,, si ha 

Supposte sempre reali le coordinate t,, t,, ... t,, da cib si vede che Io 
s p a z i o  in considerazione continua ad essere reale fino a tanto che T ri- 
manga positivo. Imperocchè le diseguaglianze Ml > 0, M, > O,. . . Mn > O 
sono le  condizioni necessarie e sufficienti perche d sp rimanga positivo, 
cornunque variino i rapporti dei differenziali d t,, dt,, . .. dt,. Ne consegue 
che, se a & nul10 O positivo, le t,, t,, ... t, non hanno limiii; mentre che, 
se a è negativo, esse non possono variare che entro il campo limitato dalla 

1 condizione tf + ti + + te, < - - Quindi tre casi sono da distinguersi, 
O! 

secondochb la costante a é nulla, positiva, O negativa. 
1 .O a = O. Scrivendo t, invece di  e t , ,  si ha 

d s k d t ~ + d t p + ~ * * + d t e , ,  
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epperd m a  completa analogia coi casi del piano e dello spazio. 
C 

2 . O  a > O. Compendiando - t,,, in a ,  t,, si ha ri.' 

Questa formola definitrice pud essere rappresentata dalla 

ds+d.xY + d x ~ + d x ~ - I -  d - a d x ' p , ,  

a t t , b 

ponendo x=-, x,=a',.*. t t 
x, =a -- donde consegue anche la t 

Dentro la to ta l i t i i  re t t i l i i lea  e r e t t a n g o l a r e  dei gruppi di valori delle 
n + 1 coordinate x, x, , . .. x,, , Io spazio del secondo caso pud quindi esser 
considerato come il luogo rappresentato dall'equazione 

xX+x;+-x~+*=.+x2,,=aP, 

cioé, per cosi dire, come una (n + 1)-sfe sa  di raggio a,  se fosse lecito 
chiamare d i s  fera una circonferenza, e t r i  s fer  a una sfera. 

C - 
3 . O  a c O. Compendiando - \I- a t, in a,  t,  abbiamo 

V- 
T = 1 - ( t ;  + ti + + t2,) (pongasi - 17, 

a9 ds"-(dt2+dtS+ dt i+*.*+dtB,) ,  
t" 

e questa é l'espressione definitrice, donde parte la Memoria del sig. BELTRAMI. 
In tutti e tre i casi la riduzione testé eseguita sulla espressione del qua- 

drato dell'elemento lineare ha per conseguenza, che la detta espressione 
assume nella prescelta origine (avente reale il suo intorno) la stessa forma 

d $ e = - a 2 ( d t ; + d t ; +  *..+clt2,). 
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Per qiiesta ragione le anzidette tre formole ridotte ponno chiamarsi e s p  r e s -  
s i o n i  o r t o g o n a l i ,  purchb, salvo per il primo caso, la nozione della orto- 
gonalità si ristringa ad un solo punto, cioè alla origine. Come una espres- 
sione ortogonale si trasformi in  un'altra simile, sia conservando, sis  cam- 
biando 1' origine, B già stato esposto con tutta generalità da1 sig. BELTRAMI 
nella Memoria citata, ed b in ta1 modo che si  deve completare l a  trasfoy- 
mazione qui adoperata per costituire una trasformazione o m o  g r a f i c  a ne1 
senso generale. 

Mi restano da fare alcune altre considerazioni che ora passo ad esporre. 
Lo s p a z i o  (O come, a parer mio, si  potrebbe anche dire, il r e t i c o l o  od 

il t e s s u t o )  deîinito dalla espressione G a u s s i a n a  ds" (dt , ,  d t,,. .. cl t,)2, 
ilella quale i coefficienti sono funzioni delle t,, t,, .. . t,, richiede general- 
mente, per assegnarvi una p o s i z i o n e ,  una v a r i e t à  di +n(n + 1) dimen- 
sioni, dove il quadrato de117elemento lineare sia rappresentabile dalla somma 
dei quadrati delle differenziali delle coordinate. Imperocch& per soddisfare 
ad un sistema di $n(n+l)  equazioni a derivate parziali, occorrono, in 
generale, altrettante funzioni disporiibili. Ma ne1 secondo caso qui sopra 
considerato almeno, basta u n  l u o g o  di secondo grado 

nella v a r i  e t &  di n -I- 1 dimensioni. E siccome le  linee geodeticlie sono vin- 
colate alla tessitura cli ta1 luogo, cosi si pud ricercarle in  questo. Seguendo 
ta1 via, da1 sistema dei rapporti uguali 

ei desume qua1 sistema integrale un sistema di n-1 equazioni lineari ed 
omogenee da aggiungersi alla equazione di secondo grado. Il sistema delle 
equazioni lineari individus un piano (luogo di i0 ordine) passante per la 
origine O, centro della (n + 1 ) - s f e r a ,  la quale viene segata da1 piano in 
uua ~ i~confe renza .  Quindi la linea geodetica & u n  cerchio massimo della 
(1% + 1)-sfera. Sia P (coordinate x ,  x, , . . . x,) u n  punto qualunque del cer- 
chio; le coordinate di un punto mobile della retta O P  saranno Xx, Ax,, ... 
Xz,. Questa retta incontra il l u o g o  lineare x=a [tangente alla (n t 4)- 
s f e r  a ne1 punto A avente per coordinate a ,  0 ,  0 ,  .. . O] ne1 punto Q,  il 

X (2 

quale ha  le coordinate a ,  a,L. a -  
e percorre la  retta comune al 
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luogo tangente ed al piano del cerchio, mentre il punto P clescrive la  geo- 
detica. Denotando le coordinate di Q con a, a t, ,  at2 ,... a t,, e la lunghezza 
della retta 0Q con a t ,  si avrà. 

cd inolti e x, = t, x ,  Y, = t , , ~ , .  . . x, = t, x,  donde x2 t 2  = a', epperd 

che & appui~to  la sostituzione adoperata ne1 caso secondo di sopra. 
Peï t ï o ~ a r e  la lunghezza di un arco geodetico .si pu6 procedere corne 

segue. Siano Pl, P, i due punt'i estremi dell'arco, ai quali, ne1 luogo tan- 
gente, corrispondano i punti Q,, Q,, aventi per coordinate a x ( 1 ,  b, ,  b ,,... b,), 
C L X ( I ,  c l ,  c 2 , . . .  c,), e siano a b ,  ac le  lunghezze delle rette OQ,, O S , ,  
cosi che 

b2=1+2b2 , ,  c 2 = 1  +Zc2 ,,L, (vz=-l, 2 ,... 9%). 
Ci6 posto se III é un punto della retta Q, Q, individuato dal rapport0 

4=-- M Q ~  , le  sue  eoordinate sono 
JIQ, 

e Q,Q, ha per projezioni le a x  (O, b, -c,, . . . b,, -c,,). Affinché l 'angolo 
OMQ, divenga retto, bisogna che sia 2 (b, - cm) (b,, - tc,) = O, il che, 
ponendo 

f==1  + r , h & m ,  
porge la 

Y f -77:  
w- 
%-7. 

c - - f  

Inoltre, ponendo 

La retta O&! seghi la linea geodetica ne1 punto L,  e da  L fino ai punti 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



193 S ch 1 a e f 1 i : Sugli spazî di curvatura costante. 

Pl, P, si contino gli archi a P ,  a y; e sarh 

donde si ricava 

arco geodetico Pl P,  = n (y - P). 

Se si comincia una volta da1 muover dubbio contro le ordinarie nozioni 
del10 spazio, in quanto esso, insieme col tempo, B parte essenziale della 
serie dei fenomeni attuali, non capisco, perché si debba arrestarsi all'ipotesi 
che una porzione del10 spazio, mediante un trasporto, sia suscettibile della 
congruenza con un'altra porzione dello stesso spazio. La forma di  un corpo 
solido é il risultato istantaneo delle forze e delle velocits relative onde le 
sue molecole sono animate; e gli errori inerenti alla ipotesi che un ta1 
corpo, dopo avvenuto un trasporto rispetto ad altri corpi che riputiamo in 
riposo, abbia serbato la sua forma, non sono in estremo grado minori di 
quelli inerenti alla presente astronomia pratica in connessione colle nozioni 
geometriche, anzi possono risguardarsi dello stess'ordine di piccolezza. E 
di quest'ordine, od almeno di un ordine comparabile con esso, sarebbe, 
parmi, anche la curvatura dcllo spazio, s' esso avesse, giusta la presunzione 
che il celeberrirno RIEMANN sembra far tralucere (*), una tessitura di cur- 

1 1 vatura costante - ovvero --a a"- l i a  poichb una porzione infinitesima d'ogni a2 e 

tessuto a tre dimensioni intorno ad un punto preso ad arbitrio s'avvicina 
sotto tutti i rapporti al10 spazio geometrico con un errore relativo anche 
infinitesirno, non vi sarebbe bisogno d'una curvatura costante talmente pic- 
cola da farne scendere una parte degli errori dell'astronomia moderna; anche 
un tessuto qualunque a grandissima unit& lineare farebbe all'uopo, e nella 
sua formola definitrice i sei coefficienti potrebbero essere funzioni si del 

(*) Sur les hypothèses qui servent de fondament à ta Géomdtrie (tomo 3O di questi 
Annali). 
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tempo d i e  delle tre coordinate. Riflettendo poi che 10 spazio della meccanica 
non é uno spazio assoluto, tale ciob che possa dirsi in  riposo piuttosto che 
in istato di moto uniforme e rettilineo, si comprende che una nuova defi- 
nizione del10 spazio deve accommodarsi anzitiitto a questa relativita fisica; 
ma allora chi ci dirh, che cosa dovremo sostituire alle espressioni della - 

a9x mm' forma - 3 xf - x, - 3 quando avrerno delle coordinate molto più acci- a t" va 
dentali di quelle del10 spazio finora riputato il vero? Se, per es., l a  cur- 
vatura non fosse nulla, ma costante, e se per r s' intende la distanza 

in rn' geodetica di due moleeole, dovremo , nella correzione della formola -Fp , 
v r sostituire alla r primitiva 2asen-  O 2asenh-,  a seconda della qualit& 
2a 2 a  

positiva O negativa della ciirvatura, ovvero la distanza geodetica stessa? 
Se le espressioni intere e lineari e la  ( X ' - X ) ~  + (yr- y)$ + (2'- z ) ~  non 
costituissero il  primo fondamento del complesso dei fenomeni, i geometri 
greci e GALILEO avrebbero ingannato il genere umano in ta1 grado da non 
potere, per molti secoli, riparaye a l  danno. Non credo che le nozioni mate- 
matiche primordiali inventate da1 genere umano, giunto a maturità e illu- 
minato dall'esperienza, siano totalmente disverse da quelle che presiedono 
a tutto il resto dei fenomeni. 

Berna, agosto 1871. 

CORREZIONI AL FASCICOLO PRECEDENTE. 

Pag. 134, ultima linea del testo, leggi: <r d'ordine p-i n 
w 135, linea 8 salendo, Ieggi: a in alcun punto (non fisso) s 

137, w 8 discendendo. leggi; .: . . . curve S (in punti non fissi) B 
a 167, s 2 salendo, leggi: u Ni = [n - ip] + . . . B 
a 169, r> 2 e 11 discendendo, leggi: n." 7 * 

170, 1 della nota, leggi : u B offerta dalla teoria m 
n 172, w 4 discendendo, le@: .: ancora essere aumentata di P 

175, 8 6 discendendo, leggi: c< (izj) w 

s 176. a 4 discendendo, leggi: *-$ 4 i ( 4 i - l ) ( l 2 l . . . a .  

Annnli di Natemntéca, tom0 V. 
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Osservazione sulla precedente Memoria 
del . sig.' prof. Schlafli 

(de l  prof. EU~ENIO BELTRAMI, a Bologna). 

I I  risultato finale eui giunge il sig. SCHLAEFLI nella precedente sua Xe- 
moria é che iI più generale spazio ad n dimensioni, pel quale si verifica 
la proprietb che ciascuna linea geodetica è rappresentata da1 complesso di 
n - 1 equazioni lineari, si ottiene semplicemente operando una trasforma- 
zione omografica su  que110 spazio c h ' i ~  avevo giA considerato nella Ne- 
moria inserita in questi Annali, alla p. 232 del t. 2.O, serie ILa, e per il 
quale io avevo dimostrato a posteriori l'esistenza di tale proprieth. 

È: agevole concepire che l'effetto d ' m a  trasformazione omografica ~ t a  
tutto in cid, che al posto della funzione 

- x;! - xi-. . . - x2n 

(designata nella n i a  Memoria con x2), la quale eguagliata a zero definisce 
10 spazio limite (ibid. p. 235), sottentra una funzione quadratica qualunque 
3 ,  che per maggior comodo suppongo resa omogenea coll'introduzione di 
una nuova variabile x,, e che design0 con 1 

dove r, s sono due indici, ciascuno dei quali pud prendere tutti i valori 
0 ,  3 , 2 , .  . . n. L'equazione q,, = O rappresenta d o r a  , per 10 spazio ad 11 

dimensioni, ci6 che corrisponde alla quadrica assoluta del sig. CAYLEY,  e 
la formola metrica fondamentale per gli spazii di curvatura costante, che 
è la (8) della citata mia Memoria (p. 235), diventa in corrispoudenza 

dove (xy) designa la distanna dei due punti (x,, x ,,... x,,) ed (yo, y ,,.,. y,,\, 
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mentre q,, indica la funzione bilineare formata colle due serie di variabili 
x ed y. (Eeguo, per la segnatura delle funzioni quadratiche e delle bilineari 
correlative, la regola gi& tenuta da1 sig. KLEIN nella sua interessante Me- 
moria sulla geometria non euclidea, Mathem. Annalen, t. IV, pag. 587). 
L'equazione precedente dB 

Quando il punto y è infinitamente vicino al punto x, Io che si esprime 
sommariamente scrivendo y= x + d x ,  si ha 

epperd, scrivendo d s  in  luogo di (q), si ha 

Tale é dunque la formola che porge 1' espressione dell' elemento lineare 
dello spazio considerato da1 sig. SCHLAEPLI, e che tien luogo, in seguito 
alla trasformazione omografica, di quella dalla quale io sono partit0 nella 
mia Memoria e che si trova alla p. 231, sub (1). 

L'espressione trovata da1 sig. SCHLAEFLI per l'elemento lineare dello stesso 
spazio é assai diversa dalla precedente, nella sua forma esterna. Mi pro- 
pongo quindi di mostrare brevemente cionde proceda tale differenza, e corne 
essa non sia che apparente. 

Si  formi la funzione reciproca della $,, e, indicate con t,, E ,  , . . . E, le 
variabili reciproche, sia dessa 

cptst = xars4r48f  
dove 
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Colla segnatura 11 11 indico (seguendo un uso gis  introdotto da1 sig. Kilo-. 
NECKER) il determinante formato cogli (n + 1)' coefficienti a,, oppure a,.,. 
Le variabili reciproche x e $ sono fra loro collegate dalle relazioni 

* 

dalle quali risulta 

dove le ii sono variabili rec,iproche alle y ,  come le E 10 sono alle x. Da 

Infatti gli elementi della prima colonns del determina~te si ottengono mol- 
tiplicando ordinatamente quelli della 3", 4", ... (n -t- 3)" colonna per $,, 
t,,... 4 ,  e sommando; e per conseguenza il determinante 8 identicamente 
nullo. Si pud, adoperando nna segnatura di facile interpretazione, rappre- 
sentare più brevemente questa identitLt ne1 modo che segue: 

lnsieme con questa s i  hanno le identità ben note 
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dalle quali si trae 

Ors i coefficieiiti dei due primi elemeiiti della prima colonna, ne110 sviluppo 
del determinante (a), sono nulli in virtù delle identith ( h ) ,  talchb all'identitü 
(a) si pub sostituire la seguente 

e questa equivale alla sua volta, in forza deIle formole (c), alla seguente 

Facendo y = x + d x  in quest'ultima formola, si ottiene : 

È questa apprinto l'espressione data da1 sig. SCHLAEPLI (p. 185) per il 
quadrato dell'elemento lineare (il quale qui si riferisce ad uno spazio pseu- 
dosferico, ma si applicherebbe egualmente ad uno spazio sferico mutando 
Ra in -Ra) .  La sola differenza & che il sig. SCHLAEFLI ha posto X, = 1, 
dx, = O ,  per ridurre il numeïo delle variabili ad n. 

S z z  %y 

a i l -  1 [ = 
%Y 

o o y  

0 0 

! f x a  
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Le due espressioni (II) e (III) sono dunque perfettamente identiche fia 
loro , provenendo entrambe dalla stessa equazione (1) , e non differiscono 
quanto alla forma se non perche la prima contiene i coefficienti n,, della 
quadrica assoluta espressa in coordinate bocali, mentre la seconda contiene 
invece i coefficienti a,, della stessa quadrica espressa in coordinate tan- 
genziali (i quali due punti di vista non presentano, del resto, negli spazii 
di curvatura costante non = 0, alcuna differenza essenziale). 

È: un fatto notabile che la considerazione implicita di queste ultime coor- 
dinate abbia permesso al sig. SCHLAEFLI di pervenire con tanta prontezza 
ed eleganza alla forma (III), superando d'un tratto le difficoltà che avrebbe 
presentate l'applicazione del metodo da me adottato ne1 1866 (Annali di 
Matern., serie la, t. VII, p. 185) per risolvere il problema ne1 cas0 di due 
dimensioni. 
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Sopra un teorema di Jacobi 
recato a forma piu generale 

ed applicato alla funzione cilindrica 

( d e l  prof. L. SCHLAEFLI, a Berna). 

N e l  tom0 1." di  questi Annali (pag. 241) mi dolsi di non aver potuto 
scoprire una prova diretta della eguaglianza 

(;ja; f m e - x ~ a ~ ~  senhm.0.d8= r$(il)/'m é x e ~ i n . e  cosh . aOd0 ;  (a) 

O O 

ora vepgo che ne fornisce il mezzo un teorema di JACOBI (*), presentato 
sotto una forma alquanto più generale. 

Dinotando con cc un esponente la cui parte reale sia compresa fra - 4 
ed 1, mi propongo di trovare il valore dell'integrale 

dove, per fissar le idee, suppongo x reale e più grande di 1. Sastitueudo 
t =x- (x - 1)u, quest' integrale diventa 

m - 1  

O 

e-1 
Sviluppando secondo le potenze ascendenti di -- - y2 e ponendo mente 

x t l  
alla 

(*, Formuln transformationis integralium definitortcm (Giorn. d i  Crelle, t. 15). 
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si ottiene 

Ora si ponga x=cosh.0, e sarb y=tangh 8 
' 2 '  

4 

~ x + l ( l + ~ ) = ~ L ? y  ~F?i(l- y ) = y z . è i ' ,  
epperd 

s= 2" "(a+:)r(l-a)senh,a& 
a r (\) (1) 

Peï applicare questa eguaglianza alla trasformazione dell'integrale 

mettiamo dapprima l'espressione da integrarsi nella forma 

' 3  ( é ~ ~ ~ ~ h . e  CC - X C U S I ~ . O  

a a 0  
senh-nB)+-e a senho8.senh.aû. 

Poichè e 
- s c o s h . 9  senh-a6 svanisce ai due limiti, si ha 

e quindi, rammentando la (1) e ponendo cosh-8 = z 

Y La sostituzione z = t + da 
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quindi 

la quale equazione, col porre t=cosh 8, si cambia in  quella da verificarsi. 
Riguardandone poi ambedue i xnembri corne funzioni dell'esponente a ,  si 
rimuoverh facilmente la restrizione a < 3 ,  e si riconoscerà che la formola 
è valida finché la parte reale di a é più grande di -+. 

Per convincersi della connessione tra la formola (1) ed un teorema di 
JACOBI, si consideri 1' integrale 

dove la variabile t parte da 1 e dopo un giro diretto intorno alla x (reale 
e più grande di i), il quale escluda -1, ritorna al punto di partenza, e 
dove i logaritmi di ta-1 e di t - x, ne1 moment0 in cui i loro numeri 
divengono positivi, sono supposti essere reali. Esso b convergente se  la 
parte reale dell'esponente a sorpassa - +, e ,  considerato quale funzione di 
a ,  è differenziabile nella medesima supposizione, finclib la indipendente a 
resta finita. Se oltre a cib la detta parte reale è più piccola di 1, l'integrale 
A permette alla variabile t l'accesso al punto x, la via d' integrazione pud 
addossarsi alla linea di realith, meno iin piccolissirno giro intorno ad x, al 
quale corrisponde una parte evanescente dell'integrale; e si ha 

Merce la formola ( l ) ,  se ne conclude I'eguaglianza 

(la via della t è un laccio da 1 intorno a cosh 0, escludendo -1). A ca- 
gione della differenziabilitli. rispetto ad a ,  tutti e due i membri della (2) 
continueranno ad essere uguali, quand'anche la parte reale dell'eaponente 
a sorpassi 1. Assumendo poi per esso un numero intero positivo n, l'espres- 
sione da integrarsi, dopo il giro, riprende 10 stesso valore; cosi il punto 1 
cessa di essere necessariamente punto di partenza e di arrivo; epperd la 
via d' integrazione, divenuta, adesso veramente rientrante, pud stringersi 

Annali di Matematica, tom0 V. 26 
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intorno a cosh.0; in questo caso dunque il primo membro della (2) rapprea 

senta il coefficiente di hn-' nello sviluppo della funzione 

[(cos h -0  + h ) ~  4ln-: 

secondo le potenze ascendenti dell'incremento h ,  mentre il secondo membro 
assume la forma 

Diviso per senhZn-' 0, il primo rnembro diventa funzione ad un valore 
rispetto a 0. Se dunque O, uscendo dallo stato positivo, descrive un quarto 
di circonferenza intorno alIo zero con un raggio piii piccolo di n, e cosi tra- 

passa in i$ (9 reale compreso t ra  O e n), il moltiplicatore senhPn-'0 della 
.Sn-l funzione ad un valore si carnbiera in i. senen-' 9, e senh-no  in isen Sn$. 

Ne1 cas0 percid di un esponente n intero poaitivo, l'eguaglianza (2) assume 
la seguente forma, dove si & posto x =cos?: 

la quale è la forma originaria del teorema citato. 

La funzione che somministra la soluzione generale della equazione di 
RICCATI si riscontra pure nella soluzione del problema di KEPLER ed altrove, 
e venne chiamata dai sig.' HEIKE ed HANKEL f u n  z ion  e c i l i n  d r i ca ,  dai 
sig.' NEUMANN e LOMMEL f u n z i o n e  d i  BESSEL.  Nelle Memorie da me cono- 
sciute sopra questa funzione si trova una grande varietà di teoremi inte- 
ressanti, e fui sorpreso particolarmente dalla svoZgibilit& secondo funzioni 
cilindriche, proprieth che il sig. NEUMANN dimostra competere a funziorii di 
carattere assai generale. Quanto alle espressioni integrali della detta fun- 
zione, il sjg. HANKEL ne stabilisce, è vero, talune che valgono in tutti i 
casi, ma le corrispondenti vie d'integrazione sono lacci, ai quali b difficile 
assegnare una forma definita perche risultino integrali a via reale; e la 

S n x c o s e  
ragione n7é ch'egli si giova esclusivamente del tipo e senPa9.d8. Pro- 
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babilmente la espressione integrale, data ne1 tom0 1 . O  di questi Annali 
[pag. 237, (4)], B la piii semplice fra quelle che si mantengono convergenti 
in tut t7i  casi, ed 8,  nello stesso tempo, la più conforme alla definizione data 
da BESSEL. Tuttavia il dedurla dalla considerazione di diverse serie somma- 
torie, come si B.fatto ivi, riesce più laborioso del necessario; inoltre m' era 
restata allora nascosta la vera origine di quella forma bipartita da un solo 
integrale. Percid ritorno ora sull'argomento, affilie di metterlo in più chiara 
luce. 

Sia 

Il denominatore del termine generale ammette l'introduzione del coefficiente 

smnss si ha, dinotando con N un numero positivo destinato a crescere 
indefinitamente 

1 1 dz (laccio da - N  attorno O), 

donde consegue la 

La nota forma della somma c' induce a porre z = 2 x cos h 0, epperd - 
da 2senh.8 -- - 
z 2cosh.8 dû; in ta1 modo si ha 

epperd 

Ad un giro diretto, fatto dalla z=cosh.O intorno a 0, corrisponde, nella 
met& orientale del piano rappresentativo di O ,  un accrescimento di 2in. 

1." Se x è positivo, basta che la 8 parta da N -  verso la regione 
. 7 i  

finita senza toccare il meridiano principale, contenente i punti . e s  
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.7C 
z - , . . (dove z = O ) ,  ed arrivi ne1 punto N +  in dell'orizzonte. (Se l'ar- 
2 

gom en t O della x viene a mutare, conviene, per conservare all' integrale 
il sommo grado di convergenza, che i due suoi limiti si muovano in senso 
opposto lungo l'orizzonte, affinché il prodotto 2xcos h O rimanga negativo). 
Osserviamo ora che, riella regione finita, l'espressione da integrarsi non 
incontra alcun impedimento, ne anche laddove cosh .8 svanisce. Laonde 

cessa adesso la condizione relativa ai punti i X 2 . e  e si pu6 condurre la 

8 per tre linee rette da N- in per - i n  ed i n  sino ad N +  in. Ne risulterà 
1' espressione data ne1 luogo citato. 

2." Se la indipendente x B la tera le ,  avente per es. positivo il fattore 

del simbolo i (che B il cas0 pi6 frequente), la si dinoti con i;, dove x B 

positivo, e si scriva 

(laccio da - N intorno ad O) 

cosi, ponendo z= xsenh - 0  ed osservando la 

(mo d senh * 8 > 1)' si ottiene la 

dove la 8 pub andare Fer tre linee rette da N-in per -in ed i7c a N+in. 
Ponendo O = - i +  tra -in e O ,  8=i9 tra O ed in ,  e cambiando 8 in 
- i%+ 8 tra N- in e - in, in in + 0 tra in e N + in, la formola diventa 

e s'accorda colla definizione data da1 BESSEL, quando il parametro a diventa 
intero e positivo. 

Abbiamo ottenuto la espressione ( b )  sema ricorrere alla equazione diffe- 
renziale della funzione F ( a ,  x" ; potremo anche dedurne le altre espressioni 
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integrali, aenza ajuto della equazione differenziale ovvero delle serie som- 
matorie. Dalla (b) scaturisce la 

1 ~ + i ~ e 2 , m l , . e  x - ~  F (- a, x2) - xa F (a, xe) = senh-aO.c20 (via per -iz, in) 
tir, 

N - i n  

senan N - 2 a ~ ~ s h . 0  =3- - S e  cos h .a0*d0,  giacchè f i "  = 0. 

Quindi per mezzo della ( a ) ,  se la parte reale del parametro sorpassa - +, 
si ottiene la 

Il valore della indipendente si riporti, con un mezzo giro retrogrado, da110 

stato positivo al negativo, ne1 qualc si dinoti con e-'"x, mentre il limite 
superiore dell' integrale progredisca da 8= N a O =  N+in; poscia la via 
della 8 consti di due linee rette, aventi comune il punto in. In ta1 modo 
si avrti la 

efi'"x-""F- a ,  a')- F ( a ,  eP) 

- i r a  i x B e - e  Moltiplicando questa eguaglianza per la precedente per 2isen .  a;;' 2isen .a;  
e facendone la somma, si ha la 

Berna, agosto 1871. 
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Sulle coordinate curvilinee 
d'una superficie e del10 spazio. 

MEMORIA QUINTA (*). 

(de l  prof. DELFINO CODAZZI, a Pavia). 

N e l l a  Mem. la, parte za s , ~  trattata la  prima meta d'una questione re- 
lativa al  sistema di certe linee isometriche d'un corpo solido omogeneo 
indefinito, e s7& veduto che, dinotando con le intersezioni (p,  v) quelle 
linee, hanno per esse da verificarsi le seguenti cinque condizioni 

ove 
M = m s e n t ,  N=n.sen+ 

Ora, nella presente Mem. sa si tratterCl la seconda met& della medesima 
questione, e quindi si determinera la natura geometrica si delle varie linee 
isometriche, s i  del sistema loro. 

Assumiamo il sistema delle superficie (A),  il quale b arbitrario, in  modo 
da rendere soddisfatta la condizione, che le intersezioni del10 stesso col 
sistema delle superficie (p), cioé le linee ( A ,  p) siano ortogonali alle linee 

(*) 1 numeri contenuti entro parentesi richiameranno 1; formole della Mem. la, par. 1' 
stampata pegli Annali a. 2", t. l', e quelle della Mem. 2a atampata ne1 t. Z O ;  i numeri 
invece non racchiusi entro parentesi serviranno a dinotare le sole formole dell'attuale 
Mem. 5'. 
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isotermiche (p ,  Y). Questo pua sempre farsi sema nuocore alla generalità 
della soluzione, perocchb, dati due sistemi di superficie 

il quale incontra il primo secondo linee. ortogonali alle intersezioni del 
primo col secondo, sarh quel10 che rende soddisfatta l'equazione 

ai a i  
~i , , i ,=O ovvero 2 - - - O ,  avaa-  

Ora, se  le due prime equazioni somministrano 

l'equazione di coadizione prenderà la forma 

ovvero 

È questa un'equazione alle derivate ordinarie del prim'ordine, la quale darà 
mediante l'integrazione il valore di z in funzione delle v,  ,u e d'una CO- 

stante arbitraria, che sarSt funzione arbitraria delle h,  p. 
Possiamo dunque assumere il sistema (A) in modo che sis 

per cui la seconda condizione 1 diventa 

Chiamando sP l'arc0 d ' m a  linea qualunque tracciata nella superficie (p),  
abbi amo 

d ~ ~ ~ =  1 2 d h e + n ~ v 2 ;  

ora la 3 manifesta, per una nota proprietg, che le  linee (a, p) sono geo- 
detiche della superficie (p). 
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siécorne le linee (A ,  p), (p, Y) tracciate sulla superficie (p) sono tra loro 
ortogonali, cos1 potremo applicar l ~ r o  le permutazioni semplici delle sei 
equûzioni (50) e (51), ciob le 

percid esse equazioni, avuto riguardo alla quinta 1 ed alla 3, diventeranno 

6 l'sen o2 
av +n'lrcoso,+nf~llf=O. 

Abbiamo soddisfatto alla n'senoi=O con la terza 4 anzichb con la n'=O, 
perché orv dinota l'angolo format0 dalla normale principale della linea (il, p) 
con la normale della superficie (p), e la linea, come s'b veduto, b geodetica 
della superficie. La seconda 4 mostra, in causa della quarta e della quiuta 

aiog t 
tra le condizioni 1, che - non contiene h; percid, chiamando 1, una av 
funzione delle h ,  p ed 1, una funzione delle p ,  v,  avremo 
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Indichiam0 con L, NI due novelle funzioni, l ' m a  delle sole A, p, l'altra 
delle sole p ,  v ,  e poniamo 

Siaqo inoltre per brevitCL 

per cui, a cagione della prima 4, 

La seconda 5 e la quinta 4 potranno scriversi 

n' a .  1,- a 4 n a-2  q p s e n q = -  -2. a N L  ' aL, - a N l  
i 

La quarta e la sesta 4 diventeranno 

dalle quali si deducono, avuto riguardo alla prima 7, 

Xelle equazioni 7, 8 si potranno riguardare corne variabili indipendenti le 
L,, NI, p; e saranno 

la terza delle quali segue dalle prime due e dalla prima 7. 

Passiamo a stabilire altre due equazioni, le quali racchiudano la prima e 
la terza tra le condizioni I non csntemplate nelle equazioni del numero 
precedente. 

Annali di Matematica, tom0 V. 27 
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La prima (44), la quale E. una tra le sei equazioni relative alla superficie 
(i), pu13 scriversi 

Ma, per la terza (32) e per la terza 4 ,  

Ov=T" - 71; 
inoltre 

C Q S E ~  =sene, ~oscljl~, sen~,senE2=selïevsen~l. 

Quindi 1' equazione diventers 

In seguito, la formola 
z = cos E~ 

pu13 scrirersi 
ai. 2 -zv = MC OS^, . 
 ail^ 

Le 10, 4 1  sono le due equazioni che si volevano stabilire, qelle quali 

Osserviamo che, col sussidio della 10,  si possono integrare subito la se- 
conda 7 e la prima 8. Infatti, essa equazione mostra che 

la seconda 8 in seguito fa vedere che 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C O da z z i : Sulle coordinate curvilinee. 21 1 

per conseguenza la seconda 7 somministra, chiamando k una funzione ar- 
bitraria della sola EL, 

Questo valore riduce la prima 8 alla 

dalla quale, chiamando lz una nuova funzione arbitraria della sola p,  si 
deduce 

p2 + q" h2. 15 

Osserviamo altresi che le p, q rappresentano la curvaturs e la torsione 
della linea qualunque (p, v). Ma queste due quantità, in causa della seconda 
9 e della 14,  sono costanti lungo tutta la linea. Quindi, invocando una 
nota proprieth, della quale il sig. PUISEUX ha dato pel primo una dimo- 
strazione analitica, possiamo concludere fin d'ora che la linea isotermica 
qualunqiie (p, v) è un'elica tracciata sopra un cilindro retto a base circolare. 
Noi perd prescinderemo da questa cognizione, in primo luogo per fare una 
applicazione delle formole contenute nelle nostre prime due Mernorie SU& 
coordinate curvilinee, ed in secondo luogo perché non basterh, per la pre- 
sente questione, che si conosca la natura geometrica d'una linea isotermica 
quqlunque, ma converr& che sia determinata anche la natura geometrica 
del sistema costituito dalle diverse linee isotermiche. 

Veniamo alle equazioni , che somministrano, mediante 1' integrazione, i 
coseni delle tangenti alle linee (p, v), ( A ,  p), e le coordinate rettilinee della 
superficie (p). 

La terza (33), la terza (35) e la prima (34);in causa delle 2 e terza 4, 
diventano rispettivamente 
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~e tre prime (28) possono scriversi 

e le tre ultime (28) assumono'la forma 

Dapprima s'integreranno le 17, di poi si formeranno i valori delle i,, ii, 
i l fV col mezzo delle 1 6  e si renderanno soddisfatte le 18. Due integrali evi- 
denti, l'uno delle 17 e l'altro delle 18,  sono 

i:+iAIP+i{f2=i, iyB+i,,f2+iyfr2=1. 1 9  

La prima e la terza (2) possono scriversi 

dalle quali, una volta note le i2, iV, si concluder& la i. 

Formiamo gl'integrali comp'ieti delle 17 e della prima 20. 
Deduciamo dalla prima 17 

e deduciamo da questa 

ovvero, per la 3 5 ,  

L'integrale complet0 di  quest'equazione B 

hi2=p(cciçosIzL, - Asen hLI )  -1- y y;, 

Pai  pPi q Y i  ove con - - - si sono dinotate le tre costanti arbitrarie rispetto 
h h Il 
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ad L I ,  le quali saranno funzioni arbitrarie delle N I ,  p. La prima 1 7  som- 
ministra in seguito 

e la seconda 

J~qi~t=-p"aicos hL, - Asen h L,) -pq yi + h"atcoshLl -Pisen/? LI), 

ovvero 
hi:/ =q(aicos/z LI-Pisen hL,) - pyi .  

Da ultimo, l'integrale completo della prima 20 & 

IL' (i- 1) = l , fp(aisen kL,  + Pi cos hL,) -I- hqyiL1 1 ,  
ovvero 

hyi-I)=pl,(aisenhLl+,ûicoshL,) + hlcyiL,,  

ove I dinota una funzione arbitraria delle NI, p. 

Troviamo Ic relazioni, che legano tra loro le funzioni arbitrarie ci, pi ,  y,. 
La prima 19, mediante le 21, 22, 23, si cambia in 

ovvero 
aie + Pi2 -t y: = 1. 

La 2 i j2  = 1 somministra dapprima 

zaifli=O, ZP,yi=O, xyiai=O; 26 . 

dipoi 
xai2 = i(,Bi2, p2ZPi2 + q2z yi2 = il2. 

' n a  la Zi,'" 4 dB 
Zaj2=1 ; 

\ 

percib saranno 
Z a : = I ,  &312=1, I)y?=1. 27 

È facile il riconoscere che, mediante le relazioni 26, 27, le Zi,"'= 1, 
yiAi{-O, si,tlij,rr=O , ,2, p - rr i2= O riescono soddisfatte. Adunque conclu- 
deremo che le a i ,  Pi, y, rappresentano i coseni formati con l'asse delle i 
da tre nuovi assi mobili perpendicolari tra loro. 
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Determiniamo la natura geometrica della linea isotermica qualunque (p, v). 
Assumeremo tre nuovi assi, i quali abbiano l'origine ne1 punto mobile di 

coordinate I e le direzioni rappresentate dai coseni ai ,  ,di, y;. Chiamando a, 
,û, y le coordinate d'un punto qualunque dello spazio riferito a'nuovi assi, 
avremo 

a = z ( i -  I ) u i ,  / 3 = 2 ; ( i - l ) p i ,  y = z ( i - I ) y < ;  

e quindi, in causa della 24, 

h2a =pl2senhL , ,  7 ~ ~ P = p l , ~ 0 s h L , ,  h y  = kL,. . 25 

Le prime due mostrano che la linea (p,  v) é tracciata sopra un cilindro 
retto, il quale ha per base un circolo col centro nella nuova origine, col 
piano perpendicolare al nuovo asse delle y e col raggio r dato dall'equazione 

Chiamando 8 l'angolo format0 dalla tangente alla (p,  v) con l'asse delle y? 
la 21 somministra 

per cui l'angolo é costante rispetto ad L I ,  e la linea per conseguenza è 
un'elica. 

Osserviamo che le 30,  15, 29, 14 permettono d'esprimere le p, q ,  l , ,  k 
in funzioni delle h ,  Y, 8 mediante le  seguenti formole 

Ora, possiamo assumere il sistema delle superficie cilindriclie, le cui se- 
zioni piane perpendicolari alle generatrici sono sempre circonferenze, corne 
uno de' due sistemi (p), (v), i quali determinario con le loro scambievoli 
intersezioni le differenti linee ( p ,  v). Assumiamolo come il sistema (p), ed 
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allora le r ,  yi saranno funzioni della sola p, per cui 

Cid posto, le 31 mostrano che 

la prima delle quali manifesta che le diverse linee (p, v) situate in una 
stessa superficie (p) sono tra loro parallele. In causa della prima 5 e della 
seconda 33, noi possiamo risguardare la 1, corne gilt compenetrata nella I l ,  
la quale b funzione indeterminata delle A, p, e quindi possiamo fare 

La prima 7 ,  iii causa della stessa seconda 33, somministra 

01.=07 3 5 

la quale risulta evidentc quando si rifletta che oll esprime l'angolo format0 
dalla normale principale della linea (p7 v) colla normale della superficie (p), 
e che la linea è geodetica della superficie. La seconda 8 poi si cambia in 

Determiniamo le  funzioni arbitrarie contenute nell'integrale 24 in modo 
che riescano soddisfatte le 18 e la seconda 20. 

Le 16,  pel valore 35, diventano 

i = i Êvr = i;, iv1/ = - 4 . 37 

Ci6 posto, la seconda 20. in causa delle 23, 24, prima 31, si cambia in 
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la quale si decompone nelle 

a l  a a; COS 0 -+ yisen8=0, -=-- spi C O S ~  

3% dN1 
p i ,  -=- 

aNl r 
ai. r 38 

È facile il verificare che le tre 18, mediante le due ultime 38 e mediante 
i valori trovati precedentemente, si riducono ad altrettante identità. La 
prima fra le 38 somministra 

I =  Io  - yiNlsen8, 3 9 

ove I o  è funzione arbitraria della sola p;  e le due ultime conducono alla 

per cui risultano 

ove ai, bi sono funzioni arbitrarie della sola p. fi chiaro, in causa delle 
25, 26, 27, che le a i ,  bi, yi sono unite tra loro mediante le equazioni- 

Ora, la 24, col mezzo delle 39, 40, acquista la forma 

ovvero 
i = Io  + y,  (LI cos 8 - NI sene) 
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Ne seguono 

sen'0 cos e 
ii=aisenOsen(- r L,+ - N , ) +  r 

cos e + b i c o s O c o s ( $ ~ l + r ~ l ) - y i s e n ~ .  

Da ultimo, rendiamo soddisfatte le  /O, 11. 
Osserviamo che la p A contenuta non solo nelle a;, bi, yi, Io ,  r ,  8, ma 

anche nelle L,, N I ,  dimodochb, facendo per brevith 

sen O - cos e 
-N,=E, r LI+ r 

dovremo avere 
sen 8 

a i  . a ~ ,  a Nt 
de- 

r a 7  = ' 2  a;; + iu- + ~ ( a i s e n k i  bicost) 
3P 44 

d - r a i  -- d . r b i  d yicos8 doyisenO d I O  
dP 

cos t 1- - 
d p  

s e n t +  L, 
d~ - N 1  

dp  
+-. 

d~ 

La I l  adunque diventera 

AnnaEi di Maternatica, tomo V. 
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ove iP é data dalla seconda 43, cioh dalla 

2, = (ai sen t+  bicos F )  cos 8 - y,senO. 

È chiaro che nella (a) dovranno mancare i termini moltiplicati dalla L, 
posta fuori delle funzioni trigonometriche, percid 

ovvero, per le 41, 

sen 0 
d .- 

r d ri ~ C O S ~  rcos 0 + c o s V ~ ( a i s e n t t  bicosE)-- s e n 0  = 
d p  d P d~ 

O; 

la quale si decornpoile nelle 

Si conclude dalla prima 

r = ~,, tangO, 

indicando con r, uua costante assoluta, e non prendendo in considerazione 
l e  due soluzioni particolari 

e = 0 ,  0 + n ,  

in ciascuna delle quali r rimane funzione indeterminata della p. Si conclude 
dalle altre due 

Yi = c ~ t ,  46 

la qiiale manifesta che le superficie cilindriche (p) hanno le generatrici 
parallele tra loro. 

Iu seguito, siccome 

cos 0 cos O 

I 
d- 

1 
d- 

r d.yisen8 . r 
zv=rcos8- clseil0 2 r(aiseilk+ bicos4)--- 

d p  
+sen8 - 

d 'u d~ d u  

- dlogr _-- cos2 O, 
d p  
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cosi la (a) diventera 

Ora, (? chiaro che nella (b) dovranno mancare i termini moltiplicati da sen& 
cos!, per cui 

Quindi chiamando rot una funzione della p ed ommettendo la costante ar- 
bitraria, il che vale q u a n t ~  trasportare gli assi delle i parallelamente a sb 
stessi, avremo 

Jo=rofyi .  47 

Per conseguenza, avuto anche riguardo alla 45, la (b) si riduce alla 

-- de d f  da. 
aN1 N1cotO--r -sene-rosen8Zbi-=Mcosh, 
ap P d~ 

ovvero 

La 1 0  potrà scriversi, in causa della 36 ,  

Ma dalla 48 si deduce, prendendo la derivata rispetto a v ,  

percib 
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Le 41 sono verificate da' seguenti valori 

ove 9 é funzione arbitraria di p. Le 42 allora somministrano 

Cid posto, chiainiamo rispettivamente go, toi- ( l'angolo formato con l'asse 
delle x da1 raggio r condotto al punto d'incontro dell'clica (p, v) col piano 
xy, e l'angolo formato con Io stesso asse da1 raggio r condotto al piede 
della n relativa al punto qualunque della linea, dimodoché 

x = r c o ~ ( ~ + ~ ~ ) ,  ~=rsen(C+S,) .  5 2 

È: chiaro che le J O ,  5 saranno funzioni rispettivamente I'una delle ,u, v ,  
l'altra A, p,  v ;  e che, per l e  due prime 51 dovremo avere 

L,senO+ N , c o ~ û = r ( ~ + ~ ~ + ~ ) .  0 3 

Questa equazione riduce la terza 51 alla 

la quale, dovendo essere in pari tempo 

z=o, <=O, 

si decompone nelle 

NI z=ror, -=r,((o+++ff). sen û 

La 53, mediante la seconda 54, pu6 scriversi 

cos 0 <=- L, -((O:, $)senZ8 + fcoseO; 
r 0 
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la quale, per (= 0 ,  si cambia in 

e rappresenta il piano x y  riferito alle coordinate curvilinee il, p, v. Ora, 
dalle 52 e prima 54 si deduce 

la quale 8 l'cquazione dell'elicoide avente per piano direttore il piano .cg 
e per direttrici l'asse delle z e l'elica qualunque ( u ,  v). 

Assumiamo quale sistema (v) gli elicoidi rappresentati dalla 56, ed allora 
la Co devra essere funzione di v soltanto. Siccome in ta1 caso deduciamo 
dalla seconda 54 

cosi le 48, 49 somministreranno 

Le formole 
sen r A  - sen E, - sen Ev 

C 0 ~ 3 ? ~ = - ~ 0 ~ ~ ~ ~ 0 ~ r > i r ~ + s e n ~ , s e n y ~ c o s ~ , ~ ,  ----- sens?> sen* senTV 

danno in seguito 

Quest'angolo E, si trova poi col mezzo della 

,ai ai d r  ai ai 
c o s ~ ~ = Z i ~ i ~  ovvero l n ~ c o s ~ = ~ - - ,  oppure - G ~ ~ t r p = Z a L ; à T , ;  a m p  
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la qiiale, in causa delle 51, pu13 scriversi 

da cui 

Prendiamo 
r = P >  Co=% 

e facciamo per brevità 

cos O - L , - q s e n 2 8 t f c o s s 8 = s e n 2 0 . ~ , ( h ,  P). 
r 0 

per cui le 52 e la prima 54 potranno scriversi 

Queste equazioni, nelle quali L, & funzione arbitraria delle A, p ed r, è 
costante arbitraria, rappresentano le richieste linee isotermiche (p ,  v). 

Siccome poi 
ri+,ue z 

p=Vx"yy", v=L,---, 
p2 y,, 

cosi potremo rnettere la 56 sotto la forma 

e questa equazione rappresenterà le superficie del sistema (A). 

Pavia, 29 luglio 1871. 
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Intorno ad alcune formole 
della teoria delle curve 

di secondo e di terzo ordine. 

(de l  sig. S. GUNDELFINGER, docente a Ttcbinga). 

S o n o  note le espressioni che CAYLEY ha dato pei fattori lineari delle 
forme binarie da1 2 O  al 4 O  grado, in funzione di covarianti. In questa Nota 
sono svolti analoghi risultati per una serie di forme ternarie quadratiche e 
cubiche, scomponibili in fattori. Essa é divisa in tre parti. 

La prima parte tratta brevissimamente delle forme quadratiche; dopo avere 
scomposto in  fattori la pifi generale forma ternaria quadratica a cletermi- 
nante nullo, si considerclno singoli esempi pei quali questa scomposizione 
si semplifica: corne nella determinazione dei punti d'incontro di una CO- 

nica e di una retta, nella ricerca delle due tangenti in questi punti, ecc. 
Nella seconda parte si spezzano definitivamente nei loro fattori le forme 

cubiche ternarie che sono proporzionali al loro determinante Hessiano, ov- 
vero quelle per le quali il determinante b identicamente nullo. Anche questi 
spezzamenti assumorio per casi speciali forma più semplice; ne offre una 
prova la determinazione simmetrica, qui sviluppata, delle intersezioni di 
una retta e di una cubica generale. 

Tali metodi di scomposizione presentano grandi vantaggi sui metodi non 
simmetrici usualmente adoperati, e per mettono di farne frequentissime ap- 
plicazioni nella geometria analitica. Con una di queste applicazioui si chiude 
la Memoria; e cioé, da1 metodo dato nella prima parte per trovare le inter- 
sezioni di una conica e di una retta si ricava quasi senza calcolo la nota 
rappresentazione di AROEHOLD di un punto appartenente ad una curm di 
terzo ordine (8) .  

(*) Berliner Monatsberichte, 1861, pag. 460. 
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1. Sulle forme ternarie qnadratiche. 

una forma ternaria quadratica qualsivoglia, e sia 

CP(u,, u, ,  uy)=Q(u)  =Bllu:  C ~ B , ~ U ~ U ~ + * - -  +BSsu3 

la sua forma aggiunta, ove Bik indica il coefficiente di bik ne1 determinante 
B = z r t  b,, b2,bss. Nei trattati si dimostra di solito geometricamente, che 
la forma 9 (x), ne1 caso che B si annulli, si spezza in due fattori lineari. 
Lo stesso risultato e in pari tempo l'effettiva espressione di questi fattori 
pu6 ottenersi anche ne1 modo seguente. Per valori arbitrari di si ed xi si ha 

quindi per B=O 

Questa formola presenta la q(x) scomposta in due fattori, dove possiamo 
attribuire alla si valori affatto arbitrari. 

(*) Pervenni a questa relazione ne1 modo seguente. Posto 

Y(") = (pi x4 +P% 332 +p3x3) (41 + qz% + q 3 x 3 )  =pz q z  

formai un'equazione quadratica avente per radici le due espressioni 

(2 *Pi Q2s3)P.q~ e (2 *Pi 4 2  9.; 

dalla soluzione d i  essa, mediante un piccolo calcolo simbolico, risultb che: 

(2 *p i  q2 sa) (PZ q, -pl 4.1 = 2 f 'pl (si) Y' ("2) ~ 3 .  
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Mediante la (1) si risolve in sostanza ogni problema ne1 quale si tratti 
di trovare i fattori di una forma quadratica ternaria spezzabile; tuttavia per 
certe questioni speciali essa non fornisce la pi& semplice soluzione; per 
ottenere la quale, non sarb superflua una trattazione speciale (*). 

A mo'd'esempio la funzione 

e una forma quadratica delle ui, scomponibile, poiche essa posta upuale a 
zero rappresenta il prodotto delle equazioni dei due pun ti, nei quali 9 (x) =O 
&. incontrata dalla retta c ,x1  i- c 2 x 2  i- c,x3 = c,  = 0.  Per trovare separata- 
mente i due punti d'intersezione, partiamo dalla nota formola 

ove le si sono arbitrarie. E siccome 

cosi si ha 

1 fattori del secondo membro di questa equazione, posti uguali a zero, 
stante la cornpleta arbitrarieta delle si rappresentano i singoli punti d'in- 
contro d i  $(x) = O con c,=O (*"*). 

(*) Cfr. anche Giornale di Matemntiche, vol. 1" (Napoli 1863), pag. 360 (L. C.) 

(**) Analogamente indicheremo in seguito con il determinante delle b, orlato con 

le ci; ecc., ecc. 
(3 

!***) Questa soluzione comprende in s& corne caso particolare quella data da ARONHOLD 
rie1 Giornale di  Borchardt, t. 61, pag. 102. 

Annali di Matematica, tom0 V. 29 
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~ost i tuendo nella (2) +q'(xi) in luogo di ui e +$'(si) in luogo di si, le 

(O:) e (z:) si trasformano rispetthamente in 

cosicche si ottiene 

& manifesto che 9 (x)Q>.(c) - c 2  B = O rappresentn la coppia delle tangenti 
alla conica 9 (x] = O nei punti ove questa B incontrata da c,  = O, e l'equa- 
zione (3) fornisce separatamente queste due tangenti con l'introduzione 
di parametri arbitrari. 

Se si vogliano determinare i due punti d'incontro della conica $ con la 
polare di un polo arbitrario y ,  basta sostituire in (2) ci (yi); e si 
ottiene immediatamente 

1 due fattori del secondo membro, posti uguali a zero, rappresentano (le ut 
essendo le coordinat0 correnti) i punti di contatto delle tangenti che si 
possono condurre da y alla conica. . 

Si ricavano infine anche le singole equaziuni di queste tangenti, sosti- 
tuendo in (2) ai coefficienti bik i 1or0 complementi Bik, oude si ottiene 

Gli esempi addotti dimostrano abbastanza corne si devano trattare altre 
forme ternarie quadratiche scomponibili in fattori. 
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II. Snlle forme cnbiche ternarie. 

a.) D e f in iz  ion i .  La funzione fondamentale sia simbolicamente 

Faremo qui uso delle seguenti, fra le forme del suo sistema (cfr. Mathe- 
matische Annalen di CLEBSCH e KEUMANN, t. IV, pag. 145) 

S = $ ( a b c ) ( a b d ) ( a c d ) ( b c d ) = $ a , S  

H =(aau)2a,a,=u,ea,a,2- Su," 

b.) L a  forma f' é proyorz iona le  a l  p ropr io  Hess iano .  
@ geometricamente evidente che una curva di 3 O  ordine f(x)=O é co- 

stituita da tre rette, quando essa coincide con la propria curva Hessiana 
A=O, vale a dire quando A B proporzionale ad f. Pu'on é altrettanto sem- 
plice la dimostrazione puramente analitica di questo teorema. Cercai di 
darne una ne1 mio lavoro « Ueher die Ausnrtungen einer Curve d ~ i t t e r  
Ordnzing B (t. IV dei Mathem. Annalen di CLEBSCH e GORDAN, pag. 569) ; 
ma essa, come ho più tardi osservato, non pu6 riguardarsi come conclu- 

(*) L'introduzione della combinazione L' s i  raccomanda specialmente per la semplice 
sua  interpretazione geometrica. Il prodotto delle equazioni delle t r e  tangenti della curva 
f = O ,  nei punti ove essa é incontrata da  una  re t t a  arbi t rar ia  u,=O, s i  t rova  facilmente 
essere fF+ L'zc,n=O; quindi Lr=O rappresenta l a  r e t  t a  s a t e l l i t e  della re t t a  zcl=O. 
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dente. Infatti ivi ho fatto l'ipotesi, non dimostrata, che I'annullarsi iden- 
ticamente della funzione T S f -  S Tf sia la condizione sufficiente per 10 
spezzamento della curva di 3 O  ordine in una conica e in ilna retta, anche 
quando T f -  S-A=O. Questa ipotesi é senza dubbio esatta, ma non po- 
trebbe essere dimostrata che assai difficilmente per la via ivi seguita. Xon 
sarà quindi inutile di sviluppare qui nuovamente quel teorema, in un modo 
affatto diverso da1 precedente. In questo sviluppo tutto si riduce a dimo- 
strare l'esistenza di certe forme miste lineari, mediante le  quali 10 spezza- 
mento di f nei suoi tre fattori si compie senz'altro. 

Ponendo A 

A=pft 

le equazioni 
T,=(a ba)(aau) (bau) (abu) 

S .  f=(aba)2aa,b,a, 

T=(abc)(aba)(aca)(bca) 

si trasformano immediatamente in 

È inoltre 

(*) Dalle (1) e (2) si ricava Tf -  S A = O .  Viceversa questa equazione esprime la propor- 
zionalith di f e A. Per  l'esistenza della (1) & anche sufficiente che si annulli identicamente 

u3, corne d'&,ronde avriene sovente che le conùiiioni neees- l a  forma mista X=t-- 
2x1 8x2 

sarie e sufficienti per l'esistenza di un0 stesso fenomeno analitico si  possano scrivere 
sotto forme diverse. Se p. e., TSy-ST,=O, la  curva di terz'ordine possiede due punti 

a #Y a TI doppi; ma l a  stessa cosa ha luogo, se C d  - - m3= 0, ecc. a U I  a u 2  
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dalla relazione 

(cfr. Math. Ann. di C ~ ~ n s c n  e NEUMANN, t. IV, pag. 152) si ricava final- 
mente, tenendo presente la (3), 

Per ottenere mediante qucste formole le forme miste irrazionali sopra men- 
zionate, partiamo dall'equazioue 

2 B 2 = - 3 6 f 2 F +  7 2 0 f S f - 3 6 @ 3 - 4 8 f L ' ~ x Z + 2 i f  T f u ,  

- 1 6 L S f A ~ x S - 7 2 ~ , 2 @ H -  36uX4K (*) 

sussistente per la più generale funzione fondamentale f del terzo grado. 
Se in particolare per la f: ha luogo la relazione (1)' la precedente equa- 

zione moltiplicata per T 3 ,  e avuto riguardo alle (2) e (4), si muta in que- 
st'altra : 

2 T S B 2 =  T Z { 7 2 S f  T f @ u , + 8  T f  T f ~ , S - 1 2 f 2  T f 2  

- 3 6 S @ ~ , ~ ( 2 S @ +  Tuze)  -36 T e 3 1 .  1 (5.) 

Posto 
4 T ( 6 f T f - 2 T u n S - 1 8 S @ u x + V - 6  T B ) = P  

4 T ( 6 f  Tf - ~ T U , ~ - - ~ ~ S @ U , -  \(- b TB)= (2, 

si pub dare senza difficolt2 a questa relazione la forma 

P Q = 6 4 ( S k X 2 - 3  ( 7 )  

Siccome il secondo membro di questa equazione, che sussiste per tutti i 
valori delle xi ed ui b un cubo perfetto, dev'essere tale anche il primo 
membro ciob PQ. Ma perchE cid sia possibile, & necessario O che P e Q 
abbiano fattori comuni O clie Y e Q sieno separamente dei cubi perfetti. 
Ne1 primo csso anche P+ Q e P- Q, vale a dire 

S f  T f - 2  Tu,'-18SO71, e B 

(*) Questa formola si ricava, dopo un po'di calcolo simholico, dall'equazione generale 
che ho stabilito nei Math. ~ n n a l e n  d i  CLEBSCH e NEUMANN, t. IV, pag. 163, e per mezzo 
della quale il quadrato del determinante funzionale di due forme ternarie qiialsivogliano 
e della evidente forma aggiunta u, vençono espressi in  funzione dei quadrati e dei pro- 
dotti di queste ultime. 
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dovrebbero avere fattori comuni, il che in generale non avviene, come pub 
verificarsi sopra una qualche forma f speciale, che soddisfaccia alla rela- 
zione ( I ) ,  p. e. sulla f= 6x,x2x,. 

Escludendo dunque dapprima l'esistenza di fattori comuni a P e a Q, 
possiamo porre 

P=M9,  e Q = N S ,  (8) 

ove M e N indicano forme aggiunte lineari, le quali sono affettc d'irra- 
zionalith (*) nei soli coefficienti e sono legate dalla relazione 

MIV=4(SBu,'- 3 Te). (9) 

Dall'esistenza di queste forme aggiunte M e N si pub facilmente dimo- 
strare che f si spezza in tre fattori lineari. Infatti, indicando con E ilna delle 
due radici cubiche imaginarie dell'unith positiva, si ha 

=48 Tff [cfr. le equazioni ( 6 ) ,  (8) e (9)l. 
In questa formola attribuendo alle ui valori puramente numerici, la f si 
presenta espressa come prodotto di tre fattori lineari. Se invece le xi assu- 
mono determinati valori, si ottiene Tf spezzata in tre espressioni lineari. 
La funzione 

4 SU, -I- E' M + E~~ N 

rappresenta quindi per E = O ,  1 e 2 tre forme aggiunte lineari, ciascuna 
delle quali k il prodotto di un fattore lineare di f e di un fattore lineare 
di  Tf ("9: risultato che coincide completamente con quel10 che io aveva 
già ricavato dall'ipotesi diretta del10 spezzamento di f i  

L a  dimostrazione qui data perde il suo valore quando P e Q hanno 
fattori comuni. In questo caso, secondo la (7), la 6 f Tf - 2 Tu2 - 18 SOU, 
contiene manifestamente 1' espressione S2 u,' - 3 TC3 come fattore, epperd 

(8)  II ragionamento adoperato ne1 testo riuscirà piii chiaro considerando in (7) come 
costanti una volta le ai, un'altra volta le u,. Pe r  ulteriore intelligenza si  potrebbe final- 
mente mostrare a priori che Ssu2,-3 TO si spezza ne1 prodotto d i  due forme aggiunte 
lineari; infatti, considerando S2u2,- 3 T Q  come forma quadratica sia delle LV* O sia delle 
%ci, sempre svanisce il corrispondente determinante. 

(**) L'equazione (4) mostra a priori che T,=O rappresenta i tre vertici del triangolo. 
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per tutti i valori di ui che soddisfanno all' equazione Tu2 - 3 SO = 0 essa 
deve annullarsi; in altre parole, per tutti i detti valori di ui s i  ha 

6 f T f = 8  TU/. 

Cid è. possibile soltanto quando T e quindi A si annullano; e allora P e 
Q sono assolutamente nulli, come anche viceversa l'annullarsi di P e Q 
porta sempre come conseguenza T= O, oppure Tf  = O. Cosi siamo condotti 
alla discussione della condizione 

c-> A-a,,,x;+ 3a,, ,x~x,+~~~+6a1,,x,x,x,=0. 

La nota formola 

mostra che ora é anche 

la quale equazione da1 canto su0 ha sempre per conseguenza l'annullarsi 
di Tf = (a  b ~ ) ~ a ,  b,u,. 

Quindi ne1 nostro caso la relazione (5) assume la forma semplice 

ossia, moltiplicando per F, 
{ F ~ + + \ I ~ B ~ ( F ~ - $ v ~ . B } = -  O"F. 

Dalla sola condizione A = 0 non cousegue ancora necessariamente (") che 
B ed f abbiano fattori comuni; quindi le quantita fra parentesi nella pre- 
cedente equazione sono cubi perfetti rispetto alle xi, e si pu6 porre 

F f + +  V - z F *  B = M3, Fr- +v-. B= N3, 

M ed N essendo covarianti lineari, irrazionali nei soli coefficienti, e legati 
dalla relazione 

4 

F--N = - 0. 

(*) Di cib s i  pub persuadersi facilmente con un esempio numerico; con una ricerca più 
precisa si rivela che deve presentarsi F r  O. 
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L' equazione 

(M + N)iM+~N)(m+~")=M3+N3=2Ff 

mostra, che la curva f = O  rappresenta u n  fascio di tre rette, passanti tut te 
e tre pel punto comune ad M= 0 ed N =O.  

d,) D e t e r m i n a z i o n e  d e l l e  i n t e r s e z i o n i  d i  u n a  c u r v a  a r b i t r a r i a  
d e l  3 O  o r d i n e  c o n  u n a  r e t t a .  

Questa determinazione si  potrebbe immediatamente collegare alle £ormole 
in ( b )  mediante il principio di reciprocits. Ma si  ottengono risultati più sem- 
plici da1 seguente metodo, ne1 quale si  stabilisce in modo conveniente una 
equazione cubica, le cui radici uguagliate a zero rappresentano i punti 
d'intersezione (*). 

L'equazione della retta sia 

k , x , + k , x , +  k3x3=k,=0  
ed 

( a k ~ ) ~ = ( b k u . ) ~ = ( c k u ) ~ = . . -  

= + 232% +.Psus) (q ,  u1-t 4nUa -1- 4 3 ~ 3 )  ( 7 ' 1 ~ 1  + r2U2 + 7'3%) 

==upupur=O 

sia il prodotto delle equazioni delle tre intersezioni. Formiamo una equa- 
zione cubica le cui radici sieno 

$/l='ldyl)pvrl $ / 2 = U ~ v p v 7 1  $ / 3 = U ~ v p v 9 9  

le  vi rappresentando quantità affatto arbitrarie. S i  ha allora 

Xe110 scopo di trovare un'espressione pel prodotto delle differenze, poniamo 
sirnbolicamente 

( a X . ~ ) ~ = ( y ~ u ~  + y 2 u 2 +  y32(s)3=~y3=t183=uUE3=- . * >  (1 

çosicché 
2 7 ( y 8 x ) " ~ E ; ~ ) 2  ( y ~ x )  ( 6 4 ~ )  = Y ( r p ~ ) " q r x ) ~ ( p q x ) ~ .  

(*) Un simile procedimento forma il punto di partenza per tutte le soluzioni qui esposte. 
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Assumendo 

Ma per l'equazione di definizione (1) è 

yl=a,k3-n3ic2, y,==a,k,-a,k3, y3=n,k,-a,k,, 

e l'ultima formols diviene 

2 ( u , v , - ~ l ~ v , ) ~  (u,v, - u,v,)~ ( U ~ V ~ - U ~ V ~ ) ~  

=27(abk)B(cdk)2(uck)(bdk)(kuv)6=27F(kl, k,, k , ) - ( k ~ v ) ' ,  

ossia, moltiplicando per ( a  kvjs (b kv)', 

(y, - (y, - y3y  (y3 - ~,)~=?p'(kl ,  k,, k3) ( a W 3  ( ~ ~ V ) ~ ( J E U V ) ~ .  

Ora con metodi noti si trovano facilmente i valori delle stesse Yi. Indicando 
le espressioni 

+ ( a b k ) a ( c b k ) ( a k v ) ( c k v ) 2 + $ \ I - ~ F ( k l ,  k,, k , ) . ( a k ~ ) ~  
e 

1 ~ ( a b k ) Z ( c b k ) ( a k v ) ( c k v ) 2 - ~ ~ - $ F ( k , ,  k , ,  k , ) - ( a k ~ ) ~ ,  

corne cubi perfetti nelle vi, rispettivamente con A3 e B3, si ottiene mediaiite 
un piccolo calcolo 'simbolico 

ove i valori corrispondenti delle due radici cubiche .4 e B sono determinati 
dalla relazione 

AB=-+(abk)2(akv)(bkv)  (*). 

("1 Si potrebbe anche mostrare facilmente a posteriori che 

[ ( a k ~ ) ( a k v ) ~ + ( A + B ) ( k u v ) ] [ ( b k u )  ( ~ K V ) ~ + ( E A + . & ~ B )  (kuv)]  [ ( c k ~ ) ( c k v ) 2 + ( ~ ~ A + a B ) ( k u v ) ]  
= (a ku)3(bkv)3 (c kv)3. 

Lo spezzamento di (aku)3 qui dato é la conseguenza immediata di un  principio generale 
di trasformazione, su1 quale ritornera altrove. 

Annali di Matematica, tom0 V. 30 
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Di questo modo di determinare le intersezioni di una curva di 3 O  ordine e 
di una retta ho in animo di dare in altra Memoria interessanti applicazioni 
alla teoria degl'integrali ellittici. 

III. Sulla rappresentazione di Aronhold di un punto di una curva 
del 30 ordine. 

Questa rappresentazione si riduce a stabilire le equazioni dei punti nei 
quali una curva qualsivoglia di 3 O  ordine f (xl, x,, x,) = f(x) = O B incon- 
trata da una retta del fascio 

ove le yi sono le coordinate di un qualsivoglia punto determinato della 
cubica, epperd soddisfanno all' equazione f ( y )  = O .  La nota identith di SALMON 

f (x) A (9)  - P(Y) A (x) = [x f f  (xi) yi] [Sa' (9,) xi] - [x f f  (Yi) xi] [x Af(xiI Y i] 

mostra che uno dei punti d'intersezione coincide col centro del fascio (1) 
e che gli altri due giacciono sopra la conica 

Si ottengono quindi le  equazioni di queste altre due intersezioni, assumendo 
nella formola (2) del 1 

Ponendo inoltre la s;, clie ivi era rimasta arbitraria, uguale ad f i ,  viene 
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Essendo f(y) = O ,  le equazioni dei due punti-intersezioni si ottengono da 

attribuendo al radicale una volta il segno poaitivo e l'altra volta il segno 
negativo. 

AROKHOLD ha ricavato l'equazione (2) risolvendo la sostituzione mediante 
la quale egli riduce un integrale ellittico d i  1" specie alla forma normale. 
Viceversa, questa sostituzione si pub derivare facilmente dalla (2). 

InÇatti una retta del fascio (1) sega f(x) = O  in  due punti coincidenti, 
quando 

az3 - 3 x a 8 s  - 2a4 T=O. (3) 

Si hanno quindi le equazioni delle quattro tangenti che si possono condurre 
alla curva da1 centro del fascio, e del resto si pud procedere nello stesso 
modo di BROKKOLD (*) 

(*) Mancando nel17equhone (3) le  coordinate del centro, resta cosi in pari tempo di- 
mostrato yer via puramente analitica che il rapporto anarmonico delle quattro tangenti 
che si  possono condurre da  un punto qualsivoglia della cubica a toccare altrove l a  curva, 
ha un valore a costante. È noto che gl'invarianti assoluti e il rapporto anarmonico a 
dell'equazione biquadratica (3) sono legati dalla relazione 

Questo rapporto anarmonico yer T=O si riduce a - 1, e per S=O diviene una radice 
cubica imaginaria dell' unith positiva. 
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Sur quelques problémes relatifs 
à deux séries de surfaces 

(par  Mr. EDOUARD COMBESCUEE, à Montpellier). 

§ 1. Formules préliminaires se rapportant à un systbme orthogonal connu. 

Plus ieurs  géornbtres et  particulihrement MM. LAMÉ et BERTRAND ont fait, 
comme on sait, d'importantes applications du systéme triple de surfaces 
orthogonales formé d'une série de surfaces paralléles et  des deus  séries de 
surfaces développables qui sont respectivement les lieux des normales me- 
nées aux surhces paralléles par tous les points de leurs lignes de courbure. 
Ce systéme, l'un des plus anciennement connus, comporte un ensemble do 
formules qui, ma connaissance, n'ont pas été compléternent développées 
et qui peiivent être utiles dans certaines recherches. Comme j'aurai, dans 
un instant, faire usage de ces formules, il m'a paru opportun d'entrer 
dans quelques détails A leur sujet. On pourrait les déduire aisément des 
formules générales de II. LAMÉ [coordonnées curvilignesJ; mais il est aussi 
simple de les établir directement comme il suit: 

Si l'on considére l'équation 

elle admet la solution complkte 

21 =\j(x + a)" ((y t- b)" (z + c ) ~ ,  

a ,  b ,  c étant des constantes arbitraires; on peut donc représenter son in- 
tégrale générale par le systkme suivant, dans lequel f désigne une fonction 
arbitraire, 
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1 
h= -- 

d f "  df"'  
f (a ,  b ,  c)=O: 

#$+db3+dci 

ce qu'on peut aussi conclure de la considération des surfaces paralléles à 

En désignant par E et 7 les paramétres indépendants qui déterminent les 
lignes de courbure de la surface f et pal' R, RI les rayons principaux de 
courbure de cette même surface, on a les relations connues 

d a  -=R - 3  
dri ' d a  

Les trois paramktres u ,  t ,  r définissent le système triplement orthogonal 
dont il a été question ci-dessus. En substituant ces trois variables indé- 
pendantes B x ,  y,  z ,  on aura d'abord, en ayant égard 5 (1), (2),  (29, 

d s -  -- -- d x  d p  d a  
d u  P' 

d p  . = ( U - R ) - F ~  d <  -=(u-R dri )-, 
dri 

et par suite, les formules ordinaires pour le changement des variables in- 
dépendantes, savoir 

d m d u  d m d :  d s d r i  -- +--+--=1, 
d u d x  d t d x  d n d m  

d y d u  d y d i  dyd.r i_ -+----O, 
i d u ~ + d ~ d s  d y d x  

d z d u  d z d 5  d z d r i  --+-- + --=O, 
d u d x  d t d x  d v d -  

d m  d y  d x  . d m  d y  d z  
étant multipliées respectivement par - , -, -. puis par 8 , 7 . - d u  d u  d u  d ,  d z 7  
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y , et chaque fois ajoutées, donneront enfin par - 
d.0 ' dn d n  

où, pour abréger, 
d p V d q 9  d r2 dpS  dp2  d r 2  As==,+-,+-, v4=-r2+7+7. 
d t 2  d 4  dE2 dr, dvL d x  

De 1% résulte, en désignant par S une somme symétrique en x, y, 5 ,  

et par conséquent, pour une fonction quelconque v de x ,  Y, z ,  supposée 
exprimée en u ,  t ,  q ,  

D'après (2), (3), on a 

d'ailleurs 
du d% du2 df.X. 

u - = x t a ;  d'où u-+---I +- 
~ L E  dx2 dm2-  d x 7  

par conséquent 
d 2 u  1 s--- - 1 +-. d a 2 -  U - R  u - R,: 

En posant, pour un moment, 

de sorte que 
d< A --- d ri 

2 -- B 
d x - u - R  d x - - u - R , '  

on aura 
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et, si l'on observe que 

On aurait de meme 
d Ri - d V  dA 

d 3 v  S-- - + " 1. (5") 
~ B ' - V ~ ( U - R , )  (u-RJ3 V(U-RI) A(u-R)  

d 5-712 -4u moyen de ( 5 ) ,  (59, (5") et des expressions précédentes de Saa. Sa, 

d2v on aura immédiatement l'expression de S -  en u, 4, W. 
d xS 

d2a La comparaison des dérivées - déduites de (2) et  de (2') fournit, 
dtdui 

comme on sait, 

Lorsqu'on suppose que R ,  R, dépendent uniquement d'un paramètre t fonc- 
tion de 8, r ,  ces relations donnent, en remplacant t par un fonction con- 
venable de E lui-même, et î? par une fonction convenable de r ,  

et, par suite, 

de sorte que A et V sont alors, comme R et RI ,  des fonctions du seul 
paramhtre t .  Je  rappelle ce résultat, dû 8. Mr. WEINGARTEN (J. de Crelle 
t. ô2), parceque j'aurai l'invoquer dans ce qui suit. 
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Le système de formules, établies ci-dessus, doit étre complét6 par le 
groupe suivant que l'on peut considérer isolément dans l'étude de certains 
problkmes sphériques. En considérant p ,  q,  r comme des fonctions qucl- 
conques de E ,  1? assujetties à l'unique condition 

p2-tq2+r"=l, 

et supposant que ( et r saut les paramètres de deux familles quelconques 
de courbes sphhriques orthogonales, en posant toujours 

on a ,  pour l'une quelconques des coordonnées p, q ,  r ,  les équations 

et qui sont un cas particulier des formules données par Mr. BRIOSCHI au 
§ 4 de son Mémoire Sulle coordinate curvilinee ("). 

La plupart des formules, données un peu plus haut, doivent être modi- 
fiées lorsque la surface 

est développable. On a dans ce cas 

h, h l ,  .. . 0 étant des fonct io~s de 4 ,  assujetties aux conditions 

(*) Annali di Matematica (serie 2a) tom0 1. 
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de sorte que 

Le premier groupe (3), qui subsiste toujours, donne, par suite, 

d~ d a  Comme -- est nul, taudis que -- est égal h A,, les relations (2') montrent 
d.4 d ri 

que R, doit être infini: il faudra écrire dans ces formules 

d'où résultera 
l im-R,  V =l. 

Par ces considérations de limites les équations (4), (5)) (59, (5'9 devien- 
dront, dans le cas présent, 

d  v V v 2  1 c l v V v '  s-.-/+ ---- dx2-du2 ~ 2 ( ~ - R ) 2 ~ [ 2 ~ 2 3 '  ( 4 ~ )  

d ' u  1 S----- 
d x 2 - u - ~ '  (51) 

dR d A  
CE! C 

1-i * 
"3 - (5'1 

d'ri 
S = O .  

d LE2 (5"J 

§ 2. Application incidente 9, un problame dc température. 

Comme simple application de quelques unes des formules du précédent 
paragraphe, et parceque j'aurai ultérieurement occasion d'invoquer en pas- 
sant le résultat, je vais donner une solution purement analytique d'une que- 
stion trks-élégamment résolue par Mr. BERTRAND dans un important Mémoire, 
inséré au tome XIV (le'" série) du journal de Mr. LIOUVILLE, et sur lequel 
j'aurai C1 revenir. 

Annali di Maternatica, tom0 V. 31 
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Lorsqu'on exige que la température V d'un milieu homogbne indéfini nc 
depende que du temps t et d'un paramhtre A, fonction des seules coordon- 
nées rectangulaires x, 9, z ,  l'équation ordinaire du mouvement de la cha- 
leur, savoir 

d V  d2V d V  d d " V  -- + + d z " '  
d t - d d  d y 2  

se transforme d'abord dans la suivante 

Il est facile de voir l'inspection de cette transformée que V ne pourra 
être une fonction des seules variables h et t que dans les trois cas : 

d l Z  a:! 1 
1. S- e t  S7 sont des fonctions de 3L seulement. 

d x2 d x- 

En changeant le paramètre h en un autre u convenablement choisi, ces 
deux conditions reviennent aux suivantes: 

d u2 d2u  S7=I, S -y -F(u ) .  
d z  dx" - 

Si l'on conserve déslors les notations du paragraphe précédent, la formule 
(5) montre que R et R, qui, par leur nature, ne peuvent dépendre que de 
k e t  de q ,  doivent se réduire à des constantes; mais on sait, e t  l'on pour- 
rait d'ailleurs déduire tout de suite des formules (Y), (2') que, dans ce cas, 
la surface f est une sphère, de facon que l'on peut poser 

R étant ici constant. Les formules (1) donnent alors 

( ~ - R ~ ~ = x ~ y ~ + z ~ ,  

et la température est déterminée par l'équation 

dV d2V 2 d V  = -  +-- d t  du" d u  

dont l'intégrale est connue. On retrouve ainsi, et  par des moyens au fond 
équivalents, le résultat de Mr. BERTRAND. 

Si la surface f est supposée développable, la formule (5,) donne 

u=\(X2+ yr ;  
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- 
et, par suite 

équation qu'on sait intégrer. 
Enfin, quand les deux rayons principaux de courbure de f sont supposés 

infinis, on peut prendre 
u = z  

et par conséquent 
dV - d2V - - m  

dt -du2 

Ir. 

$j 3. l e r  Probleme concernant deux series de surfaces. 

Si l'on considére deux séries de surfaces, aux paramètres réels et re- 
spectifs a et /3, deux surfaces i nh imen t  voisines du premier système et 
deux surfaces infiniment voisines du second donnent lieu, par leurs inter- 
sections réciproques, LL un canal quadrangulaire, infiniment étroit, de lon- 
gueur finie on infinie et dont la section droite change en général de forme 
et de grandeur quand on chemine le long de l'arête curviligne 

CC = constante, fl= constante. 

Or on peut se demander que cette section droite reste toujours la même 
pour un même canal infinitésimal. 

La solution de cette question revient évidemment & celle du problème 
analytique suivant: a satisfaire de la manihre l a  plus générale aux trois 
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équations 

d x d ( 3  d a d $  d x d P  -- + - - + - - = 1 2 ,  
d x d x  d y c l y  d z d z  

en prenant pour g, h, k les fonctions les plus généraIes possibles de a e t  0. B 
J e  rappellerai que Mr. BERTRAKD, dans le Mémoire cité, a résolu une 

question analogue en s'imposant les deux conditions nouvelles 

p, et q,  étant aussi des fonctions de a et B ;  et qu'il a trouvé pour les 
courbes 

a = constante, ,8= constante, 

des hélices de même pas (quelconque), tracées sur des cylindres de révo- 
lution de même axe. 

Ceci rappelé, je reviens aux trois équations (a). 
De quelque manière qu'on ait satisfait A ces équations, on peut remplacer 

les deux paramétres indépendants a et P par deux autres u et v pareille- 
ment indépendants et liés aux premiers par les deux conditions compatibles 
qu'on voudra, c'est-&-dire telles qu'& des valeurs indépendantes de a et P 
correspondent pour u et v des valeurs également indépendantes. 

Comme 

d u d v  d u d v  (:rd; duc lv )  d u d v  8 - - - = g - - +  h --+ +]{--, 
d x d x  dadcc d $  d a  d $  d p 
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si l'on définit l a  substitution de paramétres par les deux équations 

cl zt d v ( d l : ;  d u d v )  d u d v  g-;--+ k ,-_+- - + k - - - = O .  
d * d z  d;'l d %  dl3 d p  ' 

on pourra toujours tirer de la premier0 une valeur de u en a e t  ,O, et, en  
la reportant dans la  seconde, on conclura de celle-ci une valeur correspon- 
dante pour v. D'ailleurs cette valeur de v ne se réduira pas A une fonction 
de u seul, car une pareille supposition, introduite dans la seconde des deux 
équations précédentes, conduirait A u n  réçultat en  coiltradiction avec la  
premiére. 

Moyennant cette substitution théorique de paramthes,  on sera amené B 
considérer le systeme 

d u ?  d u? d u2 zx7 +v +m =1, 

d u d v  d u d v  d u d v  -- +--+-- = O ,  
d x d x  d y d y  d z d z  

e t ,  quand on l'aura 
systéme primitif (a) 

résolu, on obtiendra la solution la plus générale du 
en prenant pour a et  pour /3 des fonctions arbitraires 

des expressions trouvées pour u e t  v. 
Or, si l'on se reporte aux  formules (3), (2) ,  (2') du § 1 dont on adopte 

ici les notations, on voit que 

du d Y  du d9  s-2=0 S--.=O. 
d x d m  ' d x d x  ' 

par conséquent, on satisfera, de l a  maniére la plus générale, aux deux pre- 
mikres des équations précédentes en adoptant pour (u) la forme donnée par 
le systkme (1) e t  prenant pour v une fonction arbitraire de t et  de  7. 

Pour que l a  troisiéme équation ci-dessus soit vérifiée, il faiit, en vertu 
de  (4), que l'on ait 

1 dv? 1 dv?  

Afin d'obtenir toutes les mariiéres dont cette condition peut être remplie, il 
convient d e  distinguer plusieurs cas. 
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(1). J e  supposerai que R et  RI sont différents et finis, et que de plus 
v contient effectivement les deux variables $ et  r .  Dans ces hypothèses, 
e t  h cause de la décomposition unique d'une fonction rationnelle en frac- 
tions simples, l'équation (F) exige que les quantités 

qui, par leur nature, n e  peuvent dépendre que de t et  q ,  se  réduisent à 
des fonctiors de v seul. Mais, d'après le théorème rappelé de Mr. WEIF 
GARTEN, A et V étant nécessairement des fonctions du paramètre v lorsque 

dv R e t  R, dépendent uniquement de ce  même paramètre, il faut ici que - 
d :r 

d v  et - se réduisent A des fonctions de v seul. E n  écrivant qu'il en,est ainsi, 
dri 

on conclut aisément des équations que l'on forme que v est une fonction 
arbitraire d'une fonction linéaire de f et  de 7, fonction linéaire qu'on peut 
toujours supposer reduite A la forme : E +v .  

Si l'on considére maintenant l'expression 

d'v d 2 v  dE2 dd"v dn2  d v  da{  dv d2ïi ,y--- d&-dj"af YS-+-S-+-S- 
dri d x a  c15 d a 9 1  dx? 

dans laquelle 

et que l'on se  reporte aux formules (5), (5'), (5'9, l'hypotliése de R ,  R, ,  
A,  V,  v fonctions de ( 4  -!- r )  seulement, introduite dans ces mêmes formules, 

d?u d 2 v  montre que S 7. et S- sont, dans les conditions actuelles, des fonc- 
d x4 d a2 

tions de u et v seulement. Donc comme 

d ae d F" d a  dF d 2 ~  
S - 9  SdT, S-- d2 p 

d  za d x d x  d mg d m2 7 - 9  8 - 9  

s'expriment linéairement au moyen de 

d  u2 d v" d u d v  d"u d"v 
- 9  - 9  - 9  - 9  S - 9  

d x2 d x2 d x d x  d xa da2 

les coefficients de ces relations linéaires dépendant uniquement de u et 
de v, ou de a e t  P, on arrive A cette conclusion que, sous les hypothèses 
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d d x d p  dF2 
admises (1), la supposition de S -9 S - - 3 S-, fonctions de a et dx2 d s d s  d z 3  

d" a2p p seulement, entraine la meme propriété pour S-9 Sm.  On est ainsi 
d LE2 

ramené aux c i n q  conditions que s'est imposé tout de suite Mr. BERTRAND. 
On pourrait donc s'en rapporter aux conclusions géométriques de l'éminent 
auteur. Mais, pour faire une application des formules (7) et (8) je vais pour- 
suivre brièvement la solution analytique commencée. 

Puisque R, R,, A , V sont des fonctions du seul paramhtre t = E + r ,  
la relation (8), en particulier, peut s'écrire 

d(E@)+o=O, d t  w d t  

où 
A"V~=G', A V = 0 .  

En posant 
drj 

a=-, 
d t  

on tire de lii 
0 2 + P = 4 C 2 ,  

où C désigne une constante arbitraire et  oii l'on a absorbé dans 8 une 
autre constante que l'intégration introduit. Si maintenant on rapporte les 
équations (7) aux variables 

d2p  et que de l'expression de , , préalablement différentiée par s,  on élimine 
d s 

d 2 p  3 9 -- au moyen des mBmes équations (7) transformées, on obtiendra. ds3 d t d s  

En considérant les constantes de l'intégrale de cette équation comme des 
fonctions arbitraires de t ,  la vérification compléte du groupe (7) transformé 
conduira sans peine à 

p = A ~ c o s ( C s - t ~ ~ ) + B ~ s i n ( C s  +<t) + GO, 
où A ,  B, G sont des constantes arbitraires et où 
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On peut donc prendre, en mettant de c6t6 un changement insignifiant 
d'axes coordonnés, 

En se rappelant que, ici, 

les formules (2) ,  (2') rapportées aux variables t e t  s feront connaitre cc, b ,  
c par des quadratures, et l'on aura finalement, au moyen de (1), 

p et q ayant les valeurs précédentes. 
Lorsque u e t  t ou v sont constants, ces équations représentent une hélice. 

En donnant u et A v divers systémes de valeurs, on obtient des hélices, 
de même pas quelconque, tracées sur des cylindres de révolution de meme 
axe. Par l'introduction de deus nouveaux parambtres u, et v,,  fonctions 
déterminées de u et v, on peut représenter plus simplement ces hélices par 

nt étant une consta2te arbitraire. 
(II). Revenant & l'équation (F), supposons que R et R, sont égaus 

et  que de plus u contient effectivement les deux variables 4 et .I?. La ~ é -  
rification de cette équation exige alors seulement que l'expression 

se réduise à une fonction de v seul, ou, ce qui revient au meme, que l'on ait 

Les surfaces paralléles (u) étant actuellement des sphéres, on peut prendre 
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pour 5 et q les parametres de deus familles quelconques de courbes sphé- 
riques orthogonales et supposer, par exemple, 

de façon que l'hquation procédente devient 

En désignant par w une indéterminée et posant 

d u  . -- du  
df  -S1n07 d-ri = sin Ecos o , 

d'où, par l'intégration, 

E étant un paramétre arbitraire e t  j' une fonction quelconque de ce para- 
mhtre. De ces relations on conclut facilement pour le systbme intégral 
relatif 5t l'équation (v): 

cos E = sin <cos (v + O), 

 COS(^+ 8 )  = c o t t c o t ~ ,  

W =Jcos<- d ~ .  

Pour deux formes particuliéres de r)  en E les courbes sphériques 

u = constante 

fournies par ces équations s e  réduisent h deux séries de cercles parallbles. 
Mais pour toute autre forme de S ces courbes ne sont pas des cercles. 

(III). Admettons enfin que v ne dépende que de E, par exemple. L'é- 
quation (F) montre que R et A doivent, dans ce cas, être des fonctions de 
5 seul. On peut supposer que A est égal Ct l'unité et l'équation (8) donne, 
pay suite, 

V = Msin S + Ncos f ,  

M et N étant des fonctions arbitraires de .II. Les formules (6) font voir que 

v R I =  v R - S V d R + H ( r ) ,  
Annali di Matematica, tom0 V. 32 
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H étant une fonction arbitraire et  le signe $ se rapportant il $. &a premibre 
des équatious (7) revient ?i 

et l'on peut adopter, en conséquence, 

p = A  sinf ;+B cosf, 

q=A' sin4-t Br COS$, 

r = ~ ' r s i n  k + B" COS 4, 
A ,  B, ... étant des fonctions arbitraires de r qui, pour la vérification corn- 
pléte du groupe (7), doivent satisfaire aux conditions 

lesquelles ne sont pas tout-&-fait distinctes. On peut prendre, d'aprés cela, 

A"dAr- A'dA" AdAV-AwdA , BI'= A'dA -AdA1 B= , , s i  7 Br= \Lsm= $Cj2p4 ' 

avec l'unique condition 
AP + A12+A'rz =1* 

On trouve en suite au moyen de (2),  ( 2 9 ,  

et des expressions analogues pour b et  c ;  et si l'on fait, pour abréger, 

(u-R)s inE+Js inf -dR=ul ,  

(u-R)cosk +Jcos i . dR=v , ,  

on obtient finalement 
x=A u l + B  v l + a ,  

y = - 4 r ~ 1 + B f v ,  + b,  

z = Arrul + Bfrv, + o , 
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et où l'on peut substituer les parametres u, et v, aux paramètres u et v ou k. 
11 entre, comme on voit, deux fonctions arbitraires dans la solution: ainsi, 

par exemple, on peut tracer arbitrairement la courbe sphérique ( A ,  A', Al1) 
et prendre pour II une fonction arbitraire de la variable y ,  laquelle peut 
être prise elle-même pour l'une des coordonnées sphériques de cette courbe. 
La courbe (a, b, c) peut donc être considérée comme tout-&-fait quelconque. 

Les expressions précédentes de x, y, z se prêtent h diverses interpréta- 
tioris géométriques en ce qui concerne les courbes 

U, = const., v, = const. 

Comme pour ces courbes on a 

(x- a)'+- (y- b)'+ ( z -  c)'=u;-t. v;, 

on voit qu'elles constituent le systkme, non circulaire, des lignes de cour- 
bure de la susface canal dont l'are fixe est la courbe ( a ,  b, c)  et le rayon 
générateur Vulf-vS. L'une quelconque des courbes (u,  v) peut donc être 
ici considérée comme l'intersection d'une surface canal, d'axe fixe ( a ,  b, c),  
et d'une surface développable ayant pour arete de rebroussement l'une des 
développées de cet axe. 

Il convient de noter un cas qui se présente précisément lorsqu'on introduit 
d'u la condition nouvelle, h savoir que S- soit une fonction de u et de v. Il 
d x2 

faut alors que R, soit, comme R, un fonction de t: seul. Les quantités H, 
dA"BS S-2 S- doivent se réduire à des constantes. La courbe sphérique dr,"d.ri" 

( A ,  Ar, A") est un cercle et l'on peut prendre 
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e étant une constante quelconque. En posant 

uls in& 4- V ~ C O S E = U ~ ,  

U ~ C O S E - V ~ S ~ ~ E  = v 2 ,  
on obtient 

X = U , C O S O +  HJs inody ,  

y = u g s i n o  - I l J c o s o d ~ ,  

Z = v2; 

où l'on doit prendre pour o une fonction arbitraire de y. L'axe (a, b, c) 
cie la surface canal est ici une courbe plane quelconque, le rayon géné- 
rateur de cette m8ae  surface a pour valeur VU: + y ; .  Les lignes de courbure 
non circulaires, peuvent évidemment s'obtenir ici au moyen de sections 
planes parallèles au plan de la courbe (a, b, c).  Ou peut aussi considérer 
les deux premiéres des équations, qui précédent immédiatement, comme 
représentant des cylinclres paralleles A base quelconque: les courbes 

U, = const., v 2  = const., 

définissant les sections droites de ces cylindres. Ce résultat était assez 
évident 5 p r i o r i ,  mais je tenais à le retrouver dans l'analyse qui fait 
l'objet du présent paragraphe. 

R e m a r q u e .  Pour compléter la solution du problbme posé en commen- 
~ a n t ,  il resterait peut-être 21 examiner l'hypothhse OU les surfaces paralleles 
(u) proviennent d'une surface f développable. Mais je ne crois pas devoir 
m'arrêter 21 ces détails. 

« Les mêmes choses étant posées qu'au commencement du précédent 
paragraphe, on peut demander que la section droite, au  lieu de demeurer 
constante tout le long d'un meme canal infinitésimal, reste seulement sem- 
blable à elle-meme. B 

En désignant par p et 7) les paramhtres des deux familles de surfaces 
cherchées, les équations immediates du nouveau probléme sont évidemment 

d pa d p  dv sa S-- 
-- dxdx  

d,,2 - f@, '1, -- -- - = F ( p ,  Y); 
,y 

d $2 d x. 
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et on peut les remplacer par 

f et f i  étant des fonctions quelconques de p et de v. Si l'on remplace les 
deux paramétres p et v par deus autres ,$ et v, on aura, en ayant égard 
aux deux dernieres équations, 

On peut déterminer la substitution dc parametres par les deux équations 
que l'on obtient en égalant à zéro la troisikme parenthese, 2 O  en égalant 
entr'elles les deux premieres parenthéses. On déduit aisément des deux 
équations ainsi formées les deux suivantes 

qui conduisent tout de suite h une équation du second ordre en E. Cette 
substitution de paramètres a pour effet, géométriquement, de transformer 
en carré la section droite parallklogrammique du  canal curviligne infini- 
tésimal. On pourrait faire en deux coups cette transformation. En égalant 
à zéro la parenthèse de la troisikme des avant derniéres équations, sans 
introduire d'autre condition, on pourrait prendré k=p  et déterminer, par 
suite, r au moyen de l'équation du premier ordre 

cette substitution préliminaire aurait pour eflet géométrique de transformer 
en rectangle la section parallé~ogrammic~ue. En prenant alors cette section 
rectangulaire Four point de iiépart, on passerait ii la section carrée par le 
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moyen des deux équations 

Il va sans dire qu'il s'agit ici d'une substitution théorique de paramétres 
et  qu'il suffit de concevoir qu'on a une solution particulière quelconque des 
équations qui définissent la substitution, pourvu qu'il en résulte pour k et 
7 des valeurs indépendantes comme celles de ,u et de v. Or en partant de 
la forme rectangulaire, que l'on peut toujours adopter, si l'on raisonnait 
dans l'hypothkse que, dans la transformation en carré qui vient d'être in- 
diquée, 7 peut être une fonction du E ,  on arriverait facilement aux rela- 
tions suivantes 

qui conduiraient à supposer 
- 

E=p-l-v, ~ = ( ~ + v ) V - 1  
et, par suite, 

f=4: 

résultat inadmissible si l'on admet, comme je le fais ici, qu'il s'agit de 
surfaces et  de parametres réels. 

Noyennant 1; substitution de paramètres dont il vient d9Btre question, 
on est amené considérer les équations 

et quand on y aura satisfait de la maniere la plus générale, on obtiendra 
la solution la  plus générale aussi des équations posées au début de ce 
paragraphe, en prenant pour p et pour u des fonctions arbitraires des formes 
trouvées pour et  7. 

En supposant toujours p ,  v, t ,  7 des quantités réelles, les deux équations 
qui précédent sont renfermées dans l'équation unique 

à la condition de supposer ultérieurment (1 zt la forme habituelle des ima- 
ginaires. 
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Bien que l'intégrale de l'équation en u puisse s'obtenir au moyen d'une 
solution compléte, qu'il n'est pas difficile de trouver, il m'a paru préférable, 

cause de la forme toute spéciale de l'équation, de suivre la marcha suivante. 
Si l'on pose 

du d u  du . . du .  -= icoso . -  -=zsino.- 
d x  da dy  d a '  

les trois quantités icoso, isino, 1, étant proportionelles aux dérivées par- 
tielles d'une meme fonction u,  la condition connue d'intégrabilité donnera 

L'intégrale de cette équation peut être représentée par le systbme 

f désignant une fonction arbitraire des deux paramétres auxiliaires a et P. 
En prenant a, p, et a = r pour les variables indépendantes, on a en suite 

e t ,  par consbquent, 

D'ailleurs si l'on imagine que, dans u ,  x et y sont remplacés par leurs 
expressions précédentes et z par (, on a 

et comme A 

dx -- icoso, -- dy  d r  -isino, 
d <  - 

il en résulte 

Enfin, en observant que 
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on pourra adopter pour le  systkme intégral, relatif d, l'équation proposée, 

où $ (a ,  p) est une fonction arbitraire, représentant, comme on voit, la 
valeur de u qui répond z Aga1 à zéro e t  dans laquelle on a remplacé x 
et y par a et p respectivement. 

Il est presque superflu do faire observer que, si 9 ne dépendait que de 
( a t i P ) ,  on aurait 

et par suite 

L'équation proposée est alors 

et l'on y satisfait précisément 
( x k i y ) .  

en prenant pour u une fonction arbitraire de 

Comme $ désigne une fonction tout-A-fait quelconque des indéterminées 
a et p, on peut adopter pour sou expression générale 

u=?+, p)= F(a,  P) + iF&, F), 
F et FI étant des fonctions réelles quelconques des deux lettres a et B. 
Lorsqu'on aura éliminé ces deux lettres du systéme intégral (u), on ob- 
tiendra, pour déterminer u ,  une équation dont la forme générale sera 

q ( x ,  y, Z, ~ ) t i @ ~ ( x ?  y, 2 ,  u)=O, 

@ et Q>, étant des fonctions réelles des variables x, y, z, u. Si l'on y 
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remplace u per (Et-  ir), cette équation prendra la forme 

et +, étant des fonctions réelles des cinq indéterminées x, y, Z ,  E ,  W .  
On aura donc, pour déterminer et  y en x, y, z ,  les deux équations 

renfermant implicitement les traces des deux fonctions arbitraires F et F, 
qui doivent s'introduire dans la solution des deux Bquations simultanées 

11 m'a paru utile de vérifier directement certaines circonstances de l'a- 
nalyse précédent, laquelle doit comprendre, comme cas particulier, la so- 
lution du probléme des sections droites constantes considéré au $j 3. 

Prenons, par exemple, les hélices 

et, par suite, pour transformer en carré la section rectangulaire de ce systkme, 

Comme il suffit, pour la substitution de paramètres, d'une solution parti- 
culiere, je prendrai 

En posant 
u=t+ iv ,  

Annali di Matematica, tom0 V. 
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on aura donc ici 

d'oh résulte 

En substituant dans les relations générales 

on en conclut, moyennant quelques simples transformations, 

@+iz-m 
y + ix=(P+ ia) O-m ' 

Y Si l'on remplace, dans l'expression ci-dessus de u7  arctg- par 
X 

et qu'on substitue en même temps les valeurs précédentes, on obtient 

ou bien 

expression indépendan te  de z et qui est bien la valeur de u d'où l'on 
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est parti quand on y fait z égal zéro et  qu'on y remplace x et y par 
a et /3 respectivement. Il est bien entendu que c'est de cette dernihre 
propriété qu'on aurait dû partir s'il s'était agi seulement de trouver, le 
plus simplement possible, l'expression de la fonction $(a, f i )  qui répond 
A l'exemple actuel. 

J'ajouterai une dernihre remarque sur le système intégral (u). Si l'on 
pose généralement 

/ d  lp2 dy" a=\/ d.+-> cc- dp2 A"B2=1: 

on trouve aisément 

On a aussi 

Lorsqu'on suppose 

on reconnait sans peine que 9 est une fonction quelconque de O ,  cette 
derniére quantité étant déterminée par l'équation 

P+a9=1C(%). 

4 d6signant une fonction arbitraire. On a par conséquent 

ou, si on le préfkre, en éliminant a et b', 
y + 8 ~ - i ~ V 1 = + ( e )  

u=F(0). 
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Dans le cas présent 

et, par suite, quand on posera 

on aura 
$ 5  d'ri sm4=o, S-&-$=O. 

Par exemple, si l'on suppose 4 égal zéro, on aura 

et, en prenant 
E t -  ir=u=- 8, 

il viendra 

équations qui représentent deux familles particulieres de cônes orthogonaux 
et isothermes. 

En conservant la précédente expression de 8 et posant 

u=f(O) + i f, (4, 
la substitution de 

où t et 7 ont les valeurs ci-dessus, donnera 

de sorte que, en posant 

on aura, avec les traces de deux fonctions arbitraires f et f,, deux familles 
de canes orthogonaux et isothermes, aux paramhtres El e t  y,, et se coupant 
suivant les mêmes droites que les cônes particuliers (s). 

Montpellier, 1872. 

N.B. L e  prdsent t ravai l  a été envoyé à l ' Institut e n  mars  1870. L'envoi contenait une 
suite (non compléte) relative à la t h é o r i e  d e s  l i g n e s  i s o t h e r m e s  p e r m a n e n t e s .  
Elle sera  publiée ultérieurement avec des additions que j'aurai le soin d'indiquer. Alais les 
precedents problèmes peuvent très-bien en &tre détachés. 
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Thborie des coordonnées curvilignes 
quelcchques. 

TROISIÈME PARTIE. 

(par  hfr. l'Abbé AOUST, prof. a Marseille.) 

N o u s  avons enpos6 dans la prewtiLre partie (*) de notre Théorie des 
coordonnées curvilignes les formules qui servent de fondement .3 cette 
théorie. La deuxième partie (**) a été consacrée aux principales applica- 
tions de ces formules 5 la géométrie des surfaces e t  des courbes situées sur 
les surfaces. Il nous reste h généraliser nos résultats e t  Zt déduire de ces 
memes formules une série de relations se  rapportant a u x  divers éléments 
des surfaces, relations importantes qui, par suite de l'introduction de la 
courbure inclinée, prennent un caractbre de simplicité. Tel est l'objet de 
cette t r o i s i h e  partie. 

Nous conservons toujours les définitions, notations et hypothèses admises 
dans notre premiere partie. Lorsque nous projetterons une courbure inclinée 

1 
telle que -, ou l'arc de contingence correspondant 3,,, sur l'un des trois 

go ! 
arcs coordonnés, nous représenterons la projection par le  même symbole 
affecté en haut et à droite de l'indice relatif A l'arc dont il s'agit, cet indice 
étant placé entre crochets ( ); s'il s'agit, par exemple, de l'arc da,  les pro- 

1 
jections sur cet  arc seront -, 31;). Lorsqu'on les projettera su r  une direc- 

$0:) 

tion quelconque v, les symbol& seront affectés de  la  lettre (v) entre crochets. 
Lorsque un indice ou une lettre placés sous le  signe de sommation 2 

resteront invariables durant la permutation tournante des autres indices 

(9 Annali di Matematica, la serie (Roma), t. 6. 
e*) Annali d i  Matematica, 2a serie (Milano), t. 2. 
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affectant des quantités également placées sous le signe 2 ,  nous aurons 
soin de placer cet  indice ou cette lettre qui restent invariables entre pa- 
renthèses [ 1. 

5 1. D e  la coarbnre inclinée suivant une direction quelcouque 

et dc ses variations. 

1. Courbure inclinée d'une ligne suivant une direction quelconque. 
Pour rester fidble à. nos conventions, si une l igne v se  déplace d'après une 
loi connue de telle sorte qu'un de ses points parcoure un arc s, nous appe- 
lons colirbure inclinée de l'arc s suivant ln direction v, le rapport du dé- 
placement angulaire infiniment petit de la ligne v au chemin infiniment petit 
parcouru par le point sur l'arc d s  e t  nous représentons cette courbure par 

1 -. L'arc de cercle décrit d'un point de la droite comme centre avec un 
ds 

rayon égal à l'unité, entre la  premiére position de la  droite e t  une parallele 
menée de ce point il la seconde position de cette droite, est appelé arc de 
contingence inclinée de la  l igne s suivant la direction v e t  représenté par 
le  symbole PVpd,. Cet arc de cercle représente en grandeur e t  en direction 
la courbure inclinée. 

Cette conception est toute CL fait g h é r a l e  et s'applique sans exception à 
toutes les courbures que les géométres introduisent dans le calcul ainsi 
qu'A toutes les grandeurs de l'ordre des courbures qu'ils considbrent, et la 
courbure inclinée les comprend toutes comme cas particuliers. 

Elle comprend les courbures propres des arcs coordonnés, puisque la 
courbure d'une ligne est la  courbure inclinée de cette l igne suivant ses 
tangentes. 

Elle comprend la courbure inclinée d'un arc coordonné suivant une autre 
arc coordonné, puisque cette courbure n'est autre chose que la courbure 
du premier arc inclinée suivaut les tangentes au second. 

Elle comprend la fléxion d'une surface suivant une direction donnée sur 
cette surface. En effet, d'après certains géom&tres, cette dénomination s'ap- 
plique au rapport de l'angle de deux normales CL la surface, menées par 
les deux extrémités d'un arc infiniment petit situé sur la surface, à la 
longueur de cet arc; on voit donc que la flexion de la  surface p suivant 
un arc do, n'est autre chose que la  courbure inclinée de cet  arc suivant 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Aous t : Théories des coordonnées curvilignes quelconques. 263 

1 les normales B la surface et qu'elle sera representée par --. D'aprhs nos 
%4 

conventions, ses composantes obliques suivant les arcs coordonnés seront 
1 1 1 1 1 - - -  

1n4<0, 9 lniril 9 
et ses projections sur ces trois arcs seront - ,,, , an,!", Snl 

1 -. 
42 i@) 

2. Varia,tions d'un angle. Soient deux droites v ,  p ,  formant entre 
elles un angle ( y ,  p) variable et  dont le sommet l'arc infiniment 
petit d a ;  l'on a par rapport aux trois coordonnées rectilignes x ,  y, n, la 
relation 

cos(v, p)=L,cos(v, x)cos(p, x), 

le signe 3 Ee rapportant aux trois axs coordonnés; si l'on prend la va- 
riation suivant le déplacement d h  on aura en introduisant les courbures 
inclinées et en restant fidèles aux convections établies, la relation fonda- 
mentale 

(1) 
dcos (v,  p.) - cos (IJ., %A) COS (Y, 1 --- i- 

l 
d h I L x  s m + g ~  

Soit n la normale au plan parallèle aux deux directions v et p. Si, con- 
formément à notre usage, on représente par les memes lettres de l'alphabet 
romain affectées de l'indice (n) les projections des deux courbures sur le 
plan des deux droites dans leur position primitive, l'équation précédente 
pourra s'écrire sous la forme suivante: 

Les formules (i), (2) se démontrent avec non moins de facilité par la géo- 
métrie; car si du sommet de l'angle on mène des paralléles aux positions 
cles deux c~3tés aprés leur déplacements et qu'on projete l'angle ainsi obtenu 
sur  le plan des deux côtés avant leur déplacement et que du sommet de 
l'angle, avec un rayon égal à l'unité, on décrive dans ce plan une circon- 
férence de cercle, on voit directement que la variation de l'angle des deux 
droites est égale à la somme des projections des déviations des cdtés sur 
le  plan des deux droites; ce qui n'est autre chose que le principe exprimé 
par l'équation (2 ) ,  que l'on peut aussi énoncer de la manibre suivante: 

ThéorBrne. Ln variation d'un angle est la somme des  projection.^ sur 
le plan de cet arcgle, des arcs de  contingence inclinée de la ligne décrite 
par le sommet, suivant chacun des d e u x  côtés de l'angle. 
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C'est ce théorème, qui convenablement appliqué donne toutes les formules 
de la théorie. 

Lorsque Ics deux côtés de l'angle coïncident avec les tangentes aux deux 
arcs coordonnées, on retrouve les formules (14) et (15) de notre premikre 
partie, lesquelles peuvent être condensées dans la formule suivante 

dcos(cl~,, da,) - 1 1 --+--. 
do 10 1 %A' 

Cette formule, jointe il toutes celles que l'on obtient par la variation d'un 
des trois éléments do,  da, ,  da, contenus dans le premier membre et des 
indices correspondants du second, donne les neuf équations relatives aux 
variations des arcs coordonnés. 

3. Relations entre les cowposantes obliques d'une courbure e t  ses 
projections orthogonales sur les arcs coordonnés. 

1 1 1 1  
Soit la courbure considérée ; i", F),  @, ses composantes obliques 

1 1 1  suivant les arcs coordonnés; - 2 n,, ses projections orthogonales sur Go' 
les trois arcs; si l'on remarque que la projection d'une courbure sur une 
direction est égale à la somme des projections des composantes obliques 
de cette courbure sur cette direction, on a le type suivant qui contient 
trois équations 

Par la résolution des trois équations linéaires contenues dans ce type, ou 
mieux encore, par la composition des courbures suivant les trois normales 
n ,  n,, n, aux trois surfaces coordonnées p ,  pl ,  p,, on trouve le type inverse 
dans le quel on représent par k le produit des sinus des angles 9, g,, 0 ,  

ce type renferme également trois équations. 
1 Si l'on décomposait la courbure suivant les trois normales et qu'on 

1 1 1  représentat par 9 5";, les trois composantes obliques suivant ces 
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1 1  1 normales, e t  Par m, 9 -1 les trois projections - 

quelconques. 265 

orthogonales de la 
1 courbure sur les" trois normales, on trouverait les relations : a 

Ces systémes d'équations fournissent donc les composantes obliques et  nor- 
males d'une courbure suivant les trois arcs coordonnés et  suivant les trois 
normales aux surfaces coordonnées. 

4. Des conzposantes orthogonales de la flexion d'une surface suivant 
une direction. 

Considérons les flexions de la surface p suivant les deux directions do,, 
1 1  1 da,; ces deux flexions sont - -; joignons-y la courbure inclinée - 

%,a %2 %a 
de l'arc do suivant les normales aux surfaces infiniment voisines de la 
série p, parce que cette courbure s'introduit d'elle même dans le calcul; 
cela posé, prenons la variation des angles (n,  do,), (n ,  da,) suivant les 
trois arcs coordonnés, en appliquant la  formule (1); et remarquons que ces 
angles restent droits; nous aurons les deux groupes suivants d'équations : 

Si Yon opére de même sur le deux autres surfaces coordonnées, on obtiendra 
pour chacune d'elles six formules qui se  déduisent des précedentes par la 
rotation des indices. 

Si l'on remarque que les premiers termes de ces équations sont connus, 
puisque chacun d'eux est le produit de la composante oblique suivant do 
de la courbure inclinée dont il s'agit par le cosinus de l'angle que la nor- 
male n fait avec la direction da ,  et que l'expression de ce cosinus a été 
donnée dans notre première Partie n.O 4 ,  les formules précedentes font 

1 1 1  
connaître la courbure inclinée - et les deux flexions -- - en gran- 

%O $ni Sn9 

deur e t  en direction, parce que cette courbure e t  ces deux flexions étant 
Annalà di Matemotica, tom0 V. 34 
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perpendiculaires à la normale n, il  suffit de deux Bquations du groupe pré- 
cedent situées sur la même ligne pour déterminer la courbure dont il s'agit. 

1 1 Ainsi, en prenant le rapport des composantes des courbures -9 - 3 on an,.,'i' 
1 aura le rapport des cosinus des angles que la courbure - fait avec les 

%O 
deux arcs da,, do,, et conséquemment l'intensité de cette courbure expri- 
mées par les deux équations: 

cos (&I, da , )  @,) -- 
cos ( f lno,  do,) - 12 ' 

5. Des composantes obliques de la flexion d'une surface suivant une 
direction. 

Quand on connait les composantes orthogonales d'une courbure on passe 
aux composantes obliques au moyen des formules (3)'. Si l'on applique ces 
formules à une flexion dont on connait les composantes orthogonales par 
les équations ( 5 ) ,  on obtiendra les relations qui donnent les composantes 

1 1 1 
obliques m, - - 1 

E,,,(O) 
de la courbure -; ces relations, qui sont au 

no  %O 
1 nombre de deux parce que la composante - 1 ,#J' est nulle, sont les suivantes: 

sin2 p, cos (d a,, da,) cos (d G, , da,) sin sin (Sno,  d bg) -- - - 
p h )  

- 
l(i),O - 4 O a-(n)go 

(7) 
an0 

sin2? c o s ( d ~ ~ , d ~ ~ )  c o s ( d ~ , , d a )  sinpsin(lTn,,da,) -= - I _ - 
(9) 

w,,, Qn'40 @%O %&O 

Il est facile de voir que la rotation des seconds indices inférieurs donnera 
1 les deux couples des formules qui se rapportent aux deux flexions -, 
&n 

1 
1 
-; et, ces deux couples obtenus, on passera du groupe de ces six équa- 
&? 

tions se rapportant à la surface p aux groupes qui se rapportent aux sur- 
faces pl et p, par la permutation tournante de tous les indices. On a donc 
ce théoreme: 

Théorbme. Si l'on prend les flexions d'une surface p suivant deux 
arcs da,, da, tracés sur cette surface, les composantes obliques et les 
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composantes orthogonales suivant ces deux arcs, de ces flexions, s'expri- 
ment linéairement au  rioyen des projections sur la normale des courbures 
inclinées des deux arcs da,, da,, réciproquement 2'un à l'autre. 

1 

Un théoréme semblable existe pour les composantes de la courbure 2- - 
&O 

11 est bon de remarquer que les formules (5) font connaitre les cosinus 
des angles que cette courbure et les deux flexions font avec les arcs coor- 
donnés, tandis que les formules (7) donnent l'expression des sinus des mêmes 
angles. 

6. De la variation de l'angle que l a  normale à une surface coor- 
donnée fait avec l'intersection des deux autres. Le cosinus de l'angle que 
la normale n fait avec l'élement do est donné par la relation 

cos(n, da)=xcos(n ,  x)cos(da, x), 

le signe 2 s'étendant aux trois arcs x ,  y, z. Si l'on prend la variation 
des deux membres par rapport aux trois arcs coordonnés, en appliquant 
la formule (1) on obtiendra les trois équations: 

dans les quelles il n'y a d'inconnus que les cosinus des angles que la 
1 

courbure - et les flexions de la surface p font avec l'arc do. Considérons 
&O 

la premiére, elle forme avec les directions da ,  do, un trikdre; et avec les 
directions da,, da, un autre triédre; si dans chacun d'eux on exprime le 

1 
cosinus de la face opposée la direction de la courbure - au moyen de 

%O 

la formule fondamentale de la trigonometrie spherique et qu'on élimine 
entre les deux relations résultantes les cosinus des diédres suivant cette 
direction par cette consideration que la somme des deux diédres vaut deux 
angles droits, on obtient la relation 

. s in9 cos(fl,,~, do) = cos~,sin(&,,, d b,) + cos$, sin(%,,,, da,); 

en divisant par et en ayant égard aux formules (7)', on trouve l'équa- 
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tion suivante 
sin (p - sin ?,cos 9, sin p, cos 0, --- + a(", ~ [ " ) n o  #a) 20 i O 

1 
Si maintenant on élimine - entre cette équation et la premiére des équa- 

Ji(")no 
tions (8) e t  qu'on o p h e  de même sur les autres équations du groupe, ou 
obtient le type suivant 

d sin (p sin cp, sin cp, 
@)'sino 5 cos (n, 0) = cos (n, n )  + wO cos (n, n,) + ni, cos (n , n,) (O) 

PO 

qui contient neuf équations, formant trois groupes relatifs, chacun à, chacune 
des surfaces. Les deux autres équations du premier groupe se déduisent 
de l'équation (8)' par la rotation des indices dans le dénominateur d a  dans 
le premier membre, et la rotation correspondante des seconds indices infé- 
rieurs des courbures dans le  second membre. 

Il  resulte de ce qui précéde, que la variation suivant l'un des trois arcs 
coordonnés, de l'angle que la normale C1 l'une des surfaces fait avec l'in- 
tersection des deux autres, s'exprime linéairement et symétriquement en 
fonction des composantes normales des coürbures de cet arc inclinées 
suivant les tangentes des trois arcs coordonnés. 

'7. De la variation des angles que les trois surfaces coordonnées 
font entre elles. L'on a l a  relation 

cos (n, , n2) = Z cos (n, , x) COS (n2, X) ; 

si l'on différentie les deux membres par rapport aux trois éléments do, da,, 
cl 0, on obtient les équations : 

) ~ C O S ( I O , ,  n3 - 1 -- 1 
+-7 do, I î (ns )n4 i  Gni)nei 

or si l'on remarque que les projections des courbures sur une direction 
sont égales 2i la somme des projections des composantes obliques de ces 
courbures sur cette direction, les équations précédentes peuvent s'écrire 
sous la forme suivante: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A ou s t : Théorie des coordonnées curvilignes quelconques. 269 

 COS(^, , n,) - cos (a,, da,) cos ( f i , ,  d 6,) i d a  ''(2) 
+ PnsO > 

n4O 

dcos (n, , n,) - cos(n,,  d -) cos (n, , d ~ , )  - ''\a 
nia 

+ 

I")n9a 

Si l'on remarque que les deux angles (n,, n,) et O sont supplémentaires et 
qu'on ait égard aux valeurs des cosinus des angles (n,, do,), (n,, do,) 
1"'" Partie, n . O  3, on obtient les équations suivantes: 

Telles sont les &qua 
coordonnées. 

) d R - s i n p ,  sinp,  ---+-, ) do4 1 ' I , i  1 ' ) q t  

tions qui donnent les variations des angles des surfaces 

8. Variation de la distance de deux surfaces coordonnées d'une même 
série. Considérons deus surfaces coordonnées d'une méme série p, infini- 
ment voisines; leur distance d n  comptée sur la normale a pour expression 

dn=dacos (n ,  do); 

d'aprés cela, si l'on prend la variation par rapport h pl, on aura 

d,dn=cos(n, do)d,do+dod,cos(n, do), 

or s i  l'on a égard aux variations des arcs (1"'" Partie, n.O 18) et aux va- 
riations des angles (n,  do), form. 8, on obtient les deux formules suivantes: 

sin 9, ~ o s ( n , n ~ ) + ~ ~ o s ( n , n ~ ) ,  sin 9, 

41 
sin?,  sin cp, cos (n , n) + - ~ - C O S  (n 2 ni) + 

n 

On trouvera les deux autres couples contenus dans ce type par la rotation 
des indices. 

9. De la double variation de l'angle qu'une direction variable fait 
avecr une direction fixe. Soit l'axe des x cette direction fixe ; considérons 
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une ligne v men6e par un point et dont la direction varie avec le  point. 
Si nous restons fidele A notre notation et que nous prenons la variation de 
cos(v, x) par rapport h pl nous aurons l'équation 

si l'on prend la variation par rapport à. p, des deux membres de cette équa- 
tion et qu'on élimine les variations des cosinus au moyeu des relations 
(23) et (24) (1"'" Partie) l'on aura l'équation suivante 

, 

le signe 2 s'étendant Zi toutes les valeum que prend l'expression placée 
sous ce signe par suite de la rotation simultanée des indices non contenus 
entre crochets [ 1. 

Cette formule est tout A fait générale; l'indice qui suit v dans les com- 
posantes des courbures suivant la direction v est partout le, même et égal 
h 1, il provient de la variation par rapport % pl; le second indice qui af- 
fecte les courbures des seconds facteurs de chaque terme est partout le 
méme e t  Bgal & 2, il provient de la  variation par rapport & p,. Il suffira 
donc de modifier convenablement ces deux indices dans le second membre 
et les variations correspondantes du premier pour avoir toutes les doubles 
variations possibles. D'aprés cela la double variation du cosinus de l'angle 
(v, x) suivant les mémes parametres intervertis, sera donnée par l'équation 

Suivant que l'on fera coïncider dans l'équation (13) l a  ligne v avec les 
tangentes aux lignes coordonnées ou avec les normales aux surfaces coor- 
données, on aura les doubles variations des courbures inclinées des arcs 
coordonnées ou des flexions des trois surfaces. 

10. Des relations qui existent entre les variations des arcs de con- 
tingence inclinée suivant une direction quelconque. Si l'on remarque que 
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les doubles variations que nous avons trouvées dans le numéro précédent 
doivent être identiques quelques soient les cosinus X,,, X,, X, ,  on obtient 
en identifiant les expressions de ces doubles variations, trois équations entre 
les variations des composantes obliques des courbures inclinées suivant la 
direction v. Ces trois équations sont : 

le signe 2 s'étend à toutes les valeurs que prend l'expression placée sous 
le signe par suite de la rotation simultanée des indices non renfermés entre 
crochets [ 1. 

Les deux autres groupes, de trois équations chacun, contenues dans le 
type (14) se déduisent de ce type par la rotation de tous les indices O, 1, 
2 supérieurs ou inférieurs. Le premier groupe se rapporte au plan tangent 
St la surface pl; le second au plan tangent (L la surface pl; et le troisiéme 
au plan tangent h la surface p,. 

11. Transforination des équations précédentes. Multiplions la première 
équation du groupe (14) par cos (da, do), la seconde par cos (d b,  da,), la 
troisiéme par cos (do, da,) e t  ajoutons les équations rbsultantes, membre 
h membre; si l'on remarque que la somme des projections des composantes 
obliques d'une courbure sur l'une des trois directions, do ,  da,, do, est 
égale St la projection de cette courbure sur cette direction et si l'on Blimine 
les variations des arcs au moyen des relations ( I ) ' ,  on obtiendra une équa- 
tion qui formera avec les deux que l'on obtient par un procédé analogue, 
le groupe suivant: 

Le groupe précédent se rapporte au plan tangent $i la surface p; les deux 
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autres groupes se rapportant aux deux autres surfaces coordonnkes s'ob- 
tiennent par la rotation des indices O ,  1, 2. 

Les équations du type (15) forment une systéme équivalent au système 
tourni par le type (14); mais elles ont des avantages qui leur sont propres, 
soit au point de vue géométrique, soit au  point de vue analytique. Elles 
conduisent au théoréme unique suivant: 

Théorhe.  Si l'on prend les arcs de contingence inclinée de deux 
lignes coordonnées da,,  d o ,  suivant d e u x  directions V, ,u e t  qu'on projette 
les arcs inclinés de  contingence suivant u n e  direction u, sur la direction 
des d e u x  arcs réciproques de contingence, la différence des produits bi- 
naires d'un arc par sa projection e t  la  difkrence des variations par rap- 
port a u x  paramètres réciproques, des projections des deux  arcs de con- 
tingence inclinée suivant la direction v sur la seconde directions p sont 
égales. 

Ce théoreme permet de condenser les neuf équations du type (15) en 
une seule. 

sur la quelle nous reviendrons plus loin. 
12. Deuxième transformation. Considérons le second membre de l'é- 

quation (15)'; deux des courbures sont perpendicolaires C1 la direction v et 
les deux autres la direction p. Soit n une direction perpendiculaire gux 
deux précédentes et  considérons le trihdre formé par ces trois directions, 
l'on a la relation 

si l'on divise les deux membres par le produit g,,g,, e t  qu'on introduise 
les projections des ces courbures sur le plan des deux droites v,  ,u et sur 
la normale à. ce plan, en restant fidele à la notation du n.O 2, et qu'on 
opbre de même sur le second terme du second membre de l'équation (15)' 
le facteur bindme de ce second membre prendra la forme suivante 

Or si l'on remarque que dans le premier membre de l'équation (15)' les 
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1 1  courbures -, - projetées sur la direction p sont égales aux projections 
$ 9 ,  L 2  

de ces courbures sur le plan (v, p) multipliées par le sinus de l'angle 
(v, p), qu'on développe les différentiations indiquées, et qu'on ait égard à 
l'équation (1), les termes qui contiennent cos(v, F )  s'annulent en vertu 
de cette équation, et  l'on obtient l'équation suivante: 

la quelle donne naissance au théoréme suivant: 
ThBorBrne. Si l'on prend les arcs de contingence inclinée de d e u x  

lignes coordonnées do , ,  d o ,  suivant deux  directions v, p e t  qu'on projette 
ces quatre arcs sur le p lan de ces deux  directions et sur la normale à 
ce plan,  la diférence des produits binaires des projections normales des 
arcs de  contingence i n c l i d e  des deux  lignes suivant d e u x  directions dif- 
férentes e t  la différence des variations par rapport  a u x  paramitres  réci- 
proques, des projections sur le p lan v p  des d e u x  arcs de contingence 
inclinée suivant l 'une ou l'autre des deux  directions v ,  p sont entre elles 
dans un rapport égal a u  sinus de ces d e u x  directions. 

L'un e t  l'autre des théorémes demontrés dans ce numéro et dans le nu- 
méro précédent ont une grande importance, parce que chacun de ces théo- 
rémes renferme d'une maniére compléte la solution du problème des coor- 
données curvilignes, ayant pour but de déterminer les équations aux diffé- 
rences partielles du second ordre des lignes coordonnés, comme la chose 
sera mise en évidence dans les numéros suivants. 

13. Des relations qui  existent entre les variations des courbures in- 
clinées de  deux arcs coordonnés suivant u n e  direction quelconque. 

1 . O  Développons les différentiations indiquées dans les premiers mem- 
bres des équations (14) et remplaçons les variations des arcs par leurs 
valeurs tirées des équations (20)", le'" Partie, l'on aura les trois équations 
suivantes : ~ p & ~ ; f l S T % 0  SAI: K. $ CIÇ S'CH 

Annali di Matemntica, tom0 V. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A ou s t : Théorie des coordonnées curvilignes quelconques. 

Ces équations sont relatives aux variations des composantes obliques des 
courbures inclinées. 

2." Pour obtenir les relations qui existent entre les variations des com- 
posantes orthogonales des courbures inclinées, il faut se servir des équa- 
tions (15)' et éliminer les variations des arcs au  moyen de la formule 

qui se dEduit sans difficulth de la formule (20) de notre 1''" Partie, on 
obtient ainsi 

Cette équation est telle que le second membre ne fait que changer de signe 
lorsqu'on change v en p et réciproquement, il en résulte qu'il en sera dc 
même du premier membre, on a donc l'équation 

COS? 1 1 cosp 1 +(&+rn)(q -F)+(&+q-)[m- IL' &-)=O r $  

qui se déduit aussi de l'équation (1), par le  procédé indiqué h la fin dn 
n . O  11 et par l'élimination des variations des arcs. 
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3." Enfin, on obtient les relations qui existent entre les variations des 
projections des courbures sur le plan des directions (v, p), en effectuant 
les différentiations indiquées dans le type (16) et en éliminant les variations 
des arcs au moyen de la formule (20) 1"'" Part. on obtient ainsi l'équation 
suivante : 

e t  comme le second membre ne fait que changer de signe lorsqu'on change 
p en v et réciproquement, i l  en sera de même du premier membre, on ob- 
tient donc une équation analogue B celle qu'a fourni l'équation (19). 

14. Des facteurs bin6,mes des seconds membres des équations préce- 
dentes. Coiisiderons d'abord le facteur biname situé dans le second membre 
de l'équation (15)' et son expression en fonction des variations des cour- 
bures donné par le premier. Si dans l'équation (1) on fait successivement 
coïncider la direction h avec do, et  da,, on obtiendra deux équations au 
moyen desquelles on pourra éliminer une ou deux courbures inclinées du 
premier membre de l'équation (15)'; de sorte que si, pour abréger, on re- 
présente le facteur binome par U12,, l'on aura: 

De même si l'on représente par U12,, le  facteur binôme du second membre 
de l'équation (16) et qu'on opére de la même manibre sur cette équation 
au moyen des deux Bquations que l'on obtient en faisant coïncider la di- 
rection 2, dans la formule (2) avec les directions da,, do, on obtient les 
deux nouvelles formes de l'équation (26) 
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Les deux bindmes Ule,, e t  U'2vp ont donc chacun quatre expressions 
principales; celles du premier binôme sont en fonction des variations des 
arcs de contingence inclinées do, ,  do, suivant les directions v ou ,u sur 
ces deux directions; celles du second binôme sont en fonction des variations 
des projections des mêmes arcs de contingence sur le plan des deux di- 
rections v, p. 

Si l'on développe les différentiations indiquées dans les quatre expres- 
sions des binames U12,, et  U12yp et qu'on élimine les variations des arcs, 
comme nous l'avons déj8 fait à la fin du n." précédent, nous obtiendrons 
quatre nouvelles expressions de ces binames en fonction des projections 
des courbures inclinées correspondantes sur les deux directions v et  p lors- 
qu'il s'agira du premier binôme, e t  sur le plan des deux directions v et ,u 
lorsqu'il s'agira du second C*). On a donc les deux nouvelles expressions 
de UlZV,. 

d 1 
sina cp UlZVEr=- - cos ? 

do2 (.lï(p)94)+&(&)+k&(& -k -)+ 
1 cos <p d%os (v, p.) d p, d p, -- 

t-'2 dp,clp2 da,do., ' 
(19)' d 1 

- ~ i n 8 c p T . J ~ ~ ~ ~  =- - d 1 1 cosy 
dc2 (Uvpi) '- (m)+q(&+w)+ 

1 d k o s  (Y, p.) dp, dp, -sin2g----, 
dp,dg, doIda, 

et aussi les deux nouvelles expressions de U12,, 

(*) Analyse injiinitesirnale des courbes trace'es sur une surface quelconque, pag. 4%. 
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§ 2. Probletne des coordonuée~  ~urvil ignes.  

Le problème des coordonnées curvilignes consiste h établir les équations 
aux différences partielles des certaines grandeurs, tellement liées avec les 
surfaces coordonnées que lorsque ces grandeurs sont déterminées le systkme 
des surfaces coordonnées se trouve par cela même déterminé. 

15. Première solution du probleme. Dans cette solution les grandeurs 
entre lesquelles il faut établir les équations aux dérivées partielles sont 
les composantes obliques suivant les trois arcs coordonnés des courbures 
inclinées de ces arcs, suivant leurs tangentes. Nous ne distinguons pas 
entre les courbures propres et  les courbures inclinées d'un arc, parce que la 
courbure propre de cet arc n'est autre chose que sa courbure inclinée sui- 
vant les tangentes de cet arc. D'aprés cela, chaque arc aura trois courbures 
inclinées; et  comme chaque courbure inclinée a trois composantes obliques 
suivant les arcs coordonnées, les grandeurs introduites dans la question 
pour en donner la solution sont au nombre de 27. Ces grandeurs se lient 
avec les trois paramètres différentiels du premier ordre des arcs coordonnés 
et  les cosinus des angles que ces arcs forment entre eus. Le problème des 
coordonnées curvilignes consiste donc à trouver les relations qui existent 
entre les 33 quantités dont nous venons de parler. Ces relations s'obtien- 
nent avec une simplicité inesperée par suite de l'introduction de la courbure 
inclinée. 

1.' Keuf relations proviennent de ce, que la projection de la courbure 
inclinée d'un arc quelconque sur la tangente suivant laquelle cette courbure 
est inclinée, est nulle, cette tangente et  la courbure inclinée se coupant à 
angles droits; ces sont les neuf équations (26), lare Partie. 

2.' Trois relations proviennent de ce que les composantes obliques 
suivant un arc des courbures inclinées des deux autres arcs suivant les arcs 
réciproques sont égales; ce sont les équations (32)' le" Partie. 

3 . O  Neuf relations sont fournies par les variations suivant les trois pa- 
ramètres de chacun des angles coordonnés. Ce sont les neuf équations (14) 
e t  (15), le'" Partie, dans lesquelles il faut exprimer les courbures tangen- 
tielles en fonction des composantes obliques de ces courbures, form. (3). 

4." Enfin les neuf équations les plus importantes sont fournies par les 
doubles variations des cosinus des angles qu'un arc coordonne fait avec 
une ligne fixe. Ce sont les équations aux différences partielles (29) et (31) 
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en tout 27 équations équivalentes aux 27 équations trouvees dans la pre- 
miére solution. 

Certainement ce n'est pas un petit avantage offert par un théoréme de 
faire dépendre d'une seule relation géométrique, des équations qui se pro- 
duisent au point de vue analytique sous des allures distinctes et pour les- 
quelles il fallait des calculs différents, mais, ici il y a un second avantage 
qui se présente forcément par l'application du théoréme: c'est que l'opé- 
rateur est éclairé sur celles des équations qu'il doit conserver e t  sur celles 
qu'il doit rejeter, soit parce qu'elles sont des identités, soit parce qu'elles 
sont des conséquences d'autres équations du systkme. En effet le binôme 
du second membre que nous avons représenté par U12,, devient identique- 
ment nul, lorsque les indices inférieurs v, ,u deviennent les memes et alors, 
les deux premiers termes du 1'' membre de l'équation (15)' sont aussi in- 
dividuellement nuls; ce cas se présente neuf fois. Ce binôme ne fait que 
changer de signe lorsque les indices v et p prennent réciproquement la 
place, l'un de l'autre, e t  alors, on voit par suite de l'équation (4)' que les 
premiers membres de l'équation (15)' sont égaux et de signes contraires. 
Ceci reduit à neuf les 27 équations contenues dans la formule (15)'. 

D'aprés nos notations, nous pouvons écrire sous la forme suivante les 
trois équations qui se  rapportent à la surface p 

11 est bon de remarquer: 1 . O  que les deux secondes se déduisent de la 
premiere par la rotation des indices variables, qui sont dans le second 
membre les indices inférieurs de  U et dans le premier les indices supé- 
rieurs et le premier indice inférieur des arcs de coiitingence inclinée; 2 . O  que 
les deux groupes d'équations relatives aux surfaces pl et p, se déduisent 
du groupe précédent en soumettant les autres indices à la permutation 
tournante. 

Si  dans les équations (22), on exprime les arcs de contingence en fonc- 
tion des courbures correspondantes et qu'on élimine les variations des arcs 
coordonnés au moyen des équations (18), on obtiendra le système d'équa- 
tions correspondant aux équations (22) et dans lesquelles il n'entrera que 
les variations des composantes orthogonales des courbures. On déduirait 
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directement ce groupe d'équations des équations (19) en donnant à p e t  à 
v les valeurs successives O ,  1 ; 1, 2; 2, O qui proviennent de la permu- 
tation tournante des indices. 

Il ne reste plus qu'à obtenir les binomes U t ,  U$, etc. en fonction des 
composantes normales des courbures inclinées; or, le premier terme de ce 

1 bin6me exprime le produit de la courbure - par la projection de la cour- 
1 %, 

bure sur la direction de la premiére. Cette projection est égale la 
dl, 

somme-des projections des composantes obliques de la  seconde sur la di- 
rection de la premikre, on aura donc 

le signe L, s'étendant à toutes les valeurs que prend l'expression placée 
sous ce signe lorsque l'on fait subir à tous les indices non compris entre 
crochets [ ] la permutation tournante. Maintenant, si on exprime les com- 
posantes obliques contenues dans le second membre en fonction des com- 
posantes orthogonales de la même courbure au  moyen des formules (3)' et 
qu'en suite on opére d'une manière analogue sur le second terme du bindme 
U;, on aura en conservant & k: la signification que nous lui avons donnée 
au n.O 3, le système d'équations compris dans le  type suivant 

les valeurs des autres binames se déduiront du précédent par la permu- 
tation tournante de tous les indices variables qui sont les indices supérieurs 
des courbures et les premiers indices inferieurs. Les valeurs des binômes 
relatifs aux surfaces pl e t  p, se dbduisent du groupe précedent par la per- 
mutation tournante des autres indices. 

17. Troisième solution du problème. Les équations aux différences par- 
tielles, qui se rapportent B cette solution, sont les équations qui sont four- 
nies par le  théoreme du n.O 12 lorsqu'on suppose que les directions v et 
p coïncident avec les tangentes de deux arcs coordonnés; ceci revient B 
donner dans l'équation (16) 5 v et p les valeurs, 0, 1, 2. On obtient ainsi 
pour chacune des surfaces coordonnées neuf équations. Il est facile de voir 
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que le nombre se réduit h trois pour chaque surface par un raisonnement 
analogue S celui qui vient d'étre fait au numéro précédent. Car les binômes 
provenant du binome TJ1",, lorsqu'on donne h v et LL p les valeurs O, 1, 2 
jouissent des memes propriétés que les binômes qui se déduisent de U1",,; 
et les premiers membres des équations (16) et (15)' jouissent aussi, pour les 
mêmes valeurs, de proprietés identiques. Les équations qui se rapportent à 
la surface p sont les suivantes: 

da,dc, 
d,Jr',,- ii, J f f o , = d , J " l , - d , J f f , l = ~  UiI 9 

da da2 
d , J l ,  - d , J 1 2  = d , J , ,  -cl 2 J  2 1  =A sin ut:, 

d6,  dc2 c~,J ' , ,  - d , f r , ,  = d l  J',, - d , J f , ,  =VUE; sin rp 

dont le  mode de formation est analogue au mode de formation des équations 
(22). Si l'on remarque que lorsque les directions v et p coïncident avec celles 
de deux arcs coordonn&, la direction 2 perpendiculaire Ci v et à p devient 
celle de la normale la surface qui contient ces deux arcs, les valeurs des 
facteurs binômes des équations précédentes sont données par les relations: 

lesquelles se déduisent les unes des autres par la rotation des indices in- 
férieurs du premier membre et la rotation simultanée des indices supérieurs 
et  des premiérs indices inférieurs des courbures du second membre. 

La composition des équations (24) merite de fixer un instant notre at- 
tention. 

1." Ces neuf équations se partagent en trois groupes se  rapportant cha- 
cun à chacune des surfaces coordonnées, et  chaque groupe ne contient que 
les courbures inclinées des arcs qui sont contenus sur la surface propre à 
ce groupe. 

2." Dans chaque équation du groupe, il n'entre que ie  courbures incli- 
liées de ces deux arcs suivant les deux cdtés de l'un des trois angles coor- 

Annali di Maternatica, tom0 V .  36 
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donnés; dans le premier membre, ce sont les projections de ces courbures 
sur le plan de cet angle, dans le second, les projections de ces courbures 
sur la normale h ce plan. 

3 . O  Le premier membre de l'équation est égal à la différence des va- 
riations, par rapport aux paramètres réciproques, des deux composantes tan- 
gentielles des deux arcs de contingence inclinée des deux lignes coordon- 
nées suivant une même direction; le second membre est égal au quotient 
que l'on obtient en divisant la différence des produits binaires des projec- 
tions normales des arcs de contingence inclinée des deux lignes suivant 
deux directions différentes par le sinus de l'angle de ces deux directions. 

4 . O  Une des équations du groupe, celle qui contient les coiirbures in- 
clinées de deux lignes coordonnées suivant ces deux lignes, est remarquable 
en ce sens que son second membre est égal à la courbure de la surface 
propre h ce groupe. Car, dans ce cas, le bindme Ula est égal au rapport du 
carré du sinus des lignes coordonnées A la courbure de la surface (*). Cette 
équation est l'équation de GAUSS sur la variation des arcs de contingence 
géodésique des lignes coordonnées, mais sous une forme plus simple (**). 

5." Chacune des équations aux différences partielles est susceptible de 
prendre quatre formes différentes également simples et qui se déduisent sans 
difficulté des quatre formes sous lesquelles nous avons présenté l'equation 
(16)? n.O 14. 

Si, dans les équations (24), on substitue aux variations cles arcs coordoti- 
nées leurs valeurs données par les équations (20)' le'" Partie, on obtiendra 
le. systeme d'équations correspondant aux équations (20) e t  chacune des 
équations ainsi obtenues pourra s'écrire sous quatre formes différentes, n." 14. 

18 .  Remarque sur la forme des  équations prdcédentes. Comme nous 
l'avons établi dans notre Analyse infinitésimale des courbes tracées sur une 
surface quelcon,que, le théoréme de GAUSS sur la somme des angles d'un 
polygone géodésique quelconque est un des deux principes qui servent à 
établir les équations différentielles des courbes tracées sur une surface, et 
ce principe fécond est la conséquence immédiate de l'équation due b ce 
géométre sur la somme des variations des angles de contingence géodésique 
des lignes coordonnées tracées sur la surface; or, cette équation assez com- 
plexe entre dans l'ordonnance de la formule (16) par suite de l'introduction 

(") Voyez la seconde partie, n.' 27. 
(""1 Analyse infinit6simale des courbes, cliap. I I I .  
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de l a  courbure inclinée; c'est In  seconde des équations (24j, qui est la tran- 
sformée l a  plus simple de l'équation de GAUSS. 

Lorsqu'on veut resoudre le problEme des surfaces applicables sur une 
surface donnée sans duplicature e t  sans déchirure, on parvient, par une ana- 
lyse propre, A établir deux formules trés compliquées qui jointes à l'équation 
de GAUSS donnent les équations aux différences partielles du problème. 
La 1"" et la 3'"" équation (24) sont les formes les plus simples de ces deus  
formules, qui par consequence entrent aussi dans l'ordonnance de notre 
équation (16). 

Ces daux questions essentiellement distinctes qui ont été shparément ré- 
solues par les géométres, ont donc un lien commun qui les rattache & u n  
seul principe géombtrique, puisque l'application du théoreme du n." 17 
donne la mise en  équation des conditions de ces deux problèmes. On peut 
même dire que dans l'un e t  l'autre de ces d e u s  cas c'est la même équa- 
tion; or, ce  lien commun qu'il était important de signaler c'est la courbure 
inclinée qui le met eu évidence lui donnant la formc: la. plus simple. 

Ainsi, i l  résulte de ce que nous venons d'établir dans les numéros précé- 
dents que non seulement la  solution du problème des coordonnées curvili- 
gnes  contient la solution du probkme des lignes tracées sur une surface 
quelconque et celle du problème des surfaces applicables comme nous 
l'avons établi d 'une autre manière dans notre 2Em" Partie, na0 35, mais que 
toutes les équations de ces trois problèmes sont condensées en une seule 
e t  même équation, qui est ou l'équation (15)' ou l'équation (16). Ainsi se  
trouve justifiée l'assertion que nous avons faite à la fin du n . O  12 du  pré- 
sent Mémoire. 

Si dans ces trois problèmes, on n'avait pas introduit l'élément nouveau 
de la courbure inclinée, ces équations aux différences partielles qui don- 
nent la solution de ces problèmes, se seraient chargées de termes nombreux 
et compliquées; et il eut  été difficile, pour n e  pas dire impossible, de dé- 
couvrir la  forme unique de la formule qui donne, à la fois, l'équation des 
lignes tracées sur  une surface, les trois équations des surfaces applicables, 
et les neuf équations des coordonnées curvilignes quelconques; e t  en m6me 
temps de traiter les trois équations par une seule et même analyse. 

19. Relations entre les variations des coi~zposantes de la flexion d'une 
surface. La flexion de la  surface suivant une direction est  u n  élément im- 
portant de la géométrie des surfaces; nous avons déjh montré par quelles 
relatiocs simples il se trouve lié avec les courbures inclinées des arcs coor- 
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données; il est utile de connaître aussi les relations qui lient entre elles 
les variations de cet élément suivant deux directions; or, ces relations se 
déduisent d'une maniere non moins aisée des formules que nous avons 
établies et sont aussi contenues dans le th6orème général que nous avons 
établi dans le numéro II. 

Cherchons en premier lieu les relations qui existent entre les compo- 
santes obliques de la flexion de la surface. Si dans les formules (/4), nous 
supposons que la direction w coïncide avec la normale n à la surface p 
et si l'on remarque que les composantes obliques suivant la direction do 

1 1  des flexions -, - sont nulles, les trois équations du groupe (14) 
fini &a 

tives la surface p se réduisent à deux, qui sont 

rela- 

(32 

les deux autres équations de chacun des deux autres groupes se déduisent 
des deux précédentes par la rotation des indices O, 1, 2. Ceci prouve que 
les variations des composantes obliques de la flexion de la surface p, soit 
suivant do, soit suivant do, sont liées par deux équations avec les varia- 
tions de la courbure de l'arc do suivant les normales A la surface p, pendant 
que cette surface se déforme par suite de la variation du paramêtre p; cette - 

1 
courbure - s'introduit en effet, dans les deux équations des deux derniers 

&',O 
groupes. 

Si l'on effectue les différentiations indiquées et  qu'on élimine les varia- 
tions des arcs au  moyen des formules (20)", le'" Partie, on obtient les équa- 
tions deja trouvées entre les variations explicites des composantes obliques 
des flexions (2"" Partie, n.O 31). Ces équations sont: 
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les autres équations de chacun des deux autres groupes se déduisent de 
ces deus  derniers par la rotation des indices. 

Il existe pour chacune des deux autres surfaces p, et p, des équations 
semblables A celles des groupes (25) et (26) et qui se dhduisent des six 
équations de chacune de ces séries en remplacant siiccessivement n par 
n, et n,. 

On aurait un système d'équations équivalent au  précédent en faisant 
usage des équations (15) dans lesquelles on remplacerait la direction v 
par celle de la normale n;  ou bien encore en faisant usage des équations 
(16) dans lesquelles la direction v serait celle de la  normale n,  tandisque 
la direction p coïnciderait successivement avec celle de chacun des arcs 
coordonnés. II est inutile de remarquer que chacune des équations de ces 
deux systkmes serait susceptible de prendre quatre formes principales cor- 
respondantes aux formes données par les formules (15)' (16)'. 

20. Nouvelle solution du probléme des coordonnées. Il résulte de ce 
que nous venons d'établir qu'on a une nouvelle méthode pour résoudre le 
problème des coordonnées curvilignes, qui dépend alors des composantes 
des flexions des trois surfaces; et  qu'il existe une triple variété de solutions 
suivant que ces composantes sont les composantes obliques, ou les compo- 
santes orthogonales des flexions des surfaces, ou enfin les composantes 
tangentielles. 

Supposons, par exemple, que l'on fasse chois des composantes obliques 
des flexions des surfaces pour déterminer le système coordonné; chaque 
surface ayant deux flexions, chacune suivant l'un des deux arcs coordonnés, 
et chaque flexion n'ayant que deux composantes obliques, on a ainsi douze 
quantités auxquelles s'ajoutent les courbures des trois arcs coordonnés sui- 
vant les normales Ct la surface corresponclante; or, ces courbures ont seu- 
lement deux composantes obliques, la troisième composante étant nulle; il 
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resulte de 18 que l'on a une somme de 18 composantes obliques auxquelles 
il faut ajouter les trois cosinus des angles coordonnés et les paramètres 
différentiels du premier ordre. Les relations qui exietent entre ces grandeurs 
sont : 

1 . O  Les trois groupes d'équations aux différences partielles contenues 
dans le type (25) ou dans le type (26) qui se reduisent d neuf. Chacune 
de ces équations peut être ainsi préparée qu'elle ne dépende que des com- 
posantes obliques des flexions des surfaces et de la courbure des arcs 
coordonnées suivant la normale à la surface correspondante, puisque les 
équations (5) et (8) permettent d'exprimer les composantes obliques des 
courbures inclinées des arcs coordonnés en fonction des composantes obli- 
ques des flexions des surfaces et de la courbure des arcs suivant la nor- 
male à la surface correspondante. 

2." Trois relations proviennent de ce que les composantes obliques 
suivant un arc des courbures inclinées des deux autres arcs suivant les 
arcs réciproques sont égales. En effet, il résulte de ce théoreme que dans 
les équations (5) le second terme de l'équation 3" de la première colonne, 
est égal au second terme de la 2"" équation de la  seconde colonne, on a 
donc l'équation 

laquelle donne les relations suivantes au nombre de trois: 

3 . O  Neuf relations sont fournies par les variations suivant les trois 
coordonnés des angles que les surfaces coordonnées font entre elles, 
tions qui sont données par les équations (10). 

(3) 

(3) 

arcs 
rela- 

Ces relations sont donc en nombre suffisant pour déterminer les quantités 
dont dépend le probléme des coordonnées. 

Il y aurait à. considérer le cas où dans la formule (15)' et dans la for- 
mule (46) on fait coïncider les directions v et p avec celles de deux nor- 
males aux surfaces coordonnées; on trouverait une nouvelle catégorie de 
formules qui donneraient naissance ti des considerations analogues à. celles 
que nous venons de développer. 

21. Extension de la formule (16) ci une  fonction quelconque. Repor- 
tons nous a u  n." 12 e t  considérons la forme donnée dans ce numéro au 
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biname U1',,. Si nous representons par V12,, le facteur de cos(v,u) dans 
l'expression de ce biname, nous aurons la relation n.O 12 

cela posé, soit 4 une fonction quelconque de l'augle (v, p) et soient 4' et 
4'' les dérivées premibre et seconde de cette fonction par rapport à cet 
angle; l'on a identiquement, par suite des équations qui se déduisent de 
l'équation (2) en fa.isant coïncider la direction A avec celle des arcs coor- 

- 

données, la relation suivante 

a i  l'on multiplie les deus membres de l'équation (16) par 4' et qu'on ajoute 
l'équation résultante et l'équation précédente, membre à membre, on obtient, 
réductions faites, l'équation suivante 

Or, si l'on introduit l'angle auxiliaire E de telle sorte que l'on ait 

COSE dl" - 8 -- 9 
sin (v, p) +' 

et  que, pour abreger, on représente par u et v les deus faces opposées à 
la normale 71 de deux trikdres faciles à determiner, ayant un angle commun 
E suivant cette normale, le second membre de l'équation (15)'" prendra la 
forme suivante 

Cette équation est tout & fait générale puisqu'elle renferme comme cas 
particuliers : la formule (15)' qui correspond à la valeur de + égale à 
cos(v, p) et la formule (16) qui correspond à la valeur de 4 égale à l'angle 
(v, p) et une infinité d'autres provenant des formes particulières données 
à la fonction 4; or, chacune de ces formes, à cause de l'indétermination 
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des directions v et p ,  contient la solution du problhme des coordonnées 
curvilignes comme nous l'avons suffisamment établi pour les deux formes 
spéciales que nous avons étudiées dans le courant de ce Mémoire, savoir 
la forme 

+=cos (v, p) et 4= (v, p). 

11 est important de dire que la formule ( / 5 ) f f f  donne la double formule 
correspondante tt la double formule (15)'' du n." 14. Ces deux formules sont 
les suivantes : 

elle donne aussi les formules analogues aux formules (19), (19)', (20), (20)'. 
Nous avions déjA montré que ces formes générales convenaient 1'8qua- 

tion fondamentale de la théorie des lignes tracées sur une surface (*); équa- 
tion qui est l'une de celles que fournit la théorie des coordonnées curvili- 
gnes, mais on voit de plus que ces formes appartiennent aussi 11 toutes les 
autres équations aux différences partielles de cette théorie. On voit de plus 
que les différentes transformations que nous avons développées dans l'Ana- 
lyse des courbes appartiennent aussi B chacune des équations aux différences 
partielles de la théorie des coordonnées curvilignes. 

(*) VO yez notre Analyse infinitésimale des courbes. 
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Quand% che dalla superficie generale di 
terz'ordine si stacca una parte che non 
sia realmente segata da ogni piano reale? 

(del prof L, SCHLAEFLI, a Berna). 

B e r  ajutare l'irnaginazione, assumasi come piano al17infinito qualcuno dei 
piani che non segano realmente la parte B staccata dalla rimanente falda 
A della superficie proposta S ;  la quale all'incontro é realmente segata da 
ogni piano reale, epperb contiene almeno una retta reale a, a causa del 
numero impari 27 delle rette, e perche la parte chiusa B non pud contenere 
una retta. 

Da ci6 che una retta data ad arbitrio non pub segare la superficie in  
cinque punti, si conchiude facilmente, che la B non pud di nuovo spezzarsi 
in due parti chiuse, e che è dappertutto convessa. Per la retta a passano 
adunque due soli piani reali p ,  q tangenti alla B; questi sono tritangenti 
per S e fanno parte dei cinque piani tritangenti p q r s t ,  che passano per la a. 

Un piano mobile attorno ad a,  finche esso seghi realmente la parte B ,  
descrive una coppia di spazî angolari opposti lungo 10 spigolo a,  la qua1 
coppia qualificherd come p j ena ,  perchè entro uno di essi spazî e situata 
la parte B. Ove si disponga dei fattori costanti dei polinomi p ,  q ,  corri- 
spondenti ai detti due piani tritangenti, in modo da rendere pq positivo in 
un punto racchiuso dalla B, quella coppia piena resta definita dall'essere 
pq positivo. Entro di essa i l  piano mobile, in qualsiasi posizione, sega la 
parte B in una conica reale, i cui punti d'intersezione colla retta a sono 
imaginari conjugati; queste coppie di punti formano sulla a un'involuzione 
a elementi doppi reali, la quale percid abbraccia anche coypie di punti reali. 

Il piano mobile (attorno ad a) ,  bitangente in una qualsiasi delle coppie 
di punti reali, descrive due spazî angolari, limitati dai due piani u, v, che 
corrispondono ai punti doppi dell'involuzione; essi spazî formano una coppia 

Annnli d i  Matematica, tom0 V. 37 
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angolare p i e n a ,  ciascuna delle cui meta coiltiene una parte della falda A;  
e la falda A passa dall'una meth nell'altra attraverso la retta a ,  :entra Io 
spazio definito per es. dall'essere U V  gositivo. Questa coppia angolare si 
dinoti con a, e quella dove pq era positivo, con 1. 

Appena uscito da110 spazio 1, per es. dalla banda del piano p, il piano 
mobile deve segare la superficie S in una conica imaginaria, e descrive 
p e r d  una coppia angolare v u o  t a  II, fiuché non incontra realmente la 
falda A .  Ma un incontro essendo necessario, il primo di tali incontri non 
pu13 aver luogo se  non che in  una regione convessa di cotesta falda. Dunque 
10 spazio vuoto II vien terminato da un piano tritangente reale r, il cui 
trilatero 6 formato dalla retta a e da due lati imaginari conjugati. Cosi pure 
il piano q 6 confine tra 10 spazio pieno 1 e uno spazio vuoto III, il quale 
sara terminato da un  altro piano tritangente s ,  il cui contatto colla falda il 
avrh luogo in una regione convessa della medesima. 

Ora, poichb abbiamo già quattro piani tritangenti reali p, q, r, s, il quinto 
t B necessariamente reale. 1 piani r ,  s limitano una coppia angolare p i ena  
IV, entro la quale il piano mobile sega la falda A in una conica reale; e 
propriamente, subito dopo la sua entrata, sia dalla banda del piano r,  sia 
dalla banda del piano s ,  in una conica che non raggiunge ancora la retta 
a. Dunque 10 spazio a sta dentro 10 spazio IV, ed B facile il vedere che il 
piano tritangente t non pub esser situato se non dentro 10 spazio a; donde 
segue che il triangolo ( t )  ha tutti i suoi lati a ,  b ,  c reali. 

Rispetto alla retta O si pud ora ripetere 10 stesso discorso fatto per la 
retta a ;  e cosi per la retta c. All'infuori del piano t  del trilatero (abc)  vi 
sono adunque 3 4 piani tritangenti reali senza trilatero reale, che passano 
a quattro a quattro per i lati dell'unico triangolo reale. Da cid apparisce 
che a ,  b ,  c sono le sole rette reali della superficie S, e che non vi sono 
più di 13 piani tritangenti reali. 

Questo ragionamento si pub invertire. Dunque quella specie della super- 
ficie generale di terz'ordine, che ha 3 rette reali e 13 piani tritangenti 
reali, & composta di una falda realmente segata da ogni piano e di una parte 
scevra di tale proprieth e non connessa colla prima. Secondochè il piano 
all'infinito la sega O non la sega realmente, la seconda parte della superficie 
(per chi consideri soltanto 10 spazio finito) è costituita da due falde separate 
come l'iperboloiàe non rigato, ovvero da una superficie chiusa come l'el- 
lissoide. 
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Le cinque specie, che sono da distinguersi nella superficie generale di 
terz'ordine, avuto riguardo alla realta delle sue 27 rette e de'suoi 45 piani 
tritangenti, si ottengono anche, dietro le idee di RIEMANN, mediante la con- 
siderazione del modo col quale le parti reali della superficie sono c o n n  ess  e ,  
e vengono, sotta questo rispetto, ad ordinarsi come segue (*): 

1 . O  Tutte le rette sono reali. 

2.O Eoltanto 1 5  rette sono reali; le rimanenti formano un s e n a r i o  
dopp io ,  in cui ogni retta dell'un senario & conjugata alla retta corrispon- 
dente dell' altro. 

3 . O  7 rette reali, 5 piani reali; i cinque piani reali passano per una stessa 
retta reale, e tre di essi contengono triangoli reali. 

4 . O  3 rette reali che formano un triangolo, e 7 piani reali, uno dei 
quali contiene il triangolo, mentre gli altri passano a due a due per i lati 
del triangolo medesirno. 

5 . O  3 rette reali che formano un triangolo, e 13 piani reali; ciob, oltre 
al piano del triangolo, per ciascun lato di esso passano ancora quattro piani 
reali. 

Il passaggio fra due specie consecutive ha luogo per mezzo di una super- 
ficie di decima classe (dotata di un punto doppio). La piU facile rappresen- 
tazione dei quattro passaggi si fa col mezzo della notazione 

di un senario doppio di rette (%*). Ne1 moment0 del passaggio, le due rette 
corrispondeiiti di ciascuna coppia, come per es. a, e b,, vengono a coinci- 
dere, cosicchè rimangono soltanto sei rette, le quali costituiscono la inter- 
sezione completa della superficie di terz'ordine col cono tangente ne1 punto 
doppio. 

Quando si ristringe la considerazioiie delle coppie di rette corrispondenti 
al minimo numero possibile, si possono distinguere soltanto due modi di 

(*) Cfr. CREMONA, Mémoire sur les surfaces du 3e ordre (Giornale di Borchardt, $. 68)' 
n.O 159. 

(**) Il piano delle al, 62 & dinotato con (121, quel10 delle a2, con (21)' la retta co- 
mune a questi due piani con q ~ ,  ed il piano delle tre rette cl2, CS&,  c a ~  con (12, 34, 56). 
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passaggio. O le due rette di una coppia (a,, b,) sono dapprima reali e dopo 
il  passaggio attraverso la coincidenza son divenute imaginarie conjugate: 

passaggio da (::) a (T:) ; 

ovvero il passaggio abbraccia due coppie (a,, b,), (a,, b,) ,  dove dapprima 
le rette a , ,  a, sono imaginarie conjugate, del pari che le rette b,, b,; e 
poscia le rette a , ,  b, diventano conjugate, del pari che le rette b , ,  a,  : 

a, -a, 
pnssaggio da ( ) a (q x;:) b, - b, 

La combinazione 

è impossibile , giacchk dall'intersecarsi delle a,, b3 seguirebbe anche 1' in- 
tersecarsi delle loro conjugate a,, a,, appartenenti al medesimo senario. 

Vi sono adunque soltanto le quattro seguenti forme di passaggio di un 
senario doppio attraverso ad un noclo: 

cioé dalla specie 1" alla specie 2", dove soltanto le 15 rette c,,, ecc. sono 
reali. 

al-% a3 a4 a5 a, cc, a, 

bl- hi? b3 b, O, O, b, b3 1, b 5  b, 

In tutti e due gli stati, le 7 rettc cl,, c,, e c,,, c,, e c,,, c,, e c,, rimangono 
reali; ma il primo stato ne ha le otto a ,,... a,, b, ,... b, di piii. Qui abbiamo 
dunque il passaggio dalla specie 2" alla 3". 

Le 3 rette cl , ,  c,,, c,,, che formano un triangolo, rimangono reali. Il primo 
statq ne ha le quattm as, a,, b5, b, di pic, epper6 corrisponde alla specie 
3". Xe1 secondo stato, i piani (12) e (21), (34) e (43), (13,24, 56), (12,34, 56), 
(14, 23, 56) sono i soli reali, il clie indica la specie 4". Passaggio dalla 
specie 3" alla 4". 
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Le 3 rette cl,, c,,, c,, , lati del triangolo del piano (12, 34, 56), sono le 
sole reali in ambedue gli stati. Ne1 primo stato, i soli sette piani (12, 34, 56) ,  
(12,35,46) e (12, 36, 45), (15,34,26) e (16,34,25), (13,24,56) e (14, 23, 56) 
sono reali; ma ne1 secondo stato, vi si aggiungono ancora i sei piani (12) e 
(21), (34) e (43), (56) e (65). Passaggio dalla specie 4" alla 5". 

Nei passaggi A ,  B, C il senario doppio del primo stato contiene delle 
rette reali; dunque ne1 contorno infinitesimale del nodo il passaggio ha luogo 
da un  iperboloide ad una falda, per mezzo di un cono reale, ad un iperbo- 
loide a duc falde. Ma ne1 passaggio D, dove non c'é alcuna retta reale, è 
possibile 10 stesso cas0 ed anche l'altro, cioè il passaggio da una superficie 
di second'ordine imaginaria ad un ellissoide, per mezzo di un punto isolat0 
(sfera a raggio nullo). 

Passiamo ad interpretare questi fatti geometrici secondo il concetto del 
ne  s s  O introdotto da1 RIEMANN. Consideriamo dapprima 1' O rd  i n e  d el1 a con  - 
n e s s i o n e ,  come se vi fosse inerente una costante arbitraria additiva, e 
ponghiamo mente soltanto alle variazioni del detto ordine, cagionate da un 
taglio O da una cucitura. 

Imagino la porzione del piano compresa tra due cerchi concentrici, ovvero 
la superficie esteriore di una canna. Ogni curva rientrante, che faccia un 
giro fra i due orli, e che percid non possa esser ridotta ad un punto, rap- 
presenta il n e s s o  s t r a o  rd ina r io ,  mentre le curve rientranti, che possono 
esser ridotte ad un punto, rappresentano il n e s s o  o r d i n a r i o ;  ed & per 
questa ragione che il RIEMANN chiama ta1 superficie dopp iamen te  con -  
n e s s a .  Un taglio, che cominci da un punto di un or10 e termini in un 
punto interno, non altera il nesso straordinario; dunque io stimo zero il 
suo effetto. Un taglio, che parta da un punto dell'un or10 e termini in un 
punto dell'altro, distrugge il nesso straordinario; il suo effetto é da stimarsi 
per -1 ; e deve ritenersi Io stesso valore, quand'anche il taglio congiunga 
due punti del10 stesso orlo, cosicchè la superficie venga a spezzarsi. Un 
taglio, i cui punti estremi stieno dentro la superficie, da luogo ad un nuovo 
nesso attorno al taglio, cosicchb il suo effetto deve essere 1. 1 due orli di 
questo taglio costituiscono una curva rientrante, la quale come terzo pezzo 
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completa coi due altri il sistema dei confini della superficie. Un nuovo taglio 
adunque, il quale congiunga quei due punti estremi, è ora un taglio da or10 
ad orlo, che conta - 1, rnentre esso congiunto con quello precedente, forma 
un taglio rientrante O c i r co l a re .  Quindi un taglio circolare conta zero, 
spezzi esso la  superficie O no. 

Una cucitura toglie via l'effetto di un taglio della sua medesima specie. 
E perd una cucitura, che congiunga due pezzi del confine, cosicchb i due 
punti estremi di essa rimangano punti del confine, conta 1 ;  e conta - 1 ,  
se i suoi due punti estremi cessano d i  esser punti del confine. E una cu- 
citura circolare conta zero. 

In conseguenza, se facciamo in due regioni diverse di una superficie O 

di un sistema di superficie due tagli interni, e poi applichiamo il contorno 
dell'un buco al contorno dell'altro e li cuciamo insieme, l'effetto delle tre 
operazioni conta 2. 

Tale idea si deve concepire quando ne1 contorno infinitesimale di un nodo 
istantaneo di una superficie di terz'ordine ha luogo un passaggio da un 
iperboloide a due falde in  un iperboloide a una falda. 

Ora imaginiamo una superficie limitata, semplicemente connessa, per es. 
l'interna di un cerchio, e diarnole il numero a per ordine di connessione. 
Poi spezziamola con un taglio da or10 ad orlo, e valutiamo la s e p  a r  a z  i o n e  
col numero p. Poiché il taglio conta -1, e ciascun pezzo porta di per SB 
il numero a,  avremo la equazione 

ciascun membro della quale rappresenta il numero che compete al sistema 
dei due pezzi. Ne segue 

quale valutazione della separazione. Ma B cosa naturale il supporre questo 
numero opposto a quello che compete al passaggio da una iperboloide a 
due falde in una iperboloide ad una falda, e quindi l'uguagliarlo a - 2. 
Allora ne segue a= l .  

Se poi cuciamo insieme le due parti dell'orlo del cerchio in modo da 
farne scomparire il contorno, tale cucitura conta -1; la superficie b venuta 
a chiudersi, ed il suo numero é adesso zero. Per la superficie di una sfera 
adunque l'ordine di connessione B zero; e del pari per il piano illimitato, 
per l'ellissoide e per l'iperboloide a due falde. E siccome l'ultima superficie 
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con due tagli interni ed una cucitura circolare viene a cambiarsi in un iper- 
boloide ad una falda, si darA a questo il numero 2. Forse non & fuor di luogo 
l'osservare che i due nessi straordinari dell'iperboloide rigato possono esser 
rappresentati da due sistemi di sezioni piane, e ch'essi hanno le sezioni di 
contatto per limiti comuni, attraverso i quali si fa il passaggio dall'un 
sistema nell'altro. Un sistema abbraccia le sezioni ellittiche, paraboliche e 
quelle iperboliche, la cui distanza da1 centro sorpassa quella del piano tan- 
gente loro parallelo; e l'altro sistema soltanto le sezioni iperboliche meno 
distanti da1 centro del piano tangente loro parallelo. Quanto al rapport0 fsa 
i due nessi straordinari, I'iperboloide rigato si distingue adunque essen- 
zialmente dalla superficie di un anello (generato da un cerchio che ruoti 
attorno un asse situato fuori di esso), giacchk in questa non vi sono passaggi 
dalle curve rappresentanti l 'un nesso straordinario a quelle rappresentanti 
1' altro. 

Volendo ora applicare il concetto del nesso alla quinta specie della super- 
ficie generale di terz'ordine, possiamo sostituire alla parte staccata B m a  
sfera ed alla falda infinita A un piano situato fuori della sfera. Ciascuna delle 
due superficie conta zero, e la separazione conta -2. Dunque alla quinta 
specie spetta il numero -2. Se la parte B si riduce ad un punto isolat0 
e poi scompare, la separazione & tolta via, epperd il numero in quistione s'è 
accresciuto di 2. De! pari, se la parte B viene a toccare la falda A in una 
regione convessa per formare un nodo fornito di cono tangente reale, e che 
poi il contorno infinitesimale del nodo si cambi in un iperboloide ad una 
falda, anche allora l'ordine della connessione si eleva di 2. Per la quarta 
specie l'ordine b dunque zero, per la terza 2, per la seconda 4, e per la 
prima 6 ;  i l  che vu01 dire che la superficie generale di terz'ordine con 27 
rette reali ha tre buchi (*). 

Gravedona (lago d i  Como), l i  21 settembre 1872. 

(*) Come risulta anche dall'ispezione delle fotografie stereoscopiche del mode110 costruito 
da1 prof. WIENER in Carlsruhe. 
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Intorno ad alcune trasformazioni 
di determinanti 

(de l  capitnno F. SIA~CI ,  a Torino). 

S i a n o  due sistemi di oquazioni lineari ad n incognite comuni X~X,.. .T. 

rappresentati da 

Si avrà primieramente 

e quindi chiamando P ( h ,  p) il determinante di grado n, che ha per elemento 
ha,, t p b,, sarh 

~ ( a ,  ,+O. (3) 

Risolvendo poi il sistema (1) rispetto alle x si avrà 

xt=pZartur, [ t=I,  Z . . .  n], (4) 
I' 

ove, rappresentando con A il determinante che ha per elemento a,,, & 

1 a A  a,, = -- . 
A a a,, 

Sostituendo nella (4) il valore di u, dato dalla (2) si ottiene 

Ponendo finalmente 
y a,, b,, = ht.4 

1. 
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ed eliminando le x sarà 

A 
Questa equazione ammette evidentemente le stesse radici - della (3). Quindi 

tJ. 
P ( h ,  p )  ed L non differiranno che di un fattore indipendente da il e da p: 
ma per A= O & P(X, p) : L = A; dunque, qualunque sia A,  sarh 

Se poi si risolve il sistema (2) rispetto alle x, e, chiamando B il deter- 

minante che ha per elernento b,, si pone #,.=' E ,  si ricava 
B a b T *  

e quindi operando su questa analogamente a ci6 che abbiamo fatto sulla (4) 
troveremo che posto 

ed 

M= 

sarA 

È da notare che siccome il valore di P non cambia se si pone a,, in 
luogo di a,, e b,, in luogo di b,,, cosi nei determinanti L ed M le lz e le k 
possono essere definite non solo dalle (5) e (7) ma anche dalle seguenti 

Le quantità lz e k siano esse definite dalle (5) e (7) O dalle (8), godono 
Aranalà di Matematica, tom0 V. 38 
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delle proprietB seguenti : 

ove, rimanendo fissi gl'indici, si possono scambiare le  h colle k. 
Ed infatti chiamando H il determinante che ha per elemento h,,, si ha 

dalla prima delle (8) ,  per un teorema noto, 

e quindi 

relazione che equivale alle (9). 
Dalle equazioni (4) e (6) si ottiene 

e quindi ove dicasi Q(2 ,  p) il determinante che ha per elemento parr+hp,, 
sark 

Q @ ,  p)=O. 

E questa equazione avendo le stesse radici della (3), Q differirh da P per 
un solo fattore costante; e siccome per h=O si ha P: Q = A B ,  cosi si avrà 
in ogni caso 

P=ABQ.  

Riassumiamo le cose dette ne1 seguente teorema: 
Pos to  

A.=Z*alla ,,... an,, B=Z&bl lb  ,,... b,,, 

(*) Il teorema rappresentato da questa equazione é stato già da  me dimostrato in altro 
modo e pubblicato con alcune applicazioni negli Atti dell'hccademia delle Scienze di  
Torino. Giugno 1872. 
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§ 2- 

Dicasi P,, il complemento di Xa,,+pbC, ne1 determinante P(2,  p). SarS 

si h a  
P(X9 P )  

wPc, (Au,, + p  b,,) = 0. Y 
S 

= A  

Si moltiplichi il 
quindi si sommino 

primo membro di questa seconda equazione per a, , ,  e 
le equazioni che risultano da1 porre r -1, 2 . . .  n: si avr5 

aPct + p ~ P c , ~ a r t b r , = P ( ' ,  d a c t ,  
s r 

Per analogia sa& anche 

h k , , i - p  Ak, ,  . . .Akln 

h k a  Ak2z+p...?&n 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  
AkWl Akn2 ... Aknn+p 

$ + , + A  ph , ,  ...ph9a 

ph, ,  phe2 + a.. . p h n  
. . . . . . . m . . . . . . . . .  

phni ~ h n g  -.yu han + Ad 

Ora B evidente che i coefficienti di PcIF', 2 . . .  P,, nelle n equazioni che 

=B 

risultano dalla (10) O dalla (11) ponendo t = l ,  2.. . n sono gli 
determinante L O del determinante M. Quindi la equazione 
dinotino con 1, gli elementi di L, potrh rappresentarsi con 

2 P c e  Et, = P (a , p) act- 
s 

elementi del 
(10) ove si 
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Parimenti l'equazione (11) potra rappresentarsi con 

p , m t , = P ( X ,  p)Pct, (13) 
8 

ove con mt, s'indichi l'elemento del determinante M. Si moltiplichi la (12) 
per pf, e la (13) per Ar, e quindi si sommino. Verrà 

xPc8 (p' I f ,  i- ilrm,) = P(A, p) ($a,, + h'fl,,), 
I 

Se finalmente si formino i due determinanti che hanno per elementi ri- 
spettivi il primo ed il secondo membro di questa equazione B chiaro che 
da una parte verrà il prodotto del reciproco di P ( h ,  p) per il determinante 
che ha per elemento ,dlt8 + hfmt,; e dall'altra verrli [P(h ,  p)ln Q (2, pl). 

Donde il teorema: 
S e  de i  d u e  d e t e r m i n a n t i  L e d  M,  che secondo i l  p r e c e d e n t e  

t e o r e m a  e q n i v a l g o n o  a P(X,  p ) : A  ed  a P(A, p ) :  B, s i  a d d i z i o n i n o  
gli e l e m e n t i  o m o l o g h i  dopo a v e r  m o l t i p l i c a t o  q u e i  de l  p r imo  p e r  
pl e q n e i  d e l  s e c o n d o  pe r  A', il de te rmir ian te  c h e  ne r i s u l t a  equi-  
va l e  a P(;t, p)P(Ar, pr):AB. 

Si moitiplichi lrequazione (12) per il compIernento di l,, ne1 determinante 
L ,  complemento che rappresenteremo con L,,, e si sornmi poscia col simbolo 
3. Si otterrà 
t 

Pca=AxLtnact, 
f 

poiche L = P(i1, p) : 8; ed in modo analogo si otterebbe dalla (13) 

PC*=Bym,P,i: 
moltiplicando poi la prima di queste equazioni per a,, e Ia seconda per b, 
e sommando i due sisterni che nascono da1 porre c = l , 2. .. n ,  si ricava 

si sommino finalmente cpeste due equazioni dopo aver moltiplicato la prima 
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per ;1 e la seconda per p ,  ecl avremo 

A A  Lt,+pBM,,=L,P,,(hac,+pbc,): 
c 

e queato secondo membro sarà eguale a P(h, p) O a zero, secondo che t 
sarh eguale ad s,  ovvero diverso da esso. Quindi si pua affermare: 

Se  dei  due  de te rminan t i  che secondo i l  primo t e o r e m a  equ i -  
va lgono  a P(X, p): A ed a P(h, p):B, s i  prendono i , c o m p l e m e n t i  di  
d u e  e l e m e n t i  ornologhi, e s i  sommino dopo aver  mol t ip l ica to  i l  
pr imo per  AX ed  il  secondo p e r  Bp,  l a  somma sarA e g u a l e  a P(A, p) 
O nulla ,  secondochil  gli element i  sa ranno  O non  s a r a n n o  pr in-  
c ipa l i .  

Pongasi ne1 determinante A, a,, = a,, = O ,  a,,= 4 .  Si avrh 

A = l ,  a,,=a,,=O, a,,=1, 
e quindi 

h,, = 2 atr bu, = but, 
r 

Se si pone inoltre h=l p=-1, sari L=P(l ,  -1) cd MB=P(Z, -1) 

Se finalmente si pone bru+ b,,= 0, b,,= l ,  ed n un numero pari, P, riu- 
scendo gobbo simmetrico sarB un quadrato, ed L essenclo identico a P, sarà 
L,,=O, e 

-BM,,=P(i, -1)=BM. 

Moltiplicando per 2 tutti gli elementi di M, e dicendo R il determinante 
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che ne risulta, ed R,, un suo complemento qualunque, sara 

R,, = 2"-l MT,, 

Ma il determinante R B quel10 di una sostituzione reciproca di grado pari, 
dove tutti gli elementi principali sono diminuiti dell'unità; dunque: 

Se  ne1 de te rminan te  di u n a  sos t i tuz ione  or togonale  d i  g r a d o  
p a r i  s i  s o t t r a e  l ' u n i t 8  da  t u t t i  g l i  elementi  pr incipal i  e s i  pren- 
dono posc ia  i complement i  di ques t i ,  t a l i  complement i  sono t u t t i  
e g u a l i  e v a l g o n o  la  meth de l  d e t e r m i n a n t e  r ido t to  col  segno 
cambiato .  

Sia 
F ( x ) = c 0 x R  + C ~ X ~ - ~ + - ~ - + C , - ~ X + C , ,  (14) 

. , e siano Co Cl. .  Czn-, 2n quantith che soddisfino alle seguenti n equazioni 

... e da queste e dalla (14) eliminando c,c, c,-, . ovvero c,c , . .  . c ,  si otterrà 

ovvero 

B 
-F(x )  = 
Co 

Co Cl Ca ... c,, 
C, Ca Cs ... C,,, 
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ove 

p . . . . . . . . . . . . . .  p . . . . . . . . . . . . . . . . .  

e per conseguenza 

Se ora dagli elementi della 2" colonna del determinante (16) si sottrag- 
gono quei della prima moltiplicati per x,  da quei della 3", quei della 2" 
moltiplicati per x, e cosi di seguito, il valore del determinante non si altera 
e quindi le  equazioni (16) e (17) potranno prendere le seguenti forme 

Cid posto, trasformiamo questo determinante, che pu6 considerarsi corne 
un cas0 particolare del P(X, p) ove il=l,  e p =x, nei due corrispondenti 
ad L e ad M. A tale oggetto osserviamo che ne1 valore di h,,=&,, b,,, 

r 
B b,, =-a ,,,, ,, quindi 

ht, = - &tTa,-,,, 
r 

ed 
h t ,zh t ,=  ... =ht,=O, h t + - ,  ht,,;,=ht,,,=. ..=h,,=O. 

Ne1 valore poi di k,=SP,,a,,, si potrh porre - b,,,,, in luogo di a,, e percid 
r 

e 
k , ,=k, ,=- . .k t  ,... = O  k t 1 - 1  k,,==k,,t+,=...=k, ,... =o. 

Restano a trovare i valori di 

Ma questi si traggono facilmente dalle equazioni (15), ottenendosi 
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Dunque 

. l tc"_lx -x O..  O I O l 

c4 -Io O o... 1 -x 
Cn 

C* .. x O o .  O - 
Co 

- 1  x o . . .  0 c,-l 
Co 

c, -1 ... O - 1 z  0 -  
Co 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
cg O O 0  ... x -  
Co 

Cl O O o. .. -1 - i x  
Co 

E questi due determinanti godranno I'uno rispetto all'altro delle proprietà 
indicate nei $5 2 e  3, ciob: 

S e  a g l i  e l e m e n t i  de l  d e t e r m i n a n t e  M si a g g i u n g o n o  g l i  o l e -  
m e n t i  o m o l o g h i  d e l  d e t e r m i n a n t e  L mol t ip l i ca t i  p e r  y i l  de te r -  
m i n a n t e  che n e  r i s u l t a  v a l e  

S e  s i  d i cono  L, ed MT, i c o m p l e m e n t i  di due  e l e m e n t i  omolo-  
g h i  d i  L e d  M si h a  

c,L,, + c,M,,x=F(x) 
c,L,, + c,M,,x= O. 

Torino, novembre 1872. 
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Sulla integrazione della equazione .A2t lr0 .  

( de l  prof. ULISSE DINI, a Pisa,). 

U o l t i  distinti geometri si  sono occupati della determinazione della fun- 
zione u di due variabili reali x e y che nei punti interni a un dato campo 
C é finita, continua e a u n  sol valore, essa e le sue derivate, e soddisfa alla 

c12u d2u  equazione A% = =:-, + -- - O, e avvicinandosi indefinitamente a l  contomo 
dxd d y 2 -  

si mantiene sempre finita, e resta, almeno generalmente, anche continua, e 
su1 contorno prende valori dati ad arbitrio. In questo lavoro invece io prendo 
dapprima a determinare la funzione u ne1 campo racchiuso da un cerchio 
O da due cerclii concentrici, quando si richiede che pei punti intemi ul 
campo che s i  considera essa soddisfi alle condizioni dette sopra, e avvici- 
nandosi indefinitamente a l  contorno s e su1 contorno stesso non superi mai 
un numero finito e resti, almeno generalmente, anche continua s i  essa che 

d u  la sua derivata - rispetto alla normale p al contoino contata verso l'in- 
d29 

terno, e al contomo questa derivata prencla valori dati ad arbitrio in  tutti 
i punti ove questi valori dati soddisfano alla legge di continuità; intendendo 
sempre perd che questi valori siano finiti e abbiano soltanto un numero 

finito di discontinuità e soddisfino alla equazione - ds=O che, come 1: A," 
noto, é conseguenza necessaria delle altre condizioni che s i  sono poste. 

Passo quindi a trattare i l  problema annlogo pel caso della sfera, e considero 
du  poi il caso in  cui  su1 contorno, anziché essepe dati i valori di u O di - 
dl? ' 

dati quelli di u n s  funzione lineare di queste quantità, cid che mi porta a 
risolvere completamente un problema della teoria del calore; e infine tratto 
i problemi analoghi pel caso della equazione A2= f, ove f é una funzione 
finita e continua insieme alle sue derivate prime e seconde in tutti i punti 
del campo che si  considera. 

Annali di Aicdematicn, tom0 V, 30 
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1. Siano x e y le  coordinate cartesiane, e p, 8 le coordinate polari di 
un punto M di un campo C. Ricordando che la espressione A2u in coor- 
dinate polari é la seguente: 

s i  vedc subito che se nell'interno di C la funzione u soddisfa alla equa- 
zione A 2 u = 0 ,  ed b finita, continua e a un sol valore essa e le sue derivate, 

du anche la funzione U=p- sarà finita e continua insieme alle sue derivate 
d P 

nell'interno di C, e soddisfarà essa pure alla equazione A 2 U = 0 ,  giacchh 
si avrà: 

Osa supponendo che C sia il campo racchiuso da una circonferenza di raggio 
R col centro all'origine delle coordinate rettilinee e polari, al contorno si 

d u  d u  awà  -=--, 
di? 

e quindi la esistenza di una funzione u,  che è tale che la 
d P 

du sua derivata - al contorno prende i valori dati, e che soddisfa alle altre 
di? 

d u  condizioni dette sopra, porta alla esistenza di una funzione U=p-- che nel- 
CE? 

l'interna soddisfa alle stesse condizioni, e avvicinandosi indefinitamente al 
contorno si mantiene sempre finita e resta generalmente anche continua e 

d u  su1 contorno prende i valori dati - R - 
d p  

Ora per teoremi noti (v. per es.: SCHWARZ, Crelle Journ., v. 74, p. 218), 
il valore di questa funzione U ne1 punto (pl, O f )  interno a C & :  

quindi, se  la funzione cercata u esiste, ne1 punto (p', O f )  dovremo avere : 

d U' du R3, P ' 9  

?' d p ~ - 2 2 R ~ ' c o s ( 8 - 8 ' )  + p'" 
d 0 ,  

O 

ovvero : 
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O anche: 

2 n d ~  d 
dp' 2ic (log[RZ-2Rp1cos(O- 0') +pfS]  l d 9 ,  (2) 

O 

cl u giacchk si suppone che i valori dati di - soddisfino alla condizione: 
d p  

du' 
Se dunque la funzione ur esiste, il valore di - ne1 punto M(p', 0') in 

d P' 
terno a C: non pu6 essere che il valore (2); quindi, integrando lungo il 
raggio Or =cost. da1 centra al punto (pl, Of), e supponendo, ci6 che eviden- 
temente pu6 farsi, che il valore di 21 ne1 centro sia zero, se la funzione u' 
esiste, si avrà: 

du giacché, nelle ipotesi che noi abbiamo fatte sui valori dati di - al contorno, 
d p  

le integrazioni rispetto a pf e a 8' potevano invertirsi. 
2. La funzione cercata adunque non pu6 essere che quella che ci viene 

data dalla formola (3). Perd, poichk non siamo ancora sicuri della esistenza 
di questa funzione, converra cercare se la funzione ut data dalla (3) sod- 
disfa O no a tutte le condizioni che abbiamo poste. 

Si verifica senza difficolth che pei punti (pl, Or) interni a C le condizioni 
che abbiamo poste sono tutte 'soddisfatte dalla funzione (3). Per verificare 
poi che essa resta finita e continua anche avvicinandosi indefinitamente al 
contorno e su1 contorno stesso, basta procedere corne segue. 

Indichiamo con uf, il valore che prende il secondo membro della (3) per 
p' = R. Si avrSt : 

e questo valore evidentemente sar5 finito e determinato. 
Similmente indichiamo con ufe il valore che si ha per ur dalla (3) su1 

cerchio di raggio pl=R-E. Si avrà: 
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e percid sarà: 

Indichiamo ora con S una quantità differente da zero positiva e arbitra- 
riamente piccola, che poi dovrà restar fissa, e osserviamo che quando i valori 
dell'elemento dell'integrale che comparisce in questa formola si riguardino 
come fissati nei punti del cerchio di raggio uno, cui si riferiscono i valori 
di 8 corrispondenti, questo integrale potr& considerarsi come esteso al cer- 
chi0 di raggio uno, e potrà sempre decomporsi in due, che indicheremo con 

- - 

r e  /: dei quali il primo sia esteso all'arco circolare che xi da1 pmto  

6=Or -8 al punto O =t'Y+ 6, e il secondo sia esteso all'arco rimanente. 
Indicando con g il massimo (O limite superiore) fra i valosi assoluti clati 

. d u  di - e supponendo 6 ed E g i s  cosi piccoli che le quantits: 
d p  

siano ambedue minori dell1unit8, si vede subito che per tutti i valori di E 

inferiori a un certo limite (che evidentemente pu6 prendersi diverso da zero) 

e pcr tutti i valori di 0' l'integrale valore assoluto sarà minore di: 

ovvero di:  

e quiildi, poiché prendendo 8 sufficientemente piccolo l'integrale: 

log 4 sen2 - 
8'- 6 

2 

pub rendersi arbitrariamente piccolo, si conclude che si pu6 trovare un 
valose di 6 cosi piccolo, che per questo valore di 8 (clie ora lasciererno 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l3 i n i : Sull' equazione A% = 0, 300 

iisso) e pei valori di E inferiori a un certo limite finito e per tutti i valori 

di B r  l'integrale f i n  valore assoluto sia sempre minore di quella quantità 
i J  

28 

chc pih ci piace. 

Cousideriamo ora l'altro integrale , e scrivianlo percid il suo eleniento . / 
2n -22 

sotto la forma: 

6 - 4' Osservando che il minimo valore di sena - durante l'integrazione E sen2 
S 

2 2 
S 

si vedrg subito che pei valori di E inferiori a 4 Rsen2 - la quantitg sotto 2 
il logaritmo é sempre minore dell'unit2, e quindi in d o r e  assoluto l'ele- 
mento dell'iiltegrale non é mai maggiore di: 

e l'integrale non é maggiore di -2ng log ( 1 - i); - e questo mostra cliin- 

ramente che p i  valori di E inferiori a un certo numero differente da zero 

E~ l'integsale per tutti i valori di Br sarà minore di una quantità piccola J 2%-22 

quanto si vuole data. 
Da cid risulta che si pud trovare un numero positivo e differente da zero 

E ~ ,  tale che per tutti i valori positivi di P inferiori a E~ e per t u t t i  i va lo r i  
d i  Or la differenza 24,- u'~  in valose assoluto sia sempre minore di una 
quantitd data piccola quanto si vuole; e si conclude percid intanto che 
avvicinandosi indefinitamente al contorno ne1 senso dei ïaggi la funzione 
ut si mantiene continua e tende verso i valori da dati dalla (4), e la con- 
tinuith é uniforme su tutti i raggi. 

Ora, per questo e perché i valori de di uf luilgo un cerchio qualunque 
di raggio R-E interno a C costituiscono una funzione continua, s'intende 
subito come possano sempre trovarsi due numeri positivi e differeilti cla 
zero el e P, tali che, costruendo per ogni punto (R, 0') del contorno il qua- 
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drilatero curvilineo, di cui due lati sono porzioni uguali a e 2(R-E,)E,  
del contorno e del cerchio di raggio R-6, rispettivamente, e gli altri due 
sono le porzioni uguali ad el dei raggi corrispondenti agli angoli polari Or+ E ,  

e 8'-  E ~ ,  le differenze fra ul,(Bf) e il valore di u1 O di ur, in un altro punto 
qualunque di quel quadrilatero siano minori in valore assoluto di una quan- 
tità positiva piccola quanto si vuole data ad arbitrio; e questo basta per 
potere concludere, come volevarno, che la funzione ur data dalla (3) si man- 
tiene finita e continua anche avvicinandosi indefinitamente al contorno (in 
qualunque direzione) e su1 contorno stesso, quando per valori al contorno 
si pïendano i valori limiti ur, dati dalla formola (4). 

E ora, poichh questi valori limiti uf8 sono quelli appunto che s i  hanno 
dalla formola (3) per $=R, e bisogna necessariamente prenderli per valori 
della funzione u' al contorno se si vuole la continuità, si pud dire che la 
formola (3) vale per tutto il campo C incluso il contorno. 

3. Mi piace di osservare Che, anche inclipendentemente dalla conside- 
razione dei valori di uf nell'interno di C, si pu6 provare direttamente ne1 
modo seguente che i valori limiti u', costituiscono una funzione continua di 8'. 

Osserviamo per questo che avendosi dalla (4): 

e poichè l'integrale che qui comparisce pu6 al solito considerarsi corne 
esteso al cerchio di raggio uno, indicando con 6 una quantith positiva suf- 
ficientemente piccola potremo scrivere : 

ove rispetto al modo secondo cui sono estesi, hanno il si- 
28 Z n - % a '  

gnificato del paragrafo precedente. 
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Ora siccome le quantitl sotto i logaritmi non superano l'unit&, in valore 

assoluto I'integrale non potrh superare la quantità : 
a8 

la quale, se el è il valore assoluto di E ,  è minore di: 

quindi, poichk pei valori di 6  e 6 + d  inferiori a un limite finito, abbastanza 
piccolo, gli integrali che qui compariscono sono sempre minori di quella 
quantith che più ci piace, si conclude intanto che si pub trovare un valore 
di 6 sufficientemente piccolo, tale che per tutti i valori di E inferiori in valore 

assoluto a un certo numero finito, e per tutti i valori di 0' 19integrale/;n 
* 
20' 

valore assoluto sia minore di quella quantith che più ci piace. 

Consideriamo ora l'altro integrale e per escludere il caso che il punto J 
2n-26 

8 = B'+ s cada nell'intervallo di integrazione, supponiamo subito che E in 
valore assoluto non raggiunga 6, ma sia per es. essendo 6  il numero 
(che ora deve restar fisso) che abbiamo determinato poc'anzi. 

Osservando che l'elemento dell'integrale pu6 scriversi : 

e - 81 B e il massimo valore assoluto di cot - 2 
durante l'integrazione k cot-, si 

2 
vede subito che le quantità sotto i logaritmi non saranno mai zero, e l'in- 

tegrale in valore assoluto sarà minore di : f %-Pd 

E s s1I2 - ~ x ~ o ~ c o s ~ -  egnlogl  1 - cot - z tg - 2 )  ' 
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essendo sr il valore assoluto di e; e quindi pei valori di E minori in valore 

assoluto di un numero finito e positivo E, (che B un numero inferiore a S e 
\ 

E 
che rende sufficientemente prossime a uno le quantità. cosJ , e I - cot - t m J  

2 2 " 2  7 
I'integrale stesso per tutti i valori di 8' sarà minore di quella quantita che 
più ci piace; e cosi resta nuovamente dimostrato che i valori d i  u', dati 
dalla (4) costituiscono una funzione continua di Or. 

4. Yassiamo ora a fare le verificazioni relative ai ralori della clerivata 
d ur 
- rispetto alla normale interna p', quando ci si avvicina indefinitamente 
dpf 
al contorno e su1 contorno stesso. 

d u  
Supponiamo percib che i valori dati d i  - costituiscano una funzione finita 

d p  
e continua O avente soltanto un numero 6nito di discontinuit5, e osserviamo 

du' cl u' 
che il valore di -, ne1 punto M(p', O r )  interno al cerchio é --- 

dl-' ~ P I >  si ha 
subito dalla (3). Per un teorema di SCHWARZ (m. c.) potremo dire iritanto 

cl u' 
che entro il cercliio qiiesti valori di - sono sempre finiti e continui, e 

d123' 
restano finiti anche quando ci si avvicina indefinitamente al contorno, e 
arvicinandosi indefinitamente a punti del contorno ove nei valori dati di 
d ZG d U' 

23 non si ha discontinuith, tende con continuità verso i valori dati 
d p  

cnrrispondenti, rnentre avvicinandosi indefinitamente a punti del contorno, 
d2b' 

nei quali i valori dati hanno una discontinuith, -; tende con continuita 
d123 

verso valori finiti differenti dipendentemente dalla direzione secondo ciii ci 
du' si inuove; e in particolaïe quando ci si muove ne1 senso del raggio tende 
d p  

verso il valore medio fm i due valori clati: 

Questo ci permette di dire che quando, restando sempre nell'interno del 

d u  
(a) Eotiamo che se vi sono discontinuith nella serie dei valor i  dat i  di - noi supponiamo 

d p  
d u  d u  seiripre che siano di quelle per le quali l e  corrispondenti quantith -(Or+O) e - (8 ' -0 )  

h n n o  un significato determinato. 
d p  dp  
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cerchio, ci si avvicina indefinitamente al contorno la funzione ur data dalla 
du' 

(3), anche per cid che riguarda la sua derivata - -l soddisfa alle condizioni 
d p  

che si sono poste; e cosi resta soltanto a far vedere che i valori che si 
d u' 

hanno effettivamente per dalla (3) su1 contorno nei punti ove i valori 
dP 

d u  
dati - non hanno discontinuith sono precisamente questi valori dati. 

cl%' 
a' u' Consideriamo percid -7 come una funzione di pf e 0' che pei punti in- 
d? 

terni a C B definita dall; (2), e pei punti del contorno ove si ha continuitS 
d u  nei valori dati di - - A definita dalla formola: 
d p  

d 24' d u  

d ZG e nei punti di discontinuità di -- resta finita. 
F' du1 

d p  

~ ' i n t e ~ r a l e J  -- d y' - d p f  preso lungo il raggio Br= cost. da1 centro fino al 
O 

punto M(pr, O r )  interno a C (cioé per p r <  R) s i  accorderh col valore di ur 
in questo punto; e poichè quando M si avvicina indefinitamente al contorno 

muovendosi su1 raggio Of = cost. tanto l'iiltegrale y'" - dp' quanto la fun- 
O 

ziane uf variano con eontinuita e i loro valon limiti sono["%dpr e u:, 
c 
O 

si conclude che la formola: 

d u' ove - é definita come B stato detto sopra, e u' é data dalla (3) sussisterà 
d?' 

anche per p'=R, e percid sarA (seguendo le notazioni del paragrafo pre- 
cedente) : 

du' du  e poichk -, lungo il raggio €Y= cost. è continua, indicando con 2 il 
d ? d ~  

Anvzali di Matematica, tomo V. 40 
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valore dato @ ( B I )  pei punti di eontinuits di questi valori, e il valore medio 
d p  

d u  d u  fra i due - (B1+O) e - ( ( l ' - O )  pei punti di discontinuitb depli stessi 
dP d P  

du' 

d ? 
, si potrb scrivere : valori, e osservando che il limite di per pl= R B - - 

d P  

ove sl tende a zero con E ,  e percid sar8: 

u's - u's lim -- duo 
<=O d P  ' 

du' 
ci6 che mostra appunto che i valori che prende effettivamente su1 con- 

d p  
torno sono i valori dati nei punti ove queeti valori non lianno diseontinuità, 

du d u  e sono i valori medii fra i due - (O1+ 0) e - ( O f -  0) nei punti di discon- 

tinuità degli stessi valori dati. 
d p  d P  

5. La funzione uf data dalla (3) soddisfa dunque a tutte le condizioni 
che si sono poste; e si pud dire in  conseguenza che qualunque siano i 

valori dati per purch6 costituiscano una funzione finita e continua O 
d p  

avente soltanto un numero finito di discontinuith e soddisfino alla condi- 

z ioney$ds= 0, esiste sempre una funzione uf ehe soddisfa s tutte le con- 

dizioni poste in principio, e all'infuori di una costante additiva essa 1: unica, 
ed & data dalla formola (3). Essa & inoltre t o t a l m e n t  e c o n t i n u a  anche . . 

d u  su1 contorno; e nei punti 81 del contorno ove i valori dati - hanno una 
d p  - 

discontinuit8, la sua derivata rispetto alla normale interna prende il valore 
du d ZG 

medio fra i due - (O1 + O )  e - ( O f  - 0). 
dp C ~ P  

È poi da notare che quando la d s -  O non fosse soddis- 

fatta, non esisterebbe più una funzione che soddisfa a tutte le condizioni 
che ponemmo in principio; e quando fra queste condizioni si tralasciasse 
quella di mantenersi sempre finita nell' interno insieme alle sue derivate, 
per ottenere una funzione che soddisfa a tutte le  altre condizioni basterebbe 
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logpf2'z!~, ove uf è prendere [a causa della (213 la funzione uf - - 
2ic 

O 

data dalla formola (3). Questa funzione diviene logaritmicamente infinita 
all'origine, e su1 contorno 6 ancora continua. 

du 
6. Fard ora vedere che quando i valori dati di - al contorno costi- 

d~ 
tuiacono una funzione P(0) di 6 finita continua e periodica (*) che soddisfa 

alla solita condizione F(O)dO=O, e ammette una derivata che & sempre S'" O 

finita ed é inoltre continua O ha soltanto un numero finito di discontinuità, 
la funzione corrispondente (3) ammette anche una derivata finita e continua 
lungo il contorno ne1 senso dell'arco. 

Osserviamo infatti che lungo il contorno si ha: 

O 

O anche: 

u r 8 p ,  = &j'2'-" F (0' + t )  log sen2 t d t = - f P ~ ~ ( ~ f + t ) l o g s e n ~ 5 d t ;  t 
2 a 2sc - 8' O 

e percid sarà: 

e l'integrale che qui cornparisce potrh al solito considerarsi come esteso 
al cerchio di raggio uno. 

Immaginiamo ora fissati s u  questo cerchio il punto t= O O t=2z, e i 
punti che corrispondono ai valori di t pei quali Ff(Of+ t )  è discontinua, uno 
dei quali potrh anche essere il punto t = O  stesso. Siccome questi punti sono 
in numero finito, potremo racchiuderli in altrettanti intervalli sufficiente- 
mente piccoli di ampiezza 26, ciascuno dei quali contenga soItanto uno degli 
stessi punti che potremo supporre esser quel10 di mezzo; e allora, indicando 

C O ~ I " )  gli integrali estesi a questi intervalli, e con quelli corrispondenti 
%d Y a," 

(*) Riguardando i valori di F(O) come fissati nei punti corrispondenti del contorno, la 
periodicitk si ha sempre quando in ogni punto la funzione 6 a un sol valore. 
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agli altri intervalli nei quali F'(Of-k t )  é continua, potremo scrivere: 

Ora si ha evidentemente per le ipotesi fatte: 

quindi se fra O r +  t e 0' + t  4 e non cadranno discontinuità di F'(0) si avrh: 

con a positivo e minore di uno, e se fra 0 I - t  t e B f t t  + e  cadranno delIe 
discontinuitB di Fr(@ si avrh semplicemente : 

F(B'+~+E)-F(O/+ t ) = ~ p  

essendo p un numero finito compreso fra il limite superiore e il limite in- 
feriore dei valori di 3" (@+ t )  fra 8f + t  e 0' + t  + E. 

Indicando dunque con pf il massimo (O limite superiore) fra i valori asso- 
luti di Ff(0) ,  si avrh in valore assoluto: 

e percid prendendo 6 sufficientemente piccolo la stessa somma potrà rendersi 
minore di quella quantità che più ci piace. 

Supponiamo ora che e in valore assoluto non raggiunga 6 e sia per es.: 
< i 8  essendo 8 il numero che ora abbiamo determinato. Allora per gli in- 

tegrali sara sempre soddisfatta la condizione per la quale si ha  la (5); e ./' 
cm 

percib sarà: 

ove a, é positivo e minore di uno. 
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Ma siccome negli intervalii a,, e cosi anche negli intervalli che si otten- 
gono estendendo questi di +6 dalle due .parti, la funzione F f  (Of  + t) O con- 
tinua, si pud trovare un numero finito e positivo &, tala che per t u t t i  i 
p u n t i  t di questi intervalli e per tutti i valori di E minori in valore assoluto 
di la differenza Ff(0f-1- t + E )  - F1(9/+ t) in valore assoluto sia minore 
di quella quantita ,B che più ci piace; quindi per questi valori di F si avrà 
in valore assoluto: 

e questo ci permette ora di dire che per i valori di E inferiori in valore 
assoluto a una quantità finita convenientemente scelta E,  la differenza: 

cm 

si manterrh minore di quella quantità che più ci piace. 

S t 
Ma la somma 2 F'tOl+ t)logsenZ2dt non differisce da 

t 
che per una quantità minore in valore assoluto di - p f ~ ~ B ' ) l o p s e n 2 g d t ,  

20 

e che quindi pu13 supporsi arbitrariamente piccola; dunque si ha evidente- 
mente : 

lim ~ 4 ' 8  (4' + E) - u', (0') - 
c=o c 

-R 2r. ['"P(B~+ t)logsen24 2 d t, 
O 

ovvero : 

e questa mostra appunto, che, colle ipotesi che abbiamo fatte su F(O), la 
derivata della nostra funzione uf al contorno presa ne1 senso dell'arco 6 
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sempre finita e determinata, ed B inoltre c O n t i  nua ,  giacchb l'integrale che 
comparisce ne1 secondo membro ha la stessa forma di quel10 che comparisce 
ne1 valore di u' al contorno e che si dimostrd gi8 essere una funzione con- 
tinua di Of. 

Questa proprietà potrebbe anche facilmente generalizzarsi. 
du' 7. È: inoltre da notare che per quanto precede questa derivata -4 al 
d 8 

contorno si pud anche riguardare come il valore al contorno della funzione 
u', per la quale i valori dati della derivata rispetto alla normale interna al 
contorno stesso fossero quelli della funzione Ff(B); e questo porta subito a 
dire che alla funzione uf data dalla (3) al contorno pud applicarsi due volte 
la derivazione rispetto all'arco, quando anche la derivata prima della ftin- 

du zione F(8)  che corrisponde ai valori dati di - è sempre finita, continua 
dr, 

e periodica, e la derivata seconda è anch'essa finita ed 6 pure continua od 
ha soltanto un numero finito di discontinuith. 

E in generale sa&: 

quando la funzione F(6) oltre a soddisfare alla 
O 

è periodica, finita e continua, essa e le sue derivate fino alla (m-1)" inclu- 
sive, e la derivata ma b finita ed 6 pure continua, O ha soltanto un numero 
finito di discontinuith. 

Inoltre si vede facilmente che in queste ipotesi si ha sempre: 

Far6 osservare che questa formola potrebbe dimostrarsi facilmente anche 
per la funzione della quale sono dati arbitrariamente i valori al contorno, 
quando questi vûlori soddisfauo a tutte le condizioni che abbiamo indicate 

per la F(8), esclusa quella espressa dalla equazione F(O)dO =O. In questo S2" O 

caso perd bisogna intendere esclusi i punti 81 corrispondenti alle discontinuith 
della serie delle derivate me dei valori dati, poiché in essi il valore limite 

dnu' dmu dmu di dei. per p'=R è la media fra i due -(Br -k O) e - (0'- 0). d 9" d 9 
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8. La formola (3) conduce subito anche al valore di ur in serie. Osser- 
vando infatti clle per p'< R si ha: 

a, 
~ o ~ ( R ~ - Z R ~ ' C O S ( ~ - O ' )  +p121=210gR - 2 ~ n R . c ~ ~ n ( 0 - 9 f ) ,  

4 

e la serie del secondo rnembro, lungo ogni cerchio interno al cerchio dato, 
é convergente in ugual grado, si troverh subito: 

d tc per tutti i punti interni al nostro cerchio; e se i valori dati di - costi- 
d~ 

tuiranno una funzione, che oltre ad essere finita e continua O avere soltanto 
un numero finit0 di discontinuitg, è sviluppabile i n  serie di FOURIER peï 
tutti i valori di O ,  questa formola varrà anche su1 cerchio, giacché allora 

essendo convergente la serie - 1 gJ2=e cos n (O  - Of) dB, per un teorema 
i 

O 
d p  

di ABEL 10 sarh anche la serie - cosn (0 - @)de,  e la sua 
O 

somma sarà il limite per pf=R della somma u' della serie: 

1091 p'" -;+-- n R"-I f 2 n @ c o s n ( ~ - d f p e  
O 

d p  

(ove p'< R), cioé u', (*). 
In1 questo caso poi la serie derivata rispetto a pl convergerà essa pure 

anche per pr= R ,  e, ds=O, salvo le solite singolarith pei 
O 

(*) È da notare che per questo e percha zcf 13 continua su1 contorno (§ 3) qualunque 
cl u 

siano i valori dati di - purche finiti, si pub dire che quando f ( 0 )  A una funzione finita 
dp 

tale che la serie di FOURIER corrispondente è sempre convergente, la  serie trigonometrica: 

+ i J2n fce ,  cosn i e -  e1iae 

rappresenta sempre una funzione finita e continua di  8'. Cib risulta quhito anche da u n  
teorema che ho dato ne1 § 5 della mia Memoria sulla serie di FOURIER (Ann. delle Univ. 
Tosc., t. XIV), ne1 caso pera soltanto che la funzione abbia un numero finito di massimi 
e minimi e di discontinuità, od avendone un numero infinito soddisfi a certe condizioni. 
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cl tr punti di discontinuità dei valori dati -- e pei punti estremi O e 2z, essa 

d u  du  
d5' 

avrà per somma - -. 
dp '  

e se -- sara finita, continua, e periodica e ammet- 
d p  

terà una derivata finita e sviluppabile in serie di FOURIER, allora la serie che 
si ottiene, applicaado la derivazione termine a termine rispetto a 0' alla serie 

du' che rappresenta u, ci darh il valore di --i., non solo pei punti interni ma 
d 0 

anche pei punti del contorno; giacchè questa serie derivata su1 contorno é 
la seguente: 

d 24 e questa, ponendo - =F(O), e integrando per parti nei differenti termini 
d p  

si trasforma nell' altra : 

--b7- ' ~ 2 " ~ ~ ( ~ ) c o s n ( ~  - 01) do,  
x <  fi; 

la quale essendo convergente ed essendo quella che corrisponde ai valori 
d u  al contorno della funzione per la quale i valori dati di -- sono quelli di 
d p  

FI@), rappresenta appunto (3 6) la derivata rispetto a 0' dei valori che si 
hanno al contorno per la funzione ur. 

9. Il metodo che abbiamo seguito pel caso di un cerchio si applica 
subito anche al caso di  due cerchi concentrici s e sf. 

Indichiamo infatti con R e Rf i raggi di questi cerchi, e suppoiiiamo che 
d u  d u  d u  s sia il cerchio maggiore, e - e - siano i valori dati di - su s e su 
d p ,  dpal C E P  

s> e siano finiti e continui e periodici e soddisfino alle note condizioni che 
si richiedono per essere sviluppabili in serie di FOURIER, cioé abbiano un 
numero finito di massimi e minimi O avendone un numero infinito soddisfino 
alla condizione lim D logd= 0, essendo D l'oscillazione nell'intervallo S. Os- 

d u  d u  servando che ora questi valori di - e - devono soddisfare alla condi- 
dp.a dps' 

cl u' z ioner*  d s  =-[*dd, e i valori della funzione p1 su1 cerchio s 
~ P S  C Z P ~  d-,  

s 3 
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d u  du verranno ora ad essere -R- e su1 cerchio sf saranno R'-9 si potrh 
d ~ 8  d ~ d l  

dire senz'altro (v. mia Mem. Sulle funz. di uria variab. comp. in  questi 
Annali tom. IV: O SCHWARZ mem. cit.) che se la funzione cercata esiste, 

du' 
il valore della funzione pl7 ne1 punto (p', 0') interno al campo che si con- 

d P 
sidera sarA dato dalla formola: 

R1 p " n - R ' 2 n  R l n  Rh, 
-- p i Z n  Ora se si ossena che i coefficienti i;R2n-Rrh 9 Rh possono 

scrirersi rispet tivamente : 

$J'2z$+n(~-~~) d o ,  A -cosn(O- O 1 ) c l O ,  
4 dpa 

O Yr  O ' j" 

du  du per le jpotesi fatte sui valori dati di -- e - - sono convergenti in ugual 
d ~ 8  d ~ 8 1  

grado (*), applicando il solito teorema di ABEL si vedrh subito che il  valore 
du' 

precedente d i  pt7 risulta dall'aggregato di quattro serie che sono conver- 
d P 

genti in ugual grado in tutto il campo (il contorno inclus.), e questo mentre 
du' 

ci mostra che il valore stesso di pf è sempre finito e continu0 e sul 
d ? 

(9 L a  proprietà di cui qui  si  fa uso che le  serie d i  FOURIER corrispondenti a funzioni 
d u  clu 

corne le  - e -- sono convergenti in ugual grado fu da ta  d a  HEINE pel caso in cui 
dpsl 

queste funzioni oltre essere finite e continue hanno un numero finito di massimi e minimi. 
Essa  perb si estende facilmente anche a l  caso delle funzioni finite e continue che hanno 
u n  numero infinito di massimi e minirni e soddisfano al la  condizione lim D l o g  6 = O, essendo 
D l'oscillazione della funzione nell'intervallo 6. 

AnnnEi di  Matematicn, tomo V. 4 1 
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d u  d u  contorno s ,  sf prende rispettivamente i valori - R - e Rf- 3 ci mostra 
dl', dp81 

altresi che si pud dividere per pr la equazione (7 )  e poi applicarc l'inte- 
grazione per serie lun O un raggio qualunque 8f=cost. da un punto qua- % lunque di questo raggio fino al punto p = p f ,  purchè questi punti siano 
entrambi contenuti entro il campo dato e anche su1 contorno. 

Si avrà, dunque, eseguendo questa integrazione 

e poiché uf deve soddisfare alla equazione A B d =  0 e essere a un sol valore, 
si devra avere F(BI)=cost; e percid sa& all'infuori di una costante: 

Ora facendo sulle serie che compariscono in questo valore di uf osser- 
vazioni simili a quelle che abbiamo fatte sopra per le  serie che compari- 

du' scono in p r T 3  si vede subito che la funzione uf cosi determinata & finita 
P 

continua e ad un sol valore nell'interno di C, e si mantiene tale anche ami-  
cinandosi indefinitamente al contorno e su1 contorno stesso. D'altra parte 
le sue derivate entro C soddisfano evidentemente alle condizioni che abbiamo 
poste, e da1 modo con cui essa 6 stata trovata risulta anche che la sua 
derivata rispetto alla normale resta finita e continua anche avvicinandosi 
indefinitamente al  contorno e su1 contorno prende i valori dati; quindi essa 
è appunto la funzione cercata. 

du' 
Per la derivata si hanno ancora le stesse proprieth che ne1 caso pre- 

d9 
cedente. 

10. Lo stesso processo pub seguirsi per la determinazione della fun- 
zione u che nell'interno di  una sfera & finita continua e a un sol valore 
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d fu  d2u . d 3 u  essa e le sue derivate e soddisfa alla equazione A2u=- +- + = = O ,  
d 

e avvicinandosi indefinitamente al contorno si mantiene sempre finita e 
d 11 resta, almeno generalmente, anche continua si essa che la sua derivata - 
d~ 

rispetto alla normale p al contorno contata verso l'interno, e al contorn; 
questa derivata prende valori finiti dati ad arbitrio e che hanno tutt'al 
più uu numero finito di discontinuith, e soddisfano alla condizione: 

ove l'integrale B esteso alla superficie o della sfera. 
Si osservi percid che anche in questo caso se u soddisfa alla equazio~ie 

d u  AY u = O ,  la funzione p- vi soddisfarà pure, e quindi se R é il raggio della 
d  P 

sfera, pel punto (pl, 0: y) interno ad essa, si avr& corne é noto: 

ove l'integrale 6 esteso alla superficie o della sfera di raggio R ,  da i? 
l'elemento superficiale R2senOd ûclp di questa sfera ne1 punto (R, O, 9)' e 
y é l'angolo dei raggi vettori del punto (p', Or, 9') e del punto (R, O ,  q)), 
talché si ha: 

cos y =cos 8 cos Of-;- sen O sen Or cos (9 - 9'). 
d u  d u  

Ora, osservando che = - R -, si ha di qui : 
d p  

du' 1 d G - 
d p' 4 

a pr(Rg-2Bprcosy + 
1 

(R" 2 R pr  cos y + g2)' a 

quindi applicando l'integrazione rispetto a p' sotto il segno integrale, e 
osservando che : 

d p' - 
4- 4' (Ri- 2R p' COS y + ilz) i 

1 ' log p' 
--log{ R - p'cosy+(R2-2Rp'cosy-t p'")"lt-. - R R 3- CO&, 
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o f %  d o = O .  si troverh, allyinfuori di una costante : 

1 ' d u  
zrf-T 4 , , R  J - ] l o g j ~ - p r c o s y + ( ~ 2 - 2 ~ P r ~ o s y + p r 2 ) i ~ -  d p  

e, ora quando si facesseïo su questo valore di ur le opportune verificazioni, 
si troverebbe che esso soddisfa a tutte le condizioni che abbiamo poste ed 
è in conseguenza la funzione cercata. 

II. Tralasceremo di fare queste verificazioni, e passeremo invece a 
cercare il valore di ur in seïie di funzioni sferiche, limitandoci per sempli- 

du  
cita al caso in cui i valori dati di - costituiscono una funzione che & 

d P  
finita e continua e che su ogni linea della sfera ha un numero finito di 
massimi e minimi, O avendone un numero infinito é tale che le sue oscilla- 
zioni in vicinanza dei punti ove si hanno questi infiniti massimi e minimi 
sono di ordine uguale O superiore al primo rispetto all'intervallo in cui si 
prendono. 

Per questo osserviamo che se esiste la funzione ut che uoi cerchiamo, 
du' per la funzione pl- ne1 punto (pl, Or, 9') deve aversi, come b noto: 
d sr 

essendo da l'elemento superficiale senûdOd9 della sfera o di raggio uno, 
e essendo P, le note funzioni sferiche di LEGENDRE; e poich& si ha: 

W 

dom& essere : 
du' -- o'n-1 d zc ' 

(zn + i) hGi f G  P. do. 4zy d?'---  W t 

Ora se si ossema che, per quanto dimostro in una Memoria che pubblicherd 
du 

quanto prima sulle serie di funzioni sferiche, la funzione data - 9  soddi- 
d P  
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sfacendo alle condizioni dette sopra, B sempre sviluppabile in serie di fun- 
zioni sferiche, e la serie corrispondente: 

è convergente in ugual grado su  tutta la superficie della sfera, si concluderà 
subito che la serie che comparisce nella formola precedente B convergente 
in egual grado in tutto Io spazio racchiuso dalla sfera e sulla sfera stessa; 

du e questo oltre a mostrarci che, qualunque siano i valori dati di - 9  purchè 
d~ 

soddisfino alle condizioni dette sopra, il valore precedente di $$ & sempre 

finito e continu0 in tutto il campo (il contoruo inclus.) e sulla superficie 
du' 

prende i valori dati, ci mostra altresi che alla serie che comparisce in -, 
d P 

pu6 applicarsi termine a termine l'integrazione definita lungo un raggio 
qualunque della sfera da p t =  O a p f =  pr, essendo pfzR .  

Applicando questa integrazione si trova : 

e ora basta fare le opportune verificazioni per concludere che questa formola, 
all'infuori di una costante, determina la funzione cercata ur per tutti i punti 
interni alla sfera e sulla sfera stessa. 

Per questo si osservi che siccoine la serie: 

converge in ugual 
cadrà dell' altra : 

grado su  tutta la superficie della sfera, altrettanto ac- 

e quindi s i  pu6 dire intanto che la funzione uf, oltre ad essere finita e con- 
tinua nell'interno della sfera si mantiene tale anche avvicinaxidosi indefini- 
tamente alla superficie stessa. Inoltre poiché la funzione pr"Pn corne fun- 
zione di pt, et, rpr soddisfa alle condizioni che si richiedono per uf nell'iu- 
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terno della sfera, altrettanto accadrh di ut;  e poiché pel modo con cui u' 

du' 
é stata dedotta da1 valore (8) di - si vede subito che anche alla supeï- 

de' 
ficie sono soddisfatte le condizioni cui deve soddisfare la derivata rispetto 
alla normale interna, si conclude che uf soddisfa a tutte le condizioni che 
si sono poste ed é in conseguenza la funzione cercata. 

d u  Inoltre B da notare che, se - E una funzione di 8 e 9, F(8 ,  q), che 
dJ' 

rispetto a 9 ammette una derivata che soddisfa alle condizioni stesse 
L 

d u  che si sono poste per -, la funzione uf ammetter& anche alla superficie 
dP 

una derivata rispetto a 9' che sarh finita e continua e il cui valore si otterrh 
applicando la derivazione termine a termine rispetto a 9' alla serie corri- 
spondente : 

1 w 2 n f l  d u  - -h7Jdp~.do.  4 %  i 
W 

Se si osserva infatti che questa serie derivata rispetto a 9' è la seguente: 

si vedrh subito che, applicando ai varii termini di essa la integrazione per 
parti rispetto a 9, coll'osservare che dalle note espressioni di P, si ha: 

essa si trasforma nell'altra : 

che b convergente in ugual grado; e quindi per teoremi noti sulle serie 
derivate si concluderh subito che la sua somma é finita e continua ed è 
appunto la derivata della somma della serie : 

come volevamo dimostrare. 
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12. Jii piace ora d'indicare un metodo geuerale che spesso pud s e ~ i r e  
per la determinazione di m a  funzione u di due variabili reali x e y che 
nell'interno di un campo connesso C,' soddisfa alle solite condizioni, e al 

d u  contorno B tale che la sua derivata - rispetto alia normale interna prende 
dl' 

dati valori che soddisfano alla condizionf !$ d s  = 0. 

Per questo consideriamo insieme alla funzione u la funzione v che nel- 
l'interna di C soddisfa alle due condizioni: 

Questa funzione v pei punti interni di C sarb data dalla equazione: 

ove c & una costante arbitraria e a k uma curva qualunque entro C che da 
un punto determinato (x,, y,) va al punto (x, y); quindi 12 funzione v 
che entro C corrisyonde ad una data funzione u sarh m i c a  e sarà finita e 
continua essa e le sue derivate e soddisfarà alla equazione A2v=0, e le 
sue derivate saranno sempre anche a un sol valore. Inoltre la stessa v sarà 
essa pure a un sol valore se il campo C & semplicemente connesso, e sarà 
tale anche quando C non sia semplicemente connesso se la funzione u sod- 
disfarà a certe condizioni speciali; e la stessa v si manterrà finita e con- 
tinua insieme alle sue derivate prime, anche avvicinandosi indefinitamente 
al contorno di C e su1 contorno stesso quando cid avvenga per u e per le 
sue derivate prime. 

Viceversa quando sia data v ,  la funzione corrispondente u si avrb dalla 
formola : 

Ora, venendo ad essere a-!- i v  una funzione w monodroma finita e con- 
tinua della variabile complessa z =x-!- iy, se si immaginano x e y e quindi 
u e v espresse per l'arco s di una delle curve del contorno di C (O di una 
curva qualunque entro C) e per la normale p a questa curva contata verso 
l'intemo, si ha,  corne & noto: 

clw .dw 
-+z- -=O,  d p  d s  
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du  du per tutti i punti interni a C e anche al contorno se allora - e - si man- dx d y  
tengono finite e continue; quindi s e  rapporto a u si conoscono i valori di 
du du du  - al contorno, e questi sono tali che le derivate - 7 risultino finite 
d~ dx a y  
e continue anche al contorno, rapporto a v al contorno si conosceranno 

du quelli di - e quindi anche quelli di v all'infuori di una costante c, che 
d s  

pub essere differente sui differenti pezzi s del contorno; e questi valori di 

v soddisfaranno alla condizione - d s = O. f ds  
Ora s'immagini determinata la funzione v, che nell'interno di C soddisfa 

alle solite condizioni e su1 contorno prende i valori c, + - d S. Questa j'"" 
O 

funzione v,, per ogni sistema di valori delle costanti c,, sarh unica e a un 
sol valore; e quindi se la funzione cercata u esisterà e ,  oltre ad avere le 
derivate prime finite e continue anche al contorno, sarà tale che la funzione 
v clle le corrisponde sia essa pure a un sol valore, questa funzione v sarà 
uua delle funzioni u, che si otterrh particolarizzando convenientemente le 
costanti c, ,  e percid si avrà allora per la funzione cercata u: 

ove c é una costante e l'integrale b esteso a una curva qualunqiie a clie 
mantenendosi sempre nell'interno di C va da1 punto determinato (x,, 9,) al 
punto variabile (x,  y). Se poi la funzione cercata u non esistesse, O se la 
funzione v corrispondente non potesse essere a un sol valore, allora v,, 
esserido a un sol valore, non potrebbe essere questa funzione v, e i l  valore 
di u dato dalla (9) non sarebbe quel10 cercato, e esso percid non risulte- 
rebbe monodromo, O la funzione v, non avrebbe l e  derivate prime finite e 
continue al contorno; quindi si p&3 dire che determinata in ogni caso una 

sdu funzione vl colla condizione che al contorno prenda i valori c. + f ; l p d ~  
O 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D i ni : 8ull' equazione A l t h  = 0. 309 

ove le quantità c ,  sono costanti che possono essere diEerenti sui  differenti 
pezzi del contorno, se questa funzione al contorno avrà anche le d e r i ~ ~ a t e  
prime finite e continue, e s e  le costanti c, potsanrio determinarsi in modo 
clic la  funzione u data dalla (9) risulti a un sol valore, questa fuiizionc zt 

sarà appunto la funzione cercata (*). 
i7, da notare che quando le derivate di v,  al contorno risultossero infinite, 

potrebbe perà avveilire che la funzione u data dalla (9) fossu ancora 1ü 
funzione cercata, e per decidere la questione basterebbe farc le opportune 
vesificazioni. 

1nolti.e è da notare che ne1 caso che il campo C sia semplicemente coii- 
nesso, la  condizione di nionodromia della funzione (0) é semyre soddisfattn. 

hpplicando il metodo che risulta da113 consideïazioni esposte alla ricerca 
della funzione zi ncl caso del cerchio si trovano le formole dei 9s 1 e 8, v 
applicandole al caso di due cerchi, si ritrova ancora la formola del § 9 tiitte 

le volte che sia soddisfatta la cnndizione - -ds  =O, che i: qnella clclla "r" 
monodromia tanto per la funzione zi data dalla (9) quanto per la funzioue 
che abbiamo indicato con v. 

11 prof. BETTI aveva il1 sostanza già usato questo rnetodo per dcterrniiiarc 
la distribuzione dells correnti elcttriche in una lastra rettangolara. (Xuovo 
Cimento, ser. II ,  vol. III). Aggiungo che, se ben mi ricoydo, il sig. P s m  
mi dié cenno di qüesto metodo in una recentc ccuversazione che ebbi i l  
piacere di tenere con lui intorno ai  risultati che io aveva allora ottcnuti. 

13.. Passianio ora a mostrarc corne il metodo clle abSiaiil0 seguito per 
determinare, ne1 caso del cercliio, di due cerchi O della sfera, la funzionc~ 

d u  
u che soddisfa alle solite condizioni quando sono dati i valori di - al con- 

CEP 
torno, serre anche per la determinazione della funzione 24 per gli stcksi campi 

cl LC 
(*) Clie la funzione u sia unica quando essa e l a  derivata - devon0 essere sempre 

cl ?î 

f i n i t  e anche avvicinandosi indefinitamente a l  contorno, e devon0 restare  continue yer 
tu t to  trnnne nei punti di discontinuith doi valori dati (che supponiamo in numero finito), 
risulta subito dalla formola nota: 

ove l ' integrale del primo membro B esteso a una curvn vicina quanto si n o l e  a l  con- 
torno, e quel10 del secondo & esteso a l  campo racchiusa d a  questa c u r m  

Annali di ilIccte.mcctica, tom0 V. 12 
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quando si richiede che nell'interno siano soddisfatte le solite condizioni, e 
avvicinandosi indefinitamente al contorno e su1 contorno stesso la funzione 

d u  
c la sua derivata - si mantengano finite e generalmente anche continuc, 

dP 
d u  d u  

e siil contorno una data funziorie lineare a u - @ -  di u e di - prenda 
dp d p  

valori 2 dati ad arbitrio. 
Studiamo più specialmente il caso del cerchio, e supponiamo che i valori 

dati 2 costituiscano una funzione finita e continua O avente soltanto un 
iiumero finito di discontinuith e sviluppabile in serie di FOURIER. 

F f d @  Considerando la funzione U =  a u  + - -, si vede subito che nell'interno R ds 
del cerchio dovrà essere finita e continua e a un sol valore essa e le sue 
derivaie e dovrà soddisfare alla equazione A2 U = 0 ; quindi (servendosi del10 
sviluppo in serie che è più comodo) dovrLt essere: 

c poichè su1 coutorno deve aversi: 

ovvero, supponendo ,B diverso da zero: 

.c, per le ipotesi fatte su 4, la sesie del secondo membro sar& convergente in 
tutto il campo incluso il contorno, e lungo ogni raggio da1 centro al con- 
torno inclusive sara anche convergente in ugual grado, e separati con 
piccoli spazii superficiali i punti di discontinuità di t ,  nello spazio restante 
essa sarà anche continua e su1 contorno prenderà i valori dati t. 
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CC % Consideriamo ora separatamente i due casi di positivo e - negativo, P B 
trascurando il caso di 5=0 che già é stato qui considerato. 

B 
CC 

Osserviamo che, se si pone R - = k ,  e s i  moltiplica per prk-l, si ha dalla 
B 

p ~ c e d c n t e  : 

si vedrà subito che quando o k B positivo, integrando lungo il raggio 
F 

Or= cost. da1 punto pl=O fino al punto pr=p', essendo p r z  R ,  e osservando 
che la costante d'integrazione deve prendersi uguale a zero, si ha: 

c quindi infine: 

pel valore di u' in un punto qualunque (p ' ,  8') interno a C O su1 contomo, 
GI 

quando - aia positivo; e poichk. colle solite osservazioni e con quelle fatte 
B 

iiella nota al 8, si trova clie questo valore di uf è finito e continu0 in 
tutto il campo C inclus0 il coiltorno e soddisfa a tutte le altre condizioni 
che si sono poste, si conclude che esso è appunto il d o r e  cercats di u' 
ne1 caso che ora consideriamo di a e ,G dello stesso segno. 

Consideriamo ora il caso in cui a e ,B sono di segno contrario, e suppo- 
GI 

niamo dapprima che il rapport0 R-  non sia un numero intero negati.i-o. 
B 

Allora integrando al solito la equazione (10) lungo il rnggio df=cost. 
da1 punto pf =p, al punto pr =pr, ove p, non b zero e p f z R ,  si trova : 

essendo F(0') una funzione di 8' che oltre ad eseere finita continua e a un 
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sol valore insieme alle sue derivate per tutti i valori di Of e avere il periodo 

2a, deve essere talc clie la funzione soddisfi alla equazione As-O. 
P'" 

Na cid non pu6 otteiiersi (perché k non é iiitero) a meno che non siü 
F(O')=O; quincli anche in questo caso si ha la (11) che soddisfa ancora a 
tutte le coildizioni poste. 

Se poi 1; é un numero intero negativo - n 2 ,  allora si avrA dalla (10): 

msendo Pior) ilna funzione di 8' che, oltre ad essere finita, continua e a 
sol valore essa e le sue derivate Fer tutti i valori di O' e avere il periodo 
212, deve esser tale che la funzione : 

soddisfi alla equazione A2U= 0. 
Ua per queste condizioni si pu6 porre: 

e alla serie di FOURIER, che qui abbiamo presa per rappresentare P(Of), pu6 
applicarsi la  derivaziorie quante volte si mole ;  quindi s i  vede subito che 
tutte le condizioni precedenti non Fossono soddisfarsi a meno clie hm e p, 
non siano nulli e F(8f)  non si riduca alla forma: 

a,cosnzOr + b,senmOf; 

e poiché quando queste condizioni siano soddisfatte il valore precedente di 
t h r  prende la forma: 
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CO 'J. 

ove nella seric x,m) deve lasciarsi il termine corrispoildente a n = - R L= r r t  , 
4 b 

e questo valore soddisfa a tutte le condizioni che si sono poste, si conclude 
che in questo caso la funzione ur data dalla forrnola precedente (12) è ap- 
punto quella richiesta. 

Si pu6 dire adunque che ne1 caso in cui R: noil b un intero negativo 
P 

la funzione richiesta t h f  esiste, ed & pienamente detcrminata qualunque siano 
CE zt i valori dati i di au- - - al contorno, purché questi valori siano svilup- 
d P  

pabili in serie di FOURIER, e la sua espressione analitica si ha dalla (II); e 

quando R -  sia un intero negativo - m ,  i valori E non potranno essere dati B 
arbitrariamente ma dovrnnno soddisfare alle due condizioni: 

c quando queste condizioni siano soddisfatte, la funzione u' esisterà ancora 
e sa& data dalla (12) ove a, e b ,  sono costanti arbitrarie, e quiudi essa 
non sarà del tutto determinata, e per renderla tale potremo dare per es. 
arbitrariamente il valore della funzione in  due punti diversi da1 centro del 
ce~cliio. 

e poi da notare che anche ne1 caso attuale i valori di u1 al contorno co- 
stituiscono una funzione continua di 8'; c se i valori dati di 4 appaïter- 
ranno ad uns funzione di 8 finita, continua e periodica che ammette una 
derivata kf, sviluppabile essa pure in serie di FOURIER, ngli stessi valori di 
th1 al contorno potrà applicarsi la derivazione anche rispetto a Or ,  e questa 
derivata saï5 finita e continua, e corïisponderà ai valori al contorno della 

d u  funzione uf, per la quale i valori dati di a u  - p- sono quelli della fun- 

zione tf. d 23 

In modo simile si tratta il caso di due cerchi concentrici e quel10 della 
sfera. 

Ne1 caso della sfera, quando i valori 4 costitiiiscono una funzione finita 
e continua in tutti i punti e che, se su qualche linea ha un numero infinito 
di massimi e minimi, le sile oscillazioni in vicinanza dei punti corrispon- 
tlenti sono di ordine uguale O superioïe al primo rispetto all'intervsllo in  
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cui si prendono, il valore della funzione u1 viene data dalla formola: 

ci 
quando R-  non è u n  numero intero negativo; e s e  1: un numero intero B 
negativo - îîa, allora bisogna che si  abbia: 

e il valose u' prende allora la forma: 

w 
ove Y', 6 la funzione sferica generale dell'ordine m ,  e nella serie y(,) deve 

O 
t( 

lrzsciarsi i l  termine corrispondente a ?t = - R -= m. 
B 

È da notare che quando R? B positivo, le  formole precedenti risolvono 
P 

il problema della determinazione delle temperature stazionarie in un disco 
circolare di grossezza trascurabile, quando non si  disperde calore perpendi- 
colarmente al disco, o ne1 cilindro circolare pieno di lungliezza inclefinito 
quando la temperatura è la stessa in tutti i p ~ i n t i  della stessa parallela 
all'asse, e ilella sfera, quando il contorno del disco O la superficie del cilin- 

E dro e della sfeïa sono all'ariz libera che h a  una data temperatura -. Esse 
tC 

poi conducono alla soluzione del10 stesso problema anche pel caso che in 
un punto del disco O della sfera O lungo una retta parallela all'asse ne1 
cilindro vi  sia una sorgente calorifica costante, giacché per i valori di u1 
corrispondenti a questi casi basta, trattandosi del disco O del cilindro, ag- 
giungere a l  secondo niembro della formola (11) il  termine BlogG e cam- 

biarvi 5 in - A ( d o g 6 +  'A) , e trattandosi della sfera aggiungere al 
S d p' ,.=R 

A 
seconclo membio della (13) il termine e cambiarvi [ i n :  3 
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essendo -4 una costante e 6 la distanza da1 punto del disco O della sfera 
O di ciascuna sezione orizzontale del cilindro ove esiste la  sorgente calo- 
rifica al punto variabile di coordinate (p', 0') O (pl, Of, 9') situato esso pure 
su1 disco O sulla sfera O siilla stessa sezione del cilindro; giacché uf in 
vicinanza della sorgente calorifica su1 disco O sulla sezione orizzontale del 
cilindro si riduce alla forma Alog8-f- funz. cont. e nella sfera s i  riduce 

A 
invece alla forma --+funz. cont. 8 

14. Mi pjace ora di mostrare che il metodo seguito nella trattazione dei 
problemi precedenti, corne pud evidentemente servire per campi diversi da 
quelli che qui ho considerato, pu6 anche servire per altri problemi, e in 
particolare per la  determinazione della fünzione u', per la  quale al contorno 
non sono dati i valori di essa O della sua derivata prima rispetto alla normale 
interna, ma sono dati invece quelli della sua derivata seconda rispetto alla 
stessa normale O quelli della derivata terza,  ecc. 

dm u Supponiamo infatti che siano dati i valori della derivata m-esima -. Li- 
cl$'" 

dnt6 
mitandoci al caso del cerchio si osserva che siccome la  funzione U=pm- 

d pnz 
dovrà essa pure soddisfare alla condizione A 2 U = 0 ,  ecc., s i  avrà, serven- 
dosi del10 sviluppo in serie: 

e perci6 si coricluderB intanto che onde u sia sempre finita insieme alle 
dmu sue derivate nell'interno del cerchio, i valori dati di - dovranno soddi- 
d 21" .' 

sfare alle condizioni : 

per s = 1, 2, 3, .  . . m- 1; e quando queste condizioni siano soddisfatte sarà: 

O 

ove le  f , (Br )  devono essere funzioni di 8' finite, continue e a un sol valore 
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3% D i  n i  : Sull' equazione A % = O .  

e col periodo 2% esse c le loro derivate t: devono essere tali che la funzione 
i n 4  
3 p r 8 f S ( O f )  soddisi? alla equazione AZ = 0. 
O 

Questo porta subito che s i  abbia 

js ( O f )  = CC, COS s 0' +- b, sen s O f ,  

con r i ,  e O, costanti arbitrarie; quindi dovremo averc: 

e ora si  verificherebbe facilmente che questo valore di u' soddisfa a tutte 
le condizioni che si  ricliiedono, e quindi esso é appunto quel10 cercato. 

15. In uIiimo credo utile di mostrare cbe i risultati precedenti, almeno 
pei campi qui considerati, possono estendersi anche al caso più generalc 
in cui la  funzione da determinarsi U, al contorno O alla superficie limite 
deve soddisfare alle condizioni postc in questa mernoria O a quelle ricordate 
in principio, e nell'interno deve esserc finita continua e a un sol valore - 

@ U  d3U d ? u  
insieme aile sue  derivate prime e alle derivate seconde -, m, O - . d x3 d d  
d 2 U  d 2 U  

" 

-- , -z, e deve soddisfare alla equazione D2 U=f, ove f é una funzione 
d g  d ,  
conosciuta dei punti del10 stesso campo d i e  ii~sieme alle derivate prime e 

d2f  d2f  d2 f  d2f  d'f alle derivate seconde - - - 7 O - 7 -, -- è finita continua e a un 
d x 2  dy\de2 d y 3  d z  

sol valore in tutto il campo (il contoriio O la superficie limite inclus.) 
Sia percid U l a  funzione da dctcrminarsi in un campo connesso C a due 

d u  
O a tre dimensioni ("), e pcr essa siano dati i valori di U O quelli di  - al 

d p  
contorno s O sul!a superficie limite O; e ne1 caso che siano dati questi ultimi 

(*) Diciaino esplicitamente clie, oncle esser sieuri delle formole che qui si usano, noi 
ammettiamo sempre che pel campo C possano tracciarsi ne1 s u o  i n t e r n o  delle curve O 

delle superficie i clii punti corrispondano uno ad uno a quelli del contorno O della super- 
ficie limite e per modo die questo contorno O questa superficie e le loro normali possano 
riguardarsi corne limiti  d i  quelle curve e di quelle superficie stesse e delle loro normali. 
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supponiamo che oltre a soddisfare alle solite condizioni, essi soddisfino anche 
all' altra : 

~econdoché il campo C & a due O a tre dimensioni, la  quale corne è riolo 
é conseguenza necessaria delle altre condizioni cui ora si deve soddisfare. 

Ponendo : U= u, + u,, si vede subito clle se riusciremo a determinare una 
îunzione u, che nell'interno del campo C soddisfi alla equazione A2ul =f, 
c alle altre condizioni che si  sono poste per u ,  e ai contorno s O snlla 
superficie limite a soddisfi semplicemente alla condizione di essere ancora 
finita c continua essa soltanto, O essa e le sue derivate prime, ne1 qual 
caso si avrh anche necessariamente : 

la questione potrh dirsi risoluta, poic216 essa si ridurrà allora a determinare 
ilel campo C una funzione ug che nell'interno soddisfa alla equazione A2u,=0 
e alle altre condizioni solite, e al contorno s O sulla superficie limite cr essa O 

- 

d u  d U  du ,  
la sua derivata -% prendono respettivamente i valori noti U- u,, O - - - , 

d2î d p  dp  
gli ultimi dei quali, per le ipotesi fatte, soddisfaranno evidentemente all'una 
O all'altra delle due condizioni: 

secondoché il campo C é a due O a tre dimensioni. 
Ora questa funzione u, 6 subito conosciuta, perche se  r. indica la distanzn 

di un punto di coorclinate ( x ,  y) O (x, y, z )  da un altro punto M f  di coor- 
dinate (XI, y f )  O (x f ,  y', z') situato ne1 campo C (il contorno O la  superficie 
incl.), per un teorema noto e del resto facilmente dimostrabile, si  ha che 

I'integrale -!- f S f l o g r d r d y  ne1 caso del campo a due dirnensiani, e I'altro 
2 ' i~  

G 

- ~ ~ f ~ f d x à g d z  4x ne1 caso del campo a tre dimensioni, soùdisfano ncl 
r 

i: 
campo C a tiitte le condizioni che si richiedono per u,, e al contorno O alla 

Annnli di Matematica, tom0 V. 43 
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3% D in i : Sull' equazione A% = 0, 

superficie hanno sempre anche le derivate prime finite e continue; quindi 
si pud prendere senz'altro per il valore ut, di u, ne1 punto AI': 

rie1 caso del campo a due dimensioni, e :  

ne1 caso del campo a ti-e climensioni; e cosi la  questione che ci eravamo 
proposti viene sempre ridotta alla questione analoga pel caso della equazione 
A2=0, e ammette percid sempre una  soluzione quando quest'ultima l'am- 
mette. 

E cosi in particolare si pu6 dire che ne1 cas0 del cerchio di raggio R, 
d u  sccondoché sono dati i valori di U O di -- al contorno, anche se questi 
d p  

valori haniio un numero finito di discontinuitii, i l  valore U' della funzione 
cercata U ne1 puiîto interno Mt(p', O f )  & dato rispettivamentt: dalle formole: 

essendo : 

s per la  sfera di raggio R il valore UT di U ne1 punto Mf(pf, Or, 9') è dato 
invece dalle formole: , 

1 JJf=---  (Ri - p")  ci^ 
4x 3 7 

G 
(R3 + p'P - 2 R COS y)i 
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Ur=--  fils ,+  
p>2-2pplcos# 

a e S sono la superficie e il volume della sfera, e y é l'angolo che il rag-pio 
vettore del punto Nf(pr,  Of, 9') fa con quel10 del punto M(p, 0, g ) ,  O M(R, 8, 9 )  
cui si riferiscono gli elementi corrispondenti degli integrali, e pel quale si 
ha in conseguenza: 

cos y=cos0cos8 f+senûsen0 fcos (~-  9'). 

S'intende peri, che, mentre quando sono dati i valori di U al contorno O 
sulla superficie la funzione é pienamente determinata, quando sono dati 

invece i valori di - la funzione B determinata soltanto all'infuori di unn 
dP 

costante; e percid in questo caso ai valori precedenti di U1 potsebbe aggiuii- 
gersi una costante arbitraria. 

16. È poi da osservare che siccome per la funzione ausiliaria u, c'ne 
qui cornparisce, in tutti i punti (x', gr) interni a un campo C di due dimen- 
sioni si ha, da formole note: 

e per il campo a tre dimensioni si ha invece: 
1 

si pu6 dire evidentemente che per ogni punto interno al campo C la stessa 
funzione u,, ne1 cas0 che il campo sia a due dimensioni, soddisfa alla 
equazione : 

f llogr$ -uld=1cis=~, C~P 
S 
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e ncl caso che il campo sia a tre dimensioni soddisfa invece all'altra: 

1 d u ,  

5 

17. Supponiamo ora che U sia una funzione yualunque che nell'interno 
del campo C soddisfa alla equazione A V = f ,  e alle altre condizioni solite, 
e al contorno O alla superficie é finita e continua insieme alle sue derivate 
prime. Indicando con $ un altra funzione che al contorno O alla superficie 
soddisfa ancora a queste condizioni, e nell'interno soddisfa alla equazione 
A 2 +  =O, e alle altre condizioni solite, si deduce subito da formole note che 
il valore U1 di U ne1 punto M f  di coordinate (xf, y') O (x', y', nf) interno 
a C, ne1 cas0 del campo a due dimensioni, é dato dalla formola: 

e ne1 caso del campo a tre dimensioni & dato invece dall'altra: 

e quindi se  il campo C sai.8 tale che per ogni suo punto (xf, y') O (x', y', 2') 

esista una funzione di GREEN corrispondente, prendendo per questa fun- 
zione si avril: 

pel campo a due dimensioni; e 

4z 1 p c z < y , ,  U'= - 'Suf(: + q ) d s d y d z +  q R 6) 
c 6 

pel campo a tre .dimensioni. 
1s. Considei.ando ora il caso di un campo C a due dimensioni, suppo- 

riiamo che esso sia tale che possano sempre tracciarsi n e 1  s u o  i n t e s n o  
una serie di curvc s, clle vadano avvicinandosi indefinitamente ad s come 
loro limit?, e che formino dei campi C, tali che per ogni punto (xf, y') 
interno ad essi esista sempre una corrispondente funzione di GREEN 9, 
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dotata della proprietà che il suo valore in ogni punto (x ,  y) del10 stesso 
campo (il contorno s, inclus.), coll'avvicinarsi di s, ad s ,  tenda verso il 
valore di 9 nello stesso punto, e vi tenda c o n  u g u a l e  r a p i d i t 2  i n  t u t t i  

da, i p u n t i  (x, y) ("), e la stessa proprieth sussista ancora pei valori di -' e 
a 7 4  

9 nei ponti corrispondenti dei contorni s, ed s ;  e dimostriarno che allora 
CEP 
la formola precedente (15) var& anche ne! caso in cui al contorno per le 
sue  derivate prime non si pone nessuna condizione, e per la funzioile U si 
richiede soltanto che essa resti inferiore a un numero fiuito anclic avvici- 
nandosi indefinitamente al contorno e su1 contorno stesso, e ,  tolti tutt 'al 
pi6 s u  esso un numero finito di punti, in tutt i  gli altri s i  mantenpa ailcors 
continua. 

Si osservi per questo che una tale funzione U ne1 campo C, soddisfar8 
sempre alle condizioni per le quali si ha la (15), e percio sarà:  

e poichh, supponendo che a , ,  a,, ... a, siano i punti di discontiuuità di /7 
al  contorno s di C, e escludendoli con intervalli arbitrariamrnte piccoli a,, 
a,, ... a,, il seconclo membro della (15) pub scrivcrsi: 

per le ipotesi fatte, si concluderà subito che esisterS unn  curva sr tutta 
interna a C e tale che per tutti i contorni s, compresi fia s' ecl s il seeondo 
membro della formola precedente differisca da quel10 della (15) meno di 
quella quant i t j  che più ci piace; e questo basta eviclentcmente per poter 
dire che l a  (15) sussiste anche ne1 caso che qui consideriamo. 

(*) Intendiamo dire con cib che per ogni numero positivo c arbitrariamente piccolo m 
dcve esistere una curva  s r  t u t  t a  i n t e r n a  a C, e ta le  che per tu t te  le curve sl comprese 
f r a  s1 ed s si abbia numericamente y  - y i < a  per tut t i  i punti (x, 9) del campo Ci (il 
contorno si inclus.) 
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342 D i n i : Sull' equazione ASu = O. 

sioni. 
E su  

U, clie 
i valori 

Similmente si vede che quando il campo C sia a tre dimensioni e soddisfi 
-a condizioni analoghe, la  formola (16) varrti anche per ogni funzione U per 
1ü quale si richiede soltanto che nell'interno di C soddisfi ancora alle solite 
condizioni, e avvicinandosi indefinitamente alla superficie e sulla superficie 
stcssa resti sempre numericamente inferiore a u n  numero finito, e tolti 
tiitt 'al piU su questa superficie un numero finito di punti O u n  numero 
iinito di linee, in  tutt i  i punti restanti sia ancora continua. 

I9 .  Le formole precedenti (15) e (46) suppongono che sia nota a p r i o r i  
l'esistenza della funzione U che nell'interno di C soddisfa alle solite condi- 
zioni, e al contorno O sulla superficie prende i valori che compariscono 
iiegli ultimi integrali delle stesse formole. Ma, per quanto si è detto ne1 15, 
qualunque siano questi valori al contorno O alla superficie, se il campo C 
i. tale che per esso esista una funzione U, che al contorno O alla superficie 
prende valori dati arbitrariamente e nell'interno sodclisfa alla equazione 
A2 U2 = 0, e alle altre condizioni solite (*), esiste pure una e una sola fun- 
zione U clie al contorno O sulla superficie prende i valori dati, e nell'in- 
terno soddisfa alla equazionc A2U=f ;  quindi in questo cas0 si pud dire 
evidentemente che se  il campo C è tale che per esso la funzione di GREEN 
corrispondentc sodclisfi alle condizioni dette sopra, l a  f~mzione U che al 
contorno O alla superficie prends i valori dati esisterCt pure, e sarh quella 
data dalle formole (15) O (16) secondochè il campo é a due O a tre dimeu- 

queste formole si pub notare elle il secondo termine è la  funzione 
nell'interno soddisfa alla equazione A' U2 = O ,  e al contorno prende 
dati, e il primo termine : 

6 la funzione che nell'intemo soddisfa alla equazione A2 = f ,  e al contorno 
O alla superficie prende il valore zero. 

20. I n  particolare si  osservi che pel cerchio di raggio R il valore ne1 
punto M(p, 8) della funzione di GREEX relativa al punto 1\lr(p', 8') & il se- 
p e n t e :  

~=logR-~log[p2pf~RR'1-2pp 'R2cos(8-O' ) ] ,  

(*) fi noto che questo avvienc i n  un caso molto generale. (V. SCHWARZ, Monatsb. der 
Ronigl. hliad. der Wissenscli. zu Berlin. Januar  1873.) 
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e la funzione analoga per la sfera di raggio R é invece: 

e se O & il centro del cerchio O della sfera e III'' & il punto che corrisponde 
a Mt nella trasformazione per raggi vettori reciproci per la quale si ha 

r) 
O Y 1 .  OM"= R" ne1 cas0 del cerchio sarà anche 9 = -1ogYMff - l ogR ,  

e ne1 cas0 della sfera sarà Q = - - -  Nell'un aaso e nell'altro pren- M@' 
dendo per curve s, O per superficie O, una serie di circonferenze O di sfere 
concentriche a quella data, da queste espressioni di (e più semplicemente 
dalle ultime) si vede subito che pel cerchio e per la sfera sono soddisfatte 
relativamente a $ le condizioni del S 1s; e si conclude percid che ne1 caso 
del cerchio, se i valori dati U, al contorno sono finiti e hanno soltailto un 
numero finito di discontinuità, la funzione U che nell'interno soddisfa alla 
equazione A 2 U = f ,  e al contorno prende questi valori dati, é la seguente: 

e ne1 easo della sfera quando i valori dati Ua alla superficie sono finiti e 
hanno soltanto un numero finito di discontinuith in punti separati O lungo 
linee separate, la funzione corrispondente U é l'altra: 

n 1 
4 + 

s ( ~ ~ p ' " -  RL-2ppiR~oss)~ (-" pQ-2pp'cos 
1 U, (RB- pi2) d G (W 

+- 4iRlLR2+i.2 -2Ri.mprY' 

21. Se poi al contorno del cerchio O sulla superficie della sfera saranno 
d C  

dati invece i valori di - e questi saranno finiti e con un nurneito finito 
d P 

di discontinuità e soddisfaranno alle condizioni (14) dei 3 15, allora si os- 
d LT 

servera prima che la funzione corrispondente U e quindi anche 1' altra 1) - 
d : 
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devono esistere ($ 15); e poi osservando, clie ne1 caso del piano O del10 
spazio si ha sempre : 

dU 
si determinerà subito la funzione p - - 9  pel caso del cerchio e della sfera, 

d 9 
du'  d ( p f )  sostituendo nelle (17) e (28) per Uf ,  f, CT, e Uu le quantitli. pl-; , - , 
d ?  ~ d ?  (:Pl8 -R(E)~;  e baster2 poi integrare rispetto a p' fra O e pl le - R  e 

equazioni ottenute per ricavarne subito i valori cercati U' d i  U nei punti 
(pl, O f ) ,  O ( p f ,  Of, 9') del cerchio O della sfera. Si troverà cosi, avendo riguardo 
anche alle equazioni (14) del 15, che ne1 caso del cerchio, all'infuori di 
una costante, si ha la fortnola seguente: 

e questa, eseguendo prime una integrazione per parti rispetto a p ne1 ter- 

mine che contiene d(plf), e poi dopo facili riduzioni eseguendo l'integra- 
d s 

zione rispetto a p', e tïascurando una costante si  trasforma nell'altra: 

ovvero, all'infuoïi sempre di una costante: 
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Similmente ne1 caso della sfera si trova: 

e si  pud osservare che, siccome in queste formole il secondo termine é una 
funzio~ie la cui derivata rispetto alla normale interna siil cerchio O siilla 

il primo termine delle stesse formole sarà l a  funzione che nell'intemo del 
campo corrispondente soddisfa alla equazione A 2 = t  e alle altre condizioni 
solite, e su1 cerchio O sulla sfera ha la derivata rispetto alla normale in- 
terna costante, e uguale rispettivamente a :  

Sotiamo che questi risultati potrebbero estendersi anche al caso di due 
cerchi concentrici O di due sfere pure concentriche; e ,  piu generalmente. 
anche al caso di due cerchi O di due sfere che non si tagliano e uon si 
toccailo, e al caso di due ellissi omofocali. 

E notiamo inoltre che aache ne1 cas0 della equazione A2U= f si potrebbero 
dare le  formole per le  questioni analoghe a quelle trattatc nei SS 13 e 14 
pel caso della equazione A2 =O. Perd pei problemi analoghi a quelli del 
5 14 converrebbe porre delle condizioni ariche rispetto alle derivate di orcline 
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