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Quelques cas de mouvement d’un point
sur un corps en mouvement

(par Mr. ReixoLp HoerE, prof. d Berlin.)

Imaginons qu'un corps roide n soit obligé de parcourir des positions
géométriquement préscrites, ce qui a lieu, si toutes les quantités qui ser-
vent 4 exprimer ces positions sont fonctions données d'un paramétre, fon-
ction connue ou inconnue du temps. Supposons de plus qu'un point matériel
m ait la liberté de glisser le long d’un ligne s fixe & ce corps, et qu'une
force extérieure le sollicite. Il se présentera un nombre de questions, dont
nous ne considérerons que deux. Elles répondent aux cas, 1.° ot le mou-
vement du corps est réglé par contrainte; 2.° ol il est laissé & la seule
influence du mouvement du point m. Nous allons examiner les questions
dans toute leur généralité, bien que ce ne soient que des cas particuliers
qui permettent la solution compléte,

1. Equations différentielles.

Pourvu qu’aucune force ne sollicite le corps n, le mouvement du sy-
stéme matériel est déterminé par l’équation

920/' ai’z

f(at,da:+ T dy+ Bt’ 8:)dn=0

ou les mémes lettres x, y, z, étant assez distinguées par les facteurs m,
dn, désignent les coordonnées du point m et de I'élément du corps dn,
et ot X, Y, Z sont les composantes de la force agissante sur m. Les coor-
données de m sont fonctions données du paramétre & et de l'arc de la
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2 Hoppe: Sur le mouvement d'un point etc.

ligne s, qui accompagne le corps en mouvement; les coordonnées de dn
dépendent seulement de S. Puisque les variations de S et de s sont indé-
pendantes I'une de l'autre, 1’équation précédente se décompose dans les
deux équations suivantes:

AL 2’y '\ oy 9221028 __ 4\
%\ o %y \ oy %2\ 0z
(X—'m atz)ag' —'I—(Y—'m aﬂ)—s—-i-(Z——m—a? —?—0

ol pour abréger on a posé

_ [Pz oz | Py 3y , 2*2233
N=f (57 s5+ 54 5L+ Ta s )an

La premiére équation n’a pus lieu, si & est donné en ¢, si par conséquent

d3=0.
wef ((55) +(58) + (5] | on

Posons de plus
et relativement au point m

en outre ayons égard 3 la relation

N 955' 2 8.7/ 2 az 2
1—(37) *‘(é‘s‘) +(ﬁ)

et désignons par des accents la différentation de & et de s relative & £ Il
sera facile d’en tirer les valeurs suivantes:

oW e
- /! 127
N=wd"+{553

95 T35 T 95 98 T Hs oSt PR
ou _,dw_0o® '@ | 9y %y 422 'z
08 T3s 093039s 059988 95 0230s
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Hoppe: Sur le mouvement d'un peint etc. 3

v _owdx oy Py | 289z
28 =553sT 95 08" o508
00 __du_ 3w x _,_@ﬂﬁy_ +3_z.9fi
903 ¢8 92595 '9s93? 9s9.3?
_ox *x 9y 'y | 2% 9°%
0 =35959s 355505 " 055505
_owdw | 9y 2y | 9z %
0 T 2s 9s? + s 9s? +as 9 s?

Ces formules énoncent les valeurs de tous les coefficients du développement
des équations (1), lorsqu’on résout les trois accélerations dans les variations
de 3 et de s. On obtient les équations :

12V o uS’ 4 auS”"+2 3” Vs s
m 9.\/ 08
(2)
Ir)V i v cU /2 174
m9s v+ (95 ’()s)S +s

En les ajoutant, aprés avoir multiplié la premidre par d3, la seconde par
ds; on trouve I'équation de la force vive:

”L:zuS’z+v§’s’+ 15 (3)

Deux quelconques de ces trois équations déterminent le mouvement du sy-
stéme, §’il est libre. La premiére et la troisitme d’entre elles doivent &étre
rejetées, si le corps se meut par contrainte. Alors la seconde équation suflit
pour déterminer le mouvement du point.

Nous traiterons en particulier le cas, ol le mouvement du corps consiste

en une rotation. En prenant I'axe de rotation pour axe des z, nous pouvons
poser

x=rcos(p+3); y=rsin(p+9)

et r, ¢, z seront fonctions de s seulement, dont nous désignerons par des
accents les dérivées. On trouve ici:

w :ﬁgdn = const.

Ru=r+w; v=r¢/.
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4 Hoppe: Sur le mouvement d’'un point etc.

Les équations de mouvement deviennent:

;zaag (P4 w)S L 27§ s + (rr/P! 412/ s/t 17/
2V

— =(r? 4~ w) 2 4-2r2¢/ s 4~ 5

La premiere équation peut aussi &tre écrite:

lQZ:-a—g(r”—{-w)S’-}—r”q)’s’}. (5)

2. Rotation constante.

Quant au premier probléme, il y a deux cas, ol la solution se présente
sans difficulté.

Supposons d’abord que la vitesse de rotation soit constante. Si, premié-
rement, nous admettons que le point se meut sans force accélératrice, 1'é-
quation

s —rr’'3*=0
a l'intégrale :
R S/? — 7.2 SIQ =k

f— ds
J S Pk
ot » est donné en s.

Le cas ici considéré semble &tre le seul qui permet l'intégration pour
une courbe 8 quelconque. Prenons maintenant une ligne droite, sur laquelle
le point glisse, et faisons la force constante relativement 3 l'inténsité et
3 la direction. Pour introduire le nombre le moindre possible de quantités
déterminantes, nous faisons ’axe des & normal & la force et & la droite
8 & un instant {=0, ou les deux normales coincident. Les équations de
la droite auront, pour ¢{=0, la forme:

et finalement:

r=p0; Yy=8sing; Z=gcose;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Hoppe: Sur le mouvement d'un point etc. b

en général elles seront donc:
xr=o0cosd>—ssinesinS
y =asin S 4 ssinscos S
z= scose.
Les composantes de la force m R auront la forme:
X=0; Y=mRsioN; Z=mRcosN.
L’équation (4) devient:
s’ —s3?sin’e= R (sinesin NcosS + cosecos V)
et son intégrale générale a la forme:
s=Ae™ £ Be 7" 4 CeosS+ D.
En substituant cette valeur on trouve les conditions:
C3'%(1 +sin’e) 4 Rsinesin N=0
D8'%sin’e + Rcosscos N=0.

Soit s=0, s'=24, =0 pour {=20: on aura encore les conditions sui-
vantes :
c=A+B+C+D

A= (A~ B)¥sine
d’ott 1'on tire:

c—C—D A c6—C—D A
A= 2 +5sme B= 2 T 25 sinz
et la solution compléte se présente comme il suit:
A R (sinesinN | cosccosV\|] ssin:
—1 B
S—";6+2.9’sins+.9'2(1+sinzs sin%e );e

+3

s h) +R sinesin/¥V | coszcos.V ,—¥sine
R3'sine " 92\ 1 4 sin%: sin2e ”

R (sinesinNcosS  cosscosNV
S5z 1 4~ sinZe sinZe

Cette équation décide immédiatement de quelques questions. Le point
m sera mené en équilibre autour de ’axe sans glisser, en trois cas: 1.° pour

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 Hoppe: Bur le mouvement d’'un point etc.

R=0, 0=0, A=0, c’est-3-dire, lorsqu’il se trouve sans’ vitesse initiale
et non sollicité dans le plus grand voisinage de I'axe; 2.° pour N=0,
A=0,

Rcose

o+ =0
c’est-d-dire, lorsque la force est dirigée suivant I'axe de rotation, et que
le point est placé comme il répond & la vitesse; 3.° pour e=10, N== =,
cas de peu d’intérét.

Le mouvement sera périodique, seulement si

R (sinesin N coszcos ¥V
S 1—|—sin*-s+' cos?e

A=0; 0= —

11 se pliera de plus en plus dans un mouvement périodique, si le coeflicient

de €%"° est =0, I'exposant étant supposé positif. Dans tout autre cas le

point s'en ira & Il'infini.

3. Rotation libre.

La solution du second probléme relatif & une rotation du corps s’offre «nr
le champ pour le cas V=const., ou I’équation (5) a I'intégrale :

(r+w)S +r*¢/s’ =
qui, avec I'équation de la force vive
(PP w)S?+2r°9'ds +s =k
suffit pour déterminer les deux fonctions & et s. En éliminant &/ on trouve:
E(r? +w) — I =(r*+w—rtoP)s

Comme 7 et ¢/ sont supposés connus en s, il résulte:
7'~—;—w—-7"*<p
t /;ls o T )—

S hds ¢3+w—r'*rp’2_ r*do .
724w k(r®+w)— h* ri4w
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Hoppe: Sur le mouvement d'un point etc.

-3

4. Conditions d’'une premieére intégrale lineaire.

S’il y a, pour dV=0, une premidre intégrale de la forme
A +us'=h (6)

cas dont nous venons de considérer un exemple, il est toujours possible
d’assigner les relations primitives entre ¢, &, s. En examinant les conditions
de ce cas, nous trouverons les expressions explicites des u, v, 4, u, qui
leur répondent le plus généralement.

En effet, ajoutons les équations (2) aprés les avoir multipliées par deux
fonctions p, ¢ de 3, s; il faudra que le résultat soit, pour quelque détermi-
nation de ces facteurs, identique & celui de la différentiation de I’équation
(6), ce qui donne les cing équations suivantes:

A=2pu-qv (7
or _ 0U ov __ou
25 P59\ as

oh L O __o 00U
55 T35 =Py

op-__, 9V
as L 3s
pu=pv-+gq. ®)

En éliminant 2, u, on trouve:

ou ou oD °q ,

0v , 00 o2p, (3P 29Y, . 8¢ __
p33+qas+288u+(as+as)v+83_0

ap, , 99 _

9_sv+3s—0' 9

Multiplions ces trois équations successivement par les trois systémes de
trois facteurs

1., —'U, 2“
v, —2u, v(du—?
0, 0, 1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Hoppe: Sur le mouvement d'un point ete.

ajoutons-les chaque fois, et faisons les substitions

2
24 v} o=t (10)

U—=——F 5
2uj %,

nous obtiendrons trois nouvelles équations, qui peuvent prendre la place
des équations précédentes, savoir

ou U 2 0
Posragi=(5+ai)n )
9y o020 2P 0G0, 90,
Pys 4 28 +ulas+95u‘ 9s 1T
cp 24 (12)
C
5;?)1_,' ‘a"s‘ul——-o
Soit c=const. l'intégrale de 1’équation
as_ds_,
» 4

Regardons désormais p, 0 comme variables indépendantes, &, s comme fone-
tions, dont nous désignons la déterminante par ». Nous aurons :

_2%, _5s

b= g y 4= 99
(13)
, 2305 0998
T 0p06 909
L’équation (41) se réduira a
au_,, ar
" =u, 50
et donnera l'intégrale
u,=rP (14)
ou P désigne une fonction arbitraire de o.
Les équations (12) prendront la forme
%  no, 2A
e Buv, + Cu1+u—l_-0
Av,+ Bu, =0 (15)

ol l'on a posé
A 279D __939p

9p 96 96 dp

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Hoppe: Sur le mouvement d’un point etc.

B_DS“ 29 9394

op 96 9o dp
(2998 9998
0p 06 90 9p

En éliminant v, on trouve:

D B¢) B _24_ 24
wla) (% + o) =5=rp

(16)

Les valeurs de A, B, G peuvent &tre réprésentées dans la forme suivante:

_ 22(1@3)
A=p 5\

+-d’ou 'on tire:

AT p T A\p
By oL (L) 42 (22
zt¢ selp) T T \%ep
Ces valeurs étant portées dans ’équation (16), elle devient:

__(___)_34_
pop\Aoep) P

ou bien, pour séparer les fonctions:
2(203 iﬁ)i(ﬁiif):i(@ri(ﬁ)
Aopp)op\Adep) P\r)op\p
et aprés l'intégration :

Pt (9 r 2~ . 2p?
F(ﬁp) =N=pim

ol NV est une fonction arbitraire de o. Multiplions cette équation par

et ajoutons-la & (19); il viendra:

2(@@5)_&:1\[@ 18_9)
op\pAdep)  p? dp\p oe

Annali di Matematica, tomo V.
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10 Hoppe: Sur le mouvement d’'un point etc.

et nous avons une seconde intégrale:

pror__ NS

Adpp D 3¢ (1)

M étant fonction de o. Le méme multiplicateur prépare une troisiéme in-

tégration, qui donne:
r\? 2M3S N [93\*
T =4 eMo (93 22
(p) T acﬂo*(ac) (22)
ou, d’aprés (13):
1 9_%)2 oM222% (9:)’
r —L(ap + 30 ac+N 5o
ou bien, en revenant aux variables indépendantes S, s:
_1(22) _apr200° . y(22);
1_L(as) —~2M 2t 5§+N(as)
d'ou nous tirons la valeur

s=‘/‘\/L0lo“—-—2]&10[90lcr—f—Nolp2 (23)
(%)
en dénotant par la lettre () en bas du signe intégrale, que les variations

dp, do sont liées par la relation & =const., notation dont nous nous ser-
virons plusieurs fois encore plus bas.

Les quantités L, M, N, P, ne sont pas toutes indépendamment arbitraires.
En effet, en éliminant A et 8%% entre les équations (17), (0), (21), on
trouve :

2 Nr? N9 5\?
F=— (M 55)
et en substituant la valeur (22):

(24)

2
‘ﬁE:LN_ M?.

Maintenant on peut prendre & volonté &, fonction de p, 0. On en déduit
s d’aprés (23), et puis u, v d’apres (10), (13), (14), (15), enfin 2, p
d’aprés (7), (8). Donc, ¢’il ne s’agit que de déterminer explicitement les
fonctions, qui répondent au cas de l'existence d’une premidre intégrale
linéaire, la solution est accomplie. Pour l'appliquer, cependant, 3 notre

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Hoppe: Sur le mouvement d'un point etc. 11

probléme de mécanique, il faut déterminer préalablement p et ¢ en accord
avec les valeurs données de u et de v. Les conditions & remplir par p, ¢
doivent &tre équivalentes au systéme (11), (12), et peuvent étre réprésentées
par les équations (9), (14), (24). En y introduisant &, s comme variables
indépendantes, nous les écrivons:

d(,06 9 (,.99)_ =
V3 (98)+§§(r83)_0 (25)

892)6 opos 1

P
3908 9898 r 1w (26)
2 (oY 99 _ prof
rv__js(as) (rvas Alas) 7

Comme o peut étre remplacé par une fonction de o quelconque, la fonction
P ne contribue en rien 3 la généralité. Posons donc P=1; r=u,. L'équa. ~
tion (25) ne contiendra qu'une seule inconnue, Elle serait immédiatement
intégrable, si v était fonction de & seulement. Pour augmenter encore 1'é-
tendue de cette solution, nous passons aux variables indépendantes &, », ol
n=const. est 'intégrale de 1’équation

ds=vdsS
I’équation (25) se réduira &
) s\__, 0v95
a—n(ula—s)_ul—s n

Maintenant si la quantité

est fonction de & seulement, on trouve en intégrant deux fois:

96 _ 50 19025 2(%)
53 = 055108 5+

(s )d~
o= i[ e +@)]-

Supposons que ¢ soit trouvé; 1'équation (26) donnera immédiatement la
valeur la plus générale

* ds
pﬁf 53 T2(0)-
@ “15‘8‘
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12 Hoppe: Sur le mouvement d'un point etc.

On voit par cetie expression, que Ndp jouit de la méme généralité que
Ndp—Mda; c’est pourquoi 1'équation (27) peut &tre écrite aussi:

—2(2°V 4 N2

N_Q(BS) N (88)

Ndes

2 3 do:

ou en substituant
de?+os® _ 1
s N

La condition de l'existence d'une premitre intégrale linéaire est donc que
le premier membre de cette équation, pour quelque détermination des fonc-
tions arbitraires dans les expressions générales de p et de o, soit fonction
de o seulement.

5. Intégration compléte pour le cas d’une premiére intégrale linéaire.

Les transformations précédentes serviront & déterminer explicitement en
fonction d'une seule variable ¢ le temps ¢ et le paramétre &. En effet,
lorsqu’on élimine s’ au moyen de la relation des différentielles

ps'=q+rd
les équations (6), (3) déviennent:
(pA+qu)S/ +rud=hp (28)
(P u+pqu-+ g9 8" +r(po+q) S0+ frto = kpt

La derni¢re équation peut, en vertu des valeurs (7), (8) de A, u, étre
écrite aussi:

(pA+qu) S+ 2rud o 4 rPe? =2k p*.

En éliminant &' au moyen de la premiére équation, on obtient:

2

re

7 (PA+qu—up®) (9)

2h(pA-+qu) — k0=

Or les équations
pv+q=un, Av+B=0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Hoppe: Sur le mouvement d'dn point etc.

donnent successivement d’aprds (18), (21):
_ . pB__ pror_ 1 93
‘u._q—jf ————— _——7_—(M]J+N§;)

De plus, on a d’aprés (7), (8), (10), (14):

2 p?
A+ qu=p*(Qu—v?)+ (pv +¢)*= ,PJ

et, en substituant la valeur précédente de g, en vertu de (24):

pr+qu=N
donc 'équation (29) se réduit a
QkN-lﬁ:%g—:
d’ou l'on tire:
. as
“J PVEN—=:h?

Enfin on trouve d’aprés (30), (28): .
r— 9= )
N3'= N(a ar
=p(Np' — Moy —rud
=p(Np —Md')+ (pA+qu) —hp

par conséquent, & cause de (31):
No'=Md' +I.

h M

Donc on a:

13

(30)

(31

(32)

(33)

Maintenant les quantités & et s étant connues en p, o; le mouvement est

déterminé par (32) et (33).
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Dimostrazione di un teorema di Cauchy

(per' GroLio Ascori, a Milano.)

Teorema: L’equazione
du
E;=f(u’ z),

ove f(u, z) & funzione sinettica di » e di z intorno u=0 e z=0,
ammette uno ed un solo integrale u sinettico intorno z=0, an-
nullantesi con z.

Caucry, cui & dovuto questo teorema, e poi i signori BRioT € BOUQUET
lo dimostrarono col metodo dei limiti. In cid che segue lo stesso teorema
¢ dimostrato col metodo degli infinitesimi.

Sia O il polo nel piano rappresentativo dei punti z, per O tiro tanti
raggi Oa, Ob, Oc,..., infinitamente vicini, ed integro la equazione

du=f(u, z)dz (1)

lungo ciascuno di questi in modo: 1° da non uscire dalla porzione di piano
circostante il punto O ed entro la quale la f(u, z), considerata nella sua
dipendenza da z, & funzione sinettica di quest’ultima; 2° di non pigliare
mai per u valori diversi da quelli pei quali il coefficiente f\u, z) conserva
il carattere di funzione monodroma finita e continua.

Ora egli ¢ manifesto che il sistema di valori deposti intorno ad O nel
modo indicato & ad un sol valore e finito: dimostriamo che & altresi con-
tinuo e monogeno. A tal fine consideriamo due raggi Om= On=p incli-
nati 'uno dell’angolo 0 sull’asse OZ, l'altro dell’angolo 0+ A9, e sia w il
valore dell’integrale deposto in m, procedendo nel modo indicato. Se si con-
siderano come corrispondenti i punti dei due raggi Om, On che distanno
egualmente da O, & chiaro che mentre un punto qualsivoglia sopra Om &
I'indice del numero complesso z, il corrispondente sovra On & indice della

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Ascoli: Dimostrazione di un teorema di Cauchy. 15

quantita z.e" quindi se nella equazione (1) per z pongo z-e", avrd ri-
feriti i mutamenti di z lungo On a quelli lungo Om; voglio dire con cid
che facendo muovere il punto z lungo Om, io troverd i valori dell’integrale
deposti sovra On, i quali indicherd con u+ Awu, essendo % i valori lungo

Om mnei punti corrispondenti a quelli di On.

Cio posto, I'equazione (1) prende la forma
28 2 e A, 2o, @)

Ora

1+ k-AB, (3)

ove k & quantity che diventa eguale ad 1 per A0 infinitesimo; laonde so-

stituendo la (3), nella (2) si ottiene

%+d$u—(1+k Ab D) f(u+Au, z+k-2-A0.7)=
=(1+k-A0D)[f(ur+Lu, 2)+f . (u+Au, 2)k-z. A0+ .. ]

Se supponiamo ora che A8 diventi df, I’equazione precedente diventa, tra-
scurando le quantitd infinitesime d’ordine superiore al primo,

D LY [+ A, 2) + D, 2)d0-i + P (u+ Au, 2)z-d0d
=f(u, z2)+flu(u, 2)Au+-.
+f(u, 2)-df-i+-.-
+fl(u, 2)zdf.i+---
Ora
du
iz =1, 2),
quindi
DY = fuw, 2) At 4)
+f(u, z)d-i+- .-
+flo(u, 2)z-d0-i -

Giunto in m, percorrendo la Om, col valore u dell’integrale, se mi por-
tassi lungo il latercolo mn in n, quivi il valore dell’integrale sarebbe eguale
ad « pit il prodotto di f(u, z) per la quantitdh complessa rappxesentata in
grandezza e direzione da mn, cioé per la quantitd z.¢.d0.
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16 Ascoli: Dimostrazione di un teorema di Cauchy.

Ma questo prodotto, che indicherd con du, soddisfd alla (4) come Au,
perche la derivata di esso rispetto a z &

fl(u, 2)i-2d0+f(u, 2)i-d0-+f,(u, z)z.i.de%:

flo(u, 2)i-2-d04+f(u, 2)i-d0+ [, (u, z)du.

Ay e du non possono dunque differire tra loro che d’'una costante rispetto
a z; ma entrambi si annullano con z, dunque la costante & zero. E perd i
valori di w deposti lungo due rette successive si connettono con continuita,
quindi la funzione costruita nel modo indicato & anche continua.

s . . du . .
E poi monogena perché la sua derivata Tz ha lo stesso valore in ciascun

punto lungo due direzioni, p. e. nel punto m lungo la retta Om e lungo
la mn.

Risulta altresi manifesto dalla dimostrazione precedente che I'equazione

(1) ammette un unico integrale nell’intorno di z=0, annullantesi con z,
il quale & sinettico.

Milano, gennaio 1871,
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Sur la rectification
des lignes de courbure d'un ellipsoide

(par Mr. MicrAEL RoBERTS, d Dublin.)

Dans le tome 2° de ce Journal j’ai données des formules qui conduisent
4 la comparaison des arcs des lignes de courbure d’un ellipsoide, qui pro-
viennent de l'intersection de cette surface avec un hyperboloide gauche.
Dans ce qui suit je me propose de présenter la solution compléte du pro-
bléme, en cherchant les formules dont dépend la comparaison des arcs des
lignes de courbure, qui se trouvent situées sur un hyperboloide & deux
nappes.

Considérons maintenant le systéme des trois surfaces homofocales

’a—?"_az_bﬂ'l'az_ca:'l @
22 2 22
it zﬂ?—/— i a—a =1 (1)
22 y? P
Fl v i (t)

ol I'on suppose que a>\a®—b2>\a*—c® On sait que I’élément de I’arc
de la courbe d’intersection des surfaces (I) et (III) a pour expression

T 1\ (2 2
((:2_ ;,;E‘;_:y; du, et si I'on transforme cette valeur en posant

a__p2
cs  C'—Db

_ , e c?—a?E%sin?g
F—g’ &=

a2E2
a7 T—Fsnig ’
1—&2sin%e

(a?—v?) t2
02

e
§r= 22

’ [»Lz"—‘

on trouve, en désignant par sy l'arc qui dépend d’une amplitude ¢, compté
Annali di Matematica, tomo V. 3
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18 M. Roberts: Sur la rectification

du sommet pour lequel u=¢c, et en écrivant

L (®) _;f V(1 —&2sin?q) (1 —&'2sinZq) (1 —£"2 sin’g) ’

a7 deo
P(5’¢*¥fa—@ﬂﬂ@Wh%%wwa—fwﬂ@u—?%m%f

expression
{'a? — c"’. {
Sgp== —
P @ = E—)

(0 =) P(—E%, ¢)— (o —»") L(9)}.

Maintenant en supposant que les angles ¢, <, %, o, 7 soient liés par les
équations

c08$ COSY =080 Cos7 cosy —+sinosinrsiny (¢, ¥),
COS$ €08 ¥ ==C080 COs7COsY -+ sinosinzsiny ¢ (9, %),
ol y(9p, ¥)=

singcosp V(1-22sin?d)(1-&"2sin?¢)(1-£"2sin?)-sind cos} V(1-£2sin?¢)(1-£2sin2 9)(1-£"2sin?g)
sin?q —sin%y ’

j'al démontré (voir ce Journal, t. 3%, page 76) qu'on a
P(—8, )+ P(—8&, §)+P(—&, ) = P(—&, 0) —P(— 3, )=

Ersingsindsiny sinscsinzt
s V{1 —%2sin%) (1 — &2sin?¢) (1 —&?sin?y) (1 — £2sin%e) (1 — &E2sin?T) ’

en sorte que, si g, Sy, Sy, S, S; sont des arcs de la ligne de courbure
dont il s’agit, on obtient

Sp-t+ Sy +8y— 85— 8z =

(@*—c?)? hsingsingsiny sinssint _
cV(@a®— by (c—v) Y(1—E2sing) (I — &2sin®y) (1 —sinZsin?y ) (I — £2sin%c) (I — E2sin?x)

Il est bon de remarquer que &, &, £” sont inférieures & l'unité et qu'on a
§'>8>¢

Maintenant soient z,, z,, z4, 2,, Z, les coordonnées dirigées suivant
l'axe des z des extremités variables des arcs $p, Sy, Sy, Ss, Sz, On a

sing  c\Va®=10? .
\,l—i'—’sin‘lq_(ag—c°)\’éq—~;“ 1
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des lignes de courbure d'un ellipsoide. 19

et ainsi pour les autres; d’olt nous tirons
cHc*—0b)?
T@=0) (@ _v2%JZIZ 2%3%4 %
Dans l'expression que j’ai donnée pour la rectification des lignes de cour-
bure de l'ellipsoide (I) (voir ce Journal, t. 2°, page 15) qui sont situées sur
I’hyperboloide gauche (II), les arcs sont comptés du sommet pour lequel
v=0. Si l'on veut obtenir I'expression des arcs de cette courbe qui sont
comptés du sommet pour lequel »=2>, il faut mettre dans 1’expression

l/(_a‘—v‘)((LL—vz)dv’ y— burcoso

(py pm— Voi—bisintg

en sorte que ¢ s’annule quand »=2>. Si sp désigne l'arc dont il s’agit, qui
dépend d’'une amplitude ¢, en mettant

b ‘/&e_pfz l/c‘z__ 2
”:-— ’: 4 = "
= oy KO Py ok

4 do
Lip)= 7 : v == =
~‘7’) ‘0/' = n2sin’¢) (1 _.nl‘ZSIH‘Z(P) (I—%"sin?g)

S¢+S¢+SZ—SO'—-S =

et en posant

P(—n", ) :/w 1 do
1 —%"*sin?¢ Y1 —=’sin¢) (1 —="sin%g) (I — 4"2sin%¢)
0
nous trouvons

P' - b 2 2 2 2 72
s ——— a?—u®)L(p) + (W2 — b)) P(—7"2, ¢)t.
En suivant la marche que nous venons d’indiquer, on trouve que les arcs
correspondants aux angles ¢, ¥, g, 0, = sont liés par ’équation

ng + Szp+Sx—35—St=

(22— B%)? n"*singsind sinxsincsin'r

uV(@—b) (=) V(1 —n"sin%g) (L —a"sin?}) (L —n"?sin’y) (I — 4"%sin%c) (L — n'?sin’z)
Si 9., Y5 Ysr Yu» Ys sont les coordonnées dirigées suivant I'axe des y des
extremités variables des arcs qui figurent dans le premier membre de cette
derniére équation, le second membre s’écrit de la maniére suivante

b (@ — by
{ (“2_ b‘!)(y“l_ bl) %3y1y2y3y4 y-L'

College de la Trinité & Dublin, mars 1871.
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Sur diverses conditions
d’'intégrabilité et d'intégration

(par.Mr. Epouarp CoMBESCURE, d Montpellier.)

§ 1. Intégration d’une expression contenant une fonction indéterminée
de la variable indépendante et ses dérivées jusqu’a un ordre déterminé.

Soit )
Fle,y,y,y",... y™)

une fonction donnée, dans laquelle y est une fonction indéterminée de la
variable indépendante x, et ¥/, y”,... y™ ses dérivées jusqu'a un certain
ordre. La recherche des conditions pour que

fF(x, Y y,’ y”"" y(n))dx

soit intégrable, la fonction y demeurant indéterminée, est fondée principa-
lement sur le procédé de l'intégration par parties, qui a l'inconvénient d’in-
troduire dans le calcul des dérivées d’ordre supérieur & n, lesquelles doivent
finalement disparaitre du résultat, La présence de ces derivées parasites
conduit & partager 1'’équation de condition, & laquelle on arrive tout d’a-
bord, en plusieurs autres, qui se réduisent & n distinctes, ainsi que I'a fait
voir JoacHiMsTHAL dans un trés-intéressant travail inséré au tome XXXIII
du journal de Crelle. D’un autre cdté Mr. BErTranD dans le tome II de son
traité d’analyse, indique sommairement un procédé analogue & celui quon
applique dans l'intégration des différentielles exactes; mais il se borne a
cette simple indication, qu’il recommande au point de vue de la pratique,
et qui constitue pourtant, ce me semble, le vrai point de vue théorique
de la question, ainsi que je vais essayer de le montrer.
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Combescure: Sur diverses conditions, etc. 21

En désignant par f I'intégrale, de sorte que

‘/‘F(a’/‘, Y, y’, y//’.,. y(h))dx =f(x, Y, y/’_“ yl“. y(n—l)),
on aura

1 af

_af
F(@,y, 4y y‘"’)—dw+y ay

ey g (1

et cette équation devra &tre identique en considérant x, y, ¥/,... y™, comme
autant de variables indépendantes. Si 'on fait, pour abréger,

d d
A———+y dy—}-y” ...+y(n)(_i_y_<_nj;
ou les d désignent des différentiations partielles, et si 'on observe que,

pour une fonction quelconque u, on a

d-Auw . du dy

L T ®
le second terme du deuxi®me membre devant étre supprimé lorsque ¢ est
égal & zéro, la différentiation partielle de I’équation (1) ou

F=Af
donnera, en observant que f ne contient point y™,
- 4dF _ df
dy™ "‘dy(n—x)’
d_;ifi” d J‘?[_m"‘Ad;(Z[;n >
dF af af

dy =2 aj\n—d)+ dy—2 ?

-----------------

iF af af
dy  Tay Thay

— ar
0 = ag

La premiére de ces relations montre que
F=P+ y™Q,
P et Q étant indépendants de y(n) et si Pon fait

d _ d
V=5~ J + YT s dy=—>’
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22 Combescure: Sur diverses conditions

de sorte que

d
d a1
la substitution de cette expression de I et de celle de A dans les équa-
tions précédentes, donnera immédiatement, par la comparaison des termes
qui ne contiennent pas y®, ainsi que de ceux qui sont multipliés par cette
quantité, les deux groupes de relations

A=v+y" o

d.ﬂ‘_
ar aQ " dy™D
g?an—_u—Q dy'n—i)_—dy(n—l) ’
d-——— ar
af _ dPpP ar aqQ dy "
dym— gy V gD’ dy"—2 = qy-D
arf apr ar
dy(n_g) d/rﬂ_g)—VW7 ...........
ar
L
................. iy’ = gy
a.2f
ar _ap daq Yy
dy —dy' Vd:l/” dy dy’n—l)
_aPp ar

Par une substitution de proche en proche, les équations du premier groupe
reviennent &

_dar
d:’/ a—=1)"_ Q’

ar apP
dyfu—E):dy(n—l)_ v Q = Ql ’

af apr

W3 gV 0,= Qg:
e ? ®)
ar apP
@ =dy' Y Qﬂ—z-‘Qn-ly

ap
Oza—y —VQn-l'—Qm
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d’intégrabilité et d’intégration. 23

et celles du second, d’aprés la notation introduite, peuvent s’écrire, en reje-
tant la premiére qui est identique,

iQ _ dQ
dy(n—z)“—dyln—l) ’

i _ dq
dy(u—o) dy’n—-l) (4)
i@ dQ.,
dy = dyev

en y joignant
ano,

on a ainsi n équations distinctes, auxquelles doivent satisfaire les fonctions
données P et (. Ces n équations expriment une partie des conditions d’in-
tégrabilité de la fonction f; il est facile de montrer quelles entrainent les au-
tres conditions requises. Si l'on fait suivre, en effet, les équations (4) de

. aq,

- dy(n—l) ?
et que dans le groupe ainsi complété, on ajoute & chaque équation la pré-
cédente opérée par v/, on obtiendra

aQ aQ aQ dQ
dy—D + dy™—> -V iy e+ d ytniu ?

......................

dQ 4@ _ _dQ., , dQ.
A% W -+ dy =V dy(n—l)+dy("-—1) ’

d£ — d Q,L—l + dQIL .
V d y - V d?/ dy(n—l)

Or, en ayant égard dans les premiers membres & la relation

du 4 du __d-vu
Vay® @y == dy®

2

et dans les seconds’'a celle-ci, équivalente,

du _d-vu du
dy®@ — dy®  dyt-n’
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24 Combescure: Sur diverses conditions

I'une quelconque de ces équations pourra s’écrire

d'VQ __d'VQ,n—| _dQ"‘_l de
dy(ﬂ—m) - dy(ﬂ—]) - dy(n—“)) + d y(ﬂ—l)

AV Quy+Qu_ dQu,
- dy(n—l) - dy(n—2)

d’ol, & cause de (3)

dpP
AQ,  + Qm:W ’

résulte
d dP _d Qn—{
Ty \aye> Y )= aye
c’est-d-dire, en ayant encore égard & (3),

dQ, _ dQuy
dym—m— dy™—2) '

En donnant & m les valeurs 3, 4,... n, on aura le groupe

aQ,  daQ,
Ay dyn—n’
aqQ, aq,

dy™—0— dy™—2°

e o s 8 ¢ o s s

dQ, _ dQ,.,
dy — dy@=2’
qui, complété par
_aaq.
0= dym=2’
et soumis aux mémes transformations, donnera
aQ, _ dQ,
dy—h— dy=—3’
aQ, _ dgQ,

dy=5"" qy-5"

et ainsi de suite.
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d’intégrabilité et d’intégration. .25

Quant & ce qui concerne la variable x, on a, d’aprés (1),
d - —
d_£=P_ y(" 1) Ql_y( 2) Qz —_— s ._y/ Qn-1;
d’olt
ar aqQ, s dQ, d Q.

Tadym =Y gV gm0 Y gy £V Oans

en se rappelant que

apP
dJ 1,__m) Qm_ V Qm-
En ayant égard aux conditions d’ 1ntegrab1hte déja remplies, ceci peut s’écrire
@>f ooy A Qe ,d Qm_
dwdy"(m:'—y( l)dy(n—zd> ey =y Oy

c’est-a-dire
Ef _dQn,
dwdg-ﬁt—m) — dz
Ainsi les n équations (4), ol I'on comprend
0.=0,
sont nécessaires et en méme temps suffisantes pour assurer 1’intégrabilité
de la fonction f. On aura donc

= 1P —y Q=1 Qg — Yo Q) i+ "
+ Qoo dy+ Qo dY + oo+ Q,dy™? + Qdy»n .
On peut remarquer, & titre de vérification, que cette formule doit devenir

identique si, au lieu de considérer x, ¥, ¥,... y™*) comme autant de va-
riables indépendantes, on a égard aux liaisons

dy=y'de, dy=y'dz,..., dy*V=y®dx:

elle se réduit alors effectivement 4

=@ 0

La formule donnée par Poisson pour représenter l'intégrale, outre la pré-

sence de termes inutiles, introduits par l'intégration par parties et qui

doivent disparaitre en vertu de la condition multiple d’intégrabilité, peut
Annali di Matematica, tomo V. 4
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26 Combescure: Sur diverses conditions

devenir illusoire dans un grand nombre de cas. En rejetant ces termes inu-
tiles et adoptant les notations précédentes, la formule en question revient &

f:fPodoc-{—/l(y("") QO +ym2Q +. 4y Q) du,
o

en désignant par @/, (',,... ce que deviennent les fonctions Q, Q,,... quand
on y remplace ¥, ¥/,... y* ™V par uy, uy,... uy®™", et P, étant ce que
devient P lorsqu’on y suppose nulles toutes les quantités y, ¥/,... y=h,
Or P peut devenir alors infini, et il peut en étre de méme de quelques unes
des fonctions (¥, (',,... & la limite inférieure de I'intégrale. A cause de la
forme indéterminée de y, ces circostances pourraient étre facilement élimi-
nées par des modifications connues; mais je préfére recourir & la considé-
ration suivante, qui a l'avantage de rattacher la formule de Poisson & une
transformation plus générale. Soit

V:ﬂX1 dat, -+ X, dwy++ o+ X daza),

X, %y,... &, Etant des variables indépendantes et les fonctions X, X,...
vérifiants les conditions ordinaires

aX; dX;

dx;” dw; ‘

Soient en méme temps
§.(@y, Xgyerr Ly t)yeeny Eu(X,, Xyyees Ty L)

m fonctions quelconques des variables indépendantes x,, x,,... x, et d'une
nouvelle variable indépendante ¢, telles que, pour {={,, ces fonctions soient
indépendantes de «,, x,,... x, et que, pour {=¢, elles se réduisent re-
spectivement & x,, «,,... &,, conditions qu’on peut remplir d’une infinité de
maniéres. En désignant par X/, X/,,... X/, ce que deviennent X, X,,... X,
lorsqu’on y remplace x,, %,,... &, respectivement par les fonctions &,
&,+.. &u, et appelant V! ce que devient V par cette méme substitution, de
facon que
Vi=V(E, &,... &),

V(x,, ,,... xa) étant censée la fonction intégrale proposée, on aura

av' _

A
W=JX’1 Ell +X/2 ng S+ e X,m :,m
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d'intégrabilité et d’intégration. 27

ot &,, &,,... sont les dérivées des fonctions &, &,,... par rapport au para-
métre indépendant ¢ Si I'on intégre entre les limites £, et ¢, et que l'on
ait égard aux conditions ci-dessus, on aura

ty . Lo ~
Vi, .y ac,,,\—Vo:/ (X, &, + X8 et X BV AL,
o

V, étant une constante.
Une des substitutions les plus simples consiste & prendre

E=a, 4+ (@, —a)t, E=a,+(@;—0)t,.., En=0n+ (Tn —an)t,
t,=0, t,=1,
a,, 0,,... a, 6tant des constantes quelconques. Dans ce cas
g =, —a,) y=x,—a,,...
et la fonction X,, par exemple, étant écrite sous la forme

2(1 (001, xgr"’ xm)?
on a
X,1:Xx [a1+(x1—a1) t a2~l—(ac2-—a2) Eyevisy O+ (X — Q) l]'

On peut remarquer généralement, & propos de la formule usuelle pour l'in-
tégration des différentielles exactes, savoir

X xX Tm
‘I—V():/ 1}{1(13’;1-{"[ 2)(2(0)dxz +"'+f Xm(oo'“)dxm9
ay as am

que l'on peut former différents groupes de termes consécutifs et les réduire
séparément & une intégrale unique, en employant différents paramétres £,
t,,2.. pour les différents groupes, ainsi que des limites et des substitutions
différentes, si on le juge & propos. En appliquant la substitution simple
qui précéde aux variables y, ¥/,... y™ de la formule (5) et prenant a,, a,,...
égaux 3 zéro, on retombe sur la formule de Poissox. On pourrait d’ailleurs
comprendre P, sous le méme signe intégral, en écrivant xu au lieu de x
dans cette fonction. Quant au passage par l’infini on I'évitera, s’il se pré-
sente, en prenant pour u,, u,,... des nombres différents de zéro.

D’aprés la nature de la question qui fait 1'objet du présent paragraphe,
il est clair que l'on satisfait de la manidre la plus générale aux équations
(4), y compris
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28 Combescure: Sur diverses conditions

en prenant
Q——f_—,,’ P=y¢

¢ étant une fonction arbitraire de =z, y, ¥/,... y® . Ces équations four-
nissent ainsi I'exemple de I'impossibilité d’ éhmlner entre n équations aux
différences partielles 1'une des quantités P ou (), considérés comme des
inconnues, puisque alors la fonction jarbitraire ¢ devrait satisfaire & une
équation aux différences partielles, au moins, ce qui ne la laisserait plus
arbitraire généralement.

§ 2. Extension de la question précédente.

L’analyse précédente s’étend, sans difficulté, au cas ol l'on ferait figurer
dans I plusieurs fonctions indéterminées de la variable indépendante .
Ainsi en prenant, pour fixer les idées, trois fonctions y, z, u et considérant
la relation

fF(oc, Y, Y.y, z, 2l 20, u, W, L w@)de =

=f(@ ¥ y... y" ™, z, 2,... 27, u, W, weh),
on verra, par les mémes considerations que ci-dessus, que

F=P+ Qy™ 4 Rz® 4 Suld,
les fonctions P, Q, R, S ne contenant point y™, 2z, 4@. En posant

d d . d d _ a
v= da"_,_y ___|_.. .Jr_y( l)m+zfd_z+...+z(1’ 1)dz(1"2’+

a _ d
+u’a_u_+...+u(q l)c—l_u'—‘l:’—”

on obtiendra les équations:

ar af _

dy\” N Q dzfp—l)—R’

af _ dp df _ dP
d?/(n—z)—dy(n—u_vq’ —Qu dzo—% dz\p—l) —vAh —in

® 8 s e o e 0 0 s s s s e s e o o . L € o o 4 8 o s e o @
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ar
dy

0

_dp
=77
_dp

Tdy

d’intégrabilité et d’intégration.

af

apr
—V Qn-—z - Qn—p Elz :ZZZ/ -V RP—Z :BP‘-I ’
P
— v Qaey = 0s; 0:% —vAR,—,=R,;
ar
w5
if . dp
du"1-2J=duP-“ —VS _Sl ’
if _dP
di Taw T VSm=Sen
ap
O:—d{‘ —VSq_lzsq.

Les conditions d’intégrabilité, outre

0.,=0, R,=0, S,=0,

seront
dQ _dQ-, dR _dR-, dS _ dS.,
dy’n——i)_' dy’n—l)’ d z—9) —dzfp—u’ du‘e—* —aT‘l—Tj
dQ._, _ dR dQ—,  dS

dz®=0 " dy =0’ gyl gy@-D’

dy™D gz’ quii gz’ (1)
i, dQ  dS., _ dR

dy =07 du'=8’ dze=0" dye’

On verra, comme précédemment, que les équations qui forment chacun des
groupes (I) entrainent toutes les conditions d’intégrabilité pour les variables
qui correspondent 4 chacun de ces groupes respectivement. On peut voir,
par le méme procédé, que l'ensemble des groupes (II) entraine le reste des
conditions requises. On a, en effet, d’aprés (II),

ou

dR AR dQ._, dQ

v dy™—o —+ d gD =V Gz + dzo—1"°

d-vR _ dvQ—~; dQi dq;

dy(n—i) T dzb - dz'e—2) + d 32—
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30 Combescure: Sur diverses conditions

:d(Q;+VQi—|) aqi_,

dzr—n T dzr=w
. d: P aqQi_,
T APy T gz’
ou bien
dQ,_,  d dP
dz(P—E) - dy{ﬂ’i) (dz 1—1) - v R\)’
c’est-a-dire
dQ:i—, __ dR,

dz =D dyo—o’
ete.
Quant & la variable x, elle n’entraine pas de conditions nouvelles. On voit
d’aprés cela, que le nombre total des conditions est ici 3(n+p+q—1).
En les supposant remplies, on aura

f:/[MdnH— Queydy+ -+ Qdy® ™ + R, dz 4o+ Rdze=D 4
) + S du+-- -+ Sdul=' ]
olt
M=P—Qu,y— - — Qy»V—R,_ 2/ —.ee— S ult=,

On peut remarquer que la question présente peut s’appliquer au cas ou,
introduisant, indépendamment de «, une nouvelle variable indépendante f,
traitée comme une constante dans tout le calcul, on considérerait z comme
la dérivée d’un certain ordre h, et relative & ¢, de la fonction principale y,
en sorte que z, z/,... 2~ désigneraient

dhy d’u‘.?/ )

den’ dg+r’
et de méme u pourrait &tre considerée comme la dérivée, d’un certain
ordre I/, et relative & ¢ (ou & une autre variable indépendante s), de la
fonction principale y, et ainsi de suite. De facon que les conditions (I)
(ID, y compris toujours

ano, RPZO, Sq:O,

assurent alors une premidre intégration relativement & la variable indépen-
dante x: la constante additionnelle introduite étant, bien entendu, une fon-
ction arbitraire des variables indépendantes ¢, s,...
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Par exemple, si l'on considére I’expression

P+ 0

oU X,, Xgye .

ax}

d’y a’y d*y
—= + X?dwidw2+X

Sda,dw,

des fonctions de ces variables et de

en posant

et

e X

aly

x, sont des variables indépendantes et P, Q, X, Xget

—d—y—a jy sceey dy ’

Yo Gw’ da dw,

dy __ dy ay __
dw, =Y Gw, Yt Gg, T Yn
d d _dp )
V-—d_x—l'*'yldy’ 01—3?1' VQ7

g
" dw‘ dxn

o
—

X,

les conditions pour que ’expression proposée puisse s’intégrer par rapport

a x, seront

et quand ces conditions seront remplies, la fonction intégrale sera

ar

O:~d—- -_ V le
apP

0—-(1—?/2-—- VX2’
apr
dyn—VXn!

dQ _de, dQ, _dx,
dy — dw,’ dy, dy’
dQ _dX, dQ, dX,
dy, dy,’ dy,  dy’
dQ _dX, dQ, dx,
dy., dy, dy. dy
dz; — dm;’

f:ﬁMd:cl—l— Q,dy+ Qdy, +X,dy,+--++ X, dy,]

M:P-‘ Qlyi—XZyg—'”_Xnyn'
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(V]

2

L yea e ad’z
§ 3. Sur Péquation e dy_f(z).

Je me propose de déterminer dans quels cas il est possible d'intégrer
cette équation au moyen d’une expression contenant, en dehors de tout
signe d’intégration irréductible, une fonction arbitraire de x et ses dérivées
jusqu’a un ordre déterminé, la variable y pouvant entrer d’une maniére
quelconque dans l'intégrale.

Soit done

Z:q’('x’ Y, E) 2,’-'- E(n))’

¢ étant une fonction arbitraire de x et &, &,... £&™ ses dérivées successives.
En posant

_ _4a ;& w_ %
d—y-—q, A“ﬁ"’& d£+~-'+£ PRI

on devra avoir
n+ dq
A g+ oy =1(9);
d’ol
dq
W‘—‘O, Aq=[(9)

En différentiant la dernidre équation par & et ayant égard & la précédente,
on aura
dq arf

din—1"" gim) ;
d’olt, par un nouvelle différentiation relative & £,

2f
R
On a donc
f=AE™ 4+ B,
A ot B étant des fonctions arbitraires de x, y, &, &»... &7, 8i l'on dé-
signe par F la fonction inverse de f, de sorte que

Z=F(f)’
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on aura

q=F(f) 3 =1 (B+ 467)-(

_ dB ulAE(,,)).
dy

ay " dy

De 13, & cause de

dq
gz =0
on tire

adB  dA . ):0,

PG5+ FI () A (G + 55 8 (@)

,

Si I'on suppose que Z—;j- est égal & zéro, il faut que F/(f) soit aussi égal

3 zéro, sans quol B devrait étre nul et par conséquent f, et par suite z
q dy P q P

ne dépendrait que de x. Ainsi lorsque A ne dépend point de y, on a
f=az+b

a et b étant des constantes. Je mettrai pour un moment cette hypothese
de coté.

. dB
Si =— est nul, on a
dy

FI(f) -+ AE® F1(f) =0;

d’'ol, en différentiant par £ et observant que A ne peut étre nul, puisque
on raisonne dans I’hypothdse ol f contient effectivement &),

2N (f) + AEW F1 (f) =0,

et par suite

F) )
RE(f)  F'(f)

On en conclut par une intégration facile
f:a + bemz’

a, b, m étant des constantes. On est encore ramené & cette forme en lais-
sant & B toute son indétermination. Car, & cause de la forme arbitraire de
£, on peut supposer &™ aussi petit qu’on voudra; A et B restant finis;
mais alors en mettant, dans («), B+ A&™ au lieu de f et développant sui-
Annali di Matematica, tomo V, 5
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34 Combescure: Sur diverses conditions

vant les puissances de £&™, pour que cette quantité disparaisse, il faut que
F(B)- A @E + F’(B)(&=

F"(B dB ,
1-(2) M(B)d =9,

d’ol
FIII (B) ﬁFIkB) .
RF'(B)” F (B)"
ce qui redonne la forme exponentielle.
D’aprés la forme de l'équation différentielle proposée, et, en excluant le

cas ol b serait nul, on peut supposer cette constante égale & I'unité et
adopter finalement

a’z

W:a“‘-e .

Cela étant, on aura d’aprés la double expression de f

emz=B__a+A£("‘);

d’olt
dB dAE(”)
_layTayn
1= mB—atAf’
et, comme g doit &tre indépendant de &, il faut que
aB dA
—_ ‘“/ __?/
ou B=a, ou e =4’
et, dans tous les cas,
d-logd
i

De la seconde supposition résulte

& étant une fonction arbitraire de «, £, &,... £&*~Y. On ne nuira pas 4 la

généralité de la question, en considérant & comme une fonction tout-i-fait
quelconque de la simple variable «; mais alors, en posant

E="l’+7‘"
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et observant que
f—_—_a—&-A(E"—I-CJ),
on aura
E® 4 6= 42 4G,
et 'on peut, quelque soit &, prendre A tel que
A 4. 5=0,

la fonction ¥ demeurant indéterminée. Ceci revient & dire que l'on peut
supposer & égal & zéro, et alors on a

B=a, f=u+ AE™.
Dés lors, en posant

A, :% +§& -5% + v £ dsz_,) ;
I'équation
- Ag=f
donnera
Ag=a, dg(uq—l)_A’
c'est-3-dire

dlog A —m dlog A

A =mA.

1T dy a, W
En différentiant la premiére par &Y, on tire de 13
d*log A
dy dEn—D +mA,A=0,

et, par la condition d’intégrabilité,

dA dA

A, g aco—n +2dg<n 5 =0.

Cette équation peut s’écrire

d-logA  d-logA

d logA
1 dg(n—-i) + d";(n—l)

En la différentiant par y et ayant égard aux relations précédentes, elle
revient &

A <A logA+-2 =0.

—mAA+mAA logA+on}(3_g_ﬁ «ma=0,
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36 Combescure: Sur diverses conditions

et, comme les deux premiers termes se détruisent, il faut que « soit nul.
L’équation est alors réduite a celle qu’a intégrée Mr. LiouvitLe. Et, comme
I'équation linéaire, qui s’est présentée ci-dessus, n’est intégrable, sous la
forme requise, que lorsque b est nul, on arrive en définitive & la conclusion
que, parmi les équations de la forme

d*z
Tody — 1)

‘il n’y a que les deux seuls types

d*z a2z

dody =% dwdg ¢

(on peut toujours supposer b=2, m=1) dont I'intégrale puisse s’exprimer-
au moyen d’une fonetion arbitraire de l'une des variables indépendantes
et des dérivées de cette fonction jusqu’'d un ordre déterminé: cette fonc-
tion et ses dérivées étant supposées non engagées dans un signe d’inté-
gration irreductible.

§ 4. Sur un des premiers mémoires de Laplace.

Le mémoire de Larrace (Académie des sciences, 1773) relatif & 1'inté-
gration des équations linéaires aux différences partielles, est peut-étre, par
la profondeur et la variété des apergus qu'il renferme, un de plus remar-
quables travaux dont I’analyse est redevable & ce grand géométre.

On sait que, par le changement des variables indépendantes, l'auteur
raméne toute équation linéaire du second ordre, & deux variables indépen-
dantes, & I'un ou l'autre des deux types que voici:

d2z dz dz
dwdy __ﬂl'd—"/z‘-l_ﬂ,—@——f‘ lZ, (I)
azz dz dz
in _mmcm-—f—n@—{—lb, Im

ol I, m, n, sont des fonctions quelconques de z, y.
Or ces types peuvent &tre encore réduits par la substitution simple

Z:?LV

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



d’intégrabilité et d’intégration. 37

V étant la fonction nouvelle. On peut alors dans l'un et l'autre type faire
disparaitre le dernier terme en prenant pour A une solution particuliere de
I'équation. Ou bien, on peut faire disparaitre I'une des deux dérivées pre-

miéres dans le premier type, et la dérivée gf'; dans le second. Je ne consi-
dére pas ces remarques comme essentiellement nouvelles, mais comme elles
ont pour cffet d’introduire une certaine simplification dans les calculs de
Laprace, j’ai pensé qu’il ne serait pas sans intérét de revenir sur cet im-
portant travail. Je me bornerai cependant & la partie essentielle, bien que
d’autres points du mémoire soient susceptibles de simplifications.

Je vais m’occuper uniquement de 1’équation (I). En posant

z_—:efmdyV,
on la transforme dans
av av ,
ol
a-—ﬂr——i—- md b=mn-+1 dm'
=N am Y, =MmMn - _—d—w

Le signefcomportant ici une fonction additionnelle et arbitraire de la va-

riable «, on peut en disposer, dans certains cas, pour introduire dans «
quelque simplification: ainsi, par exemple, en écrivant

REN fymdy
z=e¢ * v

ot X est une fonction indéterminée de x seul, le coefficient a pourra lui-

méme s’écrire
_ vdm -
a= —‘/' % dy + X N

Yo

ydml?
“—f az Y

Yo

et, si

se réduit & une fonction de « seul, on pourra toujours choisir X de ma-
ni¢re & faire évanouir le coéfficient a et & réduire par suite I’équation &
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38 Combescure: Sur diverses conditions

une forme plus simple. Ceci arrivera, en particulier, si 'on a

dn _dm

dy  da’
car alors

a=ny+X

n, étant ce que devient » quand on y remplace y par la constante y,.

En partant de la forme réduite (I') je vais reprendre la question de La-
PLACE, a4 savoir, « de satisfaire, quand c’est possible, & 1'équation (I’) en
prenant pour V une expression qui renferme, en dehors de tout signe d’in-
tégration irréductible, une fonction arbitraire de x et les derivées jusqu’a
un ordre détérminée: y pouvant d’ailleurs entrer d’une maniére quelconque
dans cette expression. »

Et d’abord il ne sera peut &tre pas inutile de rappeler le raisonnement
trés-simple qu’emploie l'auteur, pour démontrer que la fonction arbitraire
et ses dérivées doivent entrer linéairement dans l'intégrale. Voici le fond
du raisonnement:

V=9 v, & &,... &)

représentant l'intégrale, ot & est la fonction arbitraire de x et &, &,... &®
ses dérivées: si 'on donne & £ une forme déterminée &;, et que l'on dési-
gne par o une fonction arbitraire nouvelle, par ¢ une constante infiniment
petite, 'équation proposée sera satisfaite, quelque soit ¢, quand dans la
précédente expression de V on fera la substitution

§=§,+io, F=& +id,... EN=E®+ io™.
En développant suivant les puissances de ¢, on aura

V=9,+id, + 2, + -

ol ¢, contient linéairement o, ¢/,... 0™; et comme I'équation doit &tre
verifiée quelque soit ¢, il faudra que

d"(PO — a@o_'_ bq)o’

dxdy  “dy
d’e, _ _dg,
daody -a@‘+b¢u
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Conséquemment, & cause de la forme linéaire de 1’équation proposée,
V= (Po + (})1

satisfera 4 cette méme équation, et en sera l'intégrale générale, puisque
cette expression de V renferme une fonction arbitraire de x; y étant censé
entrer d’'une manidre quelconque dans (9 -+ ¢,).

L’auteur présente le raisonnement & propos des équations linéaires du
premier ordre, ou il peut, & la rigueur, étre considéré comme suffisant, et
il le suppose reproduit quand il passe aux équations du second ordre. Mais
il me semble que, dans le dernier cas, il n’est pas tout-a-fait satisfaisant.
En effet, il est clair qu'on satisfera & I’équation proposée non seulement
en prenant

V= Do+ Py
mais aussi
V=09, + k¢, + kg4 -+ knPn,

k, k,,... k, étant des constantes quelconques. La présence de la fonction
arbitraire o pourrait bien faire considérer ces deux expressions comme pré-
sentant la méme généralité au point de vue de la seule variabilité de ux;
mais rien ne dit que la suppression des termes k,9,,..., k,$, ne nuit
pas & la généralité de forme en ce qui concerne la variable y, forme qui,
d’aprés la maniére méme dont la question est posée, doit conserver la plus
grande indétermination possible. Il faudrait donc établir que, du moment
que ¢, vérifie I'équation proposée, ¢,, ¢,,... sont identiquement nulles,
quelles que soient o, o/,... ©™; mais il est clair que ceci reviendrait &
supposer que lintégrale d’ol l'on est parti était déja linéaire par rappert
a la fonction & et ses dérivées.

Bien que la présence, sous forme linéaire, dans l'intégrale, de la fon-
ction arbitraire et de ses dérivées puisse étre conclue du développement
ordinaire en série suivant les puissances de I'une de variables, cependant
comme il s’agit ici d’un développement limité, il y aurait quelques incon-
vénients & faire usage de ce procédé.

Pour ces divers motifs il m’a paru utile de ftraiter la question par des
considérations différentes, lesquelles rentrent en partie dans celles em-
ployées aux précédents paragraphes, ce qui explique le rapprochement,
dans le présent écrit, de questions qui peuvent paraitre hétérogénes. D’ail-
leurs on arrive par un calcul unique a4 la forme et & 1'expression de
Vintégrale.
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Soit donc, comme ci-dessus,
V=<,’)(Il', Y, E; ‘E’:-” &(n))
la fonction intégrale, et

d d w_
A~c—i—+g’ds+t” 7o+ EY ey
_dv.
T dy’
on aura
: dV__ (ne1) 92
gz = 20T e

et I’équation proposée (I') deviendra

£n+l dd(n’-{- Aq_aq—l-bq)

Comme £™+Y) n’entre dans cette équation autrement que comme facteur au
premier terme, celle-ci se partage dans le deux

dq 2o
t—i_ET"):O ou dey(n) 0
Ag=aq+bo («)

qui doivent &tre identiques, en considerant x, ¥, &, £,... £ comme autant
de variables indépendantes. En différentiant la dermére par &™) et se rap-
pelant que

d-Au A du du

PECE dgu)'*' qii—n’

on aura, en tenant en suite compte de la premiére,

q d*o ,
agn—=v bdr(n) (d;;(n))zz 0. 3

Cette derniére équation, rapprochée de celle qui donne 'autre dérivée 2= de
¢ en y et &™), montre que

P=EWF(x, £, & B 4 F (2, y, &, &,... E0=D)

F et I, désignant des fonctions arbitraires.
On ne nuira évidemment en rien & la généralité de la question primitive
en considérant F(x, &, &,... §&*Y) comme une fonction tout-a-fait quel-
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conque ['(x), de la simple variable . Or quelle que soit cette fonction
F(x), on peut concevoir qu’on ait changé la variable indépendante x en
une autre ¢, changement qui n’altére nullement la forme essentielle de I'é-
quation (I'). Comme on a alors
art  dridie
de* dt*dan

so ey

en déterminant la substitution des variables par la condition

dt= ndw s
VF ()
I'expression de ¢ prendra la forme
dr ds dr—1¢
¢-—-dtn+F(t, y, g, %9‘--, d—_tn-i),

en comprenant dans le signe arbitraire F, la partie additionnelle qui provient
du changement de la variable indépendante et qui contient les dérivées
di d*

dt’ dg’"
ser, en revenant aux notations primitives,

¢=£(M+¢1(x, Y, E, ‘E/s'-' g(n—l));

- jusqu’a Tordre (n —1) seulement. I1 est donc permis de suppo-

on aura d’aprés cela

—q=2%,
©=9=g, | )
et la premiére (3) donnera
d
d };(gii) =b. (8)

En posant généralement

._d 'Id n—i d
A;‘—ﬁ"‘é‘d_é'{'“"i—a( )Wa

I’équation (@) qu'on peut écrire
Ag+E™ ——(m-— aq,+bo, +bE™,
ag

deviendra, & cause de (3),

Agy=0g,4+b9,. (a,)

Annali di Matematica, tomo V. 6
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En différentiant par £»~Y, on en conclut
dq b do,

TEn=00— g+ b gmnn:
d’oti, en comparant & (9),
d*o
0= Gra:
et ceci, rapproché de (J) ou
b— a? o,
dydg(n—l)

fournit, par I'intégration immédiate,
0, =E [ [bdyt5,(x, & &y E N+ 94(w, y, &, &, E07Y),

3,, ¢, désignant des fonctions arbitraires. On peut, sans nuire 4 la géné-
ralité de la question, considérer & comme une fonction tout & fait quel-
conque de la simple variable x, et la comprendre alors dans le signe in-
défini d’intégration partielle [bdy, qui comporte une fonction additionnelle
et arbitraire de x. Ceci sera désormais sous-entendu dans les circonstances
analogues. J'écrirai donc simplement

P, =86 [bdy + §,.
En posant
d‘?z

=y, (1)
on aura :
. 4y =0bE" D 4 ¢y:
et ces valeurs de ¢, et ¢, introduites dans (a,), ou I'on écrira préalablement
a

’(n——“’)

A4 L

au lieu de A, conduiront, par la comparaison des termes qui contiennent
=1 et par celle de ceux qui sont indépendants de cette quantité, a

aq, db
gr-p=0ab+b[bdy — 7= =b,, )
Ae%:aqz-l-b%- (at,)

En différentiant (a,) par E("—”, on aura
dq,

AZa=38 =0 ==, 5

dq, do, ab
it +bdﬁ(n-2-”.’) dwl’
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¢’est-d-dire

dq ab do,
Wg-‘z) = a‘bl_ l+ b FED dg(n—z)

dont la comparaison avec (3,) donne

_B% .
(dr(ﬂ—z))2 =0
et ceci rapproché de (3,) ou
d*e
dydz Zamn = V1

fournit

¢2=£(n_2) bidy+q,(x, ¥, g,... £,
et par suite
d abd,
d—&:(ﬂq—_g,&)::abl——a?é--{- ?/‘bldy = bg.
En posant

- d Cnt) L.
q2=—g’%_—:b1£(“—1)—!——d—(21=bl‘é( 14 (s,

on aura de la méme manidre le groupe

a
(.Ze;:—tz%'

3

de
dz(n—3) —VYar

i As‘:ls: aqs+b¢8;
et on arrivera de proche en proche &

; a0y

Qn~1 gy 1
aq.—

g:i L= —_ bn-—z

An—i Qn~1- = QG- -+ bq)n~.1 ’
ou

byoy= by — db';s + lz/;’n——sdy’

d

An-—l—‘dwf g

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



44 Combescure: Sur diverses conditions

On tirera de 13, comme ci-dessus,

q’n-—] = E:/;)n—gdy+ P, (w; Y, E)y

Qn—y = glbn-g + Qn>s
— A,
VESSS dy

(fiqg ab”"2 dbn_? + Iz/;)“"ﬂdy bn—x 7

“qﬂ'—'aqn'l‘b‘pn’ 011 A d"_z'

aq.,

aq.,
qE et v donnera
dqn don __ dbn_,
g L =0,
Ogr Ve
ou
do, dbu—, .
a,b,,_l"l b da '__—-——0,
d’ou
d*o__
agr— >

et par suite
Pn= ?/27,,_1 dy+ Pary (X5 Y),

bn = abn—1 + ?/E)u—l dy - dsnw—‘ ='0;

Ao,
qn=Ebpy ‘P;t =Ebu—y + Gnays

d(Pn-l-i
dy

Qn+q =

do,
I = 0y + D

L’expression définitive de ¢ sera donc

P==Em 4 En=1) [y 4 E("-zi/‘l;ldy vt ,;i/bn_x Ay + Pay,
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et il faudra déterminer ¢,,, par les deux équations (¢) qui, par I'élimination
de ¢,s+,, raménent précisément & l’équation (I'). Seulement, comme on a
dégagé tout ce qui est relatif & la fonction arbitraire &, et que ¢,,, ne doit
en conséquence dépendre en aucune manidre de cette quantité; comme
d’ailleurs la premiére partie de ¢, (celle olt figurent & et ses dérivées) ne
contient rien d’arbitraire en ce qui concerne la variable y; que de plus
cette partie g’annule avec &; il s’en suit que la question de trouver l'inté-
grale compldte est ramenée, pour le moment, & satisiaire & 1'équation (I")
par une expression qui ne contienne rien d’arbitraire relativement & ux:
I'expression ainsi trouvée représentera ¢,,,. Mais on va voir, dans un in-
stant, comment on est ramené aux formules définitives de Larrack, passa-
blement simplifiées par la réduction préliminaire du type (I) & (I), et né-
cessairement modifiées dans la notation.

Si l'on pose
ﬁi dy =¢C;,

les équations qui définissent b,, b,,... b,—, et b,=0, peuvent s’écrire

de __ ]
dy =b,
de, —a de e — d’c
dy —  dy * dwdy’
de,  de d’c,
dy —%dy tP —agay ©
de,—y ___ dCaey d2C,—y
dy —%Tady H00us dxdy ’
_deay d*c,—,
O=a=g = +bos—Gzqys

et comme, en faisant abstraction de ¢,,, on a alors
P=E™ =N g Er=V i toc,_E 400y €,

ces relations (c¢) sont précisément celles que I'on trouverait, si, adoptant a
priori la forme linéaire, on substituait directement cette expression de
¢ dans I'équation proposée et qu’on écrivit qu'elle est satisfaite quels que
soient &, &,... &»),
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46 Combescure: Sur diverses conditions

En posant généralement
d?u
V(u)_—dwdy d
et mettant de coté le cas de b=0, dans lequel l'intégration est manifeste,
on peut, si I'on veut, interpreter comme il suit les équations (c):

« Ayant calculé la quantité
c= ﬁ dy,

V(c)=0,

I'équation proposé s’intégre avec une fonction arbitraire de a et sa pre-
miére dérivée. V(c) n’étant pas nul, si I'on calcule

clsz(c) dy,

V(CI)ZO,
I'équation s’intégre avec une fonction arbitraire et ses deux premiéres dé-
rivées. Et ainsi de suite ».
Voici maintenant comment on est ramené aux formules de LAPLACE sim-
plifiées. Si l'on pose
dc1 de o olc2 de o de.—y__dc ,
d?/ dy 1? d?_/ dy 29 dy —'E?—/Cn—p

le groupe (c) se transforme dans

+a2% 4 by
Y

si l'on a

et que I'on ait

d2c
de / dwdy
Zi?/‘—b, cl_a+c=—- dc
dy
dc'
0,2 :(C,1~ C) C’1 +c¢ - az'a
dc'
¢y =(c,—c)d, e —Eja
Mt e e e e e e e e e e e )
dc',—
/ / r
Cn—x“'(c1'—c)cn—2+cﬂ—2 dnwg
ac—
0=(c/,—c)C/n—y + Cay da:l’
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et I'on déduit de (¢/) par la différentiation relative & vy,

de'y, ., dc1 de'y ¢, ac,
ay =m0 T dady’
ey ., dc2 de'y , ac,
d?/ '—(cl_c)fd&— +dyc _dwdy ’
.......... e e e e e} (¢')

dc'uey Adc'n—y , dc'y , aic'_y
dy =T O gt gy O gy
dc'y—y | dc' dic'—

— (o — n—t 4 %C4 n—j

0—(01 C) dy + dy n—ij dwdg/

De méme, en posant

dCQ dCl 1 d03 dClc” dc,n—. dc1

//
Ty —dy v Ay T dyg S Tdy dylorv

on déduira de (¢/) un groupe, analogue & (¢/), dont la différentiation par y
donnera un groupe (c¢”), analogue & (¢/), etc. Comme, & chaque opération
pareille, le nombre des équations affectées d'une accolade diminue d’une
unité, en ne retenant que les deux qui sont écrites au dessus de (¢/) et
les analogues qui correspondent & (¢”), (¢’”’),..., on pourra remplacer (c)
par le systéme équivalent
d2
Cc
i—lz—?—/-—b di=a4c— dz;dy
dy
d?e;_ =D
dwdj
dc 1(;——l)
dy

e =2¢;_ D —c, 0= — ,

ou ¢ doit recevoir les valeurs 2, 3,... (n—1) et o ¢, doit étre égalé
a zéro. Donc en écrivant, pour simplifier la notation, A; au lieu de ¢,
on aura

ai

d-log —
ax dy
'——:b, Zl:awl—?»————ﬁ—-;
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43 Combescure: Sur diverses conditions

d-log d;i"
I A

d-log a;”“
0=y — Ay — —— Y

Lorsque a et b sont donnés, A et A, s’en déduisent au moyen des deux
premidres de ces formules. On peut en suite au moyen de la suivante équa-
tion calculer de proche en proche A,, A,..., et, pour que I'intégration,
sous la forme supposée, soit possible, il faut qu’on arrive & une valeur 2,
identiquement nulle. C’est la relation qui doit exister entre a et b. En par-
ticulier lorsque a est nul, on arrive ainsi & une équation aux différences
partielles, de plus en plus compliquée, & mesure que n augmente, 4 laquelle
A ou b doit satisfaire. On congoit la difficulté pratique et souvent illusoire
de ces essais. Si, prenant la question au rebours, ce qui est peut-dtre le
véritable point de vue ol l'on doit se placer, on veut trouver les équations
intégrables avec une fonction arbitraire & et les n premidres dérivées, il
suffit de prendre pour 4,_, une fonction arbitraire de x, y: on a alors

d-log d;""
Ppmg =Ry — __%c__y_’
et, au moyen de
d-log d;i"
Mimg=2%_, — Wy—_x“

on peut calculer de proche en proche %,_;, A,_,,... 4,, 4, et enfin

ax

d-log =
ax dy
b——y—a a_Z —-Z+ T

Quant & l'intégrale compléte, le plus simple moyen pour l'obtenir est de
suivre 1'idée de Larrace. En mettant avec lillustre auteur, pour plus de
généralité, un terme additionnel b T, fonction donnée quelconque de z, ¥,
de facon que I'équation proposée soit ici

d

bT—a V+bV a4

dwdy
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si l'on fait
av
d_y'_bVl’
cette équation devient
av,
T=V+ (=2 V, =G
d’ou
ar_a, av, _ &7,
dy ~ dy Vit (3 —4) dy ~ dzdy’

ce qui, par la substitution
aT_dd g, AV,
dy dy” ' dy  dy ¥

et en ayant égard aux relations entre les 4, conduit 2

o av.

T/=V1T(Z‘2'_"2'1)V2_'d_';’
dT _dy av, v,
dy —ay TR R) G —ang,

Posant de méme

AT _Dgpy AV d%
dy —dy- > dy dy'®

on aura
av.
T" = V2+(2,3—%2)V3— dms’
adT" _dd, avy _ d*V,
dy =y Vst e %) 35— gaay
et ainsi de suite. Comme on arrivera & %4, qui est nul, on aura enfin
. av,
T( 1):Vn—l_kn-‘l V,‘— % )
dT&n-—i)_ (_:l_[[—n._- d2 Vn )
dy — " dy dady

Cette dernidre équation en désignant par #(y) une fonction arbitraire de
y, donnera

Vo= T+ [n(y)e " dy +E(x),

Annali di Matematica, tomo V, 7
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ou 'on a fait, pour abréger,

(n)-— fdy 6_'”” ‘dm[ﬁ dT(" b f’n 1d.’£]

En rapprochant ensuite les équations c1—dessus, on calculera V au moyen
des formules

Ve =2, Vi + 20y pomn,
“Vn—l (n—2
Vw—zz(a‘n—f—xn-x) Vn—1+ da + T2,
......................... ! (V)
av.
V, =0 —=2)V, + dx@+ I,
av
Vo=@—2)7, + o
arT dax
I =22 .2
T =ay 'y
dy "dy > (T)
aT™"=2 dh,_
a—1) — & An—y
I Tdy Tdy
On peut remarquer aussi que
__ [ [ ), o
V_fd—yVldy_f@dnyngy_...__ |
(W)

) , ’d .

§ 5. Exemples et remarques relatifs au précédent paragraphe.

Lorsque I, m, n sont constants, il en est de méme de a et b; mais la réci-
proque comporte plus de généralité 3 I'egard de I/, m, n. Supposant, dans
tous les cas, a et b constants, on aura

A=by+X, A =by+a,
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X étant une fonction quelconque de a. On trouvera ensuite
ri=ia+by —(—1)X
et la condition
2, =0

exige que b soit égal & zéro: mais alors 1'équation (I') est immédiatement
intégrable.

Je vais examiner maintenant quelques cas relatifs & un point de vue en
quelque sorte inverse de celui de Laprack.
Une des hypotheéses les plus simples consiste & prendre

oy = F(2) + I, (3)-
Mais il est facile de voir qu’on arriverait & un type d’équations aux diffé-
rences partielles qu’on ferait rentrer immédiatement, par un changement
trés-simple de variables, dans 'hypothése ol 'on prendrait simplement

Py =X +Y.
On trouve alors
Y =1(x+Y),
et en particulier
l=(n—=Nx+y), A=n(@x+Yy);

par suite

b=n, a=—(x+7)

et I’équation, en faisant dorénavant abstraction du terme T, est

arv av
m%—(w%—y)(—i—y———nV_O.
Elle devient immédiatement intégrable en la différentiant n fois de suite
par rapport & y, et peut étre dés lors considérée comme introduite & sim-
ple titre de vérification.
Soit actuellement
)
Yn—1 —m_}_ :l/
ol &(x) est une fonction donnée quelconque de x. En désignant par des
accents les dérivées, on trouvera successivement
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& 2(6+1)
-

7":1—22'—3 z+y
9 ___(6+1y _25;’ 3(B+2)
nes T o+1 > -ty ’
_ (e+2y (B+41Y & 4(3+3)
=g T2er 38 T ey
_ (B84n=3) (d+n—4) i’: G+n—2
T M e e e =T
__(B+n—2 _(G+n—3) _ (G 4+1y
A= d+n—2 —2 +n—s (n—2) o+1
& B4+ n—1
— (=) g +n=—
En posant

X=6G+1)(B+2)---(6+n—1),

on conclura, des expressions précédentes de A, et 2,

3] —1
p——pnSFtn—1
R
a_)_{’_d‘)—l—Zn.
X x4y’

et I'on aura en conséquence I’équation
da:v X 6642014V d+n—1
Toty ™| [+

X -+ sty V=0.
Par la substitution

V=XW,

on la ramdne au type plus simple, et que I'on peut prendre pour point de
départ,
AW dx)+2ndW
dody ™ aty dy

S@)+n+1,
Ty 0
On obtiendra l'intégrale de cette derniére équation en calculant V au mo-
yen des formules (V), ol T'on prendra pour A,_,, Az—gyee. 4, & les valeurs
ci-dessus, et l’on aura en suite W par la formule

— 14 ,
T @@ +1) (@ + n=—1)

+n
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Vu le petit nombre de cas ol l'on sait intégrer, sous forme finie, les équa~
tions du second ordre, méme linéaires, cet exemple n’est peut-étre pas in-
digne d’attention, & cause de la simplicité relative de I’équation différen-
tielle et de la généralité que lui donne la présence de la fonction arbitraire
&(x). Lorsque & (x) se réduit & un nombre entier négatif, il faut faire subir
aux formules précédentes quelques modifications, pourquoi elles pourraient
paraitre conduire 3 des résultats contradictoires. Ainsi, par exemple, si I'on
supposait
6=—(n—1),

en calculant V par les formules (V), on trouverait que la partie qui dépend
de la fonction arbitraire 7(y) disparait, et que V se réduit simplement &
&™), Mais dans le cas présent il ne saurait y avoir de difficultés, puisque
Iéquation en W est immédiatement intégrable. Les modifications qu’il fau-
drait faire n’offrant pas de difficulté, je n’insiste pas d’avantage sur ce
point, d’autant moins que Poissox a donné depuis longtemps l'intégrale
générale de I’équation ci-dessus, lorsque au lieu de

6+4+2n et n(G+n—1)
on écrit des constantes quelconques, et que j'aurai & présenter tout-a-
I'heure quelques remarques au sujet de l'intégrale de Poissow.

Revenant & la théorie générale, on peut se poser la question de savoir
dans quels cas l'intégrale de 1’équation (I) ou (I') contient, en dehors de
tout signe d’intégration irréductible, non seulement la fonction £ et ses
dérivées jusqu’'a un ordre détérminé, mais encore la fonction arbitraire de
y et ses dérivées jusqu'd un ordre aussi déterminé., En mettant de coté
tout ce qui se rapporte 3 la fonction & et aux fonctions de a qui pourraient
s'introduire par les intégrations partielles relatives & y, la partie de Il'inté-
grale qui dépend de la fonction arbitraire #(y), pourra &tre représentée par
la formule (W). En posant

‘u:e——f}m—xdﬁ’
et désignant par 0(y) une fonction arbitraire de y, il faudra donc que
Ton ait
dydy 2 y %Y Do 'dyﬁ n(y)dy=A04 A0 4 ...+ A4,0m,

4, 4,,... étant des fonctions déterminées de a, y et les accents indiquant
toujours les dérivées. En différentiant n fois de suite par rapport & y et
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51 Combescure: Sur diverses condifions

ayant soin de diviser par % aprés la 1% différentiation, par C(%‘ apreés la

27 et ainsi de suite, on arrivera évidemment & un résultat de la forme
ﬁ n(y)dy=M0 + M, 0/ + ... 4 M, 0»);

M, M,,... étant indépendants de 0 et de ses dérivées. On en tirera par
une dernitre différentiation, relative & ¥,

1(@)= g | MO+ QL'+ D)0+ QM0+

+ (M, 4 M,_ ) 0®) 4 M, 0!,
Il faudra done, en désignant par h, h,... h,,, des fonctions de y seul, que
Pon ait
M =uh, M! +M=yh,,..., M/ +M,_ =uh,, My=uh,,,.
Or de ces relations on tire successivement
Moy = — (ehy,,) +why,
My = (lpy)’ — @) +phyys

les accents marquant les dérivées par rapport & y, et 'on arrive finalement
4 une équation linéaire entre p et les quantités h, h,... h, . D’aprés la
forme connue de l'intégrale d'une pareille équation, en considérant x comme
fonction inconnue, on voit que l'on doit avoir

p=XY+X, Y+ +X,7,,

les X étant des fonctions quelconques de a seul et les Y des fonctions
quelconques de y seul. Telle est la forme nécessaire de u, et il est facile
de voir qu’elle ne doit par recevoir de plus grandes restrictions. En effet,
comme, actuellement,

si I'on pose

f Yz (y)dy=n,(y),
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d’ou
szgi)

l'intégration par parties donnera

Sraway=310~ (Ffnwar
f (%)’m W) dy =1, (y),

En faisant

d’ou

( ):l 7y () ',
P

et introduisant partout #,(y), on aura

P
¥

Or, en intégrant par parties en commencant par le terme en X, jusqu’a
la fin, on dégagera du signe f, dans chacun de ces termes, les dérivés de

n,, et il restera, affectés de ce signe, des termes tels que

/&%WWy=m@%

en mettant de cOté un coeflicient fonction de a. En remplacant partout
!
7, par %i > et appliquant d’'une maniére analogue l'intégration par parties,

al
on reduira encore le nombre des termes affectés du signe [: I’application

suffisament répetée du méme procédé conduira finalement & une expression
de V, contenant linéairement une fonction arbitraire de y et ses dérivées
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jusqu’a un ordre déterminé, et libre d’ailleurs de tout signe d’intégration.
Comme d’autre part, d’aprés les relations (V), V se déduit de V, par de
simples différentiations, il est clair que l'expression définitive de V sera
dégagée de tout signe d’intégration ou la fonction arbitraire de y et ses
dérivées seraient enveloppées.

D’aprés l’expression ci-dessus de g, l'expression de 2,_, d’ou il faut
partir est donec:

a o XY+X'Y +-4+XY,

T T XY+ X Y, oo+ X, Y,
Malgré de réductions qui s’opérent successivement dans le calcul de 2,_,
Apegyeoe Py, A, et lintroduction de certains déterminants dans les expres-
sions que 'on rencontre, la formation définitive de I’équation aux différences
partielles exige une discussion et des détails assez circonstanciés qui ne
m’ont pas paru assez importants pour &tre rapportés. Je me bournerai 3 la
remarque trés-générale et assez évidente que: toute fonction rationelle de
quantités de la nature de g se réduisant toujours au rapport de deux fon-
ctions de cette espéce, il en sera de méme des coefficients a et b qui doi-
vent figurer dans 1’équation aux différences cherchée. D’ott 1'on peut con-
clure réciproquement que, en partant d’'une équation aux différences ot a
et b seront de pareils rapports, on arrivera & une équation intégrable, sous
la forme actuellement requise, en établissant toutefois des relations conve-
nables entre les fonctions X introduites, et d’autres correspondantes entre
les fonctions Y. Je m’arréte & cet apercu, nécessairement un peu vague.

§ 6. Remarques sur une intégrale donnée par Poisson.

Comme suite des considérations précédentes sur les équations linéaires,
je veux introduire dans ce dernier paragraphe quelques remarques desti-
nées & préciser et & simplifier, en quelques point, I'importante formule
intégrable donnée par Poisson dans le 419™ cahier du journal de I'Ecole
Polythecnique, et qui est relative & 1’équation

v du Adu  p

Iy dwetrizt @ " @
ot & et u sont des constantes quelconques, que je supposerai réelles. La
formule intégrale est, comme on sait,
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! —
u::ack_?l/‘ﬂc})(y-l-mcosm)sinzk ‘odo+

\0 k‘—l)‘ i - (2)
+x 2f m’«(y+xcosco)sin2k- odo,

0

/-_1 ’/_1——7\ 4 /_l 1—2\¢
N Y o

et ol ¢ et <} désignent des fonctions arbitraires. L’auteur considére d’abord
le cas ou les nombres k et %’ sont réels et positifs, et en déduit 'intégrale,
pour le cas particulier ou % et &’ deviennent égaux, en posant

F=k+9, .
développant, dans la formule (2), suivant les puissances de §, et faisant
ensuite tendre d vers zéro, aprés avoir préalablement changé les signes
arbitraires ¢ et 4. Il serait peut-dtre plus simple de considérer I'hypothése
olt k et k' sont imaginaires, parceque, par une transformation immédiate,
on passe au cas ol ces quantités coincident. Soit donc

V”"(l—?y:p, et i=V—1;

I'intégrale (2) peut s’écrire

1—2
5| i /w2 —ip T, . —2ip
acP/ ¢ - sin Po-dot-x P[ o) esin o-dof;
° 0

ou

~~

u=xo

en y remplacant
(Vrsin o)
par

piploglVa.sine) cos (plog - & sin®0) + isin (plog - xsin’o),

séparant la partie réelle et la partie multipliée par ¢, et écrivant en suite
¢ au lieu de ¢+, ¥ au lieu de i(p—), on obtient

{1—2
u=uxa 2k/‘ﬂ@(y-l-ot:cosc))co:s(plogacsin%o)dm+
0

s 3)
+ a:T/ "4 (y + xcoso)sin (plog - xsin’ 0) do
v

Annali di Matematica, tomo V., 8

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



58 Combescure: Sur diverses conditions

et 'on peut s’assurer, par la substitution directe, que cette expression vé-
rifie I'équation (I) quelles que soient les valeurs réelles de A et p.
Lorsque p devient infiniment petit, en écrivant 4 au lieu de p¥, on a
tout de suite
1-) =
u=2x 2f”¢(y+xcoso)dco+x 2‘/1”'\1/(3/—I—xcosco)log'(xsingo)dm, €))
0

0

pour le cas ol les nombres k et &’ deviennent ¢gaux. On vérifie d’ailleurs
cette intégrale par une substitution directe. Mais les remarques que je
voulais faire ont trait spécialement au cas ol, les nombres k et &/ étant
réels, 'un d’eux est négatif. La partie de la formule (2) qui répond a ce
nombre négatif &/, devenant infinie & la limite inférieure de l'intégrale, ne
peut plus étre employée, et c’est en revenant au développement en série
et par des transformations un peu longues, que PoissoN arrive & lui sub-
stituer une autre expression qui n’offre plus le méme inconvénient, mais
qui est assez compliqué, comme l'auteur le fait lui-m&me observer. Peut-
étre y aurait-il avantage & faire usage des considérations suivantes.
Considérons le cas particulier ol u est égal & zéro: alors les équations
(1) et () deviennent
duw  dBPu |, Adu -
ip=dr T zds ()

u=xl—1/‘ﬂ¢(y+mcoso)sinl—lodm +/‘n¢(y+accosm)sin"kmdo. (6)
b b

Si 2 est positif et compris entre 0 et 2, aucune des deux intégrales qui
figurent dans l'expression de » ne devient infinie aux limites. Car, pour
de tres-petites valeurs de o, on a

sin'~™* o:col—)(l 4 %)
7 ¢étant infiniment petit avec o, et, en intégrant dans le petit intervalle

de 0 & ¢, les portions correspondantes des intégrales définies peuvent étre
réduites &

¢ (¥ + xcose,) & 12+7;‘ ,

by +acose,)d 10,
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&, M., &, 7, tendant vers zéro avec e. Ces portions d’intégrales ont done
des limites nulles tant que A est compris entre 0 et 2, sans atteindre I'une
ou l'autre de ces quantités. D’ailleurs, pour A=0, on connait l'intégrale
de la proposée, et, pour A=2, on peut aussi 'obtenir en termes finis par
la méthode de LarLace. Le cas intermédiaire de A =41 est résolu par la
formule (4). On reconnait en outre par la substitution directe que, si 4 est
compris toujours entre 0 et 2, I'équation (5) est vérifiée par la formule (6),
ou par (4) si A=1.

Cela posé, si 'on différentie 'équation (5) par rapport & « et que l'on
pose ensuite '

I'équation obtenue pourra s’écrire
2,1 29! /
d*u :d uﬁ)_{_}_c_i_u__};u,’
dy*  dx* wdx x?

et suivant que l'on fait

-2
w=xV, ou w=x "W,
on la transforme dans

BV BV A+24V
dyf —dat T e dw’ @

ou dans

PW_dWwW_ rdW, (8)
dy* — da* x dx

La substitution

»du
W=« dn
fait donc dépendre l'intégration de I’équation (8) de celle de 1'équation (5)
qui ne differe de (8) que par le changement de signe de A. On peut done
toujours admettre que dans (5) A est positif. Je supposerai de plus que A
est compris, dans cette méme équation, entre 0 et 2, auquel cas les for-
mules (6) et (4) (celle-ci pour A =1) donneront toujours l'intégrale générale.
Cela étant, et en faisant usage de la seconde transformation, par les sub-
stitutions successives, écrites sur la gauche, on obtiendra les transformées
correspondantes, écrites sur la droite:
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WoLlde du_du ddu

\T gaw’  dyt da?  adw
_1ady du, __d'u  A+2 dy,

BW=dz’ dp - d@m T @ dw

du, _d'u, +'A +4 du,
dyr ~ da? z d

_ldu,, du, _du, r+2ndu, )
x de ' dy*  do? x do

n

Donc, étant donnée I'équation

U v 1-’-2ndU
dyﬂ—‘dm‘ﬂ— x dx’

oll 2 est compris entre 0 et 2, son intégrale pourra &tre représentée par

p_ld 1d 14 ldu

wdx xdx xdx xdx

u étant donné par (6), ou bien par (4) si A=1.

En posant
X = VE ’
on donnera & l'intégrale cette forme plus concise
dru
U= aEm’

a étant remplacé par \Z dans (6) ou (4). Lorsque 2 est différent de 1, on
peut évidemment ne pas soumettre & la transformation précédente la se-
conde intégrale qui figure dans (6) et la conserver telle et quelle, a la
condition bien entendu, d’y écrire A+4-2n au lieu de A.

Dans le cas extréme de A =0, comme 1'équation (5) a pour intégrale

u=flx+y)+F@—y),
il résulte de ce qui précéde que l'équation

d’U a&’U | 2ndU
—de T w dw
a pour intégrale

U= g7 [/ + )+ F(F — )]
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On raméne aisément au cas particulier qui vient d’étre examiné, savoir
celui ou u est nul, le cas général ou l'équation est

a2z dz adz B

I T drn iz TP

a et B étant des constantes quelconques, que je suppose ici réelles. II
suffit de poser

2= u,
0 étant I'une des racines de 1’équation
Pt (a—1)04+-8=0:
I'équation se transforme dans
) d7u__d‘u al-20 du

i ar Tz dw

Il est presque superflu de faire remarquer que 1'équation

du __duw  2du p

iy~ dw Tman T "

que PoissoN considére dans le méme Mémoire, se préte & des transforma-
tions et & des remarques analogues & celles qui viennent d’étre indiquées

dans le présent paragraphe.
Montpellier, 20 avril 1871.

NOTE AU § 1.

MM. BacH et SToFFEL ont traité (¥) la question qui fait l'objet de ce paragraphe, par
un méthode qui présente quelques points de contact avec la précédente, mais qui me
parait moins naturelle, en ce sens que le résultat est donné, pour ainsi dire, & priori
ot soumis ensuite & une sorte de vérification. J’ajouterai que dans le cas de plusieurs
fonctions vy, #, %,... la marche adoptée par ces auteurs ne conduirait peut-étre pas
trés-simplement aux conditions strictement nécessaires d’intégrabilité développées au § 2
du présent écrit.

(") Journal de Liouville, 2¢ série, t. 7.
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NOTE AU 8§ 4.

Par une sorte d’ambiguité attribué au mot quelconque dans I'énoncé du probléme
qui fait I'objet spécial de ce paragraphe, j'avais confondu, lors de l’envei du présent
travail 4 la Rédaction, deux questions distinctes. LAPLACE s’est proposé évidemment de
satisfaire & l’équation aux différences partielles au moyen d’une expression contenant
une fonction arbitraire de x et ses dérivées jusqu'a l'ordre 2, sans se préoccuper de la
manidre plus ou moins générale dont y pourrait figurer dans cette expression; tandis
que, au point de vue ol je me suis placé, rien, sauf la présence de la fonction arbitraire
de x et de ses n premiéres dérivées, ne doit limiter I'indétermination de forme qui cor-
respond & la présence de y dans l'expression intégrale. La réduction & la forme linéaire
est due uniquement i 'apparition de certaines fonctions arbitraires de 2 que I'intégration
partielle introduit et dont on peut disposer comme on l'entend, ainsi qu’a un certain
changement de la variable indépendante #: comme on le voit dans mon analyse.

Cette remarque me parait essentielle, mais n'entraine pas une modification nécessaire
du texte, ob la question est envisagée théoriquement a un point de vue plug large que
celui de LapLAcE: seulement elle dégage le raisonnement de l'auteur du reproche d’ir-
régularité que je semblais lui adresser.

Montpellier, 31 octobre 1871.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Evaluation du nombre de combinaisons
desquelles les 28 dés d'un jeu du Do-
mino sont susceptibles d’apres la regle
de ce jeu.

{par few Dr. M. REiss a Francfort.)

Le jeu du Domino comprend sept éléments qui se combinent & deux
dans les différents dés, et en constituent les deux parties. La régle du jeu
exige que deux dés consécutifs se touchent par des parties équivalentes.
De 13 on conclut que l'élément initial est le méme que 1'élément final;
c’est-d-dire, que la partie extérieure du premier dé et celle du dernier sont
équivalentes., En effet, une combinaison des 28 dés étant conforme & la
régle, elle ne cessera pas de l'8tre, lorsqu’on en.écarte les dés doubles.
Cette réduction faite, chaque élément fera partie de six dés, puisqu'il est
combiné successivement avec chacun des six autres; par conséquent, 1’é-
lément initial doit se rencontrer encore en cinq autres endroits de la
combinaison. Or, dans l'intérieur de celle-ci, chaque élément se présente
toujours deux fois de suite; d’abord comme seconde partie d’'un dé, puis
comme premiére partie du dé suivant; I'élément initial ne pourra donc s’y
rencontrer que quatre fois, et devra finalement se trouver & un endroit
ou il ne soit pas suivi de lui-méme, c’est-d-dire, & l'autre extrémité de la
combinaison.

L'identité des éléments extrémes nous fait voir qu'une combinaison de
laquelle les dés doubles sont exclus, étant replie sur elle-méme de maniére
4 ce que les dés extrémes viennent se toucher par leurs parties extérieures,
tous les éléments s’y présenteront partout deux fois de suite, comme parties
contigues de deux dés consécutifs; ce qui par conséquent, aura lieu 3 trois
différentes reprises. Des combinaisons repliées de la fagcon décrite, soit que
I'on en ait exclu les dés doubles, soit qu'on les y admette, seront nommées
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61 Reiss: Sur le jeu du domino.

circulaires, tandis que les combinaisons non repliées seront comprises
sous le nom de rectilignes. Les combinaisons circulaires ne possédent
pas de dés extrémes; on y peut; au contraire, considérer chaque dé comme
initial. La direction suivant laquelle les dés y sont censés se succéder doit
étre fixée préalablement de méme que celle des combinaisons rectilignes;
nous la supposerons la méme dans tous les cas.

Etant proposée une combinaison circulaire de laquelle les dés doubles
sont exclus, on peut, d’aprds ce que nous venons de dire, y intercaler
chaque dé double en trois différents endroits, il y a donc 37 manitres
différentes de combiner entre elles les intercalations des sept dés doubles.
En d’autres termes, de chaque combinaison circulaire de laquelle les dés
doubles sont exclus, il en résultera 37 autres dans lesquelles ces dés sont
admis. Si donc on désigne par S le nombre de toutes les combinaisons de
la premidre espdce, celui des combinaisons de la seconde sera =37.S.

Si dans une combinaison circulaire de la seconde espice on considére
successivement comme initial chacun des 28 dés qu’elle comprend, il en
résultera 28 combinaisons rectilignes; d’ott I'on conclut sans difficulté que
le nombre total de ces derniéres équivaut & 28.37..S. La question se trouve
done réduite & trouver le nombre S, quantité que nous allons maintenant
définir d’une manitre plus simple et dégagée en méme temps de toute
considération accessoire.

2.

Nous représenterons les dés par des ambes composés des mémes élé-
ments, et nous désignerons ceux-ci par les chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
De cette maniére les combinaisons circulaires des dés desquelles les dés
doubles sont exclus, se trouveront remplacécs par des combinaisons ou
suites d’ambes également circulaires. Ces suites se composeront des 21
ambes 3 éléments inégaux que l'on peut former avec les sept éléments
1, 2,..., ambes qui s’y succéderont dans le m8me ordre et suivant la méme
direction que les dés dans les combinaisons respectives, et qui seront or-
données de maniére que le second élément de chaque ambe soit le méme
que le premier de l'ambe suivant. Le nombre de toutes les suites satisfai-
sant & ces conditions ne sera donc autre que S.
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Si relativement & une quelconque de ces suites circulaires d’ambes, on
écrit circulairement, et d’aprés leur ordre les premiers éléments de tous
les ambes qu’elle renferme, il en résultera une suite circulaire d’éléments
4 I'égard de laquelle on peut remarquer:

1.° qu’elle comprend tous les sept éléments, et chacun trois fois. En
effet, dans la suite circulaire d’ambes qui a servi & la former, chaque élément
qui y entre, ¢’est-d-dire chacun des sept éléments, se présente trois fois
comme second élément d’un ambe, et trois fois comme premier élément de
I'ambe suivant. Il doit donc aussi se rencontrer trois fois dans la suite
circulaire composée des premiers éléments de tous les ambes.

2.° qu'on retrouvera la suite circulaire d’ambes, si dans la suite circu-
laire d’éléments qui en est dérivée, on considére comme un ambe chaque
groupé de deux éléments consécutifs pris dans l'ordre qu'ils y occupent,
et qu'on range ces ambes circulairement, en les faisant se succéder con-
formément & leur ordre. En effet, si a, b, ¢,... sont des éléments consé-
cutifs de la suite circulaire d’éléments, a et b seront les éléments initiaux
de deux ambes consécutifs de la suite circulaire d’ambes de laquelle elle
est dérivée. Or le premier élément du second de ces ambes est en méme
temps le second élément du premier, qui sera par conséquent ab. De méme,
I'ambe consécutif & ab sera bc, et ainsi de suite.

D’aprés la seconde remarque les suites circulaires d’ambes et d’éléments
se correspondent réciproquement une & une; par conséquent, le nombre
des suites de la secconde espdce sera le méme que celui des suites de la
premidre, c¢’ést-d-dire, = S. On peut donc définir cette quantité comme étant
le nombre de toutes ces suites circulaires d’éléments; ce qui nous permet
de donner l’énoncé suivant 4 la question & résoudre:

« On demande le nombre S de toutes le suites circulaires que l'on peut
« former avec les sept éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, trois fois répétés, et
« disposés en sorte que les 21 groupes de deux éléments consécutifs que
« chacune en contient, présentent les 24 ambes & éléments inegaux que
«l'on peut former avec les mémes éléments 1, 2,...»

Comme on le voit, nous entendons ici par ¢ ambes» des combinaisons
des éléments & deux, sans égard a Pordre dans lequel ils s’y suivent;
ainsi, en parlant p. e. de I'ambe 42, il restera indécis, & moins de le dire
explicitement, si on le prend dans ce sens ou en sens inverse (21).

Annali di Matematica, tomo V. 9
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3.

Idée générale de la méthode de solution.

Si d’une de ces suites circulaires d'éléments on efface, partout ou ils se
trouvent, les éléments 4, 5, 6, 7, et que l'on ne change rien & l'ordre des
éléments non effacés, ceux-ci formeront eux-mémes une suite circulaire
assujétie aux conditions de se composer des éléments 1, 2, 3, trois fois
répétés, et de renfermer (au moins une fois) chacune des ambes 12, 13,
23, sous la forme de groupes de deux éléments consécutifs. La premidre
de ces conditions est évidente en elle-m&me, la seconde ne le sera pas
moins si 'on fait attention qu’il y a dans la suite primitive trois groupes
d’éléments consécutifs, formant respectivement des ambes 12, 13, 23, et
que ces groupes ne seront pas dénaturés, lorsqu’on écarte les éléments 4,
5, 6, 7 de la suite.

Si 'on commence par former toutes les suites circulaires soumises aux
deux conditions que nous venons de signaler, et que I'on intercale ensuite
dans chacune de ces suites auxiliaires les éléments 4, 5, 6, 7, trois
fois répétés, exécutant cette opération de toutes les maniéres propres &
satisfaire aux conditions de la question et & produire des suites différentes
les unes des autres, on trouvera nécessairement le tableau complet des
suites circulaires desquelles il s’agit de déterminer le nombre. C’est en par-
tant de ce point de vue que nous allons maintenant résoudre la question
proposée.

SOLUTION.

4.

Premitre partie. — Enumération des suites auxiliaires.
La méthode que nous venons d’esquisser, exige en premier lieu que l'on

forme le tableau des suites auxiliaires. Dans ce but, nous déterminerons
préalablement les suites circulaires soumises & la seule condition de se
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composer des éléments 1, 2, 3, trois fois répétés. Afin de distinguer les
uns des autres les trois éléments 1 que contient une telle suite, nous en
nommerons un quelconque le premier, et nous en comprendrons les deux
autres sous le nom de second ou de troisiéme, selon qu’ils en suivent le
premier de plus prés ou de plus loin, d’aprés la direction convenue. Nous
désignerons aussi & 1'égard d’une quelconque de ces suites circulaires

par A) le nombre (entre le premier et le second 1
par B; d’éléments Sentre le seconde et le troisi¢me 4
par () contenus (entre le troisiéme et le premier 1

et nous représenterons par (4, B, C) le groupe de toutes les suites qui
s’'accordent sous le rapport des valeurs de A, B et (i, quantités dont la
somme est généralement =6.

Pour déterminer les suites desquelles se compose le groupe (4, B, C),
nous les supposerons écrites sous forme rectiligne, en commeng¢ant chaque
suite par son premier 1, et en y conservant l'ordre des éléments. En fai-
sant abstraction dans ces suites rectilignes des éléments 4, les autres élé-
ments présenteront des permutations de 2 et 3, trois fois répétés. Or, le
tableau de toutes les permutations de ce genre étant celui-ci:

222333 322233
223233 322323
223323 322332
223332 323223
232233 323232 1)
232323 323322
232332 332223
233223 332232
233232 332322
233322 333222

ajoutons y I’élément 1 avant le premier, aprés le A", et aprés le (A—+ B)™
élément de chaque permutation, et désignons par [A, B, C] le groupe de
suites rectilignes qui en résultent. Si maintenant on écrit ces derniéres
sous forme circulaire, en y faisant figurer comme premiers 1 les 1 initiaux
des suites rectilignes, les suites circulaires que l'on obtient par 13, ne
seront autres que celles du groupe (4, B, C), qui se composera, par con-
séquent, de ces 20 suites, si toutefois dans le nombre de ces derniéres
aucune ne se rencontre plus d’une fois. Pour juger de cette circonstance,
remarquons que deux suites circulaires, quelle que soit du reste leur ori-
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gine, étant égales entre elles, et contenant, par conséquent, les éléments
dans le méme ordre, il faut pouvoir les faire coincider, ¢’est-a-dire, les
superposer de manidre 3 ce que les éléments superposés soient partout les
mémes. Or, la coincidence étant supposée possible & 1'égard de deux suites
dont l'une au moins provient du groupe [4, B, C], des éléments 1 super-
posés ne pourront pas y occuper le méme rang; car dans ce cas, les deux
suites s’accorderaient sous le rapport des valeurs de A, B et C, et pro-
viendraient, par conséquent, I'une et 'antre du groupe [4, B, C]; de plus,
elles se rapporteraient évidemment 3 la méme permutation du tableau (1),
tandis que deux suites du groupe [4, B, (], et par conséquent aussi les
suites circulaires qui en proviennent, se rapportent nécessairement & deux
permutations différentes. Il faut donc, si néanmoins il y a coincidence, que
le premier 1 de l'une des suites vienne se superposer ou sur le second ou
sur le troisitme 1 de 'autre; plus exactement, que les éléments 1 se super-
posent de I'une ou de l'autre des deux maniéres suivantes :

premiére suite | premier 1 | second 1 troisiéme 1
1 seconde suite | second 1 troisiéme 1 | premier 4

. premidre suite | premier 14 | seconde 1 | troisidme 1
> seconde suite | troisiéme 1 | premier 1 second 1

d’on il résulte que si la premidre suite provient de [4, B, C], et appar-
tient, par conséquent, au groupe (4, B, (), la seconde appartiendra ou au
groupe (C, A, B) ou au groupe (B, C, A). Elle ne saurait donc provenir
de [4, B, C], & moins que les groupes (4, B, G), (C, A, B) et (B, C, A)
ne se réduisent & un seul; ce qui n'a lieu qu’'en admettant A=B=C(C=2.
Ainsi done, ce cas excepté, toutes les suites circulaires provenant du groupe
[A, B, C] seront différentes les unes des autres, et le groupe (4, B, C)
les comprendra toutes les 20. Quant au cas de A=B=_0=2, il est au
contraire aisé de voir qu’'a I'exception de

1 %3 13 ¢

3 1 et 2 1

2132 3 3

toutes les autres suites circulaires provenant du groupe [2, 2, 2] seront

1 2
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trois 4 trois égales entre elles. En effet, si a,b,a,b,a,b, est une permu-
tation du tableau (1), a,b,a,b,0,b, et azb a,b, a,b, en seront deux autres,
3 moins qu’on n’ait
a,=a,=as b, =b,=Db,;
cas dans lequel ces trois permutations se réduisent 4 une seule, savoir &
232323 ou 323232. Or, les suites rectilignes
1a,b,1a,b,1a,b; 1a,b,1a,b510,b,; 1a;0,10,b,1a,b,,

qui se déduisent des trois permutations indiquées, conduisent & la méme
suite circulaire, savoir 3

celle-ci résultera donc trois fois ou une seule fois du groupe [2, 2, 2],
selon que les trois permutations mentionnées sont différentes les unes des
autres ou non. Et réellement, le groupe [2, 2, 2] étant composé des suites

122123133 132122133
122132133 132123123
122133123 132123132
122133132 132132123
123122133 132132132
123123123 132133122
123123132 133122123
123132123 133132132
123132132 133123122
123133122 133132122
il est visible, en ordonnant de la maniére suivante:
122123133 123133122 133122123
122132133 132133122 133122132
122133123 133123122 123122133
122133132 133132122 132122133
123123123
123123132 123132123 132123123
123132132 132132123 132123132
132132132

que les suites placées sur la méme ligne horizontale conduisent & la méme
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suite circulaire. Celles-ci seront donc ici au nombre de huit, que 1'on peut
représenter p. e. par les suites rectilignes:

122123133 133132122

122132133 133123122

123123123 132132132

123123132 132132123.
5.

Comme on a généralement A+ B+ C=6, les groupes de suites circu-
laires qui viennent ici en considération, seront

0, 0, 6) 14, 0, 5 2, 1, 3 3, 3,0
(Os 17 5) (11 1, 4) (21 27 2) (47 0) 2)
0, 2, 4 a1, 2, 3 2, 3 1 4, 1, I
(07 37 3) (1’ 3’ 2) (2’ 4, 0) (4’ 27 0)
0, 4, 2 I 4, D 3, 0, 3 ®, 0, )
0,5 1 1, 5, 0 3, 1, 2 5, 1, 0
0, 6, 0) 2, 0, 4) 3,2, 1 6, 0, 0)

Or, il est évident que chaque suite circulaire appartenant au groupe (4, B, )
fera pareillement partie des groupes (B, G, A) et (C, A, B); en effet, elle
viendra se ranger dans l'un ou l'autre de ces groupes, selon qu'on y con-
sidére le second ou le troisitme 1 comme le premier. Il s’ensuit de la, que
les groupes (A, B, C), (B, C, A) et (C, A, B), quand ils sont différents les
uns des autres, ne se distingueront que par le rang qu’on y a assigné aux
éléments 1, et se composeront du reste des mémes suites circulaires. Il suf-
fira donc & notre but de ne tenir compte que d’un seul des trois groupes;
ce qui nous permet de dévélopper seulement dix groupes, p. e.

0, 0, 6); 0, 1, 5); 0, 2, 4); 0, 3, 3); 0, 4, 2);

0, 5, ; d, 1, 4; (1, 2, 3); a, 3, 2); (2 2, 2);
qui comprendront nécessairement toutes les suites circulaires que nous cher-
chons. Il est d’ailleurs aisé de voir qu’ils n’en comprendront aucune plus
d’une fois; car si dans le nombre des suites circulaires contenues dans les
dix groupes il y en avait deux d’égales, et que l'une en appartint au
groupe (4, B, (), lautre appartiendrait, ainsi que nous l’avons vu, ou au
groupe (G, A, B) ou au groupe (B, C, A). Mais si le premier est un des dix
groupes, les deux autres en seront exclus, & moins qu’ils ne se réduisent
tous les trois & un seul, savoir & (2, 2, 2). Il faudrait donc que les deux
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suites égales appartinssent 'une et I’autre au groupe (2, 2, 2); ce qui est
impossible, puisque ce groupe, comme tous les autres, ne se compose que
de suites différentes.

Au lieu de former les suites circulaires elles-mémes, nous continuerons,
pour simplifier, & les représenter par des suites rectilignes, commencant
par le premier 1, en sous-entendant toujours que les éléments extrémes
de chaque suite soient considérés comme consécutifs, et que l'on tient
compte de I'ambe qu’ils présentent, comme de ceux qui constituent deux
autres éléments consécutifs quelconques. Nous ferons aussi remarquer, pour
abréger le plus possible, que les permutations du tableau (1), ainsi que les
huit suites rectilignes représentant le groupe (2, 2, 2), sont disposées sur
deux colonnes, résultant I'une de I'autre en permutant les éléments 2 et 3 (*).
Le tableau comprenant toutes les suites circulaires qui se composent des
éléments 1, 2, 3, trois fois répétés, se partagera donc en deux moitiés, dont
la premiére, relative aux premiéres colonnes, est représentée par les suites
rectilignes :

0, 0, 6 0, 1, 5 0, 2, 4 ©, 3, 3)
111222333 112122333 112212333 112221333
111223233 112123233 112213233 112231233
111223323 112123323 112213323 112231323
111223332 112123332 112213332 112231332
111232233 112132233 112312233 112321233
111232323 112132323 112312323 112321323
111232332 112132332 112312332 112321332
111233223 112133223 112313223 112331223
111233232 112133232 112313232 112331232
111233322 112133322 112313322 112331322 )

©, 4, 2) ©, 5, 1) Q, 1, 4 1, 2, 3 2)
112223133 112223313 121212333 121221333
112232133 112232313 121213233 121231233
112233123 112233213 121213323 121231323
112233132 112233312 121213332 121231332
112322133 112322313 121312233 121321233
112323123 112323213 121312323 121321323
112323132 112323312 121312332 121321332
112332123 112332213 121313223 121331223
112332132 112332312 121313232 121331232
112333122 112333212 121313322 121331322

(*) Quant au tableau (1) la seconde colonne resuitera de la premiére si, aprés y avorr
permuté les éléments 2 et 3, on renverse 1'ordre des permutations, en commengant par
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1, 3,2 R, 2 2
121223133 121323123 122123133
122232133 121323132 122132133 o
121233123 121332123 123123123 (2)
121233132 121332132 123123132
121322133 121333122

et dont la seconde résultera de la premidre en y permutant les éléments
2 et 3.

6.

Les suites circulaires que nous avons nommées auxiliaires étant soumises
encore & tne seconde condition, savoir 4 celle de présenter, sous la forme
de groupes de deux éléments consécutifs, les trois ambes 12, 13, 23, il nous
reste 3 exclure des suites circulaires que nous venons de représenter sous
forme rectiligne, toutes celles qui ne satisfont pas & cette condition. Si 'on
examine sous ce rapport le tableau (2) comprenant la premire moitié des
suites rectilignes, et que 'on tienne compte dans chaque suite de l'ambe
formé par les éléments extrémes, on trouvera sans peine que les suites &
en exclure sont

111223332 112123332 121221333
111232332 112221333 121333122
111233232 112333212

111233322

Or, d’une part, les suites résultant de celles-ci en y permutant les élé-
ments 2 et 3, devront étre exclus de la seconde moitié des suites recti-
lignes; car si un des ambes 12, 13, 23, ne se présente pas dans une suite,
son transformg — qui est semblablement un des ambes 12, 13, 23 — ne
52 présentera pas non plus dans la suite transformée. D’autre part, les suites
de la premitre moitié dans lesquelles les ambes 12, 13, 23 se présentent
tous les trois, se transformeront en des suites qui satisfont 3 la méme
condition; car les ambes 12, 13, 23 se transformant respectivement en 13,
12, 32, se retrouveront nécessairement dans les suites transformées. De ces
remarques il s’ensuit que les suites auxiliaires seront représentées en moitié
par les suites rectilignes:

la dernitre, en y faisant suivre I'avant-derniére, et ainsi de suite. — Quant aux huit suites
représentant le groupe (2, 2, 2), les suites résultant 1’une de I’autre se trouvent placées
sur Ja méme ligne horizontale.
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111222333
111223233
111223323
111232233
111232323
111233223
112122333
112123233
112123323
112132233
112132323
112132332
112133223
112133232
112133322
112212333
112213233
112213323
112213332
112312233
112312323
112312332
112313223
112313232
112313322
112231233
112231323
112231332
112321233

112321323
112321332
112331223
112331232
112331322
112223133
112232133
112233123
112233132
112322133
112323123
112323132
112332123
112332132
112333122
112223313
112232313
112233213
112233312
112322313
112323213
112323312
112332213
112332312
121212333
121213233
121213323
121213332

121312233
121312323
121312332
121313223
121313232
121313322
121231233
121231323
121231332
121321233
121321323
121321332
121331223
121331232
121331322
121223133

121232133

121233123
121233132
121322133
121323123
121323132
121332123
121332132
122123133
122132133
123123123
123123132
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et en moitié par celles qui en résultent en y permutant les éléments 2 et 3.

7.

Seconde partie. — Examen des cas ol les suites auxiliaires sont égales entre

elles, — Conséquence relative a la détermination de S.

Si les éléments 4, 5, 6, 7, trois fois répétés, sont intercalés dans une
suite auxiliaire de maniére & satisfaire aux conditions de la question, il en
résultera une suite circulaire que nous nommerons complétée. — Tout
groupe non interrompu d’éléments intercalés qui se trouve compris entre

Annali di Matematica, tomo V.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



74 Reiss: Sur le jeu du domino.

deux éléments d’une suite auxiliare sera nommé une intercalation. Les
intercalations sont ou simples ou multiples, selon qu’elles consistent dans
un seul élément ou en comprennent plusieurs.

Si l'on déduit de chaque suite auxiliaire toutes les” suites cemplétées
auxquelles elle donne lieu, on trouvera en méme temps le nombre S, en
ne prenant qu'une fois les suites complétées qui se présenteraient & plu-
sieurs reprises. Examinons donc s'il existe de telles suites, et cela étant le
cas, -combien de fois elles se rencontrent.

En admettant que deux suites complétées soient égales entre elles, il
deviendra évident, en les faisant coincider, qu’elles résultent de la méme
suite auxiliare et des mémes intercalations. Mais on voit en méme temps
que les 1 superposés ne peuvent pas y occuper le méme rang; car, dans
ce cas, chaque intercalation appartenant & I'une des suites, non seulement
appartiendrait aussi & 'autre, mais elle y aurait cn outre la méme position,
c'est-d-dire qu’elle serait appliquée & la méme distance du premier 1 de la
suite auxiliare commune. Les deux suites auraient donc la méme origine
sous tous les rapports, et la méme opération serait exécutée deux fois; ce
qui, comme il s’entend de soi-méme, ne doit pas avoir lieu. Il faut donc, si
néanmoins il y a coincidence, que le premier 4 de I'une des suites vienne
se superposer ou sur le second ou sur le troisiéme de l'autre; d’olt I'on
conclut, en faisant abstraction des éléments 4, 5, 6, 7, que la suite auxi-
liaire qui a servi & former l'une et l'autre suite, se trouvera coincider avec
elle-méme, quoique les 1 superposés soient de rangs différents. C’est donc
a cette condition que la suite auxiliaire doit satisfaire si I'on en peut dé-
duire des suites complétées égalcs entre elles. Il est exigé par 14 — que ce
soit du reste le second ou le froisitme 1 qui se trouve superposé sur le
premier — que les éléments contenus entre le premier et le second 1 ds la
suite auxiliaire soient les mémes et se suivent dans le méme ordre que
ceux qui séparent le second 1 du troisitme et celui-ci du premier; par con-
séquent les éléments intermédiaires seront au nombre de deux; de plus, ils
seront eux-mémes 2 et 3, et se présenteront dans l'ordre 23 ou 32, d’ou il
s’ensuit finalement que la suite auxiliaire sera

ou 3 1 ou 2 1
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et qu’aucune autre suite auxiliaire ne saurait donner lieu & des suites com-
plétées égales entre elles. Or, ayant déduit une telle suite de I'une ou de
l'autre des deux suites exceptionnelles, on en peut déduire en outre deux
autres qui lui soient égales, en y faisant avancer chaque intcrcalation de
trois ou de six places; car en superposant dans le premier cas le premier
1 de la suite primitive sur le second 1 de la suite dérivée, I'une coinci-
dera nécessairement avec l'autre, ce qui aura lieu de méme dans le second
cas, si 'on superpose le premier 14 de la suite primitive sur le troisiéme 1
de la suite dérivée. D’autre part, il est évident qu’il n’cxiste pas d’autre
suite égale & la suite primitive, puisqu’il n’y a pas d’autre mode de faire
coincider celle-ci avec une autre. On voit donc que les suites complétées
qui résultent des deux suites auxiliaires exceptionnelles seront trois a trois
égales entre elles, tandis que les suites auxiliaires seront toutes différentes
les unes des autres. De cette circonstance il s’ensuit directement que si
I'on connait le nombre des suites complétées qui résultent de chaque suite
auxiliaire, on trouvera la valeur de S, en faisant la somme de toutes ces
nombres, & l'exception de ceux qui se rapportent aux deux suites auxiliaires
signalées, en y ajoutant le tiers de la somme de ces derniers.

8.

Troisitme partie. — Des ambes allérés; des systemes d’ambes altérés, et
®’intercalations., — Formule pour déterminer S.

Chaque intercalation faisant partie d’'une suite complétée, s’y trouve com-
prise entre deux éléments (de valeurs différentes ou de méme valeur) qui
sont consécutifs dans la suite auxiliaire correspondante, et y présentent
un ambe que nous nommerons altéré, puisqu’il est le résultat d’une
altération de la suite complétée. Les neuf ambes des suites auxiliaires se
diviseront donc en ambes altérés et non altérés. Quant aux derniers, ils
seront généralement au nombre de trois; car, ainsi que nous I’avons déja
fait remarquer, les ambes 12, 13, 23, que présentent les suites complétées,
doivent se retrouver sans altération dans les suites auxiliaires. Le nombre
en question ne sera donc pas plus petit que trois, et il ne pourra pas &tre
plus grand, parce que les autres ambes que présentent les suites complé-
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tées contiennent au moins un des éléments 4, 5, 6, 7, et ne peuvent, par
cette raison, appartenir aux suites auxiliaires. De cette propriété générale
on conclut directement cette autre, que le nombre des ambes altérés, et
par conséquent aussi celui des intercalations, est généralement =6.

Si un des ambes 12, 13, 23 (les éléments étant pris dans ce sens ou
en sens inverse) ne se présente qu'une fois dans une suite auxiliaire, il
sera nécessairement un ambe non altéré; si au contraire, il s’y présente &
plusieurs reprises (dans le méme sens ou non), chacun de ces ambes de
méme composition pourra signifier 'ambe non altéré de cette sorte. Ainsi
donc, en admettant que les ambes 12, 13, 23 se présentent respectivement
l, m et n fois dans une suite auxiliaire donnée, celle-ci donnera lieu a
[.m-n suppositions différcntcs au sujet des ambes non altérés, et par con-
- séquent aussi au sujet des ambes altérés. On remarquera que dans ces
suppositions les ambes altérés, ainsi que les non altérés nc varient que de
position, et restent d’ailleurs les mémes quant aux éléments dont ils sont
formés. Nous désignerons donc sous le nom de systéme d’ambes altérés
de la suite auxiliaire donnée les six ambes altérés qu’elle presente,
pris dans un ordre arbitraire tant par rapport aux ambes eux-mémes, que
par rapport aux éléments de chaque ambe. Nous dirons aussi, en compa-
rant les ambes du systéme avec les ambes altérés donnés de position en
vertu d’unc supposition déterminée, que chaque ambe du systéme corre-
spond & un des ces ambes altérés, composé des mémes éléments et déter-
miné quant & sa position dans la suite auxiliaire. Cette correspondance sera
fixée d’ellc méme par rapport aux ambes qui ne se rencontrent qu'une fois
parmi les ambes altérés; si au contraire, un ambe s’y rencontre i plusieurs
reprises, elle pourra &tre établie & volonté de diverses manitres; nous sup-
poserons donc dans ce cas, que I'on fasse les conventions nécessaires pour
fixer les idées; de sorte que, quelque supposition que 'on admette au sujet
des ambes altérés, la correspondance de ceux-ci avec les ambes du systéme
se trouve généralement établie sans ambiguité.

Les suites complétées devant &tre conformes & celles que nous avons
définies dans I’énoncé de la quistion proposée (art. 2), il est nécessaire et
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il suffit que les intercalations qui servent & les former, satisfassent aux
conditions fondamentales que voici:

1:° que, prises ensemble, elles se composent de douze éléments, savoir
des éléments 4, 5, 6, 7, trois fois répétés;

2.0 qu’elles présentent une fois chacun des six ambes & éléments iné-
gaux que l'on peut former avec les éléments 4, 5, 6, 7, et qu’elles ne
présentent pas d’autre ambe;

3.9 que les éléments des intercalations qui viennent en contact avec
les éléments des ambes altérés forment avec ceux-ci les douze ambes qui
résultent de la combinaison de I'un des éléments 4, 5, 6, 7 aveec 'un des
éléments 1, 2, 3.

Et réellement, ces conditions remplies, les suites complétées se compo-
seront des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, trois fois répétés, et outre les 18
ambes dont il est question dans la seconde et la troisidme condition, elles
présenteront encore les trois ambes 12, 13, 23, et par conséquent tous les
ambes & éléments inégaux que l'on peut former avec 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Ce n’est comme on le voit, que la troisiéme condition fondamentale qui
a égard aux ambes altérés, et seulement en ce qui concerne les éléments
dont ils sont composés. La position des ambes altérés y étant indifférente,
on peut, pour déduire une suite complétée d’une suite auxiliaire proposée,
commencer par déterminer six intercalations qui, étant appliquées dans un
certain ordre au systdme d’ambes altérées de la suite auxiliaire, satisfassent
aux trois conditions fondamentales. Il faut remarquer & cet égard, que l'ordre
dont il est question ici, doit-8tre déterminé sous le double rapport de la
correspondance entre les ambes du systéme et les intercalations, et du sens
dans lequel il faut prendre ces derniéres, lorsqu'elles sont multiples.

Si l'on connait six intercalations de cette nature, et 1'ordre dans lequel
elles s’appliquent au systéme d’ambes altérés, on obtiendra une suite com-
plétée si, aprés qu’on a fixé la supposition & admettre au sujet des ambes
altérés, on applique & chaque ambe de cette sorte, que présente alors la
suite auxiliaire, la méme intercalation qu’a I'ambe du systéme qui Iui cor-
respond selon nos conventions; en ayant soin toutefois de I'y insérer dans
le m&me sens ou en sens inverse, selon que les ambes correspondants eux-
mémes observent le méme ordre d’éléments ou non.

Nous nommerons systéme d’intercalations applicable & un sy-
stéme proposé d’ambes altérés six intercalations quelconques qui 8’y
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appliquent conformément aux trois conditions fondamentales, I'ordre dans
lequel cela a lieu étant déterminé sous le double rapport mentionné. Deux
systémes d’intercalations composés des mémes intercalations, mais ditférents
quant & l'ordre dans lequel ils s’appliquent au systdme proposé d’ambes
altérés, doivent &tre considérés comme des systémes différents puisqu’ils
donnent lieu & des suites complétées différentes, lors méme que la suppo-
sition au sujet des ambes altérés ne subit pas de variation.

10.

Si parmi les quantités I, m et n ,une au moins est >1, de sorte que le
nombre des suppositions admissibles au sujet des ambes altérés et non alté-
rés soit supérieur & 1'unité, les suites complétées que I'on peut déduire de
la suite auxiliaire proposée, se diviseront en I-m.n groupes, selon la sup-
position qui y est en vigueur, et que I'on reconnaitra dans chaque suite
complétée en tenant compte de la position qu’y occupent les ambes 12,
13, 23. 11 est facile 4 voir que tous ces groupes comprennent le méme
nombre de suites. En effet, si 'on suppose connus tous les systémes d’in-
tercalations applicables au systéme d’ambes altérés de la suite auxiliaire
proposée, les suites complétées que 'on obtient par leur moyen, aprés qu’on
a fixée la supposition & admettre, appartiendront toutes au méme groupe.
Viceversa, quelque suite de ce groupe que l'on considére, les six inter-
calations qu’elle renferme, constitueront un systéme d’intercalations appli-
cable au systéme d’ambes altérés. On voit par 1a que le nombre de ces
systémes indiquera en méme temps cclui des suites comprises dans le groupe
en question, et par conséquent aussi dans tout autre groupe; d’ou il s’en-
suit que tous les groupes comprennent le méme nombre de suites. De 14
on est conduit & la conclusion suivante:

Les ambes 12, 13, 23 se présentant respectivement I, m et n fois
dans une suite auxiliaire, le nombre des suites complétées que 'on en
peut déduire équivaudra & [.m-.n fois le nombre des syst®mes d’in-
tercalations applicables au systéme d'ambes altérés de la méme suite
auxiliaire.

On remarquera que cette conclusion subsiste méme quand aucune des
quantités !, m et m ne dépasse pas l'unité.
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11.

Etant proposés une suite auxiliaire ét son systéme d’ambes altérés, sub-
stituons dans celui-ci au lieu de 1 un quelconque des éléments 1, 2, 3,
au lieu de 2 un quelconque des deux autres, et au lieu de 3 I'élément qui
reste disponible. Le résultat de cette permutation des éléments 1, 2, 3 sera
un systéme d’ambes transformés que nous nommerons, en abrégeant, le sy-
stéme transformé.

Tout systéme d’intercalations applicables au systéme proposé d’ambes
altérés, s’appliquera aussi dans le méme ordre au systéme transformé, En
d’autres termes, les conditions fondamentales étant remplies vis-a-vis du
premier systéme, elles le seront aussi vis-a-vis du second. Cela est évident
par rapport aux deux premiéres conditions qui ne concernent que la com-
binaison des éléments 4, 5, 6, 7, entre eux. Quant 3 la troisidme, les élé-
ments des intercalations venant en contact avee les éléments des ambes du
systéme proposé d’ambes altérés, formeront avec ceux-ci des ambes qui
seront par supposition, 14, 15, 16, 17, 24, 25, 26, 27, 34, 35, 36, 37.
En mettant le systéme transformé & la place du systéme proposé, les ambes
analogues & ceux-ci en résulteront, si l'on permute les éléments 1, 2, 3
de la m&me maniére que dans le systéme proposé. Mais cette permutation
reproduira évidemment les mémes ambes, & I'ordre prés. On voit donc que
dans le cas actuel, la troisidme condition ne sera pas moins remplie que
les deux autres.

On prouverait de la méme maniére que viceversa tout systéme d’in-
tercalations applicable au systtme transformé s’applique de méme au sys-
téme proposé¢; par conséquent, ces systtmes sont susceptibles des mémes
systémes d’intercalations, et & plus forte raison, du méme nombre de ces
systémes.

Si le systéme transformé est lui méme un systéme d’ambes altérés, se
rapportant comme tel & une autre suite auxiliaire, le produit /-m-n aura la
méme valeur & I'égard de cette seconde suite qu’a I’égard de la suite pro-
posée. Car, en rapportant primitivement & celle-ci les quantités I, m et n,
les ambes 12, 13, 23 se rencontreront respectivement [—1, m—1, n—1
fois dans le systéme proposé. Or, en permutant les éléments 1, 2, 3, on
permute en méme temps les ambes 12, 13, 23; par conséquent, les valeurs
de I—1, m—1, n—1, qui se rapportent au systéme transformé, résulte-
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ront des valeurs primitives de ces quantités, en permutant celles-ci d'une
certaine manidre; d’ou I'on conclut qu’en permutant de la méme manidre les
valeurs primitives de I, m, n, relatives & la suite proposée, les valeurs ré-
sultantes se rapporteront & l'autre suite. Mais cette permutation n’influe
que sur l'ordre des facteurs du produit [.m.n; la valeur de celui-ci sera
donc la méme dans l'un et l'autre cas.
En conséquence de ces propositions, et en égard & la conclusion déve-
loppée dans 'article précédent, on parvient sans difficulté & cette autre:
Lorgque les systémes d'ambes altérés de deux suites auxiliaires dif
férentes sont les mémes ou plus généralement, lorsqu’ils se trans-
-forment I'un dans l'autre par suitc d’une certaine permutation des élé-
ments 1, 2, 3, ces deux suites donneront lieu au mdme nombre de
suites complétées.

12.

Les suites auxiliaires qui ont cette propriété en commun, seront rangées
dans la méme catégorie. Pour effectuer la division de toutes les suites auxi-
liaires conformément & ce point de vue, nous n’en considérerons d’abord
que la premiére moitié, représentée dans le tableau (3) sous forme recti-
ligne. En désignant généralement par abc, une permutation quelconque
de 123, on vérifiera aisément la division suivante de ce tableau:

1. (aa aa bb bb cc cc)

suite syst. d’ambes altérés a | b l ¢

1 111222333 11 11 22 22 33 33 1 2 | 3

2. (aaaabbecbebe)

suite syst. d’ambes altérés a | b | ¢

111223233 11 11 22 33 23 23
111223323 11 11 22 33 23 23
111232233 11 11 22 33 23 23
111233223 11 11 22 33 23 23

> W
[
W W W
W W W o
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112122333

5 33 33 11 22 12 12 3 1 2
6 112133322 33 33 11 22 12 12 3 1 2
7 112212333 33 83 11 22 12 12 3 1 2
8 112213332 33 33 11 22 12 12 3 1 2
9 112223133 22 22 11 33 13 13 2 1 3
10 112333122 33 33 11 22 12 12 3 1 2
11 112223313 22 22 11 33 13 13 2 1 3
12 112233312 33 33 11 22 12 12 3 1 2
. (2o aa be be be be)
suite syst. d’ambes altérés | @ | b | ¢
1 111232323 11 11 23 23 23 23 1 2 3
2 121212333 33 33 12 12 12 12 3 1 2
3 121213332 33 33 12 12 12 12 |-3 1 2
. (@a bb cc ab ac bc)
suite syst. d’ambes altérés alb] e
1 112132233 11 22 33 12 13 23 1 2 3
2 112133223 11 22 383 12 13 23 1 2 3
3 112213233 11 22 33 12 13 23 1 2 3
4 112213323 11 22 33 12 13 23 1 2 3
5 112312233 11 22 33 12 13 23 1 2 3
6 112313322 11 22 33 12 13 23 1 2 3
7 112231233 11 22 33 12 13 23 1 2 3
8 112231332 11 22 33 12 13 23 1 2 3
9 112331223 11 22 33 12 13 23 1 2 3
10 112331522 11 22 33 12 13 23 1 2 3
11 112232133 11 22 33 12 13 23 1 2 1,3
12 112233123 11 22 33 12 13 23 1 2 3
13 112233132 11 22 33 12 13 23 1 2 3
14 112322133 11 22 33 12 13 23 1 2 3
15 112233213 11 22 33 12 13 23 1 2 3
16 112332213 11 22 33 12 13 23 1 2 3

Anmnali di Matematica, tomo V.
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5. aa bb ac ac be be)

suite syst. d’ambes altérés | o | b | ¢

1 | 112123233 | 11 33 12 12 82 32 | 1 | 3 | 2

2 | 112123323 | 11 33 12 12 382 32 | 1 | 3 | 2

3 ! 112182332 | 11 33 12 12 382 32 | 1 | 3 | 2

4 | 112133232 | 11 383 12 12 32 32 | 1 | 3 | 2

5 | 112312332 | 11 33 12 12 82 32 | 1 | 3 | 2

6 | 112313223 | 11 22 13 13 23 23 | 1 | 2 | 3

7 | 112231323 | 11 22 13 13 23 238 | 1 | 2 | 3

8 | 112321233 | 11 383 12 12 32 32 | 1 | 8 | 2

~9 112321332 11 83 12 12 32 32 1 3 2
10 | 112331232 | 11 33 12 12 32 32 | 1 | 8 | 2
11 | 112332123 | 1I 33 12 12 32 82 | 1 | 8 | 2
12 | 112332182 | 11 33 12 12 32 32 | 1 | 3 | 2
13 | 112232313 | 11 22 13 13 23 23 | 1 | 2 | 8
14 | 112322313 | 11 22 13 I3 23 23 | 1 | 2 | 3
15 | 112823312 | 11 33 12 12 32 32 | 1 3 | 2
-16 | 112332312 | 11 33 12 12 382 8 | 1 | 3 | 2
17 | 121812233 | 22 33 21 21 31 381 | 2 | 8 | 1
18 | 121313322 | 22 383 21 21 381 31 | 2 | 38 | 1
19 | 121331223 | 22 33 21 21 381 81 | 2 | 3 | 1
20 121331322 22 33 21 21 31 31 2 3 1
21 | 121223133 | 22 33 21 21 31 381 [ 2 | 8 | 1
22 | 121322133 | 22 33 21 21 381 381 | 2 | 3 | 1
23 122123133 22 33 21 21 31 31 2 3 1
24 | 122132133 | 22 33 21 21 31 81 { 2 | 3 | 1

6. (aa ab ac be be be)

. suite syst. d’ambes altérés a b | ¢

1 | 112132323 | 11 12 13 23 23 23 | 1 | 2 | 8

2 112312323 11 12 13 23 23 23 1 2 3

3 | 112318232 | 11 12 13 23 23 23 | 1 | 2 | 38

4 | 112321323 | 11 12 13 23 23 23 | 1 |2 | 8
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) 112323123 11 12 13 23 23 23 1 2 3
6 112323132 11 12 13 23 23 23 1 2 3
7 112323213 11 12 13 23 23 23 1 2 3
8 121213233 33 31 32 12 12 12 3 1 2
9 121213323 33 31 32 12 12 12 3 1 2
10 121312332 33 31 32 12 12 12 3 1 2
11 121313223 22 21 23 13 13 13 2 1 3
12 121231233 33 31 32 12 12 12 3 1 2
13 121231332 33 31 32 12 12 12 3 1 2
14 1 121321233 33 31 32 12 12 12 3 1 2
15 121321332 33 31 32 12 12 12 3 1 2
16 121331232 33 31 32 12 12 12 3 1 2
17 121232133 33 31 32 12 12 12 3 1 2
18 121233123 33 31 32 12 12 12 3 1 2
19 121233132 33 31 32 12 12 12 3 1 2
20 121332123 33 31 32 12 12 12 3 1 2
21 121332132 33 31 382 12 12 12 3 1 2
. (ab ab ac ac be be)
suite syst. d’ambes altérés a b ¢
1 121312323 12 12 13 13 23 23 1 2 3
Vo2 121313232 12 12 13 13 23 23 1 ° 3
3 121231323 12 12 13 13 23 23 1 2 3
4 121321323 12 12 13 13 23 23 1 2 3
5 121323123 12 12 13 13 23 23 1 2 3
6 121323132 12 12 13 13 23 23 1 2 3
7 123123123 12 12 13 13 23 23 1 2 3
8 123123132 12 12 13 13 23 23 1 2 3

Or, & chaque suite auxiliaire
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faisant partie de la premitre moitié en cor-
respornd une autre comprise dans la seconde, en ce sens que ces suites se
transforment 1'une dans Pautre, en y permutant les éléments 2 et 3; il est
visible, de plus, que la méme correspondance existera entre les systémes
d'ambes altérés de ces suites; mais la permutation de 2 et de 3 n’est autre
chose qu'une permutation particuliere de 123; par conséquent, les suites
auxiliaires correspondantes appartiendront & la méme catégorie, et le nombre
de suites qu'en comprend chacune sera le double de celui qu’y contribue
la premiére moitié.
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Quant au produit [-m-n qui a la méme valeur par rapport & toutes les
suites auxiliaires de la méme catégorie, il suffit de le déterminer en chaque
cas, & I'égard d'une seule; ce qu'on fera en établissant d’abord les valeurs
de 1—1, m—1, n—1, relatives & un quelconque des systémes d’ambes
altérés de chaque catégorie. De cette maniére on trouve:

cat. |l—1 |\m—=1ln—1[|l-m-n

D U & W W
W O O O
W W - AW O

© 0 O W o~

16
7 2 2 2 R

Si 'on désigne maintenant par [1] le nombre de systdmes d’intercalations
applicables & un systéme d’ambes altérés de la premiére catégorie, ou bien
au systéme général aaaabbbbcccec, et que l'on entende par [2], [3],...
les nombres analogues relatifs & la seconde catégorie, & la troisidme, et
ainsi de suite, la recherche précédente se résumera finalement ainsi qu’il suit:

la cat. 1 comprend 2 suites, chacune donnant lieu & 1[1]

» 2 » 24 » » » 3[2] ;j

> 3 » 6 » » » 5[3] | =2

» 4 » 32 » » » 8[4] §

» b » 48 » » » 9[5] »

» 6 » 42 » » » 16 [6] 5

« hi » 16 » » » 27[7] ”
13.

En appliquant ces résultats & ce que nous avons dit sur la détermination
du nombre S (voir la fin de l'art. 7), et en faisant attention que les suites
auxiliaires
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appartiennent 1'une et l'autre & la septidme catégorie, on parvient directe-
ment & la formule suivante :

S=2.[1]+24-3.[2] +6-5+[3] +32.8.[4]
+48.9.[5] +42-16-[6]+14%,-27-[7]
=2.[1] + 72-[2] + 30 - [8] +-256 - [4]
+432- [5] + 672 [6] +396 - [7].

Il nous reste donc & déterminer les quantités [1], [2],... ce qui exige une
discussion préalable des questions qui se rattachent aux systdmes d’inter-
calations.

14.

Quatridme partie., — Enumération des systdmes d’intercalations indépendants.

Un systéme d’intercalations applicable & un systéme d’ambes altérés ne
sera complétement déterminé, ainsi que nous l'avons déja dit, que si 'on
fixe la correspondance entre les ambes et les intercalations, et le sens dans
lequel chaque intercalation doit étre prise, lorsqu’elle est multiple. On peut
cependant concevoir les systémes d’intercalations sous un point de vue plus
général, en faisant abstraction de leurs rapports avec les systdmes d’ambes
altérés, ou, ce qui revient au méme, en ne tenant compte que des deux
premiéres des conditions fondamentales. Dans ce cas, la correspondance
entre les intercalations et les ambes est mise hors de question, et le sens
dans lequel on prend les intercalations multiples devient indifférent. Si done
deux intercalations sont l'une l'inverse de I’autre, il nous suffira d’en ad-
mettre celle dont ’'élément initial est inférieur 3 1'élément final, ou, si les
éléments extrémes sont égaux entre eux, celle dont le second élément est
inférieur & I'avant-dernier. Nous allons maintenant former le tableau complet
des systémes d’intercalations ainsi définis, que nous distinguerons par le
nom d'indépendants.

Les six nombres indiquant de combien d’éléments se composent les inter-
calations qui forment un systéme, seront nommés le systéme de nombres
de ce dernier, et les systémes d’intercalations indépendants qui s’accordent
sous ce rapport, seront rangés dans la mé&me classe. Or, la somme des six
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nombres constituant un systéme est invariablement =12, et les différentes
maniéres de partager le nombre 12 en six nomhres entiers, sont les suivants:

1. 222222 5. 422211 9. 531111
2. 322221 6. 432111 10. 621111
3. 332211 7. 441111 11. 711111;
4. 333111 8. 522111

par conséquent, il n’y a pas d’autres systémes de nombres que ceux-ci.
Mais il est aussi aisé de voir que le systéme 744441 ne saurait appartenir
d un systéme d’intercalations; car il n’existe pas d’intercalation & sept
éléments. En effet, une telle intercalation présenterait six ambes comme
groupes de deux éléments consécutifs, ambes qui seraient tous différents
les uns des autres, et seraient par conséquent 45, 46, 47, 56, 57, 67.
L’intercalation comprendrait donc aussi tous les éléments 4, 5, 6, 7, mais
de telle maniére qu’il y en elit au moins un qui ne s’y rencontrdt qu’une
fois; car dans le cas contraire, elle devrait se composer au moins de 2.4=38
éléments. Or, un tel élément, selon qu’il se trouve 3 'extrémité ou dans
Iintérieur de l'intercalation, ne serait en contact qu'avec un ou deux des
trois autres. L’intercalation ne présenterait donc pas tous les ambes pos-
sibles, ce qui est en contradiction avec notre premiére conclusion; par con-
séquent, il n’existe pas d’intercalation composée de sept éléments.

D’aprés cela, nous n’avons & considérer que dix systémes de nombres et
autant de classes de systdmes indépendants. La question revient donc &
déterminer pour chaque classe tous les systémes indépendants qui s’y rap-
portent. Afin d’y parvenir avec plus de facilité, nous chercherons d’abord
toutes les intercalations multiples, les conditions & remplir étant celles-ei:
1.° que les intercalations ne comprennent d’autres éléments que 4, 5, 6, 7;
2.° qu’elles ne présentent d’autres ambes que 45, 46, 47, 56, 57, 67, et
qu’elles n’en présentent aucune plus d'une fois; condition qui sera remplie
d’elle-méme, si l'intercalation ne comprend que des éléments différents les
uns des autres, et qui exige dans le cas contraire, que deux éléments égaux
soient séparés au moins par deux éléments intermédiaires.

15.

Quant aux intercalations & deux éléments, ils seront généralement de la
forme a/f, en entendant par a et 8 deux quelconques des éléments 4, 5,
6, 7, différents I'un de 'autre et tels que a soit inférieur a L.
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En désignant par ¢ et § les deux autres des quatre éléments, les inter-
calations A trois éléments seront généralement exprimées par

ay B

adp.
Quant aux intercalations & quatre éléments, il y a deux cas & distinguer;
I'un ou les éléments extrémes sont différents 'un de l'autre, le second ou

ces éléments sont égaux entre eux. Le premier cas donne lieu aux deux
formes

ayd3
adyf
ol @, B, v, ¢ ont la méme signification que ci-dessus; dans le second cas
on trouvera les formes )
ABCA
ABDA
ACDA
en entendant par A un quelconque des éléments 4, 5, 6, 7, et par B, C,
D les trois autres, mais tels que B soit inférieur & G, G inférieur & D.

Les intercalations & cing éléments préséntent les mémes cas; on trouvera
donc les formes

aByds ABDCA
aBdyp ABCDA
aydaf ACGCBDA
adyaf

Pour ce qui est enfin des intercalations 3 six éléments, on peut aisément
se convaincre 3 priori que le second cas est impossible; car si A est I'é-
lément initial, il ne pourra occuper simultanément ni la seconde ni la troi-
sitme place; s’il est aussi I'élément final, il ne pourra non plus occuper
ni la quatritme ni la cinquidme. Les quatre éléments intermédiaires ne
comprendront donc que B, G et D; ce qui exige qu'un de ces éléments,
p. e. B, soit répété, et se trouve par conséquent aux deux extrémitéds des
éléments intermédijaires. Or, les intercalations ABCDBA et ABDCBA
sont inadmissibles I'une et ’autre, puisqu’elles présentent deux fois 1’ambe
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AB. 11 ne reste donc que le premier cas & considérer qui donne lieu aux

formes
aByadf
aBdayp
ayBadpB
adBayB
ayBdapl
adByap.

En donnant maintenant & a, G, 7, 9, et & A, B, C, D toutes les valeurs
compatibles avec les restrictions que nous avons faites, savoir celles ci:

o B ¥ J A | B C | D

6

KNGOS K =Y

o 1 O a3 3

B O 0
ot

F NN

S S S =Y

o =1 -1 1

S Ol A W
S Ut O b
3 -3 O 3 O Ot

4 5

on trouvera sans difficulté le tableau suivant de toutes les intercalations
multiples ¢

2 6l 3 él. 4 éléments 5 éléments
45 465 4675 4564 45675 56476 45764
46 475 4765 4574 45765 56746 45674
47 456 4576 4674 46745 54756 46574
56 476 4756 5465 47645 57456 54765
57 457 4567 5475 46576 57467 54675
67 467 4657 5675 46756 57647 56475
546 5476 6456 45746 54657 64756
576 5746 6476 47546 56457 64576
547 5467 6576 47567 67457 65476
567 5647 7457 47657 67547 74657
647 6457 7467 45647 64567 74567
657 6547 7567 46547 65467 75467
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6 éléments

456475 475467 574567
457465 476457 576547
465475 457467 547567
475465 467457 567547
465745 457647 547657
475645 467547 567457
405476 564576 674657
467456 567546 675647
456476 546576 647657
476456 576546 657647
456746 546756 647567
476546 576456 657467

16.

Il nous sera maintenant trés facile de former tous les systémes indépen-
dants compris dans une classe quelconque. Voici d’abord le procédé pour
en trouver les intercalations multiples.

En admettant que le systtme respectif de nombres contienne % nombres
supérieurs 3 l'unité, soit I/, m,... p, on combinera entre elles toutes les
intercalations & 7, & m,... & p éléments que nous venons d’énumérer, en
formant les combinaisons avec une intercalation de chaque espdce, et en
étendant cette opération sur toutes les combinaisons qui ne présentent
qu'une fois le méme ambe. Toutes les combinaisons que l'on obtient par
la, seront sans exception propres 3 la formation de syst®mes indépendants.
Pour g’en assurer & priori, il suffit de prouver qu’elles présentent inva-
riablement six ambes, et qu’elles ne renferment le méme élément plus de
trois fois. Quant au nombre des ambes, il est d’abord

I—1+m—14ecedp—I=l4+mi--+p—Fk;
car toute intercalation multiple présente un ambe de moins qu’elle ne con-

tient d’éléments. De plus, en désignant par k, le nombre des intercalations
simples, on a

k+k =6; l—l—m+...+p+kl:12
Annali di Matematica, tomo V. 12
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et par conséquent
I+m+ o +p—k=12—6=6;

ce qui prouve le premier point. En second lieu, ces six ambes étant 45,
46, 47, 56, 57, 67, chacun des éléments 4, 5, 6, 7 s’y trouvera combiné
avec les trois autres; il faut donc ou qu'il se rencontre une fois dans I'in-
térieur d’une intercalation, et une fois & I'extrémité de la méme ou d’une
autre, ou qu’il occupe trois fois une place extréme. De 134 on conclut que
tout élément sera contenu ou deux ou trois fois dans une combinaison;
ce qui prouve le second point, et nous fait voir en méme temps qu’on
complétera les systémes d’intercalations en ajoutant aux combinaisons comme
intercalations simples tous les éléments qui n’y sont contenus que deux
fois. En suivant la marche que nous venons de tracer, on parviendra au
tableau suivant des systémes indépendants:

T (222222)
1 | 45 46 47 56 b7 67

II. (322221)

1 | 465 45 47 57 671 6 7 | B46 47 56 57 67 4
2 | 415 45 46 B6 61 7 8 | 576 45 46 47 56 7
3 | 456 46 47 57 67 5 9 | 547 46 56 57 67 4
4| 476 45 46 56 BT T 10 | 567 45 46 47 57 6
5 | 457 46 47 56 67 5 11 | 647 45 56 57 67 4
6 | 467 45 47 56 57 6 12 | 657 45 46 47 67 5
IIT, (332211)
1 | 465 475 45 67 6 7 10 | 456 476 46 57 5 7
o | 465 476 45 BT 6 7 11 | 456 467 47 57 5 6
3 | 465 457 47 67 5 6 12 | 456 516 46 47 5 7
4 | 465 576 45 47 6 7T 13 | 436 647 57 67 4 5
5 | 465 547 B7 67 4 6 14 | 476 457 46 56 5 7
6 | 415 4356 46 67 5 T 15 | 476 546 56 57 4 7
7 | 4715 467 45 56 6 7 16 | 476 657 45 46 5 7
g | 475 B46 56 67 4 7 17 | 437 467 47 56 5 ¢
9 | 4713 567 45 46 6 7 18 | 457 567 46 47 5 6
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647
547
657
576
567
657

476
576
456
546

45
45
46
45
46
45
46
45
47
45
47
46

456
547
457
546
465
647
467

56
56
45

457
547
467
567
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56
46
57
47
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57
47
56
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7 13
7 14
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9 47567
10 47657
11 456147
12 46517
13 56476
14 56746
15 54756
16 57456
17 57467
18 57647
19 54657
20 56457
21 67457
22 67517

1 45675

2 45765
3 46745

4 47645
5 46576
6 46756

7 45746
8 47546
9 47567
10 47657
11 45647
12 46547
1 456475
2 457465
3 465475
4 475465
5 465745
6 475645
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13 475467 56 4 5 6 7 25 574567 46 4 5 6 7
14 476457 56 4 5 6 7 26 576547 46 4 5 6 7
15 457467 56 4 5 6 7 27 547567 46 4 5 6 7
16 467457 56 4 5 6 7 28 567517 46 4 5 6 7
17 457647 56 4 5 6 7 29 547657 46 4 5 6 7
18 467547 56 4 5 6 7 30 567457 46 4 5 6 7
19 564576 47 4 5 6 7 31 674657 45 4 5 6 7
20 567546 47 4 5 6 7 32 675647 45 4 5 6 7
21 546576 47 4 5 6 7 33 617657 45 4 5 6 7
22 576546 47 4 5 6 7 34 657647 45 4 5 6 7
23 546756 47 4 5 6 7 20 647567 45 4 5 6 7
24 576456 47 4 5 6 7 36 657467 45 4 5 6 7

17.

Cinguidme partie. — Des systemes dérivés et auxiliaires. Méthode qui en dé-
coule pour déterminer les quantités [1], [2],...

Dans le nombre des systdmes d'intercalations indépendants se trouvent
nécessairement tous ceux qui, étant pris dans un certain ordre, deviennent
applicables & un systéme d’ambes altérés. Pour juger dans un cas donné,
quels sont ces systémes, il faut avoir recours & la troisiéme condition fon-
damentale. Or, cette condition, en tant qu’elle concerne les intercalations,
ne tient compte que des éléments qui viennent en contact avec ceux des
ambes altérés. Il convient donc, sous ce point de vue, d’indiquer chaque
intercalation, multiple ou simple, par ces deux éléments caractéristiques;
I'un étant celui par lequel elle touche le premier élément de 1’ambe altéré
correspondant, l'autre celui par lequel elle en touche le second. Ce seront
les éléments extrémes de V'intercalation, si celle-ci est multiple; si elle est
simple, ils consisteront 'un et I’autre dans I’élément dont l'intercalation est
formée, puisque cet élément se trouve alors en contact et avec le premier
et avec le second de 'ambe altéré correspondant.

Les deux éléments caractéristiques d’une intercalation seront considérés
comme formant un ambe, et les six ambes de cette nature, qui indiquent
les intercalations constituant un systéme (indépendant ou déterminé quant
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4 son ordre), en seront nommées le systéme dérivé. D’autfre part, nous
entendrons par systéme auxiliaire applicable & un systéme proposé
d’ambes altérés six ambes quelconques qui, ne comprenant d’autres
¢léments que 4, 5, 6, 7, s’y appliquent dans un certain ordre, conformé-
ment & la troisiéme condition fondamentale. Cet ordre sera fixé en chaque
cas, non seulement sous le rapport de la correspondance entre les ambes
altérés et ceux du systéme auxiliaire, mais aussi relativement au sens dans
lequel on prend ces derniers; chaque élément d'un de ces ambes devant
¢tre de méme rang que 1’élément contigu de I’ambe altéré correspondant.

Si dans le nombre des systémes auxiliaires applicables & un systéme
d’ambes altérés proposé, il s’en trouve un dont les ambes soient en méme
temps ceux du systéme dérivé d'un systéme indépendant, celui-ci deviendra
applicable au méme systéme d’ambes altérés, si 'on en détermine Il'ordre
analoguement & celui du systéme auxiliaire en question. A cette fin, il faut
substituer & chaque ambe une intercalation qu’il indique, et prendre chaque
intercalation multiple dans un sens tel que son élément initial s’accorde
avec le premier, son élément final avec le second élément de 'ambe qu’elle
remplace.

Il faut remarquer quant & cet ordre, que la substitution des intercalations
s’accomplira sans ambiguité, si tous les ambes du systdme auxiliaire (ou
dérivé) sont différents les uns des autres; si au contraire, plusieurs de ces
ambes sont égaux entre eux (qu'il soient d’ailleurs pris dans le méme sens
ou non), les intercalations qu’ils indiquent et qui les doivent remplacer, pour-
ront &tre permutées entre elles de toutes les maniéres possibles. On se con-
vaincra du reste, par l'inspection du tableau de l'article précédent, que
dans aucun systéme indépendant, plus d’'un ambe caractéristique n’appar-
tienne & plusieurs intercalations, et que par conséquent, le systéme auxi-
liaire ou dérivé duquel il s’agit, ne saurait contenir plusieurs fois qu'un
seul ambe.

Il faut remarquer en second lieu, que, la substitution des intercalations
accomplie, le sens de toute intercalation multiple sera déterminé sans am-
biguité, lorsqu’elle est & éléments extrémes inégaux. Dans le cas contraire,
I'ambe qu’elle remplace se composera de deux éléments égaux, et ne sera
plus propre & en fixer le sens; l'un et 'autre seront donc alors également
admissibles.

Ces remarques nous font voir qu’en certains cas l'ordre du syst®me in-
dépendant pourra se déterminer de diverses manidres, tout en restant ana-
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logue & celui du systdme auxiliaire. Or, chacune de ces manidres se rap-
porte & un autre systtme d’intercalations applicable au systéme d’ambes
altérés proposé (voir la fin de I’art. 9). Si donc on admet en général,
qu'un systtme indépendant renferme L intercalations possédant le méme
ambe caractéristique, et que l'on désigne par M le nombre de ses inter-
calations multiples & éléments extrémes égaux, la valeur de L étant selon
lIe cas, 1, 2 ou 3, et celle de M, 0 ou 4, on parvient & la conclusion
suivante qui embrasse tous le cas qui peuvent ici venir en considération:
En admettant que les ambes d’un certain systdme auxiliaire appli-
cable & un systéme d’ambes altérés proposé soient ceux du systéme
dérivé d’'un systéme indépendant, et que les valcurs de L et de M
relatives & ce dernier soient 2 et w, celui-ci donnera lieu & 1.2... 4.2
systémes d’intercalations différents, applicables au systéme d’ambes
altérés proposé, et s’y appliquant tous dans un ordre analogue & celui

du systéme auxiliaire en question.

18.

Si les ambes de ce systéme auxiliaire sont ceux d’un systéme dérivé
commun & plusieurs systtmes indépendants, la conclusion précédente se
rapportera & chacun de ces derniers, en y déterminant convenablement les
valeurs de L et de M. Or, la valeur de L y sera évidemment la méme,
tandis que la quantité M y possédera, généralement parlant, des valeurs
différentes. On est donc conduit & cette autre conclusion:

A tout systéme auxiliaire applicable & un systéme d’ambes altérés
proposé correspondra un nombre déterminé de systémes d’intercalations
s’appliquant au systéme proposé dans un ordre analogue. Ce nombre
dépendra, en chaque cas, de la quantité et de la nature des systémes
indépcndants qui ont les ambes du systdme auxiliaire respectif pour
systéme dérivé; il sera =0, 'l n’existe’ pas de tels systémes indé-
pendants; si au contraire, il en existe un ou plusieurs, et que la
quantité L y posséde la valeur (commune) 4, la quantité M les valeurs
¢, ¢,... le méme nombre sera exprimé par

1.2 22" 112, 2.2 o= 1.2, ALY + 2 4. ]=P;

formule qui comprend autant de termes qu’il y a de systémes indé-
pendants qui s’y rapportent,
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Il importe d’ajouter la remarque qu’a deux systémes d’intercalations dif-
férents correspondent des systémes d’intercalatioms différents. Cela est évi-
dent si les ambes de ces systémes auxiliaires ne sont pas les mémes, et
constituent, par conséquent, des systémes dérivés différents. Dans le cas
contraire, les deux systémes auxiliaires, puisqu’on les suppose différents,
le seront quant & l'ordre; par conséquent, tout systéme d’intercalations
correspondant & l'un différera de ceux qui correspondent & 'autre.

Il n’est pas moins aisé de voir que tout systéme d’intercalations appli-
cable au systéme d’ambes altérés proposé, doit correspondre & un systime
auxiliaire qui s’y applique. En effet, quel que soit ce systéme d’intercala-
tions, son systéme dérivé pris dans un ordre analogue au sien, satisfera a
la troisitme condition fondamentale, et sera par conséquent un systéme
auxiliaire. C’est donc & celui-ci que correspondra le systéme d’intercalations
en question.

Il s’ensuit de ces remarques jointes & la dernidre conclusion, que l'on
obtiendra tous les systémes d’intercalations applicables au systéme d’ambes
altérés proposé, en réunissant tous ceux qui correspondent aux différents
systémes auxiliaires applicables au méme systtme d’ambes altérés. Il suffit
donc, pour trouver le nombre des premiers, d’exécuter les opérations sui-
vantes :

1.° de désigner les systémes dérivés et les valeurs de L et de M pour
tous les systémes indépendants que nous avons énumérés; d’'indiquer rela-
tivement 3 chaque systéme dérivé différent, les systdmes indépendants qui
I'ont en commun, et la valeur de P qui en dépend;

2.° de former le tableau de tous les systémes auxiliaires applicables
au syst®me d’ambes altérés proposé, d’en exclure ceux dont les ambes ne
constituent pas de systéme dérivé, et de désigner pour chacun des autres
la valeur de P dépendant du systtme dérivé particulier qui s’y rapporte.
La somme de tous ces nombres sera le nombre cherché.

-

Il s’agira donc maintenant, pour déterminer les quantités [1], [2],...,
d’exécuter ces opérations relativement aux différents systémes d’ambes al-
térés; ce qui n’exige, dans chaque catégorie, que la considération d’un
seul systéme, que nous supposerons partout &tre le systéme général (en
a, b, c).

Annali di Matematica, tomo V. 13
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19.

Sixiéme partie. — Détermination des quantités [1], [2],..., de 8, ete.

Premiére opération. — Nous diviserons les systémes dérivés par caté-
gories, en comprenant dans chacune tous ceux qui se transforment les uns
dans les autres, par suite de certaines permutations des éléments 4, 5, 6,
7. En désignant généralement une telle permutation par ABCD, et en
dénotant chaque systtme indépendant par deux chiffres, le premier ayant
rapport A sa classe, le second au rang qu’il y occupe, on trouvera d’abord
le tableau suivant de tous les systémes dérivés différents, divisés d’apreés
leurs catégories, avec l'indication des systtmes indépendants auxquels ils
appartiennent, et des valeurs respectives de L et de M:

JAB AC AD BC BD CD...L=1, M=0
" 45 46 47 56 H51 67...1,1

AB AB AGC BC DG DD...L=2, M=0
o —

1

> 5 45 41 57 61 66...1I,1
5 45 46 56 6 TT...I,2
46 46 47 67 57 55...1I, 3
6 46 45 65 B T7...1I, 4
AT 47 46 6 56 55...10, 5
47 471 45 75 65 66...11, 6
56 56 57 67 47 44...II, 17
56 56 54 64 T4 77...1I, 8
57 57 56 16 46 44...1I,9
57 57 54 T4 64 66...1I, 10
67 61 65 T5 45 44...1II, 11
67 67 64 T4 B4 B5...1TI, 12

AB AB AB CD CG DD...L=3, M=0

45 45 45 67 66 T7...1II,1
46 46 46 b7 bB5 T7T...III, 10
47 47 47 B6 b5 66 ... III, 17
56 66 56 47 44 77...1II, 22
57 57 57 46 44 66 ...1I1I, 27
67 67 671 45 44 b65...1l, 30

3.°
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AB AB AC BD CC DD...L=2, M=0

45 45 46 57 66 T7..
45 45 47 b6 U7 66.
46 46 45 67 B T.
46 46 47 65 1T 55 .
47 47 45 176 55 66..
47 47 46 75 66 B5..
56 56 54 67 44 77.
56 56 57 64 77T 44...
57 57 b4 76 44 66 ..
57 57 B6 174 66 44..
67T 67 64 5 44 B55..
67 67 65 T4 b5 44..

AB AC AD BB CC DD..

45 46 47 bB5 66 77 ..

B4 56 5T 44 66

64 65 67 44 55 TT. ..

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

T7...

IR, 9 ....V,2

LI 4,7 ...V, 1

LI 6, 16). ...V, 4

LI (12,14 ...V, 3

LI, 2D....V, 86

LIIQ1,18) ...V, 5

LI (8, 26). ...V, 8
11 (15,25 ...V, 7

LI 5, 29). ...V, 10

LI (20,23) ...V, 9

LIID (18,28 ...V, 12

LIII (19, 24) ...V, 11

. L=1

IV L, 8 e e e M=0
V8 21, 24) . v v v e e M=1
VI,35 791D ..., M=0
VI (1,2,56,910) « oo v v un. M=0
A S M=0
V15,20, 23 v v v vh e M=1
VI 2, 4, 13, 16, 17, 20). . . . . . e . M=0
VIII 3, 4,13, 14, 17, 18) . . . ... .. M=0
IV By ) v vt e e it et eneeeens M=0
Va4, 17,22, .. v v it v v v v vn e M=1
VI®6,8 14,15, 21, 241 v . v v .. M=0
VIII (7, 8,15, 16, 21, 22). v« v v v v . . M=0

IV (7, 8 e e M=0
VA3 16,19, oot v e et ee e M=1
V1 (10, 12, 18,19, 22, 23). . . . .. .. M=0
VIII (11, 12, 19, 20, 23, 24) . . . . . . . M=0
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AB CD AA BB CC DD...L=1

6.2
45 67 44 55 66 17 v (25’ 28, 33, 34, 37, 42 M=1
T 43, 48, 51, 52, 57, 60) -

VIIQA, 2 ...... J . M=0
VIIL (27, 80, 31, 34). « v v v v v v v v nn M=1
1X (1,2,8,4,21,22,23,24) . ..... M=0
(1’ 23 4,56 N P M=0

31, 32, 33, 34, 35, 36

26, 30, 31, 35, 39, 41
46 57 44 66 55 TV...VI| 7T Tm . ) ...... M=1

(44, 46, 50, b4, 55, 59 ’

VIEGB, 4) e oo evenennn R, M=0
VIII (26, 28, 33, 35)e ¢ o v v a0 v o e v M=1

IX 5, 6,7, 8, 17, 18,19, 20) » o . . . . M=0

7, 8, 9, 10, 11, 12
c e e s e s M=0
25, 26, 27, 28, 29, 30
27, 29, 82, 36, 38, 40°
47 56 44 77 55 66...VI| '’ oo e M=
45, 47, 49, 53, 56, 53
VIIG, 6) oo enenvennn c e  M=0
VIIL (25, 29, 82, 86) o e v v v v e v w M=1
1X (9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16). . . . M=0
13, 14, 15, 16, 17, 18 =0
19, 20, 21, 22, 23, 24) " ° “T

Quant aux valeurs de P qu'il faut ajouter & ce tableau, pour compléter
la premiére opération, il est aisé de reconnaitre qu’elles sont constantes
pour tous les systémes dérivés appartenant & la méme catégorie. Il suffit
done, en chaque cas, de la calculer pour un seul; ce qui nous donne:

catégorie P

AB AGC AD BC BD CD
AB AB AD BD (CD (GG
AB AB AB CD CG DD
AB AB AG BD CCG DD
AB AG AD BB (CG DD }20
AB CD AA BB CCG DD | 54

SN =

o T 0 P
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20.

Si dans I'une ou l'autre des formes générales qui caractérisent les diffé-
rentes catégories, on substitue une permutation quelconque de 4567 au
lieu de ABCD (*), le systtme d’ambes résultant, pris dans un ordre con-
venable, sera dans tous les cas un des systtmes dérivés de la catégorie
respective que nous venons d’énumérer. Il s’ensuit de cette observation,
qu’il est du reste aisé de vérifier, que tout systdéme auxiliaire que I'on peut
ranger sous une de ces formes générales, en en changeant convenablement
lordre, constitue par ses ambes un systéme dérivé. La valeur de P relative
& un tel systtme auxiliaire, est donc celle qui se rapporte & la forme gé-
nérale qui le comprend. Cette conclusion s’étend facilement & tous les sy-
stémes auxiliaires en général, en y comprenant ceux qui ne se rangent
sous aucune des formes générales mentionnées, et dont les ambes, par con-
séquent, ne constituent pas de systéme dérivé. En effet, on peut concevoir
de tels systémes auxiliaires comme étant compris sous d’autres formes
générales, et I'on peut dire de celles-ci que la valeur de P qui s’y rap-
porte est =0.

Pour faciliter la recherche de la valeur de P qui convient & un systéme
auxiliaire, nous ferons remarquer que l'on peut réunir en une seule la troi-
sitme et la quatritme catégorie des systtmes dérivés, puisque la valeur
de P est dans l'une et l'autre =6. Cette réduction faite, les différentes
catégories se distingueront les unes des autres par le nombre d’ambes 2
éléments égaux renfermés dans les formes générales qui les caractérisent.
Or, en faisant attention que les systémes auxiliaires doivent contenir trois
fois chacun des éléments 4, 5, 6, 7, on se convaincra sans difficulté que
tout systéme auxiliaire possédant un ou plusieurs ambes & éléments égaux,
se range nécessairement sous une des six formes générales mentionnées,
et appartient par conséquent & une des catégories respectives, savoir 2
celle qui posseéde le méme nombre d’ambes & éléments égaux. Quant aux
systémes auxiliaires qui ne contiennent que des ambes & éléments inégaux,
ceux qui se composent des six ambes 45, 46, 47, 56, 57, 67, appartiendront

(*) 11 est superflu d’ajouter que par l'expression « substituer une permutation & une
autre » nous entendons qu'd chaque élément de la seconde soit substitué 1'élément de
méme rang de la premiére.
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évidemmeént & la forme générale AB, AC, AD, BC, BD, CD, c¢’est-d-dire,
4 la premiére catégorie, tandis que les autres n’appartiennent 4 aucune et
sont par conséquent les seuls dont les ambes ne constituent pas de systtme
dérivé. D’aprés cela, il nous sera trés facile de déterminer la valeur de P
relative & un systéme auxiliaire quelconque. Il n’y a, en effet, qu’a procéder
d’aprés les indications du tableau qui suit:

Cas P

. moins de six ambes différents . .. .
. six ambes différents. ... ... ...

Point d’ambes & (1
2
3. un ambe 3 éléments égaux. .. ...
4
)
6

éléments égaux.

. deux ambes & éléments égaux. . .
. trois ambes & éléments égaux . . . .
. quatre ambes & éléments égaux. . .

ot N
B O O WO

21.

Seconde opération. — Pour désigner un systéme auxiliaire «,3,, @,0,,...
applicable & un systéme d’ambes altérés général a,b,, a,b,,... et tenir
compte en méme temps de I'ordre dans lequel il &’y applique, nous ferons
usage de la notation suivante:

a,b, ab, aby ab, ab, agb

a B, a,8, a8y o8, o8, @l

en placant les uns sous les autfres les ambes correspondants, et en en
faisant de méme de leurs éléments contigus.

Les systémes auxiliaires ne devant satisfaire qu'a la troisime condition
fondamentale, il est nécessaire et il suffit & leur égard, que chacun des
éléments 4, 5, 6,7 se trouve une fois en contact avec chacun des éléments
1, 2, 3 ou a, b, ¢; c’est-d-dire, d’aprés notre notation, que chacun des
premiers se trouve une fois sous chacun des seconds; ce qui est généra-
lement possible, puisque tous les systémes d’ambes altérés généraux con-
tiennent quatre fois chacun des éléments @, b, c. Si donc on dénote par
aByd, a b,y 0, et a,0,7,0, des permutations quelconques de 4567, et
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que l'on en assigne la premiére aux a, la seconde aux b, la troisiéme aux
¢, tout systéme auxiliaire applicable & un systtme d’ambes altérés géneral

sera exprimé, selon le cas, par 'un ou l'autre des systémes généraux que
voici :

aa aa bbb bb cce ce

1 alB y0 a B, 7,0, a8, ¥50;
o 2000 bb ce bec  be
CafB yd aB, a,b, v,v, 90,0,
g 20 aa be be bec  be
Caf yd aay BB, v.vs 9,0
L 00 bb cc ab ac be
afB af, a,B, vy, Oys 0,0,

. _aa bb ac ac be be
T af o,B, ya, 08, v,vs 9,0,
L ab ac be bec be
T afl ya, da, B,8, 9,7, 9,9,
7 ab ab ac ac be be

aa, BB, ya, 08, y,y, 9,9,

De ces systémes généraux se déduiront donc les tableaux complets des
systémes auxiliaires, si 'on y substitue successivement toutes les permu-
tations de 4567, tant au lieu de aByd, quau lieu de a,B3,y,9, et de
@,8,7,8,; d’olt résulteront en chaque cas 24.24.24 combinaisons de per-
mutations, et autant de systémes auxiliaires différents les uns des autres.

Au lieu de procéder de cette manitre, on peut aussi substituer d’abord
toutes les permutations de aByd & «,B,v,9, et a,B,y,9,; d’ou résulteront
en chaque cas 24.24 systémes auxiliaires en a, 8, v, J, dans lesquels il
s'agirait, en second lieu, de remplacer a/Zyd par toutes les permutations
de 4567. Mais il est &vident que les 24 systémes auxiliaires qui se dédui-
sent de 1'un quelconque de ces systdmes en a, 5, ¥, 6, sont tous compris
sous la méme forme générale, savoir sous celle qui comprend ce systéme
lui-m8me, La valeur de P y sera donc constante, d’ou I'on conclut que T’on
satisfera & la seconde opération en ne formant, en chaque cas, que le tableau
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des systdmes auxiliaires en a, 8, ¥, &, et en multipliant par 24 le nombre
qui en résulte, savoir la somme de tous les P qui s’y rapportent. Ce procédé
s’applique indifféremment & tous les systémes auxiliaires généraux; chacun
admet en outre un procédé particulier servant 3 réduire encore plus le
nombre de systdmes auxiliaires & considérer. C’est ce qui résultera de la
discussion spéciale des différents cas que nous faisons suivre.

22.

aae aa bbb bb cc ce

1. -
af ?’6 @ B, 7161 a, B3, 7262'

Dans ce cas on peut éviter tout-a-fait la formation du tableau, En effet,
puisque tous les ambes af, ¥9, a,B3,, ¥,0,, «,3,, v,0, sont & éléments
inégaux, il suffit de considérer les systdmes auxiliaires, dans lesquels ces
ambes sont en méme temps différents les uns des autres, et sont par con-
séquent aB, ay, ad, By, B3, yd. Cela étant le cas, les ambes a,B,, 7,9,
a,03,, 7,9, s'accorderont avec afy, ad, By, £9; par conséquent, les ambes
qui se rapportent aux deux bb seront ou ay et B9, ou ad et Sy, tandis
qu'aux deux cc se rapporteront dans le premier cas ad et By, dans le se-
cond ay et £J. Quant aux ambes qui se rapportent aux deux bb, il est
évidemment permis de les permuter entre eux; de plus, chacun de ces
ambes est admissible dans un sens ou dans l'autre; il y a donc 2.2.2=38
manieres différentes de les rapporter aux deux bb, et il y en a évidemment
autant de rapporter aux deux cc les deux autres des quatre ambes ay,
ad, By, B3. On conclut de 13 que dans chacun des deux cas les systeémes
auxiliaires en «, 3, v, d, que nous avons & considérer, sont au nombre de
8.8=64. Le nombre total de ces systémes sera donc 2.-64=128. Pour ce
qui est enfin des valeurs de P relatives & ces systdmes, elles y seront con-
stantes, savoir =—=1; le nombre résultant du tableau en o, &, 7, d sera donc
dans le cas actuel =128, et 'on aura

[1]=24 128 =3072.
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9. aa

aa bbb

23.

ce be

be

aB yd afBy By yiys 9,9,

105

Le rang des éléments a, 8, 9, § étant fixé suivant l'ordre aByJ, soient
o, By, et o/yB8,y,¥, deux permutations quelconques de aByd, mais
telles que o/, soit inférieur en rang & £/, ¢/, inférieur & &,, et o/, infé-
rieur & £/,. Cela admis, le systtme général que nous avops en vue, se
décomposera en huit autres, savoir en

aa aa bb cc be be

aB yd o\B, o0 ¥y, 97,
af yd o\B, o B, ¥y, 7.9,
aB yd o\B, £, oy 7y Ys 5,1 8’2
aB 9 o By Blyd, 8/1 s Y\ 8,2
aB yd PBLo, o,B, ¥, ¥,
aB y8 B, o«,3, &9, oY,
alB yd Bd, By oYy 8,9,
aB yd (Bha/, G4, ¥, s s 3/2

dans chacun desquels les

valeurs qui sont:

permutations o/, B,y ¥, et o/,5,5/,&, devront
¢tre remplacées successivement par toutes leurs valeurs, c’est-a-dire, par
toutes les permutations de aByd, compatibles avec les restrictions établies;

I B 8§
a11817181

aflyd
ay B39
adBy
Byad
Bday
ydapB

a',2/3 ,2 7’2 8,2
aByd Byad
alBdy Byda
ayf8  Blay
aydB Bdya
adly  ydaf
adyB  ydfa

On peut ici remarquer que la permutation o,5/,8,9/, a les mémes va-
leurs que of,8,9/,%,; il est donc permis de permuter entre eux y/, et &,
ce que nous ferons dans chacun des huit systémes olt 3/, et ¢/, ont changé
de place; par suite de quoi tous ces systémes se trouveront composés des
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mémes ambes. On en conclut que les systdmes auxiliaires en a, G, ¥, 9,
qui se déduisent de deux quelconques des huit systémes, sont respective-
ment compris sous les mémes formes générales. La quantité P y présentera
par conséquent la méme suite de valeurs, ce qui nous permet de ne former
que le tableau déduit d’un seul, p. e. du premier, sauf & multiplier par 8
le nombre qui en résulte. Par la, le nombre des systtmes en «, £, ¥, )
que nous avons & considérer, se trouve réduit de 24.24 3 6.12; réduction
que I'on poussera encore plus loin, si 'on a recours aux considérations
suivantes :

" En fixant les valeurs des ambes a, 5, et a,8,, et en admettant de plus
que 5, soit inférieur & J,, on détermine en méme temps deux systdmes
auxiliaires en @, 8, v, 0 qui sont, en se servant de la notation générale:

aa aa bb ce be be

af 78 a, B, @l V172 8182
af 7’8 o, B, a,, 9’182 8172

et que nous désignerons en conséquence par («,05,, a,05,); le premier ambe
étant supposé correspondre & bb, le second & cc. Si les ambes «, B, et
a,5, sont bien ordonnés, c’est-d-dire, si les éléments inferieurs y occupent
le premier rang, les systémes (a,83,, @,0,) appartiendront au tableau qui
se déduit du premier des huit systémes généraux énumérés ci-dessus. Ce
tableau se partage par conséquent, en 36 groupes qui résultent de (a,0,,
o,3,) en y mettant successivement af, ay, ad, By, £9, yd tant i la place
de a,B, qua celle de a,f3,.

Si dans un de ces groupes on remplace afByJd par une quelconque de
ses permutations, il se transformera en deux autres systémes respectivement
compris sous les mémes formes générales. Or, les ambes a8 et yJ ne chan-
geront que d’ordre, si I'on y permute soit o et 3, soit y et J, soit que l'on
y permute simultanément a et ¢, 8 et 4. Si donc on admet que la permu-
tation substituée & aByd soit le résultat d’un ou de plusieurs de ces chan-
gements, et qu’elle transforme «, 3,7,9, et a,8,y,9, respectivement en
o B,y 8", et oy B, y", 8, les deux systémes transformés se compose-
ront, abstraction faite de l'ordre, des ambes

; "o a1 TN, oS
ol y9d 0°1/31 a8, YY", &, 8",

et
alB yd L1, o pr, oM, I,
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qui, comme on le voit, sont en m&me temps ceux qui constituent le groupe
de systémes (a”, 8", o”,0",), ce qui ne cessera pas d'avoir lieu, si 'on
écrit les ambes o, B, et a’; 8, de manidre qu'ils soient bien ordonnés.
Dans ce cas le groupe (a”, 8,, &/, 8",) appartiendra, ainsi que («,5,, @,5,),
au tableau déduit du premier des huit systémes, et il sera permis dans la
recherche qui nous occupe, de remplacer I'un par I'autre; les systémes
qui les composent, étant respectivement compris sous les mémes formes
générales. Or, en examinant sous ce point de vue les 36 groupes qui
viennent ici en question, on frouve le tableau suivant, dans lequel les sub-
stitutions se rapportent au premier groupe de chaque ligne:

oety, Betd

o et B8 v et d O;/e:t‘%’ seuls |a et B| y et d ayeett[);,
(a8, af3) (9, y9)
(@B, ay)|(aB, Ly)|(«Bb, ad) (a8, B9) (7’3’ ay)|(yd, By)|(yd, ad)i(yd, BJ)
(aﬂr 7/6) (?’b, aﬂ)
(@y, aB)|(By, aB)(@d, aB)|(83, aB)|(ay, yd)|[(By, y9)|(«d, 73)|(B3, y9)
(ay, an)|(By, By)|(xd, ad)|(B3, B9)
(ay, «d)|(By, BI)|(ad, ay)|(B, By)|(ay, BY)|(By, ay)|(ad, £3)|(B83, a?d)
(ay, B)|(By, ad)i(@d, B)|(BY, ay) :

11 suffit donc de prendre

2 fois le groupe (af, apf) 4 fois le groupe (ay, ay)
8 » » (@B, ay) 8 » » (ay, ad)
2 > > (afB, y9) 4 » > (ay, BI);

8 » » (ay, af3)

il est de plus aisé de voir que les systémes formant les groupes (a8, ay)
et (ay, aB) se composent respectivement des mémes ambes; on peut done
remplacer le second groupe par le premier; par suite de quoi le tableau qui
se déduit du premier des huit systémes généraux prendra la forme
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aa aa bb cc bec be |cas| P aa aa bb cc be be |cas] P
2Xjaﬂ v af aff yy 0 | 4| 6 4><§a,6’ yd ay ay fB 83 | 4|6
aB yd af el y§ 3 | 1|0 af yd ay ay B38| 110
'16><§aﬁ vd aB ay yB 88 | 3 | 2 Sxiaﬁ' y8 ay ad 66 oy | 3| 2
aB yd aff ay p3 36 |1 |0 af y8 ay ad By 6 [ 2 | 1
0 gaﬁ yd af yd ya 36 |1 {0 aB yd ay 8 fady | 10
alb yd af yd yB da | 1|0 jaﬂ yd ay B8 By da | 2 | 14

le nombre qui en résulte est donc
2:6+16:2+4-64-8-3+4-1=096;

par conséquent le nombre qui résulte du tableau complet en &, G, ¥, 8
est =8.96="768, et I'on trouve

[2]=24.768 =18432.

24.

aa aa be be be be
af 73 0, Gy 16152 Y17 6132

De ce systdme général se déduisent 24 systémes auxiliaires en a, 5, 3, 6,
si I'on y substitue successivement toutes les permutations de aByd au
lieu de a,0,y,d,, tandis que a, B,y,d, conserve la méme valeur, soit
of By, ¥, Les éléments o', B/, ¢/, ¥,, n’étant autres, & I'ordre prds,
que «, B, %, d, il en sera de méme des systémes d’ambes o/, a,, &, 0,,
v\ ve 010, et ad/y, BB, vy, 8&,, sil'on désigne par o, celui des éléments
@y, B4y ¥y 9; qui dans le premier systdme se trouve combiné avec a, par
B, celui qui 8’y trouve combiné avec B, et ainsi de suite. Il s’ensuit de
12 que les 24 systdmes auxiliaires en a, B, ¥, § desquels nous venons de
parler se composent respectivement des mémes ambes que les systémes
d’ambes que l'on déduit de

aB, y9, ad,, BF, ¥V 39,
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en y remplacant o/, 3,4/, 8, par toutes les permutations de aByJd. Or, ces
derniers systémes ne varient pas, quelle que soit la permutation o/, 8,7/, &3
ils ne varieront donc non plus, quelle que soit la permutation o/, 5/, %', ¢,
de laquelle la premi¢re dépend. On en conclut que les 24 systémes auxi-
liaires en a, B, v, 9 relatifs 4 une valeur quelconque de a,f,y,d, se com-
posent respectivement des mémes ambes que ceux qui se rapportent &
toute autre; & plus forte raison, les uns seront respectivement compris sous
les mémes formes générales que les autres. Il suffit, par conséquent, de
former le tableau de ceux qui se rapportent & une scule valeur de a,3,%,9,,
p. e. & afByd, et de multiplier par 24 le nombre qui en résulte. Ce tableaun

étant

aa aa be be be be |eas| P aa aa bc be bec be |cas| P
af yd aa P yy 88 | 6 |54 aB v8 ay Ba v & | 3| 2
af yd aa BF ¥y dy [ 4|6 af yd ay Ba yd 5 | 1] 0
af yd aa By yB 3 | 4| 6 off y8 ay BB ya 68 | 4| 6
af yd ao By yd 66 | 3| 2 af yd ay BB yd da | 3| 2
af y8 aa B3 yB 8y | 3| 2 af ¥d ay B3 ya 38 | 1| 0 {
afl yd aa B yy 86 | 4| 6 aB 30 ay B8 yB da | 2 | 1
afl 3 aff fa yy 861 416 af ¥8 ad fa yB Iy |11 0
aB y8 af La yd &y | 110 alB y8 ad Ba yy 6 | 3| 2
aff yd af Ly ya 38 | 3 [ 2 afl yd ad B ya dy | 3| 2
o y3 afl By yd da | 1| 0 af 3 ad BB yy da | 4| 6
o yd aff B ya Sy | 110 aB yd ad By ya dB | 2 | 1
al y8 aff 68 yy da | 3| 2 al yd ad By yB da | 1|0

le nombre qui en résulte sera =108; celui qui résulte du tableau complet
en @, B, v, d sera donc =24-108, et l'on aura

[3]=24-24.108 =62208.
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25.

aa bbb cc ab ac be
‘ af O"1?81 azf@z 771 872 8182

Ce systéme général se décompose en quatre autres, savoir en

4

aa bd cc ab ac be

af oG, B, vy, Oy, ¥,
af o\ O L, yy) Y, &,
af [ d a,216,2 vy oyy ¥,9,
af G, By yyy Oy, 9.9,

ou o/, By, ¥, et &/, 8,y,8, sont des permutations quelconques de aSy3,
mais telles que o/, soit inférieur & B/, o/, inférieur & F/,. Ces systdmes
étant composés des mémes ambes, on conclut, comme dans le second cas
(art. 23), qu’il suffit d’un seul, p. e. du premier, pour former le tableau
o, B, v, 8, sauf & multiplier par 4 le nombre qui en résulte.

En fixant les valeurs des ambes a, 8, et a,8,, on détermine en méme
temps quatre systémes auxiliaires en a, G, ¥, J, qui sont

aa bbb cc ab ac be

af 0B, @B, yy, Oy, 4,9
«B a, By a,ly yy, 93, dy,
al alﬁl “2!62 751 675 7152
af afy, o8, 79, 3 ¥7,

et que nous désignerons par (a,05;, @,3;). Si I'on permute ici réciproque-
ment soit a et 3, soit y et §, et que les ambes «, 0, et a,B3, se transforment
dans le premier cas en o, 8", et o, B",, dans le second en o, B et
oy By, on sera autorisé & remplacer par («,8,, a,08,) tant («”, 8/,
o, B",) que (o, @",, & B",), groupe qu’il ne faut pas confondre avec
(", B, &/ B"). Ces propositions se démontrent & l'aide de raisonne-
ments déja employés, et que I'on suppléera aisément. Nous ajouterons qu'’il
est permis d’écrire les ambes «,8,, a,8,, o' B, &'y 8", " 8",
o, 3"y de manitre qu’ils soient bien ordonnés; par suite de quoi les grou-
pes (x,8,, a,B,), (&, B8", o, B"), (&, B, o', (") appartiendront
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tous les trois au tableau qui se déduit du premier des quatre systimes
généraux. Il s’ensuit de 13 que les groupes desquels ce tableau est com-
posé, se présenteront dans I'ordre suivant, si I'on place sur la méme ligne
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ceux que I'on peut remplacer entre eux:

a et 8 y et d O;e:t‘%
(@B, apf)
(@B, ay) | (ab, By) | (ad, af) | (83, ab)
(apB, aa) (aﬁ, /63) (a@y, a,@) By, aJ)
(aﬂ, 76) (yd, a 3)
(ay, a;/) ({6}’: 167) (“6’ “8) ({86; :65)
(ay, ad) | (by, B9)
(ay, By) | By. ay) | (B9, ad) | (ad, £3)
(@y, 89) | (By, ad)
(ay, y8) | By, y9) | (¥9, ad) | (¥3, £3)
(a8, ay) | (83, By) '
(@9, By) | (63, ay)
(@8, ¥9) | (B3, y3) | (8, ay) | (¥3, By)
(79, ¥9)

D’aprés cela, il suffit de prendre

1 fois le groupe (aB, ap)

4

L R S

> »
3> >
> »
> »
> »
> 2>

(@B, ay)
(8, ad)
(@8, 79)
(ay, ay)
(ay, 9)
(a7, By)

ce qui nous conduit au tableau
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aa bb cc ab ac be

1<

4<

4>

2

2

4X

af ay
4><§aﬁ i

af af af yy dy &3
aB aff af yy 48 &y
ap afB af yd dy 43
af afl aff 43 3 yy
afS afl ay yy 96 8
af af ay yy 33 o6
af aff ay 48 88 3
aB af ay 33 8 ¥
aB aff ad yy 86 dy
af aff ad yy Oy OB
af afl ad 43 OB yy
af af ad 33 Jy yf
al aB »8 yy da B
afl af yd vy OF la
af af yd w3 da vl
af alB yd yd oF ya
ay B o6 49
ay y8 98 3
ay yd 06 B3
ay y3 88 O
ad yB 86 dy
ad y5 Oy 86
ad yd 06 Ly
af ay ad ¥8 Oy B
af ay Ly yfB da &8
aff ay By vyl &8 da
ol ay By »3 da (O
af ay By y8 3 La

al ay
af ay
ol ay
al ay
af ay

duquel résulte le nombre

118 +4-14+4.6+2.44+4-10+2.5+4.7T+2:3+4-4
+2.2542.10 +-4.941.4=316,

et par suite
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aa bb cc ab ac be

R

4><

2><

2 <

43<

1<

al ay B3 yB da 3y
af ay 3 yf Sy Sa
aff ay B3 yd da By
aB ay B3 yé dy fa
af ay yd yB da 48
al ay y8 vB3 86 da
af ay yd y8 da Bg
af ay yd y3 88 fa
aff a8 ay v 3B yd
af ad ay yB 38 yB
aB ad ay yy 868 [
af ad ay yy & 65
al ad By B da yd
af ad By yB 8 ya
aB ad Ly yy da B8
af ad Ly yy 38 La
af ad yd vB da v
af ad »3 yB OF ya
aB ad 3 yy da BB
aB ad y8 vy 86 La
af yd ¥ ya da LB
aB yd ¥d ya 38 Ba
aB yd 48 yf da aff
af y8 v8 B 88 aa

[4] =R4-4.316=30336.

o
8
w
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20.

aa  bb ac  ac be be

5. -
af a, B, yo, 08, y,y, 9,9,

Nous substituerons & ce systéme général le suivant:

aa bb ac ac be be
“1/31‘0‘2/62 Y& 61/3 EY4 9,90

qui remplit évidemment le méme but, et qui se décompose en quatre autres,
savoir en

ao bd ac ac be be

o By A Ey e 8B Yy 5,2 9
o By Bhdy e 8B vy .8
B, B, e G yy 8,9
‘8,1 a'll ‘6),2 a/z Y a 6/1 L vy 5’2 d

ouo/ By, 9, et o, 8,4, 0, sont des permutations quelconques de a By 9,
dans lesquelles ¢/, est inférieur & 8/, o/, inférieur & &/,. Ces systémes étant
composés des mémes ambes, il suffit de former le tableau en «, £, ¥y, 9,
qui se déduit du premier, et de multiplier par 4 le nombre qui en résulte.

En désignant généralement par («,3,, @,5,) les systémes en a, 3, ¥, 4,
dans lesquels les ambes a, 5, et a,83, ont respectivement les mémes valeurs,
savoir:

aa bb ac ac be be

@By @B, e B,L ey ;9
a8y @By aa B8 By ayd
a6, a,B, Lo a,f ayy (9
a8, @b, Lo af By @

on constatera facilement les propositions suivantes:

1.° En permutant -s0it a et 3, soit ¢ et J, et en admeftant que par
suite d'un de ces changements ou de tous les deux, les ambes «, 8, et a, 3,
se transforment en o, 87, et o, 8",, il est permis de remplacer I'un par
I'autre les groupes (a,f,, a,83,) et (¢, 8", o, (",).

Amnali di Matematica, tomo V. 15
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R.° Si, en permutant simultanément a ¢t , 8 et J, les ambes a, 8,
et a,3, se transforment en o, B, ct o/, 0", il est permis de remplacer
’ b " r
I'un par l'autre les groupes («,8,, a,0,) et (', 8", o G").

Les ambes a,B,, a,8,, o §",, o/, 8",, o, B , ", B",, 6étant bien
ordonnés, le groupe (a,/3,, a,(3,) ainsi que les groupes transformés appar-
tiendront au tableau qui se déduit du premier des quatre systdmes géné-
raux, et les groupes desquels ce tableau est composé se présenteront dans
Vordre suivant, indiquant ceux que l'on peut remplacer les uns par les
autres: :

xety Getd

a et 0,
y et d

a et [,

aet S |yetd y et 0

seuls |a et 8| yetd

(«f, af) (3, ¥9)
(@B, ey)|(af, By)i(ab, ad)i(aB, B3)|(ay, yI)(Cy, yd)|(«d, ¥d)I(B3, y9)
(@B, #3)
(ay, ab){(By, ab)|(ad, afb)|(B3, eB)|(yd, ay)|(¥d, By)i(yd, d)|(yd, £3)
(ay, ay) (/6?’; ﬁ"/) (a5, aé\) (1887 /36>
(ay, ad)|(By, B9)|(ad, ay)|(B8, B)|(Bys ay)|(ay, 8,)|(£3, «d)|(d, B8)
(ay, £3)(By, ad)l(ad, Ly) ([3’3, ay)
(yd, ap)

11 suffit donc de prendre

2 fois le groupe (ag, af3) 4 fois le groupe (ay, ay)
8 » » (a8, ay) 8 » » (xy, ad)
1 » » (a8, y9) 4 » » (ay, B9)
8 » » (ay, af) 1 » » (¥9, aB)

par conséquent, le tableau & former est celui-ci:
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aa bb ac ac bec be |cas aa bb ac ac bec be |cas

ay ay Sa BB Ly &
ay ay da BB dy 9
a

af af ya 65 dy yd
aff af da yB yy &8
a3 afS da yG 3y +9
af ay yc 86 Ly 8
af ay ya 06 dy (3
off ay Sa yG By 88
off ay da yB &y (3
af? w8 ya 86 ay (L0
ef yd ya 3B Ly ad
af yd da yfB ay O
al vd da y6 Ly ad
ay a3 La 33 yy &3
ay afS Lo O3 Cy ¥d
ay af da BB 3y 03
ay af8 da BB Oy 9
le nombre qui en résulte est donc =
2.1248.54+1.2+8.28+4.10+8.41 +4.10+1-66=524,

ay ay Pa 38 By 86
2 4><§

ay ad Ba 36 Ly 50
y 8 Ba 08 yy (59
8 ay ad da BB By yd

ay cd da BB vy B3
ay BO Ba OB ay 70

Eaﬂ aff ya 35 vy &8

ay £ Ba 9B yy &

ay B3 da BB ay yd

ay ﬁ3 da BB Vo4 ad
" (S aB aa BB yy 8
1><§

1

v af aq BB Sy 3
y3 aff Bu o yy 9
73 aB Qo B Sy 9

8

A%%@»wwaﬁwwwwﬂkawl
oamgmwwomww»w@owl'v

wgoao»»o»wowomoml'ﬁ

ww»r&kﬁww»ww»—\w»»»ﬁl

et il vient
[6]=24-4.524=50304.

21.

aa ab ac bc bc be
afl ya, doy BB, 17 9,9,
De ce systéme général se déduisent six systémes auxiliaires en «, 8, ¥, 9,

si Pon fixe les valeurs de «, et de a,, et qu'on donne successivement toutes
ses valeurs 4 la permutation f,y,%, tandisque la permutation 5,7,9, reste

6.
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la méme. Or, il serait facile de démontrer (comparez le cas analogue, art. 24),
que ces systémes, ordonnés convenablement, ne cesseront pas d’étre com-
posés des mémes ambes, si I'on remplace £, y,8, par une quelconque de
ses permutations. On conclut de 13 sans difficulté la proposition suivante:
En désignant par (a,, a,) les six systdmes auxiliaires mentionnés,
relatifs & une valeur déterminée de 0, y,9,, valeur que nous suppose-
rons dtre telle que son premier ¢lément soit inférieur au second, le
second inférieur au troisiéme, il suffit d’employer & la formation du
tableau en a, 3, 7, & les seize groupes qui se déduisent de (a,, a,)
en y substituant successivement a, 05, y, J, tant au lieu de a, que de
a,; sauf & multiplier par 6 le nombre résultant de ce tableau.
11 n’est pas moins aisé de constater cette autre proposition:
En permutant soit a et B, soit y et J, et en admettant que a, et «,
se transforment dans le premier cas en o/, et o/,, dans le second en
o et a',, il est permis de remplacer par (a,, a,) l'un et Pautre des
groupes (o/,, o) et (a/,, o).
En examinant sous ce point de vue les seize groupes que nous avons
a considérer, ils se rangeront dans l'ordre suivant:

a et B

a et B » et v ot 8

(@, a) (/9,’ 8)
(@) 5) (8, o)
(@ 7) B 7) @, o) (3, 6)
(2, 9) (8, 8) (ry @) (7> B)

(s %) (3, 9)
(7, 9)
©, )
1l suffit donc de prendre
2 fois le groupe («, «) 2 fois le groupe (¥, ¥)
2 » » (z, B) 1 > » (7 9)
4 » » (=, ) 1 » » (S, )

4 > » («, 9)
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On se convaincra de plus gans peine qu’en permutant B et y dans les systémes
(o, ), ils se transformeront en d’autres respectivement composés des mémes
ambes que les systémes (a, 5); on est donc autorisé & remplacer le premier
groupe par le dernier; par conséquent, le tableau en question prendra la
forme suivante:

an ab ac be be be

-

6><

4<

le nombre qui en résulte est donc =

da BB yy &
da BB yd dy
da By yB 88
af ya o By 8 OB
af ya da (O vl Oy
al ya da GO yy .06
af ya OF Ba 4y 00
af ya 88 La y3d Iy
«fB ya 85 Ly ya 8¢
all ya 05 By 33 da
af ya 86 [O ya Iy
«6 ya 58 B3 yy da
aB ya 8 Lo yB Iy
af ya 88 Bo vy 88
af ya 85 BB ya 3y
13 ya 80 B yy da
a3 ya 80 By yo 33
a3 ya 38 By vy da

aff ya
all ya
ol ya

cas

wwoxpﬁ-ww»ww»pw-wwwwml

S O WWO WO ® W0 D

)
w Y

2

aa ab ac be be be

1<

1<

aB yy Sy aa BB 8
aB yy &y ax B3 8
af yy 8y af Ba &
23 vy Oy af (9 da
a3 yy dy ad Ba 8
afB vy Oy ad BB da
a3 yy 68 aw 53 Sy
afll vy 08 aw By 83
23 sy 88 aB Lu 8y
13 vy 88 afl Ly da
afB vy 88 ay Lo 83
alB yy 88 ay BC Sa
alB ¥d 8y ax BB ¥
a3 w8 8y ax BS yp
aB y8 Oy al Ba 8
23 yd 8 aB B9 ya
aB y8 & ad Lo vp3
al y8 Sy ad LB ya

2.28+6-114+4:384+2.7641.112+1.10="548,

et Yon trouve
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28.

ab ab ac ac be be
oo, ﬁﬁl 7%y 5182 V17 5182

En admettant 3/, inférieur & &/,, ce systdme général se décomposc en
deux autres, savoir en

ab ab ac ac be be

aa, BB, yo, 88, oy, &9,
aa, BB, ya, 30, ¥y, .9,

dont le second comprendra les mémes ambes que le premier, si I'on y per-
mute », et J,, ce qu'il est évidemment permis de faire. Nous nous bor-
nerons, en conséquence, & former le tableau en a, £, ¥, d, qui se déduit
du premier de ces deux systdmes, et & multiplier par 2 le nombre qui en
résulte, A ce tableau appartiendront les huits systémes

ab ab ac ac be be

ac, LBy yo, 00y ¥'iv, 8,132
ac, POy yay, 3B, ¥, 9, ¥y,
aa, BB, yBy day ¥y, .9,
aa, BB, yB, Oday, 9,8 ¥y,
aBy Loy yo, 38, vy, 9,9,
al, Bo, ya, 8132 7 82 8,1 72
aB, Bo, yB, Ja, ave &, 9
aBy Ba, yBy day o0, ¥, 72

si 'on fixe les valeurs de «, et de 3, ainsi que de a, et de 53;. Ils sont
de plus les seuls qui se rapportent & ces valcurs fixes; nous les désignerons
done par (o, 8,, a,08,), notation dans laquelle il est permis de permuter
soit o, et B, soit a, et 0,; puisque par Ia les huit systdmes ne changeront
que d’ordre.

En admettant que lcs ambes o, 07, et o, 3"y, ainsi que o, 3", et
a, B, aient ici la méme signification que dans I'art. 26, c’est-a-dire,
qu'ils résultent de o,B, et a,B, par suite des mémes substitutions, on se
convaincra sans difficulté que dans le cas actuel comme dans le cas cité,
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on est autorisé & remplacer par (a,83,, ,8,) I'un et I'autre des groupes
(@, 8", &y 8",) et (a7, B7,, & B",). On aboutira donc & la méme con-
clusion par rapport & la formation du tablean. Or, on vérifiera aisément:
1.° que les systtmes (a3, 79d) se composent respectivement des mémes
ambes que les systtmes (x@3, af); 2.° qu'en permutant o et J dans les
systémes (ay, ay), ils se transformeront en d’antres composés respective-
ment des mémes ambes que les systémes (af, ay); 3.° qu'il en sera de
méme des systémes (ay, £J) vis-d-vis des systdmes (ay, aB); 4.° que les
systémes (yd, af) peuvent dtre négligés, puisqu’ils ne contiennent que
des ambes & éléments inégaux parmi lesquels a3 et »d ne se rencontrent
pas, de sorte que la quantité P y est généralement =0. Tous ces points
considérés, on voit qu’il suffit de prendre:

3 fois le groupe (a/B, /)
12 » » (aB, ay)

ce qui nous conduit au tableaw. suivant:

ab ab ac ac bc be |cas

ao BB yo 83 yy 8
aa BB ya 08 38 &y
ac BB yB Sa yy &0
aa BB yB da 5§ Sy
25 Ba ya 83 gy 88
a3 Ba ya 30 vS dy
a3 Lo vB da vy 00
af Lo B3 da vd Oy
ac BB yo Sy y3 89
ac B0 ya 8y 4§ 3
%% B8 vy da yB 8
w38 vy Su y3 83
B fo yo 3y ¥B 8
a8 Be ye dy +8 88
“C Lo yy Sa yp 8
3 Be vy 3o, 8 88

3
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12 fois le groupe (ay, apf)

8

» » (ay, ad)

> ab ab ac ac be be

8 <

ac By ya 36 By 8
acx Py yo 88 L3I dy
ao By yB da By 33
aa By y6B da 03 dy
ay Pa ya 36 Ly 30
ay Ba ya 08 B3 &y
wy Bo 7B S [y 3
oy Ba 78 3 B0
ax By ya 8 BB
aa Py ya 8 By 88
ae By 9 da B3 &y
aa By 9 du By 00
ay Ba ya 88 BB Iy
ay Pa ya 8 By of
ay Ba ;3 da BB &
ay Lo yd da By 36

cas

W W W WA R U WREWW R W

r—\-wzocnzoo:@gvéwowwc:mml'-c
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Le nombre qui en résulte étant =
3.132+12-110 +12.21 +8-45=2328,

on trouve
[T]=24.2.2328 =111744.

29.

En conséquence des valeurs que nous venons d’établir, il vient (art. 13)
S=2-.3072 +72.18432+4 3062208 + 256 . 30336
+432.503044-672-78912 4+-396 - 111744
=129976320.
Le nombre des combinaisons circulaires des 28 dés est donc =
27. S§=284258211840;

et celui des combinaisons rectilignes ou proprement dites =
28.27. S="7959229931520.

Francfort, le 15 mai 1859,
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Sur les limites-
de la convergence et de la divergence
des séries infinies a termes positifs

(par Mr. J. THOMAE, a Halle.)

LEJEUNE Diricuier démontre dans sa théorie des nombres (éditée par
Mr. DEpEkIND) la convergence de la série

(e8]

Al
Z l+o'

1

pour tous les ¢ positifs, au moyen des intégrales définies, et c’est par la
méme méthode qu’il trouve la limite, vers laquelle tend la somme de la

, -
serie
w‘ G
%‘(n) n4+5 ’

si 'on fait évanouir o sensiblement. On peut obtenir I'un et 'autre résultat
par des moyens élémentaires, qui suffisent en méme temps pour fixer les
limites de la convergence et de la divergence des séries ne contenant que
des termes positifs. Cette détermination, je crois, n’a pas été faite jusqu’ad
présent; c’est pourquoi je publie ici un mémoire élémentaire sur ce sujet,
tout en remarquant que l'on peut aussi obtenir les mémes résultats & 'aide
du calcul intégral.
Dans tout cet écrit, ¢ sera un nombre positif, si petit que l'on voudra.
De plus, qu’il soit
(=1
S(0) 2.(,,) s )
Cette série, dans laquelle il faut prendre pour a et b des nombres quel-
conques positifs, est convergente pour des ¢ quelque petits qu’ils soient,
Annali di Matematica, tomo V. 16
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parceque ses termes diminuent vers zéro, et que les signes sont alternati-
vement positifs et négatifs. Par conséquent, sont aussi convergentes les
deux nouvelles séries, dont l'une provient de la réunion d'un terme pair
avec le terme impair suivant, I'autre résulte de la réunion d'un terme pair

avec le terme impair précédent, savoir

R 1 1
S(G):Zn) o'— SV B G ? (2)
o " (Ran+0b)" (En+1la+b)
et
1 X 1 .
S@=— =D ‘ ; (3)
/- (2n+1 a—l—b) (Zn—|—z a-+0)

A présent, nous nous occupons plus précisément de la série (2). On peut la
mettre sous la forme
2na b g
\ 2nt1a+ b) [

S(o) = ) =

(o) %‘(") @na + b)° Zn)
Si 'on développe dans I'expression derniére le numérateur d’aprés le théo-
réme de Mac LAURIN, en posant

[t—mam(t-mriam)=
2na+ b 2n+la+b)]

@ ca’ +c-c—l-a9()
Rna+0 " (na+b)@n+la+b) 20Q2na+b)?’

e ——)
2na+b 2ntlat+e/]
(Ran+b)°

ol 0 signifie un nombre peut différent de 4, on peut écrire

S(o)= +ack. 4
©) zm P 4
Dans cette formule, I signifie un nombre fini, parceque une série est abso-

. P . 1
lument convergente si ses termes décroissent plus rapidement que 2 ce

qui est connu généralement. De 13 suit le théoréme:
La série
% 1

Al
20‘ " 2na+ bt
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est convergente pour des o quelque petits qu’ils soient, parce
, 1
qu’elle a la valeur —a—G.S(o)_E,
Pour évaluer la limite
lim S(o),
=0

il faut considérer de la méme manitre la série (3), que nous écrirons

0
asc

. 1
S(6) == —
@) v 20““’(2’7;4- la+b)'"

+acH, (6)

ou H, ainsi que plus en haut E, est une série convergente, et par con-
séquent un nombre fini, méme quand o égale zéro. En soustrayant 1'équa-
tion (6) de I'équation (4), il suit

— oIl =~ [[)= UL —
b+a( 0). Z(n,) n—{—b)‘“

donc

. 1 as
lim|—4+ac(H—E ]_—. 1=Ilim — 7
im| - +ao(H~I) 6_02(,,, T (7)

ce qui est la valeur que LesEunE DIRICHLET a calculée par un autre procédé.
11 résulte de 14, o décroissant & zéro

as .1y 2as 1
thG—hmZ —  =lins Yy ——— = 8
( ) +b)(+a 2 (zan 4- b){+a 2 ( )

Aprés avoir trouvé ainsi cette limite & l'aide de principes élémentaires,
nous allons faire plusieurs autres conclusions sur la convergence des séries.
Si I'on forme le quotient de deux termes éloignées et consécutifs de la
série (5), c’est-d-dire que l'on divise le n — 1 terme par le n—2°™, en
supposant pour simplifier 2a=1 et b=1, on obtient pour ce quotient la

valeur
’)’l—']. 1~{0'—— l 1+0'— l+(7
o I I

ol 0 est peu différent de 1. Or, eu égard aux principes de la comparaison
des séries, on peut établir le théoréme:

16
n?

?

| a
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Si la raison de deux termes se succédants dans une série in-
finie tend vers 1’unité comme
1
=== )
depuis un certain terme, dont 1’indice est n, jusqu’a 1’infini, la
série est absolument convergente, tant que ¢ est positif, si petit
qu’il soit.
11 est peu important, que I’approximation vers l'unité soit accélérée par
une puissance de % dont I'exposant surpasse l'unité. En effet, la valeur de

la raison soit
| A

trp
n 't

et que A4 soit un nombre quelconque fini; on pourra toujours donner un
certain nombre n=wv, & partir duquel

. A
G —
1L
n n
tend plus lentement vers l'unité que
L. 3
n n’

X

ou J est un nombre positif assujetti seulement A 8tre moindre que o. Il
semble préférable d’énoncer ce théoréme en ces mots:
Etant donnée une série infinie (10)
A +A +A+ s A+ A+ ininfinitum,

si ’on peut trouver un nombre positif ¢ quelque petit qu’il soit,
de sorte qu’a partir d’un certain nombre n=w» jusqu’a 'infini

1+g4
Aa,-n

reste toujours sous une valeur définie quelque grande qu’elle
soit, la série est absolument convergente.

On peut aussi obtenir les résultats précédents au moyen des principes
de Gauss, contenus dans son mémoire sur les séries hypergéometriques.
Mais on ne peut ainsi trouver les bornes de la petitesse, que o ne doit pas
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surpasser, pour que la série soit encore convergente. Il est vrai, la série
de termes positifs est divergente pour ¢=0. Mais les mesures qui fixent
'ordre dans lequel une fonction s’évanouit, c’est-d-dire les quantités =, — qui
font que depuis un certain nombre n=w» une fonction A, de n multipliée
par n¢ (donc A,-n?) reste toujours au dessous d’un nombre défini différent
en général de zéro, — ces mesures constituent une continuité d’une di-
mension, pour la détermination de laquelle tous nos nombres communs
rationnels et irrationnels ne suffisent pas. En effet, une théorie rigoureuse
des nombres irrationnels [qui est peut-dtre prise pour connue par la plus
part des mathématiciens, mais qui n’a pas encore été publie, ce que Mr. E.
Hrixe fera bienttt (*)] a besoin de Vhypothése suivante: « Toute grandeur
qui est différente de zéro de moins que tout nombre d’une petitesse quelcon-
que, est zéro elle méme. » Dans la continuité des valeurs dont nous par-
lons, et qui assignent I'ordre dans lequel une fouction A, s’annule, n crois-
sant & l'infini, il y a de telles valeurs qui sont plus petites que chaque
nombre aussi petit qu'on veut, et qui cependant différent essentiellement
de zéro. Par exemple, si 4,-1gn, n croissant & 'infini, reste toujours fini
et différent de zéro, A, décroit dans un ordre, dont la mesure est plus
petite qu’un nombre donné, quelque petit qu’il soit, parceque A,-n?, n crois-
sant, devient infini pour tous les 7 positifs si petits qu’ils soient, quoique
A, effectivement diminue. Mais on dirait, que A, s’annule dans l'ordre de
zéro, s'il resterait toujours fini et différent de zéro. Ainsi on appelle A,
d’'un ordre pégatif, §’il croit avec m & linfini. J’ai déja parlé de ce sujet
dans mon livre « Abriss einer Theorie der complexen Funclionen und der
0-functionen einer Verdnderlichen » page 40. 11 existe aussi dans cette éten-
due des nombres (s'il est permis de génlraliser ce nom et s’en servir pour
les points de la continuité des valeurs qui marquent les ovdres de décrois-
sement) des nombres plus grands que tout nombre commun, quelque grand
quil soit donné, savoir les mesures des ordres de e*, e, e, etc., n étant
positif et croissant & l'infini. Peut-ttre que les nombres que nous avons pro-
posés me joueront jamais un roéle important dans les mathématiques appli-
quées; néanmoins il me semble qu’il ne soit pas superflu de rendre attentifs
les mathématiciens & ces formes, parcequ’elles peuvent mettre dans son jour
la nature des nombres communs. Car il en provient clairement, qu’il n’est

*) Journal de Mr. BorcHARDT, tome 74,
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pas juste de prétendre qu'un point suive immédiatement un autre dans la
continuité des nombres, ce qui parait intuitivement stGr dans la continuité
des points d’une ligne de I’espace. Il en résulte de plus, qu’il est une vraie
hypothése de supposer qu'un nombre qui n’est pas négatif, mais moindre
que tout nombre commun positif, quelque petit qu’il soit, soit zéro Iui-
méme, parceque l'on peut abandonner cette hypothése sans renoncer aux
lois de l'addition et de la multiplication, ce que j’ai montré au lieu cité. Les
mathématiciens, je crois, ne pourront éloigner de la spheére des discussions
analytiques les quantités infiniment petites, différentes néanmoins de zéro,
bien que la théorie des nombres communs et les calculs y fondés soient
appuyés essentiellement sur cela, que de telles nombres n’existent pas. Mais
cela ne vaut que pour I’étendue des nombres usités. On est aisément disposé
a étendre cette propriété sur toutes les continuités mensurables, parcequ’on
rapporte les nombres aux points de toute continuité; c’est ce que ne me
semble pas étre toujours juste, puisque les nombres quelque fois ne suffi-
sent pas pour tous les points.

Maintenant, pour décider la question proposée sur les bornes de la con-
vergence des séries, nous discutons la fonction

lglglg... lg(n+1)=1g™*") (n+1),

c’est-a-dire le logarithme népérien pris (m—+ 1) fois de suite. On a
190+ (1 1) = 1g @+ [n(l + %)] —1g [lgn +1g (4 + DJ _
1— An
=]gt (1g'n+ - )
olt A, est un nombre qui tend vers zéro, n croissant & Pinfini. De plus il est

A 1—a,
(imt+1) —l]lo™®|]lo (#-1) | 1o ] o e
1g**) (n 4-1)=1g [l n('1+ zlgn) =1g [1 lgn +1g ('l+ e )]——

nlgn

——10<’" 1>(lgl§rn+———l : _A")

ou A/, tend vers zéro, n croissant & l'infini. Cela s’écrira

- An—A,'n
1g¢ (lg gn 1+———nlgnlglgn)]

En continuant ce méme procédé, on obtiendra finalement

1 —An—'A,n_"'_An<m)
nlgnlglgn... 1g" ' (n)

1gt) (n 4+ 1) =1gt+ (n) +
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ou
1 —3m,

nlgnlglgn... 1g™ (n) (1’1)

g0 (n + 1) =1gt*) (n) +

. . . , .
ot A*,, A, y... A™, et aussi leur somme =™, tendent vers zéro, n crois-
sant 4 l'infini. Cela fait que l'on peut choisir pour n un certain nombre »
assez grand, afin que toutes les expressions

1 —2’";/, 1 —Emy_l_l, ete.

surpassent 4. Or si I'on établit la suite des équations
l—zxm,

vigvlglgy... Ig™(v)

1—2‘”,,.,_1

vFDIgG+ Diglgv+1).. Igr(v+1)°

Igh (v 4-1) =1g** (») +

>

g™ (v +2) =1g™ (v + 1)+

---------------------------------------

1 —
(m+1) — 1op(m+1) "
g (n+1)=lg (n) + nlgn... 1g0(n)’
et que I'on fasse la somme, on obtient

ﬂ‘ 1_ zmv
lg(m-i-l) (n + /1) —_— lg('”H‘I) (rp) :Z(M) }/‘lgy- lg lg ‘U, s lg(m,\ ((J.) hd (12)

Puisque en faisant # assez grand, le premier membre de cette équation
surpassera tout nombre donné, quelque grand qu’il soit, il s’ensuit que la
série

D0,

Z =32,
M nlgnlglgn... Igt™ (n)

v

ou, & plus forte raison, la série

\ 1 .
Z(n) nlgnlglgn... g™ (n) (13)

v

est divergente.
Mais si nous additionnons la suite des équations

gD (y4-1)  Igmd() 1—sn,
[1g™ ()" lgm@)]°  vigvlglgy... Igm1 () [1g (4)]'*
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gD (v 42) gDy 4-1) 1—3m,4
g™ (+1) [ge+1]"  64+1D)lge+1)... gm0+ D[lgm v+ 1)

m infinitum,
la série infinie qui provient de la sommation des premiers membres, tend
vers un nombre défini, et par conséquent aussi la série qui provient des
seconds membres; c’est ce qu'on comprend aprés avoir démontré, que les
termes conséeutifs de la série

$ g rd) g
YO g g @)
depuis un certain terme, diminuent, n croissant 4 I’infini; cela suffira, par-
ceque les signes sont alternés. Pour cela il faut montrer, que depuis un
certain nombre n=v
]g(m+i)(n) - lg(m+1)(n + 2)
lg™ )" [lg™(n+1)]
Cette inégalité est juste, lorsque
(o g0 (n+4-2)

lg'm) (n) lg(m+1)(n)
donc que
1—zm-1, 4 . 2—8m,
(1 + nlignlglgn... 1gt (n)) =1+ nlgnlglgn ... 1g"*(n)’

enfin que
1 - 2-'m—fln 2 - S nn

140 nlgn... lg<”‘>(n)>/1 + nlgn... 1g"*D(n)’

ou ', et S™, tendent vers zéro, n croissant. Or il est clair que, o étant
positif, si petit qu’il soit, on peut prendre n assez grand, afin que
—Sm—1 —_ O
g 1=t 1 2—gm,
nlgn... 1gt™(n) " lg"n) nlgn... g (n)

ou
- 2—8n,
O(1=2"")> frmngy
Par conséquent la série résultante de la sommation des premiers membres
de la suite des équations établie ci-devant
IgmtD(v 1) Ignrd(y) +]g(:n+1)(v+2)_]g(m+i)(v+1)

U0 [g@0F  g™0+1I  [g=0+1)

- in infinitum
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est convergente; donc telle est aussi la série résultante des seconds membres

o0

Z 1—3m,

- (n) n lg n... lg(m—i) (n) []g(m) (n)]|+u ’

ou, eu égard que, depuis n=v» jusqu’d l'infini, 1 —3", surpasse §, la série

P 1
Al
- (14)
24" (n) nlgnlglgn... Ig™=1(n){1g™ (n)]

est absolument convergente. D’aprés tout cela, on peut énoncer le théordme
général, qui renferme le théoréme de n.° 10:

Etant donnée une série infinie (15)
A+A FA et At oo F A+ Apyy 00 in infinitum,
dont les termes décroissent & partir d’un certain terme, de sorte
que l’'on peut trouver un nombre entier positif m et un nombre
positif ¢ quelque petit qu’il soit, tels que
A,on-lgn-lglgn... 1g N (n) . [Ilg™ (n)]'*e
reste toujours sous une limite finie, la série est convergente;

mais s’il faut prendre pour cela ¢=0, et que tous les termes de
la série soient positifs, la série est divergente.

Halle, aotit 1871,

Annalt di Matematica, tomo V. 17
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Euata 0 rocécicofo Puceamle (tomo Vo)

Pag. 21 ligne 20 le 1¢r membre soit « dF »

¥

22
23

»
R4
>
25
7

»
28
29

¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥

»

31

¥

»
35
41
42
43
52
53
55

>

58

¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥

»

¥y v

Y ¥ v ¥y ¥

¥

¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥y y ¥ ¥

v

ay

11 4 la fin aprés —Z—g— mettez « = »

3 au second membre lisez « Q, »

23 au 1°* membre lisez «y »

2 au lieu du second signe « =» mettez « — »

3 id. et de plus une parenthése aprés « Q, »
8 a la fin lisez « Qi—y »

22 lisez « y»0»

26 lisez « a,, ay,...»
23 au lien de « ¢ » lisez « Q »

11 au 1°f membre de la 1ere équation au lieu de « (n—1) » lisez

«(n=—17)>»
12 ad lieu de « (p—17) » lisez « (p—1) » et au lieu de « (n—1) »
lisez chaque fois « (n—1) »

13 au lieu de « (p—1i) » lisez chaque fois « (p—j) »
22 au lien de « Qi_, » lisez « Qi »

7 lisez « %:yi »
12 au lieu de « u » lisez «y, »

9 au lieu de «u » lisez «a »

20 lisez « A;»

10 lisez « &, »
12 lisez chaque fois « (=2 »

19 4 la fin lisez «n—1»

6 au lien de « pourquoi » lisez « sansquoi »

16 au lieu de Y lisez « f(y) »

18 au lieu de ¥, au dénominateur lisez « f(y) »

19 dans la 2me intégrale lisez « A—1 ».

Nella memoria PETERSEN, tomo IV di questi Annali, & accaduto uno sposta-
mento tipografico. Tutto il pezzo che comincia colla linea 5 della pag. 90 e finisce
colla linea 4 della pag. 91 dev’ essere invece inserito fra le linee 13 e 14 della

pag. 92.
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Sulle trasformaczioni razionali
nello spazio

+(del prof. L. CremoNa, a Milano.)

Generalita.

1. Quattro variabili omogenee indipendenti x, a,x,2, siano legate ad
altre quattro variabili analoghe ¥,y,y,y, mediante le relazioni:

Xty Xy =9 Pyt Pyt Py (1)
dove le ¢ siano funzioni (algebriche razionali) intere omogenee di uno stesso
grado v delle y.

Considerando le x e le ¥ come coordinate di due punti corrispondenti in
due spazi a tre dimensioni, le (1) esprimono che ad un punto qualsivoglia
dello spazio (y), purché non comune alle quattro superficie ¢ =0, corri-
sponde un solo e determinato punto dello spazio (x), e che ai piani

o, X, + 0L,y a0, =0 (2)
dello spazio (@) corrispondono le superficie d’ordine

a P, FaPytayPyt+a, =0 (3)

formanti un sistema lineare triplamente infinito.
Suppongasi ora che dalle (1) si possano desumere le y espresse razio-
nalmente colle &, cio®¢ le formole inverse delle (1) siano

yﬁyzzys:y«i:'ﬁzﬁ:“‘bz:\bs:\l’lx 4)
essendo le 4 funzioni intere omogenee delle x, di un medesimo grado p.

(*) T risultati esposti in questa Memoria furono comunicati al R. Istituto Lombardo,
nelle sedute 4 maggio e 1° giugno 1871; e in parte anche alla Societd delle Scienze di
Gottinga (Nachrichten 1871, n.° 5; e Mathematische Annalen, t. 4, p. 213). Contempora-
neamente usciva alla luce l'interessante Memoria del sig. NoETHER, Ueber die emdeutzgen
Raumtransformationen (Math. Annalen, t. 3, p. 547).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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Cid equivale a supporre il sistema (3) tale, che tre superficie prese arbi-
trariamente da esso abbiano un unico punto comune, il quale non appar-
tenga a tutte le superficie del sistema medesimo: cosi che anche ad un
punto qualunque dello spazio (x), purch® non comune a tutte le superficie
=0, corrisponde un solo e determinato punto dello spazio (). Dalle (4)
segue inoltre che ai piani

ﬁ1y1+182y2+165?/3+ﬁ4y4:0 (5)
dello spazio (y) corrispondono le superficie d’ordine u
181¢1+162¢2+ﬂs¢3+?64“}’4:0 (6)

formanti un sistema lineare triplamente infinito; tre qualunque delle quali,
in virtu delle (1), si segano in un solo punto non comune a tutto il sistema.
Le (1), (4) significano eziandio che ciascuna superficie dei sistemi (3) e
(6) & rappresentabile punto per punto sopra un piano.

2. Per brevitd di discorso diremo omaloide (*) una superficie quando
sia dotata della proprietd di poter essere rappresentata punto per punto sopra
un piano; e omaloidico un sistema di superficie algebriche, il quale, come
1 sistemi (3) e (6), soddisfaccia alle due condizioni: 1° d’essere lineare e
triplamente infinito; 2° che tre superficie prese ad arbitrio nel sistema si
seghino in un solo punto non comune a tutto il sistema medesimo. Le su-
perficie di un sistema omaloidico sono necessariamente omaloidi.

Queste denominazioni possono valere anche per le figure piane (e-per le
figure descritte in una superficie omaloide), cosi che una curva omaloide
sard una curva razionale, ed una rete omaloidica di curve sard un sistema
lineare doppiamente infinito di curve (razionali), due qualunque delle quali
si seghino in un solo punto non comune a tutte.

3. Dato in uno spazio (¥) un sistema omaloidico (3), possiamo porre
le formole (1), cioé stabilire una corrispondenza univoca fra le superficie
(3) ed i piani d’un altro spazio (x); e quindi dedurne le (4). Cosi viene
ad essere individuato nello spazio (x) un nuovo sistema omaloidico (6) che
possiamo chiamare 1’inverso del dato. I due sistemi omaloidici servono
di base a due trasforrnazioni inverse, razionali entrambe, che hanno luoga
senza presupporre le variabili (di ciascuno spazio) legate da alcuna relazione.

(*) Cfr. SYLvesTER nel Cambridge and Dublin Math. Journal, t. 6, p. 12. Le superficie
omaloidi, come le curve razionali (di genere p =0), sono dette unicursal dal sig. CAYLEY.
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Basta adunque che sia dato un sistema omaloidico, perchd risultino de-
terminati il sistema inverso e le due trasformazioni razionali inverse, per
mezzo delle quali si passa dall’uno spazio all’altro e viceversa.

In altre parole, la ricerca delle trasformazioni razionali nello spazio (come
nel piano) & ridotta a quella dei sistemi omaloidici.

4. Diremo fondamentali (*) o principali (**) i punti e le linee co-
muni a tutte le superficie d’un sistema omaloidico. Due superficie qualsi-
vogliono

@, ¢, + 0, Py + 0y Py +a,d, =0 g (7

o P, +dy 9, +algPg+ /=0

del sistema (3) avranno, oltre alle curve fondamentali, una curva comune
R, la quale, dovendo corrispondere punto per punto alla retta intersezione
dei piani

oL, + X, +o,x, +a,x, =0 ; o

o/ @, + o 4oy +a,x, =0, ®)
& necessariamente una curva razionale. E siccome la retta (8) incontra in
¢ punti una superficie qualunque del sistema (6), cosi la curva R definita
dalle (7) avrd g punti comuni con un piano qualsivoglia (5) dello spazio
(y); dunque:

Alle rette dello spazio (x) corrispondono curve gobbe razionali
d’ordine g, una qualunque delle quali sard determinata da quat-
tro condizioni.

Ed analogamente:

Alle rette dello spazio (y) corrisponde un sistema quadrupla-
mente infinito di curve gobbe razionali d’ordine v.

Indicheremo con S una qualunque di queste curve, comune a due su-
perficie del sistema (6).

5. Nello spazio (x) una retta ed un piano hanno un solo punto comune,
se la prima non giace nel secondo; dunque:

Una curva R incontra una superficie ¢ (***), sulla quale non
giaccia per intero, in un solo punto non comune a tutte le ¢;
ossia: -

*y Mémoire sur les surfaces du 3° ordre (G. Crelle-Borchardt, t. 68), n.® 114,

(**) Sulle trasformaziont geometriche delle figure piane, Nota 2° (Mem. Accad. Bo-
logna, serie 22, t. 5, 1865).

(***%) Ciod una superficie del sistema (3).
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Delle vu intersezioni di una curva R con una superficie ¢ ve
ne sono vu—1 situate nei punti e nelle curve fondamentali del
sistema (3). . A

Queste vu—1 intersezioni tengono poi luogo di 4(u—1) condizioni (li-
neari), fra le 4u che in generale determinano una curva razionale d’ordine
© (*), giacchg, come si & veduto or ora, le curve R formano un sistema
quadruplamente infinito.

Analoghe proprietd si possono enunciare per le curve S; e cid sia detto
una volta per tutte.

6. Considero un piano a, ncllo spazio (x), al quale corrisponderd una
superficie ¢, del sistema (3) nello spazio (y). Alle rette in a, corrisponde-
ranno le curve R di ¢,; e le sezioni piane di ¢, avranno per imagini in
a, le curve d’ordine ¢ d’'un sistema lineare, triplamente infinito e tale che
due curve qualunque del sistema abbiano » intersezioni variabili (corrispon-
denti ai punti in cui ¢, & incontrata da una retta arbitraria). Percid, se
queste curve hanno m,; punti ¢-pli fissi (i=1, 2,... u—1), sussisteranno le
due relazioni (*¥)

pi—Xitm=v,
i

T (p+3) = A0+ Hm=3,
’ .

dalle quali
3{1, -+ 'V:Zim,;"l' 0.

i
A ciascuno dei suddetti punti ¢-pli (sia I uno qualunque de’ medesimi) cor-
risponderd in ¢, una curva razionale C; d’ordine 7, ¢ ad una retta G con-

dotta in a«, arbitrariamente per I corrisponderd un’altra curva razionale Gy
d’ordine 7, costituente insieme con (; una curva R ed avente colla C; me-

(*) Che la pitt generale curva razionale d’ordine w nello spazio ad » dimensioni, sia
determinata da (»+1)(x+1)—4 condizioni, risulta dall’osservare ch’essa & definita me-
diante le equazioni y):yzt...:yrsq=/1:fa:. .+ rs1, dove le £ sono funzioni intere d’un
parametro w, dello stesso grado w, e che degli (»+ 1) (. +1) coefficienti arbitrari di queste
a+bo
c+do

(**) CrEMoNA Sulle trasformazioni geometriche delle figure pione (Mem. Accad. Bologna,
1863 e 1865); — CAYLEY On the rational transformation between two spaces (Proceedings
of the Lond. Math. Society, t. 3); — NoeTuER Ucber Flichen welche Schaaren rationaler
Curven besitzen (Math. Annalen, t. 3).

funzioni se ne possono eliminare 4 mediante una sostituzione lineare-w'=
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desima un punto comune (punto doppio per la R composta), che & il corri-
spondente di quello situato in G e infinitamente vicino ad I. Variando G
intorno ad I, varia la C,_; ed il punto doppio percorre la curva fissa Ci.
Ma la curva R composta della C; e di una Gu_; pud considerarsi come in-
tersezione (non completa) di due superficie ¢, epperd il punto comune alle
C:, Cu_;, essendo doppio per la R, sarh un punto di contatto fra le due ¢:
dunque ogni punto della C; & un punto di contatto fra due ¢ (ossia un
punto doppio di una ¢). Ora, il luogo dei punti di contatto fra le ¢, ossia
dei punti doppi delle ¢ medesime, & la Jacobiana del sistema (3): super-
ficie d’ordine 4(v—1); dunque la curva (;, situata su ¢, e corrispondente
al punto I di «,, giace eziandio sulla Jacobiana delle ¢.

Siccome poi ai piani in (y) corrispondono le superficie ¥ in (x), cosi le
curve d’ordine p del sistema lineare sopra accennato non saranno altro che
le tracce delle ¢ sul piano a,; e gli m; punti ¢-pli (uno de’quali & I) sa-
ranno le intersezioni di questo piano con una curva I, d’ordine m;, i-pla
per tutte le +. Viceversa, se una curva R si spezza, la sua imagine che
¢ una retta, dovrd passare per un punto I. Dunque:

A ciascun punto di una curva fondamentale dello spazio (x),
che sia ¢-pla per tutte le superficie ¢, corrisponde una curva
razionale d’ordine ¢, luogo geometrico della quale & una super-
ficie che fa parte della Jacobiana delle ¢.

L’ordine di questo luogo sard uguale al numero delle intersezioni (non
fisse) di una curva S qualunque colla predetta curva fondamentale i-pla
dello spazio (x). E il genere (*) di esso luogo sard uguale al genere della
corrispondente curva fondamentale. '

7. Se fra le curve fondamentali dello spazio (x) ve n’& una che le
curve S non incontrino in alcun punto, ad essa corrisponderd una super-
ficie d’ordine 0; ciod ad un punto qualunque di quella curva corrisponderd
una curva fissa, la quale, dovendo giacere su ciascuna ¢, sard una curva
fondamentale dello spazio (y). Se la prima curva & ¢-pla per le ¢ e d’ordine
¢/, la seconda curva sard d’ordine { e multipla secondo ¢/ per le ¢. La re-
lazione fra le due curve & reciproca, ciod a ciascun punto della seconda
corrisponde tutta la prima curva; e la seconda curva non & incontrata in
alcun punto da una curva arbitraria R.

(*) NoETHER nelle Naohrjchﬁen di Gottinga, 14 luglio 1869,
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8. Una retta incontra la Jacobiana delle ¥ in 4(z—1) punti; dunque
una R qualunque incontra in 4(u—1) punti l'insieme delle curve (e dei
punti) fondamentali dello spazio (y). Ma 4(u—1) & appunto il numero delle
condizioni lineari comuni alle curve R, giacch® queste costituiscono un
sistema quadruplicemente infinito; dunque le curve R sono pienamente de-
terminate dal dover segare in 4(x—1) punti le curve (e i punti) fonda-
mentali dello spazio (y).

Quando una curva R si spezza in due G;, Cu_;, la prima appartiene ad
una serie semplicemente infinita, il cui luogo & parte della Jacobiana delle
¢; la seconda invece, corrispondendo ad una retta che passa per un punto
I [di una curva fondamentale ¢-pla in (x)], appartiene ad un sistema dop-
piamente infinito; ossia & soggetta a 4(u—¢)—2 condizioni. Una di queste
¢ di dover incontrare in un punto la C;; dunque la C,._; incontrerd le curve
(e i punti) fondamentali dello spazio (y) in 4(u—¢)—3 punti. Questi punti
corrisponderanno a quelli in cui la retta corrispondente a Cu_; sega la Ja-
cobiana delle +, oltre ad I. Dunque, detto x; il grado di moltiplicitd col
quale la Jacobiana delle 4 passa per la curva fondamentale ¢-pla dello spazio
(), avremo

4(p—1)—3=4(p—1)—x
donde
v, =41—1
ossia

Una curva fondamentale dello spazio (x), ¢-pla per le ¥ e se-
gata dalle curve S, & multipla secondo 4i—1 per la Jacobiana
delle ¥ (*). ‘

La curva (;, appartenendo ad una serie semplicemente infinita, & sog-
getta a 4i—1 condizioni lineari, ciod sega in 4¢—1 punti le curve fonda-
mentali dello spazio (¥); cid che s’accorda coll’essere I un punto (4i—1)plo -
per la Jacobiana delle .

" 9. Perd, se la curva fondamentale i-pla per le +) & tale che le curve S
non la seghino, nel qual caso (n.° 7) a tutt’i suoi punti corrisponde una
curva fissa C;, fondamentale nello spazio (y), le curve Cu_; che con C; for-
mano una curva R appartengono ad un sistema triplamente infinito (giacché
esse corrispondono alle rette seganti in un punto non dato la curva ¢-pla per

*) NoeTHER nei Math. Annalen, t. 2, p. 293; t. 3, p. 547.
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le ¥), epperd sono soggette a 4(u—¢)—38 condizioni. Una di queste con-
siste nel dover segare C;; le altre 4(u—i)—4 consisteranno in altrettante
intersezioni colle curve (coi punti) fondamentali dello spazio (y). Dunque
avremo in questo caso

A=) —4=4(u—1)—=;

ossia #;=41; il che significa:

Una curva fondamentale dello spazio (x), ¢-pla per le super-
ficie ¥, ma non incontrata dalle curve S, & multipla secondo il
numero 4¢ per la Jacobiana delle 4.

Se la detta curva & d’ordine ¢/, le corrisponde nello spazio (y¥) una curva
d’ordine ¢, che & ¢/-pla per le ¢ e 4i/-pla per la Jacobiana delle ¢.

10. Se due curve fondamentali dello spazio (x), rispettivamente mul-
tiple secondo ¢, j (j=¢) per le 4, hanno un punto comune, a questo cor-
risponderd una curva spezzantesi in due C;, C;_;, la prima delle quali sard
comune alle due superficie che fanno parte della Jacobiana delie ¢ ¢ cor-
rispondono a quelle due curve fondamentali dello spazio (x). Come caso
particolare, se una curva fondamentale dello spazio (x), ¢-pla per le ¥, ha
un punto doppio, a questo corrisponderd una curva C; doppia per la super-
ficie corrispondente a quella curva fondamentale.

11. Come si & gia veduto, ad un punto I di una curva fondamentale
dello spazio (x), che sia é-pla per tutte le superficie 4, corrisponde una
curva razionale (; d’ordine i. Se (; giace tutta in un piano, a questo piano
corrisponderad una v, per la quale I & un punto (¢ + 41)-plo. Infatti, ad una
retta condotta arbitrariamente per I corrisponderd una curva C,_; d’ordine
p—1¢, la quale ha un punto comune con (;, epperd incontrerd il piano di
questa curva in altri u—é¢—1 punti. Dunque la retta arbitraria per I sega
in altri w—7¢—1 punti la superficie ¥ corrispondente al piano di C;; vale
a dire, per questa ¢ il punto I & multiplo secondo u—(u—i—1)=i+41.

Se ¢=1, ai piani passanti per una retta C, corrispondono superficie
per le quali I & un punto doppio. Se due rette analoghe a C; giacciono
in un piano, a questo corrisponderd una + dotata di due punti doppi, ecc.

12. Analogamente si dimostra che, se le ¢ hanno una curva fonda-
mentale ¢-pla e d’ordine ¢/, a ciascun punto della quale corrisponda una
curva fissa piana (¢"-pla per le ¢ e d’ordine ¢), al piano di questa curva
corrispondera una +, per la quale la prima curva sard multipla secondo 7+ 1.

13. Se le superficie ¢ hanno un punto (fondamentale) comune O, pel

Annoli di Matematica, tomo V. 18
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quale ciascuna curva R passi con r rami, ogni retta dello spazio (x) con-
terrd r punti corrispondenti ad O; vale a dire, ad O corrispondera una
superficie d’ordine . Od ancora: la superficie ¥ corrispondente a qua-
lunque piano passante per O si spezzerd in due, I'una fissa e d’ordine r,
l'altra variabile in una rete d’ordine u—r, projettiva alla rete dei piani per
0. Se il punto O assorbe #/ condizioni per le curve R, quella superficie
d’ordine 7 terrd luogo di una superficie d’ordine 7/ nella Jacobiana delle +:
cio¢ 7/ sard un multiplo di 7, e la superficie d’ordine 7, corrispon-
dente ad O, dovrad essere contata »:» volte nell’anzidetta Ja-
cobiana.

14. Per esempio: se O & un punto (semplice o) multiplo secondo un
numero [ per le ¢, le quali perd non abbiano ivi (un piano tangente 0) un
cono osculatore fisso, cosi che le r tangenti di qualsiasi curva R non siano
soggette ad alcuna condizione, in tal caso & 7'=2r; onde la superficie
d’ordine r corrispondente ad O & da contarsi due volte nella Jacobiana
delle ¢. Ad una sezione piana della superficie d’ordine r corrisponde la serie
de’ punti prossimi ad O e situati in una ¢: la qual serie & projettata da O
mediante un cono d’ordine /. Dunque la superficie d’ordine r corrispondente
ad O & omaloide, e le imagini delle sue sezioni piane sono curve d’ordine I.

15. Come secondo esempio: se O & un punto semplice per le ¢, le
quali ivi si tocchino con un contatto d’ordine r—1, sard '=(r—+1)r; vale
a dire, la superficie d’ordine # corrispondente ad O sard compresa r—1
volte nella Jacobiana delle 4.

16. Sia O un punto l-plo per le ¢ ed r-plo per le curve R. Siccome
ciascuna < corrispondente ad un piano per O si spezza in un luogo fisso
d’ordine r ed in una superficie d’ordine u—r, cosl a qualunque retta uscente
da O corrisponderd una curva S’/, comune a infinite superficie d’ordine p—7,
formanti un fascio. Le curve .S/ sono d’ordine v—1I, giacch® questo & il
numero delle ulteriori intersezioni di una ¢ con una retta per O; e formano
un sistema doppiamente infinito, perché corrispondono alle rette che pas-
sano per un punto fisso. Una curva S’ & dunque assoggettata a 4(»v—1)—2
condizioni, cioé deve incontrare in 4(v—1)—2 punti l'insieme delle curve
e dei punti fondamentali dello spazio (). A questi punti corrisponderanno
quelli ne’ quali una retta condotta ad arbitrio per O incontra ulteriormente
la Jacobiana delle ¢. Percid, se indichiamo con x I’ordine di moltiplicita
del punto O per la detta Jacobiana, avremo

4(r—N—2=4(r—1)—=
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donde
x:4l—2;
cioé
Un punto fondamentale dello spazio (y), I-plo per le ¢, & mul-
tiplo secondo 4/—2 per la Jacobiana delle ¢ *.

17. Dalle cose suesposte risulta che, se nello spazio (x) vi ha una curva
fondamentale C, d’ordine # ed i-pla per le +, ad essa corrisponde una su-
perficie che fa parte della Jacobiana delle ¢, e che sega ciascuna ¢ secondo
curve fondamentali dello spazio (y) e secondo r curve d’ordine ¢, corrispon-
denti ai punti ne’quali C, incontra un piano arbitrario nel primo spazio.
Invece, la parte di Jacobiana delle ¢ che corrisponde (n.° 13) ad un punto
fondamentale O dello spazio («) non avrd con una ¢ qualsivoglia alcuna
linea comune, oltre alle curve fondamentali dello spazio (y), perché un piano
arbitrario dello spazio (x) non passa per O.

18. Una trasformazione razionale non pud dirsi pienamente nota, se
non si conoscono per ciascuno de’due spazi linsieme delle curve e de’
punti fondamentali, il sistema delle superficie omaloidi ¢ o <, e le parti
della relativa Jacobiana. La trasformazione & definita, quando & dato il si-
stema omaloidico coll’insieme de’ punti e delle linee fondamentali; le altre
circostanze poi si determinano per mezzo de’ teoremi or ora esposti.

Ora mi propongo di mostrare in qual modo si possano ottenere tutt'i
sistemi omaloidici, de’ quali faccia parte una superficie ¢ data.

19. Sia ¢, una superficie omaloide di grado n, della quale si conosca
una rappresentazione (punto per punto) sopra un piano IL. Tutte le altre
superficie omaloidi d’ordine n, aventi gli stessi punti multipli e le stesse
linee multiple di ¢,, segheranno inoltre questa lungo curve le cui imagini
in IT formeranno un certo sistema =. Assumasi poi in IT una rete omaloidica
di curve K (**), in modo che ciascuna di queste insieme con un luogo fisso
L (un insieme di linee, anche contate pili volte) costituisca una curva del
sistema 2. Una curva X, formando insieme con L l’imagine dell’interse-
zione di ¢, con un’altra superficie analoga ¢,, individua un fascio ¢,+a, ¢,;
analogamente, se K,, K, sono due altre curve della rete, non appartenenti
con K, ad uno stesso fascio, saranno individuati i fasci ¢, +a,P,, ¢, +a,9,;

(*) NoETHER, L c. ~
(*¥) Per la determinazione di queste reti e di tutto c¢id che vi si appartiene, vedi la mia
2* Nota Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane (Bologna, 1855).
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e siccome 1 tre fasci cosl otteguti hanno una superficie comune ¢,, cosi
essi determinano un sistema lineare triplamente infinito

0P+ Py tag P+, P, =0,

il quale & manifestamente omaloidico, epperd pud servire di base ad una
trasformazione razionale d’ordine n (n.° 3). Il grado delle +, ossia il grado
della trasformazione inversa, non & altro che 1’ordine delle curve di 9,,
aventi per imagini le K. Oltre ai punti ed alle curve multiple delle ¢, sono
fondamentali (cioé comuni a tutte le ¢) quelle linee di ¢, che in Il sono
rappresentate dal luogo L.

Variando il luogo L e la rete delle K in tutt’i modi possibili, si otter-
ranno per tal guisa tutte le trasformazioni nelle quali pud essere impie-
gata la data superficie ¢,.

20. Le K sono le imagini, in II, di quelle curve R (n.° 4), che giacciono
in ¢,. Se una curva R si spezza, una delle curve parziali & comune alla
Jacobiana delle ¢ (n.° 6); ma in tal caso, o si spezza anche la corrispondente
K, o questa passa con un ramo di pitt per uno de’punti fondamentali della
rappresentazione IL. Nella prima ipotesi, una delle linee componenti fa parte
della Jacobiana della rete delle K; nell’altra ipotesi, il punto fondamentale
nominato sard precisamente I'imagine di quella parte di R che & comune a ¢,
ed alla Jacobiana delle ¢. Dunque i punti fondamentali della rappre-
sentazione IT e le curve costituenti la Jacobiana delle I formano
insieme le imagini di quelle curve non fondamentali che sono
comuni alla ¢, ed alla Jacobiana delle ¢, ciod di quelle curve
che corrispondono alle intersezioni delle linee fondamentali
dello spazio (x) col piano corrispondente a ¢,.

Percid, se ai punti fondamentali di IT ed alle parti della Jacobiana delle
K corrispondono, in ¢,, [, rette, I, coniche,... I, curve (razionali) d’ordine
r, le superficie ¥ avranno in comune una curva semplice d’ordine /,, una
curva doppia d’ordine [ ,..., una curva r-pla d’ordine I,,... Il genere di
queste curve, il loro intersecarsi, o anche lo scindersi di alcuna di esse in
parti sard manifestato dagli analoghi accidenti dei diversi luoghi geome-
trichi componenti la Jacobiana delle ¢: e questi luoghi saranno tosto de-
terminati quando si considerino le condizioni alle quali sono soggette le
rette, le coniche,... le curve (razionali) d’ordine r,... corrispondenti ai
punti fondamentali di IT ed alle linee della Jacobiana delle K.

Ma ad esplicare il metodo, pit di qualunque altra considerazione, gioverd
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la trattazione di qualche esempio: dove userd il simbolo (v, u) per espri-
mere due trasformazioni inverse, per le quali le ¢, ¥ siano rispettivamente
dell’ordine », u.

Trasformazioni di 2° grado

(v=2; u=2, 3, 4).

21. Sia ¢, una superficie di 2° grado; & noto (*) che essa pud essere
rappresentata sopra un piano qualunque IT mediante raggi che projettino i
punti di ¢, da un punto O fissato ad arbitrio in questa superficie. La rap-
presentazione ha due punti fondamentali 1, 2, che corrispondono alle gene-
ratrici rettilinee di ¢, incrociate in O, mentre la retta 12 & I'imagine di esso
punto O. Le sezioni piane di ¢, sono rappresentate dalle coniche 412 (**); e
il sistema 2% delle imagini delle intersezioni di ¢, colle altre superficie di
2° grado sard per conseguenza formato dalle curve di 4° ordine 122% (*¥¥),

Le K possono allora essere le rette del piano II, purché L sia un luogo
di 3° ordine 122%, ciod il sistema della retta 12 e di una conica 12, 11
sistema omaloidico delle ¢ sard adunque costituito dalle superficie di 2°
grado che hanno in comune un punto O ed una conica C. Le K, ciod le
rette del piano II, rappresentano coniche passanti per O e seganti G in due
punti; le curve R sono adunque tutte le coniche dello spazio che passano
pel punto fisso O e incontrano due volte la conica fissa C. La trasformazione
inversa & per conseguenza di 2° grado (u=2).

Le K non hanno Jacobiana; ma ai punti fondamentali 1, 2 di TI corri-
spondono due rette, che passano per O e incontrano C; dunque il cono
che da O projetta la conica C fa parte della Jacobiana delle ¢ e corrispon-
derd ad una linea fondamentale G’ dello spazio (x), d’ordine 2 e semplice
per le .

La Jacobiana delle ¢ dev’essere una superficie d’ordine 4, e per essa O
e C debbono avere i gradi 2, 3 di moltiplicitd. Pel cono OC i gradi di
moltiplicitd di O, C sono 2, 1; dunque la Jacobiana suddetta conterrd,

(*) CrASLES Théorie analytique des courbes de tous les ordres tracdes sur Uhyperboloide
0 une nappe (Comptes rendus de I'Acad, de Paris, t. 53; décembre 1861),

(**) Ciog dalle coniche passanti pei punti 1, 2.

(***) Ciod dalle curve di 4° ordine aventi due punti doppi fissi in 1, 2
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oltre al cono OC, un luogo di 2° ordine pel quale C sia doppia. Siffatto
luogo non pud essere altro che il piano della conica C, contato due volte.

Ora questo piano non ha in comune con qualsivoglia ¢ alcuna linea,
oltre la conica fondamentale C; dunque il piano di & corrisponde ad un
punto fondamentale O’ dello spazio (x), semplice per le curve S.

Di qui segue che le ¥ sono superficie di 2° grado, aventi in comune un
punto O’ ed una conica C'; vale a dire, il sistema omaloidico dello spazio
(x) & affatto analogo a quello dello spazio (y).

22. Si soddisfarebbe ancora alle prescritte condizioni assumendo per L
il sistema formato dalla retta 12 contata due volte e da una retta arbitraria.
Allora si ottiene un caso particolare della trasformazione che precede: le
¢ (e cosi pure le ¥) sono superficie di 2° grado che passano per una conica
fissa C, ed hanno un piano tangente fisso in un punto O di essa conica (*).

Si in questo particolare, si nel caso generale considerato innanzi, la co-
nica C (e per conseguenza anche (') pud essere il sistema di due rette
che si seghino.

Se il luogo L & costituito dalla retta 12 contata tre volte, tutte le su-
perficie ¢ (ed analogamente le ¢) hanno fra loro un contatto di 2° ordine
in 0. La Jacobiana delle ¢ & allora formata dal piano, da contarsi quattro
volte, che tocca in O tutte le ¢; e la conica C & un pajo di rette incro-
ciate in O e contenute nel piano anzidetto.

23. Si giungerebbe alla medesima trasformazione (n.°21) assumendo per
le K le coniche descritte per 1, 2 e per un altro punto 0 fissato ad arbitrio
nel piano II; nel qual caso L risulterebbe una conica 12. Se questa conica
passa per 0 si ha il caso del n.° 22.

24. Per O si conducano i piani y,=0, y,=0, y,=0; posto per brevitd

P@)=DY, +DPsYs+DsYs
9= 1Y, + Y2+ 05 Ys
e indicata con f(y) una forma quadratica omogenea delle y,, ¥,, Y5, siano
r+  ky,=o0,
@) —q@®)y,=0
le equazioni della conica (. Allora le formole (1) e (4) per tutt'i casi del-

(% Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 9 e 23 marzo 1871.
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I'attuale trasformazione si potranno scrivere cosi:

i %1 252 0, =[P () +EY]Y: Ip @) +EyJy.: [p )+ ky.dys: FY)— v g )
Yo:Ys: s Y =[q (@) +ka] e [q(x)+ka)x,: [q(x)+kr]es: f(@)—x,p ().
La Jacobiana dello spazio (y) sard

[p(y) +Ey T [kf@) +p@)q®]=0,
ed analogamente quella dello spazio (%)

[q (@) +ExJ* [kf(x)+p(x)g(®)]=0.

Nel caso del n.° 21, cio# se la conica G non passa per O, si pud porre
P, =py=p;=0, k=1, q,=q,=q,=0. Se C & un pajo di rette, f sara il
prodotto di due fattori lineari. Quando f sia un quadrato perfetto, il sistema
omaloidico dello spazio (y) & formato dai coni che passano per O e si toc-
cano fra loro lungo una retta fissa, non passante per O; ed analogamente
per laltro spazio.

Nel caso del n.° 22, ciod se ¢ passa per O, dovremo porre k=0. Se ¢
¢ una conica propriamente detta, si pud fare p,=1, p,=p,=0, ¢,=¢q,=0,
¢:=1, f(y)=y;. Invece, si potrd assumere f identicamente nulla, quando
C sia un pajo di rette, una delle quali passi per O.

Da ultimo, se C consta di due rette incrociate in O, si potrd (oltre a

k=0) porre p,=q,=1, Py=0s=(q5=q;=0, f(y)=Y,Ys

25. Le K siano coniche 10,0, (*); il Inogo L essendo composto della
retta 12 e di un’altra retta per 2. Le ¢ saranno allora superficie di 2° grado
aventi in comune una retta ¢ e tre punti O, O,, O,; e la trasformazione
inversa sard di 8° grado (u=3). Alle rette dello spazio (x) corrispondono
le cubiche gobbe (come quelle che sono rappresentate dalle K) che passano
pei tre punti fissi 00,0, e incontrano due volte la retta C.

La Jacobiana delle ¢ & una superficie di 4° ordine, per la quale 0, O,, O,
sono punti doppi e ¢ & una retta tripla. Dunque ciascuna ¢ la segherd
inoltre secondo un luogo di 5° ordine. E infatti, la Jacobiana delle K, che
¢ la terna delle rette 0,0,, 10,, 10,, rappresenta, insieme col punto 2, una
conica e tre rette. Per conseguenza la Jacobiana delle ¢ comprende: 1° il

(*) Cio& coniche passanti per 1 e per due altri punti fissi 0y, 0,.
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luogo delle coniche passanti per 00,0, e seganti C; 2° il luogo delle rette
passanti per O, e seganti C; 3° il luogo delle rette passanti per O, e se-
ganti C; 4° il luogo delle rette passanti per O e seganti (. Vale a dire:
la Jacobiana delle ¢ & il sistema de’quattro piani 00, 0,, 0C, O,C, 0,C.

Dunque lo spazio (x) contiene una retta fondamentale doppia D’ e tre
rette fondamentali semplici G/, G',, G',.

Siccome ad uba retta arbitraria nello spazio (x) corrisponde in*(y) una
cubica gobba passante per 00,0, e segante due volte C, e ad un punto
della retta D’ corrisponde una conica passante per 00,0, ed appoggiata in
un punto a C, cosl ad una retta in (x) la quale incontri I’ corrispondera in
(y) una retta appoggiata a C. Ora un piano qualsivoglia £ in (y) contiene
infinite rette appoggiate a C; dunque la corrispondente superficie ¥ conterra
infinite’ rette appoggiate a D', Vale a dire: le 4 sono superficie gobbe di
3° grado, per'le quali D’ & la retta doppia, e le G/ sono generatrici semplici.

Che le G’ siano rette appoggiate alla D), risulta anche dall’osservare che
alla I/ corrisponde un fascio di coniche nel piano 00,0, e ad una G’ un
fascio di rette nel piano OC, e che questi due fasci hanno una retta comune.
Invece le G’ a due a due non si segano, giacché i fasci corrispondenti non
hanno nulla di comune.

Ad una retta arbitraria nello spazio (y) corrisponderd I’ulteriore interse-
zione di due superficie v, ciod una conica incontrata dalle quattro rette
D', G'. Ma ad una retta appoggiata a (i corrisponde una retta incontrata
da D'; dunque ai punti di ¢ corrispondono le rette segate dalle G/, ossia
alla retta fondamentale ¢ corrisponde I'iperboloide G’G’,G/;. Ciascuna su-
perficie & ha una direttrice non doppia; essa corrisponde al punto dove G
incontra il piano B corrispondente a quella 4.

Le due generatrici di ¥ uscenti da un punto m/ di D’ corrispondono alle
due rette comuni al piano £ ed al cono che dal punto 8C projetta la conica
corrispondente ad m/: il qual cono corrisponde al piano delle due genera-
trici di ¢. Fra le coniche passanti per 00, 0, ed incontrate da C ve ne sono
due tangenti al piano £; esse corrispondono ai due punti cuspidali di 4.

La Jacobiana delle 4 dev’essere una superficie di 8° ordine, passante tre
volte per ciascuna G’ e sette volte per la I/; e dee comprendere due volte
i piari corrispondenti ai tre punti 00, 0,. Di essa Jacobiana fa parte anche
il luogo corrispondente a G, ossia 1'iperboloide G’G’,G’,, il quale contiene
una volta ciascuna delle quattro rette G/, D; dunque il sistema de’tre piani
corrispondenti ai punti 00,0, dovrd contenere IV tre volte e ciascuna G’
una volta. Questi piani sono per conseguenza G'D', G/, D', G', D'
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Parecchi sono i casi particolari di questa trasformazione, i quali corri-
spondono al supporre i punti 00,0, tutti o in parte infinitamente vicini
fra loro ¢ alla retta C, ecc. Alla medesima trasformazione si giunge assu-
mendo per le K le cubiche 4°20,0,0,, nel qual caso L & una retta per 2.

26. Questa trasformazione da la rappresentazione di una superficie
gobba + di 3° grado sul corrispondente piano 8 (*). Alle sezioni piane di ¥
corrisponderanno le intersezioni di 8 colle ¢, ossia le coniche passanti per
un punto fisso (il punto £C), e seganti armonicamente un segmento fisso.
Di quest’ultima condizione ci persuaderemo osservando che le ¢ segano il
piano 00, O, secondo un fascio di coniche, epperd segano la retta (00,0,)8
in un’involuzione di punti. Imagine della retta doppia di +} sard 1'interse-
zione di 3 col piano 00,0, che corrisponde a D'; imagine della direttrice
semplice & il punto BC. Le rette passanti per questo punto rappresentano
le generatrici rettilinee di .

27. Se il piano B passa pel punto nel quale la retta C incontra il piano
00,0,, le due direttrici della superficie gobba corrispondente riescono infi-
nitamente vicine (**). La retta comune ai piani £, 00,0, rappresenta la di-
rettrice e una generatrice coincidente con essa. Le sezioni piane della su-
perficie gobba < hanno per imagini le coniche che passano pel punto SG
e sono ivi toccate da rette formanti un fascio projettivo alla punteggiata
che le coniche stesse determinano sulla imagine della direttrice [in modo
che la retta £(00,0,) corrisponda al punto SC, che & I'imagine del punto
cuspidale]: infatti nel caso attuale, i punti della direttrice corrispondono
projettivamente alle generatrici che passano rispettivamente per essi.

28. Se la trasformazione in discorso si applica ad una superficie F/ di
2° grado, data comunque nello spazio (x), questa si muterd in una super-
ficie di 4° ordine I, giacche le intersezioni di questa con una retta arbi-
traria corrispondono ai punti comuni ad I/ e ad una conica incontrante
D'G'G',G',. Alle rette seganti (' corrispondono le rette seganti D'; e alle
rette passanti per uno de’punti O corrispondono le rette appoggiate a due
rette G/; ma tutte queste rette incontrano I/ in due punti, dunque anche
quelle incontreranno in due punti la superficie F; ossia I ha la retta doppia
C e i punti doppi O, O,, O, (***).

(*) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 24 gennajo 1867, p. 21; — CrEssca nel G.
Crelle-Borchardt, t. 67, p. 17.  \

(**) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 24 gennajo 1867, p. 22; — CresscH nel G.
Crelle-Borchardt, t. 67®p. 19,

(%%%) NoeTHER nei Math. Annalen, t. 3, p. 50.

Annali di Matematica, tomo V. 19
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Per ottenere la rappresentazione di £ sopra un piano, basterd projettare
F’ da un suo punto; le sezioni piane di F avranno allora per imagini le
projezioni delle intersezioni di I/ colle +}, le quali projezioni sono curve di
6° ordine con due punti tripli (i punti fondamentali della rappresentazione di
F’), due punti doppi (corrispondeunti alle intersezioni di I/ con I)') e sei punti
semplici (corrispondenti alle intersezioni di I'* colle G’). Se ora su questo
sistema di curve piane operiamo una trasformazione quadratica, mediante
la rete delle coniche passanti pei due punti tripli e per uno de’punti doppi,
le curve di 6° ordine si mutano in curve del 4° ordine 0212345678 (*).
Siccome le quattro rette D'G’'G' G’ formano tre piani D'G/, D'G',, D'G,,
cosl, nella prima rappresentazione (cio® nella projezione di F’) i sei punti
semplici giacciono a due a due su tre coniche passanti pei tre punti tripli
e pei due punti doppi. Queste coniche si trasformano poi in rette; percid
nella rappresentazione dciinitiva avremo le tre rette 012, 034, 056, ima-
gini dei tre punti doppi O, O, O,. Alla retta C corrisponde nello spazio
(x) Yiperboloide D'G'G’,G’,, intersecante I/ secondo una curva, la cui pro-
jezione sard del 4° ordine, ma che si trasforma poi in una curva del 3° or-
dine, contenente tutt’i punti 0412... 8. Ad un punto di ¢ in F corrisponde
I'intersezione di F/ con una generatrice del detto iperboloide; ciog ad un
punto della retta doppia C corrispondono due punti conjugati nella cubica
012... 8. Siccome le generatrici dell’iperboloide incontrano tutte la retta
D/, cosi i due punti conjugati costituenti I'imagine di un punto di G sono
sempre (nella projezione di I') in una conica passante pei due punti tripli
e pei due punti doppi, la qual conica si trasforma poi in una linea retta:
dunque le coppie di punti conjugati della cubica 012... 8 sono allineate
con un punto fisso della cubica medesima. Nella retta doppia C vi sono
quattro punti cuspidali, giacché quattro sono le generatrici dell’iperboloide
che sono tangenti a C. Le imagini delle sezioni piane di F' sono le curve
di 4° ordine che appartengono al sistema 02412... 8 e segano la cubica
012... 8 in due punti conjugati. 11 punto 0 e la retta 78 sono imagini di
due coniche situate nel piano 00,0,, e corrispondenti ai punti ne’quali F’
incontra IV. I punti (1, 2), (3, 4), (5, 6) rappresentano tre coppie di rette
contenute nei piani OC, 0,C, 0,C, le quali corrispondono alle intersezioni
di F’ colle tre rette G'; i punti 7, 8 e le rette 07, 08 sono le imagini di

(*) Cio& dotate di un punto doppio O e di otto punti semplici 12... 8.
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altre quattro rctte di F, corrispondenti alle generatrici rettilinee di F/ in-
contrate da D', ecc., ecc.

29. Se I/ & tangente lungo una conica all’iperboloide D'G/G',G,, la
corrispondente superficie I' avra la retta cuspidale C e i tre punti doppi
00, 0,. Nella projezione di I/, 'imagine di ¢ sard una conica 123456, e
le imagini delle sezioni piane di I’ saranno curve di 6° ordine con due
punti tripli 1, 2, con tre punti semplici di contatto 4, 5, 6, e con un altro
punto singolare 3, equivalente a due punti doppi infinitamente vicini. Tras-
" formando poi per mezzo della rete di coniche 123, le imagini delle sezioni
piane divengono curve di 4° ordine con due punti 1, 2 di semplice interse-
zione, con tre punti semplici di contatto 4, 5, 6 e con un punto doppio 3.
I tre punii 4, 5, 6 sono in una retta, imagine della retta cuspidale.

30. Se nello spazio (y) & data una superficie quadrica F passante pei
" tre punti 00,0, ad essa corrisponderd in (x) una superficie F/ di 3° ordine.
Infatti, alle reite dello spazio (x) corrispondono cubiche gobbe, le quali
avendo gid in comune con F i tre punti 00,0,, la segano in altri tre
punti. La superficie I/ contiene: 1.° la retta D/, che corrisponde alla conica
comune ad F e al piano 00,0,; 2.° le tre rette G/, che corrispondono alle
tre coniche, sezioni di F coi piani OC, O,C, 0,C; 3.° due altre rette ap-
poggiate alle G/, le quali corrispondono ai punti in cui F & incontrata da
C; 4.° tre rette situate rispettivamente nei piani D'G/, D'G’,, D'G’, ¢ cor-
rispondenti ai punti O, O,, O,; 5.° altre sei rette, ciascuna appoggiata a
due G/, corrispondenti alle gencratrici di /' che passano per un punto O;
6.° altre quattro rette, appoggiate a D', e corrispondenti alle generatrici di
F che segano C; 7.° sei rette corrispondenti alle coniche passanti per due
punti O e per uno de’punti comuni a C e ad I'; 8.° due rette corrispon-
denti alle due cubiche gobbe che giacciono su F, passano pei tre punti O
e segano C in due punti.

Projettando I da un suo punto, si ottiene una rappresentazione piana di
F’, nella quale le imagini delle sezioni piane sono curve di 4° ordine con
due punti doppi e cinque punti semplici fissi. Trasformando poi questo si-
stema di curve mediante la rete di coniche passanti pei due punti doppi e
per uno de’punti semplici, si giunge alla rappresentazione d’ordine minimo
della superficie di 3° ordine (*). Tmagini delle sezioni piane sono allora le

(*) CLEBscH Die Geometrie auf den Fldchen dritter Ordnung (G. Crelle-Borchardt, t. 65,
p. 359); — CREMONA Mémoire de géoméirie pure sur les surfaces du troisiéme ordre

(id., t. 68, p. 82
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curve di 8° ordine che passano per sei punti (fondamentali) fissi 123456,
Questi sei punti, le quindici rette 12, 13,... e le sei coniche 12345,.,,
rappresentano le ventisette rette della superficie.

31. 1l sig. Caviey (*) ha gid dato le formole (1), (4) pel caso piu ge-

nerale della presente trasformazione:
X8yt 0 0, =Y Yy Y3t Uy (YY) Y (Yo + o),
Y Y Y Y =0, (0,20, — 2, 2,) 1 X (X0, 10, — 2, 2,) 1 (X, — Xy) X, Ly 2 (Xy=—T,) X, 2.
Nello spazio (y), le superficie quadriche ¢ hanno in comune la retta
(y,=y,=0) e i tre punti

U =Y=14=0), (¥%=¥%=y=0) :=Y;=—"Y0 Y:=0);
e nello spazio (x) le superficie cubiche 4 hanno in comune la retta doppia
(x,=x,=0) e le tre rette semplici

(x,=2,=0), (x,=x,=0), (x,—x,=0, x,—x,=0).
La Jacobiana del 1° spazio & ¥,¥,Y,(y,—y,) =0; quella del 2°
aad(ac, — 2,)* (@, 2, — X, )= 0.
Sono poi da notarsi i seguenti casi particolari:
1o zpagiwg @, =y Y oY ¥y Y =YD Yoo
Yyt Yy Yyt Yy =, (@, 9, — X, 0) 1 005 (%, 2, — Ly 05) 1 X} Xy 2 ],

Le ¢ hanno in comune la retta (y,=y,=0), e i punti (y,=y,=y,=0),
(Y, —Y,=Y,=Y,=0), nel primo de’quali toccano la retta (y,=y,=0). Le

¥, oltre ad avere la retta doppia (x,=2x,=0), si segano lungo la genera-
trice (x,=a,=0) e si toccano lungo l’altra generatrice (x, =x,=0).
La Jacobiana del 1° spazio & ¥}y,y,=0; quella dell’altro
o o83 (40, %, — 20, 20) = 0.
RO iy 1 Xy =Y, Y Yo Ya Y Ys YL+ YaYso
Yy Y Ys: Yy =0, (2, — 2y 004) : Xy 2,0, — Xy Tg) : 27 g 5,
Le ¢ hanno in comune la retta (y,=y,=0) e il punto (y,=y;=y,=0),
nel quale le loro sezioni fatte col piano y,=0 hanno un contatto tripunto
(e la tangente y,=1/,=0). Le ¥ hanno in comune la retta doppia (x,=2,=0)
e si osculano lungo la generatrice (x, =a;=0).

*) Proceedings of the London Math., Society, t, 3, p. 17L
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Le Jacobiane dei due spazi sono yiy,=0, af(x,x,— x,,) =0.

3 @,y =Yg Y Y Y, Y Y (U — o),

Yyt Ys Ysi Yy = (@) 20,51 (90— 04) g 00,2 (00, — 2, ) X, 20,00, 25,
Le ¢ passano per la retta (y,=y,=0) e pei punti (y,=y,=1y,=0),
(Y,=vy,=y,=0), e sono toccate nel punto (y,=y,=y,=0) dal piano
fisso y,—y,=0. Le v, oltre alla retta doppia (x,=a,=0), hanno in co-
mune le tre generatrici (x, =x,=0), (X,=x;=0), (x,—x,=x,=0), le
prime due delle quali concorrono sulla retta doppia.

Le Jacobiane s0no ¥, v,y (y,—Yy,) =0, xix;(x, —x,)°x, =0.

4° @B R X =Y, Y Y Ys YL Yo Yo
Yyt Ys Yot Yy =, X, 00 Xyt L]0 L,
Le ¢ passano per la retta (y,=y,=0); oltre a cid, nel punto (y,=y,=y,=0)
sono toccate dal piano y,=0 e mnel punto (¥, =Y,=1y,=0) dalla retta
(¥,=vy,=0). Le ¥ hanno la retta doppia (r,=x,=0), sono toccate dal
piano a;=0 lungo la retta (x, =a,=0) e si segano in un’altra generatrice
(@y=2a,=0).
Le Jacobiane sono y;y,y,=0, aixir,;=0.

o012 —
5.° Xy Lt Lyt Xy =Y Ya Yy Y Y Y Y Y
. Qe (i o
3/1:yz:yszyli.:xgxs:xxxz%'xj.xz'901(*"1903 Xy,).

Le ¢ passano per la retta (y,=y,=0) e pel punto (y,=y,=y,=0), sono
toccate nel punto (y,=y,=vy,=0) dal piano y,=0, e in questo stesso punto
le loro sezioni fatte con piani passanti per la retta (y,—=y,=0) si oscu-
lano. Le « hanno in comune la retta doppia (x,=a2,==0) e le generatrici
(x,=2,=0), (x,=x,=0), che concorrono sulla retta doppia; e lungo la
seconda delle dette generatrici hanno tutt’i piani tangenti comuni.

Le Jacobiane sono yiy,y,=0, ajaia,=0.

6.0 2,1 @y X =Y, Yy Y, Ys YT e Y1 Yo
Yyt Yg Yt Y == 0y 0, 0,0y 0t R, — XL,

Le ¢ passano per la retta (y,=y,=0) e sono segate dal piano 1,=0 se-
condo coniche aventi un contatto quadripunto in (y,=y,=y,=0), dove il
piano tangente comune & y,=0. Le « hanno in comune la retta doppia
(,=2,==0) e si osculano lungo la retta (x, =x,==0), in tutt’i punti della
quale il piano tangente & costante (x,=0).
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Le Jacobiane sono yiy,=0, xlx,=0.

Nel caso generale, come anche ne’ primi due casi particolari, il Iuogo
delle direttrici semplici delle 4y & I'iperboloide a, 2, —x,2,="0; negli ultimi
quattro casi, il detto luogo si riduce al piano x,=0. Ne’due casi che se-
guono, la direttrice semplice coincide colla rctta doppia.

10 @y X Xy, =Y, (Y —Ya) Y (Y — Y)Y Yst Vs Yo
Yot Yy Yot Yy=0000, 20, 51 @y 20 (00, — 2,) 1 @, (20, —2L,).
Le ¢ hanno in comune la retta (y,=y,=0) ed il punto (y,=¥,, ¥=%,=0),
e ne’punti (¥, =y,=y,=0), (y,=Y,=Yy,=0) sono toccate rispettivamente
dai piani y,=0, y,=0. Le 4 hanno in comune la retta doppia (,=x,=0),
che ora fa anche le veci di una generatrice comune, e le due generatrici
(v, =a,=0), (x,=x,=0).
Le Jacobiane sono y,%,(y,—Y¥,)* =0, xlx;(x, —x,)*=
8.0 @y @yt =Y1: Y Yo Yol Y1 Ys— Yo
Yy Yyt Yo Yy =00, 5, X0 Xq (20, X + X3 — 2, 25) 1 XLy

Le ¢ hanno in comune la retta (y,=y,=0) e i piani y, =0, y,=0 tan-
genti rispettivamente ne’ punti (3, =Y¥,=¥,=0), (y,=Y,=¥,;=0), e sono
segate dai piani passanti per la retta (y, =%,=0) secondo coniche che si
osculano nel punto (y,=y,=y,=0) Le < hanno la retta doppia (z,=x,=0),
che qui fa anche l'ufficio di una generatrice di contatto (cosi che essa
conta per 6 nell’ordine dell’intersezione di due ), e si segano inoltre nella
generatrice (a,=a,=0).
Le Jacobiane sono yly,=0; xjxj=0.
32. Questi casi particolari si deducono dal caso generale, supponendo:
1. che due de’tre punti O,, O,, O, siano infinitamente vicini in
una data retta (y,=vy,=0);

2.2 che i tre punti O,, 0,, O, siano infinitamente vicini in un dato
piano y,=0;

3. che il punto O, sia infinitamente vicino alla retta C, determi-
nando con essa un piano ¥, —¥y,=0 (mentre i punti O,, O, siano qualsi-
vogliano);

4.° che clire all'ipotesi 3% i punti O,, O, siano infinitamente vicini
fra loro in una data retta (y,=y,=0);
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5.° che i punti O,, O, siano infinitamente vicini fra loro in una data
vetta (¥, =Y,=0), ed anche infinitamente vicini alla retta C, colla quale
determinino il piano y,=0;

6.° che oltre all’ipotesi 5% anche il punto O, sia infinitamente vicino
agli altri due, in un dato piano y,=0;

7. che i punti O, O,, senza essere prossimi fra loro, siano infini-
tamente vicini alla retta C, determinando con essa rispettivamente i piani

Y.=0, y,=0;

8.° che, oltre all'ipotesi 7%, il punto O, si accosti infinitamente ad O,
in una retta data (y,=y,=0).

83. Le K siano coniche per tre punti fissi 0,0,04; il luogo L riducesi
allora alla retta 12 contata due volte. Le ¢ sono superficie di 2° grado cir-
coscritte ad un tetraedro fisso 00,0,0,, in un vertice O del quale hanno
un piano tangente fisso o. La trasformazione inversa & di 4° grado (u=4),
giacche alle rette dello spazio (x) corrispondono le curve gobbe di 4° or-
dine, per le quali 0,0,0, sono punti semplici ed O & un punto doppio
colle tangenti nel piano fisso w.

Lo spazio (y) non contiene curve fondamentali; e la Jacobiana delle ¢
dee segare la ¢, secondo un luogo di 8° ordine. Ora la Jacobiana delle K
¢ la terna delle rette 0,0,, 0;0,, 0,0, che rappresentano tre coniche; e i
punti fondamentali 1, 2 rappresentano due rette, che insieme colle tre co-
niche costituiscono il predetto luogo di 8° ordine. Dunque la Jacobiana
delle ¢ comprende: 1° il luogo delle coniche circoscritte al triangolo 00,0,
e tangenti in O al piano o; 2° il luogo delle coniche circoscritte al triangolo
00,0, e tangenti in O al piano o; 3° il luogo delle coniche circoscritte al
triangolo 00,0, e tangenti in O al piano o; 4° il luogo delle rette passanti
per O e contenute nel piano . Questi quattro luoghi sono ordinatamente i
piani 00,0,, 00,0,, 00,0, ed o; I'insieme dei quali costituird adunque
la Jacobiana delle ¢; e ai piani medesimi corrisponderanno nello spazio (x)
tre rette fondamentali doppie D/,, I/,, D'; ed una conica (.

La retta comune a due de’tre piani 00,0, 00,0,, 00, O, fa parte d’en-
trambi i fasci di coniche contenuti in essi piani; dunque le tre rette doppie
dello spazie (x) a due a due hanno un punto comune. Ma le fre rette
doppie non possono giacere in un solo e medesimo piano, perche ad esso
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corrisponderebbe una superficie ¢ della quale farebbero parte i tre piani
00,0,, 00,40,, 00,0, (il che & assurdo, essendo le ¢ di 2° grado); dunque
le tre rette concorrono in uno stesso punto (/.

La retta comune al piano o e ad uno dei piani 00,0, 00,0, 00,0,
fa parte si del fascio di coniche contenute in questo piano, si del fascio di
rette contenute nel primo piano e incrociate in O; dunque la conica ¢/ in-
contra ciascuna delle rette D',

Da tutto cid segue che le ¢ sono superficie (di Steiver) di 4° ordine, per
le quali Q' & un punto triplo, le I’ sono rette doppie e (G’ & una conica
semplice.

Le curve secondo le quali si segano ulteriormente le / a due a due, ossia
le curve dello spazio (x) che corrispondono alle rette dello spazio (y), sono
coniche appoggiate in un punto a ciascuna delle linee D/,, D',, D/,, C/.

La Jacobiana delle ¢ dev’essere una superficie del 412° ordine, per la
quale ciascuna D' sia multipla secondo 7, e la (’ sia tripla, D’altra parte,
a ciascuno de’punti O,, 0,, O, dee corrispondere un piano da countarsi due
volte, e al punto O una superficie quadrica da contarsi tre volte nella Ja-
cobiana delle +. Dunque ai punti 0,0,0,0 corrispondono ordinatamente i
piani D', DV, D/, D/, D/ D/, e il cono quadrico Q'C'.

Si giunge alla medesima trasformazione, assumendo per le K le curve di
4° ordine 12220%0,0,0,; nel qual caso il luogo L scompare affatto. Anche
qui si ottengono parecchi casi particolari, supponendo che alcuni de’ punti
00,0,0, siano infinitamente vicini,

34. Da questa trasformazione si ricava tosto la rappresentazione di una
superficie ¢ di STEINER sul corrispondente piano £ (*). Alle sezioni piane di ¢
corrispondono le intersezioni di £ colle ¢, vale a dire un sistema di coniche
che incontrano in punti conjugati involutoriamente ciascuna delle rette, se-
condo le quali & sega i piani 00,0,, 00,0,, 00,0,; i punti doppi delle
tre involuzioni sono i vertici di un quadrilatero completo. Ciascuna ¢ che
tocchi il piano S lo sega secondo due rette; dunque ciascun piano tangente
a ¢ sega questa superficie secondo due coniche. I lati del quadrilatero an-
zidetto sono le generatrici di contatto del piano 8 con quattro coni ¢, ai
quali corrispondono quattro piani, e ciascuno di questi tocca ¢ lungo una
conica.

(*) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 24 gennajo 1862, p. 15; — Cresscu nel G.
Crelle-Borehardt, t. 67, p. 1.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Cremona: Sulle trasformazioni razionali nello spazio. 153

Ad una superficie di 2° grado situata comunque nello spazio (x) corri-
sponde in (y) una certa superficie di 4° ordine, per la quale 0,0,0, sono
punti doppi conici, ed O & un punto doppio uniplanare, nel quale il piano
tangente sega la superficie secondo quattro rette. Io ho giad studiato questa
superficie altrove (*). .

In generale, ad una superficie d’ordine n, situata comunque nello spazio
(x), corrisponde in (y) una superficie d’ordine 27, per la quale 0,0,0,
sono punti n-pli conici, ed O & un punto n-plo uniplanare, dove il piano
tangente o sega la superficie secondo 2n rette (incrociate in O), cosi che
la sezione fatta da un piano condotto arbitrariamente per O & una curva del
genere (n—1)% per la quale O fa le veci di due punti n-pli infinitamente
vicini. Se per la prima superficie il punto (, le rette Q'Q/,, 'Q'5, Q0’5 e
la conica G’ sono multiple ordinatamente secoudo i numeri ¢, q,, ¢,y g3 C»
la seconda superficie sard dell’ordine 2n—(¢,+ q,+ ¢,-+c), e per essa i punti
0,0,, O,, O, saranno multipli secondo i numeri n+ g—(q,+g,-+¢gs+c¢),
(g, +qs), n—(¢+q,), n—(q,+¢); ecc. ecc.

35. Le formole (1) e (4) pel caso piu generale della presente trasfor-
mazione sono (**):

Ly g 8 =Y Y5 Y3 Yt Ya Y Ya Y+ Yo+ )
yl:y,:y3:y4=f(x)x2w3:f(ac)ac3xl:f(x)xlacQ:aclxg%xu
dove per brevitd si & posto f(x)=uw,x, + x,2, +x,a, Le superficie qui-
driche ¢ sono circoscritte al tetraedro formato dai piani y, =0, y,=0,
93=0, y,=0 e sono toccate nel vertice (y,=y,=y,=0) dal piano fisso
Y, +y,+y,=0. Le ¥ sono superficie di 4° ordine, aventi in comune tre
rette doppie (gli spigoli del triedro formato dai piani a, =0, 2;=0, a,=0)
ed una conica [x,=0, f(x)=0].
Le Jacobiane dei due sistemi sono ¥, ¥,Y; (4, + y,+¥y,)=0, xiajasf* (x)=0.
Notiamo poi i seguenti casi particolari:
1. x1:x2:x3:x4:yzya:ysy1:ylyztyg—'(yl+y2)yy
Yo Y Y Y, =[(X) a2y f(o)acy e f (o) a0, @0y 1 20y 20, (20, 0y — 25 2,)
dove f(ax)=(x,+x,)x,. Le ¢ passano pei punti

¥, =9.=9:,=0), ,=9=Y.=0), (¥,=y;=y,=0),
(*) Memorie dell’Accad. di Bologna, serie 3% t. 1°

(**) Ibid.
Annali di Matematica, tomo V, 20
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nel primo de’ quali esse hanno il piano tangente fisso y,+y,=0 e le loro
sezioni fatte con piani passanti per la retta (y,=y,=0) si osculano. Le ¥
sono ancora superficie di STEINER aventi in comune le tre rette doppie

(g=1w,=0), (x,=2x,=0), (x,=x,=0) ed una conica
[z, 4+ 2,=0, 2, 2,—252, =0],
la quale perd & ora situata in un piano passante per una delle tre rette
doppie.
Le Jacobiane sono ¥,¥%,Ys(y,+v,) =0, ajxlci(x, + x,)* =
RO @2y @ X =Y Ya YsY Y Ya Vi Y+ Y Y
Y Yy Y Y= [(@) @ 2 flw) @y 2, 2 ) 0, 2, 00,20, 204 00, — i (20 + 223)s
dove f(x)=wx,2, Le ¢ hanno di comune i punti
4, =%:=Y%:=0), (%=1%=y,=0),
nel primo dei quali esse sono toccate dal piano fisso y, =0 e le loro sezioni fatte
con qualunque piano passante per una delle rette (y,=y,=0), (y,=y,=0)
si osculano. Le « sono ancora superficie di SteiNnEr con tre rette doppie
comuni (x,=2x,=0), (;=x,=0), (x,=x,=0); ma invece di passare per
una stessa conica, hanno in comune tutt’'i piani tangenti ne’punti di una
retta doppia (z,=x;=0).
Le Jacobiane sono y;¥,y,=0, xjoxjxi=0.
3.2 ARICPRE xa,—yl Y1l Y:Ys¢ y4 Ys— y2)7
Yy Ys Y Yo =[ (@) w205 f (o) f(2) a0, 205 20y 25 0
dove f(x)=uw,x;—~ a3 Le ¢ hanno di comune i tre punti (y,=y,=y,;=0),
(y,=Y,=Y,=0), (y,=¥y,=Yy,=0), nel primo de’ quali sono toccate dal
piano y,—y,=0, e nel secondo dalla retta y,=y,=0. Le ¥ sono d’una

forma degenere della superficie di SteiNer (*), esse hanno in comune la
retta (x,—=x,=0) equivalente a due rette doppie infinitamente vicine, un’

altra retta doppia (x,=ax,=:0) ed una conica [x,=0, f(x)=0].
Le Jacobiane sono yiy,(ys—Yy, =0, ajxif*(x)=0.
4.° w22, =Y, Ys Y Yst Ys: Yi+ Yy Yy
Y:: Y Y Y= f(x)x xy: o )xzxs:f(x)xgzxg(xsx4—xg)r

(*) CrepscH nel G. Crelle-Borchardt, t. 67, p. 15; — Rendiconti del R. Istituto Lom-
bardo, 24 gennajo 1862, p. 19.
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dove f(x)=ux,a, Le ¢ passano pei punti (y,=y,=y,=0), (¥,=Y,=¥,=0),
nel primo de’quali sono toccate dal piano y,=0, e,nel secondo della retta
(ys=y,=0); inoltre sono segate da ogni piano passante per la retta
(y,=y,=0) secondo coniche che si osculano in (¥, =y,=y,=0). Le
sono della stessa forma degenere della superficie di STEINER, come nel caso
precedente; hanno in comune le rette doppie (y,=y,=0), (y,=y,=0),
la prima delle quali rappresenta due rette doppie infinitamente vicine, ed
inoltre una conica [x, =0, 2y, —a3=0], il cui piano passa per la seconda
retta doppia.
Le Jacobiane sono ¥,y y,=0, xjxia}=0.

B0 @1yt 2 =Y Y Y5t Y — Y1 Yat Yol
Y, 1Yt Ysr Yo =[ (o 2 ()  f2) o0, 2050 20}y
dove f(x) =ai—wx, 2, Le ¢ hanno il punto comune (y,=¥y,=¥y;=0) col
piano tangente fisso y,=0, ed un altro punto comune (y,=¥Y,=¥,=0)
dove le sezioni fatte col piano y,=0 si osculano tutte fra loro. Le Y ap-

partengono ad un’altra forma degenere della superficie di STEINER (¥);
hanno in comune la retta 2, =, =0, che rappresenta tre rette doppie infi-
nitamente vicine, ed inoltre la conica [x,=0, f(x)=0].
Le Jacobiane sono yiy,=0, «}f*(x)=0.
36. Questi casi particolari risultano dal caso generale supponendo:

1.° che il punto O, sia infinitamente vicino ad O nella retta (y,=y,=0);

2.° che anche il punto O, sia infinitamente vicino ad O nella retta
(¥, =Y,=10);

8.2 che de’tre punti O,, O,, O, (ora non pilt supposti prossimi ad O)
due siano infinitamente vicini fra loro nella retta (y,—=y,=0);

4.2 cheil punto O, sia infinitamente vicino ad O nella retta (y,=Y,=0),
e che i punti 0,, O, siano prossimi fra loro nella retta (y,=9,="0);

5. che i tre punti O, 0,, O, siano infinitamente vicini fra loro nel
piano y,=0.

*) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 24 gennajo 1862, p. 20.
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Trasformazioni di 3° grado
(v=3; u=2, 3, 4,..., 9).

37. Sia ¢, una superficie gobba di 3° grado, la cui retta doppia indi-
cherd con D. Abbiamo giad veduto (n.° 26) che essa pud essere rappresentata,
punto per punto, in un piano IT in modo che le imagini delle sue sezioni
piane siano coniche passanti per un punto fisso 1 e seganti armonicamente
un dato segmento. Per conseguenza, il sistema 2 delle imagini delle inter-
sezioni di ¢, colle altre superficie gobbe di 3° grado, dotate della medesima
retta doppia, sard formato dalle curve di 4° ordine 1%

Assumendo per le K le rette del piano II, epperd per L il gruppo di tre
rette passanti per 4, si ottiene la trasformazione (v=3, u=2), che abbiamo
gid esaminata precedentemente (n.° 25).

Le K siano coniche 10,0,, epperd L sia un pajo di rette uscenti da 1.
Le ¢ saranno superficie gobbe di 3° grado aventi in comune, oltre alla retta
doppia D, due generatrici G, G, e due punti O,, O,; e la trasformazione
inversa sard di 3° grado (u=3). Alle rette dello spazio (x) corrispondono
cubiche gobbe R, le quali passano per O,, O,, segano due volte D ed una
volta ciascuna delle G,, G,; come si riconosce tosto dall’esame delle K, le
quali sono le imagini di quelle curve R che giacciono in ¢,.

La Jacobiana delle ¢ dev’essere un luogo dell’8° ordine, pel quale D,
G,, G, siano multiple secondo i numeri 7, 3, 3; esso avrad adunque con
¢, un’ altra linea comune dell’ ordine 3.8 —2.7—2-.3=4. Questa & l'in-
sieme di una conica e di due rette, rappresentate su Il dalle rette 0,0,,
10,, 10,, che formano la Jacobiana delle K. Dunque la Jacobiana delle ¢
comprende: 1.° il luogo delle coniche passanti per O, O, ed appoggiate
alle rette D, G,, G,, vale a dire liperboloide DG, G,0,0,; 2. il luogo delle
rette che passano per O, e segano D, vale a dire il piano O,D: 3.° il luogo
delle rette che passano per O, e segano D, vale a dire il piano O0,D. Questi
tre luoghi sono da contarsi semplicemente nella Jacobiana dello ¢, giacché
per questa i punti O,, O, sono soltanto doppi (n.° 16); dunque la Jacobiana
medesima comprenderd inoltre un luogo del 4° ordine, il quale, dovendo
avere D come retta quadrupla e G,, (7, come rette doppie, non pud essere
altro che il pajo di piani DG, DG,, contati due volte.

Segue da cid0 clie gli enti fondamentali dello spazio (x) sono una retta
doppia D/ (corrispondente all’iperboloide DG,G,0,0,), due rette semplici
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G',, Gy (corrispondenti ai piani O, D, 0,D) e due punti semplici 0';, 0,
(corrispondenti ai piani DG,, DG,).

Le rette D/, G/, hanno un punto comune, perché la retta che passa per
0, e incontra D e G, appartiene sl alle coniche corrispondenti ai punti di
D/, si alle rette corrispondenti ai punti di G/,. Analogamente D’ sega anche
G',. Da cid segue senz’altro, che le o sono superficie gobbe di 3° grado,
aventi in comune la retta doppia D/, le generatrici G/,, G/,, ed i punti O/,
0',; vale a dire, il sistema delle ¥ & affatto analogo a quello delle ¢.

Se assumiamo y, =0, y,=0, y,—a,y,=0, ¥, —a,y,=0 come equazioni
dei piani DO,, DO,, DG,, DG,; (y,=y,=0) come equazioni della retta
0,0,, ed I(y)=0 come equazione dell’iperboloide DG,G,0,0,, le formole
(1), (4) per I'attuale trasformazione saranno

w0y ayi 2, =Y, I(y) y, L(y): (y,—a, Ys) (y1—azy2) Ys: (yl—alyZ) (Y —ay¥5) Y.
YoiYse Y5 Y=, J(@): 2, I () : (a0, — a,) 2, 2, 24t (@ —0,) 2, 2, 0, 5

dove J(x)= (v, —a, x,) (€, —a,2,) + (a,—a,)x,x,— I(x). Le Jacobiane dei
due spazi sono

Iy, Y (Y=, 9)* (4, — 0,9, =0, J(@) (2, — @, %,) (%, —a,2,) ;= 0.

Si hanno casi particolari di questa trasformazione, quando facciansi ipotesi
speciali sulla scambievole giacitura dei punti O,, O, e delle rette D, G,, G,.
D'ora innanzi tralasceremo di considerare tali casi, che per s& non presen-
tano difficoltd: tanto piu che noi non abbiamo qui !'intenzione d’esaurire
tutt’i casi possibili, ma solamente di presentare alcuni degli esempi pil
notabili.

38. Ritenuta la supposizione del n.° 37 per ¢,, le K siano ora le cu-
biche 120,0,0,0,, ed L sia una retta per 1. Allora le ¢ saranno superficie
gobbe di 3° grado aventi in comune, oltre alla retta doppia D, una gene-
ratrice G e quattro punti O,, O,, O,, O,; e la trasformazione inversa sard
di 4° grado (w=4). Alle rette dello spazio (x) corrispondono curve gobbe
R di 4° ordine (e 2 specie), che incontrano D in tre punti, G in un punto,
e passano per quattro punti O.

La Jacobiana delle ¢ dev’essere dell’8° ordine e contenere D sette volte
e G tre volte; essa segherd adunque ¢, secondo un’altra linea dell’ordine
3.8—2.7—1.3=1, la quale & costifuita da una cubica gobba e da quattro
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rette, rappresentate su IT dalla conica 10,0,0,0, e dalle rette 10,, 10,, 10,,
10,, che formano la Jacobiana delle K. Dunque la Jacobiana delle ¢ com-
prende: 1.° il luogo delle cubiche gobbe seganti D in due punti, G in un
punto e passanti pei quattro punti O, vale a dire I'iperboloide DG 0,0,0,0,;
2.° i luoghi delle rette seganti D e passanti per un punto O, vale a dire
i quattro piani DO,, DO,, DO,, DO,. Questi cinque luoghi sono da con-
tarsi semplicemente nella Jacobiana delle ¢, perchd in questa i punti O non
sono che doppi; dunque la Jacobiana che si considera comprenderd anche
un luogo di 2° ordine, pel quale D e G siano doppie; il qual luogo sard
pertanto il piano DG contato due volte.

Di qui consegue che gli enti fondamentali dello spazio (x) sono una retta
tripla D' (corrispondente all’iperboloide DG 0,0,0,0,), quattro rette sem-
plici G';, G',, G', G', (corrispondenti ai quattro piani DO), ed un punto
O’ (corrispondente al piano DG).

La retta D/ incontra ciascuna retta G',, perch® la retta che passa per O,
e si appoggia a D, G, appartiene si alle cubiche corrispondenti ai punti di
D/, s1 alle rette corrispondenti ai punti di G/,

Le 4 sono adunque superficie gobbe di 4° grado, che hanno in comune
la retta tripla D/, le quattro generatrici G’ ed il punto O'.

La Jacobiana delle ¥ comprendera: 4.° quattro piani, da contarsi due
volte, corrispondenti ai quattro punti O, e seganti ciascuna < esclusiva-
mente nelle linee fondamentali: essi sono i quattro piani D'G’; 2.° un luogo
di rette corrispondenti ai punti di G, il qual luogo dev’essere un piano,
perché G ha con ciascuna R un solo punto comune, e deve segare cia-
scuna ¢ secondo una retta, ond’esso sard il piano D'(’; 3.° un luogo di
coniche corrispondenti ai punti di D, il qual luogo sara di 3° ordine, perch
D ha con ciascuna R tre punti comuni. Siccome la Jacobiana completa &
dell’ordine 12 e contiene D/, G/, O/ risp. 11, 3, 2 volte, cosi il luogo di 8°
ordine conterrd I/, G/, O risp. 2, 1, 1 volta, vale a dire, esso sard la su-
perficie gobba di 3° grado, che & dcterminata dalla retta doppia D/, dalle
quattro generatrici G/, e dal punto O'. Le coniche (corrispondenti ai punti
di D) secondo le quali la detta superficie di 5° grado interseca le +, sono
appoggiate alle cinque rette I/, G/ e passano pel punto O

Se si rappresentano i piani DG, DO,, DO,, DOy, DO,, 0,0,0, 0,0,0,
e I'iperboloide DG0,0,0,0, colle equazioni

yx'-yr:ot yx—a1y2:0, y1"‘a2y2:0, y1:0, y2:07 y3=0, y4=0a I(y):O,‘
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dove
I(y) = (=) (Y, — 0:4:) + 0y, Yo+ DY Yo+ €YYy + dYY,y,
le formole (1), (4) per I’attuale trasformazione saranno
iy 2y 20, =Y L) Y L) 9,95 (= Y0 9, Y (Y1 — o)
Yi:Ys:Ys: Y =, J(@): S () f(w) e, ey f(@) gy,
dove f(x)=(x,—a,x,)(x,—azx,), €
Jx)=—(ax}e,+ bx x,x, + cx 005+ dxyx,) + (2, —x,) 2, T,
Le Jacobiane dei due spazi sono ordinatamente

Iy (Y, — 0, 9,) (Y — Y)Y, Y, (Y, —Y,)* =0,
J(w) (901 - 902) (m1 —a, x2)2 (xx — azxz)zx‘lzx;:: 0.

39. La trasformazione qui trattata somministra la rappresentazione,
punto per punto, di una superficie 4 sul corrispondente piano £ (*). Come
gid si & notato, ¥ & gobba e di 4° grado, ed & dotata di una retta tripla
D/, Imagini delle sue sezioni piane saranno le tracce delle ¢ su 5, epperd
saranno curve I/ di 3° ordine, aventi in comune un punto doppio d (traccia
di D) ed un punto semplice ¢ (traccia di G). Ai piani per O/ corrispondono
gli iperboloidi DO,0,0,0,, i quali segano ciascuno dei piani 0,0,0,,
0,0,0,, 0,0,0,, 0,0,0, secondo fasci di coniche; dunque le tracce di
questi iperboloidi su 0 costituiranno una rete di coniche k (passanti per d)
seganti in un’involuzione di punti ciascuna delle quattro rette tracce de’
piani anzidetti. Fra le coniche £ ve ne sono infinite che si spezzano in due
rette, I’una delle quali passa per d, mentre l'altra tocca una conica fissa
P. Ecco adunque come si pud costruire la rappresentazione di +.

Assumansi ad arbitrio i punti d, g, quattro rette 3, 6,, J,, 3, (passanti
per d), come tracce de’ piani O, D, 0,D, O,D, 0,D, e tre altre rette o,, o,
0, (non passanti per d), come tracce de’piani 0,0,0,, 0,0,0,, 0,0,0,.
Le coppie di rette d,0,, d,0,, 3,0, determinano la rete delle coniche k.
Congiungasi il punto J,0, col punto d,0,; il punto d, o5 col punto & w,; il
punto 8,0, col punto 0,; le tre congiungenti e le o, ©,, @, toccano una
conica stessa P. Stabiliscasi una corrispondenza anarmonica fra le tangenti
di P e le rette per d, in modo che le o, 0,, @, corrispondano alle §,, J,,

*) Cfr, NoETHER nei Mathem. Annalen, t. 3.
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d;; e sia o, quella tangente di P che corrisponde a J,: sard o, la traccia del
piano 0,0,0,; e ciascuna delle quattro rette @ sard segata dalle coniche &
in un’ involuzione di punti.

Fra le coniche k che passano per g se ne scelga una, I, come traccia
dell’ iperboloide DGO,0,0,0,, ciot come imagine della retta tripla D'. Le
coniche k determinano su I un’involuzione cubica di punti, cosi che ogni
gruppo o terna di punti & I'imagine di un punto unico di IV/; vale a dire,
qualunque cubica I, passante per un punto di I, passa anche per gli altri
due punti della medesima terna. In cid consistono le condizioni alle quali
sono soggette le H, e che provengono dal fatto che le ¢ passano pei quattro
punti O. I punti conjugati in uno stesso gruppo dell’involuzione cubica sono
i vertici di un triangolo inscritto in I e circoscritto a P.

Le rette per d sono le imagini delle generatrici rettilinee di ; ma la
retta dg, traccia del piano DG, non corrisponde che al punto O'; la gene-
ratrice che passa per O/ ha per imagine il punto g. Il punto d rappresenta
la conica secondo la quale ¥ & intersecata dalla superficie gobba di 3° grado
D*G ¢,G',G', 0. Le coniche per d, g e per due punti di uno stesso gruppo
dell’ involuzione sono le imagini delle cubiche di +, situati nei piani tan-
genti. Le rette per g rappresentano le coniche, secondo le quali 4 & segata
dai suoi piani bitangenti; quella di queste coniche che passa per O ha per
imagine il punto d.

La rete delle coniche k rappresenta, come gid si & veduto, le sezioni
fatte in < dai piani passanti per O’; donde segue che le tangenti di P sono
le imagini delle cubiche di v, situate nei piani tangenti che escono da O
Questi piani inviluppano un cono circoscritto di 4° ordine, che tocca <
lungo una curva di 5° ordine (la cui imagine & una cubica d?, Hessiana
della rete delle k) e sega la stessa ¢ lungo una curva di 6° ordine, la ima-
gine della quale & la conica P, che insieme col punto d costituisce la curva
Cayleyana della rete gid nominata.

Sia m uno de’ punti comuni alle coniche I, P; la retta tangente in m
a P seghi di nuovo I in mw/; la tangente in m/ ad I toccherd allora anche
P. I tre punti mm/nd formano un gruppo dell’ involuzione, vale a dire, i
quattro punti m/ sono i punti doppi dell’involuzione. La retta tripla I/ con-
tiene percid quattro punti cuspidali, corrispondenti ai quattro gruppi ana-
loghi ad mm/m/.
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40. Conservata ancora la medesima superficie ¢,, suppongasi ora che
le K siano le curve di 4° ordine 1°0,0,0,0,0,0,; il luogo L scompare del
tutto. Le ¢ sono superficie gobbe di 3° grado, che, oltre alla retta doppia
D, hanno in comune sei punti O,, O,,..., O, fissi; e la trasformazione
inversa & di 5° grado (u=25). Alle rette dello spazio (x) corrispondono curve
gobbe R di 5° ordine, che incontrano D in quattro punti e passano per i
sei punti dati.

La Jacobiana delle ¢ e la ¢, devono avere in comune, oltre a D, una
linea dell’ordine 3-8 —2.7=10, la quale & composta di una curva gobba
di 4° ordine e di sei rette, rappresentate su II dalla cubica 1%0,0,...0,, e
dalle rette 10,,..., 10,, che costituiscono la Jacobiana delle K. Dunque la
Jacobiana delle ¢ comprende: 4.° il luogo delle curve gobbe di 4° ordine,
che segano D tre volte e passano per i sei punti dati, vale a dire I’iperbo-
loide DO, 0,...04; 2.° i luoghi delle rette che segano D e passano per un
punto O, vale a dire i sei piani DO, DO,,..., DO,.

Di qui segue che le 4 sono superficie gobbe di 5° grado, aventi in co-
mune una retta quadrupla I’ (corrispondente all’ iperboloide DO,...) e sei
generatrici G/,, G/,,..., Gy (corrispondenti ai sei piani D0). La Jacobiana
delle ¢ consta de’sei piani D/G/, da contarsi due volte, e della superficie
gobba di 4° grado D*G/,G',...(7s, che & il luogo delle coniche appoggiate
alle sette rette I/, (.

Rappresentiamo nello spazio (y) colle equazioni I(y)=0, Il (y)=0,
() =0, ¥, —0,y,=0. Yy, —0,Y,=0, y, —a,y,=0, Yy —0,Y,=0, ¥, =0,
Y,=0, y,=0, y,=0 1"iperboloide D0,0,0,0,0,0,, uno degl’ iperboloidi
D0,0,0,0,0, un’iperboloide DO,0,0,0,0,, ed i piani DO,, DO,, DO,
DO,, DOy, DO;, 0,0,04, 0,0,0; e nello spazio (x) rappresentiamo colle
equazioni J(x)=0, M(x)=0, N(x)=0, &, —a,x,=0, x,—a,2,=0,
=00, =0, v, —a,x,=0, 2,=0, 2,=0, x,=0, x,=0 la superficie
di 4° grado D*G',¢,G/, G, G'sG's, 1 iperboloide D/G/, G/, G',, 1 iperboloide
D6\ &,6, i piani D'G’, D'G',,D'Gy, D'G'y, D'G',, D'G';, un piano per
G';, ed un piano per (/,; allora le formole (1), (4) per la trasformazione
attuale saranno:

Xy2dgt x3:m4:y1I(?/) : sz(y) (Y, — agya)Hx(y): (¥, —ayy,) H,(y),
Yy Yp: Yy Y, =2, J(2): sz((X)) 2 (o, — @, ) (%, — 0y 2cy) (22, — a3 %,) M(x):
:(xl — 0, %) X, X N (2c).

Annali di Matematica, tomo V. 2l
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Le Jacobiane de’due spazi sono
I(y)(yl—alyi) (yx—aleyg) (?/1"%?/2) (?/1_%%) .”/1:‘/2:0’
J(x) (2, —a, 2,)* (20, — @, )" (2, — a,20,)* (2, — @ xz)z’xi’x; =0.

44. Questa trasformazione da la rappresentazione di una superficie ¢
(gobba, di 5° grado, dotata di una retta quadrupla D') sul corrispondente
piano @ (*). Assumansi in questo piano: un punto d, come traccia di D;
tre coniche I, H,, II,, come tracce degli iperboloidi I(y)=0, I (y)=0,
H,(y)=0; e quattro rette g,, g,, 95, g, come tracce dei piani y,—a,y,=0,
Y, — ay,=0, y,=0, y,=0. Queste rette saranno le imagini delle generatrici
G, Gy, G'5, G's; la conica I rappresenterd la retta quadrupla D'; e le co-
niche I1,, I, le sezioni fatte in ¢ dai piani 2,=0, x,=0. Le imagini delle
sezioni piane di ¥ saranno tutte le curve £ di 3° ordine del sistema lineare,
triplamente infinito, determinato dai quattro luoghi ¢,I, ¢.I, ¢,11,, g,H,
Siano ¢,4y6,4,, ¢';t/,¢';7/, 1 punti ne’ quali la conica I & risp. segata dai due
luoghi g, H,, g,14,; questi due gruppi di quattro punti individuano su [
un’ involuzione biquadratica; e qualunque curva /i (imagine d’una sezione
piana di +) segherd I in quattro punti (oltre a d) appartenenti ad uno stesso
gruppo dell’involuzione. Ciascun gruppo dell’ involuzione costituisce 1'ima-
gine di un punto della retta quadrupla I/. Un’ involuzione biquadratica ha
sei punti doppi; dunque D’ ha sei punti cuspidali, vale a dire sei punti,
in ciascuno de’quali due delle quattro generatrici ivi incrociate sono coin-
cidenti.

Le rette per d sono le imagini delle generatrici rettilinee; ogni conica
passante per d e per tre punti di uno stesso gruppo dell’ involuzione rap-
presenta la curva di 4° ordine, che risulta dal segare 4 con un piano tan-
gente; ed ogni retta tirata fra due punti di uno stesso gruppo & tangente
ad una curva fissa di 3* classe e rappresenta la curva di 3° ordine, comune
a ¢ e ad un piano bitangente. La superficie ¢ contiene una sola conica,
rappresentata dal punto d e situata eziandio nella superficie J(x)=0.

(Continua.)

(*) Cfr. NoETHER, 1. e.
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Sulle
curve multiple di superficie algebriche

(del Dr. Max Noetser, a Heidelberg.)

Qui mi propongo di riunire alcune formole relative al sistema dei punti
d’intersezione di tre superficie, che abbiano in comune una curva multipla,
ed anche relative al numero delle condizioni che per una superficie sono
assorbite da tali curve. Questi risultati sono qui presentati soltanto come
estensioni o anche come esatte determinazioni di altri risultati gid noti,
dovuti principalmente al sig. Cayiry (*); ma appunto per la precisione della
loro forma, sembrano ora suscettivi di molteplici applicazioni a diversi rami
della geometria. Alla fine di questi scritti, si troverd 1'applicazione alle
trasformazioni birazionali (eindeutig) nello spazio.

1. L’equivalenza di una curva multipla.

1. Nella Geomelry of three dimensions di SaLmon (**) si trova l'espres-
sione del numero de’punti d’intersezione di tre superficie, assorbiti da una
comune curva, che sia semplice per due superficie e doppia per la terza.
Adoperando semplicemente, come gia ha fatto il sig. Caviey (**¥*), una ri-
petizione del processo ivi usato, si ottiene gradualmente 1’espressione ge-
nerale del numero di punti.assorbiti da una curva, che sia multipla per cia-
scuna delle tre superficie. Questo numero si dird ’equivalenza della curva.

(*) Vedi particolarmente le formole di equivalence e di postulation di CAYLEY nella sua
Memoria On the rational transformation between two spaces (Proceedings of the London
math. Society, vol. 3, 1870, p. 179).

(*%) Pag. 280. Cfr. anche CreEmona, Preliminari n.° 97.

(**¥) On reciprocal surfaces (Phil. Transact. vol. 159, 1869, p. 221).
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2. Sia m l'ordine della curva; » il rango della medesima, vale a dire
I’ordine della sviluppabile formata dalle sue tangenti; e la curva abbia h
punti doppi apparenti, k£ punti doppi effettivi; dove per ora intendo di
escludere punti di piu alta moltiplicitd. Allora &

r=m(m—1)—2h—2Fk.

Le tre superficie F,, F,, F, siano rispettivamente d’ordine n,, n,, n,, ¢
per esse la curva ( sia multipla secondo ¢, ¢,, 7. La curva sard equiva-

lente a

.. .. . . c . r+2k
772[22231@14—?321%2+zlz2n3]—2211223(7n+ 5 )

punti d’intersezione delle tre superficie. Poi, la curva C incontra la curva
residua d’intersezione delle due superficie F,, F, in
m(i,n, +i,n,) —21,1, (m + t'_z—zf)

punti.
3. Passo oltre a determinare il numero delle intersezioni assorbite da
pitt curve multiple, che fra loro si seghino. A quest’uopo, cerco la ri-
duzione che le equivalenze di due curve subiscono in conseguenza di un
punto ad esse comune. Siccome questa riduzione non pud dipendere che
dalla configurazione delle due curve in prossimitd del punto d’intersezione,
cosi io la dedurrd dal caso semplicissimo che le due curve siano due rette
segantisi G, G'.

La retta G sia multipla secondo i,, ¢,, ¢, per le tre superficie I, F,, F;
e 4/, ¢,, i/ siano 1 numeri analoghi per G’; e suppongasi ¢,z¢/, ¢,z4,/.

La curva residua d’intersezione delle due superficie F,, F, ha allora con (
Ly o Ny —20, i, —1, 1)

e con G/
C ey 7 T T I
i, +4/n,—Re/i)— (i, i —1i/i))

punti comuni e non passa pitt oltre pel punto G'G'. Dall’ intersezione di
questa curva con Iy segue pertanta che ’equivalenza del sistema delle due

rette &
(5253”1 +isixn2 +i1i2713 )_22.12‘22.3 -+

ey "y e e
+ (i, + 0 mg 1) ) — 24744

it STy Y,
(g/tgdy +'0/4, 40,81y —a i) 4)).
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4. Le superficie F,, F,, F; abbiano ora in comune due curve C e (/,
la prima delle quali sia multipla secondo i numeri ¢, 7, %, e l’altra secondo
i numeri 2/, i), ¢;/. Le equivalenze di queste due curve siano M, M’. Se
C e (7 si segano in s punti, l'equivalenza del loro sistema sard

/ -’-/. .,-0- ',I/- -/l' .
MA4M'—s(i)i i, +i,)i/ i, + 4/ i,— i3, i)),
dove si supponga che due dei numeri ¢,, ¢,, ¢, siano uguali o maggiori
dei corrispondenti numeri 7/, ./, /.
E la curva residua d’intersezione di F,, F, incontra C, ossia la curva
(m, r, k), in

. . .. r+2k cpe C sy s>y
m (4, Ny +1 "2)—221 2y (m+ 5 )]—21 i/s (per 4,24/, bzl )y

punti; incontra invece C', ossia la curva (w/, #, k'), in
[, . . Ly 7 + 2] Cay Cray
m/ (¢, n, + i/ n,)—21,/3) m’+——2 — (48 40,0 =1 1,))s

. Y IY .
punti, se 4,24/, 7,27/, ed in

i . v 2R ..
1(i! 1 1t o —
m! (i n, + i/ ng)—21/1, (m +—3 40,8

punti, se 4, >4/, i,<¢,).

Qui osservo che la riduzione ora ottenuta dell’equivalenza M-+ M/ sus-
siste anche pei punti doppi effettivi di una curva, perche il termine della
formola al n.° 2, che contiene il fattore k, si pud riguardare come espri-
mente la riduzione dovuta a tali punti; il che accadrd anche in seguito.

5. Trattisi ora il seguente caso generale.

Le superficie F,, F,, F, abbiano il punto comune P, multiplo rispetti-
vamente secondo i numeri [, [, I, e le curve comuni C, (..., delle
quali la prima sia contenuta i, i,, ¢, volte e passi con j rami per P, la
seconda sia contenuta ¢/, i)/, 7/ volte ed abbia j/ rami passanti per P, ecc.
Suppongasi poi che i coni osculatori alle superficie ' in P non si decom-
pongano, in virtu delle singolaritdh ammesse, in parti che siano comuni ai
coni medesimi: il che involge un limite inferiore per le I,, 1, I,

La deduzione dell’equivalenza di un siffatto sistema pud attuarsi ancora
col metodo—indicato nel n.° 3. A ciascun ramo delle curve G, C',... si so-
stituiscano rette dotate della corrispondente moltiplicitd e uscenti da P; ¢
si determini direttamente la riduzione dell’equivalenza di questo nuovo
sistema. Io dard a dirittura il risultato della deduzione.
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1 rango  di C & nel caso attuale
r=mm=—1)—2h—2k—j(j—1)

e come equivalenza M di C s’intenda la quantita

.. .. .. C. )
M=m(z2zsfnl+zszln2+zlzzns)—Qzlzzzs(m+§J-

Analogo significato abbia M’ per C’, ecc. L’equivalenza
L, +M+M+...
del sistema (P, C, C’,...) subisce la riduzione
— 234,04, 1, +4,07 @1, + §,©9§,@ 1, —24 04 @7 ()}
P

dove la somma s’intende estesa alle diverse curve passanti per P.
La curva residua d’intersezione delle superficie F|, F, incontra la curva Cin

[m(’znl+7’1n2)_22132(m+%i)]_(’2 i l,—24,4,))

punti, oltre a P, e passa con
RS AR AR L
e.

rami pel punto P.

6. Se I'ipotesi fatta nel n.° 5 non & soddisfatta, come p. es. nel caso
del n.° 4, tuttavia si raggiunge ancora lo scopo mediante considerazioni
analoghe a quelle fatte nel n.® 3. Siccome la grande moltiplicitd de’ casi
particolari non permette di giungere ad una formola generale, cosi io mi
limito a riferire il seguente esempio.

Le tre superficie I siano d’ordine n e posseggano tre rette multiple se-
condo ¢ e uscenti da un punto P. Il punto P deve allora essere multiplo
per le F secondo %3 0 secondo 32; ! » secondoché ¢ & pari o dispari. Se
n & abbastanza grande, onde le I' non abbiano a decomporsi, 'equivalenza

del sistema sard per ¢ pari

(9ni?—64%) — 247,

per ¢ dispari
(9ne*—68%)—(3¢°—2),

e la curva residua d’intersezione di due I" nel solo secondo caso passa con
un ramo per P.
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1I. La postulazione di una curva multipla.

7. Denomino (insieme col sig. CavLey) postulazione di una curva C,
rispetto ad una superficie I, d’ordine n, il numero delle condizioni lineari
che F, dee soddisfare, affinché per essa la curva ¢ sia multipla secondo un
numero &.

La postulazione di una curva che sia l'intersezione completa di
due superficie si pud determinare direttamente. Per una siffatta curva C,
intersezione completa di due superficie P, () rispettivamente d’ordine p, ¢,
che si tocchino in £ punti, l'ordine m e il rango r sono dati dalle formole

m=pq, r+2k=pq(p+q—2).

L’equazione di una superficie F,, che debba contenere G come curva i-pla
& della forma

0=F,=A,P'+A P Q+... + A0
infatti, siccome F, passa per la completa intersezione di P* e Q, cost I,
deve avere la forma (*)
F,=AP'+Q-F,_,,
dove la superficie F,_, contenga C come curva (i— 1)-pla; percid F,_,
avrd la forma

F, . =A P+ Q-F,,,
e cosl di seguito.
S’indichi con
(N—pQ)ie
il numero delle costanti assorbite nella superficie I,_p, dalla condizione che
essa contenga G come curva ({— p)-pla; e inoltre si scriva per brevita

T+ (+R) (s +3)=]s].
Dalla formola
FnEAOPi+Fn—qQ,
mediante un processo di numerazione gid adoperato da Jacosr (**), si ottiene
Ni=[n]{—[n—ip] + [n—q] = (N—=Q):,,— [n—ip—q]}
=ipgn—yipq(ip+q—4)+N—-0),

(*) Vedi p. es. Math. Annalen, t. 2, p. 3l4.
(**) G, Crelle, t 15, p. 285.
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per nzip-+q—3; e invece
Ni=ipgn—3ipq(ip +q—4) — [n—ip—q] + (N—0):.,
per n<<ip+q—3. Poste cosl le analoghe espressioni di
(N—Q)iyy (N=20Q)ig...
e avuto riguardo alla
(N—iQ),=0,
si ottiene il risultato seguente.
Sia pzgq. Nel caso di nzip-+¢—3, il postulante di ¢ ha il valore

Ni=?zi(z;.r3 Jpqi6n—@i+1)(p+q)+12}.

Ma, se
(t—p+Dp+pg—3>n=(@—p)p+(p+1)q—3,

per ottenere la postulazione di C, bisogna all’espressione precedente di N;
aggiungere ancora la quantitd positiva
—[n—ip—ql—In—(E=Dp—2q] —-+-—[n—(E—p+1p—pql,
e la medesima quantitd, per p=1¢, & da aggiungere quando in generale
n<p-+iqg—3.

L’espressione di IV; si pud anche porre sotto la forma

Niz&z——-‘gl){&z—%—l—ﬂm— ;%1)(7% 2F).

8. La ricerca della postulazione di una qualsivoglia curva C si
ridurrd al caso di un’intersezione completa, completando ¢ in modo da
ottenere appunto I’ intersezione completa di due superficie.

Se una curva K, d’ordine M e di rango R, si spezza in due curve G, ('
che abbiano rispettivamente gli ordini m, w/, e i ranghi r, +/, dalla con-
dizione che per tale spezzamento non si altera il numero dei punti dopp:
apparenti, si ottiene il numero s delle intersezioni delle due curve

s=1(R—r—v'),

ed inoltre & M=m 4-m/. La curva spezzantesi in C, ¢’ ha la stessa postu-
lazione come K.
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Sia ora K la completa intersezione di due superficie d’ordine p, q. Se C
e G/ hanno inoltre k, £’ punti doppi effettivi, la pastulazione di K sard (n.° 6):

Ni=3i@+1)Bn —2i+5)M—Li(i +1)(R¢+ 1) (Ret-2k + 2F)

=3{E+DBn—2i+5)m—Li((+1)(2i+ 1) (r+2k)

+ i+ DB —2i45)m —Hi(+1)(Ri+1) (v +2F)

—3i(f+1)(Ri+1)s.
In questa formola i soli primi due termini dipendono dai numeri m ed r+2k
della curva C; mentre gli altri termini, secondo la scelta di p e ¢, possono
ancora assumere una serie di valori differenti. Purché adunque n sia con-
venientemente grande, — ciod, in primo luogo, cosi grande che, giusta
il n.° 6, la formola per N/ possa sussistere, e poi cosl grande ancora, che
I'ultimo termine di questa formola rappresenti effettivamente la riduzione
della postulazione dovuta alle s intersezioni di ¢ e (/, vale a dire che

queste s intersezioni possano introdursi qui come indipendenti fra loro, —
la quantita

Ni=3i(i+1)(Bn—2i+5)m —Li(i+1)(2i+1) (r+2k)
esprimerd la postulazione per una qualsivoglia (. Pare che non si possano
assegnare in generale le modificazioni per valori piu piccoli di n.

9. Trattasi ora di nuovo di determinare la riduzione cui va soggetto
la postulazione di un sistema di curve in virtl di punti multipli di questo
sistema medesimo. A tale uopo procederd ancora in modo analogo al n.° 3.

Sostituisco cioé ai rami del sistema di curve che escono da un punto
multiplo di una superficie I, altrettante rette dotate delle corrispondenti
moltiplicitd. In questo caso la determinazione della riduzione, che & identica
con quella del dato sistema di curve, conduce ad un problema piano.

I’equazione della superficie F, sia

0=F“Exiﬂ—lfl"_w4n_z-lfl+1+'"+f"7
dove f, & una funzione omogenea d'ordine p delle coordinate x, x,x, Se
questa superficie dee possedere piu rette multiple G,, G,,... uscenti dal
punto l-plo P (x,=x,=x,=0), la medesima proprietda dee competere a
tutti i coni
ft=07 fl+1=0’--~: fn=0,
vale a dire, le curve piane

fz:(), fz+1:0,..., fn: O
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debbono avere punti rispettivamente dotati delle stesse moltiplicitd nelle
intersezioni delle rette G,, Gi,..., col piano x,=0.

Per tal modo, si ha a determinare il numero delle condizioni che sono
assorbite da piti“punti multipli di una curva piana d’ordine p: numero il
quale, se p non oltrepassa un certo limite, dipende da p medesimo. La
somma di questi numeri, determinati per fi,..., fa, pit +{(l+1)(I+2), ¢ la
postulazione del sistema di rette e del punto P, rispetto alla superficie F,.

10. La postulazione
1 o (la+ 1)

di un sistema di punti ¢-pli, che abbiano una giacitura generale, rispetto
ad una curva piana f, d’ordine p, patisce una riduzione tostoché f,, in virti
dei punti multipli, debba decomporsi in parti, alcune delle quali siano da
contarsi pit volte. A cagion della supposta generale giacitura di questi
punti, f, non pud che decomporsi in curve razionali. Per ogni curva ra-
zionale che entri come parte a-pla della curva f,, la riduzione della postu-

lazione ammonta a
—ta(a—1).

Questo fatto si pud riconoscere geometricamente. Infatti, si consideri un
fascio di curve razionali; siccome i punti-base, a motivo della razionalita,
non formano alcun speciale sistema di punti d’intersezione, cosi questi
punti somministrano l’espressione generale per la postulazione rispetto ad
un sistema di @ curve del fascio. Se ci dev’essere inoltre un punto a-plo,
ciot se le a curve del fascio debbono coincidere in una determinata, cid
richiede a condizioni soltanto, e la riduzione del numero delle condizioni

ammonta a (*)
ra(a+1)—a=la(a—1).

(*) Un’interessante conferma di questo teorema & offerta dal teorema delle trasfor-
mazioni piane del sig. CrEMoNA (Memorie dell’Accad. di Bologna, serie 23, t. 5; 1865). Le
curve delle reti nei piani X, ¥ siano d’ordine 7, le prime con &, le ultime con B, punti
i-pli fissi (=1, 2,... n—1). Allora dalle note equazioni della trasformazione si ricava la

{n?—=1)(n? + ) =3lni(ni + ) — 3 4i(i — 1)2

Il primo membro di questa equazione & il numero delle costanti nell’equazione di una
curva d’ordine n2—1. Tale & quella che nel piano X corrisponde al sistema dei f: punti
di Y; per essa gli « punti fondamentali devono essere punti ni-pli, con che & comple~
tamente determinata. E siccome questa curva contiene come parte integrante i-pla la curva
razionale corrispondente ad un punto fondamentale i-plo, cosi I'equazione precedente 8 in
accordo col teorema suesposto.
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Come applicazione, dard la postulazione P di tre punti multipli secondo
i,, ¢, i, rispetto ad una curva f,, che possa contenere come parte inte-
grante una retta multipla. Sia ¢, =¢,>4. Secondo la grandezza di p, sono
a distinguersi cinque casi:

a) se pzi, +i,-+1, si ha (6=1, 2, 3)
P=3Y1is(is-+1);
[

B)se i, +i,—1>p>i +1¢,—1, si ha
P=3Yis(io+ 1) —5 (i, +iy—p) (i, + iy — p — 1);
y) se i, +i, —1>p>i,+ i,— 1, si ha
PZZ"?iG(iO'+1)"'-17(ix+i2"9)(i1+iz'P-i)_%(il_"ia‘P)(ix+ia'f"'1)s
d) se i,+ 4, —1>pz5 (5, +4,41,), si ha
P=23%is(io+1) =4 (6 +i3=p) g+ G~p~1) = § (i, + 15— p) (i, + iy —p~1) -
3 (lg+i5-p) (i +15—p-1),
e rimangono in questo caso, ancora
s Rp—i, — i — 4+ 1) Rp—i,— i —i;+R)
costanti nell’ equazione omogenea della curva;
£) se p<i(i,+1i,+1,), si ha P=%(p+1)(p+2),
perche in questo caso non & pilt possibile alcuna curva f,.

11. Ora si dedurrd dai n! 9 e 10 la riduzione della postulazione di
un sistema di curve, rispetto ad una superficie F,, per i casi ordinari.
Dapprima F, possegga una curva ¢,-pla, ed un’altra i,-pla (¢,z4¢,), che si
incontrino in un punto P; allora P & un punto ¢,-plo della superficie. Sosti-

tuendo ai due rami delle curve in P due rette, la postulazione del nuovo
sistema sard :

L (GFDE )+ (n—i + DG+ + §i,(6+ 1)t —

—{3l (—1) + 5, — 1) (G—2)+- - +3+1)}
Z%ix(i1+1)(3n_2i1+5)""%’-2(2.2'*_'1)(37"—2i2+5)~'11i'{2(i2+1)(3i1_i2+1)’
supposto nzi, +i,—2; donde segue che il termine di riduzione della po-
stulazione di due curve multiple secondo i, %, (¢,Z7;), per ciascun punto

d’intersezione delle medesime (ed anche, se ¢, =¢,, per un punto d’incro-
ciamento di due rami d’una medesima curva, poiché il termine .proveniente
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da un effettivo punto doppio pud considerarsi come termine di riduzione
dovuta ad esso punto) sard
— 10, (6,+1) (31, — i, +1).
Invece, se n<<i, -+14¢,—2, la postulazione deve ancora essere diminuita di
i —n) (i + i, —n—1)({, +i,—n—2),
perche gli ¢, +i,—mn—2 ultimi termini della prima formola del presente

n.° in tal caso scompajono.
12. Se inoltre la superficie F, contiene un punto I-plo P, e delle curve

¢-ple ¢ (ordine m, rango r), che passino con j; rami per P, supposto che
[ sia di tal grandezza che il cono osculatore in P ad F, non abbia parti
integranti ripetute piu volte, la postulazione del sistema P( sara pel n.° 9

LII4+1) (142)+ B2 i+ 1){ (Bn—2i 45y — $(2i+ 1) 7} —
— 3 ti(i+1)(3r—2i+2)j.

13. Per trattare ancora un esempio distinto di un caso nel quale il
cono osculatore in P contenga parti coincidenti, suppongo che la superficie
F, possegga tre rette concorrenti in P, che siano rispettivamente multiple
secondo ¢, %,, ¢,; e l'ordine della moltiplicitd del punto P sia quello che &
determinato mediante queste tre linee multiple. Allora sono da distinguersi

due casi:
o) 4, Zi,~+1,. Il punto P & ¢-plo per I',, ed il numero delle condi-

zioni per questa superficie sard:
T E+HDE+ )+ (n—i, +1) Yiis(lo +1) —

=§ 40y (=) £ (4=1) (13=2) oo {4 (1) + 3 (34 =1) (G =2) oo+ 1 =
() =0, = 114 (0 — iy +4) B o i+ 1) — [1,—2] — [i— 2] =

=N tis(io41)(3n — 2is + 5) — L4, (1, ~ 1) (31, — i, -+ 1) —
— i (f,+1) (31, — i, +1),

precisamente come dal n.° 11.
0) &, <<iy+ 7, Qui P dev’essere un punto lplo, dove

I=1%(i, + i, +1,), ovvero =1 (i, + i, +14,+1),

*) Qui si fa uso della notazione del n.° 7, ciod [s]=(s+1)(s+2)(s-+3).
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secondo che ¢, +¢,+¢, & pari o dispari. Siccome ora i, +¢;=1>4,, cosi,
giovandoci dell’esempio dato nel n.° 10, avremo pel numero delle condizioni

LA+ +2) + (n— T+ 1) Xt is (s +1)—

[y by — 1 — 2] — [f,+ i, — 1 — 2] —[§, + i, — | — 2] =
= S ig(is 1) (31 — 2is +5) — Dt i (is + 1) Bl—2is+2) + [I— 1] —

iy iy—1 — 2] — [y +i, — 1 — 2] — [i, + iy — 1 —2].

Se fosse n <<, + 7, — 2, queste formole per la postulazione subirebbero ancora
una correzione positiva, che si pud calcolare facilmente, in modo analogo
alla chiusa del n.° 11.

Finalmente osservo ancora che il caso in cui la superficie F, si decom-
ponesse in pitt parti coincidenti da luogo a nuove modificazioni nel valore
della postulazione, le quali richiederebbero una speciale investigazione.

II1. 11 genere di una superficie.

14. Gli sviluppi del capitolo II ammettono una diretta applicazione alla
ricerca del genere p di una superficie F,,: numero che rimane invariabile
nelle trasformazioni univoche (eindeutige Transformationen). Infatti, il
genere p di una superficie F, d’ordine n, secondo una definizione data da
me nei Mathematische Annalen (t. 2, p. 315), & uguale al numero delle su-
perficie F,_, d’ordine n—4, linearmente fra loro indipendenti che si pos-
sono far passare i—1 volte per ciascuna curva épla C; di F,, ed 1 —2
volte per ogni punto l-plo P, della stessa F,; ossia

p=3(n—1)n—2)(n—3)—R,

dove R & la postulazione del sistema composto delle curve (¢—1)ple C; e
dei punti (I—2)pli P,, rispetto ad una superficie F,_,. Qui il valore R & da
prendersi nello stesso senso come nel cap. II, ciod con riguardo alle modi-
ficazioni ch’esso subisce nel caso in cui n—4 non supera un certo limite.

15. E importante che la formola data superiormente per p pud gid
servire come definizione del genere, ciod di un numero caratteristico, che
debba mantenersi invariato nelle trasformazioni univoche, se si calcola la
postulazione R senza riguardo alla grandezza di n—4, cio®, se per R si
adoperano assolutamente le formole generali, che, secondo il cap. II, valgono
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per n abbastanza grande. Quest’osservazione & stata fatta dal sig. Caviry (*);
¢ il sig. ZeuTHEN, in un bel lavoro sulla trasformazione delle superficie (**)
ha, sotto ipotesi assai generali e per via puramente geometrica, dimostrata
I'invariabilitd, nelle trasformazioni univoche, del numero cosi definito. Per
p>0 le due definizioni conducono allo stesso numero; ma, mentre verbi-
grazia pei coni la definizione del n.° 14 da sempre p=0, invece la seconda
definizione somministra un numero che & uguale al genere, preso negati-
vamente, di una sezione piana del cono. In seguito io mi servird dell'ultima
definizione, che & pilt espressiva.

LV. Applicazione alle trasformazioni univoche (birazionali) nello spazio.

16. Come complemento alle-ricerche recentemente fatte dai sig.! Cayiey
e Crenona e da me sulle trasformazioni birazionali nello spazio (***) esporrd
qui un sistema di formole, alle quali devono soddisfare i numeri relativi alle
superficie trasformanti, e le quali si deducono dalle considerazioni svolte
nei capitoli I, II, IIL
Affinché un sistema di superficie ¢ d’ordine n, le quali debbano corri-
spondere univocamente (eindeutig) ai piani dello spazio X, possano formare
un sistema trasformante nello spazio Y (un sistema omaloidico, secondo
Pespressione del sig. Cremona), debbono esse ¢ soddisfare a pilt condizioni:
a) le ¢ devono possedere tanti elementi comuni (curve e punti fonda-
mentali) quanti occorrono perchd esse formino una serie triplamente infinita;
b) tre superficie qualsivogliano della serie devono in generale segarsi
in un solo punto variabile;
c) le ¢ sono di genere p=0, conformemente alla definizione del n.° 15.
Le formole per le prime due condizioni sono gia state date (1. c.) dal
sig. CaviEY, sebbene in una forma un po’meno generale di quella che qui
si verrd proponendo. Le formole risultanti dalle tre condizioni costituiscono
un sistema chiuso, che & I’analogo di quello che il sig. CrEmoxa ha sta-
bilito per le trasformazioni piane.

(*) Math. Annalen, t. 3, pag. 526.

(*¥%) Math. Annalen, t. 4, pag. 42 [1II.

(*¥*¥) Veggasi la gia citata Memoria di CAYLEY, e inoltre i lavori pubblicati contempo-
raneamente da CREMONA e da me, il primo nelle Goétting. Nachrichten 1871, n.° 5, il mio
nei Math. Annalen t. 3; come pure le ricerche ancor pit generali di CREMoNA nei Rendi-
eonti dell’ Istituto Lombardo, 4 maggio ¢ 1 giugno 1871, e nel presente fascicolo degli
Annali di Matematica.
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In cid che segue, io non tratterd che un caso generale. Le modificazioni
delle formole nei casi speciali si dovranno dedurre per la via indicata su-
periormente.

17. Le superficie ¢ d’ordine n abbiano in comune le curve fondamentali
i-ple C; d’ordine m; e di rango r;; una curva C; abbia k; punti doppi ef-
fettivi, e incontri in altri k;; punti una curva C; (¢zj). Oltraccid, le ¢
abbiano ancora i punti fondamentali l-pli P;, pei quali una curva C; passi
con j;; rami. Qui perd io suppongo che il cono osculatore in un cosi fatto
punto P; non sia fisso, né tutto né in parte, per tutte le ¢. Da ultimo le ¢
abbiano ancora dei punti di contatto dell’ordine ¢ —1.

La condizione b) nel n.° 16 da, giusta il cap. I, la seguente equazione

d’equivalenza:

©) ‘ Y per
+ 210 — Xi* (31— 24) ju+ Ko™ izl
i i v

La prima somma doppia Y, dev’essere estesa a tutt’i punti d’ intersezione
i

delle curve fondamentali prese a due a due, eccettuati quelli che cadono

nei P;, e a tutt’i punti doppi effettivi di ciascuna curva C;. La seconda

somma doppia Y, dev’essere estesa dapprima a tutt’i rami delle curve C;
)
passanti per un punto P;, indi a tutt’i diversi punti P,
In grazie del cap. II, la condizione a) di la seguente equazione di

postulazione:
1n+1)(n+2)(n+3)—4 _2,6 (E+1){(Bn-2i4+5)ym -1 (i +1)r; }-

) —-Zgz(z-}-1)(3]—z+1)k;j+2%l(l+1)(l+ 2)—
“iz(z+ 1)(3l—2z+2)311+ to(0+1);

¢ finalmente, pel cap. III, n.° 15, la condizione ¢) di l'equazione del

genere:
1(n—1)(n—2) (n—3)=§“;‘z(z—- 1D{Bn—2i—5)m;— L(2i—1)r:i} —

(3) Z;‘z(z—i)(&;—z—-i)k,l-{- Hl—-1)(1—2)—
— i —1)(38] —2{ —2)ju

s
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Da queste tre equazioni, con facile combinazione, si ricavano le seguenti:
1(4n-8)(@n-2)(dn-1)-1=X14:(4i-1){(12n-8¢-5)m;- L (8i-1)r:}-
i

(4) —d34i(di—1) (12 —4i— D) k; + 2141 —2) (41— 1)41—
ij ]
—34i(4i—1)(121—8i—2)j, +So(To —3),
il -]

(5) ' v
+§lz — Qilju+ o (0 +1),
1] G

] i il @

t

Affine di completare questo sistema di formole per le trasformazioni razionali
nello spazio, si designino le analoghe quantitd relative allo spazio X, colle
stesse notazioni, come per lo spazio Y, ma coll’aggiunta di un accento.
Allora per gli ordini n, n/ delle superficie trasformanti ¢, ¥ degli spazi ¥,
X risp., si ha:
W=n*—i*m;, n=n*—Ni*w/,
i i

¢ a cagione dell’uguaglianza del genere delle sezioni piane delle superficie
trasformanti nei due spazi,

f(n—1)(n—2) = X —Dmi=3 0 —1) (W' —2) — ZFi(i — 1)m’,-},

donde
4(n —n)=Xim/; — Xim..
5 i

18. Le due equazioni (4) e (5) si possono interpretare geometricamente.
La (4) dice che la Jacobiana delle ¢, superficie d’ordine 4n—4, dotata
di un punto (4l—2)plo P, e di una curva (4 —1)pla C;, & completamente
determinata da queste condizioni; essa (4) & adunque I'equazione di postula-
zione per la Jacobiana delle ¢. E merita d’essere notato che, in questo caso,
le espressioni date nel cap. II pel postulante possono essere adoperate senza
modificazioni, sebbene la Jacobiana in generale contenga delle parti multiple
(coincidenti), quali sono le superficie che corrispondono ai punti fondamen-
tali di X.

Invece della (5), considero I’equazione che col mezzo della

w=n*—¥i*m,
S
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se ne ricava, ciod
4 —4=22i{(n —i)m; — Liri}— 224 ki;+
i ij

ol
+ 321 — ¥2ilj,+ Jo(o+1).
¢ 1] [

Le curve razionali S, intersezioni variabili delle superficie ¢ prese a due a
due, sono d’ordine »'. Il secondo membro della (5) esprime il numero 4n’ —4
delle condizioni alle quali debbono soggiacere queste curve S, mentre esse
hanno in comune colla C; il numero di punti dato nei n.' 4 e 5, e passano
per-P; col numero di rami ivi del pari assegnato. Infatti, una curva S in-
contra una curva C; in

Qi=2i(n—i)m;—Lir,}— YWk — N (Rij— i) kyy— X211 —21%) ]
P ; 7

(h<i, jzi)

punti (dove, per un punto doppio effettivor di C; la somma Y, deve esten-
i
dersi ad entrambi i rami del nodo); passa inoltre con

Ry=1"—3i%,
L3

rami per P;, ed ha in un punto di contatto d’ordine ¢—1, delle ¢, un
punto o-plo assorbente (o + 1) condizioni. |

Inolire 4n/— 4 & anche l'ordine della Jacobiana delle superficie trasfor-
manti ¥ dello spazio X; la formola (5) di dunque l'ordine (); della super-
ficie che in X corrisponde ad una curva G;, e l'ordine R, della superficie
corrispondente ad un punto P;: la quale ultima & contenuta due volte nella
Jacobiana delle 4. Dall’ultimo termine della formola (5) si conclude ancora
che la superficie d’ordine o corrispondente ad un punto di contatto, d’ordine
c—1, delle ¢ & contenuta o+1 volte nella Jacobiana anzidetta (*).

Heidelberg, settembre 1871.

*) Questa conclusione in modo analogo & gia stata ottenuta dal sig. CrREMoNA nella
2% delle gia citate Note dei Rend. Ist. Lomb.

Annali di Matematica, tomo V. 23
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Nota alla Memoria del sig. Beltrami,

« Sugli spazii di curvatura costante »

(del prof. L. ScHLAEFLI, a Berna).

Nel tomo 2.° della Serie seconda di questi Annali (pag. 232) il sig. BEL-
TRAMI ha dimostrato, che nell’espressione dell’elemento lineare di uno spazio
ad n dimensioni di curvatura costante, si ponno scegliere le n variabili
indipendenti in modo che ogni linea geodetica dentro il detto spazio sia
rappresentata da m —1 equazioni lineari fra le variabili indipendenti. E fu
la lettura di questa interessante Memoria che m’indusse a propormi il pro-
blema inverso che segue:

Trovare la definizione di uno spazio, Ie cui linee geodetiche sono rap-
presentate ciascuna da un sistema di n—1 equazioni lineari, essendo n il
numero delle variabili indipendenti nello spazio.

Dinotando con ds I’elemento lineare e con ¢,, f,,... £, le variabili indi-
pendenti, lo spazio cercato sia definito dall’espressione

d=n p=n ip
ds*=Y Y Adt,dly,,
)=1 p=1

dove i coéfficienti ;im sono da determinarsi in funzione delle variabili indi-
pendenti ¢,, t,,... t,. Quale funzione omogenea, intera, di secondo grado
degli elementi variabili d¢,, dt,,..., riguardati come indipendenti dalle ¢,,
t,,... t, che entrano nella formazione dei coefficienti A, questa espressione
_si dinoti con S, ed assumendo & come segno di differenziazione per questo
aspetto improprio, si abbia

8S=2L, ddt ++ -+2L,0dt,+ S, 0t +---+S,d¢,.

Per la linea geodetica si hanno, come & noto, le condizioni

d-=1-2 (A=1, 2,... n),
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le quali in virtd dell’ identita
dtx Sx
25 d =1 Egadt,

contano soltanto per n—1 condizioni. Mettendo in evidenza i differenziali
di second’ ordine, esse diventano:

m=nim R ! d’s
Z‘Ad t +‘idA dtm S —LZ.EE (%:1, 2,... n).

11 loro sistema consta in tal modo di n rapporti uguali, de’ quali ili e il

valore comune da eliminarsi; e p01che & lecito suppor nullo uno dei diffe-
renziali di second’ordine, la condizione del problema pud venire espressa
dal sistema d*f =0, d*{,=0,... d*t,=0, al quale deve equivalere quello
degli n rapporti uguali anzidetti. Per conservare la simmetria giova con-
servare nel calcolo il valore comune degli » rapporti, ed anzi rappresen-
tarlo con (*)

i 2 n
pdt, +pdty+-+-+pdt,,

dove le p dinotano n funzioni incognite, da determinarsi insieme colle altre
sn(n+1) incognite A.
Cosi la prima condizione, per es., prende la forma

in Au 1
23, —ta)dtdtu=3Adt,- Spdi,
Aop A ®

e ne segue la
i 12 I fp ) D op
A,,_‘FJu_Al:Ap—{—Ap, (A)

dove A, p possono essere fra loro uguali o diversi. (L’indice inferiore, per

(*) Per giustificare questo passo osservo quanto segue. Dinotati che siano gli » rapporti
1. . . . . .o

con —Aé, %—Qs -» se in un punto P dello spazio e per un singolo gruppo di rapporti dei

1

differenziali d¢;, di3,... svanissero tutte le Ly, Ly,... L,, anche il determinante dei coef-
ficienti A svanirebbe, ed il punto P sarebbe singolare, perché intorno ad esso lo spazio
non avrebbe al pii che n—1 dimensioni. Rigettato dunque un tal caso, ogni gruppo
(dty:dty:---:dt,) che faccia svanire Ly fa svanire anche M, epperd M; & divisible per I,

ed il quoziente ¢ lineare ed amogeneo rispetto ai differenziali,
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es. A, dinota una prima derivazione rispetto a f,.) Permutando gli indici

1 e A, si ha
N 1) i )y.l h[u.

laonde, sommando le due equazioni e dividendo il risultato per 2, si ottiene:

i) tp pt ip 2

Au=Ap+ 34Ap+ ;Ap.

~ Scrivendo poi m, 1 invece di 1, %, si ha

).m i im iim
=Ap+3Ap+3Ap.
m
Dinotando con a quel prlmo minere del determinante D—|A| (*), il quale

m
corrisponde all’elemento A moltlphcando la precedente equazione per a e

sommando per m=4%4, 2,... n, si ottiene la

Imim 1 mm 0, se non & A=1,
ZaA Dp+ AZap-!— png’ co a=—1. (1)

wn
D’altra parte, se u & diverso da A, la moltiplicazione per a, seguita dalla
somma per m, di
,um}m ix _pmm X O se non é y=1
A _1 v ’ b 2
Za A up+,p><§D, co y:i.; (2)

a (1) sommata per A=1, 2,... n dA
1
D,=(n+1)Dp, (a)

Jmm Jmim

ciog ZA a, —t—Za 4 _(n+1)Dp, e sottraendone la (1),

xm xm ] 1} xmm

EA a1=nDp—%AEap, se non & A=1,
3)

tmim imm

EAa —(n—~)Dp—-—A2ap

(*) Secondo la segnatura introdottd dal sig. KRONECKER.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Schlaefli: Sugli spazl di curvatura costante. 181

Permutando nella (2) gli indici diseguali X U, essa, mediante la

pmim dan pm pmim

"Aa,+2‘aA atZAa_.

s1 cambia nelle

m
Z’j{na,————AZap (se A & diverso da 1 e da y)

m

(4)

pmim imm
Jda=—1 Dp—~d2ap, se non & p=1.

m

Ar nr
Moltiplicando la (3) per a, la (4) per a, sommando i prodotti per u=1, 2,... n
[compresovi w=2 in virti della (3)] e dividendo per D, si ottengono, a
seconda dei diversi casi, le seguenti equazioni differenziali:

Ho L _imm
a, :nap——g ap,

13 31 mm
a,=nap—idap, se non & A=1,
m

r ard
a,=nap, se n& 4 n¢ r & =1.

"
Mercd I’equazione () queste ultime equazioni, moltiplicate per D "*', di-
ventano:

9 n:-l“ "n"? imm
Z(07 ™)== Zap, ®)
9 _H-?-T“‘ _—"—‘ mm
é)_t(D a)=—-_‘;D " Yap, se non & A=1, (c)
1 m
-]
. 9%-(D ot F) 0, se n& A népué =1. (d)
i
Dopo aver permutati gli indici 1, 4 nella (¢), il confronto colla (b) som-
ministra la
2 —ﬂ+4“) __( n+1“)
A (D 256\ D (¢)

”

Dalla (d) si conclude che D "*‘a ¢ funzione della sola £, e che D "'a
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non dipende che dalle due ?,, f,. Oltre a cid la (e), differenziata rispetto a

t,, c’insegna che

n n N
9% [ —m“)_ 92 ( -m“)
M(D a)=2575(D "a);

epperd anche
n 0 n 3
i (D—ma):z il (D_m(f),

gt ohd b
se non & A—u. Tutte queste derivate seconde hanno quindi un valore co-
mune, sia 2a, il quale, per quanto si & detto dianzi, non pud essere altro
che una costante.
Integrando le due equazioni di second’ordine

2 (=it o0 [~
2 (p ™, =2q —_,(D : a)=2a,
at:( ) Toh
g1 abbia

" - 92

— "
D h+la=0‘t?"’2181t1‘f‘7u! D "Ha=at3—2ﬂ2t2—i—7;‘,2,

dove per 5, B;, ¥, 7., ¢ intendono costanti arbitrarie. Dalle (e) poi si
ricava la

L

-2 12 -1 -
d(D "+la):37—'—(D "“a)dtﬁ,-&—a—(D “ﬂa,)dtz

epperd = (at,—pB,)dt, + (at,—B,)dt;, ed integrando

n

—_—12

D n+‘a——:'at1t2—/52fl—ﬂlt2+>/12

colla nuova costante arbitraria ,,. Le altre quantitd a si deducono da queste
applicando i relativi indici, e si avranno cosi in tutto $n(n--3) costanti

d’ integrazione, le B,, £,,... B € le tn(n+1) costanti y,, =1v,,, dunque
i1 12
tante quante sono le funzioni incognite, ¢io& le p,, p,,... p. € le 4, A,...

11 numero perd delle equazioni originarie (4) sembra a prima giunta essere
in*(n+1); quindi bisognerd ancora verificare le (A4), tostoché si siano

ur?

: I : :
trovati i valori dei coefficienti A, per escludere qualunque dubbio che il
problema sia pilt che determinato.
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Ora formiamo il determinante simmetrico

A={ 01 ot «t, ooty |

2
1.a '181 .[6‘2 "‘ﬂn
tt'ﬁx'yu'?’xz""/m
t,- ﬁn‘?’ng")’ng’ *eYan
facendo uso delle cosidette ombre del sig. SyLvesTER, attribuiamo le ombre

superiori alle linee, le inferiori alle colonne dello schema di A, dinotandole
in entrambe le serie con #*042...n e mettendo le due righe di ombre fra

le parentesi ( ), cosicché per es. (:g;) significherd il determinante

0-1 ‘t‘u Z—Gt)_t‘u_!‘{@}lt;"l‘[gp_ty—ﬂ/]‘u:
1 L ’/’[‘
tye By vou
e si avrd quindi
—ﬁ%)/t 20\
D az—(*Oy,)' .

Il determinante formato da tutte le espressioni simili a quella del primo
membro della presente equazione ha per valore

JRULLENE! M -4

D—7l+f.\alj-l:D "+1'D :D n+l

mentre le espressioni simili a quella del secondo membro danno origine ad

—1
un altro determinante avente per valore (—1)"(1 g)n A=—A. Dal para-

’

gone consegue la
1

D "=—4, (f)
e quindi Ia
=1:0)\ _ n—1 71)/1. )\.:1, 2,.-- 7
(* Olu.)_(——i) Ald (y.:l, 2, .. n)

Con tutte le espressioni simili a quelle che costituiscono i due membri di
quest’ equazione, si formino di nuovo due determinanti, e di ciascun d’essi
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si prenda quel minore che corrisponde all’elemento d’indice A, u. Il deter-
minante formato colle espressioni simili a quella del primo membro avra

per valore
o el=eorle]

.)\ L 3 - .
dove per [{L] s’ intende quel minore del determinante A, che corrisponde

all’elemento 7y,.; ed il determinante formato coi secondi membri avra il
valore
by

Ju
[(_ 1)71-! An]n—l Dn—iA: (_ 1)71—1 AEA.

Eguagliando i due valori, si trova
i [y

)
Quest’espressione di A & certamente una conseguenza necessaria delle con-
dizioni (A4); ma, come gid avvertimmo, bisogna vedere s’essa le verifichi
tutte. .
In virta della (f), la (a) assume la forma
t A, 2=
pz_—S:_K[ll’ ecc.,

e la (y), differenziata rispetto a ¢, da

A % A =i=7J %
o A3, dM A .
A=z 2l f][L=a([]+[34])

donde, avendo riguardo alle

BRIl -+
b G LI

it A p )
=Ap+tAp++Ap,

d’ accordo colla forma originaria (4) di tutte le condizioni. Il problema
dunque & possibile, la (g) ne rappresenta la sola soluzione generale, e la
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formola definitrice dello spazio considerato, stante la forma (g) dei coef-

A
cienti A, si pud scrivere cosi:

ds“:—l—

o 0 A et ot oty eeet,

0
0.0 -0 -dt,-dt,-dt,---dt,
1:0 a B B, By fa
tl'dtl‘lgx'711'712‘713"’71'*
tz'dtz'/es'721'792'723"'7’2:»

tn'dtn‘lgn'ynl'ynz'Vns“'ynn

Siccome la forma lineare delle equazioni d’una linea geodetica non viene
alterata da una trasformazione lineare delle variabili indipendenti, potremo
disporre degli n? rapporti di costanti, contenuti nella trasformazione, in
guisa da fare svanire nello schema del A tutti gli £n(n+41) elementi co-
stanti non-principali e da portare la nuova origine in un punto antici-
patamente fissato. Ma poiché L{n(n—1) delle +n(n+ 3) equazioni di con-
dizione sono di secondo grado, non & forse fuor di luogo dimostrare che
tal risultato si pud ottenere con una trasformazione reale, purché siano
reali anche le 3 (n+1)(n+2) costanti date a, 3, v e l'intorno del punto
prescelto per nuova origine.

Si concepisca lo schema del determinante A come rappresentativo di una
sostituzione, e questa s’ immagini preceduta dalla sostituzione

1.0 -0 0 .-.0
0-14 -0 -0

o-(6) ()-)-(0)

avente 1 per modulo, e seguita dalla sostituzione proveniente dal volgere
Annali di Matematica, tomo V. 24
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questo schema intorno alla sua diagonale principale, ed ora pongasi

) i+ e e =
e ()54 (e e i) <
bl et

n

Ly +-00+

8
(
|
(0 o (i =

bala c_c ed il determinante della sostituzione composta non cambierd, ne

di valore, giacché Ie sostituzioni prima ed ultima hanno 4 per modulo, né
Yo oy
di forma, poiche basta serivere u, b, c¢ rispettivamente al posto di ¢,, §,,

7 Questa trasformazione, sebbene non sia la piu generale, basta perd pel
proposto problema, il quale per n=2 & lo stesso che, dato un piano reale
ed una superficie reale di secondo grado, assegnare alla sezione una coppia
di diametri conjugati. Giova risolverlo parzialmente e per gradi, anziché
tutto ad un tratto.

1.° & facile trovare n(n—+ 1) clementi reali (:) tali, che nella nuova

i Z n
origine svaniscano u, u,... u, € che svaniscano del pari tutte le b, mentre

! " =1. Gli n+1 elementi A , A yeus 1) di una stessa linea hanno
12...n 0 1 n,
by

soltanto da soddisfare alle due condizioni lineari ed omogenee u =0, b=0,
e soddisfatte tutte queste 2w condizioni con n(rn+1) elementi, se risulti
M come modulo della sostituzione, basterd dividere una linea per M, per
ridurre i1 modulo al valore prescritto 1. Consideriamo ora questo stato di
cose, come se fosse l'originario; per mantencrlo fermo basterd supporre nulli
0), ((2)), (g) Cosl l'origine rimarrd la stessa, e le £, £,,...
£, saranno annullate.
12 13 In 1 1
2.° Per annullare tutte le ¢, c,... ¢, formisi la linea \ ) (2),... (n)

con elementi reali scelti ad arbitrio, ma non tutti uguali a zero. In tal modo
1 1
le hy, hy,... h, vengono tutte determinate in modo reale, e ciascuna delle

1 \
gli elementi (
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n—1 linee rimanenti avrd da soddisfare ad una sola condizione lineare ed
omogenea, il che si pud far in modo reale. Questo stato di cose si supponga
gia realizzato nello schema originario di A; affinche esso si mantenga fermo
in tutte le susseguenti trasformazioni, basterd supporre nulli gli elementi

() (s G () G (0)

2
3. Si progredisca ora a far svanire ¢, c¢,... ¢. Prendasi per esempio

2\ 2\ __ 2\ AN "
(2)_—1, (3)~O, (4)_0,... (n)_O, e sard

22 2p. 1. U {11
C=%32s 0_7"22(é)+723( ) +/-n\ ) (}‘:3’ 4,... “):

\

dunque s1 potranno assegnare n—2 linee reali, in modo da far risultare

2 ;€
o—0. Supponendo nulli fin dal principio gli elcmenti (g), (i), (5);

(2), (é), (2), le quantitd analoghe a 7., ¢,,,... ¥, 81 conserveranno

nulle anche dopo. Cosl proseguendo, & chiaro che finalmente tutte le costanti
non-principali saranno scomparse dallo schema del A, mentre la nuova
origine avrd la posizione prescelta.

Dunque, senza punto derogare alla generalitd dello spazio considerato,
possiamo porre

1 i
A— 0-1.¢t - 2...tn — Y Vog- (\/' + -+ . ._I._“m)

MY Va2

fae 00 20 evenr

2 ar
A “ X’mm P -} PVS L

~

Prima di passare ad ulteriori semplificazioni di questa formola definitrice,
conviene ricercare le condizioni della sua realitd nell’ intorno dell’ origine
(f,=0, t,=0,... {,=0). Per brevitd pongasi

7 t') 7
C=7117s0Yms T=1+0a ( RN . )

’ll [27 Van
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e sl avra:

1 d tzm (t)\dt — t d t/)ﬂ
=-—CT dsz=~~,( +ay Lok ),
’ cT* % Ymm ﬁ Yo pp

. La realtd dunque dell’intorno di questo

epperd nell’origine ds? =Z—g A
mn

mm

punto richiede che tutte le costanti 9,,, ¥s5s-.« ¥an Siano positive o nega-
tive, secondochd il loro prodotto C & positivo o negativo. Se n & pari, ne
consegue, che tutte le 9,;, Vge,..+ ¥an devOno essere positive; se n & im-
pari, o tutte sono positive, o tutte sono negative. Ma nell’ ultimo caso
I'espressione per ds® rimane la stessa se alle a, 7, ,.... 7,, 8i sostituiscano
le —a, —y,,,..c —%ua: Possiamo quindi supporre positive le ¥,,, ¥ypy-ee
. . . , A
Yun,» € possiamo anche scrivere semplicemente {,, f,,... ¢, invece di s
T
¢

Vf._:,'-- V—t"_= (poiche tale sostituzione & reale). Inoltre, essendo C positivo,
22 Ynn

anche la ¢ determinata da C:—l— ¢ reale, epperd si ha

02
T==d+aXt,, ds'=r15[Rdt+aI(tdl—tudt)];
m m p3y’3
Pl 2 ip ctaty t,u. . . . ..
donde A=7m(T—at’), a=-——7r - Dinotando il minore principale

. 1122 mm pyT3
NEAA4... 4 del determinante |A| con M,, si ha

M= [T— o (4 oo+ 2],

Supposte sempre reali le coordinate ¢t,, t,,... t,, da cid si vede che lo
spazio in considerazione continua ad essere reale fino a tanto che T ri-
manga positivo. Imperocchd le diseguaglianze M,>0, M,>0,... M,>0
sono le condizioni necessarie e sufficienti perch® ds® rimanga positivo,
comunque variino i rapporti dei differenziali d¢,, df,,... df,. Ne consegue
che, se @ & nullo o positivo, le ¢, ,,... {, non hanno limiti; mentre che,
se a & negativo, esse non possono variare che entro il campo limitato dalla

condizione t§+t§+--~+t2n<—%- Quindi tre casi sono da distinguersi,

secondoch® la costante o & nulla, positiva, o negativa.
1.° a=0. Scrivendo f, invece di cf,, si ha

ds’=dt} +dti4 -5 di?,,
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epperd una completa analogia coi casi del piano e dello spazio.

2.° a>0. Compendiando —= V s Va+t, in a, £,, si ha
T=1484+6+-- + 1, (sia =t*),
48 =8 (A8 (tydty— by d8) ) = B (8 — ) Al — 28ty ]
O[O oo AP — (b, 4o + 1))
eppero
ds' =% (Al df+ -+ d P, — L),

Questa formola definitrice pud essere rappresentata dalla
ds’=da*+dal+dal+ .« -da’,,

[

L ...gc-—at
t’ n t

O ai i a2t =a’

ponendo x=—> x,=a

es[&

> donde consegue anche la

-Dentro la totalita rettilinea e rettangolare dei gruppi di valori delle
n-+1 coordinate x, «,,... a,, lo spazio del secondo caso pud quindi esser
considerato come il luogo rappresentato dall’equazione

4 al a0t =a?,

ciog, per cosi dire, come una (n+ 1)-sfera di raggio a, se fosse lecito
chiamare disfera una circonferenza, e trisfera una sfera.

3.° & << 0. Compendiando V_“, V=—at, in a, t, abbiamo

T=1—-(+6+.--+1%) (pongasi =={?),
2
ds'=% (dC-+d B+ dl+. -+ de2,),
e questa & 1’ espressione definitrice, donde parte la Memoria del sig. BELTRAML
In tutti e tre i casi la riduzione test® eseguita sulla espressione del qua-

drato dell’elemento lineare ha per conseguenza, che la detta espressione
assume nella prescelta origine (avente reale il suo intorno) la stessa forma

det=a(dB+dE++--+di%,).
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Per questa ragione le anzidette tre formole ridotte ponno chiamarsi espres-
sioni ortogonali, purche, salvo per' il primo caso, la nozione della orto-
gonalitd si ristringa ad un solo punto, cio¢ alla origine. Come una espres-
sione ortogonale si trasformi in un’altra simile, sia conservando, sia cam-
biando 1’ origine, & gia stato esposto con tutta generalitd dal sig. BerTRAMI
nella Memoria citata, ed & in tal modo che si deve completare la trasfor-
mazione qui adoperata per costituire una trasformazione omografica nel
senso generale.

Mi restano da fare alcune altre considerazioni che ora passo ad esporre.

Lo spazio (0 come, a parer mio, si potrebbe anche dire, il reticolo od
il tessuto) definito dalla espressione Gaussiana ds®*=(d¢,, dt,,... dt,)?,
nella quale 1 coeflicienti sono funzioni delle ¢, t,,... ¢,, richiede general-
mente, per assegnarvi una posizione, una varietd di in(n+1) dimen-
sioni, dove il quadrato dell’elemento lineare sia rappresentabile dalla somma
dei quadrati delle differenziali delle coordinate. Imperocché per soddisfare
ad un sistema di in(n-+1) equazioni a derivate parziali, occorrono, in
generale, altrettante funzioni disponibili. Ma nel secondo caso qui sopra
considerato almeno, basta un luogo di secondo grado

(P4 ai+ -+t =0a’)

nella varietd di n+4 dimensioni. E siccome le linee geodetiche sono vin-
colate alla tessitura di tal luogo, cosl si pud ricercarle in questo. Seguendo
tal via, dal sistema dei rapporti uguali

dx,

rx, ds,... —dT:MC"ds

dw, _

de .
(]ag —/vmds, ds —

si desume qual sistema integrale un sistema di n—1 equazioni lineari ed
omogenee da aggiungersi alla equazione di secondo grado. Il sistema delle
equazioni lineari individua un piano (luogo di 1° ordine) passante per la
origine O, centro della (n +1)-sfera, la quale viene segata dal piano in
una circonferenza. Quindi la linea geodetica & un cerchio massimo della
(n+1)-sfera. Sia P (coordinate x, ,,... 2,) un punto qualunque del cer-
chio; le coordinate di un punto mobile della retta OP saranno Ax, Ax,,...
2x,. Questa retta incontra il luogo lineare x=a [tangente alla (n+1)-
sfera nel punto A avente per coordinate @, 0, 0,... 0] nel punto Q, il

: @ @,
quale ha le coordinate a, a?c'—a---a “}1’ e percorre la retta comune al
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luogo tangente ed al piano del cerchio, mentre il punto P descrive la geo-
detica. Denotando le coordinate di Q con a, at,, at,,... at,, ¢ la lunghezza
della retta OQ con at, si avra

=14+ + P,

ed inoltie z, =t x, r,=t,x,... x.=t,2, donde x**=a’ epperd
_a g _ t,
.’)c__} 9 xl—a—t—:“- a:n—a?a

che & appunto la sostituzione adoperata nel caso secondo di sopra.

Per trovare la lunghezza di un arco geodetico.si pud procedere come
segue. Siano P,, P, i due punfi estremi dell’arco, ai quali, nel luogo tan-
gente, corrispondano i punti Q,, Q,, aventi per coordinate a><(1, b,, b,,... b,),
ax(1, ¢,, €4y... C4), € siano ab, ac le lunghezze delle rette OQ,, 00,,
cosl che

VP=1+30b%, =1+, (m=1,2,...n).

Cio posto se M & un punto della retta Q, O, individuato dal rapporto

_ Mg, ™
5—-—]‘—16;, le sue coordinate sono

T:“T:x(i— £, b, —Ec,..., by— Ec,),
e O,0, ha per projezioni le a> (0, b,—c¢,,... b,—¢c,). Affinché 1'angolo
OMQ, divenga retto, bisogna che sia X (b, —c.)(bn— §ca)=0, il che,
ponendo

f:1 + Ebm cm,

porge la

Inoltre, ponendo
G =0+ ' —2f=N(bu — ¢a)%,
=" — f*= X(bn— cn)* + X(brcu—bucy)*,
A
si ha

J : —b ¢
OM:CLEl’ QIQ2:ag, MQI:I—:”,a’g:afg s ﬂ[szl-;qE:CL 7

La retta OM seghi la linea geodetica nel punto L, e da L fino ai punti
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192 Schlaefli: Sugli spazi di curvatura costante.

P,, P, si contino gli archi a8, ay; e sard
»_ OM A _MqQ, -0 _ I A__ce——f
cob/J’_—O—QI__@, senﬁ__TQl =55 cosyycg, seny =

donde si ricava

3

cos (y -,G)r—-—b%, sen(y—/o’):b%,

arco geodetico P, P,=a(y — ).

Se si comincia una volta dal muover dubbio contro le ordinarie nozioni
dello spazio, in quanto esso, insieme col tempo, & parte essenziale della
serie dei fenomeni attuali, non capisco, perche si debba arrestarsi all’ipotesi
che una porzione dello spazio, mediante un trasporto, sia suscettibile della
congruenza con un’altra porzione dello stesso spazio. La forma di un corpo
solido & il risultato istantaneo delle forze e delle velocitd relative onde le
sue molecole sono animate; e gli errori inerenti alla ipotesi che un tal
corpo, dopo avvenuto un trasporto rispetto ad altri corpi che riputiamo in
riposo, abbia serbato la sua forma, non sono in estremo grado minori di
quelli inerenti alla presente astronomia pratica in connessione colle nozioni
geometriche, anzi possono risguardarsi dello stess’ordine di piccolezza. E
di quest’ordine, od almeno di un ordine comparabile con esso, sarebbe,
parmi, anche la curvatura dello spazio, s’esso avesse, giusta la presunzione
che il celeberrimo RiemaNN sembra far tralucere (*), una tessitura di cur-

1 1 . . P .
vatura costante % 0vvero ——. Ma poiché una porzione infinitesima d’ogni
-

tessuto a tre dimensioni intorno ad un punto preso ad arbitrio s’avvicina
sotto tutti i rapporti allo spazio geometrico con un errore relativo anche
infinitesimo, non vi sarebbe bisogno d’una curvatura costante talmente pic-
cola da farne scendere una parte degli errori dell’astronomia moderna; anche
un tessuto qualunque a grandissima unitd lineare farebbe all’uopo, e nella
sua formola definitrice i sei coefficienti potrebbero essere funzioni si del

(*) Sur les hypothéses qui servent de fondament d la Géométrie (tomo 3° di questi
Annali),
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tempo che delle tre coordinate. Riflettendo poi che lo spazio della meccanica
non € uno spazio assoluto, tale cio® che possa dirsi in riposo piuttosto che
in istato di moto uniforme e rettilineo, si comprende che una nuova defi-
nizione dello spazio deve accommodarsi anzitutto a questa relativitd fisica;

ma allora chi ci dirh, che cosa dovremo sostituire alle espressioni della

[

9
% mm . on -
forma %, x -z, o quando avremo delle coordinate molto piu acci-

dentali di quelle dello spazio finora riputato il vero? Se, per es., la cur-

vatura non fosse nulla, ma costante, e se per r s intende la distanza
4

geodetica di due molecole, dovremo, nella correzione della formola 1"’;2—?'-,

sostituire alla r primitiva 2asen2r—a o 2asenh21a, a seconda della qualitd

positiva o negativa della curvatura, ovvero la distanza geodetica stessa?
Se le espressioni intere e lineari e la (&' —x)?+ (y/ —y)*+ (2’ —z)? non
costituissero il primo fondamento del complesso dei fenomeni, i geometri
greci e GariLEO avrebbero ingannato il genere umano in tal grado da non
potere, per molti secoli, riparare al danno. Non credo che le nozioni mate-
matiche primordiali inventate dal genere umano, giunto a maturitd e illu-
minato dall’ esperienza, siano totalmente diverse da quelle che presiedono
a tutto il resto dei fenomeni.

Berna, agosto 1871.

CORREZIONI AL FASCICOLO PRECEDENTE.

Pag. 134, ultima linea del testo, leggi: « d’ordine p—i»
» 135, linea 8 salendo, leggi: «in alcun punto (non fisso) »

» 137, » 8 discendendo, leggi: « ... curve S (in punti non fissi) »
» 167, » 2 salendo, leggi: « Ni=[n—ip]+...»
» 169, » 2 e 1l discendendo, leggi: «n." 7»
» 170, » 1 della nota, leggi: « & offerta dalla teoria »
» 172, » 4 discendendo, leggi: « ancora essere aumentata di »
» 175, » 6 discendendo, leggi: « ({<j)»
» 176, » 4 discendendo, leggi: «_5‘,‘341'(41'_1) (121...».
Annali di Matematica, tomo V., 25
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Osservazione sulla precedente Memoria
del sig.” prof. Schlafli

(del prof. EueeENio BeLTRAMI, a Bologna).

ll risultato finale cui giunge il sig. Scuraerir nella precedente sua Me-
moria & che il pil generale spazio ad n dimensioni, pel quale si verifica
la proprietd che ciascuna linea geodetica & rappresentata dal complesso di
n — 1 equazioni lineari, si ottiene semplicemente operando una trasforma-
zione omografica su quello spazio ch’ig avevo gid considerato nella Me-
moria inserita in questi Annali, alla p. 232 del t. 2.°, serie IL%, e per il
quale io avevo dimostrato a posteriori 1'esistenza di tale proprieta.

I agevole concepire che l'effetto d’una trasformazione omografica sta
tutto in cid, che al posto della funzione

a*—al —ay—---—u’,

(designata nella mia Memoria con «?), la quale eguagliata a zero definisce
lo spazio limite (ibid. p. 235), sottentra una funzione quadratica qualunque
¢, che per maggior comodo suppongo resa omogenea coll’introduzione di
una nuova variabile x,, e che designo con

zz:(P(xo) x[’ xzv"' x'n :Xa'rsxrxsy

dove r, s sono due indici, ciascuno dei quali pud prendere tutti i valori
0,1, 2,... n. L’equazione ¢,, =0 rappresenta allora, per lo spazio ad n
dimensioni, cid che corrisponde alla quadrica assoluta del sig. CaviEy, e
la formola metrica fondamentale per gli spazii di curvatura costante, che
¢ la (8) della citata mia Memoria (p. 235), diventa in corrispondenza

cogh('/) —ﬁy— (1
R Quby S

dove (xy) designa la distanza dei due punti (g, ... @) ed (Y, Yoo ¥a),
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Beltrami: Osservazione sulla precedente Memoria. 195

mentre 9., indica la funzione bilineare formata colle due serie di variabili
x ed y. (Seguo, per la segnatura delle funzioni quadratiche e delle bilineari
correlative, la regola gid tenuta dal sig. Kiein nella sua interessante Me-
moria sulla geometria non euclidea, Mathem. Annalen, t. IV, pag. 587).
I’equazione precedente da
senh? (=y) — Py = Pz Py .
R Pra Py

Quando il punto y & infinitamente vicino al punto x, lo che si esprime
sommariamente scrivendo y= x-+dx, si ha

‘Pa‘y = ¢m; + %d(;)zxr
qbyy = (pzm + d¢zm -+ (Z’dz,dz?

donde
ey 9ua Py _ (A92:) = 490 Garsr
Pax Pyy 49%,
epperd, scrivendo ds in luogo di (zy), si ha
. . R;‘, .
a5* = gt ([d9u) — 40uuPucsue - (I

Tale & dunque la formola che porge 1’espressione dell’elemento lineare
dello spazio considerato dal sig. ScmrLarrii, e che tien luogo, in seguito
alla trasformazione omografica, di quella dalla quale io sono partito nella
mia Memoria e che si trova alla p. 231, sub (1).

L’espressione trovata dal sig. ScaraerLr per l'elemento lineare dello stesso
spazio ¢ assai diversa dalla precedente, nella sua forma esterna. Mi pro-
pongo quindi di mostrare brevemente donde proceda tale differenza, e come
essa non sia che apparente.

Si formi la funzione reciproca della ¢, e, indicate con &, &,... &, le
variabili reciproche, sia dessa

‘P§§= zarsgrgﬂ

dove
_ 1 alall
T Tallen
e reciprocamente
1 olial

@ = a9 e
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196 Beltrami: Osservazione sulla precedente Memoria.

Colla segnatura { || indico (seguendo un uso gid introdotto dal sig. Kro-
NECKER) il determinante formato cogli (n+1)* coeflicienti a,, oppure a,,.
Le variabili reciproche x e & sono fra loro collegate dalle relazioni

19098 o~ 10 P
Z=3%g =i,

)
dalle quali risulta
XSy + X, & oo+ 208y = Do = Pt
LgNo+ LN o s 4 LaVn
=Yobo+ Y5+ Yaba= oy = 21

dove le » sono wvariabili reciproche alle y, come le & lo sono alle x. Da
queste relazioni risulta la seguente identitd

Pow Poy Ty XLyee. Xy

Pye Puy Yo Yioer Yn

Ly Yo Ggo &

00 [/ S

Ty o

-------------

Tn Yo Ong Cpgees Gnp

Infatti gli elementi della prima colonna del determinante si ottengono mol-
tiplicando ordinatamente quelli della 8%, 4%,... (»--3)* colonna per &,
g,,... £, e sommando; e per conseguenza il determinante & identicamente
nullo. Si pud, adoperando una segnatura di facile interpretazione, rappre-
sentare pii brevemente questa identitd nel mode che segue:

Ore Doy X
Pye Py Y || =0- (@)

& Yy a
Insieme con questa si hanno le identitd ben note

‘q’yyy
y o

¢a:x X q)zy X

Y (77

=0, :0, =O" (b)

X %
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dalle quali si trae

hallp..—+

0
o anne] 1
y 42

0 x
xr oa

”a” ¢xv+

0 (c)
“ - O.
a

Ora i coefficienti dei due i)rimi elementi della prima colonna, nello sviluppo
del determinante (a), sono nulli in virta delle identitd (b), talché all’identita

(a) si pud sostituire la seguente
Py 0 Y
q):zy 0 x ———-0,
Yy & a

¢ questa equivale alla sua volta, in forza delle formole (c), alla seguente

00y
la- Doz Doy [: 00
q).’!l‘ q)yy y T o
Si ha dunque, in virtd della (I),
00y
0z lell-|| 0 0 @
(z¥) ;]a}l-f H (xy) Y& a
s = e oy PR T ooy
. “wa.“ya ma.“ya
Facendo y =« + dx in quest’ultima formola, si ottiene:
ey [ 0007
ds® = — 0 2 0 0 x |- (I11)
1 x o ‘ dr x «a

E questa appunto 1'espressione data dal sig. ScmragrLr (p. 185) per il
quadrato dell’elemento lineare (il quale qui si riferisce ad uno spazio pseu-
dosferico, ma si applicherebbe egualmente ad uno spazio sferico mutando
R? in — R?). La sola differenza & che il sig. ScHLAEFLI ha posto a, =1,
dx,=0, per ridurre il numero delle variabili ad =.
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Le due espressioni (II) e (III) sono dunque perfettamente identiche fra
loro, provenendo entrambe dalla stessa equazione (I), e non differiscono
quanto alla forma se non perch® la prima contiene i coefficienti a,, della
quadrica assoluta espressa in coordinate locali, mentre la seconda contiene
invece i coefficienti a,, della stessa quadrica espressa in coordinale tan-
genziali (i quali due punti di vista non presentano, del resto, negli spazii
di curvatura costante non =0, alcuna differenza essenziale).

E un fatto notabile che la considerazione implicita di queste ultime coor-
dinate abbia permesso al sig. Scuraerui di pervenire con tanta prontezza
ed eleganza alla forma (III), superando d’un tratto le difficoltd che avrebbe
presentate 1’applicazione del metodo da me adottato nel 1866 (Annali di
Matem., serie 17, t. VII, p. 185) per risolvere il problema nel caso di due
dimensioni.
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Sopra un teorema di Jacobi
recato a forma piu generale
ed applicato alla funzione cilindrica

(del prof. L. SCHLAEFLI, a Berna).

N el tomo 1.° di questi Annali (pag. 241) mi dolsi di non aver potuto
scoprire una prova diretta della eguaglianza

(m)a-/we_xGOSI"osenhza-0-d6:————r(a+%)/‘we"“"“"acosh-af)-d@; (a)

~

ora veggo che ne fornisce il mezzo un teorema di Jacosr (*), presentato
1

sotto una forma alquanto pitt generale.
Dinotando con ¢ un esponente la cui parte reale sia compresa fra — }

ed 1, mi propongo di trovare il valore dell’integrale
s _ qye-i_ dt
S= [ (¢ =1y (@w—1)*

dove, per fissar le idee, suppongo « reale e piu grande di 1. Sostituendo
t=x— (x —1)u, quest’integrale diventa

S—(x—i—i)a—é .76—1)%/1u_a(1—u)a—‘E 1-—-w_l—z' u_édu
o ‘ . x+ 1" ’
0

Sviluppando secondo le potenze ascendenti di i;;;—; - y? e ponendo mente
alla

(-1)n(“n—%)b/‘u"-“<1—u>“-%du:1“<a+(2r(<)1 9,2 ),

(*) Formula transformationis integralium definitorum (Giorn. di Crelle, 1. 15).
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200 Schlaefli: Sopra un teorema di Jacobi.

si ottiene

T(a+)r(1— <\ 2 an
e SRR

== oty [+ ) — (A — )™

Ora si ponga x=cosh-0, e sari y:tangh-g,

Ve +1(1 +y)=V§-e‘36, Ve +1(1 —y):\(‘z-e_‘ie,
epperd

g_oul(a+)ri—a)

2t () senh.qf.

Per applicare questa eguaglianza alla trasformazione dell’integrale

T:Qar(?(_!{)-é) [we—wcosh'ecosh.ae.de’
2 \0

mettiamo dapprima !’espressione da integrarsi nella forma

-0125% (e“”““'esenh- a0)+% e ™" senh.0.genh- af.

« 15 _~—xcosh-0 . . C ey .
Poiche ¢ senh-a0 svanisce ai due limiti, si ha

T:/ P e TN Vgenh. G(Q“F;%t)%)senh-ae)dﬁ,
IO 2

e quindi, rammentando la (1) e ponendo cosh.0==x

i i

¢

La sostituzione z=1{¢-+ % da

/we—mz (Zizt)a:xa—le—xy e—yy—ady:l-,(l __a) .xa_l e—-:):‘:

t 0
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Schlaefli: Sopra un teorema di Jacobi. 201

quindi

T:x“[we_xt(tg—i)a_adt

i+

la quale equazione, col porre t==cosh-.0, si cambia in quella da verificarsi.
Riguardandone poi ambedue i membri come funzioni dell’esponente a, si
rimuoverd facilmente la restrizione a<<1, e si riconoscerd che la formola
¢ valida finche la parte reale di @ & pit grande di —1.

Per convincersi della connessione tra la formola (1) ed un teorema di
Jacosr, si consideri I’ integrale

A f(ﬁ 1"t — @yt dt,

dove la variabile { parte da 1 e dopo un giro diretto intorno alla x (reale
e pilt grande di 1), il quale escluda —1, ritorna al punto di partenza, e
dove i logaritmi di #—1 e di £ — x, nel momento in cui i loro numeri
divengono positivi, sono supposti essere reali. Esso & convergente se la
parte reale dell’esponente a sorpassa — %, e, considerato quale funzione di
a, & differenziabile nella medesima supposizione, finché la indipendente a
resta finita. Se oltre a cid la detta parte reale & pilt piccola di 1, I’integrale
A permette alla variabile ¢ 1’accesso al punto «, la via d’integrazione pud
addossarsi alla linea di realitd, meno un piccolissimo giro intorno ad «, al
quale corrisponde una parte evanescente dell’ integrale; e si ha

iam _ ~iaw ‘—1 . 2in ‘”(t’z—l)“"%
A=(c""— {/‘ dt r@ri—a/) @@=y at

Mercé la formola (1), se ne conclude I’eguaglianza

1 (E=1)""% o Tla)
2inJ (t—cosh-0)* di=2 ryrd+a)

senh-.af, (2)

(la via della ¢ & un laccio da 1 intorno a cosh-0, escludendo —1). A ca-
gione della differenziabilitd rispetto ad a, tutti e due i membri della (2)
continueranno ad essere uguali, quand’anche la parte reale dell’esponente
a-sorpassi 1. Assumendo poi per esso un numero intero positivo n, 'espres-
sione da integrarsi, dopo il giro, riprende lo stesso valore; cosl il punto 1
cessa di essere necessariamente punto di partenza e di arrivo; epperd la
via d’ integrazione, divenuta adesso veramente rientrante, pud stringersi
Annali di Matematica, tomo V. 26
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202 Schlaefli: Sopra un teorema di Jacobi.

intorno a cosh-0; in questo caso dunque il primo membro della (2) rappre-
senta il coefficiente di £"~' nello sviluppo della funzione

[(cosh-0 + ) —1]""5

secondo le potenze ascendenti dell’incremento h, mentre il secondo membro
assume la forma

(—1)n2n(_n§)senh.ne.

.. 2n—1 . . : .
Diviso per senh e, il primo membro diventa funzione ad un valore
rispetto a 0. Se dunque 8, uscendo dallo stato positivo, descrive un quarto
di circonferenza intorno allo zero con un raggio piu piccolo di =, e cosi tra-

passa in i¢ (¢ reale compreso tra 0 e =), il moltiplicatore senh®" "0 della

. . . o An—1 2n-—1 s s
funzione ad un valore si cambierd in ¢ sen ¢, e senh-nb in isen-no.

Nel caso percid di un esponente n intero positivo, l'eguaglianza (2) assume
la seguente forma, dove si & posto x=cos¢:

-1 _an—1
1 9" " .sen

1
=2 _E)sen-n ,
=11 g™t ( n ?

Ja quale & la forma originaria del teorema citato.

La funzione che somministra la soluzione generale della equazione di
Riccarr si riscontra pure nella soluzione del problema di KerLer ed altrove,
e venne chiamata dai sig.! HeiNe ed HankeL funzione cilindrica, dai
sig.! NeumanN e LoumeL funzione di Bessier. Nelle Memorie da me cono-
sciute sopra questa funzione si trova una grande varietd di teoremi inte-
ressanti, e fui sorpreso particolarmente dalla svolgibilitd secondo funzioni
cilindriche, proprietd che il sig. Neuman~ dimostra competere a funzioni di
carattere assai generale. Quanto alle espressioni integrali della detta fun-
zione, il sig. HankeL ne stabilisce, & vero, talune che valgono in tutti i
casi, ma le corrispondenti vie d’integrazione sono lacci, ai quali & difficile
assegnare una forma definita perché risultino integrali a via reale; e la

. , ' e e s . . 22050 2a
ragione n’& ch’egli si giova esclusivamente del tipo fe sen "0.d0. Pro-
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Schlaefli: Sopra un teorema di Jacobi. 203

babilmente la espressione integrale, data nel tomo 1.° di questi Annali
[pag. 237, (4)], & la pit semplice fra quelle che si mantengono convergenti
in tutt’i casi, ed &, nello stesso tempo, la pilt conforme alla definizione data
da BesseL. Tuttavia il dedurla dalla considerazione di diverse serie somma-
torie, come si & fatto ivi, riesce pi laborioso del necessario; inoltre m’era
restata allora nascosta la vera origine di quella forma bipartita da un solo
integrale. Percid ritorno ora sull’argomento, affine di metterlo in pit chiara
luce.

Sia

n=00 20

28— @
F(a, @)= znxw+uua+n+u

Il denominatore del termine generale ammette 1’ introduzione del coefficiente
a+2n)_ T(a+2n-+1) '

ST+ @+n+l)
sTrass si ha, dinotando con N un numero positivo destinato a crescere
indefinitamente

1 — 1 zy—0—2n=—1 . _ 0
T@+2n+1) 2i7rf z dz (laccio da — 4V attorno 0),

> ¢ giusta una formola di WEeigr-

hinomiale (

donde consegue la

. 1 Lo (ad-2n\(z\'T?"dz
mF(a,x”):mﬁZ( i )(’5) =3

La nota forma della somma c¢’induce a porre z=2xcosh-0, epperd
dz 2senh-0

=5 oosh. OdG in tal modo si ha

4(a+2n)(200sh 0)=*~2"~1.95enh-0=c"",

eppero

a 2y chosh-e—aﬂ t. b
z*F(a, x?) = 2” d (b)
Ad un giro diretto, fatto dalla z=cosh-0 intorno a 0, corrisponde, nella
metd orientale del piano rappresentativo di 0, un accrescimento di 2i7.

1.° Se x & positivo, basta che la 0 parta da N—i7t verso la regione
~

finita senza toccare il meridiano principale, contenente 1 punti ... —3 Pk
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204 Schlaefli: Sopra un teorema di Jacobi.

i%,... (dove z=0), ed arrivi nel punto N+ in dell’orizzonte. (Se l'ar-

gomento della x viene a mutare, conviene, per conservare all’ integrale
il sommo grado di convergenza, che i due suoi limiti si muovano in senso
opposto lungo l'orizzonte, affinché il prodotto 2xxcosh-0 rimanga negativo).
Osserviamo ora che, nella regione finita, I’espressione da integrarsi non
incontra alcun impedimento, né anche laddove cosh.0 svanisce. Laonde
s s . . . W . N

cessa adesso la condizione relativa ai punti igoees € 81 pud condurre la
0 per tre linee rette da N — in per — in ed i sino ad N+ én. Ne risulterd
I’ espressione data nel luogo citato.

2.° Se la indipendente & & laterale, avente per es. positivo il fattore

del simbolo ¢ (che & il caso piu frequente), la si dinoti con ¢ g, dove x &

positivo, e si scriva

( )aF(a, —%E):i%/;HZ(_a;n_l)(z%)a+an‘3’5_;

(laccio da — N intorno ad 0)

RS

cosi, ponendo z=wxsenh-0 ed osservando la
2(—a;n_l)(2senh-6)"“—2"“’-200sh~0=e‘“°

(mod.senh.0>1), si ottiene la

z\* a2 1 N+in g—ab
(_2_) F(a, _'Z'):m/ ea:senhe a d0,
‘N

-i7t

dove la 0 pud andare per tre linee rette da N—in per —in ed iz a N4in.
Ponendo 0=—i¢p tra —im e 0, 0=¢¢ tra 0 ed im, e cambiando 6 in
—int+0 tra N—ix ¢ —in, in in+0 tra in e N+ in, la formola diventa

‘ ’ 1 * i ® —xsenh:6—
(%) F(a, —%)ZE/ cos(xsen¢—a¢)-d¢—senﬁa7 g~ Zwnh-0-ad 59
0 0

e s'accorda colla definizione data dal Bessei, quando il parametro o diventa
intero e positivo.

Abbiamo ottenuto la espressione (b) senza ricorrere alla equazione diffe-
renziale della funzione F'(a, «*); potremo anche dedurne le altre espressioni
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Schlaefli: Sopra un teorema di Jacobi. 205

integrali, senza ajuto della equazione differenziale ovvero delle serie som-
matorie. Dalla (b) scaturisce la

2 1 [ N4i7 g . o
x"F (-0, &*)-x"F (0, 2*)=— / "™ *senh-a0-d0 (via per ~ix, i)

N—in

senam [*N _ . ) in
=2 /e 2oesh-Peosh-af- do, glacchijf =

[N

-

Quindi per mezzo della (a), se la parte reale del parametro sorpassa — &,
si ottiene la

N
¥ F(—a, &®)—F(a, 2*)=- —-%a—;—) e~ 2o 5o h?%0 . d9.

1l valore della indipendente si riporti, con un mezzo giro retrogrado, dallo

stato positivo al negativo, nel quale si dinoti con ¢ *"x, mentre il limite
superiore dell’ integrale progredisca da =N a 6=N-in; poscia la via
della @ consti di due linee rette, aventi comune il punto ¢ In tal modo
si avrd la

2ina ~2a

e x " F(—a,x)—F(a, x*)

2sen-a= 22059 2a ‘ma/\‘v —2xcosh-0 26 0.40
ze e sen “pdo-+e genh”“-0-d0}.
l( F(a—l— ) f Pae N ¢

0

—ira — T

Moltiplicando questa eguaglianza per » la precedente per 575en ar

2isen-an
¢ facendone la somma, si ha la

L [Re”cos"sengatdeJ (parte reale di a>—1)

Fa, o) =t@ra+y.
[1]

Berna, agosto 1871.

POV U
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Sulle coordinate curvilinee
d’una superficie e dello spazio.

MEMORIA. QUINTA (¥).

(del prof. DeLFiNo Copazzl, a Pavia).

N ella Mem. 12, parte 2* s’¢ trattata la prima metd d’una questione re-
lativa al sistema di certe linee isometriche d’un corpo solido omogeneo
indefinito, e s’¢ veduto che, dinotando con le intersezioni (u, ») quelle
linee, hanno per esse da verificarsi le seguenti cinque condizioni

4

o—
oM dN_ . dm, I d0,
=" @Y% == @m=% H=% 1

ove
M=msene,, N=mnsene,..

Ora, nella presente Mem. 5* si tratterd la seconda metd della medesima
questione, e quindi si determinerd la natura geometrica si delle varie linee
isometriche, si del sistema loro.

1.

Assumiamo il sistema delle superficie (%), il quale & arbitrario, in modo
da rendere soddisfatta la condizione, che le intersezioni dello stesso col
sistema delle superficie (1), cioé le linee (%, g) siano ortogonali alle linee

(*) I numeri contenuti entro parentesi richiameranno le formole della Mem. 12, par. 1*
stampata negli Annali s. 2% t. 1° e quelle della Mem. 2 stampata nel t. 2°; i numeri
invece non racchiusi entro parentesi serviranno a dinotare le sole formole dell’attuale
Memn. 5.
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Codazzi: Sulle coordinate curvilinee. 207

isotermiche (¢, v). Questo pud sempre farsi senza nuocere alla generalita
della soluzione, perocché, dati due sistemi di superficie
mu:{'l'o(x! Y, Z), V:VO((I), Y, Z),
il terzo sistema
%:W(x, Y, 2),
il quale incontra il primo secondo linee ortogonali alle intersezioni del
primo col secondo, sard quello che rende soddisfatta 1'equazione

97 i

i i,=0 ovvero 2‘58—%_0'

Ora, se le due prime equazioni somministrano
z=2a"(z, &, v), y=y'(z, u, v),
I’equazione di condizione prenderd la forma

(ax"az 8x°)8x°8z+(ay"8z 8y°)8y°8z 0z90z

Sttt o)z e Tav) ez T araa

ovvero

ox®\? (oy°\? 0z  0x'dx® oy°oy’

== - == =0.
’(8z)+(8z) st oz or T oz ov
E questa un’equazione alle derivate ordinarie del prim’ordine, la quale dara
mediante 1'integrazione il valore di z in funzione delle », © e d’una co-
stante arbitraria, che sard funzione arbitraria delle A, wu.

Possiamo dunque assumere il sistema (A) in modo che sia

Eu=37m, 2
per cui la seconda condizione 1 diventa

an _

oA~
Chiamando s, 1’arco d’una linea qualunque tracciata nella superficie (1),
abbiamo

0. 3

ds’u=0dA*+n*dv?;

ora la 3 manifesta, per una nota proprietd, che le linee (4, u) sono geo-
detiche della superficie (u).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



208 Codazzi. Sulle coordinate curvilinee.

Siccome le linee (%, @), (u, v) tracciate sulla superficie (#) sono tra loro
ortogonali, cosi potremo applicar loro le permutazioni semplici delle sei
equazioni (50) e (51), cioé le

. ol on
’nC;.—’-lQ/y':O, nb2=8—;9 l/gyz—ﬁ7
a’)/u aaz ’ . aau aC,
Ve a—v+{br02—-aub2—0, —8—2'—-3?-!—18,,%4-7”62_0,
o8, b
ax—gf—aya;"—\’}’yc;_zoo
Ma
a,=lcos0,, ay=n/cose,, b,=lseno,, G, =n'senv,,
o0 oo
=l - =2, L=/ — s
c,=l S5 Yr="n S»

percid esse equazioni, avuto riguardo alla quinta 1 ed alla 3, diventeranno

nl'+1In"'=0, nl’seno,_:z—g—l, 0, =0,

ov
on’” 9-Ucoso, ' i on/ ol .
59 -+ 5 —n/'l'sene,=0, m——a—v+n Usenw,=0, 4
o-lUsenao,

5 +n'lcoso,4+n"l'=0.

v

Abbiamo soddisfatto alla n/seno’,=0 con la terza 4 anziché con la n/=0,
perché @/, dinota I’angolo formato dalla normale principale della linea (%, p)
con la normale della superficie (1), e la linea, come s’¢ veduto, & geodetica
della superficie. La seconda 4 mostra, in causa della quarta e della quinta

. 1 . . .
tra le condizioni 1, che agfl non contiene A; percid, chiamando /, una

funzione delle 4, p ed I, una funzione delle g, v, avremo

ol, Useno,
=N = .

=Lk m=r

(92}

1
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Codazzi: Sulle coordinate curvilinee. 209

Indichiamo con L, N, due novelle funzioni, 1'’una delle sole A, &, l'altra
delle sole #, v, e poniamo

=2k, 3N,
792 T
Siano inoltre per brevitd
i/ l//
TP T
per cui, a cagione della prima 4,
"
r__ 4. 6
n ,
La seconda 5 e la quinta 4 potranno scriversi
n
PEEN )= =2 a.Z?'W—a'leq- g/
( 79N, oL, oN,
La quarta e la sesta 4 diventeranno
oq 0-pcosa, . , 0 . d-pseno, W q°__ .
5L, b o, Fhypseney=0, TGy +rpeose,— -=0;

dalle quali si deducono, avuto riguardo alla prima 7,

op? _2q28 -log s g PCOSQ, og n__ 1 (ﬁ_a-psenm,). 3
9N, 81\’ I, OL,° n  pcoso,\l A

Nelle equazioni 7, 8 si potranno riguardare come variabili indipendenti le
L,, N,, u; e saranno

aol, op

00, _ oN,
oL. =" I, oL, =" B~ " ?

la terza delle quali segue dalle prime due e dalla prima 7.

=0,

3.

Passiamo a stabilire altre due equazioni, le quali racchiudano la prima e
la terza tra le condizioni 1 non contemplate nelle equazioni del numero
precedente.

Annali di Matematica, tomo V. 27

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



210 Codazzi: Sulle coordinate curvilinee.

La prima (44), la quale & una tra le sei equazioni relative alla superficie
(1), pud scriversi

0 -mCosE, ' .

Ma, per la terza (32) e per la terza 4,

d-logn
du

Qp =7y — Tt;
inoltre
COSE,=B8ené&,CO8Y;, Senx,Sene,=—sens, seny,.

Quindi 1’equazione diventerd

9-Mcosn, w/ __dlogn
._al_vl__—?Msenm_— o 10
In seguito, la formola
zi‘uiy =Co0s (:'2
pud scriversi
ot .
~—1t,=Mcosy,. 11
Za# A
Le 10, 11 sono le due equazioni che si volevano stabilire, nelle quali
oM o7, 1o
gE:-—— 0, 'a—Ll—O. 1,-/
4.

Osserviamo che, col sussidio della 10, si possono integrare subito la se-
conda 7 e la prima 8. Infatti, essa equazione mostra che

'
9.

" 0. 13
oL, ’
la seconda 8 in seguito fa vedere che

dq

B_L—l: 0;
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Codazzi: Sulle coordinate curvilinee. 211

per conseguenza la seconda 7 somministra, chiamando %k una funzione ar-
bitraria della sola p,

k
e

2

Questo valore riduce la prima 8 alla

0P +4¢)_,
N,

dalla quale, chiamando % una nuova funzione arbitraria della sola u, si
deduce )

p2 + q2=h2‘ 15

Osserviamo altresi che le p, q rappresentano la curvatura e la torsione
della linea qualunque (¢, »). Ma queste due quantita, in causa della seconda
9 e della 14, sono costanti lunge tutta la linea. Quindi, invocando una
nota proprietd, della quale il sig. Puiseux ha dato pel primo una dimo-
strazione analitica, possiamo concludere fin d’ora che la linea isotermica
qualunque (u, ) & un’elica tracciata sopra un cilindro retto a base circolare.
Noi perd prescinderemo da questa cognizione, in primo luogo per fare una
applicazione delle formole contenute nelle nostre prime due Memorie Sulle
coordinate curvilinee, ed in secondo luogo perch® non basterd, per la pre-
sente questione, che si conosca la natura geometrica d’una linea isotermica
qualunque, ma converrd che sia determinata anche la natura geometrica
del sistema costituito dalle diverse linee isotermiche.

Veniamo alle equazioni, che somministrano, mediante 1’integrazione, i
coseni delle tangenti alle linee (¢, ¥), (%, 1), e le coordinate rettilinee della
superficie (w). '

La terza (33), la terza (35) e la prima (34),-in causa delle 2 e terza 4,
diventano rispettivamente

. . . . oo 3 Y/ - ;
iy =—1/,sen0,+1",c080,, i»=1,c080,+i",seno,, i"y=—i, 16
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212 Codazzi: Sulle coordinate curvilinee.

Le tre prime (28) possono scriversi
aii y ot , . . al”
=1 ,, 1,—qi — 2= Z;,
oL, b, aL —PL—qt7 oL, =9

e le tre ultime (28) assumono "la forma

oh _ ., Qi W,

Sty 1 Sty P, Qg CStr 4
Ay el ULy Al AU

2

17

18

Dapprima s’integreranno le 417, di poi si formeranno i valori delle 4, i/,
i", col mezzo delle 16 e si renderanno soddisfatte le 18. Due integrali evi-

denti, I'uno delle 47 e 1'altro delle 48, sono
PP =1, A4+ 0P =1
La prima e la terza (2) possono scriversi
ot . a9

a_Ll:lzz;w 8_1\71:“;

dalle quali, una volta note le 7,, v, si concluderd la 4.

Formiamo gl’integrali completi delle 17 e della prima 20.
Deduciamo dalla prima 17

e deduciamo da questa

ovvero, per la 15,

L’integrale completo di quest’equazione &
hi,=p(a;coshL, — BisenhL,) + qy:,

ove con L4, PL: 8 , 37 i sono dinotate le tre costanti arbitrarie rispetto

L Th h
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Codazzi: Sulle coordinate curvilinee. 213

ad L,, le quali saranno funzioni arbitrarie delle N,, u. La prima 17 som-
ministra in seguito

iy=—o;senhL —pO;coshL,;

w
w

e la seconda

hqi)!=—p*(a;cosh L, — B;senh L)) —poy; + h?(«;coshL, — B;senh L)),
0VVero
hi)'=q(a;coshL,— B;senh L) — py. 23
Da ultimo, 1’integrale completo della prima 20 &

1*(i—I)=13p(asenhL,+ B;coshL,)+hqy.L,},
ovvero

R*(i—I)=pl,(e;senh L, +B;cos hL,) + hky; L,, R4
ove I dinota una funzione arbitraria delle N,, u.

7.

Troviamo le relazioni, che legano tra loro le funzioni arbitrarie c;, &;, y.
La prima 19, mediante le 21, 22, 23, si cambia in

(p*+q°)(aicosh L,—B;senh L)® +h? (a;senh L+ B;cosh L,)* +(p*+¢*) v =1*,
ovvero
al+ B2 +yi=1
La Yi,’=1 somministra dapprima
Zai/ji—:oy Zﬂi’}'i:(), E')’i.‘zi =0; 26

[ ]
N33

dipoi
Sa’=230¢ pERBE-q*Zyi=N%
Ma la Mi/*=1 da

Zaﬁ =1;
percid saranno
Zai’:—_—_'l, Eﬂf—’:ly 27;2:'1- 27

E facile il riconoscere che, mediante le relazioni 26, 27, le Xi,*=1,
it/ =0, Xi)i!=0, Xi)"i;=0 riescono soddisfatte. Adunque conclu-
deremo che le a;, B;, y; rappresentano i coseni formati con 1'asse delle ¢
da tre nuovi assi mobili perpendicolari tra loro.
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214 Codazzi: Sulle coordinate curvilinee.

Determiniamo la natura geometrica della linea isotermica qualunque (u, ).
Assumeremo tre nuovi assi, i quali abbiano l'origine nel punto mobile di
coordinate I e le direzioni rappresentate dai coseni «;, 8;, 4;. Chiamando «,
B, v le coordinate d’un punto qualunque dello spazio riferito a’nuovi assi,
avremo
a=23(C—Ia, L=3XG—DE, y=3(G—Dr:
e quindi, in causa della 24,
he=plsenhL,, hMB=pl,coshL,, hy=FkL,. . 28

Le prime due mostrano che la linea (u, ») & tracciata sopra un cilindro
retto, il quale ha per base un circolo col centro nella nuova origine, col
piano perpendicolare al nuovo asse delle ¥ e col raggio r dato dall’equazione

LY 29

Chiamando 0 I’angolo formato dalla tangente alla (1, ») con ’asse delle ¥,
la 21 somministra

9.
COS@——/L, 30

per cui I'angolo & costante rispetto ad L,, e la linea per conseguenza &
un’elica. '

Osserviamo che le 30, 15, 29, 14 permettono d'esprimere le p, ¢, I,, &
in funzioni delle h, r, 0 mediante le seguenti formole
hr .

p=nhsenf, g=hcos, lz—ﬁ_@’ k= 1l*rcosH. 31

Ora, possiamo assumere il sistema delle superficie cilindriche, le cui se-
zioni piane perpendicolari alle generatrici sono sempre circonferenze, come
uno de’ due sistemi (w), (¥), i quali determinano con le loro scambievoli
intersezioni le differenti linee (u, »). Assumiamolo come il sistema (u), ed
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allora le r, y; saranno funzioni della sola u, per cui

87" 8% _ .
oy, =" aN =" 32
Ci0 posto, le 31 mostrano che
af ol, op. oq_ ..
sv=" aN=" =% v =0 33

la prima delle quali manifesta che le diverse linee (u, ») situate in una
stessa superficie (¢) sono tra loro parallele. In causa della prima 5 e della
seconda 33, noi possiamo risguardare la /, come gid compenetrata nella [,
la quale & funzione indeterminata delle 4, u, e quindi possiamo fare

=1 34
La prima 7, in causa della stessa seconda 33, somministra

0,=0, . 35
la quale risulta evidentc quando si rifletta che o, esprime 1’angolo formato

dalla normale principale della linea (u, ¥) colla normale della superficie (u),
e che la linea & geodetica della superficie. La seconda 8 poi si cambia in

2
coie' 26

IL——-
— =

10.

Determiniamo le funzioni arbitrarie contenute nell’integrale 24 in modo
che riescano soddisfatte le 18 e la seconda 20.
Le 16, pel valore 35, diventano

iy == Z.;'”, Z.V, = i;‘,, ip’l e i). . 37

Cid posto, la seconda 20, in causa delle 23, 24, prima 37, si cambia in

hq(a.-coshLl-ﬂisenhLl)-hPVi:P(gN senh L, + E?V coshL )+h2§£ ;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



216 Codazzi: Sulle coordinate curvilinee.

la quale si decompone nelle

ol . da; _  cosf of; __ cosf
a—N—;+y,-sen9—0, gﬁl‘—- ” ﬂi; BNI———’I" o,

38

E facile il verificare che le tre 18, mediante le due ultime 38 e mediante
i valori trovati precedentemente, si riducono ad altrettante identitd. La
prima fra le 38 somministra

I=1I°—7y;N,senf, 39
ove I° & funzione arbitraria della sola u; e le due ultime conducono alla

Sta;  cos®f
on: T %=l

per cui risultano
0 cosf
o= a,-sen(p—():—— N,)+ b;cos (—0% Nl) )

\

40
. 0
p’i=—-aicos(ggs-N,)+b,-sen(c—%—6 1):
7 r
ove a;, b; sono funzioni arbitrarie della sola wu. E chiaro, in causa delle
25, 26, 27, che le a;, b;, %; sono unite tra loro mediante le equazioni-
ai2+bi2+7'i2=1, 2 41
Zaf:ﬂ, Ebig=1a 271‘2;—-1, Eaibiso’ zbi7i=07 E?’iai=0-
Ora, la 24, col mezzo delle 39, 40, acquista la forma

i{—I°+y,N,send = ;L cosf

rsenhlL, %a,-sen(@ﬂ N1)+ bicos(cose N,) 1 —_
7 r

—prcoshlL, {a;cos cos Y N,|— b;sen c—OSENl ,
1 r r

ovVvero
i=1I°+1v,(L,cosf — N,senf) 42
sen0 cosfl senf cos 0
—raicos( - L,+ NI)+rbisen( - L, + ; N,).
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Ne seguono

' 0
i, = a;senfsen en'(’Ll—l~£N1 +
2 r r
+b;sen0cos( senf ; , cos N,)+7.-cosﬂ,

43

8 ]
=0, cos@sen(se;l L, + c—O:-—N,)—i—

L +

+ b; cosOcos . -

(se:f) cosf N;) — send,

11.

Da ultimo, rendiamo soddisfatte le 40, 41.
Osserviamo che la g & contenuta non solo nelle ai, bi, ¥, I° 7, 0, ma
anche nelle L,, N,, dimodoché, facendo per brevita

sen0L1+ cosf —
dovremo avere
gé——i %—l—z’ E—Biv—‘—l-r(a-sené : b'cosé)( dcsen9+N dcoso)
ou  *ou U ou EReT du du 44
d-ra; rb; d-y;cos0 d-yisenf dI°
—W E—f‘ d(t ‘sen+ L, __d[L——_Nl_d_[l—_{_—(E
La 11 adunque diventerd
i sen( ‘
. Ty o d-yicost
LIZ’r(a;senE+b,cosE) du P 2,
i cos0 (@)
+ N, X |r(aisen&+ b;cosé) r__dysendy, i
du du
d-rac . d.rb aI° oN,
—_ Z( dn cosa—-@—seni dp)z"_l- En = Mcosz,,
Annali di Matematica, tomo V. 28
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218 Codazzi: Sulle coordinate curvilinee.

ove % & data dalla seconda 43, cio¢ dalla
i = (a:sen£~+ bicos&) cos @ — y;send.

E chiaro che nella (o) dovranno mancare i termini moltiplicati dalla L,
posta fuori delle funzioni trigonometriche, percid

d sen0 .
. . T deyicosf).
Y 17 (aisen &4 bicosk) du + du =0,
ovvero, per le 41,
sen0
d: r 29w dy; edc0s0 )
rcos6 du + cos Gﬂ(aisené+bicos£)w— sen e =0;
la quale si decompone nelle
%—%sen@cos@:j—g, Zaifld—iti—_-:o, Zbi%—;—izo,
Si conclude dalla prima
r =rytang0, 45

indicando con 7, una costante assoluta, e non prendendo in considerazione
le due soluzioni particolari

0=0, 0=1m,
in ciascuna delle quali » rimane funzione indeterminata della u. Si conclude
dalle altre due
vi = cost, 46
la quale manifesta che le superficie cilindriche («) hanno le generatrici

parallele tra Joro.
In seguito, siccome

cos? cosf
d r d-y;senl d r dsen0
¥y : , A4 = 0 ——
2 {7 (a;sen + b; cos§) T | reosf— +senf T
_ dlogr
=—du cos®0,
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d-ra; rb; db; da.
V : — — 2 . T 2
H( du & du sen&)z,,_ rcosGZ(a ke E—b F Pl E)
da;
—TCOSGZbid—
cost la (a) diventerd
dlogr 9N,

—N, du cosgﬂ—rcosﬂ}]bd +zd iy + -~ a# =Mecosn,.  (b)

Ora, & chiaro che nella (b) dovranno mancare i termini moltiplicati da sen§,
cos§, per cui

0 0
L

Quindi chiamando »,f una funzione della p ed ommettendo la costante ar-
bitraria, il che vale quanto trasportare gli assi delle ¢ parallelamente a s&
stessi, avremo

Lo="frs 47
Per conseguenza, avuto anche riguardo alla 45, la (b) si riduce alla
oN, dao df
_S_;T—N 0—_{2—1‘0d senf— rsenOZb _Mcosn,,
ovvero
9 N, M cosny . daf
ou sen0 senf ( +Zbigy du) 43

La 10 potra scriversi, in causa della 36,

o-Mcosyn, cos6 Qlog‘n
oN, 7 Msemm+=g =

Ma dalla 48 si deduce, prendendo la derivata rispetto a v,

0-Mcosn; __dlogn ao
aN a(t —COtOd—[Z,

percid
r do dtangf

" “senfcos0 ﬁ:—% du 49

Msenn,=
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220 Codazzi: Sulle coordinate curvilinee.

12.

Le 41 sono verificate da’ seguenti valori
a,=—cosd, a,=send, a,=0, b,=send, b,=cosp, b,=0,

50
Q’x:o’ 7y=0’ 72211
ove ¢ & funzione arbitraria di u. Le 42 allora somministrano
sen cos 0
x_—_rcos( L1+—7.—'N1—‘7’)’
sen0 cos 0
y:rsen( —L,+ : Nl—‘P), 51

z=L,cos0— N,senf +rf.

Cid posto, chiamiamo rispettivamente ¢, ¢, § I’angolo formato con I'asse
delle = dal raggio r condotto al punto d’incontro dell’clica (g, ») col piano
xy, e I’angolo formato con lo stesso asse dal raggio r condotto al piede
della z relativa al punto qualunque della linea, dimodoche

x=rcos({+{), y=rsen({+¢,). o2
E chiaro che le {,, { saranno funzioni rispettivamente 1'una delle u, v,
I'altra 4, u, »; e che, per le due prime 51 dovremo avere

L, sen0 + N, cos0=r {4+, -+ 9). 53

Questa equazione riduce la terza 51 alla

Py Lt )=

sen0 ’
la quale, dovendo essere in pari tempo
z=0, (=0,
si decompone nelle
N " -
z=r,8, ;a_nl—e‘zro(go‘i‘q"*'f)' 54

La 53, mediante la seconda 54, pud scriversi

§=3(;S—OL1——(§'0+¢)sen20+fcos29; 55
0
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la quale, per {=0, si cambia in

L= $(,-+9)sentd — feos®0)},

cos@

e rappresenta il piano «xy riferito alle coordinate curvilinee A, 4, ». Ora,
dalle 52 e prima 54 si deduce

%—tang( -{—go), 56

la quale & I’equazione dell’elicoide avente per piano direttore il piano .y
e per direttrici 'asse delle z e 1'elica qualunque (x, ).

13.

Assumiamo quale sistema (v) gli elicoidi rappresentati dalla 56, ed allora
la {, dovrd essere funzione di » soltanto. Siccome in tal caso deduciamo
dalla seconda 54

o.M _, d@+h)
ou senf du

cosi le 48, 49 somministreranno

Le formole
sen 51 sen 5/,( sen &y

senw, Sen’?‘u senz,

CO8 7y == — CO87, COSY, + 8CNY,SCN%,COSEy,

danno in seguito
Nu=1in, &=1n, & =7 58

Quest’angolo & si trova poi col mezzo della

i di dr ot oi
COS €y = Xi,iu OVVEro lmcose,,__za?ua » oppure —CTCOtfv—EaL du’
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222 Codazzi: Sulle coordinate curvilinee.

la quale, in causa delle 51, pud scriversi

dr dr
-—@cotsy-——rsen ;’—l-é'o)ag { cos (¢ + §,) —rsen §+§o)a ‘

¢ g 8¢ 9¢
7008 (¢ + §) 57| 5 508 € +L0) + reos( z+:<,>8 iy 5
__rs 9§97 9¢
~Ccos™0 0L, 0p cosbop’
da cui )
_cosBog
COte——FW 59
du
14.
Prendiamo
r—u, go:"v: 60
e facciamo per brevita
E@L —¢psen?f+feos?0=sen®0. L, (%, u).
La 55 diventerd
{= 2(L 61

740"‘5‘
per cui le 52 e la prima 54 potranno scriversi
. p?Ly+ 7'37)) — (Hg L,+ rgr"\); — w
X =pcos (—r§+u“ » y=pusen e ) z_roT——g+H2(L2 v). 62
Queste equazioni, nelle quali L, & funzione arbitraria delle 4, u ed », &
costante arbitraria, rappresentano le richieste linee isotermiche (u, »).
Siccome poi

—3 ri4-u® z
[‘L:de'l'yz; W:Lz— 0”2 7'_,
cosl potremo mettere la 56 sotto la forma
Y
E:tang L, (%, V___)—x EEn: ; 63

e questa equazione rappresenterd le superficie del sistema (4).
Pavia, 29 luglio 1871.
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Intorno ad alcune formole
della teoria delle curve
di secondo e di terzo ordine.

(del sig. S. GUNDELFINGER, docente a Tubinga).

Sono note le espressioni che Caviey ha dato pei fattori lineari delle
forme binarie dal 2° al 4° grado, in funzione di covarianti. In questa Nota
sono svolti analoghi risultati per una serie di forme ternarie quadratiche e
cubiche, scomponibili in fattori. Essa & divisa in tre parti.

La prima parte tratta brevissimamente delle forme quadratiche; dopo avere
scomposto in fattori la pit generale forma ternaria quadratica a determi-
nante nullo, si considerano singoli esempi pei quali questa scomposizione
si semplifica: come nella determinazione dei punti d’incontro di una co-
nica e di una retta, nella ricerca delle due tangenti in questi punti, ecc.

Nella seconda parte si spezzano definitivamente nei loro fattori le forme
cubiche ternarie che sono proporzionali al loro determinante Hessiano, ov-
vero quelle per le quali il determinante & identicamente nullo. Anche questi
spezzamenti assumono per casi speciali forma piu semplice; ne offre una
prova la determinazione simmetrica, qui sviluppata, delle intersezioni di
una retta e di una cubica generale.

Tali metodi di scomposizione presentano grandi vantaggi sui metodi non
simmetrici usualmente adoperati, e per mettono di farne frequentissime ap-
plicazioni nella geometria analitica. Con una di queste applicazioni si chiude
la Memoria; e ciog, dal metodo dato nella prima parte per trovare le inter-
sezioni di una conica e di una retta si ricava quasi senza calcolo la nota
rappresentazione di Aroxmoup di un punto appartenente ad una curva di
terzo ordine (*).

(*) Berliner Monatsberichte, 1861, pag. 460.
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224 Gundelfinger: Sulla teoria delle curve di 2° e 3° ordine.

1. Sulle forme ternarie quadratiche.

Sia
P (@) &5 ) =@ () =by, 01+ 2b, 2,2, + "'+bssx§=z§bth &Lz
"
una forma ternaria quadratica qualsivoglia, e sia
D(u,, u,, u) =P(u)=DB, u} +2B,u, uy+-+- + By, u;

la sua forma aggiunta, ove By indica il coefficiente di b, nel determinante
B=X=1b,,b,,b,. Nei trattati si dimostra di solito geometricamente, che
la forma ¢ (x), nel caso che B si annulli, si spezza in due fattori lineari.

Lo stesso risultato e in pari tempo I’effettiva espressione di questi fattori
pud ottenersi anche nel modo seguente. Per valori arbitrari di s; ed «; si ha

29 (5) ¢ (a0) 5] =2 [BE S/ (5) ¢/ (5) 8] [B P/ (5,) 5,2,
4BZS,~2 4st;x; 2(1)(8)

—2| 29() ;sig’)’(oc,-) 2s’ ;
,Zsi‘}’,(xi) 29 (x) X8
quindi per B=0
16@ ()P ()9 (@) =[XE 9/ ()9 () 8"+ 4D ()[Ja:d'(s)]*
:%Zi¢’(31)¢’(wz)83+2\/3@)2%@’(&)%>< 1)
S AT (5)) 9 ()5, —2V—D (5) Zaei ' (53) {(*).

Questa formola presenta la ¢(x) scomposta in due fattori, dove possiamo
attribuire alla s; valori affatto arbitrari.

(*) Pervenni a questa relazione nel modo seguente. Posto
¢ (@)= (py 21+ pawa+P3@3) (1 21+ G222 +93%3) =P
formai un’equazione quadratica avente per radici le due espressioni
(Z2P19259P: 7= € (Z=£P192%)P=s5
dalla soluzione di essa, mediante un piccolo calcolo simbolico, risultd che:

S P19259) (P2 qe —Pe @) =29 (1) ¢ (2) 83
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Gundelfinger: Sulla teoria delle curve di 2° e 3° ordine. 225

Mediante la (1) si risolve in sostanza ogni problema nel quale si tratti
di trovare i fattori di una forma quadratica ternaria spezzabile; tuttavia per
certe questioni speciali essa non fornisce la pit semplice soluzione; per
ottenere la quale, non sard superflua una trattazione speciale (*).

A mo’ d’esempio la funzione :

by (Cats—C31y)" +2 by5 (CaUs— €3 Up) (Ca 2%, —CyUy) -
bll
by bay by € U
=| by by by ¢y Uy :(Z:’:) **)
0 0

u, u, wug 0 0

bys by ¢ Y

c C c

1 2 8

¢ una forma quadratica delle u;, scomponibile, poiché essa posta uguale a
zero rappresenta il prodotto delle equazioni dei due punti, nei quali ¢ ()=0
¢ incontrata dalla retta c,a,+ c,2,+c;2,=c,=0. Per trovare separata-
mente i due punti d’intersezione, partiamo dalla nota formola

cu (cs c\) csu) . (cs\?
o —!— b
cujics). \c¢J\csu cu
ove le s; sono arbitrarie. E siccome

(csu):— (Ziclszus)z,

csu
cosl si ha

(Wl
)/ w1 rzened

I fattori del secondo membro di questa equazione, posti uguali a zero,
stante la completa arbitrarietd delle s; rappresentand i singoli punti d’in-
contro di ¢(x)=0 con c,=0 (**¥).

@)

(%) Cfr. anche Giornale di Matematiche, vol. 1° (Napoli 1863), pag. 360 (L. C.)

(*¥) Analogamente indicheremo in seguito con (Z) il determinante delle &; orlato con

le ¢;; ecec., ecc.
(**%) Questa soluzione comprende in s¢ come caso particolare quella data da AronnoLD
nel Giornale di Borchardt, t. 61, pag. 102.

Annali di Matematica, tomo V. 29
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226 Gundelfinger: Sulla teoria delle curve di 2° e 3° ordine.

Sostituendo nella (2) £¢/(x:) in luogo di w e L¢/(s) in luogo di si, le
(ZZ) e (z:) si trasformano rispettivamente in
T o(x)P(c)—c. B ed in £P(c) X9/ (s)ai—c,c,. B,
cosicche si ottiene
4{o (@)@ (c)—c.' BY{p(5) P () — ¢’ Bi=

={P(0) 2/ (s)m: —de.c. B + PO [EE () ¢/ (@) ¢o]°

={D(c) P’ (s)mi— 4 csC. B+V—P () T/ (s,) ¢/ (ar;) ¢ <

<3P () NP ()i —4c,c, B—N=D(c) £/ (s,) ' (x;) ¢5}-

E manifesto che ¢ (x)®(c)—c,? B=0 rappresenta la coppia delle tangenti
alla conica ¢ () =0 nei punti ove questa & incontrata da ¢,=0, e I'equa-
zione (3) fornisce separatamente queste due tangenti con I’introduzione
di parametri arbitrari.

Se si vogliano determinare i due punti d’incontro della conica ¢ con la
polare di un polo arbitrario y, basta sostituire in (2) ¢;=19¢/(y:); e si
ottiene immediatamente

419 (y) P (u)—Bu,*}{ 9 (y) P(s) = Bs,* {=
={¢(y) Jud' (s:) —4uy 8, B{* + B () [ZE9'(,) 8,4, ]°
={d (y) X' (3:) =41y 8, B+N—=B (1) [ZE¢/(y,) s, }<
><{Ppy) Xw® () —4uys, B=N—Bp(y) [ZE ¢ (y,)s,%]}

I due fattori del secondo membro, posti uguali a zero, rappresentano (le u;
essendo le coordinate correnti) i punti di contatto delle tangenti che si
possono condurre da y alla conica.

Si ricavano infine anche le singole equazioni di queste tangenti, sosti-
tuendo in (2) ai coefficienti b;; i loro complementi B, onde si ottiene

{40(@)9(y) = [Zx:9' @ {49 ()9 () —[Zs:9' (¥)]*
=12 (y) Z: ¢/ (s) — X9/ (y:) : X9/ () 8: 4" + 16 Bp (y) (B y, 5,75)°
={29(y) Za:¢/ (s)— T @/ () Ui ¢/ () + AN—B P (y) (B Ey, 8,05) <
<{2¢(y) X ¢/ (s) — Baes 9/ () Zsi ' () — V=B () (ML 9, 8,25) }-

Gli esempi addotti dimostrano abbastanza come si devano trattare altre
forme ternarie quadratiche scomponibili in fattori.

(3)

(4)

()
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Gundelfinger: Sulla teoria delle curve di 2° e 3° ordine. 227

II. Sulle forme cunbiche termarie.

a.) Definizioni. La funzione fondamentale sia simbolicamente
f=(a,2,+ a0, + aaxs)?’:asz:bsx'———cam:‘ .

Faremo qui uso delle seguenti, fra le forme del suo sistema (cfr. Mathe-
matische Annalen di CreBsce e NEumanw, t. IV, pag. 145)

0 =¥ +a,b,u)’a,b,=(abu)a,b,

A =(abc)’a,b,=a’,=0% .
S;=(abc)(abu)(acw) (beu)= (5,4, + S,u, + S4u,)° = u,’
—y+ 9997
B =%+ 9@, e, Ug
§ =4(@b) @bd)(acd) bedy=4a?
—(aau)za 2 —ua as Q. Su

F =(abu)*(cdu)®(bcwu) (adu)
1 e S \
L=4 32250 — Tyu (4
T;=(abu)(aau)(bau)(aba)= (abu)a;byu.= (t,u, + t,u, 4 tyuY’=ul

K =(afu)’a,pb,
T :%a,’.

b) La forma f & proporzionale al proprio Hessiano.

E geometricamente evidente che una curva di 3° ordine f(x)=0 & co-
stituita da tre rette, quando essa coincide con la propria curva Hessiana
A=0, vale a dirc quando A & proporzionale ad f. Non & altrettanto sem-
plice la dimostrazione puramente analitica di questo teorema. Cercai di
darne una nel mio lavoro « Ueber die Ausartungen einer Curve dritter
Ordnung » (t. IV dei Mathem. Annalen di CLEBsce e GORDAN, pag. 569);
ma essa, come ho piu tardi osservato, non pud riguardarsi come conclu-

¢*) L'introduzione della combinazione L’ si raccomanda specialmente per la semplice
sua interpretazione geometrica. I1 prodotto delle equazioni delle tre tangenti della curva
=0, nei punti ove essa & incontrata da una retta arbitraria u.=0, si trova facilmente
essere fF-+ L'u2=0; quindi L'=0 rappresenta la retta satellite della retta u.=0.
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228 @Gundelfinger: Sulla teoria delle curve di 2° e 3° ordine,

dente. Infatti ivi ho fatto I’ipotesi, non dimostrata, che I'annullarsi iden-
ticamente della funzione I'S;— ST, sia la condizione sufficiente per lo
spezzamento della curva di 3° ordine in una conica e in una retta, anche
quando I'f— S-A=0. Questa ipotesi & senza dubbio esatta, ma non po-
trebbe essere dimostrata che assai difficilmente per la via ivi seguita. Non
sard quindi inutile di sviluppare qui nuovamente quel teorema, in un modo
affatto diverso dal precedente. In questo sviluppo tutto si riduce a dimo-
strare 1'esistenza di certe forme miste lineari, mediante le quali lo spezza-
mento di f nei suoi tre fattori si compie senz’altro.
Ponendo

A:pf, (D
le equazioni
Ti=(aba)(aau)(bau)(abu)

S-f=(aba)ab,a,
T=(abc)(aba)(aca)(bea)

si trasformano immediatamente in

T,=pS;
S=p* (2)
T=p* ().

E inoltre
L'=3(abu)’a,b,u.*— T;u,
=3 (aau)*(abu) (abu)b,— T,u,
=3p(acu)’(abu)(cbu)b,— T,u,
=pS;u,— Tthas

3

(*) Dalle (1) e (2) si ricava T'f— SA =0. Viceversa questa equazione esprime la propor-
zionalita di £ e A. Per 'esistenza della (1) & anche sufficiente che si annulli identicamente

. A . NP
la forma mista E:I:aa—fg—ug, come d’'altronde avviene sovente che le condizioni neces-
&y J %2
sarie e sufficienti per 1'esistenza di uno stesso fenomeno analitico si possano scrivere
sotto forme diverse. Se p. e., 78— ST,=0, la curva di terz’ordine possiede due punti

. 080T,
doppi; ma la stessa cosa ha luogo, se 2:;:;—)7:57‘;:00350, ece.
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Gundelfinger: Sulla teoria delle curve di 20 e 3° ordine. 229

dalla relazione .
2?0 38, LS;

2 —iyy_< - 7/
SF 3Sfo 181‘#/’?‘ QX0 Xr DU; QU

(cfr. Math. Ann. di Cresscu e Nrumann, t. IV, pag. 152) si ricava final-
mente, tenendo presente la (3),

SF=3S;Ty—+5S; Ty=%S;Ty. (4)

Per ottenere mediante queste formole le forme miste irrazionali sopra men-
zionate, partiamo dall’equazione

9B?=—36f*F+720fS, —360° —48L/u2+24f T u,

5
—16S;Au, —"12u,0 H—36u, K (*) ; ®)

sussistente per la pitt generale funzione fondamentale f del terzo grado.
Se in particolare per la f ha luogo la relazione (1), la precedente equa-

zione moltiplicata per T, e avuto riguardo alle (2) e (4), si muta in que-

st’altra:

2T*B*=T*"12SfT;Ou,+8TfT,u’—12fT;? g (59
—36S0%,2 (2SO + Tu,?) — 36 TO%}.
Posto L
4T@OfT;—2Tu,>—18SOu,+\—6TB)=P ( ®)
4T(6fT,—2Tu,*—18SOu,—\—01B)=0,

si pud dare senza difficoltd a questa relazione la forma
PQ=64(S*u,’—3 TO). (7)

Siccome il secondo membro di questa equazione, che sussiste per tutti i
valori delle «x; ed u: & un cubo perfetto, dev’essere tale anche il primo
membro cio& P (. Ma perch® cid sia possibile, & necessario 0 che P ¢
abbiano fattori comuni o che P e () sieno separamente dei cubi perfetti.
Nel primo caso anche P+ Q e P— (), vale a dire

SfT,—2Tu,>—18S0Ou, e B

(*) Questa formola si ricava, dopo un po’di calcolo simbolico, dall’equazione generale
che ho stabilito nei Math. Annalen di CrLeBscH e NEumaNnN, t. IV, pag. 163, e per mezzo
della quale il quadrato del determinante funzionale di due forme ternarie qualsivogliano
e della evidente forma aggiunta u. vengono espressi in funzione dei quadrati e dei pro-
dotti di queste ultime.
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230 Gundelfinger: Sulla teoria delle curve di 2° e 3° ordine.

dovrebbero avere fattori comuni, il che in generale non avviene, come pud
verificarsi sopra una qualche forma f speciale, che soddisfaccia alla rela-
zione (1), p. e. sulla f=6x,x,x,.

Escludendo dunque dapprima l'esistenza di fattori comuni a P e a (,
possiamo porre

P=M3’ e Q=Ns, (8)

ove M e N indicano forme aggiunte lineari, le quali sono affette d’irra-
zionalitd (*) nei soli coefficienti e sono legate dalla relazione

MN=4(S*u,*—3T0). (9)

Dall’ esistenza di queste forme aggiunte M e N si pud facilmente dimo-
strare che f si spezza in tre fattori lineari. Infatti, indicando con & una delle
due radici cubiche imaginarie dell’unitd positiva, si ha

4Su,+M+N)4Su,+eM+e*N)(4Su, +&M+eN)=
=43S*u +~ M3 4 N*—12Su,MN
=48 T,f [cfr. le equazioni (6), (8) e (9)].

In questa formola attribuendo alle u; valori puramente numerici, la f si
presenta espressa come prodotto di tre fattori lineari. Se invece le x; assu-

mono determinati valori, si ottiene T, spezzata in tre espressioni lineari.
La funzione

4Su,+ &M+ %N

rappresenta quindi per [=0, 1 e 2 tre forme aggiunte lineari, ciascuna
delle quali & il prodotto di un fattore lineare di f e di un fattore lineare
di T; (**): risultato che coincide completamente con quello che io aveva
gia ricavato dall’ipotesi diretta dello spezzamento di f.

La dimostrazione qui data perde il suo valore quando P e Q hanno
fattori comuni. In questo caso, secondo la (7), la 6f7T;— 2 Tu,*—18S0Ouy,
contiene manifestamente 1’espressione S*u,*— 37T© come fattore, epperd

-

(#*) 1l ragionamento adoperato nel testo riuscird pitt chiaro considerando in (7) come
costanti una volta le o, un’altra volta le w,. Per ulteriore intelligenza si potrebbe final-
mente mostrare a priori che S2u2, —3 7O si spezza nel prodotto di due forme aggiunte
lineari; infatti, considerando S2u2,—3 70O come forma quadratica sia delle a; o sia delle
ui, Sempre svanisce il corrispondente determinante.

(++) L’equazione (4) mostra a priori che T;=0 rappresenta i tre vertici del triangolo.
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Gundelfinger: Sulla teoria delle curve di 2° e 3° ordine. 231

per tutti i valori di u; che soddisfanno all’equazione Tu,’—3SO=0 essa
deve annullarsi; in altre parole, per tutti i detti valori di w; si ha

6fo= 8 Tuxs.

Cié & possibile soltanto quando T e quindi A si annullano; e allora P e
Q sono assolutamente nulli, come anche viceversa I’annullarsi di P e
porta sempre come conseguenza I'=0, oppure T,=0. Cosi siamo condotti
alla discussione della condizione

¢.) Az=ay ]+ 30, 0] %y + 00+ 60,52, 2,0, =0.

La nota formola

_oF oF oF _iQe
aF—a_a“—laul'*'a_al—l;“ue"'”'"l'mams—asf

mostra che ora & anche
2 - BS 3 SS 2 K .___aS u u :0
3Sf_aam ot LAY Uity + 0%y93 ety ="

la quale equazione dal canto suo ha sempre per conseguenza l’annullarsi
di Ty=(abu)®a,b,u,.
Quindi nel nostro caso la relazione (5) assume la forma semplice
Ffz-i',—lng:—@s,
ossia, moltiplicando per F,
§Ff+1V—2F.B}{Ff—i\—2F.B}=— O°F.

Dalla sola condizione A==0 non consegue ancora necessariamente (¥*) che
B ed f abbiano fattori comuni; quindi le quantitd fra parentesi nella pre-
cedente equazione sono cubi perfetti rispetto alle x:, e si pud porre

Ff+iV—=2F.B=M? Ff—\—2F.B=N?,
M ed N essendo covarianti lineari, irrazionali nei soli coefficienti, e legati

dalla relazione

F*MN =—0.

(*) Di cid si pud persuadersi facilmente con un esempio numerico; con una ricerca piu
precisa si rivela che deve presentarsi F'= 0,
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L’equazione

(M+N)M+eN)(M+&N) =M +N*=2Ff
mostra, che la curva f=0 rappresenta un fascio di tre rette, passanti tutte
e tre pel punto comune ad M =0 ed N=0.

d.) Determinazione delle intersezioni di una curva arbitraria
del 3° ordine con una retta.

Questa determinazione si potrebbe immediatamente collegare alle formole
in (b) mediante il principio di reciprocitd. Ma si ottengono risultati pit sem-
plici dal seguente metodo, nel quale si stabilisce in modo conveniente una
equazione cubica, le cui radici uguagliate a zero rappresentano i punti
d’intersezione (*).

L’equazione della retta sia

koo, +kyoe,+kyos=Fk,==0
ed
(aku)=@0ku)*=(cku)*=---
= (P Uy + Patty + Pys) (qy Uy + Qo + QsUs) (118 + 73Uy + 752)
=u,u,u, =0
sia i1l prodotto delle equazioni delle tre intersezioni. Formiamo una equa-
zione cubica le cuil radicl sieno
Y1 =UpVgVr; Y= UgVpUry Y3=UrVp Ty,
le vi rappresentando quantita affatto arbitrarie. Si ha allora
Y+ Y+ Y, =3(aku)(akv)®
Y Yo+ Y Yo+ Y,y =3(akv)(aku) (bkv)®
Y1YalYs= (aku)’(bkv)*(ckv)’.
Nello scopo di trovare un’espressione pel prodotto delle differenze, poniamo
simbolicamente
(@hu) = (y u + v uy+ 7,4 = =ul =ud=--» (1)
cosicche
27(yda)* (6 x)* (y ex) (SEa) =2 (rpx)* (g7 ) (pg )’

(*) Un simile procedimento formo il punto di partenza per tutte le soluzioni qui esposte.
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Assumendo
Xy =U Vg —UgVy, Lyg=UgV, — UV,, Lyg=1,V— UV,
ne viene
27 (uy v — usvy)® (ue Vg — Ugve)® (Uy Vo — UsVy) (UsV— UgVS)
=2(Up Vp— Up V) (Ug ¥y — U V) (U ¥, — U, 0,)
Ma per ’equazione di definizione (1) &
yi=0ky—ak,, v,=ak,—ak,, y,=a,k,—ak,
e I'ultima formola diviene
2(UpVp — Up¥,)? (Ug ¥, — U Vy)? (Up Vg — Uy V,)?
=27(abk)?(cdk)*(ack)(bdk)(kuv)*=2TF (k,, k,, k) - (kuv)’,
ossia, moltiplicando per (akv)*(bkv)?,
Y — 1) Y —ys)’ (s —y)* =T F (ky, ko, k) (akv)® (bkv)* (kuv)'.

Ora con metodi noti si trovano facilmente i valori delle stesse ¥:. Indicando
le espressioni

1 (abk)?* (cbk) (akv) (ckv)? +N—LF (k,, k,, k;) - (akv)®

Labk)?(cbk) (akv)(ckv):—N—IF(k,, k,, k) - (akv)?,

come cubi perfetti nelle v;, rispettivamente con A® e B®, si ottiene mediante
un piccolo calcolo ‘simbolico

yi=(aku) (ko) +(# A+ B) 3 kw0, (=1, 2, 3)

ove i valori corrispondenti delle due radici cubiche A e B sono determinati
dalla relazione
AB=—1(abk)*(akv)(Dkv) (*).

(*) Si potrebbe anche mostrare facilmente a posteriori che
[aku) (akv)2+4(A+B)(kuv)] [(Gku) (Bkv)2+E A+ 2B) (Ruv)] [(cku)(chv)2+(2 A+ B)kuv)]
= (@ ku)3(bkv)(ckv).

Lo spezzamento di (akwu)d qui dato & la conseguenza immediata di un principio generale
di trasformazione, sul quale ritornerd altrove.
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234 Gundelfinger: Sulla teoria delle curve di 2° e 3° ordine.

Di questo modo di determinare le intersezioni di una curva di 3° ordine e
di una retta ho in animo di dare in altra Memoria interessanti applicazioni
alla teoria degl’'integrali ellittici.

II1. Sulla rappresentazione di Aronhold di un punto di una curva
del 3¢ ordine.

Questa rappresentazione si riduce a stabilire le equazioni dei punti nei
quali una curva qualsivoglia di 3° ordine [(x,, x,, ;) =f(x)=0 & incon-
trata da una retta del fascio

2ixf'(y) — 24yt =0 (1)

i
ove le 7, sono le coordinate di un qualsivoglia punto determinato della
cubica, epperd soddisfanno all’equazione f(y) =0. La nota identitd di Saruon

f@)A W) — PH) A@) =[S @)yl [SA ) 2] — [SF )] (4 (@)y]
= L1z 3 @)y — A BA (). ZA (1),
— R EP G)e— A A () 2} SO (@),

mostra che uno dei punti d’intersezione coincide col centro del fascio (1)
e che gli altri due giacciono sopra la conica

Syslrf () — AN ()] =0,
Si ottengono quindi le equazioni di queste altre due intersezioni, assumendo
nella formola (2) del § I
€&y + €y &y + ity =5 B [#f' (y.) — AA ()] .= X (+f: — AL ) @

i

P (2, Ty xs) :%Eyz ["f/(xw) Y (:L‘,)]
=i DX (Yyr) — AA (YY) fov. 2
=X N (xfir—A2Dz) ;T

Ponendo inoltre la s;, che ivi era rimasta arbitraria, uguale ad f;, viene

(c) =—53%2f(y) — 2 A(Y) } Drsyming

c
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Gundelfinger: Sulla teoria delle curve di 2° e 3° ordine. 235

=—3{* ) —2A Y HA®Y) (* — 322+ 22° T) +
+f(y)(— 32 A4S+ 622 T — 32> S%){,
2i0182u3=2,2:!:f1A2u3,
xfu—ZAu ”fm"'?"Am xflS—ZAIS fl
#foy = 2Dy #fyy—AByy %[y — 20 [
fyy —Alyy xfoa— A0, xfys—Alg [y
U, U, Uy 0

=—[*f(y) — 2A(y)] ({c)w)—ww

Essendo f(y)=0, le equazioni dei due punti-intersezioni si ottengono da

f s ; Z B
(u)xf(y)-M\y)_F l/—ﬁ- (x —3xA'S + 22 T) (Eifl Azua) =0 (2)

(6a)=— @) —220)]

attribuendo al radicale una volta il segno positivo e l'altra volta il segno
negativo.

Aroxmorp ha ricavato I’equazione () risolvendo la sostituzione mediante
la quale egli riduce un integrale ellittico di 1% specie alla forma normale.
Viceversa, questa sostituzione si pud derivare facilmente dalla (2).

Infatti una retta del fascio (1) sega f(x)=0 in due punti coincidenti,

quando
Ax® — 3xAS — 224 T=0. (3)

Si hanno quindi le equazioni delle quattro tangenti che si possono condurre
alla curva dal centro del fascio, e del resto si pud procedere nello stesso
modo di AronuoLp (*)

(*) Mancando nell’equézione (3) le coordinate del centro, resta cosi in pari tempo di-
mostrato per via puramente analitica che il rapporto anarmonico delle quattro tangenti
che si possono condurre da un punto qualsivoglia della cubica a toccare altrove la curva,
ha un valore ¢ costante. E noto che gl’invarianti assoluti e il rapporto anarmonico &
dell’equazione biquadratica (3) sono legati dalla relazione

83 (1—c+o2)3
T2 7 (14022 —0)2(1 —20)2

Questo rapporto anarmonico per 77=0 si riduce a —1, e per S=0 diviene una radice
cubica imaginaria dell’ unita positiva.
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Sur quelques problémes relatifs
a deux séries de surfaces

(par Mr. Epouarp CoMBESCURE, a Montpellier).

§ 1. Formules préliminaires se rapportant & un systéme orthogonal connu.

Plusieurs géometres et particulidrement MM, Lami et BERTRAND ont fait,
comme on sait, d’importantes applications du systéme friple de surfaces
orthogonales formé d’une série de surfaces paralltles et des deux séries de
surfaces développables qui sont respectivement les lieux des normales me-
nées aux surfaces paralléles par tous les points de leurs lignes de courbure.
Ce systéme, I'un des plus anciennement connus, comporte un ensemble de
formules qui, & ma connaissance, n’ont pas été complétement développées
et qui peuvent &tre utiles dans certaines recherches. Comme j’aurai, dans
un instant, & faire usage de ces formules, il m’a paru opportun d’entrer
dans quelques détails & leur sujet. On pourrait les déduire aisément des
formules générales de M. LamE (coordonnées curvilignes); mais il est aussi
simple de les établir directement comme il suit:

Si Von considére 1'équation

elle admet la solution compléte

u=\Nx+a)’+ (Y +b)*+(z+¢)?

a, b, c étant des constantes arbitraires; on peut donc représenter son in-
tégrale générale par le systéme suivant, dans lequel f désigne une fonction
arbitraire,
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Combescure: Sur quelques problemes relatifs, etc.

x+a=up, y-+b=uq, z+c=ur,

p:hﬁ; q:héfj, r=nh

+[/ o e,
da?3 olbz dc2

ce qu’'on peut aussi conclure de la considération des surfaces paralleles a

f(—a, —b, —c)=0.

En désignant par § et % les paramétres indépendants qui déterminent les
lignes de courbure de la surface f et par R, R, les rayons principaux de

af

-5

de
b, c)=0:

courbure de cette méme surface, on a les relations connues

da__ dp

Ei?z 12 ziz 9 ‘lﬂ 1?
ab__ dq . ab
az=Ra (@ =R
de ar de

1dn

(@)

‘iﬁ.
Ldx

237

1)

Les trois paramétres u, &, » définissent le systéme triplement orthogonal
dont il a été question ci-dessus. En substituant ces trois variables indé-
pendantes & 2, ¥, 2, on aura d’abord, en ayant égard 3 (1), (2), (?/),

dee dx d

du P @ET az’

—(u—R% %:(u—

ap
Bl)?’l—);

et par suite, les formules ordinaires pour le changement des variables in-

dépendantes, savoir
dzdu dxdi dxds

dudzs T didw Tdndm

dydu  dydi  dydn __
dude " dide T dyde
dzdu dz a: +dz dn —0
dudz T dtdz ' dn dw "’
étant multipliées respectivement par -— dm Z*Z Zz, puis par
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238 Combescure: Sur quelques problemes relatifs, etc.

de dy dz .

enfin par - dilu’ 7n o chaque fois ajoutées, donneront
du_ dE__ 1 dp dn_ 1 __dp
do 0 s Aw—R) dE’ Az Vi(u—R) dn’ (3)

ou, pour abréger,

2 2 2 2
Af— dp2 +dq dr s ap?  dg? _I_dr

aztgutym V=getaq T an
De 13 résulte, en désignant par S une somme symétrique en x, ¥, =,
Z2 2
S ds 1 S an 1

it~ Au—RE’ “dar T VEiu—R)’

et par conséquent, pour une fonction quelconque v de x, ¥, z, supposée
exprimée en u, &, 7,

dv® _ do? 1 dv? 1 dv?
St~ e T =R ant va—rp aa
D’aprés (2), (3), on a :
da _dadt dadn R dp? R, dp*

Tz= T do nde— A u—0 a8 TVu=F) dn’
d’ailleurs

u_d_u_-—-x_f_a~ d’ou u_d_u du? 1+_da»
da ™ ’ da? " da? da’
par conséquent
d*u 1 1 -
i u—R T u—R, ®)

En posant, pour un moment,

de sorte que
ac A dn B
de™ u—R

on aura

d? A
ag (+AdR BdR)+AdA

da?” (u—R)2\_ u—R 76_+u—RIE?{ (u—R)"'Ti‘.’:+

B dA
(u-R)(u R) dn’
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et, si I'on observe que

a. 1
dA__Atdp, 1 d&p
dn~  dn d£+ gt dy’
dA 1 dp d® 1 4V
SBm=xviSandtan — ATV df
dA 1 dA
on obtiendra
dR dA av
d2z 1 dE ac dz ’
= S - = |- 5/
S A%(u—R)[(u—R)2 Au—R)T V(u—Rl)\ )
On aurait de méme
dR, av dA
dn 1 dn dn dn .
S 3 — =3 - ° b”
da? Vz(u—Rl)[(u_Rl)2 V(M—Rl)+ A(u—R)J G5
1) 2
Au moyen de (5), (5/), (5”) et des expressions précédentes de Sfﬁfz’ S‘a{—ﬂ—we,
2
on aura immédiatement I’expression de S% en u, £, 7.

2

dia
dtdn

La comparaison des dérivées déduites de (2) et de (2') fournit,

comme on sait,

1 dR 1 dA_ 1 dR, , 1dv

F=R, @n v R an =" F—R @z tvar=" (©)

Lorsqu’on suppose que R, R, dépendent uniquement d’un paramétre ¢ fone-
tion de &, », ces relations donnent, en remplacant & par un fonction con-
venable de & lui-méme, et » par une fonction convenable de 7,

dR—R) , dA AV _ .
R—R taTw 0

et, par suite,

R—R=-'r 4r=Ld.X, ap=—1Lag.l.

AV’ VA a2ty
de sorte que A et V sont alors, comme R et R,, des fonctions du seul

paramétre {. Je rappelle ce résultat, di a Mr. WeiNgarTen (J. de Crelle
t. 62), parceque j'aurai & l'invoquer dans ce qui suit.
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240 Combescure: Sur quelques problémes relatifs, etc.

Le systtme de formules, établies ci-dessus, doit étre complété par le
groupe suivant que l'on peut considérer isolément dans I’étude de certains
problémes sphériques. En considérant p, ¢, r comme des fonctions qucl-
conques de &, % assujetties & 'unique condition

pPPHqg+ri=1,
et supposant que & et » sont les paramétres de deux familles quelconques
de courbes sphériques orthogonales, en posant toujours

dp2=A2 Sdp?

Sdi" ? dnzzvz’

on a, pour l'une quelconques des coordonnées p, ¢, r, les équations
a’p e, 1dAdp AdAdp

-

s P=XGta; Vidndn’

apt | e, 1dVdp vV avdp
a2 V dndn A2 dEdE’ -
dp ldadp  1dvdp )
didn Adndt TV dE dn’

qui entrainent la relation de Mr. Lamg

d(1dv), d(1dA _
(5@ ) a v rav=o )
et qui sont un cas particulier des formules données par Mr. BRrIOscHI au

§ 4 de son Mémoire Sulle coordinate curvilinee (*).
La plupart des formules, données un peu plus haut, doivent étre modi-

fiées lorsque la surface
f(—a, —b, —c)=0
est développable. On a dans ce cas
a=A+247, b=pt+un, c=v+vr7,
A, A,... 0 étant des fonctions de &, assujetties aux conditions
A4 +0vi=1,
ar_ap__dv_g
dy dp dy ’

(* Annali di Matematica (serie 2% tomo 1.
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de sorte que

ngé‘;:(om)l/sfl« I/S‘;‘Z‘

_ vdp —udy rdv—vdh o pdh = dyy
T \San O T san VS
Le premier groupe (2), qui subsiste toujours, donne, par suite,
VS-dag
R=0+ .
(0 +2) VS dp?
ap . da . . /
Comme ar est nul, tandis que an est égal & A, les relations (2/) montrent
que R, doit &tre infini: il faudra écrire dans ces formules
ap
BI (—Z;: 241;
d’ou résultera
lim-R, V=1.

Par ces considérations de limites les équations (4), (5), (&), (3”) devien-
dront, dans le cas présent,

dv®  dv? 1 dv'  dv?

STe =g T R w=nydE " i (%)

SEm=i=n’ )
. ik 44

5 = A"‘(ul— Ry? [ui’R‘qf‘] ’ ()

sin—o. (5",)

§ 2. Application incidente & un probléme de température.

Comme simple application de quelques unes des formules du précédent
paragraphe, et parceque j'aurai ultérieurement cccasion d’invoquer en pas-
sant le résultat, je vais donner une solution purement analytique d’une que-
stion trés-élégamment résolue par Mr. BErRTRAND dans un important Mémoire,
inséré au tome XIV (1*° série) du journal de Mr. Liouvirie, et sur lequel
Jaurai & revenir.
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242 Combescure: Sur quelques problémes relatifs, etc.

Lorsqu’on exige que la température V' d’un milieu homogéne indéfini ne
dépende que du temps ¢ et d'un parametre 2, fonction des seules coordon-
nées rectangulaires x, 9, 2, I’équation ordinaire du mouvement de la cha-
leur, savoir

av_av av 4V
G de T Ay T

se transforme d’abord dans la suivante

AV __drv d»* 4V . d*x

T an it A Ve
I1 est facile de voir & l'inspection de cette transformée que V ne pourra
étre une fonction des seules variables 4 et { que dans les trois cas:

I S;ln et S T3 sont des fonctions de A seulement.

En changeant le parimétre 2 en un autre 4 convenablement choisi, ces
deux conditions reviennent aux suivantes:

du? d?
Sa=1, Sy i=F(u).

Si 'on conserve déslors les notations du paragraphe précédent, la formule
(5) montre que R et R, qui, par leur nature, ne peuvent dépendre que de
¢ et de », doivent se réduire 4 des constantes; mais on sait, et 'on pour-
rait d’ailleurs déduire tout de suite des formules (2), (2/) que, dans ce cas,
la surface f est une sphére, de fagcon que l’'on peut poser

fla, b, ¢c)=0a*+b*+c*— R?,
R étant ici constant. Les formules (1) donnent alors
(4 — R)® ="+ y? + 2%,
et la température est déterminée par ’équation

av d2V+2dV
At T dwr T udu

dont lintégrale est connue. On retrouve ainsi, et par des moyens au fond
équivalents, le résultat de Mr. BErTRAND.

Si la surface f est supposée développable, la formule (5,) donne

u=\a"+y*;
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et, par suite

AT dld Tuau’

équation qu'on sait intégrer.
Enfin, quand les deux rayons principaux de courbure de f sont supposés
infinis, on peut prendre

U==zx
et par conséquent
dv_ &2V
dt ™ du®
II.
d*\
=m
de“-’ s
V____zemt’
1L
a*
de"’ ’
V=24+mt

§ 3. 1er Probleéme concernant deux séries de surfaces.

Si T'on considere deux séries de surfaces, aux paramétres réels et re-
spectifs a et J, deux surfaces infiniment voisines du premier systéme et
deux surfaces infiniment voisines du second donnent lieu, par leurs inter-
sections réciproques, & un canal quadrangulaire, infiniment étroit, de lon-
gueur finie on infinie et dont la section droite change en général de forme
et de grandeur quand on chemine le long de l’aréte curviligne

a=-constante, [ =—-constante.

Or on peut se demander que cette section droite reste toujours la méme

pour un méme canal infinitésimal.
La solution de cette question revient évidemment & celle du probléme

analytique suivant: « satisfaire de la maniére la plus générale aux trois
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244 Combescure: Sur quelques problémes relatifs, etc.

équations
a= +dx°2 _{_da'2 _
dat Tayp T TP

dxdp dedB dxdp

dwdz Zl?/'d—y‘l—‘-z—z—d—z———h, (a)
ap? ap? agr .
i tag taa =k

en prenant pour g, h, k les fonctions les plus générales possibles de a et 5. »
Je rappellerai que Mr. BerTraND, dans le Mémoire cité, a résolu une
question analogue en s’imposant les deux conditions nouvelles
e da d*a
da gy taw e
A N
da? + dy?+dz'2—q"

p, et g, étant aussi des fonctions de a et 3; et qu’il a trouvé pour les
courbes

a = constante, [B=constante,

des hélices de mé&me pas (quelconque), tracées sur des cylindres de révo-
lution de méme axe.

Ceci rappelé, je reviens aux trois équations (a).

De quelque maniére qu’on ait satisfait & ces équations, on peut remplacer
les deux parametres indépendants a et 8 par deux autres u» et v pareille-
ment indépendants et liés aux premiers par les deux conditions compatibles
qu'on voudra, c’est-d-dire telles qu’a des valeurs indépendantes de a et 8
correspondent pour u et v des valeurs également indépendantes.

Comme

au? dul 5] dudu d_u_?

St =9aa **hEas g
dudv dudv dudv  dudv dudv

Sizids—9 duda ’l(a:f.e*zzzaz)Jf"vd—m’
dv? dv? dvodv dv
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si I'on définit la substitution de parametres par les deux é&quations

adu’ Yy dudu u?

9az deds ‘*kzv =1,

dudv | g (dudv  dudv) g dudv
Jazdn ‘(docd(j " dz dz) dsdg—
on pourra toujours tirer de la premiére une valeur de w en a et 5, et, en
la reportant dans la seconde, on conclura de celle-ci une valeur correspon-
dante pour v. D’ailleurs cette valeur de ¥ ne se réduira pas & une fonction
de u seul, car une pareille supposition, introduite dans la seconde des deux
équations précédentes, conduirait & un résultat en contradiction avec la
premiére.

Moyennant cette substitution théorique de paramétres, on sera amené 2
considérer le systéme

du? du? du?

0:

i Tay taw b
dudv dudv_l_dudv

dedw dyd/ dzadz

do® do?

da’ +d§— d 22 —F(u v);

et, quand on l’aura résolu, on obtiendra la solution la plus générale du
systéme primitif (¢) en prenant pour a et pour 5 des fonctions arbitraires
des expressions trouvées pour u et v.
Or, si 'on se reporte aux formules (3), (2), (2/) du § 1 dont on adopte
ici les notations, on voit que
g as _ dudn ..
de dx™ daedx
par conséquent, on satisfera, de la maniére la plus générale, aux deux pre-
miéres des équations précédentes en adoptant pour () la forme donnée par
le systéme (1) et prenant pour v une fonction arbitraire de & et de 7.
Pour que la troisitme équation ci-dessus soit vérifiée, il faut, en vertu
de (4), que l'on ait
1 dv? 1 do?
ArdZ Vidn® F
w—Rr T =gy =) (F)
Afin d’obtenir toutes les maniéres dont cette condition peut étre remplie, il
convient de distinguer plusieurs cas.
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(I). Je supposerai que R et R, sont différents et finis, et que de plus
v contient effectivement les deux variables & et ». Dans ces hypotheses,
et 3 cause de la décomposition unique d’une fonction rationnelle en frac-
tions simples, I'équation (F') exige que les quantités
ldo  1dv
AdE Vdn’
qui, par leur nature, ne peuvent dépendre que de & et », se réduisent a
des fonctions de v seul. Mais, d’aprés le théoréme rappelé de Mr. WEIX-
GARTEN, A et V étant nécessairement des fonctions du paramétre v lorsque

R, R,

I et R, dépendent uniquement de ce méme paramétre, il faut ici que (;—2

et g—% se réduisent & des fonctions de v seul. En écrivant qu'’il en,est ainsi,
on conclut aisément des équations que l'on forme que v est une fonction
arbitraire d’une fonction linéajre de & et de », fonction linéaire qu’on peut
toujours supposer reduite a la forme: §+4#.

Si l'on considére maintenant l'expression
v dvdP  dv dn? Sd ¢  dv d*a

S +-=S S

Siw=aaSgmtom daﬂ+d£ NPT T

dans laquelle

az_ 1 g dn? 1

Stw =31’ ST Vu—Ry

et que I'on se reporte aux formules (5), (5'), (5”), 'hypothése de R, R,
A, V, v fonctions de (§+ ») seulement, introduite dans ces mémes formules,

dv) sont, dans les conditions actuelles, des fone-

J

montre que S xu) et S
tions de u et v seulement. Donc comme
Fo P

do? ape? do dp
S—d?’ Sa_‘{LE’ Sd——w—d—{v, SW’ Sd—wz,
s’expriment linéairement au moyen de

du? do® dudv @u d*v

Sa—w—g’ Sd_.%E, Sd_wa—w" Sm’ Sm)

les coefficients de ces relations linéaires dépendant uniquement de u et
de v, ou de a et B, on arrive & cette conclusion que, sous les hypothéses
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dodf
dedx’

£ seulement, entraine la mé&me propriété pour Sd ,, S

2
Sg—‘BT,, fonctions de a et

dB

admises (1), la supposition de s g d ——5 S 5=

On est ainsi

ramené aux cinq conditions que s’est imposé tout de sulte Mr. BERTRAND.
On pourrait done s’en rapporter aux conclusions géométriques de 1’éminent
auteur. Mais, pour faire une application des formules (7) et (8) je vais pour-
suivre briévement la solution analytique commencée.

Puisque R, R,, A, V sont des fonctions du seul paramétre ¢ =&+ 7%,
la relation (8), en particulier, peut s’écrire

dit\o dt
ol
A4+ Vi=d? AV=oa

En posant

dah

—dac’
on tire de 13

624 0=4C?

ot € désigne une consfante arbitraire et ot l'on a absorbé dans 0 une
autre constante que l'intégration introduit. Si maintenant on rapporte les
équations (7) aux variables

t:g_‘" 7, S’;E—'ﬂ,

2

et que de 'expression de gg, préalablement différentiée par s, on élimine

2 2
%—féa -0%;% au moyen des mémes équations (7) transformées, on obtiendra
@P | 22D
F 7 G s =0

En considérant les constantes de l'intégrale de cette équation comme des
fonctions arbitraires de ¢, la vérification compléte du groupe (7) transformé
conduira sans peine &

p=Adcos(Cs+7)+ Basin(Cs +7) + GY,
o A, B, G sont des constantes arbitraires et ou

T = (y‘_Ai:;Tl?.dt.
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On peut donc prendre, en mettant de c6té un changement insignifiant
d’axes coordonnés,

L

p= zocos(Cs+fr), q= 2C,sm(Cs+r), r=sg-

En se rappelant que, ici,
R—R,=1,
®

les formules (2), (') rapportées aux variables ¢ et s feront connaitre «, b,
¢ par des quadratures, et I'on aura finalement, au moyen de (1),

B R+R, 1 d= 1 dé
r=\b——9 "s¢adt)P T 2Cas at 7
_ R R, 1 dr 1 da
y‘(“"T—I‘a_C&cTZ)q"'z"m'E?p’
ub 1 > s
Z’:é—o-—?é <R+R1)th—74_(}’

p et g ayant les valeurs précédentes.

Lorsque u et ¢ ou v sont constants, ces équations représentent une hélice.
En donnant & u et & v divers systémes de valeurs, on obtient des hélices,
de méme pas quelconque, tracées sur des cylindres de révolution de méme
axe. Par l'introduction de deux nouveaux parametres u, et v,, fonctions
déterminées de u et v, on peut représenter plus simplement ces hélices par

2!+ y*=u], z—marctg

]

:’Ul

m étant une constante arbitraire.

(II). Revenant & I'équation (I'), supposons que R et R, sont égaux
et que de plus v contient effectivement les deux variables § et ». La vé-
rification de cette équation exige alors seulement que l'expression

1 do® 1 do?
AVdF T VAR

se réduise 4 une fonction de » seul, ou, ce qui revient au méme, que 'on ait

1 dv?r 1 d»?
PNCERI Ar r

Les surfaces paralleles (u) étant actuellement des sphéres, on peut prendre
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pour & et » les paramdtres de deux familles quelconques de courbes sphé-
riques orthogonales et supposer, par exemple,

a=sin&cosy, b=sinfsiny, c=cosé,

de facon que I'équation précédente devient

dv? 1 do?

[T ®)

En désignant par o une indéterminée et posant

L sin£cose
an~ ?

v—sinm
dz ’

il en résulte

do do
R s sinésino - 77 = 0080 cos&;
»

d’ou, par l'intégration,
sino =sindsin(n+¢), cos{=sinfcoso,
¢ étant un paramétre arbitraire et ¢ une fonction quelconque de ce para-

métre. De ces relations on conclut facilement pour le systéme intégral
relatif & 1'équation (v):

cos§=sin{cos (v +3),
cos (7 + &) =cot&cotl,
3=cos{-de.
Pour deux formes particulidres de { en ¢ les courbes sphériques

v —constante

fournies par ces équations se réduisent 3 deux séries de cercles paralléles.
Mais pour toute autre forme de { ces courbes ne sont pas des cercles.
(IIT). Admettons enfin que v ne dépende que de & par exemple. L’é-
quation (F') montre que R et A doivent, dans ce cas, &tre des fonctions de
£ seul. On peut supposer que A est égal 3 I'unité et 'équation (8) donne,
par suite,
V =Msin& + Ncosé,

M et N étant des fonctions arbitraires de ». Les formules (6) font voir que

VR,=VR—[VdR+Hy),
Annali di Matematica, tomo V. 32

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



250 Combescure: Sur quelques problémes relalifs, etc.

H étant une fonction arbitraire et le signe [ se rapportant 4 £ La premidre
des équations (7) revient &
d*p
aj;i + p = 0,
et I'on peut adopter, en conséquence,
p=2A sin§+ B cosé,
q=A'sinf+ B’ cosé,
r =A'siné+ B” cosé,
A, B,... étant des foncticns arbitraires de » qui, pour la vérification com-
plete du groupe (7), doivent satisfaire aux conditions
dA_dA' _dA"
dB~ dB ~—dB"’
A*+ AP+ A=1, B*+B*+B"=1, AB+A'B'+A"B"=0,

lesquelles ne sont pas tout-d-fait distinctes. On peut prendre, d’aprés cela,

p AN —AdA o AdA'—A'dA g, AdA—AdA
TTNSdAr VT T ysaae O T T T ysae

aAr . . d B
V=VSW-sm£—a-l/SW-cos2,
avec l'unique condition
A2+Al2+A//2:1.

On trouve en suite au moyen de (2), (2/),
. dA
a=Rp—A [sinf-dR — B [cosé-dR +me(n)dn,

et des expressions analogues pour b et c; et si I'on fait, pour abréger,
(u—R)sin& + [sin§-d R=u,,
(4« — R)cos& + [cos§-dR=wv,,
on obtient finalement
x=A4A u,+Bv,+a,
y=A"u,+B v, +b,

z=A"u,+~B"v +e¢,
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ol

dA 2 LZ
ee— ——_—-_H _ e—— — = — —_——
a= fvs-dA‘l dn, b VS-dA? dn, ¢ VS dA? a1,

et ol 'on peut substituer les parametres u, et v, aux paramétres u et v ou &.

Il entre, comme on voit, deux fonctions arbitraires dans la solution: ainsi,
par exemple, on peut tracer arbitrairement la courbe sphérique (4, A’, A”)
et prendre pour H une fonction arbitraire de la variable #, laquelle peut
dtre prise elle-méme pour 'une des coordonnées sphériques de cette courbe.
La courbe (a, b, c) peut donc étre considérée comme tout-a-fait quelconque.

Les expressions précédentes de x, vy, z se prétent & diverses interpréta-
tions géométriques en ce qui concerne les courbes

u, =const.,, v, =const.

Comme pour ces courbes on a
(x—a)’+(y—b)*+(z—c)*=u]+1],
dx _dy dz
da db dc’

on voit qu’elles constituent le systéme, non circulaire, des lignes de cour-
bure de la surface canal dont 'axe fixe est la courbe (a, b, ¢) et le rayon
générateur Vil + 0% L’une quelconque des courbes (u, v) peut donc étre
ici considérée comme l'intersection d’une surface canal, d’axe fixe (a, b, ¢),
et d'une surface développable ayant pour aréte de rebroussement 'une des
développées de cet axe.

Il convient de noter un cas qui se présente précisément lorsqu’on introduit

la condition nouvelle, & savoir que S %ﬁ— soit une fonction de u et de v. 1l
faut alors que R, soit, comme R, un fonction de & seul. Les quantités H,
S‘Z—‘ﬁ, S‘fl—ﬁ: doivent se réduire & des constantes. La courbe sphérique
(4, A/, A”) est un cercle et l'on peut prendi'e

A =sinecosw, B =cosecoso,

A’ =sinesino, B/ =cosesino,

A'=cose, B''—=—sins;
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¢ étant une constante quelconque. En posant
u,sine 4 v, cose =u,,
U, COSE—V, SinE=1,,
on obtient
r=u,coso-+ Hsinody,
y=u,sino— Il [coswdry,
z=1,;
ol l'on doit prendre pour o une fonction arbitraire de ». L’axe (a, b, ¢)
de la surface canal est ici une courbe plane quelconque, le rayon géné-
rateur de cette méme surface a pour valeur Vu? + v} Les lignes de courbure
non circulaires, peuvent évidemment s’obtenir ici au moyen de sections
planes paralléles au plan de la courbe (a, b, €¢). On peut aussi considérer

les deux premitres des équations, qui précédent immédiatement, comme
représentant des cylindres paralléles & base quelconque: les courbes

u, =const., v,=const.,

définissant les sections droites de ces cylindres. Ce résultat était assez
évident & priori, mais je tenais & le retrouver dans l'analyse qui fait
I'objet du présent paragraphe.

Remarque. Pour compléter la solution du probléme posé en commen-
cant, il resterait peut-8tre & examiner I'hypothése ou les surfaces paralléles
(u) proviennent d'une surface f développable. Mais je ne crois pas devoir
m’arrdter & ces détails.

§ 4. Deuxidme probleéme.

« Les mémes choscs étant posées qu'au commencement du précédent
paragraphe, on peut demander que la section droite, au lieu de demeurer
constante tout le long d’un méme canal infinitésimal, reste seulement sem-
blable & clle-mé&me. »

En désignant par p et » les paramétres des deux familles de surfaces
cherchées, les équations immediates du nouveau probléme sont évidemment

dp? dp. dv
ST St
d ot dxdx
_W::fw’ V), =7 ——V‘-j:F(K" v);
S=— ‘/s‘_if’_. Si_
ad o dx a a?
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et on peut les remplacer par

dyp dv? dp dv dv?
Saw=1 " Sqm Sgzaz=h )85

f et f, étant des fonctions quelconques de ¢ et de ». Si I'on remplace les
deux parameétres u et » par deux autres § et », on aura, en ayant égard
aux deux derniéres équations,

a2 4w, didf dz ] d
Sgw =|lip R taw [Sa
e A 7? dnda d=* av?
7= =l +ehaE o S
dzdn didn didn | ,didn  didun] odv
%m=[f@@+ figoas Thavas T avan | Saw

Al

&I&
<

On peut déterminer la substitution de paramétres par les deux équations
que l'on obtient 1° en égalant & zéro la troisiéme parenthése, 2° en égalant
entr'elles les deux premiéres parenthéses. On déduit aisément des deux
équations ainsi formées les deux suivantes
d 1 ds
d V;tfff(f‘ﬁ+ )
dn__ 1 d dz)
o Vf:ff(f apha)
qui condmisent tout de suite & une équation du second ordre en §. Cette
substitution de paramétres a pour effet, géométriquement, de transformer
en carré la section droite paralltlogrammique du canal curviligne infini-
tésimal. On pourrait faire en deux coups cette transformation. En égalant
4 zéro la parenthese de la troisiéme des avant derniéres équations, sans
introduire d’autre condition, on pourrait prendre £=p et déterminer, par
suite, » au moyen de l'équation du premier ordre
dn  ,dn__
fa';—'" fi dv 0:
cette substitution préliminaire aurait pour effet géométrique de transformer

en rectangle la section parallélogrammique. En prenant alors cette section
rectangulaire pour point de départ, on passerait & la section carrée par le
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moyen des deux équations
. dn . d:
Ch_._ %>, d—v—_w'd—yf'

11 va sans dire qu’il s’agit ici d’une substitution théorique de paramétres
et qu'il suffit de concevoir qu’on a une solution particuliére quelconque des
équations qui définissent la substitution, pourva qu’il en résulte pour £ et
n des valeurs indépendantes comme celles de p et de », Or en partant de
la forme rectangulaire, que ’on peut toujours adopter, si 'on raisonnait
dans I'hypothése que, dans la transformation en carré qui vient d'dtre in-
diquée, » peut étre une fonction d2 &, on arriverait facilement aux rela-
tions suivantes
dn di — dn_dZ
qui conduiraient & supposer

E=u+v, n=(@+v)\—1
et, par suite,
f=—1:
résultat inadmissible si 'on admet, comme je le fais ici, qu'il s'agit de
surfaces et de paramétres réels.
Moyennant la substitution de paramétres dont il vient d’dtre question,
on est amené & considérer les équations
4z da? dfdn _
St =Sgm Siwiz= "
et quand on y aura satisfait de la maniére la plus générale, on obtiendra
la solution la plus générale aussi des équations posées au début de ce
paragraphe, en prenant pour u et pour » des fonctions arbitraires des formes
trouvées pour & et .
En supposant toujours g, », §, » des quantités réelles, les deux équations
qui précédent sont renfermées dans I'équation unique
dzt " dyt dzt

0

ol
u==E+1iy, i=\—1,

a la condition de supposer ultérieurment & u la forme habituelle des ima-

ginaires.
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Bien que l'intégrale de I'équation en u puisse s’obtenir au moyen d'une
solution compléte, qu’il n’est pas difficile de trouver, il m’a paru préférable,
a cause de la forme toute spéciale de I'équation, de suivre la marcheq suivante.

Si I'on pose

—d—ﬁ‘——zcoso du gﬁ:isinm--—-

dx dz’ dy az’
les trois quantités icosw, ¢sine, 1, étant proportionelles aux dérivées par-
tielles d’'une mé&me fonction u, la condition connue d’intégrabilité donnera

cosod—w incod—w do__
da T8 dy ‘dz

L’intégrale de cette équation peut étre représentée par le systéme
r=a-+izc080,
y=p@+1izsino,
v 0=f(a, b),
f désignant une fonction arbitraire des deux paramétres auxiliaires a et 5.
En prenant «, B, et 2 ={_ pour les variables indépendantes, on a en suite
du:z’(cosmda+sinodﬂ)%,

et, par conséquent,

du__du du__du

de da’ dB dy
D’ailleurs si I'on imagine que, dans %, x et y sont remplacés par leurs
expressions précédentes et z par ¢, on a

g%‘:('l+icosm ZC +¢sine . Zt)du
et comme »
de . dy ..
E:'&COSO, a—c-zzSIDQ,
il en résulte
adu
ar 0.
Enfin, en observant que
du du
de _ 48 _y /I0 dw_ _du
cose sne YV a2 W:ZE;,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



256 Combescure: Sur quelques problemes relatifs, etc.

on pourra adopter pour le systdme intégral, relatif 4 ’équation proposée,

u=¢(a’7 16)

¢

=0B+iz

ot ¢(x, B) est une fonction arbitraire, représentant, comme on voit, la
valeur de u qui répond & z égal & zéro et dans laquelle on a remplacé x
et y par a et 3 respectivement.

Il est presque superflu de faire observer que, si ¢ ne dépendait que de
(e=£if), on aurait

au®  du?
d T ap as =0
et par suite
du
%_O
L’équation proposée est alors
dw  dw_
datdyrT

et 'on y satisfait précisément en prenant pour » une fonction arbitraire de
(x=Eiy).

Comme ¢ désigne une fonction tout-3-fait quelconque des indéterminées
o et B, on peut adopter pour son expression générale

u=¢(a, B)=F(x, B)+iF,(a, O),

F et F, étant des fonctions réelles quelconques des deux lettres a et 8.
Lorsqu’on aura éliminé ces deux lettres du systéme intégral (u), on ob-
tiendra, pour déterminer %, une équation dont la forme générale sera

d(x, y, 7, uy+id,(x, y, z, u)=0,

® et @, étant des fonctions réelles des variables x, ¥, 2z, w. Si l'on y
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remplace u per (E+ i), cette équation prendra la forme
B(x,y, z, &, ) +i¥, (x, ¥, z, £, n)=0,
T et ¥, étant des fonctions réelles des cing indéterminées x, y, z, &, #.
On aura done, pour déterminer & et » en x, y, z, les deux équations
=0, ¥ =0

renfermant implicitement les traces des deux fonctions arbitraires I’ et I,
qui doivent s’introduire dans la solution des deux équations simultanées

ag atdn
S——= T S Sﬂ =0
Il m’a paru utile de vérifier directement certaines circonstances de I'a-
nalyse précédent, laquelle doit comprendre, comme cas particulier, la so-
lution du probléme des sections droites constantes considéré au § 3.

Prenons, par exemple, les hélices

p=a+y? v:z—marctg% .

on a

du? dv?: __ p?4-m? %dv
S=—==1, S ) de?i_a—c

da? dn® 2 =0;

et, par suite, pour transformer en carré la section rectangulaire de ce systéme,
ai_dn i dn
dv_dt’ dt  av’
_ (v 3 3
= —P-W,L +m?*;

g dnt  priom?(dE 4B
de—sd—aﬂ——?‘(;m'Fw)'

Comme il suffit, pour la substitution de parametres, d’une solution parti-
culidre, je prendrai

—_— 2 5
En posant
u==E&+41i7,
Annali di Matematica, tomo V. 33
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on aura donc ici

Lok L on?
=z — te L ‘[;2 P £ Vw+y+m—mJ
u=z—marctg - +1 Ve? +y* + m* + & longd gy s e
d’ott résulte

du _my +ie\x'+ 9 -+ m?
-5 b

do + 9

du __ —ma + iy \a® + +m‘3
dy x4 1

du

P 1.

En substituant dans les relations générales

du  du du
da dy d_
T—a y=—8" 3

on en conclut, moyennant quelques simples transformations,
Va;2+y” +m*=0 4z,

. .\ O+iz+m

y—iz=(F—io) —g —

y +ix=(B+ M)O_-i—zzT

K

3
ou

0 =\a? + B +-m*.
Si P'on remplace, dans I'expression ci-dessus de u, arctgg/— par
i _y—ix
210%( yﬁ—iw\)
et qu'on substitue en méme temps les valeurs précédentes, on obtient

. 7&1; B—ia_@-m
u=19+ 5 10%(—[5-”'« ®+m),

ou bien

_ e 0 —m
——marct0—+z(®+—log®+m)

expression indépendante de z et qui est bien la valeur de u d’ot l'on
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est parti quand on y fait z égal & zéro et qu'on y remplace x et y par
o et B respectivement. Il est bien entendu que c’est de cette dernitre
propriété qu'on aurait di partir s’il s’était agi seulement de trouver, le
plus simplement possible, 1'expression de la fonction ¢ («, 8) qui répond
4 l'exemple actuel.

J’ajouterai une derniére remarque sur le systéme intégral (u). Si l'on
pose généralement

do do__
doc =AA, 75 =AB,
. /d’P2 2 2_ 4.
X—l/ W+W’ A%+ B*=1:
on trouve aisément
d2 B AP A' dadB____AB
Siz=p Sig=p Siwis— D
ol
. (dA dB
D:'].—I-ZA( +d§)
On a aussi
ad?u dA dB
ST = D( +dﬁ)
Lorsqu’on suppose
dA_*_ng
ap ’

on reconnait sans peine que ¢ est une fonction quelconque de 0, cette
derniére quantité étant déterminée par I’équation

B+ad=14(0),

¢ désignant une fonction arbitraire. On a par conséquent

. 0
x:a+zzm,
1
y=F+iz
u=F();

ou, si on le préfere, en éliminant a et 5,
y+0x—iz\1+ 02 =+ (0)
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Dans le cas présent

d’u
Saa=0
et, par suite, quand on posera
u=£+i7]’
on aura
@é d?n
dez_o, SW"O'

Par exemple, si I'on suppose ¢ égal & zéro, on aura

_6_wy+iz\'w5+y‘5+z“.
- &t + 3 i

et, en prenant

E“' 2'77-——%:— 67
il viendra

xy _ 3\ P+ 2
S=ana 1T apa (5)

équations qui représentent deux familles particuliéres de cénes orthogonaux
et isothermes.
En conservant la précédente expression de 6 et posant
u:f(@) +if, (0),
la substitution de
—0=E541in
ol £ et » ont les valeurs ci-dessus, donnera

u:d)(f, 7) + 1B (&, 7):
de sorte que, en posant

El::q)(é, 77)7 ”1:11;(5’ 77);
on aura, avec les traces de deux fonctions arbitraires f et f;, deux familles
de cones orthogonaux et isothermes, aux paramétres &, et #,, et se coupant
suivant les mémes droites que les cOnes particuliers (s).
Montpellier, 1872.

N.B. Le présent travail a &té envoyé & I'Institut en mars 1870. L'envoi contenait une
suite (non compléte) relative 3 la théorie des lignes isothermes permanentes.
Elle sera publiée ultérieurement avec des additions que j’aurai le soin d’indiquer. Mais les
précédents problemes peuvent trés-bien en étre détachés.
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Theorie des coordonnées curvilignes
quelconques.

TROISIEME PARTIE.

(par Mr. VAbbé Aovust, prof. a Marseille.)

N ous avons exposé dans la premiére partie (*) de notre Théorie des
coordonnées curvilignes les formules qui servent de fondement 3 cette
théorie. La deuxiéme partie (**) a été consacrée aux principales applica-
tions de ces formules 4 la géométrie des surfaces et des courbes situées sur
les surfaces. Il nous reste & généraliser nos résultats et & déduire de ces
mémes formules une série de relations se rapportant aux divers éléments
des surfaces, relations importantes qui, par suite de l'introduction de la
courbure inclinée, prennent un caractére de simplicité. Tel est 1'objet de
cette froisiéme partie.

Nous conservons toujours les définitions, notations et hypothéses admises

dans notre premiére partie. Lorsque nous projetterons une courbure inclinée
1

telle que 50 0u I'arc de contingence correspondant 3,,, sur I'un des trois
01

arcs coordonnés, nous représenterons la projection par le méme symbole

affecté en haut et & droite de I'indice relatif & l’arc dont il s’agit, cet indice

étant placé entre crochets ( ); s’il s’agit, par exemple, de I'arc do, les pro-

jections sur cet arc seront _Elﬁ’ 3. Lorsqu’on les projettera sur une direc-
o1

tion quelconque », les symboles seront affectés de la lettre (v) entre crochets.

Lorsque un indice ou une lettre placés sous le signe de sommation Y,

resteront invariables durant la permutation tournante des autres indices

*) Annali di Matematica, 1* serie (Roma), t. 6.
(**) Annali di Matematica, 2 serie (Milano), t. 2.
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affectant des quantités également placées sous le signe ¥, nous aurons
soin de placer cet indice ou cette lettre qui restent invariables entre pa-
renthéses [ ].

§ 1. De la courhure inclinée suivant une direetion gquelcongue

et de ses variations.

1. Courbure inclinée d’une ligne suivant une direction quelconque.
Pour rester fidtle & nos conventions, si une ligne » se déplace d'aprés une
loi connue de telle sorte qu’un de ses points parcoure un arc s, nous appe-
lons courbure inclinée de 'arc s suivant lo direction », le rapport du dé-
placement angulaire infiniment petit de la ligne » au chemin infiniment petit
parcouru par le point sur l'arc ds et nous représentons cette courbure par

1 Lo . .
r L’arc de cercle décrit d’'un point de la droite comme centre avec un
v,ds

rayon égal & l'unité, entre la premiére position de la droite et une paralléle
menée de ce point & la seconde position de cette droite, est appelé arc de
contingence inclinée de la ligne s suivant la direction v et représenté par
le symbole 3, 4. Cet arc de cercle représente en grandeur et en direction
la courbure inclinée.

Cette conception est toute & fait générale et s’applique sans exception &
toutes les courbures que les géométres introduisent dans le calcul ainsi
qu’a toutes les grandeurs de l'ordre des courbures qu’ils considérent, et la
courbure inclinée les comprend toutes comme cas particuliers.

Elle comprend les courbures propres des arcs coordonnés, puisque la
courbure d'une ligne est la courbure inclinée de cette ligne suivant ses
tangentes.

Elle comprend la courbure inclinée d’un arc coordonné suivant une autre
arc coordonné, puisque cette courbure n’est autre chose que la courbure
du premier arc inclinée suivant les tangentes au second.

Elle comprend la fléxion d’une surface suivant une direction donnée sur
cette surface. En effet, d’aprés certains géométres, cette dénomination s’ap-
plique au rapport de l’angle de deux normales & la surface, menées par
les deux extrémités d'un arc infiniment petit situé sur la surface, & la
longueur de cet arc; on voit donc que la flexion de la surface p suivant
un arc do, n'est autre chose que la courbure inclinée de cet arc suivant
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1 —
e D’aprés nos

conventions, ses composantes obliques suivant les arcs coordonnés seront

1 1 LI et ses projections sur ces trois arcs seront ————1 ——-1
9 ) T 10ns r Ce I01 ) )
1,0 7@ 1@ proj 0 g0

1
0.9
2. Variations d’un angle. Soient deux droites », u, formant entre
elles un angle (v, u) variable et dont le sommet parcourt 'arc infiniment

petit dA; 'on a par rapport aux trois coordonnées rectilignes «x, ¥, z, la
relation

les normales 3 la surface et qu’elle sera representée par

cos (v, u)=Ycos (v, x)cos(u, x),

le signe ¥, se rapportant aux trois axs coordonnés; si l'on prend la va-
riation suivant le déplacement dA on aura en introduisant les courbures
inclinées et en restant fidéles aux conventions établies, la relation fonda-
mentale
) dcos(v, p) __ Cos (-, £5) L. Cos (v, L) 1 1

dx £ E Y L) )

Soit 7 la normale au plan parallele aux deux directions » et p. Si, con-
formément & notre usage, on représente par les mémes lettres de 1’alphabet
romain affectées de I'indice (m) les projections des deux courbures sur le
plan des deux droites dans leur position primitive, I'équation précédente
pourra s’écrire sous la forme suivante:

v A

(2) —d(d’)\P) = Lvl)‘(qt) + L:}(ﬁ) '
Les formules (1), (2) se démontrent avec non moins de facilité par la géo-
métrie; car si du sommet de ’angle on mene des paralleles aux positions
des deux cdtés aprés leur déplacements et qu’on projete I'angle ainsi obtenu
sur le plan des deux cOtés avant leur déplacement et que du sommet de
I'angle, avec un rayon égal a 'unité, on décrive dans ce plan une circon-
férence de cercle, on voit directement que la variation de l'angle des deux
droites est égale & la somme des projections des déviations des coOtés sur
le plan des deux droites; ce qui n’est autre chose que le principe exprimé
par I'équation (2), que 1'on peut aussi énoncer de la maniére suivante:

Théordme. La variation d’un angle est lo somme des projections sur
le plan de cet argle, des arcs de contingence inclinée de la ligne décrite
par le sommet, suwant chacun des deux cétés de langle.
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C’est ce théoréme, qui convenablement appliqué donne toutes les formules
de la théorie.

Lorsque les deux cdtés de I'angle coincident avec les tangentes aux deux
arcs coordonnées, on retrouve les formules (14) et (15) de notre premiére
partie, lesquelles peuvent étre condensées dans la formule suivante

dcos(ds,, ds,) 1 1
! 1 @%) ]
@) dso L7 +£25’ ®)

Cette formule, jointe & toutes celles que 'on obtient par la variation d’un
des trois éléments do, do,, do, contenus dans le premier membre et des
indices correspondants du second, donne les neuf équations relatives aux
variations des arcs coordonnés.

3. Relations enlre les composantes obliques d’une courbure et ses

projections orthogonales sur les arcs coordonnés.

. R | .
Soit la courbure considérée ik l\iﬂ)’ l—(lﬁ, %a ses composantes obliques

. o1 1 1 "
suivant les arcs coordonnés; 70 F@° o Ses projections orthogonales sur

les trois arcs; si l'on remarque que la projection d’une courbure sur une
direction est égale & la somme des projections des composantes obliques
de cette courbure sur cette direction, on a le type suivant qui contient

trois équations

1 cos(ds, ds) . cos(ds, doy)  cos(ds, da,)
(3) TO — (l(O) + /) S+ 1@ = (3)
Par la résolution des trois équations linéaires contenues dans ce type, ou
mieux encore, par la composition des courbures suivant les trois normales
n, n,, N, aux trois surfaces coordonnées p, p,, p;, on trouve le type inverse
dans le quel on représent par k le produit des sinus des angles ¢, ¢,, 0,
k2 sin (ds,, do sin(ds, do
Tsing = ( f\@w ) cos(dn, dn)+——£m—9)cos(dn, dn,) +
3 ; (3
(3) + sin (ds,, ds,) 3 (3)
£

cos(dn, dn,)

ce type renferme également trois équations.
Si I'on décomposait la courbure% suivant les trois normales et qu’on
. 1 1 . . .
représentat par %, oo Tap les trois composantes obliques suivant ces
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1 1 1 . —
normales, et par o T’ T les trois projections orthogonales de la

1 . . .
courbure T sw les” trois normales, on trouverait les relations:

1 cos(n, do) 1 cos(do, n
(4) ™= 70 ? —5},’_(6)2_-(_1(11)—-) ’ (3)

Ces systémes d’équations fournissent donc les composantes obliques et nor-
males d’une courbure suivant les trois arcs coordonnés et suivant les trois
normales aux surfaces coordonnées.
4. Des composantes orthogonales de la flexion d’une surface suivant
une direction.
Considérons les flexions de la surface p suivant les deux directions do,,

. 1 1 .. ST |
do,; ces deux flexions sont — , —; joignons-y la courbure inclinée -—
ﬂnl ﬂnﬂ £1u0

de l'arc do suivant les normales aux surfaces infiniment voisines de la
série p, parce que cette courbure s’introduit d’elle méme dans le calcul;
cela posé, prenons la variation des angles (n, do)), (n, do,) suivant les
trois ares coordonnés, en appliquant la formule (1); et remarquons que ces
angles restent droits; nous aurons les deux groupes suivants d’équations :

1 1 1 1
T, I, = o, T, \
1 1 1 1
(5) m’ﬁ-ﬂmm:(), W+m=0, (3)
1 1 1 1

ji-(,n)le + ﬂ(—i)ﬂ2: 0; E(M22 + £(2—~)ﬂ2 = O.

Si Yon opére de méme sur le deux autres surfaces coordonnées, on obtiendra

pour chacune d’elles six formules qui se déduisent des précedentes par la
rotation des indices.

Si I'on remarque que les premiers termes de ces équations sont connus,
puisque chacun d’eux est le produit de la composante oblique suivant do
de la courbure inclinée dont il s’agit par le cosinus de I’angle que la nor-
male n fait avec la direction do, et que l’expression de ce cosinus a été
donnée dans notre premiére Partie n.° 4, les formules précedentes font

. T | . 1
connaitre la courbure inclinée —— et les deux flexions —, —— en gran-
ﬂ1:0 ﬂ‘nl. £n2

deur et en direction, parce que cette courbure et ces deux flexions étant
Annali di Matematica, tomo V. 34
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perpendiculaires & la normale n, il suffit de deux équations du groupe pré-
cedent situées sur la méme ligne pour déterminer la courbure dont il s’agit.

. 1 1
Ainsi, en prenant le rapport des composantes des courbures T T’ on

aura le rapport des cosinus des angles que la courbure fl - fait avec les

deux arcs do,, do,, et conséquemment l'intensité de cette courbure expri-
mées par les deux équations:

cos(fn, do)) 1Y
cos (%0, doy) 19’

sinfp (1 2_|_ 1) Rcosop
k2 (fno)”_(h?f) (lé%)) Ry
5. Des composantes obliques de la flexion d'une surface suivant une
direction.
Quand on connait les composantes orthogonales d’'une courbure on passe
aux composantes obliques au moyen des formules (3)’. Si I'on applique ces

formules 4 une flexion dont on connait les composantes orthogonales par
les équations (5), on obtiendra les relations qui donnent les composantes

(6) (9)

: 1 . .
obliques l,,i“’ Swok lnt“” de la courbure 751”—0; ces relations, qui sont au
nombre de deux parce que la composante ﬁ est nulle, sont les suivantes:
n0
sin¢ _ cos(ds,, do,)  cos(ds,, ds,)  singsin(f,, ds,)
D, £m, - ), - Lo
(7 - N (%)
sin¢ __ cos(day, do,)  cos(ds,, da)) _ singsin(Ln, da))
1@, £, £, - Luo

1l est facile de voir que la rotation des seconds indices inférieurs donnera

les deux couples des formules qui se rapportent aux deux flexions jyl—’
ni

1. a les ob d iz 6
g et, ces deux couples obtenus, on passera du groupe de ces six équa-
n.

tions se rapportant & la surface p aux groupes qui se rapportent aux sur-
faces p, et p, par la permutation tournante de tous les indices. On a donc
ce théoréme:

Théordme. Si U'on prend les flexions d'une surface p suivant deux
arcs do,, do, tracés sur cetle surface, les composantes obliques et les
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composantes orthogonales suivant ces deux arcs, de ces flexions, s’expri-
ment linéairement au moyen des projections sur la normale des courbures
inclinées des deux arcs do, do,, réciproquement Uun a Uautre.

Un théoréme semblable existe pour les composantes de la courbure ﬂio

11 est bon de remarquer que les formules (5) font connaitre les cosinus
des angles que cette courbure et les deux flexions font avec les arcs coor-
donnés, tandis que les formules (7) donnent ’expression des sinus des mémes
angles.

6. De la wariation de Vangle que la mormale & une surface coor-
donnée fait avec Uintersection des deux autres. Le cosinus de I'angle que
la normale n fait avec I’élement do est donné par la relation

cos(n, do)=Ycos(n, x)cos(do, x),

le signe ¥, s’étendant aux trois arcs «, y, z. Si 'on prend la variation
des deux membres par rapport aux trois arcs coordonnés, en appliquant
la formule (1) on obtiendra les trois équations:

a 1 1
-EECOS(T?/, d()'):m"‘m ’
a 1
(8) a?lcos (n, d")=_g<m0‘ 5o 9)

d 1 1
o, cos(n, do)= giom -+ Fiom

-

dans les quelles il n’y a d’inconnus que les cosinus des angles que la

courbure Tl— et les flexions de la surface p font avec 'arc do. Considérons

70

la premitre, elle forme avec les directions do, do, un triédre; et avec les
directions do,, do, un autre tridédre; si dans chacun d’eux on exprime le

cosinus de la face opposée & la direction de la courbure ﬂi au moyen de
n0

la formule fondamentale de la trigonometrie sphérique et qu’on élimine
entre les deux relations résultantes les cosinus des diédres suivant cette

direction par cette consideration que la somme des deux diédres vaut deux
angles droits, on obtient la relation

sin cos (L, do)=cos¢,sin (L, do,)+ cosd,sin(f,,, dao,);

en divisant par £, et en ayant égard aux formules (7), on trouve I'équa-
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tion suivante

__ sing _ sinp,cosf,  sing, cosly
(9) ﬁ'(())no_ ﬂ’(n)zo £(n)‘0 (9)
Si maintenant on élimine E“}) entre cette équation et la premiére des équa-

tions (8) et qu’on opére de méme sur les autres équations du groupe, on
obtient le type suivant

sing,
Ly,

(8 sing %cos (n, do)__ S22 cos(n, n)+ S0t og (n,n)+

Fim ™, cos (n, 7,) (9)

qui contient neuf équations, formant trois groupes relatifs, chacun & chacune
des surfaces. Les deux autres équations du premier groupe se déduisent
de I’équation (8) par la rotation des indices dans le dénominateur do dans
le premier membre, et la rotation correspondante des seconds indices infé-
rieurs des courbures dans le second membre.

11 resulte de ce qui préctde, que la variation suivant l'un des trois arcs
coordonnés, de I'angle que la normale & l'une des surfaces fait avec l'in-
tersection des deux autres, s’exprime linéairement et symétriquement en
fonction des composantes normales des courbures de cet arc inclindes
suivant les tangentes des trois arcs coordonnés.

7. De la wariation des angles que les trois surfaces coordonnées
font entre elles. L'on a la relation

cos(n,, n,)= X cos(n, x)cos(n,, x);

si on différentie les deux membres par rapport aux trois éléments do, da,,
do, on obtient les équations:

' deos(n, my) 1 n 1
de T 00,0 | £ag
} deos(n, m) 1 1
(10) dcl.1 - £(ng)”‘l+£('n‘)‘n2{ 3 (3)
deos(n, n) 1 4 |
d0'2 '_‘—’I(ns)“2 E(nt)ﬂg? b4

or si 'on remarque que les projections des courbures sur une direction
sont égales & la somme des projections des composantes obliques de ces
courbures sur cette direction, les équations précédentes peuvent s’écrire
sous la forme suivante:
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deos(n,, n))  cos(ny, dog) | cos(n,, d ,1)
ds @, M,
(10)/ dcos(n,, n,) _ cos(ny, do;) = cos(n,, da,) ,
da, 1@, o,

dcos(n,, n)

cos (n,, do,)

cos(ny, ds,)

da,

l\z)ﬂlg

I,

Si I'on remarque que les deux angles (n,, n,) et 0 sont supplémentaires et
qu'on ait égard aux valeurs des cosinus des angles (n,, do,), (n,, da,)
1%° Partie, n.° 3, on obtient les équations suivantes:

[ af __sing  sing,
do 1@, " 1D,
df _sino sino .
(10)” T = Ty ¥ T0,0 )
dh __sing, | sing,

—_—
dG2 l(l) 2 l\“n 2

Telles sont les équations qui donnent les variations des angles des surfaces

coordonnées.
8. Variation de la distance de deux surfaces coordonnées d’une méme

série. Considérons deux surfaces coordonnées d’'une méme série p, infini-
ment voisines; leur distance dn comptée sur la normale a pour expression

dn=docos(n, do);
d’aprés cela, si 'on prend la variation par rapport & p,, on aura
d,dn=cos(n, do)d,do+dod, cos(n, da),

or si 'on a égard aux variations des arcs (1™ Partie, n.° 18) et aux va-
riations des angles (n, do), form. 8, on obtient les deux formules suivantes:

sino d,dn  sin no

k@ d:-dc == l("? cos(n, n)+ l°> % cos(n, n,) + l(,fcos(n n,),

11 sin?¢ d,dn smcp m?l (3)
E d;dc D cos (n, n) +— I cos(n, 'nl)-t- ZOJ Lcos(n, n,).

On trouvera les deux autres couples contenus dans ce type par la rotation

des indices.
9. De la double wariation de Vangle quw'une direction variable fait

avec: une direction fixe. Soit I'axe des x cette direction fixe; considérons
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une ligne » menée par un point et dont la direction varie avec le point.
Si nous restons fidele & notre notation et que nous prenons la variation de
cos(v, ) par rapport & p, nous aurons l’équation

dc,(x X, | X )

d
(12) -d—P—‘COS ('V, .’I?) = do 70 ) -+ Z(“ " + lm)vl

si 'on prend la variation par rapport & p, des deux membres de cette équa-
tion et qu'on élimine les variations des cosinus au moyen des relations
(23) et (24) (1 Partie) 'on aura I’équation suivante
d2cos(y, @) _doy do, 1 1 1
d?adPl dPl e, Ty %o O I —‘}_lm)][vl]lu]“l_lm”[vﬂl%r
d ( _doyy, )}
+d\°[21 Bory 1))

\

))+

(13) (9)

le signe Y, s’é¢tendant & toutes les valeurs que prend l'expression placée
sous ce signe par suite de la rotation simultanée des indices non contenus
entre crochets [ ].

Cette formule est tout & fait générale; l'indice qui suit » dans les com-
posantes des courbures suivant la direction » est partout le méme et égal
4 1, il provient de la variation par rapport & p,; le second indice qui af-
fecte les courbures des seconds facteurs de chaque terme est partout le
méme et égal & 2, il provient de la variation par rapport & p,. Il suffira
donc de modifier convenablement ces deux indices dans le second membre
et les variations correspondantes du premier pour avoir toutes les doubles
variations possibles. D’aprés cela la double variation du cosinus de I'angle
(v, x) suivant les mémes paramédtres intervertis, sera donnée par ’équation

d?cos (v, @) _doy dc,v 1 1 1

dtoldxo“z dPo) dpl PASS O)J[ﬂ] l’o) + l[(i)][ﬂ] l(“] + ll(ﬂ)][ﬂ] l[og)]] +

d ( d oo ):
dopyy \Bpray iV

Suivant que l'on fera coincider dans 1'équation (13) la ligne » avec les
tangentes aux lignes coordonnées ou avec les normales aux surfaces coor-
données, on aura les doubles variations des courbures inclinées des arcs
coordonnées ou des flexions des trois surfaces.

10. Des relations qui existent entre les variations des arcs de con-
tingence inclinée suivant une direction quelconque. Si I'on remarque que

(13)’
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les doubles variations que nous avons trouvées dans le numéro précédent
doivent &tre identiques quelques soient les cosinus X,, X,, X,, on obtient
en identifiant les expressions de ces doubles variations, trois équations entre
les variations des composantes obliques des courbures inclinées suivant la
direction ». Ces trois équations sont:

H

0,

d ( ds, d ds, dc a5y 5 1

Aoy \I%udp, )~ do \ I dp, d?i Ao = Ol 1% Q]Z(H
a
-(-l—ga- 1

d doy \ _ ds, ) ds, dsy
(14) d—Pz(l(“ﬂdel) (

) l(i)ﬂdh
g ( ds d ( da, do, dsy

E(lm“d%)_% lmv%d?a) d?l d?o“{l'o‘[vl]lom lw)[v?]l }
le signe ¥ s'étend & toutes les valeurs que prend l'expression placée sous
le signe par suite de la rotation simultanée des indices non renfermés entre
crochets [ ].

Les deux autres groupes, de trois équations chacun, contenues dans le
type (14) se déduisent de ce type par la rotation de tous les indices 0, 1,
2 supérieurs ou inférieurs. Le premier groupe se rapporte au plan tangent
4 la surface p;; le second au plan tangent & la surface p,; et le troisidme
au plan tangent & la surface p,.

14. Transformation des équations précédentes., Multiplions la premiére
équation du groupe (14) par cos(do, do), la seconde par cos(do, do)), la
troisidme par cos(do, do,) et ajoutons les équations résultantes, membre
4 membre; si I'on remarque que la somme des projections des composantes
obliques d’une courbure sur I'une des trois directions, do, do,, do, est
égale & la projection de cette courbure sur cette direction et si I'on élimine
les variations des arcs au moyen des relations (1), on obtiendra une équa-
tion qui formera avec les deux que l'on obtient par un procédé analogue,
le groupe suivant:

i( dal ) _ i— ( dG? )_dcldcg (COS (ﬂy], 02) cos (ﬂyﬂ, 01))

da doy ‘“:l\%,]l t lw)[vzl%E

dog \ dp, 5Oy Aoy \dpy 893 doydo,\ £y, L2 £y
(15) i( da, ) _ _d_( ds, dqu_G_g cos (41, £;5) ___cos (£y2, n)) (3)
Aoy \ dpy £y Aoy \dp, 800 ) dojdo,\ Lk, L2 £y,
a ( da, _ _d_( dsy, \ _da,ds,[cos(fu, £y) __cos(fe, ﬂm))_
dpy \ A TPy Ao \dpa 8P | T dip oy Lo Ly $va Ly

Le groupe précédent se rapporte au plan tangent & la surface p; les deux
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autres groupes se rapportant aux deux autres surfaces coordonnées s’ob-
tiennent par la rotation des indices 0, 4, 2.

Les équations du type (15) forment une systéme équivalent au systéme
tourni par le type (14); mais elles ont des avantages qui leur sont propres,
soit au point de vue géomeétrique, soit au point de vue analytique. Elles
conduisent au théoréme unique suivant:

Théoréme, Si l'on prend les arcs de contingence inclinée de deux
lignes coordonnées do,, do, suivant deux directions v, u et qu’on projette
les arcs inclinés de contingence suivant une direction v, sur la direction
des deux arcs réciproques de contingence, la différence des produits bi-
naires d’un arc par sa projection et la difference des variations par rap-
port aux parameétres réciproques, des projections des deux arcs de con-
tingence inclinée suivant la direction v sur la seconde directions pu sont
égales.

Ce théoréme permet de condenser les neuf équations du type (15) en
une seule.

d (dc, cos (L1, y)) @ _(dsycos( L"vg,p)) dcidag(cos(ﬂyq, Bus)
sz do, L doy \d¢ Lo doy dpy Lot Bus
COos (fvg, f#;)
2L )

(15) (3)

sur la quelle nous reviendrons plus loin.

12. Deuxiéme transformation. Considérons le second membre de I'é-
quation (15); deux des courbures sont perpendicolaires & la direction » et
les deux autres & la direction w. Soit 7 une direction perpendiculaire aux
deux précédentes et considérons le triedre formé par ces trois directions,
I'on a la relation

08 (£41, £u0) =005 (L., ) €08(£ue, ) + sin(£,1, 7)sin (£,2, 7)cos(, u);

si l'on divise les deux membres par le produit £, £,, et qu’on introduise
les projections des ces courbures sur le plan des deux droites », p et sur
la normale & ce plan, en restant fidéle & la notation du n.° 2, et qu'on
opére de mé¢me sur le second terme du second membre de I’équation (15)
le facteur bindme de ce second membre prendra la forme suivante

1 1 _ 1 _ 1 cos (v, 1)
Tr,Em e~ A, L™ L™ p2 L™ e ™ m » 1)-

Or si 'on remarque que dans le premier membre de 1'équation (15) les
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1 1 . . . . ..
courbures rr projetées sur la direction g sont égales aux projections
17 2

de ces courbures sur le plan (v, g) multipliées par le sinus de I'angle
(v, 1), qu’on développe les différentiations indiquées, et qu'on ait égard 2
I'équation (1), les termes qui contiennent cos(v, ) s’annulent en vertu
de cette équation, et l'on obtient I’équation suivante:

_d_(_di__)__d_(_:‘.lL)__d_( 4 )_
doy\dp L'n do \@py I\ ™he) doy \dpy I,
(16) de,da, (3)

_a ds, _dp, dop, 1 _ 1
Ao \doy L ®™a )~ sin(y, p) \ ¥, 5,5~ £m,0 £,

la quelle donne naissance au théordme suivant:

Théordme. Si Uon prend les arcs de contingence inclinée de deux
lignes coordonnées do,, do, suiwant deux directions v, u et qu’on projette
ces quatre arcs sur le plan de ces deux directions et sur la normale d
ce plan, la différence des produits binaires des projections normales des
arcs de contingence inclinée des deux lignes suivant deux directions dif-
férentes et la différence des variations par rapport aux paramétres réci-
proques, des projections sur le plan vy des deux arcs de contingence
inclinde suivant Uune ou Uaulre des deux directions v, u sont entre elles
dans un rapport égal au sinus de ces deux directions.

L’un et 'autre des théorémes demontrés dans ce numéro et dans le nu-
méro précédent ont une grande importance, parce que chacun de ces théo-
rémes renferme d’une maniére compléte la solution du probléme des coor-
données curvilignes, ayant pour but de déterminer les équations aux diffé-
rences partielles du second ordre des lignes coordonnés, comme la chose
sera mise en évidence dans les numéros suivants.

13. Des relations qui existent entre les wvariations des courbures in-
clinées de deux arcs coordonnés suivant une direction quelconque.

1.° Développons les ditférentiations indiquées dans les premiers mem-
bres des équations (14) et remplagons les variations des arcs par leurs
valeurs tirées des équations (20)", 1*° Partie, 'on aura les trois équations

suivantes: TOWARZYSTWO NAUK SCISEYCH
W PARYZU

Annali di Matematica, tomo V. 35
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d (1 d (1 1 (1 1 =5 =75 )=
Ao, \ 1% |~ do, \I0,e T W) e\
—__V¥% 1 — :
= H;lm’[-,nl}.‘fﬂ O I
d(1 a1 1 (1 1y 1/1 1)\_
—¥V 1 - .
T A, T Py

d 1 d 1 1 (1 1 RS -1___}_ B
doy \IP) — do \IPa +l(2—)vl(lz'1) A _l@’ﬂ&l;g) 15 )~

| |
T Al Oual,

Ces équations sont relatives aux variations des composantes obliques deg
courbures inclinées.

2.° Pour obtenir les relations qui existent entre les variations des com-
posantes orthogonales des courbures inclinées, il faut se servir des équa-
tions (15) et éliminer les variations des arcs au moyen de la formule

sin?od,de;, 1  coso
(18) Tdode, IR TR )

qui se déduit sans difficulté de la formule (20) de notre 1*° Partie, on
obtient ainsi

. a( 1 a1 1 1  coso
2 -\ D i 4 TR
s {dag(ﬂ(m,l) dgl(ﬁ'(,u)ﬂ)‘_i- PRV (\52'1)—*_ ,;522))
1 (1  cosp) _|cos(fa, £u2)  cos(fua, L)
T \IY T EY )T L L2l
Cette équation est telle que le second membre ne fait que changer de signe

lorsqu'on change v en u et réciproquement, il en résulte qu’il en sera de
méme du premier membre, on a donc I’équation

in? _d_ _l_+_]'_ _.i_ _1 +_l__ +
sIn“¢ doy \ By 0y Ao, \ T K0,

1  coso 1 1 1  coso 1 1 \_
a5 o~ o ) o 5w — i) =0
qui se déduit aussi de I'équation (1), par le procédé indiqué & la fin du
n.° 11 et par 'élimination des variations des arcs.

(19)

sin®¢.
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3.° Enfin, on obtient les relations qui existent entre les variations des
projections des courbures sur le plan des directions (v, u), en effectuant
les différentiations indiquées dans le type (16) et en éliminant les variations
des arcs au moyen de la formule (20) 1* Part, on obtient ainsi I’équation
suivante:

a 1 d 1 1 1 coscp)
EG‘Q(LM) o R(LW) By (Tj‘+ Le) 7t

1 1 | coso 1 1 1
Lt ) = e~ )
et comme le second membre ne fait que changer de signe lorsqu’on change
p en v et réciproquement, il en sera de méme du premier membre, on ob-
tient donc une équation analogue & celle qu’a fourni I’équation (19).

14. Des facteurs bindmes des seconds membres des équations préce-
dentes. Considerons d’abord le facteur bindme situé dans le second membre
de I’équation (15) et son expression en fonction des variations des cour-
bures donné par le premier. Si dans l’équation (1) on fait successivement
coincider la direction A avec do, et do,, on obtiendra deux équations au
moyen desquelles on pourra éliminer une ou deux courbures inclinées du
premier membre de I’équation (15); de sorte que si, pour abréger, on re-
présente le facteur binome par U'%,, l'on aura:

Iodo g, (A0 ) [ du ) 4 de )
doydp, ~ ™7 doy \do 8] dp \dpy 8 )T do\dpEWa

_ 4 A)
Aoy \do 89 )’

(20) (3)

asy {, a ,
A3 6% 13 _____d_( ds, ) i( dac, )_d~cos(v, y.)z
do, do, BT d oy \ d o £y Ao \ D £Dpa doydp,
__i( ds, )__d_( do, )+ d2cos (v, 1)
T dop\dp £V dpy \ Apgk'tyg doydo,

De méme si I'on représente par U'?, le facteur bindme du second membre
de l'équation (16) et qu'on opére de la méme maniére sur cette équation
au moyen des deux équations que l'on obtient en faisant coincider la di-
rection A dans la formule (2) avec les directions do,, do, on obtient les
deux nouvelles formes de I’équation (16)

todentyi, A dn ) 4 s ) di)
dp, do, T doy \doy L m Aoy \ Aoy 1™ p2 deydog

__i(__dcx )_i( doy a0, p)
d?2 dﬁ,L(ﬂ'm d?l dPgL(“)ﬂ dldo )

L2

16y
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Les deux bindmes U'%, et TU'%,. ont donc chacun quatre expressions
principales; celles du premier bindme sont en fonction des variations des
arcs de contingence inclinées do,, do, suivant les directions » ou p sur
ces deux directions; celles du second bindme sont en fonction des variations
des projections des mémes arcs de contingence sur le plan des deux di-
rections », w.

Si 'on développe les différentiations indiquées dans les quatre expres-
sions des bindmes U'%,, et U'%, et qu'on élimine les variations des arcs,
comme nous l'avons déja fait & la fin du n.° précédent, nous obtiendrons
quatre nouvelles expressions de ces bindmes en fonction des projections
des courbures inclinées correspondantes sur les deux directions » et u lors-
qu’il s’agira du premier binome, et sur le plan des deux directions » et p
lorsqu’il s’agira du second (¥). On a donc les deux nouvelles expressions
de U2,

. d 1 d 1 1 1
s1n2¢U12m=——2( +—( )'f————(——'i‘%:—?)“—
C

il(lu‘ vi ngll) R
11 O\ qin2g@icos(n ) dadey
+ £0) (,5(192)_'_ o ) sin” @ dodo, dodo,
. d 1 d 1 1 1  cosg
_antare —_%_ v —
sin q)U e dO'z (ﬂ(v ! + do_ (E(ﬂ'.y2)+ E(V)p-l (Egll)—i_ ’:122) \"l‘

1
171 cosp) d? cos(v )dpl doy ,
£0 NP do,ds, dojdoy’

(19)

et aussi les deux nouvelles expressions de TU*?%,

d 1 d 1 1 1 coso

12 % ol — 2
U T day (L(7r v1)+ dcl(L(m;ﬂ) * L™ (th + L12)+

1 1 cosq:) a(v, p)do
o | -
L7 pe (Lm L * dpydey d"'
a 1 a 1 1 1 | cosg
o 12 —_ | — el

U dc"a(L(mM ) +d61 (L(“ ’2) * L% (L‘u + Lu)+

+ 1 (1 coscp] -ii__’.i)dﬁd‘o‘}
L2 \L, dod

s“l
O

(20)

*) Analyse infinitesimale des courbes tracées sur une surface quelconque, pag. 45

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Aoust: Théorie des coordonnées curvilignes quelconques, 277

§ 2. Probléme des coordonnées curvilignes.

Le probléme des coordonnées curvilignes consiste & établir les équations
aux différences partielles des certaines grandeurs, tellement liées avec les
surfaces coordonnées que lorsque ces grandeurs sont déterminées le systéme
des surfaces coordonnées se trouve par cela méme déterminé.

15. Premiére solution du probleme. Dans cette solution les grandeurs
entre lesquelles il faut établir les équations aux dérivées partielles sont
les composantes obliques suivant les trois arcs coordonnés des courbures
inclinées de ces arcs, suivant leurs tangentes. Nous ne distinguons pas
entre les courbures propres et les courbures inclinées d’un arc, parce que la
courbure propre de cet arc n’est autre chose que sa courbure inclinée sui-
vant les tangentes de cet arc. D’aprés cela, chaque arc aura trois courbures
inclinées; et comme chaque courbure inclinée a trois composantes obliques
suivant les arcs coordonnées, les grandeurs introduites dans la question
pour en donner la solution sont au nombre de 27. Ces grandeurs se lient
avec les trois paramétres différentiels du premier ordre des arcs coordonnés
et les cosinus des angles que ces arcs forment entre eux. Le probleme des
coordonnées curvilignes consiste donc & trouver les relations qui existent
entre les 33 quantités dont nous venons de parler. Ces relations s’obtien-
nent avec une simplicité inesperée par suite de l'introduction de la courbure
inclinée.

1.° Neuf relations proviennent de ce, que la projection de la courbure
inclinée d’'un arc quelconque sur la tangente suivant laquelle cette courbure
est inclinée, est nulle, cette tangente et la courbure inclinée se coupant &
angles droits; ces sont les neuf équations (26), 1* Partie.

2.° Trois relations proviennent de ce que les composantes obliques
suivant un arc des courbures inclinées des deux autres arcs suivant les arcs
réciproques sont égales; ce sont les équations (32), 1*™ Partie.

3.° Neuf relations sont fournies par les variations suivant les trois pa-
ramétres de chacun des angles coordonnés. Ce sont les neuf équations (14)
et (15), 1*° Partie, dans lesquelles il faut exprimer les courbures tangen-
tielles en fonction des composantes obliques de ces courbures, form. (3).

4.° Enfin les neuf équations les plus importantes sont fournies par les
doubles variations des cosinus des angles qu’un arc coordonné fait avec
une ligne fixe. Ce sont les équations aux différences partielles (29) et (31)
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¢ Partie. Ces équations sont au nombre de 27; mais elles se reduisent
3 peuf vraiment distinctes.

Cette solution que nous avons donnée du probléme date de 1862 (*).
Elle repose sur la conception de la courbure inclinée qui se préte admi-
rablement au calcul qui fournit presque intuitivement les relations dont on
a besoin, et qui enfin est susceptible d'une notation parlante, comme cela
devient necessaire dans un probléme si compliqué.

11 serait facile de déduire ces derniéres équations de notre analyse actuelle,
il suffirait de faire coincider dans nos équations (14) la direction » succes-
sivement avec les trois ares coordonnés; ce qui reviendrait 4 remplacer
successivement » par les indices 0, 1, 2.

16. Seconde solution du probléme. Notre analyse actuelle contient une
nouvelle solution du probléme qu’il nous parait utile de signaler parce qu’
elle résulte de I'application d’'un théoréme unique demontré dans le n.° 11.
Quelles sont les grandeurs introduites dans cette seconde solution pour
déterminer le systtme? Ce sont les projections orthogonales des neuf cour-
bures inclinées des arcs coordonnés sur les arcs; ou en d’autres termes les
composantes orthogonales des courbures suivant les arcs coordonnés.

1.° Comme la projection d’un courbure inclinée sur la tangente & un
arc suivant laquelle elle est inclinée est nulle, le nombre des composantes
orthogonales des courbures n’est plus que dix-huit.

2.° Les trois relations provenant de ce que les composantes obliques
suivant un arc, des courbures inclinées des deux autres arcs suivant leurs
tangentes reciproques, s’obtiennent directement au moyen des équations (3).
Ces relations sont:

. 1 1 sin g,cos9 sin o, cos
= sing (gp—gp) + g+ =0 %

3.° Les relations au nombre de neuf provenant de la variation des
angles coordonnés suivant les trois paramétres sont données directement
par 'introduction des courbures inclinées dans cette variation, form. (1).

4.° Enfin les relations aux différences partielles de ces composantes
orthogonales sont données par I'unique équation (15) qui s’applique aux
trois plans tangents, et dans chacun d’eux, aux différentes valeurs que l'on
obtient en faisant successivement v et u égales 3 0, 1, 2; ce qui fournit

(*) Comptes rendus de I’Institut de France.
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en tout 27 équations équivalentes aux 27 équations trouvées dans la pre-
miére solution.

Certainement ce n’est pas un petit avantage offert par un théoréme de
faire dépendre d'une seule relation géomeétrique, des équations qui se pro-
duisent au point de vue analytique sous des allures distinctes et pour les-
quelles il fallait des calculs différents, mais, ici il y a un second avantage
qui se présente forcément par l'application du théoréme: c’est que I'ope-
rateur est éclairé sur celles des équations qu’il doit conserver et sur celles
qu’il doit rejeter, soit parce qu’elles sont des identités, soit parce qu’elles
sont des conséquences d’autres équations du systéme. En effet le bindéme
du second membre que nous avons représenté par U'?,, devient identique-
ment nul, lorsque les indices inférieurs », ¢ deviennent les mémes et alors,
les deux premiers termes du 1* membre de I’équation (15) sont aussi in-
dividuellement nuls; ce cas se présente neuf fois. Ce bindme ne fait que
changer de signe lorsque les indices » et u prennent réciproquement la
place, 'un de Yautre, et alors, on voit par suite de I'équation (1)’ que les
premiers membres de 1’équation (15)’ sont égaux et de signes contraires.
Ceci reduit & neuf les 27 équations contenues dans la formule (15).

D’aprés nos notations, nous pouvons écrire sous la forme suivante les
trois équations qui se rapportent & la surface p

d, 30 —d 3V =d,3%— d,3V=do, do, U}

2 7ot 1702 012
(22) da Bﬁ) - dx 3;? = d1 322)— d23;11) :dal d 0y U}g’ (3)
dzgg? - dl 3(2?&) = d1 3322) - d2'33fﬁ) =d o, d0'2 U;g'

11 est bon de remarquer: 1.° que les deux secondes se déduisent de la
premiére par la rotation des indices variables, qui sont dans le second
membre les indices inférieurs de U et dans le premier les indices supé-
rieurs et le premier indice inférieur des arcs de contingence inclinée; 2.° que
les deux groupes d’équations relatives aux surfaces p, et p, se déduisent
du groupe précédent en soumettant les autres indices & la permutation
tournante.

Si dans les équations (22), on exprime les arcs de contingence en fonc-
tion des courbures correspondantes et qu’on élimine les variations des arcs
coordonnés au moyen des équations (48), on obtiendra le systéme d’équa-
tions correspondant aux équations (22) et dans lesquelles il n’entrera que
les variations des composantes orthogonales des courbures. On déduirait
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directement ce groupe d’équations des équations (19) en donnant & u et &
v les valeurs successives 0, 1; 1, 2; 2, 0 qui proviennent de la permu-
tfation tournante des indices.

Il ne reste plus qua obtenir les binomes U2, U2, etc. en fonction des
composantes normales des courbures inclinées; or, le premier terme de ce

bindéme exprime le produit de la courbure 1}— par la projection de la cour-
01

bure Fl— sur la direction de la premiére. Cette projection est égale 3 la
12

somme des projections des composantes obliques de la seconde sur la di-
rection de la premiére, on aura donc
cos (Fo1, L19) __ w0 €08 (£yo0 do)
Lor g - Lo lW]

le signe Y, s’étendant & toutes les valeurs que prend l’expression placée
sous ce signe lorsque l'on fait subir & tous les indices non compris entre
crochets [ | la permutation tournante. Maintenant, si on exprime les com-
posantes obliques contenues dans le second membre en fonction des com-
posantes orthogonales de la méme courbure au moyen des formules (3), et
qu’en suite on opére d'une maniére analogue sur le second terme du bindéme
U3}, on aura en conservant & k la signification que nous lui avons donnée
au n.° 3, le systéme d’équations compris dans le type suivant
N TR T
(23

(3)

1 1 } .
=V( sin, sin,cos0;
AT A oot

les valeurs des autres bindmes se déduiront du précédent par la permu-
tation tournante de tous les indices variables qui sont les indices supérieurs
des courbures et les premiers indices inferieurs. Les valeurs des bindmes
relatifs aux surfaces p, et p, se déduisent du groupe précedent par la per-
mutation tournante des autres indices.

17. Troisiéme solution du probléme. Les équations aux différences par-
tielles, qui se rapportent & cette solution, sont les équations qui sont four-
nies par le théoréme du n.° 12 lorsqu’on suppose que les directions » et
¢ coincident avec les tangentes de deux arcs coordonnés; ceci revient &
donner dans I’équation (16) & » et p les valeurs, 0, 1, 2. On obtient ainsi
pour chacune des surfaces coordonnées neuf équations. Il est facile de voir
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que le nombre se réduit & trois pour chaque surface par un raisonnement
analogue & celui qui vient d’8tre fait au numéro précédent. Car les bindomes
provenant du binome U'?%, lorsqu’on donne & » et & p les valeurs 0, 1, 2
jouissent des mémes propriétés que les bindmes qui se déduisent de U'?,,;
et les premiers membres des équations (16) et (15) jouissent aussi, pour les
mémes valeurs, de proprietés identiques. Les équations qui se rapportent &
la surface p sont les suivantes:

do de
dzJ”m - d1 J”ozz d1 J”w— dz J”n_— s11n o QUm ’
47, —dJ, =dJ, —dJ, =2%%%
(24) 991y Uy =0y dy —Qydy = sing Umr (3)
ds d
dzJ,21_d1J/22 :le,w _'dzJ,m = s;n;?U%’

dont le mode de formation est analogue au mode de formation des équations
(22). Si I'on remarque que lorsque les directions » et u coincident avec celles
de deux arcs coordonnés, la direction = perpendiculaire & » et & u devient
celle de la normale & la surface qui contient ces deux arcs, les valeurs des
facteurs bindémes des équations précédentes sont données par les relations:

o __ 1 1
o ﬁ(ninmf(nz)m— L0, £ 0a ?
(24) = NG 1;;(1») ) lg(n)
1492 12% a1
10 1 1

20 ’I(n‘)21 ’J(ﬂl)m E(nl)22 ,’L‘(nl ot ?

lesquelles se déduisent les unes des autres par la rotation des indices in-
férieurs du premier membre et la rotation simultanée des indices supérieurs
et des premilrs indices inférieurs des courbures du second membre.

La composition des équations (24) merite de fixer un instant notre at-
ten