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Sulle superficie flessibili 
inestendibili deformabili in rigate. 

(Di MAURO PICONE, a Pisa.) 

PREFAZIONE. 

Nella  teoria delle trasforn~azioni B, Der le superficie applicahili sulle 
yuadridie geuerali, recenteinen te creata da1 prof. BIAIKHI ("), costi tuiscono 
di nuovo un elemento essenziale geoinetrico di trasformazione le coi-igruenze 
rettilinee W, secondo il seguente generale teorelna: 

« Per yunlz.t)zque szcperficie S applicabile sopra m a  qzcadrica Q esistotzo ao2 
« congt-ueme rettilinee W che, avendo S per priwaa falda focale, hanno le loro 
u seconde falde focali S,  applicabili sulla medesi~~za qztadrica B. 

Ques ta circostanza, insieme a parecchie altre trn cui yuella dell'esistenza 
di congruenze a falde focali seinpliceii~erite rigate e a falde focali appli- 
cabili sull'elicoide rigata d'area iiiinima (**), fa naturaltl~ente pensare alla pos- 
sibile esistenza di una teoria per le trasformazioiii delle superficie applicûhili 
sopra la più geiierale superficie semplicemente rigata, nella yuale l'eleineirto 
geoinetrico di trasforiiiazione sin senipre fornito dalle congruenze rettiliuee IV. 

E da qualche teiiîpo appuirto mi sono dedicato, per iircitaiiîento del iuio 
Maestro prof. BIAKCHI, a studii volti a stabjlire i fondaiilenti di quella teoria. 

In yuesti studii, pei quali mnnca l'ausilio di una qunlehe legge che si possa. 
cc priori presulnere di poter sostituire a quella della affiiiità Li'Ivorir fra due 

(*) BIANCHI, Mêwoire sur la  thdorie cZes t+-armfonnatiolas des surfaces appldcab2es sztr les qua- 
rln&ues générales [Mémoires présentés par divers Savants U l'Académie des Sciences, t. XXXIV]. 
- Lezioni d i  yeometria clifferewiale, vol. III (Pisa, Spoerri, 1909). - Vorlesutlgen iiber Diffe- 
~entiakgeonzetrie, Sta Auflage, Kapiteln XIX, XX, XXI [Leipzig, Teubiier, 19101. 

(**) BIANCHI, Sulle coîifigzcrazioni wzobili d i  M6bius lzelle trasfornzazio~~i nsintoticl~e delle 
czcrue e delle superficie, 3s 9 e 15 [Rendiconti del Circ~lo inatematico di Palerino, t. SXV, 19081. 

Annnli d i  Matelizatica, Serie 111, Tome XXII. 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 Picone: smiperficie flessibil; 

quadriche oinofocali, in cui si risolve, conie ha scoperto il prof. BIANCHI, la 
legge di applicabilità fra le due falde focali B e 5, delle congruenze IV so- 
pranoininate, è necessario seguire vie ben diverse dalle classiclie. 

E le prime ricerche che subito si ilnpongono sono quelle dirette a ri- 
solvere il seguente prohleina fondamentale : 

Probleina A). Sin data una superficie S applicnbiie sopra una rigata, 
determinare lutte le congruenze W che avendo S cogne prima falda focale, hanno 
la seconda falda applicabiie sopra una rigata. 

Risoluto questo problelna si dovrebbe passare all'altro : 
Problema B). Fra le nominate congruenae W, a faZde focali applicabili 

erzc rigate, ricercare qzcelle a falde focali applicabili 17una sul17altra. 
La risoluzione di questi due prohleini fornirebbe evidentemente la deter- 

minazione di tutte quelle trasforniazioni asintotiche di superficie (*) che da 
una superficie applicahile sopra uria rigata R fanno passare ad un'altra ap- 
plicabile sopra una rigata identica O no alla. R ("). 

Ma queste ricerche, com'è da aspettarsi, sono irte di difficoltà fin dai 
primi passi e nei miei studii ho potuto per ora solo inoltrarmi nella tratta- 
zione clel probleina A). 

Ho posto a fondanîento della mia trattazione un criterio, di cui già da 
tempo sono in possesso, che fornisce le condizioni necessarie e sufficienti af- 
finchè m a  data superficie sicc deforînabiie i m  rigata. 

Ne1 presente lavoro faccio appunto conoscere questo criterio in tutte le 
sue numerose conseguenze e in qualche sua applicazione y*). 

(*) Secondo una locuzione introdotta da1 prof. BIANCH[ (nella Memoria eitata: Sulle 
configurazioni wzobili d l  Mobius. . .), le falde focali di una congruenza W si diranno l 'una trns- 
formata asintotica dell'altra. 

(**) Si verrebbero cosi a determinare, ne1 caso particolare delle superficie doppiamente 
rigate, tzitte le congruenze TV a falde focüli applicabili su  quadriche rigate, identiche O no. Si 
conoscoiio eseinpf di congruenze W a falde focali applicabili su quadriche diverse: v. BIANCHI, 
Ricerche sulla cleforma~ione delle quadriche [Circolo matematico di Palermo, t. XXII, 19061. 
Ivi (8 12) vengono anche costruite congruenze IV le cui fillde focali sono effettive quadriche 
(generalmente diverse). Ho recenteinente diinostrato, nei miei studii sulle congruenze W, che 
l a  costrusione del prof. Bianchi fornisce tutte le cotayvuenze IV le cui falde focali sono effettive 
qundriche. 

(**') Nello stabilire il criterio in discorso ho dapprima riferito la  superficie al doppio si- 
stema delle sue linee asintotiche, e ci6 (per la  circostanza che le trasformazioni per con- 
gruenze W conservano queste linee) in vista della sua imniediata applicazione agli studii su 
riferiti. Ottenuto il criterio, ho poi potuto facilmente ritrovarlo in coordinate generali. 
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ed inestelzdibiti d e f o r ~ w b i l i  i l t  rigate. 3 

Avrei rimandato la puhblicazione del presente scritto all'epoca in cui la 
con~pleta risoluzione del problema A) avesse conferito al niio criterio la ge- 
nerale fiducia nella sua efficacia per le applicazioni, ma in cpesti ultinii tetnpi 
la teoria da me svolta per la deformabilità di una superfjcie in rigata si è 
andata arriccheiido di osservaziotli, d'indole analitica e d'indole geoiiietrica, 
che ini sembrano degne d'essere conosciute e clie costituiscono un tutto clie 
pub e deve stare a sè, e percib decido la presente puhblicazione. , 

Per offrire un eseil~pio espressivo dei risultati conseguiti in yuesto lavoïo, 
enuncio qui un teorema otteiluto al 5 5 :  

S e  sopra u n a  sztperficie (a curvatzwa negntivn) è noto i l  doppio sisbemn 
delle sue asintoticlze, s i  pu& risolvendo aoz'epuasio~ze algebrica d i  2." grado, 
riconoscere se essa è O n o n  é deformnbile in rigatrc e, ne1 caso affermativo, 
merlze in termini  f iwiti u n a  doppia serie d i  deforwzte  rigate. 

Non porrb fine a questa prefazione senza osservare che, ne1 caso pnr- 
ticolare dell'applicabilità sopra una quadrica, già si possiede, coin'è ben noto, 
un criterio dovuto al prof. RICCI che 10 ha dedotto nella sua classica teoria 
delle superficie (*) da considerazioni di una portata ben più coiisiderevole 
di quelle mie, strettainente attinenti al10 speciale problema che n i  sono 
proposto. 

Prima conseguenza differenziale delle equazioni 
espriinenti che nna data superficie è deformabile in una rigata. 

1. Sopra una superficie S a curvatura negativa 

si dice che un doppio sistenia di linee è d i  nsirrtotiche virtuali  quando con 
una conveniente flessione della superficie è possihile für divenire quel sisteina 
di asintotiche effettive sulla deforniata (**). 

Sia 
d ~ ~ = E d ~ 1 ~ + 9 F d ~ d d v + G d v ~  (il 

(*) RICCI, Lezioni sulla teoria delle superficie (Verona-Padova, Drucker, 1898). 
T*) Cfr. BIANCHI, VorZesungen über Diffet-esltinZgeometI.ie, zweite Auilage, p. 219. 
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4 P i c o  ne :  Sulle superficie flessibili 

il quadrato dell'elemento lineare della superficie riferita ad un qualuncjue 
sistema coordiiiato (u, v) e i siinboli 

( i ,  k ,  1 = 2 ,  8), 

ne espriinano i relativi siinboli di CHHISTOFFEL. 
l,a ricerca di ogni doppio sisterria (3 ,  p) di asiutoticlie virtuali sulla S 

equivale alla ricerca di due funzioni zi e v di a e soddisfacenti alle eyua- 
zioni di D A K B ~ U X :  

e alla condizioiie 

- - 

1 (u, u) EE 

Nota unü tale coppia .u (2, P), v (O!, fi) di soluzioni delle equazioni (A), le 
liiiee cc = cost. e 9 = cost. tracciano appunto sulla superficie il più generale 
doppio sistelna di asintotiche virtuali (v. BCANCHI, loc. cit.). 

supponianio, colne sewpre in seguito, fino a yzcccndo Non avvertire~no 
espressantente unn diferente disposixio.ize, che il doppio sistema coordinato 
(u, v) sulla superficie, sia esso stesso un doppio sisteina di asiiitotiche vir- 
tuali, eventualmente anche effettive. Allora, alle equazioni (A) si deve poter 
soddisfare ponendovi u = a,  v = (3, per il clie occorre e hasta che i coeffi- 
cienti E, 3, G della forma (1) soddisfiiio alle relazioiii 
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ed inestendibili defonmbi l i  irt rigate. 5 

Ln tali coor.dinat.e le ecluazioni di D m u o u x  si scrivono 

e yuindi, in virlù delle (2): 

le equazioni di DAKBOUX prenderanno dopo ci6 la seguente foriiia: 

sotto la quale noi le considereremo d'ora irirîanzi fino al S 5. 
2. Veniaiiio ora alla ricerca die  fornia principale oggetto clel presente 

lavoro, alla ricerca, cioè, delle coiidizioni necessarie e sufficienti ti. cui devono 
soddisînre i coefficierlti R, F, G della foriiia (1) yercbk'essci possa espriirieie 
il quadrato dell'eleriiento liileare di una superficie deformabile in uiia rigata, 
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6 Picone: Sulle superficie flessibili 

Se la superficie S é applicabile sopra una rigata R, il doppio sistema 2 
corrispondente in applicabilità su S alle asintotiche effettive di R è su S un 
doppio sistema di asintotiche virtuali di cui il sistemü corrispondente a quel10 
delle generatrici di R è di linee geodetiche. Viceversa se un ta1 doppio si- 
stetna I: di asintotiche virtuali esiste su S ,  quella flessione della superficie 
per cui quel doppio sisteina diventa di asintotiche effettive, deforma la S in 
un2 rigata sulla yuale le generatrici sono le corrispondenti alle linee del si- 
stelna di 2 costituito di geodetiche. Per cui intanto: 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè la superficie S sia deformabile 
in uria riçata è che su di essa esista un doppjo sisteina di asintotiche vir- 
tuali di cui un sistetna sia costituito di linee geodetiche. 

Supposto clle il doppio sisteina di asintotiche virtuali (oc, p) sia tale, dob- 
biamo aggiungere alle eyuüzioni (B*) a cui soddisfano .u e u quella, a cui 
devono esse pure soddisfare, esprinîenti che, per eseinpio, le linee fi = cost. 
sono geode ticlie. 

Questa equazione é la seguente : 

clie colle posizioni fatte si scrive : 

Possiamo dunque intanto enunciare il teorema: 
Co~zdiaione necessaria e sufficiente affinchè l m  swperficie X sicc deforînabile 

in una rigata è che esistano due fwnsioni .u e v verificanti i l  seguetzte sistenza 
di tre equasioni alle derivccte parxiccli del 2." ordine: 

(*) Cfr. BIANCHI, Lesioui d i  yeoinetria clifferetzsiale, seconda ediziouc, vol. 1, p. 187, 
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3. Ora è molto notevole la circostanza che del sisteina (1) e della con- 
dizione 1 (u, zi) =I= 0 è conseguenza differenziale un' equazione il cui primo 

au av  membro è una forma quadratica in - e - avente per coeffjcienti fun- a u  a u  
zioni note di u. e v. 

Onde pervenire a questa equazione, fondamentale per la nostra ricerca, 
procediaino ne1 modo seguente. 

Deriviamo la prima e la seconda equazione del sistema (1) rispetto ad cc, 
a2 u otterreino, se sostituiamo ogni volta le espressioni di --- aa v 

a a  a p  e di ,-- 
K a p  

date dalle equazioni stesse : 

a u  Moltiplichiamo ambo i membri della prima equazione per - e ambo i 
ô a 

au membri della seconda per - 9 indi sottraiamo la prima equazione dalla se- a a 

a log r 
=(%+PT-) (E) 3 a u ,  ( a p  alogr  a210gr 

-+PT--- a p  ' l a v  a ?A2 
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8 ~ i c o n , e :  Sulle superficie flessibili 

Deriviamo rispetto a p la terza equazione del sistemn (1), tenendo conto 
delle due prime, ed otterlianîo: 

Eguagliando le due espressioni che cosi ahbiaino ottenuie della con~bi- 
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troviamo, cotne prima conseguenza differenziale del sistema (1) : 

Ma in virtù della terza equazione del sistema (1) si ha.: 

a l o g r  VU a v  ô l o g r a l o g r  Ô U  2 a ~ a ~  alogr V a  2 ô ~ a ~  -- - --- E ( i ) ( ~ )  ~ à ; +  a u  a v  ( a a )  a . z F  ( a v  )(z) va,- 

sostituendo quindi nella (3) si otterrà; 

i"" a v  2 a v a u  + &j-q-  
a210gr v e a u a m  

au.  alogrj(a.) ~ a . - + q - ~ ) ( k )  1 .  SB+- 

Awnali d i  Matewzatica, Serie III, Tomo XXII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ora il primo memhro di quest'ultiina equazione è il seguente prodotto 

per cui, dalla condizione I(u, v) =I= O a cui devono soddisfare zn e v, segue 
necessariamente 

Questa è l'equazione a cui alludevamo, necessaria conseguenza del si- 
stema (1) e della condizione I (u, v) =I= 0. 

Il primo membro di quest'equazione è appunto uiia forma quadratica 
au. a v  

in - e - i cui coefficienti sono 
atc a 

Ora è evidente quanto importante sia per la nostra analisi assicurarci 
au a u  

che la equazione (II) lega effettivamente - e -. E ne1 seguente paragrafo a.* a a  

ci assicureremo di cib dimostrando precisaxnente che non possono mai aver 
luogo insierne le idenbtà: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ed inestendibili deformabili i n  rignte. Il  

1 coefficienti dell'equazione (II) 
non sono mai insieme identicamente nulli *). 

1 4. Assunto sopra utla superficie a curvatura negativa -7 a sistema 
L 

coordinat0 (u, v) un doppio sistema di asintotiche virtuali, sia 

il quadrato dell'elemento lineare della si~perficie, posto 

vogliamo diinostrare che non potranno mai verificarsi insieme le seguenti 
identità 

a2  log r  ""m. 
Supposto infatti clie possano valere le identita (2) perverremo, col seguente 
procedimento, a.d un assurdo. 

Indichiamo con U ( u )  e V(v) due funzioni, la prima della sola .u e la 
seconda della sola v, dalle (9)  ricaviarno 

aa ioff 
p = Ur, q = V r ,  -A - a ~ a v  

- U Vr2, 

cioè 

- 
(*) In un'affrettata lettura del presente lavoro si puo fare a meno di leggere la dimo- 

strazione contenuta in questo paragrafo, ammettendo quant0 ahbiarno affermato alla fine del 
precedente, 
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18 P icone:  Sulle superficie flessibili 

Pei simboli di CHRISSOFFEL relativi alla forma differeriziale (1). avrenio 
le espressioni 

dànno luogo ülle segueiîti 

(*) V. BIANCHI, Lezioni . .  . , vol. 1, p. 65. 
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3 - 
a G P a A -=-P.2 v-+G-  log- - a v JA av P .  

'' , tenendo conto delle Dalla prima di queste ideillità ricaviaino - 
a ~ a v  

a~ aP espressioni di -, - date dalle identità stesse, si avrà: 
au au  

3 3 - 
A 0 log & 

+ F ( ~ + & ~ o ~ - - B U -  P Jn a v  

- 
P B  û l o g p  

- G U -  - ,  
j n  a %  

ne segue 

A a? 103 
log - +- 4 7- 

O U ~ V  

3 -- 3 - 
A 

(3) 

1 
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Analogamerite segue dalla seconda delle (4) 

d2 E - -- 
d u d v  

Per cui da quest'ultima e dalla (5) si otterrà la relazioiie 

cioè 

Ma d'altra parte ahbiaino (*) 

ed esegueiido le derivazioni, ove si teriga conto delle prime due delle (4) 

pertanto la (6) si spezzii nell'eguagliaiîza ultima (7) e nelln seguente: 

(*) V. BIANCHI, Le~iowi ..., vol. 1, p. 77, 
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ed ifiestendibiii deformabili in  rigate. 15 

dalla quale, eseguendo le derivazioni tenendo conto delle ultime due delle 
(4), si ricava 

Consideriamo ora le eguaglianze (7), (8), (9) alla quale associamo la (3) 
che, per la (8), potrà ora anche scriversi 

Scriviamo le nominate eguaglianze (7), (8) e (9) nella forma più seinplice 
seguente 

3 

e deduciamo le due loro conseguenze differenziali ottenute eguagliando le 
a3 P due espressioni che le prime due forniscono di y ed eguagliando qiielle 

au a v  
as P che le ultime due forniscono di ---- . 

a m a 9 %  

Queste due conseguenze differenziali, se si tien conto delle (4) e se, ogni 

(*) V. BIANCHI, Leziolbi.. . , vol. 1, p. 77 
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1 G  icone: Sulle superficie flessibili 

- 

volta, si sostituisce a " log "la sua espressione data dalla (101, sono sem- 
a ~ a v  

pliceinente le seguenti: 

dalle yuali, a causa di E G - 3" O, si ricava p = cost. Dopo di che, dalle (Il), 
si trae la conchsione assurda 

Le iclentità (2) non possono dunque mai coesistere. 

Esame di un caso pai-ticolare. 

5. Dalla supposta deformabilïtà della superficie S in rigata, dalla sup- 
posta esistenza, cioè, sulla superficie del doppio sistema (ct, p) di asintotiche 
virtuaIi di cui le linee = cost. sono geodetiche, abbiamo duncjue dedotto in 
ci6 che precede l'esistenza di due funzioni % ( a ,  p), v (2, /3) soddisfacenti alla 
condizione I(u, u) I = O ,  soluzioni del sistema (1) e ~erificanti la relazione 

a u  s v  che abbiamo dimostrato non esser mai un'identità negli argomenti - , - a a  a c t '  

Dopo ci6 possiaino dire che se fra le funzioni P, Q, R vale la disegua- 
glianza 

B2--PQ<O,,  

la superficie S non è deformabile in rigata (*). Abbiamo dunque intanto: 

(*) Per mostrare un esempio, consideriamo le superficie pseudosferiche. Il quadrato del- 
I'eleiiiento lineare di uua superficie pseudosferica di raggio p riferita ad'uii  suo doppio si- 
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ed inestendibili defomabili i n  rigate. 17 

Prima condizione necessaria affinchè la superficie S sia deformabile in  
rigata è c7~e sia 

R"PQ&O. 

6. In cluesto paragrafo, onde rendere più spedita la trattazione ulte- 
rioïe, voglianio subito esaminare e diseutere il cnso particolare in cui, va- 
lendo la (l), sia identicaiuerite 

P r Q _ o .  (2) 

Sarà di conseguenzn R2 > O .  Supponianio, in primo luogo, che valendo 
le identità. (8) sia p = j =  O, q =[= O. Afferiniamo che in ta1 caso la superficie .~zoiz 
è deformabile i n  rigata. Difatti, nell'ipotesi clle tale cleformazione sia possi- 
bile, dalla (II) si trae necessariamente O 

e quiridi dalla terza delle (1), sia valendo la. (3) clie valendo la (4), 

stema di  asintotiche virtuali è dato da 

dsa=p"(due f % c o s o d u d v $ d v Z )  

$ove (v. BIANCHI, loc. cit., p. 161) o è una qualunque soluzione dell'equazione 

Per cui 

e qiiindi, in virtii della (a), 
P=i ,  Q = 1 ,  R=COSW.  

Ne segue, poichè O < w < a, 

Non esistono pertanto 'superficie pseudosfericho rigate. CiO i! iiotissimo ed anche coi 
inezzi ordiriari si pub facilmente dimostrare in vari tnodi. 

Annali di Matematica, Serie [II, Toino XXII. 3 
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if3 Picone: ~ u l l e  super$cie flessibili 

Ne segue che per ogni coppia u (a,  p), u (cc, P) di soluzioni del sistema (1) 
è di necessita I (u, v )  = O ,  cioè l'affermata iinpossibilità della deformazione 
in rigata della superficie. 

Supponiaino, in secondo liiogo, che ralendo le identità (2), sia p = 0, 

q = 1 =  0. In questo caso, essendo - p = 1 1 = O, le linee v = cost. sono 
$2 \ 

geodetiche sulla superficie; quella sua deformata sulla quale le linee u e v 
sono asintotiche effettive è rigata e le v = cost. ne sono le rette. È facile 
vedere che di ogni doppio sisteina (a, fi) di asintotiche virtuali sulla super- 
ficie, per il quale un sistema è costituito di linee geodetiche, il sistema delle 
v = cost. fa parte corne quel10 delle linee geodetiche. Difatti dalla (II) si trae 
O la (3) O la (4), ma la (3), essendo q =/= O, h a  di conseguenza, per la  terza 
delle (1), la (4), si deve dunque rigettare la (3). Ne segue di necessità 

il clle dimostra appunto il nostro asserto. 
Sulla nostra superficie sono dunque unicamente le v = cost. le geodetiche 

che si possono rettificare per flessione, e la flessione risulterà individuata da& 
Z'assegnare sulla superficie una curva arbitraria che deve divenire asimtotica 
curvilinea sulla deformata rigata. Cib risulta anche dall'integrazione del si- 
stema (1). 

Abbiamo visto invero che le (1) lianno di necessaria conseguenza la (4); 
supposto, coine sempre si pu6 con un carnbiainento di parametro, v = F, il 
sivtema (1) si riduce all'unica equazione a cui si deve soddisfare 

Le soluzioni di quest'equazione sono univocamente determinate dalle 

supposto A (cr) e B (F) funzioni dei loro rispettivi argomenti soddisfacenti alle 
relazioni A (O) = B (O), A' (O) =/= O e del resto arbitrarie, l'ultima delle quali 
relazioni ci assicura che in  un intorno di cc = F = O è I (u, v) =I= 0. 

Con un cainbiainento del parametro a queste condizioni possono sempre 
ridursi alle seguenti 
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ed inestendibili deforsnabili in  rigate. 19 

delle quali la seconda significa appunto clie fra le curve O: = cost. si è as- 
segnata ad arbitrio la cc = O, di equazione zc = R (v) nelle u e W. Risulta dopo 
cid individuato il sistema di asintotiche virtuali (a, v) e di conseguema una 
deformata della superficie in cui le v sono rette e la curva arbitraria u = B (v) 
6 divenuta asintotica. 

Per quanto concerne l'integrazione dell'equazione (5), possiaino osservare 
che potendosi essa scrivere 

la sua integrazione si riconduce a quella della seguente equazione del primo 
ordine 

colla condizione 

u (a, O) = x + B (O) (*). 

Considerianio infine il caso in cui 15 p = O, q - O .  In questo caso sia le 
curve u= cost. che le curve v = cost. sono geodeticlie e quella deformata 
della superficie sulla quale le u, v sono asintotiche effettive è una quadrica 
rigata di cui le u, v sono le generatrici. Con un'aiialisi identica a quella 
svolta pel caso precedente si trova che gli unici sisterni cm1 di curve sulla 
superficie che si possono rettificare per flessione sono yuelli delle zc = cost. 
e delle v = cost. e che la più generale deformazione della superficie in ri- 
gata è quella che rende di asintotiche effettive un  doppio sistema di asin- 
totiche virtuali di cui fa parte O il sistema delle u=cost.  o quel10 delle 
v = cost. 

Un' osservazione vogliamo ancora fare : Due quadriche siano 1' una de- 
formata deli'altra, le corrispondenti in applicabilità alle generatrici retti- 
linee dell'una costituiranno sull'altra un doppio sisteina di asintotiche virtuali 
e di linee geodetiche che, per quanto precede, coinciderà col doppio sistema 
delle generatrici. Ne segue il noto teorema: 

Bue quadricl~e applicabili l'una sull'nltra sono identiche. 

(") Per l'effettiva deformazione in rigata della superficie riinaiidiiiino al § 6. 
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Le condizioni necessarie e sufficienti per la defoimabilità 
in rigata di una superficie. 

7. Passiairio osa a considerare il cas0 generale in cui alrneno una delle 
funzioni P, Q sia diversa da zero e a dare le c,ondizioni necessarie e suffi- 
cienti per la deformabilità in rigata della superficie S. 

Per fissare le idee supponiamo 

mentre, naturalinente, vale sempre la diseguaglianza 

Diciarno 1, e 'A, le due funzioni reali (eventualmente coiricidenti) radici 
dell'eyuazione in 1: 

Q h S + B R h + P = O ;  (2) 

l'equazione (II), consegueriza di quelle del sistema (1), si scriverà 

Ne segue che per la deformabilitri della superficie in rigata deve essere 
sodciisfatta, insieine alle (I), O l'una O l'altra delle seguenti equazioni 

d v -- d zt d v d u .  
d a  1 1  a a = O. - -1' - = O. 

d W. d a 

Indichi À una delle due radici dell'eyiiazione (2) e associaino ülle equa- 
zioni del sisteina (1) la seçuente 

Segue da cpest'ultima equazione 
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e quindi dalla .terza delle (1) 

d u  
da cui, poicliè non si pub fare - =O,  ch& dalla (3) seguirehbe aiiclie d cc 
d v  - = O, si avrà 
d a  

d l  a l o g r  (~9; d l o g r  - - t h -  -p+h  --1- 
d u  d u d v 

Introduciamo la (3) nella seconda delle (1), teiiendo conto della. prima, 
si a v r j  : 

d u  
e yuindi, poichè si deve supporre - = j =  O, d x 

Coesistenclo dunque le (1) ne seguono di riecessità la (4) e la (5). Ora 
nell'ipotesi che la superficie S sia deformnbile in rigata si deve poter sod- 
disfare alle (1) con due funzioni u e 9 per le quali sia I(u, v) -/= 0, dalla (4) 
e dalla ( 5 )  seguono quindi le ideiitità necessarie 

d i  d log r - $-A--p=O,  
8% d tc 

8 1  d log r  - --Â.- + q A 2  = 0. 
d u  d  v 

Possiairio dire dopo cib clie condizioni necessarie affinch& la silperficie 
sia deformabile in rigata, sono le seguenti : 

Deee vnlere ln (1) e per t c m  A delle d~ce radici deil'eqtccreio~ze (2,) devo~zo 
gussistere le identitic (6): 
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8. Dico che le condizioni ora eriunciate come necessarie per la defor- 
mabilith delle superficie in rigata sono anche sufficienti. È eviderite infatti 
che se per una radice À dell'equazioiie (2) valgono le identità (6), il sisteina 
delle tre equazioni (1) è conseguenza del seguente di due eyuaziorii 

al quale si potrà soddisfare con due funziorii zc e v per le quali sia 

I (u, .ü) =i= ,o. 

Per convincersi di ci6 e per. vedere quale arbitrarietà regni in due tali 
soluzioni del sisteina (7j, integriaino yuesto sisteina. Diciamo a ta1 uopo 
una funzione di u e v che soddisfi all'eyuazione lineare omogenea alle de- 
rivate parziali del primo ordine : 

la seconda delle (7) equivarrà alla seguente 

da,  
L- - o. 
d rr. 

Dalla quale, n nierio di un cambianieiito del parametro fi, deduciamo: 

1 (u, 4 - e. (9) 

Veniamo cos1 a determinare sulla superficie le linee = cost. che po- 
tranno .rettificarsi per flessione, esse possono evidenternente anche defiiiirsi 
come le liiiee integrali dell'equazione 

d u - h r l u = O .  

A proyosito della detta deteiiiiitlazione delle linee rettificabili, va osser- 
vato che se le due raciici A , ,  À, dell'equazione (9 )  fossero distinte ed entrambe 
~erificaçsero le ideiltità (6) vi sarebhero sulla superficie due diversi sistemi di 
geodetiche flessibili in rette, l'uno corrispondente all'equazione d u  - h ,  d  24 =O 
e l'altro all'equazioae d v - h,  d z~ - 0, 
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1 iioti teoretni generali (*) assicurano che in queste ipotesi la superficie 
è applicabile sopra una quadrica; ci riserbiamo di esaminare a parte le cir- 
costanze nnalitiche e geoinetriclie relative a questo caso; per ora, e in se- 
guito fino a quando non tlvvertireino espressainente il contrario, vogliaiiio 
supporre per seinplicit& clle: 

Una soln 1 della due radici clell'eqzcazione (2) verifichi le identità (6). 
Possiamo scegliere ln. soluzione rq della (8) in guisa che sia sempre 

bnsterà percib dedurre cp per quadrature dalle eyuazioni 

dove O è una funzione sempre positiva il cui logaritiilo soddisfa all'equazione 

Ci6 posto, dalla (9) ricavereino 

dopo di clle la prima delle (7) potrà scriversi : 

D'altra parte in virtù della (9) stessa è 

ne segue che, determinata quella soluzione u della (10) clie verifica le con- 
dizioni' 

u (% 0, = A (4' (O, B) = B (F), 

(") V. BIANCHI, loc. cit., Cap. VIII. 
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supposte A (z) e B (F) funzioni arbitrarie dei loro argoinenti e per le quali 
è A (O) = B (O), A' (O) = 1 =  O, potremo poi dalla (9') avere la v clle insieme alla u 
dà la coppia cereata di soluzjoni del sistema (7) e quindi del sistetna (1). 
, Prinia di enunciare il teoreina che possiamo for~nulare dopo yuanto pre- 
cede, osserviaino il fatto notevole che, supposte valide le identità (6), la con- 
seguenza differenziale d i  queste, ottenuta eguagliando le due espressioni cin 

d2 A esse fornite di - è appunto l'equazione (2) in ?.. Possiamo dire cioè 
d u d v  

che se esiste una funzione reale À verificante le identità (€9, questa è una 
delle due radici dell'equazione (8), pei coefficienti della quale varrà di con- 
seguenza la (1). 

Pertanto, il criterio per decidere se una data superficie a curvatura ne- 
gativa sia deforniahile in rigata è fornito semplicemente da1 seguente teorema.: 

Sia 
E d ~ ~ + 2 F d u d v - + G d v ~ ,  

1 
i l  quadrato delZ'elemm% bineare d i  una szçperficie a cuvvatura negativa - , 

P '  
riferita ad u n  doppio sisteoza coordinato di  asintoticlte virtuali. Posto 

condizione necessaria e sufliciente aflinchè la superficie sia deforfitabile i n  ri- 
gnta è che esista una f~nzione X (reale) di u e v verificante le due eqv~azioni 

8 1  d l o g r  -+A----p=0, 
d .u d u  

d l  d l o g r  - -1 - 
d v d v 

Soddisfatta questa condizione e nota X, cib che si consegue risolvendo 
un'equazione di 2.' grado, si pub deterininare sulla superficie, inercè l'inte- 
grazione dell'equazione lineare omogenea alle derivate parziali del priin'or- 

(*) Per le applicazioni giova notare che le (6) possono anche scriversi: 
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dine (8) od anche mediante l'equivalente integrazione dell'equazione differen- 
ziale ordinaria del priin'ordine 

il sistema delle geodeticlie flessibili in rette. 
9. Per yuanto rigunrda l'integrazione dell'eyuazione (10) possiamo os- 

servare, in primo luogo, clle coine condizioni sufficienti a deterniinarne un 
integrale possono sempre prenclersi le due seguenti 

con B (p) affatto arbitraria, delle quali la seconda significa appunto clie 
fra le curve v. = cost. si è assegnata ad arhitrio la cc = O di equazione 
24 = B ( (u, v) ] nelle u e W. Risulta dopo cid determinato, colne rtbbiamo 
~'isto,  il sistema di asintotiche virtuali (K, p), con le linee (: geodeticlie, e di 
conseguenza una deformata della superficie sulla quale le p sono rette e la 
curva arbitraria u = B ( y (u, v) ; è clivenuta asintotica. 

Osservianio, in secondo luogo, che, supposto clie i coefficienti dell'equa- 
zione (10) espressi per 2l e p, corne vuole la (9'), siano dati da 

posto 

l'eyuazione potrà scriversi 

du a [a ,  (u, 8) - + a i  (u,, B) = 0; dl a PJ 1 
e quindi, la determinazione del suo integrale verificante le condizioni (Il) ,  
sarà ricondotta a quella dell'integrale dell'equazione del priin'ordine : 

soddisfacente alla condizione 

u (a, O) = sc + B (O). 

,Arcrcali d i  Kxtematica, Serie III, Tomo XXII. 
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Il criterio per la deformabilità in rigata di una superficie 
espresso in coordinate generali. 

10. La considerazione dei risultati ultimainente conseguiti offre, corne 
ora vogliamo mostrare, un'altra via per giungere a staùilire il criterio della 
deformabilità in rigata di una superficie. 

Ed è per tale via che i:iuscireino al nostro scopo, lasciando al sistema 
coordinato a cui riferiamo i punti della superficie la pi& grande generalità.. 

A yuesto risultato si potrebbe anche pervenire seguendo il proeedimento 
diretto usato al 8 1, ma attraverso caleolj assai laboriosi y). 

Riprendendo le equaeioni (A) di DARBOUX (S 1) in coordinate generali, 
sappiamo Che: Condizione necessaria e sufficiente affirichè una superficie S 

1 
a curvatura negatira - -e sia defortnabile in rigata è che esista una coppia 

P 
cornune di soluzioni .u ( Y ,  p), v (a, E) per le tre equazioni del seguente sistema. 

(*) Il procedimento del $ 1 che, partendo dallo studio diretto del sistema di equazioni (1) 
del detto paragrafo, mi ha condotto a stabilire il criterio della deformabilità in rigata di una 
siiperficie quando i punti di essa soi10 riferiti ad un sistema coordinato di asintotiche vir- 
tuali, ha il merito di avermi fornito questo risultato senza che io nulla conoscessi della na- 
tura di  detto criterio. Comunicati i miei risultati del § 4 al  prof. BIANCHT, Egli mi fece os- 
servare l'opportunità di estenderli al caso generale in cui i punti della superficie siano riferiti 
ad un qualunque sistema coordinato, esprimendo in pari tempo l'opinione che una tale esteu- 
sione doveva esser possibile. Dopo queste osservazioni del prof. BIANCHI, aiutato 'dall'ac- 
quistata conoscenza della natura del criterio a -Cui si. doveva pervenire, ho  ideato i l  proce- 
dimento che espongo in questo paragrafo; il quale procedimento assai piu rapidamente e con 
la massima generalità conduce al risultato finale, mentre parmi che potrebhe anche trovare 
con successo un più vasto campo di applicazione in ricerche consimili. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ed inestendibili deforttrabili in rigate. 87 

verificanti la coiidizione I (u, v) = I =  0. 
Se una tale coppia di soluzioni zc (2, F), v (LX, p) esiste, le F = cost. trac- 

ciano appunto sulla superficie un sisteina d i  geodeticlie rettificabili. 
Supponiamo la superficie S deformahile in rigata, sia 

l'equazione clifferenziale clre definisce, nelle coordinate zc e v, il sisteina delle 
= cost., si tratta di determiriare la funzione A (u, v). Dalla (1) si deduce: 

e quindi 

Introdotta la (2) e l'dtiina delle (3) nell'ultiina equazione del sistelin (1") 
si trova per A la seguente equazione del prim70rdine a cui deve di necessità 
soddisfare 

Dalle prime due equazioni del sistema (I*), per la (8) e per la prima 
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delle (3), si ricava poi: 

dalla quale, sostituendo all'espressione 

la sua eguale foriiita dalla (4) : 

Segue da ci6 che, posto 

la funzione incogliita 1 (u, v) deve necessariainente soddisfare al segueiite 
sistenia di equazioni alle derivate parziali del priiri'ordine: 
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che si traduce nell'eyuazione in h ai differenziali totali del primo ordine del 
tipo di RICCATI: 

Colne condizione necessaria per la deformabilità in rigata della super- 
ficie, troviaino dunyue l'esistenza di una soluzione reale A delle eyuazioni (6) 
O della (7). Tale condizione è anche sufficiente, corne si dedurrà valendosi 
di considerazioni identiclie a quelle svolte negli ultiirii numeri del paragrafo 
precedente. 

Osserviaino d'altra parte che l'equazione di secondo gtado in  X tradu- 
cente le condiziori di illimitata integrabilità del sistema (6) non pub essere 
un'identità in 1; poicliè in ta1 caso esisterebhero infinite soluzioni del sistema 
(6) (dipendenti da una costante arbitraria) e sulla superficie ixria seinplice 
infinità di sisteini di geodetiche rettificabili, circostanza questa che pub solo 
presentarsi nelle superficie a curvatura nulla. 

Segue da ci6 che la funzione A dovrà essere data da una delle due radici 
dell'equazione di 2 . O  grado 

Q h 2 + 2 R h + P = 0 ,  
avendo posto 

Si potrà pertanto affermare in generale : 
Condizione îlecessaria e szcfficieizte a f f inchè m a  superficie a cz~rvalzcra 

1 
nega t iua  - s i a  de for~~zab i l e  i n  rigaicc è c7te, fatte le posiz ioni  (a), esista 

O 

uiza fisnt.iorze reale 'h verif icante le d u e  equan.iobzi : 

Una tale funziok~e, se esiste, si ottiene risolve~zcZo l'equnzione d i  secondo 
grado  (8). 
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Condixione rzecessaria e sufficiente aff inchè una superficie cc czcrvatura 
1 nega t i va  - s i a  deformabile in uîza q u n d r i c a  r i g a t a  è che esistaizo dzw 
P 

funzioni  rea i i  e dist inte verif icanti  le (6 )  (*). 
Osserviamo che, supposte .U ( c c ,  $), v (z, fi) suluzioni delle (I"), l'equa- 

au a v .  zione (8) si traduce nella seguente fra - e - . 
a x  d a  

d u d v  - = O ,  (d O)' 
clle è la conseguenza differenziale a cui si perverrebbe se si operasse diret- 
tanleute sulle equazioni del sistema (I*), ne1 modo indicato al  5 1. 

a 6. 

L'effettiva deformazione in rigata. 

11. Voglianio ora inoutrare corne si possa subito procedere alla riso- 
luzione del problenîn, per una superficie di constatata deforn~ahilità in rigata 
e per la quale quindi sia nota la fuiizione À relatira, dell'effettiva costruzione 
di tutte le sue deformate rigute. 

Vedremo che la risoluzione di questo problema dipende da yuella dei 
più elementari. 

Per la superficie S, riferita ad un cjualui~que sistelma coordinato, si sia 
dunyue coustatata la sua deforinahilità in rigata e sia 1 la fuilzione che 
soddisfü alle equazioni (6) del paragrafo precedente. Vogliaino diniostrare 
il teorema : 

P e r  la superficie S s i  possono costruire tutte le de forrmte  r ignte  media& 
l'integrasione, o p i  volta, d i  un'equa~ziolze differenziale o r d i n a r i a  del t ipo  di 
Riccati .  

La deformazione della S in rigata è determinata quando sia asseçnata 
su  di essa una curva C cbe deve divenire asintotica sulla deformata rigata. 

(") Cfr. il primo iiuinero del 5 8. 
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Questa curva C è solo assoggettata alla condizione di non toccare nessuna 
delle geodetiche, del sistenia che designeremo con @, clle si devouo ieltificare. 
L'equazione differenziale di queste geodetiche è 

per cui, se 

sono le assegnate equazioni parametriche della C, s designandone l'arco, la 
inenzionata condizione si tïaduce nella seguente diseguaglianza a cui devono 
soddisfare +h (s) e k (s )  : 

k' (s) - X 1 7% (s), k (s) ) 72' (s) =)- 0. 

È noto I'angolo 9 secondo cui la C taglia le geodetiche del sistema @ ;  

esso è quell'angolo fra O e a definito dall'eguaglianza. 

E h' + P k' + h ( F  1%' + G k') 

=[ J E + B F A + -  m2 
Secondo questo stesso nngolo û dovraiino le rette della deformata rigata R 

tagliaxe la deformata r della C, e dovenclo questa essere asintotica su R, cia- 
scuna di quelle rette deve essere situata su1 piano oscuIatore alla G ne1 punto 
per cui essa passa. D'nltra parte sono note la torsione e la fiessione clella r 
che sono rispettivamente 

1 -- indicando al solito la curvatura 
p2 

1 
di S e - la curvatura geodetica di C 

PY 
s u  S, per cui la curva r sarà, a merio di una siininetria rispetto all'origine, 
perfettamente determinata, e le sue equazioni 

- - - 
X = X (s), ZJ = y (s), E = Z (s), (1) 

si otterrailno integrando appunto un'equazione differenziale ordinaria del tipo 
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di RICCAT~, ed eseguendo poi tre quadrature (*). Detti a (s), f~ (s), y (8); 
5 (s), -0 (s), '! (s) rispettivamente i coseni di direzione della tangente e della 
normale principale della curva ( l ) ,  le equazioni della rigata R deformata 
della S sono le seguenti 

x =; (s) + t ( cc (s) COS 8 (s) % [ (s) sen 8 (s) j ,  

y = I/(s) + t  ( F  (s) COS O (s) +-ri (s) sen O (s) ) ,  (2) 

x = X ( S )  + t ( y (s) COS 8 (s)  t- '! (s) sen 0 (s) 1,  

dove vaniio presi i segni superiori O gli inferiori secondo che la curvatura 
geodetica della C è positiva O ilegativa. Resta cosi diinostrato il teorema 
enunciato. 

1% Osservianio i seguenti iiotevoli casi particolari del teorema ora di- 
iiîostrato. 

Se la curva C assegnata su S coiiie quella che sulla deformata rigata I1 
deve divenire un'asintotica curvilinea è un'asintotica attuale sulla S, la r 
coinciderà nella forma colla C, potremo dunque preridere per r la C stessa 
e per costruire la defortnata rigata R basterà, poicliè il piano osculatore in 
un punto alla C è il piano tangente ivi alla superficie, per ciascun punto 
della C condurre la tangente alla geodetica del sistema (t> che vi passa (teo- 
renia di CHIEFFI (**)). Per quanto precede, possiamo dire di più: 

Xota un'asintotica efettiva della S, si pud in  termini finiti costruirne la 
deformata rigata clze ha con S puell'asintofiica i n  comu)ze. 

Se x = x (u, v), y = y (u, v), G = x (M, v) sono le eyuazioni della super- 
ficie S, quelle della detta deformata rigata R avente con S l'asintotica 
zc = h (s), v = k (s) ,  i n  cornune, saranno le seguenti 

Supponiamo in secondo luogo che la curva C assegnata su S sia una 
geodetica, la r sarà uiia retta sulla defor~nata R. Assumiamo dunyue per i' 

- - - 
l'asse delle e, poniarmo cioè x(s) = y (s) = 0, z (s) = s, sarà a (s) = @ (s) = 0, 

(*) V. per esempio BIANCHI, loc. cit., pag. 15. 
(**) CHIEFFI, Sulle deformate rlell'iperboloide rotondo ad u m  fnlda e s u  alculze superficie 

che se we deducorao [Gioriiale di matematiclie, vol. XLIII, 19051. 
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y (s) = 1, i: (s)  k v (s)  4 O (*.). Per potere scritrere le (2), indicando hretremente 
con P (s) la funzione p ( (h  (s), k (s) 1, basterà determinare le funzioni 

T (4, x (s )  ; 1 (4, p. (s)  

clie soddisfino alle equazioni di FHENET 

Sz+$=1, -ha+.==l, E - h + F ~ = ~ ,  E l - a x = l .  
Poniamo percio 

t = COS Z, r~ = sen T, 

sarà 
X=-sen7 , p. = COS 7, 

per cui le (3) si ridurranno seinpliceinente alla seguente 

d r  1 --- ds 7 p (s )  
donde 

e per le equazioni della deformata rigata R della superficie S avreino, a 
ineno di una rotazione attorno all'asse delle s: 

d s  
s = t cos Cm sen R (SI, 

O 

x = s +- t cos 8 (s). 

Si ha dunque il teorema: 
Nota m a  geodetica su S, che non sia del sisteaza a, si pud costruire, glze- 

diante una quadratura, quella deformata rigata della superficie sulla quale 
la detta geodetica è rettildnea, 

(*) X (s), p (s), v (s) designano al solito i coseni di direzione della binormale ad una curva. 

Annali di Matematica, Serie III, Torno XXII. 5 
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13. Cosi, ne1 caso delle due superficie di rotazione deformabili in ri- 
gate, ne1 caso cioè del catenoide e dell'iperboloide rotondo ad una falda, 
per le quali superficie si conoscono t.utte le geodetiche, si potranno costruire 
le oo-eformate rigate ottenute rettificando ciascuna geodetica, occorrerà 
percib soltanto, ogni volta, eseguire una quadratura. Ci affrettiamo perb ad 
osservare clie trattandosi di superficie di rotazione, non otterreino effettiva- 
mente, colla costruzione indicata, che CO' deformate rigate distinte.  Per avere 
ognuna di queste basterà deforinare in rigata la superficie, rettificando cia- 
scuna geodetica di un fascio di geodeticlie per un punto della superficie (*). 

Per Cui, ne1 caso del catenoide, possiaino dire di conoscere, oltre le d u e  
deforniate rigate fornite dalla deforinazione di CHIEETI (**), altre oo' defor- 
mate rigate, dis t in te  fornite dalle deformazioni ora indicate. E ricordando 
che le linee di stringimento di queste rigate sono curve a torsioiie costante 

1 - se m è il raggio del circolo di gola del catenoide clle si deforma, ne con- 
m 
cluderemo: Con 80le quadra ture  s i  possono costruire oo' curve  distinte d i  
d a t a  torsione costante. 

Ne1 caso dell'iperboloide rotondo ad uiia falda, il teorema di CHIEFFI 
non fornisce nessuna sua deformata rigata, le nostre deformazioni ne forni- 
scono oo' distinte, lasciando rigide le generatrici dell'uno O dell'altro sisterna. 
Kicordianio ora (***) che le linee di stringimento di tali rigate sono curve di 
BEKTKAND per le quali, se a e b designano rispettiva~nente l'asse trasverso 
e l'asse non trasverso dell'iperbola ineridiana del detto iperboloide, la sela- 
zione lineare che ne lega la flessione e la torsione è 

e potremo dire : C o n  sole quadra ture  si possono costruire ool curve  distinte 
d i  BERTRAND relative ad una d a t a  relazione l ineare che ne deve legare l a  
fleisione e Za torsione. 

Rileviaino le formole particolarmente semplici per la deformata rigata 
dell'iperboloide rotondo ad una falda proveniente da1 rettificare un raino 
dell'iperbola meridiana. 

(*) Se due tali deformate rigate potessero portarsi a coincidere, esse sarebbero costi- 
t d t e  da rette che s'appoggiano a due incidenti. 

tx*j Tale deformazione, ne1 cas0 particolare che consideriamo, fu  data la prima volta 
da1 BLANCHI, V. BIANCHI, Lezioni.. . , vol. II, § 377. 

(*++*) Teorema di Laguerre, v. BIANCHI, Lezioni.. ., vol. 1, p. 269. 
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14. Riassuiniaino a questo punto i risultati generali ottenuti fin qui: 
1 

Data una superficie a curvatura negativa - si pub con soli calcoli al- 
? 

gebrici e di derivazione, consistenti nella risoluzione dell'eyuazione di secondo 
grado (8) del 5 e ne1 verificare se una h delle due radici ottenute soddisfa 
alle due relazioni differenziali del primo ordine (6) del S 5, decidere se la 
superficie è O no deforniabile in sigata. 

Ne1 caso affermativo, nota 1, il problema del17effettiva costruzione di tutte 
le deformate rigate della superficie è perfettainente equivalente a quel10 della 
costruzione di curve di data torsione e flessione. 

Per ogni asintotica attuale sulla superficie si lia poi senz7altro in termini 
finiti una deformata rigata avente quella asintotica a corilune colla superficie. 
Per modo die, se sopra una superficie è noto il doppio sisteina di asintotiche 
(attudi), constatata, riferendoci, coine anche possiaiiio, a questo sistema, la sua 
deformabilità in rigata, si pub ottenere senz'altro in termini finiti una doppia 
serie di deformate rigate della superficie: i calcoli -necessarii per tutto ci6 con- 
sistono unicameilte in quelli (algebrici e di derivazione) diretti a vedere quale 
delle due radici dell'equazione (2)  del 4 verifica le (6) dello stesso paragrafo ("). 

Mine,  nota 1, per ogni geodetica sulla superficie [le cui equazioni zc = h (s), 
/.i = TZ (s) verifichino la diseguaglianza lz' (s) - À ( h (s), k (s) I h' (s) =1= O ]  si co- 
struisce una deformata rigata della superficie per la quale yuella geodetica 
è divenuta una direttrice rettilinea, e cib eseguendo una yuadratura. 

Qualche applicazione. 

15. Nelle applicazioni giova conoscere, per una data superficie S di 
constatata deforinabilità in rigata, 17espressione del relativo elenlento lineare 
riferito ad un doppio sisterna coordinato ortogonale di cui faccia parte il si- 

(*) È visibile quale perfezionainento apportino questi risultati al citato teorenia di CHIEFFI, 
secondo il quale teorema, per poter costruire l a  doppia serie indicata di deformate rigate d i  
una superficie, d i  supposta deformabilità in rigccta, occorrc, conosceme, oltre le asintotiche, il 
sistema delle geodetiche rettificabili O almeno in ogni punto la direzione della geodetica che 
vi passa del detto sistema. Cfr. l'esposizione del teorema di CHIEFPI che trovasi ne1 BIANCHI, 
Lezioîzi.. . , vol. III, pp. 3-5. 
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stema @ delle geodetiche rettifjcabili. E vogliariîo qui anzitutto dare qbesta 
espressione. 

Kota la funzione h che soddisfa alle (6) del § 5 si hanno intanto con 
una. quadratura tutte le curve del sisteina delle traiettorie ortogonali alle 
geodetiche del sistema @. Difatti queste geodetiche sono le linee integrali 
dell'equazione 

d v - h d u = O ,  

per cui ("), posto 

le linee dell'indicato sisteiîia ', lianno per equazione G (u, v) = cost. e c è 
l'arco delle geodetiche @ contato a partire da una loro traiettoria ortogonale 
fissa. 

Le geodetiche del sistema @ liaiino per equazione (v. n. 8) q, (u, v) = cost., 
essendo p dato dall'eguaglianza 

dove 8 è una funzione seinpre positiva il cui logaritmo soddisfa all'equazione: 

Riferianîo la superficie S al doppio sistenia x, @, assunto a nuovo sisteina 
coordinato e sia : 

il suo ds' nelle coordinate 5, y .  Si a.vrà 

(*) V. BIANCHI, Lezioni  ... , vol. 1, p. 202. 
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Concludiamo pertanto: 
N o t a  una soluzione log 4 dell'eqzcazione (l), s i  pu6 con  sole q u n d r n t w e  

calcolare, sotto forma geodeticn, l'elemento i ineare della rigccta su cu i  l a  S è 
applicabile. 

Corne conferma della teoria generale, possiamo verificare l'ideiititk 

espriinente che G, è della forma 

Questa verifica si compie facilmente osservando che 

e teneiido conto della (1) a cui soddisfa log 8, delle identità (6) del § 5 a cui 
soddisfa 1 e delle espressioni delle derivate di 3, p, G per mezzo dei sini- 
holi d i  CHRISTOFFEL. 

16. Vogliamo ora mostrare, con due esempî, corne si possa applicare 
la teoria generale svolta alla risoluzione di questioni d ie  ad essa coinpetono. 

A tale scopo poniamoci dapprima il seguente problerna: 
Ricercare tutte le superficie d 'area  rwiniwm deformabi l i  in rigate.  
Questa ricerca si coinpie assai f&lmente applicando. il criterio di Rlccr 

sulla deformabilità di una superficie in superficie d'area minima e il risultato 
ne è il seçuente: 

Le zçniche szcperfici~ d 'area  nin ni ma defomnabiii  in ~ i g a t e  sono le elicoi- 
d a l i  (*). 

Ma anche la nostra teoria permette con pari semplicità di pervenire al10 
stesso risultato. 

Kiferiaino percib ln superficie d'area minima al doppio sistenia ortogo- 
1 

nale isoternlo delle sue asintoticlie effettive zc e v ;  se - è In curvatura 
O 

della superficie, al quadrato del suo elemento lineare si 11116, con convenieiiti 
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p esserido ima  soluzione dell'equazione 

La, yuestione clle dobbiamo iisolvere è lit seguente: 
Ricercare tutte le solzcxioni p (u, u) d d l a  (3) per le qulnli ici. f o r ~ ~ i n  diffe- 

renxinle (2) sicl equivcclente a l  quadrato del l '~le~?ze~zto lineare d i  unn superficie 
rigatcc. 

Per un ds\lella forma (8) abbiümo, adottando le notazioni del 8 4, 

Poniamo 
log Jr= 8 ,  

l'eyuazione (3) si carlgia iiell'eyuazione di LIOUVILLE in 0 

d' 9 d2 9 
-- + -- = e-?B 
du'  d u "  

e la yuestione proposta consiste (5  4) iiel ricercarne una soluzio~ie tale che 
,esista una funzione 1 verificante le ecluazioiii 

(*) Per avere duuque tutte le superficie d'area minima rigate, hisogna trovare uiia solu- 
- 

zioue della (5) per eui sia iip O ,  cioè d4 funiioiie della sola M. Ne segue: 
a u  

con a e b costaiiti arbitrarie e quindi c h e :  Le urhiche supei'ficie cl'urea w i i ~ i m n  ?.@te souq 

Je elicoidi rigrcte d'men >ni~%irna (teorema di CATALAN). 
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Ora dalle (4) segue 

per cui possiamo dare ali'enunciato della nostra questione anche la seguente 
forin a : 

Ricercare le soluzioni A dell'equazione (5 )  tali clle le due seguenti equa- 
zioiii nlle derivate parziali, uns  del secondo ordine e l'altra del primo, 

abbiano una soluzione conlune. 
Ogni tale soluzione conlune, iiitrodotta nella (!Tl), darà il d s V i  una su- 

perficie d'area minima deformabile in rigata. 
Applicando al sisteina (6) il iioto metodo genernle per la ricerca di so- 

luzioni coinuni a due equazioni alle derivate parziali, una del second'ordine 
e l'altra del primo y), si vede subito clie l'unica soluzione dell'equazione (5) 
per la quale le (6) ainrnettono una soluzione coinune è la 'h = cost. 

Supponiamo percib A = cost. = k. Il sistemn (6) diverrs 

sistema die  è illimitataniente integrabile e di cui si trova subito la solu- 
zione O dipendente appunto da due costanti arbitrarie. Poniamo percib 

il sisteina (7) equivale al seguente sistema ai differenziali totali illiinitata- 

(*) V., ad esempio, GOURSAT, Lecons sur Z'intéyratio~z des équcctions aux cZer*iuées par- 
tielles dw seçoml owlre, t .  I I ,  p. 4.6. 
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mente integrabile : 
d O = ~ ( d . u + k d u ) ,  1 

da yueste due eyuazioni si ricava 

e quindi, se a desigrin una costante positiva arbitraria, 

Introdotta questa espressioile di i nella prima delle (B), si avrà, b indi- 
caiido una seconda costante arbitraria, 

da cui 

Pertanto il quadrato ciell'elemento lineare della più generale superficie 
d'area minima deforrilabile in rigata, riferita al doppio sistema delle sue asin- 
totiche, è dato da 

dove a, b, k sono costanti arbitrarie. Ma diaino a questo d s2 la forma 'geo- 
detica, riferendolo alle geodetiche rettificabili d v - k d 2.t = O e nlIe loro traiet- 
torie ortogonali, porreino perci6 

e si avrà 
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Ora le unic,he superficie d'area minima che realizzano questo d s h o n o  
appunto (BIBNCHT, loc. cil., § 345) le superficie nîinime elicoidali, le cui equa- 
zioni si scrivorio 

x = 91% (cos fj cosh zc, cos v, +- sen sen11 zc, sen v,), 

y = na (cos SI cosb u, sen v ,  - sen F senh zt, cos v , ) ,  

x = 1î2 (a,  COS /3 + v; sen fi), 
dove è 

'112 = 
a"1+ k") 

e indica una costante arbitraria. 
17. Un'altra ricerca che il nostro criterio permette di fare colla inas- 

sima speditezza è quella di tzctte le szcperficie real i  d i  rotasione a curl ja tura 
f?ega,tiva deformabi l i  in rigate  a rette real i  O i t nmaginar ie .  E yuesta ricerca 
vogliamo ora compiere ne1 modo più esauriente. 

Si sa (*) che le superficie di rotazione deformabili in rigate a rette reali 
sono unicamerite il catenoide (e le sue deforniate di rotazione) e il catenoide 
al lungato  (e le sue deformate di rotazione delle quali fa parte l'iperboloide 
rotondo a d  una faldaj.  

Non si conoscono in modo altrettanto completo le superficie reali di ro- 
tazione a curvatura negativa deformahili in rigate a rette iinmagiiiarie, ap- 
plicabili cioè su quadriche imnlaginarie. Fra queste, come forme tipiclie, si 
sono notüle le superficie di rolazioiie averiti per & - v a  meridiana rispettiva- 
mente la trattrice, la catena.ria accorciata, la s inusoide  iperboliccc, la c u r v a  
iogari tmica (**). Ma queste, con le loio defortnate di rotazione, non forniscono 
tutte le possibili superficie ïeali di rotazione a curvatura negativa applicabili 
su yuadriche iimnaginarie; fra esse non trovansi, ad esempio, le deformate 
reali di rotazione del paraboloide rotondo di DARBOUX a parainetro puraniente 
iinnlaginario : Alle menxiouate  superficie d i  rotcwione came aggizttzte nltre 
quuttro,  e queste e yuelle, colle Zoro deforltzate real i  d i  rotaxione, d à n n o  tutte 
le possibili superficie rea l i  d i  rotaxiovte a curua tura  w,egatiua appl icabi l i  su 
quadriche imntaginarie .  

(*) Cfr. BIANCHI, Lezioni.. . , Vol. 1, 5 163. 
(**)' Cfr. BIANCHI, Vorlesu%gen-. . . , 5 867. 

Awtzali ' di Matemutiça, Serie I I I ,  Toino XXII. 
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Condurremo la nostra ricerca studiando il sistema (6) del $$ 5 ne1 caso 
di un d s2 appartenente a d  una superficie reale di  rotazione a curvatura ne- 
gativa, e piocurando di determinare i coefficienti del d s911 modo clle quel 
sistenia aininetta una soluzione 'in I reale o comnplessa: ne1 caso di urla so- 
luzione reale il corrispondente d shompeterà  ad una superficie di rotazione 
deformabile in una rigata a rette reali, rie1 caso opposto coinpeterà ad una 
superficie di rotazione deformabile in uns rignta a rette iinmaginarie, cioè 
in una quadrica immaginaria. 

Considerando il d s V i  una superficie S di rotazione a curvatura nega- 
tiva sotto la solita forma 

si tratta di deterininare r (u) in modo che la S sia deformabile in rigata. 
Si ha 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè la S sia deformabile in una 
rigata ( a  rette reali  O imnzaginarie) è che esista una funzione 1 (reale O corn 
plessn) verificante le due equazioni 

d X d - 
- - - + - ~ . - - i o ~ ( r  J p ) = O ,  
d u  dzc 

d l  d r 
-- +- log- + XZ r Y' = 0, 
d v  d u  Jp 

e l'equazione differenziale delle geodetiche della S defornlabili in rette sarà 
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P, Q, R, coefficienti dell'ecpazione 

a cui deve di necessità soddisfare A, sono funzioni della sola u, percib A dovrà, 
essa pure, esser funzione deIl& sola ZL j si dovrà pertnnto con una funzione 
A (u) soddisfare alle due equasioni 

d h d 
--+A-log(r\i)=O, 
d u  d u  

d r 
-- log- + A" r' = 0. 
d '14 JP 

Già da un primo esame del sistema (10) si vede subito che, eccettuato 
il caso in cui alle (10) soddisfa la A G O ,  in cui cioè le geodetiche rettificabili 
sulla S sono i meridiani, caratterizzato da1 soddisfare r all'eqiiazione 

d r 
-- log - = 0, 
d u  JP 

in ogni altro, poichè se alle (10) soddisfa A, soddisfa anche - À, la superficie 
è applicabile sopra una quadrica (a rette reali O iminaginarie). 

La prima eyuazione delle (10) d i  

c  indicando ulla costante reale O domplessa. E poicliè per la seconda delle (8) 
deve aversi 

cWovrà essere rede  e quiildi c O reale O puramente 'imniaginaria. La (11) 
esprime la seguente equazione differenziale a cui deve soddisfare r :  

y' /T 
-- I - i o a J 7 7 + -  r 
S du. 7 V I - ~ ~ = O '  

clie si tratta di integrare. 
Per c = 0, dovrà r soddisfare all'eyuazioiie 

cost, arb. positiva, 
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e quivalente alla 

da cui 
,.) a r - + - = b = cost. arb.' positiva, 

r 
e quindi 

Per offrire un tipo di superficie di rotazione clie realizzi cjuesto d s" ram- 
mentiaino che tutte le possibili (*) superficie di rotazione il cui elernento li- 
iieare pub porsi sotto la forma (13), riferite al doppio sistema dei meridiani 
e dei paralleli, hanno il seguente d s "  

indicando uiîa costante positiva arbitraria. Avreino dunque la seguente 
sernplice infinità di curve meridiane : 

1 
fra le yuali, per Pla = - , si trova la. ccctennricc 

b 

Il cnteizoide e le sue d e f o r w d e  renli d i  rotazione S O N O  dzc~zqzce Zc! u~ziche 
superficie reali d i  rotnxione deformabili i l z  rigate per rettificazione dei me- 
ridia,ni. 

Supponiamo ora c='=O. La (19) pot& scriversi 

(Jv)' +- 9 r' r u  cg = 0, 
da cui si ricava 

\ / G r  + r r 2  = CG, 
(14) 

r" a 
(*) Cfr. BIANCHI, Lez ioa i .  . . , Vol. 1, § 103. Risultanclo - = 7 , la superhie  non è a 

? 
curvatura costante. 
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dove a è tale costante reale arbitraria da risultare 

e yuindi positiva per cQositiva. La (14) pu6 scriversi 

2 c2 rn  0,c2r' 

lie segue 

dove b è tale costante reale arbitraria da risultare 

> O, cioè b r" cc" > O, 

e quindi positiva per c2 positiva. Segue dalla (15) 

pertanto le costariti a e b devono inoltre esser tali die  risulti 

e quindi a b - 1 > O per L? > 0. 
Ponialno 

potrenio dopo ci6 enunciare il teorema: 
Per tutte le superficie reali di rotazione a curljatura ueyativa deforuzabili 

in rigate ( a  rette reali o immaginarie) si ha: 

doue v., Dr, y, 8 sono costanti renl,i arbitrarie legccte dalla relazione 

o r G - F y = l  (16) 
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e per le puali riescono socldisfatte le d i s u g ~ l a g l i a n z e  

cl-rx+@>O, y r a + S > O ,  Sr"-B>O (*). (17) 

L e  egzcccziorzi delle geodetiche re t t i f imbi l i  su l la  superficie sono 

Al quadrato dell'elemento litieare di ciascuna di queste superficie si pub 

e per la curvatura si trova 

per cui, nelle variabili r e u ,  le equazioni differenziali delle geodeticlie ret- 
tificabili sono 

d u t  
G d r  

= o. 
r 4-p 

Ricerchiaiiio i 
inento lineare dato 

varî tipi di superficie reali di rotazione realizzaiiti l'ele- 
dalla (18). Non consideriaino il caso delle superficie pseu- 

dosferiche, caratterizzato dall'essere 7 = 0, per cui già si conoscono le de- 
formate tipiche reali di rotazione in nuniero di t r e :  del tipo p r a b o i i c o ,  del 
tipo ellittico, del tipo Zperbolico (**"), corrispondeiiti, nelle nostre riotazioni, al 
supporre nella (18) (3 = 0, 8 > 0, p < O. Solo osserviamo per cpesto caso c h ,  
essendo y = O, si ricaverà dalla seconda delle (17) S >O e quiiidi dalla (19) 
8 = F, e per equazioni delle geodeticlie rettificabili otterremo 

definenti le linee di lutlgliezzü nulla sop1.a la superficie. 

(") La diseguagliatlza 6 r'" > 0 è conseguenza della y v 2  $ J> O e della a 8 - p y = 1. 
(**) Il nostro enuneiato comprende evideutemente anche il caso 8 = 0 delle superficie 

di rotazione deformabili in rigate per rettifieazione dei inericliani. 
(***) Ch.  BLANCHI, Lezioni.  . . , Vol. 1, §Cj 109 e 103, 
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Escluso i l  coso y = O  delle superficie pseudosferiche, possiamo dire che 
tutte le possibili superficie di rotazione realizzanti un eleinento lineare della 
forma dedotta dalla (38), riferite al doppio sisterna dei meridiani v = cost. e 
dei paralleli r = cost., hanno il seçuente d s2:  

dove ?n è utia costante positiva. 
Ora, usufruendo della relazione (16) e delle diseguaglianze (17) a cui 

clevono soddisfare le costanti a, 8, B, y, si hanno le segueriti otto distinte com- 
binazioni di segno per le dette costanti: 

< O  y>o,  P < O ,  

1 

.>O,  - ,>O, B=O, i i:: 
%=O, y<(), F>O, 

Ne segue la possibile esistenza di otto famiglie di superficie reali di ro- 
tazione a curvatura negativü deforinabili in rigate a rette reali O immagi- 
narie, cosiffatte clie un componente di ognuna non è ottenibile per deforma- 
zione (reale) da un componente di un'altra, nientre lo è da un componente 
della stessa fainiglia. Vediaino ora se esistono effettivainente, per ciascuna 
delle otto fatniglie menzionate, superficie reali di rotazione realizzanti il cor- 
rispondente d s2. 

Caso 6 (0, a> O, y > O, F < O .  Vi appartengono tutte le possibili SU- 

perficie di rotazione deforinabili in quadriche a rette reali. Si ha la seguente 
semplice infinità (dipendente dai valori di !nt) di curve meridiane 

6 
Per s t ~  = - , si trova (posto 8 = - ce) l'ipedola 

B 
tC 

- y a  - Lxe ge = 1 
c2 
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48 P i c  one : Szclle superficie fiessibili 

per a$ = L j  la catenaria al lu~zgnta 
CI. 

Ne segue che: Il catenoide e i l  catenoide allzcngato, colle loro deformate 
d i  rotazione, forniscotzo tutte le supr f ic ie  d i  rotazione deforwtabili in rigate a 
rette real i;  le superficie della seconda famiglia sono applicnbili sull'iperboloicle 
rotondo ad  una falda. 

Negli nltri sette casi è sempre 8 >O, le corrispondenti famiglie di super- 
ficie di rotazione saranno dunque applic,abili su quadriclie iinmaginarie. 

Casi 8 > O, x > O, y > O. Possiamo fare, nell'equazione (20) delle curve 

Y meridiarie, ?n = - ed otteniarno, 
CC 

per F < O, la d e n a r i a  a,ccorciata: 

per p = O, la  curva iogaritrnica: 

x =  Slogr(*); 

per > 0, sinldsoide iperbolica: 

(*) 111 questo caso la (20) si  scrive 

d 
vi sono valori positivi di In pei quali è - 1 <Y -- 1 < O ,  posto, per tali valori di nz, 

on 

I - e= k2, sa& k < 1 e si trova per ciirva meridiana la ti-altrice ollungata 
na 

La corrispondente superficie di rotazione potrebbe anche assumersi corne tipica per la 
fa.niiglia in discorso. 
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ed rnesteizdibili deformabili  i n  rigate. 49 

1 Caso 8 >O, cc = O, y < O, F > O. Risulterà y = - - , facciaino nella (90) 

8 
e 

In = -- 
9 P 

, otterremo la curva meridiana. 

z 7c 
e yuindi, se 7 varia fra - - 

2 e ~ '  

S r =- 
8 

sen r ,  n = - (9 r + sen $2 r). 8 

La superficie di rotazioiie clie lia questa curva meridiana i: una defor- 
mata reale del paraboloide rotondo di DAKBOUX a parametro puramente iin- 
niaginario, la cui curra meridiana si ottiene appunto dalla (20) col farvi 

S 
n t = - .  

B 
Caso 8 > O, a > O, y < O, < O. Poniamo nella (20) 

si avrà 

1 
essendo cc 8 = 1 + 6 y > 1, risulterà 1 > k' > - Le equazioni della curva 

meridiana. si seriveranno 
4% 

r = Z cosh y, z = i 4 2  41 - k'kossh2 y, d ?, 
- S 

od mche, introduc,endo le funzioni ellittiche col porre 

k senh p = , cn ( 7 ,  k), 
k 

A+ztzaZi di  Xate+tzatiea, Serie III, Tomo XXII. 
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50 Picone: Sulle superficie fiessibili 

ove si faccia variare T fra O e il mezzo periodo, 

Questa curva è affine alla 

curva meridiana della superficie pseudosferica di rotazione di raggio 1 del 

( 
1 

tipo iperbolico coincide con questa solo per k = -- 7 cioè per y = O ) .  Si lia 
Je 

dunque il teorerna : Costruita la superficie psezcdosfericn d i  rotnzione del tipo 
1 

iperbolico col wiodulo k < - , l'nffinitic 
JZ 

trusforma la superficie i n  m a  superficie d i  rotazione a curvubura wegativa 
non costante, altresi npplicnbile sopra ana quad~ica imn~naginaria, Iipica per 
le szvprficie d i  rotazione della famiglia 8 > U, u > O, y < O, F ( O .  

1 
Caso 8 > O,  u > O, y < 0, F = O. Sarà u = --, e yuindi la (80) si scriverà S 

S 
- i è sernpre negativa e niinore di - 1,  posto 1 - = ka. sarà k >  l 

W 91.2 

(*) Q designa la funzione di JACOBI costruita coi periodi 
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ed ,inesteiedibili defortmbili in riynte. 5 1 

e si trova la trnttrice uccorçiutcc 

Casa 8 >O, cc > O, y (O, ? > 0. Ponianlo nella (102): 

8 
- 

S 
i ic  = - r = \/- senh 8, 2 p 2 x 

si avrà 

2 
Per essere O < a S - 1 + p y < 1, posto -- - 1 =A3, risulterà 1 > 1. Po- 

x 8 

8 -- 1 X 
- 1 2 ,  

1 
dm=k7 = k', k<-- 9 2 GC Jm ( 49) 

e quiiidi, col cambiamento di variabile 

d n  (7: k) cosh y = , 
h' 

ove si tenga 'F fra O e il mezzo periodo, 

iz 1 (7) " (O) -?Yd]. r - Z -  ?i c i i ( ~ , k ) ,  a=- [+ -  
k 0 (0) O (7) 

Questa curva è affine alla curvn meridiana della superficie pseudosferica 
di rotazione del tipo ellittico, avente per eyuazione 

[8" (O) 0' (Y)] r = l k c i i ( ~ ,  k), x = Z  -------- , 
O (O) ' O (7) 

si lia durique il teorema: Costruita In superficie psezcdosfericn d i  rotnzione 
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52 Pico ne: Sulle su,perficie flessibili 

1 
del tipo ellittico col modulo k < 

trasforl~ci la superficie in unn sqerficie a curudura ,negatiua non costnnte 
altresi applicnbile sopra mza quadricn intmaginaria, tipicn per le superficie 
di rotasione della famiylia 6 > 0, a > O, y (O, F > O. 

Crediamo utile dare pei risultati della precedente arialisi il yuadro rias- 
suritivo che trovasi alla fine della Menioria, pag. 68. 

Le condizioni necessarie e sufEcienti peï la deformabilità in quadrica rigata 
di una superficie e l'effettiva deformazione. 

18. Passiaino ora a dare le cotldizioni necessarie e sufficienti affirichè 
una superficie sia applicahile sopra una superficie doppiarnente rigata, eioè 
sopra uiia quadrica rigata y). 

È intanto evidente che condizione ~~ecessar ia  e sufficiente affinchè uiia 
superficie sia suscettibile d'essere deformata in una quadrica rigata è che su 
di essa esista un doppio sisterna di asintutiche virtuali totalinente costituito 
da linee çeodetiche. Per semplicità e in vista delle applicazioni alle trasfor- 
inazioni per congruenze W, riferiarno la superficie ad un doppio sistema qual- 
siasi di asintotiche virtuali (u, v) ;  percliè su di essa possa esistere il men- 

(*) Queste condizioni si possono anche facilmente stabilire, coine ho gji accenaato al § 4, 
servendosi delle conclasioili a cui ivi perveiini e dei noti teoremi generali sulla deformazione 
delle rigate, ma mi piace ritrovarle di nuovo direttainente al10 scopo, in  ispecie, di rilevare 
un interessarite fatto analitico, relativo ad un certo sistema di qunttro equazioni iion Iineari 
alle derivate parziali del secondo ordine in due funzioni incognite, consistente in ci6, che se 
quel sistema ammette soluzioni, queste possono dedursi dall'integrazione di due equazioni 
lineari omogenee alle derivate parziali del prim'ordine, i cui coefficienti si ottengono risol- 
vendo un'equazione di 8.O grado. 
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tovato doppio sistenia ( a ,  (3) di asintotiche virtuali totalmente eostituito da 
l ime geodetiche, occorre e basta elle il sistelna segxente di quatt,ro equazioni 
alle derivate parziali del Bo ordine uelle d u e  funzioni incognite 21 e v :  

d2v  d l o g r d v d v  
-- 

d u  d u  
d r d p =  d v  d a d p + ' ~ @ '  

(111) 
d u d ' v  d v d " u  d u  d v  8loe;r dzc V v  a l o g r  d a  
d a d a 2  d a d a "  = p ( ~ ) q ( G ) F ( z  i,+,.(K)% ' 

ü1i1mett.a una coppia di soluzioni zb e u per le quali l'jacobiano I(u, v) sia 
diverso da zero. Le a = cost. e le = cost. traccerai-ino d o r a  sulla super- 
ficie l'indicato doppio sistelna di asintotiche virtuali totalmente costituito da 
linee geodetiche. 

Ora, amnîessa L'esistenza della detta coppia zc e v di soliizioni del si- 
stema (III), trarremo (ri .  3) conle consegueiiza differeiiziale delle pritue tre 
equüzioiii del sistema e della condizioiie I(u,  v) = = O  : 

d u  d u d v  

ed evidenteiliente come conseguenza delle prime due eq uazioni e della cluarta : 

d u d v  

Supposto seinpre Q = -- 0, designino 1, e A, le due radici dell'eclurizione 
di secondo grado 

Q À ~ - t B R + P = O .  (1) 

Le due equazioni (II) e (IV), conseguenze necessarie del sistenia (III), 
daraiiiio luogo alle seçueiiti 
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54 P i c  o n e: Szclle superficie jlessibili 

le lettere i e k indicando i numeri 1 o 2, dove non potrà essere i = k ,  ch6 
in ta1 caso risulterebbe I ( z t ,  v )  = O. Scainbiarido, ove occorra, a con fi, coine 
conseguenze necessarie del sistema (III) e della condizione I (u ,  v) =/= 0, tro- 
viamo dunque le equazioni 

Ma dalla condizioile I(u, v) =I=O, deduciaino di necessità, per le (s), 1, = / = A , ;  
oncle, colne p r ima  coîzdizione rzecessnria pet. la defowznbilitb della superficie 
in qundrica rigata troviamo 

R"PQ>O. 

Ed ora, ripeterido le consiclerazioni del § 4, associarido la prima equa- 
zione delle (2) alle prime tre delle (II[) e la seconda equazione delle stesse (2) 
alle prime due e alla yuarta delle (III), ricavei.emo le identità necessarie. 

81, d log r 
- + A l -  -p  = O, d u  c9 ZL  i 
d  A, d log r 
-+L- - -p  = O, d zc d u  

3 d log r - A l  - + q 1; = 0, 
d u  d v 

Troviarno d unque, coine condizioni necessarie per la defonuabili tà della 
superficie in cjuadrica rigata. clle : deve essere R' - P Q) O, e per. le due va- 
dici dell 'eq~aaione ( 1 )  devono mer Zzcogo le identith (3) e (4). 

Ora è facile diinostrare che yueste condizioni sot10 ailelie sunicienti per 
la detta deforiiiabilith. A tale scopo rnostrereiiio la possibilità dell'integrazioiie 
del sistema (III), effettuandola a l  inodo sepente.  niciairio 7 e (J due integrali 
prirni, rispettivaniei~te delle due eyuazioiii differenziali 

cioè due soluzioni, rispettivainente, delle due equazioni lineari, oinogenee 
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alle derivate parziali del prim'ordine: 

8 ? - + a ,  - =O, d u  d  v 

8s a + + 'A, - = 0. 
d u  d  v 

Le (2), conseguenze necessarie del sistema (III), datino luogo per la cp 
e per la # alle (V), d'altra parte se p e + sono due soliizioni delle (V), es- 
sendo 1, =j=h,, le equazioni 

forniscono .u e v in funzioiie di cc e di F con I ( u ,  v) =l=O, per cui se veri- 
ficliiairîo elle queste funzioni soddisfano alle equazioni del sistema (III), 
avremo dimostrato la sufticienza delle nienzionate condizioni e di più che, 
in quelle condizioni, l'integrazione del sistema (III) equivale a quella delle 
due equazioni (V) lineari, oniogeuee alle derivate parziali del primo ordine. 

Per co~npiere l'indicata verifica, osserviaino intanto clie dalle (5) si trag- 
gono le (2), indi deriviamo la prima di queste identità yer e la seconda 
per a,  otteniamo 

ma in virtù delle supposte identità (31, (4) abbiamo 

---- d l o g r  d l ,  8 1' - ( - )  - l , ~ - h , L = q l , l , ( ~ , - I , ) ,  
d u  d u  8 .zt d v 

3  1, d 1, d Â  d  log r 1, -- A2 -- 
a 22 

-p(a,-A,), a;--- d v  h ; ~ = h l h 2 ( 1 ,  -1') - 9 

d  % d a d  v d v 
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$6 P i  co nè : Suale superficie flessibili 

per cui, sostituendo e dividendo per 1, - 1, , seguirà 

Ci6 di~nostra clie le due funzioni zb e v soddisfano alle due prime equa- 
zioni del sistema (III), ed è. poi immediata la verifica clle anche le due ul- 
time equazioni vengon soddisfatte dalle stesse funzioni. 

Ora se si osserva (conie a.1 5 4) che due funzioni A,  e 1, per le yuali 
valgono le identità (3) e (4) sono necessarianiente radici dell'equwione (11, 
potremo enunciare, dopo yuanto precede, il seguerite teorema: 

Sia 
E d u 2 + 2 F d ~ d v + G d v 2  

1 
i l  quadrante dell'elemento lineare di una szcperficie a curuatura negativn - 

P 
riferitn ad  u n  doppio sistewa coordi~zato d i  asintotiche virhali .  Posto 

condizione necessaricc e suficiente aflnchè la g~perficie sia deforwmbile i n  qqra- 
drica rigntcù è che esistnno due funsioni reuli e distinte verificanli le due equn- 
sioni i n  1: 

dA d l o g r  
-+1---- 
d u .  d u  P =O, 

d l  - - 1 - + q h 2 = 0 .  d l o g r  
d v a v 

Note queste due funzioni A,  e A , ,  ci6 che si consegue risolvendo l'equa- 
zione (1) di secondo grado in A, si possono determinare sulla superijcie, tne- 
diante l'integrazione delle due eyuazioni differenziali ordinarie : 

i due sistenii di geodetiche flessibili conteinporaneaniente in rette, e I'inte- 
yrasione del sistema ( I I I )  è ricondotta a quella d i  queste due equazioni O a l l ~  
equivalente ricercn di due soluaioni particolari delle (V). 
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19. Ove occorra solamente accertarsi della deformabilità in quadrica 
rigata della superficie, si pub anche evitare la risoluzioiie dell'equazione (1). 
E infatti dalle (3, sommaridole si rieava 

cioè 

dalle medesirne (3), sotn~nandole dopo 'aver inoltiplicata la prima per h,  e la 
seconda per 1, : 

Al10 stesso lnodo dalle (4), scritte nella forma 

si rieava 

Ed evidenteiiiente possiaino enunciare il teorema : Condizione necessaria 
e swmciente aflnchè la superficie sia deformabile i n  una quadrica rigata è 
the, essendo RZ - P & > O ,  valgano le idenbitci (6), (7), (8) e (9). 

90. Occupiainoci ora dell'effettiva deformazione in quadrica rigata di 
una superficie S per la quale si sia constatata la possibilità di tale deforma- 
zione e si siano ottenute le due funzioni A, e 1,. 

Dimostreremo anzitutto il teorema : 
Si pu6 con sole q~adrature auere l'elenzento lineare della quadrica su cui 

la superficie S è applicabile, riferito al doppio sistenza delle traiettorie orto- 
gorzali alie generatrici dei dwe sistenbi. 

E invero le geodetiche corrisponderiti in applicabilità sulla S alle gene- 
ratrici della quadrica sono le geodeticlie dei due sisteini rp = cost. e + = cost., 

Antzali cli Matematica, Serie III, Ton10 XXII. 8 
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il primo definito dall'equazione differenziale 

d v - h , d u = O ,  

e il secondo dall'equazione 

d u - A , d z c = O ;  

per cui, posto 

le linee CS (u, v) = cost. e T (u, 6) = cost. tracciano sulla S le corrispondenti 
in applicabilità alle linee del doppio sistema delle traiettorie ortogonali alle 
generatrici dei due sistemi della yuadrica. 

Eseguiamo il cambiamento di coordinate espresso dalle eguaglianze 

" (u, 2))  = 7, v = v (O, T), 

e sia 

il quadrato dell'elemento lineare della S nelle nuove coordinate lj e r ; avrenw 

e quindi 

FI (a, T) = - ï ~ ~ + F ( ~ , + ~ , ) + G A , ~ , I J E + O L P A , + G À ; ~ E + ~ P ~ , + G ~ ;  ( E  G - P" ((A - ÀJ u=ukJ,7) ' b EÜ(U,T) 

Queste formole dànno appunto i ~(oefficienti della prima forma fonda- 
mentale della quadrica su  cui S è npplicabile, riferita al doppio sistema delle 
traiettorie ortogonali alle generatrici dei due sistemi. Dopo cib, per avere la 
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quadrica su cui S è applicabile, non resta clie a costruire quella ben deter- 
niinata quadrica per la quale il quadrato dell'eleiilento lineare, riferito al 
doppio sistema delle traiettorie ortogonali alle generatrici dei due sistemi, è 
dato dalla forma differenziale (10). 

21. Per quanto riguarda l'effettiva costruzione della quadrica indicata 
vogliaino aggiungere le seguenti osservazioni di indole analoga a quelle con- 
tenute al § 6. 

Coininciaino da1 supporre la superficie riçata. Supponiamo cioè di avere 
una superficie rigata R riferita ad un qualunque doppio sistema coordinato 
di cui fnccia parte il sistema delle generatrici rettilinee coine quel10 delle 
v = cost. 

Riprendendo le notazioni del § 5, sarà p, =O, q, 0, per cui le equa- 
xioiii, a cui si deve poter soddisfare con due funzioni reali e distinte, per la 
deforrnabilità della R in quadrica rigata, sono le seguenti 

A queste equazioni soddisfa intanto la funzione A s O, a cui corrisponde 
il sisteina delle v = cost.; per cui, co~ôdixione necessaricc e suficiente afiiu~lzè 
In rigntu R sia applicabile soprn, zcna q~adr ica  riguta è clze esista una fiin- 
zione A =]- O uerificaîzte le ( I l  ). Questa funzione si ottiene su$ito dall'equa- 
zione (1) clle, per essere P r  O, si scriverà 

QA"tRR=O, 
e otterreino dunque 

2R 1=---. 
Q 

Ottenuta 1 si costruisce iiuniediatarnente in teriiiiiii finiti la quadrica su 
cui la rigata R è applicabile. 

La famiglia @ di curve della R definite dall'equszione differenziale 

è di geodetiche che possono rettificarsi per flessioiie. Per cui (Y. n. 12) se 
pei. ogni punto di una generatrice qualunque g della R c,onduciamo la tan- 
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60 Pico ne: Sulle superficie flessibili 

gente alla geodetica della faniiglia a, che vi passa otterremo una deformata 
rigata Q della R elle dico essere doppiamente rigata. 

E invero poicliè il doppio sisteina su R costituito dalle linee @ e dalle 
generatrici è di asinlotiche virtuali, altrettanto potrà dirsi del doppio sisteina 
che a quel10 corrisponde in applicabilità su Q, ma in tale doppio sistema 
esistono due linee di diversa farniglia che sono asintotiche attuali su Q: esse 
sono la retta g e una qualunque delle tangenti alle linee @, per cui questo 
cloppio sisteina è di asintotiche attuali su Q. Ne segue elle le corrispondeuti 
in applicabilità su Q alle generatrici di R sono üsintotiche attuali e doveiido 
d'altra parte, coule queste, essere geodetiche saranno rettilinee (*). 

La rigata Q è dunyile una quadrica, la quadrica su  cui la rigata R è 
applicabile y). In yuanto alle equa.zioni di Q otteniamo, se u = h (s) e v =< 
sono le equnzioni su R della g riferita al suo arco s : 

dove a, b, G sono le coordinate del punto s= O di g e a, p, y i coseni di 
direzione. 

Per yuaiito riguarda poi le defornmzioiii di R clie rettificano le geode- 
tiche @, incurvando le sue attuali generatrici rettilinee, valgono inalterati i 
teoremi del n . O  19. 

Si abbia ora una superficie qualsiasi S applicabile sopra una quadrica 
rigata. Varranno evidentemente inalterati i risultati del n.O 11 concernenti la 

(*) Del resto che Q sia doppiamente rigata segue anche subito da un iioto teorema, di 
cui il ragionamento fatto ne ripete la diniostrazione, secondo il quale teorema i n  una defor- 
~na~iogze d i  una rigata in cui w a  germatrice si conserva rettilinea, tutte le altre si comervan 
tali (v. BIANCHI, Vorlesungen. . . $ 117). 

(**) La quadrica Q cosi costruita, s u  cuila rigata R è applicabile, tocca questa rigata 
lungo tutti i punti della generatrice y. Per ogni altra generatrice della R potremo ripetere la 
inedesima costruzione della quadrica s u  cui R è applicabile e otterremo la medesinla qua- 
drica Q, essendo solo variata, ne1 sistema delle generatrici di Q rimaste rigide sulla defor- 
mata R, la gelleratrice di contatto. Per cui il risultato otteiiuto pu6 essere anche enunciato 
iiella forma seguente : 

Utta gicadrica Q rotoli al modo di Layuerre (v. BIANCHI, Lezioni, vol. I I I ,  § 4) sopra uua 
sua deformata +iyata R: me&-e la gerieratrice d i  cotitatto percowc il sistelna delle yenerntrici 
della quadrica rimaste rigide, agni altra generatrice dell'altvo sistemu di Q iwviluppa su 8 la 
sua deformata eztrviliuea, 
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ed inestendibili deformab,ili in  rigate.  61 

rieerca di tutte le defomate rigate delle superficie. La sola differenza sta in 
ci6, che per ogni curva assegnata sulla superficie si ottengono due distinte 
sue deformate rigate siille quali quella curm è divenuta uti'asintotica; per 
l'una si sono rettificate le geodetiche d v - 1, d u  = 0, per i'altra le geode- 
tiche d v - a ,  d u  = 0. 

Per la deforniazione in quadrica della superficie, possiaiiio subito dirno- 
strare il teorenia : 

Nota  un 'as intot ica  szc S s i  coslruisce, in termin i  finiti, Icc quadr ica  s u  clhi 
S è applicabile. 

Nota infatti un'asiritotica. C su S si costruisce in terriiini finiti una sua 
cleformata rigata di cui C è asintotica, indi rion si avrh. clie a deforniare 
questa rigata in quadrica, cib che, corne abbiaino visto, pu6 effettuarsi in 
terinini finiti. 

Si ha  anche il teorema: 
Nota  ugza geodetica d i  wru qualunqzce delle d u e  fanbiglie definite dalle 

eyuaxioni  d i f f e rewia l i  d v - A, & u = O, d v - 1, d u = 0, si costruisce, me -  
diamte una q u u d r a t u r n ,  l a  quadr ica  su c u i  S è applicabile. 

Quella deformata rigata della S su cui uiîa tale geodetica é clivenuta 
asintotica è itifatti [v. nota a pag. 601 doppiameiite rigata. 

Partna, agosto 191% 
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Curve meridiane tipiche per le superficie reali di rotazione a curvatura negativa 

deforniabili in rigate a rette reali O iiuniaginarie. 

y Y-8 Quadrato de1l'ele)rceîzto l ineare : d s? = ---- d r2 + r V  uv?, 
. ~ r ' + I r j  

\ i r s ' . d r  
Epmaio l z i  differenxiccli delle geodetiche rettificabili : d v -t- -- = 0. 

r \/a r" 

'SEGNI DELLE COSTANTI EQUAZIONI DELLE CURVE MERIDIANE 

Per le deformate di s ~ i  
perficie semp.te rigatc 

Per le deformate di qua, 
driche reali 

r = 8 sen 7, r = à 

Per le deformate di qu: 
driche immaginarie 

k 
Y = 2 k cn (r, L), 
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Sulle equazioni generali per la Dinamica negli 
spazii ad n dimensioni ed a curvatura co- 
stante. 

(Di A. DEL RE, a A'apoli.) 

1. 1 n una precedente Nota (*), inserita ne1 fasc. 1 1 . O ,  1." Serie corrente 
anno dei Rend. della R. Acc. dei Lincei (alla quale Nota intendo senz'altro 
riferirini per ci6 che concerne il significato dei simboli e delle notazioili qui 
adoperate), io ho stabilite le formule fondamentali per la Statica e la Dina- 
mica dei sistemi materiali negli spazii ad rt dimensioni suscettibili di una 
determinazione métrica che conferisca al quadrato dell'elemento lineare la 
forma 

Tali formule, limitatamente alla Dinamica, e ne1 caso di vincoli, in ter- 
mini finiti indipendenti da1 tempo, si trovano compendiate neli'unica equa- 
zione 

ed esplicitamente scritte si presentano nella forma 

(*) Le equazioni génerali per la Statica e la Dinanzica dei sistenzi materiali ad n dimen- 
sioni ed a curvatura costawte nell'Analisi di GRASSMANN. - [Cfr. Giugno 19141. 

Anrcali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXII. 9 
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a ovvero, post,o - = Qh, nell'altra (cosi vogliamo ora scriverle pure) : 
8 q.h 

. A differenza di quanto si fece nella Nota citata, qui per mettere inag- [ 
giormente in rilievo la circostanza, già fatta esplicitamente rilevare in tale 
Nota, clie le derivate della 

rispetto alle q, vanno prese soltanto in quanto che queste qh entrano nella 
composizione delle y,, , y,.,,. .., ip,,,+, , e per un motivo consigliato da quanto 

fra poco si dirà si è scritto & al posto di Q;  sicchè, p. es., Q, è anche 1 
eguale a rg) di quella prima Nota. 

Ora, se supponiamo che il sistema dei punti, tutti distinti, sl , x, , . . . , q, 
che compongono il sisteina materiale in movimento X, ed il sistema dei punti 
distinti O coincidenti (tutti, O in parte) y,, y,, . . . , y, coi quali restano definite 
le forze agenti in x, , CE,, . . . , x, siano in siffatta relazione che ogni punto g, 
sia la deriuata interna (cosi ho chiamato pure il gradiente) 'di una stessa 
funzione scalare U, rispetto al punto 

cioè, indicato con 6, i'operatore 

si abbia, per tutti i valori di h da 1 a p 

Y h  = G h  u, 
osservando essere allora 
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negli spazii ad n dimensioni ed a curvatum costante. 65 

8 Q e che per & -- si ha l'espressione 
- 8 qn 

si trover5 essere pure : 

ovvero : 

Ne seguono allora, per le (8) e (3) le forme seguenti 

senza la restrizione, necessaria ne1 cas0 generale, di dovere scrivere Ü al 
posto di U. t 

8. Per adattare le (8), (3) e le (Y), (3') al caso in cui si tratti di uno 
apazio ellittico, baster& prendere y puramente iinmaginario ed 

Per adattarle al caso di uno spazio iperbolico baster& prendere y 
reale ed 

Per adattarle al caso di uno spazio euclideo converrà procedere corne 
segue. 

Si consideri un punto al finito e a modulo unitario ed n. vettori uriitarii 
z , ,  i,,. . ., i, due a due ortogonali fra loro. Un punto del sistema X si 
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potrà rappresentare scrivendo 

dalla quale si deduce 

ove x,,, x ,,,... , a,,, possono essere considerate come le coordinate carte- 
siane ortogonali di x, rispetto agli .n assi e x , ,  ex,  ,. . . , ex,, e la x,,,,, che 
qui figura come modulo di x,, sia l'unità. 

Si dica F, la' forza secondo il significato ordinario applicata ne1 punto x,; 
se per punto y, si prende il vettore di P,, sarà F,. = x, y,.? e saranno, posto 
ne1 caso presente 

Y+., , Y,.%,. .., Y+.,* le compneuzti, ne1 senso ordinario, della forza F, parallela- 
mente agli assi coordinati. 

Dalle (6), (6') ove mancano le y,,,,, per tutti i valori di r da 1 a p, e 
dalla (7) dove si presentano nulle tutte le y,,,,,, per gli stessi valori di r ,  
segue che, nelle espressioni generali di Q e di T mancheranno tutti i termini 
contenenti tali yuantità. Inoltre, 10 spazio euentualmente ampliato S, (cfr. n.O 7, 
II, Nota cit.) ne1 quale è preso il punlo q, 10 sarà con l'aggiunta d'altri vet- 
tori i,+,, i,,,,. .., i, fuori del10 spazio S, di quei primi e di e, vettori pure 
due a due ortogonali fra loro ed ortogonali ad il, i,, . . . , i,; per cui, allora, 
si potrà presentare q nella forma 

dalla quale segue essere 

1 gradienti (sinibolici) G,, 6:, del caso generale diventano, ne1 caso at- 
tuale, i vettori (simbolici) 
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- -- - 

perchè, dalla forma 

che ha ora il quadrato dell'elemento lineare, nella quale manca d x,+, perchè 
nullo, segue essere a ,  = x ,  = . . . = a, = 1 ed un+, qualunque, del quale non 
occorre tener conto. E poicliè segue inoltre essere y = r = 1, cosi, visto che 
si ha 

( h = I ,  9 ,  ..., S )  

la formula (2) diventa 

col significato nuovo dato dalle (8) per 6, e G,l, le (3) 

- - --- 
cl!$:) dfh - Qk 

p =  1, 9 ,  ..., 8 ) ;  

le quali, per n = 3, sono le ordinarie formule di LAGRANGE. 
Che se le forze Fr hanno una funzione U, dalla (7) si rileverà che i vet- 

tori y+. sono i gradienti della U rispetto ai punti m,; ed allora le (8'), (3') o 
le (9")' (3") dànno le 

d 
G, ( U t  T) =- G , * T  (Y') 

d t 

Per n = 3, le (3") sono le formule di LAGRANGE ne1 caso dell'esistenza 
di una funzione di forze. 

Si noti la importante circostanza, secondo la quale all'esiste~.zza di ana 
funxione per le forxe, ne1 senso ordinario, corrisponde ne1 nostro modo gene- 
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rale di concezione per le forze stesse l'esbtenza di ulz gradiente di una stessa 
funsione scalare per ogrii singola forza. In altri termini, all'esistenza di una 
funzione scalare le cui derivate rispetto alle coordinate dei punti di applica- 
zione delle forze rappresentano le componenti omonime delle forxe stesse, cor- 
risponde l'esistenza di una funzione scalare le cui derivate interne, rispetto 
ai punti d"applicaxione, rappresentano le forxe. 

3. Le formule (8) e (3) scritte per vincoli, in termini finiti, iiidipeu- 
denti da1 tempo, valgono anche per vincoli, in terinini finiti, dipendenti da1 
tempo, malgrado la forma non più omogenea che presenta la espressione di 
T nelle p',, q',, . . . , q',+,. Infatti, se, al posto delle (84) della Nota prece- 
dente, abbiamo le 

nelle quali f entra esplicitamente, allora avremo 

e quindi 

mentre, all'epoca t, vale per 8 x, la espressione 

Siccome poi, al tempo t, rimaile per S T la espressione 

cosi avremo al posto delle '(36), (37) della suddetta Nota, rispettivamente le 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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seguenti 

dalla seconda delle quali si deduce immediatamente per la presenza espli- 
cita delle q',, q',, . . . solo nelle (6, ,?,., / q'): 

d'onde 

e da1 confrorito di questa con la (11) si ricava 

d 
G g ( y ' r Q + ~ ) = d t G L T  

che è appunto la (8). 
In un  lavoro a parte (*) sarà trattato del caso in cui a fianco delle equa- 

zioni (9) sussistono fra i paranletri q , ,  qz ,  . . . , qBl altre equazioni d i  condi- 
zione, sia in termini finiti (il che sostanzialinente dà solo nella forma un caso 
diverso da quelli già considerati), sia in termini differenziali non integrabili 
(il che costituisce un caso da dovere necessariamente trattare a parte). 

NB. Ad idteriore giiistifica della nozione di iavoro di una forza sy,  du- 
rante Io spostamento elementare x; d x del suo punto di a.pplicazione %, quale 
venne assunta al n.O 1 della Nota citata cui la presente è collegata (cfr. in- 
tanto il n.O 9 di ta1 Nota) torna qui oppor tun~ osservare che, utilizzando 
una certa maniera di decomposizione delle forze e degli spostainenti che io 
ho adoperata nella rilia Nota Principii d i  una teoria che abbraccia la Asta- 
tica in uno spaaio ellittico ad n dimensioni, stampata nei Rend. de1l'Acc:di 
Napoli per l'anno 191 1 (maniera di decomposizione che quando Io spazio S, 

(*) Questo lavoro è. già alle stampe sotto i l  titolo : L e  equaz ioni  generaW per la Statica 
e la Dinamica me1 caso d i  uincoli .ér, termini differen,zial.l non integrabili, e comparirà ne1 fa- 
scicolo prossimo dei Rend. della R. Accad. di Napoli. [È comparso, infatti, ne1 fasc. ottobre- 
novembre-dicembre 1918. In esso, a piè di  pagina, trovasi stampato che la presente Nota sa- 
rebbe apparsa ne1 Vol. XX, Serie III, degli Anrcali. - Doveva, invece, audare stampato 
« ne1 vol. XXII B. (Aggiunta dell'A.)]. 
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è euclideo contiene quella di decomporre una forza, O uno spostamento, se- 
condo n direzioni di cui tre mai in uno stesso piano) i teoremi che identificano 
il lavoro di una forza iri uno spostamento dato con la somma algebrica dei 
lavori di quella forza negli spostamenli componenti di questo, e con la somma 
algebrica dei lavori delle componenti di quella nello spostamento dato, re- 
s tano  imrnutat i  ne1 contenuto e nella forma. 

Infatti, se et,, e', , . . . , e',,, sono i vertici di un'altra piramide di elenienti 
mutuamente normali e nei loro moduli normali, potrerno scrivere 

e ritenere come cowponent i  di x y e di x d x, secondo le rette x e', (i = 1, 
$2, . . . , n + 1 )  le espressioni 

(y 1 e )  e', , ( d  x [ e',) x e',, (i = 1, 2 , . . . , n + 1). 

Ora, il lavoro della componente (3 1 e',) x e', di x y nello spostamento 
x d x, è fornito da 

L, = ( y  1 e',) el, 1 d x = (y 1 e',) (et5 1 d x) = ( y  1 e()  (d m 1 e',), 

ed il lavoro di x y nello spostamento ( d  x 1 e',) xi e', è fornito da 

cioè dalla stessa L,; dunque, intanto, i l  lavoro d i  w n a  forxa d u r a n t e  u n o  s ~ o -  
s tamento cowponente di un dato eguccglia i l  lavoro della componente o ~ n o n i m a  
delle forxe d u r a n t e  10 spostarnento dato.  

Sommiamo i valori di L, da 1 ad n +- 1 ; avremo 

ma, in grazia della forinula (1) della mia Nota testè citata Princippii, ecc., è 
Z (y 1 e',) e'# =- y, dunque, sarà: 

E L, = (y I d 4, 
il che prova appunto l'asserto. 
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Recherches sur les suites régulières 
les nombres de Bernoulli d'Euler, 

( P a r  NIELS NIELSEN, a Capenhague.) 

D a n s  un Mémoire récent intitulé : sur les transcerzdantes éldmentnires et 
les nombres de Bernoulli et d'Euler (*) j'ai étudié plusieurs polynomes entiers, 
dont les valeurs, pour des arguments particuliers, deviennent les nombres 
B, de BEKNOULLI, les coeffi&ents des tangentes TM et les nombres E, ~ 'EULEH.  

Par ce procédé j'ai donné de nombreuses expressions indépendantes d'un 
caractkre très général des nombres susdits. 

Or, parmi les polynomes qui possèdent la propriété susdite, la suite des 
fonctions de BERNOULLI 

Bo (s), BI (SI, B2 
et la suite des fonctions ~ ' E U L E K  

3 0  (4, El (4, J% 
semblent être les plus importantes. 

En effet, prenons pour point de 

(4, . , E,, (a) , . - 

départ . ces deux suites de polynomes 
entiers, il est possible de développer une théorie arithmétique et parfaitement 
élémentaire des nombres célèbres susdits; car une telle théorie n'exige que 
la connaissance de la formule binomiale qui correspond à un exposant po- 
sitif entier. 

II est bien connu que la méthode classique, appliquée dans les recherches 
sur les nombres B, T, e t  Ew, savoir l'application de la fonction exponentielle 
et des fonctions trigonométriques est beaucoup simplifiée par la méthode 
symbolique découverte par A. BLISSARD (**) et retrouvée par E. LUCAS (***). 

(*) Annali di Matematica (3), t. 19, pp. 179-204; 1912. 
(**) Quarterty Jouvnal of Matkematics, t .  8, pp .  85-110, 1867 ; t. 9, pp. 89-94, 154-177, 1868. 

(+*+) Voir par exemple: Annal4 d i  Matematica (a), t. 8, pp. 56-79; 1877 et  A. RADICKE: 
Die Recwrsionsforme~n ftir die Bereclznu+ty der Bernoullischen, und Ederschen Zahlen. 1880. 

Annali di ,Natematica, Serie Ill, Tomo XXII. 10 
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La méthode symbolique simplifie beaucoup les calculs, il est vrai, mais 
elle exige des calculs séparés pour chacune des trois classes des nombres 
B, ,  T,, et E,. 

Le point essentiel de ma méthode élémentaire est de remplacer les for- 
mules numériques susdites par des identités algébriques qui contiennent une 
variable complexe, ce qui nous donnera, en attribuant à la variable des va- 
leurs spéciales convenables, d'un coup de main, toutes les fornîules connues 
de ce genre et un grand nombre d'autres. 

Dans deux Mémoires irititulés : Recherches sur les nombres de Bernoulli (*) 
et Recherches sur les fonctions et les nombres de Bernoulli et d'Euler (**) dont 
le dernier n'est publié pas encore j'ai donné les fondements de la théorie 
élémentaire susdite. 

Le but du Mémoire présent est l'étude d'un seul point de ma théorie 
générale, savoir le développement des classes des formules récursives pour les 
B,, T, et E, , formules très remarquables, d'un caractère presque arbitraire. 

h cet effet, il est nécessaire de considérer quelques propriétés fondainen- 
tales des fonctions de BERNOULLI et ~ 'EULER.  

PREMIÈRE PARTIE. 

L e s  p o l y n o m e s  r é g u l i e r s .  

Je définis les forrctions de BEKROULLI à l'aide des deux équations fonc- 
tionnelles (***) 

33''-' 
B', (x) = B,+, (x), B, (a) - B, (x - 1) = (n- i ) !  

(*) Mémoires de l'Académie Royale des Sciences et des Lettres de Danemark, 1913. 
(**) Annales de lf&ole Normale; Paris. 

<***) Comparer par exemple la définition beaucoup plus compliquée donnée par A. BERGER 
dans les Acta mathematica, t .  14, p. 251; 1890-91. 
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où il faut admettre n> 1; en étudiant l'équation aux différences finies (1) 
je trouve pour les B, (x) les expressions suivantes 

et je démontre que les nombres rationnelles B, sont tous positifs. Cette in- 
troduction des nombres de BERNOULLI coïncide avec celle ~ ' E U L E H  (*). 

De même je définis les fonctions #EULER à l'aide des équations aux dif- 
férences finies , 

ce qui donaera les expressions suivantes - , 

et je démontre de cette 
tiers, pairs à l'exception 

manière que les nombres TM sont des positifs en- 
de Tl = 1. 

Il est évident que les fonctions E, (x) satisfont, pour n> 1, à l'équation 
fonctionnelle 

, B I %  (x ) = Ew- 1 (x). (5) 

Combinons maintenant les expressions (9) et (4) et les équations aux 
différences finies (1) et (3), il est évident que les fonctions B, (a) et E, (x) 
satisfont aux équations fonctionnelles 

(- 1)" B,, (- x - 1) = B,, (x), (- 1)' En (- x - 1)  = B,, (x). (6) 

De plus, il saute aux yeux que les deux formules (8) et (4) nous per- 
mettent de déterminer, pour tous les n, les valeurs numériques B, (O) et 

(*) h s t i t u t i o r ~ e s  cabul i  differetztiulis, p p .  409-410, 481-4.8%. Saint-Pétersbourg, 1755. 
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E, (O); nous trouvons pour les fonctions de BERNOULLI 

et pour les fonctions $EULER 

1 
E, (O) = - 9 E,, (O) = O, n 2 1 9 

1 
Quant aux valeurs numériques qui correspondent à z = - - nous 

B 
considérons les deux identités évidentes 

cas p&iculiers des formules de RAABE (*). 
Cela posé, nous aurons pour les fonctions de BERNOULLI 

et pour les fonctions ~ ' E U L E K  

(9 Jozcvwal de Crelle, t. 49, pp. 356-357; 1851. 
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Je définis précisément de cette manière les nombres E, ~ 'EULEK,  et on 
voit que cette introduction des E, coïncide avec celle  E EULER (*). 

Reinarquons en pbssa~it que la formule (10) donnera immédiatement la 
formule  E EULER (Q*) 

Généralisons maintenant les équatioris fonctionnelles (6) en étudiant le 
polynorne entier du degré n par rapport B LX 

qui est assujetti à satisfaire à l'équation fonctionnelle 

(- 1)" fn (- X - 1) = fn (8). (15) 

Nous désignons dans ce qui suit comme régul iers  tous les polynomes 
de ce genre. 

Remarquons que l'équation (15) donnera immédiatement 

nous aurons, en vertu de (14), ces deux équations aux différences finies 

ce qui donnera, en vertu de (1) et (3), ces deux développements de f, (x) 

(*) Opuscula A+zalytica, t. II, pp. 869-970. Saint-Pétersbourg, 1785. 
(**) Loe. cit., p. 973. 
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où, dans (16), A',, est une constante, tandis que nous aurons, en vertu de (13), 
K2,,+1 = o. 

Les deux développements (14) et (17) montrent clairement que le poly- 
nome f,, (x) qui satisfait à l'équation fonctionnelle (15) est parfaitement dé- 
terminé si nous connaissons ou tous les coefficients a,,,, ou tous les a,,,,,, . 
Soit n un nombre pair, le coefficient a,,, peut toujours être choisi arbitrai- 
rement. 

Nous nous bornerons ici à ces remarques sur 1'6quation fonctionnelle (15) 
que j'ai étudiée assez amplement dans mes deux Mémoires susdits. 

Cependant, il nous reste encore de modifier les développements (16) et (17). 
A cet effet, nous désignons par 

a o a , a  ,... a ,... (18) 

une suite infinie qui satisfait à la seule condition / a, / > 0, mais qui est du 
reste parfaitement arbitraire, puis nous posons pour tous les n 

Cela posé, il est évident que f, (x) est, pour tous les n, du degré .n par 
rapport à x ,et que les éléments de la suite infinie 

fo (4, fi (4, f 2  (x),..., f*@),... (20)' 

satisfont, pour n >_ - 1, à l'équation fonctionnelle 

f '+, (4 = fd (x). 

Supposons maintenant que tous les éléments de la suite infinie (90) 
soient des polynomes réguliers, savoir qu'ils satisfassent pour tous les n à 
l'équation fonctionnelle (15), nous désignons coinme régulière la suite (?!O), 
et nous indiquons par le symbole If, (a), a,] que les polynomes f, (x) sont, 
pour tous les n, à déterminer par la formule (19). Nous désignons la suite (18) 
comme la base de la suite régulière (20). 

Soit [f, (x), a,,] une suite régulière quelconque, nous aurons, en vertu 
de (16) et (17), pour tous les n, les développements suivants 
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c'est-à-dire que la suite régulière [f, (x), a,] est parfaitement déterminée, 
pourvu que tous les éléments a,, OU tous les éléments a,,,, de sa base soient 
connus. 

On détermine immédiateruent les bases qui correspondent aux suites 
liarmoniyues formées des B, (a) ou des E, (x). 

II. LE POLYNOME RÉGULIER LE PLUS GÉNÉRAL. 

Pour étudier, au point de vue des zéros aussi, un polynome régulier 
nous choisissons n nombres complexes 

qui satisfont, pour 1 - 5 s 5 - n, aux conditions 

où m désigne un nombre complexe différent de zéro mais quelconque du 
reste. De plus, nous supposons les nombres (1) aussi arbitraires que les con- 
ditions (2) le permettent. 

Soit n = 8 q ou n = 8 q + 1, il est par conséquent possible de choisir 
précisément q des nombres a, parfaitement arbitraires; dans le dernier cas, 

1 
où n est supposé impair, l'ensemble (1) contient l'élément -m. 2 

Cela posé, il est évident que le polynome du degré n par rapport à % 

est régulier; car nous aurons, en vertu de (l), pour 1 ( s  l m  

Posons ensuite pour abréger 
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nous aurons évidemment I 

"=" A,,, 
F" (x) = - - x"-", 

s=o m8 

ce qui donnera, en vertu des formules (16) 'et (17) du paragraphe 1, ces deux 
développements 

Remarquons encore que l'équatiori fonctionnelle (15) du paragraphe 1 
donnera pour O S p  < n 

(- 1)' F2-p) (- x 1) - F,!+'-p' (x ) ,  (8) 

il est très facile de déduire plusieurs groupes .de relations entre les coeffi- 
cients A,,p. 

Fonnzcles de première espèce. Posons dans (8) x = O, nous aurons- en 
vertu de (5), et pourvu que 1 _<p - 5 - n 

s=p-i 
+ iy  Ax,p= ( -qs (a - s )  mf-slJ * , s ,  1 3=o p - s  

d'où, en remplaçant p  par Bp f- 1 respectivement par 9 p  + 2, ces deux au- 
tres formules 

1 
Posons ensuite dans (8) 2 p + 1 au lieu de p et x = - - , nous aurons 9  

s-Qp+l 

A,,, = 0. 
s=o 

Il est digne de remarque que les trois formules (IO), (11) et (18) sont 
équivalentes. 
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Fovnzules de  dezcxièu~e espèce. Introduisotis aux seconds inellibres de (6) 
et (7) les expressions obtenues pour les fonctions de BEKKOULI,~ OU #EULER, 
puis ordonnons suivant des puissances descendantes de e, nous aurons re- 
spectivement 

PL-1 
où il faut admettre 1 g p  5- 2 et 

n - 1  formule qui est valable pour O I p  - 5 - --- . 
2 

Il saute aux yeux que les deux systèmes des formules (13) et (14) sont 
équivalents entre eux et avec les trois précédents. Les réductions des seconds 
membres des formules de première espèce obtenues en introduisant les B., 
ou les Tw sont très remarquables. 

Posons, dans (14) p = O, nous aurons le résultat évident 

B'ormule de troisièwte espéce. Supposons tz pair, remplaçoiis n par 2 n, 
puis posons pour abréger 

PZX = (2 Y I  - m )  (2 E2 - +PZ) . . . (2 a2,, - m), (16) 

nous aurons évidemment 

d'où, en vertu de (j), 
s=Bn-1  

Pt, - Sen = (- 1)' 2' +n2n-s As,,, . 
s=O 

(18) 

1 
Posons ensuite, dans (7), ta: = - - il en résulte, en vertu d e  la défini- 2 

tion des nombres ~ ' E U L E R ,  savoir la formule (12) du paragraphe 1, 
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1 
Posons de même, dans (6), x = O, x = - - puis soustrayons les deux 2 

résultats ainsi obtenus, la formule eulérienne (13) du paragraphe 1 donnera 

formule qui ne contient pas la constante K2, .  
Les trois dernières formules sont équivalentes aussi; remarquons la 

simplification du second membre de (18) obtenue en introduisant les E, et 
les T , .  

Appliquons les fortnules (10) et (19), nous aurons immédiatement le 
théorème suivant: 

1. Supposons que tozm les notnbres 2, soient des entiers, la quantité m et 
les coefficients A,,, 
gruences suivantes 

ont la même propriété, et nozts aurons dans ce cas les con- 

III. CAS PARTICULIERS ESSENTIELS, 

Il nous semble utile, à cause de nos recherches suivantes, de discuter 
ici plus amplement certains cas particuliers des formules générales que nous 
venons de développer. 

Premier cas particulier. Soit l'ensemble des sr, les nombres naturels ' . 

nous avons à poser +n = n et à remplacer n par n - 1. Posons ensuite comme 
ordinairement 

s=n-1 

(tr:+I) (x+2) .  .. (cc-j-n-1) = 
C",n-"-l, 

s=o 

où les nombres C:: sont les coefficients de la factorielle du rang n, nous 
aurons par conséquent 

A,,, = C :  . (9) 
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Quant à P,, , nous aurons en remplaçant n par 9 n + 3, 
P,,x = (- 1)" [l . 3 .5 . . . (2 t 2  - 1)12. (3) 

L'introduction de ces deux valeurs dans les formules générales du pa- 
ragraphe II étant évidente, nous nous bornons à indiquer les deux con- 
gruences ainsi obtenues 

n-8 
2 C l f i  - O (mod n),  O 5 p 5 -s- (4) 

d'où, en supposant que 2 n + 1 soit un nombre premier y), 

Dans ce qui suit nous avons à appliquer les deux sommes de puissances 
numériques 

Kemaryuo~ls en passant que nous pouvons aussi, dans ce cas, choisir 
l'erisemble des es colnine les nombres 

o7 1, 97 3,. . . , Tb, (8) 

de sorte que nous avons à poser ,n= n et à remplacer n par n t  1. 
Beudèrne cas particulzer. Soit l'ensemble des  cr, les .n nombres impairs 

nous avons à poser rn = 2 n ;  nous trouvons immédiatement 

Posons ensuite pour abréger 
s=n 

(x; +- 1) (tr; -+ 3) . . . (E + '2 n - 1) = DI, x"-", 
$ 5 0  

nous aurons de même 
A,,,, = BI, . 

(*) La congruence (6) est valable eiicore pour le module (9 n. + 1)'. 
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Cela posé, nous obtenons, dans ce cas, les deux congruences 

(- 1)"P [l . 3 . 5 .  . . (9 n - 1)12 P. 1 - ,3  - 5 .  . . (4 f i  - 1) (rnod 16 n2). (13) 

Dans ce qui suit, nous avons à appliquer les deux soniiiies de puissances 
numériques 

formées des nombres (9). 
Troisième cas particulier. Soit m> 2 un entier quelconque du reste, et 

soit îz. = cp (rn) la fonction introduite dans la théorie des nombres par EULER, 
les n nombres 

CI, a, a, . . . a, (15) 

plus petits que 912 et preii1iei.s avec m satisfont encore à la condition (2) du 
piwagraplie 11; dans ce cas la est toujours un nombre pair, savoir n = 9 p.. 

Supposons m impair, hypothèse qui est la plus intéressante, la moitié 
des rioiiibres (15) sont pairs, les autres p. impairs. Désignons par 

Y I  Y a . .  - y,u. 
les nombres pairs, par 

8, S2, . . 8, 
les nombres iinpairs contenus dans l'ensenible (lz), nous aurons 

ce qui donnera la congruence 

(- 1 ) ~  S, 8, . . . S, = 9" y, y, . . . y, (mod +ta2). (19) 

Dans le cas, où In est supposé pair, tous les nombres u, sont impairs; 
dans ce cas il n'est pas possible de donner &kalenient  à la congruence (99) 
du paragraphe II une forme si siinple que (19). 

Dans ce qui suit nous avons à appliquer les soinines de puissances for- 
mées des nombres (15) 

s,=cr;+cr;+ ...+ ?;, 5 (20) 
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sommes pour lesquelles A. THACKEK ("1 a indiqué des expressions remar- 
quables. 

soit  wt un nombre impair, nous encore 

et en appliquant la définition (17) 

on voit que ces soinuies de puissances colmident avec les précedentes daris 
le cas où rn est un nombre premier impair. 

Remarquons du-reste qu'il est très facile de déduire pour les G, des 
expressions analogues à celles doiinées par THACKEH pour les s, et que ces 
expressions sont des conséquences iminédiates de réflexions suivantes: 

Soit .îîz décoiripos6 dans ses facteurs premiers comme suit: 

m = p ? p z  . . . p y ,  
nous aurons 

Désignons ensuite par 

les positifs entiers obtenus en divisant +ît par q de ses facteurs premiers, par 

les produits correspondants des q facteurs premiers de nz, nous aurons 
toujours 

7d'J) d Y )  = 112, 1 < S < t* . s S - (95) 

Cela posé, il est évident que la formule (94) se présente sous cette autre 

(*) Jouwal de Orelle, t .  40, pp. 89-98; 1850. Nouvelles Amzules, t. 10, pp. 394-398; 1851. 
BIXET, dalls les Couzptes rencl~s, t. 38, pp. 918-921, 1851, a résolu le mSme problème; com- 
parez E. PROUHET,  dans les Nouvelles Aî~wdes,  t. 10, pp.  30LEC330; 1851. 
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forme aussi 

Dans ce qui suit, nous avons à donner des applications intéressantes 
de la méthode de THACKEH. 

DEUXIÈME PARTIE. 

S u i t e s  r é g u l i è r e s  t r è s  g é n é r a l e s .  

IV. FORMULES FONDAMENTALES. 

Prenons pour point de départ les nombres a, appliqués dans le para- 
graphe II, il est très facile de construire des, suites régulières d'une forme 
très générale. 

A cet effet, nous avons à adjoindre aux iiombres a, un ensemble cor- 
respondant 

P i  Pz Bs FI (1) 

. de sorte que p, correspond à a, et que nous aurons pour 1 < s <  n. 

où E est un nombre fixe. Du reste les nombres f i ,  sout à choisir aussi ar- 
bitraires que ces conditions le permettent. 

Cela posé, il est évident que les polynomes 

forment une suite régulière; car nous aurons évidemment 
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On voit que le degré du polynome g, (x) ne peut jamais dépasser p et 
que la base de la suite régulière susdite est intimément liée avec les sommes 

s r n  

y, = Z P, 4. 
s=i 

(4) 

Supposons 
y, = y, = y, = . = y,.-l - - O,  1 Y, 1 > O' (5 )  

la fonction 

est toqjours, même pour r = O, un polynome régulier du degré q, ce qui 
donnera, en vertu de (3), 

d'où la proposition suivante. 
1. Supposons res~zplies les conditions susdites, la sowzme 

r+s 
est toujours u w  nombre pair. 

Posons maintenant pour abréger 

nous aurons, en vertu de (6), 

de sorte que les formules (88) et (93) du paragraphe 1 donnent ces deux 
développements : 

1 
<A 
= n 

- aq (x) =. . as, 
9 ( r  + 2 S )  ! mr+" En-Z8 (s). 

Les dérivées du polynome 8, (x) étant des fonctions de même genre, nous 
trouvons évidemment les formules analogues à celles du paragraphe II en 
substituant simplement, dans les développements divers de a, @), les valeurs 
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A 

particulières de a; en question. De ce procédé nous troilvons les formules 
suivantes : 

Fornzules de première espèce : 

s=o 

s d 2 q  
$2 CG,,+, = 

Y=O r + s  

s=o 

dans (1 1) il faut supposer q > 1 ; posons q = 1, nous a.urons 

.île (Y+ 1 )  a, = ----- 
2 a0 

Forwules de deuxiè112 e espèce : 

1 n ( r t $ 2 q + I )  
2 

s=q-L 
1n24-2S 

az. Tn-8 + i  ; 
. s=q 

s=o 

dans (16) il faut supposer également q 2  - 1. 
Formules de troisième espèce. Posoris pour abréger 

1 s=n 

b 2q - - E E>. (9 r, - ~ i t ) + ~  = ( r  + YL 9) ! $22q ~ n . + ~ * ~ ,  (- +) 
9 S=l 

nous aurons les formules suivantes valables pourvu que 4 2 1 : 

s&g-1 
b, ,  - $22q a,, = (- 1)" (ïr::) Y +>i2q-8 a. 

s=o 

s=p-1 

(- 1 b 2  - a2* a,,) = 1 (- 1). ( a,, E,-, 
s=o 

s-q-1 zq-26-1 

(- 1)l (b, ,  - 22q a2,) = (- 1)' 9arS1 a,,+, Tg-, 
s=o 
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Ici nous aurons le théorème suivant: 
II. So ien t  tous  les x, et tous  les p, des  nomhres entiers,  les pcantilds 982, 

a, et h,, o n t  la n z h e  propriété, et n o u s  a u r o n s  les del lx  conyrztemes 

2 a,,,, O (mod a%), q > O (99) 

bZP - %Bq a2* (mod ml), p 2 - 1. (93) 

En effet, il est évident que m et a, sont des nombres entiers, et la for-, 
mule (19) montre que b,, est également un entier; les deux congruences en 
question sont ensuite des conséquences immédiates de (1%) et (90). 

Les formules précédentes donnent des résu1ta.t~ remarquables concernant 
les zéros d'un polynome régulier quelconque, 

Posons m = 1, g, = 1, ce qui donnera E = r = O  ; posons ensuite a, = - w, , 
les n nombres w, sont les zéros d'un polyiloine régulier quelconque du degré n. 
En nous bornant à des sornines de puissances semblables des zéros 

nous avons à poser dans les formules précédentes 

ce qui donnera le théorème suivant: 
I I I .  L e s  sommes  des  puissances senzblables des  zéros d'un polynovlze ré- 

gulier quelconque sat is font  à des  condi t ions  analogues  a celles q u e  h o u s  venons  
d e  développer p o u r  les coefficients d u  polynome susdi t .  

Dans les paragraphes suivants nous avons à combiner des hypothèses 
siniples relatives aux nombres p, et les hypottièses relatives aux z, étudiées 
dans le paragraphe I I I ,  ce qui nous donnera un grand rioinhre de formules 
analogues. ' 

Dans un Mémoire récent intitulé : Vwkür.de  Rekurs ions formeln  für  d ie  
Bern,oullischeuz und Eulerschen Zah len  (*) j'ai étudié des cas particuliers de 
nos polynomes a, (a); ces cas sont in t imhei i t  liés avec les recherches de 
KHONECKEH ("*) et ils nous donnent particulièrement les formules très remar- 
quables indiquées par M. HAUSSNEK (**). pour les B,, , T,, et E, et une suite 
de formules analogues. 

(*) Sitzwnysberichte der Kgl .  sachsischen Gesetlschaft der Wissenschaften z u  Leipzig, 1913. 
(**) Joumal  de Mathématiques pures et appliquées (2), t .  1, pp. 385-391 ; 1866. 

(***) Gottinger Nachrichteri 1893, pp. 777-809. 
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Posons, comme dans le théorème III du paragraphe IV, 

S Y  = 1, (1) 

ce qui donnera E = r = O, nous aurons à considérer ces trois cas parti- 
culiers : 

Premier cas particulier. L'ensemble des a, étant 

nous avons à remplacer, dans les forpîules générales du paragraphe III, n 
par n - 1 et à poser n8 = n et 

ce qui donnera la congruence 

8 s,,,, (n - 1 )  r O (mod n). 

Quant au  noriibre b,,, nous aurons selon que n = 9 p ou n = 9 p + 1 
respectivement 

b - y P + '  
q - Szp (9 - l), = 2 t z a  ( ' J ) ,  (4) 

d'où en remplaçant p- par n 

8an+i sz ,  (n - 3) r 2'" s,, (2 rt - 1)  (mod 4 n2) 

Soit au contraire l'ensemble des a, les n +- 1 nombres 

0 , 1 , 2 , 3  , . . . ,  n, 

nous aurons au  lieu de (8) les expressions suivantes 

a, = s, (n), a, = n + 1, 
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ce qui donnera la formule #EULER (*) 

dans laquelle il est permis de remplacer s, ( 12 )  par (n - l ) ,  pourvu que le 
premier terme du second membre soit remplacé par (.n - 1) nq. 

Coinme autre cas particulier connu nous aurons 

formule qui a été trouvée presque conternporain6ment par A. RADICKE (**) et 
J. WOHPITZKY (***); POSOIIS, dans (8), n = 8, rious retrouvons la formule 
d'E ULER (****) 

Appliquons au contraire la seconde hypothèse, puis soustrayons (8) et 
la formule analogue ainsi obtenue, nous aurons la première formule récursive 
connue pour les nombres de BEHNOULLI, savoir la formule de MOIVRE (**) 

De.uxième cas particulier. Soit l'ensemble des a, les nombres impairs 

nous aurons .à poser dans les forniules générales tn= 2 n et 

az = tq (n),  a, = n, (11) 

tandis que le nombre b,, deviendra pour n = B ,u. ou n = $2 p.+- 1 respecti- 

(9 1nstitutio.ne.s calculi differentialis, pp. 348-351. Saint-Pétersbourg, 1755. 
( * Y )  Die Recursionsformeln fiir die Beraoullischerc wwd Eulersehe~ Zahlew, p. 7 ; Halle, 1880. 

(%**) Journal de Crelle, t. 84, p. 817; 1883. 
(****) Opuscula analytiea, t. II, pp. 364.265. Saint-Pétersbourg, 1785. 
(a,) Miscellanea analgtica de seriebus et quadraturis. Londres, 1730. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



90 Nie 1 s Nie lse n: Recherches sur les suites régulières 

vement 
b,, = 8"+' t,, (p), b,, = 84'+' sBg (p.), (12) 

de sorte que nous aurons les congruerices 

t,,,, (n)  = O (mod n) 

Yqti tep (n) G 9'9 t,, (9 m) (mod 4 LW') 

?Yq+' sgq (n) G t , ,  (2 1~ + 1 )  (15) 

Troisième cas particufiier. Soient les a, les positifs entiers plus petits 
que 116 et premiers avec +IL, nous aurons 

et, pourvu que wt soit un nombre impair, 

t =%"-' 
2 q  - s,, (inod m2). (17) 

L'analogie des trois cas particuliers que nous venons d'étudier est parfaite. 

VI. D E U X ~ È M E  APPLICATIOK. 

En second lieu nous posons 

ce qui donnera E = O OU E = 1, selon que n est impair ou pair. 
1. Soit n un nombre iqnpair, nous aurons E = r = O ,  ce qui donnera 

des formules analogues à celles du paragraphe V. 
Premier cas particulier. Pour les nombres naturels 

1, 2 , 3 , 4  ,..., '2%-1  
nous trouvons 

ce qui donnera 
G,,+, (2 n - 1) ZL O (mod n) 

2'*' cZg ( n  - 1 )  Bap a,, (2 n - 1) (tiiod 4 n". 
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Second cas particulier. Pour les riombres impairs 

1, 3, 5 , . . .  , 4 n + l  
nous avons à poser 

nz=4n+B7  a p = ~ n ( 8 n + l ) ,  b z , = 2 4 4 f 1  O Z ,  (4, 

de sorte que nous aurons 

r2,+, (2 12 + 1) L O mod (9 n + 1 )  ( 
( 5 )  

I I .  Soit V A  un novubre pair, nous aurons E = 1, tandis que nous ne 
pouvons dire généralement que r  doit être un nombre impair. 

Dans nos trois cas ordinaires nous aurons .toujours r = 1. 
Pjreucier cas particzciier. L'ensemble des nombres a, 

et nous aurons par coriséyuent 

Dezcxième cas. particulier. Pour Yensemble, des nombres impairs 

1, 3, 5, 7 ,..., 4 n - 1  
nous aurons 

. . . - 

???, = 4 a, a, = T,,+, (9 n~), b2r = P+' %a+< (4, 

de sorte que nous aurons 

Br,,,, ( 2  n) = O  (1nod4n) 

!22q+i r,,+, (n) r T q  raq + (2 f i )  (inod 16 n". (8) 

Troisième cas particulier. Soit in un nombre impair et soient les cca les 
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nombres plus petits que m et premiers avec m, nous aurons 

L'analogie de ces forinules entre elles et avec celles du paragraphe pré- 
cédent est parfaite. 

Additionnons, puis soustrayons les formules récursives obtenues dans 
ces deux paragraphes, nous aurons de nombreuses d'autres formules de ce 
genre. Cependant nous ne nous arrêtons pas à une étude plus ample de ce 
problème. 

VII. TROISII~ME APPLICATION. 

Pour donner d'autres applications de nos formules générales nous rein- 
plaçons n par n + 1 et nous nous bornerons à l'étude de ces deux cas par- 
ticuliers de l'ensemble des u, : 

En premier lieu posons 

nous aurons E = r = O; posons ensuite pour abréger 

l'hypothèse (1) donnera 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et les nombres de Bernoulli et d'Euler. 93 

de sorte que nous aurons les congruences 

Quant à l'ensemble (8), nous aurons 

En second lieu nous posons 

ce qui donnera E =  r = n ;  dans ce cas nous posons 

Cela posé, nous aurons pour l'ensemble (1) 

c'est-à-dire que p,,,,, est toujours divisible par' Sn-*; dans ce cas nous aurons 
les congruences 

2 t~,,,,,, - O (mod n) 

Quant  à l'ensemble (2), nous aurons 

(- 1)" Szq 
a, = y,,,, bZq = - P.,al, 
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On sait que les six nombres a,,,, etc. que nous venons de considérer 
jouent un rôle important dans les représentations indépendantes des notnhres 

a, 7 T* et 3,. 

VIII. LES FONCTIONS PARTIELLES. 

Revenons aux ensembles contenant les n éléments a, et les rz éléments 
correspondants p, que nous avons appliqués dans le paragraphe IV, puis 
supposons que n soit un nombre pair, savoir n = 2 y ,  il est possible de 
diviser en deux groupes à ,M éléments les nombres cc,, savoir 

a': a', ci', . . . aPF 
11 11 11 

u ,  a 2  a 3  . .  . a " P ,  t 
de sorte que nous aurons pour 1 5 - s < - p. 

et ce p r o b l h e  adtnet précisément Bp-I, solutions. 
Nous désigrions comme co~nplémentaires les deux groupes (1) ainsi dé- 

finies, tandis qu'un seul de ces deux groupes complémentaires est un groupe 
partiel formé de 17enseinhle des n nombres a , .  

Nous divisons aussi en deux groupes les nombres E, correspondantes 
à (l), de sorte que p',.et p", appartiennent à a', respectivement a",; c'est-à-dire 
que nous aurons pour 1 < s < p. - -  

Soient maintenant (1) deux groupes complémentaires formés de l'en- 
semble des n nombres cc,, nous désignons comme fonctions ap- 
part'ena.nt aux ensembles des nombres a, et des nombres P, chacun des deux 
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polynomes entiers 

où v > O  - est un entier quelconque du reste. 
Nous désignons comme cotr~plémentairtv les deux fonctiotis p~irtielles 

ainsi définies f, (z) et y* (a). 
Ces définitioris adoptées, nous pouvons former pi.écisément 9B fonctions 

partielles qui correspoiident aux erisembles des ol, et  des p,. 
Supposons inairitenant n impair, savoir n = 2 ,v. + 2, nous avons à ajoiii- 

dre ;i cl.itlciin des deux groupes complémentaii~es ( 2 )  l'élément 

e t  les fonctions partielles eomplé~~~enla i res  f, (LC) et g, (a) devieiinent dans 
ce cas 

L)aiis ces deux définitions nous supposons 9 % )  1 ;  soit particulièreinent 
t z =  1, cliacun des deux groupes complémentaires (1) est coinposé du seul 
élément (4), de sorte que nous aurons clans ce cas seulement les deux foric- 
tions partielles co~iipléiiientaii~es 

Cela. posé, la définition (6) (ILI paiqyapl ie  IV donnera le théoréiiie sui- 
van t : 

1. Soient f, (x;) et gu (a) deux fonctions partielles contpldmentaires quel- 
conques appartenant aux: ensetnbles des a,  et des p,, t ~ o u s  awovis  tozcjozirs 

(- 1)*+" f* (- - 1) = g, (x). (- l)'+" g, (- s - 1) = fu (x). (8) 

Atinali di Matelnatica, Serie III, Tonio XXII. 13 
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Posons ensuite pour abréger 

nous aurons, en vertu du développement (8) du paragraphe IV, 

a', + ans = s 2 r ;  (10) 

supposons s < r ,  nous aurons, au contraire, 

at8 + a% = 0. 

Dans ce cas il faut supposer naturellement r >  O. 
Les fonctions partielles jouent, pour nos recherches iiltérieures, un rôle 

fondamental. 

TROISIEME PARTIE. 

Applications des fonctions B, (p x) et E,, ( p  x). 

Soit p uri positif entier quelconque, les équations aux différences finies 
qui tigurent dans les définitions des fonctions de BERNOULLC et ~ ' E U L E H ;  sa- 
voir les formules ( 1 )  et (3) du paragraphe 1, donnent irninédiate~nent ces deux 
identités générales 
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formules qui nous conduiront à des résultats essentiels pour les deux fonc- 
tions 

où p désigne un nombre cotnplexe quelconque. 
En effet, substituons - x - 1 au lieu de x, nous aurons en vertu de 

(1 )  et (2) 

d'où, en appliquant les équations fonctionnelles (6) du paragraphe 1, 

forniules qui nous conduiront à des résultats intéressants si nous supposons 
1 p=o ou p = - -  9 

Posons d'abord P = O ,  puis appliquons encore une fois les deux équa- 
tions aux différences finies qui figurent dans la définition des B,(x) et des 
E, (x), nous aurons pour les fonctions 

les équations fonctionnelles 
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1 Posons ensuite $ =- nous verrons qae les forictioris 
2 

B.. ( p  x - k) 
'Pl (x) = Fi 91 ($1 = 

P" 

satisfont aux équatious fonctiorinelles 

Or, il est très facile de généraliser beaucoup les deux dernières groupes 
d'équations fonctiorinelles. ' 

A cet effet, considérons le iioiribre c.o~iiposé ,VA étudié à la Iiti du para- 
graphe III, puis posons, en appliqualit les définitioiis susdites, 

la. foririule (26) d u  g I l [  iiiontreiïi, eii vertu de la preuiière relation (T), que 
la fonction F, (x) satisfait à l'équation fonctio~melle 

(-- 1 ) "  F,, (- x - 1) = B'" (x) + 1 
( 9  - 1 ) !  ,=I 112 

où P[J. = 1 (m), et où les cc, cc, a, .  . . a+ sont les positifs entiers plus petits 
que In et premiers avec ln. 

Supposons eiisuite que W L  soit un iioilibre impair, puis posoiis 

iious aurons de iiiême 

Il est très facile d'ordoiiner selon des puissarices descendantes de  x les 
deus polylîoines I;", (x) et  G,, (x). 

En effet,, désignons par a uu positif entier, puis posolis pour abréger 

Y u  = (p": 1) (pl: - 1 ) .  . . ( y ;  - 1), 
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iious aurons les expressions suivantes 

<? 
= y- 1)r+8-' y,,-, (m) B, xn-2s 

~ 1 ( 9 4 ~ . +  2 F* (LE) = - --- . pp 

n ! 3= I (2s) ! m2"-' ( n  - 2 8) '! (10) 

où il faut admettre 12 2 - '2 respecliveinent n 2 - 1 ; supposons dans (10) ~6 = 1 ,  
le second membre doit être réduit à son premier terme. 

Nous ne nous arrêtons pas à la généralisation correspondante des for- 
mules ( 7 ) ,  parce qu'une telle généralisation nous ne donne pas des appli- 
cations aussi inléressantes que la précédente. 

Désignoris par f, (x) et g,,, (x) deux fonctiois partielles coinpléiiientaires 
quelconques, formées de l'ensemble 

des notiihres R, et de i'enselnble adjoint des nombres b, 

k =  1, 
puis posons 

q=na . -- a"'-' 
, ym(:rj = 3. -- . (3) 

q=o p!p"m - q ) !  

nous :lurons, en vertu des forrnules (10) et (11)  du paragraphe VI11, 

Dans ce qui suit nous désignons comme coiqdéme~ztaireo les deux sommes 
ainsi définies 's', et s", . 

Soit p = S r + 1 ou p = 2 r + 2, nous pouvons fornier des ensembles (1) 
et (2) précisément 8" fonctions partielles. 
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Cela posé, nous aurons le théorkrne suivant: 
1. Soif 7, (xj une fonction partielle qzlelcowque formbe des ensembles ( 1 )  

et (B), les fonctions 

flm (x) = Bn ( P  + fL (a), 9% 2 1, 
pn-' - 

sont toutes des polyno~nes réguliers. 
En effet, nous aurons immédiatement Pr,, (z) =_II,-, (x) et les formules (8) 

du paragraphe VIII et (6) du paragraphe IX donnent 

Quant au  développement du polynonie F,(s) selon les fonctions de 
BERNOULLI, nous avons à chercher, dans F,, (x), les coefficients des puis- 
sances LE"-""-' . Or, B, (x) rie contenant qu'une seule de ces puissances, savoir 
x"-', les autris se trouvent dans la fonction partielle f,-, (x). 

Appliquons ensuite les formules (3) et (4), nous aurons le développe- 
ment cherché 

et il existent par conséquent précisément 8' développements de ce genre, ce 
qui nous donnera des formules récursives très remarquables. 

En effet, substituons, dans (6), 2 n au  lieu de 1.2, puis Posons x = O, nous 
aurons 

q=n-l Bn '  
9 -' B. + ~2 Z (- 1 ( P p u s  B (- lW ( s - p s )  (7)  

nous nous bornons ii cette seule application de la formule générale (6). 
Introduisons maintenant, dans (8), au  lieu des s', les sommes cornplérneti- 

taires s",, ce qui est permis, puis additionnons les deux formules ainsi ob- 
tenues, nous aurons, quelles que soient les fonctions partielles complémen- 
taires f, (x) et g, ( x )  que nous avons prises pour point de départ: 
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ce qui est précisément la seconde formule de ce genre trouvée par A. RA- 
DICKE (") et J: WOHP~TZKY ("*). 

Posons dans (8) p = 8, nous aurons, en vertu de la formule eztlérienne (13) 
du paragraphe 1, 

posons dans (7) 
p = 3, s', = 1 ,  s", = Y, 

nous aurons ces deux autres formules récursives d'une simple fornie 

Soit maintenant l'eiisernhle adjoint à (1) défini par 

nous formons deux fonctions partielles coiiiyléineritair.es h,, (x) et Fc,  (x) de 
ces deux ensenibles. Posons ensuite 

F m  a'P % n - q  Y=% aup %"-Q 
, Iz,, (x) = x -- . k d 4 =  m. (,_q)f 

q=o q f  pq - 

les sommes coinplénienta.ires a', et a", satisfont à la condition 

ce qu i  doimera pour q = O 

+- G ' ' ~  = 0, + d"' = - 1 

selon que p est supposé iiripair ou pair. 
Cela posé, nous trouvons le théorème suivant: 

I I .  So i t  h,, (x) u n e  fonction partielle quelcorque fonnée d e s  erzsewddes 

(*) Die Recursionsformeln für die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen, p. 7 .  Halle, 1880. 
(**) J O U T M ~  d e  C~elle, t .  84, p. 227; 1883. 
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( 1 )  et (1'2), les 2" fonctions de la forme 

sont toutes des polynomes réguliers. 
Nous aurons dans ce cas 

\ 

c'est-à-dire que nous avons à étudier &parhient  les deux cas suivants: 
1 . O  p est un n o m b ~ e  impair. Dans  c,e cas le polynonie G, (x) est pré- 

cisément du degré n par rapport à a; car le Coefticierit qui coi.respond à 
la piiissance x" deviendra 

et o', est un nombre entier. 
Cherchons dans G, (x) les coefficients des puissances xV-'", rious aurons 

le développement selon les fonctions &EULER 

d'où en posant S n + 2 au lieu de n, puis supposant z = O la formule ré- 
cursive pour les coefficients des tangentes 

où il faut supposer uz 2 - 1. 
Posoris clans (17) n = 1, x = O, nous aurons au contraire 

Introduisons maintenant dans (18), au  lieu des G',, les sommes cornpl6 
mentaires G",,, , ce qui est permis, puis ajoutons les deux résultats ainsi ob- 
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tenus, rious aurons, quelles que soient les fonctions partielles complémen- 
taires h,,, (ic) et k, ,  (m), 

- - (- 1)" 8""' O,,+, ( p  - 1). 
Posons, dans (18), 

nous aurons les formules particulières 

9.' p est un nombre pair. Dans ce cas le degré de G, (x) ne peut pas, 
en vertu de (16), dépasser n - 1; c'est-à-dire que nous aurons 

Or, il est facile de voir que G-, (a) est précisément du degré 1 ~ -  1;  car 
le coefficient qui correspond à la. puissance xn-' deriendra 

et  or, est la moitié d'un iiombre impair. 
Nous trouvons ici le développement suivant selon les fonctions de 

BERNOULLI 

d'où en substituant 2 n + 1 au lieu de n, puis posant x = O 

formule qui  est valable, pourvu que n 2 - 1. 

Arz~ali d i  Matematica, Serie 111, Tomo XXII. 14 
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Posons dans (93) rz = 1, ~ = O ,  nous aurons au  coritraire 

La forinule (24) donnera, par le procédé ordinaire, quelles que soient les 
fonctions partielles complémentaires h, (x)  et k ,  (x), 

Les cas particulier p = 9 nous conduira de nouveau à la formule (9). 

XI. SUITES R ~ ~ O U L I ~ H E S  D E  DEUXIÈME E S P ~ C E .  

Soient maintenant f, (x) et g ,  ( x )  deux fonctions partielles complémen- 
taires quelconques qui correspondent à l'ensemble des nombres cc, 

1, 3, 5, 7 , . . . ,  2p-1 
et à l'ensemble adjoint 

Pa = 1, 
puis posons pour abréger 

nous aurons pour les sommes complémentaires 

t', + t", = t, (P), 
d'où particulièrement 

a - P tt - t "  --. 
O -  2 

Appliquons ensuite la première des formules (7) du IX, il 
résulte le théorème: 

1. Soit f, (x) une fonction partielle quelconque formée des ensembles (3) 
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et (2) ,  les fonctions 

sont toutes des polynonzes réguliers. 

Reinarquons que le polynoine B, ne contient que des puis- 

sances de la forme nous aurons 

d'où, en introduisant 8  n au  lieu de n, puis posant x: =O,  la formule ré- 
cursive 

ce qui donnera, quelles que soient les fonctions partielles complémentaires 
que nous venons d'appliquer, 

Soit particulièrement p  = 1 ,  nous retrouvons la formule (9) du para- 
graphe X, tandis que les hypothèses 

p = 8 ,  t ' ,= l ,  tu,-=3" 

donnent, en vertu de (€9, 

(a"+ 8)  n Tm - qZn-l B.-, - (- 1) -  (4 a - 3) 3'^-'. ( i l )  

Étudions mainteriant le cas, où l'ensemble adjoint de (1) se détermine 
par les nombres 

p8=(-1)B,  Q J = 9 s + l ,  
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puis désignons par h, (x) et km (x) deux fonctions partielles c:ornplémentaires 
formées de ces ensembles, nous aurons en posant 

s=m 
TT, d- s=m T''a xm- 

k ,  ( x )  = r, . -- hm(x)=20 s ! ( 2 p ) l  (9%-s)! s i ( 9 p ) "  (m-s)!  (13) 

pour les sointnes complémentaires T', et r",,; la condition suivante 

T*, + T",,, = (- l)p-l 7 m (P>.  (14) 

Cela posé, la dernière des formules (7) d u  paragraphe IX donnera le 
théorème: 

II. So i t  lz, (a)  u n e  fonction partielle quelcowyue, formée des  ensembles 
( 1 )  et (18) ,  les fonctions 

sorzt toutes des  polynomes réguliers. 
L'équation fonctionnelle correspondante, savoir 

dépendant de la parité de p, nous avons à étudier séparétiient les deux cas 
suivants : 

1.' p est un nombre  pair. Les niênies réflexions que dans le paragraphe 
précédent montrent que G, ( x )  est toujours un polynoine du degré n; re- 

inarquons ensuite que E, p a - - ne contient que des puissances de x de 8) 
la forme x"-",nous aurons le développerrierit 

Ititroduisons ensuite dans (17) 2 n au lieu de n, puis posons s = O, il 
résulte la formule récursive 
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d'où, en appliquant la méthode ordinaire, 

et nous trouvons toujours cette formule, quelles que soient les deux font- 
tions partielles complémentaires h, ($) et  k ,  (m). 

Posons, dans (18), 

~ i o u s  aurons respectivenient 

9.O p est un nombre impair. Dans ce cas G, (x) est un polynorne du 
degré n - 1, de sorte que nous aurons ici 

ce qui donnera en substituant S n  au  lieu de n et en posant x = O  

Posons p = 1, nous aurons la formule ~ ' E U L E H  (*) 

ce qui est précisément la formule (18) du paragraphe 1. 

(*) Opuseula auzalytica, t. I I ,  pp. 869-270. Saint-Pétersbourg, 1785. 
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XII. SUITES HÉGULIÈHES DE THOISIÈNE ESPÈCE. 

11 est très curieux, ce me semble, que les formules (8) et (9) du  para- 
graphe IX nous permettent de généraliser les résultats obtenus dans les 
deux paragraphes précédents. 

En effet, désignons par m > 1 un entier quelconque du reste, par 

les positifs entiers plus petits que m et prein'iers avec m et déterminons 
l'ensemble adjoint de sorte que 

nous aurons pour les coefficients des deux fonctions partielles compléinen- 
taires quelconques 

les conditions suivantes 

Cela posé, nous aurons le théorème suivant: 
1. S o i t  m> 1 un entier quelconpue d u  reste, et soit  f, (x) u n e  fonction 

partielle quelconque, formée d e s  ensembles ( 1 )  et (2), les fonctions 

o ù  F, (x) est l a  fonction ddfinie par l a  formule (30) d u  paragraphe  I X ,  sont 
toutes des  polynonzes réguliers.  

Nous aurons immédiatement le développement 

d'où en remplaçant n par 9 n, puis posant x = O, la fornlule récursive très 
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curieuse 

Introduisons dans (7) au lieu de sr, les sommes correspondantes, puis 
additionnons les deux formules ainsi obtenues, nous aurons toujours, quelles 
que soient les fonctions partielles complémentaires appliquées : 

Posons encore dans (7) 

il résultent les formules récursives 

Quant à 1'a.pplication des formules (9) et ( I I )  du paragraphe IX, nous 
supposons qn impair e t  nous reinplaqons l'ensemble (8) par cet autre 

Soient ensuite h, (x) et k,  (x) deux fonctions partielles coinplétiientaires 
formées de ces deux ensembles (1) et ( I l ) ,  nous posons 

ce qui donnera 
s=p 

u',+u"* = oy = (- 1 ) ~  a., 
s=1 
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d'où particulièrement pour q = O 

Cela posé, nous aurons le théorème suivant: 
I I .  Soi t  m> 1 un nombre entier impccir quelconque d u  reste, et soit 

h, (x) u n e  fonction partielle quelconque formée des  ensenables (1) et (Il), les fonc- 
t ions  

'un (x) = G, (x) + h, (x), (15) 

026 G, p) est la fon,ction défimie p a r  la formule ( 1  1) d u  paragraphe I X ,  sont 
toutes des polynonzes réguliers. 

Dans ce cas nous aurons le développement 

d'o 

1 
<L - - B ozu g y. (4 = x 
q = ~  (9 q ) !  m z* En-Zq ( 4 ,  

en remplaçant n par 9 n+ 1, puis posant x = O, la formule récursive 
curieuse 

de sorte que nous aurons, en vertu de (14), 

Soit 9% un notnbre premier, les formules récursives ghkrales  que nous 
venons de développer coïncident avec celles obtenues dans le paragraphe X. 
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Aplriicatioiis diverses. 

KHOKECKEH (*), dans ses recherches remarquables, trouve pour le nombre 
général B, de BERNOULL~ deux expressions à l'aide des sommes des puis- 
sances des raciries de deux équations algébriques. 

Or, il est très facile de trouver d'autres expressions de ce genre et plus 
simples que celles d e  KKONECKER. 

A cet effet, prenons pour point de départ la formule  EULE LEI<, savoir la 
foriiiirle (9) du paragraphe V 

puis désignons par s, la somme des q-ièmes puissances de et racines de 
1'6qua.tion rtlgebrique 

%?P x?n-l 
%"-2 ---+ ---... 

l !  3! = O, 5! (2) 

la formule de  NEWTON donnera, pour 1 5 n 5 nz - - 

d'où en vertu de (1) 

Appliqilotis ensuite la formule récursive de JACOB[ ("*) 

(") Journal de ~'athétnatipues pures et czppliquées (8), t. 1, pp. 385-391; 18X~. 
(**) Jour-nul de Crelle, t. 18, p. 265; 18%. 
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ce qui n'est autre chose que l'expression de B,,,, (- 1) tirée directement de 
la formule (8) du paragraphe 1, puis désignons par s', la somme des q-iènies 
puissances des .în racines de l'équation algébrique 

nous aurons de même, eu vertu de la formule de NEWTON, 

d'où, en vertu de ( 5 ) ,  

Cela posé, les formules (4) et (8) donnent, pour les deux équations al- 
gébriques (4) et (8), la relation 

S' = y - 1  s r ,  l < n l m ;  -- - (9 
j'ignore comment démontrer directement cette formule curieuse. 

M. MANDL (*) a trouvé, pour les nombres (4), la formule récursive (3) 
sans reinarquer qu'elle appartient à EULER. 

XIV. SUE U N  THÉOHÈME DE SYLVESTER. 

Il nous reste encore à montrer comment on pourrait tirer directement 
de nos forriiules précédentes quelques propriétés essentielles des nombres 
de BEHNOULLI. 

En premier lieu la formule de MOIVRE, savoir la for~nule (10) du para- 
graphe V, donnera, par la cordusion de n à n + 1 ,  une expression de ln 
forme 

8 . 3 . 5 . 7  . . . (  OLn+l)B,,=Bk+i, 

où k est un entier non négatif; c'est-à-dire que nous pouvons toujours ad- 

(*) Sitzungsberichte der Wiener Akadewuzie, t. 94, 1, p. 953; 1886. 
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mettre 

où a,  et b, sont des entiers impairs premiers entre eux. 
Désignons ensuite par 2 G,  le plus petit dénominateur commun des n 

premiers nombres de BERNOULLI, G ,  est toujours un nombre impair. 
Appliquons ensuite la formule (9) du paragraphe X, savoir 

le second membre est, en vertu de (1), un entier; multiplions par G,-,, nous 
verroris que ce nombre est impair, de sorte que nous aurons 

n T,, = 22"-2 (2 K+ 1)) (9) 

où K est un entier non négatif. 
Cela posé, nous aurons immédiatement le théorème suivant indiqué par . 

WORPITZKY (*) : 
1. Soit l 'indice .n un nombre de l a  forme 5tp (9 q + l), nous  aurons  pour 

le n-ième coefficient des iangentes ,une expression de  l a  forme 

En dernier lieu, nous avons à appliquer la formule (8) du paragraphe X, 
savoir 

combinée avec un  résultat obtenu pour la somme 

s,(q)= 1 " + 8 " + 3 " + . . . + ~ "  

En effet, posons dam l'expression de B.+, (x;) successivement s = q, 
m = O, puis soustrayons, il en résulte la formule classique 

(*) Journal de Crelle, t. 94, p. 832; 1883. 
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posons ensuite dans cette formule y = 1, 2, 3 , .  . . , p -- 1, puis ajoutons tous 
les résultats ainsi obtenus, nous aurons 

Or, nous aurons pour le pretiiier nîernbre de cette foriiiule l'expression 

( p -  1 ) I n + ( p - 2 ) 2 " + . - . + 1  . ( p -  I ) " = p s , ( p - 1 ) - S n + ,  ( p - 1 ) ;  

remploE&s enfin n par 02, ri, - 1, il en résulte 

d'où, en soustrayant les forniules (4) et (6), puis ~iiultipliant par p" et di- 
visant par 2 rz, nous trouvons la formule 

Remarquons maintenant que l'expression 

est toujours un nombre entier, pourvu que p  le soit, la for~nule (7)  donnera 
par la conclusion de ra à n+ 1 ,  le théorèilie suivatit : 

I I .  Soit p .un nombre entier qwlconque, l'expression 

est toujo.urs un nombre entier. 
01i sait que SYLVESTEK (*) a démontré que l'expressiori 

est un nombre entier, résultat qui est retrouvé par LIPSCHITZ (**). 

(*) Philosophical Magazine,  février 1861. 
(**) Journal de Crelle, t. 96, p. 2; 1884. 
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Soit p u n  nombre de la forme 6 q +_ 1, nous verrons, en vertu de (8), 
que l'expression 

est toujours u n  nombre entier. 
Posons particulièrement, dans (9), p = 2, nous verrons, en vertu de (i) ,  

que le nombre 
A, = B (!Pt - 1) B, (12) 

est toujours un nombre entier impair, résultat qui était connu d6jà par 
EULEH (*). 

Remarquons l'identité 

le théorème de WORPITZKY est évident et se présente conilne une conséquence 
immédiate des formules eulériennes susdites. 

. (*) Ir~stitutiones calculi àifferentialis, pp. 495-497. Saint-Pétersbourg, 1755. 
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Sulla generazione di curve piane algebriche 
reali mediante « piccola variazione » di una 

curva spezzata. 

(Di LUIGI BRUSOTTI, a Pavia.) 

G i i  studî su1 numero, sulla disposizione e su1 comportanienta dei cir- 
cuiti di una curva piana algebrica reale si sono svolti principalmente iri due 
indirizzi. 

Uno di essi prende le mosse da un'osservazione di CAYLEY sull'esistenza 
di sestiche piane (prive di inolteplicità) dotate di un sol circuito non pro- 
jettabile interamente al finito ("), e si fonda su1 concetto di indice, cioè del 
nîinimo numero di punti (reali) in cui un circuito è tagliato da unct retta 
(reale). Cosi CHARLOTTE ANGAS SCOTT ha dimostrato che per ogni ordine rz 
esistono curve razionali costituite da un circüito d'indice n - 2 e curve ellit- 
tiche costituite da un ta1 circuito ed eventualmente d a  un ovale (W*) e PETEH 
FIELD ha trovato che per ogni ordine n esistono curve, prive di singola- 
rità, dotate di un sol circuito d'indice n - 4, mentre esistono curve di genere 
p [l ~p 5 n - 21 costituite da p circuiti tali che la. somma dei loro indici 
sia = .12 - 9 (**). 

L'altro indirizzo, più largamente rappresentato, parte dai classici risul- 
tati di un lavoro di HARNACK (**w). In esso è dimostrato che una curva di 

(*) CAYLEY, On quar t ic  eurues (Phil. Mag. X X I X ,  1865; Coll. Math. Pap., vol. V ,  
pag. 468). 

(**) SCOTT, O n  the Circuits  of  plasze Curues (Transactions of the Amer. Math. Society, 
vol. 3, 19002, pagg. 388-398). 

(**a) F I E L D ,  On the Circuits  of  a p lane  Curve (Math. Ann., Bd. LXVII, pag. 186; Bd. LXIX, 
pag. 818). 

Ueher d i e  Vieltheiliykeit d e r  ebenen algebraischen Curven  (Math. Ann., Bd. X, pa- 
gine 189-198). 
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genere p possiede al più y +- 1 circuiti, che per ogni valore di p esistono 
curve dotate di circuiti in ta1 nuniero e che per ogni ordine .n esistono curve 

piane dotate di (n - ') ( n  - " + 1 cireuiti (numero inassima). HILBERT nella 
9 

prima. parte di una Memoria (la cui seconda parte è dedicata alle curve 
gobbe reali di massimo genere) dimostra l'esistenza di curve piane d'ordine n 

(PZ - 1) (n,- 2) 
fornite di 

1 
2 + 1 circuiti, dei quali - (n  -- '2) [per n pari] op- 2 

1 
puren- (n  - 3) [per n dispari] sono disposti in modo che il primo sia in- '2 
terno al secondo, il secondo al terzo, ecc., etc. (eingeschachtelte Züge)  (*). I 
metodi ed i risultati d i  H I L B E R ~  sono estesi da HULBUHT e da Miss RAGS- 
DALE (**). Altri procediinenti per la costruziorie di curve piatie reali d'or- 
dine n, col rnassiino nuniero di circuiti, sono esposti in una mia Nota (***). 

Alle dette ricerche si collega il teorenia secondo cui nori esistono se- 
stiche piane (reali) dotate di undici circuiti, ciascuno dei quali sia esterno 
agli altri; teoreina enunciato da HILBEHT (]oc. cit.), preso pure i n  esame da 
WRIGHT e da KLAHA LOBENSTEIN (****) e recenten~ente diinostrato da ROHN (**). 
Ne1 citato lavoro di Miss RAGSDALE viene enunciata una generalizzazione di 
esso per curve d'ordine pari qualunque, ma la dimostrazione rifiette le sole 
curve ott,enute coi metodi di HARNACK e di HILBERT. 

(") HILBERT,  Ueber d ie  reellen Züye  algebraischer C u r v e n  (Math. Am.,  Rd. XXXVITI, 
pagg. 115-138). 

(**) HULBURT, A Class of Nerv T h e o w n s  o n  t h  Nuwzber a n d  Arrangernent  of  the  Real  
B r a n c h e s  o f  P l a n e  Algebraic Curves (Ainerican Journ. of Math., vol. 14, pag. 946). - &as- 
DALE, ON the A r r a n g e m e n t  o f  the Real  Branches  o f  P l a n e  Algebraic Curoelz (Aniericaii Journ. 
of Math., vol. %, pagg. 377-40&). 

(***) S u l l a  generaziolae delle curve p i a n e  d i  geizere p dotate d i  p + 1 circuit i  (Rend. R. 1st. 
Lomb., serie 11, XLIII, 1910, pag. 143). 

(****) WRIOHT, T h e  Ovals of the P l a n e  Sex t ic  Curve (American Journ. of Math., vol. 29, 
p g g .  305-3081. - LOBENSTEIN, Ueber den S a t z ,  d a s s  e ine  ebene, alyebraische K u r v e  6. O r d n u n g  
mit 11 skh e i n a n d e r  ausschliessenden Ova2e.n r ~ i c h t  exist iert  (Inaug. Dissert. Gottingen, Kaest- 
ner, 1910). Cfr. l'altra dissertazione uscita contemporaneanlente alla precedente: G. KAHN, 
E t n e  allyevvzeine Methode z u r  Untersuchuny  der  Gestalteu der  a lgebra8chen  K u r u e n  (Gottin- 
gen, 1 910). 

(*,) Die ebene K u r v e  6.  O r d n u n y  mit elf Ovalen (Leipz. Ber.; 63; 1911). - Die Maximab 
sahl  u n d  A n o r d n u n g  der  Ouale bei d e r  ebenerz. K u r v e  6. O r d m n y  u n d  bei  d e r  Flache 4. Ord- 
n u n g  (Math. Ann., Bd. LXXIII, 1913). 
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Gli studî di KLEIN (*) [pur riattaccandosi in parte a quelli di ZEUTHEN 
sulle bitangenti di una quarkica piana reale (;MC)] si svolgono con metodi ori- 
ginali caratterizzati 'specialmente dall'intervento delle superficie dette di RIE- 
MANN-KLEIN e dalla loro distinzione in diasimnietriche et ortosimnietriche. 
Qui ricordo corne sia da KLEIN dimostrata l'esistenza di curve di genere p, 
dotale di O, 1,.:., p circuiti, ne1 caso diasimmetrico, e di curve di genere p, 
dotate di p + 1, p - 1, p - 3 , .  . . circuiti ne1 caso ortosimmetrico. 

Non insisto sui lavori concernenti curve di quarto, di quinto e di sesto 
ordine, dotate O meno di assegnate singolarita, lavori dovuti a W. FR. MEYER, 
BKCLL, GENTRY, BULLARD, HJELMMAN, BARCROFT, DOWLING, PETER FIELD, Ro- 
SENBLATT . . . (***). 

Nelle ricerche variainente dirette, che si son venute citando, l'effettiva 
costruzione di curve soddisfacenti a condizioui assegnate è generalmente ot- 
tenuta mediante u piccola variazione » di uiia curva spezzata. Il inetodo con- 
siste nella introduzione di h s 9 curve fi = O d'ordini n, (i = 1,  2,.. .,. h) a 
punti reali e di una curva reale g = O d'ordine n, + n, +. . . + uz,, con tale 
scelta che la curva: 

f , f i . . . f h + t g = O  (4 

per t reale, di segno opportuno e di valor assoluto abbastanza piccolo, pos- 
segga le volute proprietà. 

Nella presente Me~noria mi sono proposto di sottoporre il nietodo della 
« piccola variazione » ad una studio sistematico. Al10 scopo di circoscrivere 

(*) Vedansi specialmente: Ei*~e neue Relation zwisehen den Singularitaten einer algebrai- 
schen Curve (Math. Ann., Bd. X, pag. 199). - Ueber den Verlauf der Abel'schen Integrale bei 
clela Ci.&en vierten Grades (Ibid., pag. 365). - Ueber eine neue Art von Riemann'schen Flü- 
chen (Ibid., pag. 398; ch.  Bd. VII, pag. 558). - Ueber Renlit&tscerhaltnisse bei der einenz be- 
liebiger Geschlechte zugehorigen ~Vormalcurve der cp (Math. Ann., Bd. XLII, pag. l). - Rie- 
mann'sche ZWLchen (Autograph. Vorles., Gottingen, 1899). 

(**) ZEUTHEN, SUC les différentes formes des courbes du quatrième ordre (Math. Am., Bd. VII, 
pag. 410). 

(***) Per la bibliografia in  proposito vedasi la diligente prefazione al lavoro di ROSEN- 
BLATT: Untersuchtmyen über die Gestalten der algebraisehen Kurven sechster Ordnung (Bull. 
de l'Académie des Sciences de Cracovie, 1910, pag. 636). Cfr. pure KOHN, Specielie ebene al- 
yebraische Riwuen [Erster Teil: Ebune Kurven dritter und v k t e r  Ordnung] (Encyclopadie der 
Math. Wiss., III, 8, Heft 4), num. 53. 

Anloali di Matematica, Serie III, Tomo XXII. 16 
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la trattazione, ho perb escliiso, cosi per le fi = O come per la ( a ) ,  l'esistenza 
di punti multipli reali e per le f, = O anche quella di mutui contatti reali. 
I n  tale campo ho potuto raggiungere risultati di notevole generalità. Ho di- 
mostrato, ad es., corne (supposte le fi = O in posizione generica) si possa 
realizzare algebricamente una « piccola variazione » di cui siano assegnati i 
caratteri topologici (§ 9) ed ho stabilito le condizioni perche la (a) risulti 
dotata del massiino numero di circuiti relativo al suo ordine (5 12). 

Le ricerche svolte si fondano in parte su concetti e procediinenti offerti 
dall'Analysis situs del piano projettivo, in parte invece su sviluppi di carat- 
tere algebrico appartenenti specialmente alla teoria dei sistemi lineari di curve 
piane ed alla geornetria sopra una curva. 

Nell'intento di mantenere nettamente distinti i due diversi ordini di con- 
siderazioni, ho diviso il lavoro in due parti. La prima (da1 § 1 al 3 7) è di 
contenuto strettamente topologico, la seconda (da1 $j 8 al 5 19) ne applica 
le conclusioni alle curve piane algebriche reali. 
- Il § 1 contiene alcuni preliminari sui circuiti (privi di punti inultipli) rie1 
piano projettivo e sulla divisione in regioni prodottavi da un  sistema di cir- 
cuiti in numero finito. È notevole, per alcune distinzioni in casi, l'intervento 
del concetto di segmento di seconda sgecie rispetto ad un  circuito pari. 

' 

1 §$j 8, 3, 4, 5 si riferiscono a sisterni di circuiti sottoposti alla restri- 
zione che per un punto del piano passino al piil due circuiti del sistema. 

Ne1 § 2 è studiata la « piccola variazione » di un sisteina col rnetodo 
dei collegamenti, cioè inediante un'operazione topologica nell'intorno di ogni 
mutua intersezione O fra circuiti di [soppressione in 'C. dei segrneriti con- 
correriti in O e sostituzione'con clue collegamenti in campi opposti al ver- 
tice (Fig. 2)]. 

Ne1 § 3 è inlrodotto il rnetodo dei passaggi in cui è essenziale la con- 
siderazione del nurnero pari O dispari delle intersezioni di un segmento (O 

di un circuito) col suo trasforma to 1 parità dei passnggi]. Nella d etermina- 
zione di una « piccola variazione » con tale inetodo intervengono il concetto 
di ~treckencom~lez  e quel10 di albero. 

Il § 4 stabilisce un limite superiore per il numero a' dei circuiti del si- 
stema x' trasfonnato di x. Se x possiede a circuiti e presenta k - / = O  inter- 
sezioni, si dimostra la : 

Supposto perb 1 decomponibile in h sisterni Si (i = 1 ,  2, ..., h) tali che 
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circuiti di ut10 stesso Si nori posseggano mutue intersezioni, si trova: 

quando due sistemi Si, Sj  posseggano sempre k ,  =I= 0 mutue intersezioni. 
Per h = 2, 3, 4 il limite superiore pu6 diventare un massimo colla comparsa 
di particolari coppie, terne, quaterne di circuiti, tnentre ci6 si esclude per 
h > 4. L'ipotesi clie le k,  non siano necessariainente tutte =I= 0 porta all'in- 
troduzione di una costante d ed alla relazione : 

11 § 5 è uno studio topologico delle coppie, terne e quaterne di circuiti 
irierenti ai casi di riiassimo trattati al 5 4. 1 tipi elericati sono rappresentati 
nelle tavole fuori testo. 

Nei §y 6, 7 è tolta una precedente restrizione, supponendo che per un 
punto del piano possan passare più di due circuiti di x. Kel 6 è genera- 
lizzato in ta1 senso il concetto di u piccola variazione » coll'introduzione di 
convenienti operazioni elementari. Ne1 5 7 si estendono ai nuovi sistemi i 
risultati del 5 4 

11 § 8, che inizia la Parte II, studia la curva (K) nelle ipotesi che per un 
punto reale del piano passino al più due f, = O e che la g = O non contenga 
nessuna delle mutue intersezioni reali fra le f i = O. Risulta che il sistema x' 
dei circuiti di (a) si ottiene da quel10 2 dei circuiti della curva spezzata 
f l  f, . . . f, = O con un procedimento di .« piccola variazione s riel senso dei 
§s 2 e 3. 

Sorge il quesito se reciprocainente una << piccola variazione B topologica 
determinata possa algebricamente effettuarsi ne1 modo indicato. Il €j 9, man- 
tenute le ipotesi restrittive del 6j 8, risponde affermativamente a tale quesito. 
Ne1 caso di due curve f l  = O, f, = O, la trattazione si riduce alla costruzione 
di uria g = O, la quale (all'infuori eventualrnente di una retta) sia nella sua 

1 parte essenziale costituita. da rn r - n, n, ovali circondanti altrettante mutue 
B 

intersezioni reali delle f ,  = O, f ,  = O. È notevole l'intervento delle curve d'or- 

dine '?* oppure n, t n, - 1 
2 passanti per le dette m intersezioni. Per '3 

h > B curve fi =-O la trattazione si fonda su quella del precedente caso h = 9. 
Il S 10 risolve, con metodi essenzialrnente diversi, la questione del Lj 9 

in alcuni casi particolari. In essi una delle fi = O è una curva di genere p 
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dotata di p $- 1 oppure di p circuiti, la g = O una sua curva aggiunta de- 
terminata mediante considerazioni di geotnetria sulla curva. 

Il § il toglie le sopra.indicate restrizioni del 8 8; ad ima « piccola va- 
riazione » algebrica cos? estesa corrisponde una « piccola variazione » topo- 
logica ne1 senso più esteso del § 6. 

Ne1 $j 12 sono stabilite le condizioni necessarie e sufficienti perchè uila 
« piccola variazione » algebrica (ne1 senso più largo del 5 11) produca una 
curva dotata del massimo numero di circuiti compatibile col suo ordine. La 
discussione, utilizzando i risultati dei 8s 4 e 7, conduce a soli cinque tipi 
distinti, in ciascuno dei quali il numero delle f, = O è 5 4 (*). 

PARTE PRIMA. 

La $6 piccola variazione ,, topologica. 

1. Considero il piano da1 punto di vista della Geoluetria projettiva, 
cioè corne una superficie chiusa, ad uns faccia, riducibile ad zcn pexzo sent- 
plicemente connesso mediante zcn tagiio chiuso (d i  seconda dasse) (**). 

(*) HUL~URT (lm. cit.), riferendosi al caso di due curve f, =O, f ,  =O, aveva enuiiciato 
che curve col massimo riumero di circuiti si possono ottenere solta\ito coi nietodi di HAR- 
N A ~ K  (ni qualunque, n2 = I) e di HILBERT, in senso largo (rz ,  qual~inque, n, - 9). Nella mia 
Nota citata 'ho dimostrato invece l'esistenza di procedimenti esseiizinlmente diversi. Le con- 
clusioni del § 12 conipletano il risultato estendendolo anche al caso di h> 2 curve fi= O. 

(**) Qui ed altrove mi valgo di concetti e denominazioni fondamentali nell'Analysis situs. 
Per ci6 cfr. DEHN und HEEGAARD, Analysis sitzls (Encyclopadie der Math. Wiss., III, 1, Heft 1) 
specialmente a pag. 158 e a pag. 189 e segi  Per quanto riguarda il piano projettivo vedi 
segnatamente SCHLAPLI, Correziorve alla Mernoria: Quand'è  che dalla superficie geaerale di 
terz'ordine si stacca .un pezzo aiewtrante? (Ann. di Mat., T. VII, pag. 193) ed ENRIQUES, Prim- 
xipien der Geometrie (Eiic. der Math. Wiss., III, 1, Heft 1) a pag. 74. Cfr. pure STEINITZ, Ueber 
e in  merkwürdiges Polyeder von einseitiger Gesarntflache (Journal für Math., 130, pagg. 882-307) 
specialmente a pag. 887 e MOHRMANN, Ueber die azctomorphe ColCtheationsgruppe des rationalen 
Norlrtalkeyels n. Ordnurzy (Rend. del Circolo mat. di Palermo, T. XXXI) a pag. 175. 
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È quindi essenziale la distinzione fra circu/iti pari e circuiti dispari (in- 
contrati da una retta generica in un nurnero pari risp. dispari di punti) (*). 
Dalla trattazione escludo circuiti dotati di punti sit~golari (rnultipli). Introduco 
invece talora circuiti poligonali, ci06 dotati di punti angolari in numero finito. 
Ad essi sono applicabili le considerazioni valide per i circuiti ordinarî, quando 
ne1 coniputo delle intersezioni con altri circuiti si conteggino in modo op- 
p o r t u n ~  quelle eventualmente raceplte nei punti angolari. 

Due circuiti (non aventi infiniti punti in comune) si tagliano in un  nu- 
iiiero pari di punti se uno di essi è pari, in un numero dispari di punti se 
sono entrambi dispari. 

2. Un circuito dispari non divide il piano, ma vi traccia un taglio di 
seconda classe, cioè vi determina una regione R semplicemente connessa, nella 
yuale non giacciono circuiti dispari. Segue che ogni segment0 (di curva) con- 
giungente due punti del circuito divide R in due parti. 

Un circuito y pari divide il piano in due regioni R'R", I'una interna non 
conlenente circuiti dispari, l'altra esterna contenente circuiti dispari. La R' è 
semplicemente connessa. Invece un segment0 o cogli estren~i su  y e giacente 
in R" O divide R" in due regioni (una semplicemente connessa, l'altra del tipo ' 
di Rn) e si dirà di prima specie, oppure non divide R" ma vi determina una 
1-egione semplicemente connessa e si dirà di seconda specie (rispetto a y ) .  

Gli estremi di G dividono y in due segrnenti, ciascuno dei quali forma 
con 5 un circuito (poligonale) pari o dispari seoondo che .i è di prima O di ' 
seconda specie. Un circuito 8 dispari non secante y taglia percib ., nei due 
casi, rispettivamente in un  numero pari O dispari di punti. 

Se O' = A' B', a" = A" Bu sono segrnenti di seconda specie rispetto ad %no 
ûtesso circuit0 y (pari) e non si tagliano, le coppie A' B', A" B" su. y si sepa- 
rano. Znfatti, se non si separassero, sarebbe possibile scegliere su y uno 7' 

dei segmenti di estremi A'B' ed uno 7'' dei segmenti di estretni A" B" in 
modo che 5' e 7" non abbiano punti in comune; in ta1 caso i circuiti Y'+  of, 

T''+G", entrambi dispari, non si taglierebbero, il che è assurdo. Segue che 
se a' = A' 3, a" =A" B", . . . , dg) = A(z) sono segmenti di seconda specie 
rispetto a y, si possono scegliere le notazioni in modo che si1 y gli estremi 
si succedano nell'ordine A' A". . . A(" BB' B". . . B(@. 

(") Sui  circuiti ilel piano vedi von STAUDT, Geometrie der Laye (Nürnberg, 1847; trad, il. 
PIERI, Torino, 1888), § II ; ZEUTHEN,  Sur les diffërentes formes des coztrbes c2u quatrième ordre 
(cit.) e per ulteriori citazioni BERZOLARI, Allyevneine Theorie der hoheren ebenen alyebraisahen 
Kwruen (Enc. der Math. Wiss., III, 8, Heft 3) a pagg. 386386. 
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5. Siano y y' due circuiti secantisi; le loro k intersezioni dividono cosi 
y come y' in k segmenti (considerando per k = 1 i circuiti corne segnienti 
cogli estremi coincidenti). 

Se y 5 pari, fra i k segnienti di y', quelli di seconda specie rispetto a. y 
sono in numero pari o dispari secondo che y' è pari oppure dispari. Ci6 
risulta dall'osservare che le intersezioni di y' con un circuito 8 dispari e 
non secante 7 sono pur quelle di 8 coi seglnenti di y' esterni a y (cfr, 
nunî. 8). 

Se fra i k scgmenti di y' due G' = A'B', G" = A" B" sono di seconda 
specie rispetto a y, le coppie A'B', A" B" su y devono separarsi (riuni. 2), 
mentre su y' non si separano. Segue che : S e  le k intersezioni d i  y e y', per 
opportunn scella dei sensi, sono ugualmente ordinnte  sui due circuiti  e y è 
pari, dei k segtnenti SU, y' u n o  a l  pi& è d i  seconda specie rispetto a y. Onde 
nelle dette ipotesi fra i k segmenti d i  y' ne  esiste u n o  ed %no solo d i  seconda 
specie rispetto a y se y' è dispari ,  n o n  ne esistono se y' è pari .  

4. Un sistema di circuiti (in nuniero finito) deterni'ina una divisione 
del piano in regioni. Due regioni i cui contorni abbiano un segmento in co- 
murie si diranno litnitrofe. Una regione pub essere liiiiitrofa con se stessa 
(tale è la R determinata ne1 piano da un circuito dispari; vedi num. 8). 

S e  i circzciti d i spar i  del sisterna sono in numer i  d i spar i  n o n  è cpossibile 
com5raddistinguere le regioni coi segni  + e - (tinteggiarle con due  tinte) in 
modo che regioni lilnitrofe abbiano segno diverso (ti ,nta diversa).  

Infatti una retta generica (non passante per mutue intersezioni fra cir- 
cuiti del sistema) taglia il sistema in un nuniero d i spar i  di punti, che de- 
terininano sulla retta altrettanti segmenti. D'altra parte su di essa segmenti 
consecutivi appartengono a regioni lirnitrofe e, contraddistinti i segmenti 
come le regioni a cui appartengono, non è possibile cib avvenga in modo 
che a seginenti consecutivi competano ovunque segni opposti. 

S e  i circuiti d i spar i  del s i s t tma sono in numero  pari (anche nul lo)  è pos- 
sibile contraddistinguere 1~ v-egioni coi segni + e -- (tinteggiarle con due  tinte) 
i n  modo che regioni limitrofe abbiano segno diverso ( t in ta  diversa) .  

Sia P un punto non appartetiente a circuiti del sistema nè allineato con 
eventuali tratti rettilinei di tali circuiti. Una retta per P taglia il sisterna in 
un riumero pari di punti che su di essa determinano altrettanti segmenti. 
Sopra ogni retta per P si contl-addistinguano alternatamente tali segmenti 
coi segni + e -, attribuendo il segno + al segmento contenerite P e con- 
siderando coine un segmento cogli estremi coincidenti ogni punto in cui sia 
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raccolto un nuinero pari di intersezioiîi della retta con circuiti del sistenia. 
Punti di una stessa regione giacciono cos1 su segnienti ugualmente contras. 
segnati, punti di regioni lirnitrofe su segmenti diversamente contrassegnati. 
Si attribuisca ad ogni regione il segno dei seginenti che le appartengono; 
le regioni veiigono contracidistinte ne1 modo voluto. 

Ne1 caso di circuiti tutti p a r i ,  le regioni si possono assai senlplicetnente 
contraddistiriguere attribuendo ad una di esse il segno + od il segno -, 
secondo clle i circuiti del sisterria ai quali E interna sono in nu.inero pari O 

dispari (*). 
5. Il sistema consti di due circuiti y y' aven ti k > O punti in coniune. 

L e  regioni  sorzo k t  8 se y y' sono p a r i  ed inol tre  f ra  i FG segment i  d i  y' nes- 
s u n o  è d i  seconda specie rispetto a y;  sono FG + 1 in o g n i  a l t ro  caso. 

Ne1 primo caso irifatti y divide il piano in due regioni e, introducendo 
successivamente i k segrnenti di f, ognuno di essi stacca una nuova regione. 
Se y y' sono pari, ma y' presenta seginenti di seconda specie rispetto a y, 
l'insieme di y e di uou d i  tali segrmenti divide il piano in due regioni sein- 
pliceniente connesse; nella successiva introduzione degli altri k - 1 segmeriti 
di y', ogni segniento stacca una nuova regione. Se iufiiie uno dei circuiti (e 
siü y )  è dispari, esso deterniina ne1 piano una regione seinpliceinente coti- 
iiessa ed ogni segment0 di y' stacca una nuova regione. 

Dalle cose dette segue pure che, se y' nori possiede segmenti di seconda 
specie rispetto a y, lo stesso avviene di y rispetto a y'. In ta1 caso irioltre, 
delle k +- 8 regioni, k +- 1 sono semplicernente connesse, nlentre la rimanente 
è ad una faccia e contiene circiiiti dispari; il suo colitorno si dirà contorno 
esteriore del sisteina. Negli altri casi le k +  1 regioni sono tutte semplice- 
mente connesse. . 

6. S e  y y' sono p a r i  e p r i v i  d i  m u t u i  segmenti  d i  seconda specie, è yos- 
sibile sceyliere i sensi  posit iui  sui çircuit i  e contrasseg~zare  le regioni  in ta1 
rnnniera che i l  contorno delle regioni contraddis t in te  col + si possa  percor- 
rere i n  mxm?o continuo descrive?tdo i segmenti  d i  y in senso positivo e psell i  
d i  y' i n  ssnso negativo,  nzentre il corztorno d i  quelle contraddis t in te  col - si 

(") Le questioni trattate in questo numero hamo qualche affiiiità col cosiddetto Kartenfar- 
benproblern (Cfr. DEHN und HEEGAARD, lac. cit., pagg. 177-178), il quale è p e r d  stato studiato 
specialmente p e r  superficie a due fuccie. Per le superficie ad una faccia vedasi il breve cenno 
sulla superficie di M6srus dato da HEFPTER in nota al suo lavoro: Ueber clas Problem der 
Xachbargebiete (Math. Ann., Bd. XXXVIII, pag. 477) a pagg. 479-480. 
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possa percorrerë in modo continu0 descrivendo d segmenti cos4 d i  y corne d i  y' 
in senso positivo. 

Dim." - Fra le k+ 9 regioni, le k + 1 semplicemente connesse si pos- 
sono considerare come i pezzi di una superficie (semplicemente connessa) a 
due faccie. È percib possibile (") percorrere i contorni di tali regioni ed il 
contorno esteriore in sensi tali che un seginento comune ai contorni di due 
regioni (limitrofe) venga percorso sui due contorni in sensi opposti. Su y 
[SU y '  si assuma come positivo il senso ne1 yuale è percorso un suo seg- 
mento pensato come appartenente al contorno di uns  regione interna a y 
[risp. esterna a y']. Seguirà che tutti i segtnenti di y [risp. d i  y'] verranno 
percorsi in senso positivo o negativo secondo che vengano pensati appar- 
tenenti al contorno di regioni interne od esterne a y [risp. esterne O interne 
a y']. Si muti il senso per i contorni delle regioni esterne a y e si scelgano 
i segni delle regioni col criterio indicato in fine del num. 3; risulteranno le 
condizioni espresse nell'enunciato. 

S e  y y' sono par i  e dotati d i  rnutui segmenti d i  seconda specie, n o n  B pos- 
sibile scegliere i sen& positivi su i  circuiti e contrassegnnre le regioni in ma- 
niera d a  soddisfare alla condizioni sopra indicate. 

Se ci6 fosse possibile, con procediinento inverso a quel10 seguito ne1 
caso precedente si giungerebbe a stabilire per i contorni delle k + 1 regioni 
sensi tali che ogni segment0 comune ai contorni di regioni limitrofe venga 
percorso sui due contorni in sensi opposti. Il piano projettivo risulterebbe 
cosi cornposto di p e ~ z i  ad indicatrici concordi, il che è assurdo trattandosi 
di superficie ad una faccia: 

S e  y y' sono dispari,  è possibile scegliere i sensi positivi su i  circwiti e con- 
trassegnare le regioni i n  maniera d a  soddisfare alle condizioni s o p m  indicate. 

Infatti tagliando il piano lungo y si ha una superficie (semplicemeate 
connessa) a due faccie, di cui le k + f regioni determinate da y y' sono i 
pezzi. È dunque lecito iininagiiiare i contorni di tali regioni descritti in modo 
che segmenti (di y') comuni ai contorni di due regioni Iimitrofe siano de- 
scritti sui due contorni in senso inverso. Regioni separate da y non sono, 
sotto l'aspetto attuale, da considerarsi coine adiacenti. Se si seguono i due 
bordi del taglio y partendo da un punto su un bordo e ritornando a questo 
(su110 stesso bordo), si riconosce che nei contorni delle varie regioni i seg- 
menti di y sono percorsi tutti i n  ugual senso; e questo si fisserà come po- 

(*) Si tenga prescrite q u a n t ~  si legge in DEHN und HEEGAARD, l o ~ .  cit., pag. 158. 
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sitivo. Richiamata l'osservazione precedente sui segmenti di y', coinunque 
su di esso si fissi il senso positivo, con opportuna scelta dei segni delle re- 
gioni, risultano soddisfatte le volute condizioni. 

' 7. Alcuni dei risultati precedenti (num.' 5 e 6) si estendono a sistemi 
di più circuiti a due a due secantisi. Qui mi limito a brevi osservazioni, sup- 
ponendo che per uii punto del piano passino al più due circuiti del sistema. 
Sia k il numero delle mutue intersezioni. Se il sisteina contiene un circuit0 
dispari il numero delle regioni. è k + 1. Se il sistetna è di circuiti tutti pari, 
le regioni sono ta.lora in numero di 7c + 52 (di cui k + 1 sono semplicemente 
connesse ed una contiene circuiti dispari), talora invece in numero di k + 1. 
1 due casi si dirimono ne1 modo seguente. Detti y, y, y, y,. . . i circuiti del 
sistenia, si supponga che y, sia privo di seginenti di seconda specie rispetto 
a y , ,  che y, sia privo di tali segn-ienti rispetto al contorno esteriore della 
coppia y ,  y, ,  che y, sia nelle stesse condiziorii rispetto all'arialogo contorno 
esteriore della terna y, y, y, e che cos? si continui sino ad esaurire il sistema ; 
si veritica allora il primo caso. Se invece il detto procedimento si arresta 
per la cornparsa di segmenti di seconda specie, si verifica il secondo caso. 
È notevole che il secorido caso pub avverarsi anche quando i circuiti presi 

Fig. i. 

a due a due non presentino mutui seginenti di seconda specie, corne dimo- 
stra la. qui arinessa Fig. 1, ove i segrnenti di y, di seconda specie rispetto 
al contorno esteriore della coppia y, y, sono segnati con tratto più forte. 

AnnaZZ di Matematica, Serie Ili, Toino XXII. 
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8. Due circuiti y, y, si incontrino in un  punto O. Ne1 piano l'intorno 
di O si scompone in quattro cawpi a due a due opposti al vertice. Si con- 
veuga di assegnare a due di essi opposti al vertice il segno +- ed ai  rinia- 

nenti il segno - (Fig. 9). 
Su y, [risp. su y, 1 in pros- 
simità di O e da batide 

,,.. :" - :. - .. , opposte si prendano due 
: ~. . . punti A, ,  B, [risp. A , ,  

+ B,] e si supponga che, 
ad es., O A,, O A, fron- 

Fig.2 .  Fig. B bis. Pig. B ter. teggino uno dei campi di 
segno +. Soppressi su 

y,  e y, i seg~nenti A, OB, ,  A, OB,,  si sostituiscano con segmenti (collega- 
menti) B, B,, A, A, nell'intorno di O e nei cainpi di segno +- (Fig. 2 bis) 
oppure cor1 segmenti (coilegamenti) A, B,, A, B, nell'intorno di O e nei cainpi 
di segno - (Fig. 2 ter). Tale operazioiie elementare si dirà « piccola varia- 
zione , applicata a y, e y, in O. Essa, da1 punto di vista topologico, è in- 
dividuata da1 segtio +- O - che conlpete ai campi in cui si tracciano i col- 
legamenti. 

9. Sia. un sistenia di circuiti (in numero finito), privi di punti sin- 
golari (cfr. nuni. 1) e di mutui contatti, cosi disposti che per un punto del 
piano ne passino al più due. 

Sia k il numero dei punti di intersezione e per i campi nell'intorno di 
ciascuno si proceda alla scelta dei segni secondo il numero 
precedente. Tale scelta è arbitraria, ma pu6 esser fatta con 
criteri* di opportunità. 

Si pu6 ad es. assegnare su ciascun circuito di il seriso kx - 
positivo ed attribuire il segno + (risp. -) ai carnpi fron- 
teggiati da segmenti che, a partire da1 punto di intersezione, 
vengono percorsi in sensi del10 stesso nome (risp. di nome 
diverso) [l." criterio]. Si veda perci6 la Fig. 3, dove i sensi Fig. 3. 

positivi dei circuiti sono indicati da freccie. 
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Se i circuiti dispari di. 2 sono in numero pari (anche nullo), contraddi- 
stinte le regioni coi segni + e - secondo il num. 4, si pub invece attribuire 
a ciascuno dei campi (nell'intorno dell'ititersezione) il segno della regione a 
cui esso appartiene [2." criterio]. 

Il secondo criterio pub talora coincidere col primo; cib ad es. è lecito 
(num. 6) ne1 caso in cui consti di due circuiti pari privi di mutui segmenti 
di seconda specie oppure consti di due circuiti dispari. Talora invece i due 
criterî, pur essendo entrambi applicabili, differiscono in modo essenziale; ci6 
avviene ad  es. (num. 6) ne1 caso in cui Z consti di due circuiti pari dotati 
di mutui segmenti di seconda specie. 

10. Se in alcuni dei h punti d'intersezione si applica (num. 8) ai cir- 
cuiti ivi concorrentj una « piccola variazione », si trasforma in un  sistema 
di circuiti dotati eventualmente di nodi O di mutue intersezioni nei punti 
sui quali non si è operato. Poichè in ogni punto si pub applicare l a  « pic- 
cola variazione » di segno +, O quella di segno -, O infine non applicarne 
alcuna, il numero dei modi in cui il procediniento si esplica (compreso il 
caso di nessun procedimento) è fornito da quel10 delle disposizioni con ri- 
petizione di 3 cose a k a k ,  ossia da 3". 

Se la « piccola variazione w si applica in tutti e k i punti, si dirà bre- 
vemente applicata a x. 11 sistema x' che si ottiene (sistema trasforrnato) è 
costituito da circuiti privi cos] di nodi corne di mutue intersezioni. Sarà 
questo il solo caso considerato in seguito. 

Il procedimento di « piccola variazione » si pub applicare a Z in Pmodi ,  
quarite cioè sono le disposizioni con ripetizione dei segni + e - a k a k. 
Una di tali disposizioni infatti individus una distribuzi.one dei segni nei k 
punti di intersezione, quindi caratterizza il procedimento. 

Ad ogni « piccola variazione w di è annessa quella che se ne ricava 
mutando tutti i segni e che si dirà cornpiementare alla prima. 

È infine da osservarsi che, dedotto da il trasforma.to Et col rnetodo ora 
esposto dei collega.menti, è senipre lecito, sotto l'aspetto topologico, sostituire 
ai circuiti di Z' circuiti prossimi. 

3 3. LA « PICCOLA VARIAZ~ONE » DI 2 COL METODO DEI passaggi. 

II. La apiccola variazione » di Ç pub essere presentata sotto un di- 
verso aspetto, più opportun0 per alcune fra le applicazioni di carattere al- 
gebrico. 
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Si considerino su y, (di Z) i punti di intersezione cogli altri cireuiti e 
.no O ,  0' due consecutivi d i  essi risp. su y, ,  y', (Figg. 4 e 5). Si prendano 
y, in prossimità di O (risp. di 0') i punti A, B, (risp. C, I ) , ) ,  in modo che 

1 circuit0 i punti si succedano nell'ordine A, OB,  C, O'D, .  Da bande op- 

Fig. 4. Fig. 5. 

poste e in prossimità di O (risp. di 0') su y, (risp. su y',) si segnino i punti 
A, B, (risp. C, D,), in modo che i due canipi fronteggiati da O A , ,  O B, e 
da. O' C,, O' C, appartengano ad una stessa regione. 

Per la « piccola variazione » in O, si introducano i collegamenti A,  A,, 
B, B, ;  il procedirnento potrà essere continuato in 0' coll'introduzione di 
CI C,, Di D,; oppure con quella di C, D,, C, D,. In entrambi i casi il seg- 
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mento = O RI Ci 0' di yi si pub supporre sostituito da un  segmento pros- 
n 

sirno che abbia un estreino ne1 campo B, O B I ,  ma che ne1 primo caso 
A 

(Fig. 4) abbia l'altro estreiiio in C, O' C, , quindi tagli o in u n  nurnero dispari 
a 

di punti, tnentre ne1 secondo (Fig. 5) abbia l'altro estremo in Ci O'D, ,  quindi 
tagli in  u n  I.zumero pari (anche nulZo) d i  pztnti. 

Analogamente- un circuito di I: non intersecato da altri del sistema si 
pub anche supporre sostituito da  un circuito prossimo che 10 taglierà in un 
numero di pimti pari q dispari secondo che è pari O dispari il circuito stesso. 

Il numero delle intersezioni di un segmento (O di un circuito) col seg- 
niento (col circuito) defornnto si dirà brevemente in  seguito nurnero dei 
passaggi. 

12. Per caratterizzare un procedimento di « piccola variazione col 
~izetodo dei passaggi, si svolgano le seguenti osservazioni. 

Preso un circuito di x, si considerino in x quelli secanti il dato, poi 
yuelli secanti uno almeno dei circuiti nuovarnente introdotti e cos1 si pro- 
segua fino a che l'operazione si arresti. Si otterrà un sistema x,, che dirb 
sistema connesso. Se Z, non coincide con x, si operi analogamente. su uno 
dei circuiti di rimanenti e cosi si prosegua. 11 sistema risulterà in ge- 
nerale composto di più sisterni connessi : 

i yuali posseggano rispettivaniente : 

k , ,  k 2 7  k8 7 .  - -  
intersezioni, essendo : 

k , + k , + k , + . . . = k  . 
Si consideri x, e si supponga per ora che non possegga circuiti (dispari) 

dotati di una sola intersezione nè si riduca ad un sol circuito. In tale ipotesi 
l'insieme dei segmenti di x, forma (secondo il linguaggio della Analgsis sitas) 
uno Streckencomplex od una rete ("). Poichè ogni segmento passa per due 
dei F E ,  punti e per ciascuno di questi passan quattro segmenti, il nuniero 
totale dei segmenti è Bk,  . Secondo un teorema noto (**) è possibile (e in 

(w) DEHN und HEEGAARD, loc. cit., pag. 171 e seg.' 
(**) DEBN und HEEGAARD, loc. cit., pagg. 171-173. 
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più maniere) soppriniere 2 k ,  - k ,  + 1 = k, + 1 segmenti in modo che 10 
Streckenconzplex si muti in un albero, cioè in una configurazione senza cir- 
cuiti (ohne li'reise). 

Su ciascuno dei k ,  - 1 segrnenti (rami) dell'albero si fissi la parità pel 
nuinero dei passaggi (secondo il nurn. 11). Si osservi che ciascuno dei seg- 
menti di El esclusi è segmento di chiusura d i  un circuito (poligonale) i cui 
rimanenti lati sono rami dell'albero, che la parità del numero di intersezioni 
del circuito poligonale col sistema trasforniato di x, è ben determinata, che 
quindi infine è pure determinata la parità del numero dei passaggi su1 seg- 
mento di chiusura. 

La scelta della parità sui rami dell'albero, quindi su tutti i segnienti 
di E l ,  si pub dunque fare in Y-'  modi. 

Se x, possiede un circuito y, dotato di una xola intersezione O, y, è 
dispari, è pure dispari il circuito y, che Io interseca in O, nè intervengono 
altri circuiti dispari (che taglierebbero 7 ,  fuori di O). Se E, è cornposto solo 
di y, e y,, il sistema trasformato taglia necessariamente cosi y, coine y, in 
un nuinero pari di punti, onde la scelta della parità dei passaggi si pub 
fare in un sol modo (in PI-' modi per k, = 1). 

Se E, contiene altri circuiti si prescinda da y, e da O. II sistema x*, 
che cosi risulta è uno Streckenconzplex con k ,  - 1 punti e 9 (k ,  - 1)  segmenti, 
sui quali percib (v. sopra) la scelta della parità per il nuniero dei passaggi 
si pu6 fare complessivamente in 8"*-bodi .  Introdotti ora nuovamente y, 
ed O, il sistenia trasformato deve tagliare y, in un nuinero pari di punti e 
resta solo a scegliere la pariià per uno dei due segmenti in cui O divide 
quel10 di Z*, al quale appartiene. Il numero complessivo dei modi è quindi 
9 .  2k~-2,  cioè ancora 8"i-'. 

Fissata cos1 su ciascun segmento di x, la parità del numero dei pas- 
saggi, non è ancora individuata la < piccola variazione », rimanendo ancora 
la scelta fra due « piccole variazioni » cowzpZe?tzentari (cfr. nurn. 30 in fine). 
auesta si dirime fissando il campo di partenza nell'intorno di uno dei k, 
punti (cioè il segno + o - della u piccola variazione 3 in quel punto). 

Poichè la scelta del segno si pub fare in due modi, le «piccole varia- 
&ni » distinte di Cl sono in mmero di 8.2"1-' = 8"1. Il risultato è valido 
anche ne1 caso finora escluso di un sol circuito che. non dà luogo a scelta 
( k ,  =O, all = 1). 

Analoghe conclusioni valendo per Z, , ri3, . . . , segue clle il numero delle 
« piccole variazioni » essenzialniente distinte di E è : 

2% 9'2 . 9% . = 9"1+%~~3+". = 9'. 
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Si ritrova cosi il risultato raggiunto al num. 10 col rnetodo dei collega- 
menti e cib implicitamente dimostra che la scelta della parità dei passaggi 
si pub sempre effettuare ne1 modo detto senza eoinvolgere contraddizioni. 

13. A cornplernento di quarito è esposto al nurn. 18, si aggiunga un 
ovvio procedimento di costruzione per l'albero estratto da un sistelna con- 
nesso di circuiti, sistema che per semplicità dird Z e supporrb composto di k 
punti e 2 k segmenti. 

Siano y, y, y, . . . y, (r > 1) i circuiti di e si indichi con k ,  = kJi il nu- 
mer0 delle intersezioni di y+ con yj. Si potrà sempre supporre un tale or- 
diriarnento dei circuiti, che ciascuno tagli uno altneno dei precedenti. 

Ci6 posto si sopprima un segmento di y, e si inantenga. la catena dei 
rimanenti k,, + k,, + . . - + k , ,  - 1. 1 k, ,  + k , ,  + k , ,  + . - . + k,, segrnenti di y, 
si succedono distribuiti in k , ,  catene cogli estremi su  y, ; in ciascuna catena 
si sopprima un segmento ad arbitrio e si mantengano i rimanenti, in tutto 

I A,,  + k, ,  + k , ,  + . - + k, ,  segmenti di y ,  si succedono distribuiti in 
iz,, + k,, catene coi due estrerrii su uno dei circuiti y,, y,;  soppresso in cia- 
scuna caterla un segmento, si mantengano i rinianenti, in tutto 

Cosi si prosegua firio ad esaurire il sistema, osservando che in  gene- 
rale i 

s-1 

segtnenti di y, si succedono distribuiti in 2 Ii, catene cogli estreiiii sui cir- 
i=l 

cuiti y, ( i<s) ,  sopprimendo in ciascuna catena un segmento, nîantenendo i 

rinîanenti, in tutto 1 k,, . 
i=s+l 

1 segmenti mantenuti in iiumero di 
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costituiscono l'albero cercato. Ad esso n o n  nppar t i ene  a l c u n  seguzento d i  y, 
(più in generale teon a p p r t i e n e  a l c w t  seg~tzento d i  ?in circui.to y ,  secatzte solo 
circuit i  y, g e r  i < s). 

Segue che ne1 caso di d u e  circuit i  Z'albero s i  pu6  r i d u r r e  a l la  catena d i  
k - 1 de i  k segtnenti d i  u n o  d i  essi. Più in generale se le k interse3iowi s o n  
tutte rnccolte su un circlrito y ,  del s is tema,  l'nlbero s i  p u o  r i d u r r e  a l la  cccfena, 
d i  k - 1 segwzenti d i  y ,  (*). 

5 4. DI UN LIMITE SUPERTORE PEK 1~ NUMEKO DEI CIHCUITT 

DEL SISTEMA TRASFOHMATO Et. 

14. Sia un sisterna di a circuiti con k intersezioni ; sia x' il suo tras- 
formato per « piccola variazione >p. 

S e  è k = 0, x' possiede a circmiti. 
Se è iz -1-0, si doinanda il inassin10 numero di circuiti raggiunto da Z'. 

Prescindendo dai circuit.i privi di intersezioni, clle permangono, per formare 
un circuit0 di Z' occorrono almeno due dei '2 k seginenti di x; l'ipotesi più 
favorevole sarà guindi che i segtnenti si distribuiscano in k coppie a for- 
mare k circuiti. Siaiio o,, t, due segtnenti cos1 accoppiati ed appartenenti 
ai circuiti y, 8; si indicliirio con O,, 0, i loro estremi comuni e su y, 6 si 

- 

assuinario i versi positivi nei seiisi 0, 0, dei segnienti ci,, T ~ .  Il segmerlto 
successivo di G, su y (e sia 5, )  dovrà essere accoppiato con un segmento 
avente l'estremo in O,, el non potendo yuesto essere r,, sarà il suo succes- 
sivo T, su  S. Sia O, il secondo estreino comune a G,, T, e si continui il pro- 
cedimento fino a raggiungere nuovamente su y e S (corne secondo estremo) 
il punto O , .  Se i puntï' intervenuti sono k ,  6 k, ai due circuiti si sono so- 
stituiti k ,  circuiti. Se è k ,  <k,  si prenda una coppia di segineriti diversa da 
quelle già considerate e si trovi un gruppo analogo di k,  punti e cosi via 
si troviiio eventualirieiite riuovï gruppi analoghi di k;, k,, ..., k,  punti, esserido: 

(*) Basta dunque fissare la parità dei passaggi sui k - 1 eegmenti di y , .  Cio si pub sta- 
bilire anche direttamente in modo seinplice, suseettibile di estensione al caso in cui le inter- 
sezioni siano distribuite su piii circuiti non secantisi (sempre riferendosi a sistemi connessi). 
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Il numero dei circuiti di x'sarà in tale ipotesi 

esso per r = 1 raggiunge il massimo 

La « piccola variazione » in discorso si pub effettuare altribuendo a tutti 
i punti d'intersezione il segno + (num. IO), supposto applicato il 1." criterio 
(num. 9), col quale del resto, ne1 caso di ugual parità per y e 8, si pub far 
coincitlere anche il 2." criterio (num. 9 in f i n e ;  nuin. 3 in fine). 

Concludendo : 
S e  un sistelna d i  circuit i  possiede a circuit i  e k > O intersezioni,  i l  t ras-  

format0 possiede circuit i  in num,ero 5 - a + k - 8. Il nznssimo a +- k - 8 è 
raggiunto  q u a n d o  e solo puando 

1.' le k intersezioni sono raccolte su d u e  soli  c ircui t i  e,  p e r  oppor tuna  
scelta de i  sensi, sono s u  qz~el l i  ncllo stesso ordiîze, 

2.' i segni a t tr ibui t i  secondo il 1." criterio sono tzttti +. 
Se si iiitende applicare il metodo dei passaggi, tissato un c a m p o  iniziale 

opportuno (num. 18), alla seconda condizione si pu6 (num. 3 in fine, nuin. 6, 
nurn. 6) sostituire la seguente : 

L'assegnazione dei  p a s s a g g i  s i  fa  in lzurnero p a r i  per  tu t t i  i segment i  se  
i d u e  c ircui t i  h a n n o  u g u a l  p a r i t à ;  se i d u e  circuit i  h a n n o  p n r i t a  d iversa ,  s i  
fa eccezione per  l 'unico segmento (del  circuito d i s p a r i )  d i  seconda specie (ri- 
spetto a l  circuit0 p a r i ) ,  segnzento al quale  si assegtza un n u m e r o  dispa.ri  d i  
passagg i  (*). . , 

ID. Sia 2: un sistetria decoinponibile nei sistemi S, S, . . . S, ( h )  1) tali 
clle i circuiti di uno stesso sisterna Xi  non abbiano mutue iritersezioni, mentre 
le intersezioni dei cireuili di Si con quelli di (i =J=j) siano coiriplessiva- 
mente k ,  = kj ,  =j= O. 

Dico che l imi te  superiore  per  i l  n u m e r o  de i  circuit i  del trasforrnato x' è 
a + k - g ( h -  1) .  a -  

Per h = 8 il teorema è ver0 (ami il l imi te  superiore  è un mass imo) ,  corne 
si vede ricliiamando il num. 14, iinrnaginando in S, ,  8, due circuiti y , ,  y, 

(*) Coppie di circuiti nelle condizioni del presente num. sono rappresentate nelle prime 
quattro figure della Tavola 1 (V. in fine). 
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nelle condizioni di y, 6 del num. cit. e supponendo i rimanenti circuiti privi 
di intersezioni (k,, = k) .  

Basta percib diinostrare che se il teorema è valido per h - 1 sisterni S i ,  
10 è pure per h. Dicasi x, il sistenia ottenuto da colla soppressione di S,; 
sia z', un suo trasformato. 

Se x, Z', posseggono rispettivamente a,, a', circuiti, per ipotesi è : 

Una « piccola variazione » di (intesa ad es. ne1 senso del nurn. 10) si 
pub pensare effettuata facendo seguire ad una << piccola variazione » di x, 
una << piccola variazione » del sisterna costituito da Eto ed S b .  Detto a' il nu- 
mer0 dei circuiti di x', a'"' quel10 dei circuiti di S,, segue (num. 34) : 

onde, per la (11, aiiche : 

Il teorema è cosi dirnostrato; ma è opportuno osservare che in (3) si 
ha il segno = (cioè il limite superiore è un massimo) solo quando ci6 av- 
venga irisieme in (1) ed in (8). In (8) ci6 avviene soltanto se Z', ed S, pos- 
seggono tutte le loro intersezioni ugualtnente ordinate su due circuiti (num. Ih), 
per il che è necessaria in Eto la presenza di un circuito pr0venient.e da h - 1 
segrnetiti appartenenti ad altrettanti circuiti dei sistemi SI S, . . . Sb-, . 

16. Si esamini i l  caso h = 3. Dico che il  limite superiore è un massimo. 
Corne condizioni necessarie da1 num. prec. si deducono le seguenti: 

1.O Le mutue interseziorii fra circuiti di S,, 8, sono distribuite su due soli 
circuiti y , ,  y, e$ ugualmente ordinate su  di questi; 8.O Esiste in S, un cir- 
cuito y, secante due segnienti di y , ,  y, cogli estremi coinuni, rispettivainente 
in k , , ,  k , ,  punti, ugualmente ordinati (ne1 loro insieme) su yJ e su1 circuito 
proveniente dalla riunione dei due segmenti. 

Tali condizioni sono realizzabili. 1 2 k segmenti (dei tre cifcuiti) vengono 
distribuiti in k - 3 coppie ad estremi comuni e in due terne, in ciascuna 
delle quali i segmenti, di y , ,  y,, y,, sono disposti triangolarmente (triangoli). 
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Si prendano, coin'è lecito, sui tre circuiti sensi positivi tali che uno dei 
contorni triangolari (quindi anche l'altro) sia percorso con continuità (il che 
obbliga ad un cambiamento di senso in confronto al caso h = 8). La u pic- 
cola variazione . corrispondente alla scelta di segni tutti - (num. IO), se- 
condo il l." criterio (nuin. 9), dà effettivamente luogo ad un sistema x' do- 
tato del numero massinio a + k - 4 di circuiti. 

Fissato un campo di partenza si pub applicare anche il metodo dei pas- 
saggi (num. 18). Il numero dei passaggi va scelto pari su tutti i segmenti 
îiitta eccezione: 1.' ne1 caso di un solo circuito dispari per il segrnento (di 
esso) di seconda specie rispetto al  contorno esteriore della coppia costituita 
dai circuiti pari (num. 5 in fine; num. 4 in fine); - 8.O ne1 caso di tre cir- 
cuiti dispari per i lati di quello f r a i  due triangoli il cui contorno è circuito 
dispaïi (*). 

17. Anche per k = 4 i l  limite sl~pwiore è an nkssimo. Corne condizioni 
necessarie da1 nuin. 15 si deducono le seguenti: 1.' Le intersezioni appar- 
tenenti ad S, S, S, sotio distribuite su tre circuiti y, y, y, ne1 modo del nuin. 16. 
- 8.O Esiste in 8, un circuito y, le cui intersezioni coi lati di uno dei trian- 
goli della terna y, y, y, sono rispettivamente in numero di k , , ,  k , , ,  k , ,  e com- 
plessivamente sono ordinate in ugual modo su y, e su1 contorno del triartyolo. 

Tali condizioni sono realizzabili. I 2 k seginenti vengono distribuiti in 
k - 6 coppie di segmenti ad estremi comuni ed in quattro triangoli, ciascuno 
dei quali ha per lati segmenti di tre fra i quattro circuiti (nei quattro modi 
possibili). 

È lecito fissare i sensi positivi sui circuiti in modo che i contorni dei 
quattro triangoli siano percorsi con continuità. La * piccola variazione . cor- 
rispondente alla seelta di segni tutti - (num. 10) secondo il 1." criterio (num. 9)  
dà effettivamente luogo a un sisteina 2' dotato del numero massimo a + k - 6 
di circuiti. 

Fissato un  campo iniziale si pub applicare il metodo dei passaggi (num. 12). 
Il numero dei passaggi va scelto pari su tutti i segmenti, fatta eccezione: 
1 . O  ne1 caso di an solo circuito dispari per il segmento (di esso) di seconda 
specie rispetto al co~torno esteriore della terna costituita dai circuiti pari 
(num. 7); - 8.' ne1 caso di  tre circuiti dispari per i lati del tr ia~golo da cui 
è escluso il circuito pari (**). 

(*) Terne del tipo indicato sono rappresentate neile Tav. 1 e II (V. in fine). 
(**) Quaterne del tipo indicato sono rappresentate nelle Tav. II e III (V. in fine). 
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Non è lecito passare da1 caso h = 4 al caso h = 5 col procedimento in- 
dicato i n  fine del num. 15, perchè mancano quadrilateri su cui operare. 

Ne segue, a complemento del num. 15, che il limite s~periore 

è un massirno per 7t r 4,  wzentre per h > 4 si h a  i n  oyni caso 

Maggiori particolari non occorrono per le applicazioni algehriclie della 
Parte Il. 

18. Mantenute le notazioni del num. 15 si tolga la restrizione k,j-j=O. 
Due sistemi Si Sj di pei quali sia k, =l= O si dicario fra loro coll~gati.  

Preso il sistema S,, se esiste in L, un sistema collegato con S , ,  p. es. S, ,  
lo si aggregl~i ad 8,; se esiste in un sistema collegato con SI O con S, ,  
Io si aggreghi ai precedenti e cos1 si prosegua finchè si trovino sistemi col- 
legati con uno alineno dei precedenti; risulterà un  sistelria X I .  Se El non 
esaurisce Z, si assuma un S, fuori di x,  e si proceda analoganlente alla for- 
mazione di un sistema 2, analogo a x, . Se El e x, non esauriscoiio in- 
sieme x, si prosegua. Il sistema r, risulterà in generale decomposto in d si- 
stelni Z,, x ,,..., Ç, (*). 

Sia Z', il trasformato ,di Z, nella « piccola variazioiie B di L, ed a , ,  a',, 
k,, h, abbiano per L,, il significato attribuito ad a,  a', k ,  h per x. Nella for- 
mazione di Z, i sistemi Si si presentano in un ordii~e determinalo; mante- 
netido tale ordinamento è lecito applicarSe a 2, il procedimento di iriduzione 
mateinatica del num. 15, benchè le k,  non siano tutte =]=O. Si ottiene cos1 
la disuguaglianza 

al r a, + k ,  - 2 (h, - 1). 

Se in essa si pone successivainente c = 1,  9 ,  ..., d, indi si sorniiiü a 
rnembro a inembro, si deduce: 

a ' s  a+R - 2 (12 - d).  (4) 

La (4 )  eomprende coine caso particolare la (3) [num. la], di cui la va- 
lidità si estende a tutti i casi in cui è d = 1. 

(*) Se ogni Si si riduce ad un solo circuito, si  ritrova il procedimento Ciel num. 14 per 
la decoinposizione di E in sisteini eonnessi. 
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19. Ne1 precedente paragrafo ai num.' 14, 16, 17 figurano coppie,'terne 
e qualerne di circuiti, corrispondenti a casi di massimo p e r  il numero dei 
circuiti del sistema trasformato. Mi propongo di studiare la reciproca posi- 
zione dei circuiti di tali coppie, terne e quaterne, enumerando i casi essen- 
ziitlmente distinti sotto l'aspetto topologico (*). 

1 due circuiti y, y, di una coppia, se sono entrambi pari, dividono il 
piano in k +- 9 regioni (num. 5, nunl. 3 in the). Di esse k hanno per con- 
torno coppie di segmenti e due hanno per contorno circuiti poligonali di k 
segmenti. II contorno esteriore pub essere fornito da una coppia, oppure da 
un circuito poligonale. Ne1 primo caso, clie indicherà con (y, y,),, il sistema 
trasformato (della coppia) consta di k - 1 circuiti indipendenti ("*) e di un  
circuito che li include; ne1 secondo, che indicherb con (y, y,), , il sistema tras- 
format0 consta di k circuiti indipendenti y*). 

Il cas0 di due circuiti l'un0 y, pari, l'altro y, dispari non presenta di- 
stinzioni; sarà indicato con (y, y,), . Il sistema trasformato possiede un cir- 
cuito dispari e k - 1 circuiti (pari) indipendenti. 

Cosi non presenta distinzioni il caso di due circuiti dispari y, y,, che 
si indicherà con (y, y,),. Il sistema trasformato possiede k circuiti (pari) in- 
dipendenti. 

80. Si consideri una terna di circuiti y, y, y,, tutti pari. Le regioni sono 
k + 3 (nuin. 7; num. 16 ; nuin. 3' in fine). Di esse k - 3 sono contornate da 
coppie di segmenti, due sono triangolari, tre sono contornate da Sircuiti po- 
ligonali dotati rispettivamente di k , ,  + E l , ,  k,, k,, J, k,, lati. 

Se il contorno esteriore è dato da una coppia di segrnetiti, i circuiti y, y, 
a cui questi appartengono presentano il caso (y, y,), . Il circuito y, presen- 
terà il caso (y, a)? col circuito 8 composto da altra coppia di segmenti ap- 
partenenti a y, y, . Se il conteggio per le coppie di segmenti (di y, y,) si sup- 

(*) Tali casi sono rappresentati nelle Tavole fuori testo; ogni figura e acwmpagnata da] 
simbolo relativo al caso considerato. 

(**) Dico indipenderzti due circuiti (pari), di cui ciascuno è esterno all'altro. 
(***) 1 due tipi di coppie figurano già nelle ricerche di HILBERT e di Miss RAGUDALE, ci- 

tate nella prefazione, essendo per6 uno dei circuiti sempre una conica. 
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pone inizi.ato dalla prima nominata, potrà la coppia di 6 occupare posto dis- 
pari o pari. Ne1 primo caso, che dirb (y, y, y,), , il circuito y, dà luogo agli 
aggruppamenti (y, y,), , (y, ; ne1 secondo, che dirb (y, y, y,), , esso dà luogo 
irivece agli aggruppamenti (y, y,), (y, y,),. Precisando il posto occupato dalla 
coppia di 8 si avrebbe una distinzione in sottocasi. 

Se il contorno esteriore è triangolare due qualunque dei circuiti, siano 
y, y,, preseritano il caso (Y, y,), . 11 circuito y, dà il caso (y, a), col contorno 
esteriore della coppia y, y,. La terna si dirà di tipo (yi y, y,), . 

Nei tre casi ora studiati il sisteina trasforinato (della terna) possiede 
k - 9.2 circuiti indipendenti ed uno che li include. 

Se il contorno esteriore è poligonale, possegga ad esempio k , ,  + k , ,  lati. 
Risultano gli aggruppatnenti (y, y,), , (y, y,), . Ma, ad es., y, dà il caso (y, a), , 
con 8 proveniente da una coppia di segmenti di y, y,, il segment0 di y, ap- 
partenendo al contorno esteriore di (y, y,), . Ne consegue l'aggruppamento 
(y, y,), . Il caso verrà indicato con (y, y, y&. Il sistema trasformato consta 
di k - 1 circuiti indipendenti. 

Nella terna y, y, y, sian0 ora y, yz pari e sia y, dispari. Il circuito poli- 
gonale che produce l'unico circuito dispari del sistema trasformato pub es- 
sere una coppia di segmenti oppure un triangolo. 

Nella prima ipotesi, uno dei segmenti della coppia è di y,; l'altro sia 
di y , .  Il circuito y, sarà nella posizione (y, a), col circuito 8 compost0 da 
altra coppia di segmenti appartenenti a y, y,. Secondo che, a partire dalla 
coppia prima nominata, quella di 8 occupa posto dispari O pari, nasce l'ag- 
gruppamento (yl y,), oppure l'aggruppamento (y, y,),; il primo caso sarà in- 
dicato con (y, y, y,), , il secondo con (y, y, y,), . Si possono introdurre sot- 
tncasi. 

Nella seconda ipotesi è necessario l'aggruppamento (y, y,), ; il caso sarà 
iridicato con (y, y, y,), , 

Nei tre casi ultimarnetite considerati il sistema trasformato consta di un 
circuito dispari e di k - 2 circuiti (pari) indipendenti. 

Il caso di un  circuito pari y, e di due circuiti dispari y, y, non presenta 
distinzioni ; sarà indicato con (y, y, y,), . Il sistema trasformato è di k - 1 
circuiti indipendenti. 

Cosi non presenta distinzioni il caso di tre circuiti dispari (y, y, y,), . Il 
sistema trasformato consta di un circuito dispari (proveniente da uno dei 
due triangoli) e di k - 8 circuiti (pari) indipendenti. 

9.21. Sia una quaterna di circuiti y, y, y, y,, tutti pari. Il contorno este- 
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riore potrà esser dato da una coppia di segrnenti, da un triangolo, da un 
poligono ad es. di k,, + k,, $- k,, lati. 

Se il contorno esteriore è dato da una coppia di segmenti di y, y,, si 
ha uno degli aggruppamenti (y, y, y,), oppure (y, y, y,), , segue rispettivaniente 
(Y, ya Y,): oppure (y, y, y,), ed in ogni caso (y, y,),. Si hanno cosi due tipi 
di quaterne (y1 Y, y, y,),, (y, y2 y3 y412 . 

Se il contorno esteriore è un trjangolo, si avrà ad esempio l'aggruppa- 
mento (y, y, y,),; il circuito .y, coll'altro triangolo 7 dà luogo al tipo (y, r ) ,  

e produce gli aggruppamenti (y, y,), , (y, y,), , (y3 y4), . La quaterna si dirâ 

(y1 Y 2  Y 3  y4)J ' 

Nei tre casi il sistema trasIorrriato (della quaterna) è di k - 3 circuiti 
indipendenti e di un circuito che li incliide. 

Se il contorno esteriore è il poligono di k , ,  + k , ,  + k,, lati, si hanno gli 
aggruppamenti (y, y, y,), (y, y, y,), (y, y, y,),; segue (y, y, y& . 11 tipo si dira 
(y, ye y, y4)* . Il sisleina trasformato è di k - 2 circuiti indipendenti. 

Siano ora y, y, yg pari, y b  dispari. Poichè y, ha le sue intersezioni su  un 
triangolo della tema y, y, y,, il contorno esteriore della terna ha in coniune 
col triangolo un  lato almeno, quindi O un lato O tre lati. 

Sella prima ipotesi si ha, ad es., l ' aggr~p~arnento  (y, yz ed il circuito 
dispari del sistema trasformato proviene da una coppia di segmenti appar- 
tenenti a y, y, . 11 tipo si dirà (y, ya y, . 

Nella seconda ipotesi si ha l'aggriippamento (y, y, y,), ; m a  il seginento 
di y, di seconda specie rispetto al contorno esteriore della terna pub avere 
gli estremi su un sol lato (sia di y,), oppure su due lati (siano di y , ,  y,); 
onde il circuito dispari O proverrà da una coppia di segmenti (di y, y,) O da 
un triangolo (coi lati appartenenti a y, y, y,). 1 due casi si diranno rispetti- 
vamente (yl y, y, y,), , (y, y, y, y,), . 

Nei tre casi ora veduti il sisterria trasformato consta di un circuito dis- 
pari e di k - 3 circuiti (pari) indipendenti. 

Se y, y, son pari, y, y, dispari, poichè y, deve applicarsi ad u n  circuito 
triangolare dispari, è necessario i'aggruppamento (y, y2 y,), . Si lia cosi pure 
(y, yz y&. IL caso, unico, si indicherà con (y, y, y, . Il sisteina trasforniato 
è di k - 8 circuiti indipendenti. 

Sia y, pari, siano y, y, y, dispari. Il caso, evidentemente unico, si dirà 
(y, y, y3 y4)9 . Il sistema trasformato possiede un  circuito dispari e k - 3 cir- 
cuiti (pari) indipendenti. 

C o d  é unico il caso (y, Y 2  y3 y4)lO di quattro circuiti dispari. Il sisteina 
trasformato è di k - 2 circuiti indipendenti. 
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88. Su q u a n t ~  è esposto ai nuin.' 19, 80, 81 è per6 da osservarsi ci6 
che segue. 

Per k = 1 una coppia di circuiti pub in due modi fornire una (y, y,), . 
COS: una terna (y ,  y, y,), per k,, = k,, = 1 pub essere considerata come 

tale in due od in quattro modi secondo clie sia k, ,  =(= 1 oppure k , ,  = 1 .  
Analogamente per k = 2 una coppia di circuiti, se i circuiti sono en- 

trambi pari, è ad un tempo una (y, y,), ed uns  ( y ,  y,), , ~nentre,  se essi sono 
di parità diversa, d i  luogo ad una (y, y,), in due modi differenti. 

Le proprietà ora esposte dipendono dalla possibilità d i  mutare il senso 
positivo su uno O più circuiti, senza che cessino le condizioni fondanientali 
di ordinarnento, il che avviewe solo nei casi elencati. 

23. Ile precedenti considerazioni si riferiscono a sistemi x, tali che 
per un punto del piano passino due circuiti di x al più (num. 9). Tolgasi 
ora tale restrizione e si consideri un punto O del piano, pel quüle passino 
r 2 2 circuiti di : 

Y I ,  y2 , . . . ,  y,.. 

Sui Br segmenti (dei circuiti y;) uscenti da O, presi ordinatamente, si 
segni no nell'intorno di O rispettivamente i punti 8, A, A, . . . A,, , in modo 
che A; ed A,, siano su y, (da bande opposte d i  O). All'indice j di Aj si con- 
venga di sostituire eventualmente ogni intero rj rnod. 8 r. 

A 
Nell'intorno di O si determinano 2 r campi A, O A,+, . In seguito ogni 

A 
collegamento d i  Aj con A,+, si iinma.ginerh tracciato ne1 campo Aj O A,.+, . 

84. Si introducano le seguenti operazioni (*) : 
OPERAXIONE U. Soppressione dei segmenti O Aj (nell'intorno di O);  col- 

legamento di A ,,__, con A,, ( 1  = 1, 8 ,..., r )  [Fig. 6 ,  per r dispari; Fig. 7, per 
r pari]. 

OPERAZ~OKB U t .  Soppressione dei segmenti O A,; collegamento di A,, con 
Azz+l (1 = 1,  9 ,..., r).  

(*) La scelta di queste operazioni è suggerita dalle questioni algebriche trattate al $11. 
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OPRKAZIONI V, (r dispari = 8 s + 1 ; i = 1, 2,.. ., r). Soppressione dei  seg- 

Fig. 6. Pig. 7. 

menti O A,/, esclusi O A, ed O A,,,.; collegamento di Ai+zr-i con A,+,z ( 1  = 1, g,..., s) ; 

Fig. 8. Fig. 9. 

collegarnento di Ai+,.+ ,,>, con A,,,.,,, (1 = 1, 2 ,..., s) [Fig. 8 per i = 1, 9- = 51- 

Annali d i  i&xtematica, Serie III, Tomo XXII. 19 
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OPEKAZIONI Wi ( r  pari = 8 s ; i = 1, 8,. . . , 2 r). Soppressione dei segrnenti 
O A,, esclusi O A, ed O A,+,-,; collegamento di con Ai+,, ( 1  = 2 ,  '2 ,..., 
s - 1 ) ;  collegatnento di Ai+,.+zr con (Z = 0, 1, 2, .  . . , s - 1) [Fig. 9 per 
i = 1, r = 61. 

OPERAZIONI Zd (r dispari = 8 s + 1 ; i = 1, 8,.. ., 8 r). Soppressione dei 
segmenti O A,, esclusi O Ai+, ed O A;,,,; collegamento di A,,, con A,+,,+, 

( 1  = 1, S,..., s - 1); collega- 
ment0 d i  A,,,,, con A,,,,,,, 
( 1  = 0, 1, 2 ,..., s)  [Fig. 10 per 
i=1, r = 5 ] .  

Ciascuna delle operazioni 
U, U', V , ,  W;, Zi si dirà a pic- 
cola variazione . applicata in 
O ai circuiti y, y, . . . y,. Esteso 
cosi il concetto di c piccola va- 
riazione . i n  U ~ L  punto, si esteti- 
de immediataniente quello di 

piccola variazione s d i  u n  si- 
stema x. 

Da1 punto di vista topolo- 
gico la a piccola variazione D di 
un sistema non muta essenzial- 
mente quando si sostituiscano 

ai circuiti del sistema trasformato circuiti prossimi; si possono quindi ge- 
neralizzare anche le considerazioni del § 3, introducendo nuovamente il con- 
cetto di passaggio. 

Sotto l'aspetto più largo ora introdotto, in un punto 0, per r = '2, le 
operazioni d i  tipo W si confondono colle operazioni di tipo U (coincidenti 
con quelle definite al num. 8); cos1 per r = 3, le operazioni di tipo Z si con- 
fondono con quelle d i  tipo U ,  quando, in entrambi i casi, si prescinda dal- 
l'appartenenza O meno di O ad un circuit0 del sistema trasformato (*). 

(*) L'osservazione, in  qiianto si riferisce al caso r = 2, dispensa da1 trattare ne1 sens0 
esteso del § 6 la upiccola variazione » pei sistemi C del caso ristretto (55 2, 3, 4, 5). 
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85. Le mutue intersezioni dei circuiti di 2 siano raccolte nei punti 
0, 0, . . . 0, e per Oi passino ri 2 9 circuiti. Posto : 

si osservi che in (5) rientra il significato particolare di k al 5 9 e segg. 
Introducasi, nell'attuale senso più esteso, il trasformato Z' di L, mediante 

u piccola variazione B, e si attribuiscano ad a, h, d ,  a' significati analoghi a 
quelli indicati ne1 5 4. 

Dico sussiste ancora la 

già dimostrata per il caso ristretto [num. 18, form. (4)]. 
Percib svolgo le seguenti considerazioni. 
Per O passino r )  9 circuiti di x. Spostando opportunamente nell'intorno 

di O uno di essi, si deduce da 2 un sistema xo di cui passano per O soltanto 
r - 1 circuiti, tagliati nell'intorno di O da1 circuit0 spostato in r - 1 inter- 
sezioni semplici. Poichè è 

col passare da a xo [forrn. (5)], k non si altera; nè, evidentemerite, si al- 
terano a, h, d. Ora, coll'esame dei singoli easi (num. 86), si dimostrerà corne 
si possatio sceçliere x, e la sua u piccola variazione s in modo tale che il 
sistenia trasformato x', possegga a', k a' circuiti, presentandosi anzi il caso 
del segno = soltanto eccezionalmente. Se duaque xo soddisfa ad una rela- 
zione del tipo di (6), ad una sirnile relazione soddisfa pure x. 

Ma la ripetizione del procedirnento conduce infine ad un sistenia del caso 
ristretto per cui la condizione si verifica. Dunque 2 soddisfa alla (6). 

86. A completare quanto è esposto ne1 precedente numero, dimostro 
la possibilità di scegliere & e y, in modo che sia a', + a'. 

Nella piccola variazione di si supponga dapprima applicata in O 
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I'operaaione. U. Se r 6 dispari = B s f 1 (Fig. 6) si sposti y, in modo che 
esso venga a tagliare i ritnanenti circuiti nei segtnenti O Aj con 1 < j r r 
(Fig. 11). Al sistema x,, cos1 ottenuto si applichi una a piccola variazione B, 
che fuori dell'intorno di O coincida con quella di x, in O attui un'operazioae 
di tipo U equivalente alla data nei campi non attraversati da1 circuito spo- 

Fig. Il. Eig. 18. 

stato, e nelle nuove intersezioni sernplici si comporti in inodo da conservare 
gli antichi collegainenti (vedasi ancora la Fig. 11). Risulta : 

a', = a' + s, ( 7 )  

per l'apparire in Z', di s nuovi cirçuiti (intorno ad O) accanto agli an- 
tichi di 2'. 

Se r è pari = 8 8 (Fig. 7) si sposti y, in modo che venga a tagliare 
(p. es.) i segmenti O Aj con l < j f r  (Fig. 12). 

Sul sistema x, cos1 ottenuto si operi in modo siniile a yuello esposto 
per r dispari (vedi ancora Fig. 12). Risulterà: 

a', = a'+s - 1. (8) 

Qualora in O fosse applicata, anzichè l'operazione U, l'operazione U', si 
opererebbe analogamente, raggiungendo analoglii risultati. 
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Si supponga invece in O applicata l'operaxione K ,  per il clie dev'essere 
r dispari = 9 s + 1 (Fig. 8, i = 1, r = 5). Si sposti y, in modo che esso venga 
a tagliare i segmeiiti O A,, coi1 
i < j < i + r  (Fig. 13). A xo 
cosi dedotto si applichi una 
a piccola variazione B clle, fuori 
dall'iritorno di O coincida. con 
quella di Z, che in O attui una 
operazione di tipo W equi- .. . % % i ... 

'.. .. ' / /" valente a V, nei campi non . . ,  . I ., : ,., 

attraversati da1 circuito spo- 
stato, e che nelle nuove inter- 
sezioni seinplici si comporti 
O da o s e r v a r e  g i  n t i i  8 - 
collegamenti (vedi ancora Fi- 
gura 13). Sarà 

a r o = a ' + s - 1  ( 9 )  - . . 

per I'apparire di s - 1 circuiti Fig. 13. 

t-iuovi nell'intorno di O. 
Si supponga poi che in O, a Z ,  sia applicata Z'operaxione Wi,  onde è r 

pari = '2 s (Fig. 9, i = 1 ,  r = 6) .  Si 
sposti y, in modo che esso venga 
a tagliare i segmenti O Aj con 
i + r < j < i + 9 r  (Fig. 14). A 
x, cosi ottenuto si applichi una 
a piccola variazione a analoga a.Ile 
precedenti, attuanle in O un'o- 
peraziorie di tipo V, in cui il 
circuito di Z',, passante per O 
provenga (nell'intorno) dall'an- 
tico y,+,-, (vedasi ancora Fig. 14). 
Sarà : 

a', = a r t s  - 1. (10) 

Si supponga infine che in O, 
Fig. t4. a C, si applichi l'operazione Zi, 
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ond'è r dispari = 2 s + l (Fig. 10, i = 1, r = 5). Si sposti yi in modo che 

Fig. 13. 

venga a tagliare i segmenti O Aj 
con i+r<j<i+2r  (Fig. 15). 
A r,, cosi ottenuto, si applichi 
uria a piccola variazione B ana- 
loga alle precedenti, attuante in 
O uri'operazione di tipo W, che, 
per i campi non attraversati 
da1 circuito spostato, equivalga 
a 2;. Sarà:  

a', = a' + S. (13) 

27. Per r > '2 le (7), (8), 
(10j, (11) conducono ad a', >a'; 
la (9 )  conduce ad  a', > a' per 
r > 3, ad a', = a' per r = 3. 

Affinchè il limite superiore fornito da (6) sia un ~iiassiino 13 dunque ne- 
cessario che per un punto del piano non passino pi% di tri circuiti di z e 
che nei punti per cui ne passano tre si applichi una operazione di tipo V. 

Allo scopo di circoscrivere la questione, riprendo la restvizione Tc, = l =  O 
(introdotta da1 num. 15 al 17 incluse), supponendo esteso il significato delle k,,  
con quel10 di k [secondo la (j)]. 

Prescindo dai casi già eonsiderati al  8 4 etl al sistema z (sottoposto alle 
condizioni necessarie sopra enuneiate) applico la trasformazione studiata al 
num. 86, in ciascuwo dei punti per cui passano tre circuiti. iridico con x,,, 
il sistema ottenuto. 

Risulta: Condixione necessaria e sufliciente perchè la «piccola variazione B 
di dia Zuogo ad un  nzassi?no è che cid avvenga per x(,,. 

Poichè ad uno dei pur~ti O di 2 si sostituisce in x,,, un triangolo O 0' O", 
x,,, sarà dei tipi studiati ai num.' 16 e 17. 

Ma i n  generale la e piccola variazione D applicata a x,,, non è yuella in- 
dicata ai nuin.' citati, cire dovrebbe riunire i lati del triangolo in un solo 
circuito (vedasi Fiç. 16). Fa eccezione (num. 88), per la duplice possibilità 
di collegamento, soltanto il caso in cui Z,,,, all'infuori di eventuali circuiti 
isolati, coiisti di una terna (y, y, y,), , essendo O una delle intersezioni di 
y, con y, ed O' (risp. 0") l'unica intersezione di y ,  con y, (risp. con y,) (ve- 
dasi aricora Fig. 16). 
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Segue che i l  lignite superiore fornito d a  (6) 6 un 9nassinzo tzei soli casi  
seguenti: 1.O S e  e l a  «piccola variazione » s i  sçelgono secondo u n o  dei  nu- 
meri 14, 16, 17. 9.O S e  x, a l l ' i n f ~ ~ o r i  d i  eventuali circuiti isolati, è composto 

d i  tre circuiti y, y,  y, dispar i ,  y ,  y ,  hanno  le rnutue intersezioni ugualmente  
ordinate e y,  l i  taglia soltanto i r z  m a  O d i  queste; se inoltre l a  upiccola ua- 
riazione » a t h n  in O l 'operazione V, e nelle altre inlerseziowi ( d i  y, y,) ope- 
razio~ri  d i  t ipo U collegarzti Ze coppie di segnent i  ad estremi conzu~.?i (Fig. 16). 
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PARTE SECONDA. 

La " piecola variazioiie ,, algebrica,. 

§ 8. LA x PICCOLA VARJAZJONE » BI CNA CUHVA PIANA ALGERRJCA HEALE SPEZZATA. 

88. Si corisideri la curva (piana) spezzata nelle h curve algebriche a 
punti reali: 

cn1, C"?, . . . ) CMn 

rispettivamente di ordini n,,  n,, . . . , a,, irriducibili, prive di singolarità in 
punti reali e di mutui contatti reali (ma  eventualmente dotate cosi di singo- 
larità immaginarie-conjugate come di mutùi contatti immaginarf-conjugati). 
Per un punto male d d  piano passino al pi& due C"6. 

Sia 
f ,=o ( i = i ,  2 , . . . ,  h) 

l'equazione di C"J in coordina.te projettive con elementi di riferimento reali 
(e del resto arbitrarî); sia 

g = O  

l'equazione di una curva reale d'ordine n, + n,  + . - - + n,, , generica (cioè 
non passante per le nzwtue intersexiowi reali delle C"'). 

Nella 
f l f ' 2 - . . f h + t g = 0  (19) 

si attribuiscano a t valori reali ; essa rappresenterà una curva . reale pure 
d'ordine n, + n, + . - . t n, . 

Qualora l'insieme dei circuiti della curva spezzata si consideri come un 
sistenîa x, l'insieme di yuelli della (12) per 1 t J abbastanxa piccolo potrà con- 
siderarsi conie un sistema 2' dedotto da per « piccola variaziorie », ne1 
senso dei $5 2 e 3. 

Se è connesso (num. 12) [O composio di un sistema connesso e di cir- 
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cuiti staccati], le intersezioni di g = O coi segmenti [e circuiti] di fissano 
la p a r i t a  d e i  passaggi  ed il segno di t dirime la scelta fra le due « piccole 
variazioni n complementari. Onde la d: piccola variazione B è in questo, cas0 
topologicamente determinata. 

Più in generale si osservi che il sistema composto di 2 e dei circuiti di 
g = O, possedendo coniplessivamente un nunlero pari di circuiti dispari, de- 
termina iina divisione del piano in regioni contraddistinguibili coi segni + 
e - (ilutn. 4). 

Si consideri 
, = - f i  -- f 9  * .  fh 

9 

cotne funzione delle coordinate di un punto, e si noti che t prende segni op- 
posti iti regioni di segno opposto, percliè il passare attraverso un punto ge- 
nebico del contorrio di una regione muta il segno O di una delle f i  O di g. 
La (16) è urla delle curve l= cost., quindi si svolge in regioni di ugual 
segno. Percib nell'intorno di una intersezione (reale) fi = O f i  = O sono ben 
determinati i c a m p i  in cui passa la (18), come quelli appartenenti a regioni 
di dato segno. 

La piccola variazione % è dunque pienamente determinata (ad es. ne1 
seiiso del num. 10) da1 cornportamento di g = O e da1 segno di t, dipendendo 
ancora da quest'ultirno la scelta fra a piccole ~~ariazioni  » complementari. 

La (tg), per gli opportuni valori di t, si dirà appunto dedotta dalla curva 
spezzata mediante a piccola variazione B (algebrica). 

5 9. ESISTENSA DI UNA a PICCOLA VAHIAZIONE = ALGEBRICA 

EQUIVALENTE AD UNA DATA a PICCOLA VARIAZIONE B TOPOLOGICA. 

29. Da quanto si legge ne1 precedente paragrafo nasce il quesito se 
unn K piccolt~ variazione B topologicamente possibile 10 sia pure algebricamente, 
cioè se a d  una d a t a  scelta d e i  c a m p i  ney l i  i n t o r n i  delle interseaioni corr isponda 
sewpre  un 'oppor turm scelta della y = O e del segno d i  t. 

Il quesito lia risposta affermativa, come si dimostra in questo paragrafo. 
Si prenda in esatne il caso di due curve. La (18) diverrà: 

f i  fi + t g  = 0. (1 2)' 

An~al i  di Matematica, Serie 111, Tomo XXII. . 90 
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Detto k il numero delle intersezioni (reali) di C"1 C"z, sarà 

Si supponga dapprima n, + n, pari. Il sistema 2, contenendo zero O due 
circuiti dispari, produce una divisione D del piano in parti contraddistin- 
guibili coi segni + e - (num. 4). Una « piccola variazione » della curva 
spezzata si pub percib deterrninare con una distribuzione di segoi nei k 
punti (num. IO), fissati i segni nei campi col 2." criterio (nuin. 9).  

Sia m il numero dei punti contrassegnati col - e si iiuriingiili la g = O  
costituita da altrettanti piccoli ovali circondanti i detti punti ed ulterior- 
mente da eventuali circuiti ciascuno dei quali seghi al più un segtnento di x. 

L'insieme di e dei circuiti di g = O produce ne1 piano una divisione D' 
in regioni le quali si possono contraddistinguere coi segni + e - in ta1 
guisa, clie nell'intorno dei punti non circondati [risp. circ,ondati] i segni delle 
regioni nelle divisioni D e D' siano concordi [risp. discordi]. 

Nell'ipotesi fatta per la y = O, a t si attribuisca ta1 segno che la (19)' si 
svolga nelle regioni di segno + secondo D'; la (12)' si compoiteià negli in- 
torni dei k punti in ta1 modo da porre in atto la « piccola variazioiie » as- 
segnata. 

Lo stesso scopo si sarebbe raggiunto circondando con ovali i punti con- 
trassegnati col + ed attrihuendo a t segno tale che (19)' si svolga rielle re- 
gioni di segno -, secondo la nuova divisione B' del piano in regioili (*). 

L'arbitrarietà che nasce dall'ultima osservazione permette di riferirsi in 
ogni caso ad una g= O con ovali circondanti wz fra i k punti, essendo 

quindi anche, per la (13) : 
1 

I n f -  1.2, n , .  
2 

(*) Se 1 è connesso, oppure cornposto di un sistema connesso e di circuiti isolati, la 
trattazione si pub semplificare e ridurre ad un computo di passayyi. Invero un segmento 
congiungente due punti di ugual segno, essendo tagliato da due O zero ovali, presenta un 
numero pari di passaggi, metitre un segmento congiungente punti di segno opposto, essendo 
segato da un sol ovale, presenta un nuinero dispari di passaggi (non alterando gli evetituali 
ulteriori circuiti di y=O la parità); e ci0 appunto deve essere (vedi num. 11). 
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Le considerazioni svolte riducono, ne1 caso attuale, la soluzione del que- 
sito posto in principio di questo nurn. alla costruzione di una curva g = O  
del tipo indicato. Per questo si veda il num. seguente. 

1 
30. Si osservi dapprirna che le curve d'ordine - (n, $- n,) passanti per 9 

gli m punti da circondarsi formano un sistema lineare (C) di dimensione 

Supposto n,  k t h , ,  da (14) e (15) si deduca 

( t h ,  - n,) (n, - n, + 6)  + 19 n, , 1 
onde anche: 

Ne segue che (C) non pub possedere C'" come parte fissa, quindi che, 
per l'irriducibilità di Cm., è di curve irriducibili. Risiilta anzi cbe esso de- 
scrive su  Cnz una serie lineare almeno ml, onde, se C"1 C"Z sono inposiz ione 
algebricamente generica, all'infuori degli m punti assegriati, non possiede altri 
punti-base su  Cm.; in particolare (C) non  possiede punti-base nelle ulteriori 
intersexioni reali d i  C'+ e Cnz. È quanto per ora suppongo (*). 

Siano n~ = O, 6 = O due curve di ( G )  immaginarie-conjugate e del resto 
generiche. Sia go = O  una curva d'ordine n, + n, reale a punti irnmaginarf. La : 

pcr z (reale) di valor assoluto abbastanza piccolo e di segno opportuno, sarà 
composta di piccoli ovali circondanti le intersezioni reali di w = O, 6 = O, 
cioè da m ovali circondanti i punti assegnati ed eventualmente da altri ovali 
di cui ciascuno taglia al più un segment0 di E. La (17) è la curva richiesta. 

31. Il sistema (C)  abbia oltre agli 98 punti assegnati, che dird punti P, 
altri M' > O  punti fondamentali (semplici), che dirb punti P', in ulteriori in- 

(*) La rostrizione sarà tolta a l  nurnero seguente. È bene perb osservare come nella mag- 
gior parte dei problemi di * piccola variazione » sia lecito ridursi ad una posizione algebrica- 
mente generica, sostituendo ad una delle curve date una curva prossima, senza alterare le 
condizio~ii topologiche, le quali generalmente sono le sole essenziali. 
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tersezioni di C"i C12 (reali od, in parte, iinmaginarie-conjugate). Se fra gli 1.n 
punti assegnati solo m, r rn forniscono alle (C) condiz'ioni lineari indipen- 
denti, una nota proprietà delle serie lineari speciali (*), applicata alla serie 
carat ter is t ica  di (C), conduce in modo semplice alla 

onde alla 

' 1  
Sia (C') il sistenia delle curve d'ordine - (n, + n,) passanti per gli m' 

9 
punti P' e si supponga che esso non possegga ulteriori punti fondatnentali 
nelle intersezioni di C"* C"2. Se rv' = O, rtl' = O sono due curve di (C ' )  im- 
maginarie conjugate e del resto generiche e go = O  è aricora una curva d'or- 
dine n, + n ,  reale a punti immaginarî, la 

per a' opportuno, è una curva costituita da ovali circotidanti le intersezioni 
reali di w'= O, J = 0 ,  cioè dagli ovali circondanti quelli frü i punti P' clie 
sono reali ed eventualmente da altri ovali di cui ciascuno sega al piii un 
segnîento di Z. 

Se inoltre w = O, k = O rappreseritano ancora curve immaginarie con- 
jugate generiche di (C), la 

per s opportuno, è la curva richiesta. Ed-invero, poichè i punti P' reali sono 
interni ad ovali di y' =O, inentre i punti P sono esterni ad ogni ovale di 
essa, si potrà sernpre scegliere il segno di z in modo clle, per 1 x 1 abbastanza 
piccolo, la g = O (priva di punti reali negli iiitorui dei punti P' reali) sia 

' costituita da m ovali circondanti i punti Y ed eventualinente da altri di cui 
ciascuno seghi al più un segmento di 2. 

Si supponga ora clle (C'), oltre agli t r i  punti Pr, possegga m" punti fon- 

(*) L'ordiiie di uiia serie speciale è t a l  doppio della sua dimensione (teorema di CLLP- 
FORD); v. ad es.: BERTINI ,  La yeometria delle serie Eineari soprm una curua pinna secondo il 
metodo alyebrico (Ann. di Mat., serie !ka, T. XXII), iium. 25, cfr. nuin. 38; SEGRE, Introdu- 
zione alla yeometria sopra un, ente alyebrico semplicemente infinito (Ibid.), num.1 74 ed 88; 
- BERZOLARI, Allyemeine Theorie der hoherew ebetûen algebraisehen Kwrvel.~ (cit.), num. 27. 
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da.inentali P" in ulteriori intersezioni di Cnl C"2 (necessariamente fra i punti P). 
Sussiste la 

?IL'  > l lbW (19) 

analoga alla (18) e si pu6 introdurre il sistema (C") delle curve d'ordine 
1 
- (n,  + n,) per i punti P", del quale dapprirna si suppone I'assenza di punti 8 
fondamentali nelle ulteriori intersezioni delle Cf" CC"%. In tale ipotesi, dette 

- 
ni" = O, w" = O curve iinmaginarie corijugate generiche di (C") e posto : 

- 

g' - ru' ru' + z' y", 
- 

g - 1v ni + z y', 

per opportuni valori di z" z', z, sarà g = 0 la curva richiesta. 
Nell'ipotesi contraria si continua il procedimento, il quale, per le (la), 

(19) ed analoghe, necessariamente finisce. 
È cosi tolta la restrizione posta al numero precedente. 

3% Sia n, + n, dispnri .  Il sistema x contiene un sol circuit0 dispari. 
Iletta u = O  una retta generica, cioè non passante per le intersezioni delle 
CW1 Cn2, il sistema composto di e della retta determina. riel piano una di- 
visione D in regioni contraddistinguibili coi segni + e -. Ai campi negli 
intorni delle k intersezioni reali si attribuiscano i segni delle regioni a cui 
appartengono secondo la D. 
, Si fissi uria distribuzione di segni nelle k intersezioni; essa determiiia 

una K piccola variazione B di e reciprocaniente. 
Si imrnagini la g = O spezzata nella retta u= O ed in una curva g,  = O 

(d'ordine n, + n, -- 1) costituita da piccoli ovali circondanti i punti contras- 
segnati col - [oppure quelli contrassegnati col +] ed ulteriormente da cir- 
cuiti ciascuno dei quali seghi al più un segment0 di x. L'insietiie di x e ,  dei 
circuiti appartenenti a g u g ,  = O  produce ne1 piano una divisione D' in 
regioni, le quali si possono contraddistinguere coi segni + e - in ta1 guisa 
che nell'intorno dei punti non circondati (risp. circondati) i segni delle re- 
gioni nelle divisioni D e D' siano concordi (risp. discordi). Nell'ipotesi fatta 
si attribuisca a t segno tale che (18)' si svolga nelle regioni di segno + [op- 
pure in quelle di segno -] secondo D'; si attuerà cosi la « piccola varia- 
zione » assegnata. 
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Il prohlema si riduce alla costruzione di una g, = O  del tipo indicato, 
valendo per il numero nz dei punti da circondarsi ancma la (14). 

1 
Interviene il sisterna (C) delle curve d'oi3dine - (n,  + n, - 1 )  passante 

'2 
per gli m punti, di dimensione 

1 ( n ,  + n, - 1) ( r z ,  + n, + 5) - m. 
8 

Supposto 12, > n , ,  da (14) e (15)' si deduce: 

1 
r 1 - (n,  - n, - 1 )  (n,  -- i z ,  + 5) + H,, 

8 

onde (esçluso il caso ovvio n, = 9, n,  = 1, m = 1, r = 1) : 

Se C"1, C"g sono algebricamente generiche, l'ulteriore trattazione si svolge 
analoga a quella per la costruzione di g = O  a l  num. 30 e cotiduce alla 

per opportuni valori di z, essendo ni = O, & = O iinmagiriarie conjugate ge- 
neriche in (C) e go = O reale a punti immagitiarî (d'ordine n, + n, - l). 

Se Cul, C"2 sono tali che (C), oltre agli m punti assegnati, abbia ulte- 
riori punti fondamentali nelle intersezioni reali delle curve stesse, valgono 
considerazioni analoghe a quelle svolte al num. 31. 

Il caso di due curve è dunque esaurito, anche per n, -+ n, dispari. 
33. Il metodo seguito nei nucn.' 29, 30, 31, 32 per il caso di due curve 

non si pub seiîlpre iminaçiiiare esteso al caso di più curve. 
Il sistenia possiede un numero pari O dispari di circuiti dispari, se- 

coiido che è pari O dispari n, + n, +. . - + n,. L'estensione del procedirriento 
conduce dunque sostanzialrnente, nelle due ipotesi, alla ricerca di una curva 
d'ordine n ,  + n, + . + n, oppure n, + n2 + . - . + n,, - 1, composta di  m 
ovali circondanti altrettante fra le inutue intersezioni (reali) delle Cnd ed even- 
tualmente da ulteriori circuiti, ~iascuno dei quaIi seglii al più un segnîento 
di Z. È inoltre lecito supporre: 
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onde : 

Perb 1.a (20) non è condizione sufficiente per l'esisteriza del sistema (C) 
1 1 

delle curve d'ordine - (ml+ il, + - . +na) oppure (n,+n,+ - . +- n,- 1) B 
passanti per gli m punti da circondarsi, se non si aggiunge la condizione: 

oppure (rispettivainente) la: 

All'infuori d'ogni validità generale, rimane tuttavia la possibilità di con- 
tinuare il procedimeiito quando esista i l  sisteiîîa (C), cioè quando per le curve 

1 1 
d'ordine - (n,+ n,+ . - . + nn) O (rispettivamente) - (.ni +n, + . - .  + n, - 1) 

9 9 
il çruppo deçli m punti rappresenti un numero di condizioni lineari indi- 
pendenti : 

2 
i a ~ < ~ ( n . t n , + . - - + n , ) ( n ,  +la,+... i n , + 6 )  

O (rispettivamente) : 

Le considerazioni analoghe a quelle svolte ne1 nuin. 31 richiederebbero 
più ininuto esaine, presentandosi qui il caso nuovo di un sisteiiîa (C) coi1 
parti fisse (una o più delle Cnc). 

Ma il problelna posto all'inizio di questo paragrafo sar i  risolto per altra 
via ne1 riuinero seguente in tutta la sua geueralità. 

34. Date le C". ( s  = 1, 8,. . . , h) si contraddistinguano i cainpi negli in- 
toriii delle k loro mut.ue intersezioni reali coi segni + e - ( n ~ i n i .  9). S'im- 
nlagini una K piecola variazione B di determinata da una distribuzioile di 
segni nelle dette interseziorii (mm.  10). 

Si fissino due curve C"6 CC"r (i (j) e si prescinda, per un tiiomento, dalle 
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rimanenti. Negli intorni delle loro intersezioni si mantenga la precedente in- 
clicazione dei campi mediante segni e nelle intersezioni stesse si distribui- 
scano i segni in accordo colla fissata distribuzione generale. Nascerà per il 
sistema Z ,  dei circuiti di CWc C"j una u piccola variazione 2, realizzata alge- 
bricamente assumendo come curva trasformata la : 

dove g, = O, t ,  son scelti, ad es., ne1 modo indicato ai num.' 99,30, 31, 32. 
11 segno di t ,  è cosi ben determinato, ma si supporrà, come è lecito, 

che sia i l  +, includendo eventualmente un fattore (- 1) ne1 primo membro 
della g, = O. Inoltre l'arbitrarietà che riinane nella scelta delle g, = O per- 
mette di escluderrie il passaggio per niutue intersezioni delle CM*. 

Si indiclii con fij' il prodotto di tutte le f,, escluse le f i ,  f i .  Dico che, 
per effettuare algebricantente l'assegnata a piccola variazione a d i  x, basta 
nella (19) [del num. 291 porre: 

g f i ,  g i a  + f i 2  9 1 3  + . . t f i j  g g i i  + . . t f h - i , k  ~ n - i , l r  (93) 

e t > O, ma abbastanxa piccolo. 
Ai parainetri t ,  t, delle (12) e (28) si ridoni l'intiera variabilità,, conside- 

randoli corne funzioni delle coordinate di un punto corrente rie1 piano : 

fi f f  t.. = - - 
g, 

Dalle (83), (94), (85) segue : 

Se si proeede inediante la (26) al calcola di -, i terrnini del secondo t 
membro del tipo - = - f* figqs possono essere distinti in quattro gruppi : un 

4. f ,  f e  9, 
termine cogli indici q,  s = i, j ;  h - Oy termini con uno di essi = j ;  h - 2 
termini con uno di essi = i ;  i rirnanenti cogli indici diversi entrambi da 
i, j. Si stabilisce cosi una identità del tipo seguente: 
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Si faccia ora tendere cornunque il punto corrente ad una delle interse- 
zioni (reali) di Cn{ 13; poichè T,, T,, T$, tendon0 a limiti finiti ed f i ,  f j  ten- 
dono al limite zero, segue 

Se ne deduce che è possibile immaginare un intorno della intersezione 
in cui t e tij posseggano 10 stesso segno, onde nei campi itz cui è tu> O E 
pure t > O. Ossia i campi deyli intovni delle intersezioni di  C"< C"j percorsi 
da (9%) sono pure percorsi da (i2) [per t > O abbastanza piccolo e g data 
da (83)]. 

Tenuta presente la scelta delle u piccole variazioni a applicate ai sistemi 
x,, si conclude d'arer raggiunto pure per Z la u piccola variazione ,, asse- 
gnata. 

35. In casi particolari la g = O ,  corrispondente ad una u piccola varia. 
zione ,, assegnata, pub ottenersi con procedimenti essenzialnîente diversi da 
quelli indicati nella trattazione generale del § 9. A qualche esempio per se 
stesso interessante b dedicato il presente paragrafo. 

1.' ESEMPIO. Sia dapprima Cn1 di genere p, dotata del numero massimo 
di circuiti compatibile col genere, cioè p) di p + l  circuiti. ~e k intersezioni 
jreali) sinno tutte raccolte sopra un  solo circuit0 y di CWi (onde inanchino le 
mutue intersezioni teali fra le riinanenti Cm*) (**). 

Essendo coinposto di un sistema connesso e di eventuali circuiti stac- 
cati, interverranno soltanto considerazioni di parità di passaggi (5 3) e queste 
potranno restringersi ai soli segmenti di y (num. 13 in fine). 

Le curve aggiunte della C"1 di ordine n, + n, + . . + n, segnano su di 
essa una serie lineare di dimensione 

(") HARNACK, loc. cit. 
(**) II caso B), che verrà considerato al num. 44, rientra nelle attuali ipotesi. 

Anlzali di Matematica, Serie III, Torno XXII. P l  
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e di ordine r + p  (*). Con 

k' r k G n, (n, + m, + . . t n,) 

si indichi il numero dei segmenti di y che esigono numero dispari di pas- 
saggi secondo la < piccola variazione > assegnata. 

Si determini un gruppo della serie inediante r punti (algebricamente ge- 
nerici) distribuiti come segue : 1.O un punto su ciascuno dei K segmenti in- 
dicati; 8.O un punto su ciascuno dei circuiti di C"4 diversi da y, escluso l'e- 
ventuale circuito dispari ; 3.' i rimanenti r - kt - p  oppure r - 12' - p + 1 
necessarianiente in numero pari (**), raggruppati conîunque in coppie di punti 
imniaginari conjugati, O di punti appartenenti ad uno stesso segment0 di y, 
o di punti sopra uno stesso degli ulteriori circuiti di C"1 (raggruppati cioè 
in modo tale da non alterare la parità dei passaggi). 

II gruppo sarà necessariaiiiente completato da p punti, fra cui quelli 
reali disposti in numero dispari su ciascuno dei p circuiti di C"1 diversi da y, 
cioè da p punti tutti reali giacenti rispettivameiite sui p circuiti stessi. 

Le condizioni offerte da1 gruppo alle curve aggiunte d'ordine 

sono tutte reali, quindi per esso passano aggiunte (di tale ordine) reali. Una 
generica di queste si pub assumere corne curva g =  O. 

36. Si consideri ora il seguente: 
8.' ESEMPIO. Sia ancora C"1 dotata di p + 1 circuiti. Le k intersezioni 

siano perb distribuite su due circuiti y, 8 della Cs%, ma Z sia, all'infuori di 
circuiti isolati, connesso [per il che basta l'esistenza di un circuito apparte- 
nente ad una C". (s > 1) e secante cosi y come SI. Inoltre la « piccola varia.- 
zione » assegnata sia tale che su 8 due segmenti al più richiedano un nu- 
mero dispari di passaggi. Sarà sufficiente fissare la parità dei passaggi su y 
e S (vedi nota al nuin. 13). 

Supposto p > 1 y), si riprenda il sistema delle aggiunte d'ordine 

(*) Vedi ad es. BERTINI, loc. cit., nuin. 88 c ) ;  BERZOLARI, loc. cit., num. 87. 
(*") Se IÛ, 6 pari, r - p  per la (89) è pari, 7 è circuito pari, onde L' è pari, r - k'-- p 6 

pari. Se n, è dispari e 7 pure è dispari cosi r - p come Ic' hatino la parità di PZ, + n, + . . . + fia, 
onde 1.- l d - p  è pari. Se .n, è dispari e y è pari, le Cn.(s> 1) non contengono circuiti dis- 

pari, cioè sono d'ordiue pari, r-p è dispari, k' e pari, r - Ic' - p  + 1 è pari. 
(***) Il caso p = L si tratta diretta~nente in modo semplice. 
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n, + n, + . - . + n, e si determini un gruppo della serie da esso segnata su 
Cui mediante r punti, distribuendoli cosi: 1.' uno in ciascuno dei k'segmenti 
di y richiedenti numero dispari di passaggi; 8.' uno su ciascuno dei p cir- 
cuiti diversi da y, escluso l'eventuale dispari, in modo perb che, se 8 richiede 
numero dispari di passaggi su due segmenti (ed è quindi pari), il punto 
su 8 sia preso in  uno di questi ; 3.' i rimaneiiti r - k' - p  od r - k' - p  + 1 
in coppie non dterariti la parità dei passaggi, coll'avvertenza che per p  = 8, 
n, dispari, y e 8 pari, una coppia sia presa su1 rimanente circuito (dispari). 

11 gruppo sar i  coinpletato da p punti rispettivamente sui p circuiti di 
C"1 diversi da y e rispetterà la parità dei passaggi ovunque, fuorchè, in ge- 
nerale, su S. Tale parità si potrà ristabilire riconducendo quel10 fra i p  punti 
indicati appartenente a 8 su1 segment0 opportuno. 

Percib sopra un circuito E di Cnl, diverso da y e 8, contenente uno, al- 
tneno, degli r punti determinanti il gruppo, si sposti tale punto fino a de- 
scrivere l'inter0 circuit0 (lasciando fissi su C-1 gli altri r - ? punti). Il gruppo, 
detratti i punti fissi, varia cosi in una serie lineare semplicernente infinita 
d'ordine p  + 1 e viene a çoincidere con tutti i gruppi d i  questa aventi due 
punti su E, nessun punto su y, un punto su ciascuno dei rimanenti circuiti. 
In particolare il punto mobile su1 circuito 8 10 descrive per intiero, e, va- 
riando opportunamente il gruppo, pu6 essere condotto su1 segment0 voluto. 

Una generica aggiunta reale d'ordine n, + n, +, . , + n , ,  passante per 
il gruppo (di r + p punti) cosi ottenuto, è la richiesta g = O (*). 

37. Si passi infine al  seguente: 
3 . O  ESEMP~O. Sia Cnl dotata di p circuiti e le k intersezioni siano raccolte 

sopra un suo circuito y (onde x, all'infuori di circuiti isolati, è connesso). 
Si determini un gruppo della serie segnata su C"1 dalle aggiunte d'or- 

dine n, + n, + . . - + n, mediante r punti cos1 distribuiti: 1.' un punto su 
ciascuno dei K segmenti di y richiedenti numero dispari di passaggi; 2.O un 
punto su ciaseuno dei p circuiti di C"* (il pki to su  y dicasi A), escluso l'e- 
ventuale circuito dispari se è diverso da y ;  3.' i rimanenti rt- k ' + p  od 
n - K + p  +- 1 punti in coppie non alteranti la parità dei passaggi. 

Il gruppo, conipletato da p punti rispettivamente sui p circuiti, in ge- 

(*) Nei due esempi è notevole l'uso della geometria sopra una curva di genere p dotata 
di p + 1 circuiti. Per altre applicazioni di questa si veda la mia Nota : Serie lineari e corri- 
spondenae sopra una cwrva di  gelaere p dotata di p + 1 circwiti(Rend. R. 1st. Lornp., serie ea, 
XLIII, 1910). 
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nerale su y (ma non altrove) coiitravvierie alla parità dei passaggi. Se perb 
uno degli r punti determinanti il gruppo descrive un circuit0 (di CN1) diverso 
da y, mentre gli altri r -  1 son fissi, il punto mobile su y pub essere con- 
dotto sul segmento contenente A, ristabilendo la parità dei passaggi. 

Una generica aggiunta (d'ordiiie n, +- n, t . . +n,) passante per il gruppo 
fornisce an cora la g = 0. 

g 11. ESTEKSIONE DEL CONÇETTO D l  a PlCCOLA VAHIAZIONE * ALGEBKIC'A. 

38. Riprendo la trattazione del $$ 8, sulla 

ma abbandono due delle restrizioni ivi imposte, ammettendo: 1.' che per u n  
punto (reale) del piano passino eventualmente anche più di due Cn4; 8.0 che 
la g = O possa passare [sempliceinente (")] per alcune (anche per tutte) le 
mutue intersezioni (reali) delle C"r . 

Osservo che il sistema dei circuiti delle C"i è un sistema 2 ne1 senso 
(più esteso) del 5 6;  dico inoltre Che, per 1 t 1 abbastanza piccolo il sistema 
dei circuiti di (30) è il trasformato x' di in una a piccola variazione a intesà 
ne1 senso (più esteso) del paragrafo stesso. 

Ci6 verrà dimostrato nei num.' seguenti riprendendo le notazioni ivi in- 
trodotte. 

39. Sia O un punto del piano pel quale passino r 2 2 circuiti di I: e 
si supponga dapprima che g = O non passi per 0. In un intorno di O non 

n 
contenenle punti di g = O si considerino i 9 r cainpi O A,,, (num. 83); iii 
punti di uno stesso campo la 

t = - f l f s . . . f h  

g 

lia uno stesso segno ben deterniiriato, mentre in punti rispettivamente di due 
,A A 

cainpi consecutivi Aj O A,+, , A,,, O AjfB ha. segni opposti. 

(*) 11 supporre per y = O  una singolarità in utia intersezione delle Cni, porterebbe con- 
seguenteniente ad un punto multiplo ivi per la (30), e cib si vu01 qui escludere.(vedi la pre- 
fazione). 
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Segue che t assume segni alternati nei B r  campi intorno ad O. Se, per 
/". 

fissare le idee, si suppone t > O ne1 campo A, O A,, la trasformazione di 
f ,  f, . . . f, = O i n  (30) d a  luogo in O ad una  c piccola variazione e precisa- 
rnelzte ad %na operaaione U od U' secondo che è t > O oppure t < O. 

4.0. Si supponga om che g= O passi per O senza toccare iui alczcna 
delle Cm'. 

Se su  g = O da bande opposte di O, e nell'intorno di questo, si pren- 
dono due puriti G, G, (Figg. 17 e 18), i segmenti O G,, O G, giaeciono in due 

Fig. 17. Fig. 18. 

A -4 
campi opposti al rertice A,-1 O Ai, A,+,-, O A,, , dividendo ciascuno di questi 
in due nuovi campi. 

Si hanno cosi in tutto 2 r  +8 campi intorno ad O e in essi t assume 
A 

ordinatamente segrii alternati. Per es. i n  G, O Ai sia t> O. 
La (30) ha  in O con g = O contatto r-punto, ed il circuito 8 di essa tau- 

gente la g = O l'attraversa in O oppure non I'attraversa, secondo che r è 
dispari (= 2 s + 1) O pari (= 2 s). 

Per r dispari e t > O, il circuito 8, nell'intorno di O, si svolgerà nei campi 
A 4 

G, O A,,  G ,  O A,, e risulterà quindi dali'unione in O dei segmenti prossimi 
ad O A, ,  O A,+, . La rimanente parte di (30) nell'intorno di O si svolgerà nei 

A /'. 
canlpi O Ai+n,, Ai+r+zi-i O A,+,+,z (2 = 1, '2 ,..., s) [vedasi Fig. 171. 

P e r  r dispari e t < O  si presentano considerazioni analoghe coll'inter- 
vento di O A,-, , O A,+,-, in luogo di O Ai, O A,+, . 
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Dunque la trasformazione di fl f ,  . . . f, = O in (30) da luogo i n  O ad una . piccola variazione R e precisamente ad una operazione Vi oppure VI.-, , SB- 

condo che è t > O, oppurç t < O. 
Per r pari e t > O, il circuito 8, nell'intorno di O, si svolgerà nei campi 

A A 
G ,  O A,, A,+,-, O G, e risulterà quindi dall'unione in O dei segmenti prossimi 
ad O A,, O A,+,.-, . La rimariente parte di.(30) nell'intomo di O si svolgerà nei 

,A /'. 
campi A, ,,-, O A,,,, ( 1  = 1, 2, .  . . , s - 1) ed Ai+,.+2z O ( 1  = 0, 1,  2,. . . , s - 1 )  
[vedasi Fig. 181. 

Per r pari e t < O si presentaiio considerazioni analoghe coll'intervento 
di O A,;, O Aipl in luogo di O Ai, O Ai+,-, . 

Dunque la trasforrnazione di  f i  f ,  . . . f,, = O im  (30) da luogo i n  O ad ana 
c piccola variazione B e precisarnente ad %na operasiom Wi oppure W+. se- 
condo che è t )  O oppure t < O. 

41. Se g = 0 ha con yi contatto dispari ( i n  O), il circuito h' di (30) tan- 
gente g = O si comporta corne ne1 caso del precederite numero, del quale 
persistono perci6 le conclusioni. 

Fig. 19. Fig. 80. 

Se y = O ha con y< contatto pari, il circuito 8 non attraversa od attra- 
versa g = O, secondo che r è dispari O pari. 

,A 
Si supponga che, nell'intomo di O, g = O si svolga nei canipi Ai O A,+%, 
A 

A,,-, O A,, e dicansi .O G , ;  O G, i segrnenti di  essa in detti campi (Figg. 19, 
90, 21). 

Nei 9 r + 2 catnpi (intorno ad O) t presenta ordinatamente segni alter- 
,".. 

nati; sia t ) O  i n  A, O G , .  
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A 
Sia r dispari. Per t )  O, 8, presso O, si svolge iiei campi Ai O G, , 

f i  
G, O A,,, e risulta dall'unione in O dei segmenti prossimi ad O Ai ,  O A,+, 

6 ,A 
[Fig. 19). Per t < O, 8, presso O, si svolge nei campi G, O Ai+], A,+,, O G, e 
risulta dall'unione in O dei segmenti prossil$i a,d O A,+, , O A,,-, [Fig. 901. 
È ovvio in entrambi i casi l'ulteriore comportamento di (30) nell'intorno di O. 
Onde : 

.La t,rasfornzazione d i  f l  f, . . . f,, = O i n  (30) da Zuogo in O ad un& ope- 
rt-caione Vs oppure Z ; ,  secondo che è t > O oppure t < O. 

S ia  r pari. Secondo che è t > O oppure t < O, 8 si svolge, press0 O, nei 
A A 

campi A, O Gl , A,+,-1 0 G, op- 
/". A 

pure G, O A,+, , G, O A,,, e ri- 
sulta quindi dall'unione in O 
dei segmenti prossiini ad O Ai ,  
O Ai+,pi oppure , O Ai+, . 
È ovvio l'ulteriore cornporta- 
mento di (30) nell'intorno di O. 
Onde la trasfortnaxione di f,, 
f?, . . . , f, = O i î a  (30) da lzcogo 
in O ad una operaxione Wi 
oppure W+,, secondo che è 
t >O, oppure t < O  (vedi Fi- 
gura 81 per t >O).  

Fig. 81. 

42. Da quanto è svolto nei precedenti nuineri risulta che ad ogni scelta 
di Q = 0 e del segno di t corrisponde (per 1 t 1 abbastanza piccolo) una a pic- 
cola variazione -n topologicarnente ben determinata. Qui, conle ne1 caso ristretto 
del § 8 (cfr. § c)), sorge la questione se inversamente ogni Q piccola variazione 8 

topologica si possa ottenere algebricamente con opportuna scelta di g = O e 
di t .  11 quesito ha in alcuni casi risposta afferniativa, ma la. trattazione ge- 
nerale offre qualche difficoltà. 

Il solo caso che si presenterà ne1 seguito è per6 del tutto ovvio. Esso è 
quel10 di tre rette concorrenti in un punto O, ne1 quale è da operarsi una V. 
Basta percib assuiuere coine g = O una cubica reale che passi sempliceniente 
per O attraversando calnpi opportuni e dare a t segno opportuno, sempre 
in conformità alle condizioni esposte al num. 40. Tale determinazione è evi- 
dentemente possibile in più modi. 
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§ 18. CONDIZIONI NECESSARIE E SUFFICIENTI PERCHA LA CURVA TRASFORMATA 

ABBIA IL MASSCMO NUMERO DI CIRCUIT1 COMPATIBILE COL S U 0  OHDINE. 

( n  - 1 )  (n - 9)  43. Una curva d'ordine n possiede al più B 
+ 1 circuiti 

e, per ogni valore di w, esistono curve dotate di circuiti in ta1 numero (*). 
fiel preseiîte paragrafo stabilisco condizioni necessarie e sufficienti perchè 
una « piccola variazione algebrica (ne1 senso più esteso del § 11) produca 
una curva del tipo detto. 

1 sistemi costituiti dai circuiti delle singole C"1 (i = 1, 8,. . . , h) si possono 
considerare conle sistemi Si, ne1 senso del 
si riprendono qui le notazioni (cfr. 5 7). 

Il numero k, anche ne1 senso più esteso 
il numero totale delle mutue intersezioni reali 
passanti per un punto O appartengono ad r 

r ( r - 1 )  raccolte 
'2 

mutue intersezioni. 

4 (num. 15 e segg.), del quale 

del $$ 7 [form. (5)], rappresenta 
fra le Cnt. Infatti gli r oircuiti 
distinte (7%'; in O son dunque 

Applicando a ciascuna delle Cm* la proprietà richiainata all'inizio di yuesto 
nurnero, poi sommando, si ottiene : 

ossia : 

ove il segno = figura solo se ogni C"6 ha nurnero tnassinzo di circuiti. 
Per la (6) [num. 931, da (31) segue: 

(*) HARNACK, loc. cit, 
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coll'avvertenza che ,in (38) figura iE segno = solo se ci6 avviene cosi in (6 )  
corne in (31). 

Poichè sistenii Si. appartenenti a sistemi diversi non hanno interse- 
d ( d -  1 )  

zioni coinuni (nuin. 18), cosi il nurnero delle k,, nulle è r -- - D'altra 
"2 

parte, se è k,, = 0, è n, n, & 9 perchè pari; ossia l'annullarsi di m a  k,, porta 
alla differenea n, n, + . - - + nh-, mh - k il contributo di due unità almeno. 
Percib è : 

n , n , + n , n , + ~ . . + n , - , n , - k & d ( d - 1 )  (34) 

ove per d > 1 i l  segno = figura soltunto se ogni  & consta d i  un solo 
Sd ( d  = h) e se inoltre ad  ogni  k,, = O corrisponde n, n, = 8. 

Da (33) e (34) si deduce 

onde : 

ove i l  segno = figura solo se G i U  ahviene in (34) ed inoltre d ccssunza u n o  
dei valori 52, 1. 

44. Condizioni necessarie perchè la curva trasformata sia del tipo ri- 
chiesto sono ora l 'annul larsi  d i  Y e l u  cornparsa del segno = in (39). Tali 
condizioni risuitano pure sufficienti, quando si aggiunga la possibilità di tra- 
durre algebricamente la relativa R piccola variazione » topologica. 

Si supponga d = 8 ;  da precedenti osservazioni si deduce: h = 9, n, n, = 2, 
onde n, = 8, n, = 1. Si perviene cos1 al sistema d i  ana conica e d i  %na retta 
che n o n  s i .  tagliano. Poichè una « piccola variazione » qualunque del sistema 
produce una cubica con due circuiti (numero massiino) cosi, per questo primo 
caso, le condizioni risultano sufficienti. 

Si supponga d = 1;  perchè sia Y =  O occorre che sia 

cioè che le wwtue intersezioni delle Cn( siano tutte reali. Sussiste dunque la 
k,=(= O per ogni coppia di indici. Perchè in (38) valga il segno =, deve esso 
valere in (31) [cioè le singole Cfl' debbono avere il mass imo nunzero d i  circuiti] 
ed anche in (6) [cioè deve presentarsi uîzo dei casi ind ica t i  a1 nwn. 97 in fine 
(cfr. num.' 14,16,17), coll'avvertenza che nell'ultimo d i  essi dalle n,  uz, = k , ,  = 1,  
n, n, = Id,, = 1 segue n, = n, = n, = 11. In tali casi la a piccola variazione s 
è algebricamente attuabile (§ 9 e § 11 al num. hg), onde ancora le condizioni 
risultano sufficienti. 

Anrcali d i  Matematica, Serie III, Tomo DII .  202 
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168 B r u  oo  t t i :  S u l l a  generazione d i  curve  p i a n e  algebriche r e d i  

Concludendo : 
Condixiorbe necessaria e suff iciente perchd l a  u piccola var iaz ione  B d i  una 

curua  spezxata (ne1 senso del 5 11) produccc una c u r v a  dotata  del m a s s i m o  
n u m e r o  d i  circuit i  compatibile coll'or&ine é çhe s i  verif ichi u n o  de i  seguenti  
cas i  : 

A) La c u r v a  si spezza i n  una comica e i n  una ret ta  n o n  ~ e c a ~ n t i s i ;  l a  
6 piccola varinxione D è arb i t rar ia .  

B )  La curva  s i  spexza i n  date curve  C"1 Cn? provuedute del massirno nu- 
mero d i  circwiti compatibile coi re lat iv i  ordini ,  nven t i  le interseziolzi tutte 
real i  ( e  dis l in te)  raccolte s u  d u e  c3ircwiti y ,  yz r ispet t ivas~wnte  d i  C'i C"n e s u  
questi  ( p e r  O-pportuwa scelta de i  semsi) ugualmzente ordinate .  La upiccola  va- 
r iaz ione » prouiene dall 'attribuire i l  segno + a tutte le intersezioni,  secottdo 
i l  1." criterio (num. 9)  [in relaxione a l la  detia scebta d e i  sensi] .  

C) La c u r v a  s i  spexza in tre Cul Cv'2 Cn3 prouvedute del r t z a s s i ~ m  fiuwero 
d i  circuit i  cornpatibile coi re lat iv i  ord in i ,  aven t i  le m u t u e  intersezioni fu t te  reali  
(d is t in te) ,  collocate s u  tre eircuit i  y, ya yS r ispet t i ,vamede d i  C"1 C"'z Cria, il& modo  
che le iniersexioni a p p n r t e ~ e n t i  a y, s i  possano pensare  ugualwumte ordinate 
su d i  esso e swl circzcib r isul tante  clrrlla r i u n i o n e  d i  d u e  « seysr~enti  * d i  yj y,  
coyli es trewi  iilz co+nurze (i, j ,  1 = 1, 8, 3). 1 segvzenti de i  circuit l  y ,  y, y, son 
collega,ti i~ k - :3 coppie e in d u e  c t r iangol i  * ;  se i sensi  su y, y, y ,  si scel- 
gono in  modo  che un a triangolo a ( p u i n d i  anche  l'altro) sia percorso con  con- 
t , inui tà ,  l a  upiccola  var iaz ione  B yroviene dall 'attribuire i l  segno - a tutte le 
interseeioni,  secondo i l  1." criterio. 

D) La c u r v a  si spezxa in puattro C"1 C9'2 Cng C " d  prouvedute del massiwzo 
,n.uwbero d i  circzliti cornpatibile coi relnti0.i o rd in i ,  avent i  le rnutue intersezioni 
tutte rea l i  (dist i îzte) ,  collocate szc q z ~ a h - O  circui t i  y, y, y, y, rispettiva,n2ente di 
C"1 C"? C"3 Cnd , iiz m o d o  che le inlersexioni appar tenen t i  a yi ( p e r  opportuncc 
sceltcc de i  sens i )  s i a n o  ugualrnente ordinate  su d i  esso e su l  contorno d i  ura 
<< triakagoIo » avente  per  la t i  segrnenti rispett ivamente d i  yi y, 7 ,  ( i ,  j, 1, vn = I, 
2, 3, 4.). La «picco la  variaaione >> proviene dal l 'a t tr ibuire  il qegno - a tutte 
le intersezioni sfecondo i l  1." criterio ( in relaeione a l l a  detta scelta dei  sentri). 

E) La czcrvn si spexzn i n  tre rette uscer~ t i  d a  uk~ puni% 0, ne1 qua le  s i  
attuct un'operazione d i  t ipo V (§ 6 )  ("). 

(*) 1 casi A) ed E )  sono ovvii. Del caso 13) foriiiscotio eseinpi i nietodi d i  HARNACK, di  
HILBERT, della cubica ausiliare, della qiiartica ausiliare, di moltiplicazio~ie mediailte geriera- 
trici bifionti, Per i primi due ~iietodi vedansi i lavori citati iiella pret'azioiie; per i riinanenti 
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Coine corollario si deduce l'in~possibilità di generwre curwe col ' Y Y L ~ S S ~ ~ O  

nutnero d i  circmhiti wediante curve spezzate i t i  cinpue O pi& C"' ("). 

vedasi la mia Nota: Sulla yer~erazioue rielle curve picoce d i  gelset-e p dotate di p + 1 circuiti 
(cit.), ove le condiaioni del caso B) sono dimostrate sufficienti coll'inclusione di una condi- 
zioiie superflua riflettente la projettabilità al finito dei segrnenti sui quali sono ordinate le in- 
tersezioni. Esenlpî del caso C) sono forniti da uiia generatrice a circuito bifronte e da due 
rette seçnnti le rispettive fioiiti; ed anche da una generatrice a circuito bifronte, dalla bi- 
fronte prossima e dalla curva dedotta per duplicazione (Nota cit.; nuiil. 6) Un esempio del 
caso D) B dato da uiia generatrice a circuito trifronte e da tre rette secanti le rispettive fronti 
(Nota cit.; num. 5). Ulteriori esenipî, specialniente del caso B), sarantio oggetto di prossima 
pubblicazione. 

(*) Sul campo di validità per le conclusioui raggiuiite osservo quanto segue. Le restrizioni 
poste sono: 1.O la y ==O noii ha punti multipli nelle niutue intersezioni reali delle Cm; 9 . O  le 
Cnr noii hauno rnutui çontatti reali; 3 . O  le Cni non hanxio punti riiultipli reali. La prima 
restrizione non influisce siil risullato; infatti l'ipotesi contraria attr.ibuirebbe alla curva tras- 
formata punti niultipli, il che nori avviene se essa possiede il massiino numero di circuiti 
compatibile coll'ordine. È presumibile che anche la seconda restrizione non abbia valore so- 
stanziale, se si riflette alle coiiseguenze prodotte da1 sostituire ai contatti convenienti inter- 
sezioiii. Ad A) si dovrebbe perb aggrcgare (coilie ,cas0 limite) I'opportuna « piccola varia- 
ziones della curva che si spezza in uoa conica ed in una tangente di questa. La terza re- 
strizione è invece essenziale. 

Pavia, 9 Aprile 1913. 
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Sul Teorema di Kirchhoff 
traducente il Principio di Huyghens. 

(Di GIAN ANTONIO MAGGJ, a Pisa.) 

Nelia  serie delle diniostrazioni del Teorema di KIRCHHOFF tradueente 
il Principio di HUYGHENS, coinparse dopo la dimostrazione originaria di 
KIRCHHOFF (*), col10 scopo di rimovere alcune obhiezioni a cui questa pub 
dar luogo, credo Che, in ordine di precedenza, tenga il primo posto quella clle 
io ne ho dato nella mia Meinoria: Sulla propagazione libera e perturbata 
delle oltde luminose, in  un ntezzo isotrope, pubblicata in yuesti Annali (**). 
Avevo avuto, non molto tempo prima, la fortuna di seguire le lezioni di 
I~RCHHOFF, all'Università di Berlino, e mi ero cos1 trovato in condizione pri- 
vilegiata, per portare la iiiia attenzioiie su quel risultato di primaria impor- 
tama, che il presente assetto della teoria del campo elettro-magnetico ha 
recentemeiite arricchito di nuove applicazioni. Mi pernletto di domandare 
un'altra volta la cortese ospitalità degli Annali d i  Matematica, per poche 
pagine, dedicate a quella più seinplice esposizione che trovo ora di farne. 
Tanto più clie ho ragione di supporre che la forma del discorso ch'io ho 
tenuto ne1 suddetto lavoro, per connettere in un particolar modo la soluzione 
colla posiziorie del problerna, abbia alquanto nuociuto alla sua perspicuità. 
Poichè il concetto infortnatore mi sembra ineritevole di essere rilevato, per 
la sua semplicita e per qualche altra applicazione, d i  cui è, per avventura, 
suscettibile. E intanto si presta ad una nuova deduzione del Teoreina di 
GREEN, il quale da KIHCHHOPF, da BELTRAMI e da altri B preso per fondarnento 
della propria dimostrazione. 

(*) Zw Theorie der Lichtsstrahle~t. Sitzber. d .  k .  Akad. d. Wissensch. zu Berlin, 1882. 
Gesaminelte Werke, Nachtrag, pag. 22. 

(**) Serie S.", Tomo XVI. 
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178 X a y  yi:  Sul Teorema di Kircldioff 

una soluzione dell'eyuazione 

monodroma, continua e finita, unitamente colle sue derivate prime e se- 
conde (*), per ogni valore di t ,  e in un campo finito, r, di cui (x, y, x )  rap- 
presenta il punto generico, limitato da un contorno,, generalrnente regolare, 
G, del yuale fz rappresenta la noririale volta verso l'interno. 

Rappresentando, per un nioniento, con x', y', Z' le coordiilate del punto 
generico del caiuipo considerato, e con A', il A, forinato con x', y', s', sarà 
identicarnente, per (l), 

d2 p (xi, y', E', t )  - 
d t" 

- a' A', cp (x', y', d, t). 

Indicliino ora x", y", B" parimen te le coordinate del suddetto punto ge- 
nerico del nostro campo, e x,, y,, a, le coordiilate di un punto esterno a 
questo campo. Ponianio 

La (2), restaildo inteso clle A', si applica esclusivaiiîente alle x', y', z', 

fornisce 

D'altra parte, rappresentando con A", il A, formato colle a", y", z", e in- 
teso che si appliclii esclusivamente ad esse, si ha, per un ben noto risultato, 

(*) Per le derivate seconde, è sufficiente che siauo finite e iiitegrabili, e si verifichi 
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Si conclude, da1 confronto di (3) con (h), 

Ora, col significato di coordinate del punto generico del campo r, x, y, z 
rappresentano egualmente x', gr, z' e s", IJ", a"; per cui si ha inanifestamente 

d d - -- - 
d d B d d d d -- - - +-yy - +I> - -+-. dx Ôx;' d x  dy -dy '  d y  d s  d a '  8s" 

dove i termini sottintesi in si otterraiino da110 scritto, camhiando x in y 
e z. E, stando yuesta eguaglianza, per ogni punto del campo + :  

O ancora, applicando un notissinio teorenia, p r  la cui validità, iiell'i- 
potesi clie il puiito (a,, go, 2") sia esterno al campo, si rerificano tutte le 
coiidizioni volute : 

I i (a, g, , t - ) ? (S., 9 , 2 ,  t - - a 

- ro cos (1% 2) CE G = O, 
d a' d x" 
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che si pub scrivere 

Allora non resta più che da porre 

e da intendere oramai 

ro = \ l ( ~  - t (y - YJ + (2 - zO)' , 

9'0 

(2, y, 2, t - a) 
con che rappresenta la derivata di rispetto 

y0 

ad n,, considerando x, y, a, coine variahili, solo i ~ z  q.umzto entrano in r , ,  per 
porre (6) sotto la forma 

Questo è il Teorema di KIRCHHOFF, pel punto esterno al campo, da1 quale, 
col consueto. procedimento, si deduce, per (x,, y,, 2,) interno al campo, 
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S 8. È ovria l'accennata npplicazione del10 stesso concetto alla dedu- 
zione del Teorema di GREEB. 

Sia, in primo luogo, 

una soluzione dell'equazione 

Aa '? = 0, 

ri~onodroii?a, continua e finita, cile airmetta derirate prime parimenle niono- 
drome, continue e finite, e deriïate secoiide finite e integrabili, ne1 suddetto 
campo. Conservia~iio ai simboli precedenteiiieiite adoperati Io stesso si- 
gnificato. 

Si ha, senz'altro, 

D'altra parte, 

Quindi, nell'ipotesi di (x,, y,, a,) esterno al campo, procedendo coine ne1 
cas0 precedente, 

d 
y (Lx',. g', *') 

y0 

3 x' 1 cos (n x) d B = 

1 
d -  

= j( .O 1 a.) 
Y d n - c d n  d @ = o .  

u 

Si sa coine, prescritte per p le opportune condizioiii asintotiche, questa 
foriiiola si esterida al campo infinito, e corne se ne ricava, nella ipotesi di 
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ln,, go, no) interno al campo (finit0 O iilfinito), 

che è il Teorema di GREEN, per le f~mzio~i i  arinoniche. 
§ 3. Chi osservasse che, col procedimeiito ordinario, la (10) scaturisce 

dalla forinola più geiierale 

relativa all'eyuazione 

dove 4 = 4 (x, y, z) rappresenta una funzione delle x, 3, z, assegnata ne1 
campo 7, pur si riconosce clle la  (11) si ricava, alla sua volta., facilliieiite 
dalla (10) (ainmesso verificato con ( il teorenia di Poissor~). 

Poniaino yercib 

T* = F* (q y, z) (f~iiizioii@ potenziale di un corpo) è, in tzctto 
10 spnxio, funzione nionodromn, continua e tiiiita, unitaniente colle sue de- 
rivate prime, possiede le acceriu& proprieta asintotiohe, a.tiiiiîelte derilrate 
seconde finite e integrabili, e soddisfa 

dore sta + o 0, secondo clie il punto (x, y, z)  è interno o no a l  catnpo 7 .  

Ke vieiie, iiell'ipotesi di (z,, y,, E,) inlerno al caiiîpo 7 ,  

e per ( 
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Ma, per le acceniiate proprietà di qP, il valore del secondo ter~iiiiie del 
secoiido nieiiibro lion potrel~l~e differire che per il segiio da1 valore che com- 
pete al10 stesso iiitegrale, applicato a1 campo coinpleinentare del siipposto; 
e questo valore, per ( IO) ,  è zero. Si iitrora quindi la formola (11). 

$ 4. Infiiie, con un procedimeuto siinile a quel10 tenuto ne1 precedente 
paragrafo, per dedurre la (11) dalla (IO), proposta l'eyuaziorie più geiierale 

valendosi del risultato die, posto. 

(love sta S O 0, secotulo die  il punto (s, y, z) E int.ei.iîo o no a.1 campo r ,  

s i  deduce da (8) la formula più generale, relativa all'ipotesi di (a,, y09 2,) 

interno al campo r, 

P ( t - : )  

4 n y, ( t )  = J[[ 8 n. j - f ( t - % ) l  r O d 6 - t ~  l J + % )  T O  d y. 
0 7 

Pisa, Luglio, 1913. 
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Bestimmung der Koeffizienten in einer Funk- 
tionalgleichung nebst einer Anwendung. 

E s  sri eiiie Reilic roi1 F'iiiiktioiien riiier Barïabelii x 

F,,, F I ,  F2 ..., F,, 

derart gegel~eii, class die F~rnktioî~algleic7ru1ty h ~ s l e l i t  

L M  111a11 tliese Gleichuiig iincli F,,,-: niif, setzt fiir I r  successive die Rei.te 
O, 1, 8..., 11. e h  iiiid siihstituiert f i i r  die F,, auf tler iwlitciî Seite der Gleicl-i- 
uiig, ilire Werte in DsF,, so erllait inaii eiiie Rekursionsfo~iiiel, vermittekt 
welcher Jede durch Fo und ilire Deririerten rerschiedener Ordnung sicli 
ausdïürkeii Iasst, so z. B. 

Es ist evident, dass allgelneili gilt 

AnmzZi di  Makmatica, Serje III, Tomo XXII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Leitet iiian die F,, iiacll der Vorsclirift der Gleicliulig (1) ab, so findet 
man : f?, ($) = si11 2 ;  F, (z) = exGnz COS 9 Z. 

Durch Induk tioii tiiidet iiian allgeiileill 

pz,, (x) = p i n s  COS 2 12 d 

F?,,+, (2) = exsin- sin (2 H + t )  2. 1 (5) 

Ferrier ist 
y o  (s) - - exsi~~.z s i l l ~ ~  z. 
d x'" (61 

Differenziert iiian letztere 2 Gleicliuiîgen nncli z und dividiert beiderseits 
durch n2, so erlialt !nail für die erste'Gleicliung 

Vergleiclit rilii 11 iliese Gleicl iiing mit der iii.spi~iiiigliclieri, so folgt sofurt, 
dass A;;' = 2 12' und dnss ffii. jecles 'h < i î  die Gleicliung gilt 

Setzt man für A successive 0, 1, B..., 1, so  iiiidet 111ai-i 
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in einer Fun ktioncclgleichtcng n e b d  einer Anwendzrny. 181 

oder 

L4nalog findet man für die 4-te Keihe 
6 du-1 

sin (2 1~ +- 2 )  z = Ln+' +AL+, su1 z + 
2 12 + 1)- 

und beim Einsetzen für die Werte O, 1, 2. . . ,  A, allgeiiîein 

oder 

Setzt man in den Gleichungen (8) uiid (9) X = . O 2  - À j ,  so ergiebt sich allgeinein 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Man kaii~i aber die Gleichuiig (1) aiicli folgeiidermeise sclireibeii 

Giebt es eine Konstante cc fur welche Fi (a) = O oder einer anderen 
Konst-ante in Bezug auf x für jedes A, so ist 

In unserem Falle z. B. ist 

Integriert man cliese 2 Integrale na.ch den geaiilinlicheii Blethoden und rer- 
gleicht die Kesultate, so erhalt nian 
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Die gaiizc Beweisfïillr~mg hlei11t v ie  fifilier. Die Gleichurigeri (3), (Il) 
unci (14) gelien entspreclieiid i i lx r  in 

[+] 
F,, (x) =(- 1)'" A t  

LU 
EIO (x) 

11-1 1 -- cos '2 1L 'i, 2 siil ( 2  1, + 1) = - 
)"=O siil y I 

Xun fol$ die sogeinailiite Bessel'sclie Fuiiktion 

für I Z  ganz der Gleichung (15), \vie utiii~iltell)nr rtus ilirer Definition ersicht- 
licli kt. 

Von clieser Satsaclie iiiacheil wir CTel~l-üiicl-i iinl \.eriiiittelst der Gleirli- 
ung (17) die roi1 C A K ~ ,  ' ~ s u a l a m  (in seiiier : Theorie der Resselscheu Fmtk- 

II 

t i o r~eu ,  1867) eiiigefiilii-te F~lliktioli O (x) C L U ~  eilifache iiii t l  c1eiiiciitui.e Weise 
alnuleiten utid illreii \Tert zu Imtiiiliiien. 

ZLZ clieseiii Zwecke gelie . iiiaii aus von dei- ScltZoatilc:~'sclze~z Gleiclblrlq 
(Z. f. i l lc~th .  2 1 1 d  Plfgsik, 11, p. 157) 

Setzt man t = e', also =sin. 11'~. Z, so gelit die Crleicllu~ig über in 

a, B u  ca 3!+L 
e.~%inz , \- A E,, 7 (x) COS 2 11. 2 + 2 x 2 (x) sifi (9 11 -+ 1) r.  (20 n )  

11=0 ! ; = O  

Iliffereiiziei4 ~iiaii tliese Gleicl~uug mierlerliolt i ~ n c l ~  siii z, iiiclem Iiinti  nrif 
dei. rechten Seite statt. cos 2 n 7 uiitl sin (3 1 2  t 1) x illre IYerte aus deil Gleieli- 
iiiigeil (7) eiiisetzt uiicl setzt liacl'] 'der Differeiit ia tion jedes Ifal n = O, so 
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erlialt inan auf der linken Seite Potenzen vori x; a d  der rediteil Seite a l~er  
liefert iiur .derjenige Poste11 eineii Beitmg, dereii Expoilerit iiacli der Uiffe- 
rentiatioii der Ni111 gleich 11-ircl ; iimi erhlilt 

Es intige heilaufig beliierkt werdeii, class weiiil nian die letzte Gleichuiig v 

Mill iiach x differeiiziert, die Kelatio~l resultiert 

von welcher die hekanrite Gleicliuiig 

m 2n 
1 = : c* 7 (x) 

11=0 

nur ein Spezialfall fiir v = O k t .  
Kelireti wir zur Gleicliuilg (21 j zurück, lasseil v von O bis lriufen und 

diridiereu sie heiderseits chire11 wohei g > x roi*aiisgesetzt mircl, so 
1 

ist die liuke Seiie dei. Gleicliii~ig micli dei11 I~ino~nisclieii Salze = - uiit 1 
y-I" 

die Gleicliuiig gelit i i l~er iil 

Setzt niün zuerst I L  - Y  = v U I I C ~  lliilt . I &  kst, iiachlîer r a  = r z .  - v 1)ei festetn v, 

so wird die obige Gleicliuiig 

VE 

mit C) (y), so resultiert die Keuiiiaiiiische Gleicliuug 

1 œ 1% 11. 

- = s,, O (y) -J (x) g - 
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O 1 
Mari sielit sofiwt, tlnss O (y) = ist,. 

Y 
(12 - 2 v) ! ; iiiaii kaim also (23) schreiben 

Setzt r i i m  cleri \Vert fiir A; nus ( I O )  in (25) eiil, so ergiebt sic11 

(wie obeii geselieii). Aiiderseits ist iiiiriier 

f (2) (0) u f [n-4 (O) 
f ( 2 )  ..= i, \' ___ 

,?SI) TI.- 7=,) pi- 
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eine luteglxlforrii, wie sie GRAF iiiltl Gcr~~r,ieit i i i  ilirer J h h l e i t ~ w g  ~ J L  die !Z'lreol-ie 
der  R. Ij: (II, p. 6) geben. : 

Setzt inaii siil z = z slso e'" = 31 n! +- \ 1 +- 8' 

eine Iiitegralforiii, clic Xsun~.ii ;s  i i i  seiiieiii olwri ci tiertcw \Tri.ke gegrbeii Iiat, 
jrtlocli oliiie Beweis. . 

Diesein letzteii Integrale lrniiii I K I I ~  i ~ a c l ~  (99) eiiie Ileue Defilzitio,~ der 
11 

Funktion O (y) eiittieliiiien riiiiiilicli 

(lie derart iiiiteinaiicler rer1)iriicIeii siiid, ( l a s  

So malile iuati als Aiifarigsfuiiktioii 
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. i n  einer Fzcnktio~znlyleichzcny nebst einer Aimendung. 187 

Es w i r i  also die Gleiuliung l~estelieii 

Um die Werte der Bi zi i  erni i t teh ,  I~raiicllt i i i i l i i  ilur die Gleicl-iungen (7) 
iiach z zu differeiiziercii; es ergiel~t  sicli 

fi.-Ll ,,-A-1 h + 1 - - pi, ( I Z  t h = 27kvl  O Z  À) } Z  - a 
'n - && 

-- 
I I  1 2 - 1 - 1  1 2 - 1 ,  2 À + 3  (37) 

oder allgeiiiei~i 

WiIl i l i i i i i  also hier die F,, (J: )  iiüch DS E', (x) eii twickelu, so wircl die Keilie 
lauten 

imd hierniis, wetiii mail wieder sich cler l3iilwickelu1ig  on sinY z imcli Yiel- 
faclie~i voii sin s uiid cos a betlieii t ' 

Hier wirtl sic11 Gleicliulig (19) folgeiiclermeiçe gestalten 

Wriidet iiiail es ail  i \ l ~ F  die P~iiiktioiieii (N), iiiultipliziert beitlerseits mit 
d x ,  iiitegrieït zwiscllen tlcii Grmizen O u n d  x iintl vergleiclit die so erlial- 
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teilel1 Ei.geLiiiisse luit derien iler gew6liiiliclsen lutegratiou, so  eihalt  iiino 

TI-i siliQ I L B  
9 .x  ~ ~ ( ( " L h + l ) i =  

133 sin s 

Sol1 die Gleicllu~ig (33) Iieisseii 

so braucht man nui. die Gleicliuug (40) mit (- 2 ) " ' '  ($1) mit (- 1)" zu ~iiul- 
tipliziere~i; (43) und (42) gehcu iibei., da dailii e-xsin~ cos als dnfaligsfiiilk- 
tiori gewalilt werilen kaniî, iii 

IZ-L si11 %il. q~ 
2 y cos ( 2  'h + t) $2 = 

A=U si11 ? 

Den Gleich~~ng (43) geiiïlgeii die voii L ~ ~ D J V I ~ ;  Sc~ i , : i~ i , i  ciiigefiilirte~i E'uiîk- 
lionen (Jlnth. 81211., 111, p. 13%) 
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Y etz t iiinii ilil lutegrale fiir 

so geht es über in 

wobei 
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Transformations of Surfaces of Guichard 
and Surfaces Applicable to Quadrics. 

(By LUTHER PPAHLER EISENHART, Princeton, N. J.) 

INTRODUCTION. 

Guicmm <*> has discovered a class of surfaces whieh possess the fol- 
lowing characteristic property: If S is such a surface, there exists an  asso- 
cinte surface such thaE the lines of curvature on tlie two surfaces have 
the sanie spherical representation, and the principal radii of curvature p l ,  pz;  - - 
p,, pz of the respective surfaces are in the relation 

CA LAPS^ made a study of these surfaces and determined their analytical 
characterization. He found that there are two types which he called the sur- 
faces of GUIÇHARD of the first and second kinds. In the present paper the 
author establishes transformations of these surfaces such that a surface and 
a transform constitute the envelope of a two parameter fainily of spheres 
with lines of curvature corresponding on tlie two sheets. These transforma- 
tions of surfaces of GUICHAHD are analogous in some respects to the trans- 
fornîations D, of isotherniic surfaces discovered by DARBOUX (***) and devel- 
oped by BIANCHI (=**). In particular, there are certain special surfaces of 

(*) Sur les surfaces isothermiques, Comptes Rendus de l'Académie des Sciences, 
vol. 130, p. 159. 

(**) Alcune superficie di GUICHARD e le relative trasformaziolzi, Annali di Matematica, 
ser. 3, vol. 11, pp. 901 et seq. 

(*wn) Su? les surfaces isothermiques, Annales de l'École Normale Supérieure, ser. 3, 
vol. 16, pp. 491-608. 

(*ni+) Ricerche szclle superficie isoterme e sulla deformazwne delle quadriche, Annali di 
Matematica, ser. 3, vol. 11, pp. 93 et seq. 
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192 Eisenhart: Transfonî~ations of  Sztrfaces 

GUICHARD which undergo types of transformations carrying with theni sur- 
faces applicable to quadrics. Coi~sequently this menloir iiiakes a contribu- 
tion to the theory of the deformation of quadrics, whicli recently has been 
the object of study by BIANCHI, GUICIHARD and others. 

In the second volutne of his Leçons'(*) DAHBOUX has developed the ana- 
lgsis of the general transformation of RIBAUCOUR, that is, the determination 
of a surface 8, which together with a given surface S, constitues tlie envelope 
of a two-parameter family of splieres upon the two sheets of which lines 
of curvature correspond. These results are recalled in 3 1 and in 3 OL are 
given tlie equations of surfaces of GUICHARD as  derived by CALAPSO. In 3 3 
we a.pply the preceding results to the establishment of transformations TM 
of surfaces of GUICHARD into surfaces of the same kind. The equations of 
the transformation involve five func,tions between which these is a homo- 
geneous quadratic relation, and these func.tions satisfy a homogeneous dif- 
ferential system of the first order. In addition to the significant constant n 
which appears in the notation T,, there are consequently three arbitrary 
constants of integration. We show that each of the two kinds of surfaces 
of GUIGHAHD is thus transformable into a surface of the same kind, but, in 
order to avoid repetition, in the subsequent sections we develop the theory 
only for surfaces of the first kind. However, each theorem has its analogue 
for surfaces of the second kind. 

The relation (a) being reciprocal the associate surface S is a surface of 
GUICHARD and it is of the same kind as S. Consequently there are transfor- 
mations ??,, of S. Furthermore, when a transformation of S is known, one 
finds directly a transformation of 3, such that the transforins S,  and A!?, are 
associates of one another. The interrelation of four. such surfaces gives a 
geoinetrical interpretation of the constant n. 

In. 35 7-10 it is shown that the transformations T,, admit of the following 
the ore^ of permmtabilmty : 

I f  S is a surface of GUICHAHD and 8,  and S,  an trvo surfaces obtained 
frotn S by transformations T,,, and T,,, where rt, =[= n, , there exists a uaique 
surface S' which snay be obtained fronz S, by a transformation Tt,, and from 
S, by a transforwation T',,, . 

The determination of S' requires only algebraic processes. For certain 
values of n,, it is possible to find two different transformations T,, whicli 

("1 pp. 33w343, 
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o f  Gzcichat-d and Surfam Applicable to  Qaadrics. 193 

lead to a similar result, but the determination of S' requires differen- 
tiatioil. 

The Surfaces of constant eumature are surfam of GUICHARD of the first or 
second kind according as the curvature is positive or negative. Of the oo" 
transforms of sudi a surface sobre surfaces of the same coustant c-urva- 
ture. The iransfor.niations T,, in this case are the same as those which are 
a consequence of the beautiful theorems aanounced to the French Academy 
in 1899 by G U [ ~ A R D .  BLANCHI has shown also that they may be obtained 
by suitable combinations of BACKLUND transformations of surfaces of cons- 
tant curvature. 

The circles normal io  two surfaces S and SI, which are in the relation 
of a transformation T,, form a cyclic system ; we cal1 the plane of the circle 
the circle-plane of the transformation. The remainder of the memoir is de- 
voted to the study of a particular type of surfaces of the first kind charac- 
terized by the property that for each surface one knows in general three 
transformations T, whose circle-planes coincide. Moreover, the envelope of 
this singular circle plane is applicable to the general quadric meeting the 
circle a t  infinity in four distinct points. These surfaces are characterized 
analytically by the requirement that the functions 6 1, 8 satisfy a differential 
relation of the first order involving four arbitrary constants A, B, C, D. In 
some respects these surfaces are analogous to the isothermic surfaces disco- 
vered by DAHBOUX (*), and following the terminology adopted by BIANCHI in 
the latter case, we refer to one of our surfaces as a special surface of GUI- 
cHmn of the first kind of class (A, B, C, D). When S is of this type the 
three known transforms are special surfaces of the sanie class. Furtheruiore 
the associate surface is a special surface of class (C, B, A, 1)) .  The investi- 
gation closes with the establishment of transformations of special surfaces 
into surfaces of the same class and the proof of a theorenl of permutability 
for these spécial transformations. 

(*) Loc. cit., p. 506. 
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3 94 . Eisajthart: Transformat.ions of Surfaces 
- 

DARB~UX'(*)  has developed in ail elegant forln the formulas of the ge- 
neral transformation of R~BAUCOUR. We recall in this section certain of these 
results without giving any proofs. 

Let S be a surface referred to its lines of curvature; z, y, z the carte- 
sian coordinates of a .point on S ;  u, v the curvilinear coordina.tes; p, and p, 
the principal radii of normal curvature in the respective directions v = const., 
u = const. ; and we write the linear elenient of S in the form 

DARBOUX bas sliown that if A and p are two solutions of the equations 

X 
the enrelope of the spheres of radius - and center 

IL 

where X, Ir, 2 are the direction-cosines of the noririal to 8, consists of S 
alid of a second surface S,  upon which also the lines of curva.ture are pa- 
rametric. Moreover, the most general envelope of spheres such that the lines 
of curvature on the two sheets correspond is given by solving (Bj. In other 
words the solution of equations (2) carries with it the determination of the 
iiiost yetzeral transformation of RIBAUCOUR of  the surface S. 

Incidentally we observe that equationk (8) are of the sarne 'forin as the 
RODRIGUE~ equations 

(*) Leçons sur la théorie générale des surfaces, t .  II, pp. 338-343. 
(**) E. p. 138. A reference of this fo rm is to the author's Differelztial Geometry (Ginn 

Rc C o . ,  Bos too ,  1909). 
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Hence A is the general solution of the point equatiûn of S and p of the 
tangential equation. 

If we define two 

the coordinates x, y, 
tions of the forni 

where X', Y', 2' and 

funetions a and p by 

z, of the corresponding point on 8, are given by eyua- 

X " ,  Y", 2" denote the direction-cosines of the tangents 
to the curves v = const., zc = const. respectively, n denotes a constant and G 
is given by the quadratic relation 

'2 1 TA G = a' + f ia  +- pz y). 

The linear elernent of S ,  is readily found to be 

we obtains this froin the following equations which we get froin (5) : 

If x', , Y',, Z',; X", ,  Y",, Z",;  X,, Y,, 2, deilote the direction-cosines 
for Si analogous to tliose for S without the subscript, and if the mutual orien- 

\ 

,Amdi  di Matematica, Serie III, Tomo XXII. 

(") It is awuined 'Chat positive directions are taken on the tangents and normal to S so 
th& 

X '  Y' X' 

X "  Y"  Z "  

X Y Z  

=+ 4 .  
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196 Eisenhart: Tralzsformations of Surfaces 

tation is, to ,be the same as for 8, me may put 

Hence if E, and Ci denote the first fundamental coefficients of S , ,  we ~nus t  
have 

d log@ -=- JE, 4, -"9" 
du d u  

, . 

Since Â must satisfy the equation . , - .  

1 l 
. . 

in consequence of the GAUSS a n d  Comzzr  equations (*) 

it folIows from (8) and (4) that 

If the equation (6) be differentiated and in the reduction use be made 
of (41, '(10) and (13); we obtain 

d u  - 1 d J ï T  @' 
- -- 

. du- @dv &+p. - -+n~( -  PI JE',+JË), 

d B -  1 JJG .Ji7 , 

ci4 
- - d v  JE d u  ~ + i < . - + n a (  P a  JOl+ JO). 
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of Guiichard and Surfaces Applicable to Qzcadrics. 197 

The conditions of integrability of equations (4) and of the first two of 
equations (13) arè satisfied in virtue of (18) and of the last t.wo of equations (13). , 
Expressing the conditions of integrability of the latter and of (Ih), we obtain 

~ h e n ;  these - eyuitions are satisfied by two functions El and G, ,  so also is 
the condition of integrability of equations (10). 

If we form the equations of RODR~GUES .for S, aud make use of (9), we 
find tliat the principal radii p',, p', of S, are given by 

. - .  

a log 8 P 8 log 5 8 rd -+E -- - . = O  h )  d U ( J  ' d-u(;+%)-&)=o- (16) 

FoJlowing CALAP~O q) we say that S.. is a surface of G - C H A ~ D  of the 
first kind if its fundamentd ~oeficients  satisfy the relation 

If we tlefine two furictions [ and 8 by 

JE  = eS sinh 0, JG = et cosh 8 ,  (18) 

the relation (17) may be replaced by . . 
'< .  ., 

D = e"inli'8 (cosh 8 + h sinh O), 

D" = et cosh F, (sinh 0 + h cosh O),. 
I ;' . .\. " \  - t (19) 

. , . . . &  . - . 9 '  

the funetion h being tlius defined Froni (18) and (19) follow e) 
1; 

1 1 
- = e-S (coth 8 + h), - = e-ç (tanh 8 + h). 
P l  P a  

(*) Loc. cit. 
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Expressing the condition that the above functions satjüfy Ohe CODAZZI , 
and GAUSS equations (12), we obhin the foflowing eqaatigns to be satisfied 
by IL, 8 and E :  

$ 0  def)  d2 F 
-+-+-coth O%+ tanho-: - 
dzc2 ad azca 3.a 

a e a t  (92) 
+ sech" - - + ((cos11 8 + h sinh O) (sinh 6 f- h cash Br = 0. 

8 v d v  

Moreouer, the condition of integrability of ( B i )  requires that 

8" da5 ai 
--7 = - - a [  d o  a t d e  +cothR ---+tanho--. 
& u d u  d u 8 a  d u d v  d u d m  

From the general theory of surfaces it follows that every set of solutions 
of eyuations (91), ' (92),  (33) defines a surface of GUICHARD of the first kind. 

Later it will desirable to know the expressions for the derivatives of the 
direction-cosines X', X", X for S. From well-known geoeral formula (") we 
find 

d X  -- - - (cosli 9 f h sinli 0)  X', -= (sinh O + h cosh9) 9". 
d u  d u  i 

Froin the last two equations i t  follows t h a t  the h e a r  element of the 
spherical representation of S is 

d s" = (cosh 0 + h sinh 8)a d uZ + (sinh 8 +- h cosh 8) d v2. (95) 

CALAPSO has shown (**) that if 5, 0, h satisfy equations (31), (!?El?), (93), 

(*) E. p. 157. 
(**) Loc. cit., p. 24. 
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- - 
sa  a.lso do E ,  O ,  h, where the first two are given by 

From these equations we have 

coshO+ h sinh o= (cosh O + h sinh O), } 
s inh~+ l~c0&6=- ( s inh~+hcosh0) .  1 (97) 

- - 
Froin (94) and (27) it follows that for the surface S, determined by 

E ,  O, h, the direction cosines are given bg 

so that the proper orientation may be obtstined. In view of this we take for 
the principal radii of S 

- - e3sinh 6 - -- et-cosh t) 
p l  = 

coshR+ h s i n h i  ' = sinh ë+ h eoshn ' (29) 

With the aid of (86) and (87) we show that 

Hence S is the associate of 8. 
I 

A surface of GUICHARD of  the second k i n à  is one whose fundamental 
coeffieients satisfy the relation 

An expression or equation for these surfaces will be denoted by (a*) 
when the equatiori (a) is the analogous. one f o ~  a surface of the first kind. 
We have 

J E = d s i n  Q, ~ G " = a ç c o s ~ ,  W*) 
D = 4 sin (i (cos Bi + It sin O), a'' = et cos 8 (- sin 8 + h cos O ) ,  (19") 
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, .e : 3 _ a  1 -=e-ç(cot6+k), - --é2ç - (2 tae e +:h). 
P 1 Pa 

.a h a :  a i  
,-=(B;-t,cotS)- t 

a E + (h - tan 8) - , 
du ! .  u -8 44, a $3, -.: d v 

- (cos O + h sin 8) (sin 9 - h cos 8) = 0, 1 

For the askociiite surface S . the  fuwkon h is t,hë:sai%e as for S, and the 
o.er functions .are given by 

- 
sin 8 = - - sin 4 (1 Lh2y+-% k &S 0 

1 +- h" t 
. < .  . . 

. - 1 
cos O == [cos 8 il - h2) +!l hbii .,$ 1")  é], .:) 

If S a surface of GUICHAHD of the f i r2  kind and 5, is to be a surface' 
of GUICHARD of the first kind with its fundainental functions expressed, by . , 

nieans of E , ,  e l ,  h l ,  equations (4), (IO), (13) . .  'and(14) . assume theform 

d log a -- -- a dlogc - &sinhcl,-. --- .P 
A 

- cosh 8, - , 
d u  d v  X 

3 a 8 1 '  I r ' !  - 
- = a et sinh O, -- - eE cosh 9, 
d u  d u  
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of G u i c h a d  and Surfaces  Applicable to Quadrics. 20 1 

+'y.(sinh9'+hcoshû)+ d v  

i + n 6 (ecl cosh 4 ,  + eE cosh 9). 

Moreovei; equatiods (15) ma,y be replaced by 
I ,  - .  

a 6, ' d 5  d û  d 4  tanli 9, -- + tan11 8 - + 2 + - + - ($1 sinli O ,  - eE sinh 8) = 0, 
. b V  d v  dv.. d v  A 
8  E t  8 5  80 d û  cr 

(399 
~ 0 t h  9, -- + coth O  - + -' + - - - ( d i  cosln 9, + eE cos11 O) = 0. 

d u  d u  d u  d'm 'A - 

From (33) it follo~vs that 

where 

Wlien we express the condition tliat the principal radii of S,  have forms 
analogous to thosq for S @O), but in terms.of E l ,  O,, hl ,  it -follows from eyua- 
tions (16) that/  

Froin (342 and /35)< it follo~ys tliat 
. t '  

from which we find, in order tliat (34) and (35) be consistent, that 
. , .  

$ being a functiarl thus definea. 
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One Ends readily that the foregaing eqinations may he replaad by 

1 t = - tanh - (9, + O), 3 

1. 1 
cp = - (% -+BI)  COS^ - (8, - O) ,  2 9 (37) 

1 + = -  sech - (fi + 8,) sinh - (O, - B). 
2 2 

In consequence of equations (81) andanalogous equations for 5, namely, 

8 %  
-3 = ( h ,  + ~ 0 t h  4,) - 
d  26 a E 1 9  d u  1 
d h  
-I = (hl + tanh 8,) 
d  v d  v 

we have from (36) 

from which it follows that 

When the expression (37) for t is substituted in (391, we obtain 

d o ,  d o  . 
-- + - = -   COS^ 6, + cosh O ) ,  
d u  d u  

(sinh O, - sinh 8 ) .  

One finds readily that in consequence of (31), the conditions of integra- 
bifity of (41) and (48) are satisfied. Fudhermore, if mre have two fimctions 
O, and S, satisfying the system (3t),  (41), (48), equations (36) are satisfied 
identically, the function hl given by (36j satisfit% 1%) and the' functiolns 8, ,' f i  
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and hl satisfy an equation analogous Co (Sg), because of the fundamental 
relation (6). 

It  is Our purpose now to reduce our equations to a simple form and 
to this end we observe that as  a consequence of equations (35) we have 

p cosh 8 ,  + + silih 8, = 1, + cos11 9, + p sinh O, =- t, (43) 

from which follows 

cash 8 ,  ( t  p + +) + sinh O, ( t  $4- c p )  = 0. 

We replace this equation by 

egl cosh 8; = p ( t  J/ + v), et1 sinh O ,  = - p ( t  rp + $), 

where p is a factor of proportionality to be determined. To this end we dif- 
ferentiate these equations and express the condition tliat E l  and 8 ,  satisfy 
equations (41) and (48). This leads to the two equations 

sr sinh 6 = 0, 
d zc 

Hence to with'in a constant factor p is equd  to A/o e5, which factor rnay bc 
taken equal to nnity since G has thus fas appeared only with tlie constant 
multiplier .w. Emce  we have 

1 

Moreover, from (43) it follows that 

Frorn (44) we find readily the formulas 

As a result of the preceding investigation the fundamental systern of 
equations of a transformation from a surface of GUICHARD of the first kind into 

Annali di Matematica, Serie III, Tonio XXII. 27 
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another surface of the same kind is the following: 

a u a. 
-=e-Ea(tp+#),  -=e-Ep(t#+(P),  
d u  8 v 

a h  a X - = ef u sinh 8, - - - ef p cosh 8, 
au a v 

b-=-u(eoshB+hsinhO), - -  
d u  d v -  ,9(sinliû+heoshri), 

d a  
- = - B (tan11 0 f p. (cash û + h sinh 6) + a + n G et sinh 8 + ra 1 ee-t (t cp + +), 

d a  

+ n o  t3cosliO + % A  eëc (t ++ y ) ,  

and the fundamental quadratic relation - 

,One finds that the system (1) and (II) is consistent.  lien' we have a 
set of functions a, B, X, p., Q satisfying this system for a given value of the 
constant n, we say that we have a transformation T,, from one surface S 
into a second surface S I .  The fundamental functions E , ,  9, and h, are given 
a t  once from (M), (45) and (36). 

Since one of the constants arising from the integration has been put in 
evidence, namely n, there remain three other arbitrary constants. Hence we 
have the theorem : 

A surface of GUICHAIID of the f i rs t  
into surfaces of the sarne kind.  

Evidently these constants can be 
shall go into a given point of SI, and 
mined. 

kind admits  aoS transforlnations T,, 

chosen so tbat a given point of S 
then the transformation T, is deter- 

lncidentally we observe that for a surface of GUICHARD of the first kind 
the equations (2) assume the form 

8 x d r- 8 1 8 r 
- (coth 0 i- Tz)  + et - = 0, - (tanh 8 + h)  + eE - = 0. 
d zc d u  d v d v 
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Comparing these equations with (1), we find that a set of solutions is 
of the form 

A = e c + l ,  p = - h + m ,  (47) 

where Z and m are arbitrary constants. I t  does not follow that SI in tliis 
case is a surface of GULCHARD. This question will be investigated later (fj 15). 

If we proceed with surfaces of GUICHAHD of the secorld kind in a inaimer 
analogous to the foregoing, we find 

where now 
1p=cos6 +ts in0 ,  + = -  sin 8 + t cos 8, 
cp = cos 9, + t sin O , ,  = sin O, - t cos O ,  , 

Tlie furictions E ,  and 8, of a transform S ,  are given by 

h = - - 
Ci 

(1  + t') e-f ; 

and the fuiidainental systein analogous to (1) is 

d  G d  a 
- = e-F x ( t  p, + +), - d .u d u  = e-5 B ( t  +J - Y), 

d 1 d X 
- = eEsinOa, - = et cos (1 p, 
d u  d  u 

2 = - i<(cos8+bsin8),  *=p(sinB-heoso), 
d u  d u  

d  GC - = - B  t I * ( ~ o s O + h s i n R ) +  
d u  

$-na ea sin 0 + tt  X eu-< (t  q, + +), 

- d a  = ~ ( c o t b z - g ) ~  % = a  a g 
d  v 

" -p(sinO-hcosR)+ 
d u  

+ n ~ e ~ c o s 0 + n ' h , e - E ( t + - y ) .  
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In the following sections we limit aur considerations to surlaces of the 
first kind, but it is easy to carry out similar processes for surfaces ~f the 
wcwnd kind, as the preceding resu1.t~ indicate. 

It is a well known fact that the circles orthogonal to two surfaces which 
are in the relation of a transformation of RIBAUCO~R form a cyclic system. 
We cal1 the plane of this aircb the airde-plam of the $B-ansforrnation and in 
fhis section we derive certain results for the envelo9e S, of this plane. 

Froin (9) it follows that the direction-cosines of this plane are propor- 
ticmal to 

PX'--aX", BY' -  aY",  P Z ' - a Z " .  

Consequently the coordinates LE,, y,, 8, of a point M o  on S, are of the 
f m n  

s , = i n + p ( a X f + ' ~ X n ) + y X ,  (49) 

w h e ~ e  p and q are to be deterniined. If we express the condition that for 
any infinitesimal variation of u and v, the displacement of No is normal to 
the direction given by (48), and in the reduction make 
that 

use of (1), we find 

We have seen that p. sa.tisBes the tangeritial eyuation of S; hence there 
is a surface x, whose tangentla1 c.oordinates are X, Y, 27, p.. The point coor- 
dinates, EO, r i , ,  !,, of xo are given by expressions of the form 

f , = p X + c c X ' + p X " ,  (51) 

as follows from (1) and the general theory of tangeritial coordinates (*): 
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With the aid of the functions i , ,  ri,, C o ,  the differentials of %, go, 2;0 
may be given the form 

da ,=;yd  a,+L;op, (59) 
where 

M =  q-p,p. (53) 
lf we put furtlier 

the linear element of S, may be written 

These results which hold fol. amy cyclic system (") will be applied later 
to the transformations T,. 

The associate surface S of a given S admits transformations Fm analogous 
to those for S. The fundarnental system of equatiuns we denote by (f) and (ÏÏ); 
they are analogous to (1) and (II) and differ only in that the functions are - - - - -  
a, p, p, A, Q, However, it 4s our puspose to show that the knowledge of each 
transformation T,, of S carries with it that of a transformation of S. 

In 3 i we observed that p satisfies the tangential equation of S and 
each solution of this equation leads to a transfmmation of RIBAUCOUR of S. 
Since S and S correspond with parallelism of tangent planes and the lines 
of curvature on the two surfaces correspond, there is a transformation of 
RIBAUCOUR of ,?? determined by F= p. We shall show that in fact this is a 
transformation T, . 

Assuming that F= p. leads to a z, we observe from (T) and (87) that 
in this case we must have 

(*) BIANCHI, Leaioni, vol. II, p. 211. 
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.. -- .- - 
Frein (26) and' (1) it follows that 

d h - = -- 
d u  

s inht ) (1+ha)+2hcosh8 , 1 
(571 

- - cosh 0 (1 + Ir') + "L sinh B 
d v 

In consequence of the foregoing results, we have from (II) and (fi), 
- - 
h G = ~ G .  

By means of (86) the first two of (II), namely 
- 

d o ---- a U - - 
--- 

- = ePE ~ ( t  q ~ + $ ) ,  -=ePc ( t  $+y), 
d u .  d v 

are transformable into 

When o in these equations is replaced by the value froin (68), we obtain 
two eyuations of the form 

Hence A = B = 0, and thus we oblain two equatioris - 

This necessitates 
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wliicli value satisfies (57) as  is readily shown. And from (58) we have 

Hence have the following theorem: 
If a, Pm, 1, p, u determine a transformation T,, of a surface o f .  GU~CHAHD 

of the first kind, the ,funciions 

determine cc transformatio~~ p+, of the associnte surface S. Moreover, the sur- 
face 5;: resulting from Tt is the associate of the transform S ,  of S. 

l n  order to prove the latter part of the theorein, we remark that the 
direction cosines of the normal to & are of the forni 

- 1 X, = x-, ~ ( t c ~ + a ~ l + p x ~ ) ,  
a %  A 

as follows frorn (9). In conseyuence of (28) and (59) we have 

From (45), (36) and (96)'it follows that the functions et of & and of the 
associate of S, have the respective forms 

One fiiids readily that each of these is equal to 

Again froni (36) and analogous equations for the transformation of 2? we 
have 

When the value (61) of ex is substituted in the riglit-hatid member of this 
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equatian, and ako the ezpnessims for & and a h ,  i t  aanishes identically. 
Hence for S, and the associate of S, the functions eE and h are equal. From 
equations for these two surfaces analogous to (81) it follows thnt the func- 
tions O also are equal. Consequently SI is the associate of S,  . 

The coordinates of S, are given by 

- - 1 - -  
a?, - s = - 7 ( p X + c X " ~ z ; r ,  

612 

as follows from (5). In consequence of (59) and (BS), we have 

If d and d denote the Iengths of the joins of corresponding points on 
S and S,  and on s and S, respectively, we have from (5) ,  (652) and (63) 

'h 
Since the radius R of the sphere of the transformation T,, is _-, it follows 

P 
from (59) and (64)" Ekat 

This gives a geometric interpretation of the constant n. We resume these 
results in the. theorem : 

If S and S ,  are in' the relation of a transformation T,, so also are the 
associates o f  these surfaces, marne@ S and L!?, . The joins of corresponding 
poin,ts on S and S ,  and on 5 and S, are parallel and the lengths of these 
j a i w  satisfy the. relation 

An interesting particular case is afforded when n = - - ' . Later (8 Il) 2 
it will be seen thak this is a sort of critical value of n. If now denotes the 
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angle between the join of corresponding points on S and Si and the normal 
to 8, we have à = B R cos o. 

1 
Hence when n = - - equation (65) reduces to 52 

It is evident that the relation between a surface S and a trasform Si is 
reciprocal. It is Our purpose now to fund the expressions for the functions 
cc-', fi-', A-', p--', a-' by which one obtanis S from S ,  by a transformation 
of the type discussed in § 3. Froin (65) it is evident that uz has the same 
value as for the transformation from S to Si. Hence we refer to the desired 
transformatibn as Ti'. 

The a idogue  of equation (5 )  is 

If we replace X,, X', awl+q-=+kir expressions (9) and equate the ex- 
pressions for (%, - %) given by this equation and (5) ,  we obtain an equation 
of the form 

A X +  B X f + C X " = O ,  

where A, B, C are determinate functions. 
Since we obtain also two equations of the same forln but witli the X's 

replaced by Y's and 2 ' s  respectively, it follows tliat A, B, C niust be zero. 
This gives the three equations 

-1 R - l  

iJ- 'T-' - 0 -- + a-' = - P-' p. p.-l + a CL-, - p p-l 
"T'"~= - P a n h  

From these equations follow 

wliere p is a factor of proportionality to be determined. To these niay be 

Awwali di Matematica. Serie III, Tomo XXII. 28 
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added also A-' = p 1, sirice the radius of the sphere is given by 

Wheh this value of A-' is substituded in the equations 

d A-' -- d 
- a-' eE1 sinh O,, -- - - P-' et1 cosh O,  ,. 

d u  d v 

which are analogous to the equations for À in the system (1), it is found 
1 

that p = - . Bence the above equations become 
a h  

It is readily shown that these values satisfy the fundamental system for S ,  
analogous to (1). 

In the succeeding sections we establish the following theorem of permu- 
tability for the transformations T, of surfaces of GUICHARD of the first kind: 

If S is a surface of GUICHARD of the first kind and SI  and S, are tnlo 
surfaces of  the salne kind obtained from S by transformations T,, and T,,, 
vvhere n ,  =I= n, , these eaists a unique surface S' of the same kind whz'ch rnay 
be obtained frow SI by a transformatiorz Tt,,, and from Sa by a transfortna- 
tion Tt,, . 

We say that four such surfaces S, S , ,  S,, S' form a qzcatern. 
Let a , ,  p l ,  h l ,  p l ,  cl denote the functions of the transformation T,, 

which gives rise to the surface S ,  . The functions or', , fi', , A', , P', , a', of a 
transformation Ttw of Sl must satisfy the equations which are obtained 
from (1) on replacing 5, 8, h and ,n b y  E , ,  O,, h, arid n, . By rneans of the 
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1 - 1" F' t  -h+-d=h,+'eEt, t f , = h , + + e ~ i ,  
1, 1, . h l  I 

y, = cos11 0 + t ,  sinh 8, +, = sinh 4 + t1  cos11 8, 

(t': + 1) (t: + 1) - 4 t ,  t', + OL cosh 4 ( t ,  t', - 1) (t', - t , ) ,  1 
[ 1 (III') 

L. = cosh 0 ( + 1 ( + 1) - 4 t1 + 2 sin11 B ( t ,  t', - 1) ( t ' ,  - t,), ' 
- 1  

M l  = e' sinh 9 + 2 e-l ( t ,  ( p i  + +,), 
Q 1  
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To these equations must be added also the quadratic relation 

In like inanner if a,, p z ,  À,, p., , oz are the functions of the transforma- 
tion Y+,',, by which S is transfor~ned into S,, the fundanlental systein of equa- 
tions to be satisfied by the functions a',, F',, À',, p.',, a', of a transformation 
T',, of S ,  may be obtained from (III), (III') and (IV) by replacing the subs- 
cripts 1 and 9 by 8 and 1 respectively. 

It is our purpose to show that there exists a surface S' which may be 
obtained without cpadratures from-8, by a transformation Tt.. and from S, 
by a transformation T',, . 

§ 8. RELATIONS FOH GENERAL THANSFORMATIONS OF KIBAUCOUR. 

In this section we shall derive preparatory to the proof of the theorem 
of permutability certain relations connecting the transformation functions 
which hold for any transformation of RIBAUCOUH possessing a theorem of 
permuta.bility (*). 

Equations (9) may be written in the form 

X', =a , ,X '+a , ,X"+a , ,X ,  

X " ,  =a, ,  XI+- a?, X "  + a,, X, 

Xi =a,,X'+cr.,,X"+n,,X, 

.;4 B;L r. : \ 
a,, = 1 - - a,,=-lt- , a 3 3 = l - -  

n ,  C l  11 Yb1 51 1, t h 1  a1 1, 

a1 B I  -- R I ? ~  
al, = - CG,, = a I 3  = a3,  = - -- J 

n15111 t h ,  G~ Il 
< 69) 

From (5)  it follows 

(*) Cf. BIANCHI, Ricerche 

tllat the coordinates ax;', y', 8' of SI, a transforrn of 

suUe superficie isotewne, etc:, p. 18. 
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SI by a Tt,,, are given by 

i . . > .  , :  

X' = X ,  - - (a' ,  X ' ,  + B'1 Xyl +J.'~.X,). 
f i 2  dl 

If S'  is at  the same tirne a transfoorm of.& by a T',,,,. weimiist  11a.w 

where X' , ,  X", and X ,  are of the form 

X' ,  = b , , X 1 + b l * X " + b l , X ,  

X", -. b,, XT+,b,; X "  3- b,, X ,  (7%) 
X ,  = b,, X '  + b,, lXr! + b,,,X, . . 

a coefficient b,  being given by a, in (69) wheii the subscripti 1 are replaced 
by 8. 1 .  

IF these two values of ~c' be equated, the resulting equation is reducible 
by means of equations of the form (5 )  for S, and 8, and by (68) and (78) to 
the form 

P X ' + Q X U +  R X = O .  
. . 

There are two similar equations obtain.ed by replacing.the X' .Y bg Y' s and 2''s. 

Hence we must have P= Q =,R = 0. If ~ e ' ~ u t  for brevity , . , .  '. 

for i = 1, 2, 3, this gives the three equations~ 

, a 

Another set of kecessary conditions rnay be obtaified by &&dering the 
two sets of expressions for the direction-cosines of the principal directions 
and normal to S'. These are of the form 

X ' ,  = a',, X',.+ a',, X " ,  +a1,, XI = b',, X ' ,  + b':, X " ,  + b',, X ,  , 
X " ,  =a1,, X ' ,  +a',,Xt', +dZ,  X ,  = b',, X ' ,  4- b',, X " ,  -k b' , ,X, ,  

X ,  =a ' , ,X ' ,+a ' , ,X" ,+a ' , ,X~=b ' , ,X ' ,+b ' , ,X" , tb ' , ,X , ,  
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where the functions a', and b', are of the same forrn as (69) in the func- 
tions of TT,, and T',, respectively. Proceeding as above we find the following 
nine equations of condition : 

In order that these equations may be consistent with (73), it is neces- 
sary tbat for the following matrix 

every minor of the third order involving the terms of the first two columns 
be zero. Froin the form of the expressions for the functions a, and b, ,  and 
the fact that the fundamental relation (II) is satisfied by Tm, and T,, the 
preceding condition necessitates the proportionality of the corresponding 
rninors of the second order of the matrices 

From this it follows in turn that the minors of the third order of the fol- 
lowing matrices must vanish 
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We now apply the general results of the preceding section to the case 
of surfaces of GUICHARD. 

For the sa.ke of brevity we use the notation 

(1, pz) = 1, r-z - 1, pi 
and we consider the following identitstet which follows from (76) : 

dl ( P i  P B )  t P'l (PI 4 + $1 (Pl a,) = O. (76) 

If this equation be differentiated with respect to u and u separately, and 
the derivatives of the various functions be replaced by their expressioiis 
frorn (1) and (III), we obtain the following equationa: 

t fiz Gz (pl1 ai - a', pl) Nz - rc, a, (p.', a, - a', ), j Nl = 0, 

where M, and n', have expressions analogous to those of Ml and N , .  
With the aid of the identities 

P'1 (FI ÀS)+ pnl (Fi ' 8 )  4- J1l (pl F,) = 0, 

a'] (FI 1 2 )  .t- P-'1 (Ai ~ a )  + 1'1 (a1 pz) = 0, 
(77) 

which arise from (75), the preceding equations are reducihle to 
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----- 

where 
@ = a ,  a2 t p i  P z  +$,y2. 

When one operates upon any other equation arising from (75) after the 
manner in which (76) was Atreated,. the resulting equat'ions are reducible hy 
means of (75) to ,  equations (78). 

When one eliminates or,  f r ~ r n  the equations (78) and  then obtains a linear 
relation between P', and pli, the latter may be replaced by 

wliere 

n = t , ( ~ - n , o 2 ' X , - ~ n , ~ l ~ , ) - ' h , A , n , e - 2 ~ ( t , t , - 1 ) ( t , - t l ) .  (81) 

Froin (77) and (80) it follows that 

We are now confronted with the probleme of evaluating t', and p. To 
this end we renîark that in consequence of the first two of equations (III') 
we must have 

Expressing the condition tliat p', and a',, 3 s  given by (80). and (81) satisfy 
this relation, we have 

(t', - t , )  R = (p., A,) ( t h ,  t ,  - n, t', j e-5 (1 - t;)  = 

= A,  1, eë2g ( 1  - t:) ( t ,  - t , )  (ni t ,  -: n2 tll) ; 
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- 

this second expression is a consequence of (36). With the aid of this result 
equations (80) and (88) can be given lhe form 

A = A, (y, il,) e-S (1 --- t?), 
wliere 

eqcation (84) inay be written 

By means of this expression equations (85) are reducible to the forni 

Pi pl + $, X1 u1 (n, - n,) 

where 

Before determiniiig we derive froin equations (78) the expressions 
for Q', . TO this end we multiply these equations by cosh 0 a n d  sinh 0 and add 
the resulting equations. In coiisequence of (46) and (III') this gives on the 

Anlzali di Matewatica, Serie III, Tomo XXII. 49 
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elimination of p', and f ,  by mems of (89) 

À,'h,e-9E(n,-n,) ( t ,  - t,)' I ; ,  w, 
c', =;[al y, + 1, o, (n, - n,) + - 

'Yi t (n, -pl) 'h, a1 ] - (90) 

In order to determine we calculate the first derivatives of Y, and find 

d u  et sinli 8 o, + e-5 A, ( t ,  ?, + +,) 

d  Ur1 
eE cash 8 a, +- e-5 A, ( t ,  +, -+ ,?,) d v 

If we express the conditions tliat the functioiis A',, ct',, F', satisfy the 
third and fourth of equations (III) we obtain 

d log& "( -- d  log FA, a, 
= O, = o. 

d u  d v 

- 1 
To witliiii a constant niultiplier p is  - Witliout loss of generality we fake 

A, 01 

tliis constant equal to unity and obtain the follosving fundamental set of 
values : 

1 
y', = - [p., y1 +y.. 11 o. (7% - %) : 

'hl Ql  1 
1 

al, = 1 1  - [ * , y 1 + a 2 1 , 0 1 ( n , - ~ l )  51 1 
1 

A., = - [ 1, Tl -th, A, a, (n, - 12,) , 
'hl G ,  1 

1 
dl = -- [r ,  Url + 1, o, (n,  -ml )  + 

1 1  Q I  

One shows readily that these expressions satisfy the systenis (III) and (IV). 
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Froin (V)  we have 

N I  a', - Pt1 + p l  pi, = 2 y1 n, + @ (n, - ni). (99) 
We put 

~ l = ~ 1 + ( n , - - n , ) 1 2 0 , = 4 - n 2 ~ 2 h l - n , r ; 1 7 1 ,  -1 , 'h2e-"n2( t , - t , ) ' ,  

;c, = Y 2  + (ml  - n,) 1, a, = - n, c l  1, -- n, o, 1, - 1, X, e-'5 n,  ( t ,  - t,)'. 

Wlien the expressions (V) are substituted in (70)' the resulting equation is 
raeducible by (5)' (68) and (69) to 

$ ' - E =  - nz 1 X r  (n, 1, a,  2 ,  - n, 1, a, x2) + 
n ,  n, ai 1, X ,  1 

where 
i l  d l  xi = hl 1, cr, 6, (n, - n,)' + Y, \trZ . (94) 

It is evident that the espressions (VI) and (94) are syminetric in  the 
functions of the transformations Tw1 and T,,,. Hence if we had applied the 
preceding inethods to S, we should have been brought to the saine result. 
Accordingly we liave established the theorem of permutability stated a t  the 
beginning of S 7, provided -are show that S' is different from S. 

According to the theorem the case n, = ni is excluded. I t  follows from (VI) 
that if S' and S coincide, either X, = X ,  = O, or 

The first of these conditions necessitates 

~ - n , c r , A , - n , o ~ i i , = O ,  t , - & = O ,  (96) 

as follows from (93). But the second of (96) gives - - 5 = 0, and cotise- 
Az A l  
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quently, the radii of the two spheres are equal, which means that S, and S, 
coincide. 

If (9b) is satisfied, then 

where p is a factor of proportionality, which is found to be constant when 
8  P d  *J.  this value of p, is substituted in equations (1) for - and - - 
d u  d v 

since the equations of the system (1) and (II) are hornogeneous, the 
foregoing proportionalities may be replaced by 

d 1 d A From the equations for - and - it follows that 
d m  , d u  

d x 8 where c is constant. In like rnanner froin the equations for - and - 9 

d u  d v 
we obtain the condition 

n, 1, t, = n, A, t ,  . 
If this equation be differentiated with respect to u and v separately, the re- 
sulting equations are reducible to 

d  A d l  In. consequence of the expressions for - and - iii (1), the foregoing equa- 
d u  d  v 

tions 1ea.d bg integration to 

X, = et + 1, , 

by a suitable choice of the constant integration. From (1) and the foregoing, 
i t  follows th& pl is equal to - h to witliin a n  additive constant. Hence we 
write the above results thus : 
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Later ($ 15) we tind that this transformation i s n o t  possible for the general 
surface of GUICHARD, and furthermore that it is impossible to have (98) 
and (97) hold at  the same time; as n,Ll= n,  . Accordingly we have the 
theorein : 

If the constants n, and n, are zcnequal, the surface Si is distinct from S. 

Thus far we have excluded from the discussion the case where uz, = n, . 
Iri taking it up for discussion, we observe that a s  a consequenae of (VI), 
('33) and (94), S' coincides with S unless Y, = O, since Y, = Y, for n, = n, . 
But it follows from (91) that now W, =eo&t. Hence we assume that the 
arbitrary constants in the functions of A,, p.,, cc,, P,, c, satisfying (1) and (II) 
are choseg so that Y, =O. Consequently i 

t 

@ = % + P I  P a  -k pi v a  = nl (G, 1, + G1 A,) -k- hl 1, e-'5 ni ( t i  - 1,) ' .  (99) 
I 

I .  . ., , . 
From this and (II) we have 

As  shown a t  the close of the last section, the factor of proportionality is 
constant and maybe  taken equal to unity. Thus S, coincides with S , .  How- 
ever, wheii 3 n, + 1 < 0 ,  this condition is not imposed by (100). Accor- 
dingly we investigate this case.' 

Froin (81) we obtain as  the expression for n 

When this value is substituted in (84), the latter equation is satisfied iden- 
tically, and hence does not. as in the general case, give an expression for 
t ' ,  - t , .  In order to obtain the.latter we..proceed as  follows. 
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As suggested by (88), we seek a function r such. that 

t', - t ,  = r À,1, e-'E ( t ,  -- t , )  ( 1  - t:) = r 1, G ,  e-k+E~ (tl  - t,). (108) 

Evidently t ' ,  must satisfy equations analogous to (39), narnely 

a t l ,  a t1  - - -- csch 8, - d l  (cosh e l  $- tPl  sinh O , ) ,  
au - (au  

i;' 3 = j& seeh O, - eE1 f (sinti O,  + tl ,  cosh B.), 
dv 1, 

in wliich di ,  Ptl, 1', have the values (80) and (82). If we express this condi- 
tion, the resulting equations for the determination of r may be put in the 
forrn 

a (l+ lo Gl) = E~ [at &( t ,  )L + ill) + el sinh 0 
d u  r 

These equations satisfy the condition of integrability (*) and hence r can be 
found by quadratures. 

In order to find the coordinates of S' we must derive from equations (78) 
the expression for G', when p.', and p', have the values (80). This is 

F i m i  equations (5), (70), (68), (69), @O), and (82) we obtain 

.--- 

(*) This can be seen directly from equations (91). 
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When the expression (109) of t', - t, is substituted in this equation, the re- 
sult is reducible to 

where 
R=l-re-"A'h,A,( t , . - t , )a ,  P=(1+rX201)R-rAlo2 .  

We have seen tliat r may be found by quadratures, but the latter inay - - - - -  
he avoided in the following manner. Let a,,  pz, A,, p.,, 6, be a set of inte- 
g ~ d s  of (1) and (II) for n= n, such that as ii approaches I ? , ,  we have 

lim &) = x2 , liin (pz) = p2 , lim (y2) = X 2  , 
- - 

lim ( v , )  = 0, , lim (a,) = cP . 

iV 
- , w11ei.e The function - 

n, - n 

satisfies the equations 

a lu - - 
- = (n, - n) m, [il s i  ( t ,  pl + 4,) + vl eF sinh O] , 
d u  

As n approaclies n, , we have accordingly that the solution of (103) is 
given by 

Hence if we have a set of solutions of (1) and (II), looked upon for the tirne 
being as functions of n. a s  well as of u and v, satisfying the conditions (106), 
the function r can be found by differentiation. 
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As 'a consequence of tlie theorem of permutability we have the following 
theorern : 

If one knows al1 the surfaces arising frorn a surface of GUICHARD of the 
first type bg transformations T,, the transformations of these surfaces can be 
effected ruithout irztegration. 

If 8, is a surface arising from S by means of a transformation T,, whose 
functions are a,, fl,, Il, pl, a , ,  the preceding theorem follows a t  once for the 
case of al1 transformations T, of S,, so long as  n=I= n , .  In 11 we saw 
also that by means of differentiation the transfortnations T,,',, of S, can be found 
where the funçtions a,, p,, p,, A,, G, satisfy the conditions (1), (II), (99). 

We consider now tlie remaining case where we take for a,, p,, A,, p,, 6, 

functions u, p, A, p, G looked upon as  functions of n as well as of u and a, 
such that 

lim (a) = al , l i n  ( )  = p l  , lim (1) = Al, 
n=n, 

lim (p.) = p., , lin1 (a) = 6, . 

Equation (VI) may be replaced by 

where 
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Froin tliis expression for x it follows that 

We introduce a function B by the equation 

8" lim = R (a, v), 
*Zn, (a  n 1 

and for the sake of brevity we write 

11 = 1 2 ,  e-E ( t  - t l )  (vi - a,) ,  

so that the expression for A assumes the form 

One sees that lin1 (n) = O ,  lim = O .  We put also 
n=n, n=n, 

Referring to (108) and (IIO), we note that in order to evaluate the 
indetermiiiatè form in the right-hand member of (108), we inust differentiate 
the numerators and denon~inator four times with respect to n. If we adopt 
the notation 

we find the following expression for (x' - z) wherl n = n, : 

where 

Annali di Matsmatica, Serie 111, Tomo XXII. 30 
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Since only differentiations have been performed in arriving at tliis result, 
the theorem is established. 

It is interesting to see that the functions B and C may he obtained hy 
quadratures, which in some cases may be a simpler process than the foregoing. 

ln  fae,t €rom (log), (91j and (1) it follows tliat 

Hence B and C satisfy; the equations 

d B  
d u  - = e4 (h B I  - A 1  jl) (t, +] + ( f i ) ,  

- - - (115) 
d C  
- = (F cr, - p., a )  ee sinIl 4 + (a, h - 2 A , )   COS^^ 0 + h sinh O), 
d u  

8 c I 

d u  
- = (F (JI -pi E) ee5: cosh9 + (p,% - El,) (sinh 9 + h cosh 0). 

If we put 
e t = @ ,  h=O, 

equations (81) are satisfied identically and eyuation (88) reduces to 
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Now 

i . - -  

JË=asinhO, JG=ncosho,  

D = D" = n sinh 19 cosh 6, 

p,=atünhO, p,=acotliO. 

Froin the latter it follows tl-lat pl p, = a'. Hence S in this case is a spherical 
surface. Moreover, it can be shown that the fundamental coefficients of any 
spherical surface c m  be put in the form (118) (*). 

Conversely, suppose that E is constant. It follows from (91) that h is 
constant. If h =I= 0, and we put 

h 1 
cosh k = sirih k =  ___,  

Jh2 - 1 Jhe - 1 

the furiction 8' satisfies a n  equation of the forrn (117). Heiice it is perfectly 
general to take h = O. From these results we have the tlieorem: 

Spheriçal surfaces are surfaces of GUJCHAXD of the first kind; theg are 
characterixed analytically by the condition E = const. 

i n t h e  present case a s  follows from (26) the functions of the associate 
surface S have the valies 

-- 1 - 
= - 2 sinh b = - sinh O ,  cosli e= cosh 6, a 

and 
- 1 - 1 
p l  = - taiili 9, p, = - cotli O. a a 

Hence the associate surface of a spherical s ~ r f a c e  i s  a spherical surface, 
honhothetic to the original surface. 

We consider the transformations Tm of a spherical surface S. If the new 
surface is to be spherical, it follows fromo(41) tl-iat e51 = eE = a, and from (36) 
it follows that h, =Ci.  Hence S and S,  'have the same constant Gaussian 
curvature. Froni (45) we see that if eh is to be equal to a, we must have 
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If we put eE = a, h = O, in the system (1), we obtain a systein which 
is entirely consistent, and ordinarily the condition (119) is not satisfied. 
Hence we have the theoreun: 

Of the ao4 transfornzs of a spherical surface 003 are spherical surfaces. 
We consider these transformations further. 

If u be eliminated froin (119) and (II), we obtain 

One sees that if O > n> - Il,, the surface S,  is imaginary. 
If o be eliminated from (1) by means of (119), we obtain the system 

ci!=- u cosh 6, - = -- 
au 

a ' fi sinh 0, 
d u  . 

- d a  = - ~ d v + p ( l  d 0 +Bn)coshû+- B i n s i n l > ~ ,  azc a 

Since the functions a, p, 1, y, must satisfy (180), we verify that there are ao3 
transformations of spherical surfaces into spherical surfaces. 

Suppose now that S ,  and S,  are two spherical surfaces which are obtained 
from S by transformations T,, and TM,. In order to make use of the geneïal 
formulas, we retain G~ and 6,, given by 

If the fourth surface S' of the quatern is to be spherical also, we must have 

If the values of the functions as  given by (V) be substituted in tbis 
equation, the result is reducible to 
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One finds readily that this equation is satisfied identically by (188). 
Hence 

.If S ,  and 8, are spherical surfaces obtained from a spherical surface S 
by transformations T,,, and T,,, the fourth surface S of the quatern is spherical 
and al1 four surfaces have the same constant Gaussian curvature. 

Eyuations (123) and (124) follow on expressing the condition that ep = a. 
We  raise the question if this is possible, when the surfaces SI and S, are 
not spherical. Now equation (124) must hold. We write it in the form 

where X, is given by (93). Moreover, in the general case we have 

If equation (155) be differentiated separately with.respect to zc and v, and 
in the reduction use be made of (126) and (l), the resulting equations are of 
the form 

AcoshO+BsinhB=O, AsinhO+Bcosh0=0,  

where A and .B are determinate functions. It is evident that A and B niust 
be zero. Since n, =/= lz2 , this gives, if we denote b y  Pl an& P, the left-liana 
inembers of equations (18'2), 

1 - (Pl - P*)' + ( y  Pl -;: P,) = O.  
CG" 

Hence P, and P, must be zero, and consequently SI and 8, must be spherical. 
We apply also to the case of spherical surfaces the results of 3 11. One 

finds readily from (go), (108) and (103) that 
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Since these values satisfy (123), the surface S' is spherical. 
When one adopls the liniiting process in finding the transforins of S ,  as 

set forth in the preceding section, if both S, and are splierical, the con- 
dition (183) is satisfied durinig the limiting process and consequeiitly 8' is 
spherical. In view of these results we have the theorem : 

When one knoms the transformations of a spherical surfaça S into spherical 
surfaces, the similar transformations of the latter r ep~ i re  differentiation at rnost. 

When S is a spherical surface, the functiotw p, q, w, + wliicli enter in 
the eyuations of the enielope S, of the circle-plane of a trat~sfoi.matiotis 
(cf. 5 4) take on the values 

Now the liuear elemerit of S, (55) is 

d s 2 = d w " t 8 d p d $  

IF we put  

the surface of coordinates Z, 9, 5 is ,  applicable to S, . Moreover, on elimina- 
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ting p and À froin the above equations, we see that 

. , 

Hence wh&t n is  negative and diffèrent from - I / 2 ,  the envelope of the circle- 
plane i s  ctppliûable to an  ellipsoid of revolutio~; nihen n i s  positive, to a hyper- 
boloid of revolution of two sheets; when n = : ] /a ,  to a sphere. 

We shall show that the surface of centres of the spheres is tlie surface 
complementary to S , ,  wlien the geodesics on the latter are the deforms of 
the ineridians on (127). In order to do this we must show that the joins of 
corresponding points on and 8, are tangent to the orthogonal trajectories 

1). 
of the curve ' = const. on S,, and that they are the intwsection of the 

1 

tangent planes to and 8,'. 
The orthogonal trajectories are defined by A 2  - a.".' = const. and froiii 

(121) it follows that along one of these geodesics 

a + d u + F p d u = O .  

Hence the direction-cosines of the tangent to one of these curves are pro- 
portional to 

With tlie aid of (52) we find that 

But from (3) andh(49) it follows tlîat the quantity in parentliesis is eyual 
to x, - E. Hence the first condition is satisfied. 

The direction-cosines of the tamgent plane to 5, a.re proportional to 

~ , X f - a X " ,  ,/3 Y'-" Y", Z' - a 2". 

One shows readily that t.o witliin a factor the direction-cosines of the normal 
to the surface are of the form 

a X ' + k  X n + p X .  
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Since tliese two normals are perpendicular to the joins of corresponding 
points on S, and x, we have proved that Z is complementary to 8,. 

BIANCHI has shown (") that every deform of a quadric of revolution is 
applicable to the complementary surface determined by the tangents to the 
deforms of the meridians. Hence we have the following theorem: 

The envelope of the'circle-@ane of a transfovmcctiort T,, of spherical sur- 
faces and the szcrface of centres of the spheres of T, are the focal surfaces 
of a normal congruence, awd are applicable to o m  another alzd to an hyper- 
boloid or ellipsoid of revolution according as n is  positive or negative (=[= -112). 

We have seen that S, is imaginary, when O < n ( - 1 / 2 .  Hence the real 
transforinatioris are those for which the surface of centres is applicable to 
a prolate ellipsoid of revolution or an hyperboloid of two sheets of revolu- 
tion. Consequentty they are the transformations growing out of the beautiful 
theorem announced by GUEHARD (*), which have been the starting point of 
the recent theory of.surfaces applicable to quadrics. BIANCHI (***) showed that 
t.ransformations of this kind can be obtained by combining certain conjugate- 
iiiiaginary transformations of BACKLUND for spherical surfaces. 

Pseudospherical surfaces are surfaces of GUICHAHD of the second kind, 
being ctinracterized by 5 = const. We shall not repeat the preceding inve- 
stigations for this kind of surfaces, but it is wortli while to cal1 attention to 
a few results. 

For pseudospherical surfaces we have the relation 

c = - x  -+- . 
(a' Y ' )  

From tliis equa.tion and (II) it follows that if the transformation is to be 
real n must be negative. 

The functions deterinining S,, the envelope of the circle-plane have the 
values 

If we put 

(*) Lezioni, vol. III, p. 281. 
(+*) Sur la ddformation des q~adriqztes de révolution. Comptes Rendus, 13janvier, 1899. 

(Y**) Leziomi, vol. II, pp. 464-465. 
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the locus of the point Z, a, Z is the quadric 

1 
When n = - - S,, is a pseudospherical surface. Since 

2 

we find that Z (z - z,)" a'. Hence S and S, are two BIANCHI transforms of 8,. 
For the other values of n, S, and the surface of centres of the spheres 

are the focal surfaces of a normal congruence of tangents to the geodesics 
on S, corresponding to the meridians on (IW*). BIANCHI (*) has shown that 
the ellipsoid (187*) is applicable to a hyperbolic sinusoid or  to the abridged 
catenoid according as B n is less or greater than - 1. Consequently these real 
transformations can be obtained by combining BACKLUND transformations B, 
and B-, , as  BIANCHI (**) 11as shown. 

The reinaincler of this memoir will be devoted to the study of a class 
of surfaces of GUICHARD of the first kind, each of which admits several trans- 
formations T, with a common circle-plane. 

' From (43) and (1) it follows Ihat if 8, and S, are two transforms de- 
termined by a,, P l ,  A,, y,, G,, n, and cr,, fi,, A,, y,, G,, n, respectively such 
tliat the circle-plane is the same for both transformations, we must lia've 

Since X satisfies the point equation of S there can at most be a linear re- 
lation between A, and A,; the same is tme of p., and F a .  Since equations (1) 

(*) Leziorci, vol. III, p. 883. 
(**) Lezioni, vol. II, p. 438. 

AlznaZi d i  Matematica, Serie III, Tomo XXII. 
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and (II) are homogeneous, the most general case to be considered is 

I , = A , + > :  p.,=p,+pr, n,=n,+nt, (198) 

where 'h', p' and n' are constants. We must have also 

% = a , ,  B , = P , .  (i99) 

'a a 8  B In order that the expressions in (1) for - and - shall be the saine 
d u  d u 

for the two transformations, the following equations must be satisiied: 

If ttiese equations be differentiated with respect to u and v, the results 
are reducible in consequence of (1) to 

Wlieil these expressions for cc and p are substituted in eyuatioiis (1) foi- 
8 .  d h  - and -, one finds by integration that 
du d v 

E = c . log (rc, Il -- n,  A , ) ,  

where c is the constant of integration. Without loss of generality we clioose c 

so that 
n, 1, - n, ;, 

.= e€ , a E a s 
a = csch 8 - /3 = sech 8 - 

92, - n, du' d v  

d i  d'h dp. d ?  
With this choice the equations (1) for - - , - aiid - assume such a 

d u  d v  d u  d u  
forni that we have 

where the 1's and rn's are constants. From (130), (131), (132) we obtain 

When the above values for a and are substituted in equations (41), 
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the latter become 

8 51 -- CI a E ,  
- sinh 9, 2 (1 ,  + di),- -- = - 

du 1 1  dv 

Couiparinç these equations with the first two of (31), we have from the 
latter by integration 

Gl  = - 9 

11 + eh (135) 

where c, is the constant of integration. 
If we replace the first of equations (133) by 

the second is equivalent to 

From (135) and (45) we get 

wlîere now in consequence of (132) we have frorn (36) 

When the above values for a, P, 1, p, are substituted in equation (II), 
we obtain 

A, B, C, D being constants, given by (137) and by 
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From these follow 
\ 

If 1 ,  and ml be eliminated froin the first and last of these eyuations 
and (137), we obtain the following cubic for n, : 

(D - 2 n,) 2 n, (1 + 9 n,) + A  C (1 + 2 n,) - BP 2 n, = 0. (14%) 

In consequence of (137)'and (340) the expressions for h l ,  P I ,  @, maY he 
given the form 

Conversely, suppose we have a surface S of GUICHAHD of the tirst kind 
whose functions satisfy equation (VII). For convenience we refer to S as a 
speciat surface o f  class ( A  B CD), thus putting the constants in evidence. 
Each of the roots of (142) when substituted in (143) gives a set of functions 
which together with the values (3  31) of a and @ satisfy equations (1) and (II). 
Hence if the roots if (142) are distinct, three circles lie in the same plane, 
and this plane is unique for the surface. 

In 5 3 we observed that a transformation of RIBAUGOUR of a surface of 
GUICHAKD is always given by 

But if this is to be a transformation T, ,  al1 the foregoing steps follow at 
once and so we have the theorem: 

A necessary and sufficient condition that a surface be a specia2 surface 
of GUICHAKD of the first kind .is that eyuations (1) admit the solutions 
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It should be observed that the functions of a spherical surface satisfies 
equation (VII). However, in this case 1, and p., , as  given by (144), are con- 
stants, and a and are zero. Accordingly we exclude spherical surfaces when 
considering special surfaces. 

We have just seen that in general a special surface adrnits of three 
transformations for each of which the functions are of the forin (144). We 
Say that these functions determine complementary transformations of S and 
that a resulting surface SI is complementary to S. 

From (67) and (36) it follows tha t  the functions of the inverse transfor- 
mation are, to within the constant factor 111. c., 

Silice al1 of the equations are hotnogeneous this constant factor is unessen- 
tial. Furthermore, one notices that the same constants Z , ,  m,, n, appear'in 
(145) as in (144), and in the same way. Hence 

If S is a special surface o f  GUICHAKD o f  c1ns.s ( A  B C D), eccch cowcple- 
wzentary surface is  a special surface of the same class. 

Froin (96) we find that 

Coinbining this result with the first of (86), we have from (VII) that 
The surface S associate to a special surface of GUICHARD of class ( A  B C D )  

is a special surface of C ~ S S  (C, B, A, D). 
We have seen that the circle-plane of a complementary transforination 

of a special surface of GUICHARD possesses the property that in general it 
contains three c i d e s  associated with corriplementary transformations. It will 
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be found t h t  the enselope of this &ngaclct'~ cirçle-pkam is applicable to a 
quadric. 

If we apply the resuits of 8 4 to the particular case under discussion, 
the functions o, r ,  + have the form 

Putting 

we have in consequerice of (55) 

d & = d X 2 + d y 2 + d Z a .  

Hence the surface whose coordinates are given by (147) is applicable to 8,. 
Fronl (147) it follows that 

Elimi~iatirig et and h froin the expressions (246) for r and (147) for 2 and 
y - i 5, we obtain 

1 
When the expression (148) for - is substituted in this equation, we see 

r 

that the surface of coordinates Z, Y, 5 is a general quadric meeting the 
circle a t  jnfinity in four distinct points. 

The eyuation of the quadrie as thus found involrres the four constants 
A, C, 1,' and m, . But by rneans of equations (141) 1,  and rn1 are expressible 
i n  terws of A, B, C and D. Recalling these results, vve have the theorem: 

The ercvelope of the s2nyulUsr cirdeplana of a special surface of GUICHARD 
of the first kind is applicable to a generttl quadric which meets the circk at 
infinitg i n  four distinct points; this quadric és the same for al1 special sur- 
faces of the üarne class. 
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We have seeri that the surfaces complementary to a special: surface are 
surfaces of the same cIass. With the aid of this result and the theorem of 
perniutability for generaY transformations T,, we shall show .that, if SI is a 
surface arising from a special surface S by a complernentary transformation 
T,,, then cma of the ooburfaces arising from S by transformations T,,, 
where n, =!= n,,  are special surfaces of the same class as S. 

Let S, be one of the latter surfaces. From $ 9 it follows that the trans- 
formation fonctions of S,  are of the form 

where 

We inquire whether it is possible to determine a,,  Ci,, i,, p z ,  G, so that S' 
shall be a coii~plernentary surface ta  S,, when a,, fi,, A,, p.,, al have the 
values (14-4). If this is possible, the functions a'; ,. . . , d, given by (149) must 
be equal, to within a constant factor, to 
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One finds readily that if the constant multiplier in (151) be taken as 
(n, - n,), the equivalence of the two values of the first four quantities in 
(149) and (151) requires that 

n 5 Y ,  -or (n ,  - n,) (eh - et) = 0. 

In consequence of (45) this may be written 

Without diniculty one shows that 

With the aid of this result it is readily shown that wlien fi = 0, the expres- 
sions for G', from (149) and (251) differ only by the factor ( g z l  - rz,). 

We .returri to the consideration of the condition n = O. Froiii equations 
analogous to (91) we have in the present case 

q, - (n, - ml) cscli 8 eE sinti 8 a ,  + e 4  h, (t, y, + S,) d u  d u  

d y, -- - (n ,  - n,) sech 0 e5 cos11 0 c, + e-t; 1, (t, +, 4- y,) 
d v d v 1 

Making use of these expressions, we find that 

Hence if the initial values of a , ,  ..., (r, be chosen so that = O ,  this equa- 
tion will be true for al1 values of zc and v. Accordingly we have the theorem: 

I f  S is a special surface o f  GUICHARD and S ,  is a complewhentary sur- 
face by a trunsfor~nation T,,, o f  the 00' transfornzatioms T,,, where n, =\= n,, 
aoQ yive vise to spkcial surfaces S, of the same class as S ;  since the fou& 
surface S' of the quatern i s  cow~plementary to S , ,  i t  also is a special surface 
of the same class. 
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§ 18. F~KST INTEORAL OF THE SYSTEM (1) FOR 

1 SPEC~AL SUBFA~ES, AND RESULTING TRANSFORMATIONS. 

If in (150) and (158) we replace cr., , B, ,..., G, by the values (144) and in 
the reduction we make use of (138) and (140), the function R can 
the form 

d F  a 7  
= csch 0 a, t sech 8 -' pz + - - 

d u  a v (a n 2 e ~ ) b 2 + $ j -  

We have just seen that n is constant, provided that n, =I= n, . 
' However, this restriction is not necessary. For if A, B, C are constants 

entering in the class of a special surface and n, is any constant, the first! 
derivatives of n given by (158)- are reducible to zero in consequence of 
equation (VII). Hence we have- the theorem : 

< 
I f  S is  a special surface o f  dass ( A B  CD), the funda.menta2 sgstem (1) 

ad~ni ts  the first integral 

a 5 

(VIII) 

Suppose noa  that we have a set of functions a, ..., a satisfying (1) and 
whose initial values are such that n = O; then for al1 values of u and v 
n = O. We shall show that the surface,'arising from the transformation de- 
terrnined by these functions gives rise'to a special surface 8, of the same 

a a (1 , ($1 , class as S. In fact, if we substitute the expressions for h l ,  2 9  -. 

d u  d v  , 

giren by (36), (41) and (45), in the expression 

the latter vanishis identically, and conseyuently the desired result is 
established. 

Annal4 di Matematica. Serie 111, Tomo XXII. 38 
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One shows without clifficulty that certain of these transformations are 
real. For, if the equation n = O  be written in the form 

a 5 d~ B csch 8 .  - a + sech 13 2 p - 
d u  a v  

the coefficients of oc, p, p (1 +- 2 n) are the values of a, k, p for a comple- 
mentary transformation. If a be eliminated froiri this equation and (II), the 
result may be written 

d F  9 csch 6 2 a 
u2 . au 

We corisitler riow tlie fuiictioii 

When n is equal to one of the roots of the cubic (IhS), and or, P, ,u are given 
the values (la), the function n is equal to zero. We shall show that these 
are the only real expressions of a, P, p. for these values of such that 
!2n + 1 >O. In fact, in conseyuence of ( is) ,  we 'firid tliat 
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Since the expression on the right differs only by a factor from the left-hand 
member of (142), the function n vanishes when n is a root of equation (I42), 
thus establishing the above mentioned result. 

Equation (156) in which Tr has the ineaning (155) is equivalent to n = O  
for special surfaces. Evidently n changes sign as  n passes through the mots 
of equation (148). Hence for certain values of n the function n is positive, 
in which case the transformation is real. 

These results inay be stated as follows: 
If S is a special surface of class ( A  B % D) and Y ,  @, 1, p., o w e  solutions 

of the system (1) satisfging the condition 

the surface S ,  detwmined by this transformation is of the same clam as 8; 
for certain values of rz these swfaces SI are real; the coonpbmentary surfaces 
are the only real ones when n is a root of the fundamental cubic eqzcadion such 
that 52 n +- 1 > 0. 

We close the discussion of special surfaces with the proof of the following 
theorem : 

If a special surface S of class ( A  B C D )  is transformed by a Tm, and T,, 
respectâuely into surfaces S ,  and S,  of the saone class, the fourth surface of  
the quatern is  a special surface of  the same class. 

By hypothesis the functions u,, p l ,  'h l ,  p.,, 0 , ;  aa ,..., ua of the transfor- 
mations T,,, and T,, satisfy the conditions 

a 4 csch 0 - a, + sech 9 
du d u  
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The theorein will be proved, if we show that the functions z', , P',, h',., 

p.',, dl  given by (V) satisfy the condition 

d = d ?  
We replace csch 8, -'-! and sech 0 ,  3 by their expressions from (hl), 

d .u d u  
and a', and p', by their values from (V); we subtract from this result equrt- 

tion (157) multiplied by -- " and equation (158) multiplied by (a, - n,). l'lie 
1 1  Gl . 

resulting equation assumes the 'form' 

where a,  b, c, d are determinate functions. The expressions for b and c va- 
nish in consequence of (V). 

The function a is 

When the values of a',, pr1, ' h l ,  froin ( V )  are substituted, we find that a =O. 
Witli the aid of this identity and (45) we obtain for d the 'following 

expression multiplied by ( n ,  - n,) : 
, 
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When the value (87) of W, is substituted in the above, and use is made 
of (45) and (36), we see that d = O. Hence the theorem is estahlished. 

The singular circle-planes of each of the surfaces 8, S,,  S,, 8' envelope 
surfaces applicable to the same quadric. Hence the preceding results lead 
to a transformation of surfaces 8, applicable to the general quadric, and the 
last theorem shows that the transformations of these surfaces S, possess a 
theorem of permutability. 

Princeton University, 
July 95, 5,913. 
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Sur le théorème de Y. Staudt et de Th. Glausen 
relatif aux nombres de Bernoulli. 

1. Théort'mes généraux. 

S o i t  y un nombre premier impair, tel que p - 1 divise le positif entier 
pair Bn,  nous disons pour abréger que p soit du rang n.. 

Désignons ensuite par m un positif entier quelconque, il est évident que 
le nombre premier p du rang n est du rang nza aussi; c'est-à-dire que le 
nombre premier 3 est d'un rang quelconque. 

Supposons, au  contraire, donné le positif entier n, l'ensemble des nom- 
bres pi~erniers du rang n 

1' hz 1 3  . ' I V . ,  (1) 

est parfaitement déterminé. 
Ces défiriitions adoptées, le théorème de v. STAUDT (*) et de TH. CLAU- 

SEN (**) donnera pour le w-ième nombre de BERNOULLI une expression de la 
forme 

oh A, désigne un riotnbre entier. 
Cela posé, il est évident que la détermination de la partie fractionnaire 

de B, exige la connaissance de tous les nombres premiers du rang n ;  
c'est-à-dire qu'une telle détermination est un probléme très difficile. 

Quant à la partie entière A,, du nombre B,, elle dépend aussi des nonî- 

(*) Jnurnal de Crelk, t. 91, pp. 379-374; 1840. 
(**) Astrosomische Nachrichten, t. 17, col. 351-351; 1840. 
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bres premiers du rang n, comme 1e:rnontrent clairemént des 'théokrnes dd 
v. STAUDT (") et de STERN (**); mais la nature de ces nombres est parfaite- 
ment inconnue du reste. 

On a indiqué un nombre de relations dites caractéristiques pour les 
A,, relations qui sont illusoires considérées dans ce point de vue. 

En effet, les formules en question ne sont autre chose que des propriétés 
communes aux coefficients d'un groupe très étendu des formules récursives 
pour les nombres de BERNOULLI, ce qui est évident si nous étudions d'un 
point de vue général le problème susdit, sans nous borner à certains cas spé- 
ciaux. 

A cet effet, nous prenons pour point de départ la formule récursive pour 
les nombres de BERNOULLI 

désignons ensuite par 
PI 1% p3 . . PEI' 

l'ensemble des nombres preniiers impairs égaux à m au plus, puis ititrodui- 
sons dans (3) au lieu des B, les expressions tirées de (2), nous aurons une 
identité de la forme 

où nous avons posé pour abréger 

(*) De numeris Bernoullianis eomwtentatio ; De numeris Benzoullianis commmtatio altera. 
Erlangue, 1@5. 

(**) Journal de Crelle, t. 81, pp. 890-994; 1816. 
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Cela posé, soit 02p + i S m  un positif entier impair, et soit ensuite 

il est évident que l'hypothèse 92 p + 1 = p, entraîne l'égalité 

op= M q .  

Considérons maintenant les équations 

linéaires dans les nombres a,, nous aurons en vertu de  (5) le théorème sui- 
vant : 

1. Posorns dans (8) successiue.ment 

w=3, 5, 7 ,..., B p + l ,  

il est possible de déterminer les p ,nombres 

et noms awons toujours S p  = 1 ou SP = O, selon que 9 p + 1 est un nombre 
premier ou non. 

Revenons maintenant à la formule (6), puis supposons que 2 fi,, et tous 
les coefficients a,,*, soient des nombres entiers; il est évident que la somme 
qui figure au premier membre est un nombre entier. Remarquons ensuite 
que les dénominateurs qui figurent au  second membre de la formule susdite 
sont sans diviseur commun, il faut que M, soit divisible par p,; c'est-à-dire 
que nous aurons le théorème suivant: 

I I .  Supposons entiers 92 p, et tous les coefficients a,,,,, puis désignons 
par p un nombre premier impair, égal à m a.u plus, nous aurons 

Soit particulièrement .pn un nombre premier, la formule (9) donnera pour 
p = In 

a,,,-, f O (iiîod nt). (10) 

Artnali di Matematka, Serie III, Tomo' XXII. 33 
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I 

Le théorème inverse de II est évident, savoir: 
I I I .  Soient les coefficients a,,,, des nombres entiers qui satisfont aux 

congruences (9), O& p désigne un nombre premier 
l'expression 

impair, égal à m a u  p l ~ s ,  

(11) 

est toujours u n  nombre entier. 
Or, il est très facile de généraliser beaucoup les deux derniers t.ht5orèines. 
A cet effet, désignons par y,,p, des nombres qui satisfont aux con- 

gruences 
- 

ym,zv = yrn,zs (modp), 

où p est un nombre premier impair du rang (2 r - 2 s )  et égal à m au plus, 
nous aurons évidemment 

c'est-à-dire que la somme (11) peut 
m-1 <- 

= a 
2 .  z (- 

a=t  

Étudions encore la formule 

être remplacée par cette autre 

1)' v m , ~ x  yrn,tr B. . 

oh les B, (x) désignent les fonctions de BERNOULLI, de sorte que f (x) est par 
conséquent un polynome entier du degré m - 1, nous aurons l'autre théo- 
rème analogue à II : 

IV. Supposons pue tous les coefficients a,,,, de la fortnule (13) soient 
des nom6res entiers, supposons ensuite que Z'espression 

ait ka même propriété, nous aurons les congruences 

oh p désigne u n  nombre premier impair, égal à m a u  plus. 
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En  effet, posons dans (13) x = O, nous aurons la formule récursive 

<e 
1 - 9 

K - a.,, - f (O) = Z (- 1)'' a+,+ B8 ; 
s e l  

il est digne de remarque que les coefficients a,,,,,,+, , s 2  - 1, ne jouent aucun 
rôle pour les congruences (15). 

II. Applications diverses. 

Comme première application de nos théorèmes généraux, nous étudions 
' la formule classique 

le théorème II du paragraphe 1 donnera immédiatement les congruences 

où p désigne un nombre premier impair, égal à m au plus. 
Supposons tn impair, savoir m = 2 n -+ 1, HERMITE (*) a démontré direc- 

tement les cas correspondants de la congruence (2), tandis que LIPSCHITZ (**) 
a traité d'un autre point de vue la formule en question. 

Désignons ensuite par 

P1PzP3.-.P, 

i'ensenible des nombres premiers impairs, égaux à m au  plus, posons 

(") Journal de Crelle, t. 81, pp. 93-95; 1876. 
(**) Journal de CreZZe, t .  96, p. 14; 1W. 
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puis remarquons que la formule binomiale donnera 

nous aurons, en vertu de (l), ces deux formules 

dont la première est due à HERMITE: 
Or, il est digne de remarque, ce me semble, que G.-F. MEYER (*) déjà 

en 1862 a essayé de développer la formule (4) ~'HEHMITE,  mais qu'il n'a pas 
réussi à donner sous forme simple l'expression i>,,+, . 

Soustrayons les deux formules (4) et (5), puis posons 

nous aurons la formule de STERN (**) 

STERR, dans son grand Mémoire intitulé : Beitraye xzcr Theorie der Bubrschen 
UMI Bernoullischen Zahlen. (***), consacre les six dernières pages à une ap- 
plication arialogue de ses trois forniules récursives pour les uonibres de 
BERKOULLI : 

(*) Archiv de Grunert, t. 38, pp. 841-946; 186% 
(**) Journal de Crelle, t. €44, pp. 267-2269; 1878. 

("**) Gottinyer Abhanrllunyen, t .  83; 1878 ; 44 pages. 
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formules qui satisfont évidemmeht aux conditions indiquées dans le théo- 
rème II du paragraphe 1. 

Désignons par p un nombre premier impair, égal à 2 n + 1 au plus, nous 
aurons immédiatement les trois congruences 

9 n - 1  - 
= - 8 ,  (inodp), 

où il faut admettre 8, = 1 ou 8, = O selon que p est du rang n ou non ; 
STERN démontre directement chacune des trois congruences en question. 

Tels sont les résultats obtenus jusqu'ici en appliquant le théorème de 
v. STAUDT et de TH. CLAUSEX sur les formules récursives pour les nombres 
de BERNOULLI. 

Les trois auteurs susdits, 'savoir HERMITE, LIPSCHITZ et STERN, ont cru 
évidemment que ces résultats représentent des propriétés caractéristiques des 
coefficients binomiaux. 

En effet, HERMITE mentionne la fonction numérique O,*, définie dans la 
formule (3), du nombre m dans le cas où m est un nombre impair, savoir 
rm = 52 s +- 1. Or, il existe une fonction analogue d u  nombre pair s~ = 2 n + 9, 
et ces fonctions ne sont que des cas particulieis de la fonction générale 

qui figure au  second membre de la formule (5) d u  paragraphe 1, pourvu que 
les conditions indiquées dans le théorème Il d u  même paragraphe soient 
remplies. 

LIPSCHITZ donne le cas particulier de notre théorème général 1 du pa- 
ragraphe 1 qui correspond à la formule (4) due à HERMITE. 

De plus, on dit que la même formule  HERMITE soit une formule récur- 
sive pour les nombres entiers A,, quoique notre formule générale ( 5 )  du pa- 
ragraphe I a précisément la iuême propriété. 
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Or, considérons la Table des formules récursives pour les nombres de 
BERNOULLI que j'ai donnée dans mon Mémoire (*): 'Recherches sur les nombres 
de Bernoulli et d'Euler, nous verrons que la plupart de ces formules satis- 
font, aux conditions susdites. 

C'est-à-dire que l'application du théorème de v. STAUDT et de TH. CLACSEN 
sur de telles formules ne donne pas des propriétés caractéristiques des nom- 
bres entiers A,, mais des propriétés communes des coefficients qui figurent 
dans les formules récursives susdites. 

Nous nous bornerons à indiquer quelques autres applications de ce 
genre. 

Posons pour abréger 

nous aurons l'identité 

puis différentions par rapport à x, l'hypothèse x = O donnera la. forniule ré- 
cursive 

de  sorte que nous aurons les congruences 

où p désigne un nombre premier impair, égal à rn au plus. 
Étudions encore les deux formules récursives ("") 

(*) Mémoires de l'Académie Royale de Danemark, 1913. Dans ce q u i  suit je cite le Mé- 
moire sous le titre donné dans le texte. 

(**) Recherches szcr les nombres de iferrzoullz' et d ' E u h ,  pp. 7879 ; 1913. 
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où les T,, et les E, sont les coefficients des tangentes respectivement les  
nombres ~ 'EULER,  nous aurons pour le nomb're premier p = 8 q + 1 : 

Remarquons encore que la somme qui 
est par conséquent un nombre pair, tandis 
aurons la proposition suivante : 

1. L'expression - = a (azn - 1) B. szn-2 

figure au  second membre de (14) 
que E, est toujours impair, nous: 

est toujours zcn nombre entier impair. 
Cette proposition due à EULER (*), est retrouvée par STERN (**) et plus 

lard par WORPITZKY (***). 

111. Sur les coefficients de factorielles. 

Pour donner un exemple, dans lequel les conditions indiquées dans le 
théorème II du paragraphe I ne sont pas remplies, nous aurons à etudier 
les deux formules récursives (****) 

<L - 
( n - 1 ) - 1  - "- 

= 2: (-- 1)"-' CI-" 'B, ) 

B n + B  ad 

(*j Institîttiones cakuli differentialis, p. 495; Saint-Pétersbourg, 1755. Opuscztla Ana- 
lytica, t. I I ,  p. 473; Saint-Pétersbourg, 1785. 

y*) Journal de Crelle, t. 88, p. 99; 1880. 
(*+*) Joztrnal de Crelle, t. 94, p. 934 ; 1883. Comparez la note de KRONECKER dans le 

mêine tome, p- 469. 
(***a) Recherches sur les rzombres de Berrzoulli et d'Euler, p. 66 ;  1913. 
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où les Cr désignent les coefficients de factorielles, tandis qu'ii faut admettre, 
dans (l), 2 2 r f n - 1. 

La formule (2) est due à SCHOMILCH (*), mais retrouvée par A. RADICKE ("*). 
Étudions tout d'abord la formule (1). 
Soit p = 8 q + 1 5 r + 1 un nombre premier impair qui n'est pas divi- 

seur de n +  1,  nous aurons la congruence 

Soit ensuite n + 1 un nombre composé, et soit 

l'ensemble des nombres premiers qui divisent n + 1 et qui ne dépassent pas 
r + 1, nous verrons que le produit 

est toujours un nombre entier. 
Soit enfin n t  1 = p  un nombre premier, il est évident que n +  1 et 

n - r + 1 sont sans diviseur corninun, et nous aurons par conséquent le 
théorème de LAGRANGE (-) : 

1. Soit p un nombre premier impair quelconque, n.ous aurons 

Appliquons maintenant l'identité 

cas d'une formule générale que je viens de démontrer pour leu 
polynonles réguliers (*"M), nous aurons en vertu de (5) cette autre propo- 
sition : . 

(*) Archifi de Gmnert, t .  9, p. 834; 1841. 
tu*) Die Recursionsformelr, füs die BerecAwung der Rerwozlllischerz u ~ t d  Eubrschet~ Zahlera, 

p. 15; Halle a. S., 1880. 
(sr*) Mémoires de Z'Acaddmie de Berlin (1771), t. 8, pp. 125137; 1773. 

(a+**) Asmali di Matematica (3), t .  88, p. 78, formule (9); 1913. 
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II. Soit p > 3 un  nombre p r e d m  impair, quelconque du reste, nous 
aurons 

P - 3  C p ' r 0 ( m o d p 2 ) ,  I < r < - .  - - 
9 (7) 

Cela posé, introduisons dans (1) "2 + 1 au  lieu de r, puis remplaçons n 
par le nombre premier p, nous aurons la congruence 

Or nous aurons 

cas particulier d'une formule générale que je viens de démontrer pour les 
suites regulières (*), nous aurons 

c'est-à-dire que nous venons de démontrer. le théorème suivant d û  à 
M. GLAISHER (**) : 

III. Soit p > 3 un nombre premier impair, quelconque du reste, nous 

(*) Alznali di Maknzatiea (3), t .  93, p. 86, formule (16); 1913. 
(**) Qwwterly Joacrmd o f  matlee~atics, t. 31, pp. 381-353; 1900. 

Annali da Matematka, Serie III, Tomo XXII. 
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aurons les deux congrzcevtces nzodulo p : 

p - 3  
où i l  faut supposer 1 r 5 --- - 

2 
Étudions maintenant la formule (8). 
Soit tout d'abord n -+ 1 un nombre composé, le premier membre de la 

formule susdite est toujours un nombre entier; ce qui donnera 

oh p désigne un nombre premier impair égal à n au  plus. 
Soit, au contraire, n un nombre premier, nous renlplaçons n par 9 n + I ,  

ce qui donnera, en vertu de (7), 

Appliquons ensuite le resultat 

( - l ) n l ( n + l )  B -  1 (modBn+I ) ,  

obtenu directement du théorème de v. STAUDT et de TH. CLAUSEN, la for- 
niule (11) donnera immédiatement le théorème de WILSON : 

Posons pour abréger 

(9n)!=(8n+-1) W,--1, 

le nombre W,, est un positif entier; nous le désignons comme quotient de 
WILSON. 

Introduisons ensuite, dans (Il), l'expression (13), il en résulte 

ou, ce qui est la même chose, 
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- - - 

de sorte que nous aurons 

' f i  ) (inod (8 n + 1)' 
2 r ( 9 n + 1 )  w . = ( B ~ + I ) ( ( -  I ) " B . + ~ ~ +  

c'est-à-dire que nous avons démontré le théorème suivant: 
IV. Soit Bn+ 1 un nombre premier impair quelconque, le quotient 

correspondant de Wir,sor~ satisfait à la congruence 

8 n 
W, (- 1)"-' B, - -- 

Bn+l  
(mod 2 n + 1). 

Ce théorème qui peut êt.re considéré comme un supplément à celui de 
M. GLAISHER est indiqué sans démonstration par M. ZERCH (*). 

Dans un Mémoire intitulé : Recherches sur les résidus quadratiques et 
sur les quotients de FERMAT (**), j'ai donné d'autres démonstrations des deux 
derniers théorèmes et un grand nornbre d'autres applications, sur la théorie 
des nombres, des nombres de BERNOULLI, applications, qui sont nouvelles, 
je le crois. 

Revenons encore une fois à la congruence (14) de M. LERCH, puis posons 
conforméinent au théorème de v. STAUDT et de TH. CLAUSEN 

où la fraction qui figure au  second membre est irréductible, la formule (14) 
donnera après un calcul simple 

c'est-à-dire que nous aurons en outre la congruence 

(- 1 )  a 8 (inod 2 n + 1 )  (16) 

où il faut supposer par conséquent que 9 n + 1 soit un nombre premier. 

(*) Mathematische Annalen, t. 60, p. *88; 1905. 
(**) Le Mémoire paraîtra dans les Annales de l1&eole Normale. 
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Sulle congruenze rettilinee W 
a parametro medio costante. 

(Di  ~ G I  BIANCHI, a Pzsa.) 

P R E F A Z I O N E .  

I n  una qualunque congruenza rettilinea diamo, col SANNIA (*), il nome 
di parametro nzedio, sopra ogni raggio della congruenza, alla quantità 

indicando con d la distanza dei punti limiti, con À quella dei fuochi. 
Ci proponiamo di studiare ne1 presente lavoro quelle congruenze a pa- 

rametro medio costante che sono ne110 stesso tempo congruenze W, cioè 
tali che sulle due falde focali si corrispondono le linee asintotiche. Due casi 
ben noti di congruenze appartengono a questa classe e sono: 

1.O Le congruenze W normali (a parametro rnedio nullo), la Cui ricerca 
equivale a quella delle superficie' applicabili sopra superficie di rota.zione 
(RIBAUCOUR-WEINGARTEN) ; 

%O Le congruenze psqudosferiche, caratterizzate dalla proprietà di avere 
insielrie costanti d e 1; le due falde focali di queste congruenze sono super- 
ficie pseudosferiche di egual raggio, derivate l 'ma dall'altra per trasforma- 
zione di BACKLUXD. 

Premesse alcune formole generali per le congruenze rettilinee con una 
falda focale assegnata, queste si applicano al caso delle congruenze W a pa- 
rarnetro inedio coslailte a assegnato, e -si riconosce che bisogna distinguere 
due casi secondo che la curvatura K della falda prescritta S è variabile, 

(*) SANNIA, Nzcova 
(Annali di Matematica, 

esposimone della geometria infinitesimdk? delle congruense re t t i l i r~ee  
Serie 3.", T. XV (1908)). 
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ovvero costante. ,Ne1 primo caso, se la congruenza cercata esiste, essa 'è 
unica; ilel secondo invece esiste una doppia infinitu di tali corlgruenze, ec- 

cettuato per 

quando cioè 
da costruirsi 
che esistono 

1 
altro il caso in cui si abbia K = - - Quest'ultimo caso, a 
la S è pseudosferiea ed il parametro medio della congruenza W 
ne eguaglia il raggio, è notevole coine caso eccezionale per ci6 
allora due e due sole tali congruenze, e sono quelle formate 

dalle normali principali delle asintotiche dell'uno O dell'altro sisterna. 
Ne1 caso generale la deterininazione delle congruenze a parametro medio 

costante, con assegnata falda focale 5' a curvatura costante, dipende dalla 
integrazione di un sistema di equazioni ai differenziali totali in due funzioni 
incognite, integrazione che si sa  completamente eseguire appena della su- 
perficie S si conoscano le superficie derivate per trasformazione di LIE-BONNET, 
e su  queste le linee geodetiche. È notevole poi Che, in ogni caso, le seconde 
falde focali S di queste congruenze godono della proprietà che le loro equa- 
zioni di MOUTARD per le deformazioni infinitesime ammettono quattro solu- 
zioni legate da una relazione quadratica; ci troviamo cosi ne1 campo delle 
equazioni di MOUTARD con gruppi di soluzioni quadratiche che si incontrano 
in diverse ricerche di geometria infinitesimale. Da ultimo si generalizza alle 
attuali congruenze la teoria delle trasformazioni che deriva per le congruenze 
pseudosferiche da1 teorema di perniutabilità, e si dimostra che ogni con- 
gruenza W a parametro medio costante a con una falda focale pseudosfericü 
amniette oo' trasformazioni (di BACKLUND) in altre congruenze della rnede- 
sima specie. 

In una seconda parte della Memoria trattiarno di un'altra classe particolare 
di congruenze W a parametro medio costante, caratterizzate dalla proprietà 
che le equazioni di MOUTARD relative alle due falde focali coincidono nell'unica 

d" 
-- -O. - Le congruenze di questa specie si otterigono tutte, colla nota 
d u  d v  
costruzione di UAKBOUX, dalle superficie di traslazione Le cui curve genera- 
trici lianno torsioni costanti e di segno contrario, ma del resto qualunque; 
le 'diciamo per ci6 congruenxe di DARBOUX. In particolare quando le torsioni 
delle due curve generatrici hanno eguale valore assoluto, la congruenza è 
normale e le due falde focali dànno le deformate del paraboloide rotondo. 
La proprietà cosi singolare che appartiene in questo caso alle falde focali 
di fornire una classe cornpleta di superficie applicabili si dimostra essere 
appunto esclusiva a questo caso. Anzi si prova, più in generale, çhe l'unica 
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classe di superficie applicabili le cui equazioni di MOUTARD coincidono tutte 
de 8 nella -=O è data dalle deformate del paraboloide rotondo. 

d u d v  . -  

Da ullimo dimostro che anche per le eongruenze W di ~ n a s o u x  esistonu 
trasformazioni di BACKLUND. Si ottengono queste trasformazioni semplice- 
mente col inantener fisse una delle due curve a torsione costante generatrici 
delle superficie di traslazione, mentre l'altra si cangia con una trasforma- 
zione qualunque di BACKLUND. Ne1 caso particolare delle congrueme di 
DARBOUX normali, colle falde focali applicabili su1 paraboloide rotondo, queste 
trasformazioni vengono a coincidere colle Bk della teoria generale per le de- 
formate di questa quadrica. 

Consideria.mo una congruenza rettilinea qualunque, della quale perb sup- 
poniamo reali e distinti i due sistemi di sviluppabili, e quindi anche reali 
e distinte le due falde focali S,  S. 

Assumendo corne superficie di partenza del sistema di raggi la prima 
falda focale S, cominciamo da110 stabilire un sistema di formole generali clle 
riescono utili in molte ricerche (*). Riferiamo la superficie S ad  un sistema 
curvilineo ortogonale qualunque (u, v), e sia la S definita dalle sue due forme 
quadratiche fondamentali s 

- 

Valgono allora la formola di GAUSS 

(*) Cf.' la mia Memoria : Sopva aleune classi d i  c o n g w e w e  rettilipaee neyli spwO d i  cuv- 
vatura costar~te (Annali .di matematiça, Serie 3.", S. X (1904)). 
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designando K la curvatma totale di S, e le due formole di C o n ~ z z ~  

Mantenendo poi le consuete notazioni per gli elementi fondamentali ds, 
XI, X,, X,, ecc., della S (Vedi Vol. II, § 254) (*), avremo le formole fonda- 
mentali che raccogliamo ne1 quadro seguente : 

colle analoghe dedotte perrnutando circol&ente le coordinate. 
La congruenza da considerarsi eonsta di tangenti alla superficie S ,  e 

per definirla basterà dare in ogni punto (u, v) di S l'angolo pl = rp (a, v) d'in- 
clinazione del raggio della congruenza sulla direzione (X,, Y,, 2,) della tan- 
gente alla v = cost. Indichiamo poi con 

1 = A (u, v) 

il valore del segment0 focale, e iii fine con 

O = 0 (u, 2)) 

l'angolo dei due piani focali, ossia l'angolo sotto cui si tagliano, lungo il 
raggio, i due piani tangenti nei due fuochi P z  (x, y, z), (Z, 3,. 2 )  alle 
due falde focali %, S. fndicando poi con X, Y, Z i coseni di direzione della . 

(*) Le citazioni corne questa s'intendmo riferite alle mie: Lmioni di @ometria differen- 
aiale (8." edizione). 
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norinale alla potremo scrivere le formole 

colle altre analoghe. 
- - 

Oïa X, Y, Z debboiio soddisfare alle due equazioiii 

- 8 %  - d Z  
S X - = O ,  8% S X - = O ( * ) ,  d v 

le quali, calcolate dalle (l), (2) colle formole del yuadro (c ) ,  dàrino le due 
forniole fondanientali : 

i d J Ë  JËsenp, 6i---- - -- D 
d u  J G d v  X 

+ cot . jG cos p + 

a p  1 d J G  JG cos cp D' &+E "=- 'A 

Conformeniente a quaiito è detto sopra, si osserverà che, appena fissato pl 
1 

risultano determinati dalle (1) i valori di -, cot 6, non potendo annullarsi 
-A 

il deterininante 

D 
" 1 D' J ~ C O S ~  -- casa,+ - senp  +@sen (G +- sen 

(JE JG JG 

cEiè altriinenti sopra la S le caustiche della coiîgruenza (cioè le linee invi- 
luppate dai raggi) sarebbero asintoticlie (**) e le falde focali coinciderebbero, 
caso che abbiamo escluso. 

(*) Col simbolo sommatorio S indichiamo la somma di tre terinini sirnili rispetto agli assi. 
(**) In altro modo: se a linee u = cost. si assumoiio le caustiche, si ha rp =O, ma  è D -1- 0, 

e le forniole (1) riducendosi alle due 

1 
fi.ssaiio i valori di cot u, - . I 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo X I I .  
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$ 2- 

CALCULO DEGLI TCLEMENTI DELLA SF:CORDA FALDA. 

Deriviamo rapport0 ad u, v le (1) e (2), tenendo conto delle (1) e delle 
formole del quadro (c). 

Se introducianio per brevità di scrittura le espressioni seguenti 

dls D D' , dG D' 
y = -- - -- sen y + cos-?, b = - - - D" 

3 %  J E  \ lG JE 45  sen .p + - cos y, 

D D ' 
cos + -- sen p, 

J7.T 
D' 

p)&=--C 
D" 

os cp + -- sen (p, 
\lÉ dG- 

tioviamo le formole : 

dx: 
-- 
6'2.4 

-(coscp.a-cotasenIq.Z'X)X,+ 

+ ( s e n ~ . ~ + c o t ~ i c o ~ ~ . Z X ) X , + 1 i X ' , ,  
d: 
--=(cosy.!-cotoserip.mi)X,+ 
d v i + (sen (p. p + cot a cos (p .  .m 1) ;k', + W L  À X ,  , 

g= (@sen c sen p cos? 
d u  h 

_+casa sen?.  y 

+ (JEsen; sens p 
-  COS.^ COS (9. y X? - sen a .  y X, , 1 

- (\/Osen o sen p cos p 
+cosocos<p.8 X,-sen<r.oX,.  

A 

Di qui, formando per la seconda falda focale ü della congruenza i coef- 
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- - - 
ficien-ti E, F, G; B, D ,  3" delle due forme quadratiche fondamentali: 

deduciamo le formole 

A2 - ÀZ la 
E=a2 tS5  Z2, F = z p + - - l m >  sen" G = p e + T m 2  sen u (8) 

- J E  sen a sen cq 1, - JGsen acosp, D = -  
A 

a + - .  l y ,  D'= 
sen 6 'A 

- JE sen <i sen D'= - pp - JG sen acosp A 
À B +  &.my, o''= h m 8. 

Paragonando i due valori scritti per D', risulta la relazione 

la quale segue anche da1 derivare la prima delle (1) rapporto a u, la seconda 
rapporto ad u, e sottraerido, coll'aver riguardo alle (1) stesse ed alle (a), 
( b ) .  Cos1 la relazione (10) appare quale condisione d'integrabilità Fer le (1). 

Osserviamo ancora che dalle (8), (9) seguono per ËG-P?, 8 D" - 0' 
le espressioni 

conseguent,einente per la curvatura K della seconda falda S 

si ha la formola 
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Applichiamo le formole generali ora stabilite al caso delle congruenze W, 
supponendo cioè che sulle due falde focali S, S s i  corrispondano le linee asin- 
totiche ( O  i sistemi coniugati), esciudendo da ora in poi il caso di  falde fo- 
cali sviluppabili. 

Esprimiamo che la congmenza è W col sussistere delle proporzioni 

- - 
Se in queste sostituiamo per D, D', i valori (9), usando del primo va- 

lore di r)' per la prima, del secondo per la seconda, troviamo dapprima 

e se 1, 1.n sono aiiihedue diversi da zero, ne segue che le formole richieste 
sono 

M a  ora dicianio Che, in ogni caso, anche annullandosi 1 O rn, queste for- 
niole (12) esprimono le condizioni per una congruenza W. Intanto t, w b  non 
possono annullarsi insieme, perchè questo richiederebbe per la (5) l'annul- 
larsi di D D"- D ' b  la S sarebbe sviluppabile contro l'ipotesi. 
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Ora, se si ha per es. .în = O, indi I =;= O, vztrrà sempre la prima delle (18) 
e da questa, osservando la (10)) segue l'altra, poichè si ha 

Sostituendo nelle (38) per a, p, y, 8 i loro valori effettivi (4), (5))  abbiamo 
le due formole : 

e queste, insieme alle (11, esprimono le condizioni necessarie e sufficienti 
perchè il sistema di  raggi sia una congruenza W. 

Se calcoliamo dalle (152) il valore di P Z - a m, abbiarno 

ossia, per le (5) 

'AZ 
B E - a m = ~ ~ ( J G c o s ~ . y  +@sency.  8). sen o 

Dopo ci6 la (11) si converte nella relazione 

che dà la ben nota proposizione di R I B A U ~ O U R  per le congruenze W (Vol. II, 
pag. 59). Sarebbe anche facile dedurre dalle formole attuali che la (13) ca- 
rntterizxa le congruenze W. 

È noto altresi che, nelle congruenze W, ciasciina. falda focale ammette 
una deformazione infinitesirna nella quale ogni punto si sposta parallelamente 
alla normale ne1 punto corrispondente dell'altra falda (Yol. II, pag. 53). Se 
diciamo per la S 

le componenti del10 spostamento, dove n è una convenietite funeione di a, v 
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ed E una costante intinitesirna, l'incognita n è da calcolami dalle formole 

d d 
S X ,  - (nX)=O, S X , - ( ~ X ) = O ,  

d u  d .o 

le quali dànno per le (8) e (7) 

d log n JËcos cp --- = - d l o g n  -- JBsen q 
1 

- cot rr. y, ---- 
d  v d  u 

A - ~ o t m . 8 ,  

e possono scriversi, per le (41, sotto la forma equivalente 

d log ( n  sen a) - @cos p D D ' -- 
A 

+cote(;,-seny-cos9), 
d u  JQ 

(14) 
d log (n sen 5) Jarsen y -- - 

D ' 
X sen rq - -- cos rq 

d u  Jf 

La condizione d'integrabilità per queste forinole è soddisfatta ne1 caso 
delle congruenze W, e solo In questo. 

Essendo A la distanza dei fuochi e o 17angolo dei piani focali, per la di- 
1 

stanza d dei punti limiti abbiamo d = --- e quindi pel parainetro medio 
sen o 

H = J d c -  A9isulta 
H =  h cot G. 

Le congruenze a pararnetro medio costante = a sono dunque quelle per 
le quali 

a 
c o t a = - .  

h (15) 

Se supponiamo di più che si tratti di una congruenza W, avremo subito 
i l  sisterna di equazioni differenziali da cui dipende la ricerca delle con- 
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gruenze W a paratnetro niedio costante =a,  con assegnata prima faldn fo- 
cale S, introducendo nelle (1), ( I I )  per cot o il valore (15) ; cosi otteiriamo pel 
detto sistema : 

Osservianio che si ottiene una soluzione particolare ben nota del 
blema, supponendo costante 1, indi a; allora risulta 

C O S  6 
la superficie S deve essere pseudosferica di raggio = - e lo stesso ac- 

a 
cade della seconda falda focale 3, irientre le ( 1 G )  ciiveiitano le forinole yer 
la trasformazione di BÂCKLUND in coordinate (ortogona.li).qualunque. 

d h  d l  
In generale sarà l variabile, e dalle (17), lineari in -, - y osservando 

- . d u  d u  

che, per la (a),  il loro determinante ha il vctlore Ka% 1, avrerno in ogni 
caso le due formole 

Escludendo dapprima i l  cas0 che sia K a f +  1 = 0, il sistelna differenziale 
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da eui dipende la nostra ~ieerea è adunque il seguente: 

Bisogna ora esaminare le condizioni d'integrabilità per questo sistema. 

Dali'asservazione fatia al S 2 risulta che la codizione d'integrabilità per 
le (111) rientra ne1 sistema stesso (III), (IV), e resta solo da ricercare la con- 
diziotie d'integrabilità delle (IV). Ma dalle (III) slesse, e dalle equazioni (6) di 
CODAZZI, vediamo facilmente che l'espressione 

deve risultare il differenziale esatto di una funzione n di u, a; per ci6 le (IV) 
possono anche scriversi 

onde segue che tanto 0 quanto K sono funzioni di a (supposta variabile). 
Con queste osservazioni siamo condotti a distinguere due casi essenzialrnente 
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diversi, secondo che la curvatura K della falda focale assegnata S è varia- 
bile, ovvero costante. 

1." caso - K variabile. 

L)educianîo allora dalle (IV) 

e siccoine i coefficienti di sen q, cos <p non sono sirnultaneamente nulli (percliè 
Ka" 1 =]=O), ne risulta determinata tg cp, e quindi fissata la congruenza. 
Affinchè questa soddisfi al problema occorre e basta, peï le (III), che il valore 
cosi xalcolato per p, soddisfi all'equazione differenziale 

Concludiamo quindi : Se la curvatura I< è variabile, la comgruenza cer- 
cata, se esiste, è unica e determinata. 

Corne esempio di questo caso, si consideri una superficie di rotazione 
qualunque con 

d se = d u2 + re d v 2  

dK 
- = O, la (cc) d i  
d v 

mentre la (P), coine -subito si vede, ne segue per derivazione. Dunque: per 

Alzlzali di Matematica, Serie III, Tomo XXII. 36 
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ad1 --?-la 

una superficie di rotazione qualunque S la formola tg  cf = - 
r 

de- 

finisce una congruenza W a parametro inedio costante -a, avente S per prima 
falda focale, e la seconda falda 3 è un'altra superficie di rotazione. 

2." caso - K costante. 

Quando K è costante, anche la condizione d'integrn t~ilità delle (IV) ri- 
sulta soddisfatta, ed il sistema differenziale (III), (IV) è in  conseguenza illi- 
mitatainente integrabile. Esiste quindi uno ed un solo sistema integrale (1, cp) 
Che, per valori iniziali u,, v, dati alle variabili indipendenti, assume valori 
prefissati qualunyue (a,, y, ) .  Ci6 significa geometricamente clie si pu6 asse- 
gnare ad arbitrio, in un punto iniziale Po di S, in grandema ed orientazione, 
il segment0 focale Po F ~ .  Ricordando che nella discussiorie attuale è escluso 
il caso Ka" 1 = O, abbiamo dunque il risultato : 

Ogni superficie a curvatwa costanle I< appartiene, conte prima falda 
focale, a d  una doppia infinita di congruenze W a pararnetro wzedio fissato a, 

1 
escluso i l  caso A'= - - 

a' 

Prendiamo ora ad esaminare se ne1 caso finora escluso, quando cioè la 
prima falda focale S sia pseudosferica e di ragçio eguale al bai-ametro inedio a 
della congruenza W da costruirsi, esistono di siffatte congruenze e -corne si 
ottengono. 

Per questo corninciaino da1 ricorrere alle (It)), le quali, essendo K a 2 +  1 =O, 
mentre il fattore coinune ai secondi nlembri I-(AZ + cc" + 1 = K À V  diverso 
da zero, diventano 

D 
a - sen g, - - cos cp - E cos cp = O ( J E  JG fl j ~ -  
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e pientrano i'una nell'altra, a causa appunto di Ka2 + 1 =O. Si riconosce 
ne1 modo più. sernplice il significato geometrico di questa relazione, assumendo 
a linee coordinate v  = cost. le caustiche della congruenza, con che p, = O. Al- 
lora la seconda ci dà  D" = O e dice che le u. = cost., trajettorie ortogonali 
delle caustiche, debbono essere asintotiche; dunque la congruenza deve essere 
costituita dalle normali principali delle asintotiche di un sistema. 

Ora dimostriamo inversamente Che: In  ogni superficie psewdosferioa di 
raggio = R le norlnali principali delle asintotiche, nell'zcno O nell'altro sistema, 
formano una congruenza W a paralnetro nzedio costante = ? R. 

Basterà provare che se la S è pseudosferica di raggio R, si soddisfano 
le (16), (17) insieme assumendo per y l'angolo d'inclinazione sulle v  = cost. 
delle trajettorie ortogonali delle asintotiche (nell'uno O nell'altro sistema) e 
dando alla 'costante a il valore * R. 

Per semplicizzare, si riferisca la S alle sue linee di curvatura (u, u), colle 
formole ben note della teoria (Vol. II, 5 373). Essendo 8  una soluzione del- 
i'equazione a derivate parziali 

dZ B dZ 9 ---- 
du2 d v P  

- sen 0 cos 8, 

avremo (1. c.) 

JË=RCOSO, JG=RsenO 

di più poniamo nelle (16), (17) a = B. Queste fornlole diventano 

dql d o  R 
-- au. +--=- sen ( y  - 0) d u  . 1 

d X  d a  i" ----- -- 
du. t9.u & 

COS 6 COS 9, 

d l  d h  ---- h3 --- 
d u  d u  a 

sen 9 sen y .  
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Ora le linee asintotiche u - v = cost. sono inclinate sulle u = cost. ap- 
punto deli'angolo 0, e quindi le loro trajettorie ortogoilali dell'angolo 

7C 
cp = - +O.  Percib le (20) concordano nella equazione 

B 

e le (81) nell'altra 
d h  d l  R ' ---=-- 

A 
sen 0 cos 0, du d u  

ossia 

R Ma in effetto col yalore (2%) per - è soddisfatta, a causa della (19), 
1 

la (82*). 
Affatto similniente, se si prendesse invece a = - R, basterebbe consi- 

derare le asintotiche dell'altro sistema u + u =-cost. e le loro trajettorie or- 
7C 

togonali corrispondenti a cp = - - 0 .  
B 

Concludiamo adunque : Ogni szcperficie pseudosferica di raggio = R é 
falda focale di due e due sole congruenze W a parametro medio costante 
= t R ; pueste sono formate dalle normali primipali delle linee asintotiche 
nell'zcno O nell'altro sisterna y). 

Corne si vede, rispetto al caso generale quando K è una costante di- ( 
. . 

("1 Questa proprietà pub anche enunciarsi sotto la forma equivalente: 
Ogwi superficie pseudosferica amrnette due deformazioai irzfirzitesime %elle qwali i p w t i  si 

spostano secotbdo le binormali alle trajettorie ortoyonali delle asintotiche. 
13 facile vedere che la furizione carntteristica O di WEINOARTEN (Vol. II, pag. 5) corrispon- 

dente a queste deformazioni infinitesime è 

Le due deformazioni infinitesirne appartengono a1 fascio che comprende le due fiinzioni ca- 

rlttteristiche le quali ultime corrispondooo ne1 medesirno modo alle coragrzieraze W a l & '  a u 7  
formate dalle taiigenti alle linee di curvatuia. 
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a pccrmmetro medio costante: 879 

, questo è un caso eccezionale notevole, avendosi due sole 

congruenze che soddisfano, le quali si ottengono in termini finiti appena 
nota 1s superficie pseudosferica S. 

Noi vogliamo ora studiare, ne1 caso K = cost., il problema d'integrazione 
del sistema (III), (IV), e cominciamo per questo da1 caso particolare a = O 
delle congruenze normali, al qua1 caso si riduce essenzialmente, corne si vedrà, 
il caso generale a =I= 0. 

Ponendo nelle equazioni differenziali (III), (IV) la costante a eguale a 
zero, abbiamo il sistema 

d -A 
-- + JE cos <p ( K  X" + 1) = O 
d u  

che nella iloutra ipotesi di K = cost. (*) è illimitatamente iiitegrabile. Sosti- 

(*) In generale, per K qualunque, prendendo a linee coordinate v = cost. le caastiche si 
ha p = 0 e le @3), (93*) diventano 

La prinia insegna che le u = wst. sono geodetiche, la seconda che X è il raggio di curvatura 
geodetica delle trajettorie ortogonali. Siccome poi, per la terza, X è funzione di u soltanto, 
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t.uendo alla funzione incognita 'h la sua inversa 

scriveremo questo sisteina sot.to la f ~ r m a  

a T 
-- = (T" IK) JE cos cp d u  

a T 
-=(T '+K)  JGsenp., d v 

Risultano da  quanto si è detto sopra nella nota, e si conferniano subito 
direttamente colla formola di BONNET per la curvatura geodetica, le proprietà 
seguenti : 

1 .O le caustiche di equazione differënziale 

& ! ? ~ e n ~ d u - \ / G c o s ~ d u = ~  

sono linee geodetiche : 
2 . O  le loro trajettorie ortogonali sono le T = cost. coll'equazione dif- 

ferenziale 
J E c o s c p d u +  J G s e n c p d u = o  

ed harino la curvatura geodetica 
1 

Ci6 premessa, distinguiamo secondo che K >  O, ovvero K< O, e fac- 
ciamo per semplicità ne1 primo caso K= -+ 1, ne1 secondo K= - 1. 

segue che la S è applicabile sopra una superficie di rotazione e le v=cost. sono le defor- 
mate dei meridiani. Quanto alla quarta, essa eoincide colla nota espressione della curvatura. 

Da queste osservazioni rjsulta nuovamente la proposizione ben nota pei teoremi di WEIN- 
GARTEN e RLBAUCOUR: Per costruire le cowruense W nomali  basta prendere una qualutaque 
superficie applicabile s o y a  utw swperjieie di rotazions e e o d m  b tanyeozti albe deformate 
dd naw6diani. 
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1." caso K =  + 1. 

Ponendo T =  tg 7 ,  le eyuazioni differenziali (lll*), (IV") assuniono la 
forma normale seguente: 

I d J E  9-_ -- - JË sen y .  tg r 
d u .  JG d v  

a ?  1 aJG - -+- --=- J ~ c o s ~ .  t g7  
d v  Jjj d u  

(A? 

Le linee : = cost. soiîo geodeticainente parallele, e siccome la loro curva- 
2 

tura geodetica è - =tg  z, fra queste la r = O è una geodetica, alla quale tutte 
PJ 

le caiistiche (geod&che) sono norrnali. La funzione s rappieserita la distanza 
geodetica di un punto generico della superficie dalla T = O .  Viceversa si ot- 
tiene lYiniegrale generale del sistema differenziale (A), (A') scegliendo ad ar- 
bitrio una geodetica g sulla superficie e prendendo la funziorie r eguale alla 
distanza geodetica del punto (u, u)  dalla g. 

Ne1 caso K = - 1 si ha in primo luogo una soluzione notevole del si- 
stema (III*), (IV*) prendendo T costante, indi T = -Ç. 1, ci6 che rende iden- 
ticlle le (IV*) e ridiice le (III*) alle formole della trasformazione comple- 
mentare. Lasciando da parte questo caso ben noto, converrà ora sucldistin- 

, guere secondo che 1 T 1 > 1, ovvero 1 T ( < 1. 
a) Caso 1 T 1 > 1. Pongasi T = eoth T e le (III*), (IV*) assumeranno la 

forma normale 

1 d J E  dp-- .__- 

d u .  J G d e  
- J Ë s e n ? .  cothr i 
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Le r = cost. sono geodeticarnente parallele ed, a causa della formola 
1 
- = coth T, la r = O  si riduce ad un punto della superficie. Le caustiche 
PP 

sono geodetiche uscenti da questo punto O e T è la distanza geodetica di un 
punto (u, u)  della superficie da1 centro O. 

b) Cas0 1 T 1 < 1. Pongasi ora T =  tgh 7, e le (lll*), (IV*) assumeranno 
la forma 

Qui le caustiche sono geodetiche tutte norniali alla geodetica fissa T = 0, 
e la funzione r rappresetita iiubvaiiieiite la distaliza geodetica del punto 
(zc, e )  dqlla T = 0. 

In tutti i casi la integrazione del sisteiiia (IIIW), (IV*) è effettuata appena 
sulla superficie S siano note le linee geodetiche. 

RIDUZIONE DEL SISTEMA DIFFERENZIALE (III), (IV) NEL CASO R>O. 

Ci proponiamo ora di dimostrare che l'integrazione del sistem'a (III), (IV) 
$ 4, per K costante ed a qualunque, si riduce ess~nzialmente al caso di 
a = O studiato ne1 paragrafo precedente. 

Supponianîo dapprirna K >  0 e ponianio ancora K = + 1. La ricerca di 
queste superficie (deformate della sfera) dipende corne si sa dalla equazione 
a derivate parziali 

d V  8'9 
- t = - senh 8 cosh 9, 
du" a 
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. ad ogni soluzione 4 di questa corrispondendo una coppia di snperficie a 
curvatura R= + 1 legate dalla trasformazione involutoria di HAZZJDAKIS 
(Vol. II, § 392) ("). Una di queste, che diciamo S ,  ha per elemerito lineare 
riferito alle linee di curvatura (zt, v) 

e per iaggi principali di curvatura 

r ,  = coth 9, r ,  = tgh 8, 
- 

(*) Coll'alloperare le formole ne1 testo escludiamo il caso che la S sia una sfera. In questo 
caso la ricerca si esaurisce subito ne1 modo seguente: 

In primo luogo si  pub risolvere in generale la questione di costruire tutte le congrueiize W 
con una falda focale sferica. Assumendo le caustiche a liuee v = cost. e le trajettorie orto- 
gonali a linee u = cost., basta applicare la formola (19) del Vol. III delle Lezioni (pag. 919) 
per vedere ctie si avrà una coogruenza W allora ed allora soltanto che sia soddisfatta la 
condizione 

ossia sostituendo i valori dei simboli 

o in fine --- log - =O,  formola che esprime essere il sistema (u, v )  isotermo. Ne con- ,%" [:] 
cludiamo : 

Per costruire la pi& generale conyruenza W con una falda focale sferica si tracci suUa 
sfera u n  qualunque sistema doppio wrtogonale isotermo e si tirino le tangenti alle linee del- 
l'uno O dell'altro sistema. 

Venendo ora alla nostra ricerca speciale delle congruenze W a parametro medio costante a 
con una falda focale sferica, basta applicare il risultato euperiore e le formole generali (III), 
(IV) 5 4 per stabilire la proposizione seguente: 

Per costruire le congrztenze W di parametro vnedio costante a con una falda focale Ssferica 
( d i  raggio = i), si consideri sullcc sfera u n  sistenza di  meridiani e si tirino i raygi tangenti 
alla sfera eà inclinatz' dell'angolo costalate a = arc tg a sui meridiani. 

Si osservi che questa costruzione rientra corne cas0 particolare in yuella, data al  5 5 
(1.O caso) per una superficie qualunque di rotazione. Qui le caustiche sono lossodron~iche 
congruenti, e la seconda falda focale 3 B un iperboloide rotondo a due falde coliceritrico alla 
sfera e tangente a questa nei due vertici. 
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sicchè nelle formole del $ 4 è da porsi 

JE= senIl 6,  JC= cosh 0,  

B D" 

G =  - cosh 0,  D' = 0, z=- senli 8 ; 

il sistema differenziale (III), (IV) assume pertanto la foima : 

d y  d B  1 ----- - (sen.h 4 sen qa - a cosh 0 sen ?) 
d u  d u  1 

d o  1 (96) 
b i + = -  (- cosh O cos rq - a sen11 0 se11 s), 
d u  d u  X 

d l  - - -- 
d u  

" -t a'+ (senh 0 FOS + a cos11 b sen y) 
a" 1 

(ULCi*) 
-- - " d  v A P + a 2 + 1 ( - c o ~ h ~ s e n ~ + ~ ~ e n h ~ c o s p ) .  a z t l  

Eseguiamo ora in questo sistema il cangian~ento ortogoirale di varial~ili  
i odipendenti 

u = ul COS x -- v, seri a 

v = u1 sen a + v ,  cos a, 1 
prendendo la costante a in guisa che sia 

Colla sostituzione lineare (87) abùiamo in generale 

d  -- d d d d d 
-COSx-+sena-. --=- 

6' ~1 d u  d v  d g ,  d u  d v 
Sen cc - + cos a - 

d V 2  d P  de -+ -=.- +.- 
d u :  d a ;  d u '  d v e '  

onde ponendo 

il sisteina (26), ( 9 6 7  diventa 

senh O sen @ d  A A' cosP x + 1 
au;=- s e d l  o cos @ A COS u COS z. 

dQ, d o  cosh o cos 9 d h  A' cose cr + 1 1 
COS Cr 

cosh o sen a. A cos a 
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Se in fine eseguiamo l'ulteriore cangiameiito di funzione incognità A col 
porre 

cot r . A = - ,  
cos cc 

il nostro sistema differenziale assume la forma definitiva 

a @  do ---- - s e n h o s e n @ .  t g r  
dzc, d v, 

d @  d o  
-- +- -- = - cosh @ cos tg T d v, d u ,  

che facilmente irlentificheremo col 

d : 
- = senh o cos Q 

( B*) 
-- = cosh O sen @, 

sistema (A), (A') del paragrafo precedente. 

La funzione @ (u, ,  v,) soddisfa, per le osservazioni fatte sopra, alla equa- 
zione differenziale , ('25) 

de O ae 63 
-- + - - - senh o cosh o, 
8%: du ;  

e per ci6 l'elemento lineare 

d s: = senha w d u; + cosli2 e cl v: 

appartiene ad una superficie Si di curvatura K = + 1 rifesita alle sue linee 
di curvatura (u, , v,). Questa superficie Si, intrinsecamente deterininata dalla S 
e dalla costante a, è appunto la derivata dalla S mediante la trasforriiazione 
L, di LIE-BONKET (Vol. II, 8 394). Ora, se applichiamo le formole (A), (A') 5 7 
alla superficie S, ,  ponendovi 

col cangiarvi ne1 tempo stesso zc, v, cp rispettivamente in .u,, u,, a, le (A), (A') 
vengono appunto a coincidere colle (29), (29"). 
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~ ' h t e ~ r a z i o n e  del sisteriîa (III), (IV) § 4 ne1 caso K= +-1 equivale 
dunque perfetta~nente a quella del sistema (A), (A') $ 7, cib che possianio 
formulare geoinetricamente cosi : 

La deterrninaxione delle congruenae W a y a r a m e t r o  tnedio costante ( n o n  
nullo),  avent i  una asseyna ta  fa lda focale S a c u r v a t u r u  costante posit iva,  si 
r iduce cc quella delle congruenze W n o r m a l i  con una falda focale 8, derivata  
da l la  S yer  t ras formaz ione  &i LIE-BONNET. IL problema si risolue completamente 
q u a n d o  s i  conosca La t r a s f o r m a t a  Si e su qzcesta le t inee geodetiche. 

Volendo poi formulare più da vicino come si effettua il passaggio dalle 
congruenze W normali con falda focale S ,  alle congruenze W di parametro 
nledio costante con falda focale S ,  si riguardino coine punti corrispondenti 
sopra 8, S ,  quelli dati dai medesirni valori di zt, v (*). Sopra la S, si traccino 
le geodetiche uscenti da un punto qualunque e si indichi con p il loro an- 
go10 d'inclinazione swlle v, = cost. Per ogni punto di S si conduca quella 
tangente che è inclinata del medesimo angolo cp sulle v = cost.; i raggi cosi 
costruiti formano la congruenza W richiesta. 

La prima falda focale S sia ora a curvatura costante K negativa e pori- 
gasi ancora per seinplicità K = - 1. Assurnendo a linee coorrliriate (u; v) 
quelle di curvatui-a, avreino come al g 6 

ed il sistema differenziale (Ill), (IV) diventerà 

d 9  1 "+-=-<- 
d v  d u  h 

sen O cos .p + a cos R sen m), 

()O Si osservi che questa corrispondenza fra i puiiti delle due superficie 8, SI derivate 
l'uns dall'altra per trasformazione di LIE-BONNET gode della doppia proprietà di corbservnre 
le aree erl 6 siskini eoniuyati. 
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d 1, 1 - a' -- h2 
-- - (cos 0 COS 9 + a sen 6 sen p) 
d ,u a"1 

d A  - 1-a2-A2 
- 

(31") 
- (sen û sen cp + a cos 8 cos y). 

d v a'- 1 

Essendo qui escluso il caso speciale a" 1 del § 6, distinguianio secondo 
clle 1 a 1 > 1, ovvero 1 a 1 < 1. 

Indicando con K uria costante reale, poniamo 

ed eseguiamo sulle variabili u, v la sostituzione lineare 

u = u,  COS^ a + u, senh a 

u = ZC, senh a + v, cosh a, 

onde risulta in generale 

d d d  d d a 
- = cosh a - + sen11 a - , - - 

d u 
- senh a - + cosli a - 

d u ,  dw 8 VI d u  d v 

Trasformiamo il sistema (31), (31") nelle variabili u, , v, , eseguerido 
inoltre il cangiamento di funzioni incognite 

e le equazioni differenziali assumeranno la forma 

' a @  d @ sen O sen @J d A A.a senh" + 1 
sen O cos senh a 
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In fine ponendo 

A = - --- , 
senh cl 

con : nuova funzione incognita, avremo la forma defii~itiva 

dlb 3 s  - -- -- = sen O  sen + . tg r 
d -r 
-- = sen 0 cos 

du, dv, d th ,  

(39) ( 3 P )  
d @  d o  --- d 7 

= - COS O COS a .  tg 7 ,  -- - cos O sen cP. ua, B u I  8 a1 

In yuesto caso poiiiamo 

a = - tgh a 

e facciamo il cangiamento lineare di variabili 

-U = M, seiîh a -+ v, cosh or 

v = I A ~  cosh cl + v1 senh a, 
da cui segue - ... 

d -- a d d d d 
- senha-+cosha-?  -=cosha -+sen l i a -  

d u ,  d u  d v  du, du d  w 

Tra.sfortnatitlo nelle nuove variahili zc,, v,, 601 porre aiicora 

il sistema diflerenziale diventa : 

d +  d O  
-c-= 

sen O sen + a  d A A' eosh" - 1 
Aeosha  [au;= cos11 a - sen (3 cos @ 

d 8 (-) COS O cos @ d A - Aa cash\ - -1 
- - -y=-  

A c o s h a '  1 z- COS O sen a. 
d ~ ,  3%: C O Y ~  a 
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I n  fine distinguerido secondo che 1 , \  cosh cr / < 1, ovvero ( A cosli a 

si poilga ne1 primo caso 

e iiel secondo 
A cash a = tgh T, 

A cos11 LY = cotll T. 

Avteino cos1 il sisterna differenziale ridotto alla fornia normale 

d(P d O  ---- - sen o sen 9 . cotli T 

d u ,  dv, 

a @  d o  - - - -- cos o cos 9 cotli 7, 
d v ,  d u ,  

iiel primo caso, e rispettivainente all'altra 

d (i. c?l ---- - sen e sen a tgh s 
du, d u ,  

(3$) 
d a  do ---=- cos O cos u> tg11 T, 
d u ,  du,  

d 7 -- -- sen e cos @ 
d u ,  

(33*) 
d - - -- - - cos @ sen 4. 
d  0 ,  

se ci troviamo ne1 secondo caso. 
Oïa dimostrererno facilniente che il sistema (38), (32%) si ideiitifiea nuo- 

vainente col sisteina (A), (A') 7, e gli altri due (33), (339;  (34), (34*) ri- 
spettivamente coi sisteini (B),. (8); (C), (Cr)  (ibid.). Cosi anche per K nega- 
tiva abbiamo il risultato stesso che per K positiva. 

~ N T E K P K E T A Z ~ O N E  COLLA TKASFOKMAZIONE DI LIE. 

Ne1 primo caso considerato al paragrafo precedenle la funzioiie o (u,, 21,) 

è uria soluzione della (19) § 6 

d2 O d2 (3 - - - = sen @ cos @ 
d u: d v: 

e per cib l'elemento lineare 

dsa =cos" du;+sen2 @dv: 
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appartiene ad una superficie pseudosferica 8, (di raggio = 1) colle linee di 
curvatura u, ,  v,, e questa S, 6 una trasformata d i  LIE della S. L'altro ele- 
inento lineare 

d s'a = sena o d IL; + cos2 o d v; (33) 

è quindi l'elemento lineare sferico rappresentativo di  8, nella rappresenta- 
zione di GAUSS. 

Ora per quest'ultimo elemento lineare (35) costruiamo il sisteina ( A ) ,  (A') 
5 7, ponendo - 

JE = sen @, JG = cos o, 

e cangiando u, v, y rispettivamente in u,, a,, a; troviamo appunto il sisterna 
(3), (32*). 

L'integrazione del corrispondente sisteina differenziale (III), (IV) è dupque 
effettuata in questo caso appena si conosca la trasformata S ,  della. S per 
trasformazione di Lm. 

Passando al secondo caso del paragrafo precedente, si vede che la @ (u,, u,) 

sotldisfa alla equazione 

dZ O dZ 0 
Pm- - -- sen o cos O, a U; a a; 

e per ci6 l'elemento lineare (dû), anzichè alla sfera, appartierie ad uria super- 
ficie pseudosferica 8, (di raggio = l), clle pu6 ancora riguardarsi corne una 
trasformata di LIE della S. Ed ora basta porre nelle formole (B), (a'), O nelle 

( C ) ,  (C') del § 7 
JE = sen O, JC = COS Q, 

scrivendovi M , ,  u,, Q al posto di a, v, y, e i detti sistemi vengono a coin- 
cidere rispettivamente coi sistemi (33), (33*), ovvero (Y4), (34*). L'integrazione 
si sa dunque effettuare appena si conosca la S, e su questa le. linee geo- 
detiche. 

Riepiloghiaino ne1 risultato finale: L a  determinazione delle m2 congruenze TaT 
a pararnetro tnedio costante prefissato, con ? m a  data  falda focale S a curua- 
t u ra  costante, s i  s a  effettuare appena  della S si conoscano le superficie deri- 
vate per trasformaxz'otze d i  LIE-BONNET e SU queste le linee geodetiche. 
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Le seconde falde focali ?? delle corigruenze W a parametro inedio co- 
stante che ahbiamo studiato finora godono di alcune proprietà relative alla 
equazione di MOUTARD associata (*) alle loro lin.ee asintoticlie, die  vogliamo 
ora stabilire ricorrendo ai,teoremi ed alle formole generali della teoria (Vol. II, 
Cap. XVI). 

Definiamo in geiierale una congruenza W a falde foeali (8, S,)  reali colle 
forrnole dei 99 '241, 84"Lelle Leziorzi (Vol. II), essendo 

a2 fJ = M e  
d u d v  

l'equazioiie di MOUTARD relativa ad S quando le asintotiche (u, v) sono reali, 
ovvero 

yuando le asintoticlie (u + i w = eost., u - i u = cost.) sono immaginarie; 
Cosi i coseni normalizzati di direzione 5, ri,  ( per la S sono' tre solu- 

zioni della a )  O della f i ) ,  e quelli 5 , ,  r i , ,  !, della seconda falda S ,  sono le- 
gati a (, ri, t ed alla sol.uzione trasfonnatrice della a )  O ?) dalle relazioni (ivi 
pag. 50) 

(") Con questa denominazione intendiamo l'equazwlzeper le deformaziolzi infinitesime della 
superficie ridotta alle forme normali a) e P )  del testo (Vol. II, $ 296). Essa è altresi l'equazioiie 
cui soddisfano nelle formole di LEL~EUVRE (Vol. r ,  5 7'7) i coseni normdizzati 5, w ,  < della 

1 
normale, cioè i coseni stessi moltiplicnti per \IF, essendo 1 K 1 = T.  

P 
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e analoghe al caso cr), O dalle altre 

d logR d1og.R d E  '9: 
Et  Tc t E ; - - - -  d v ---- d u  d u  1 

(XI*) 
--- - t;, --- = - 

nel caso B). 
In tutti i casi sussistono le formole 

1 1 
essendo K = q~ R, = 7 - le curvature delle due falde focali, e yer 

P P? 
l'angolo a dei due piani focali abbiamo. 

SE 5, 
COS s = ---. 

J JL 
La distanza focale A si calcola da h" S (x, - x ) ~ ,  essendo (ivi  pag. 5 1 )  

colle due analoghe, indi risulta. 

h" El  m i  ci P 1 p pl cos G - 1  t n < [=I p p , c o s a  
( = p pl senQ a, 

P 
ossia 

Siccoiiie d = --- A è la distanza dei punti liiiiiti abbiarno 
sen G 

onde nuovamente il teoiema di RIBAUCOUR (§ 3) 

1 .  
h l l e  (39), (40) deduciarno pel paramet& medio' H della. congrrienza 
-- 

H = Jda - Xe la formola 

H= JE cos a, 
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o semplicemente per la (38) 
H = S [ [ , .  

Vediamo di  qui che : Le congruenze W a para.mett.0 medio costante sono 
quelle per le quali le soluzioni 5, ri, C della equazione di MOUTARD per la 
prima falda sono legate alle trasformate t,, ri,, ri per la seconda dalla re- 

. , 
lazione 

5 5 ,  + Yi Yi, + i: c i  =  COS^. (*). 

Supponiamo ora che la congruenza W sia a parametro medio H co- 
stante, talcliè, a causa della (41), avremo 

Caso cc. Valgono qui le (36) colle analoghe, dalle quali inoltiplicandole 
cirdinataniente per E ,  n, [; t,, n , ,  Ci etl ogiii volta sommantlole, deducianio 

. . 
Le quattro formole : 

d log R d F  I d p ,  
(H-pl)---=SE, - -k - -~  

d u  du 2 d m  

(*) In particolare se la costante del secondo membro è nulla, le due falde sono super- 
ficie (complementari) applicabill sopra superficie di rotazione. 
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Ed ora soinmando le due prime e sottraendo le due seconde, coll'osser- 
vare le (48), abbiaino le due formole che volevarno stabilire 

le quali valgono per le congruenze W a parametro medio costante ne1 
caso cc) (*). 

Caso p). Supponendo ora di essere rie1 caso p) e procedendo in modo 
analogo sulle (36*), otteniamo in questo caso: 

d log R d log R aE 1 
7 

+H---=SF --- - 
d v " d v  9 du ,  

Di nuovo sorrimando le due prime e sottraendo le due seconde, nell'ipo- 
tesi d i  H costante (H), si hanno le due formole 

che sono da sostituirsi ne1 caso attuale B) alle (43). 

(*) s e  H non è costante, le corrispondenti formole si scrivono 

(**) Per H qualunque si ha 
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Da queste formole (43)) (43") resta visibile che per le congruenze W a. 
parametro medio costante le quantità p, p,, R, quindi anche G, A sono fun- 
ziorii l'una dell'altra, la qua1 cosa segue anche dalle proprietà stabilite riei 
primi paragrafi della presente Meinoria. 

APPLICAZIONE A L  C A S 0  IN CUI L A  PRIMA FALDA 8 È A CURVATURA COSTANTE. 

Supponiamo che la prima falda S della nostra congruenza W a para- 
inetro medio costante sia a curnatura costante K e distinguiamo a seconda 
del segncr di hi 

1." Caso K> O. Poniamo, corne a l  solito, K= 1, indi p = l. Le (43) 
dimostrano che per la soluzione trasformatrice R si avrà 

C R=- 
dm 

(c costante). 

D'altra parte ricordiamo che in generale le due equazioni. associate alle 
due falde focali S, S ,  derivano l'una dall'altra per trasformazione di MOUTARD 
e se la soluzione trasformatrice ne1 passaggio dalla prima alla seconda è R, 
ne1 passaggio inverso dalla seconda alla prima la'soluzione trasformatrice R, 

1 
è l'inversa R - - (Vol. II, § 841); qui adunque possiamo prendere - R  

Ma della seconda equazione di MOUTARD, oltre R , ,  sono pure soluzioni 
E l ,  X I ,  cl  ed b 

5 : + @ + r l = p 1 ;  

ne deriva la proprietà che volevamo stabilire per le seconde falde focali delle 
nostre congruenze : 

L 'epaz ione  d i  MOUTARD vebatiwr. alla seconda falda focale d i  m a  con- 
g r u e w a  W CL pwrametro medicz costante, d i  cui la pr ima falda sia una sur 

perficie a curvatuxa c o s t a ~ t e  pouitiva, possiede te. qzca8t.t-O s o t ~ z i o n i  El, YI,, c l ,  RI 
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legate dalla relazione qzcadratica 

Ci troviamo cosi ne1 campo delle equazioni di MOUTAHD con un  gruppo 
di soluzioni quadratiche che si presentano in diverse questioni geometriche (*). 
È notevole poi che qui il passaggio dalla prima alla seconda falda trasforma 
un'equazione di MOUTARD con tre soluzioni quadratiche ( 5 ,  VI, [) in un'altra 
con quattro tali soluzioni (El, YI,, c l ,  RI). 

2 . O  Caso K < O. Poniamo ancora K = - 1, indi p = 1 e dalle (43) de- 
duciamo 

dove c è una costante reale, e dobbiamo prendere il segno superiore O l'in- 
feriore, secorido che p, < 1, ovvero p i  > 1. Attualniente adunque la seconda 
équazione di MOUTAHQ ha le quattro soluzioni 

legate dalla relazione quadratica 

Volendo rneglio precisare quando ci troveremo ne1 primo e quando ne1 
secondo caso, osserviamo che dalla (39) risulta 

Se supponiaino dapprima che il pararnetro medio sia una costante a 
lion nulla, abbiamo 

1 = a  tga, 
indi 

as . pi=- .  
cose LT 

(*) Cf. particolarmente GUICHARD, Sur les systèmes orthogonaux et les systèmes cycliques 
(8nnales de l'École Normale Supérieure, T. X W  e T. XX), e Ia mia Memoria Sutle uarietà 
a tre dimensioî~i deformabili entro 10 spazio euclicleo a quattro dimensioni (Memorie della 
Società Italiana delle Scienze (dei XL), Serie 3,a, T. XII1 (f905). 
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Ne segue ch? quando ( a  1 s 1 è certamente p, > i e la relazione qua- 
dratica ;ha la seconda forma ,(44*); ci6 vale in particolare per le congruenze 
del caso speciale (S 6). - Nell'altro caso 1 cc [ < 1, ponendo conie al § 10 (02 O caso) a = ,- tgh a, con- 
verrà sniddistinguere 'secondo clie 1 'h cosh a 1 < 1, O 1 A cos11 u / > 1, ponendo. ri- 
spettivamente 

h cosh ci tgh r, O 1 cosh a = cotli 7 

nei due casi. Siccome si ha 

avremo ne1 priiiio caso 

e la relazione quadratica avrà la forma (44). Ne1 secoiido itivece 

e la fortna della relazione quadratica sarà la (44"). 
Resta solo d a  considerarsi il caso delle congruenze W normali (a  = 0). 

Allora p, 'combina col raggio di curvatura geodetica delle trajettorie ortogo- 
nali delle caustiche; vale percib la (44) se il centro del fascio di geodeticlie 
formato dalle causticlie è reale, invece la (447 quando 'il cetltro è ideale. 

In generale chiamiamo trasforlnate asintotiche l'una "ell'altra due su- 
perficie 8, che siano le due'falde focali di una congruenza W. Il teorema 
generale di permutabilità,(Vol. II, $j 848) stabilisce che ogni tale coppia (S,  g) 
si pu6 tradurre per trasformazione asint0tic.a in infinite altre tali coppie 
(S', g), .cos1 che sia ad un tempo 8' trasformata asintotica di S ed s di 5". 
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Diremo anche che la congruenza W colle falde focali (S ,  3) si traduce, per 
trasformazione asintotica, in altre congruenze W colle falde focali (Sr, S). 

Ora per le congruenze W a parametro medio costante, con una falda 
focale S pseudosferica, noi ci proponiamo di dimostrare: c h  ogni tale con- 
gruenza pu6 tradurbi con cwYrasforonazioni asintotiche (di B~CKLUND) in 
altre congraenze della medesima specie. 

Più precisamente dimostreremo la proposizione seguente : 
A) Abbiasi ana congruenza W di parasnetro medio costante a colle due 

falde focali (8, S), delle quali la prima S sia psezcdosferica. Si trasformi 
la S, con una qualunque trasformazione B, d i  BACKLUND, i n  zcrz'altra super- 
ficie pse.udosferica S. Esiste allora una ed zcm sola quarta superficie %', 
trasforrnata asintotica cornune d i  Sr, S, e tale che la congruenza W colle falde 
focali (S*, 9) abbia mouamente costante = a  il parametro medio. 

A tale oggetto cercheremo le formole che fanno conoscere la quarta su- 
perficie S", supposte note le tre S, 3, S', e sulle formole cosi ottenute com- 
pirelno le necessarie verifiche. 

Supponiamo al solito = 1 il raggio della superficie pseudosferica S, e 
riferiamoci alle formole del $ 10. La seconda falda s della nostra congruenza 
sarà definita dalle formole 

- 
x = s - + h ( c o s y X , + s e n ~ X , ) ,  (45) 

le funzioni trasformatrici A, 9 soddisfac,endo -al sistema differenziale (31), (31*) - - -  
del § 10. Osserviamo che i coseni d i  direzione X, Y, Z della normale alla S, 
a causa delle (8) $j 1 e per essere qui h = a t g  U, sono proporzionali alla 
espressione 

a senp,X, -coscpX, +- X ,  
h 

ed alle due analoghe, onde noi scriviamo, omettendo il fattore d.i propor- 
, zionalità 

a 
. x r sen cp X, - cos p X ,  + X ,  . (46) 

Essendo ora S' trasformata della S per una trasformazione di BACKLUND Bo 
(dove o indica attualmente un angolo costante), avremo 

d = x: + cos 6 (COS 9' X, + sen 0' X,), (47) 

dove 6' è legata a 8 dalle formole della trasformazione Bo di BÀCKLUND 
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(Vol. II, g 373) 
dB'  d o  cosf)sen9'+senasen~cos4'  -+-= 9 

du. d v  COS s 

80' 8 0  sen 8 cos 9' + sen u cos 8 sen 6' (48) 
-+-=- . . 

.>il 8 . u ~  COS Q 

Per i calcoli che seguono conviene inoltre tenere presenti le formole 
che dànno i xoseni XI,, X',, X',, ecc. per la S', corrispondenti ad XI, X,, X, 
per la S, e cioè le seguenti: 

X', = AX, + B X, -- cos o sen 8 X ,  

x',= C X , + D X , + C O S ~ C O ~ ~ X ,  i (49) 

X',=eososen9'X, -cosdcosF)'X, - senoX,,  

dove si è posto 
A=cos0cos0'-sencrsen8sen9' , 
B=cos8senA'-senuaenûcobF)' 

T 

(60) 
C = sen 8 cos F)'+ sen u cos 8 sen O' 

D = sen 0 sen 4' - sen a cos O cos fi'. j 
Cib premesso, siano p', h' le funzioni trasformatrici ne1 passczggio da 8' 

alla quarta superficie supposta S', siccliè avrerno le formole analoglie alle 

(451, (46) - 

x' = X' + 1' (COS ?' X';+ sen $ X'?), (51) 

Se indichiamo con M, s, M', %'.quattro punti corrispondenti di S,  S, -- 
S', 3: dovrà per ipotesi la congiungente M M '  toccare in ii? la s ed in AT' 
la S', ci6 che esprimiamo colle due condizioni 

ossia per le (h6),, (58) c.ol1e equivalenti 
a 

s e n r B X ,  (2'-ü) -cos? S X ,  (Z'-ZjC)+ASXB (Zf-%)=O 

CG 
(53) 

sen p' S X', (~2' - Z) - cos p ' S  X ' ,  (55' - 2) + S X', (3 - Z) 3 0. 

Da queste due equazioni calcoleremo facilinente i valori delle funzioni 
trasformatrici 'f'> 1'- 

Annali dd Matematica, Serie III, Tomo XXIJ. 39 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



300 Bi anchi:' Sulle congrzcenze rettilinee W 

Se dalle formole (45), (47), (51) formiarno le differenze Z' - Z, abbiamo 
- cc'-Z=(cosacosOr-hcoscp)Xl-+(cososen8'-lsencp)X,+ 

-+ h' (cos $ X ' ,  + sen 9' X',), 

e di qui, avendo riguardo alle altre formole del paragrafo precedente, dedu- 
ciamo : 

S X ,  (:'-Ir;) = C O S U  ~ 0 ~ 4 ' -  ~ C O S ~ Q +  

cos 8' cos (y' - 9) -+ sen a sen 0' sen (9' - 4) 1 
cos (y' - 4) -sen a cos 9' sen (Y '  - 6 )  

S X ,  (3- Z) =A'cososen (~ ' -  I') 

S X ' ,   COSUC CO SUC OS^ +-A'c0s.g'- 

s x', (3 -E)  = cos a sen 8 + A' sen rg' - 

sen 8 cos (9 - 6') - seil a cos 4 sen (y - 0') 1 
S X ' ,  (3' - Z) = h cos a sen (9 - 9'). 

Le due condizioni (53) si traducono cos1 nelle seguenti: 

l s 
cos a sen (y - 0') + 1' sen (y - 8') cos (6- 8) 4- sen a cos (y - 0') sen (-,'- 6 )  + 1 
cos a sen (9'- O) - i sen (y' - 8 j  cos (y - 0') + s&. COS (y' - flj sen (t- Q')] + 

a h  
i - - c o ~ a s e n ( ~ - ~ ' ) = 0 ,  ' 

A' 
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e dividendo la prima per X', la seconda per 1, le scriviarno sotto la f ~ r m a  

cos o sen (p 
1 a cos o -O1 ) .p+7  sen (9' - 4) + 

+ sen (y - 8') cos (9' - 8) + sen o cos ( y  - 6') sen (p' - 4) = O 
(S3*) 

1 cosa 
a c o s t ~ s e n ( ~ - - 8 ' ) - + ~ s e n ( p ' - 4 ) -  h' 

- sen (p' - 6) cos (p  - 0') - sen a cos (pO - 0) sen (p - 0') = 0. 1 
Se moltiplichiamo la prima di queste per a e sottragghiamo la seconda, 

risulta 
(1 - cc" cos a 

A - (1 + a sen a) cos (p, - 9') 
co t (9' - O) = (a + sen a) sen (p - 8') 

9 (54) 

e successivanlente da una delle (53") abbiamo 

COS a 

3 
sen(+ 9)cos(y- 9')+senacos(p'-O)ser1(~-8')- sen (TI-- O )  

-- A - 
A/ acos a sen(? - 8') (55) 

Con queste formole (a), (55), y' è determinata a ineno di inultipli di I;, 
e X a meno del segno, cib che fissa perfettamente la quarta. superficie f do- 
inandata. 

, '  

Ci resta soltanto da verificare che la quarta superficie 3 soddisfa in 
effetto alle condizioni richieste. 

- -+- 1. In ta1 Cominciamo la verifica .da1 caso speciale (§ 6) quiando a-  - 
cas0 le congruenze colle falde focali (8 ,  S), (Sr, S') saranno formate la prima 
dalle normali principali alle asintotiche di un sistema di S, e medesimamente 
la seconda dalle normali principali alle asintotiche di un sistema di S. Le 
equazioni di condizione (53*) risultqno soddisfatte ove i due sistemi di asin- 
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totiche sopra S, S' siano corrispondenti. E infatti, ove si faccia secondo il 
§ 6 p. e. : 

1 8 9  d o  -=- 1 do '  88'  -=- 
h d u + ~ '  . 1' d u + ~ ~ ~  

avendosi qui 
cp'-e="-('p-C)'), 

le (53*) coincidono nell'unica 

1 1 $1-seno  
7+7==-- cos O cos (p - 47, 

X 
ovvero, essendo 9 - 4' = - - (8' - O), nell'altra e 

84 d 8  88 '  BO' I - s eno  -+-+-+-= 
d u  d u  d u %  d v  

sen (4' - Fi). 
COS U 

Ma questa è effettivamente verificata, come risulta da1 sommare le for- 
inoIe (48) della trasformazione di BÀCKLUND. E poichè le (53") sono eosi 
soddisfatte, da1 modo stesso come furono 'dedotte risulta appunto che la - - 
congiungente J I M '  tocca in &! la in M '  la S'. 

Per fare la verifica ne1 caso generale 1 a 1 =I= 1, bisogna dimostrare che, 
inentre le funzioni trasforinatrici p, 1 verificano le (31), (31") 5 20, le nuove 
y', A', calcolate dalle formole (54), (53), verificano le corrispondenti : 

d i1' 1 - a' - 1'' 
-= (COS 6' COS y' + a sen 8' sen 9') 
d u  a' - 1 

. ' 2  . d 1' 1 - a' - I ,  -= 
d v a' - 1 

(sen 6' sen ' + a cos 8' COS P'}. 

Si -osservi che le due prime, a causa delle (4.8) possono scriversi sotto 
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la forma equivalente : 

1 (cos 9' sen q' - a sen 6' cos 9') + sen 8 cos O' + sen 6 cos 0 sen 9' 

cos 9 sen O' + sen b sen R cos 8' 
COS G 

Se si derivano rapport0 ad u, u le (54), (55) (ovvèro anche le (53*)), e si 
tiene conto delle altre formole stabilite, le verifiche si riducono ad identità 
trigonometriche. 

Alla proposizione A) cosi stabilita aggiungiamo ancora le osservazioni 
seguenti : 

iP  Se la congruenza W considerata è pseudosferica, di guisa che anche 
la seconda falda S sia pseudosferica, le congruenze trasformate sono nuova- 
mente pseudosferiche e le forrnole (54), (55) si cangiano in quelle del teo- 
rema di permutabilità delle trasformazioni di BACKLUND. 

2 . O  Se si suppone a = O  le congruenze W considerate diventano nor- - - 
mali e le seconde falde focali 8, S' sono rispettivamente complementari 
delle pseudosferiche 8, S' ed applicabili sopra una medesima quadrica im- 
maginaria che iperoscula i'assoluto. La trasformazione asintotica che dalla - 
S conduce alla. S rientra in ta1 mso nelle genera.1li trasforrnazioni Bk per 
le deformate delle quadriche (Cf. Vol. III, pag. 316). 

RICEHCA DI 'UNA NUOVA GLASSE DI CONGHCENZE W 
A PARAMETRO MEDIO COSTANTE. 

Passiamo a trattare, in questa seconda parte della Mernoria, di un'altra 
classe di congruenze W a parametro niedio costante, alle quali arriviamo 
ponendo la questione seguente: Quali sono le congruenze W a parametro 
~ e d b  costante per le quali le due eqzcamoni d i  MOUTARD assooiate alle due 
falde foeali (8, 8,) coificidono nelh equa~éone 
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Colle formole generali ricordate al § 18, saranno 5, ri; Y, tre soluzioni 
della (W.), indi 

:=y1 W+fl  (47 + f  ( 4 ,  Z=y, ( f l )+f . (~) ,  (56) 

d&e y,, y,, m, sono funaiohi della solaL,u, ed f l ,  f,, f. della sola u,. La so- 
luzione R trasformatrice, poichè l'êqua&one tr'asforinata coinbide colla (a) 

stessa, deve. soddisfare insieme le due equazioni 
, d i  , , L 1  , . 

d 2 R  -- 6'" - (') = O, d u d v  -O7 a u a u  R ,  

k sarà quindi R funzioiie di  ac soltanto,- ovvero .di1-zr snltanto; ma, noi vo- 
gliamo provare che anzi, nella nostra ipotesi, R è necessariamente una co- 
stante. SÜppongasi che sia p. e. R funzione di a, e si osservi che per le (36) 
§ 12 si avrà . I I  

. . 

d t  R' 
d u  

8 i ,  85 
(57) 

-=-, 
a v  d v  

e per ci0 jntaiito 

. . essendo Fi, F, ,  Fa tre. niiove funzioni di zc. ' ' ' 

Siccome la nostra congruenza è, pet- ipotesi, a parametro inedio costante, 
dovremo avere ( 5  18) 

E El +ri qi + t Ci = cost. 
cioè per le (56), (58) 

Derivando prima rapporto a v, abbiamo . . 

e derivando questa rapporto ad 'u ,  coll'osservare lq .pr io~a delle (57) 

quindi O RF= 0, cioè EI costante corne abbiamo asseritoi ovvero 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a parametro qnedio costante. 305 

Se proviamo che la (60) è inarnmissibile~sarà~ dimostrato quanto si volevd. 
Se si aggiunge la (GO) alla (59), viene 

S y ' P ' t S f  ?'=O,  

e con una nuova derivwione rapport0 ad u 

Escludiamo il caso che f ,  (u), f, (u), f, (u), oppure y ,  (a), qi2 (v), ys (v) siano 
tre costanti, perchè allora la falda focale S si ridurrebbe ad una linea. Allora 
la (61) esige che f ', (u), f', (u), f', (u) abbiano rapporti costanti, e medesima- 
mente y', (v), 5', (u), cp', (v). Ci6 risulta evidente ove si interpreti geometrica- 
mente la (61) introducendo le due linee di equazioni parametriche 

, \ 

La (61) esprime infatti che ogni tangent,e dell'una deve essere ortogonale 
ad ogni tangente dell'altra e perd le due liriee debbono ridursi a due rette 
ortogonali. Cangiando i parametri u, v, potremo dunque scrivere le (56) sem- 
pliceinente cosi : 

con a, b, c costanti, delle quali (a, ,  a,, a,), (b,, b,, b,)  coseni di direzione 
di due rette ortogonali (*). Per la ragione analoga le (58) si suiveranno 

con U funzione di zc e le a costanti. Ma queste forme (56*), (58*) sono in- 
compatibili colla condizione - 

t 5,  + ~i n, +! !, = cost., 

!giacchè il primo mernbro è, rispetto a v, un polinomio di 'secondo grado col 
,coeffi&eate d i  d d a t o  da b: + be + b3 = 1. 

Coneludiarno dunque che necessariamente R'= O, e quindi 
. . -  

(*) Alla forma (56") di 5, n ,  C corrisponde corne superficie S un paraboloide iperbolico 
equilatera . 
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le (58) possoiio dunque scriversi 

In fine l a  condizione 

ed esige quindi che siano separatamente costanti 

con differenza = a. Possiamo dunque. concludere : 
Le pi& generali congruenze W richieste s i  ottengono colle formole 

i =y, t v ) t f l  (a), r)  =?% (v)+f~ (ML = ? ~ ( v ) + f s  (u) 

I;,= 9, (u) - f ,  (u), ri,? ? 2  (4 - f, (u), t,= y8 (v) -- fB (a), 

supponendo costanti 

Interpretando geometricamente i risultati ora ottenuti, si è condotti alla 
elegante costruzione di DARBOUX, per le deformate del paraboloide rotondo (**). 
Si sa. che nelle congruenze W ottenute al paragrafo precedente la superficie 

'media 8, è una superficie di traslazione, sulla quale le curve generatrici 
v = cost., u = cost. hanno i rispettivi raggi di torsione (Vedi Vol. II, 5 945): 

(*) Propriamente si dovrebbero aggiungere nei secondi membri tre costanti; ma con un 
semplice cangiamento nelle notazioni si ritorna alle formole del testo. 

(**) Vedi DARBOUX, Leçows, T. III, pag. 378 e segg. e le mie Le~ioni, Vol. II, 58 '245, W. 
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Le due curve generatrici lianno qui adunque torsioni costanti e di segno 
contrario, ma del resto qualunque. Le congruenze W a parametro medio co- 
stante colle due falde focali associate alla equazione di MOUTARD 

si ottengono pertanto colla seguente costruzione di DARBOUX: 
Si cormideri una qualulzque superficie S,  di traslazione colle due curve 

1 3 
generatrici di torsioni costanti pualunque 9 - - 9 ma di segno contrario : 

C cf 
se per ogwi punto di S,  si conduce il raggio d'interseziolze dei due piani oscu- 
latori delle curse genemtréci che vi passano, i raggi cosi costruiti formano le 
pi& generali congruemm W richieste. 

Daremo pertanto a queste congruenze il nome di congruenze di DAHBOUX (*). 
In particolare quando c = cl, cioè quando le due curve generatrici hanno 
torsioni costanti eguali e di segno contrario, la congruenza di DARBOUX è 
normale, e le due falde focali S, SI dànno le più generali deformate del pa- 
raboloide rotondo immaginario. 

Non sarà inutile confermare direttamente sulla costruzione geometrica 
di DAHBOUX le proprietà sopra indicate della congruenza e delle due falde 
focali S, S,. 

Abbiasi una superficie di traslazione 8, colle due curve generatrici C, Cl 
1 1 

aventi le rispett,ive torsioni costanti 7 9 - - - Prendiaino per rispettivi pa- 
C c: 

rametri u, u gli archi delle curve C, Cl e, colle solite notazioni della teoria 
delle curve, indichiamo con 

(a ,  P, y), ( 7  , 1 ,  ( 1 7  EC, V) 

i coseni di direzione della tangente, normale principale e binoriiiale della C', 
e con notazioni analoghe coll'indice 1 

le quantità corrispondenti per C,; le prime saranno funzioni di u soltanto, 
le seconde della sola v. 

(*) Durante la revisione delle bozze della preseiite Mernoria mi sono accorto che la proprietà 
delle congruenze qui dette di DARBOUX, di avere costaiite il parametro medio, era già stata 
osservata da1 SANNIA ne1 Vol. XLIII degli Atti della R. Aocademia di Torilzo (19 Aprile 1908). 

Anlzali di  Matematica, Serie III, Tom0 XXII. @ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



308 Bion chi: Sulle congruense rettilivtee W 

Le eoordinate x,, y,, s, di un punto Po mobile sopra S,  si potranno 
scrivere 

ed avremo le formole di FRENET 

Il .raggio della congruenza avrà coseni di direzione proporzionali a i  nii- 

nori della matrice e le coordinate l;, y, z di un punto yualunque 

del raggio saranno quindi date dalle formole: 

dove r indica un parametro arbitrario che fissa il punto su1 rnggio. 
Cominciamo da1 ricercare quale valore compete a 7 nell'uno o nell'altro 

dei due fuochi. 
Per questo oecorre determinare 7 in guisa. che si annulli il determinante 

ossia in modo che l'ultima linea sia una combiriazione lineare oniogenea 
delle prime due. 

Ora dalle (68), (64) segue derivando 
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a paratnetro medio costante. 309 

colle analoghe per y, s. La condizione sopra enunciata si traduce nell'esi- 
stenza di due moltiplicatori Z, m tali che si abbia 

colle due analoghe. Moltiplicando prima per X, p., v, poi per X I ,  p.,, v ,  e som- 
rnando risulta 

Queste, per proprietà elementari dei determinanti si scrivono 

e siccome 1 S G( ' h l ,  m S a, h non si atinullano insieme, 
ossia 

- T = & c c , .  

Dunque : Le coordinate x;, , y , ,  2, ;  x,, y,, z, dei due fuochi n e l l ~  con- 
gruenze considerate sono date dalle formole 

che definiscono rispettiuatnente le due  falde focali S, Si della congruenza d i  
DARBOUX. 

Si osservi ancora che le formole precedenti, pel modo corne furono de- 
dotte, valguno anche se le curve generatrici C, Cl sono qualunque, sicchè 
c, c, siano funzioni di u, v rispettivamente. 
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Cominciamo da1 calcolare i coseni di direzione delle rispettive normali 
i n  F, F, alle falde focali S, S , ,  coseni che indicheremo con (XI,  Y,, Z,), 

(X2, y 9 9  2 9 ) .  

Le tre direzioni (XI, Y,, Z,), (1, y, v), (A,, y 1 ,  vl) giacciono in un piano 
e quindi si ha 

dove i moltiplicatori A, B si calcoleranno dalle condizioni 

Ma dalle (65), postovi T = c  cl , abbiamo 

e quindi 

pertanto le (67) diventano 

( A C , + B C ) S Z ~ ,  = O ,  ( A G , + B G ) S U , ~ = O  

e concordano nella 
A c , + B c = O .  

Dunque A : B = c : - cl , e quindi 

XI:  Yl :Z,  = c ~ - c , À , : c ~ . - c ~ ~ ~ : c ~ - c , ~ , ,  

e se indichiamo con 0 l'angolo di due qualurique binorrnali delle curve ge- 
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neratrici C, Cl, talchè 
C O S R = S A ~ , ,  

ne dedurremo finalmente 

Di qui si deducono subito i corrispondenti valori di X,, Y,, 2, cangiando 
cl in - cl, cosi 

- C v + C, v, 
2, = 

, / C ~ + C ; + O L C C ,  cosn 

Verifichiamo. ora che sulla falda focale S (analogamente su 8 , )  le linee 
w, v sono le asintotiche. Basta provare che sussistono le formole 

nia queste seguono subito dalle preeedenti osservando che per le (68) 

lndicando ora con a l'angolo dei piani focali, abbiamo dalle (70), (70*) 

forrnola che possiamo scrivere 
c4 - c: 

COS a = 
J(c2 - O:)' + 4 ot c; sens O ' 

indi 
2 c cl sen 0 

sen a = 
J(ca - CS)' + 4 ca C; sena n 
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- - - - - - -- 

D'altra parte per la distanza focale X risulta dalle (66) ' 

cioè 

Se calcoliamo in fine il parametro medio H= X cot u, otteniamo 

Cosi è in effetto verificato che le nostre congruenze sono congruenze W 
a parametro medio costante. 

g si. 

1 , ~  C A S 0  C = Cl  E LE DEFORMATE DEL PARABOLOIDE HOTONDO. 
\ 

Quando c = c l ,  indi H = O, la congruenza di DARBOUX è una congruensa 
W normale e, per ci6 le due falde focali S,  S, sono applicabili sopra una 
superficie di rotazione. Si sa che questa superficie è il paraboloide rotondo 
di parametro puramente immaginario 4 i c" e noi vogliamo qui nuovamente 
dimostrare questa proprietà servendoci delle formole sopra stabilite. 

Ne1 caso attuale esiste una serie di superficie (parallele) normali ai 
raggi della congruenza e noi cominciitmo a cercare quale valore bisogna at- 
tribuire a r nelle (64) per ottenere una tale superficie 2. Bisogna percib de- 
terminare r in funzione di u, u in guisa che si abbia identicamente 

A causa delle (65), queste si traducono nelle formole 
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e poicliè dalle (69); derivanao coll'osservare le (63), 'risulta 

, . 

le nostre condizioni diventano 

d r d a  d o  s e n n - - c 2 - + T C O S R - = O  
du.  dm d 74 

Scrivendole sotto la forma 

a a n  a n - (r sen n) = c2 -- , - (T Sen 0) = - , 
d u  dzc d v  d e  

l'integrazione è immediata e porge 

7 sen n = C + c' 0 (C costante). 

Per una tale superficie x, ortogonale ai raggi, i valori di r corrispon- 
denti ai due centri principali di curvatura (fuochi) sono per le (66) : T, = ca, 

r, = - c2. Ora T sen è evidenteinente l'ascissa misurata su1 raggio a par- 
tire da1 punto medio, e quindi i valori r , ,  r ,  dei raggi principali di curvatura 
delle sono 

r ,  = 7 sen 0 - T~ sen a =  C + ca (Q - sen n) 

r ,  = r sen  R - r2 senn  = C+C'  sen 0). 

In particolare per la Z corrispondente a C= O si ha 

ri = c2 (a - sen O), r ,  = c' (a +- sen O), 
e percib 

Le superficie sono quindi superficie W d i  quella classe particolare clle 
WGINGARTEN determino completarnente ne1 1863. Le due falde focali sono 
applicabili sopra uria niedesima superficie di rotazione, per la quale si pub 
prendere (DARBOUX) il paraboloide rotondo di parainetro = 4 i 8. 
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fi molto notevole che in questo caso G = C, le due falde focali S, S,  della 
congruenza di DARBOUX, cornunque si variino le due curve generatrici C, C,, 
conservano sempre 10 stesso elemento lineare, cioè subiscono una deforrna- 
zione corne superficie flessibili ed inestendibili. 

Si presenta ora spontanea la domanda se tale proprieth ha luogo anche 
per congruenze di D A R B O U X . ~ ~ ~  nownali. La risposta è negativa, ma è im- 
portante riconoscerne la ragione perchè si ritrova cosi una notevole proprietà 
caratteristica delle deformate del paraboloide rotondo e si stabiliscono per 
altra via i risultati di WEINGAKTEN e DARBOUX. 

Risponderemo alla domanda sopra formulata, risolvendo in primo luogo 
la questione generale seguen te. Consideriamo una classe di superficie appli- 
cabili di elemento lineare dato 

e sulla moltiplicità a due dimensioni cosi definita consideriamo un sistema 
i 

qualunque (a, P) di asintotiche virtuali (*). Indicando con K =  - - la cur- 
p2 

vatura, si sa che zc, u considerate quali funzioni di a,  P debbono soddisfare 
alle eqzcazioni di DARBOUX caratteristiche per le asintotiche virtuali : 

(*) Per le asintotiche virtuali e le equazioni (D) di DARBOUX vedi la traduzione tedesca 
delle mie Ledoni (8." edizione, pag. 214). 
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dove i simboli di CHRLSTOFFEL sono calcolati per I'elemento lineare (73). In- 
versamente se u., v sono funzioni indipendent i -di  a, che soddisfano le (D), 
esiste iina ad una sola superficie S d'elernento lineare (73), sulfa quale le 
linee cc, p sono ie asintotiche effettive. 

Ora la questione generale che ci proponiamo è :  d i  calcolare per l'egua- 
aione di MOUTARD 

associata alle asintotiche ( a ,  1) di S il valore del coefficiente M. 
Per questo ricordiarno che s ë s i  indica con 

l'eleniento lineare di S in coordinate asintotiche (a, B) e con 

quel10 della sfera rappresentativa di GAUSS, si ha 

e pel calcolo di id si ha la formola (Vol. 1, pag. 164) . 

Ora abbiamo 

dudu. ( d u d v )  d v d v  F i - - E - - + F  --+-- + G - - ,  
d a  dll, d B  d a  d a d f i  

e d'altronde 

Sostituendo questi valori nella (74), coll'osservare le (D), troviaino per 
. . 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXII. 41 
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la formola cercata 

Se poniaino per semplicità 
1 

possiamo scrivere la formola precedente cos1 : 

dove RI,,  RI,, R,, significano le derivate seconde covarianti di R. 

RLCEKCA DELLE SUPERFICIE ASSOCIATE, IN QUALUNQUE FLESSIONE, 

Applichiaino la formola ora stabilita alla risoluzione del problerna se- 
guente : 

Esis tono superficie per le puali, in qua lunpue  deforrnazione, l 'equazione 
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di MOUTARD assooida atle asintotiche .(cc, P) ooincide sempre colla 

In tale ipotesi, per qualunque sistema (a, fi) di asintotiche virtuali, do- 
vremo avere sempre per la (76) : 

Ma si è già osservato sopra che u, v, corne funzioni di a, p, non sono 
assoggettate ad altra condiziorie che a quella di soddisfare le equazioni del 
2 . O  ordine (B). È quindi necessario (*) che si annullino nella precedente del 
1 . O  srdine i tre coefficienti 

O in altre parole deve essere identicamente nulla la forma quadratica 
1 
3 ~ , , d u ' + B ~ , ~ d u d v + ~ , , d v ~ + 3 ~ - - ( ~ d u ' + ~ ~ d u d v + ~ d v ~ ) ,  

che è manifestamente covariante alla forma data (73). Ponendo per R,, , R,,, 
R,, i loro valori effettivi, le condizioni del problema sono cosi espresse, sotto 
forma irtvariantiva, da1 verificarsi delle tre equazioni 

(*) I n  modo piii preciso si osservi, p. e., che nella risoluzione del problema di CAUCHY 
pel sistema (D) possono assegnarsi in modo affatto arbitrario, lungo una ciirva lzom carat- 

teristica (p =, (a) ,  i valori di ,_, ' a a8 , a ' , ,-@ a ' . Cib eselude che la @y), se nou è identiea, 

possa essere una conseguenza delle (D). 
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Per vedere se esistono classidi superficie applicahili çhe le soddisfano 
cominciamo da1 prendere per linee .u le linee di egual curvatura R = cost., 

aR e a linee u le loro trajettorie ortogonali, sicchè av = O, F = O. La media 

a s' delle(78) dà 1 '1' 1 = 0, cioè - = O ;  'dunque E è funzione della sola u e, a v 
cangiando il parametro zc, si pub fare E = 1, inoltre le linee di egual curva- 
tura sono geodeticamente parallele. Ora la terza delle (78) diventa 

e diinostra ;che *- a log è funzione di u soltanto, e disponeiido del pararnetro u, a zc 
G stessa si pub ridurre ad una funzione r (a)  di ac soltanto. Abbiamo dunque 
yuesto primo risultato : L'eletnento lineare supposto h,a ln forma 

d ss = d ac2 +-- ra d wP (T -= r (a)), 

appartenente ad zcna swperficie- di rotazione. 
OSSEHVAZIONE. Nell'enunciato della questione al principio del paragrafo 

si potrebbe sostituire alla " = O più in generale l'equazione di ~ o u m n o '  accap 

con f (a,  p) funzione fissa di cx, p. Allora ne1 secondo membso della (77), al 
posto del10 zero dovremmo scrivere 3 R f (a ,  p), e le consideraziorii stesse 
svolte sopra dimostrano che necessarianiente f ( a ,  p) = O, onde si ricade ne1 
caso precedente; 

Resta che vediamo per quali superficie di rotazione le (78) risultano 

sotldisfatte. Si osservi che i simboli ' ' ' ' -> ' di CHHISTOFYIL 11a11n0 
. .  . . P \ ' M \  

aui i valori 
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. . - 

inentre tutti gli altri sono nulli, ed inoltre essendo 

r" ed anche K = - - 3 ne viene 
r 

La media delle (78) è ora identicamente verificata e le altre due diventano 

delle quali pero possiamo omettere la prima corne conseguenza della seconda 
e della (79). 

Cosi restano da determinare le due funzioni R (u), r (u) in guisa da sod- 
disfare le due equazioni 

Se eliininiaino R derivando la prima ed osservando la secondh risulta 

clie possiamo scrivere 

. 
Integrando, col ricordare che .- deve essere positive; abbiamo 

r 

r" = k2 r rt4 (TE costante reale), 
ovvero 

e con una nuov'a integrazione 

1 - = a' - k2 rZ (a costante reale). 
rra 
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Di qui abbiamo 
d r2 

d U = - = (a2 - k2 r2 )  d p2 . - ,p 

e l'elemento liiieare diventa 

d sZ = ( a 2  - k2 8) d r2 + va d v2. 

Senza alterare la generalità possiarno fare a = 1 e l'eleinento lineare ap- 
partiene al paraboloide rotondo 

i 
di parametro immaginario - k - 

Possiamo dunque concludere : 
Esiste zcna sola classe d i  superficie applicabili, tutte associate alla mede- 

a2 e 
sirna equazione di MOUTARD : - - a a a p  -O ,  ed è la classe delle deformate del 

pcwaboloide wotondo (*). 
Segue di qui nuovamente che la costruzione di DARBOUX (§ 520) forni~ce 

tutte le deformate del paraboloide rotondo nelle faide focali delle congruenze 
normali di DARBOUX. E infatti, s e  8- è una deformata del paraboloide ro- 
tondo, la sua complementare S,  è pure applicabile sullo stesso paraboloide 
ed S, SI formano le due falde focali di .una congruenza W, mentre le equa- 

az 9 
zioni di MOUTARD relative ad 8, 8, coincidono nella - -- a a a p  - O. Per quanto 

abbiamo dimostrato nei 18, 19, la congruenza è yuindi una congruenza 
d i  DAHBOUX. 

Da ultimo ci proponiamo di dimostrare che anche per le congruenze W 
di DARBOUX esistono trasformazioni asintotiche corne per le congruenze W 
a parametro medio costante con una falda pseudosferica (cf. § 15). 

(*) Per l'osservazione fatta alla fine del paragrafo precedente si puà dire anzi che questo 
è I'unico caso in Cui, deformando comunque la superficie, l'equazione associata di MOUTARD 
resta sempre la stessa. 
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Sia (r) una qualunque congruenza di DAHBOUX coiie falde focali S, Sl 
e colla superficie media So di traslazione, le cui curve generatrici C, CC, hanno 

1 1 
le torsioni costanti - - - ~roveremo che esistono w2 congruenze (r) 

C c: 
di DARBOUX trasformate asintotiche della data (r), dimostrando la proposi- 
zione seguente : 

Delle due curve generatrici C, C ,  si mantenga fissa p. e, la seconda C,  
e si sostituisca alla prima C una sua qzcalunque trasformata C' per una 
trasformazione B, di  BACKLUND (*). Se colle due nzcove curve C,. C, si genera 
una nuova superficie di traslazione &, e la corrispondente corhgruewa (r) 
di DARBOUX, questa sara una trasformata asintotica della primitifla (r). 

Riteriiamo le notazioni clel 8 19 per la congruenza (1-) e per la trasfor- 
mata (c) adottiamo le n~tazioni  corrispondenti con un sopra-segno. La 

1 
cursa C' a torsione costante - derivando dalla C per una trasforrnazione Ba 

C" 

di BACKLUND, si ottiene da questa conducendo per ogni punto di C, ne1 
piano osculatore, un segment0 di lunghezza costante = c k o s  O, inclinato 
sulla tangente a C di un angolo 8 = 8 (w) che soddisfi all'equazione diffe- 
renziale 

1 
dove - è la curvatura di C; il luogo dei termini dei detti segnlenti è la 

P 

curva trasformata (V. m. o.). Le coordinate di un punto mobile sopra C 
sono date dalla espressione 

e dalle analoghe. Siccome la seconda curva generatrice Cl è lasciata inal- 
terata, le formole che definiscono la nuova superficie media S', saraniio, per 
le (62) 5 19 

- 
ü;, = X, + cZ COS 'T ( a  COS O $- E sen O), (80) 

- 
e le due falde focali 6, 8, della nuova congruenza (r) di DARBOUX sarailno 

(*) Per le trasformazioiii di BACKLUND delle curve a torsione costante vedi particolar- 
mente il 5 11 della inia Mernoria: Confiyura~ioni mobili d i   rus, ecc. '(Rendiconti del Cir- 
colo matematico di Palermo, S. XXV (1908). 
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--- 

date per le (66) 5 19 dalle fortnole . 

- - -  
Ora pei coseni di direzione , , y ,  v della binormale alla 6 abbiamo (m. c.) 

- 
A = -  coscrsenû. a + c o s o c o s O . ~ + s e n u . x ,  ecc. (821 

Sostituendo nelle (BI), queste diventano 

- 
j(;, = x ,  + C ~ C O S O ( ~ C O S ~ + ~ ~ ~ ~ ~ ) - ~ C ~  cososen0 Is ;/+ 
- 
x, = x, + c2 COS I; (a COS 0 + 5 sen 8) + c c, cos G sen 6 

e sottraendo da p e s t e  i corrispondenti valori (66) 8 19 di x,, x,, troviamo 
le formole 

- 
xi - xi = cs COS 5 (a c m  B + i; sen el - o cl cos o sen O / 1 + j B Y 

Con queste formole è facile verificare la proposizione enunciata ditrio- 
strando che se Al, Al,, a, g1 sono quattro punti corrispondenti di 8, si, 
- - 
S, SI : i segmenti M M ,  M l  ii?, toccano rispettivamente il primo le S,  g i n  M ,  
il secortdo le s , ,  St i n  Ml, %Tl. 

Dobbiamo per ci6 provare die sussistouo le quattro identità 

S XI (Z, - x,) = 0) S X, (Z, - cc,) = O) 

SX,(E,-xs)=O, S ~ ~ ( Z ~ - X , ) = O ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a porawetro medio costante. 383 

le quali, per le (70), (70*) § 20 equivalgono alle altre 

Ora dalle (88), (83), se si pone per brevità 

L = c o s 9 S a X l + s e n O S ~ l , ,  
si ricava 

- - 
S (3, - X )  = c cl COS a L, 8 I (Z, - x,) = - c cl cos G L, 

e con queste le (84) si risolvono in altrettante identità. 
Dimostrata cosi la nostra proposizione, noi rileviamo da ultinîo il cas0 

particolare che la congruenza di  DAHBOUX sia normale, e quindi le yuattro 
- - 

falde focali S, S, , S, S, siano applicabili su1 parabdoide rotondo. III questo 
caso è facile provare che la trasformazione per il passaggio da S ad S, ovvero 
da  8,  ad SI, coincide con quel caso païticolare delle generali tïasforiiia- 
zioni Bk per le deformate delle yuadriche clie corrispoude al caso del pa- 
raboloide rotondo. 

Viareggio, Settembre 1913. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



INDICE DEI PARAGRAFl 

PREFAZIONE - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
5 1. Formole generali per le congruenze rettilinee - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
# 8. Calcolo degli elementi della seconda falda - - - - - - - - - - -  - - -  - -  - - -  - - - - -  - 
5 3. Le congruenze W in generale - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - - - - - 
# 4. Congruenze W a parametro inedio costante - - - - - - - - - - - - - - - - - -  - - --- - 
5 5. Esame delle condizioni d'integrabilità -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
# 6. Esame del caso speciale-- - - - - -  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  - - - - 
# 7. Congruenze W normali - -  - - - - - - - - - - - -  - - - - -  - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
5 8. Riduzione del sistema differenziale (Ill), (IV) ilel caso K > O - - - - - - - - - - - - - 
§ 9. Interpretazione geometrica colla trasformazione di LIE-BONNET - - - - - - - - - - - - 
$ 20. Riduzione a forma normale ne1 cas0 K<0. - - - -  - _ , - - - - -  - - - - - - - - - -  - 
5 11. Interpretazione colla trasformazione di LIE-: - -  - - -  - - - - -  - - - - - - - - - - -  - - 
5 18. Alcune formole generali per le congruenze W - -  - -  - - - - - - - - - - - - - - - - 
5 13. Formole per le congruenze W a parametro medio costante - - - -  - - - -  - - - -  - - 
5 14. Applicazione al  caso in cui la prima falda S è a curvatura costante - - - - - - - - 
5 15. Ricerca delle trasformazioni asintotiche- - - - - - - - - - - - - - - - . - - - - - - - - - - 
# 26. Calcolo delle funzioni trasformatrici p', A'- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
§ 17. Indicazione delle verifiche- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
$ 18. Ricerca di una nuova classe di congruenze W a pararnetro medio costante - - - 
5 19. Le nuove congrueuze come congruenze di DARBOUX -1- - - - - - - - - - - -  - - - - - 
5 80. Verifiche delle proprietà delle congruenze di DARBOUX - - - - - - - - - - - - - - - - - 
5 91. Il cas0 c = c, e le deformate del paraboloide rotondo - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
5 88. Calcolo del coefficiente M neII'eyuazione di MOUTARD 2' @ - MO- - - - - - - - - - 

a a a r  

5 93. Ricerca delle superficie associate, in yualunque flessione, alla = O  - - - - 
a a a  B 

§ 84. Proprietà caratteristica delle deformate del paraboloide rotoodo - - - - - - - - - - - 
5 85. Trasformazioni di BACILUND delle congruenze di DARBOUX - - - - - - - - - - - - - - 
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Opere matematiche di Luigi Cremona 

pubblicate sotto gli auspicii della R. Accademia dei Lincei. 

TOMO PRIMO - U. HOEPLI - MILANO, 1914 

(Recensione d i  FEDER~GO ENRIQUES, a B o l o g ~ a )  (*). 

U n  Coniitato, costituito sotto il patracinio dell'Accadernia dei Lincei 
(presidente ULISSE DINI, direttore e coordinatore del lavoro EUGENIO BERTIN]), 
ha ilnpreso a pubblicare le opere del padre della Geonietria italiana e ce ne 
porge ora, in nitida veste, il primo volume. 

Dire, a proposito di questo, della vita e dei caratteri generali della pro- 
duzione scientifica cremoniana, sarebbe per un verso ripetere cib che fu fatto 
da molti nell'ora non lontana in cui il grande geometra fu tolto alla patria, 
per l'altro anticipare sullo studio che il Comitato ordinatore promette di 
darci ne1 terzo volume della pubblicazione. 

Tuttavia il volume che abbiamo sott'occhio merita di essere salutato da 
una parola che 10 richiami all'attenzione del pubblico e particolarmente dei 
giovani. Le dottririe che in esso sono trattate sono classiclie; i principii della 
teoria delle curve piane, 'la cubica gobba, la yuartica di seconda specie, la 
rigata del terzo grado, che ne costituiscono i principali argomenti, figurano 
orrnai, in Italia, nei cobi  propedeutici alla Geometria superiore. Ma 10 svi- 
luppo che si dii a questi insegnamenti riesce necessariamente linîitato -da 
molteplici esigenze; e gli studiosi delle Mstewatiche in generale O della Geo- 

(*) Pubblichiamo volontieri questa Recensiom del tom0 1 . O  delle Opere matematiche 
di L. CREMONA, facendo uo'eccezione alla massima costantemente seguita di accogliere sol- 
tanto lavori scientilici, non solo per I'altissima fama dell'Autore. ma altresi per un senti- 
meuto di gratitudine verso di Lui, che pose per lunghi anni nella direzione di questi Annali 
tauto amore e tanta attività. 

LA DIREZIONE. 
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metria i n  particolare poco vi si attardano, richiainati - dai rapidi progressi 
della Scienza - verso più alti problemi che, superaudo la concezione puri- 
stica della Geometria, mirano ad iltuminare il campo algebrico sotto diversi 
aspetti. 

Ora a yuesti studiosi, ed in special modo ai più giovani, crediaino di 
raccomandare la lettura e 10 studio dell'opera del CHEMONA, quantunque e 
forse anzi per ci6 che le vedute in essa dominanti possano apparire un po' 
lontane da quelle proprie del nostro tempo. 

Il motivo di tale consiglio si riattacca ad una considerazione filosofica 
d'ordine generale e consiste nell'interesse che offre la storia delle scienze, 
nella tendenza ch'essa suggerisce O rafforza verso una concezione pih libera 
dei problemi, ne1 freno salutare che ne deriva per ogni strettezza O partico- 
larisino di scuola. 

Ora, l'opera crenioniana non è un capitolo qualsiasi nella storia delle 
Matematiche italiane; è il capitolo che logicaniente precede gli sviluppi della 
nostra scuola geometrica. E se - come ho ricordata poc'anzi - questa 
scuola è stata attratta da poderosi problemi, che sono ben degni dei nostri 
sforzi, non è detto che dallo stesso tronco su cui essa si é elevata, non pos- 
sano sorgere altri rami fruttiferi. In  ogni caso la riflessione e la compren- 
sione della ricerca geometrica del CREMONA é necessaria all'intelligenza piena 
del10 spirito nuovo, quale si formb per il confluire di varie correnti ideali, 
quando la Geometria proiettiva ebbe profondamente assimilati i concetti 
sintetici della teoria delle funzioni. 

L'opera del CREMONA segna un primo passo verso questa assimilazione, 
se pure le idee attinte dali'illgebra appaiano talvolta in codesto organismo 
geoinetrico come un imprestito fatto tacitamente. Si spiega cosi l'atteggiamento 
tliverso e quasi opposto che si palesa nei discepoli, immediati continuatori 
dell'opera del Maestro: la tendenza ad eliminare i co~ce t t i  algebrici od ana- 
litici, edificando una teoria pura delle curve e delle superficie, e l'altra ten- 
denza ad accogliere ed elaborare hella costruzione geometrica un più largo 
materiale analitico, sopprimendo infine la distinzione particolaristica. 

Qui si rivelano istruttive perfino le mende che con savia e misurata pru- 
denza gli editori hanno messo in vista nell'opera cremoniana; dico in ispecie 
qualche passaggio dove il requisito dell'algebricità non è esplicitamente enun- 
ciato come condiziotie riecessaria per la validità dei teoremi; passaggio su 
cui richiamano l'atteazione del lettore opportune note poste in f ine al 
volume. 
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Ma l'interesse più grande della lettura sta nella ricchezza di fantasia e 
nella concretezza del10 spirito creinoniano; doti queste che spiegano l'asce~i- 
dente esercitato da1 Maestro sulle giovani generazioni e 10 straordinario irn- 

, pulso degli studi geometrici che ne è conseguito. 
L'ordine cronologico seguito nella pubblicazione permette di vedere che 

- dopo una Nota attinente a ricerche di Geometria differenziale del BORDONI 
e uti'altra di Algebri~ formale suggerita al  CREMONA dall'attività del BHIO- 

SCHI - il genio del Nostro si volse al campo della Geometria proiettiva, at- 
trattovi dalle brillanti ricerche di CHASLES. Ma - sebbene destinato a svol- 
gere l'indirizzo più astratto della scienza (in rapport0 colle trasformazioni 
birazionali) - il CREMONA serbd pur seinpre il gusto del metrico, caratteristico 
della scuola francese. Parimente congiunse ne1 suo interesse gli argomenti di 
pura teoria, e le applicazioni pratiche, conie appare già da1 volume in esanie, 
il cui art. 26 concerne appunto la Prospettiva in rilievo di POUDHA. 

II lavoro principale del volume, uno dei più importanti del CREMONA e 
probabilmente quel10 clte esercitb la più larga influenza didattica, è l't< In- 
troduzione ad  una teoria geometrica delle curve piane » pubblicata già nelle 
Memorie dell'Accadeniia di Bologna del 1868. 

Corne è noto, questa non è una costruzione interamente originale. L'autore 
la presenta come un saggio, riato da1 desiderio di dirnostrare alçurii iinpor- 
tanti teoremi enunciati da STEINER, e allargatosi ad un  vero trattatello, in cui 
trovano posto nuovi resultati coordinati a quelli già eonseguiti da PL~CKER,  
CAYLEY, HESSE, CLEBSCH, SALMON . . . Pregio fondqmentale dell'opera è il di- 
segno sistematico della trattazione, che sostituisce al soccorso dell'analisi 
algebrica metodi sintetici di larga portata, ispirati dallo spirito geoiiietrico 
di PONCELET, CHASLES, JONQUIÈHES, MOBIUS. 

Questo rapido cenno sembra sufficiente per lo scopo nostro, d'invogliare 
soprattut to i giovani alla approfondita lettura dell'opera cremoniana. Oltre 
alla bellezza delle ricerche e all'arte singolare deli'esposizione, vi troveranno 
essi un vivo sentiment0 del valore della scienza e dell'insegnamento. E qui 
basta ricordare il programma contenuto nella magnifica prolusione di Bo- 
logna del 1860, che è l'art. '85 del volume, e le Note storiche che ne costi- 
tuiscono gli art. 88, 83. 

Ci resta infine da rilevare la diligenza amorosa con cui l'edizione del vo- 
lume è stata curata. La redazione originale del CREMONA è stata rispettata 
scrupolosamente sia per la sostanza che per la forma, ma vi sono state in- 
trodotte opportunamente varie aggiunte che l'autore stesso appose mano- 
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scritte sil qualche copia dei suoi lavori, probabilmente in vista di una nuova 
pubblicazione. Codeste aggiunte furono oggetto di rigoroso esame e di scelta 
per parte degli editori. Infine brevi e sobrie note, ciii ho già accennato, ser- 
von0 a mettere davanti al  lettore le lacune O le inende a cui non si sarebbe 
potuto riparare sema alterare il carattere genuino dell'opera. 

Cos1 dunque la pubblicazione, già da questo primo volume, promette 
di riuscire, sotto ogni riguardo, degna del Maestro che il concorde amore dei 
discepoli vuole far rivivere in mezzo alle più giovani generazioni scientifiche, 
e degna iysieme della massinia nostra Accademia che - onorando l'insigne 
geometra - ha felicemente espresso la gratitudine nazionale verso uno degli 
uomini che più hanno contribuito alla redenzione spirituale della nuova 
1 talia. 

Ne1 concetto del CREMONA - corne in quel10 dei grandi fattori del nostro 
risorgiinento - l'amore della scienza e l'amore della patria libera si fonde- 
vano in un unico ideale. « O giovani felici », - esclamava egli chiudendo la sua 
prolusione sopra citata, - u cui forturia concesse di assistere ne' più begli 
anni della vita alla resurrezione della patria vostra, svegliatevi e sorgete a 
contetnplare il novello sole che tiammepgia sull'orizzonte! Se la doppia ti- 
rannide del10 sgherro austriaco e del livido gesuita vi teneva oziosi e iinbelli, 
la libertà invece vi vuole operosi e vigili. Nelle arini e ne'militari esereizii 
rinvigorite il corpo; negli studi severi e costanti spogliate ogni ruggine di 
servitù e alla luce della scienza imparate a esser degni di libertà B. 

Bologiia, Ottohre 1913. 
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