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PRÉFACE.

Le T ra ité  de M écanique céleste, dont je publie aujourd’hui la pre

mière Partie, a pour base les Leçons que j ’ai faites à la Sorbonne 

depuis 1 883 comme suppléant, puis comme successeur de M. V. 
Puiseux. Les Leçons de ce Maître éminent brillaient par une clarté 
incomparable, et c’est un grand dommage pour la Science qu’elles 
n’aient jamais été publiées. Je suis heureux de les avoir suivies pen

dant plusieurs années, et les élèves de M. Puiseux en retrouveront des 

traces nombreuses dans mon Ouvrage.

Le Tome I comprend la théorie générale des perturbations, fondée 

sur la méthode de la variation des constantes arbitraires.

Dans le Tome II, je traiterai de la figure des corps célestes et de 

leurs mouvements de rotation.

Le Tome III sera consacré à la théorie de la Lune, à un abrégé de 

la théorie des satellites de Jupiter, à la méthode de Hansen pour le 

calcul des perturbations des petites planètes et aux divers travaux qui 
ont enrichi le domaine de la Mécanique céleste dans ces dernières 

années.
Le présent Volume est susceptible, je l’espère du moins, d’inté

resser les géomètres et les astronomes. J’ai présenté la méthode de la 

variation des constantes arbitraires, ou plutôt son application à la 

Mécanique céleste, de deux façons différentes, en me reportant aux 
travaux de Jacobi ou à ceux de Lagrange.

Cette méthode n’offre peut-être pas toujours le moyen le plus rapide 

d’arriver au calcul des perturbations, notamment quand il s’agit des 

astéroïdes; cependant, au point de vue de l’enseignement, elle est 

d’une grande simplicité.
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VI PREFACE.

Du reste, elle a permis à Le Verrier d’édifier ses théories des an

ciennes planètes. Les formules qui lui ont servi constamment dans 

l’ensemble imposant de ses recherches sont adaptées avec un rare 

talent aux besoins de la pratique, et j ’ai jugé utile de m’y conformer.

J’espère que les jeunes astronomes qui voudront étudier ce premier 
Volume n’éprouveront aucune peine à s’assimiler ensuite tous les 

détails des théories de Le Verrier, telles qu’elles ont été publiées 
dans les A n n a les de V O bservatoire.

J’ai cru devoir consacrer un Chapitre à la découverte de Neptune, 

qui a fourni la confirmation la plus éclatante de la théorie de la gravi

tation .
Bien que le Volume actuel traite surtout de l’application de la mé

thode de la variation des constantes arbitraires, j ’y ai donné nombre 

de résultats qui appartiennent aux méthodes de Hansen, dont l’expo

sition dans le Tome III aura été ainsi notablement facilitée.

Il va sans dire que, si le lecteur peut, avec le Traité actuel, s’initier 

assez facilement aux détails d’une science ardue, il ne sera pas dis

pensé, s’il veut la pénétrer plus profondément, de recourir au grand 

Traité de Laplace, dont tous les Chapitres présentent encore aujour

d’hui aux astronomes les plus exercés des sujets variés de méditations 

fécondes.

Je dois adresser de vifs remerciements à MM. Gauthier-Villars, qui 

ont apporté à l ’impression des soins minutieux et auront contribué 

ainsi à faciliter la lecture de l’Ouvrage.

J’ai plaisir à remercier aussi tout particulièrement M. O. Callandreau, 

qui ne s’est pas borné à m’aider dans la révision des épreuves, mais 

m’a donné souvent des conseils judicieux.

io novembre 1888.
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TRAITÉ
DE

MÉCANIQUE CÉLESTE.
TOME I.

INTRODUCTION.

1 .  E q u a t i o n  g é n é r a l e  d e  l a  D y n a m i q u e .  —  E n  c o m b i n a n t  l e  p r i n c i p e  d e  
d ’ A l o m b e r t  a v e c  c e l u i  d e s  v i t e s s e s  v i r t u e l l e s ,  L a g r a n g e  a  p u  c o n d e n s e r  e n  u n e  
s e u l e  é q u a t i o n  s y m b o l i q u e  l e s  é q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t  d ’ u n  s y s t è m e  q u e l 
c o n q u e  d e  p o i n t s  m a t é r i e l s  s o u m i s  t o u s ,  o u  q u e l q u e s - u n s  s e u l e m e n t ,  à  d e s  
f o r c e s  d o n n é e s .

C e t t e  é q u a t i o n  e s t

=  O

o u  e n c o r e

<■) 2  » ·  + S  ■»·) = 2  <x i * + + z f c >·

x ,  y ,  z  d é s i g n e n t  l e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  d ’ u n  p o i n t  q u e l c o n q u e  d u  
s y s t è m e ;  m  s a  m a s s e ;  X ,  Y ,  Z  l e s  c o m p o s a n t e s  p a r a l l è l e s  a u x  a x e s  d e  l a  r é s u l 
t a n t e  d e s  f o r c e s  d i r e c t e m e n t  a p p l i q u é e s  à ce p o i n t .  C e t t e  é q u a t i o n  ( i )  d o i t  a v o i r  
l i e u  p o u r  t o u s  l e s  s y s t è m e s  d e  v a l e u r s  d e s  v a r i a t i o n s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  S x ,  

S y , S z,  . . .  d e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  z ,  . . .  c o m p a t i b l e s  a v e c  l e s  l i a i s o n s  d u  s y s 

t è m e ;  d a n s  c e t t e  m ê m e  é q u a t i o n ,  l e  £  d u  p r e m i e r  m e m b r e  s ’ é t e n d  à  t o u s  l e s  

p o i n t s  d u  s y s t è m e ,  e t  c e l u i  d u  s e c o n d  s e u l e m e n t  à c e u x  d e  c e s  p o i n t s  a u x q u e l s  
d e s  f o r c e s  s o n t  a p p l i q u é e s .

T .  -  I . I
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2 INTRODUCTION.

L e s  l i a i s o n s  s e r o n t  r e p r é s e n t é e s  p a r  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d ’ é q u a t i o n s ,  t e l l e s  q u e

( 2 )
f{ t, x , y , s ;  x ' ,  —

? ( * , y ,  · ■ ·) =  ° ,

L e s  v a r i a t i o n s  Sx, §y, . . .  d e v r o n t  v é r i f i e r  l e s  é q u a t i o n s  s u i v a n t e s

% S x + ^ )y + - - - = ° t

o b t e n u e s  e n  d i f f é r e n t i a n t  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 )  p a r  r a p p o r t  à l a  c a r a c t é r i s t i q u e  S 

s a n s  f a i r e  v a r i e r  l e  t e m p s  t.

O n  s a i t  c o m m e n t ,  e n  i n t r o d u i s a n t  l e s  f a c t e u r s  i n d é t e r m i n é s  d e  L a g r a n g e ,  
o n  t i r e  d e  c e  q u i  p r é c è d e  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  d e s  d i v e r s  
p o i n t s  d u  s y s t è m e .

N o u s  a l l o n s  t r a n s f o r m e r  l ’ é q u a t i o n  ( 1 )  d e  m a n i è r e  à  e n  d é d u i r e  l e  p r i n c i p e  
d ’ H a m i l t o n .

2 .  P r i n c i p e  d ’ H a m i l t o n .  —  S o i t ,  d a n s  l e  s y s t è m e  c o n s i d é r é ,  n l e  n o m b r e  
d e s  p o i n t s  m a t é r i e l s  e t ,  p a r  s u i t e ,  3 n l e  n o m b r e  d e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y , ...;  s i  
3 n — k d é s i g n e  l e  n o m b r e  d e s  é q u a t i o n s  ( 2 )  d e  l i a i s o n ,  o n  p o u r r a  t i r e r  d e  c e s  
é q u a t i o n s  l e s  v a l e u r s  d e  3 n  —  k c o o r d o n n é e s  e n  f o n c t i o n  d e  t e t  d e s  k a u t r e s  q u i  
p o u r r o n t  ê t r e  c o n s i d é r é e s  c o m m e  d e s  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s ;  p o u r  p l u s  d e  
s y m é t r i e ,  o n  p o u r r a  d i r e  q u e ,  e n  p a r t a n t  d e s  é q u a t i o n s  ( 2 ) ,  i l  e s t  p o s s i b l e  d ’ e x 
p r i m e r  t o u t e s  l e s  c o o r d o n n é e s  e n  f o n c t i o n  d e  *  e t  d e  k v a r i a b l e s  indépendantes 

q{, q2, ..., qh; o n  a u r a ,  p a r  e x e m p l e ,

æ =  F ( i,  q u q i, q k).

L e s  v a r i a t i o n s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  £ g q ,  Bq2, ..., Bqk p o u r r o n t  ê t r e  a b s o l u m e n t  
q u e l c o n q u e s ;  q u a n t  a u x  v a r i a t i o n s  Sx, Sy, q u i  f i g u r e n t  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 1 ) ,  o n  
l e s  c a l c u l e r a  e n s u i t e  p a r  d e s  é q u a t i o n s  a n a l o g u e s  à  l a  s u i v a n t e

/as > «TCV , ÎF. , if.
( 3) +

o b t e n u e s  e n  d i f f é r e n t i a n t  l ’ e x p r e s s i o n  d e  x  p a r  r a p p o r t  à  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  S 

s a n s  f a i r e  v a r i e r  l e  t e m p s .
P o u r  a r r i v e r  a u  p r i n c i p e  d ’ H a m i l t o n ,  n o u s  a l l o n s  c o n s i d é r e r  l e s  Sqit q u i
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INTRODUCTION. 3

p e u v e n t  ê t r e  q u e l c o n q u e s ,  c o m m e  d e s  f o n c t i o n s  d e  t ,  f o n c t i o n s  a r b i t r a i r e s ,  
m a i s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s ;  e n  p a r t a n t  d e  l à ,  n o u s  t r a n s f o r m e r o n s  l ’ é q u a t i o n  ( i ) ;  
l e s  S x ,  Sy, . . .  s e r o n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  t d é t e r m i n é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( 3 ) ,  
e t  n o u s  p o u r r o n s  é c r i r e

¿Pas « d  (  dæ . \ d x  d dx
■ w 8 x = d t \ d i è x ) - - d t ^ r

P o u r  u n e  v a l e u r  d o n n é e  d e  t ,  q u a n d  o n  c h a n g e  x  e n  x  -+- S x ,  i l  e n  r é s u l t e  d a n s
cf.oc
-¿jj l e  c h a n g e m e n t o n  a u r a  d o n c

o u  b i e n

o n  e n  c o n c l u t

 ̂d x _ d  ( x  -t- Sx ) d x
dt dt dt

d S x  _  ̂d x  _

dt d t 5

d x  d d x  _  d x  . d x  4 * ( d x

dt dt dt dt * \ dt

d î t
e t  l ’ e x p r e s s i o n  d e  Sx d e v i e n t

( 4 )
d2x  « d  ( d x  ..
l ü ï S x = d t ( d ï § x dt J

D e  c e t t e  é q u a t i o n  e t  d e s  é q u a t i o n s  a n a l o g u e s  c o n c e r n a n t ^ ,  z ,  x ' ..............o n  d é d u i t

(5)
d y V  
d t)  7 m

O n  v o i t  s ’ i n t r o d u i r e  d a n s  c e t t e  é q u a t i o n  l a  d e m i - f o r c e  v i v e  d u  s y s t è m e ;  n o u s  l a  
r e p r é s e n t e r o n s  p a r  T  :

( 6 )
2 (d z  

h ' dt ) ' B 2
m v -.

S i  n o u s  p o s o n s

( 7 ) 2j(X&® +  Y iy +  Z As) =  U',
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4 INTRODUCTION.

l ’ é q u a t i o n  ( i )  d o n n e r a ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( 5 ) ,  ( 6 )  e t  ( 7 ) ,

( 8 ) i . \ J ^ i X  +  Î f S y  +  d- î ,
dt ¿ d  \ dt dt J dt

=  3 T  +  U ' .

L e  s e c o n d  m e m b r e  d e  c e t t e  é q u a t i o n  n e  c o n t i e n t  p l u s  r i e n  q u i  s e  r a p p o r t e  a u

s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s  e m p l o y é ,  c a r T  =  ^  n ’ e n  d é p e n d  p a s ,  e t  i l  e n  e s t

a i n s i  d e  U '  q u i ,  p a r  s a  d é f i n i t i o n  m ê m e ,  r e p r é s e n t e  l a  s o m m e  d e s  t r a v a u x  
d e s  f o r c e s  p o u r  l e  d é p l a c e m e n t  v i r t u e l  c a r a c t é r i s é  p a r  S x ,  Sy, . . . .

I l  e n  e s t  d e  m ê m e  a u s s i  d u  p r e m i e r  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 8 ) ,  c a r  l ’ e x p r e s s i o n

d x

dt

cL·

dt
L ·  v

r e p r é s e n t e  l e  p r o d u i t  d e  l a  v i t e s s e  v d u  p o i n t  M  p a r  l a  p r o j e c t i o n ,  s u r  l a  d i r e c t i o n  
d e  c e t t e  v i t e s s e ,  d u  d é p l a c e m e n t  v i r t u e l  8 s  d u  m ê m e  p o i n t  M  ( S i  a p o u r  p r o j e c 
t i o n s  s u r  l e s  a x e s  8x ,  8y ,  8 z ) .

M u l t i p l i o n s  l ’ é q u a t i o n  ( 8 )  p a r  d t  e t  i n t é g r o n s  e n t r e  t 0 e t  t,  d e u x  v a l e u r s  q u e l 
c o n q u e s  d e  t \ n o u s  t r o u v e r o n s

<9) [ 1  » ( i s*  + %  + a H T = i " < 3T + u'> *■

o ù  l e  p r e m i e r  m e m b r e  r e p r é s e n t e  l a  d i f f é r e n c e  d e s  v a l e u r s  q u e  p r e n d ,  p o u r

t  —  t 0 e t  t  =  t { ,  l ’ e x p r e s s i o n  ^  m  8 x  .4 - ^  S y  4 - ~  8 z j .

S i  n o u s  i m p o s o n s  a u x  v a r i a t i o n s  §<7,· l a  c o n d i t i o n  d e  s ’ a n n u l e r  p o u r  t =  t 0 e t  
/ =  £ , ,  i l  e n  s e r a  d e  m ê m e  d e s  v a r i a t i o n s  8 x ,  S y ,  e t  l ’ é q u a t i o n  ( 9 )  d o n n e r a

( 1 0 ) -t- o ;

c e t t e  f o r m u l e  c o n s t i t u e  c e  q u ’ o n  a p p e l l e  l e  p rin cip e  d 'H a m ilto n .

D a n s  u n  c a s  t r è s  g é n é r a l ,  i l  e s t  p e r m i s  d e  s i m p l i f i e r  l ’ é q u a t i o n  ( 1 6 )  : c ’ e s t  l e  
c a s  o ù  i l  e x i s t e  u n e  f o n c t io n  d es fo r c e s  U ,  c ’ e s t - à - d i r e  o ù  l ’ o n  a

dU Y - d û ,
d x 1 d y

dU
d x 1 ’

................ ..

Z a u
A s *

l a  f o n c t i o n  U  e s t  s u p p o s é e  n e  d é p e n d r e  q u e  d e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  z ,  x \  . . .  d e s  
d i v e r s  p o i n t s  d u  s y s t è m e  e t  d u  t e m p s  t  q u i  p e u t  y  f i g u r e r  e x p l i c i t e m e n t .
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INTRODUCTION. 5

' E n  se r e p o r t a n t  à l a  d é f i n i t i o n  d e  U ' ,  o n  t r o u v e r a

U ' d U  .  d û ,  d V y  
-3— 3x  +  -T— èy  -+- -5— Sz 
d x  oy az

=  3U,

e t  l ’ é q u a t i o n  ( 1 0 )  s ’ é c r i r a

o u ,  p l u s  s i m p l e m e n t ,

—. 0

( 1 1 ) a

U
( T  +  U ) d t  d o i t  ê t r e  n u l l e .a i n s i  l a  v a r i a t i o n  d e  l ’ i n t é g r a l e  J

f
( T  +  U ) r f i  =  0 ;

N o u s  s u p p o s e r o n s  d é s o r m a i s  l ’ e x i s t e n c e  d ’ u n e  f o n c t i o n  d e s  f o r c e s ,  d e  l a  n a 
t u r e  i n d i q u é e ,  c e  q u i  se t r o u v e r a  r é a l i s é  d a n s  l e s  a p p l i c a t i o n s  à  l ’ A s t r o n o m i e  
d o n t  n o u s  a u r o n s  à n o u s  o c c u p e r .

3 .  E q u a t i o n s  d e  L a g r a n g e .  — L e  p r i n c i p e  d ’ H a m i l t o n  s e  p r ê t e  t r è s  f a c i 
l e m e n t  à  l a  t r a n s f o r m a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  d ’ u n  
s y s t è m e ,  l o r s q u ’ a u  l i e u  d e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  o n  i n t r o d u i t  d ’ a u t r e s  
v a r i a b l e s  p o u r  d é t e r m i n e r  l e s  p o s i t i o n s  d e s  d i v e r s  p o i n t s  d u  s y s t è m e .

S u p p o s o n s  q u e ,  à  l ’ a i d e  d e s  é q u a t i o n s  d e  l i a i s o n  ( 2 ) ,  o n  a i t  e x p r i m é  l e s  c o 
o r d o n n é e s  x ,  y ,  z ,  x ' ,  . . .  d e  t o u s  l e s  p o i n t s  d u  s y s t è m e  e n  f o n c t i o n  d e  t  e t  d e s  
¿ v a r i a b l e s  in d ép en d a n tes  q { , q 2, . . . ,  q k. P o s o n s  d ’ u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e

l ’ e x p r e s s i o n  ( 6 )  d e  T  p r o u v e  q u e  c e t t e  q u a n t i t é  d e v i e n d r a  u n e  f o n c t i o n  d e  t ,  d e  
q K, q.i t  . . . ,  q k e t  d e  q \, q 2, . . . ,  q'k ; U  n e  d é p e n d r a  q u e  d e  t  e t  d e  <7,,  q 2, . . . .  qk. O n  
s a i t  q u ’ e n  d i f f é r e n t i a n t  p a r  r a p p o r t  à l a  c a r a c t é r i s t i q u e  S o n  d o i t  r e g a r d e r  c o m m e  
c o n s t a n t  l e  t e m p s  q u i  f i g u r e  e x p l i c i t e m e n t  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  d e  l i a i s o n  ; o n  a u r a  
d o n c '

i = k

i=  1

i=  1

p u i s
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6 INTRODUCTION.

e n  p o r t a n t  c e s  e x p r e s s i o n s  d e  S U  e t  d e  S T  d a n s  ( i  i ) ,  i l  v i e n d r a

o u  b i e n ,  e n  i n t é g r a n t  p a r  p a r t i e s ,

M a i s ,  p u i s q u e  l e s  v a r i a t i o n s  Bqi s o n t  s u p p o s é e s  n u l l e s  p o u r  / =  t 0 e t  p o u r  t  —  t , ,  

i l  v i e n t

i
e t  l ’ é q u a t i o n  ( i 3 )  p e u t  s ’ é c r i r e

c>(T +  U) 

à q i

d(T +  U)

àqu ] d t - - o .

C e t t e  é q u a t i o n  d o i t  a v o i r  l i e u  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  v a r i a t i o n s  i n f i n i m e n t  p e 
t i t e s  Bq , ,  Bq2, . . .  q u i  s o n t  i n d é p e n d a n t e s  l e s  u n e s  d e s  a u t r e s ;  o n  e n  c o n c l u t  q u e  
l ’ o n  d o i t  a v o i r  i d e n t i q u e m e n t

- Œ )
dt

dT

àqi

àT

àqi

d ü

àq,

au-r—  =  ° ,
àq  sd t

d(dT\
\  à q 'J dT au

dt àqk dqk °’

c a r ,  s i  c e s  q u a n t i t é s  n ’ é t a i e n t  p a s  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e s ,  o n  p o u r r a i t  d o n n e r  a u x
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INTRODUCTION. 7

v a r i a t i o n s  B q ,, Bq2, . . .  d e s  s i g n e s  t e l s  q u e ,  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  t  c o m p r i s e s  
e n t r e  t 0 e t  t , ,  c h a c u n e  d e s  e x p r e s s i o n s

s o i t  c o n s t a m m e n t  p o s i t i v e ,  e t  a l o r s ,  t o u s  l e s  é l é m e n t s  d e  l ’ i n t é g r a l e  ( i 4 )  a y a n t  
l e  m ê m e  s i g n e ,  c e t t e  i n t é g r a l e  n e  p o u r r a i t  p a s  ê t r e  n u l l e .

L e s  é q u a t i o n s  ( r 5 )  s o n t  d i t e s  é q u a tio n s  d e  L a g r a n g e ;  e l l e s  o n t  é t é  d o n n é e s  
p o u r  l a  p r e m i è r e  f o i s  p a r  c e  g r a n d  g é o m è t r e .

O n  v o i t  d o n c  q u ’ a u s s i t ô t  q u e ,  d a n s  l e s  p r o b l è m e s  d e  D y n a m i q u e  c o n s i d é r é s ,  
o n  a f i x é  l e  c h o i x  d e s  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s  à  l ’ a i d e  d e s q u e l l e s  o n  p e u t  e x 
p r i m e r  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  t o u s  l e s  p o i n t s  d u  s y s t è m e ,  o n  e s t  à  m ê m e  d e  f o r m e r  
s a n s  é l i m i n a t i o n ,  p a r  u n  c a l c u l  é l é g a n t  e t  f a c i l e ,  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  
p r o p r e s  à  d é t e r m i n e r  l e s  v a r i a b l e s  i n t r o d u i t e s .

4 .  Forme canonique d’Hamilton. —  N o u s  c o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  l e s  
p r o b l è m e s  d e  D y n a m i q u e  d a n s  l e s q u e l s  l e s  l i a i s o n s  s o n t  i n d é p e n d a n t e s  d u  
t e m p s ;  n o u s  a d m e t t o n s  t o u j o u r s  q u ’ i l  e x i s t e  u n e  f o n c t i o n  d e s  f o r c e s ,  d é p e n 
d a n t  s e u l e m e n t ,  c o m m e  n o u s  l ’ a v o n s  d i t ,  d e s  c o o r d o n n é e s  d e s  d i v e r s  p o i n t s ,  
e t  p o u v a n t  c o n t e n i r  e x p l i c i t e m e n t  l e  t e m p s .

S o i e n t  q , ,  q 2, . . . ,  q k l e s  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s  à l ’ a i d e  d e s q u e l l e s  o n  p e u t  
e x p r i m e r  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  t o u s  l e s  p o i n t s  ; o n  a u r a ,  p u i s q u e  l e s  l i a i s o n s  s o n t  

i n d é p e n d a n t e s  d u  t e m p s ,  d e s  e x p r e s s i o n s  d e  c e t t e  f o r m e

x  —  ^ { q u q2, . . ., q k)s

y  =  ® i ch ,  q · · · , q k ) ,

d ’ o ù ,  e n  r e p r é s e n t a n t  c o m m e  p r é c é d e m m e n t  p a r  q\ l a  d é r i v é e

E n  p o r t a n t  c e s  v a l e u r s  d a n s

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8  INTRODUCTION.

o n  t r o u v e r a  u n  r é s u l t a t  d e  c e t t e  f o r m e

I
2 Ï  =  A i . l # ',2 H -  2 A i , 2 < 7 i  q \  4 -  2 À 1>3 <7 1 <73 4 -  · · · -+- 2 A i ,A<7 i  Ç/c 

4 -  4 -  2Allzq'i q'î + . ■ . 4 -  2 A 2,/.<7 2 7 *

.......................................................................
\ 4- A k ,k q 'k ·O n  v o i t  q u e  T  e s t  u n e  f o n c t i o n  h o m o g è n e  e t  d u  s e c o n d  d e g r é  d e s  v a r i a b l e s  q'·, 

l e s  c o e f f i c i e n t s  A 1 ( ) ,  A , >2, . . .  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  d e s  v a r i a b l e s  q  n e  c o n t e n a n t  p a s  
l e  t e m p s  e x p l i c i t e m e n t .

L e s  v a r i a b l e s  q  s e r o n t  d é t e r m i n é e s  p a r  k  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s ,  t e l l e s  q u e

(17)

( * L \
\dq'i) dT  .

dt dqi dqi’

q u a n d ,  a p r è s  a v o i r  f o r m é  l a  d é r i v é e  p a r t i e l l e o n  r e m p l a c e r a  < /,,  </'2 ,  . . .

r e s p e c t i v e m e n t  p a r  · · ·> o n  v o i t  q u e  l ’ é q u a t i o n  ( r 7 )  s e r a  u n e  é q u a t i o n

d i f f é r e n t i e l l e  d u  s e c o n d  o r d r e .  L e  p r o b l è m e  d é p e n d r a  d o n c  d e  l ’ i n t é g r a t i o n  d e  
k  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  s i m u l t a n é e s  d u  s e c o n d  o r d r e .

N o u s  a l l o n s  a c t u e l l e m e n t  f a i r e  u n  n o u v e a u  c h a n g e m e n t  d e  v a r i a b l e s  e n  p o 
s a n t

( . 8 )
à T  __ _  # r  _
d q \ ~ P l ’  d q ' , - P i ’  · ■ · ’ dq'/c- P k ;

n o u s  r e m p l a c e r o n s  l e s  k  v a r i a b l e s  q p a r  l e s  k  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s />,·. 
S i  l ’ o n  t i e n t  c o m p t e  d e  ( 1 6 ) ,  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 8 )  p o u r r o n t  s ’ é c r i r e

| p l =  A m <7 j 4 -  A , , 2Q'a 4 - ·  · · 4 - A |  ji-q'/c 

( l 9 ) ] Pi  —  A j tiq\ 4 -  A 2, 2^2 4 - . .  . 4 - A 2 , a- î7 æ >

E n  r é s o l v a n t  c e s  k  é q u a t i o n s  d u  p r e m i e r  d e g r é ,  o n  a u r a  l e s  v a l e u r s  d e  q \, 

q \,  . . . .  q \  e n  f o n c t i o n  d e p , , p 2, ·■ ·, p k e t  d e  q {, q 2, . . . ,  q k, e t  s i  l ’ o n  r e p o r t e  c e s  
v a l e u r s  d a n s  ( 1 6 ) ,  o n  t r o u v e r a  u n  r é s u l t a t  d e  l a  f o r m e

2 T  =  B 1(1 p\-l· 2 B 1(2/J1 /»J 4 - .  . . 4 -  ^ l ,k P lP k

4 - B Si2 / ? 2 4 -  . . . 4 -  i^ i,kP îP k
4 - .............................................................................

4 -

o ù  l e s  c o e f f i c i e n t s  B t>l,  B , >2,  . . .  s e r o n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  < 7 , ,  q 2, . . . , q k.
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INTRODUCTION. 9
' Q u a n t  à l a  f o n c t i o n  U ,  e l l e  n e  c h a n g e r a  p a s ,  p u i s q u ’ e l l e  e s t  s u p p o s é e  n e  p a s  

c o n t e n i r  l e s  v a r i a b l e s  q '.

T ,  q u i  é t a i t  d ’ a b o r d  u n e  f o n c t i o n  d e s  v a r i a b l e s  q t e t  q \ ,  d e v i e n t  m a i n t e n a n t  
u n e  f o n c t i o n  d e s  v a r i a b l e s  q t e t / ) , · ;  d ’ a p r è s  c e  q u ’ o n  a d i t  p l u s  h a u t ,  qi  n ’ e n t r e  
p a s  d e  l a  m ê m e  m a n i è r e  d a n s  l e s  d e u x  e x p r e s s i o n s  d e  T ;  i l  c o n v i e n t  d e  d é s i g n e r

p a r  l a  d é r i v é e  p a r t i e l l e  d e  T  p r i s e  d a n s  l ’ h y p o t h è s e  d e s  v a r i a b l e s  q t e t  q t ;

l a  d é r i v é e  p r i s e  d a n s  l ’ h y p o t h è s e  d e s  v a r i a b l e s  e t  />,· s e r a  r e p r é s e n t é e  s i m p l e -
. dT 

m e n t  p a r  ·

L ’ é q u a t i o n  ( 1 7 ) ,  e n  a y a n t  é g a r d  à  ( 1 8 ) ,  s ’ é c r i r a  d o n c

(20)
dPi _  rd T - l _  dû _ 
dt \_dqt\ ~  dqi

O n  a u r a ,  p o u r  l a  d i f f é r e n t i e l l e  t o t a l e  d e  T  p r i s e  d a n s  l e  p r e m i e r  c a s ,

o u

(21) dT= 2

e t ,  p o u r  l a  m ê m e  d i f f é r e n t i e l l e  t o t a l e  p r i s e  d a n s  l e  s e c o n d  c a s ,

/ \ JT V 1 dT , dT ,( 2 2 )

O n  a  e n f i n ,  e n  a p p l i q u a n t  l e  t h é o r è m e  d e s  f o n c t i o n s  h o m o g è n e s  à T ,

•T=2 « $
o u  b i e n

(23) 2 T  — ^ p t q '; ,

d ’ o ù

2 d 'ï  —  2 ] P i dq'i +· £  q't dPi·

E n  r e t r a n c h a n t  d e  c e t t e  é q u a t i o n  l ’ é q u a t i o n  ( 2 1 ) ,  i l  v i e n t

(»4 )

T. -  I.
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IO INTRODUCTION.

e t ,  e n  c o m p a r a n t  l e s  d e u x  e x p r e s s i o n s  ( 2 2 )  e t  ( 2 4 )  d e  d T ,  o n  t r o u v e

( 2 5 )

c e t t e  d e r n i è r e  é q u a t i o n  p e u t  s ’ é c r i r e

( 2 6 ) dqt
d t

¿ T .
d p i

O n  t i r e ,  d u  r e s t e ,  d e  ( 2 0 )  e t  ( 2 5 ) , .

( 2 7 )
d p i   <)T <?ü
d t  à q t  à q t

E n  d o n n a n t  à  *  l e s  v a l e u r s  1 ,  2 ,  . . . .  k ,  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 6 )  e t  ( 2 7 )  p r é s e n t e n t  
l e  r é s u l t a t  c h e r c h é  s o u s  la  f o r m e  d e  i k  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  s i m u l t a n é e s  
d u  p r e m i e r  o r d r e ,  d ’ a s p e c t  t r è s  s i m p l e .

M a i s  o n  p e u t  o b t e n i r  e n c o r e  p l u s  d e  s y m é t r i e  e n  i n t r o d u i s a n t  u n e  n o t a t i o n  
s p é c i a l e  p o u r  r e p r é s e n t e r  l a  d i f f é r e n c e  T  —  U  e t  p o s a n t

H  =  T  — U ;

s i  l ’ o n  r e m a r q u e  q u e ,  p a r  h y p o t h è s e ,  U  n e  c o n t i e n t  p a s  l e s  v a r i a b l e s  p if o n  v o i t  
q u e

ctfl _
d p i  ~ ~  d p i

O n  a ,  d u  r e s t e ,
¿ H  __ ¿ T  __ ¿ U  
dqt ~  dqi àqt

e t  l e s  f o r m u l e s  ( 2 6 )  e t  ( 2 7 )  d e v i e n d r o n t  l e  t y p e  d e s  é q u a t i o n s  d u  g r o u p e  s u i 
v a n t  :

I I  —
dqi _  <)H

d t dpi

( 2 8 )  { f ! f î _  +  d H

J d t dpi

[ d q k _  ^
\ d t ~~ dpk

I l  r é s u l t e  d e  l à  q u e  l a  r é s o l u t i o n  d ’ i

- U ,
dp\ d H
d t d q t *

d p i d ll
d t d q i  ’

d p k  _ <)H
d t d q k

p r o b l è m e  q u e l c o n q u e  d e  D y n a m i q u e
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INTRODUCTION. I I

( a v e c  l e s  r e s t r i c t i o n s  é n o n c é e s )  se r a m è n e  à  l ’ i n t é g r a t i o n  d ’ u n  s y s t è m e  d e  
i k  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  s i m u l t a n é e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d a n s  l e q u e l  l e s  v a 
r i a b l e s  s o n t  c o n j u g u é e s  d e u x  à  d e u x ;  l a  d é r i v é e  d e  l ’ u n e  q u e l c o n q u e  d e s  v a r i a b l e s  
p a r  r a p p o r t  a u  t e m p s  e s t  é g a l e  à  l a  d é r i v é e  p a r t i e l l e  d ’ u n e  m ê m e  f o n c t i o n  H ,  
p r i s e  p a r  r a p p o r t  à  l a  v a r i a b l e  c o n j u g u é e ,  o u  à  c e t t e  d é r i v é e  c h a n g é e  d e  s i g n e .  

C e s  é q u a t i o n s  ( 2 8 )  s o n t  d i t e s  r a m e n é e s  à l a  f o r m e  c a n o n iq u e .

5 .  T h é o r è m e  d ’ H a m i l t o n .  —  S u p p o s o n s  q u e  l ’ o n  a i t  i n t é g r é  l e s  2 k  é q u a 
t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  s i m u l t a n é e s  ( 2 8 ) ;  o n  a u r a  d o n c  e x p r i m é  l e s  v a r i a b l e s  q ( e t  
P i  e n  f o n c t i o n  d e  t  e t  d e  2 k  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  c K, c 2, . . . ,  c 2k; o n  p o u r r a  
e x p r i m e r  d e  l a  m ê m e  m a n i è r e  l a  f o n c t i o n  H .  C h e r c h o n s ,  d a n s  c e t t e  s u p p o s i t i o n ,

(JII
l a  d é r i v é e  p a r t i e l l e  n o u s  a u r o n s

(JH  (JH d p i  (JH d p i  jJH d p k

d c t  ~  d p i  d c t  d p 2 (Je,· '  "  d p /e d c t

(JH d c p  +  ¿H d q i  +  | (JH d g k

d q i  d c t  d q 2 (Je, “  '  d q k  d c t

o u  b i e n ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e s  é q u a t i o n s  ( 2 8 ) ,

d H  _  +  dqi dpi +  dq^ dp  ̂ ■ d q k dpk

dci d t dci d t dct dt àci

_  ¿ P i  à q i  _  ÿ h  d < h  _  _  d P ±  à q _ k

d t dct d t dci d t de ,· ’

c e  q u e  l ’ o n  p e u t  e n c o r e  é c r i r e

a n
d ct

1 d q  j
à ï i [ P l ~dt + P i

d

d q 2

d t
P k

d q i  à q 2

~ d t [ P i dFi + p % d ^ + - - - + P k d ^

d q ,e\  

d t  )

d q / ,

o u  e n c o r e ,  à  c a u s e  d e  l a  r e l a t i o n  ( 2 3 ) ,

«JH 2  (JT d

d c t  à  Ci d t  \  dct

à q  1 d q , d q k

+ ^ d i r i + - - - + p , e ^ r·d c i

O n  e n  t i r e ,  e n  r e m p l a ç a n t  H  p a r  T  - -  U ,

<J(T-+-U)._ d  (  dqi d q t
—f \ P i  X T  + ^ 2  7ÏT. +  · · · +  P k J ï i  J. d C i  -  d t  d c t  1 d c t

M u l t i p l i o n s  c e t t e  é q u a t i o n  p a r  d t  e t  i n t é g r o n s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  t 0 e t  t ,  t 0 é t a n t
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s u p p o s é  i n d é p e n d a n t  d e s  c o n s t a n t e s  e ( ;  n o u s  t r o u v e r o n s

( 2 9 )
W , f ,  ( t + u ) * - + ( p « ^ + ^

Pl
d q  1
dci

à ¿h 

dC(

dq¡
d ci

à q k\

+  Pic
à q iA
d ct

l e s  i n d i c e s  t 0 e t *  p l a c é s  a u - d e s s o u s  d e s  p a r e n t h è s e s  i n d i q u a n t  q u ’ il  f a u t  y  r e m 
p l a c e r  t  s u c c e s s i v e m e n t  p a r  t  e t  

P o s o n s

.  ( 3o )  S : = f  ( T  +  U ) A ;
J  U

c e t t e  f o n c t i o n  a é t é  a p p e l é e  p a r  H a m i l t o n  jo n c t io n  p r in c ip a le ;  e l l e  e s t ,  d ’ a p r è s  c e  
q u i  p r é c è d e ,  e x p r i m é e  à  l ’ a i d e  d e  t  e t  d e s  2 k  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  c , ,  

c 2, . . . ,  c h  . . . ,  c 2k. D o n n o n s  à  c e s  c o n s t a n t e s  d e s  v a r i a t i o n s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  Sc¡ 

i n d é p e n d a n t e s  l e s  u n e s  d e s  a u t r e s  ; d é s i g n o n s  p a r  Sg¡ e t  S S  l e s  v a r i a t i o n s  c o r r e s 
p o n d a n t e s  d e q ¿ e t  d e  S ;  n o u s  a u r o n s

as

è q 2

d S  » d S  .
5ï ; 3': ' +  æ ; ' , c* + · 

h l ) o , +  p t c ,  +  ..
OCi C/Cg

<)S ,
+  3?<dc‘ ·

^  à S  ,

D é s i g n o n s  p a r  ( / ? ,· ) „ ,  ( q ¿ ) 0> ( fy ¿ )o  c e  q u e  d e v i e n n e n t  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  p h  q¡ 

e t  Bq¡ q u a n d  o n  y  f a i t  t —  t 0 ;  s i  n o u s  m u l t i p l i o n s  l ’ é q u a t i o n  ( 2 9 )  p a r  e t  s i ,  
a t t r i b u a n t  à  l ’ i n d i c e  i  l e s  v a l e u r s  1 ,  2 ,  . . . ,  2 k ,  n o u s  f a i s o n s  l a  s o m m e  d e s  
é q u a t i o n s  o b t e n u e s ,  n o u s  t r o u v e r o n s

(31) S S z = p l è q l -\-p2dq2 +  . . . + p kdqk — (/>i)0(39t)o — (pt)o(fyt)o — · · • — (Pk)o{àqk)o·

S  é t a i t  d ’ a b o r d ,  c o m m e  n o u s  l ’ a v o n s  d i t ,  u n e  f o n c t i o n  d e  t  e t  d e s  2 k  c o n s t a n t e s  
a r b i t r a i r e s ;  o r ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  £,· u n e  c e r t a i n e  f o n c t i o n  d e  t  e t  d e s  c o n s t a n t e s ,  
o n  a

(32) qi —  Ki{t, c l} c îf . c2&),  

d ’ o ù  l ’ o n  d é d u i t

( 3 3 ) (q¡)o —  Ki(to, c u Ci, c 2k)·

O n  a  k  é q u a t i o n s  t e l l e s  q u e  ( 3 2 )  e t  k  t e l l e s  q u e  ( 3 3 ) ;  o n  e n  p e u t  t i r e r  l e s  v a 
l e u r s  d e s  2 k  c o n s t a n t e s  c , ,  c 2, c îk  e n  f o n c t i o n  d e  t ,  t Q, q K, q 2, . . . ,  q k e t  d e
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INTRODUCTION. i 3

( < / , ) „ ,  ( # 2 )o> · · · .  {<lk)0 e t  l e s  r e p o r t e r  d a n s  S ,  q u i  d e v i e n d r a  u n e  f o n c t i o n  d e s  
'  m ê m e s  q u a n t i t é s ;  o n  a u r a  d o n c ,  e n  r e m a r q u a n t  q u e  d a n s  l e  c a l c u l  d e  S S  o n  n e  

d o i t  f a i r e  v a r i e r  n i  t  n i  t 0,

( 3 4 )

»0 d S  .  (JS » à §  .
i * = d ï i 9* ' + d ï t 9 q * +  - - - + d ï k d‘Ik

à S
■(fyi)o

dS
( ^ 2)0

<?S
à ( q  1 ) 0  ' (̂7 2 ) 0  à {q ic)o

E n  c o m p a r a n t  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 3 i )  e t  ( 3 4 )  d e  & S ,  o n  t r o u v e

dS

(^ 7*)o -

(35)

(36)

à  S
à qi _/>1

as
d ( 7 i) »

à q  2

— (/>!
as

a (72)0 : --- (Pi)o>

as
íí

as
à q k - p k ’

à { q k)o
(P k )  0 ·

O n  p e u t  m a i n t e n a n t ,  si  l ’ o n  v e u t ,  r e g a r d e r  l e s  2 Æ  q u a n t i t é s  ( < 7 , ) , , ,  
( y 2 ) 0 , ···> ( 7 a ) o > ( / > , ) « ,  ( ^ 2 ) 0 ..............( f k ) » c o m m e  d e  n o u v e l l e s  c o n s t a n t e s  a r b i 
t r a i r e s  p o u v a n t  r e m p l a c e r  l e s  a n c i e n n e s  c ( ,  c 2 ,  . . . ,  c 2k; a l o r s  l e s  2 k  é q u a 
t i o n s  ( 3 5 )  e t  ( 3 6 )  s e r o n t  l e s  i n t é g r a l e s  g é n é r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 2 8 ) .  E n  se 
p l a ç a n t  a u  p o i n t  d e  v u e  s p é c i a l  d u  p r o b l è m e  d e  D y n a m i q u e  c o n s i d é r é ,  o n  p o u r r a  
d i r e  q u e  l e s  é q u a t i o n s  ( 3 6 )  s o n t  l e s  i n t é g r a l e s  d e  c e  p r o b l è m e  ; c a r ,  à  e l l e s  
s e u l e s ,  e l l e s  d o n n e n t  l e s  v a l e u r s  d e  q {, q 2, . . . ,  <7* e t ,  p a r  s u i t e ,  l e s  v a l e u r s  d e s  
c o o r d o n n é e s  d e  t o u s  l e s  p o i n t s  d u  s y s t è m e  e x p r i m é e s  e n  f o n c t i o n  d e  t  e t  d e  
2 k  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s .  L a  f o r m e  r e m a r q u a b l e  s o u s  l a q u e l l e  s e  p r é s e n t e n t  l e s  
é q u a t i o n s  ( 3 6 )  d o n n e  l i e u  a u  t h é o r è m e  s u i v a n t ,  d û  à H a m i l t o n  :

L es in té g ra le s  d ’ u n  p ro b lèm e d e  D y n a m iq u e , d a n s  le q u e l les lia iso n s so n t in d é 

p e n d a n te s  d u  tem ps et o ù  i l  e x is te  u n e  f o n c t i o n  des fo r c e s  in d é p e n d a n te  d es v i

tesses, p e u v e n t to u tes s ’ e x p r im e r  en  é g a la n t  à  des c o n sta n te s  les dérivées p a rtie lle s  

d ’ u n e  a u tre  f o n c t i o n  S  p rise  p a r  ra p p ort à  d ’ a u tres co n sta n tes.

D ’ a p r è s  l a  m a n i è r e  d o n t  l a  f o n c t i o n  S  a  é t é  i n t r o d u i t e ,  i l  s e m b l e  q u e ,  p o u r  
l a  c o n n a î t r e ,  i l  s o i t  n é c e s s a i r e  d ’ a v o i r  p r é a l a b l e m e n t  r é s o l u  l e  p r o b l è m e  p r o p o s é  ; 
i l  p a r a î t  e n  e f f e t  n é c e s s a i r e  d ’ e x p r i m e r  d ’ a b o r d  T  -1 -  U  e n  f o n c t i o n  d e  t  e t  d e s

i k  c o n s t a n t e s  c¡,  d ’ e f f e c t u e r  l a  q u a d r a t u r e  f  ( T  +  U ) c f c  e t  d ’ e x p r i m e r  e n s u i t e

l e  r é s u l t a t ,  e n  f o n c t i o n  d e  t ,  d e s  k  v a r i a b l e s  q K, q 2, . . . ,  qk e t  d e s  k  c o n s t a n t e s  

( ? , ) « .  ( ^ 2 ) 0 *  ···> ( ? a ) 0 ; h e u r e u s e m e n t ,  o n  p e u t  o p é r e r  a u t r e m e n t .  H a m i l t o n  a 
p r o u v é ,  e n  e f f e t ,  q u e  c e t t e  f o n c t i o n  S  v é r i f i e  u n e  c e r t a i n e  é q u a t i o n  a u x  d é r i v é e s  
p a r t i e l l e s  d u  p r e m i e r  o r d r e .

P o u r  l e  f a i r e  v o i r ,  r e m a r q u o n s  q u e  l ’ é q u a t i o n  ( 3 o )  d o n n e
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D ’ a p r è s  c e  q u ’ o n  a  d i t  p l u s  h a u t ,  S  e s t  u n e  f o n c t i o n  d e  t ,  d e s  v a r i a b l e s  qi  e t  d e s  
c o n s t a n t e s  (<7 , ) 0 ;  S  c o n t i e n t  d o n c  l e  t e m p s  e x p l i c i t e m e n t  e t  i m p l i c i t e m e n t ,  e t  l ’ o n  
a u r a

d S  dS dS d q i

d t dt dqt d t

o u  b i e n ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e  ( 3 5 )  e t  ( 3 7 ) ,

T + D = f  + ! > ? ; ·

o u  e n c o r e ,  e n  a y a n t  é g a r d  à  l a  f o r m u l e  ( 2 3 ) ,

T  +  U = Æ  +  a T .

P o s o n s  c o m m e  p r é c é d e m m e n t  H  =  T  —  U ,  e t  n o u s  a u r o n s

( 3 8 ) §  +  «  =  » ·

L a  f o n c t i o n  U  n e  c o n t i e n t  q u e  l e  t e m p s  t e t  l e s  v a r i a b l e s  qp, m a i s  T  d é p e n d  
d e s  v a r i a b l e s  97 e t  q't o u  b i e n  d e s  v a r i a b l e s  q i  e t  jo,·; o n  p e u t  d o n c  é c r i r e  l ’ é q u a 
t i o n  ( 3 8 )  c o m m e  i l  s u i t  :

dS T
■ 7^7 · · ·  1 Ç a· i P i i  P î > · · · > P k )  —  o»

o u  e n c o r e ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( 3 5 ) ,  

v dS „ /  dS dS( 3 9) * + H  ^ q ^ q , ,  . . . , q k -
dS \

O n  v o i t  d o n c  q u e  l a  f o n c t i o n  S  e s t  u n e  i n t é g r a l e  c o m p l è t e  d ’ u n e  é q u a t i o n  a u x  
d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  d a n s  l a q u e l l e  f i g u r e n t  l e s  k  - + - 1  v a r i a b l e s  
i n d é p e n d a n t e s  t ,  q t , q 2, ..., q k ·, c e t t e  i n t é g r a l e  c o n t i e n t  l e s  k  c o n s t a n t e s  ( q , ) 0, 

( q 2) 0, . .  ,  ( q k) 0, s a n s  c o m p t e r  l a  c o n s t a n t e  q u ’ o n  p e u t  l u i  a j o u t e r  d i r e c t e m e n t ,  
p u i s q u e  l ’ é q u a t i o n  ( 3 9 )  n e  c o n t i e n t  p a s  S ,  m a i s  s e u l e m e n t  s e s  d é r i v é e s  p a r 
t i e l l e s .

R e m a r q u e .  —  L ’ é q u a t i o n  ( 3 g )  e s t  d u  s e c o n d  d e g r é  p a r  r a p p o r t  a u x  d é r i v é e s  

dq~’ dq~ ’  * "  ’  d q l ’3 ce â e s *" u n e  c o n s ®(l u e n c e  d e s  f o r m u l e s  ( 1 6 ' )  e t  ( 3 5 ) .

6 .  R é c i p r o q u e  d e  J a c o b i .  —  I l  y  a v a i t  l i e u  d e  s e  d e m a n d e r  s i ,  e n  p r e n a n t  
p o u r  S  u n e  i n t é g r a l e  c o m p l è t e  q u e l c o n q u e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 3 g ) ,  o n  a u r a i t  e n c o r e  
l e s  i n t é g r a l e s  d u  m o u v e m e n t  s o u s  l a  f o r m e  r e m a r q u a b l e  e x p r i m é e  p a r  l e s  é q u a -
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t i o n s  ( 3 5 )  e t  ( 3 6 ) ;  c ’ e s t  c e  q u ’ a f a i t  J a c o b i  e n  d é m o n t r a n t  l e  b e a u  t h é o r è m e  
s u i v a n t  :

S o it l ’ é q u a tio n

< 4 0  §  +  «  =

d a n s la q u e lle  H  =  T  —  U  est u n e  fo n c tio n  d e  t et des î le  v a ria b les q K,  q 2, . . . .  q k,
^g

p t , p 2, p k ; en  f a is a n t  p¿ —  , o n  o b tie n t u n e  é q u a tio n  a u x  dérivées p a rtie lles

d u  p re m ie r  ordre c o n te n a n t k  H -  i  v a ria b les  in d é p e n d a n te s  t ,  q , ,  q 2 ..............q k. Su p p o 

son s qu e l ’ o n  a it  o b te n u  u n e  in té g ra le  com p lète  S  d e  cette  é q u a tio n , c e s t-à -d ir e  u n e  

so lu tio n  jo n c t io n  d e  t  e t des k  v a ria b les  q¿ e t  c o n te n a n t k  c o n sta n tes  arbitraires, 

a,, a 2..............a A ,  in d é p e n d a m m e n t d e  la  co n sta n te  q u e  V o n  p e u t to u jo u rs a jo u te r  d i

rectem en t à  S  ; alors les é q u a tio n s

(40

(40

dS
dat =  K

dS _  
d q i  ~ Pl>

da2 “

dS _  
àq2 ~ Pi’

ds
d a k

dS
d q k

-  P/o

— Pk,

d a n s lesquelles  (3 , ,  (32,  (3*  d é s ig n e n t k  n ouvelles c o n sta n te s , seron t les in tég ra les

g én éra les  d u  sy stèm e des i k  é q u a tio n s d ijféren tie lles  s im u lta n ées

( 4 3 )

d q x dH dp  ̂ dH
dt àpx’ dt dqx

d q k _ dH dp k dH
dt à p f dt d q k

D i f f é r e n t i o n s  e n  e f f e t  l e s  é q u a t i o n s  ( 4 i )  c o m p l è t e m e n t  p a r  r a p p o r t  a u  t e m p s :  
n o u s  a u r o n s

Í
d2 S  d2 S  dqx  d2S  defo d2S  d q k

d a t d t  d a i d q i  d t  à x t d q % d t  ’ ' ' d<x¡ d q k d t

d2S d2S d q x d2S dq^ t . d2S d q k
da2 dt da2 di/t dt da2 dq2 dt ' "  da2 d q k dtd*S d2S dqx - d2S dq2 d2S dqk _

d a kdt da.k dqi d t '  dcckdq2 d t dak dqk dt

S i ,  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 4 o ) ,  o n  s u p p o s e  S  r e m p l a c é  p a r  s a  v a l e u r  e n  f o n c t i o n  
d e  t ,  d e s  v a r i a b l e s  q¡ e t  d e s  c o n s t a n t e s  a,· ,  o n  a u r a  u n e  i d e n t i t é  ;  o n  p e u t  d o n c  
d i f f é r e n t i e l ·  r e l a t i v e m e n t  a u x  c o n s t a n t e s  a,· o u  p a r  r a p p o r t  a u x  v a r i a b l e s  q'r  F a i -
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s o n s - l e  d ’ a b o r d  p a r  r a p p o r t  à  a ,  : n o u s  t r o u v e r o n s

d 2S ¿ H  ^  +  ^  +  d H  dl ± - 0

d t  d x l d p i  d x t d p i  d x t ' ’ ' d p k d x t

o u  b i e n ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e  ( 4 ^ ) .

d 2S d H  d‘-S  d H  d 2S d H  d 2S
-------------  H----------- -----------------------f -  ------- ----------------------- h  . . .  H----------- --------------------

. O l à X i  d p i d q t d x i  d p t d q 2 dai  d p k d q k d x t

O n  t r o u v e r a  d ’ a u t r e s  é q u a t i o n s  t o u t e s  p a r e i l l e s  e n  d i f ï e r e n t i a n t  ( 4 o )  p a r  r a p 
p o r t  à oc.2, a 3,  ctk, e t  l ’ o n  p o u r r a  é c r i r e  c e t  e n s e m b l e  d ’ é q u a t i o n s

( 4 5 )

/ d2S d 2S d H  d 2S d H  d 2S d H---------- |_------------------ (_--------- ---------1— . . . —|------------ ------
d t  d x t d q i  à x i d p t d q % d x t d p t d q k d x i  d p k

d 2 S d 2S d H  d 2S d H  d 2S d H
----------1----------- -----  H----------- --------- h . . . +  ----------  ----

< d t  d x i  d q i  à x i  d p x d q 2 d x 2 d p 2 d q k d x 2 à p k

d 2S d 2S d H  d 2S d it  d 2S d H
à t d x k àq\ d x k d p x d q 2d x k d p 2 ' " + d<j k à x k à p k

O n  v a  c o m p a r e r  c e  s y s t è m e  d ’ é q u a t i o n s  a v e c  l e  s y s t è m e  ( 4 4 ) ;  o n  s a i t  q u e  
l ’ o n  a

d2S _  d2S 
dx.i d t  d t  d x i  ’

d2S _  d2S 
d q t à x j  ~~ d x j d q i ’

i l  e n  r é s u l t e  q u e ,  s i  l ’ o n  c o n s i d è r e ,  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 4 4 ) »  · · · >  — ■

c o m m e  l e s  i n c o n n u e s  e t  si  l ’ o n  p r e n d  p o u r  i n c o n n u e s ,  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 4 5 ) ,
d H  d ll d H
d -, ^  » ■ > o n  a u r a  d e u x  s y s t è m e s  d e  k  é q u a t i o n s  d u  p r e m i e r  d e g r é  à

k  i n c o n n u e s .  D a n s  l e s  d e u x  s y s t è m e s ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  i n c o n n u e s  e t  l e s  t e r m e s  
t o u s  c o n n u s  s e r o n t  l e s  m ô m e s ;  d o n c  l e s  i n c o n n u e s  c o r r e s p o n d a n t e s  a u r o n t  l e s  
m ê m e s  v a l e u r s  d a n s  l e s  d e u x  s y s t è m e s .  O n  e n  c o n c l u t ,  d ’ u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e ,

( 4 6 ) d q i  _  d H .
d t  d p i ’

l a  p r e m i è r e  m o i t i é  d e s  f o r m u l e s  ( 4 3 )  e s t  a i n s i  d é m o n t r é e .  
P a r t o n s  m a i n t e n a n t  d e  l ’ é q u a t i o n

dS
P i  d q i  ’
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INTRODUCTION.

n o u s  e n  d é d u i r o n s

‘ 7

d p i __ d2S d2S d q v (J2S  ̂ d2S dq^^

d t dqt dt dqi d qx d t  +  dqi dq2 d t dqt dq *  dt

o u ,  e n  a y a n t  é g a r d  à ( 4 6 ) ,

d p t '_  d*S  d « S  ¿ H  t | ^ 2S
'  ^ d t d q i d t ^  d qi d qi  àpx +  à q ià q % dpi dqi dqu dpu

O r ,  e n  d i f f é r e n t i a n t  ( 4 o )  p a r  r a p p o r t  à  q i,  o n  t r o u v e

_ d 2S <fH d û  dpi <)U dp 2 <JH dp/c

d t d q i  àqi dpi dqt dp2 dqi dp/c Oqt

o u  b i e n
’ _  ¿2S c>H d2S dti ¿ 2S ¿II
°  _  d t  à q i  d q i  d q ¡  d q ¡  d p v +  ' ' ' +  àq/c d q t d p * ’

e n  r e m a r q u a n t  q u e  ( 4 2 )  d o n n e

d p j  _  ¿ 2S
d q i  ~~ d q j  d q i

E n  r a p p r o c h a n t  c e t t e  é q u a t i o n  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 4 7 ) »  o n  o b t i e n t

d p ¡ __^  ¿ H
d t  d q t

d o n c  l a  s e c o n d e  m o i t i é  d e s  f o r m u l e s  ( 4 3 )  e s t  d é m o n t r é e .
O n  v o i t  d o n c  q u e  l e s  é q u a t i o n s  ( 4 i )  e t  ( 4 2 ) ,  q u i  d é t e r m i n e n t  l e s  2 k  v a r i a b l e s  

P i  e t  q¡  e n  f o n c t i o n  d e  t e t des  2 k  co n sta n tes  a rb itra ires  a t· et  (3,·, s o n t  b i e n  l e s  
in té g ra le s  g én éra les  d e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  s i m u l t a n é e s  ( 4 3 ) .

R em a rq u e.  —  L e s  é q u a t i o n s  ( 4 i )  d é t e r m i n e n t  q {, q . . .  e t ,  p a r  s u i t e ,  l e s  

c o o r d o n n é e s  d e  t o u s  l e s  p o i n t s  d u  s y s t è m e  e n  f o n c t i o n  d e  t  e t  d e s  2 k  c o n s t a n t e s  
a r b i t r a i r e s ;  e l l e s  s u f f i s e n t  à  r é s o u d r e  l e  p r o b l è m e  p r o p o s é .  L e s  é q u a t i o n s  ( 4 2 )  
d é t e r m i n e n t  e n s u i t e  l e s  i n c o n n u e s  a u x i l i a i r e s  p it p 2, . . . ;  o n  l e s  a p p e l l e  in té 

g ra le s  in term éd ia ires .

T o u t  p r o b l è m e  d e  D y n a m i q u e  d a n s  l e q u e l  l e s  l i a i s o n s  s o n t  i n d é p e n d a n t e s  d u  
t e m p s  e t  o ù  i l  e x i s t e  u n e  f o n c t i o n  d e s  f o r c e s  ( p o u v a n t  c o n t e n i r  l e  t e m p s  e x p l i c i 
t e m e n t )  s e  r a m è n e ,  c o m m e  o n  l ’ a  v u ,  à u n  s y s t è m e  d ’ é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  
s i m u l t a n é e s ,  t e l  q u e  ( 4 3 ) ;  o n  p e u t  d o n c  e n  c o n c l u r e  q u e  l a  s o l u t i o n  d e  c h a c u n  
d e s  p r o b l è m e s  d e  D y n a m i q u e  c o n s i d é r é s  p l u s  h a u t  s e  r a m è n e  à l a  d é t e r m i n a t i o n  

T .  —  I .  - 3
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i 8 INTRODUCTION.

d ’ u n e  i n t é g r a l e  c o m p l è t e  d ’ u n e  c e r t a i n e  é q u a t i o n  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d u  p r e 
m i e r  o r d r e .

C e t t e  é q u a t i o n  n ’ é t a n t  p a s  l i n é a i r e ,  o n  n ’ a p a s  d e  m é t h o d e  g é n é r a l e  p o u r  
e n  t r o u v e r  u n e  i n t é g r a l e  c o m p l è t e ;  o n  p e u t  n é a n m o i n s  l ’ o b t e n i r  d a n s  u n  c e r 
t a i n  n o m b r e  d e  c a s  e t ,  p a r  s u i t e ,  r é s o u d r e  l e  p r o b l è m e  c o r r e s p o n d a n t ,  c o m m e  
n o u s  l e  m o n t r e r o n s  d a n s  l a  s u i t e  d e  c e  T r a i t é .

7 .  C a s  o ù  l a  f o n c t i o n  d e s  f o r c e s  n e  c o n t i e n t  p a s  l e  t e m p s  e x p l i c i t e 
m e n t .  —  T  e s t  d é j à  s u p p o s é  n e  p a s  c o n t e n i r  l e  t e m p s  e x p l i c i t e m e n t ;  i l  e n  s e r a  
d o n c  d e  m ê m e  d e  H  =  T  —  U ,  e t  l ’ é q u a t i o n  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  s e r a

m —  4 - 
ô t ^

H  y , ,  (Jù
dS dS dS \

<lk' d ? , ’  d q ¿  dqk)

E n  d é s i g n a n t  p a r  a  u n e  c o n s t a n t e ,  n o u s  p o s e r o n s  

(4 9 ) ' S =  — a i  -+- S ',

e t  n o u s  s u p p o s e r o n s  q u e  S '  n e  c o n t i e n n e  p a s  l e  t e m p s  e x p l i c i t e m e n t ;  o n  a u r a

dS _  dS_' 
à q t  ~  à q i

e t  l ’ é q u a t i o n  ( 4 8 )  d e v i e n d r a  

,  -  ,  „  /  dS' dS' d S '\
’  d q j ~ *

S  c o n t e n a n t  d é j à  l a  c o n s t a n t e  a ,  i l  s u f f i r a  d e  t r o u v e r  u n e  s o l u t i o n  S '  d e  l ’ é q u a 
t i o n  ( 5 o )  r e n f e r m a n t  Æ —  i  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  a , ,  a 2 , . . . ,  a ft_ ,  ; o n  a u r a  e n 
s u i t e ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  (3 , ,  [32, . . . .  ¡3* _ , ,  (3 ,  / ¿ n o u v e l l e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,

dS
d a , =  (3 . ,

dS
da.k-1

— ¡3¿-1 ,
dS
da Í3»

c e  q u i  d e v i e n t ,  e n  r e m p l a ç a n t  S  p a r  s a  v a l e u r  ( 4 9 )»

( 5 0 ^ - 0  d a , _  Ps
dS'

d « A_j =  (3— P/i-i» P·

O n  v o i t  d o n c  q u ’ o n  e s t  r a m e n é  à l a  r e c h e r c h e  d ’ u n e  i n t é g r a l e  c o m p l è t e  d ’ u n e  
é q u a t i o n  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  c o n t e n a n t  k  —  i  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s  a u  
l i e u  d e  k .

V o y o n s  c e  q u e  d e v i e n n e n t  l e s  r é s u l t a t s  c i - d e s s u s  d a n s  l e  c a s  d e  n  p o i n t s  m a t é 
r i e l s  e n tiè re m e n t lib res.

N o u s  s u p p o s o n s  t o u j o u r s  q u ’ i l  e x i s t e  u n e  f o n c t i o n  d e s  f o r c e s  p o u v a n t  c o n t e n i r
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INTRODUCTION. 1 9

l e  t e m p s  e x p l i c i t e m e n t ,  m a i s  n e  d é p e n d a n t  q u e  d e s  c o o r d o n n é e s  d e s  p o i n t s  c o n 
s i d é r é s .

S o i e n t  x h  y h  z h  rrii l e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  e t  l a  m a s s e  d e  l ’ u n  q u e l 
c o n q u e  d e  c e s  p o i n t s ;  o n  a u r a  3 n  c o o r d o n n é e s  e t  3 n  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s ,  
t e l l e s  q u e

( 5 a )

S o i t  2 T  l a  s o m m e  d e s  f o r c e s  v i v e s  d e s  n  p o i n t s  d u  s y s t è m e ;  o n  a u r a  

( 5 3 )  + y?-+*?),

e n  p o s a n t

d 1 X i d û
m i  dt* — ~dxt

d * Y i

m t  dt*

II
f<

ZL
>\ 

C
L

·

d * z , d U
M i d t 2 _  d s i

d x i

d t
—  X i -  y'.

d t  “ 7 , ’ d t

P u i s q u ’ i l  n ’ y  a  p a s  d e  l i a i s o n s ,  o n  p o u r r a  p r e n d r e  x h  y if p o u r  le s  v a 
r i a b l e s  q ; o n  t i r e  d e  ( 5 3 )

d T■3—, =  v it  x t ;
OXi

l e s  v a r i a b l e s  p  s e r o n t  d o n c  
O n  a u r a

, dS , dS
m t X l  =  d ï i '

e t  l a  f o r m u l e  ( 5 3 )  d o n n e r a

dS
à z /

i j  \ à s ,J,  ; = i

l ’ é q u a t i o n  ( 4 0 )  s e r a  d o n c ,  d a n s  l e  c a s  a c t u e l ,

ds i v  1 [Ydsy /dsy,  /dsyi rT
(54) T t + 5 2  mt L f e )  +  W i )  + (dF,) | - U’

1

o ù  U  d é s i g n e  u n e  f o n c t i o n  c o n n u e  d e  l  e t  d e s  3 n  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s

u n  J  i9  * » * ·

P o u r  o b t e n i r  l e s  m o u v e m e n t s  d e s  n  p o i n t s  d u  s y s t è m e ,  i l  s u f f i r a  d o n c  d e  t r o u 
v e r  u n e  s o l u t i o n  S  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 5 4 )  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  c o n t e n a n t  l e  t e m p s  t, 

l e s  3 n  c o o r d o n n é e s  x ¿ , y ¿ , z¿ e t  3 n  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  a f , a 2 ,  . . . ,  a 3 n ; a p r è s  
q u o i ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  (3 , ,  [32 , . . . ,  ¡3Ï B , 3 n  n o u v e l l e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  l e s

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



20 INTRODUCTION.

i n t é g r a l e s  g é n é r a l e s  s e r o n t  f o u r n i e s  p a r  l e s  f o r m u l e s

¿s _ a

l e s  i n t é g r a l e s  i n t e r m é d i a i r e s  s e r o n t

clvj d S  d y i  (JS
m¡ - 7 -  =  j — > m,·

a t dXi a t oyt

S i  l a  f o n c t i o n  d e s  f o r c e s  n e  c o n t i e n t  p a s  l e  t e m p s  e x p l i c i t e m e n t ,  c e  q u i  a r r i v e r a  
si l e s  p o i n t s  m a t é r i e l s  s o n t  s o u m i s  s e u l e m e n t  à l e u r s  a t t r a c t i o n s  m u t u e l l e s ,  o n  
d e v r a  c o n s i d é r e r ,  a u  l i e u  d e  ( 5 4 ) ,  l ’ é q u a t i o n  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  s u i v a n t e

a x Ztl

m , d s i _dS
dt dzf

1
2

y  J _  1 7 ^
A d  m t |_\da?i

d&_

ày, i)'] : U  ■

o ù  a  d é s i g n e  u n e  c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e ,  e t  e n  t r o u v e r  u n e  s o l u t i o n  S '  c o n t e n a n t  
l e s  3 «  v a r i a b l e s  y ¡ ,  z¿ e t  3 n —  i c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  oc,,  a 2,  . . . ,  a 3„ _ ,  e n  
d e h o r s  d e  l a  c o n s t a n t e  a  ; l e s  i n t é g r a l e s  g é n é r a l e s  s e r o n t

dS^
d x t =  P . , w  - s

d x 2 —
d S '

d X sn -l
=  P3n —1,

d s ;
dx

---  t -f“ P-

8 .  R e l a t i o n s  d e  J a c o b i .  —  N o u s  a l l o n s  d é m o n t r e r  u n  t h é o r è m e  q u i  n o u s  
s e r a  u t i l e  d a n s  l a  s u i t e .

S o i t  S  u n e  f o n c t i o n  d e  n  q u a n t i t é s  q „  q.,, . . . ,  q n e t  d e  n  a u t r e s  a , ,  a 2, . . . ,  a ra;
p o s o n s

( « )
■ d S d S d S

P i —  3 — J 
dqi

!II(M

( 6 ) S -  d S ñ  _  d S  
P 2 ~ d ^ ’ TP II

H
§5

O n  p o u r r a  t i r e r  d e  c e s  é q u a t i o n s

f  P u  P u  · * · ) Pu  ^
) e n  f o n c t i o n  d e -

/  3£j j CC2, ■ . · ) CÍ,

\ ? i ï * · · î ÇnJf V P „ P . ,  · · · ) P;

e t ,  e n  p o r t a n t  c e s  v a l e u r s  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 6 ) ,  o n  a u r a  d e s  i d e n t i t é s  q u e  l ’ o n  
p o u r r a  d i f f é r e n t i e r  p a r  r a p p o r t  à  l ’ u n e  q u e l c o n q u e  d e s  q u a n t i t é s  a  e t  f l .  O n  
p o u r r a  t i r e r  a u s s i  d e s  f o r m u l e s  ( a )  e t  ( b )

« I ,  « 2 ,

Pl> P 2»
en fonction de P u  Pî> · · · î Pn

Çi, Cj<iy · · · > <in

e t ,  e n  p o r t a n t  c e s  v a l e u r s  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( a ) ,  o n  a u r a  d e s  i d e n t i t é s  q u e  l ’ o n  
p o u r r a  d i f f é r e n t i e r  p a r  r a p p o r t  à l ’ u n e  q u e l c o n q u e  d e s  q u a n t i t é s p  e t  q.
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INTRODUCTION. 2 1

I l  e n  r é s u l t e r a ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  i  e t  k  d e u x  i n d i c e s  q u e l c o n q u e s  d e  l a  s é r i e  
1 ,  2 ,  n,  d e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s ,  a u  n o m b r e  d e  l\n 2, d e  l ’ u n e  d e  ce s f o r m e s

(c )
à p i

àoc/e’

d p i

d p * ’
dq,·

àct/e ¿ P * ’

e t  u n  s e c o n d  g r o u p e  d e  4 n 2 d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d e  l a  f o r m e

( J )
d a *
à p i  ’

d a * 
dq t  ’

d p *.
d p t '

d p * .
dqt

L e s  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s ,  d u e s  à  J a c o b i ,  p e r m e t t e n t  d ’ e x p r i m e r  d ’ u n e  m a n i é r é  f o r t  
s i m p l e  l ’ u n e  q u e l c o n q u e  d e s  d é r i v é e s  ( c )  a u  m o y e n  d e  l ’ u n e  d e s  d é r i v é e s  ( d )  :

( e )
d p i  _

doik

d p *
d q t ’ (£■)

d q i  _  
d(3* —

d a * 
d/J, ’

( / )
d p i  __

d p *
d a * 
d q i  ’ ( A )

d q t  _ _  

d a *
d P * .
d/J ;

T e l  e s t le  t h é o r è m e  q u ’ il  s ’ ia g i t  d e  d é m o n t r e r .
D i f f é r e n t i o n s  l e s  n  é q u a t i o n s  ( a )  p a r  r a p p o r t à q it p u i s l e s  n

p a r  r a p p o r t  à a * ; n o u s  t r o u v e r o n s

/ d2S d 2 S d a , d2S d a ,
l d q t  dq t d«?, d a . dÿi d ^ , d a 2 d g; + : o ,

(5 5 ) j d 2S d 2S d a , d2 S d a 2

1 d q 2 d q i d q 2 doit d?,· di/ 2 d a 2 d ^  + ■ O,

/ d2S d 2 S d ?, d2S d^s ,
l d a ,d a * d a , d q t d a * d a , d^ 2 d a * - 0 ,

(56) j  d 2S d 2 S dr/, d 2S d ?.
f dot2 d a * d a 2 di/. d a * d a 2 d q 2 d ^ . + - · · -

- 0 ,

E n  m u l t i p l i a n t  l e s  é q u a t i o n s  ( 5 5 )  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  · · ·  e t  a j o u t a n t ,

i l  v i e n t

d2 S d q , d2 S â q ,

d q  1 d q i  d a * d q 2 d q t  doik

doit (  d 2S d q t  t d 2 S d q ,  

d q 2 doit d a * 
d 2 S d q ,  

d q t \ d q t  da2 d a * d q 2 d a 2 d a *

d q t  \ d q  1 d a , dot,k 

d a 2 (  d 2 S dq t

c e  q u i ,  à c a u s e  d e s  f o r m u l e s  ( 5 6 ) ,  s e  r é d u i t  à

__ d2S dq t  d 2S d q ,  / d 2S doit  ̂ . d 2 S  dix,

dq t  à q t dotk à q 2 à(/j d a k , \ d a , d a * dqt  d as d a * dq i
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si l ’ o n  a j o u t e  e t  s i  l ’ o n  r e t r a n c h e
d2S

d q t d a ^
o n  p e u t  é c r i r e  e n c o r e

oa.k \ o q i J  d q i \ d a k.J

o u  b i e n ,  e n  a y a n t  é g a r d  à  ( a )  e t  ( 6 ) ,

à p i  _  à f ik . 
d a k d q i  ’

c ’ e s t  l a  f o r m u l e  ( e ) .
D i f f é r e n t i o n s  l e s  n  é q u a t i o n s  ( b )  p a r  r a p p o r t  à ¡3* ;  n o u s  a u r o n s

1 d 2S d q t d 2S âffa _  

dcci d q i  d(3* dccl à q 2 à $ k ’
d2S d q i  d 2S d q 2 _

àex3 d q t à $ k d x 3 à q 3 d(3/c ^  ’

d 2S d q ,  d 2S d q % 

dtxk àqx  d(3* d x k d q 3 dfi~k +  "  '

M u l t i p l i o n s  c e s  é q u a t i o n s  ( 5 7 )  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  ~  ·. 

v i e n d r a

e t

d o c k __d q , /  d 2S d o t ,  d 2 S à t x 2

à q i  — d(3* (doc, d q t  d q i  d x % d q t  d q i

d q ^  / d2S d a ,  d 2  S d x 3

d j 3 k  \da, d q 3  d q t  "+" da2 d q 3  d q i

H - ...................................................................................

c e  q u i ,  à c a u s e  d e  ( 5 5 ) ,  se r é d u i t  à

d<xk _ _  / d 2 S d q t à 2 S à q 3 \ __  d /  dS \
dq,· ~~ V ^ i  d q i  d(3 /, d q , d q t dq~k + ' " )  ~  à $ k \  d q ()

c ’ e s t  l a  f o r m u l e  ( / ) .

D i f f é r e n t i o n s  l e s  é q u a t i o n s  ( a )  p a r  r a p p o r t  à p it n o u s  t r o u v e r o n s

d2S doc, d2S doc2 _
d q i  doc, d p i  d q i  doc2 d p ]  ’

d2S doc, , d2 S dd2 _
- ko d q 3 à x x d p i  ~r  à q 3 d a 3 d p t ’

d2S doc, d2S doc2 

de/, d a , d/i,: d(7 ,· doc2 d p i

a j o u t o n s ,  i l

dpi_

d P * ’
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M u l t i p l i o n s  c e s  é q u a t i o n s  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  

n o u s  d o n n e r a

d q ,
e t  a j o u t o n s ,  c e l a

d ç j  _  d i x  i
dß/t d p i

d x %

à p i

d°-S

d q l  d c c i  

d 2S

dçp

dPk

d q i

d2S______  d < h

d q ^ d d i  d $ k  

d 2 S dq% 

d q i  <?a2 d P k  d q 2  d < X i  dß/c
+

- ■ )

e n  v e r t u  d e s  r e l a t i o n s  ( 6 7 ) ,  c e l a  se r é d u i t  à

d f f j  _ _  d a p  _
à f i  k  ~~ d p  t ’

c ’ e s t  l a  f o r m u l e  ( g ) .

M u l t i p l i o n s  e n f i n  l e s  é q u a t i o n s  ( 5 8 )  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  

t o n s ,  i l  v i e n d r a

d q  1 
dc-k

dq t

ào-u

d q t  _  d o i t  / d2S d q x 

ddk ~~ dpt \dqi ddi da/c

+  dots / d2S d q ,  

dpi \dqi ddi ddk

d * S  

d q % à a ,

æ s

d q 2 d o i t

e t  a jo u ·

c e  q u i  d e v i e n t ,  à  c a u s e  d e s  f o r m u l e s  ( 5 6 ) ,

dq t  _  __ c)2S d t x i  d2S d a .2 __ <î /  \  __ d j 3/c_
~ d d k ~  d x i à x k  d p t  d a % d < x / c d p t  “ · —  d p i \ d c > . k )  ~ ~  d p i ’

c ’ e s t  l a  f o r m u l e  ( A ) .
O n  p o u r r a  f a i r e  u s a g e  d e s  r e l a t i o n s  (< ?),  ( / ) ,  ( g ) ,  ( A ) ,  q u a n d  o n  a u r a  i n t é g r é  

l e s  é q u a t i o n s  d ’ u n  p r o b l è m e  d e  D y n a m i q u e  p a r  l a  m é t h o d e  d e  H a m i l t o n - J a c o b i ;  
e n  e f f e t ,  l e s _ c o n d i t i o n s  ( a )  e t  ( A )  s e r o n t  b i e n  r e m p l i e s ,  S  é t a n t  u n e  f o n c t i o n  d e  
q , ,  q 2, . . . ,  q n, a , ,  a 2,  . . . ,  a „  e t  d e  t  ; e n  p r e n a n t  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s ,  o n  n ’ a u r a  
p a s ,  b i e n  e n t e n d u ,  à s e  p r é o c c u p e r  d e  t.
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CHAPITRE I. LOI DE LA GRAVITATION UNIVERSELLE. 2 3

C H APITR E I.

D E  L A  L O I  D E  L A  G R A V I T A T I O N  U N I V E R S E L L E  
T I R É E  D E S  O B S E R V A T I O N S .

1 .  L e s  p l a n è t e s ,  d a n s  l e u r s  m o u v e m e n t s  a u t o u r  d u  S o l e i l ,  o b é i s s e n t  a u x  l o i s  
s u i v a n t e s ,  q u e  l e  g é n i e  d e  K e p l e r  a  f a i t  j a i l l i r  d e s  o b s e r v a t i o n s  d e  T y c h o - B r a h é  :

i °  L e s  p la n è te s  se m eu v en t d a n s  d es  co u rb es  p la n e s  e t leurs ra y o n s vecteurs d é

criven t des a ires p ro p o rtio n n e lle s  a u x  tem p s;

2 °  L es o rb ites des p la n è te s  s o n t d es ellipses d o n t  le  S o le il occu p e u n  f o y e r ;

3 °  L es ca rrés des durées d es rév olu tio n s s id éra les des p la n è te s  a u to u r  d u  S o le il 

s o n t en tre e u x  co m m e les cu b es  d es g r a n d s  a x e s  d e  leurs o rbites.

N o u s  a l l o n s  a p p l i q u e r  a u x  m o u v e m e n t s  d e s  p l a n è t e s  l e s  t h é o r è m e s  d e  l a  M éca 

n iq u e  r a tio n n e lle ; c e s  t h é o r è m e s  r e p o s e n t  s u r  l e  p r in c ip e  d e  l ’ in ertie  e t  s u r  l e  
p r in c ip e  des m o u vem en ts re la tifs .

D ’ a p r è s  l a  s e c o n d e  p a r t i e  d u  p r i n c i p e  d e  l ’ i n e r t i e ,  q u a n d  u n  p o in t  m a té r ie l est 

en  m ou vem en t, s i  a u c u n e  fo r c e  n ’ a g it  su r  lu i, so n  m ou vem en t est re c tilig n e  et u n i

fo r m e .

C o n s i d é r o n s  u n e  p l a n è t e  P  d a n s  s o n  m o u v e m e n t  a u t o u r  d u  S o l e i l ;  c e  m o u v e 
m e n t  n ’ e s t  p a s  r e c t i l i g n e .  D o n c  u n e  f o r c e r  a g i t  s u r  e l l e  à  c h a q u e  i n s t a n t  p o u r  
l ’ é l o i g n e r  d e  l a  l i g n e  d r o i t e  q u ’ e l l e  d é c r i r a i t  s i  e l l e  é t a i t  a b s o l u m e n t  l i b r e ;  n o u s  
n o u s  p r o p o s o n s  d e  t r o u v e r  l e s  l o i s  q u i  r é g i s s e n t  c e t t e  f o r c e ,  s a  d i r e c t i o n  e t  s o n  
i n t e n s i t é .  C h a c u n e  d e s  l o i s  d e  K e p l e r  v a  n o u s  f o u r n i r ,  à c e  s u j e t ,  u n  r e n s e i g n e 
m e n t  i m p o r t a n t .  J e  r a p p e l l e  d ’ a b o r d  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t  d e  l a  M éca n iq u e  r a 

tio n n e lle  :

S i  la  tr a je cto ire  d ’ u n  m o b ile  est p la n e  e t  s i  le  ra y o n  v ecteu r m e n é  d u  m o b ile  à  u n  

p o in t  f i x e  d u  p la n  d e  la  tra jecto ire  d écr it d es a ires p ro p o rtio n n elles  a u  tem p s, la  

fo rc e  m o tr ice  est c o n sta m m e n t d ir ig é e  vers ce p o in t  f i x e .

T .  -  I . 4
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CHAPITRE I.2 6

E n  a p p l i q u a n t  c e  t h é o r è m e  à l a  p r e m i è r e  l o i  d e  K e p l e r ,  n o u s  v o y o n s  q u e  l a  
f o r c e  R ,  q u e  n o u s  s a v o n s  a g i r  à  c h a q u e  i n s t a n t  s u r  l a  p l a n è t e  P ,  e s t  c o n s t a m m e n t  
d i r i g é e  v e r s  l e  c e n t r e  S  d u  S o l e i l .  L e  th éorèm e d es a ires,  m e n t i o n n é  p l u s  h a u t ,  
n o u s  a p p r e n d  s e u l e m e n t  q u e  l a  d i r e c t i o n  d e  l a  f o r c e  c o ï n c i d e  a v e c  l a  d r o i t e  S P  ; 
p o u r  e n  c o n c l u r e  q u e  l a  f o r c e  R  e s t  b i e n  d i r i g é e  v e r s  l e  p o i n t  S  e t  n o n  e n  s e n s  
c o n t r a i r e ,  i l  s u f f i t  d e  r e m a r q u e r  q u e  l a  t r a j e c t o i r e  e l l i p t i q u e  d e  l a  p l a n è t e  t o u r n e  sa 
c o n c a v i t é  v e r s  le  p o i n t  S .  L a  f o r c e  q u i  é l o i g n e  à  c h a q u e  i n s t a n t  l a  p l a n è t e  d e  l a  
t a n g e n t e  à s o n  o r b i t e  t e n d  d o n c  à l a  r a p p r o c h e r  d u  S o l e i l  : c ’est u n e  f o r c e  a ttr a c 

tive. *
P u i s q u e  n o u s  a v o n s  a f f a i r e  à u n e  f o r c e  ce n tra le ,  n o u s  p o u v o n s  e m p l o y e r  l ’ e x 

p r e s s i o n  s u i v a n t e  d e  l a  f o r c e  R

m  d é s i g n e  l a  m a s s e  d u  p o i n t  m a t é r i e l  P  s o u m i s  à  l a  f o r c e  R  d i r i g é e  c o n s t a m 
m e n t  v e r s  l e  c e n t r e  f i x e  S ;  r  l a  d i s t a n c e  S P  e t  0 l ’ a n g l e  X S P  q u e  f a i t  l e  r a y o n  
v e c t e u r  r  a v e c  u n e  d r o i t e  f i x e  S X  p a s s a n t  p a r  l e  p o i n t  S  e t  s i t u é e  d a n s  l e  p l a n  d e  
l a  t r a j e c t o i r e  ; e n f i n  c  d é s i g n e  l e  d o u b l e  d e  l ’ a i r e  d é c r i t e  p a r  l e  r a y o n  v e c t e u r  S P  
d a n s  l ’ u n i t é  d e  t e m p s ;  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 1 ) ,  o n  a  p r i s  0 c o m m e  v a r i a b l e  i n d é p e n 
d a n t e .

D ’ a p r è s  l a  s e c o n d e  l o i  d e  K e p l e r ,  l ’ o r b i t e  d e  l a  p l a n è t e  e s t  u n e  e l l i p s e  a y a n t  
l e  p o i n t  S  p o u r  f o y e r .  S o i e n t  { f i g .  1 )  A  l e  p o i n t  d e  l ’ o r b i t e  l e  p l u s  r a p p r o c h é  d u

F ig. 1 .

f o y e r  S ,  p o i n t  q u e  l ’ o n  n o m m e  l e  p é r ih é lie  ( A ' ,  l e  p o i n t  l e  p l u s  é l o i g n é  d e  S ,  r e 
ç o i t  l e  n o m  A 'a p h é lie )  ; o n  a u r a

S P  =  /·; X S P  =  5.

S o i e n t  a) l ’ a n g l e  c o n s t a n t  X S A ,  v l ’ a n g l e  A S P ,  e  l ’ e x c e n t r i c i t é ,  p  l e  p a r a m è t r e  d e  
l ’ o r b i t e ,  o n  a u r a ,  p a r  u n  t h é o r è m e  c o n n u  d e  l a  G é o m é t r i e  a n a l y t i q u e  à d e u x  
d i m e n s i o n s ,

CO.
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O n  a u r a  d o n c  

d ’ o ù

! ¿P i
S i  l ’ o n  p o r t e  c e s  v a l e u r s  d e  ^  e t  d e  d a n s  la  f o r m u l e  ( 1 ) ,  e l l e  d e v i e n t

o u  b i e n  

e n  p o s a n t

O r ,  p o u r  u n e  m ê m e  p l a n è t e ,  m , c  e t  p  s o n t  d e s  c o n s t a n t e s ;  d o n c  la  fo r c e  q u i  re

tien t u n e  p la n è te  d a n s so n  o rb ite  v a rie  en  ra ison  inverse d u  c a rré  de la  d ista n ce  de  

cette  p la n è te  a u  So leil.

O n  v o i t  q u e  l e s  d e u x  p r e m i è r e s  l o i s  d e  K e p l e r  n o u s  o n t  f o u r n i  d e s  r é s u l t a t s  
i m p o r t a n t s ;  a d r e s s o n s - n o u s  m a i n t e n a n t  à  l a  t r o i s i è m e  l o i .  S o i e n t  a  e t  b  l e s  l o n 
g u e u r s  d e s  d e m i - a x e s  d e  l ’ o r b i t e  d e  l a  p l a n è t e  P ,  T  l a  d u r é e  d e  l a  r é v o l u t i o n  d e  
c e t t e  p l a n è t e  s u r  s o n  o r b i t e ;  l ’ a i r e  d e  l ’ e l l i p s e  é t a n t  é g a l e  à r^ab, l ’ a i r e  d é c r i t e

p a r  le  r a y o n  v e c t e u r  r  d a n s  l ’ u n i t é  d e  t e m p s  e s t  é g a l e  à o n  a u r a  d o n c

O n  a  d u  r e s t e  

i l  e n  r é s u l t e

E n  c o n s i d é r a n t  l e  m o u v e m e n t  d ’ u n e  a u t r e  p l a n è t e  P '  a u t o u r  d u  S o l e i l  e t  d é s i 
g n a n t  p o u r  c e t t e  p l a n è t e  p a r  R ' ,  d ,  m ,  p . ' ,  a ',  T ' l e s  q u a n t i t é s  a n a l o g u e s  à  R ,  r, 

m ,  p., a , T ,  o n  a u r a

, ' d ît2 « ’ 3

271 ab  

“ ï - ’

c2
u  =  — 
r  P

4 7i2a3
- f i 

l l  =
me* i 
. p  r*

B = Æ

c L
p =  — · 

P

r  p  p
cos(ô — m ) ;

æ -

_ 4  =  _ £ c o s ( 0 - c o ) .
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2 8  CHAPITRE I.

O r  l a  t r o i s i è m e  l o i  d e  K e p l e r  n o u s  f o u r n i t  l a  r e l a t i o n

i l  e n  r é s u l t e  

c l

a^  _  a!*_' 
f i  f îi

' =  P

IV  =
m ' [j.

A i n s i  p. e s t  l e  m ê m e  p o u r  t o u t e s  l e s  p l a n è t e s ,  e t  l a  l o i  d e  l a  f o r c e  I V  r e n t r e  d a n s  
c e l l e  d e  l a  f o r c e  R  ; n o u s  a r r i v o n s  d o n c  a u  r é s u l t a t  s u i v a n t  :

S o ie n t  P  l ’ u n e  q u e lco n q u e  des p la n è te s , m  sa  m a sse; d a n s  c h a c u n e  d e  ses 

p o s itio n s , elle  est so llic itée  vers le  cen tre  d u  S o le il p a r  u n e  fo r c e  d o n t V e x p re ssio n

est  (J. d é s ig n a n t u n e  c o n sta n te  c o m m u n e  à  to u tes  les p la n è te s .

S i  n o u s  c o n s i d é r o n s  q u e  l e s  p o s i t i o n s  o c c u p é e s  s u c c e s s i v e m e n t  p a r  l a  p l a 
n è t e  P  s o n t  c o m p r i s e s  e n t r e  d e u x  c e r c l e s  c o n c e n t r i q u e s  d e  r a y o n  a ( i  —  e )  e t  
a ( i - f -  e ) ,  d e  m ê m e  q u e  c e l l e s  d e  l a  p l a n è t e  P '  s o n t  c o m p r i s e s  e n t r e  l e s  c e r c l e s  
d e  r a y o n s  a '( \  —  e ')  e t  a ' ( n - e ' ) ,  n o u s  s o m m e s  c o n d u i t s  à  a d m e t t r e  q u e ,  
p a r t o u t  o ù  s e  t r o u v e r a  u n e  m o l é c u l e  m a t é r i e l l e  M ,  d e  m a s s e  m ,  s i t u é e  à  l a  d i s 
t a n c e  r  d u  c e n t r e  S  d u  S o l e i l ,  e l l e  s e r a  n é c e s s a i r e m e n t  s o u m i s e  à  l ’ a c t i o n  d ’ u n e

f o r c e  d i r i g é e  s u i v a n t  l a  d r o i t e  M S  é t a y a n t  p o u r  e x p r e s s i o n

2 .  A p r è s  ê t r e  a r r i v é  a u  r é s u l t a t  p r é c é d e n t ,  N e w t o n  s ’ e s t  p r o p o s é  l a  q u e s t i o n  
i n v e r s e  :

U n p o in t  m a té r ie l d e  m a sse  m  .est so u m is  co n sta m m e n t à  l ’ a c tio n  d ’u n e  fo r c e  

d ir ig é e  vers le  c e n tre  d u  S o le il e t v a r ia n t en  ra iso n  inverse d u  ca rré  d e  la  d is ta n c e  : 

trou v er sa  tr a je c to ire .
«

O n  v o i t ,  p a r  r a i s o n  d e  s y m é t r i e ,  q u e  l a  t r a j e c t o i r e  d o i t  ê t r e  p l a n e ,  s o n  p l a n  
é t a n t  a s t r e i n t  à  p a s s e r  p a r  l e  c e n t r e  d u  S o l e i l  e t  p a r  l a  v i t e s s e  i n i t i a l e  d u  p o i n t

m a t é r i e l .  S o i t  R  =  l a  f o r c e  d o n n é e ;  o n  a u r a ,  p a r  l a  f o r m u l e  ( i ) ,

d ’ o u

( H î) = -
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O n  e n  t i r e ,  e n  i n t é g r a n t  e t  d é s i g n a n t  p a r  e  e t  w  d e u x  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,

( 2 )

I  U U .
=  g e c o s ( 0 - a ) ,

» c 2

P-_________ .
i  -+ - e  c o s ( Ô  —  w )5

d o n c  l a  c o u r b e  e s t  u n e  s e c t i o n  c o n i q u e  a y a n t  l e  p o i n t  S  p o u r  f o y e r .

R em a rq u e.  —  O n  p e u t  s u p p o s e r  e  >  o  ;  c a r ,  s i  l a  c o n s t a n t e  e  é t a i t  n é g a t i v e ,  o n  

l a  c h a n g e r a i t  e n  u n e  a u t r e  é g a l e  e t  d e  s i g n e  c o n t r a i r e  e n  r e m p l a ç a n t  d a n s  l ’ é q u a 

t i o n  ( 2 )  w  p a r  m  +  i î .

D e m a n d o n s - n o u s  s i  l ’ o n  p e u t  d i s p o s e r  d e s  d o n n é e s  i n i t i a l e s  d e  m a n i è r e  q u e  

l a  t r a j e c t o i r e  s o i t  l ’ u n e  q u e l c o n q u e  d e s  t r o i s  s e c t i o n s  c o n i q u e s .

S o i e n t  0 O e t  r 0 l e s  v a l e u r s  i n i t i a l e s  d e  0 e t  d e  r  p o u r  l  =  t 0, V 0 l a  v a l e u r  i n i 

t i a l e  d e  l a  v i t e s s e  d u  m o b i l e ,  e t  y ) 0 l ’ a n g l e  q u e  f a i t  c e t t e  v i t e s s e  a v e c  l e  p r o 

l o n g e m e n t  d u  r a y o n  v e c t e u r .  O n  a ,  p a r  l e s  f o r m u l e s  c o n n u e s  d e  l a  t h é o r i e  d e s  

f o r c e s  c e n t r a l e s ,

V 0 s i n · « , ,  =
>0

Vv 0 c.o s ï i 0 — —  c  j  ·

O n  e n  c o n c l u t ,  e n  a y a n t  é g a r d  à  l ’ é q u a t i o n  ( 2 ' ) ,

( 3 )

e  s i n ( 0o —  w )  =  —  r 0 s i n ï )0 c o s y î 0, 

P  '
Y 2

e  cos ( 0o — - w )  =  ·—  r 0 sin2Y)0— 1 ; 

F

c e s  é q u a t i o n s  d é t e r m i n e n t  s a n s  a m b i g u ï t é  l e s  c o n s t a n t e s  e e t w ;  e  e s t  l ’ e x c e n t r i 

c i t é  d e  l ’ o r b i t e ,  c o m m e  l e  m o n t r e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 ) ,  e t  o> e s t  l ’ a n g l e  p o l a i r e  q u i
C2

c o r r e s p o n d  a u  p é r i h é l i e ;  —  e s t  é g a l  a u  p a r a m è t r e  p  o u  à
P

o n  a u r a  d o n c  

( 4 )

bl
a

a {  i  —  e 2 )  =
V 2
—  r i  sin2Yi0. 
F

E n  é l e v a n t  a u  c a r r é  l e s  é q u a t i o n s  ( 3 )  e t  l e s  a j o u t a n t ,  o n  t r o u v e

V 4' 9 V 2
e2 =  ~ T r o sin2·«,,-!-!------- - r 0 sin2Y)0,

i - e 2 == ^ i  r l  s i n 1 Y)0
P \ > 0

P
3 p

- V ? ) ;
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3 o CHAPITRE I.

l a  t r a j e c t o i r e  s e r a  u n e  e l l i p s e ,  u n e  p a r a b o l e  o u  u n e  h y p e r b o l e ,  s u i v a n t  q u e  l a  

v a l e u r  d e  i  —  e 1 s e r a  p o s i t i v e ,  n u l l e  o u  n é g a t i v e ;  s i  d o n c  o n  a

' 2 IA
VJ <  — , la trajectoire sera une ellipse;

r o 

2 JA
VJ = »  » parabole;

7’o 
2 IAVJ >  — , » » hyperbole.
r0

O n  v o i t  q u e  l e  g e n r e  d e  l a  s e c t i o n  c o n i q u e  n e  d é p e n d  q u e  d e s  d o n n é e s  i n i t i a l e s  

/·„ e t  V 0 e t  n u l l e m e n t  d e  y ] 0 .

L a  f o r m u l e  ( 4 )  d o n n e r a  e n s u i t e ,  a v e c  l a  v a l e u r  c i - d e s s u s  d e  i  —  e 2 ,

a  ; · „  ¡x ’

l e  g r a n d  a x e  d e  l ’ o r b i t e  e s t  i n d é p e n d a n t  d e  y j 0 .

3 .  O r b i t e s  d e s  c o m è t e s .  —  K e p l e r  a v a i t  n é g l i g é  d ’ é t u d i e r  l e s  m o u v e m e n t s  

d e s  c o m è t e s ,  s a n s  d o u t e  p a r c e  q u ’ i l  a t t a c h a i t  u n e  m é d i o c r e  i m p o r t a n c e  à  c e s  

a s t r e s  q u ’ i l  c o n s i d é r a i t  c o m m e  d e s  «  m é t é o r e s  e n g e n d r é s  d a n s  l ’ é t h e r  » .  N e w t o n  

v o y a n t  q u e ,  s o u s  l ’ i n f l u e n c e  d e  l a  f o r c e  c o n s i d é r é e  c i - d e s s u s ,  u n  p o i n t  m a t é r i e l  

p e u t  d é c r i r e  a u t o u r  d u  S o l e i l ,  n o n  s e u l e m e n t  u n e  e l l i p s e  v o i s i n g  d ’ u n  c e r c l e ,  

c o m m e  l e  s o n t  l e s  o r b i t e s  d e s  p l a n è t e s ,  m a i s  u n e  e l l i p s e  t r è s  a l l o n g é ! ;  o u  m ê m e  

u n e  p a r a b o l e ,  N e w t o n ,  d i s o n s - n o u s ,  f u t  a m e n é  à  p e n s e r  q u e ,  c o m m e  l e s  p l a 

n è t e s ,  l e s  c o m è t e s  d é c r i v e n t  d e s  e l l i p s e s  d o n t  l e  S o l e i l  o c c u p e  u n  f o y e r ,  t o u t e  l a  

d i f f é r e n c e  c o n s i s t a n t  e n  c e  q u e  l e s  o r b i t e s  p l a n é t a i r e s  s o n t  p e u  e x c e n t r i q u e s ,  

p e u  i n c l i n é e s  s u r  l ’ é c l i p t i q u e ,  t a n d i s  q u e  l e s  c o m è t e s  d é c r i v e n t  d e s  e l l i p s e s  t r è s  

a l l o n g é e s  e t  s i t u é e s  d a n s  d e s  p l a n s  q u e l c o n q u e s .  O n  s ’ e x p l i q u e r a  a i n s i  p o u r q u o i  

l e s  c o m è t e s  n e  s o n t  v i s i b l e s  q u e  p e n d a n t  u n  t e m p s  l i m i t é ;  c ’ e s t  l e  t e m p s  p e n 

d a n t  l e q u e l  e l l e s  s o n t  a s s e z  v o i s i n e s  à  l a  f o i s  e t  d u  S o l e i l  e t  d e  l a  T e r r e  p o u r  q u e  

l e u r  é c l a t  p e r m e t t e  d e  l e s  a p e r c e v o i r .

O n  s a i t  q u e  l a  p a r a b o l e  e s t  l a  l i m i t e  d ’ u n e  e l l i p s e  a y a n t  m ê m e  s o m m e t  e t  

m ê m e  f o y e r ,  e t  d o n t  l e  g r a n d  a x e  a u g m e n t e  i n d é f i n i m e n t ;  i l  e n  r é s u l t e  q u e ,  

d a n s  l e  v o i s i n a g e  d u  p é r i h é l i e ,  l ’ o r b i t e  d ’ u n e  c o m è t e ,  s u p p o s é e  e l l i p t i q u e  e t  t r è s  

a l l o n g é e ,  d i f f é r e r a  f o r t  p e u  d ’ u n e  p a r a b o l e  a y a n t  l e  S o l e i l  p o u r  f o y e r .  N e w t o n  

f u t  d o n c  a m e n é  à  p e n s e r  q u e  l e s  o r b i t e s  d e s  c o m è t e s  p e u v e n t  ê t r e  c o n s i d é r é e s  

c o m m e  p a r a b o l i q u e s .  I l  e u t  b i e n t ô t  l ’ o c c a s i o n  d e  m e t t r e  s e s  i d é e s  à  l ’ é p r e u v e  :  

l e  i 4  n o v e m b r e  1 6 8 0  p a r u t  u n e  c o m è t e  q u i  s e  r a p p r o c h a  r a p i d e m e n t  d u  S o l e i l  

e t  d i s p a r u t  d a n s  s e s  r a y o n s  l e  5  d é c e m b r e .  L e  2 2  d é c e m b r e  s u i v a n t ,  u n e  c o m è t e  

t r è s  b r i l l a n t e  a p p a r a i s s a i t  d e  l ’ a u t r e  c ô t é  d u  S o l e i l .  E n  c a l c u l a n t  l e s  o b s e r v a t i o n s  

d e s  d e u x  c o m è t e s ,  N e w t o n  d é m o n t r a  q u ’ e l l e s  n e  f o r m a i e n t  q u ’ u n  s e u l  e t  m ê m e  

a s t r e ;  e l l e s  a v a i e n t  d é c r i t  c h a c u n e  u n  a r c  d ’ u n e  m ê m e  p a r a b o l e .
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LOI DE LA GRAVITATION UNIVERSELLE. 3 i

O n  a o b s e r v é  d e p u i s  u n  n o m b r e  c o n s i d é r a b l e  d e  c o m è t e s  p a r a b o l i q u e s ;  p o u r  
c h a c u n e  d ’ e l l e s ,  l e  c e n t r e  d u  S o l e i l  c o ï n c i d e  a v e c  l e  f o y e r  d e  l a  p a r a b o l e  e t  l e  
r a y o n  v e c t e u r  d é c r i t  d e s  a i r e s  p r o p o r t i o n n e l l e s  a u x  t e m p s .  D o n c  c h a q u e  c o m è t e ,  
d a n s  l ’ u n e  q u e l c o n q u e  d e  s e s  p o s i t i o n s ,  e s t  s o u m i s e  à u n e  f o r c e  R  d i r i g é e  v e r s  le  
S o l e i l  e t  a y a n t  p o u r  e x p r e s s i o n

T}_m c % i
J.V ----- A *

S i  l ’ o n  c o m p a r e  a u x  q u a n t i t é s  c  e t  p  l e s  q u a n t i t é s  c '  e t / / ,  c"  e t / / ' ,  . . . ,  q u i  c o r 
r e s p o n d e n t  à d ’ a u t r e s  c o m è t e s ,  o n  c o n s t a t e  q u e  l ’ o n  a

c2 c '2  c"2
p  p '  p "  ’ ‘ ’

d e  p l u s ,  l a  v a l e u r  c o m m u n e  d e  c e s  r a p p o r t s  e s t  é g a l e  à l a  q u a n t i t é  c o r r e s p o n 
d a n t e

_c2 __  /¡.t:2 a3
P  ~  T a ’  '

c o m m u n e  à t o u t e s  l e s  p l a n è t e s .

N o u s  r e t r o u v o n s  d o n c  l a  m ê m e  l o i  d ’ a t t r a c t i o n  R  —  o ù  p. e s t  u n e  c o n 

s t a n t e  p o u r  t o u t  l e  s y s t è m e  p l a n é t a i r e ,  e t  n o u s  s o m m e s  e n  d r o i t  d e  c o n s i d é r e r  l e  
c e n t r e  d u  S o l e i l  c o m m e  l e  f o y e r  d ’ u n e  f o r c e  a t t r a c t i v e  q u i  s ’ e x e r c e  d a n s  t o u t e s  
l e s  d i r e c t i o n s ,  s u r  t o u s  l e s  c o r p s ,  p r o p o r t i o n n e l l e m e n t  à· l e u r  m a s s e  e t  e n  r a i s o n  
i n v e r s e  d u ^ a r r é  d e  l a  d i s t a n c e .  %

O n  v o i t  q u e l l e  f o r c e  l e s  c o m è t e s  a p p o r t e n t  à  c e t t e  d é m o n s t r a t i o n  : à  l ’ a i d e  d e s  
p l a n è t e s ,  o n  n e  p o u v a i t  d é m o n t r e r  l ’ e x i s t e n c e  d e  l ’ a t t r a c t i o n  q u e  p o u r  d e s  p o i n t s  
s i t u é s  d a n s  l e  v o i s i n a g e  d e  l ’ é c l i p t i q u e ;  l e s  c o m è t e s ,  a u  c o n t r a i r e ,  s i l l o n n e n t  
l ’ e s p a c e  d a n s  t o u s  l e s  s e n s  e t ,  p a r t o u t  o ù  e l l e s  p é n è t r e n t ,  e l l e s  n o u s  m o n t r e n t  
l a  m ê m e  l o i  d ’ a t t r a c t i o n  q u i  l e s  a c c o m p a g n e .

P o u r  p a s s e r  d e  l a  l o i  d ’ a t t r a c t i o n  e x e r c é e  p a r  l e  S o l e i l  à  l a  l o i  d e  l a  g r a v i t a 
t i o n  u n i v e r s e l l e ,  i l  r e s t a i t  u n  p a s  d i f f i c i l e  à f r a n c h i r ;  v o y o n s  q u e l l e s  s o n t  l e s  
i d é e s  q u i  o n t  g u i d é  N e w t o n  d a n s  c e t t e  v o i e .

L e s  o b s e r v a t i o n s  d é m o n t r e n t  q u e  l e s  s a t e l l i t e s  o b é i s s e n t  à  t r è s  p e u  p r è s  a u x  
l o i s  d e  K e p l e r  d a n s  l e u r s  m o u v e m e n t s  a u t o u r  d e s  p l a n è t e s .  C o n s i d é r o n s ,  p a r  
e x e m p l e ,  J u p i t e r  e t  l ’ u n  d e  s e s  q u a t r e  s a t e l l i t e s ;  n o u s  d é s i g n e r o n s  p a r  m t l a  
m a s s e  d e  ce s a t e l l i t e  e t  p a r  r t s a  d i s t a n c e  a u  c e n t r e  d e  J u p i t e r .  O n  d é d u i r a  d e s  
d e u x  p r e m i è r e s  l o i s  d e  K e p l e r  c o n c e r n a n t  l e  m o u v e m e n t  r e l a t i f  d e  c e  s a t e l l i t e  
q u e ,  d a n s  c h a c u n e  d e  s e s  p o s i t i o n s ,  i l  e s t  s o u m i s  à  l ’ a c t i o n  d ’ u n e  f o r c e  R ( d i 
r i g é e  v e r s  l e  c e n t r e  d e  l a  p l a n è t e  e t  a y a n t  p o u r  e x p r e s s i o n

R .
m x

~ r V "

O n  d é m o n t r e r a  l ’ e x i s t e n c e  d ’ u n e  f o r c e  a n a l o g u e  p o u r ·  c h a c u n  d e s  t r o i s  a u t r e s
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3 2 CHAPITRE I.

s a t e l l i t e s ,  e t ,  e n  p a r t a n t  d e  l a  t r o i s i è m e  l o i  d e  K e p l e r ,  o n  p r o u v e r a  q u e  p . ,  e s t  l e  

m ê m e  p o u r  l e s  s a t e l l i t e s .  V o i l à  d o n c  l e  c e n t r e  d e  J u p i t e r  q u i  e s t  l e  s i è g e  d ’ u n e ,  

f o r c e  a n a l o g u e  à  c e l l e  q u e  n o u s  a v o n s  r e c o n n u e  d a n s  l e  S o l e i l ;  l e s  d e u x  f o r c e s  

s u i v e n t  l a  m ê m e  l o i  :  i l  n ’ y  a  d e  d i f f é r e n c e  q u e  p o u r  l e s  c o n s t a n t e s  p .  e t  p , .

O n  p e u t  e n  d i r e  a u t a n t  d e  t o u t e s  l e s  p l a n è t e s  q u i  o n t  p l u s  d ’ u n  s a t e l l i t e ,  

s a v o i r  d e  M a r s ,  d e  S a t u r n e  e t  d ’ U r a n u s ;  p o u r  l e s  p l a n è t e s  q u i  n ’ o n t  q u ’ u n  

s a t e l l i t e ,  l a  T e r r e  e t  N e p t u n e ,  o n  n e  p e u t  a p p l i q u e r  q u e  l e s  d e u x  p r e m i è r e s  l o i s  

d e  K e p l e r .  O n  d é m o n t r e r a  d o n c  s e u l e m e n t  q u e  l e  s a t e l l i t e ,  d a n s  c h a c u n e  d e  s e s  

p o s i t i o n s ,  e s t  s o u m i s  à  l ’ a c t i o n  d ’ u n e  f o r c e  R ,  d i r i g é e  v e r s  l e  c e n t r e  d e  l a  p l a n è t e  

e t  a y a n t  p o u r  e x p r e s s i o n
7?llP ,

=  ,.ï ‘

S i  l ’ e x c e n t r i c i t é  d e  l ’ o r b i t e  d u  s a t e l l i t e  é t a i t  t r è s  f o r t e ,  r ,  v a r i e r a i t  d a n s  d e s  l i 

m i t e s  t r è s  é t e n d u e s ,  e t  i l  s e r a i t  b i e n  d é m o n t r é  q u e  l a  p l a n è t e  e x e r c e  u n e  a t t r a c 

t i o n  v a r i a n t  e n  r a i s o n  i n v e r s e  d u  c a r r é  d e  l a  d i s t a n c e ;  m a i s ,  s î  l ’ e x c e n t r i c i t é  e s t  

p e t i t e ,  e t  c ’ e s t  l e  c a s ,  l e s  d e u x  p r e m i è r e s  l o i s  d e  K e p l e r  n e  p e r m e t t r a i e n t  g u è r e  

d e  t r o u v e r  l a  l o i  d e  v a r i a t i o n  d e  l a  f o r c e ;  e l l e s  p r o u v e r a i e n t  s e u l e m e n t  s o n  e x i s 

t e n c e  e t  p e r m e t t r a i e n t  d e  c a l c u l e r  s o n  i n t e n s i t é  m o y e n n e .

I l  c o n v i e n t  i c i  d e  f a i r e  u n e  r e m a r q u e  a u  s u j e t  d e s  m o u v e m e n t s  d e s  s a t e l l i t e s .  

S o i e n t  ( j l g .  2 )  S  l e  S o l e i l ,  P  J u p i t e r ,  M  l ’ u n  d e  s e s  s a t e l l i t e s :  l e  r a p p o r t  p ^ ·

K i g .  2.

M

S A" P

é t a n t  t r è s  p e t i t ,  l e s  d r o i t e s  P S  e t  M S  p e u v e n t  ê t r e  c o n s i d é r é e s  s e n s i b l e m e n t  

c o m m e  é g a l e s  e t  p a r a l l è l e s .  L a  f o r c e  R  =  é m â n a n t  d u  c e n t r e  d u  S o l e i l ,  d o i t

s ’ e x e r c e r  s u r  P  e t  s u r  M .  D ’ a p r è s  c e  q u ’ o n  v i e n t  d e  d i r e  s u r  l e s  d r o i t e s  P S  e t  M S ,  

l e s  f o r c e s  P A  e t  M B ,  a p p l i q u é e s  r e s p e c t i v e m e n t  à  l ’ u n i t é  d e  m a s s e  d e  P  e t  à  

l ’ u n i t é  d e  m a s s e  d e  M ,  p o u r r o n t  ê t r e  c o n s i d é r é e s  c o m m e  s e n s i b l e m e n t  é g a l e s  e t  

p a r a l l è l e s ;  c e s  f o r c e s  a u r o n t  d o n c  s e u l e m e n t  p o u r  e f f e t  d ’ i m p r i m e r  u n  m o u v e 

m e n t  d e  t r a n s l a t i o n  a u  s y s t è m e  f o r m é  p a r  J u p i t e r  e t  s e s  s a t e l l i t e s .  D ’ a p r è s  l e  

p r i n c i p e  d e s  m o u v e m e n t s  r e l a t i f s ,  l e s  m o u v e m e n t s  d e s  s a t e l l i t e s  a u t o u r  d e  l a  

p l a n è t e  s e r o n t  d o n c  à  p e u  p r è s  l e s  m ê m e s  q u e  s i  l a  p l a n è t e  é t a i t  i m m o b i l e .

C o n s i d é r o n s  a c t u e l l e m e n t  l a  T e r r e  e t  s o n  s a t e l l i t e  u n i q u e ,  l a  L u n e ;  l e s  d e u x  

p r e m i è r e s  l o i s  d e  K e p l e r  é t a n t  v é r i f i é e s ,  i l  e n  r é s u l t e  q u e ,  d a n s  c h a c u n e  d e  s e s  

p o s i t i o n s ,  l a  L u n e  e s t  s o l l i c i t é e  p a r  u n e  f o r c e  R  a y a n t  p o u r  e x p r e s s i o n

c? 1 4 T ? a \  /h.,
A __* ___ ___ J ______ L ___
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e t  d i r i g é e  v e r s  l e  c e n t r e  d e  l a  T e r r e .  L ’ e x c e n t r i c i t é  d e  l ’ o r b i t e  d e  l a  L u n e  é t a n t  

a s s e z  p e t i t e ,  o n  p e u t  n e  c o n s i d é r e r  q u e  l a  v a l e u r  m o y e n n e  d e  R ,  e t  y  f a i r e  

r ,  =  a { ;  o n  a u r a  a i n s i

L ’ a c c é l é r a t i o n  m o y e n n e  c o r r e s p o n d a n t e  à  c e t t e  f o r c e  s e r a

<p, =
4 TT2 a ,

“ ï T ;

é v a l u o n s - l a  e n  p r e n a n t  p o u r  u n i t é  d e  l o n g u e u r  l e  m è t r e  e t  p o u r  u n i t é  d e  t e m p s  

l a  s e c o n d e  s e x a g é s i m a l e  d e  t e m p s  m o y e n  ;  s o i t  p l e  r a y o n  d o  l a  T e r r e  s u p p o s é e  

s p h é r i q u e .  O n  a ,  à  f o r t  p e u  p r è s ,  p o u r  l a  d i s t a n c e  m o y e n n e  d e  l a  L u n e  à  l a  T e r r e ,

o n  a  d u  r e s t e

a¡ =  6 o p ;

2 TT p  —  4 o  0 0 0  0 0 0 m .

E n f i n ,  l a  d u r é e  d e  l a  r é v o l u t i o n  s i d é r a l e  d e  l a  L u n e  e s t

o n  t r o u v e r a  a i n s i

T| =  2 7J 43“ : 3c)343m =  3g343 x  60s;

<?1 —
47T3 X  6 0  X  40 0 0 0  0 0 0

2 TC X  ( 3 9 3 4 3  X  6 0 ) 2
=  o l n ,  0 0 2 7 0 6 .

N o u s  s o m m e s  é v i d e m m e n t  p o r t é s  à  a d m e t t r e  q u e  l a  T e r r e  e x e r c e r a i t  s o n  a t 

t r a c t i o n  s u r  t o u t  a u t r e  c o r p s  q u e  l a  L u n e  e t  q u e  c e t t e  f o r c e  s u i v r a i t  l a  l o i  d e  l a .  
r a i s o n  i n v e r s e  d u  c a r r é  d e  l a  d i s t a n c e .  D e m a n d o n s - n o u s  c e  q u ’ e l l e  s e r a i t  à  l a  

s u r f a c e  m ê m e  d e  l a  T e r r e ,  c ’ e s t - à - d i r e  à  u n e  [ d i s t a n c e  d u  c e n t r e  d e  l a  T e r r e

s o i x a n t e  f o i s  p l u s  p e t i t e  q u e  d a n s  l e  c a s  d e  l a  L u n e  ;  l ’ a t t r a c t i o n  s e r a  6 0  f o i s  p l u s
---2

g r a n d e  e t  l ’ a c c é l é r a t i o n  c o r r e s p o n d a n t e  s e r a  é g a l e  à  o m ,  0 0 2 7 0 6  x  6 0  = g m, 7 4 *  
O r  l ’ a c c é l é r a t i o n  m o y e n n e  d e  l a  p e s a n t e u r  à  l a  s u r f a c e  d e  l a  T e r r e  e s t  g  —  9 “ ,  8 2 ,  

n o m b r e  t r è s  p e u  d i f f é r e n t  d u  p r é c é d e n t .  L o r s q u ’ o n  t i e n t  c o m p t e  d e  p l u s i e u r s  

c a u s e s  s e c o n d a i r e s  q u e  n o u s  a v o n s  l a i s s é e s  d e  c ô t é  p o u r  s i m p l i f i e r ,  o n  t r o u v e  

e n t r e  l e s  d e u x  n o m b r e s  u n e  i d e n t i t é  a b s o l u e .

Q u e  f a u t - i l  e n  c o n c l u r e ?  É v i d e m m e n t  q u e  la  f o r c e  q u i  re tien t la  L u n e  d a n s  so n  

orbite n ’est a u tre  ch o se  q u e la  p e s a n te u r  terrestre a ffa ib lie  en  ra iso n  inverse d u  ca rré  

d e la  d is ta n c e .

A i n s i  l a  l o i  d e  l a  d i m i n u t i o n  d e  l a  p e s a n t e u r  q u i ,  p o u r  l e s  p l a n è t e s  a c c o m p a 

g n é e s  d e  p l u s i e u r s  s a t e l l i t e s ,  e s t  p r o u v é e  p a r  l a  c o m p a r a i s o n  d e s  d u r é e s  d e  

l e u r s  r é v o l u t i o n s  e t  d e  l e u r s  d i s t a n c e s ,  s e  t r o u v e  d é m o n t r é e ,  d a n s  J e  c a s  d e  l a  

T .  -  I .  . 5
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T e r r e ,  p a r  l a  c o m p a r a i s o n  d u  m o u v e m e n t  d e  l a  L u n e  a v e c  c e l u i  d e s  p r o j e c t i l e s  

à  l a  s u r f a c e  d e  l a  T e r r e .

L e s  f o r c e s  d ’ a t t r a c t i o n  d o n t  l e  S o l e i l  e t  l e s  p l a n è t e s  s o n t  l e  s i è g e  n e  d o i v e n t  

p l u s  n o u s  p a r a î t r e  a u s s i  m y s t é r i e u s e s ,  p u i s q u e  n o u s  s o m m e s  f a m i l i a r i s é s  a v e c  

l ’ u n e  d ’ e l l e s ,  l a j m s a n t e u r ,  p a r  l ’ e x p é r i e n c e  j o u r n a l i è r e .

L ’ a n a l o g i e  n o u s  p o r t e  é v i d e m m e n t  â  a d m e t t r e  q u e  l e s  p l a n è t e s  q u i  n ’ o n t  p a s  

d e  s a t e l l i t e s ,  M e r c u r e  e t  V é n u s ,  s o n t  d o u é e s  d e  l a  m ê m e  f o r c e  a t t r a c t i v e .  N o u s  

f e r o n s  u n  n o u v e a u  p a s  e n  a v a n t  p a r  l a  c o n s i d é r a t i o n  s u i v a n t e  :  l e  S o l e i l  a t t i r e »  

J u p i t e r  e t  s e s  s a t e l l i t e s ;  J u p i t e r  a t t i r e  s e s  s a t e l l i t e s ,  c e l a  e s t  d é m o n t r é ;  m a i s  o n  

d o i t  a d m e t t r e  q u e  l ’ a t t r a c t i o n  d e  J u p i t e r  s ’ e x e r c e  à  t o u t e  d i s t a n c e  e t  s e  f a i t  s e n 

t i r  m ê m e  s u r  l e  S o l e i l ;  a i n s i ,  s i  l e  S o l e i l  a t t i r e  J u p i t e r ,  J u p i t e r  a u s s i  d o i t  a t t i r e r  

l e  S o l e i l ,  e t ,  d ’ a p r è s  l e  p r i n c i p e  d e  L é g a l i t é  t i c  l ’ a c t i Q h  e t  d e  l a  r é a c t i o n ,  c e s  

d e u x  f o r c e s  d o i v e n t  ê t r e  é g a l e s .  S o i e n t  d o n c  M  l a  m a s s e  d u  S o l e i l ,  m  c e l l e  d e  

J u p i t e r ,  r  l e u r  d i s t a n c e ,  p .  l a  c o n s t a n t e  q u i  f i g u r e  d a n s  l a  l o i  d e  l ’ a t t r a c t i o î î  

e x e r c é e  p a r  l e  S o l e i l ,  p . t i a  c o n s t a n t e  c o r r e s p o n d a n t e  p d u r  J u p i t e r ;  o n  d e v r a  

a v o i r
p. m _  ¡J., M  

» r* *  —/·2 *

O n  e n  c o n c l u t ,  e n  d é s i g n a n t  p ' a r  f  u n e  a u t r e  c o n s t a n t e ,

ü  _  P 2  _  f  
M  ~  m ~  ’

a i n s i  l a  v a l e u r  c o m m u n e  d e s  d e u x  a t t r a c t i o n s  r é c i p r o q u e s  d u  S o l e i l  e t  d e  J u p i t e r  

e s t

R  =
f M m ,

r 3 ’

l e s  d e u x  co’ r p s  s ’ a t t i r e n t  d o n c ,  p r o p o r t i o n n e l l e m e n t  à  l e u r s  m a s s e s  e t  e n  r a i s o n  

i n v e r s e  d u  c a r r é  d e  l a  d i s t a n c e .  %

N o u s  a v o n s  f a i t  a b s t r a c t i o n  j u s q u ’ i c i  d e s  d i m e n s i o n s  d e s  c o r p s  c é l e s t e s  q u e  

n o u s  a v o n s  r é d u i t s  à  l e u r s  c e n t r e s  r e s p e c t i f s ;  m a i s  l a  p r o p r i é t é  a t t r a c t i v e  n e  

r é s i d e  p a s  s e u l e m e n t  d a n s  c e s  c e n t r e s  :  e l l e  e s t  p r o p r e  à  c h a c u n e  d e s  m o l é c u l e s  

d e s  c o r p s  c o n s i d é r é s .  O n  p e u t  l e  p r o u v e r  p o u r  l ’ a t t r a c t i o n  e x e r c é e  p a r  l ’ u n  d e  

c e s  c o r p s ,  l a  T e r r e  ;  o n  d é m o n t r e  e n  e f f e t  q u e ,  d a n s  l e  v i d e ,  t o u s  l e s  c o r p s  t o m b e n t  

a v e c  l a  m ê m e  v i t e s s e .  O n  p e u t  d i v i s e r  u n  c o r p s  e n  u n  n o m b r e  q u e l c o n q u e  d e  f r a g 

m e n t s ;  l e  p o i d s  t o t a l  e s t  é g a l  à  l a  s o m m e  d e s  p o i d s  d e s  d i v e r s  f r a g m e n t s ;  c h a c u n  

d ’ e u x ,  a b a n d o n n é  à  l u i - m ê m e ,  t o m b e  d a n s  l e  v i d e  a v e c  l a  m ô m e  v i t e s s e  q u e  l e  

c o r p s  p r i m i t i f ;  l a  p e s a n t e u r  s ’ e x e r c e  d o n c  s u r  l e s  m o i n d r e s  p a r t i e s  d e s  c o r p s ,  

e t  l ’ o n  d o i t  a d m e t t r e  q u ’ i l  e n  e s t  d e  m ê m e  d e  l ’ a t t r a c t i o n  d ’ u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e .  

A i n s i  l e  S o l e i l  d o i t  a t t i r e r  t o u t e s  l e s  m o l é c u l e s  d e  c h a c u n e  d e s  p l a n è t e s ,  d e  c h a 

c u n  d e s  s a t e l l i t e s ;  d e  m ê m e  u n e  p l a n è t e  d o i t  a t t i r e r  t o u t e s  l e s  m o l é c u l e s  d u
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S o l e i l .  C ’ e s t  d e  c e t t e  m a n i è r e  q u e  N e w t o n  a  é t é  c o n d u i t  à  la  lo i  de la  g r a v ita tio n  

universelle  à  l a q u e l l e  s o u v e n t  o n  d o n n e  s i m p l e m e n t  l e  n o m  d e  lo i  d e  N ew to n  :

D e u x  p o in ts  m a tériels qu elco n q u es s ’ a ttire n t m u tu ellem en t, p rop o rtion n ellem en t à  

leurs m asses et en  ra ison  inverse d u  c a rré  de la  d is ta n ce .

* »
S o i e n t  M  e t  M '  l e s  d e u x  p o i n t s ,  m  e t  m! l e u r s  m a s s e s ,  r  l e u r  d i s t a n c e ;  l e

p o i n t  M  e s t  s o u m i s  à  l ’ a c t i o n  d ’ u n e  f o r c e  M A  d i r i g é e  v e r s  l e  p o i n t  M '  ;  l e  p o i n t  M ' ,  

l ’ a c t i o n  d ’ u n e  f o r c e  M ' A '  d i r i g é e  v e r s  l e  p o i n t  M ;  o n  a

M'A' =  MA =
f  mm' _

7·2 ’

l a  c o n s t a n t e  1 e s t  l ’ a t t r a c t i o n  d e  d e u x  u n i t é s  d e  m a s s e  à  l ’ u n i t é  d e  d i s t a n c e .

5 .  N o u s  a l l o n s  t r a i t e r  u n e  q u e s t i o n  i n t é r e s s a n t e  q u i  s e  p r é s e n t e  n a t u r e l l e 

m e n t .

L a  l o i  d e  N e w t o n  m é r i t e - t - e l l o  r é e l l e m e n t  l a  q u a l i f i c a t i o n  d ’u n iverselle?  P r é 

s i d e - t - e l l e  a u x  m o u v e m e n t s  d e s  s y s t è m e s  ç l o i g n é s  e t ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  a u x  m o u 

v e m e n t s  o b s e r v é s  a v e c  t a n t  d e  s o i n  d e p u i s  W .  H e r s c h e l  d a n s  l e s  é t o i l e s  

d o u b l e s .  *

P o u r  s e  p r o n o n c e r ,  i l  f a u t  v o i r  d ’ a b o r d  q u e l l e s  s o n t  l e s  d o n n é e s  p r é c i s e s  d e

l ’ o b s e r v a t i o n ;  e l l e s  s o n t  r é s u m é e s  d a n s  l e s  d e u x  l o i s  s u i v a n t e s  :
♦

( a )  D a n s  t o u s  l e s  s y s t è m e s  b i n a i r e s ,  l a  p r o j e c t i o n  d u  r a y o n  v e c t e u r  m e n é  d e  

l ’ é t o i l ^ p r i n c i p a l e  a u  s a t e l l i t e ,  s u r  l e  p l a n  t a n g e n t  à  l a  s p h è r e  c é l e s t e ,  d é c r i t  d e s  

a i r e s  p r o p o r t i o n n e l l e s  a u x  t e m p s .

( b )  L ’ o r b i t e  a p p a ren te  d u  s a t e l l i t e  e s t  u n e  e l l i p s e .

I l  c o n v i e n t  d ’ i n s i s t e r  s u r  c e  p o i n t  q u e  l ’ o b s e r v a t i o n  n o u s  d o n n e  c e  q u i  s e  

r a p p o r t e  à  l ’ o r b i t e  a p p a ren te  e t  n o n  p a s  à  l ’ o r b i t e ’  réelle;  c ’ e s t  q u ’ e n  e f f e t  l e s  m e -  

s u f e s  d e s  a s t r o n o m e s  s e  r a p p o r t e n t  à  l a  p r o j e c t i o n  d u  s a t e l l i t e  s u r  l e  p l a n  t a n 

g e n t  à  l a  s p h è r e  c é l e s t e  m e n é  p a r  l ’ é t o i l e  p r i n c i p a l e ;  l e  s a t e l l i t e  p o u r r a i t  o c c u 

p e r  u n e  p o s i t i o n  q u e l c o n q u e  s u r  l e  r a y o n  q u i  l e  j o i n t  à  l a  T e r r e ,  e n  a v a n t  o u  e n  

a r r i è r e  d u  p l a n  t a n g e n t  c o n s i d é r é .  A u  p o i n t  d e  v u e  s t r i c t e m e n t  r i g o u r e u x ,  i l  

s e r a i t  i m p o s s i b l e  d e  d é t e r m i n e r  l ’ o r b i t e  r é e lle ; i l  f a u t  f a i r e  u n e  h y p o t h è s e ,  e t  l a  

p l u s  n a t u r e l l e  e s t  d ’ a d m e t t r e  q u e  c e t t e  o r b i t e  e s t  p l a n e  ( ' ) ;  i l  e n  r é s u l t e  a u s s i 

t ô t  q u e  l a  l o i  d e s  a i r e s  a  l i e u  p o u r  l ’ o r b i t e  r é e l l e ,  e t  q u e  c e t t e  o r b i t e  e s t  u n e

(*) La loi des afres ayant lieu pour la projection sur le plan tangent à la sphère, il en résulte que 
la force rencontre la droite SO (S désignant la Terre, ou plutôt le Soleil, et O l’étoile principale). On 
peut dire la même chose pour les autres étoiles doubles; S est d’ailleurs un point quelconque, n’avant 
aucun rapport avec les points tels que O; il est donc tout naturel d’admettre que la force passe tou- 

0  jours par le point O ; la force étant centrale, l’orbite est plane. ·*?
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e l l i p s e ,  p u i s q u e  s a  p r o j e c t i o n  s u r  l e  p l a n  t a n g e n t ,  q u i  n ’ e s t  a u t r e  q u e  l ’ o r b i l e  

a p p a r e n t e ,  e s t  e l l e - m ê m e  u n e  e l l i p s e ;  m a i s ,  d a n s  l ’ o r b i t e  a p p a r e n t e ,  l ’ é t o i l e  

p r i n c i p a l e  e s t  u n  p o i n t  q u e l c o n q u e ;  l a  p o s i t i o n  d u  p l a n  d e  l ’ o r b i t e  r é e l l e  e s t  

i n c o n n u e ,  e t  i l  n o u s  e s t  i m p o s s i b l e  d e  d é c i d e r ,  p a r  l e s  o b s e r v a t i o n s  u s u e l l e s ,  s i  

l ’ é t o i l e  p r i n c i p a l e  o c c u p e  r é e l l e m e n t  l ’ u n  d e s  f o y e r s  d e  l ’ e l l i p s e  r é e l l e .

O n  d é m o n t r e r a  i m m é d i a t e m e n t ,  d e  l a  m ê m e  m a n i è r e  q u e  p o u r  l e s  p l a n è t e s ,  

q u e ,  d a n s  c h a c u n e  d e  s e s  p o s i t i o n s ,  l ’ é t o i l e  s a t e l l i t e  e s t  s o u m i s e  à  l ’ a c t i o n  d ’ u n e  

f o r c e  R  d i r i g é e  v e r s  l ’ é t o i l e  p r i n c i p a l e ;  m a i s  i l  n e  s e r a  p a s  p o s s i b l e  d ’ a r r i v e r  à  

l a  c o n n a i s s a n c e  d e  l ’ i n t e n s i t é  d e  R  e n  p a r t a n t  d e  c e t t e  u n i q u e  d o n n é e ,  q u e  l e  

s a t e l l i t e  d é c r i t  u n e  e l l i p s e .  T o u t e f o i s ,  o n  p e u t  g é n é r a l i s e r  l e s  c o n c l u s i o n s  d e s  

o b s e r v a t i o n s  e n  r e m a r q u a n t  q u e  l e s  é t o i l e s  d o u b l e s  d o n t  o n  c o n n a î t  l e s  m o u v e 

m e n t s  r e l a t i f s  s o n t  n o m b r e u s e s ;  q u e  c e s  m o u v e m e n t s  s o n t  t r è s  d i f f ô r e n ï s  d ’ u n  

s y s t è m e  b i n a i r e  à  u n  a u t r e ,  p o u r  c e  q u i  c o n c e r n e  l e s  d i m e n s i o n s ,  l e s  e x c e n t r i c i 

t é s ,  e t c .  d e s  e l l i p s e s ,  e t  i l  e s t  n a t u r e l  d ’ a d m e t t r e  q u e  l a  f o r c e  R  e s t  t e l l e  q u ’ e l l e  

f e r a i t  d é c r i r e  à  u n  s a t e l l i t e  q u e l c o n q u e  u n e  c o n i q u e ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t ,  à  l ’ é 

p o q u e  i n i t i a l e ,  l a  p o s i t i o n  d u  s a t e l l i t e  e t  s a  v i t e s s e ,  e n  g r a n d e u r  e t  e n  d i r e c t i o n .  

N o u s  a d m e t t r o n s  e n f i n  q u e  l ’ i n t e n s i t é  R  d e  l a  f o r c e  n e  d é p e n d  p a s  d e  l a  v i t e s s e  

d u  s a t e l l i t e ,  m a i s  s e u l e m e n t  d e  s a  p o s i t i o n .  $

S o i e n t  :

O x ,  O y  d o u x  a x e s  r e c t a n g u l a i r e s  m e n é s  p a r  l ’ é t o i l e  p r i n c i p a l e  O  d a n s  l e  p l a n  d e  

l ’ o r b i t e  r é e l l e ;

x  e t  y  l e s  c o o r d o n n é e s  d u  s a t e l l i t e  M  à  l ’ é p o q u e  t ;  

r  l a  d i s t a n c e  O M .

L e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  d e  M  s e r o n t

(5)

d ! x
ni  — ;— = -  

dt

d2 y
m ~dP ~~

R ->
r

— R —>

o ù  R  =  $ ( î p ,  y ')  e s t  u n e  f o n c t i o n  i n c o n n u e  d e s  d e u x  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s  x  

e t  y ;  i l  s ’ a g i t  d e  d é t e r m i n e r  c e t t e  f o n c t i o n  d e  m a n i è r e  q u e  l ’ o r b i t e  q u i  r é s u l t e  

d e  c e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  s o i t  u n e  c o n i q u e ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  v a l e u r s

i n i t i a l e s  x 0, j 0 ,  x 0 =  > ÿ 0 =  i^ d i)  ^ c s  C O O I > d o n n é e s  e t  d e s  c o m p o s a n t e s

d e  l a  v i t e s s e .

C e  b e a u  p r o b l è m e  a  é t é  p r o p o s é  p a r  M .  J .  B e r t r a n d ,  d a n s  l e  t o m e  L X X X I Y  

d e s  C om ptes re n d u s  d e  V A c a d é m ie  des S c ien ces  ; c e  m ê m e  v o l u m e  r e n f e r m e  d e u x  

s o l u t i o n s  c o m p l è t e s  e t  e n t i è r e m e n t  d i f f é r e n t e s ,  d u e s  à  M .  D a r b o u x  e t  à  M .  H a l 

p h e n .  D e p u i s ,  M .  D a r b o u x  a  d é v e l o p p é  s a  m é t h o d e  d a n s  l ’ u n e  d e s  N o t e s  r e m a r 

q u a b l e s  d o n t  i l  a  e n r i c h i  l a  M é c a n iq u e  d e  M .  D e s p e y r o u s .  N o u s  a l l o n s  r e p r o d u i r e
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LOI DE LA GRAVITATION UNIVERSELLE. 3 7

i c i  l a  s o l u t i o n  d e  M .  H a l p h e n ,  a v e c  q u e l q u e s  m o d i f i c a t i o n s  q u i  r e n d e n t  p e u t - ê t r e  

l a  d é m o n s t r a t i o n  u n  p e u  p l u s  l o n g u e ,  m a i s  l u i  d o n n e n t ,  à  c e  q u ’ i l  n o u s  s e m b l e ,  

p l u s  d ’ h o m o g é n é i t é .

N o u s  f e r o n s

1 t e  _ _ f  —
(6) \ dt —  ’ dt ~ y ’

( R =  — m u r ·,

u  s e r a  c o m m e  R  u n e  f o n c t i o n  i n c o n n u e  d e  x  e t  y ;  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  ( 5 )  

s e  t r o u v e r o n t  d o n c  r e m p l a c é e s  p a r  l e  s y s t è m e  s u i v a n t  :

d x  dy . dx '  dy'

T t = x > d t = y ' d i  =  u y '

U =  W ( æ , y ) .

N o u s  a u r o n s  d a n s  l a  s u i t e  à  p r e n d r e  l e s  d é r i v é e s  p a r  r a p p o r t  a u  t e m p s  d e  f o n c 

t i o n s  d e s  q u a t r e  q u a n t i t é s  oc, y ,  x ;  n o u s  l e s  c a l c u l e r o n s  p a r  l a  f o r m u l e  s u i 

v a n t e ,  q u i  s e  d é d u i t  i m m é d i a t e m e n t  d e s  é q u a t i o n s  ( A )

- ( 7 )
d  , , . , dF , dF

d i F  ( x >?> * > y ï = x d -x + y ' d ï  +

dF dF

d a n s  l e  c a s  o ù  l a  f o n c t i o n  F  n e  c o n t i e n t  q u e  x ,  c e l a  s e  r é d u i t  à

( 7 ') — F ( ;r )  =  x '
d F ( æ )

d x

L e m m e . —  Trouver l ’équation différentielle commune à toutes les coniques. 

L ’ é q u a t i o n  g é n é r a l e  d e s  c o n i q u e s  e s t

(8) A.æ;2+  2B x y  4- Cy* +  2 F #  +  2 G y  4 - H =  o;

e l l e  d é f i n i t  j  e n  f o n c t i o n  d e  x  e t  d e  c i n q  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s .  P r e n o n s  x  p o u r  

v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e  e t  d i f f é r e n t i o n s  c i n q  f o i s  d e .  s u i t e ,  n o u s  t r o u v e r o n s ,  e n  ■ 

d é s i g n a n t  l e s  d é r i v é e s  p a r  l a  n o t a t i o n  d e  L a g r a n g e ,

I
C y y '  -t- B ( x y '  -y - y )  + À *  +  G y '  -1- F =  o,
C ( y y "  4 - j ' 2) -t- B ( x y "  -1- i y ' )  + A  +  G y "  = 0 ,

c ( y y ·"  +  3y ’ y " )  H- b  ( x y '"  +  3 y " )  . +  G y '"  =  o,
C ( j / v+ 4y / ,,+  3J "2) +  B ( x y ,y-h  L \ f )  -+- G j IV = 0 ,
C( +  5y ' y vr+ i o y " y ' " )  +  B ( x y ' '  +  5 / v) + G  J y . = 0 .

( 9 )
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33 CHAPITRE I.

I l  r e s t e  h  é l i m i n e r  e n t r e  l e s  s i x  é q u a t i o n s  ( 8 )  e t  ( 9 )  l e s  c i n q  q u a n t i t é s  ■ · ■ >

g ;  l e s  t r o i s  d e r n i è r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 9 )  c o n t i e n n e n t  s e u l e m e n t ,  e t  s o u s  f o r m e  h o 

m o g è n e ,  l e s  t r o i s  q u a n t i t é s  B ,  C ,  G ;  o n  a u r a  d o n c  l e  r é s u l t a t  d e  l ’ é l i m i n a t i o n  e n  

é g a l a n t  à  z é r o  l e  d é t e r m i n a n t

y f  +  3 y 'y " x ÿ "  _j_ 3 y y

j / iv+  h ' y + 3/ ' 2 Ær,v+ i / y v

y  y  +  10 y "  y " ocyy -4- 5y IV y

O n  t r o u v e  a i s é m e n t ,  e n  p a r t a n t  d e s  p r o p r i é t é s  é l é m e n t a i r e s  d e s  d é t e r m i n a n t s ,  

q u e  A  s e  r é d u i t  à  '
0 3 y  y

A = 3 y n 4/"" j ,v

jo  y  y s / v y *

e n  s u p p r i m a n t  l e  f a c t e u r  y "  e t  r e v e n a n t  à  l a  n o t a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e ,  i l  v i e n t

( B )
(  d1 y\ 2 c P y  ,„diyd3ydiy . ( d3y\3

9 ( d P  )  d P  ~  ^  d P  d ^ i TH* +  ( T ïP  ) ~  ° ·d x 2 d x 3 d x 4 d x 3

L ’ o r d o n n é e  d ’ u n e  c o n i q u e  q u e l c o n q u e  v é r i f i e  c e t t e  é q u a t i o n ,  e t ,  r é c i p r o q u e 

m e n t ,  t o u t e  f o n c t i o n  d e  x  q u i  y  s a t i s f a i t  p o u r r a  ê t r e  c o n s i d é r é e  c o m m e  l ’ o r d o n 

n é e  d ’ u n  p o i n t  q u e l c o n q u e  d ’ u n e  c o n i q u e  d o n t  x  s e r a i t  l ’ a b s c i s s e .

I l  f a u t  m a i n t è n a n t  c o n s i d é r e r  l ’ u n e  q u e l c o n q u e  d e s  t r a j e c t o i r e s  q u i  r é s u l t e n t  

d e s  é q u a t i o n s  ( A ) ,  r e g a r d e r  /  c o m m e  u n e  f o n c t i o n  d e  x ,  f o r m e r  l e s  d é r i v é e s

d x * ’ d x ^ ’  e l l e s  s u b s t i t u e r  d a n s  l a  r e l a t i o n  ( B ) .

O n  a  d ’ a b o r d ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e s  f o r m u l e s  ( A )  e t  ( 7 ) ,

o u  b i e n

d y  _ y '
d x  x '

, d ‘l y _x '  u  y  — y ' u x
X  d x % x ' i

( 1 0 ) x '
, d \y  

d x -
=  ( c e 'y — y ’ x )  u .

R e m a r q u o n s  q u e ,  d ’ a p r è s  l a  l o i  d e s  a i r e s ,  l e  b i n ô m e  x  y  —  y ' x  e s t  c o n s t a n t ;  

e n  a y a n t  é g a r d  à  c e t t e  r e i î i a r q u c  e t  a u x  f o r m u l e s  ( 7 )  e t  ( 7 ' ) ,  o n  d é d u i r a  a i s é -  * 

m e n t  d e  l a  f o r m u l e  ( r o ) ,  d i f f é r e n t i é e  p l u s i e u r s  f o i s  p a r  r a p p o r t  a u  t e m p s ,  l e s
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LOI DE LA GRAVITATION UNIVERSELLE. 3 9
f o r m u l e s  s u i v a n t e s  :

¿̂z — « r -y 'x) (x' ~ 3 “**)
,n d* 7  —  (

( " )

d"“ M t d ll  O O /» H o n \
i o m x x ! —  —  3 a 2 x ' 2 h -  15  i f î x 2 ) ,

x " ^  — (x'y— y'x)
, d 3 u
F F

d u

d t

— l 5 U L
,d'2u 

d t 2
d u

d t

(io5 u 2x 2x '  — 16 u x ' 3) H- 45  u 3x x '2— io5 ii4a;sJ .

P o r t o n s  c e s  v a l e u r s  ( 1 0 )  e t  ( 1 1 )  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( B ) ;  n o u s  a p e r c e v o n s  d e  

s u i t e  l e  f a c t e u r  c o m m u n  ■— s u p p r i m o n s - l e  e t  e f f e c t u o n s  l e s  c a l c u l s ;  

i l  y  a u r a ,  a p r è s  l e s  r é d u c t i o n s ,  e n c o r e  u n  f a c t e u r  x ' 3, e t  i l  r e s t e r a  s e u l e m e n t

d 3 u d u  d 2 u
“ 2 ^ - 4 5 ^ ^ +  4 0  - 7 7  = 9

d u \3
“ d t 3 d t  d t 2 1 ^  \ d t  J

C e t t e  é q u a t i o n  s e  s i m p l i f i e  n o t a b l e m e n t  e n  p o s a n t

( i 3 )  u  —  w  2 ;

, d u  

d t

w  s e r a ,  c o m m e  u ,  u n e  f o n c t i o n  d e  x  e t  j ;  o n  t r o u v e  s a n s  d i f f i c u l t é  q u e  l ’ é q u a 

t i o n  ( 1 2 )  d e v i e n t  s i m p l e m e n t

( C)
d 3w  -| d w

d t 3 d t

I l  n o u s  r e s t e  à  c a l c u l e r  ^  e t  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s
d t  d t 3 

d x '

d t
: x w

d y ' -|

o n  t r o u v e

d w  . d w  , d w  

d t  X  d x  y  d y  ’

d 3w  d 3w  2 , , à 3w  3 , 1
- j —  =- x ' 3  — —  +  3 x ' 2 y  -, .— 1- ¿ x  y

d 3 w

d t 3 d x d x 2 d y d x  d y 2

+ y  + « ■ ' *  ( * -  g + / +  ) + 3^  '  + y - )
d 2 w  

d x  d y

„ - 5 /  , d2<v , d8«"+  3 w 2 1 x x  -7—5- -t-/ /
d # 2 •/ , /  d j !

3 - 4 /  die d«A /  ,à w  ,d w
a?

d #
■ J d / / ’
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4 O CHAPITRE I.

e n  p o r t a n t  c e s  d e u x  d é r i v é e s  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( C ) ,  i l  v i e n t

( D )

x 13
d3w „ „  , d3(v d 3w . à3 w
l ÿ  +  3 x  y d x- ày H“  ¿ x ' f  y  ,  2 +  y  a t  J  d x  d y 2 O fs

3 , - f f  ,f d2w d2w '\ dw ( dw àw
4 - —  X  i V  ' * 2 ^ 1

x J y
+  y d x  dy )  ~  d x  [ x à ÿ

3 , - f f  /f d2w à 2w '\ dw f dw dw
-1- - y w  2 w (

\ dy2
H- x

d x  dy )  à y \ X t e dy

)]

)]·
C e t t e  é q u a t i o n  d o i t  a v o i r  l i e u  q u e l  q u e  s o i t  t ,  e t  e n  p a r t i c u l i e r  p o u r  t  =  o ,  a u 

q u e l  c a s ,  c o m m e  o n  l ’ a  v u ,  x ,  y ,  x ' ,  y  p e u v e n t  ê t r e  q u a t r e  q u a n t i t é s  q u e l 

c o n q u e s ,  i n d é p e n d a n t e s  l e s  u n e s  d e s  a u t r e s .  L ’ é q u a t i o n  ( D )  d o n n e r a  d o n c  l e s  

s i x  é q u a t i o n s  s u i v a n t e s  :

d3w   à3w  
d x  d y 2 °  ’ d / 3 °  ’

dw (  dw dw\
à x \ â x ~ *  ̂  à y )  ~  ° ’

dw [  dw dw\
à y  \ d x  à y )  ° ‘

L e s  f o r m u l e s  ( i 4 )  m o n t r e n t  q u ’ e n  d é s i g n a n t  p a r  a , b , c ,  / ,  g ,  h  s i x  c o n 

s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  w  e s t  d e  l a  f o r m e

(E) w — ax^-y- 2 b x y  -y c y i +  i f x  -f- 2 g y  -t- h.

S u b s t i t u o n s  c e t t e  e x p r e s s i o n  d a n s  l e s  r e l a t i o n s  ( i 5 ) ,  e t  n o u s  t r o u v e r o n s ,  

a p r è s  r é d u c t i o n ,

( ■ 4 )

( i 5 )

d 3 w  

d x 3 =  o,
d3w 

d x 2 d y
—  o ,

2 (P I X

2 W

à2w 

d x 2

( y  —V  d r ‘¿

■ y

■ X

d 2 w 

d x  d y

d2w 

d x  d y

( b f  —  a g ) x y - y ( c f  —  b g )  y 2 +  ( / 2 —  ah) x  +  (/g  —  b h ) y  —  o, 

{bg —  c f )  x y  +  {ag —  b f ) x 2 + ( f g - b h ) x - y ( g 2 —  c h ) y = z  o.

C e s  d e u x  é q u a t i o n s  d e v a n t  a v o i r  l i e u  q u e l s  q u e  s o i e n t  x  e t  y ,  o n  e n  c o n c l u t

0 6 )

0 7 )

O n  t i r e  d e s  f o r m u l e s  ( 1 7 )

( ag —  b f  —  o, 

( bg —  c f  = 0 ;  

( f -  —  ah —  o, 

t g 2 —  ch =  o, 

( S g  —  bh == o.

f h  ( ag  —  bf)  —  o, g h ( b g —  c f )  —  o;

s i  d o n c  a u c u n e  d e s  q u a n t i t é s f ,  g ,  h  n ’ e s t  n u l l e ,  l e s  r e l a t i o n s  ( 1 6 )  s o n t  u n e  c o n 

s é q u e n c e  d e  ( 1 7 ) ,  e t  i l  s u f f i t  d e  v é r i f i e r  c e s  d e r n i è r e s .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LOI DE LA GRAVITATION UNIVERSELLE. 4 i

O r  l ’ é q u a t i o n  ( E )  d o n n e

(18) * w =  +  g y  +  h f —  ( J *  — a h )  x 2 — (g·*-— c h ) y * —  2 (J g  —  b h )  x y ) \ ,

c e  q u i ,  à  c a u s e  d e s  f o r m u l e s  ( 1 7 ) ,  s e  r é d u i t  à

W _  i f *  ■ +■  g  y  +  h y  

~  h

L e s  f o r m u l e s  ( 6 )  e t  ( i 3 )  d o n n e n t  e n s u i t e

( F . ) Rj =  m h %
r

( f *  ■ +■  g y  +  4 ?  ’

c ’ e s t  u n e  p r e m i è r e  l o i  p o u r  l a  f o r c e  c h e r c h é e ;  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  q u a n t i t é s  

f ,  g ,  h ,  l a  t r a j e c t o i r e  s e r a  l i n e  c o n i q u e .

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  h  =  o ;  l e s  f o r m u l e s  ( 1 7 )  e n t r a î n e n t  / =  o ,  g  =  o ;  

e l l e s  s o n t  a l o r s  v é r i f i é e s ,  a i n s i  q u e  l e s  r e l a t i o n s  ( 1 6 ) ;  o n  a  d o n c

w  —  a  x -  +  2 b x y  c y 2,

( F , )  R  ,  =  ™ ------------------------ -------------------- s ;
( a  a ?  -4- 2 b x y  +  c y *  )2

c ’ e s t  u n e  a u t r e  l o i  d e  l a  f o r c e ;  l e s  c o n s t a n t e s  a , b ,  c  p e u v e n t  ê t r e  q u e l c o n q u e s .  

D a n s  l e  c a s  o ù / = o ,  ( i C ) c t ( i 7 )  d o n n e n t  ,

o u

a g  —  b g  —  a h  - -  b h  —  o , g *  —  c h ,  

a  —  =  o ;

e n  p o r t a n t  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 1 8 ) ,  i l  v i e n t

. - - _ ( g J  +  /0 2 .

l a  v a l e u r  c o r r e s p o n d a n t e  d e  R  s ’ o b t i e n t  d o n c  e n  f a i s a n t  f =  o  d a n s  l a  f o r 

m u l e  ( F , ) .  A i n s i  i l  V  a  d e u x  l o i s  d e  f o r c e s ,  e t  r i e n  q u e  d e u x ,  q u i  r é p o n d e n t  à  

l a  q u e s t i o n  ;  m a i s  l e s  f o r c e s  R ,  e t  R 2 c o n t i e n n e n t  n o n  s e u l e m e n t  r,  m a i s  e n c o r e

l ’ a n g l e  p o l a i r e  0 =  a r c t a n g ^ ·

S i  l ’ o n  v e u t  q u e  c e s  f o r c e s  n e  d é p e n d e n t  q u e  d e  r,  c e  q u ’ i l  e s t .  n a t u r e l  d ’ a d 

m e t t r e ,  o n  d e v r a  f a i r e ,  d a n s  ( F ,  ) ,  f =  g  =  o ,  e t ,  d a n s  ( F 2 ) ,  a  =  c  e t  b =  o  ;  o n  
T. — I. , 6
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t r o u v e  a i n s i

CHAPITRE I.

R, = : >)ï ¡1 7 · ,

L a  p r e m i è r e  d e  c e s  l o i s  e s t  i n c o m p a t i b l e  a v e c  l e s  o b s e r v a t i o n s ,  c a r ,  s i  e l l e  a v a i t  

l i e u ,  l e  s a t e l l i t e  d é c r i r a i t  t o u j o u r s  u n e  e l l i p s e  a y a n t  p o u r  c e n t r e  l ’ é t o i l e  p r i n c i 

p a l e ,  e t  c e t t e  p r o p r i é t é  s e  c o n s e r v e r a i t  d a n s  l ’ o r b i t e  a p p a r e n t e ;  o r  l e s  o b s e r v a 

t i o n s  m o n t r e n t  q u ’ e n  g é n é r a l  c e l a  n ’ a  p a s  l i e u  ;  i l  n e  r e s t e  d o n c  q u e  R 2 =  —  o u  

l a  l o i  d e  N e w t o n .

C o n clu sio n  a u  p o in t  d e  v u e  d e  T A stro n o m ie . —  O n  v o i t  p a r  c e  q u i  p r é c è d e  q u ’ i l  

e s t  i m p o s s i b l e  d e  c o n c l u r e  d ’ u n e  f a ç o n  rig o u reu se  q u e  l a  l o i  d e  N e w t o n  p r é s i d e  

a u x  m o u v e m e n t s  d e s  é t o i l e s  d o u b l e s ;  t o u t e f o i s ,  c e l a  e s t  t r è s  v r a i s e m b l a b l e ,  

p u i s q u e  l e s  a u t r e s  f o r c e s  q u i  p o u r r a i e n t  e x p l i q u e r  l e s  m o u v e m e n t s  o b s e r v é s  s e 

r a i e n t  t e l l e s ,  q u ’ à  d e s  d i s t a n c e s  é g a l e s  u n e  m ê m e  é t o i l e  e x e r c e r a i t  s u r  d e s  

m a s s e s  é g a l e s  d e s  a t t r a c t i o n s  v a r i a b l e s  s u i v a n t  l e s  d i v e r s e s  d i r e c t i o n s .

R em a rq u e.  —  D a n s  l e s  A d d it io n s  à  la  C o n n a issa n ce  des T em p s  d e  i 8 5 a  s e  

t r o u v e  u n  M é m o i r e  d e  M .  Y v o n  V i l l a r c e a u  a y a n t  p o u r  t i t r e  :  D u  m o u v em en t des  

éto iles  d o u b le s, co n sid é ré  co m m e p ro p re  à  J o u r n ir  la  p reu v e  d e  T u n iv e r sa lité  d es lo is  

d e  la  g r a v ita tio n  p la n é ta ir e .

M .  V i l l a r c e a u  s ’ é t a i t  d e m a n d é  d é j à  s i  l a  f o r c e  q u i  p r o d u i t  l e s  m o u v e m e n t s  

o b s e r v é s  d a n s  l e s  é t o i l e s  d o u b l e s  r e n t r e  n é c e s s a i r e m e n t  d a n s  l a  l o i  d e  N e w t o n ;  

i l  a v a i t  v u  q u e  d ’ a u t r e s  f o r c e s  c e n t r a l e s ,  d é p e n d a n t  d e s  d e u x  c o o r d o n n é e s  d u  

s a t e l l i t e ,  p e u v e n t  l u i  f a i r e  d é c r i r e  u n e  e l l i p s e  a u t o u r  d e  l ’ é t o i l e  p r i n c i p a l e ;  m a i s  

i l  a v a i t  l a i s s é  s u b s i s t e r  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  d e  l a  f o r c e  l e s  p a r a m è t r e s  q u i  f i g u r e n t  

d a n s  l ’ é q u a t i o n  d e  l ’ e l l i p s e  c o n s i d é r é e ,  e t  n ’ a v a i t  p u  a i n s i  s ’ é l e v e r  a u x  d e u x  

l o i s  g é n é r a l e s  e x p r i m é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( F , )  e t  ( F 2 ) .

D a n s  u n  T r a v a i l  i n s é r é  a ù  t o m e  X X X I X  d e s  M o n th ly  N o tice s o f  lh e  R o y a l  

a s tr o n o m ic a l S o c ie ty ,  M .  G l a i s b e r  a  f a i t  o b s e r v e r ,  à  l ’ o c c a s i o n  d e s  b e a u x  r é s u l 

t a t s  o b t e n u s  p a r  M M .  D a r b o u x  e t  H a l p h e n ,  q u e  N e w t o n  a v a i t  m o n t r é  ( P rin c ip e s ,■

Fig. 3 .

L i v r e  I ,  s c o l i e  d e  l a  P r o p o s i t i o n  X V I I )  q u e ,  s i  u n e  e l l i p s e  E  ( f i g .  3 )  e s t  d é c r i t e  p a r  

u n  m o b i l e  M  s o u s  l ’ a c t i o n  d ’ u n e  f o r c e  S  p r o p o r t i o n n e l l e  à  l a  d i s t a n c e  e t  d i r i g é e
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c o n s t a m m e n t  v e r s  l e  c e n t r e  C  d e  c e t t e  e l l i p s e ,  e l l e  p e u t  ê t r e  d é c r i t e  a u s s i  s o u s  

l ’ a c t i o n  d ’ u n e  a u t r e  f o r c e  R  d i r i g é e  c o n s t a m m e n t  v e r s  u n  p o i n t  f i x e  O  c h o i s i  à  

v o l o n t é ,  p o u r v u  q u ’ e n t r e  l e s  i n t e n s i t é s  R  e t  S  o n  a i t  t o u j o u r s  l a  r e l a t i o n

s _  o m !cm

G  d é s i g n a n t  l e  p o i n t  o ù  l a  t a n g e n t e  M T  e s t  r e n c o n t r é e  p a r  l e  r a y o n  G G  p a r a l l è l e  

à  O M ;  o n  a ,  p a r  h y p o t h è s e ,
S =  jji.CM ;

i l  e n  r é s u l t e  d o n c

R  =  f t . O M
CG N*
o m ; ’

M .  G l a i s h e r  m o n t r e  g é o m é t r i q u e m e n t ,  e t  l ’ o n  p e u t  l e  f a i r e  p a r  u n  c a l c u l  d e s  

p l u s  s i m p l e s ,  q u e  ^  e s t  u n e  f o n c t i o n  d u  p r e m i e r  d e g r é  d e s  c o o r d o n n é e s  r e c 

t a n g u l a i r e s  d u  p o i n t  M  ;  o n  v o i t  d o n c  q u e  l a  f o r c e  R  q u i  r é s u l t e  d e  l a  r e m a r q u e  

d e  N e w t o n  r e n t r e  d a n s  l a  f o r m u l e  ( F , ) .

E n f i n ,  M .  G l a i s h e r  r a p p e l l e  q u e  W .  H a m i l t o n  a v a i t  p r o u v é  q u e ,  s i  u n  m o b i l e  

e s t  a t t i r é  v e r s  u n  p o i n t  f i x e  p a r  u n e  f o r c e  q u i  s o i t  d i r e c t e m e n t  p r o p o r t i o n n e l l e  

à  l a  d i s t a n c e  c o m p t é e  d u  p o i n t  f i x e  e t  i n v e r s e m e n t  p r o p o r t i o n n e l l e  a u  c u b e  d e  

l a  d i s t a n c e  d u  m o b i l e  à  u n  p l a n  f i x e ,  c e  m o b i l e  d é c r i r a  t o u j o u r s  u n e  c o n i q u e ;  

c ’ e s t  e n  q u e l q u e  s o r t e  l a  r é c i p r o q u e  d u  t h é o r è m e  q u i  r é s u l t e  d e  l a  r e m a r q u e  d e  

N e w t o n .

I l  e s t  i n u t i l e  d ’ i n s i s t e r  s u r  l a  d i f f é r e n c e  d e  c e s  r é s u l t a t s ,  e t  d e  l a  r é p o n s e  

g é n é r a l e  d o n n é e  p a r  M M .  D a r b o u x  e t  H a l p h e n  a u  p r o b l è m e  n o u v e a u  p r o p o s é  

p a r  M .  R e r t r a n d .

6 .  O n  v i e n t  d e  v o i r  q u ’ o n  p e u t  t r o u v e r  l ’ e x p r e s s i o n  d e  l a  f o r c e  c a p a b l e  d e  

p r o d u i r e  l e s  m o u v e m e n t s  d e s  p l a n è t e s ,  q u a n d ,  a u  l i e u  d e  s e  d o n n e r  l e s  t r o i s  

l o i s  d e  K e p l e r  c o m p l è t e s ,  o n  n ’ e n  r e g a r d e  q u ’ u n e  p a r t i e  c o m m e  d é m o n t r é e  p a r  

l ’ o b s e r v a t i o n .

M .  R e r t r a n d  a  é t é  p l u s  l o i n  d a n s  c e t t e  v o i e  ( C om ptes ren d us d e  V A c a d é m ie  des 

S cien ces,  t .  L X X Y I I ,  1 8 7 3 )  e n  r é s o l v a n t  l e  p r o b l è m e  s u i v a n t  :

O n  con sid ère u n e  p la n è te  a ttiré e  p a r  le S o le il su iv a n t u n e  f o r c e  d o n t V in te n sité  

n e  d é p e n d  q u e d e  la  d is ta n ce . O n  supp ose c o n n u  ce se u l f a i t  : qu e la  p la n è te  d écrit  

u n e cou rb e fe r m é e , qu elles  q u e so ie n t à  l ’ ép o q u e  iid tia le  la  p o s itio n  d e  la  p la n è te  

e t sa  v itesse , e n  g r a n d e u r  et e n  d ir e c tio n . O n  d e m a n d e  d e  tro u v er la  lo i  d ’ a ttra ctio n  

d ’ après cette  seu le  d o n n é e .

I l  e s t  e n t e n d u  t o u t e f o i s  q u e  l a  v i t e s s e  i n i t i a l e  V 0 d o i t  ê t r e  i n f é r i e u r e  à  u n e  

c e r t a i n e  l i m i t e .
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44 CHAPITRE I.

L e  m o u v e m e n t  s ’ e f f e c t u e  d a n s  u n  p l a n  p a s s a n t  p a r  l e  c e n t r e  O  d u  S o l e i l ;  i l  e s t  

p r o d u i t  p a r  u n e  f o r c e  c e n t r a l e ;  d o n c  l a  l o i  d e s  a i r e s  a  l i e u .  S o i e n t  r  e t  0 l e s  

c o o r d o n n é e s  p o l a i r e s  d e  l a  p l a n è t e  à  l ’ é p o q u e  t ,  l ’ o r i g i n e  d e  c e s  c o o r d o n n é e s  

é t a n t  p l a c é e  e n  0 : r e p r é s e n t o n s  l ’ i n t e n s i t é  R  d e  l a  f o r c e  m o t r i c e  p a r

e t  p a r  k  l a  c o n s t a n t e  d e s  a i r e s ;  n o u s  a u r o n s ,  p a r  u n e  f o r m u l e  c o n n u e ,  e n  a y a n t  

é g a r d  à  l ’ i n t é g r a l e  d e s  f o r c e s  v i v e s  e t  d é s i g n a n t  p a r  r0 l a  v a l e u r  i n i t i a l e  d e  r,

V 2 =  /c2

N o u s  f e r o n s
I
r  ~

e t  i l  v i e n d r a  

d ’ o ù

N o u s  p o s e r o n s  e n c o r e

W/ J = V»“ 2jf f { r ) d r ‘

k% ( +  ~3)  —  V ?  +  a j f  © ( s ) « k ;

de  =
k dz

^ / V l - k t z ' + z f ^ i z )  

2 9 (z) d z =
J  Z*.

dz

e t  n o u s  s u p p o s e r o n s  q u e  l ’ a x e  p o l a i r e  p a s s e  p a r  l e  r a y o n  v e c t e u r  i n i t i a l  ;  n o u s  

a u r o n s  a i n s i

( J 9 )

dz_______

/C25 2 + | ( 5 ) ’

O n  t r o u v e r a  a i s é m e n t ,  p a r  l e s  f o r m u l e s  c i - d e s s u s ,

(20) R  =  \ m z ‘L J / (s ) ;

o n  a u r a  e n f i n  

(21) k —  r 0V 0 s i n r i o V o  s i n r ) 0
■---------------- y

e n  d é s i g n a n t  p a r  Y ] 0 l ’ a n g l e  q u e  f a i t  l a  v i t e s s e  i n i t i a l e  a v e c  l e  p r o l o n g e m e n t  d u  

r a y o n  r 0.

S i  l ’ a n g l e  ï ] 0 e s t  o b t u s ,  r  c o m m e n c e r a  p a r  d é c r o î t r e ,  e t  2 p a r  c r o î t r e  à  p a r t i r
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d e  3 „  ;  o n  s u p p o s e  e s s e n t i e l l e m e n t  q u e  l a  t r a j e c t o i r e  e s t  f e r m é e  e t  n e  r e n c o n t r e  

p a s  l e  S o l e i l ;  z  n e  c r o î t  d o n c  p a s  i n d é f i n i m e n t ,  m a i s  s e u l e m e n t  j u s q u ’ à  u n  

m a x i m u m  [3 ;  l a  q u a n t i t é  (3 d o i t  a n n u l e r  l e  r a d i c a l  q u i  f i g u r e  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 1 9 ) .  

A i n s i ,  o n  a  l a  r e l a t i o n

( 2 2 ) V 2 — /c2 (32 +  ^ ( ¡ 3 )  =  o .

P o u r  z  ¡3 ,  l e  r a d i c a l  c o n s i d é r é  d e v i e n d r a i t  i m a g i n a i r e ;  s  v a  d o n c  d é c r o î t r e  e t  

r e p a s s e r  d ’ a b o r d  p a r  l e s  v a l e u r s  p r é c é d e n t e s  j u s q u ’ à  z  —  z 0 ;  o n  v o i t  a i s é m e n t

q u e  l e  r a y o n  v e c t e u r  m i n i m u m  r { =  ^  s e r a  u n  a x e  d e  s y m é t r i e  d e  l a  c o u r b e ;

/’ c r o î t r a  e n c o r e  a u  d e l à  d e  r0 =  m a i s  p a s  i n d é f i n i m e n t ,  p u i s q u e  l a  c o u r b e  e s t
- 0

s u p p o s é e  f e r m é e ;  z  d é c r o î t r a  d o n c  j u s q u ’ à  u n e  v a l e u r  a  q u i  a n n u l e r a  a u s s i  l e  

r a d i c a l  c o n s i d é r é  p l u s  h a u t .  O n  a u r a  d o n c

( 2 3 )  V 2 —  A 2 « 2 H -  | ( a )  =  0 , (oc <  (3);

l e  r a y o n  v e c t e u r  m a x i m u m  r2 =  ^  s e r a  a u s s i  u n  a x e  d e  s y m é t r i e  d e  l a  c o u r b e .  

S o i e n t  O M ,  l e  r a y o n  v e c t e u r  m i n i m u m  r ,  ( f i g .  4 ) ,  O M 2 l e  r a y o n  v e c t e u r  m a x i -

Fig. 4-

m u n i  r 2, 0  l ’ a n g l e  M ( O M 2 ; l a  c o u r b e  s e  c o m p o s e r a  d ’ u n e  s é r i e  d ’ a r c s  é g a u x  à  

M ,  A M ü ,  e t  l ’ o n  a u r a

( 2 4 ) 9 =  k
J  Ct

dz

K - 5 )

P o u r  q u e  l a  c o u r b e  s e  f e r m e  d ’ e l l e - m ê m e ,  i l  f a u t  q u e  l ’ a n g l e  0  s o i t  c o m m e n s u 

r a b l e  a v e c  tc ;  o n  d e v r a  d o n c  a v o i r ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  \  l e  q u o t i e n t  d e  d e u x  

n o m b r e s  e n t i e r s ,

l n  —  k 1 -7=J a s/vi-
dz

/c2.=2 -+- < ] , ( * )
( 2 5 )
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4 6 CHAPITRE 1 .

C e t t e  é q u a t i o n  d e v r a  a v o i r  l i e u ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s ;  

d o n c ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  q u a n t i t é s  V 0 e t  k  [ ( c e t t e  d e r n i è r e  d é p e n d a n t  d e s  

d o n n é e s  i n i t i a l e s  p a r  l a  f o r m u l e  ( 2 1 ) ] .

O r  o n  t i r e  d e  ( 2 2 )  e t  ( 2 3 )

~  ^ ( « )
A ~  ¡32 — cc2 ’

v ,  _  —  P 2 + ( « )
« ¡32 — a 2

e t ,  e n  r e p o r t a n t  d a n s  ( 2 0 ) ,  i l  v i e n t

(26) '_______ sAHP) — < \ > ( < x ) d z ______________

V ^ 2 W )  ~  -  ¿ 2 W ¡ 3 ) - * ( « ) ]  + ( ¡ 32 - a 2 )

i l  f a u t  d é t e r m i n e r  l a  f o n c t i o n  ^ ( 5 )  d e  m a n i è r e  q u e  c e t t e  é q u a t i o n  a i t  l i e u  

q u e l l e s  q u e  s o i e n t  a  e t  ¡3 .

R e m a r q u o n s  d ’ a i l l e u r s  q u e  l e  n o m b r e  f r a c t i o n n a i r e  A  d e v r a  ê t r e  i n d é p e n d a n t  

d e  a  e t  (3 ;  c a r ,  s ’ i l  c h a n g e a i t  d ’ u n e  o r b i t e  à  l ’ a u t r e ,  u n e  v a r i a t i o n  i n f i n i m e n t  

p e t i t e  d e  a  e t  ¡3 ,  o u  b i e n  d e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s ,  a p p o r t e r a i t  u n  c h a n g e m e n t  

f i n i  d a n s  l e  n o m b r e  d e s  a r c s  é g a u x  à  M ,  A M 2 d o n t  s e  c o m p o s e  l a  c o u r b e .

P o s o n s

( 2 7 )  ¡3 =  h  +  e, <x =  h —  e, z  —  h  +  e Ç ;

l ’ é q u a t i o n  ( 2 8 )  d e v r a  a v o i r  l i e u  q u e l s  q u e  s o i e n t  h  e t e ;  a u x  l i m i t e s  a  e t  [3 d e  s  

c o r r e s p o n d r o n t  l e s  l i m i t e s  —  1 e t  - + - 1  d e  Ç ;  n o u s  a l l o n s  d é v e l o p p e r  s u i v a n t  l e s  

p u i s s a n c e s  d e  e ,  p a r  l a  s é r i e  d e  T a y l o r ,  l e s  q u a n t i t é s

i | / ( P )  =  4 i ( / i  +  e ) ,  4/ ( a )  =  ^ ( / i  — e ) ,  ^ ( 5 )  =  +  e Ç )  ;

l e s  s é r i e s  s e r o n t  c o n v e r g e n t e s  s i  e  e s t  a s s e z  p e t i t .  É c r i v o n s  d ’ a b o r d  l ’ é q u a 

t i o n  ( 2 6 )  c o m m e  i l  s u i t  :

( 2 8 ) ^ 7T =

( P  ^ ( ( 3 ) —  < |/( a )

=  0.
a 2 )

N o u s  n é g l i g e r o n s  e 5 s o u s  l e  r a d i c a l ;  ¡3 2 —  a 2 c o n t e n a n t  e  e n  f a c t e u r ,  o n  p o u r r a  

p r e n d r e

I . 2 . 3  T

—  4 ( a ) _  
< K P )  — + ( « )

[
(j, +  Í L Ü  d , » .

I . 2 I . 2 . 3 . 4

1 . 2 . 3
Y

1 . 2 . 3 . 4

1 . 2 . 3 ·  I . 2 . 3 . 4  T

— « K - - ^ - 5 « ! / +  — £ t 7 VI T I . 2  T 1 . 2 . 3  T 1 . 2 . 3 . 4
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o ù  l ’ o n  a  é c r i t ,  p o u r  a b r é g e r ,  <];> <]/> · · ·  a u  ^ e u  d e  +  (7 0 ’  e n  r é d u i s a n t
e t  d é v e l o p p a n t  l e  d é n o m i n a t e u r  s u i v a n t  l a  p u i s s a n c e  d e  e ,  i l  v i e n t

+  ( * ) - -  +  ( a )
(1 +  0 + ' -

2

I + t 3

+ " +  6
e i y 1 —  Ç*

24
e 3 rv _)—,

+ ( £ ) - - + ( « ) 2 + ' - h +  . . .

/ ' i  +  C 1 - - ? C V 1 I +  Ç% 2 + IV . \ f  e * r

« 4 + ' 12 + ' 48 e + , + ” 7  V  6  f

_I  +  C 1 - •Ç* A" C - P c .
iJA + IV. , '

°Q
MX_/>1

2 4
S & 

12 + ' 48 e + ' 2 4  ~ 1

L a  q u a n t i t é  p l a c é e  s o u s  l e  r a d i c a l  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 8 )  s e  r é d u i t  à

·■ O  -  P >  -  ( '  -  P  ) f  -  «  h r  Ç  +  4 -  7“ ‘  i f

e 2 ( i  —  Ç 2 )  e s t  u n  f a c t e u r  c o m m u n  à  t o u s  l e s  t e r m e s ;  o n  a  e n s u i t e

+ l  dç
0  —  ).71 =

^  6  | ' 2

o u  b i e n ,  e n  f a i s a n t  ‘C =  s i n ^  e t  d é v e l o p p a n t  e n  s é r i e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  e ,

0  =  A i r  :
1 Ç 2 f  sin£ h e y  i + s i n 2£ /¿e, +,v

: / - - - - - - - - ,ÿ j  ,  L ,  +  T  f - / 4 ' +  5 4  + ' - * + ·
v , - , +  - <

s i n 2£ A 2 e 24 ,,,!!_ ± ^ _ p
12 ^ '(4 - '—  h t y " )  24 (<j/ —  / n |/)s

O r  o n  a

f  d\ — 7t, f  sin$’c?Ç =  0, f  sin2£û?£ —
J  ^  t/ TC v TT

i l  v i e n t  a i n s i

(2 9 )  0  =  À7T=:

\ r - h v

h e-

4 8 ( f  —  / « + " )  \ + '  —  hty

h ^

C e t t e  é q u a t i o n  d o i t  a v o i r  l i e u  q u e l s  q u e  s o i e n t  e  e t  h ,  e n  p a r t i c u l i e r  q u e l  q u e
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s o i t  e *  o n  e n  c o n c l u t

(3o)

(3 .)

CHAPITRE I.

1 =

v /
il;"

î —  h —

W  , 3 , , v
^ ' _ / í | "  +  á V  —  ·

L a  f o r m u l e  ( 3 o )  d o n n e ,  e n  r e m e t t a n t  h  e n  é v i d e n c e  s o u s  l e s  s i g n e s  <|/ e t

Y W  _ ! /  I 
4 ^ '( A )  /ï V  W ’

d ’ o ù ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  C  u n e  c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e ,

( 3 2 ) — C h  *■ -·,

s i  l ’ o n  p o r t e  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 3 x )  c e t t e  v a l e u r  d e  i | / ( A )  e t  l e s  e x p r e s s i o n s  q u i  e n  

r é s u l t e n t  p o u r  < j / ' ( A ) , ·  < ] / " ( / * )  e t  ^ I V ( ^ ) >  o n  t r ° u v e  a i s é m e n t

d ’ o ù  c e s  d o u x  v a l e u r s

^  —  I> ^ = - J ,

q u i  s o n t  b i e n  c o m m e n s u r a b l e s .  L a  f o r m u l e  ( 3 2 )  d o n n e  e n s u i t e  c e s  d e u x  v a l e u r s  

d e  < ] / ( / * )
«|/(A) =  C; 4'(A) =  C/i-s; 

e t ,  e n  e m p l o y a n t  e n s u i t e  l a  f o r m u l e  ( 2 0 ) ,  i l  v i e n t

„ _ mC _m p .
U 2 —  — j2 /’2

R, = ----r —  mu.r.2

T e l l e s  s o n t  l e s  d e u x  s e u l e s  l o i s  d ’ a t t r a c t i o n  q u i  p e r m e t t e n t  a u  m o b i l e  d e  d é 

c r i r e  u n e  c o u r b e  f e r m é e  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  d o n n é e s  i n i t i a l e s  ( l a  v i t e s s e  é t a n t  

c e p e n d a n t  a u - d e s s o u s  d ’ u n e  c e r t a i n e  l i m i t e ) ;  s i  l ’ o n  s u p p o s e  l ’ a t t r a c t i o n  n u l l e  

à  u n e  d i s t a n c e  i n f i n i e ,  i l  n e  r e s t e  q u e

T> _ m F· 
w s —  T F  ’

o u  l a  l o i  d e  N e w t o n ,  q u i  a u r a i t  p u  ê t r e  a i n s i  d é d u i t e  d e  c e  s e u l  f a i t  c o n c l u  d e  

l ’ o b s e r v a t i o n  :  q u ’ u n e  p l a n è t e  q u e l c o n q u e  d é c r i t  u n e  c o u r b e  f e r m é e ,  s a n s  q u ’ o n  

s o i t  o b l i g é  d e  c o n n a î t r e  l a  n a t u r e  d e  c e t t e  c o u r b e .
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7 .  Théorème de Newton. —  S u p p o s o n s  q u ’ u n  p o i n t  m a t é r i e l  M  d e  m a s s e  m  

s o i t  a t t i r é  v e r s  u n  c e n t r e  f i x e  O  p a r  u n e  f o r c e  d ’ i n t e n s i t é

(33) R  —

l e s  c a l c u l s  d u  n u m é r o  p r é c é d e n t  s e r o n t  a p p l i c a b l e s  e n  r e m p l a ç a n t  / ( / · )  p a r  p . / - " ;

l e  r a y o n  v e c t e u r  / - r e s t e r a  t o u j o u r s  c o m p r i s  e n t r e  u n  m i n i m u m  O M ,  =  r i —  A  e t  
» P

u n  m a x i m u m  O M 2 =  /·„ =  - ;  l a  c o u r b e  s e  c o m p o s e r a  d ’ u n e  s é r i e  d ’ a r c s  é g a u x

à  M ,  A M 2 .  S o i t  e n c o r e  0  l ’ a n g l e  M ( 0 M 2 ;  o n  t r o u v e r a  s a  v a l e u r  e n  p a r t a n t  d é j à  

f o r m u l e  ( 2 9 )  e t  r e m p l a ç a n t  ^ ' ( A )  p a r  s o n  e x p r e s s i o n

c o n c l u e  d e s  f o r m u l e s  ( 2 0 )  e t  ( 3 3 ) .  O n  a u r a

h y  (h )
n  — 2,

h

<]/—  h y
h Y 2 

i|/ —  /î  41»  +  3 f - 4
y  y

—
2 ( n  — i ) (n  +  2 ) > 

A 2 ’

i l  v i e n d r a  d o n c

® —  -j====  T I -+ 
J  n -+- 3 L

( n  — 1) ( n  H- 2) e2
2 4 h-

L e s  f o r m u l e s  (  2 7 )  d o n n e r o n t  d ’ a i l l e u r s

o n  t r o u v e r a  a i n s i

e  _  ß — a _ r 2 — _
h  (3 -+- a /:2 -+- r, ’

( 3 4 )
e  rc f 1 + (w — t)(/i +  2 ) / /-2— /-A* 

\fn  H -  3 L  2 4  . \ U 2 + / ,i /

T e l l e  e s t  l ’ e x p r e s s i o n  d e  l ’ a n g l e  c o m p r i s  e n t r e  u n  r a y o n  v e c t e u r  m i n i m u m  r,  e t  

l e  r a y o n  v e c t e u r  m a x i m u m  s u i v a n t  r 2 ,  l o r s q u e  l a  f o r c e  c e n t r a l e  e s t  r e p r é s e n t é e  

p a r  l a  f o r m u l e  ( 3 3 ) ;  s i  l e s  d o n n é e s  i n i t i a l e s  v a r i e p t  d e  t e l l e  f a ç o n  q u e  l a  d i f f é 

r e n c e  r 2 —  / ,  t e n d e  v e r s  z é r o ,  o n  a u r a

(35) l i m 0
\Jn ■

C ’ e s t  d a n s  c e t t e  r e l a t i o n  q u e  c o n s i s t e  l e  t h é o r è m e  d e  N e w t o n ;  o n  v o i t  q u ’ i l  s e  

r a p p o r t e  à  u n e  o r b i t e  p r e s q u e  c i r c u l a i r e  d é c r i t e  s o u s  l ’ i n f l u e n c e  d ’ u n e  f o r c e  

c e n t r a l e  p r o p o r t i o n n e l l e  à  u n e  p u i s s a n c e  d e  l a  d i s t a n c e .

P o u r  l e s  m o u v e m e n t s  d e s  p l a n è t e s  a u t o u r  d u  S o l e i l ,  o n  a  n  =  —  2 ,  R  =  

e t  l a  r e l a t i o n  0  =  % e s t  r i g o u r e u s e ;  m a i s  o n  p e u t  s e  d e m a n d e r  c e  q u i  a r r i v e r a i t  

s i  l ’ o n  m o d i f i a i t  d ’ u n e  t r è s  p e t i t e  q u a n t i t é  l ’ e x p o s a n t  —  2  d e  l a  l o i  d ’ a t t r a c t i o n ;  

T. —  I· 7
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s i  l ’ o n  s u p p o s a i t  p a r  e x e m p l e  n  =  —  2 , 0 0 1 ,  i l  e n  r é s u l t e r a i t

0 , 0 0 1
l i m 0  =

7T

-  0,001
■= 7T =  1 8 0 ° 5 ' 2 4 ".

O n  v o i t  d o n c  q u e ,  s i  l ’ e x p o s a n t  d e  l a  l o i  d ’ a t t r a c t i o n  d i f f é r a i t  d e  2  s e u l e m e n t  d e  

0 , 0 0 1 ,  l ’ a n g l e  f o r m é  p a r  d e u x  r a y o n s  v e c t e u r s  m a x i m a  e t  m i n i m a  c o n s é c u t i f s  d e  

l ’ o r b i t e  d ’ u n e  p l a n è t e  d i f f é r e r a i t  d e  1 8 0 0 d e  p l u s  d e  5 ' .  N o u s  s u p p o s e r o n s  l ’ o r 

b i t e  p e u  e x c e n t r i q u e ;  l e  s e c o n d  t e r m e  d e  l a  f o r m u l e  ( 3 4 )  e s t  t r è s  p e t i t  à  c a u s e  

d e s  f a c t e u r s  ( r 2 —  r { ) 2 e t  n  h -  2  =  o , o o r ,  d e  s o r t e  q u ’ o n  p e u t  e m p l o y e r  l a  f o r 

m u l e  ( 3 5 ) .  L ’ o r b i t e  s e  c o m p o s a n t  d ’ u n e  i n f i n i t é  d e  p a r t i e s  i d e n t i q u e s  à  c e l l e  q u i  

e s t  c o m p r i s e  e n t r e  u n  r a y o n  v e c t e u r  m a x i m u m  e t  l e  r a y o n  v e c t e u r  m i n i m u m  

s u i v a n t ,  o n  v o i t  q u e  l e  p o i n t  l e  p l u s  r a p p r o c h é  d u  S o l e i l ,  l e  p é r i h é l i e  ( f i g .  5 ) ,

Fig. 5.

A

M ,AB =  i 8o», MaA.C =  i 8o»,

B S M ,= 5 'a 4 " ;  M,SMs=  10 ' 48".

s e  d é p l a c e r a i t  à  c h a q u e  r é v o l u t i o n  d e  i o ' 4 8 ' \  c ’ e s t - à - d i r e  d ’ u n e  q u a n t i t é  c o n s i 

d é r a b l e  e t  t o u t  à  f a i t  i n c o m p a t i b l e  a v e c  l e s  o b s e r v a t i o n s .  L a  f i x i t é  d e s  p é r i h é l i e s  

p l a n é t a i r e s  p r o u v e r a i t  d o n c  à  e l l e  s e u l e  q u e ,  s i  l ’ a t t r a c t i o n  s o l a i r e  e s t  d e  l a

f o r m e  o n  d o i t  a v o i r  n  =  2 .
i-p

L e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  s o n t  d u s  à  N e w t o n  ( P r in c ip e s ,  L i v r e  I ,  P r o p .  X L V ) .  

R em a rq u e.  —  L e  t e r m e  e n  ^  d i s p a r a î t  d e  l a  f o r m u l e  ( 3 4 )  p o u r  n  =  1

e t  n  = —  2 ;  i l  e n  s e r a i t  d e  m ê m e  d e s  t e r m e s  s u i v a n t s  e n
r t — r A 4 ( i \ —  /·,ü Y  . . . .

V  ’  5
c a r ,  p o u r n  =  i ,  l ’ a t t r a c t i o n  e s t  p r o p o r t i o n n e l l e  à  l a  d i s t a n c e ,  l a  t r a j e c t o i r e  e s t  

u n e  e l l i p s e  a y a n t  p o u r  c e n t r e  l e  c e n t r e  d ’ a t t r a c t i o n  ;  o n  a  d o n c  t o u j o u r s  0  =

q u e l q u e  s o i t  l e  r a p p o r t  r̂ _  ;  c ’ e s t  b i e n  à  q u o i  s e  r é d u i t  a l o r s  l ’ e x p r e s s i o n ^

P o u r  n  =  —  2 ,  c e t t e  m ê m e  e x p r e s s i o n  e s t  é g a l e  à  i r  ;  l a  t r a j e c t o i r e  e s t  u n e  e l l i p s e  

a y a n t  l ’ u n  d e  s e s  f o y e r s  a u  c e n t r e  f i x e ,  e t  l ’ o n  d o i t  a v o i r  0  =  t t ,  q u e l  q u e  s o i t
r 2—h / ·  i
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CHAPITRE II. GÉNÉRALITÉS SUR L’ATTRACTION.
H
0 1

CHAPITRE IL

GÉNÉRALITÉS SUR L’ATTRACTION. -  ATTRACTION DES COUCHES SPHÉRIQUES. 
ATTRACTION D’UN CORPS SUR UN POINT ÉLOIGNÉ.

8 .  N e w t o n  a  d o n n é  à  s a  l o i  u n e  g é n é r a l i t é  q u e  n ’ e x i g e a i e n t  p a s  l e s  l o i s  d e  

K e p l e r .  I l  e n  r é s u l t e  q u e  l e s  p l a n è t e s  n e  p e u v e n t  p l u s  s e  m o u v o i r  d a n s  d e s  

e l l i p s e s ,  o b l i g é e s  q u ’ e l l e s  s o n t  d ’ o b é i r ,  n o n  s e u l e m e n t  à  l ’ a t t r a c t i o n  d u  S o l e i l ,  

m a i s  e n c o r e  a u x  a t t r a c t i o n s  d e s  a u t r e s  p l a n è t e s ,  c ’ e s t - à - d i r e  à  d e s  f o r c e s  n o m 

b r e u s e s ,  c o m p l e x e s  e t  v a r i a b l e s  à  c h a q u e  i n s t a n t .  L e s ’ l o i s  d e  K e p l e r  c e s s e r o n t  

d o n c  d ’ ê t r e  v é r i f i é e s  r i g o u r e u s e m e n t ;  e l l e s  n e  r e p r é s e n t e r o n t  p l u s  q u ’ u n e  p r e 

m i è r e  a p p r o x i m a t i o n  d e s  m o u v e m e n t s .

I l  f a u t  m a i n t e n a n t  p r e n d r e  l a  l o i  d e  N e w t o n  c o m m e  p o i n t  d e  d é p a r t  e t  e n  

d é d u i r e  p a r  l ’ A n a l y s e  l e s  m o u v e m e n t s  d e s  c o r p s  c é l e s t e s ;  o n  a u r a  e n s u i t e  à  c o m 

p a r e r  l e s  r é s u l t a t s  d u  c a l c u l  à  c e u x  d e  l ’ o b s e r v a t i o n .

N o u s  f e r o n s  u n e  p r e m i è r e  s i m p l i f i c a t i o n  e n  n o u s  b o r n a n t  à  c o n s i d é r e r  s e u 

l e m e n t  l e s  c o r p s  q u i  c o m p o s e n t  n o t r e  s y s t è m e  p l a n é t a i r e ,  e t  l a i s s a n t  d e  c ô t é  l e s  

é t o i l e s .  L e s  d i s t a n c e s  d e s  é t o i l e s  a u  S o l e i l  s o n t  t r è s  g r a n d e s  p a r  r a p p o r t  a u x  

d i m e n s i o n s  d u  s y s t è m e  s o l a i r e ;  a i n s i  l ’ é t o i l e  l a  p l u s  r a p p r o c h é e  e s t  e n v i r o n  

7 0 0 0  f o i s  p l u s  é l o i g n é e  d u  S o l e i l  q u e  n e  l ’ e s t  N e p t u n e .  D a n s  c e s  c o n d i t i o n s ,  l e s  

a t t r a c t i o n s  p r o v e n a n t  d e s  é t o i l e s ,  a v e c  l e s  d o n n é e s  a d m i s s i b l e s  s u r  l e u r s  m a s s e s ,  

p o u r r o n t  m o d i f i e r  u n  p e u  l e  m o u v e m e n t  d e  t r a n s l a t i o n  d u  s y s t è m e  s o l a i r e  d a n s  

l ’ e s p a c e ,  m a i s  n e  d é r a n g e r o n t  p a s  d ’ u n e  f a ç o n  a p p r é c i a b l e  l e s  m o u v e m e n t s  r e l a 

t i f s  d a n s  l ’ i n t é r i e u r  d u  s y s t è m e ,  e t  c e  s o n t  c e s  m o u v e m e n t s  q u i  n o u s  i n t é r e s s e n t .

C o n s i d é r o n s  l ’ u n  d e s  c o r p s  d e  n o t r e  s y s t è m e ;  n o u s  p o u v o n s  d é c o m p o s e r  s o n  

m o u v e m e n t  e n  d e u x  a u t r e s  :  l e  m o u v e m e n t  d e  s o n  c e n t r e  d e  g r a v i t é  e t  l e  m o u 

v e m e n t  d u  c o r p s  a u t o u r  d e  s o n  c e n t r e  d e  g r a v i t é .  D e  l à  l e s  d e u x  p r i n c i p a u x  p r o 

b l è m e s  d e  l a  M é c a n i q u e  c é l e s t e  :
*

- i °  D é term in e r les m o u vem en ts des cen tres d e  g r a v ité  des corps célestes;
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2 °  D é te rm in e r  les m o u v em en ts d es corps célestes a u to u r  d e  leurs cen tres d e  

g ra v ité .

N o u s  c o m m e n c e r o n s  p a r  l e  p r e m i e r  p r o b l è m e ,  q u i  f e r a  l ’ o b j e t  d u  t o m e  I  d e  

c e t  O u v r a g e ;  l a  s o l u t i o n  d u  s e c o n d  n e  s e r a  d o n n é e  q u e  d a n s  l e  t o m e  I I .

N o u s  n o u s  a p p u i e r o n s  s u r  l e  t h é o r è m e  d u  m o u v e m e n t  d u  c e n t r e  d e  g r a v i t é  :

L es éq u a tio n s d ifféren tielles d u  m o u v em en t d u  cen tre d e  g r a v ité  d ’ u n  sy stèm e  

so n t les m êm es q u e  s i  to u te  sa  m a sse y  é ta it co n cen trée  e t s i  to u tes les fo r c e s  q u i  

a g is se n t su r  les divers p o in ts  d u  sy stèm e y  é ta ie n t tra nsp ortées p a ra llè le m e n t à  

elles-m êm es.

S o i e n t  A  e t  A ,  ( f i g . 6 )  d e u x  d e s  c o r p s  c é l e s t e s ,  M  u n  é l é m e n t  d e  m a s s e  

d é t e r m i n é  d u  p r e m i e r ,  M , ,  M ' , ,  . . .  l e s  é l é m e n t s  d e  m a s s e  d u  s e c o n d ;  l e  p o i n t  M

Fig. 6.

s e r a  s o u m i s  à  l ’ a c t i o n  d e  f o r c e s  c o n n u e s  d i r i g é e s  s u i v a n t  l e s  d r o i t e s  M M , ,  

M M ' , ,  —  I l  f a u d r a  d ’ a b o r d  t r o u v e r  l a  r é s u l t a n t e  M R  d e  t o u t e s  c e s  f o r c e s ,  p u i s  

d é t e r m i n e r  l a  r é s u l t a n t e  g é n é r a l e  d e s  f o r c e s  M R  q u i  c o r r e s p o n d e n t  à  t o u s  l e s  

é l é m e n t s  M  d u  c o r p s  A ,  t o u t e s  c e s  f o r c e s  é t a n t  t r a n s p o r t é e s  p a r a l l è l e m e n t  à  

e l l e s - m ê m e s  a u  c e n t r e  d e  g r a v i t é  G  d e  c e  c o r p s .

O n  v o i t  d o n c  q u e  l a  p r e m i è r e  q u e s t i o n  q u i  s e  p r é s e n t e  e s t  l a  d é t e r m i n a t i o n  

d e  l ’ a t t r a c t i o n  d ’ u n  c o r p s  s u r  u n  p o i n t  e x t é r i e u r ;  o n  e s t  a m e n é  t o u t  n a t u r e l 

l e m e n t  à  c o n s i d é r e r  e n  p a r t i c u l i e r  l e  c a s  o ù  c e  c o r p s  e s t  s p h é r i q u e  e t  h o m o 

g è n e ,  o u  c o m p o s é  d e  c o u c h e s  s p h é r i q u e s  c o n c e n t r i q u e s  h o m o g è n e s ;  o n  y  e s t  

c o n d u i t  p a r  l ’ o b s e r v a t i o n  q u i  n o u s  m o n t r e  l e s  c o r p s  c é l e s t e s  s o u s  d e s  f i g u r e s  p e u  

d i f f é r e n t e s  d e  l a  s p h è r e ,  e t  p a r . l ’ h y p o t h è s e  d e  l a  f l u i d i t é  p r i m i t i v e .

9 .  S o i e n t  A  { f i g .  7 )  u n  c o r p s  d o n t  o n  v e u t  c a l c u l e r  l ’ a t t r a c t i o n  R  s u r  u n  p o i n t

Fig. 7.

e x t é r i e u r  N ,  d m  l ’ é l é m e n t  d e  m a s s e  q u i  c o r r e s p o n d  a u  p o i n t  M ,  p .  l a  m a s s e
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GÉNÉRALITÉS SUR L ’ATTRACTION. 5 3  -

d u  p o i n t  N ,  u  l a  d i s t a n c e  M N ;  l ’ é l é m e n t  M  e x e r c e  s u r  l e  p o i n t  N  u n e  a t t r a c 

t i o n  N B  d i r i g é e  s u i v a n t  N M  e t  a y a n t  p o u r  i n t e n s i t é

'  f p idm
U1

I l  f a u t  t r o u v e r  l a  r é s u l t a n t e  d e  t o u t e s  l e s  f o r c e s ,  t e l l e s  q u e  N B ,  a p p l i q u é e s  a u  

p o i n t  N ,  q u a n d  l ’ é l é m e n t  M  p a r c o u r t  t o u t e  l a  m a s s e  d u  c o r p s  A .

P o u r  y  a r r i v e r ,  p r e n o n s  t r o i s  a x e s  d e  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  O x ,  O  y ,  O z  ;  

d é s i g n o n s  p a r  x ,  y ,  z  l e s  c o o r d o n n é e s  d u  p o i n t  N ,  p a r  a , b , c  c e l l e s  d u  p o i n t  M ,  

p a r  p l a  d e n s i t é  d u  c o r p s  a u  p o i n t  M ,  e n f i n  p a r  X ,  Y ,  Z  l e s  c o m p o s a n t e s  p a r a l 

l è l e s  a u x  a x e s  d e  l ’ a t t r a c t i o n  c h e r c h é e  R .  D é c o m p o s o n s  l a  f o r c e  N B  e n  t r o i s  

a u t r e s  p a r a l l è l e s  a u x  a x e s ;  e l l e s  a u r o n t  p o u r  e x p r e s s i o n s ,  e n  g r a n d e u r  e t  e n  

s i g n e ,
. d m  a  — x  n d m  b — y „ d m  c  — z
I M — «---------------9 i M — i------------— > ¿ M — 0-----------------·1 u 2 u  1 u* u  ‘ u m a

O n  p e u t  m a i n t e n a n t  f a i r e  l a  s o m m e  a l g é b r i q u e  d e  t o u t e s  l e s  c o m p o s a n t e s  p a 

r a l l è l e s  à  O x ,  e t  d e  m ê m e  p o u r  l e s  d e u x  a u t r e s  a x e s .  O n  t r o u v e  a i n s i

x  — f f ^ / *  d m ’

1 ^ ^ f c- ^ r d ^

o ù

u  =  \J(a  — ¿r)2+  { b  —  (c — .s)2.

E n  r e m p l a ç a n t  d m  p a r  p  d a d b d c ,  o n  p e u t  é c r i r e  a u s s i

( O

1 x = f " / / /  

ï = f " / / /  

( z = ■ > / / /

—— p da db de, 

b —  y
------p da db de,

id  r

- — r — P da db de.U 3 r

O n  d o i t  s u p p o s e r  q u e  p e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n n u e  d e  a , b , c ,  F  ( a ,  b , c )  ;  d a n s  l e s  

f o r m u l e s  ( V ) ,  l e s  i n t é g r a t i o n s  s ’ é t e n d e n t  à  t o u t e  l a  m a s s e  d u  c o r p s  A .

O n  e s t  d o n c  r a m e n é  a u  c a l c u l  d e  tro is in tég ra les  trip les.

O n  p e u t  f a i r e  d é p é n d r e  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e  X ,  Y ,  Z  d e  c e l l e  d ’ u n e  seu le  i n t é 

g r a l e  t r i p l e .  P o s o n s ,  e n  e f f e t ,  . .

( 2 ) a
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5 4 CHAPITRE II .

OU

( 2 ' )
p d a  d b  d e  

u

__________ F (a ,  b , c )___________
j ( a  —  ( b  — j ) 2+  ( c  —  z y

d a  d b  d e ,

l e s  i n t é g r a t i o n s  s ’ é t e n d a n t  à  t o u t e  l a  m a s s e  d u  c o r p s  A  ;  o n  v o i t  q u e  V  s e r a  f i n a 

l e m e n t  u n e  f o n c t i o n  d e  x ,  y ,  z ;  c ’ e s t  c e  q u e  l ’ o n  n o m m e  l a  jo n c t io n  p o te n tie lle  

o u  s i m p l e m e n t  l e  p o te n tie l  r e l a t i f  à  l ’ a t t r a c t i o n  d u  c o r p s  A  s u r  l e  p o i n t  

M ( a ? , y ,  z ) .  L a  f o r m u l e  ( 2 )  m o n t r e  q u e  l e  p o t e n t i e l  r e p r é s e n t e  l a  s o m m e  d e s  

é l é m e n t s  d e  m a s s e  d u  c o r p s  d i v i s é s  p a r  l e u r s  d i s t a n c e s  a u  p o i n t  a t t i r é .

N o u s  s u p p o s e r o n s  e s s e n t i e l l e m e n t  i c i  ( ' )  q u e  l e  p o i n t  N  e s t  e x t é r i e u r  a u  

c o r p s  o u  p l u t ô t  q u ’ i l  n e  f a i t  p a s  p a r t i e  d e  l a  m a s s e  d u  c o r p s ;  d a n s  c e s  c o n d i 

t i o n s ,  l e s  é l é m e n t s  d i f f é r e n t i e l s ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( V )  e t  ( 2 ' ) ,  s o n t  t o u j o u r s  

f i n i s ;  X ,  Y ,  Z  e t  Y  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  e t  f i n i e s  d e  x ,  y ,  z .  C h e r c h o n s  

l a  d é r i v é e  p a r t i e l l e  d e  Y  p a r  r a p p o r t  à  x .  D a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 ' ) ,  l ’ é l é m e n t  d i f f é 

r e n t i e l  r e s t e  t o u j o u r s  f i n i ;  l e s  l i m i t e s  d e s  i n t é g r a t i o n s  s o n t  i n d é p e n d a n t e s

d e  x ;  o n  p e u t  d i f f é r e n t i e r  s o u s  l e  s i S"e/ / / ; o n  t r o u v e  a i n s i

( 3 )

O r  o n  a  

d ’ o ù

s = / / / y p d a  d b  d e .

u} —  ( x  —  æ ) 2 +  ( 7  —  b y +  (s  —  c ) \

à -  A 2
U l O. U2

d x 2 u3 d x

x  — a  t

Ï/.3 3

l ’ é q u a t i o n  ( 3 )  d o n n e r a  d o n c

i s = f f f tî ^ ed“ dbdc·
E n  c o m p a r a n t  a v e c  ( 1 ' ) ,  o n  o b t i e n t  l a  p r e m i è r e  d e s  t r o i s  f o r m u l e s  s u i v a n t e s  :

f)V  S V  d V
( 4 )  z = f f * £ ·

I l  s u f f i r a  d o n c  d e  d é t e r m i n e r  l a  f o n c t i o n  V  p o u r  q u e  X ,  Y ,  Z ,  e t  p a r  s u i t e  

l ’ a t t r a c t i o n  R ,  s o i e n t  c o n n u s  e n  g r a n d e u r  e t  e n  d i r e c t i o n .

D é s i g n o n s  p a r  r  l e  r a y o n  v e c t e u r  O N  m e n é  d e  l ’ o r i g i n e  O  d e s  c o o r d o n n é e s  

a u  p o i n t  a t t i r é  N ,  p a r  P  l a  p r o j e c t i o n  d e  l a  r é s u l t a n t e  R  s u r  l a  d i r e c t i o n  O N ,  

c o m p t é e  p o s i t i v e m e n t  d a n s  l e  s e n s  O N  e t  n é g a t i v e m e n t  d a n s  l e  s e n s  c o n t r a i r e .

(*) Une théorie plus complète du potentiel sera donnée dans le tome II de cet Ouvrage.
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GÉNÉRALITÉS SUR L’ATTRACTION. 5 5

O n  p e u t  a p p l i q u e r  l a  p r e m i è r e  d e s  é q u a t i o n s  ( 4 )  e n  s u p p o s a n t  q u e ,  p o u r  u n  

m o m e n t ,  l ’ a x e  d e s  x  c o ï n c i d e  a v e c  O N ;  o n  t r o u v e  a i n s i  l a  f o r m u l e

(5) D _ ,  â V  
p  —  rP  d r ,

l a  s i g n i f i c a t i o n  d e  l a  d é r i v é e  e s t  l a  s u i v a n t e  :  s o i e n t ,  s u r  l e  p r o l o n g e m e n t  

d e  O N ,  N '  u n  p o i n t  i n f i n i m e n t  v o i s i n  d e  N ,  N N ' =  Br, V  +  B \  l a  v a l e u r  d u  p o t e n t i e l  

p o u r  l e  p o i n t  N ' ;  o n  a u r a
dV
dr

lim
av

¿ 2  y  y  y  yy
1 0 .  E q u a t i o n  d e  L a p l a c e .  —  C a l c u l o n s  l ’ e x p r e s s i o n  e n

p a r t a n t  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 ' ) .  N o u s  p o u r r o n s  d i f f é r e n  t i e r  d e u x  f o i s  s o u s  l e  s i g n e  

n o u s  t r o u v e r o n s  d o n c

d2V  d2V
A * 2 ây

» r e m  î i ,  î î '
dz2 J  J  J  \dx*+ dy + ds2.

da db de ;

o r  o n  a  

d ’ o ù

d2-  d2-  d2 —U U U
d x 2 d y  d.s2

d2-
u

d x 2

>x —  a

d x
a x  —  a

[ ( *  -  « ) 2 +  ( y - b y +  {z  -  c ) 2]  = -
3 3

- 5  +  U2 =  ° .  
IIs U5

O n  a  d o n c ,  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  x ,  y ,  z  q u i  r é p o n d e n t  à  d e s  p o i n t s  n e  f a i 

s a n t  p a s  p a r tie  d u  corps a ttira n t,  l ’ é q u a t i o n  r e m a r q u a b l ç

( 6 )
d2V d2V d2V  _
d x 2 d/2 ds2 ° ’

q u i  a  é t é  d é c o u v e r t e  p a r  L a p l a c e .

1 1 .  A t t r a c t i o n  d e s  c o u c h e s  s p h é r i q u e s  h o m o g è n e s .  —  C o n s i d é r o n s  u n e  

c o u c h e  s p h é r i q u e  h o m o g è n e  d ’ é p a i s s e u r  f i n i e  e t  c h e r c h o n s  s o n  a t t r a c t i o n  s u r  

u n  p o i n t  N  n e  f a i s a n t  p a s  p a r t i e  d e  l a  c o u c h e , ' s i t u é  s o i t  à  l ’ e x t é r i e u r ,  s o i t  d a n s  

l ’ i n t é r i e u r  d e  c e t t e  c o u c h e .

P r e n o n s  l e  c e n t r e  O  d e  l a  c o u c h e  p o u r  o r i g i n e  d e s  a x e s  ;  i l  e s t  é v i d e n t  a  p r io r i  

q u e  l e  p o t e n t i e l  Y  n e  d o i t  d é p e n d r e  q u e  d e  l a  d i s t a n c e  r d u  p o i n t  N  a u  p o i n t  O ;  

d ’ a i l l e u r s  l a  f o n c t i o n  V  d o i t  v é r i f i e r  i d e n t i q u e m e n t  l ’ é q u a t i o n  ( 6 ) .  O n  a u r a
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l e s  f o r m u l e s  s u i v a n t e s  :

CHAPITRE II .

r 2 =  x*  +  y* -+- s 2,

d r  _x
d x  r  ’

d Y _ d Y d r ^ _ d Y x  
d x  d r  d x  d r  r  ’

d*V _  d^V / f V  d V ( l _  
d x 2 —  dr* \ r  )  +  dr  Vr r 2 ) '

d 2V  · d ‘- Y  d 1V
A j o u t o n s  c e t t e  e x p r e s s i o n  d e  2- a u x  e x p r e s s i o n s  a n a l o g u e s  d e  - j p  e t  e t

p o r t o n s  d a n s  ( 6 ) ;  n o u s  t r o u v e r o n s

- d * Y  2 d V

dr* r dr — °

o u  b i e n
d*Y d Y

r dr2 +  2 dr ~  °

o u  e n c o r e
d * Y r

dr2
=  0 .

O n  e n  t i r e ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  A  e t  B  d e u x  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,

V r  =  A -+- B r,

( 7 )  V = ^  +  B .

D é te rm in a tio n  d es co n sta n tes.  —  S u p p o s o n s  d ’ a b o r d  l e  p o i n t  N  p l a c é  d a n s  l ’ i n 

t é r i e u r  d e  l a  c o u c h e ;  o n  d e v r a  a v o i r  A  =  o ,  s a n s  q u o i  l a  f o r m u l e  ( 7 )  d o n n e r a i t  

Y  =  c o  p o u r  r —  o ,  c ’ e s t - à - d i r e  p o u r  l e  c e n t r e  d e  l a  c o u c h e ,  c e  q u i  e s t  i m p o s 

s i b l e ,  Y  r e s t a n t  é v i d e m m e n t  f i n i  p a r  s a  d é f i n i t i o n  m ê m e .  O n  a u r a  d o n c ,  p o u r  

t o u s  l e s  p o i n t s  s i t u é s  à  l ’ i n t é r i e u r  d e  l a  c o u c h e ,  '

d ’ o ù

V  =  B =; const.,

d Y d Y d Y
d x ~ ° ' dy  - ° '

O11Hs

X  =  o, Y  =  o, Z =  0 ,

O n  a  d o n c  c e  t h é o r è m e  d û  à  N e w t o n  :

U n e co u ch e  sp h ériq u e h o m o g è n e  r i  e x e r c e  p a s  d 'a c t io n  su r  les p o in ts  d e  son  in té 

rieu r.
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S u p p o s o n s ,  o n  s e c o n d  l i e u ,  l e  p o i n t  N  e x t é r i e u r  à  l a  c o u c h e  :  s o i t  r ,  l e  r a y o n  

e x t é r i e u r  d e  l a  c o u c h e ;  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  d e  u  e s t  r — r ,  e t  l a  p l u s  g r a n d e  

r  -+ - r ,  ;  o n  p o u r r a  d o n c  é c r i r e ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  M .  l a  m a s s e  d e  l a  c o u c h e ,

o u  b i e n

o u  e n c o r e

( 8 )
/ H- ï  i r  —  T 1

S i l o  p o i n t  N  s ’ é l o i g n e  i n d é f i n i m e n t ,  r t e n d  v e r s  l ’ i n f i n i ;  Y  r e s t e  t o u j o u r s  c o m 

p r i s  e n t r e  d e u x  q u a n t i t é s  q u i  s e  r a p p r o c h e n t  i n d é f i n i m e n t  d e  z é r o ;  d o n c  V  t e n d  

v e r s  z é r o .  S i ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 7 ) ,  o n  f a i t  r  =  <x>, Y  =  o ,  i l  v i e n t  B  =  o  ;  i l  e n  
r é s u l t e

V  =
A .

p o r t o n s  c e t t e  v a l e u r  d e  Y  d a n s  l e s  i n é g a l i t é s  ( 8 ) ,  e t  n o u s  a u r o n s

M

r

<  À <
M

r

S i  n o u s  f a i s o n s  t e n d r e  r  v e r s  l ’ i n f i n i ,  n o u s  v o y o n s  q u e  A  r e s t e  c o m p r i s  e n t r e  

d e u x  q u a n t i t é s  q u i  t e n d e n t  v e r s  M ;  d o n c  A  =  M ,  e t  l ’ o n  a ,  p o u r  t o u s  l e s  p o i n t s  

e x t é r i e u r s  à  l a  c o u c h e ,

l a  f o r m u l e  ( 5 )  d o n n e  e n s u i t e

P f f * M

P  d é s i g n e  l a  p r o j e c t i o n  d e  l ’ a t t r a c t i o n  R  s u r  l a  d i r e c t i o n  O N ;  o r ,  p a r  r a i s o n  d e  

s y m é t r i e ,  l ’ a t t r a c t i o n  e s t  d i r i g é e  s u i v a n t  l a  d r o i t e  N O .  O n  a  d o n c

e t ,  p a r  s u i t e ,

R  = —  P

R r 2 J

T .  -  I . 8
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c e t t e  a t t r a c t i o n  e s t  é g a l e  à  c e l l e  q u ’ e x e r c e r a i t  s u r  l e  p o i n t  N  u n  p o i n t  m a t é r i e l  

d o  m a s s e  M  p l a c é  e n  O .  D e  l à  c e  s e c o n d  t h é o r è m e ,  d û  é g a l e m e n t  à  N e w t o n  :

U ne co u ch e  sp h ériq u e h o m o g è n e  a ttire  les p o in ts  e x té r ie u rs  co m m e s i  to u te  sa  

m a sse é ta it réu n ie à  so n  cen tre.

C e  r é s u l t a t  a  e n c o r e  l i e u  p o u r  u n  c o r p s  f o r m é  d e  c o u c h e s  s p h é r i q u e s  c o n c e n 

t r i q u e s  h o m o g è n e s ,  d ’ é p a i s s e u r s  q u e l c o n q u e s ,  f i n i e s  o u  i n f i n i m e n t  p e t i t e s ,  l a  

d e n s i t é  d e  c h a q u e  c o u c h e  v a r i a n t  d ’ u n e  m a n i è r e  q u e l c o n q u e ,  d u  c e n t r e  d u  c o r p s  

à  s a  p é r i p h é r i e ;  c a r i e  t h é o r è m e  e s t  v r a i  p o u r  c h a c u n e  d e s  c o u c h e s .

A i n s i  l e  S o l e i l ,  l e s  p l a n è t e s  e t  l e u r s  s a t e l l i t e s  p o u v a n t  ê t r e  c o n s i d é r é s  s e n s i 

b l e m e n t  c o m m e  d e s  c o r p s  d e  l a  n a t u r e  s u p p o s é e  c i - d e s s u s ,  i l s  a t t i r e n t  à  f o r t  

p e u  p r è s  l e s  p o i n t s  e x t é r i e u r s  c o m m e  s i  l ’ o n  s u p p o s a i t  l e u r s  m a s s e s " r é u n i e s  à  

l e u r s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  r e s p e c t i f s .

S i  n o u s  n o u s  r e p o r t o n s  à  l a  f i g .  6 ,  i i °  8 ,  e n  s u p p o s a n t  l e s  d e u x  c o r p s  c o m 

p o s é s  d e  c o u c h e s  s p h é r i q u e s  c o n c e n t r i q u e s  h o m o g è n e s ,  e t  s i  n o u s  d é s i g n o n s  p a r  

M ,  l a  m a s s e  d u  c o r p s  A , ,  p a r  G ,  s o n  c e n t r e  d e  g r a v i t é ,  p a r  d m  l a  m a s s e  d e  l ’ é l é 

m e n t  M ,  p a r  A  l a  d i s t a n c e  I M G , ,  l a  r é s u l t a n t e  d e s  a t t r a c t i o n s  e x e r c é e s  s u r  M  p a r  

t o u s  l e s  é l é m e n t s  d u  c o r p s  A ,  s e r a  u n e  f o r c e  M R  d i r i g é e  s u i v a n t  l a  d r o i t e  M G , ,

a y a n t  p o u r  i n t e n s i t é
. __fM, d m __ fM, d m

o n  a u r a  ( f i g .  8 )  d e s  f o r c e s  a n a l o g u e s  a p p l i q u é e s  a u x  é l é m e n t s  M ' ,  M " ................

M' R' =
fM, d m '
------*75----->

M" R" =
f M, d m "  

A"2 ’

I l  f a u d r a  m a i n t e n a n t  t r a n s p o r t e r  t o u t e s  c e s  f o r c e s  p a r a l l è l e m e n t  à  e l l e s - m ê m e s  

a u  p o i n t  G ,  c e n t r e  d e  g r a v i t é  d e  A ,  e t  p r e n d r e  l e u r  r é s u l t a n t e .  O n  p e u t  l e s

F ig . 8.

t r a n s p o r t e r  d ’ a b o r d  a u  p o i n t  G ,  p a r  l e q u e l  p a s s e n t  t o u t e s  l e u r s  d i r e c t i o n s ;  o n  

v o i t  q u e  l e u r  r é s u l t a n t e  ¿R. s e r a  é g a l e  e t  o p p o s é e  à  l a  r é s u l t a n t e  d e s  a t t r a c t i o n s  

e x e r c é e s  s u r  u n  p o i n t  m a t é r i e l  d e  m a s s e  M ,  p l a c é  e n  G ,  p a r  t o u s  l e s  é l é m e n t s  d u  

c o r p s  A ;  d ’ a p r è s  l e  s e c o n d  t h é o r è m e  d e  N e w t o n ,  c e t t e  r é s u l t a n t e  e s t  d i r i g é e
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s u i v a n t  l a  d r o i t e  G ( G  e t  a  p o u r  i n t e n s i t é

( 9 )
f M M i

N o u s  a r r i v o n s  d o n c  à  c e t t e  c o n c l u s i o n  q u e ,  s i  l ’ o n  t r a n s p o r t e  a u  p o i n t  G ,  p a r a l 

l è l e m e n t  à  e l l e s - m ê m e s ,  t o u t e s  l e s  a t t r a c t i o n s  e x e r c é e s  s u r  l e s  d i v e r s  é l é m e n t s  

d e  A  p a r  l e s  d i v e r s  é l é m e n t s  d e  À , ,  l a  r é s u l t a n t e  &  s e r a  d i r i g é e  s u i v a n t  l a  

d r o i t e  G G ,  e t  a u r a  u n e  i n t e n s i t é  d é t e r m i n é e  p a r  l a  f o r m u l e  ( 9 ) .

. S i  d o n c  l a  f i g u r e  e t  l a  c o n s t i t u t i o n  d e s  c o r p s  À ,  A ( ,  A 2 ,  . . .  é t a i e n t  c e l l e s  

q u ’ o n  a  s u p p o s é e s  p l u s  h a u t ,  o n  p o u r r a i t  f a i r e  a b s t r a c t i o n  d e s  d i m e n s i o n s  d e  

c e s  c o r p s  e t  l e s  r e m p l a c e r  p a r  d e s  p o i n t s  m a t é r i e l s  G ,  G , ,  G 2 ,  . . . ,  d e  m a s s e s  M ,  

M , , M 2)  . . . ,  s ’ a t t i r a n t  m u t u e l l e m e n t  s u i v a n t  l a  l o i  d e  N e w t o n  ;  e t ,  p o u r  a v o i r  l e s  

é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d e s  m o u v e m e n t s  d e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c o r p s  c o n s i 

d é r é s ,  i l  s u f f i r a i t  d ’ é c r i r e  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d e s  m o u v e m e n t s  d ’ a u t a n t  

d e  p o i n t s  m a t é r i e l s  d e  m a s s e s  d o n n é e s ,  s o u m i s  à  l e u r s  a t t r a c t i o n s  m u t u e l l e s  

s ’ e x e r ç a n t  c o n f o r m é m e n t  à  l a  l o i  d e  N e w t o n .  , >

O n  f o r m e r a  c e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d a n s  l e  C h a p i t r e  s u i v a n t .

M a i s ,  e n  r é a l i t é ,  l e s  c o r p s  c é l e s t e s  n e  s o n t  p a s  r i g o u r e u s e m e n t  s p h é r i q u e s ;  

b i e n  q u e  l e s  o b s e r v a t i o n s  n ’ a i e n t  p u  n o u s  r é v é l e r  e n c o r e  u n  a p l a t i s s e m e n t  s e n 

s i b l e  d a n s  l e  S o l e i l  n i  d a n s  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d e  p l a n è t e s ,  l a  G é o d é s i e  n o u s  a  

a p p r i s  à  m e s u r e r  l ’ a p l a t i s s e m e n t  d e  l a  T e r r e ;  i l  s u f f i t  d e  r e g a r d e r  J u p i t e r  e t  

S a t u r n e  d a n s  u n e  l u n e t t e ,  s a n s  f a i r e  a u c u n e  m e s u r e ,  p o u r  v o i r  q u e  c e s  c o r p s  

s ’ é l o i g n e n t  n o t a b l e m e n t  d e  l a  f o r m e  s p h é r i q u e .

L a  r é d u c t i o n  d e s  c o r p s  c é l e s t e s  à  l e u r s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  r e s p e c t i f s  n ’ e s t  d o n c  

q u ’ u n e  a p p r o x i m a t i o n ;  f o r t  h e u r e u s e m e n t ,  u n e  c i r c o n s t a n c e  p a r t i c u l i è r e  r e n d  

c e t t e  a p p r o x i m a t i o n  t r è s  v o i s i n e  d e  l a  r é a l i t é ;  c e t t e  c i r c o n s t a n c e  e s t  q u e  l e s  

d i m e n s i o n s  d e s  c o r p s  c é l e s t e s  s o n t  t r è s  p e t i t e s  p a r  r a p p o r t  a u x  d i s t a n c e s  q u i  l e s  

s é p a r e n t  l e s  u n s  d e s  a u t r e s ;  n o u s  a l l o n s  d é v e l o p p e r  c e  p o i n t  d a n s  l ’ a r t i c l e  

s u i v a n t .

1 2 .  Attraction d’un corps sur un point éloigné. — S o i t  l e  c o r p s  A  (Jîg . 9 )

F'g- 9·

d o n t  o n  c h e r c h e  l ’ a t t r a c t i o n  s u r  u n  p o i n t  m a t é r i e l  N  d o n t  l a  d i s t a n c e  G N  =  r  a u
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c e n t r e  d e  g r a v i t é  G  e s t  t r è s  g r a n d e  p a r  r a p p o r t  a u x  d i m e n s i o n s  d u  c o r p s .  N o u s  

p r e n d r o n s  l e  p o i n t  G  p o u r  o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s  e t  n o u s  f e r o n s  p a s s e r  

l ’ a x e  G X  p a r  l e  p o i n t  N ;  d é s i g n o n s  p a r  M  l ’ u n  q u e l c o n q u e  d m  d e s  é l é m e n t s  d e  

m a s s e  d u  c o r p s ,  p a r  a , b , c  s e s  c o o r d o n n é e s ,  p a r  r '  l a  d i s t a n c e  G M ,  p a r  u  l a  d i s 

t a n c e  M N  e t  e n f i n  p a r  Y  l e  p o t e n t i e l  r e l a t i f  à  l ’ a t t r a c t i o n  d u  c o r p s  s u r  l e  p o i n t  N .  

N o u s  a u r o n s

Y

u - —  ( r  — a )2 4- b 2 4- c2,

r n  =  a2 4- ¿>24 -  c2,

u2 =  r 2 — 2 ctr 4 ~ r ’2,
_x

î  __ i /  2 ar  —  /-'2 \  *
u  r \  r 2 /

D ’ a p r è s  l ’ h y p o t h è s e ,  q u e l  q u e  s o i t  l e  p o i n t  M  à  l ’ i n t é r i e u r  o u  s u r  l a  s u r f a c e  d u  

c o r p s  A ,  l e  r a p p o r t  — e s t  t r è s  p e t i t ,  e t  i l  e n  e s t  d e  m ê m e ,  a  f o r t io r i ,  d u  r a p 

p o r t  ~r \ n o u s  a l l o n s  c o n s i d é r e r  r-  e t  ^  c o m m e  d e  p e t i t e s  q u a n t i t é s  d u  p r e m i e r  

o r d r e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e s q u e l l e s  n o u s  d é v e l o p p e r o n s  l ’ e x p r e s s i o n  d e  ^  

d o n n é e  c i - d e s s u s .  N o u s  t r o u v e r o n s  a i s é m e n t ,  e n  n é g l i g e a n t  l e  t r o i s i è m e  o r d r e ,

i i  (  a  3  a 2  —  r ' 2  \

r  =  - ( i + - H --------- r r v —  + · · ■  .

d ’ o ù ,  e n  m u l t i p l i a n t  p a r  d m  e t  i n t é g r a n t  p o u r  t o u s  l e s  p o i n t s  d u  c o r p s  A ,

V =   ̂J ' d m  4 -  4 ; j *  a  d m  4 -  — r '2) d m  4 - . . . .

O r ,  s i  M  d é s i g n e  l a  m a s s e  d u  c o r p s ,  o n  a

J  d m  =  M ;

p u i s q u e  l ’ o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s  c o ï n c i d e  a v e c  l e  c e n t r e  d e  g r a v i t é ,  o n  a  a u s s i

J ’ a  d m  —  o ,

V = :M  + - L -  f ( 3 a 2- r ' 2) d m + . . .  
r  2 r z J  '

e t  i l  e n  r é s u l t e
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ou en co re , en rem p laçan t a 2 p ar r ' 2 — ( b 2 +  c 2) ,

( i ° )  y = r  y  +  ~ r '2 dm —  c2) - K  . . .

D ésignons p ar I le  m om en t d ’in ertie  du corp s p ar rap p ort à la  d roite GN et 
p a r A , B , C les m om en ts d’in ertie  p rin cip a u x  de ce co rp s  relatifs  à son ce n tre  de 
gravité  G ; on a , com m e on le v o it a isém en t,

d’ailleurs
f  (è 2H— c2) dm —  I :

la form ule ( i o )  d on nera donc

(“ )
M A +  B h- C  — 31 
r i r %

S oien t oc, p, y  les an gles que fait la  d roite  OG avec les  axes p rin cip a u x  d ’in er
tie  du p oin t G ; on a , p ar un th éo rèm e b ien  co n n u ,

I =  A cos2« -+- B cos2|3 +  C cos2y =  (A — C)cos2« +  (B —  G) cos2(3 +  C;

la  form u le ( n )  p ou rra  d on c s ’é c rire

_M , (A — C) (i — 3 cos2ot) -t- (B — C) ( i — 3 cos2(3)
V  — -------1---------------------------------------------------ô-----------------------------------------  + .  · · >

r 2/’3

ou e n co re , en d ésig n an t p ar r[ la p lus g ran d e v a leu r de r '  le lon g de la su rface  
du co rp s ,

( 12) v= A - C
M r,2

i — 3 cos2 a 
2

“h
B - C  i — 3 cos2(3\ f r ' .y

Q uand il s ’a g it de l ’a ttra c tio n  d ’un  co rp s  cé le ste  su r un p o in t très éloign é, 
la form ule ( 1 2 )  se ré d u it à fort peu p rès  à Y  =  à cau se  d ’ab ord  du p e tit fa c 

te u r  > e t en su ite  p a rce  que les  q u an tités  so n t p e tites  au ssi,
c a r  ces q u an tités  s e ra ie n t n u lles si le co rp s  co n sid éré  é ta it  com p osé de co u ch es  
sp h ériq u es c o n ce n triq u e s  h o m o g è n e s , h yp oth èse  peu éloign ée de la  ré a lité .

On p o u rra  d o n c, le  p lu s so u v en t, se b o rn er à

V =
M
r y
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d ’où, re la tiv em en t à un systèm e q u elcon q u e d ’axes Q x ,  Gy ,  G.s se co u p an t  
en G, en d ésig n an t p a r x ,  y ,  s  les coord o n n ées du p o in t N re la tiv es  à ces  a x e s ,

y  = M

\ J x2 h -  y 2 4-  z 2
v  ,  d V  f>M

e t des exp ressio n s an alo g u es p ou r Y  e t Z ; le corp s A a ttire  d on c à trè s  p eu  p rès  
le p oin t N com m e si to u te  sa m asse M é ta it réu n ie  à son c e n tre  de g rav ité  G.

P o u r 'n o u s  faire une id ée de la g ran d eu r du coefficien t de ( —  ̂ d ans la fo r 
m u le ( 1 2 ) ,  sup posons que le co rp s  A  soit un ellip soïd e h o m o g èn e de rév o lu tio n  
a u to u r du d iam ètre  au qu el corresp on d  le m o m en t G et ap lati su iv an t c e t a x e ;  
on a u ra , com m e on s a it, en d ésig n an t p a r  c' le rayon  p o laire  e t re m a rq u a n t que  
r '  =  a '  es t le rayon éq u a to ria l,

B =  A =  M -

C =  2M

e t la  fo rm u le  ( 1 2 )  d on n era

, r M T a '2—  e'2 „ , „ , / a ’ y  1
V =  7  |_1 + - i3 a '2 (3 cos2« +  3 cos2(3 — 2)

ou e n co re , avec une p récisio n  su ffisan te , en su p p o san t p e tit l ’a p la tisse m e n t  
£ =  a ~  c de l ’ellip soïd e,

v = 7 [ r +  g £ ( i - 3 cos2y ) ^  +■ .·]■

R em a r q u e  I .  — D ans le cas  où l ’on co n sid ère  l ’a ttra c tio n  e x e rc é e  p ar une
a*p lan ète  s u r  un p oin t d ’u n e a u tre  p la n è te , le ra p p o rt —  e s t trè s  p e t i t ,  e t  l ’on  

p e u t to u jo u rs  se b o rn e r à
V = M

M ais il n ’en est p lu s  a in si p o u r l ’a ttra c tio n  e x e rc é e  p a r la T e rre  su r  la L u n e ; 
y  e s t  en viron  p o u r l ’a ttra c tio n  de Ju p ite r  su r son p rem ier s a te llite , ~  =  ^ ;

s ’il s ’a g it  enfin de S a tu rn e  e t de son p re m ie r  sa te llite , on a — —  y  C’est d on c
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seu lem en t dans l ’é tu d e des m o u v em en ts des sa te llites  q u ’il y au ra  lieu de co m 
p léter l ’exp ressio n  ap p ro ch ée  y  du p o ten tie l.

R em a rq u e I L  — L e systèm e so la ire  se com p ose de p lan ètes  isolées et de sys
tèm es seco n d aires  form és ch acu n  d ’une p lan ète  et de ses sa te llite s ; les ce n tre s  
de g rav ité  de ces  sy stèm es p artie ls  son t trè s  é lo ig n és  les u ns des a u tre s  re la 
tiv em en t a u x  d istan ces  resp ectiv es  des corp s de ch acu n  d’e u x ; si donc on 
co n sid ère  le p o ten tie l re la tif  à l ’a ttra c tio n  d’un de ces sy stèm es s u r un point 
trè s  é lo ig n é , on p o u rra  ap p liq u er la  fo rm u le  ( 1 2 )  e t la re m p la c e r  sim p lem en t
p ar Y  =  — > à cau se  de la p e tite sse  du fa c te u r i y  J ; m ais c e tte  réd u ctio n  sera  
m oins ap prochée q u ’elle ne l ’é ta it dans le cas d ’un des co rp s  c é le s te s , p a rce  que 
les q u an tités  M~ 2 e t - j j p y  ne son t p lus trè s  p e tite s . On vo it donc que les
ce n tre s  de g rav ité  des p lan ètes iso lées e t c e u x  des sy stèm es seco n d aires  se 
m eu ven t à fort peu p rès com m e si to u tes  leu rs  m asses é ta ie n t réu n ies  à leu rs  
ce n tre s  de g rav ité , ces  divers ce n tre s  s ’a ttira n t m u tu e lle m e n t d eu x  à d eu x  
su iv an t la  loi de N ew ton.

Nous p o u rro n s donc in tro d u ire  u n e sim p lificatio n  im p o rtan te  e t co n sid érer  
le  systèm e solaire  com m e form é d ’un n om b re lim ité  de p oin ts m atérie ls  de 
m asses d on nées s’a ttira n t m u tu e lle m e n t su ivan t la loi de N ew ton e t co rre sp o n 
d an t : le  p re m ie r au S oleil, le d eu xièm e à M ercu re , le tro isièm e  à V én u s, le  
q u atrièm e à l ’en sem b le de la T e rre  et de la L u n e , le  c in q u ièm e à l ’en sem b le de 
M ars et de ses sa te llite s , e tc .

Q uand on co n n a îtra  le  m o u v em en t du c e n tre  de g rav ité  d ’un sy stèm e se co n 
d aire  et les m o u v em en ts re la tifs  d ans ce sy s tè m e , il se ra  aisé  d ’en d éd u ire  le 
m o u vem en t de la p lan ète  c o rre sp o n d a n te ; a in si la th éo rie  g én érale  fera  co n 
n aître  d ’ab o rd  le m o u v em en t du ce n tre  de grav ité  de la T erre  e t de la  L u n e ;  
on d éte rm in e ra  en su ite  le m o u v em en t re la tif  de la L u n e  a u to u r de la T e rre , 
e t c ’es t alors seu lem en t q u ’on sera  à m êm e de c a lcu le r  co m p lè te m e n t le m o u 
vem en t de la T e rre .
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6 4 CHAPITRE III.

C H A P I T R E  I I I .

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES MOUVEMENTS DES CENTRES DE GRAVITÉ

DES CORPS CÉLESTES.

1 3 . N ous pouvons m a in te n a n t, ap rès  les sim p lificatio n s p ré cé d e n te s , fo rm er  
a isé m e n t ces éq u atio n s .

P re n o n s  tro is  axes  re c ta n g u la ire s  fixes Olj, O r), OÇ; so ien t, re la tiv e m e n t à 
ces  a x e s , t ] Ç0 les  co o rd o n n ées du c e n tre  de g rav ité  M0 du S oleil dont la 
m asse  se ra  re p ré se n té e  p ar m 0\ d ésig n o n s p a r yjt·, £,·, 7«4· les  q u an tités  a n a 
lo g u es  re la tiv e s  au c e n tre  de gravité  M,· de l ’une q u elcon q u e des p lan ètes  ou au  
c e n tre  de gravité  de c e tte  p lan ète  e t de ses sa te llite s , l ’in d ice  i  p ren d ra  les  va
le u rs  i ,  2 ,  3 , . . . ,  n , n  d ésig n an t le  n om b re des p la n è te s ; n ou s re p ré se n te ro n s  
d ’une m an ière  g én érale  p a r A¡ j  la d istan ce  des d eu x  p oin ts  M,· e t My. C h erch on s  
les éq u atio n s d ifféren tielles  du m o u v em en t du p oin t M0 ; ce p oin t es t sou m is à 
l ’a c tio n  de n  fo rces  d irig ées  su iv an t les  d ro ites  M0M ,, M0M2, . . .»  M0M „; la p re 
m ière  de ces  forces a p o u r in te n sité  ses p ro jectio n s su r les axes  de coor-

û 0,l
d on n ées so n t égales re sp e ctiv e m e n t, en  g ran d eu r e t  en s ig n e , à

f/TZq 7711 g i — f  ÏTIq TYl i Y)i — Ylo

A?,i A0i, A{jjt Am
fm 0m t

A2 .“ o,l
g . - C o

Ao,i

On fo rm e ra  d on c a isé m e n t l ’éq u atio n  su iv an te

5l - Ç o
(0 m.o — f 777«77îj ^  —  H-. .  . +  îm 0m n

Ul “ o.l a 0,2 ,ll

e t  d e u x  a u tre s  éq u atio n s to u tes  p a re ille s  en rj et 
De m êm e,

™ ~  5. - Il i* »V» \n — X\
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ÉQUATIONS DES MOUVEMENTS DES CENTRES DE GRAVITÉ. 6 5

L a g ran g e  a d onné à ces éq u ation s une form e très  sym étriq u e en in trod u isan t  
la  fonction

f  m0m„
U:

Ao.l *0,?l

fm, m,

~ Â ^T A|,«

m„
+  -T--------,

1,«
que nous é c riro n s  p lu s sim p lem en t

(2 )  u _ f V  V

on a du re s te

( 3 )  A l j  =  a , - I j Y - h  ( r , , —  ( Ç , -  Kj Y .

dUOn p eu t c a lcu le r  les exp ressio n s  des d érivées p artie lles  · · · ,  en
p a rta n t de ( 2 )  e t ( 3 ) ;  on trouve a isém en t

du
d£o

fwin/«! dA0il fVrt0/?z2 dA„ »

A.*,, AJif

dA0l, dA0t, L - E

d ’où
d£0 K l dt 0

fm0m„ dAn.„ 

A„2,„ d|0 ’

dA()}W_£0 E11
d£. A ..» '’

Â T  =  f w i 0W l -  .¿T  ' ^  r » V » 2 A:, +  · · . - + - f 7 M 0 7M„
^0,1

a p rè s  quoi l ’éq u ation  ( 1 )  d on n era
_dU

m° ' W ~ d T » '

On p o u rra  d on c d o n n er la form e su ivan te au x éq u atio n s différentielles des m o u 
vem en ts des c e n tre s  de g rav ité  des n  +  1 corp s con sid érés

(a)

m n —r-H =
dU d%f)(, dU d*Kn dU

■ dçV ” l* dt* —  dï]0 ’ dÇ0’

dU d*f), dU d*Kx 
” h -3F

dU
d î ’

mx —1 „ ■
—  dm ’ d?i ’

dû d*t)„ du cPKn dU
dï ’ ~ ’ dn,t ’ dt* /)>· 5

ï .  -  I.

" = ' 2 2 ^ ·
¿ V  =  ( & - « ’  +  ( » , - » / ) ’ + ( { ,  - S ; ) ’ -
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G 6  CHAPITRE III.

L a fo n ction  U est la  fo n c t io n  des fo r c e s ; il es t im p o rta n t de re m a rq u e r q u ’elle ne  
c o n tie n t e x p lic ite m e n t ni le tem ps t ni les  com p osan tes' · · ·  des v ite s se s .

L a  d éterm in atio n  des m o u v em en ts de M0, M ( , M„ dépend de l ’in tég ratio n  
du systèm e ( a )  de 3 n + 3  éq u atio n s d ifféren tielles  s im u ltan ées  du second  
o rd re  ; c ’e s t le  p ro b lè m e  des n  -h  i corps. Mais il n ’a été p ossib le  ju sq u ’ici de 
faire  l ’in té g ra tio n  com p lète  que d an s le cas de n  =  i ; le systèm e n ’e s t  a lo rs  
fo rm é que de d eu x  c o rp s , le S oleil e t une p la n è te . D ans les a u tre s  c a s , m êm e  
p o u r le fam eu x p ro b lè m e  des trois corps, m a lg ré  les efforts des p lu s g ran d s géo
m è tre s , on n ’a pu o b ten ir q u ’un p e tit n om b re d ’in té g ra le s  que nous allons  
faire  co n n a ître .

1 4 . C om m en çon s p ar une re m a rq u e  s u r la  fo n ction  des fo rces U . On a

ij -  l

d ’où

On en co n clu t

dU
d$

> c v  !
- =  f rnt 2  ̂mj A ï ,  ’

dû
dn

- =  îini ^  nij

dU dU ZtVj — ytZjy. U KJ JU ,  <UVj — X

j

2  * = ' 2 2 - - ;
( l - f /

H ,  ’

* J

si, d an s les  te rm e s  é lém e n ta ire s  d es seco n d s m e m b re s , on ch an g e  i  en j  e t in v er
sem en t, on vo it q u e ces te rm e s  é lém e n ta ire s  son t é g a u x  e t de sign es c o n tra ire s . 
On en co n clu t d o n c

(4 ) dU
=  o

e t  q u atre  a u tre s  re la tio n s  an alo g u es que l ’on o b tie n d ra it p ar d es p erm u ta tio n s  
de le ttre s .

Cela p osé , on tire  d es éq u atio n s ( a ) ,  en ay an t ég ard  a u x  fo rm u les  ( 4 )»
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ÉQUATIONS DES MOUVEMENTS DES CENTRES DE GRAVITÉ. G7

O ccu p o n s-n ou s d ’ab o rd  des fo rm u les ( 5 ) ;  on en d éd u it, en d ésig n an t par a , ,  b ,,

^2 » b 2, c 2 s ix  co n sta n te s  a rb itra ire s ,

(b )
V  dZi 7 V  dru v *  dÇt 

a ' = z m ¡ -cü> b' = 2 i m ‘ d¿> c * = z m i d ï ;

( 7 ) a xt -f- a2 —  JT  bL t H- ¿>¡¡ =  m t m , c^t +  ĉ . =  £  mi Ç,

d ’où

(c) 1 b% =  ^ m i -f\i —  t ^ m ^ ,

L es  fo rm u les ( b )  e t ( c )  son t de la form e

const. =  F u 0, r¡0, Ç0; dcp dr\3 dÇo. 
d t ’ d t ’ d t ’ d t ’

}

ce so n t d o n c des in tég ra les  du sy stèm e ( a ) ;  e lles  son t au  n om bre de six  et 
so n t co n n u es sous le nom  d ’in tég ra les d u  m o u v em en t d u  centre de g r a v ité ;  les 
form u les ( 7 )  e x p rim e n t en effet que le m ou vem en t du c e n tre  de g rav ité  des 
n  -+- x p o in ts  m a té rie ls  co n sid érés  est rectilig n e  e t u n iform e.

P asso n s m a in te n a n t au x  éq u atio n s ( 6 ) ,  m u ltip lio n s-les  p ar d t, in tég ro n s-les  
et d ésig n o n s p a r  a 3, b 3, c 3 tro is  n ou velles co n stan tes  a rb itra ire s ; nous tro u 
veron s

Ces tro is  n ou velles in té g ra le s  son t les in tég ra les des a ire s; e lles e x p rim e n ttfu e  la 
som m e alg éb riq u e  des a ire s  d é crite s  p ar les p ro jectio n s  s u r  ch acu n  des plans
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68 CHAPITRE III.

coo rd o n n és des ray on s m en és de l ’origin e aux. n  -+ -1 p oin ts co n sid érés  e s t  p ro 
p o rtio n n elle  au  tem p s.

M ultiplions enfin les éq u atio n s (<z) resp ectiv em en t p a r 2 ^ >  2 ^ 3  2 ^ ;
d\

2‘ ~dti aj ° u t ° n s“lcs  e t rem arq u o n s  que la fonction  U ne co n te n a n t e x p lic ite 
m en t que les q u an tités  £„, yj0, £0 ; . . . . . . . on a

d V _ d V d ^  âü_dvo düdÇo  dU ,
dt ~  dç0 dt dri0 d t +  d£0 d t ~t~ d^ dt ~I~ ‘ ‘ ' ’

n ou s tro u v ero n s

m,¡
■ d lo d ^ 0 
2 d t d t%

d i)p d ‘l n fi dt,0 c?2Ç0\ (  dç, d %

dt d t2 dt d d  )  my \ d t d t2

ou bien
d_

dt

rfn| rfg?\
d t2 <A2 /

On p eu t in té g re r  ap rès  av o ir m u ltip lié  p ar d t, e t l ’on tro u v e , en d ésig n an t p ar h  

une co n sta n te  a rb itra ire ,

c ’e s t  une n ou velle in té g ra le , l ’ in té g r a le  d e s fo r c e s  vives.

L es  d ix  in té g ra le s  ( b ) ,  ( c ) ,  ( d ) ,  ( / )  so n t les seu les in té g ra le s  rig o u re u se s  
que l ’on a it  p u  o b te n ir ju sq u ’ic i.

1 5 . N ous allon s o b ten ir une form ule d on t Jaco b i a tiré  des c o n sé q u e n ce s  in té 
re s s a n te s  (  V o rlesu n g en  ü b e r  Dynam i/c v o n  C .-G .-J .  Jacobi, h cra u sg cg e b e n  von A . 
C leb sch , p . a 6 -3 o ) .

On d é d u it des éq u atio n s ( a )  la form u le  su ivan te

^  d t2 +  m

dU dU 
àm

o r , U é ta n t, p a r  sa définition  m êm e, une fo n ction  h om ogèn e e t de d egré — 1 des  
q u an tités  H0, y]0, l 0, . . . ,  on a

dû dü
—jT -h rn-r— 
dE,i dru

dU 
+ Ç‘ dç,·

=  - ü ,

ce qui p e rm e t d’é c rire  a in si la re la tio n  p ré cé d e n te
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ÉQUATIONS DES MOUVEMENTS DES CENTRES DE GRAVITÉ. G9

E n  rap p ro ch an t c e tte  form u le de l ’éq uation  ( / ) ,  on en d édu it

Y m /'ï <*ii , „  t , f ^ A  , v m (  dl l  , d^i , <%} 
Z ^ ^ d p + ^ s p  + t i ^ )  +  2 i m i\ d é + d ï  + d F

ou bien

=  U +  2 h

a V  Í-C d£i , dr)i , y d î\ TT ,

3 í l TOíl * ‘ r f í + f l ' r f F +  Çir f i )  =  ü +
2 h

ou en co re
æ_
dP 2  m i f à  +  +  S2) =  2 U +  ^h.

Si l ’on d ésig n e p ar p,· la  d istan ce  du p o in t M,· à l ’o rigin e des coord o n n ées, on aura  
d on c

( 8 )
¿ 22  m i P? 

dP =  2Ü +  4/c

Il e s t p o ssib le  de tra n sfo rm e r le p re m ie r m em b re de ce tte  éq u ation  de m a 
n ière  à n ’y in tro d u ire  que les  d istan ces  m u tu elles  A¿tj  des p oin ts m até rie ls , au  
lieu  de leu rs  d istan ces  à l ’orig in e  des co o rd o n n ées.

On a , en effet, ces id e n tité s  b ien  con n u es e t d ’ailleu rs  faciles  à vérifier

2  mi 2 ] mtl\  — ( 2  mt £,·)* =  2 2

2 m 1. 2 ^ ? - ( 2 ^ I.)2= 2 i :

2  tnt 2  tnt S? -  ( 2  m i Si)2 =  2 2

tn¡ nij ( ■ +- X) — 2 Xi Xj)>

mt mj(-nJ +  r)}— 2rt¡Vj),

m¿ m j ( Çf +  Sy — 2 Sí Sy) ;

en les  a jo u ta n t, on tro u v e

2  mi 2  +  s?) -  ( 2  -  ( 2  ™.-Si)2

. =  22 m ‘ m J [(? ' ~  — rl /)2 +  (Si — Sy)2]

ou b ie n , en ay an t égard  à la  sign ificatio n  de p,· et de A ,j  e t te n a n t com p te  des  
éq u atio n s ( 7 ) ,

2  mi 2  p ?= 2 2 mt m j à f j  +  (a^  -h a2)2-|- -P (ci ¿ +  c2)‘ ·

T iro n s de là 2  p o u r le p o rte r d ans la form ule ( B ) ,  e t il v ien d ra
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7 0  CHAPITRE III.

d ’où , en d ésig n an t p ar h ' une n ou velle  co n stan te  a rb itra ire ,

ou bien

( i o )

d 2 £  mt nij Alj 

dt2 (aU  +  l\h’ ) £  mt

d î X X mi mj K j

d? •'2 2 ^ m,·.

Il im p o rte  de re m a rq u e r que c e tte  éq u atio n  ne co n tie n t que les  d istan ces  
m u tu elles  des p oin ts  m a té rie ls  p ris d e u x  à d eu x e t leu rs  d érivées p re m iè re s  et 
seco n d es p ar ra p p o rt au tem p s.

Si l ’on n om m e p'. la d ista n ce  du p o in t M,· au  c e n tre  de g rav ité  du systèm e', 
on tire  a isém en t de l ’éq u atio n  ( 9 )  la  fo rm u le

2 ] 2 ] m· mJ =  2] mi 2] to«-pî2’

de te lle  so rte  que l ’éq u ation  ( 1 0 )  p e u t au ssi s ’é c rire

di  2 ]  m‘ P·’2
dt2 =  2 U H- 4  fi'.

1 6 . L es ob serv atio n s astro n o m iq u es  ne n ou s fon t pas co n n a ître  les  m o u v e
m en ts ab so lu s des p la n è te s , m ais  seu lem en t leu rs  m ou v em en ts re la tifs  p ar ra p 
p o rt au  S oleil ; il im p o rte  d on c de fo rm e r les éq u atio n s d ifféren tielles  d o n t dé
p en d en t les m o u v em en ts re la t i f s ; c ’e s t ce qui va nous o c c u p e r m a in te n a n t.

M enons p a r le  p o in t M0, c e n tre  de g rav ité  du S o le il, tro is  axes  M0 a?, M 0j ,  
M0 s  p a ra llè les  a u x  axes  f ix e s ; so ie n t, re la tiv em en t à ces  axes  qui so n t m obiles  
m ais co n se rv e n t u n e d ire c tio n  in v a ria b le , tvt , z ,  ; œ.2, j 2, s 2 ; . . . ,  æ n, y n, z n 

les co o rd o n n ées  des c e n tre s  de g ra v ité  des n  a u tre s  c o rp s . N ous p o sero n s en  
m êm e tem p s

M0M, ~  ri — A0|1, MoM2 — r s — Aoi2, . . . .

Enfin  n ou s au ro n s  les re la tio n s

i —  £o +  X\1 m =  Ç1 =  Ç0 +  Sj,

f11) ] ?2= £o + *li —I)o+Jl) Ç2 = Ço“t-"j>

L ’éq u atio n  ( 1 )  d o n n era

(12) d2£o r , ,  #2 , , » f  NTI ttli XI
72 + · · - ,  - f  Z - 7 3 - ·

' l  ' 2  '  n  '  idt2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ÉQUATIONS DES MOUVEMENTS DES CENTRES DE GRAVITÉ. 7 1
L a re la tio n

lk =  U +  a*

nous m o n tre  d ’ab ord  que x k ne sera  in tro d u it que p ar \ k \ on au ra  donc

. ( > 3 )  .

L a  m êm e re la tio n  nous donne

aü  _  dU
d x k  ~ ~  d \ k

dP xk _  d l \k . d^l0 
dt* ~  dP  d P

o u , en ay an t ég ard  à la  form u le  ( 1 2 ) ,

d ï x k _  d 1 '¿jc „ y  nij Xj _
d P  ~  d P  Z * 1 r\ ’

les éq u atio n s ( a )  nous d o n n en t du re s te , si nous ten on s com p te de ( i 3 ) ,

- d %  _  1 d û  _  1 dU
d P  m k d\k m k d x ;e

Il v ien d ra  d on c
(< n  d 2Xk _  I d U  y w ra fg f
'  ^  dP  m k d x k Â d r'f

Il co n v ien t de m e ttre  à p a rt  dans U les te rm es  qui co n tien n en t m 0 en facteu r ; 
on tro u v e  a isém en t

( i 5 )

en p o san t

U _  f y i  mo mi + f 2 2 ^ = r „ ! i 2 ^ + D ,

771 ¿ n ij

d ans c e tte  fo rm u le , les in d ices  i  e t j  ne p eu v en t p lu s p ren d re  la v a leu r z é ro . On 
trou ve im m éd ia tem en t

à - y  nii 
d x k  ¿ d  V i

d -
, 7* k  &  le

lcd ¿ ¡ - ~ m k7i ’

l ’éq u atio n  ( 1 4 )  p o u rra  d on c s ’é c rire

d 2x k
d P

+  l m 0
OCk 

" k ' 2
nii x t

n

j _  dU'
m k  d x k

L es m o u v em en ts re la tifs  des c e n tre s  de g rav ité  des n  co rp s  co n sid é ré s , p ar
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7 2  CHAPITRE III.

ra p p o rt au S o leil, d ép en d ron t d o n c des 3 n  éq u atio n s d ifféren tielles su iv an tes :

(#)

cPxx x t mix i 1 dU'

d \rt
d t2 

d %

d2x 2
dp

fmo ^  
'  1

m ,·/ /  _  i <9U'
t y p f i  ,¿ d  r\ mx àf,

s,  , i d U '
<af¿2 r J  ^  /·* m t d z t  ’

i d lT
d x »

fmo£| +  f y ^  =  _L
>1 x d  /·? /«,

où l ’on a

r } — x }  +  y } - ¥  s},

H j =  ( ^ i  —  tfy)s +  ( J i  — y y ) * +  (-S i—  - y ) *

On vo it que le n om b re des éq u atio n s d ifféren tielles ( g -)  es t in férieu r de tro is  
u n ités  à ce lu i des éq u atio n s ( a ) ;  il y au ra  d on c dans les in té g ra le s  g én éra les  
six  co n stan tes  de m oins que dans ce lles  des éq u atio n s ( a ) ;  ces  co n sta n te s  so n t 
p ré c isé m e n t celles  qui figuraient d ans les in tég ra les  du m o u v em en t du c e n tre  
de g rav ité .

1 7 . On ne co n n a ît q u e q u atre  in tég ra les  des éq u atio n s ( g ) ;  e lles co rre sp o n 
d en t au x  in tég rales  ( d )  e t ( / )  du n° 1 4 ; nous allon s les d éd u ire  de ces d er
n iè re s .

D ans les fo rm u les ( 7 ) ,  rem p laço n s  r¡¡, £,· p a r leu rs  v aleu rs  ( 1 1 ) ,  e t nous  
tro u v ero n s

«1 t  4 - a % —  £0 ( n i a  4 - '« ¡ )  +  £  » h  x u

d ’où

( . 6 )

L·

T)0

=

a, t 4 -  « 2 — /«,· x t

m 0 -f· ^ d t m 0 4 -

¿>t i  4- ù 2 — 2 ]  m i y i dr>„ _ * • - 2 - 4 'J
m o +  ^  m i d t m o +  £  m l

Ci t  4 -  C2 — JT  »ù· -5/ __
\ i  d z i

c > - 2 l m ‘ d r

+  2 ]  , n ‘·
dt m 0 4 - m t
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ÉQUATIONS DES MOUVEMENTS DES CENTRES DE GRAVITÉ. 7 3

E n  faisant la  m êm e su b stitu tio n  dans les  form ules ( / )  e t ( d ) ,  il v ien d ra

(•7 )

( 18 )

î U + a ,1 = ( « Æ « mn

(

V  \ , V  (  ^  -4- ^
S d e  ■ d e  !  V'"· ' 2  “ 7  +  2  v r f ?  +  S ë  +  »

7, . * i  _  ,.4rA , V  ..._Ë5s V1 dt )  +  dt  2 d ' ' ^ l dt
m ¡

e t  d eu x  a u tre s  form u les an alogu es re la tiv es  à b 3 et c 3 ; l ’in dice i  doit recevo ir  
p arto u t les valeu rs  i ,  2 ,  . . . ,  n ,  n  d ésig n an t le n om b re des p lan ètes .

Il suffit m a in te n a n t de p o rte r  les  exp ressio n s ( 1 6 )  dans les form ules ( 1 7 )  
et ( 1 8 ) .  On tro u v e , ap rès  q u elq u es ré d u ctio n s ,

+ -------[ m . -  c. 6. +  2  mt s,· 2  mf ^  -  2  m' & 2  S] ’
m0-+- 2 L

en in tro d u isa n t la fon ction  U' p a r la  fo rm u le  ( i 5 )  e t ch an g ean t de co n stan tes , 
on trou ve les q u atre  in tég rales  sou s la form e su iv an te  :

10
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CHAPITRE III.74

e t

(/ ')

„ +  X  '«*m
m t

d x t \ 2 

dt * · % ) ' + ( 2
771: d=i\% 

d t

On p eu t é c rire  ces in tég ra les  d’une m an ière  un peu d iffé re n te ; on vérifie en 
effet a isé m e n t q u ’en ch an g ean t en co re  une fois de co n stan tes  et p o san t

a ' — a \ i
X m<

mn
V = . b '  n

X mi
m

h "— hl \ iH-

c " =  c' I 14
X  ™i

m„

on a
dz,· _ d y t 
d t  d t

(d " )
+  ■

d x ,

f dzt d s j
v d t d t

' d x i _ d x /
v d t d t  (

d j'i _ d y ±
d t d t  jk  2 2  -  %  h - / )  ( %  -  %  -  { % - % ]  -

, { ' * = 2 ~ ( %  +  %  +  % ) - ' ( ' + 2 * ) ( r ' 2 7 ¡ + "
) í  1- / t 7 \ a / 7 7 \ a / T _ 7

= ; 2 2 — v [
dx,· d x

Ô H
d j i  _  (tyjV  ( d s t _  d Z j V

) ‘ l ·\ d t  d t  J  \ d t  d t J  \ d t  d t

i  e t j  d ésig n en t d eu x  q u elcon q u es des n o m b res  i ,  2 ,  . . . .  n.

L es fo rm u les ( d ' )  ou { d ” )  re p ré s e n te n t les in tég ra les  des a ire s  e t la  fo r
m u le  ( / ' )  ou ( / " )  l ’in tég ra le  des fo rces  vives d an s le m o u v em en t re la tif  des  
p lan ètes  a u to u r du S o le il ; ces  q u a tre  in té g ra le s  son t les seu les  que l ’on c o n 
n aisse  ju sq u ’ic i.

1 8 . L a  form e ( g )  des éq u atio n s d ifféren tielles  du m o u v em en t re la tif  n ’e s t pas  
la form e d éfin itiv e ; p o u r a rr iv e r  à c e tte  d e rn iè re , co n sid éro n s  les tro is  p re 
m ières  des éq u atio n s ( g ) .  E n  ay an t égard  à la  v a leu r de U 'e t  re m a rq u a n t que  
les  q u an tités  Á 2¡3, A.iià, . . . .  A3 4, . . .  ne d ép en d en t p as de x , ,  y t , z , ,  nous p ou r-
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ÉQUATIONS DES MOUVEMENTS DES CENTRES DE GRAVITÉ.

ron s les é c rire  a in si :

d 2 æ i  ,  x l  . [ n i i X z  m A x 3

+  f (m»+ ™i) pl +  f  ( y ·3 +  — »-V n

( ' 9 )
d2yi ■ f  (rn0 m
d t 2

dP" Z ̂ n . \  Zl n (  2-̂ 2
-5 -5i + f ( m i +  m1) 7| + f (  -------

r\

— f j L ( m”·
— dxi  \^1,S

_ t J L  (  üh.
~  à/i \A 1j2

=  f
dZy VA

niï

* 1,2

AM

m-i

ÂT3

Al,3

2» '  3> ne d ép en d en t pas de sct , y , , s , ; on a d on c

■ CCi _  _d_ ¿Cl ^s +  JiJKa -h Æî s 
/■ jj—  d^i /'| ’

¿ Ç 3 _ _ _ d _  ¿Cl ^ 3 + 7 1 / 3 +  -Si ^3  

r\~~ dx! r\

7 5

L a  p rem ière  des éq u atio n s ( 1 9 )  d evien t

d2x x
~dir

+  f(w 0H-Wi)^| =  
' \

I
A 1,2

x x x % +  y  ! y  2 -H s ,  £ 2\

>1 z1

+  0,», 3 f  '
\A i,3 '1

On ob tien t ain si la  form e su iv a n te , la p lus u sitée , p o u r les m o u v em en ts relatifs  
des p lan ètes  a u to u r du S oleil :

d%x  i 
dt2 H- f(/«04 - Ml)

37]
7 l~

_dit,
_ dx^

dI l i
dt2

--H f ( m0 -+~»h ) J l _
> r

£
\

£1^
II

-f- f ( 7?î0 + «t dR,
dt2

77îl)
r = ¿ V

d-x.
+  f  ( +

X2 dit,
dt2 mt) P  -' 2 _ dxï

-h f ( Mq H- m2) ,Vî _
r 3 “ '  2

_ dR 2 
~ d j 2’

/S g
c/£2

+  f ( 7W0-+- 7W2) 2̂ _
r» ” ' 2

_dR_,.
dz2 *

\

( A)
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7 6  CHAPITRE III. —  ÉQUATIONS DÉS MOUVEMENTS DES CENTRES DE GRAVITÉ, 

où l ’on a posé

Ces éq u atio n s ( A )  co n stitu e n t un sy stèm e de 3 n  éq u atio n s d ifféren tielles  s im u l
tan ées  du seco n d  o rd re . P o u r en d éd u ire  les valeu rs les plus gén érales de  
y t ,  s , ;  æ 2 , y 2 ,  z 2 ;  . . . ,  il fau d rait o b ten ir 6 n  in tég ra les  d istin cte s  de ces éq u a
tio n s ; ju s q u ’ic i, com m e nous l ’avons d it, on n ’en co n n aît que q u a tre , qui son t 
d on nées p ar les fo rm u les ( d ')  e t ( / ' )  ou ( d " )  e t ( / " ) .

* · ·>

• · ·  9
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CHAPITRE IV. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SVMÉTRIQUES. 77

C H A P I T R E  I V .

FORME SYMÉTRIQUE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

DU MOUVEMENT RELATIF DES PLANÈTES.

1 9 . L es  éq u atio n s ( A )  du C h ap itre p ré cé d e n t son t ce lle s  d on t on se sert ef
fectiv em en t p o u r c a lcu le r  les m o u v em en ts des p la n è te s ; d an s certa in e s  re 
ch e rch e s  th é o riq u e s, e lles p ré se n te n t tou tefois un  grave in co n v é n ie n t, elles 
ne so n t pas sy m étriq u es : leu rs seco n d s m em b res c o n tie n n e n t en effet des 
fo n ction s R ( , R 2.. . . . . . qui d iffèren t d’u n e p lan ète  à l ’a u tre . Il est possib le d ’ob
te n ir  p o u r les  n  p lan ètes des éq u atio n s d ifféren tielles  d on t les secon d s m em bres  
ne c o n tie n n e n t q u ’une seu le  e t m êm e fonction , ou p lu tô t ses d érivées p artie lles  
du p re m ie r  o rd re

C onservon s les n o tatio n s du C h ap itre p ré c é d e n t; nous allon s rem p lacer les  
variab les  ?j0, yj0, £0, yj, ,  . . .  p a r un sy stèm e de co o rd o n n ées défini com m e
il su it.

S oien t { f i g .  i o )  :
G, le c e n tre  de g rav ité  des m asses M0 e tM , (le sq u e lle s  so n t co n d en sées , com m e  

on l ’a d it, au x  p oin ts M0 e t M, )  ;
G2 le cen tre  de g rav ité  des m asses  M0, M( e t M2 ;
' · ' * * * ' ..................... .... * ..............................* j
G„_, le c e n tre  de g rav ité  des n iasses M0, M ,, M2.. . . . . . M„_, ;
G celu i de to u t le  sy stèm e.

’M,
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CHAPITRE 1Y.?»

N ous p ren d ro n s com m e n ou velles v ariab les  :

x , ,  y , ,  z , , co o rd o n n ées de M ( .par rap p o rt à tro is  axes p ara llè les  au x  axes fixes et 
p a ssa n t p ar M0 ;

X j, y 2, z2, co o rd o n n ées de M2 p ar ra p p o rt à tro is  axes p arallè les  au x  a x e s  fixes e t 
p assan t p a r G, ;

■ x 3, y 3, z3, ce lles  de M3 p a r ra p p o rt à G2 ;

x „ ,  y»» z«» ce lle s  de M„ p ar rap p o rt à G„_( .

N ous y ajo u tero n s les co o rd o n n ées X ,  Y ,  Z du p oin t G p ar ra p p o rt au x  a x e s  
fixes .

L a p rem ière  ch o se  à fa ire , c ’es t d ’e x p rim e r les an cien n es variab les  en fon ction  
d es n o u v elles .

P o u r y a rr iv e r , re p résen to n s  p ar X,·, Y,·, Z,· les co o rd o n n ées de G,· p ar rap p o rt  
a u x  axes fixes e t p oson s d ’u n e m an ière  gén érale

( 1)  /« o  -t- m x 4 -  TW, + . . .  -4- TW,· =  p , ·,

l ’in d ice  1 p ou van t p re n d re  les  v a leu rs  o , 1, 2 , . . .  n ; n ou s au ro n s

( 2 ) i l  —— io x l ,  2̂ —— X ,  x 2> is3 r  ~ X 2 "I" X8> · · · > X ft—1 Xrt·

M ais on a a u ss i, d ’ap rès  les p ro p rié tés  du co n tre  de g ra v ité ,

( 3 )

P 1X 1 =  » io io  +

P’2 X 2 =  m 0 %0 +  m i i l  +  m ï $2>

.............................................................. * ...................................................

P n -1  X «—1 ^  TWo io m l  i l  "+■  m i  i ,  4 -  · · · +  HI «-1 i n —1,

Pn  X  — TWq £0 +  B îj 4-  TTI2 i 2 -H . . · 4 -  m , i - l  i n - l  +  m n  in ·

T iro n s de là les  v a leu rs  d e X , ,  X 2, . . . ,  X re_i e tp o rto n s -le s  dans les re la tio n s ( 2 ) ;  
n ou s tro u v e ro n s

i l  ----i o +  X l>

tw0 i 0 4 -  /Wj Î i  , ..
52 ---- ----------------------------1~ X-2)

P i

y _  TWo io  +  /Wj i i  4 -  »h  i2  ,
5 3 —  7 ;------------------------H X 3,

r-2

>■ Tw„io4-/n1| ,4 - . . .4 - /w „ - i i » - i  , „
S»— '

P·/!—1
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SYMÉTRIQUES. 7 9

R ésolvon s ces n  éq u atio n s p ar ra p p o rt à £,,■ X2, e t il v ien d ra

( 4 )

Xl — | o + X l>

?2 “  £o +  ml ~  +  X2)
Pi

£3 — £o~P m\ —  m2 ~  +  x3) 
Pi P 2

«· y  X i  X o  X f t —  3

Ç« - 2  =  ço +  M \ ---- 1- n i i ----(-.·· + n i n_3------l· xra—2 ,
' ’ p2 p n SF-1

Ç » - l  ----  Xo m l — " -+-  —  +  · · · +  ^ r e -
P1 Fs

X m_ 1  X ii_Q
---------- h  ----------- P  X/i-i>
prt—3 p/i--2

y y X i X 2 X/î — 3 X/j,—2 X/f —1
“  ^0 - p  /?2-i —  ~P ÏÏl% “ P  * · · “ P  TM-«—3 ” 7 ’ H-  m?i—2 ~~ 1 “ P  Win—1 ”  “P  x rt*

p l  P 2  P « —3 p « — 2  Pn—1

P o rto n s  ces  v aleu rs  de £2, dans la d ern ière  des éq u atio n s ( 3 ) ,  e t nous
en tire ro n s

f * » X  =  PnXo +  m , ( f * i +  m 2 +  . . . +  « O 7 7
p i

+  m2 ( p2 -!- to3 + . . .  +  m„) —  + . . .  +  +  m„ ) -2-1 +
p2 pli- 1

x„

d ’où
y -\r X 1 X 2 X=  X  — m x------ m 2------- . . .  — m*_.

P l p2

»—2 X/i—1 _X/?
2 a mn-i mn '

P «—2 pn—1 P «

S u b stitu o n s c e tte  v a le u r de <;0 dans les éq u atio n s ( 4 ) ,  et n ou s tro u v ero n s

( 5 )

Xn—  X  +  pn- 1 -- ’
P«

ξ ’\r X/j X/J—1
n— 1 —  X· —  m n -------P pra-2 "  i

Pn pn- 1

y v  X« X;? —1 . ,, X —̂2ç«-s =  X  — m n ----------------------- 1- P u s  - —  >
p n  P n - 1 P n - 2

p n

Xyt—1 

prt—1 

X«, „ x «-l1 — X  — /»« “----- ™/*-i ------
P« P«—i

> v  X» X «—î¿0 =  X  — — — m„_! -----
P« P«—î

X3 , X2
■ w«-i ------- · · ·— ms TT +  ^  ¡7  ’p-n-l f̂ 3 f*2

' X 2 X i
• — m2 TT +  F-o T  ’p2 P i

m  2
p2

Xi
- m .  —  «

P i

Ces fo rm u les e t  d eu x  grou p es to u t p a re ils , re la tifs  a u x  co o rd o n n ées y) et
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8o CHAPITRE IV.

d éfin issen t les  3 n  4 -  3  an cien n es variab les  en fonction  des n o u v elles , qui so n t

X , Xj, X2, · · ·, X/i,

Y, y., ys, · · ·, y »,
Z, Zi, z2, ·. · )

2 0 . L es form u les ( 5 )  re n tre n t dans le typ e su iv an t

/ 5«— X  «o,i Xi «0,2 X2 H- · · • H” « 0,n X/t>

= : X  "+~ «1,1 Xi H- «1,2 X2 H“ ■ * • «l,ra X/M

(6)
U / =  X  “f-  «i,i Xj H~ «/,2 X2 H-  · * • “t"" «/,» X/i>

1 ?» =  X  4- a„iX Xj 4- ««,2X2 4 - .. • «/t,« x«>

si l ’on pose
i m i pour i < j ,

(7) < a ¡ j  — 0, pour *> ./>

l p i

Cela p o sé , form on s l ’exp ressio n  de la q u an tité

II =  m 0 q  4 - m t l\ 4- »Î2 II  4 - . . .  4- m n

en y  re m p la ça n t les q u a n tité s  ? p ar leu rs  v a leu rs  ( 6 ) ;  H d evien d ra  a in si une  
fon ction  du seco n d  d eg ré  d es q u an tités  X ,  x , ,  x 2, . . . ,  x„ .

L e  co efficien t de X 2 d an s H sera

m0 4- nix 4 - . . .  4 - nin — ;

on tro u v e ra  p o u r ce lu i de 2 X x y-
i = n

m oa o j  +  a - i j  4- . . . 4 -  f n n a „ j  —  ^  ;

1=0
p o u r c e lu i de 2 x ; x t , j  é ta n t d ifféren t de k ,

i  — n

ïftù&O ,J « 0,/c “ f-  ^ 1̂ 1, J «1 ,Æ H- · · . “ K  T)Xn (lnj  « rt)£  —  f f l i & i j  « / , £ ,

i = 0
e t enfin , p o u r le co efficien t de x®,

i  =  n

m 0 a l  j  4-  m, a\ j H-. . .  4- m n aJtJ  =  ^  «L·
i =  0
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SYMÉTRIQUES.

O r, en  te n an t com p te des fo rm u les ( 7 ) ,  on tro u v e  a isém en t

i = n

^  rriittij =  + . . .  H- my_, +  rrij a jy}

81

/ v 1711=  — (/n0 +  m x -h . . .  -f-  ̂ m,· , —
n  In

i=n

2  m ‘ a l j  —  m o«o,/ +  a l j  +  · · · +  » l y - i « 7 - 1 +  r > i j a j j

t = 0

N - \

— ■ ( -H  W  J H - . . .  H -  Î Y l ) |  - j™  j  - h  l i t j

e t , en su p p o san t, p ou r fixer les  id ées, j  <  k ,

i ai j  a,·, k —  ‘moao,j &o>k mi ai,j Gij/c îïijCtjjCij^
i - 0

, . m< m fe u.t_. m,t
— (m0 +  m4 ~|~. . .  -I- rrij-i ) — --------m , —  =  o.

1  p j  V-k 1  P j  p t

On a d on c ces re la tio n s

( 8 )

2  mtat,j =  o,
i=z 0
i = n

'2 i miatJaiii =  o, pour
1 = 0 
i  =  n

2  m,'a^  =  ^TT1 /n' ’ 1“ . y-j

et il en ré s u lte  c e tte  fo rm u le  rem arq u ab le

(9) +  +  +  —  p „ X 2+ m , x ?  +  p -m 2x * -t- ..
r i  r-2 P n

On en a u ra it  d eu x  a u tre s  to u tes  p are ille s  p o u r les co o rd o n n ées v) e t Ç.
On p e u t d iflëren tier les éq u atio n s ( 6 )  p ar ra p p o rt au  te m p s ; on au ra  en tre  les

d érivées ^  ^  des re la tio n s  de m êm e fo rm e, te lles  que

f*l p n - 1

t . -  1 .

¿ X V -4- f i !
d t  )  ^  [ J - i

d̂ n.

(  d X \2 u0 /rfx ,\ 2
=  + r r m \ i r )

y-— ' m i dxA *

1 I
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82 CHAPITRE IV.

On en co n clu t im m éd ia tem en t l ’exp ressio n  de la  fo rce  vive 2 T du systèm e des 
p oin ts m atérie ls  M„, M ,, M2, . . M„,  e xp rim ée  avec les n ou velles v a r ia b le s ; on 
a en effet

*=» ·[(§)'-(%)*-(§)']—  [(% d t  J  \ d t

d ’où

(I0, ,!=„[(§ y+(f y+(f n ( t ) ' ] ·
i = l

2 1 . C h erch on s m a in te n a n t à c a lcu le r  u n e exp ressio n  qui nous s e ra  u tile  dans  
un m o m en t, ce lle  de

t= 0

où l ’on d oit re m p la c e r  d ’u n e m an ière  g én éra le  £,· e t rji p a r leu rs  v aleu rs

Xi =  X +  &i, 1X1 +  · . · +  ClijXj -I- . . · +  Æt.reXra»

Vi— Y  Of,iyi +  . · · -+- · · +  ^i,«y«,

d éd u ites des fo rm u les ( 6 ) ;  on a to u t d ’abord

dXt _ d \ d x ■ d x j , d x n
d t d t +  a ^ l ü + ·· d t ■+ a i ' * - d r

dfii _  d Y , d y t d y k „ dy » .
d t d t +  a'·1 W + "■ · ·+" <ti,k a t ■ •4■ “ ' · * ¥ '

en su b stitu a n t d ans ( 1 1 ) ,  il v ien t

K = ( x § - * % )  2 - + ' * 2 1 2 · ^ · -  ■Y2  %  2 - · «
k i , j i

j  i k i

+ 2 2 x'· i è  2  m‘ a<Ja‘ · * - 2 2 y^  2  mtaM a*’j
j k i j k i

E n  v ertu  des fo rm u les ( 8 ) ,  ce la  se ré d u it à

K = < ' - ( x i  - Y § ) - â  2 “ ' « * · ' -  2 ^ '  2 > “ - v
i i i  1

On o b tien t a in si la  fo rm u le  c h e rch é e
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SYMÉTRIQUES. 8 3

2 2 . N ous allons fo rm er enfin les éq u atio n s d ifférentielles d on t d épen den t nos 
n ouvelles v ariab les ; nous em p loieron s p o u r c e la  les form ules de L ag ra n g e .

L es re la tio n s ( 5 )  exp rim en t les co o rd o n n ées de tou s les points du systèm e  
en fon ction  des variab les  in d ép en d an tes X ,  Y ,  Z , x ( , y , ,  i t , x 2, . . . , z a ; soit qk

l ’une q u elcon q u e de ces variab les , q k =  on au ra

1 di\dq'k)  dej/c dqk '

La fon ction  T est d on née p ar la form ule ( 1 0 ) .
Il fau t re m a rq u e r que U , q u i, d ’ap rès  les éq u atio n s ( a )  du n° 1 3 , ne co n ten ait  

que les  d ifféren ces £,·— £,·, Y),· — y]_,·, £,·— £,· des co o rd o n n ées, ne d épen dra pas  
de X , Y ,  Z, m ais  seu lem en t de x , ,  x 2, . . ; y , ,  y 2. . . ; z , ,  z 2, . . .  ; ce tte  fonction  
ne co n tien d ra  pas non p lus le tem p s e x p lic ite m e n t.

P ren o n s d ’abord
? * = X ;

nous au ron s
dT _  dX
àq'k ~ il'n X ~  P* dt*

dT _  d U _
àqk ~  °’ dqk _  ° ’

donc la form ule ( i 3 )  d on nera
d*X

d ’où , en d é sig n a n t p ar a ,  (3, y , a ',  (3' ,  y ' six  co n stan tes  a rb itra ire s ,

( i 4 ) X  — ext-1-oc', Y ~ ¡ 5 ( - h ¡ 2 r, Z — y t-t-y ';

on re tro u v e  a in si le th éo rèm e co n n u  p o u r le m o u vem en t du cen tre  de gravité  d ’un 
sy stèm e sou m is seu lem en t au x  a c tio n s  m u tu elles  de ses p o in ts .

F a iso n s  en su ite
Ç k  —  X/ î

nous a u ro n s , en p a rta n t de ( i o ) ,

dT _  Fi-1 _  Pi-1 _  dx,
h i —  " (X,* —  T ï l i  r ·  y
d xt· [J-t fji{ d t

dT
d x , “ 0 ’
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8 4

e t  la  form ule ( i 3 )  d on n era
CHAPITRE IV.

F i-i cFx,· dU
!------ tnt — T T  —  —  ·

p t· dt2 du

Il v ien d ra  d on c, p ou r les éq u atio n s d ifféren tielles  ch e rch é e s ,

(B )

Po rf2x, dU

P i dt2 “ dx , ’

Po d2,y, dU

F i dt2 ~  dy4’

Po G?2 Z, _  dU

F i dt2 dz/

F i
F 2

»î2
d2u
dt2

_  dû 
~  dx2’

F i y?z2d2 y2 dû

F 2 ¿/F _  dy2’

Fi eFz2 dU

Fs
m 2

t/i2 c?z2’

Pô —  m0 j

Pi =  m0+  mt ;

p 2 =  m0 -+- mi +  /?i2 ;

On v o it que ces  éq u atio n s p ossèd en t m ain ten an t la  sy m étrie  d em an d ée .
Il co n v ien t de v o ir q u e lle  s e ra , d ’u n e m an ière  g é n é ra le , la  com p osition  de U  

à l ’aide d es n ou velles v a ria b le s .
E n  a y a n t ég ard  à l ’exp ressio n  co n n u e de U en fonction  des A ,y e t  au x  re 

la tio n s  ( 5 ) ,  on tro u v e ra  a isé m e n t les  fo rm u les su ivan tes

(C)

1 U =  f m0 \ A -  ' A ¿*0,1 il.
1 , , rn%

0 ,2  A 0|S

/ 7?î2 m, \
• f / W j  ( ~7-----  +  -T------  ■ + ■ · · · )

\Ai,* A1)S J
+  f ,M2 ( -+ -.··) -t-. . .  ;

A J ,i= x îH -y ï +  *ï.

4 !■'K*■+íïx,)!+(í■+7 Γ)',
( m» ntt V  / nu

3r = (x 3H----- x2H------ Xi ) -î-iyaH------
,s \  P2 p l  /  Y  p2Ao2

ÏJliz2+ — Zl , ,

m, \ 2 / m2 m j
y2 +  —  yi) +  z3 + —  z2 + — :

p i  /  \  P 2 p i

A2 -“ l,2

A2 ■Ul ,3 — ( X3+
™2 v P»
--- X2------ Xl
p2 Pi +  l y . +  2 ; y , - & y . p2 pi /

AI,3 =
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SYMÉTRIQUES. 8 5

on e s t ainsi ram en é à un sy stèm e ( B )  (le 3 «  éq u atio n s d ifférentielles sim u ltan ées  
du second  o rd re , d ans lesq u elles  la  fo n ction  U d ép en d  des n ouvelles variab les  
p ar les form ules ( C ) .

2 3 . On au ra  n a tu re lle m e n t q u atre  in tég ra les  de ce sy s tè m e ; elles se d édu i
ro n t des fo rm u les ( d )  e t ( / )  du n° 1 4 , en ay an t égard au x  éq u ation s ( i o )  

e t ( 1 2 )  du p ré se n t C h ap itre , e t re m arq u an t q u e , d ’ap rès les form ules (  1 4 ) ,  les 
q u an tités

d Z _ „ cfY r/d X  , ,  ¿Z rfY ·__ d X
dt  dt  ’ dt  dt  ’ dt  dt  ’

so n t des c o n sta n te s . On tro u v e ra  ain si, en d é sig n a n t p a r d\ ,  b\,  c\, h\  q u atre  
co n stan tes  a rb itra ire s ,

On v o it q u e , non s e u le m e n t les éq u atio n s d ifféren tielles  on t une form e plus  
sim p le, m ais  aussi les q u atre  in té g ra le s  co n n u es, quan d  on em p loie les n ou velles  
v ariab les x,·, y,·, z; au lieu  des an cien n es  x ¡ , y it z¡.

II nous re s te  enfin à in d iq u er c o m m e n t, en su p p o san t effectu ée l ’in tég ratio n  
du sy stèm e ( B ) ,  on tro u v e ra  les co o rd o n n ées des p lan ètes rap p ortées au Soleil ; 
les fo rm u les ( 4 )  rép o n d en t à la q u e s tio n ; e lles  d o n n en t en effet

(G)

x x— \u

m.
x ¡ =  x2H-----ix ,,

F 1

m* m .
•a?3~  x 3 H-------- X 2 H--------- Xi >

F-2 F l

/ l  =  .Vl,

m,/2=y2 + — yt,
Fi

nu m ,y 3=ys+ — y2+ — y1(
F 2 F i

-1 — Zl)

m,
*i =  Z ¡ + -  Zl»

F i

. nu m,— z3 +  -7- z 2 +  —— Z,,
F2 F i

L a co n sid éra tio n  des éq u atio n s ( B )  p eu t ê tre  u tile  dans c e rta in e s  re c h e rc h e s  
th é o riq u e s, co m m e n ou s au ro n s  occasio n  de le m o n trer dans la su ite  de c e t Ou
v ra g e .
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86 CHAPITRE IV. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SYMÉTRIQUES.

R em a rq u e I .  —  S o ie n t, re la tiv e m e n t à des axes  fixes , P , ,  P 2, . . . ,  P n, n  p oin ts  
a y a n t p o u r coord o n n ées x , ,  y , ,  z, ; x 2, y 2, z2. . . . . . ; x„ , y„, zn; a ttrib u o n s  à ces
p oin ts  des m asses égales resp e ctiv e m e n t à — m , ,  ^ m 2. . . . . . . . £ ? = imnt e t  sup po-

F-i P 2 P»
so n s-les  sou m is à des ac tio n s  a d m ettan t u n e fonction  des fo rces U , définie p ar  
les  fo rm u les ( C ) ;  les éq u atio n s d ifféren tielles  du m o u v em en t ab solu  des p oin ts  
P , ,  P 2, . . .  sero n t id en tiq u es au x  éq u atio n s ( B ) .  D ans ce m o u v em en t, les  fo r
m u les  ( D )  e t ( F )  re p ré se n te ro n t les in té g ra le s  des a ires  e t des fo rces vives.

R e m a r q u e  IL  — L a  fo n ction  U est p lus com p liq u ée que ch acu n e  des fo n ctio n s  
R ,,  R 2, . . . ,  qui fig u ra ien t d an s les  éq u atio n s ( A )  du n° 1 8 ; on v o it, p a r 'le s  
fo rm u les ( C )  que A0)2 ne re p ré s e n te  p lu s la d istan ce  du p oin t P 2 à l ’o r ig in e ; 
A )(2 ne re p résen te  p lus la  d istan ce  P , P 2. T ou tefois, q n an d  on c o n sid è re  les
m o u v em en ts des p lan ètes  a u to u r  du S o le il, les rap p o rts  —  , — , · · · ,  —  so n t  

r  m0 m0 m0

p e tits , in férieu rs  à on vo it d on c que la q u an tité  A ,j  d iflère peu de la  d is 
ta n ce  des d eu x  p oin ts  P t· e t P j .

R em a r q u e  III. —  L es  v ariab les  x,·, y,·, z,· d iffèren t de m êm e trè s  peu  de x (, 

y h  Z i ; m ais on a rig o u re u se m e n t, p o u r la p lan ète  M ,,

® i = x i ,  y i  =  y „  si =  zi-

Il va  sans d ire que l ’on p o u rra  p ren d re  p o u r M, l ’une q u elcon q u e des p lan ètes  
M „ M 2, . . . ,  M„.

L a  su b stan ce  de ce  C h ap itre  es t tiré e  d ’un in té re ss a n t M ém oire de M. R . R a d a u , 
in titu lé  « S u r u n e  tra n sfo rm a tio n  des éq u a tio n s d ifféren tielles de la  D y n a m iq u e  » 
(.A n n a le s  de l ’ É c o le  N o rm a le , i re s é rie , t .  Y ) ;  M . R ad au  av ait p ris  lu i-m êm e p ou r  
p oin t de d ép art des ré s u lta ts  p a rticu lie rs  ob ten u s p a r Ja co b i dans son cé lèb re  
M ém oire S u r  l ’ é lim in a tio n  des n œ u d s d a n s  le p ro b lèm e des trois corps (  J o u rn a l d e  

L io u ville, i re série , t . I X ) .
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CHAPITRE V . —  ÉQUATIONS DU MOUVEMENT EN COORDONNÉES POLAIRES. 87

C H A P I T R E  Y .

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT DES PLANÈTES 
EN COORDONNÉES POLAIRES.

2 4 . Si l ’on se re p o rte  au x  éq u atio n s ( A )  du n° 1 8 , on p eu t é c rire  com m e  
il su it les éq u atio n s d ifféren tie lles  du m o u v em en t de la  p lan ète  M dont les. 
coord o n n ées re c ta n g u la ire s  h é lio ce n triq u e s  so n t oc, y ,  z  :

(a) d2x  _  d£i_„
7ÜT  'dTc —

æ y  _  dQ. _  v
dt2 — ày ~  ’ dt2 dz ’

où l ’on a fait

Çl =  î m1 ± j n
R,

(')
R =  f m· [  - = = x x '  4- y  y '  -+- z s' "

— / ) * + ( « '— «)a
-t-. . .  ;

æ \ y ' ,  z ' , r ', m ' d ésig n en t les co o rd o n n ées re c ta n g u la ire s , le  rayon  v e c te u r e t la 
m asse de l ’une q u elco n q u e M' des p lan ètes  p e r tu rb a tr ic e s ; enfin m 0 -+- m  est la 
som m e des m asses du S oleil e t de la p lan ète  M.

D ans un trè s  gran d  n om b re de q u estio n s, il es t u tile  de re m p la ce r les c o o r
d on n ées re c ta n g u la ire s  oc, y ,  z  p ar les coord o n n ées p olaires r, v, 0 ;  on au ra  
d ’abord

( a) x  =  /· cos(9 cos p, y —  r cos B sine, 3 =  rsin 0 ;

' ‘ est le rayon  v e c te u r , v la  lon gitu d e e t 0 la la titu d e .
P o u r tro u v er les éq u atio n s d ifféren tielles  que v érifiero n t r, v e t 0, il n ’y a q u ’à
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88 CHAPITRE V.

ap p liq u er les form ules de L a g ra n g e ; on au ra  d ’ab ord  à e x p rim e r , à l ’aide des 
n o u v elles  v ariab les , la q u an tité

on trouve

E n  ap p liq u an t la form ule

et p ren an t q { —  r, q 2 =  v, q 3

, ( M \
\àq';) ÔT da
dt àq, dqi

—  0, on o b tien t les éq u atio n s ch e rch é e s

(«)

d*r , fl<ft>2 dO* dQ
-r— — r cos2 9 -rr  — r -z-r =  ,
dt- dt2 dt2 dr

d  ( r* cos2 9 ^

dt
dû
d v ’

d  d9 , · Ddv* dil - r  r  —,— H s in S c o s ô - p j  - — ·
dt dt dt2 d9

2 5 . N ous a llo n s tra n sfo rm e r ces éq u atio n s en in tro d u isan t, au  lieu  de r  e t 0 , 
les n ou velles  v ariab les u  e t s définies p ar les form ules

( 3 ) i
/' cos

s =  langfl;

^  est la  p ro jectio n  du ray on  v e c te u r  s u r le plan d es x y \  s e s t la  tan g e n te  de la 
la titu d e .

N ous tro u v e ro n s  a isé m e n t

( 4 ) d& d£2
r 7r- = — u 

dr du
di2
â9

di2 dQ
—  us -j----h (l -t- S*) -5-·

du ds

dvM u ltip lion s d ’ab ord  p a r  2 r 2 c o s 20 ^ · les d eu x  m em b res de la d eu xièm e éq u a
tion  ( a ) ;  il v ien d ra

2
u* dt

, 1 dv 
dv u2 dt

dt -
2 d£i dt’ 
u2 dv dt ‘

d ’où , en  in té g ra n t e t d ésig n an t p a r  h 2 une co n stan te  a rb itra ire ,

( L
\ m2 dt

S- / i s +  2/
1 ù£2 dt> .

—s -z---- r- dt>
u 2 dv d t  ■
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ÉQUATIONS DU MOUVEMENT EN COORDONNEES POLAIRES. 89
d ’ou

( 5 ) dt —
dv

m2\A+2/^
dû
dv

dv

M ultiplions m ain ten an t la p rem ière  des éq u atio n s ( a )  p ar — cosO, la tro isièm e  
p ar —t- — e t a jo u to n s ; il v ien d ra

üd2r . .d2d . .dr dd .dd2 .dv2— co s0 -+- /•sin0 - J^  +  2 sin0-7- -7- +  r c o s Q - j ^  4- r c o s d - .- ;
dt2 dl2 dt dt dt2 dt2

. àQ sin0 d£ï
—  —  COS 0 -5---- 1-------- -7-.·

dr r ou

L e p rem ier m em b re de c e tte  éq u ation  p eu t s ’écrire

on au ra donc

d2 -
d2rcosd .dv2 u 1 dv2
- d ^ - + r c o s d dd2 = - l î F  +  u d ^ K

d  / 1 du\  1 dv2 _  àiî sin0 àii
dt dt )  u dt2 C0S dr r dd

N ous allo n s re m p la c e r  d t  p a r sa v a le u r ( 5 ) ,  ce qui nous d on nera

“2\ A  + 2 i  à  w d çê (di \ A dç) + " 3 (/i2+ 2/ i  -Sdv

. d£î sin0
“ ~ c o s 0 · ^  +  —  -jq-,

d ’où , en effectu an t le s .ca lc u ls  et p r e n a n te  p ou r variab le  in d ép en d an te ,

d2 u
(6) 7d r + u

dQ du .dQ  sin0 dQ\
, ( /i  f l  d i 2 , \ [ d v d v + C O Î i  d r  r  d d  ~  ° '

“ { h + 2 J * d ï dp

R em p laçon s de m êm e d an s la tro isiè m e  éq u ation  ( a )  d t  p a r sa v a le u r ( 5 ) ;  il 
vien d ra

, , . „ n 1 , ,  r  1 dSi , \ d£i 
+  là r2 sin 0 cos 0 ( h2 +  2 J 1 ~  ~

dd

T. -  1. 12
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go  CHAPITRE V.

ou b ien , en  ten an t co m p te  d es re la tio n s  ( 3 ) ,

MÎ\A+2/è
djz
d v

d (  ds /  
d v d v \ d v \ ‘

Id -
d£2

_  d d ’

d ’où
(7 )

d2s 
dv2 -t~S +

(hd -+- 2
H  f v di)

/ d£2 ds d£2
\ d v  d v  d d

=  o.

R éu n isson s m ain ten an t les  fo rm u les ( 5 ) ,  ( 6 )  e t ( 7 )  e t ten on s co m p te  des r e la 
tion s ( 4 ) ;  n ou s tro u v ero n s

dt —
dv

2 . / /  2 f à i i d v
“  V h + V  *  t?

d£2 c?a

(«')

d 2 m  d p  î î s rfp_  +  M+ -----------

d£2
d«

s d£2 

m ds

/¿2

d£2 ds

■ /
d £2  rfp

d v  i d

=  0 ,

d1 s 
dï*

d£2 . d£2
·, , —  MS -5----- (1 +  s2) -3-

d p  d v  d u  '  '  d s

Id-
r  d £2  rfp

2J  d p  M *

=  o.

N ous feron s re m a rq u e r q u e , d ’ap rès  les fo rm u les  ( 1 )  e t ( 2 ) ,  Î2 e s t  u n e fo n c
tion  de r, p, 0 e t du tem p s t  qui se ra  in tro d u it p ar r', v' 0 ', r", v", 0", 011
p o u rra  é c rire  au ssi

£2 =: d* ( p, u, s, t) ;

t , u  e t s d evro n t ê tre  cen sés  e x p rim é s  en fo n ction  de la v ariab le  in d ép en d an te  v . 
L es éq u atio n s ( a ' )  se rv e n t de b ase à la th éo rie  de la L u n e  de L ap lace .

2 6 . Il p eu t ê tre  av an tag eu x  d ’in tro d u ire , au  lieu  de ^ , les p ro 
je c tio n s  de la force a c c é lé ra tr ic e  de la p lan ète  M su r tro is  axes  re c ta n g u la ire s

Fig. n.

que nous allon s d éfin ir. S oien t ( f i  g . u ) ,  à l ’époque t ,  M et Q la p osition  de la
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ÉQUATIONS DU MOUVEMENT EN COORDONNÉES POLAIRES. 9 1

p lan ète  e t sa p ro jectio n  s u r le plan fixe x O y ,  QA le p ro lo n g em en t de OQ, QB la 
p erp en d icu la ire  m en ée  s u r OQ dans le plan  fixe x O y ,  dans le sens où les  
an gles v c ro is se n t, QG la p arallè le  à O s ; les axes m ob iles su r lesq u els on va 
p ro je te r la force a c c é lé ra tr ic e  se ro n t QA, Q B, QC, e t les p ro jectio n s de la force  
en q uestion  s u r ces a x e s  sero n t re p ré se n té e s  re sp ectiv em en t p ar P , T , S.

On au ra
P =  X cos v +  Y sin e : dQ

d x
cos v  ■

dti
à y

sine,

( 8 )
.r v  · di2 . d£2r = — X sin v +  Y cos v — ---- sin v -+- -p- cos v,

d x  d y

S =  Z =  —  ■
d s

D onnons au p o in t M un d ép lacem en t v irtu el ca ra c té risé  p ar S x ,  Sy, Sz-f soien t 
80, Su e t 8s les v aria tio n s  co rre sp o n d a n te s  de v, u  e t i ;  on au ra

d Q , d £ i.
- , —  à x  +  - r - à y  ■ 
d x  dy

dQ
d s

d s  =  ( P cos v  — T sin c ) +  ( P sin c 4- T cos p ) (5/ +  S d s

d Q  » â & . d S 2
■ =  -r— op — — d u  +  - r -  d s .  

d v  d u  d s

E n  s u b stitu a n t p o u r S x ,  8y, 8z  leu rs  v aleu rs  tirées  des form ules
COS V 

X =  ----- y y -
sin v s

~ > 
Uu * a

e t é g a lan t dans les d eu x  m em b res les  coefficien ts  de Se, Sa e t Si, on trouve ai-
s è m e n t

I d£2_  1 ,
l d v  u

- ] àSî _
(9) j d u

I d t t  1

\ d s  u

S s 
;—  y

si Ton p o rte  ces v aleu rs  d an s les fo rm u les  ( a ' ) ,  e lles d evien n en t
dv

(«')

dt —
/* T

dv

T du
d2u u3 dv n2
d ^  +  “  + ~  ° ’ /i2+ 2  /  ± d v

d2s
dv1 H— s -4-

T ds Ps — S
u3 dv +  u3

r  T
2J l d dv

—  0.
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Q2 CHAPITRE V. —  ÉQUATIONS DU MOUVEMENT EN COORDONNÉES POLAIRES.

2 7 . D onnons enfin u n e d ern ière  tran sfo rm atio n  trè s  sim p le des éq u atio n s  
d ifféren tie lles . Si Ton d ésig n e p a r  p la p rojection  /-cosG —  ^  d e  r  s u r le  p lan  
des x y , on a

x  — p c o s e ,  j  =  p s i n e ,  s  =  p s ;

en p a rta n t des fo rm u les  ( a )  e t ( 8 ) ,  on tro u v e a isé m e n t

d? x.
CO s v d t2

d ' y  d 2p c o s  v . d 2p s i n c
sm(^ =  coS, _ i ^ r _  +  Slnp - ^ - ,

■ _ drx dl y . d %p cose d2p sine
1 =  — sm p +  cos e — sm e ^  + co sp- Í ^ - ,

q __dlz ___dips
~dt* ~  ~dN>

d’où l’on tire , en ré d u isa n t, les  éq u atio n s su iv an tes

(«")

d 2 p dv-
dí2" _ p d í2

i ± ( d dA
p d t  y  d t J 

d t p.s
~ d F

— P> 

= t , 

= s,

q u i o n t é té  fréq u em m en t em p lo y ées, n o tam m en t p ar M. A iry  d ans son M ém oire  
in titu lé  N u m e r ic a l lu n a r  T h eo ry  (  L o n d re s , 18 8 6 ) .
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CHAPITRE VI.

PROBLÈME DES DEUX CORPS.-PREMIÈRE APPROXIMATION DU MOUVEMENT 
DES PLANÈTES. — MOUVEMENT ELLIPTIQUE. MOUVEMENT PARABOLIQUE. 
MOUVEMENT HYPERBOLIQUE.

2 8 .  S o i e n t  O  l e  c e n t r e  d e  g r a v i t é  d u  S o l e i l ,  P ,  P , ,  P 2 ,  . . .  l e s  c e n t r e s  d e  g r a 

v i t é  d e s  d i v e r s e s  p l a n è t e s  o u  d e s  s y s t è m e s  s e c o n d a i r e s  f o r m é s  c h a c u n  d ’ u n e  

p l a n è t e  e t  d e  s e s  s a t e l l i t e s ;  n o u s  p r e n d r o n s  p o u r  u n i t é  l a  m a s s e  d u  S o l e i l ,  e t  

n o u s  d é s i g n e r o n s  p a r  m , m {, m 2, . . .  l e s  m a s s e s  d e s  p l a n è t e s  i s o l é e s  o u  l e s  

m a s s e s  d e s  s y s t è m e s  s e c o n d a i r e s .  P a r  l e  p o i n t  O ,  m e n o n s  t r o i s  a x e s  O æ ,  O  j r ,  

O s ,  d e  d i r e c t i o n s  i n v a r i a b l e s ,  e t  s o i e n t ,  r e l a t i v e m e n t  à  c e s  a x e s ,  oc, y ,  z, r, 

y , ,  s ( ,  . . .  l e s  c o o r d o n n é e s  d e s  p o i n t s  P ,  P ( ,  . . .  e t  l e u r s  d i s t a n c e s  a u

c e n t r e  d u  S o l e i l .

L e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  d e s  p o i n t s  P ,  P , ,  . . .  o n t  é t é  d o n 

n é e s  a u  n °  1 8 ;  n o u s  a l l o n s  l e s  r e p r o d u i r e  a v e c  d e  l é g e r s  c h a n g e m e n t s  d e  

n o t a t i o n .  N o u s  p o s e r o n s

e t  n o u s  a u r o n s

(a)

(a i)

y. =  i -+- m,

d?x x   dR
dt% **"  ̂ r·3 a-»·’

f*i — i-f- mu

dx

dt*  ̂ r 3 dy  

d*z . z  dR
a/» +  r* ~  dz ’dt2 

d3 x,
dt3

d% y

„  x i  d R i

dt2 

d>z

i + f  , 1 , 3 = 1 * ! ,r  r\ df!

dt2

Z i_ d W i

r 2 = * 2 - t - J 2 - + - .

r\ — x\-\-y\-\- „ 5  .
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CHAPITRE VI.9 4

e t

( a )

R =  fm,

-H f m2 

- I - -------

R , =r. {m

H-fnii [  

+  . . .

X X x 4 - J J ,

V ( « l - - x ) z -4- ( 7 i - - y .)’  +  ( - 1 - - ) 2
;·*

X xxi + yy* + - - s

\f ( X i  — ■ x )2 + O'* - - 7 ; I2 -h ( £2 —  -S )2 '1

I X i  x  H- j ,  j  -+- 3, z

x , y2 + ( 7 - -7 1
,.3

I a ; , .r24 - j i j 2+ 3 , 3 2

V i * »  — X i )2- l · ( 7  2 ■ 7l)2"+" ("S—  - l ) 2 1 2

O n  a  d o n c  à  i n t é g r e r ,  s i  i  d é s i g n e  l e  n o m b r e  d e s  p l a n è t e s ,  u n  s y s t è m e  d e  

3 i  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  s i m u l t a n é e s  d u  s e c o n d  o r d r e .  O n  a  d i t  d é j à  q u e ,  m ê m e  

p o u r  i  =  2 ,  o n  n e  s a i t  p a s  r é s o u d r e  r i g o u r e u s e m e n t  l e  p r o b l è m e ;  f o r t  h e u r e u 

s e m e n t ,  u n e  c i r c o n s t a n c e  p a r t i c u l i è r e  v a  n o u s  p e r m e t t r e  d ’ o b t e n i r  u n e  s o l u t i o n  

a p p r o c h é e .  L e s  m a s s e s  d e s  p l a n è t e s  s o n t  e n  e f f e t  t r è s  p e t i t e s  p a r  r a p p o r t  à  c e l l e  

d u  S o l e i l  ;  a i n s i  l a  m a s s e  l a  p l u s  c o n s i d é r a b l e ,  c e l l e  d e  J u p i t e r ,  n ’ e s t  p a s  l a  m i l 

l i è m e  p a r t i e  d e  c e l l e  d u  S o l e i l ;  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( a ) ,  ( a , ) ,  . . .  

c o n t i e n n e n t  d a n s  t o u s  l e u r s  t e r m e s  e n  f a c t e u r  u n  d e s  n o m b r e s  t r è s  p e t i t s  m , 

m { , . . . ,  q u i  e x p r i m e n t  l e s  r a p p o r t s  d e s  m a s s e s  d e s  p l a n è t e s  à  c e l l e s  d u  S o l e i l ;  

d ’ a u t r e  p a r t ,  l e s  d i s t a n c e s  m u t u e l l e s  d e s  p l a n è t e s  n e  d e v i e n n e n t  p a s  t r è s  p e 

t i t e s ;  d o n c  l e s  a t t r a c t i o n s  q u ’ u n e  p l a n è t e  é p r o u v e  d e  l a  p a r t  d e s  a u t r e s  p l a n è t e s  

s o n t  t r è s  f a i b l e s  p a r  r a p p o r t  à  c e l l e  q u e  l u i  f a i t  s u b i r  l e · S o l e i l .  O n  t r o u v e r a ,  p a r  

e x e m p l e ,  d a n s  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( a ) ,  e n  p o s a n t  P P ,  =  A ,  l e s  

q u a n t i t é s

f/H, X i —  X  f « î ,  J , — J  f/M, S i  —  3

"Â*" Â ’ ' A ’ "Â5 ’

t a n d i s  q u e  l e s  s e c o n d s  t e r m e s  d e s  p r e m i e r s  m e m b r e s  d e  c e s  m ê m e s  é q u a t i o n s  

s o n t

f ( i - t -  m ) x  f ( i  +  7?î) j  f ( n - m )  3_
jA r  ’  ; .2 r ’ r i r >

»

o r  m ,  e s t  t r è s  p e t i t  d e v a n t  i  +  m , ~  e s t  c o m p a r a b l e  à  — ·

O n  p e u t  d o n c , ' d a n s  u n e  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  r é d u i r e  à  z é r o  l e s  s e c o n d s
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PREMIÈRE APPROXIMATION DU MOUVEMENT DES PLANÈTES,

m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( a ) ,  ( a , ) ,  . .  ;  o n  t r o u v e  a l o r s  l e s  é q u a t i o n s

{b)

( b,)

d2x  e x
7* = ° '

yd2 y  
dt2

d2 z „ z
~dt2 +  7  ' _ o ;

+  f ^ i 7 5 = 0 > 
'  1dt2 

c?2, y i
¿ / F  '

cP  3 ,
Í * 2

‘  1

f F i r ï  =  ° · .  
'  1

9 5

L e s  é q u a t i o n s  (b )  f o r m e n t  u n  g r o u p e  i n d é p e n d a n t  d e ( ¿ , ) ;  o n  a  n a t u r e l l e m e n t  l e  

m ô m e  r é s u l t a t  q u e  s i  l ’ o n  a v a i t  t r a i t é  d u  m o u v e m e n t  d e  c h a q u e  p l a n è t e  c o m m e  

s i  e l l e  e x i s t a i t  s e u l e  a u t o u r  d u  S o l e i l .

N o u s  a l l o n s  d o n c  n o u s  o c c u p e r  d e  l ’ i n t é g r a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  (b);  c e t t e  i n t é 

g r a t i o n  p e u t  s e  f a i r e  r i g o u r e u s e m e n t ;  l e s  f o r m u l e s  g é n é r a l e s  a u x q u e l l e s  n o u s  

a r r i v e r o n s  c o n v i e n d r o n t  a u x  é q u a t i o n s  ( è ,  ) ,  .  l ’ e n s e m b l e  d e  c e s  f o r m u l e s  

c o n s t i t u e r a  l a  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n .  I l  r e s t e r a - e n s u i t e  à  m o n t r e r  c o m m e n t  

o n  p e u t  u t i l i s e r  l e s  i n t é g r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( b ) ,  ( ¿ , ) ,  . . .  p o u r  i n t é g r e r  p a r  a p 

p r o x i m a t i o n  l e s  é q u a t i o n s  ( a ) ,  ( a , ) ,  . . . .

2 9 .  I n t é g r a l e s  p r e m i è r e s .  —  S i  l ’ o n  a j o u t e  l e s  d e u x  p r e m i è r e s  é q u a t i o n s  (b )  

a p r è s  l e s  a v o i r  m u l t i p l i é e s ,  l a  p r e m i è r e  p a r  — y ,  l a  s e c o n d e  p a r  -+ -  x ,  o n  o b t i e n t  

u n e  c o m b i n a i s o n  i n t é g r a b l e ;  o n  t r o u v e  a i n s i ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  C ,  C ' ,  C "  t r o i s  

c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s

(A)

dz
y - d i -

dx
dt

,dy_

dt

■ x

■ y

dy
dt

dz
dt

dx
dt

=  C ,  

=  C', 

— G" : f

c e  s o n t  l e s  i n t é g r a l e s  d e s  a i r e s .

O n  f o r m e  a v e c  l e s  é q u a t i o n s  ( b )  u n e  a u t r e  c o m b i n a i s o n  i n t é g r a b l e ,  e n  l e s  

m u l t i p l i a n t  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  2 d x ,  2 d y , - id z  e t  a j o u t a n t .  S o i t  a  u n e  c o n s t a n t e
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a r b i t r a i r e ;  o n  t r o u v e  a i n s i

CHAPITRE VI.

( B )
dx2 dy2 dzî  2 f ¡x f p. _

+  dd r a ’

c ’ e s t  l ’ i n t é g r a l e  d e s  f o r c e s  v i v e s .

N o u s  m o n t r e r o n s  d a n s  u n  m o m e n t  c o m m e n t  o n  p e u t  d é t e r m i n e r  l a  c o u r b e  

d é c r i t e  p a r  l a  p l a n è t e  e n  p a r t a n t  d e s  i n t é g r a l e s  c i - d e s s u s .

M a i s  n o u s  a l l o n s  d ’ a b o r d  f a i r e  c o n n a î t r e  t r o i s  a u t r e s  i n t é g r a l e s  d o n n é e s  p a r  

L a p l a c e  d a n s  l a  M éca n iq u e  céleste  e t  q u i  n o u s  s e r v i r o n t  p l u s  l o i n .

O n  t i r e  d e s  é q u a t i o n s  ( b )

C
dd \

e t ,  e n  r e m p l a ç a n t  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  C '  e t  C "  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( A ) ,  i l  v i e n t ,  

a p r è s  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  f a c i l e ,

, dx  _ dr 

dt , ^  ü l ’

o n  p e u t  i n t é g r e r ,  c e  q u i  d o n n e

pii __  p i
^  de L  de ■ i > : const.

S o i e n t  d o n c  F ,  F ' ,  F "  t r o i s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ;  o n  a u r a  l e s  t r o i s  i n t é g r a l e s  

c h e r c h é e s

( C )

p  .—  f (,  £  , p i  __p "
* - i ll r + L dt L d e ’

F ' = l > £  -t- ( Æ  -  C 7
1 r dt dt

F = f ^ + C ÿ _ C ^ .r  r dt dt

I l  f a u t  s u p p o s e r  d a n s  c e s  f o r m u l e s  C ,  C ' ,  C "  r e m p l a c é s  p a r  l e u r s  e x p r e s 

s i o n s  ( A ) .

E n t r e  l e s  s e p t  c o n s t a n t e s  C ,  C ' ,  G " ,  a ,  F ,  F ' ,  F " ,  i l  e x i s t e  d e u x  r e l a t i o n s  f a c i l e s  

à  o b t e n i r .  O n  t r o u v e  d ’ a b o r d ,  e n  a j o u t a n t  l e s  f o r m u l e s  ( C )  a p r è s  l e s  a v o i r  m u l 

t i p l i é e s  p a r  C ,  C ' ,  C " ,

C F  +  C ' F ' +  C " F "  =  ^  ( C *  · +  O ' /  +  C " æ ) ;

m a i s  l e s  f o r m u l e s  ( A ) ,  m u l t i p l i é e s  p a r  x , y ,  z ,  d o n n e n t

(1 ) C x  -+- G y  +  C"z =  o;
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MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 97

i l  v i e n t  d o n c
CF +  C'F' +  C,,F', =:o.

O n  d é m o n t r e  e n s u i t e  p a r  d e s  c a l c u l s  f a c i l e s  q u e  l ’ o n  a  i d e n t i q u e m e n t  

F2 +  F ' 2 +  F" 2 +  — (C2+  C,2 +  C'2) — i î fx2 =  o,

I l  r é s u l t e  d e s  d e u x  d e r n i è r e s  f o r m u l e s  q u e ,  s u r  l e s  s e p t  i n t é g r a l e s  ( A ) ,  ( B )  

e t ( C ) ,  c i n q  s e u l e m e n t  s o n t . d i s t i n c t e s .

3 0 .  R e v e n o n s  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e  l ’ o r b i t e  ;  l ’ é q u a t i o n  ( i )  m o n t r e  q u ’ e l l e  e s t  

p l a n e ,  e t  q u e  s o n  p l a n  p a s s e  p a r  l e  S o l e i l .  N o u s  p r e n d r o n s  c e  p l a n  p o u r ¿ c O j ,  

d e  m a n i è r e  q u e  z  s e r a  c o n s t a m m e n t  n u l ;  l e s  i n t é g r a l e s  ( A )  e t  ( B )  s e  r é d u i 

r o n t  à
dy dx

" r f i  •r 3 7 = C ’

d x '2 +  d y '2
d ê

o u  b i e n ,  e n  r e m p l a ç a n t  C "  p a r  c  e t  i n t r o d u i s a n t  a u  l i e u  d e  x  e t /  l e s  c o o r d o n 

n é e s  p o l a i r e s  r  e t  9 ·,

( » )

(3)
dr’2 -+- r 2ifô·2 

dt*

S o i t  S  l ’ a i r e  d é c r i t e  p a r  l e  r a y o n  v e c t e u r  r  q u a n d  l a  p l a n è t e  p a s s e  d e  l a  p o s i 

t i o n  q u i  r é p o n d  a u  t e m p s  t 0 à  l a  p o s i t i o n  q u e l c o n q u e  q u i  c o r r e s p o n d  a u  t e m p s  t. 

O n  a

d S  =  -  r 2dS;
2

l a  f o r m u l e  ( 2 )  d o n n e r a

S  =  £ ( f - 0 ·

L e s  a i r e s  d é c r i t e s  p a r  l e  r a y o n  v e c t e u r  s o n t  d o n c  p r o p o r t i o n n e l l e s  a u x  t e m p s  

e m p l o y é s  à  l e s  d é c r i r e .  O n  r e t r o u v e  a i n s i  l a  p r e m i è r e  l o i  d e  K e p l e r ;  o n  v o i t  e n  

m ê m e  t e m p s  q u e  l a  c o n s t a n t e  c  r e p r é s e n t e  l e  d o u b l e  d e l ’ a i r e  d é c r i t e  d a n s  l ’ u n i t é  

d e  t e m p s .  S i  l ’ o n  é l i m i n e  d t  e n t r e  ( 2 )  e t  ( 3 ) ,  i l  v i e n t

.  d r2 +  r2 d y
pi —-----------------------

r'+d-h"-

» 3T. -  I.
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d ’ o ù

CHAPITRE VI.

O n  a u r a  d o n c ,  e n  i n t é g r a n t  e t  d é s i g n a n t  p a r  co u n e  c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e ,

d ’ o ù

( 4 )

&  —  «  =  a r c c o s

c  fjm
/· c

f >
a

f !
f f * ______________

1 +  \ / l ~ ^ cos^ - a>)

c ’ e s t  l ’ é q u a t i o n  d e  l a  t r a j e c t o i r e .  O n  v o i t  q u e  c ’ e s t  u n e  s e c t i o n  c o n i q u e  a y a n t  

p o u r  f o y e r  l e  c e n t r e  d u  S o l e i l ;  d a n s  l e  c a s  d e s  p l a n è t e s ,  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  

d o i v e n t  ê t r e  t e l l e s  q u e  c e t t e  c o u r b e  s o i t  u n e  e l l i p s e .  N o u s  r e t r o u v o n s  l a  s e c o n d e  

l o i  d e  K e p l e r .

D é s i g n o n s  p a r  p  l e  p a r a m è t r e ,  a  l e  d e m i  g r a n d  a x e ,  e  l ’ e x c e n t r i c i t é  d e  l ’ o r 

b i t e ,  q u i  s e r a  i n f é r i e u r e  à  l ’ u n i t é ;  s o i t  ( f i g .  1 2 )  À  l e  p o i n t  d e  l ’ e l l i p s e  l e  p l u s

Fig. 1 2 .

v o i s i n  d u  f o y e r  O ,  p o i n t  q u ’ o n  n o m m e  l e  p é r ih é lie  ( l e  p o i n t  A '  l e  p l u s  é l o i g n é  

d u  p o i n t  O  e s t  Y a p h é lie ) ·,  r e p r é s e n t o n s  p a r  w  l ’ a n g l e  A O P  q u e  f a i t  a v e c  O A  l e  

r a y o n  v e c t e u r  /’ =  O P  d e  l a  p l a n è t e  a u  t e m p s  ¿ ;  w  e s t  a p p e l é  Y  a n o m a lie  vra ie  d e  

l a  p l a n è t e .
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MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 9 9

L ’ é q u a t i o n  b i e n  c o n n u e  d e  l ’ e l l i p s e ,  a v e c  l e s  c o o r d o n n é e s  r  e t  w ,  e s t

r _  P _  «O — e2) .
H - e c o s H l · '  '  i  +  e c o s » ’

l a  c o m p a r a i s o n  d e  c e t t e  e x p r e s s i o n  a v e c  ( 4 )  d o n n e

(5) w =  S — w =  XOA ;

(o  e s t  d o n c  l ’ a n g l e  q u e  f a i t  a v e c  O X  l e  r a y o n  v e c t e u r  d u  p é r i h é l i e ;  o n  a  e n s u i t e  

d ’ o ù  l ’ o n  t i r e

( 6 )  c  =  \ / í n p  =  y/ïp.a(i —  e2) 

e t
a  =  « ;

a i n s i  l a  c o n s t a n t e  a ,  q u e  n o u s  a v i o n s  i n t r o d u i t e  d a n s  l ’ i n t é g r a l e  ( B )  d e s  f o r c e s  

v i v e s ,  n ’ e s t  a u t r e  c h o s e  q u e  l e  d e m i  g r a n d  a x e  d e  l ’ o r b i t e .

S i  d o n c  Y  d é s i g n e  l a  v i t e s s e  d e  l a  p l a n è t e  à  l ’ é p o q u e  t,  o n  a u r a ,  d ’ a p r è s  ( 3 ) ,

(7)

c ’ e s t  u n e  f o r m u l e  i m p o r t a n t e .

L ’ a i r e  d e  l ’ e l l i p s e  e s t

-nab =  7r —  e 2 ;

s i  l ’ o n  r e p r é s e n t e  p a r  T  l e  t e m p s  e m p l o y é  p a r  l a  p l a n è t e  à  d é c r i r e  s o n  e l l i p s e ,  

l ’ a i r e  ^  d é c r i t e  d a n s  l ’ u n i t é  d e  t e m p s  s e r a

c __7 r a 2 y / i  —  e 2
2 -  T ’

r e m p l a ç o n s  c  p a r  s a  v a l e u r  ( 6 ) ,  e t  n o u s  t r o u v e r o n s

( 8 )  —  f f *  —  f  ( i  +  m )>

c e  q u i  e s t  u n e  r e l a t i o n  f o n d a m e n t a l e  p o u r  l a  s u i t e .
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lO O CHAPITRE VI.

P o u r  l a  s e c o n d e  p l a n è t e  P ( ,  o n  a u r a  d e  m ê m e  .

Ü f p = f Fl= f ( 1 +  mi)i

o n  c o n c l u t  d e s  d e u x  d e r n i è r e s  f o r m u l e s

T2 _  a3 i +  m, _

o n  n ’ a  p l u s

T * _ _ a ?

T? ~ a ï

e t  l a  t r o i s i è m e  l o i  d e  K e p l e r  c e s s e  d ’ ê t r e  v é r i f i é e  r i g o u r e u s e m e n t ;  m a i s  e l l e  l ’ e s t  

d ’ u n e  f a ç o n  t r è s  a p p r o c h é e ,  c a r  n o u s  a v o n s  d i t  q u e  l e s  n o m b r e s  m  e t  m { s o n t

t r è s  p e t i t s ;  l a  f r a c t i o n  d i f f è r e  f o r t  p e u  d e  l ’ u n i t é .

O n  d é s i g n e  o r d i n a i r e m e n t  p a r  n  l e  q u o t i e n t

271
( 1 0 )  « = = - r j r »

q u ’ o n  a p p e l l e  l e  m o y e n  m o u v em en t ;  c ’ e s t  l a  v i t e s s e  a n g u l a i r e  q u e  d e v r a i t  a v o i r  

u n  r a y o n  v e c t e u r  f i c t i f  q u i  t o u r n e r a i t  d ’ u n  m o u v e m e n t  u n i f o r m e  a u t o u r  d u  

p o i n t  O ,  d e  m a n i è r e  à  f a i r e  u n e  r é v o l u t i o n  c o m p l è t e  d a n s  l e  m ê m e  t e m p s  T  q u e  

l e  r a y o n  v e c t e u r  d e  l a  p l a n è t e .

S i  l ’ o n  i n t r o d u i t  l a  q u a n t i t é  n  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 6 )  e t  ( 8 ) ,  o n  t r o u v e  l e s  

r e l a t i o n s

(n )  «2 a 3 == fp  =  f(i-t- m ) ,

( 1 2 )  c —  n a %<J 1 —  e2,

q u i  s o n t  d ’ u n  u s a g e  c o n s t a n t .

3 1 .  C a l c u l  d e  l a  p o s i t i o n  d a n s  l ’ o r b i t e .  —  N o u s  a l l o n s  m o n t r e r  m a i n t e 

n a n t  c o m m e n t  o n  p e u t  d é t e r m i n e r  l a  p o s i t i o n  d e  l a  p l a n è t e  s u r  s o n  o r b i t e  à  u n e  

é p o q u e  q u e l c o n q u e .

O n  a ,  d ’ a p r è s  ( 5 ) ,
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i l  v i e n d r a  d o n c ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( 2 )  e t  ( 1 2 ) ,

r2 =  na1 — e2,

a ( i  —  e 2)
r —  —-------- -·,

1 -+- e c o sw

c e s  d e u x  é q u a t i o n s  d é t e r m i n e n t  r  e t  w  e n  f o n c t i o n  d e  t. 

É l i m i n o n s  w :  n o u s  a u r o n s

1 0 1

1 — e2 r 1cos«>=: a ---------------- >
e r e

d ’ o ù

dw :
l\J l —  C dr

r \Jâ e%— (a — / ')2

e n  p o r t a n t  c e t t e  v a l e u r  d e  w  d a n s  l a  p r e m i è r e  d e s  é q u a t i o n s  (  1 3  ) ,  i l  v i e n t

(i4) ndt —
dr

y/a2e2 — (a — r ) 2

O n  e s t  c o n d u i t  à ' p r e n d r e  u n e  v a r i a b l e  a u x i l i a i r e  u  d é f i n i e  p a r  l a  r e l a t i o n

a — r =  ae cos u ;

o n  e n  t i r e

(i5) r =  a(i — e cosa),

e t ,  e n  p o r t a n t  c e t t e  v a l e u r  d e  r  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 1 4 ) ,  i l  v i e n t

n dt =  (i — e cos u) du,

d ’ o ù ,  e n  i n t é g r a n t  e t  d é s i g n a n t  p a r  t  u n e  c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e ,

( 1 6 )  u — e s i n M “ « ( £  — r ) .

L a  v a r i a b l e  a u x i l i a i r e  u  e s t  s u s c e p t i b l e  d ’ u n e  i n t e r p r é t a t i o n  g é o m é t r i q u e  t r è s  

s i m p l e .  D é c r i v o n s ,  e n  e f f e t ,  u n  c e r c l e  s u r  l e  g r a n d  a x e  d e  l ’ e l l i p s e  c o m m e  d i a 

m è t r e ;  l ’ o r d o n n é e  Q P  ( j l g .  i 3 )  p e r p e n d i c u l a i r e  s u r  C A  r e n c o n t r e  c e t t e  c i r c o n 

f é r e n c e  e n  R ;  m e n o n s  l a  d r o i t e  C R  e t  f a i s o n s  p o u r  u n  m o m e n t

CQ =  x;
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n o u s  s a v o n s ,  p a r  l e s  f o r m u l e s  d e  l a  G é o m é t r i e  a n a l y t i q u e ,  q u e  l ’ o n  a

0 P =  r  —  a —  e x .

E n  c o m p a r a n t  a v e c  l a  f o r m u l e  ( i 5 ) ,  i l  v i e n t

x  =  a  c o s  u  ;

m a i s  l e  t r i a n g l e  r e c t a n g l e  C Q R  d o n n e

. o n  a  d o n c

x  =  a c o s ( Q C R )

u  =  Q C R .

C ’ e s t  l ’ i n t e r p r é t a t i o n  c h e r c h é e  ;  l a  v a r i a b l e  a u x i l i a i r e  u  s e  n o m m e  X a n o m a lie  

e x c e n tr iq u e  d e  l a  p l a n è t e .

Fig. i 3 .

L a  f o r m u l e  ( i  6 )  f e r a  c o n n a î t r e  l a  v a l e u r  d e  l ’ a n o m a l i e  e x c e n t r i q u e  e n  f o n c t i o n  

d u  t e m p s ;  l ’ é q u a t i o n  ( i 5 )  d o n n e r a  e n s u i t e  r.

N o u s  p o u v o n s  r e m a r q u e r  q u ’ a u  p o i n t  A o n a a  =  o ;  l a  f o r m u l e  ( 1 6 )  d o n n e  

a l o r s  t  =  t  ;  d o n c  l a  q u a n t i t é  t  r e p r é s e n t e  l e  t e m p s  d u  p a s s a g e  d e  l a  p l a n è t e  à  

s o n  p é r i h é l i e .

I l  n o u s  r e s t e  à  d é t e r m i n e r  w  e n  f o n c t i o n  d e  u .  P o u r  y  a r r i v e r ,  i l  s u f f i t  d ’ é g a l e r  

l e s  d e u x  e x p r e s s i o n s  ( i 3 )  e t ( i 5 )  d e  r .  O n  t r o u v e  a i n s i

— =  a { i  —  e  c o s  u), 
w

c o s  u  —  e 

i  —  e  c o s  u ’

,---------- 5 s i n  u
J  i  —  e 2 ------------------------
v i  —  e c o s w

L ’ u n e  o u  l ’ a u t r e  d e  c e s  f o r m u l e s  p e r m e t  d e  c a l c u l e r  w  e n  f o n c t i o n  d e  « ;  m a i s

a{  i  —  e 2 
i  +  e c o s

d ’ o ù

I
COSMP=:

s i n  w —
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e l l e s  n e  s o n t  p a s  l e s  p l u s  c o m m o d e s  p o u r  l e  c a l c u l  n u m é r i q u e .  O n  t i r e  d e  l a  

p r e m i è r e

I -4- COS W  —  2 COS
,  w __ ( i  —  e )  ( i  -+- cos  a )

2 i  —  e  c o s  u
>

i —  cosw> =  2 s in ;
w

2

( i  +  e )  ( i  —  c o s  u )  

i — e c o s  u  ’

d ’ o ù

( 1 8 )

-+- e
. u

s i n -
W 2

s i n — r _ 5
2 vO —  e COSii

v/1 —  e
il

c o s  —
W 2

c o s — ~ )
2 vO —  e c o s  u

W 0  -+- e  u
t a n g

2 = v / e t a n g 2

E n f i n ,  e n  c o m b i n a n t  l e s  f o r m u l e s  ( i 5 ) ,  ( 1 7 )  e t  ( 1 8 ) ,  o n  p e u t  é c r i r e  e n c o r e

09)

( 2 0 )

Îr  s i n  w a \Ji —  e 2 s i n  u, 

r  c o s « >  =  a ( c o s w  —  e ) ;

q r  s in  — =  y a ( i  +  e )  s in  — >

r  w r~,----------- ;  uy / ·  c o s  — =  y a ( i  — e )  c o s  -  ■ 
2  2

C e s  d e u x  g r o u p e s  d e  f o r m u l e s  d o n n e n t  e n  m ê m e  t e m p s  r  e t  w  e n  f o n c 

t i o n  d e  u ;  o n  l e s  e m p l o i e ,  l e  d e r n i e r  s u r t o u t ,  q u a n d  i l  s ’ a g i t  d e  c a l c u l s  n u m é 

r i q u e s .

O n  v o i t  q u e  l a  p o s i t i o n  d e  l a  p l a n è t e  s u r  s o n  o r b i t e  e s t  d é t e r m i n é e  c o m p l è t e 

m e n t  e n  f o n c t i o n  d e  u ;  l a  v a l e u r  d e  u  e s t  d é t e r m i n é e  e l l e - m ê m e  e n  f o n c t i o n  

d e  t  p a r  l ’ é q u a t i o n  ( 1 6 ) ,  q u i  e s t  t r a n s c e n d a n t e  e t  q u e  l ’ o n  a p p e l l e  Y é q u a tio n  de  

K ep ler.

L ’ a n g l e  n ( t - —  v )  =  2 1 1 — ^ -  e s t  c e  q u e  l ’ o n  n o m m e  Y a n o m a lie  m o y e n n e ; o n

l a  r e p r é s e n t e  g é n é r a l e m e n t  p a r  Ç .  O n  v o i t  q u e  c ’ e s t  l ’ a n g l e  d o n t  a  t o u r n é  d e p u i s  

l e  p é r i h é l i e  l e  r a y o n  f i c t i f  c o n s i d é r é  p l u s  h a u t  à  p a r t i r  d u  m o m e n t  o ù  i l  c o ï n c i 

d a i t  a v e c  O A .

N o u s  p o u v o n s  r é s u m e r  c o m m e  i l  s u i t  l e s  f o r m u l e s  e s s e n t i e j l e s  q u i  s e r v e n t  à
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c a l c u l e r  l a  p o s i t i o n  d e  l a  p l a n è t e  d a n s  s o n  o r b i t e  :

(c)

Ç —  n ( t  —  t ) ,  

i u  —  e  s in  u  —  Ç,

r  =  a ( i  —  e  c o s  u ) ,  

tarife . ut a n g - ·
2

w  , / 1 +  e
’ 2 y  1 — e

I I  n o u s  r e s t e  íi d o n n e r  l e s  i n t é g r a l e s  c o m p l e t o s  d e s  é q u a t i o n s  ( ¿ > ) .

3 2 .  C a l c u l  d e  l a  p o s i t i o n  h é l i o c e n t r i q u e .  —  N o u s  r e p r e n o n s  t r o i s  a x e s  

O a ? ,  O  y ,  O s  d e  d i r e c t i o n s  i n v a r i a b l e s  s e  c o u p a n t  a u  c e n t r e  d u  S o l e i l  ;  i l  e s t  d a n s  

l ’ u s a g e  a c t u e l  d ’ a d o p t e r  p o u r  p l a n  d e s  x y  l e  p l a n  d e  l ’ é c l i p t i q u e  a u  i cr j a n 

v i e r  1 8 5 o  ;  l a  p a r t i e  p o s i t i v e  d e  l ’ a x e  d e s  x  s e r a  l a  d r o i t e  m e n é e  d u  p o i n t  O  à  

l ’ é q u i n o x e  m o y e n  d u  p r i n t e m p s  à  l a  m ê m e  é p o q u e .  L a  p a r t i e  p o s i t i v e  d e  l ’ a x e  

d e s y  s e r a  d i r i g é e  v e r s  l e  s o l s t i c e  d ’ é t é ,  e t  l a  p a r t i e  p o s i t i v e  d e  l ’ a x e  d e s  s  v e r s  

l e  p ô l e  b o r é a l  d e  l ’ é c l i p t i q u e .

D u  p o i n t  O  c o m m e  c e n t r e ,  a v e c  u n  r a y o n  é g a l  à  l ’ u n i t é ,  t r a ç o n s  u n e  s u r f a c e  

s p h é r i q u e ;  s o i e n t  ( f i g .  1 4 )  x ,  y ,  z  l e s  p o i n t s  o ù  e l l e  e s t  p e r c é e  p a r  l e s  p a r t i e s  

p o s i t i v e s  d e s  a x e s .  L e  p l a n  d e  l ’ o r b i t e  d e  l a  p l a n è t e  c o u p e  l a  s u r f a c e  d e  l a  s p h è r e

Fig. 14.
2

s u i v a n t  u n  g r a n d  c e r c l e  M N  q u i  r e n c o n t r e  l e  g r a n d  c e r c l e  x y  e n  d e u x  p o i n t s  

q u ’ o n  a p p e l l e  l e s  n œ u d s  d u  p l a n  d e  l ’ o r b i t e  :  l ’ u n  e s t  l e  n œ u d  a s c e n d a n t,  l ’ a u t r e  

l e  n œ u d  d e s c e n d a n t.  L a  d é f i n i t i o n  d u  n œ u d  a s c e n d a n t  e s t  l a  s u i v a n t e  :  D a n s  s o n  

m o u v e m e n t ,  l a  p l a n è t e  p e r c e  l e  p l a n  d e s  x y  e n  d e u x  p o i n t s  C  e t  C ' ;  c o n s i d é r o n s  

c e l u i  d e  c e s  p o i n t s ,  C ,  o ù  l e  s  d e  l a  p l a n è t e ,  e n  d e v e n a n t  n u l ,  p a s s e  d u  n é g a t i f  

a u  p o s i t i f ;  l e  r a y o n  O C  r e n c o n t r e  l a  s p h è r e  a u  p o i n t  N  q u i  e s t  l e  n œ u d  a s c e n 

d a n t .

L ’ a r c  a ? N  c o m p t é  à p a r t i r  d u  p o i n t  x ,  d a n s  l e  s e n s  x y ,  j u s q u ’ a u  p o i n t  N  e s t  l a  

lo n g itu d e  d u  n œ u d  a s c e n d a n t;  n o u s  l a  r e p r é s e n t e r o n s  p a r  0 .  L ’ a n g l e  j N M  q u e
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f a i t  l e  p l a n  d e  l ’ o r b i t e  a v e c  l e  p l a n  d e s  x y  e s t  l ’ in c lin a iso n  d e  l ’ o r b i t e ;  n o u s  l a  

d é s i g n e r o n s  p a r  <p; e l l e  e s t  d é f i n i e  s a n s  a m b i g u ï t é  p a r  l e s  d i r e c t i o n s  N j  e t  N M  

p r i s e s  r e s p e c t i v e m e n t  d a n s  l e  s e n s  x y  e t  d a n s  l e  s e n s  d u  m o u v e m e n t  d e  l a  p l a 

n è t e .

L e s  d e u x  q u a n t i t é s  0 e t  ç  d é t e r m i n e n t  s a n s  a m b i g u ï t é  l a  p o s i t i o n  d u  p l a n  d e  

l ’ o r b i t e ;  0 p e u t  ê t r e  c o m p r i s  e n t r e  o °  e t  3 6 o ° .  T o u t e s  l e s  p l a n è t e s  t o u r n e n t  d a n s  

l e  m ê m e  s e n s ,  s e n s  d i r e c t ,  a u t o u r  d u  S o l e i l ;  l e  p l a n  d e s  x y  d i f f è r e  p e u  d e  l ’ o r 

b i t e  d ’ u n e  d e s  p l a n è t e s ,  l a  T e r r e ;  d o n c  l ’ a n g l e  <p s e r a  c o m p r i s  e n t r e  o °  e t  g o ° .  I l  

y  a  p l u s ,  l e s  a n c i e n n e s  p l a n è t e s  o n t  d e s  o r b i t e s  p e u  i n c l i n é e s  l e s  u n e s  s u r  l e s  

a u t r e s ;  cp s e r a  d o n c  p o u r  c h a c u n e  d ’ e l l e s  u n  a n g l e  a s s e z  p e t i t .

P o u r  l e s  c o m è t e s ,  p e u t  ê t r e  c o m p r i s  e n t r e  9 0 °  e t  1 8 0 ° ;  a l o r s  l e  m o u v e m e n t  

d e  l a  c o m è t e  e s t  r é t r o g r a d e ;  l e s  d é f i n i t i o n s  d e  <p e t  0 d o n n é e s  c i - d e s s u s  s o n t  

a p p l i c a b l e s  à  t o u s  l e s  c a s .

A p r è s  a v o i r  f i x é  l a  p o s i t i o n  d u  p l a n  d e  l ’ o r b i t e ,  i l  f a u t  i n d i q u e r  l ’ o r i e n t a t i o n  

d e  l ’ e l l i p s e  d a n s  c e  p l a n  :  s o i e n t  A  l e  p é r i h é l i e ,  P  u n e  p o s i t i o n  q u e l c o n q u e  d e  l a  

p l a n è t e  s u r  s o n  e l l i p s e ;  l e s  r a y o n s  O A  e t  O P  p e r c e n t  l a  s u r f a c e '  d e  l a  s p h è r e  a u x  

p o i n t s  I I  e t  M ;  p o u r  d é t e r m i n e r  l a  p o s i t i o n  d u  p o i n t  I I ,  o n  d o n n e  l a  s o m m e  d e s  

a r c s  # N  e t  N i l  ( N i l  e s t  c o m p t é  à  p a r t i r  d u  p o i n t  N  j u s q u ’ a u  p o i n t  I I ,  d a n s  l e  

s e n s  d u  m o u v e m e n t  d e  l ’ a s t r e ) ,  e t  o n  l a  r e p r é s e n t e  p a r  o ;  o n  a  d o n c

d ’ o ù

¿ c N  N i l  =  r o ,

N n  =  r o - Ô ;

rs  e s t  c e  q u e  l ’ o n  a p p e l l e  l a  lo n g itu d e  d u  p é r ih é lie .

I l  f a u t  m a i n t e n a n t  f a i r e  c o n n a î t r e  l a  f o r m e  d e  l ’ e l l i p s e ,  e n  d o n n a n t  s o n  e x c e n 

tr ic ité  e ,  e t  s a  g r a n d e u r  a b s o l u e ,  e n  d o n n a n t  l e  d e m i g r a n d  a x e  a ,  o u  l a  d ista n ce  

m o y e n n e  d e  l a  p l a n è t e  a u  S o l e i l .

O n  d o i t  d i r e  e n s u i t e  c o m m e n t  l a  p l a n è t e  p a r c o u r t  s o n  o r b i t e  ;  c e l a  s e  f a i t  e n  

i n t r o d u i s a n t  l a  d u r é e  T  d e  s a  r é v o l u t i o n ,  o u  l e  m o y e n  m o u v em en t

2 7T
n —

e n f i n ,  i l  f a u t  s a v o i r  à  q u e l  p o i n t  d e  s o n  o r b i t e  l a  p l a n è t e  s e  t r o u v e  à  u n  m o m e n t  

d é t e r m i n é  ;  o n  d o n n e  p o u r  c e l a  l e  tem p s d u  p a s s a g e  a u  p é r ih é lie ,  t .

I l  e s t  f a c i l e  m a i n t e n a n t  d e  c a l c u l e r  l a  p o s i t i o n  d e  l a  p l a n è t e  e n  f o n c t i o n  d u  

t e m p s  e t  d e s  c o n s t a n t e s  q u i  v i e n n e n t  d ’ ê t r e  d é f i n i e s ;  o n  a u r a  d ’ a b o r d

u  —  e s i n i i  =  » ( <  —  r ) ,  

r  =  a  (  1 —  e c o s  u  ) ;

d é s i g n o n s  p a r  v l a  s o m m e  d e s  a r c s  a ;  N  e t  N M ,  l ’ a r c  N M  é t a n t  c o m p t é  c o m m e  N i l  

T. — I. i4
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i o 6 CHAPITRE VI.

à  p a r t i r  d u  p o i n t  N ,  d a n s  l e  s e n s  d u  m o u v e m e n t  d e  l a  p l a n è t e ;  v e s t  c e  q u e  l ’ o n  

n o m m e  l a  lo n g itu d e  d e  la  p la n è te  d a n s  so n  orbite.

L ’ a n o m a l i e  v r a i e  w  e s t  l ’ a n g l e

vo —  A O P  =  I I M  =  v — cj ; 

o n  a u r a  d o n c ,  d ’ a p r è s  l a  d e r n i è r e  é q u a t i o n  ( c ) ,

. v —  Ts / i  -t- e  u  
t a n g _ _ = V / î _ u , n g i i

o n  a  a i n s i  r  e t  v.

R e s t e  à  f o r m e r  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  x ,  y ,  z ,  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  d e  l a  

p l a n è t e  P ,  p a r  r a p p o r t  a u x  a x e s  d é f i n i s  a u  c o m m e n c e m e n t  d e  c e  n u m é r o .  O r  

j  s o n t  l e s  c o s i n u s  d e s  a n g l e s  q u e  f a i t  l e  r a y o n  O P  o u  O M  a v e c  l e s  a x e s  ;  s i  

d o n c  n o u s  t r a ç o n s  l e s  a r c s  d e  g r a n d s  c e r c l e s  M a ; ,  M y ,  M « ,  n o u s  a u r o n s

^  =  c o s ( M ¿ e ) ,  ^  =  c o s ( M > · ) ,  — —  c o s  ( M . s ) .

P o u r  o b t e n i r  c e s  c o s i n u s ,  n o u s  c o n s i d é r o n s  l e s  t r i a n g l e s  s p h é r i q u e s

Ma;N, M jN , M-sN,

d a n s  l e s q u e l s  o n  a

a ; N  =  0 ,  a ; N M  =  7T — 9 ,

yN =  ~ —  d> m  =  v-e, v N M =  9 ,

« N =  ~ i   ̂NM —  -  —  9 î
2 2 T

e n  a p p l i q u a n t  à  c h a c u n  d e  c e s  t r i a n g l e s  l a  f o r m u l e  f o n d a m e n t a l e  d e  l a  T r i g o n o 

m é t r i e  s p h é r i q u e ,  o n  t r o u v e

c o s ( M # )  =  c o s 0 c o s ( c  —  0 )  —  s i n 0 s i n ( e  —  0 ) C O S 9 ,  

c o s ( M / )  =  s i n 0 c o s ( t >  —  0 )  4-  c o s  0 s i n ( e  —  0 )  c o s 9 , 

c o s ( M ^ ) =  s i n ( c  —  0 )  s i n 9 ·

O n  v o i t  q u e  l e s  f o r m u l e s  p r é c é d e n t e s  f o n t  c o n n a î t r e  x ,  y ,  z  e n  f o n c t i o n  d e  t 

e t  d e s  s i x  co n sta n te s  a rb itra ires a ,  e ,  <p, t ,  ts , G ;  l a  q u a n t i t é  n  n e  d o i t  p a s  ê t r e  

c o m p t é e  c o m m e  u n e  c o n s t a n t e  d i s t i n c t e  d e  a ,  p u i s q u e  c ’ e s t  u n e  f o n c t i o n  d e  a  

d é f i n i e  p a r  l a  p r e m i è r e  d e s  r e l a t i o n s  ( c ) .  O n  a  d o n c  a i n s i  l e s  i n t é g r a l e s  g é n é 

r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 6 ) .
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MOUVEMENT ELLIPTIQUE. I 0 7

L o s  a s t r o n o m e s  i n t r o d u i s e n t  g é n é r a l e m e n t  à  l a  p l a c e  d e  t  u n  a u t r e  é l é 

m e n t  £ d é f i n i  c o m m e  i l  s u i t  :  i m a g i n o n s ,  c o m m e  p l u s  h a u t ,  u n  r a y o n  v e c t e u r  

f i c t i f  c o ï n c i d a n t  a v e c  l e  r a y o n  v e c t e u r  d e  l a  p l a n è t e  a u x  é p o q u e s  t ,  t + T ,  

t  4 -  2 T ,  . . . ,  e t  t o u r n a n t  d ’ u n  m o u v e m e n t  u n i f o r m e  a u t o u r  d u  p o i n t  O  ;  i l  e f f e c 

t u e r a  d o n c  u n e  r é v o l u t i o n  d a n s  l e  t e m p s  T ,  e t  s a  v i t e s s e  a n g u l a i r e  s e r a  n ;  à  

l ’ é p o q u e  t, c e  r a y o n  p e r c e r a  l a  s u r f a c e  d e  l a  s p h è r e  a u  p o i n t  M ' ,  e t  l ’ o n  a u r a

n M '  =  n ( i - T ) = Ç ;

s i  s u r  O M '  o n  p r e n d  u n e  l o n g u e u r  O P '  =  a ,  P '  s e r a  u n e  p l a n è t e  f i c t i v e  q u i  r e s 

t e r a i t  à  u n e  d i s t a n c e  c o n s t a n t e  d u  S o l e i l ,  e t  s e r a i t  a n i m é e  s u r  s o n  o r b i t e  c i r c u 

l a i r e  d ’ u n  m o u v e m e n t  u n i f o r m e ,

L a  l o n g i t u d e  d e  c e t t e  p l a n è t e  f i c t i v e ,  d a n s  s o n  o r b i t e ,  s e r a i t

« N - l -  N M '  =  ns 4 - H M ' =  c t 4 - n ( t  —  t ) =  l ;

l  e s t  c e  q u ’ o n  a p p e l l e  l a  longitude moyenne d e  l a  p l a n è t e  P ;  à  L ’ é p o q u e  z é r o ,  e l l e  

s e  r é d u i t  à  xs —  n 'x ,  q u a n t i t é  q u e  l ’ o n  r e p r é s e n t e  p a r  e ;  e e s t  d o n c  l a  l o n g i t u d e  

m o y e n n e  à  l ’ é p o q u e  z é r o  ;  o n  d i t  p l u s  s i m p l e m e n t  q u e  c ’ e s t  l a  longitude moyenne 

de l'époque. O n  a  d o n c
ns  —  n x ~ e ,

d ’ o ù
n x  —  m  —  s ;

l ’ a n o m a l i e  m o y e n n e  d e v i e n t

( 2 1 )  · % —  n t  —  n x  =  n i  +  £ — n s ;

l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  /  p e u t  s ’ é c r i r e

l  —  e - h n t ,

d e  s o r t e  q u e

( 2 2 ) ç =  / —

N o u s  a u r o n s  d o n c  f i n a l e m e n t ,  p o u r  l e s  i n t é g r a l e s  g é n é r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( b ) ,  

c e t  e n s e m b l e  d e  f o r m u l e s

n =  \ / ^ '

( d )

u  —  e  s in  u  —  n t  -+- e —  ns, 

r  =  « (  1 —  e  c o s  u ) ,

V  —  ÜT
ta n g

=  \ / £
e ,  u
-  t a n g  - j  
e  2

a ; r = r [ c o s 0 c o s ( c —  8 ) —  s i n 0 s i n ( c  —  8 ) cosq>], 

y  =  r [ s i n 0 c o s ( r  —  8 ) 4 -  c o s  8 s in  (u  — 8 ) c o s  9 ] ,  

z  —  r  s in  ( v —  0 ) s i n 9 ·
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i o 8 CHAPITRE VI.

L e s  s i x  c o n s t a n t e s  0 ,  <p, w ,  e , a ,  e s o n t  a p p e l é e s  l e s  s i x  é lém en ts d u  m o u ve

m e n t e llip tiq u e ,  o u  s o u v e n t ,  p a r  a b r é v i a t i o n ,  l e s  s i x  élém en ts e llip tiq u es  d e  l a  

p l a n è t e .

R em a rq u e.  —  L ’ a r c  I I M '  é t a n t  é g a l  à  l ’ a n o m a l i e  m o y e n n e ,  o n  a

(k = Ç  +  M ' M ,  

v = . I +  M'M ;

l a  q u a n t i t é  M ' M  e s t  c e  q u ’ o n  a p p e l l e  Y é q u a tio n  d u  c e n tr e ; c ’ e s t  c e  q u ’ i l  f a u t  

a j o u t e r  à  l ’ a n o m a l i e  m o y e n n e  p o u r  t r o u v e r  l ’ a n o m a l i e  v r a i e ,  o u  à  l a  l o n g i t u d e  

m o y e n n e  p o u r  o b t e n i r  l a  l o n g i t u d e  v r a i e ;  s i  n o u s  l a  r e p r é s e n t o n s  p a r  c ,  n o u s  

a u r o n s

( 2 3 ) C = ' V - Ï ,

e t  i l  e n  r é s u l t e r a  

( 2 4 )

( (V —  Ç £ ,  V  —  l  - ] r  C ,

< O Ù
I  l  —  e -+- n t .

3 3 .  R e v e n o n s  à  l a  f i g .  i 4 ;  p r o l o n g e o n s  l ’ a r c  d e  g r a n d  c e r c l e  s M  j u s q u ’ à  s a  

r e n c o n t r e  e n  H  a v e c  l e  g r a n d  c e r c l e  x y ;  l a  d r o i t e  O H  s e r a  l a  p r o j e c t i o n  d u  r a y o n  

v e c t e u r  r s u r  l e  p l a n  d e s  x y .  P o s o n s

•r H — e , , IIM —  * ;

v ,  e t  s  s o n t  l a  lo n g itu d e  h é lio c e n lr iq u e  e t  l a  la titu d e  h é lio c e n tr iq u e  d e  l a  p l a n è t e ,  

e t  c o n s t i t u e n t  a v e c  r  s e s  t r o i s  c o o r d o n n é e s  p o l a i r e s .  ·

L e  t r i a n g l e  s p h é r i q u e  M H N  e s t  r e c t a n g l e  e n  H ;  o n  a  d a n s  c e  t r i a n g l e

NH =  e, —  9 , NM =  v —  9 ;

o n  e n  c o n c l u t

( 2 5 ) t a n g ( e , —  9 ) =  cos<p t a n g ( c  —  9 ),

( e ) · s i n i = ;  s i n < p s i n ( c — 0);

c e s  f o r m u l e s  p e r m e t t r o n t  d o n c  d e  c a l c u l e r a ,  e t  s .

L o r s q u e  l ’ i n c l i n a i s o n  <p e s t  p e t i t e ,  e t  c ’ e s t  l e  c a s  u s u e l ,  o n  c a l c u l e  g é n é r a l e 

m e n t  v, d ’ u n e  a u t r e  f a ç o n  ;  o n  s a i t  q u ’ o n  d é d u i t  d e  l ’ é q u a t i o n  (  a 5 )

t a n g 2 -  t a n g 4 ?

( v , - 9) =  ( v - 9) -  s i n  -J  s i n 2  (v  -  0) +  s i n 4  (v  -  0) - ■  ■ ■ ;
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MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 109

o n  p e u t  d o n c  é c r i r e

( / )

tang2 -  tang*-
p = —  —:— r  s i n a ( p  —  B) H----- :— T  s i n 4 ( c  — 0 ) ■
r  s i m "  x '  s in a *  '

Pi =  p ·+· p ;

c e s  f o r m u l e s  p e r m e t t r o n t  d e  c a l c u l e r  p ,  t r è s  f a c i l e m e n t ;  l a  q u a n t i t é  p ,  q u i  e s t  

t r è s  p e t i t e  d a n s  l e  c a s  c o n s i d é r é ,  s e  n o m m e  r é d u c tio n  à  V é c lip tiq u e .

3 4 .  M a x i m u m  d e  l ’ é q u a t i o n  d u  c e n t r e .  —  L ’ é q u a t i o n  d u  c e n t r e  C  e s t  u n e  

f o n c t i o n  d e  l a  v a r i a b l e  Ç e t  d u  p a r a m è t r e  e ;  c e t t e  f o n c t i o n  s ’ a n n u l e  p o u r ‘(  =  o  

e t  '(  = i t ,  q u e l  q u e  s o i t  e  ;  e n t r e  c e s  l i m i t e s  d e  e l l e  e s t  d ’ a i l l e u r s  p o s i t i v e ,  

c a r  o n  v o i t  a i s é m e n t  q u e  l ’ o n  a  ' ( <  w ;  e l l e  p a s s e  d o n c  p a r  u n  m a x i m u m ,  

e t  c ’ e s t  c e  m a x i m u m  q u e  n o u s  n o u s  p r o p o s o n s  d e  d é t e r m i n e r .

O n  a

C —  w —  Ç,  

o n  a u r a  d o n c ,  p o u r  l e  m a x i m u m ,

d C   i dw _ 1 dw __ c __ cPsj 1 — e-
dÇ n dt 1 n/·2 r dt 1 «r2 1 r1

r  —  a ( i  —  e2) * .

L e s  e x p r e s s i o n s  c o n n u e s  d e  r  e n  f o n c t i o n  d e  u  e t  w  d o n n e n t  e n s u i t e

1 — (1 —  e 2) *
c o s  U — ------- ------------- —,

e

COSIP :
I — ( I  —  e 2 )~*\

c o s m  e s t  p o s i t i f  e t  c o s  w  n é g a t i f ;  i l  c o n v i e n t  d e  p o s e r

o n  a u r a  d o n c  

( 2 6 )

n . n .
u — -----u w  =  — hiv;

2 2

I —  ( I  —  e^y
s i n i r

• ,  I - O - C 2 ) *s in  ------- ------------—
e

C e s  f o r m u l e s  f e r o n t  c o n n a î t r e  « '  e t  w  ;  o n  a u r a  e n s u i t e

C —  ip  —  u  -4- e s i n  u,
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d ’ o ù

(2 7 ) C — u '+  w '+  ey/i— sin2«'.

S i  e  e s t  p e t i t ,  l e s  f o r m u l e s  ( 2 6 )  d o n n e r o n t  p o u r  s i n « '  e t  s i n w > '  d e s  e x p r e s s i o n s  

q u e  l ’ o n  p o u r r a  d é v e l o p p e r  e n  s é r i e s  t r è s  c o n v e r g e n t e s  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  

d e  e ;  c e s  s é r i e s  c o m m e n c e r o n t  à  l a  p r e m i è r e  p u i s s a n c e  d e  e ;  o n  e n  c o n c l u r a  l e s  

d é v e l o p p e m e n t s  a n a l o g u e s  d e  u ',  w \  e t  d u  m a x i m u m  C  p a r  l a  f o r m u l e  ( 2 7 ) .

O n  t r o u v e  a i n s i

c  =  + ^ 9 9
5 l 2 0

1721a  --e 7 +  .
2 2 9 3 7 6

O n  p e u t  t i r e r  d e  c e t t e  r e l a t i o n  l a  v a l e u r  d e  l ’ e x c e n t r i c i t é  e n  f o n c t i o n  d e  l a  

p l u s  g r a n d e  é q u a t i o n  d u  c e n t r e ;  o n  t r o u v e

- C -  4 ^ C 3 ·2 2 8 . 3
5 8 7

16 . 3 . 5
C 5 —

4o583
2 23. 5 . 7 . g

C7 — .

c e t t e  f o r m u l e  a  é t é  e m p l o y é e  p e n d a n t  l o n g t e m p s  a u  c a l c u l  d e s  e x c e n t r i c i t é s  d e s  

o r b i t e s  p l a n é t a i r e s .

3 5 .  M o u v e m e n t  p a r a b o l i q u e  d e s  c o m è t e s .  —  S i  l ’ o n  s u p p o s e  i n f i n i e  l a  

c o n s t a n t e  a  q u i  f i g u r e  d a n s  l ’ i n t é g r a l e  ( B )  d e s  f o r c e s  v i v e s ,  l e  c o e f f i c i e n t  d e  

c o s ( S  —  w )  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 4 )  d e v i e n t  é g a l  à  l ’ u n i t é .  L a  t r a j e c t o i r e  e s t  u n e  

p a r a b o l e  a y a n t  l e  S o l e i l  p o u r  f o y e r ;  c ’ e s t  l e  c a s  d u  p l u s  g r a n d  n o m b r e  d e s  c o 

m è t e s .  O n  a  a l o r s ,  e n  r e p r é s e n t a n t  p a r  p  l e  p a r a m è t r e  d e  l a  p a r a b o l e ,

( 2 8 )

( 2 9 )

____P
c o s w

w  e s t  l a  d i s t a n c e  a n g u l a i r e  d e  l a  c o m è t e  à  s o n  p é r i h é l i e  ( l e  p é r i h é l i e  n ’ e s t  a u t r e  

c h o s e  q u e  l e  s o m m e t  d e  l a  p a r a b o l e ) .

L e  c a l c u l  d e  r  e t  w  e n  f o n c t i o n  d e  t  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  d i f f é r e n t  d e  c e  q u ’ i l  

é t a i t  p o u r  l e s  p l a n è t e s .

L ’ é l i m i n a t i o n  d e  r  e n t r e  l e s  f o r m u l e s  ( 2 8 )  e t  ( 2 9 )  d o n n e

_  P ■ dw
4  cos4
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o u  b i e n

p T
( i  -+- t a n g 2 —

d ’ o ù ,  e n  i n t é g r a n t  e t  d é s i g n a n t  p a r  t  l ’ i n s t a n t  d u  p a s s a g e  d e  l a  c o m è t e  a u  p é r i 

h é l i e ,

( 3 o ) 2 t / f » .  / .  w
— -T1 ( <  —  T )  =  t a n g  -  +  \  t a n g 3 -  ·

C e t t e  é q u a t i o n  d o n n e r a  w  e n  f o n c t i o n  d e  t  :  a p r è s  q u o i  l a  f o r m u l e  ( 2 8 )  f e r a  c o n 

n a î t r e  r . A y a n t  o b t e n u  a i n s i  r  e t  w ,  o n  p a s s e r a  a u  c a l c u l  d e s  c o o r d o n n é e s  r e c 

t a n g u l a i r e s  oc, y ,  z  d e  l a  c o m è t e  p a r  l e s  m ê m e s  f o r m u l e s  q u e  p o u r  l e s  p l a n è t e s .  

P o u r  s u i v r e  l ’ u s a g e  a d o p t é  p a r  l e s  a s t r o n o m e s ,  i l  c o n v i e n t  d ’ i n t r o d u i r e ,  a u

l i e u  d e p ,  l a  q u a n t i t é  q — -̂ > q u i  r e p r é s e n t e  l a  p l u s  c o u r t e  d i s t a n c e  d e  l a  c o 

m è t e  a ü  S o l e i l ,  e t  q u e  l ’ o n  n o m m e  s i m p l e m e n t  l a  d ista n ce  p é r ih é lie .  O n  a  a i n s i  c e t  

e n s e m b l e  d e  f o r m u l e s

( S )

v / V.  w  . „ w
t a n g  -  +  I  t a n g “ -  =

2 2 q \ 2q

r  —  — - — )
c o s 2 —

2

(t  t ) ,

v =  ejh- w ;

x  — r [ c o s 0 c o s ( r  — 8) — s i n 0 s i n ( p  — 8) c o s 9 ] ,  

y  =  r [ s i n 0 c o s ( p  —  8 ) -1- c o s 8 s i n ( v —  8 ) c o s 9 ] ,  

, «  =  r s i n ( p  —  8 )  s i n 9 ;

l a  f o r m u l e  ( 7 )  d o n n e  d ’ a i l l e u r s  p o u r  l a  v i t e s s e  Y  d e  l a  c o m è t e  c e t t e  e x p r e s s i o n  

t r è s  s i m p l e

O n  o b t i e n d r a  a i n s i  oc, y ,  z  e n  f o n c t i o n  d e  t  e t  d e s  c in q  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  o u  

é lé m e n ts  p a r a b o liq u e s  0 ,  <p, ts ,  q ,  t .

L a  s i g n i f i c a t i o n  d e s  é l é m e n t s  0 ,  <p, xs  e t  t  e s t  l a  m ê m e  q u e  p o u r  l e s  p l a n è t e s .

R em a rq u e. —  L a  f o n c t i o n  t a n g ^  4 -  }  t a n g 3 ^  c r o î t  s a n s  c e s s e  a v e c  w ;  e l l e  e s t

n u l l e  p o u r  w  =  o  e t  i n f i n i e  p o u r  w  =  r: ; d o n c  l a  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( g )  

d o n n e  t o u j o u r s  p o u r  w  u n e  v a l e u r  e t  u n e  s e u l e ,  c o m p r i s e  e n t r e  o  e t  ±  tí, s e l o n  

q u e  l ’ o n  a  t^-m. O n  v o i t  q u e  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e  w  e s t  r a m e n é è  à  l a  r é s o l u t i o n
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I  1 2 CHAPITRE VI.

d ’ u n e  é q u a t i o n  d u  t r o i s i è m e  d e g r é  d a n s  l a q u e l l e  l ’ i n c o n n u e  e s t  t a n g - ·  D a n s  l a  

p r a t i q u e ,  o n  é v i t e  l a  r é s o l u t i o n  d e  c e t t e  é q u a t i o n  d u  t r o i s i è m e  d e g r é  e n  l a  r e m 

p l a ç a n t  p a r  l e  s y s t è m e  s u i v a n t  :

o ù  31L  e s t  u n e  q u a n t i t é  a u x i l i a i r e .

O n  c o n s t r u i t  u n e  T a b l e  n u m é r i q u e  d o n n a n t  l a  v a l e u r  d e  l a  f o n c t i o n  311/ d e  w , 

d é t e r m i n é e  p a r  l a  f o r m u l e  ( 3 2 ) ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  é q u i d i s t a n t e s  d e  l ’ a r g u m e n t  w ; 

u n e  f o i s  c e t t e  T a b l e  c o n s t r u i t e ,  o n  p o u r r a  e n  t i r e r  l a  v a l e u r  d e  w  q u i  r é p o n d  à  

c e l l e  d e  311/ d é t e r m i n é e  p a r  l a  f o r m u l e  ( 3 i ) .

L a  T a b l e  e n  q u e s t i o n  s e r a  l a  m ê m e  p o u r  t o u t e s  l e s  c o m è t e s ,  p a r c e  q u e ,  l e u r s  

m a s s e s  é t a n t  t r è s  p e t i t e s  e t  a b s o l u m e n t  n é g l i g e a b l e s  d e v a n t  c e l l e  d u  S o l e i l ,  o n  

p e u t  p r e n d r e  p .  =  i  ;  d è s  l o r s ,  i l  n ’ e n t r e  r i e n  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 3 2 )  q u i  s e  r a p 

p o r t e  à  t e l l e  c o m è t e  p l u t ô t  q u ’ à  t e l l e  a u t r e .

3 6 .  T h é o r è m e  d ’ E u l e r .  —  O n  d o i t  à  E u l e r  u n e  e x p r e s s i o n  d e s  p l u s  r e m a r 

q u a b l e s  p o u r  l e  t e m p s  s  q u e  m e t  u n e  c o m è t e ,  d a n s  s o n  m o u v e m e n t  p a r a b o l i q u e ,  

à  p a s s e r  d ’ u n e  p o s i t i o n  P  à  u n e  a u t r e  P ' ;  c e t t e  e x p r e s s i o n  c o n t i e n t  s e u l e m e n t ,  

e t  d ’ u n e  m a n i è r e  t r è s  é l é g a n t e ,  l a  s o m m e  r  +  /  d e s  r a y o n s  v e c t e u r s  m e n é s  d u  

S o l e i l  a u x  p o i n t s  P  e t  P '  e t  l a  c o r d e  a  =  P P '  q u i  l e s  j o i n t .

S o i t  w '  l a  v a l e u r  d e  w  q u i  r é p o n d  a u  p o i n t  P '  :  n o u s  r e g a r d e r o n s  w  e t  w '  c o m m e  

p o s i t i f s  a p r è s  l e  p a s s a g e  a u  p é r i h é l i e ,  c o m m e  n é g a t i f s  a v a n t ,  e t  n o u s  s u p p o s e 

r o n s  w ' ^ w .  E n  r e t r a n c h a n t  l ’ é q u a t i o n  ( 3 o )  d e  l ’ é q u a t i o n  a n a l o g u e  p o u r  l e  

p o i n t  P ' ,  o n  t r o u v e ,  e n  f a i s a n t  p o u r  a b r é g e r  l ' é c r i t u r e - Æ  =  \ / f p . ,

(  3 1 )

o u  b i e n

( 3 3 )

O n  a  d ’ a i l l e u r s

( 3 4 ) ,  w 
2 COS2 —  

2

cts =  r- +  r ' 2 —  2 r r '  c o s ( w > '  —  w) —  (/· +  z · ' ) 2 —  l±rr' c o s :
w ' —  w

2
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MOUVEMENT PARABOLIQUE. 1 1 3

d ’ o ù

( 3 5 )
/-----; W —  W ---------------------------------------------------- -

2 \jrr' c o s -------- = ±  \ / ( r - h r '  4 - a) ( / · +  /■' —  a)·,

o n  d e v r a  p r e n d r e  l e  s i g n e  - t - ,  s i  l ’ o n  a

w' —  w <  %,

W 1 —  W  >  7T.

e t  l e  s i g n e  —  ,  s i  l ’ o n  a  

P o s o n s  p o u r  u n  m o m e n t

( 3 6 )
/·-+- r '+ f f  — A, 

r -+- >J — a =  B,

e t  r e m p l a ç o n s  d a n s  ( 3 5 )  r  e t  r '  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( 3 4 ) ;  n o u s  a u r o n s

w

~  _  ^  \ / Â B
COS ■

w w‘
c o s  — c o s  —  

2  2

W W*
i -h  tan  g  — t a n g  —

V a b

d ’ o ù

( 3 7 )

O n  t i r e  e n s u i t e  d e s  f o r m u l e s  ( 3 4 )

P ( w w'
r  - h  r  ( 2 +  t a n g 2 — +  ta n g 2 —

o u  b i e n ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  r e l a t i o n s  ( 3 6 ) ,

A +  B / , w .  w ' \  (  w ’ «A2
— —  =  2(^1 +  ta n g  - t a n g —  )  +  (^tang —  — t a n g - J  ;

c e l a  p e u t  s ’ é c r i r e ,  à  c a u s e  d e  ( 3 7 ) ,

A +  Bq=2i/AB / w' «A2
-------------- y 3—  =  ( l a n s T  -  l a n « ï ) ;

d ’ o ù ,  e n  r e m a r q u a n t  q u e  t a n g ^ -  —  t a n g ^  e s t  p o s i t i f  p a r  h y p o t h è s e ,

( 3 8 ) l a n S 7 - t a n s -  =  ^ ^ - .

I l  n e  r e s t e  p l u s  q u ’ à  p o r t e r  d a n s  ( 3 3 )  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 3 7 ' )  e t  ( 3 8 ) . ·  O n  
T. — I. 1 "D
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t r o u v e

CHAPITRE VI.

6k -  /A +  B±v/AB\
p î  ~  ^  \  P  J

3

O n  v o i t  q u e  l e  d i v i s e u r  p 2 d i s p a r a i t ,  e t  i l  r e s t e  s i m p l e m e n t

6 / c S  =  A ^ q r B ^ ,

o u  b i e n ,  e n  r e m p l a ç a n t  A  e t  B  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( 3 6 ) ,

( h ) 6k& =  (r  H- r'-t- ( r  +  r' — u)2 ;

c ’ e s t  l a  f o r m u l e  d ’ E u l e r  q u e  l ’ o n  a t t r i b u e  s o u v e n t ,  m a i s  à  t o r t ,  à  L a m b e r t ;  E u l e r  

l ’ a  d o n n é e  l e  p r e m i e r .  O n  a  v u  p l u s  h a u t  c o m m e n t  l e  s i g n e  a m b i g u  ±  d o i t  ê t r e  

f i x é  d a n s  c h a q u e  c a s .

I l  c o n v i e n t  d ’ i n s i s t e r  s u r  c e t t e  f o r m u l e ;  o n  p o u v a i t  e x p r i m e r  a  p r io r i  w  e t  w ' 

à  l ’ a i d e  d e  r +  r ',  d e  a  e t  d e p \  l a  f o r m u l e  ( 3 3 )  d e v a i t  d o n c  d o n n e r  p o u r  G  u n  

r é s u l t a t  d e  c e t t e  f o r m e
6 =  $ ( / ’ +  r', cr, p)·,

c e  q u ’ i l  y  a  d e  r e m a r q u a b l e  d a n s  l a  f o r m u l e  ( A ) ,  c ’ e s t  d ’ a b o r d  l a  m a n i è r e  d o n t  

y  e n t r e n t  l e s  q u a n t i t é s  r  +  r' e t  a ;  m a i s  c ’ e s t  s u r t o u t  l e  f a i t  q u e  p  n ’ y  f i g u r e  

p l u s .

C ’ e s t  l a  r a i s o n  d u  r ô l e  f o n d a m e n t a l  q u e  j o u e  c e t t e  f o r m u l e  d a n s  l a  b e l l e  m é 

t h o d e  d ’ O lbers  p o u r  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  o r b i t e s  p a r a b o l i q u e s  d e s  c o m è t e s .

3 7 .  M o u v e m e n t  h y p e r b o l i q u e .  —  S i  l ’ o n  s u p p o s e  n é g a t i v e  l a  c o n s t a n t e  a  

q u i  f i g u r e  d a n s  l ’ i n t é g r a l e  ( B )  d e s  f o r c e s  v i v e s ,  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c o s ( 0  —  w )  

d a n s  l a  f o r m u l e  ( 4 )  e s t  s u p é r i e u r  à  l ’ u n i t é ,  e t  l a  t r a j e c t o i r e  e s t  u n e  h y p e r b o l e  

d o n t  l e  S o l e i l  o c c u p e  u n  f o y e r .  C e  c a s  p a r a î t  ê t r e  r é a l i s é  p o u r  q u e l q u e s  c o m è t e s  

e t  s u r t o u t  p o u r  c e r t a i n s  b o l i d e s .  N o u s  s u p p o s e r o n s  l ’ a s t r e  e n  m o u v e m e n t  s u r  l a  

b r a n c h e  d ’ h y p e r b o l e  q u i  t o u r n e  s a  c o n c a v i t é  v e r s  l e  S o l e i l ;  l e  m o u v e m e n t  n e  

p o u r r a i t  a v o i r  l i e u  s u r  l ’ a u t r e  b r a n c h e  q u e  s i  l a  f o r c e  é m a n é e ,  d u  S o l e i l  é t a i t  r é 

p u l s i v e .  N o u s  n ’ e x a m i n e r o n s  p a s  c e  d e r n i e r  c a s ,  q u o i q u ’ o n  a i t  à  l e  c o n s i d é r e r  

d a n s  l a  t h é o r i e  d e  l a  f i g u r e  d e s  c o m è t e s  ( B e s s e l ,  F a y e ,  R o c h e ,  B r c d i c h i n ,  e t c . ) .  

L a  f o r m u l e  ( 4 )  n o u s  d o n n e r a

—  a ( e 2—  i )r  = ----- --------
i +  e cosw'

o n  o b t i e n d r a  l e s  p o i n t s  d e  l a  b r a n c h e  c o n s i d é r é e  e n  s u p p o s a n t  q u e  « » v a r i e  d e  

—  (% —  a r c  c o s ^  à  4 -  —  a r c  c o s  ^  ;  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  r  s e r o n t  p o s i t i v e s .
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MOUVEMENT HYPERBOLIQUE. i  r ;

C e l a  p o s é ,  p o u r  o b t e n i r  l e s  f o r m u l e s  d u  m o u v e m e n t  h y p e r b o l i q u e ,  n o u s ’ p o u -  

v o n s  p a r t i r  d e  c e l l e s  d u  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e

u  —  e  s in  u  —  ( t  —  t ) ,
a \]a

r  —  a {  1 —  e c o s i i ) ,

. w , /TT 
tang 7  ~  y  T i r

e t  n o u s  l e s  t r a n s f o r m e r o n s  e n  p o s a n t

e u 
- t a n g - ,

a  = —  a ,
u  1

u  =

a ,  d é s i g n a n t  u n e  q u a n t i t é  p o s i t i v e  e t  u { u n e  q u a n t i t é  r é e l l e .  

S o i t  E  l a  b a s e  d e s  l o g a r i t h m e s  n é p é r i e n s ;  n o u s  a u r o n s

E “· — E -“· 
s in  u  — -------- , --------»

2 y/—  1

tang -  =

C O S M  :
E “. -+- E - “·

2 y / _ !  E “ * +  I J

e t  i l  e n  r é s u l t e r a ,  e n  c h o i s i s s a n t  c o n v e n a b l e m e n t  l e  s i g n e  d u  r a d i c a l  q u i  f i g u r e  

d a n s  t a n g - »

E“< — E -“< J ïul .
e ---------------«i= T  (t — t),

ax \fa1

W )
E B» +  E_B<

r  —  a l [ e -----------------------1

 ̂ w / e E B· — 1 

t a n g T = V T 7 I T 7 ·

O n  p e u t  i n t r o d u i r e ,  a u  l i e u  d e  u {, u n e  v a r i a b l e  a u x i l i a i r e  §  d é f i n i e  p a r  l a

form ule

EB· =  t a n g  |
fit $\

d’où

E«, +  E -B. =  —2-3 , 
cos#

EB> — E- “·

E B» — 1
EB< - h 1 ~~

t a n g - ;

s i  l ’ o n  i n t r o d u i t  e n  o u t r e  l a  q u a n t i t é  a u x i l i a i r e  n , e t  £ =  tu  —  n ,  t ,
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I l 6  CHAPITRE VI.

o n  t r o u v e r a ,  e n  p a r t a n t  d e s  f o r m u l e s  ( V ) ,  c e t  e n s e m b l e  d e  r e l a t i o n s

(d>)

e t a n g #  —  l o g  t a n g  ^  4 -  ^  

r  =  a ι ( c ^ ~ l ) ,

: «, t -+- S — ST,

t a n g -
p —  CT i

x  =. r [ c o s 0  c o s ( p  —  0 )  —  s i n  0 s i n ( p  —  0 )  c o s  9 ] ,  

y  =  r  [ s i n  0 c o s  ( p —  0 )  +  c o s  8 s i n  ( p  —  0 )  c o s 9 ] ,  

. s = r s i n ( p  —  0 )  s i n ® .

L a  s e c o n d e  d e  c e s  f o r m u l e s  p e r m e t t r a  d e  c a l c u l e r  l ’ i n c o n n u e  a u x i l i a i r e  §  q u i  

r e m p l a c e  l ’ a n o m a l i e  e x c e n t r i q u e ;  o n  o b t i e n d r a  a i n s i  l e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u 

l a i r e s  h é l i o c e n t r i q u e s  e x p r i m é e s  e n  f o n c t i o n  d u  t e m p s  t  e t  d e s  s i x  é lém en ts  

h y p erb o liq u es  0 ,  <p, n i ,  e , a t , e .

3 8 .  D é t e r m i n a t i o n  d e s  é l é m e n t s  d u  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e  d ’ u n e  p l a 

n è t e ,  c o n n a i s s a n t  l a  p o s i t i o n  e t  l a  v i t e s s e  d e  l a  p l a n è t e  à  u n  m o m e n t  

d o n n é  t„ .  —  C e t t e  q u e s t i o n  s e  p r é s e n t e  t r è s  s o u v e n t  e n  A s t r o n o m i e .  S o i e n t  

x 0, y 0, £ 0 ,  r „  =  \jx\ - i - y l  - t -  " 0  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  l a  p l a n è t e  à  l ’ é p o q u e  t ,

e t  <  =  ( S ) 0’  =  <  =  ( § ) „ '  I e s  c o m P o s a n t e s  d e  s a  v i t e s s e

V 0 =  \Jx*  - h / ' , , 2 - t -  z ' 0%  a u  m ê m e  i n s t a n t .

C o m m e n ç o n s  p a r  u n e  q u e s t i o n  a c c e s s o i r e  :

E x p r im e r , à  l ’ a id e  d es é lém e n ts d u  m o u v em en t e llip tiq u e , les trois co n sta n te s  C ,  

C ' ,  C "  des in té g r a le s  d es a ires,  i n t é g r a l e s  ( A )  d u  n °  2 9 .

O n  a  d o n c  c e s  f o r m u l e s

( A) C = j
dz
dt

dy 
dt ’

S o i t  Q  l e  p o i n t  o ù  l a  s p h è r e  d e  r a y o n  1 ,  a y a n t  p o u r  c e n t r e  l e  c e n t r e  O  d u  S o 

l e i l ,  e s t  p e r c é e  p a r  l a  n o r m a l e  a u  p l a n  d e  l ’ o r b i t e ,  m e n é e  d ’ u n  t e l  c ô t é  q u ’ u n  

o b s e r v a t e u r  p l a c é  l e s  p i e d s  e n  O  e t  l a  t ê t e  e n  Q  v o i e  l e  m o u v e m e n t  d e  l a  p l a 

n è t e  s ’ e f f e c t u e r  d e  s a  d r o i t e  v e r s  s a  g a u c h e .  J e  d i s  q u ’ o n  a u r a ,  d a n s  t o u s  l e s  c a s ,  

e n  g r a n d e u r  e t  e n  s i g n e ,  l e s  f o r m u l e s

( 3 9 ) C  =  c c o s ( Q x ) ,  C '  — c c o s ( Q j ) ,  C ' = ;  c c o s ( Q - z ) ,
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■ DÉTERMINATION DES ÉLÉMENTS DE l ’ ORBITE. H ?

o ù  c  d é s i g n e  l a  q u a n t i t é  e s s e n t i e l l e m e n t  p o s i t i v e  \ / f p . p ,  q u i  r e p r é s e n t e ,  c o m m e  

o n  l ’ a  v u ,  l e  d o u b l e  d e  l ’ a i r e  d é c r i t e  d a n s  l ’ u n i t é  d e  t e m p s  p a r  l e  r a y o n  v e c t e u r  r  

d e  l a  p l a n è t e .

I l  s u f f i r a  d e  d é m o n t r e r  l ’ u n e  d e s  f o r m u l e s  ( 3 g ) ,  l a  d e r n i è r e  p a r  e x e m p l e ;  

s o i e n t  r "  l a  p r o j e c t i o n  d e  / \ s u r  l e  p l a n  d e s  x , y ,  S "  l ’ a n g l e  q u e  f a i t  r"  a v e c  O  a?, S "  

l ’ a i r e  d é c r i t e  à  p a r t i r  d ’ u n e  c e r t a i n e  p o s i t i o n  p a r  l e  r a y o n  r " ;  o n  a u r a

d ’ o ù

x  —  r" c o s 2 r " ,  y  —  r" s i n  S " ,

dy dx ds"C" =  x  -j- — y —r- — r'n
dt J dt dt

- t -
d%"
dt

O n  v o i t  q u e  C "  r e p r é s e n t e  ±  l e  d o u b l e  d e  l ’ a i r e  d é c r i t e  d a n s  l ’ u n i t é  d e
d y f

t e m p s  p a r  l e  r a y o n  r " ,  s u i v a n t  q u e  e s t  p o s i t i f  o u  n é g a t i f ,  c ’ e s t - à - d i r e  s u i v a n t

q u e  l e  d é p l a c e m e n t  d e  f  s ’ e f f e c t u e  d a n s  l e  s e n s  æ y ,  o u  d a n s  l e  s e n s  y x .  M a i s

l ’ a i r e  S "  e s t  l a  p r o j e c t i o n  d e  l ’ a i r e  p l a n e  S  d é c r i t e  p a r r ;  l e  r a p p o r t  - g -  e s t  d o n c

é g a l  a u  c o s i n u s  d e  l ’ a n g l e  q u e  f a i t  l e  p l a n  d e  l ’ o r b i t e  a v e c  l e  p l a n  d e s  x y ,  e t  

l ’ o n  a ,  a u  s i g n e  p r è s ,

( 4 ° )  C" =  c  c o s ( Q - s ) .

O r ,  s i  l ’ a n g l e  ( Q s )  e s t  a i g u ,  l e  m o u v e m e n t  d e  r"  s ’ e f f e c t u e  d a n s  l e  s e n s  x y ,  

i l  s ’ e f f e c t u e ,  a u  c o n t r a i r e ,  d a n s  l e  s e n s  y x  s i  l ’ a n g l e  ( Q s )  e s t  o b t u s ;  d o n c  G "  

e t  c o s ( Q - s )  s o n t  t o u j o u r s  d e  m ê m e  s i g n e ,  e t  l a  f o r m u l e  ( 4 o )  e s t  g é n é r a l e .

S i  l ’ o n  c o n s i d è r e  m a i n t e n a n t  l e s  t r i a n g l e s  s p h é r i q u e s  Q N a ?  e t  Q N y ,  N  d é s i 

g n a n t  l e  n œ u d  a s c e n d a n t  d e  l ’ o r b i t e ,  e t  s i  l ’ o n  r e m a r q u e  q u e  Q N  =  l ’ a p p l i 

c a t i o n  d e  l a  f o r m u l e  f o n d a m e n t a l e  d e  l a  T r i g o n o m é t r i e  s p h é r i q u e  d o n n e  i m m é 

d i a t e m e n t

1
c o s (Q .t ) = :  s i n <p s i n ô ,  c o s ( Q j )  —  —  s i n 9 c o s 0 ; 

o n  a  d ’ a i l l e u r s  

c o s ( Q  z ) —  c o s < p .

L e s  f o r m u l e s  ( 3 g )  e t  ( 4 1 )  n o u s  f o u r n i s s e n t  d o n c  l e s  r e l a t i o n s  c h e r c h é e s ,

( C = ^ 2 F “ s ;fir =  V^shicpsine,

( * )  ]  C '  —  ·5 ~yt ~ x  %  ~ ~  v/f i Î P s i n ?  c o s 0 >

\ G' ^ x % - ? i r t =  v ' f f v c o s ? .
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N o u s  a l l o n s  é c r i r e  d e  n o u v e a u  l e s  i n t é g r a l e s  ( C )  d u  n °  2 9 ,  m a i s  s o u s  u n e  

f o r m e  u n  p e u  d i f f é r e n t e ,  e n  r e m a r q u a n t  q u e  l ’ o n  a  i d e n t i q u e m e n t

dz dy dx (  dx
C ' - ; ------- G '^ T -— —r ( x - r + Y - r - - sr Z

dt dt d t \  dt J

n o u s  t r o u v e r o n s  a i n s i

. « y
dt

(  dx% dy2
' x \ d F  +  ~d^

( C , )

F =  f p ^  - æ>Vs +  

F '  =  f f * £

dr dx
r —---->

dt dt

, T, dr dy
r y ' + r S ï V

r i t  f  z  1 « , dr dzF " = m  —  « y s + / ’ - 7 -  - j - .  
r  r dt dt

dz1
dt?

dr dx
=  r d i T , - æ y "·

C e l a  p o s é ,  l e s  f o r m u l e s  ( k )  e t  ( C )  a p p l i q u é e s  à  l ’ é p o q u e  t0 d o n n e n t

C = J o * 'o — -So/o,
C' — ZqXq— x 0 z'0,

C" =  x 0y'o —  /o^o >

r  0

F ' = ^ f 0 + c " x ; - c < ,

F'-fpJ +cy0- c v o;
'  0

c e  q u i  d é t e r m i n e ,  e n  f o n c t i o n  d e s  d o n n é e s ,  l e s  v a l e u r s  d e s  s i x  c o n s t a n t e s  C ,  

C ' ,  C " ,  F ,  F ' ,  F " ;  o n  a u r a  e n s u i t e

( m ) 'Jîp-P  s in ip s in ô  =  C ,  y/l‘p/>sin!p c o s 0  =  —  C ' ,  y/f/jip  cos<p =  C " ,

d ’ o ù ,  s a n s  a m b i g u ï t é ,  l e s  v a l e u r s  d e s  q u a n t i t é s p ,  <p e t  0 .

L a  f o r m u l e  ( 7 ) ,  a p p l i q u é e  à  l ’ i n s t a n t  d o n n e  d ’ a i l l e u r s

(n) 1 =  a _  VJ. 
a /·„ f p J

d ’ o ù  l e  d e m i  g r a n d  a x e  a  d e  l ’ e l l i p s e ;  o n  a  e n s u i t e

( 0 )  él —  1~ ~ a p ’

c e  q u i  f a i t  c o n n a î t r e  l ’ e x c e n t r i c i t é .

N o u s  a p p l i q u e r o n s  m a i n t e n a n t  l e s  f o r m u l e s  ( C , )  a u  m o m e n t  t  o ù  l a  p l a n è t e  

p a s s e  à  s o n  p é r i h é l i e ;  n o u s  d é s i g n e r o n s  p a r  X , ,  Y 4 ,  Z ,  l e s  c o o r d o n n é e s  d e
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DÉTERMINATION DES ÉLÉMENTS DE l ’ORBITE. X I 9

c e  p o i n t ,  e t  p a r  r ,  =  a ( i  —  e )  —  \[X\ -+ -  Y J  4 -  Z\  l a  d i s t a n c e  p é r i h é l i e .  N o u s  

a u r o n s ,  à  c e  m o m e n t ,  ^  =  o ,  p u i s q u e  r,  e s t  u n  m i n i m u m .

L a  f o r m u l e  ( 7 )  d o n n e  d ’ a i l l e u r s

d ’ o ù

f  ¡j.e 

>' 1

L e s  f o r m u l e s  ( O r d o n n e r o n t  d o n c

( 4 2 )
X, _  _  £ Y, _  F' 1

N
î

;·, —  ffx’ t J f  [/. Tl f>

R e m a r q u o n s  e n  p a s s a n t  q u ’ i l  r é s u l t e  d e  l à  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  g é o m é t r i q u e  

s i m p l e  d e s  c o n s t a n t e s  F ,  F ' ,  F " ;  c e s  q u a n t i t é s  s o n t ,  e n  e f f e t ,  l e s  p r o j e c t i o n s  s u r  

l e s  a x e s  d ’ u n e  l o n g u e u r  é g a l e  à  f p . e  p o r t é e  s u r  l e  g r a n d  a x e  d e  l ’ e l l i p s e  à  p a r t i r  

d u  f o y e r  O ,  d a n s  l a  d i r e c t i o n  d u  c e n t r e .

O n  d é d u i r a  d e s  f o r m u l e s  ( 4 2 )  l e s  c o s i n u s  d i r e c t e u r s  d u  r a y o n  m e n é  a u  p é r i 

h é l i e ;  m a i s  i l  e s t  p r é f é r a b l e  d ’ o b t e n i r  l a  l o n g i t u d e  ©  d u  p é r i h é l i e .  O r  l e s  f o r 

m u l e s  ( d )  d o n n e n t

cos0 cos(sj —  0 ) — sin 0 sin(ra—  0 ) cos<p, 

sin 0 cos(nr — 0 ) 4 - cos0 sin(sj —  0 ) cos 9 , 

sin(cj — 0 ) sin 9 ;

X Y
e n  p o r t a n t  l e s  v a l e u r s  d e  y  e t  d e  y  d a n s  l e s  d e u x  p r e m i è r e s  f o r m u l e s  ( 4 2 ) ,  e t  

r é s o l v a n t  p a r  r a p p o r t  a u x  i n c o n n u e s  e  c o s ( ©  —  0 )  e t  e s i n ( c ï  —  0 ) ,  i l  v i e n t

(P )

f/j.ecos(uj —  0 ) == — 

ffxe sin(ro — 0 ) =

F cos0 — F'sin0,

Fsin0 —  F' cos0 
cos 9

O n  a u r a  d o n c  s a n s  a m b i g u ï t é  e  e t ® ;  l a  v a l e u r  a i n s i  t r o u v é e  p o u r  e  d e v r a  

c o ï n c i d e r  a v e c  c e l l e  q u ’ a  d o n n é e  l a  f o r m u l e  ( o ) .

R e s t e  à  c a l c u l e r  l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  d e  l ’ é p o q u e ,  s ;  o n  a u r a ,  e n  d é s i 

g n a n t  p a r  M 0 l ’ a n o m a l i e  e x c e n t r i q u e  e t  p a r  ç>0 l a  l o n g i t u d e '  d a n s  l ’ o r b i t e ,
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1 2 0 CHAPITRE VI.

pour t = t 0,

(?)
tang « 0  _  . / i  —  e

2 V 1 +  e

e = us ■

— e va — us 
t a n g  — - —  )

nt0 + ( u 0— e sin u0).

I l  n ’ y  a  p l u s  q u ’ à  t r o u v e r  e 0 ; o r  o n  t i r e  a i s é m e n t  d e s  t r o i s  d e r n i è r e s  f o r 

m u l e s  ( d )

( r )

r 0 cos ( c0 — 9) =  æ 0 cos 8 -+- sin B,

— œ0 sin(? 4 - / 0  c o s é/•0 sin(v 0— 8) = cosip
s0

sin<pJ

c e  q u i  d o n n e r a  p 0 e t  a u s s i  r 0 q u i  e s t  d é j à  c o n n u .

L e s  f o r m u l e s  ( / ) ,  ( m ) ,  ( n ) ,  ( o ) ,  ( / j ) ,  ( q ) ,  ( r )  f o n t  c o n n a î t r e  l e s  v a l e u r s  d e s  

é l é m e n t s  c h e r c h é s ,  a , e ,  <p, G ,  g t ,  e .

L a  s o l u t i o n  o b t e n u e  n e  l a i s s e  r i e n  à  d é s i r e r  a u  p o i n t  d e  v u e  d e  l a  r i g u e u r ;  i l  

e s t  p o s s i b l e  d ’ a b r é g e r  l e s  c a l c u l s  n u m é r i q u e s  e t  d ’ o b t e n i r  d e s  v é r i f i c a t i o n s  d e s  

c a l c u l s ,  a u t r e s  q u e  c e l l e s  q u e  n o u s  a v o n s  i n d i q u é e s  ;  m a i s  n o u s  n ’ i n s i s t e 

r o n s  p a s .

39. Détermination des éléments du mouvement parabolique d’une co
mète, connaissant la position et la vitesse de la comète à un moment 
donné * 0 · —  L e s  d o n n é e s  d e v r o n t  v é r i f i e r  l a  r e l a t i o n

v * -  £Î£. v « —

L e s  f o r m u l e s  ( / )  e t  ( m )  d é t e r m i n e r o n t  s a n s  a m b i g u ï t é  l e s  é l é m e n t s  <p, 9 e t

O n  t r o u v e r a  d e  m ê m e  «  s a n s  a m b i g u ï t é  p a r  l e s  f o r m u l e s  q u e  l ’ o n  d é d u i t  

d e  ( p ) ,  e n  y  f a i s a n t  e =  i ,  s a v o i r

( P i )

f p  c o s ( r u —  8) — —  F  c o s t )  —  F ' s i n  9,

n . . F s i n ô  —  F ' c o s Æ
f u s i n i c j —  9) =  ---------------------------------- ;

1 cos<p ’

s i  c o s ç p  e s t  p e t i t ,  o n  p o u r r a ,  p o u r  a v o i r  p l u s  d e  p r é c i s i o n ,  c a l c u l e r  p a r  l a  f o r 

m u l e

(P i) fytsin (ro —0)= — 3
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2
q u i  s e  d é d u i t  d e  l a  d e r n i è r e  d e s  r e l a t i o n s  ( 4 3 ) ,  e n  y  r e m p l a ç a n t  y  p a r  

F"

L e s  f o r m u l e s  ( r )  d o n n e r o n t  e 0 ,  a p r è s  q u o i  o n  t i r e r a  d e  l a  p r e m i è r e  d e s  f o r 

m u l e s  ( g · ) ·  ·

l e  p r o b l è m e  s e r a  d o n c  r é s o l u  p a r  l ’ e n s e m b l e  d e s  f o r m u l e s  ( / ) ,  ( m ) ,  ( p K )  o u  ( / ? 2 ) ,

( O  e t  ( ÿ , ) ·

4 0 .  H o d o g r a p h e .  —  H a m i l t o n  a  r é s o l u  l a  q u e s t i o n  s u i v a n t e  :

P a r  l e  c e n t r e  O  d u  S o l e i l ,  o n  m è n e  d e s  d r o i t e s  é g a l e s  e t  p a r a l l è l e s  a u x  v i t e s s e s  

d ’ u n e  p l a n è t e  o u  d ’ u n e  c o m è t e  d a n s  l e s  d i v e r s  p o i n t s  d e  s o n  o r b i t e .  O n  d e m a n d e  

d e  t r o u v e r  l e  l i e u  d e s  e x t r é m i t é s  d e  c e s  d r o i t e s ;  c e  l i e u  s e  n o m m e  l 'h o d o 

g r a p h e .

P a r t o n s  d e s  i n t é g r a l e s  ( C ) ,  e t  s u p p o s o n s ,  p o u r  s i m p l i f i e r ,  q u e  l ’ o n  a i t  c h o i s i  

l e  p l a n  d e  l ’ o r b i t e  p o u r  p l a n  d e s  x y ,  l ’ a x e  d e s  x  p a s s a n t  p a r  l e  p é r i h é l i e .  O n  a u r a

z —  o ,  0  =  o ,  C ' = o ,  C " = \ / f j t j.p — c\

l e s  f o r m u l e s  ( 4 2 ) >  d a n s  l e s q u e l l e s  o n  a  m a i n t e n a n t

d o n n e r o n t

X|_, Y._
’ r ,  ~

Z,— 0, — = 
r  i

<iT«2-1II
ta F'=F"=o;

l e s  é q u a t i o n s  ( C )  d e v i e n d r o n t  d o n c

t x  dy

„  r  dx
+ C d ï = ° '

M a i s  l e s  c o o r d o n n é e s  a / ,  y  d u  p o i n t  d e  l ’ h o d o g r a p h e  q u i  r é p o n d  a u  p o i n t  ( x ,  y )  

o n t  r e s p e c t i v e m e n t  p o u r  v a l e u r s  ^  e t  0 °  a u r a  d o n c

= c y — ( n e ,

= — ex'  ;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



122 CHAPITRE VI. HODOGRAPHE.

d ’ o ù ,  e n  é l e v a n t  a u  c a r r é  e t  a j o u t a n t ,

* ' 2 +  ( y ' - e \ / j )  = j -

D o n c  l ’ h o d o g r a p h e  e s t  u n  c e r c l e  a y a n t  s o n  c e n t r e  s u r  l a  p e r p e n d i c u l a i r e  

m e n é e  p a r  l e  c e n t r e  d u  S o l e i l  a u  g r a n d  a x e  d e  l ’ e l l i p s e ,  o u  à  l ’ a x e  d e  l a  p a r a b o l e  ;

l e  r a y o n  d e  c e  c e r c l e  e s t  e t  l ’ o r d o n n é e  d e  s o n  c e n t r e  e s t  e \ J ^ ·

D a n s  l a  f i g .  i 5 ,  l a  d e m i - c i r c o n f é r e n c e  A ,  B ,  A ' 4 r é p o n d  à  l a  d e m i - e l l i p s e  A B A ' ;  

d a n s  l e  c a s  d e  l a  p a r a b o l e ,  l ’ h o d o g r a p h e  e s t  t a n g e n t  à  l ’ a x e  a u  f o y e r ;  e n f i n ,  

p o u r  l ’ h y p e r b o l e ,  l ’ h o d o g r a p h e  n e  c o u p e  p a s  l ’ a x e  t r a n s v e r s e .

F ig. i5.

M .  D a r b o u x  a  m o n t r é  t o u t  r é c e m m e n t ,  d ’ u n e  m a n i è r e  t r è s  é l é g a n t e ,  q u e  l a  c o n 

s i d é r a t i o n  d e  l ’ h o d o g r a p h e  p e r m e t  d ’ é c r i r e  p r e s q u e  i m m é d i a t e m e n t  l e s  t r o i s  i n 

t é g r a l e s  ( C ) ;  n o u s  r e n v e r r o n s  l e  l e c t e u r  à  u n e  N o t e  q u ’ i l  a  p u b l i é e  s u r  c e  s u j e t  

d a n s  l e  B u lle tin  a stro n o m iq u e  ( t .  Y ,  p .  8 9 ) .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE VII. —  MÉTHODE DE JACOBI. 123

CHAPITRE VII.

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE

PAR LA MÉTHODE DE JACOBI.

4 1 . C e s  é q u a t i o n s ,  q u i  o n t  é t é  d o n n é e s  a u  n °  2 8 ,  p e u v e n t  s ’ é c r i r e

I
^ _ r f U  d \ y __ ( H J  ^ s _ c ) U
d t 2 d x ’  d t2 à y  ’  d t 2 à z ’

en posant 

n _ f p  _  * 2

c e  s o n t  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  d ’ u n  p o i n t  m a t é r i e l  l i b r e ,  d e  

m a s s e  i ,  l a  f o n c t i o n  d e s  f o r c e s  é t a n t  r e p r é s e n t é e  p a r  U .

S i  n o u s  n o u s  r e p o r t o n s  a u  n °  7  d e  l ’ I n t r o d u c t i o n ,  n o u s  v o y o n s  q u ’ i l  n o u s  s u f 

f i r a  d e  t r o u v e r  u n e  f o n c t i o n  S  d e  t ,  æ , y ,  z  e t  d e  t r o i s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  a u  

a 2 ,  a 3 ,  v é r i f i a n t  i d e n t i q u e m e n t  l ’ é q u a t i o n

dS  i f Y d S y  ______ * ____
dt +  2  I \ d x )  +  \ d y )  \ d z )  J h- jk*-+--a*

a l o r s  o n  a u r a ,  p o u r  d é t e r m i n e r  x ,  y ,  z ,  l e s  f o r m u l e s  s u i v a n t e s  :

( c )
dS_

d<x2 —

d S
da3 =  (3 3.

P o u r  t r o u v e r  p l u s  c o m m o d é m e n t  l a  f o n c t i o n  S ,  i l  c o n v i e n t  d e  r e m p l a c e r a ; ,  

y ,  z  p a r  l e s  c o o r d o n n é e s  p o l a i r e s  r,  e t ,  s,  r a y o n  v e c t e u r ,  l o n g i t u d e ,  l a t i t u d e ,  

a u  m o y e n  d e s  f o r m u l e s

(i) x  —  r  cos s cos (>i, y  — r  cosssinp,, Æ =  rsin s.
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O n  t r o u v e  s a n s  p e i n e  q u e  l ’ é q u a t i o n  ( b )  d o i t  ê t r e  r e m p l a c é e  p a r  l a  s u i v a n t e  :

( 2 ) ^  +  i i y ^ Y + — L _
dt 2 \ d r  )  ^  r 2 cos2 5

d S \ 2 . 1 / ' d S \ n  A:2
r 2 \ d s )  r  ~~ ° '

C e t t e  d e r n i è r e  n e  c o n t e n a n t  e x p l i c i t e m e n t  n i  t n i  n o u s  f e r o n s  

(3) S =  — « 1 t +  a2(>ih- S,,

S ( n e  r e n f e r m a n t  p l u s  e x p l i c i t e m e n t  n i  t  n i  v ,  ;  n o u s  a u r o n s

<?S -
dt ~~ a *’ d r ~  dr

d S  _  d S i  d S _  dS _  dS, 
d v x ~ d s  ds ’

e t  l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  d e v i e n d r a

( 4 )
¿s,
dr - I -

/ a s ,
\ ds

Y  _
/ cos2 s 2  A:2+

2 «j.

I l  n o u s  r e s t e  à  t r o u v e r  u n e  s o l u t i o n  d e  c e t t e  é q u a t i o n ,  f o n c t i o n  d e  r,  s,  e t  

d ’ u n e  n o u v e l l e  c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e  a 3 ;  n o u s  p o u v o n s  f a i r e

as,y a2
ds J  cos2 s

—  ccî

/ a s ,
\ ¿ r

\* aij   2 k2
J  r 2 ~  r

■ 2 a , ;

s ’ i l  e s t  p o s s i b l e  d e  v é r i f i e r  c e s  r e l a t i o n s ,  l ’ é q u a t i o n  ( 4 )  s e r a  e l l e - m ê m e  s a t i s f a i t e .  

O r  o n  a

05 V  COS2S

a s t /  2 k* (X2

dr = V
l a  p r e m i è r e  d e  c e s  e x p r e s s i o n s  n e ,  d é p e n d  q u e  d e  s,  l a  d e u x i è m e  q u e  d e  r  ;  o n  

p e u t  d o n c  p r e n d r e

s,  =  / \ / t c o s ' s
ds TV

2 A:2 a? ,
2 « H ------------------ 7  dr .

r  r*

A d o p t o n s  z é r o  e t  r t c o m m e  l i m i t e s  i n f é r i e u r e s  d e s  d e u x  i n t é g r a l e s ;  n o u s  t r o u v e 

r o n s ,  e u  é g a r d  à  l a  f o r m u l e  ( 3 ) ,

( 5 ) 2 -  ds.  
s
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METHODE DE JACOBI. 125

L a lim ite  r , e s t  a rb itra ir e ; nous la  p ren d ro n s ég ale  à la  p lu s p etite  des d eu x  
racin es  de l ’éq u ation

( 6 ) 2 a ,
2 k%

-----a —- O !

on v o it q u ’elle  se ra  une fonction  des d e u x  c o n sta n te s  a , e t a 3.
N ous allon s fo rm er m a in te n a n t les éq u atio n s ( c ) ;  rem arq u o n s que l ’on a

cia,
2 k2

2 a , H---- - ------
2 k 1

2 a , H--------
r i

a ?  d r ,  

r \  d a , ’

le  seco n d  m em b re de c e tte  éq u atio n  se ré d u it à sa p re m iè re  p a rtie , p a rce  que
d rle co efficien t de ^  s ’an n u le  d ’ap rès  ( 6 )  ; on tro u v era  de m êm e

e t les fo rm u les ( c )  d ev ien d ro n t

Ces éq u atio n s fe ro n t co n n a ître  les tro is  co o rd o n n ées  p o la ires  r { , e, e t s, en  
fo n ction  de t  e t des s ix  c o n sta n te s  a rb itra ire s  a , ,  a 2, a , ,  p , ,  (32, p3. Il e s t  in u tile  
de d évelop p er les  ca lcu ls  qui n ou s fe ra ie n t re to m b e r  su r les fo rm u les tro u v é e s  
d an s le C h ap itre  p ré c é d e n t; n ou s n ou s b o rn ero n s  à d o n n er la  sign ificatio n  g é o 
m é triq u e  de c h a cu n e  de n os s ix  c o n sta n te s .

L a  form u le  ( d )  m o n tre  que r  ne p e u t p re n d re  que des v aleu rs  re n d a n t p o sitif  
le  p re m ie r m em b re d e l ’éq u atio n  ( 6 ) ;  le  m axim u m  r2 e t  le m in im u m  r , d e r  

s e ro n t les  d e u x  ra c in e s  de c e tte  é q u a tio n , q u e l ’on p e u t é c rire

2 a , r s -h 2 r  — a| =  o ;
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on en c o n clu t

Or on a 

il en ré s u lte

CHAPITRE VII.

A·2 a!
r t + r  2 = ------> r1r2= --------■a t 2 a!

/*! =  a ( i  — e), r t = a ( i  +  e );

a j = — — > <x3= k \ J a { i — ei ) — k\/p.

D ’ap rès  la  m êm e form ule ( d ) ,  quan d  la p lan ète  p asse  à son p é rih é lie , on a

r —  r u Pi =  — O

si d on c t  désigne le tem p s du p assag e  au  p é rih é lie , il v ien d ra

Pi =  — t .

L a  form u le ( e )  m o n tre  en su ite  que s d oit v a r ie r  en tre  des lim ites  te lles  que la  
q u an tité  a® —  so it p o sitiv e ; o r , <p d ésig n an t l ’in clin aiso n  de l ’o rb ite , on sa it  
que s  e s t co m p ris  e n tre  — <p e t - 1-  <p ; on a u ra  d on c

d ’où

_ o |_  
cos2 9

a 2 =  a 3 COS9 —  k\Jp COS9 .

L a  fo rm u le  ( e )  d onne ¡32 =  p ,, p ou r s =  0 ; la  p lan ète  p asse  a lo rs  p ar u n  de 
ses n œ u d s. S o it 0 la  lon gitu d e du  n œ ud a scen d an t.; on p o u rra  p ren d re

¡3j =  0.

A v an t d ’a rr iv e r  à la  sign ification  g é o m é triq u e  de la co n sta n te  p3, in tro d u iso n s  
au  lieu  de s u n e v ariab le  a u x ilia ire  y¡, définie p a r  la  form u le

sin s =  sin 9 sin n ;

si n ou s n ou s re p o rto n s  à la f i g .  1 4  e t  à la form u le  ( e )  du n° 3 2 ,  n ou s v e rro n s  que  
y) re p ré s e n te  l ’a rc  NM =  v — ô ; c ’es t ce  q u ’on ap p elle  Y a r g u m e n t d e  la  la ti

t u d e ;  ce la  p o sé , on tro u v e

« 3

ds cos sds

\/cos2 s — cos2 9
sin 9 cosn dn 

^/sin29 cos2n =  n;
2
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MÉTHODE DE JACOBI. I 2 7

la  form u le ( / )  p eu t d on c s’é c rire

au  p é rih é lie , r =  r , ; d o n c est ég al à la  v a le u r co rresp o n d an te  de yj, c ’est-à -d ire  
à l ’a rg u m e n t de la la titu d e  du p é rih é lie ; c ’est ( f i g . i 4 ). la d istan ce  an g u laire  
N il =  ns —  6 du n œ ud  a scen d an t au p é rih é lie .

Voici d on c fin alem en t le sy stèm e can o n iq u e d ’é lém en ts  au qu el n ou s som m es

(3» =  — t,

Pü— 8, k —  \/ïp.

(33=:m — d.

Si l ’on ég a le  les  d eu x  e x p re ssio n s  n ( t  —  t )  et n t - h z  —  ns de l ’an o m alie  
m o y en n e , on v o it que l ’on p eu t é c rire  au ssi

am en es :

( g )

k2
«1 = -------3

2 a
OLi —  k ^ p  costp,
« 3  =  k\jp,

S  —  V S s —  ns £ -- ;—  a 2 .
n k
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1 2 8 CHAPITRE VIII.

CHAPITRE VIII.

RECHERCHES DE LAGRANGE SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS.

L a g ra n g e  ( ' )  a é c r i t  su r ce  su je t uu  de ses p lu s b eau x  M ém oires d on t n ou s  
cro y o n s d evoir re p ro d u ire  les  p o in ts  p r in c ip a u x ; n ou s avons su rto u t en vue de 
d o n n er u n e id ée de la  d ifficulté  de la  q u e s tio n ; d’a ille u rs , ce rta in e s  re ch e rch e s  
ré ce n te s  re la tiv es  à une solu tion  ap p ro ch ée  du p ro b lèm e des tro is  co rp s , e t  qui 
re n tre n t d ire c te m e n t d ans le ca d re  de c e t  O u vrag e, se ra tta c h e n t d ’assez p rès  au  
M ém oire de L a g ra n g e .

Fig. 16 .

4 2 .  S o ien t ( f i g . 1 6 )

C, G', C" les  p o sitio n s des tro is  corp s à l ’ép oq ue t ;
r =  C 'C", r* —  C"C, r" =  CG' le u rs  d istan ces  m u tu e lle s ;
m , m! , m " les p ro d u its  de leu rs  m asses  p ar la  c o n sta n te  f  de l ’a ttra c tio n .

S oien t en co re
x ,  y ,  z  les  co o rd o n n ées de C" p a r rap p o rt à C' p ris p o u r o rig in e ; 
x ' , y ,  z '  » C « C" »
x " ,  y " , z"  » C' » C »

ces  co o rd o n n ées é ta n t co m p tées  p a ra llè le m e n t à tro is  a x e s  fixes re c ta n g u la ire s .

(* ) L a g ra n g e , OEuvres, t. VI.
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RECHERCHES DE LAGRANGE SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. 1 2 9

Si l ’on form e les éq u atio n s d ifféren tielles  des m o u v em en ts ab solu s des  
p oin ts C, C' e t C", e t q u ’on re tra n c h e  d eu x  à d eu x  ce lles  qui co rresp o n d en t à un  
m êm e a x e , on trou ve

(O

<Px , x
-t- ( m  4- m' 4 - m  ) — — m

d 1 y  y
4- (m  4- ni'4-  m") — m

^ 2  4- {m  4- ni' 4- m") ^  — m

( 2 )

d - x '  

d t2
x '4 - ( » 1  +  n i '4- ni") —  m ' ( 4 -x

aT2 y '  y '
—jtt + ( » ¡ 4 -  m' 4- ni" ) — ni'
d t2 ' ' r ’z

d *z ' 

d t2 ( » 1  +  ni'4 - ni") ^ 5 m +

(3 )

-¿ ¿ T  +  ( m  +  m· +  m" ) —  — m"

d 2 y n y "

— h  ( n i -+■ m ' - h  m " ) p - ¿ — · m "  

d- z" z"
— ¿ ¡ T  +  (n* +  m ' 4- m " )  ~  —  m "

x

y

On a d ’a ille u rs
(4) r i —  x % -h y 2 4- z*, r'* =  x n 4 - y '2 4-  z '2,

(5 )  x  x ' - \ - x ” = 0, y  4 - y ' + y "  =  o ,

x '
JH

L·pli

„f

W3

X*

y
y>lZ

„I
A3

~pz

x f
~¡jz

/  
rl 3

r 13

=  0 , 

=  0 , 

=  0 ;

=  °, 

—  O,

2=1 0 )

= 0, 
=  0 ,

P 3 O.

r"1 =  æ"2+ y " 2-hz"i ·,

Z —|— S1 -J— Zlf ■— O.

,Quand on au ra  d é te rm in é  les v aleu rs  de x ' , y ' ,  z '  ; x " , y " ,  z " ,  on co n n a îtra  les  
m o u v em en ts re la tifs  de C" e t G' p a r  ra p p o rt à C, ce  que l ’on ch e rch e  en A s tro 
n om ie, s’il s ’a g it, p ar exe m p le , de d é te rm in e r les m o u v em en ts de d eu x p lan ètes  
C' e t C" a u to u r du Soleil C ; on n ’a in tro d u it x ,  y ,  z  que p ou r avo ir des form u les  
sy m é triq u e s.

S oien t a , b , c  tro is  co n stan tes  a rb itr a ir e s ; les in té g ra le s  des aires  sero n t

( 6 )

]
m

dz

* T t
d y  

Z d t

i (  d x  d z
_ I ~  - --- PQ -
m \  d t d t

i
m

d y d x

- [ x t t ~ y  dt

m

i
y

d y
dt

d x '

d t
—  x

, dy' 

d t

d y
d t

i
m"

i
m"

y
,  dz" d y "\

- - -  S i )d t

d x "

dt

d z " \  .
a r j = * ·

1 (  i d y ' . d x ' \  i (  „ dy" d x " \

w y - d i - ^ - d i ) + m-\x - d i - y  - d i ) = c·

On le vérifie en  d ifféren tian t, re m p la ça n t les d érivées seco n d es p a r  leu rs  valeu rs  
tiré e s  de ( i ) ,  ( 2 ) ,  ( 3 ) ,  et a y a n t ég ard  à ( 5 ) .

T. -  I. 17
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CHAPITRE MU.1 3 o

P oson s en su ite

,  ,  ,  dx2 dv* ds* ,, dx ' 2 dy'2 dz'2 n _dx"°· dy"2 dz’ 2
( 7 )  “ ^ d F  + í  + dé’ u =  ~dF + dp + W*  “  - - d ^ + ^  + -dF’

et d ésig n o n s p ar h une co n stan te  a rb itr a ir e ; l ’in té g ra le  des fo rces  vives sera

( 8 )
U2 U12 II”2 . , Il \ (  1 1 I \ 7
m m' m" \m r m  r m" f

on le vérifie de la m êm e m an ière  que p o u r les in tég ra les  des a ire s .
Si l ’on tie n t co m p te  des re la tio n s  ( 5 ) ,  on v o it que la so lu tion  du p rob lèm e  

dépen d  de s ix  in co n n u es qui d oiven t ê tre  d éterm in ées  en p a rta n t d ’un sy stèm e  
de s ix  éq u atio n s d ifféren tielles  s im u ltan ées du seco n d  o r d r e ; on co n n a ît les  
q u a tre  in tég ra les  ( 6 )  e t ( 8 ) ;  il en r e s te ra it  huit à tro u v e r.

4 3 .  L a g ran g e  d éco m p ose le p rob lèm e en d eux a u tres  : il ch e rch e  d ’ab ord  à 
d é te rm in e r en fon ction  du tem p s les c ô té s  du trian gle  form é p ar les tro is  c o r p s ;  
en su p p o san t c e tte  q u estion  ré so lu e , il lui res te  à fixer la  p ositio n  du plan du 
tria n g le , et l ’o rien ta tio n  du trian g le  dans ce  p lan . Il in tro d u it les n o tatio n s su i
van tes :

I I _  I J_ _  , l____I_ _  „
( 9 )  r n  r ' i3 — (i ’  f «3 '  j . 3 (1  ’  ,.3 r n  *7 >

d ’où ces id en tités

0 ° )  q +  g '+ q *  =  o, ±  +  L · +  L ·  — °.

S oit e n co re  posé

( i i ) — p =  x 'x "-h y 'y ”+  z'z”, —  p' — x"x-\-y"y  4 -  a" s, — p" —  oex' -+■  y y' ■ +■  zz' ;

on en c o n c lu t , en te n a n t com p te  de ( 5 ) ,

( 1 2 )  p ' + p ” - = r 2 ,  p "  +  p  =  r ' 2 ,  p + p '-

,Jt_ ,.2
( 1 3 )  P = -----------------------7 i ? ' = ------------ô------------’

r"2

P" =

Si l ’on différentie d eu x  fois l ’exp ressio n  ( 4 )  de r 2, on tro u v e , à ca u se  de ( 7 ) ,

i  d2/·2 d2x  d2y d2z 

2 ' d F ~ a:'dt2 + y dt2 + Z dii  +  U ’

d ’où , en re m p la ç a n t d ans le seco n d  m em b re  les d érivées seco n d es p a r leu rs
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v aleu rs  ( i ) ,  e t ten an t com p te  de ( u )  e t ( 1.2 ) ,
1 3 f

1 d2r2
2 dt

m 4- m  4- ni
«’ =  m| l = m p' H- f"

3 ’

d ’ap rès ( 9 ) ,  les coefficien ts de mp' e t de mp" d ans le seco n d  m em b re son t égaux  
resp ectiv em en t à — m q' et 4 -m q " . On au ra  d on c ain si

0 4 )

1 d2r2 ni 4- ni' 4- ni"
2 dt2 r

4- m (p ' q' p" q") — u2 =  0 ,

I d2r'2 m 4 - m' 4 - m"
2 dt2' + r'

4- ni' (p"q" —  P 7 ) — u'2 —  o,

l d1 r"2 m 4- m' m"
2 dt2 + r"

4 - m" ( p q - P '  7') — u"2 —  0 .

Ces éq u atio n s font co n n a ître  les  v a leu rs  de u 2, u '2, u"2, en fon ction  de r, d ,  r", 

et des d ériv ées  p rem ières  e t seco n d es de ces q u an tités  p ar rap p o rt au  tem p s. On 
en co n clu t .

a 2 | u !2 t u"2 _ 1 d * r -  i 1 d 2 r ’2 i x d 2 r " 2

m +  m' -l” m" ~  2111 dt2 +  2 m' dt2 2 m" dt2

f  (m +  m' 4- ni")
1 x

--------  “ Î "  ----- }---- Jmr m r

ou b ie n , en a y a n t égard à ( 8 ) ,

(A )
T /  /*2 2 j d

-  -J ji( ------1------7 H------H- m ' -b  m" )
2  dt% \ m m' m 1 v '

r i i \
------1----}—-, -b —„—„ ) —  h*
mr m r  m" r  J

C ette form u le co ïn cid e  avec la fo rm u le  ( 1 0 )  du n° 15 lo rsq u e , dans c e tte  d e r
n iè re , le n om b re d es co rp s  se ré d u it à tro is  : c ’e s t  l ’une des éq u atio n s fonda
m en tales  du M ém oire de L a g ra n g e .

4 4 .  On p eu t p o ser, en d é sig n a n t p ar p u n e in d é te rm in é e ,

/ /  . d x "  . d v "  . d z " \  (  .. d x

0 5 )

dx"
dt

dx
dt

d x '

x ' - i r + r

X

Ht

dt dt

dy .. dz
y dt 

d y  
dt

dt'

dz'
dt

dx"
dl

dx
— i oc· -TT- 4- y

d f
dt

dz1 
dt

dz" \
d t ) — ?

P’

dt dt d t ) - ? ’

c a r , en re tra n c h a n t la  seco n d e de ces  éq u atio n s de la p re m iè re , on tro u v e
rl T'11 fh\f̂

( x  4 -  x ' ) —£■ — i -  ( y  - 4 -  v '  I -2—

„ d ( x  W )  d ( y + y ')  _  d ( z ^ - z ')  _  ^
dt dt dt

— x
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CHAPITRE VIII .i ' 5 i

ou b ien , à cau se  do ( 5 ) ,

dx"

dt - y dt

cW
dt

+  x "
dx”.
dt + y dt

+  ■
dt

- O , '

ce qui es t u n e id en tité .
On tire  du reste  des re la tio n s  ( i  1 )  la form ule

r dx” 
dt J dt dt

-H x ”
dx'
dt

v«dj L
dt

dz'   dp
dt dt ’

q u i, co m b in ée  avec la p rem ière  éq u atio n  ( i 5 )  p ar voie d ’ad dition  e t de so u stra c 
tio n , d on ne les d eu x  p rem ières  des fo rm u les su iv an tes :

(16)

dx” dy" dz" I
X'

dt
+ y dt

+  z'
dt 2

x 11dx'
dt

+ y"
dy'
dt

+  z"
dz'
dt

1

2
,dx dy dz I

x n
dt

H- y " dt
+  z"

dt 2
dx" dy" dz" I

X
dt

+ y dt
-t- ̂

dt 2
dx' dy' dz' I

X
dt

+ y dt
-T- -

dt 2
dx r dy dz I

x 1
dt

4-y dt
+  z'

dt 2

dp

~ d ï + p

dp 
dt

dp'

dp'
dt

djf
dt

df_
dt

R em arq u o n s m a in te n a n t que les co o rd o n n ées des p oin ts C' e t C" rap p o rtés  au  
p o in t C o n t p ou r v aleu rs  re sp e ctiv e s  x " , y " ,  z "  e t — x ' , .  — y ', — z' ; p a r un  
p o in t fixe O ( f i g .  1 7 ) ,  m en on s les  d ro ites  OM', ON', OM", ON" ay an t p o u r co s i
n u s d ire c te u rs

x '
“ F ’

y
“ F ’

„r
—  y, pour OM',

I 1 dx'
J u' dt ’

1 dy' 
u' dt ’

i dz' 
u' dt

pour ON',

x ” , y" 
+  7” ’

„n
At

+  p pour OM",

i d x ”
l u" dt ’

1 dy”
+  F  ¿ T

I dz"
u" dt

pour ON";

nous d ésignons p ar M ', N ', M ", N" les  p oin ts  où les q u a tre  d ro ites  p e rc e n t la 
sp h ère  de rayon  1 , ay an t p o u r c e n tre  le p o in t O, e t n ou s jo ig n o n s  ces p oin ts  
d eu x à d e u x  p ar d es a rc s  de g ran d s  c e rc le s . On v o it que la  d ro ite  OM' e s t p arai-
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RECHERCHES DE LAGRANGE SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. 1 3 3

lèle  à CC", tan d is que OM" l’e s t à CG'; si d on c on p ren d  0 0 " = :  QO' =  CC',
le tria n g le  O O 'O " sera  égal au trian g le  form é p ar les tro is  co rp s , e t les cô tés des

Fig. 17.

d eu x  tria n g le s  se ro n t p arallèles  d eu x  à d e u x . L es d ro ites  ON' e t ON" son t re s 
p ectiv em en t p a ra llè les  a u x  vitesses des co rp s  C" et C' dans leu rs  m ouvem en ts  
re la tifs  au to u r de C. L e p oin t 0  es t fixe  ; le lieu  du p oin t 0 "  est une ce rta in e  
co u rb e . C onsid éron s le  plan qui p asse p a r la  tan gen te à c e tte  co u rb e  au p oin t 0 "  
et p a r le  ray o n  0 0 " ;  c ’es t ce  q u c T o n  n om m e le p la n  d e  l ’orb ite  du p oin t 0 "  à 
l ’époque t ;  on vo it que ce  p lan  co ïn cid e  avec celu i du gran d  ce rc le  M 'N '. On 
p o u rra  donc d ire  q u e , si l ’on con sid ère  les  orbites relatives des co rp s  C' e t C" p ar  
rap p o rt au  p oin t C, les p la n s  d e  ces orbites relatives, à l ’époque t , seron t re s p e c 
tiv em en t p ara llè le s  au x  p lan s des g ran d s  c e rc le s  M"N" e t M 'N '.

Cela p o sé , si l ’on se re p o rte  au x  e x p re ssio n s  ( 1 7 ) ,  on tro u v e

cosM'N' - ■ — . 1 x1 / +  y 'W -  +  =  i  —
w r  \ dt J dt dl ) u' dty' -fr  +  s ' —77 I == ~  ~yr > cosM"N" =  77?,

1 dr"
u" dt

cosM'N" =
„ „ „ „  ' I l  'daS

r'u"\~ dt 1 y d t + Z  d t ) '  c o s M  N -  r"ii'[æ d t + J  dt " dt )
/ht// 1 / /dx" ,dy" . dz"'N "— --------I x ' —-----1_ y' -4_

dt dt

ou b ie n , en v ertu  des re la tio n s  ( 1 6 ) ,

cosM'N" =
2 r' u" \dt- - p) ·  c » sM' N' = Ï F 1 7 ' ( æ

On a en su ite

enfin

cosM'M" =  — ~rp  ( * ' oc" +  y 'y " +  s'z" ) = P  .

cosN'N"
i (  d x ' dx"

u' u" \ dt dt
dÿ_d/_ dd_ <W\ 
dt dt dt dt J

M ais on tro u v e , à cau se  de ( 5 ) ,

U,2 +  u" 2 —  U2 d x '2 , dy'2 dz'2 d x '12 dy^  dd^ 
dt2 +  ~diï +  ~dP +  ~dP +  dt2 +  dt2

/ d x ' d x ''\2 / dy' dy" \ 2 / dd_
\ dt dt )  \ dt dt )  \ d t

dd'\  
'd t )  .
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et il en ré su lte
CHAPITRE VIII.

cosN'N" =
u'2 +  II"2— II'2 

2 U1 u"

P o u r ré su m e r ce  qui p ré c è d e , nous p o sero n s

a' =  cosM'M", (3 ' =  cosM'N", y' — cosM'N',

a" =  cosN 'N \ P" =  cosM"N', y"=cosM"N";

u' 2 4 - u" 2 — II2 u1' 2 +  U2 — U12 , l, 2 +  U12 — u1' 2--------------- — ( . -----------------— ----------------
2  2 ’  2

d’où
u2 — v’ -f- v", u' 2 — v" 4- i>, u! ' 2 =  p 4- (>' ;

n ou s au ro n s  les  fo rm u les su iv an tes :

(19)

iJ { p + p ') ( p + p “

dp

P '=
dt

2 * J { p - \ - p ” ) { v - l r  p' )  

dp djf_ 
dt dt

\  ̂ 2 \/(p 4 - p") ( p 4-  p " ) ’

\J{v 4 - ('') (P + ( ’") 

dp
dt +  P

2 '/ (p  +  />') ( p -H p " )

dp dp'
dt dt

1 \J(p + / ) ( | i  +  (i')’

4 5 .  R ep orton s-n ou s à la  fig .  1 7 ; n ou s voyons que a ',  ß ', y ',  a " , ß", y" so n t les  
co sin u s d es q u a tre  cô tés  e t des d eu x  d iagon ales d ’un q u a d rila tè re  sp h ériq u e  
M 'M "N 'N ". Or ce  q u a d rila tè re  es t d é term in é  quand on donne les q u atre  cô tés  
e t  se u le m e n t u n e d iag o n ale  M 'N ", c a r  on p eu t co n stru ire  a lo rs  les d eu x  trian g les  
sp h ériq u es M 'N 'N ", il e x is te  d on c une re la tio n  en tre  les  six  q u an tités
a ',  ß ', y ',  a " , ß", y " ;  c e tte  re la tio n , qui se ra  d ém o n trée  p lus lo in , es t la  sui
v an te  :

( l  —  ( a'* 4- ß '2 4 - y '2 4 - a "2 +  ß"2 4 - y"2 ) +  2 ( oc' ß " y ' 4 - a ' ß ' y" +  a" ß ' y ' +  oc" ß " y" )

M  4- a '2 a"2 4 - ß '2 ß"2 4- y y " 2 —  2 oc' a" ß ' ß" —  2 ß ' ß" y ' y " —  2 y ' y " =  o .

Si l ’on y p o rte  les  e xp ressio n s  ( 1 9 )  de nos s ix  co sin u s e t que l ’on p o se , p o u r  
ab ré g e r ,

( 4 2 = p 2(// 4 - p " ) + 2 P ( y ^ - // ^

(2 1)  J i i l ' =  p2{p "-+-p ) +  2 p ( p " ^  — p

■ ( W = P ' i P + p ' )  +  * p ( p % - P ' %

< ¥ ,< ¥ _  V
dt dt J
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RECHERCHES DE LAGRANGE SÜR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. l 3

on tro u v era , ap rès un calcu l assez lon g  que l ’on d irig e ra  de m an ière  à ord o n 
n e r p ar ra p p o rt à v , v', v" e t au x  p ro d u its  de ces q u an tités  d e u x  à d eu x ,

(B )
(cV '-t- v" v -+- v v ' )  (/>'//-+- p " p  ■+· p p ' )  —  ( v l  -+- v'~L' -+- v”1 " )

L  ( rp_i_ V  w  . AP" dP , dp d p ' Y - n .
16 dt dt dt dt dt dt J

les e x p re ssio n s  ( 2 1 )  de Z , E ' e t E " co n tie n n e n t p au p re m ie r et au  second d e g ré ; 
d on c l ’éq u ation  ( B )  e s t  u n e éq u atio n  du q u atrièm e  d egré en p, d ans laq uelle p3 

n e figure p as.
L es  q u a n tité sp , p ',  p" so n t d on nées en fon ction  de r, r1 ,r "  p ar les fo rm u les ( 13 ) ; 

v, v', v" p eu v en t ê tre  exp rim és  à l ’aid e de r, r \  r" e t de leu rs d érivées p re m iè re s  e t  
seco n d es au m oyen des f o r m u le s ( i4 )  e t ( 1 8 )  en tre  lesq u elles  on d evra é lim in e ru 2, 

u '2 e t u "2. D on c on co n n a îtra  fin a lem en t l ’in co n n u e a u x ilia ire  p en fon ction
1 , „ dr dr’ dr" d2r d2 r ’ d2 r"

W H ’ -Z ’ W ’ W * - 3 T  "

R e m a r q u e . — L a p re m iè re  des fo rm u les ( 2 1 )  p eu t s ’é c rire  

4 /'22 = [ p (p ' +  P")+P’ % - p "  ^ ] 2+ ( p 'p " +  p"p  +PP')

m ais on tro u v e , en re m p la ç a n tp , p ' , p " p ar le u rs  e x p re ssio n s  ( i 3 ) ,

( 2 2 )  p'p" +p"p-\-pp' — { { r  4 - r ' +  /·")(/· H- /·' — 1 ■")(>· — /·'-+- r") (— r  +  ;·' +  /■") =  a2,

a  d ésig n an t le d ouble de la su rface  du trian g le  form é p ar les tro is  c o rp s ; il v ie n t  
donc

( 23) y  dpi y" d P 'Y4/-*2= [?(/>' +  />') +  />■ - ^ ~ P ' - ^ \  + *  K d t
dp[ dp 

dt

c e la  p rou ve que les  q u an tités  E , E ' e t E " so n t e ssen tie llem en t p o sitiv es.

4 6 .  D ifféren tion s la  p re m iè re  des fo rm u les ( i 5 )  p ar ra p p o rt au  tem p s, et 
rem p laço n s  les  d ériv ées  seco n d es de x ' , y ' , z ' , x \ y " ,  g " p a r leu rs  v a le u rs  tiré-es 
de ( 2 )  e t ( 3 )  ; n ou s tro u v ero n s

%  --{ m  +  m") (x 'x "  +  y 'y" +  z'z") —

— m
, / xx" ·+■  y  y" -+- zz" x 1 x" +  y'y"-y z 'z " œm +  y '"L+ z n\

f.s

„ (  x x ' -y  y y' - 1-  z z '  x ' 1· 4- y
m" { -------- ÿ --------  h--------- JL·

U -'2 x 'x " -y  y'y"-y- z 'z ”

ZJ~
t
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1 3 6  CHAPITRE VIII.

ou b ien , en ayan t égard  à la définition des q u an tités  p  e t q ,

n I P" P  +  P"
m  l h  ~  —%  = -  ( m  +  m ' + m " ) p q  +  m '  ^  ^  — ^ p r ~ /   ̂ ;

=  — ( m  -l·- m '  -+- m ” ) p q  -+- m ’  (— p ' q ’ -+- p q )  h-  m " (— p ” q " -+-p q ) ,

P_
r„3

d ’où

(C) +  m p q  H- m ' p ’ q' +  m "p"q" =  o .

C ette é q u atio n , qui jo u e  au ssi un rô le  im p o rtan t dans la th éo rie  de L a g ra n g e ,
d on ne ^  en fo n ction  de r, /  e t r" .

d t

N ous allon s c h e rch e r m ain ten an t à d éd u ire  des in tég rales  ( 6 )  des a ires  une  
com b in aiso n  qui ne co n tien n e  que les d istan ces  m u tu elles  e t leu rs  d é riv é e s ; 
élevon s ces éq u atio n s au c a r ré , a jo u to n s-le s , e t posons

( M )

n ou s tro u v ero n s

k i —  a i +  b2 +  c 2 ;

( 25)
_n ^  j r  j f 2W 2W  2<F"

H-----------? =  A·2,
ï v > yy> · '

où n ou s avons fa it, p o u r a b ré g e r ,

n  =

(26) n v =

d z
y  d i

d y \ *  /  d x  d z \ -  (  d y  d x \ 2
~ z d t )  + \z d t ~ x d ï)  + { x i ü ~ y ~ d ï )

dz1 d y
y  T t - d t  j  V7  d t

. „ d f
“  d t

d x '
d t

d t

■ x '
d y
d t

d x '

d t

ĈX" x „ dz"
d t  X

„„¿y"X " -----; y "
d t  J

d t

, d x "  

d t

les  v a leu rs  de I I ', II", W  e t  W "  s ’en d é d u isen t p ar des p e rm u ta tio n s  d ’a c ce n ts . 
L e s  e x p re s s io n s  de II e t  T  so n t su scep tib les  de la tran sfo rm atio n  su iv an te

n  , , , 9\ (  d x 1 dy2 dz<¿ \ (  d x dyn  =  < * * + y + , · )  ¡< 3 ? +  J F  +  - y ( æ -I J + J - L  + d z \ 2

d t d t  z T t '  ’

TTC / ,  »  I  « I « \ (  d x  d x ” dy’ dy" dz' dz"\
=  ( x ' x " +  y'y" +  z 'z " )  —,------ — +  - 4 ---- < -  4-  -=-----rv y  y  \ d t  d t  d t d t d t  d t J

, d x "  , d y ” d z "
d t y  d t ) i x ' dt

„ d X ' v » W  
y  dt d t
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RECHERCHES DE LAGRANGE SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. l 3 ^

en  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( 4 ) ,  ( 7 ) ,  ( 1 1  )  e t  ( 1 6 ) ,  e t  a u s s i  à la  r e la t i o n

d.x' doc" | dy' dy" p dz' d z"__ u*—  m ' 2— a "2
dt dt dt dt dt dt 2

d é jà  r e n c o n t r é e ,  o n  p e u t  é c r i r e  e n c o r e  a u t r e m e n t  l e s  e x p r e s s i o n s  c i - d e s s u s  

d e  II  e t  d e  ' F .

On tro u v e  fin alem en t

( 2 7 )

II =  a* r*

7·'*

I T =  u"*r"*

— l'£
dr*

dt*’

dt2 

dr"%
—  ,·"* - —  , 

dt2

• F = / m > +
1 s 1 dp*

4 P" “  4 d d ’

W = p W + ± 9' ~

iF" _  y v '-H  * p2_

1 dp'2

4 H t * ’  

I  dPn
4 dt-

A v e c  c e s  v a l e u r s ,  la  f o r m u l e  ( 2 5 )  d e v i e n t

m

( D )

„ » , dr*\ 1
. u-r% — r2 -j—· ) -------j

2 ' dt* J  m 1
2 / 1 dp2

u ¿ 1 ’
dr,2 

a?/2 7W
// 2 «//2_ r//2 a ·"2

m m 4 d/2
2 /  , , 1

m" m V 4

dt*

1 dp"*
mm' \  4

m  -+- m '  4 -  m "

H-----------  ( p"i>"

I2 A2.

L e  p r e m i e r  m e m b r e  d e  c e t t e  é q u a t i o n  p e u t  ê t r e  e x p r i m é  à l ’ a id e  d e / ’, r ' ,  f  e t  

d e  l e u r s  d é r i v é e s  p r e m i è r e s  e t  s e c o n d e s ;  il  e n  e s t  d e  m ê m e  d e s  e x p r e s s i o n s  (  2 7  )  

d e  n ...........W".

4 7 . N o u s  a l l o n s  r é s u m e r  l ’ é ta t  d e  la  q u e s t i o n  :

L e s  q u a t r e  é q u a t i o n s  à r e t e n i r  s o n t  ( A ) ,  ( B ) ,  ( C )  e t  ( D ) ;  i l  est  e n t e n d u  u n e  

fo is  p o u r  t o u t e s  q u e  l e s  q u a n t i t é s  p ,  p ' , p " , m2, u'2, u"2, c ,  / ,  v", S ,  S ' ,  S "  s o n t  

e x p r i m é e s  e n  f o n c t i o n  d e  r, r1, r" e t  d e  l e u r s  d é r i v é e s  d e s  d e u x  p r e m i e r s  o r d r e s  

à l ’ a id e  d e s  f o r m u l e s  ( i 3 ) ,  ( 1 4 ) ,  ( 1 8 )  e t  ( a r ) ; a p r è s  q u o i  l ’é q u a t i o n  ( B )  d o n n e  p 

e x p r i m é  e n  f o n c t i o n  d e s  m ê m e s  q u a n t i t é s .

L e  p r o b l è m e  e s t  r a m e n é  à l ’ i n t é g r a t i o n  d e s  t r o is  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  

s i m u l t a n é e s  ( A ) ,  ( C )  e t  ( D ) ,  o ù  l e s  i n c o n n u e s  s o n t  r , / ,  r" -, l e s  é q u a t i o n s  ( A )  

e t  ( D )  s o n t  d u  s e c o n d  o r d r e  ; e l l e s  c o n t i e n n e n t  le s  d e u x  c o n s t a n t e s  h  e t  le; ( C )  

e s t  u n e  é q u a t i o n  d u  t r o i s i è m e  o r d r e .

A i n s i ,  les d ista n ce s m u tu e lle s  des trois corps d é p e n d e n t d 'u n  systèm e d e  trois é q u a 

tio n s différen tielles sim u lta n é e s; d e u x  d e  ces é q u a tio n s  son t d u  s e c o n d  o rd re, et la  

d ern ière  est d u  tro isièm e ord re.

L ’i n t é g r a t i o n  d e  c e  s y s t è m e  a m è n e r a i t  sept c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ;  en y  j o i -  

T .  —  I .  1 8
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CHAPITRE VIII.13 8
g n an t les  d e u x , h  e t le, qui fig u ren t d éjà d ans les éq u atio n s d ifféren tielles , 
on v o it que les  exp ressio n s  les  p lu s g én éra les  de r, r ' , r", en fon ction  du te m p s , 
c o n tie n d ro n t n e u f  co n stan tes  a rb itra ire s . E n  sü p p o san t c e tte  in té g ra tio n  fa ite , 
on a u ra  à in tro d u ire  d eu x  é lém en ts  p ou r fixer la p osition  du p lan  des tro is  
c o rp s , e t enfin un d ern ier in d iq u an t l ’o rien tatio n  du tria n g le  d ans son p la n . On 
au ra  b ien  ain si in tro d u it les d o u ze  co n stan tes  a rb itra ire s  d on t d oiven t d ép en d re  
les  m o u v em en ts re la tifs  de d eu x  des co rp s  au to u r du tro is iè m e . P o u r  c e tte  d e r
n ière  p a rtie  de la so lu tio n , on se se rv ira , b ien  e n te n d u , de d eux d es tro is  in té 
grales ( 6 )  déjà co n n u e s, d on t on a u tilisé  une seule com b in aiso n  re p ré se n té e  
p a r la fo rm u le  ( D ) .

R em a rq u e. —  L ’éq uation  ( B ) ,  qui e s t du q u atrièm e d egré en p, m an q u e, com m e  
nous l ’avons d it, du term e en p 3 ; si d o n c, dans les term es en p 2 e t p \  on re m 
p lace  p2 p ar sa v a leu r tirée  do ( D ) ,  c e tte  éq u ation  ( B )  d on n era p  p ar une form ule  
du p rem ier d egré. C ette re m a rq u e  a été  faite  par M. R . Radau dans un M ém oire  
p ub lié  dans le tom e III du B u lle tin  a stro n o m iq u e, p . 1 1 3 ; ce  M ém oire co n tie n t  
d ’a u tre s  ré s u lta ts  in té re ss a n ts . L es form u les p rin cip ales  de L a g ra n g e  y so n t ob 
te n u e s  d ’une m an ière  trè s  d ir e c te ; nous y ren v erro n s  le  le c te u r .

4 8 .  P o u r a rriv e r p lu s ra p id em en t au b u t, n ou s avons laissé de cô té  des fo r
m u les qui, san s ê tre  in d isp en sab les, p eu v en t ê tre  ce p e n d a n t u ti le s ; nous allon s  
le s  d é m o n tre r ic i.

On a , en p a rta n t de la définition  ( 7 )  de u ,

1 d u -   d.x d ïx
2 dt dt dt1

dy dd y  dz d2z 
dt dt2 +  dt dt2 ’

en re m p la ç a n t les d érivées seco n d es p a r le u rs  v aleu rs  tiré e s  de ( 1 ) ,  e t ayan t  
égard  a u x  fo rm u les  ( 4 ) ,  ( 1 2 )  e t ( 1 6 ) ,  on tro u v e  a isém en t

du2 d -
-j t  —  2 ( m  m ’ m " ) — 1- m
d t ' ' dt. l r * \ d t  ' dt  

d’où la p re m iè re  d es fo rm u les ci-d esso u s ,

1 /dp1 dp"\ 1 / dp”
rls \ dt F

dn’
/•"3\ " d û : ’) l ·

du-
dl

r , ... (..« hp " „1 dP’=  +  m ’ +  m " )  ~^- +  m  [ f  —  —  q > -  q p ) ,

(a8) d -L ?·'

dt 1 dt

du1* . (  dp „dp” , .

du”*
dt +  d±  - / f ) ¡
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RECHERCHES DE LAGRANGE. SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. l 3 g

m u ltip lio n s ces  éq u atio n s p ar dt, in tég ro n s , e tp o rto n s  les valeu rs de u2, u'-, u"-, 

qui en ré s u lte n t , dans les fo rm u les (  1 4 )  ; il v ien d ra

( 29)

d %r % m  H- m' -H m "

d d r
dh·'*- m -+- m' -+- m"
dP r'

dh·"* in +  m' +  m"
dt- r"

— m' J/><7 —

— m" p 'q ' —

p"q" -

P 9

dp

dt

dp"

d t

g p

9 P

dt : O,

dp „ 
9  ±  - 9 P

H

H
ce  son t les form u les que n ou s vo u lio n s o b te n ir ; si on les d ifféren tie , on fera  
d isp ara ître  les  sign es / ;  les éq u atio n s d ifféren tielles  ainsi o b ten u es, b ien  q u ’é
ta n t d ’un o rd re  plus é lev é , on t été trè s  u tiles  à M. L in d sted t d ans son im p o rtan t 
M ém oire S u r  la  d é term in a tio n  des d ista n ces m u tuelles d a n s le  p r o b lè m e  des trois, 

corps ( A n n a le s  d e  l ’É c o le  N o r m a le , 3 e s é r ie , t . I , p . 8 5 ) .  ’

4 9 .  Sup poson s que l ’on a it ré so lu  le p r o b lè m e  restreint, c ’est-à -d ire  que l ’e n  
a it d é term in é  r, r ' , r "  en fon ction  de t e t de sep t co n stan tes  a rb itra ire s  d istin ctes  
de h  e t k ;  n ou s allon s m o n tre r  co m m e n t on p o u rra  c a lc u le r  x ' ,  y ' ,  z ' , x f ' , y " ,  z".

C o m m en çon s p a r d o n n er une in te rp ré ta tio n  m écan iq u e  sim p le et bien  co n 
n u e des fo rm u les ( 6 )  :

C onsid éron s tro is  p o in ts  m a té rie ls  P , P ',  P" ay an t re sp e ctiv e m e n t p ou r c o o r
d o n n ées , ra p p o rté e s  à u n e m êm e origin e O, x ,  y ,  z \  x ' , y ' ,  s ' ;  x " ,  y " ,  z"\  ap pli
q uons à ces p o in ts  d es fo rces  F ,  F ' ,  F "  d o n t les co m p o san tes  p ara llè les  au x  a x e s  
soien t

I d x I dy T dz

m d t ’ m dt ’ m d t ‘

I d x ' I d y ' t dz'

m ' d t  ’ m f d t ’ ?nl dt

I d x " I d f_ l dz"

m 9 d t ’ m n d t ’ m u d t

p ar le p oin t O , m en on s tro is  fo rces S , S ', S" re sp e ctiv e m e n t égales e t p arallè les , 
m ais de sen s c o n tra ire s , à F ,  F ' ,  F " . L es fo rces  F  e t S fo rm en t un c o u p le ; il 
en e s t de m êm e de F ' e t  S' e t  de F" e t  S". Ces tro is co u p les  se co m p o sen t en un 
seu l d on t l ’axe e s t une c e rta in e  d roite  OH e t le m o m en t G. L es éq u atio n s ( 6 ) 
p o u rro n t s ’é c rire

G cos(110æ;) =  a, G cos(flOy) =  G cos(HOæ) =  c; 

d’où l’on conclut, en se rappelant qu’on a posé a 1 -+- b 2 +  c2 =  les ;

G =  /r;

C O S ( H O ^ ) = : | >  C O S ( H O / )  =  | i  C O S (H O æ ) rr:
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CHAPITRE VIII.1^0

On v o it d on c que la d ro ite  OH re s te  in variab le  p en d an t to u te  la  d u rée  du  m ouve
m e n t ; si nous la p ren o n s p ou r axe  des z ,  n ou s d evrons avo ir

c o s ( O H æ ) =  o , c o s ( O H / )  =  o , c o s ( O H s ) =  i ;
d on c

a —  o, b —  o, c k,

e t les form u les ( 6 )  d ev ien d ro n t

dy
dt

i ! .d z ' dv'
^ ( ? d ï ~ z 1u

dz"
m" ' y~ ( y - ~m \ f dt

„ , ) i (  d x d z \  i / , d x' . dz' \ i / ,, dx"
<3o> \ m { 2 Y t ~ X d i )  +  m '\ Z ~ d r ~ æ d ï )  +  W '\ Z ~ dT ~

= ■ ¥ ) = » ·

dy d x
™ * 7 7 7 - /7 7 7  +

, dy1 , dx
x '- i -----y  —7-

dt J dt

m

i
m" \ dt J

¡dz"
dt

, d x " 
dt

—  o,

—  k.

M ultiplions ces éq u atio n s re sp e ctiv e m e n t p ar y ' - y r  —  z 'y j j >  Z ~JF ~  æ>~Jt ’
, dy' „¿ d x 1

dt d t ’ ~ dt ~ dt

æ ' ~  Y  e t  a jo u to n s. E n  a y a n t égard  au x  fo rm u les ( 2 6 ) ,  nous tro u v ero n s
TJT»

(3 i )
ïï' T  , f  ,dy ' ,d x '\
m m \ dt J dt j  ’

n ou s au ron s de m êm e, en  em p lo y an t m ain ten an t les  fa c te u rs  y " - ^  —  z  ···>dz'' " „ d y

( 32)
ïïr' W n" , f  , dy" , dx"
--------1-------, H-------j  =  k ( x" - f -  —  y" - 7 -
m m m" \ dt J dt

A jou ton s m a in te n a n t les  éq u atio n s ( 3 o )  ap rès  les av o ir m u ltip liées  d ’ab ord  
p a r oc', y ,  z ' ,  p uis p ar x " ,  y " ,  z " ;  nous o b tien d ron s a in si des e x p re ssio n s  de k z ’ 

e t de k z "  dans lesq u elles  les  coefficien ts de ^  se ro n t re p ré s e n té s  p a r
des d é te rm in a n ts  qui se d éd u iro n t a is é m e n t, en ay an t égard  au x  re la tio n s  ( 5 ) ,  
des su iv an ts :

x ' X dx
dt

x" X
dx'
dt

x x"
dx"
dt

(33) i  = y  y
dy 
dt ’ Y

dy' 
dt ’ y  y "

d y
dt

A»
dz
dt

d£
dt

_//
A»

d y
d t

On tro u v e ra , en effet,
kz' =  

kz" —  -

i èn

(34)
m

9

~  m1
y

*+■  —;m m

N ous a llo n s m o n tre r  co m m e n t on c a lc u le ra  les  q u a n tité s  S, S', S".
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RECHERCHES DE LAGRANGE SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS.

5 0 . L ’exp ressio n  ( 3 3 )  de 8 p e u t s’é c r ire , à ca u se  des fo rm u les ( 5 ) ,

x" x 1

y " y

„1

, dx 
dt

,
dt 

, dz 
dt

l 4 l

en co m b in an t c e tte  exp ressio n  avec c e lle  de 8' ,  on tro u v e

x" X' d (x  -+- x ') ■ 
dt

x" x '
dx"
dt

y ' y '
d{y  + y')

dt
=  — y" y '

W
dt

m l d (z +  z')' 
dt

Ju
■V

dz»'
dt

on vérifie a is é m e n t, to u jo u rs  en s ’ap p u y an t su r les  re la tio n s  ( 5 ) ,  que le d ern ier  
d é te rm in a n t é c r i t  est égal à S". On a d on c c e tte  fo rm u le  im p o rtan te

( 3 5 )  3 +  <5' +  <5"--=o.

On p eu t d ’a ille u rs  tro u v e r d ire c te m e n t les v aleu rs  de 8 , 8' ,  8", en  élev an t au  
c a rré  les d é te rm in a n ts  ( 3 3 )  p a r la  règ le  co n n u e e t ay an t égard  à des re la tio n s  
o b ten u es a n té r ie u re m e n t; il v ien t a in si

r1* - p "

- P " r*

' -dp''\ dr

.P + ~ dt) 1 dt

I / dp"
p +  dT2

dr
dt

D éveloppons ce  d é te rm in a n t e t rap p elo n s-n o u s  la form u le  ( 2 2 ) ;  n ou s tro u v e 
ro n s  san s p eine

r*r'* ^  , r ±  D» _  l  *SÜ , D ( , / r —  -  -  r2 -  - 
* u r r d f i+ T  d tP W  4 r dt* + P \P ’ dt 2 1 dt )  4

E n  re m p la ç a n t r 2 p2 p a r sa v a le u r

p V 2.

/v  (  » dp’ , dp"\ .dp"* „d p 1* (d p ' dp"\
'  p =  ( p i t  ~ p  i t ) - p - h  ~  r i ë - p  U <  +  d t )
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CHAPITRE VIII.l / l 2

tiré e  de la p rem ière  des éq u atio n s ( 2 1 ) ,  on tro u v e , ap res ré d u ctio n , la  p re m iè re  
d es fo rm u les su iv an tes  :

(36) 3 =  y/<72u2- 2 ,  â '^ v W 2- ^ ,  3"=vV«"2 — 2*.

On au ra  d on c ainsi S, 8' ,  S" en fo n ctio n  des q u an tités  con n u es ; m ais  il fau t 
a s s o c ie r  co n v en ab lem en t les sign es des tro is  ra d ic a u x  du second  d e g ré , ce qui 
p e u t se faire  de la m an ière  su iv an te  : la  form u le ( 3 5 )  d onne '

23'3" =  32 — 3'2 — 3"2,

d ’où , en re m p la ç a n t dans le seco n d  m em b re  S2, S'2, S"2 p ar leu rs valeu rs ( 3 6 ) ,

2 ) - r 2r;

2 ') - < r V ,

2") —  a V '.

L es seco n d s m em b res de ces éq u atio n s so n t con n u s en g ra n d e u r e t en sign e ; 
si d on c on se d onne le sign e de 8 , on en d éd u ira  les s ig n es  de S' e t de 8" ;  si l ’on  
v en ait à c h a n g e r le s ig n e  de 8 , c e u x  de 8' et 8" ch a n g e ra ie n t a u ss i, e t les fo r
m u les  ( 3 4 )  m o n tre n t que cela  re v ie n d ra it à c h a n g e r le signe de la q u an tité  k  

d o n t le c a rré  seu l fig u rait dans ( D ) .
E n  co m b in a n t les  fo rm u les ( 3 5 )  e t ( 3 6 ) ,  on tro u v e

(38) y/ff2« » - 2  +  s/a*u'2 — 2' + y/<72u,2-  2" =  0;

on vérifie a isém en t q u ’en c h a s sa n t les ra d ica u x  on re to m b e  su r l ’éq u atio n  ( B )  
d on t on a ain si une form e in té re ss a n te .

5 1 .  L e s  fo rm u les ( 3 4 )  e t ( 3 6 )  d o n n en t

( 37)

è'ôl' = i { 2 ' + 2 ,!

de m êm e,
3"3 =  -|(2"-h2· 
33' = A ( Z  + 2 1

(E )

_  y/a2 u!'1 — 2J> _  y/g2«2- 2  
in" k mk

y/g·2 u'2 — T  _  y/g2 u* — 2 
m 'k mk

R este  à tro u v er les v a le u rs  de x ' ,  y ’ , x \ y " \  posons
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RECHERCHES HE LAGRAXGE SUR LE PROBLÈME HES TROIS CORPS. I < 4 3

les q u an tités  Y ' e t Y " p o u rro n t ê tre  co n sid érées  com m e c o n n u e s ; cela p o sé , les 
fo rm u les ( 3 i )  e t ( 3 2 )  p o u rro n t s’é c rire

, dy1 , d x' „ d f  „ dx"
. dt J  dt _  V' dt 1  dt V"

a;'2 + y ' 2 ~  k { r ' 2 —  æ' 2) ’ : x "2- h  y "2 ~  k { r " 2 —  z"2)

Si d on c on fait

(F)
| — x ! ~ \JlJî — z '2 cos<p', — y ' : \Jr!t — s'2 sin
I x ” -- v//·"2— z"2 cos<p", y" —  yV"2 — z"2 sin

on aura
' a?cp' V' dw" V"

dt ~  k(V 2 — s'2)’ dt — k(i·"2-  z"2) ’

d ’o ù , en in té g ra n t e t d é sig n a n t p ar e0 e t i ,  d eu x co n stan tes  a rb itra ire s ,

i r l V'
— so— £i + 7f J  ,.'2 _  ¿ i  d·1'

i r 1 V"
r „î _ z „.1 dt.

les  fo rm u les ( F )  et ( G )  fero n t co n n a ître  o c ',y ',  oo", y " .

L es v a leu rs  de x ' , ÿ , z ' ,  x " , y " , z"  qui v ien n en t d ’ê tre  d é term in ées  d oiven t v é 
rifier la relatio n

(4o ) x ' x" ~ h y 'y "-h  z ' z" — — p ;

si l ’on a p p liq u e .ce tte  re la tio n  à l ’époque z éro , on tro u v e

\Jr'2 — z'oWr"o — r"o cos 2 si =  -0 s o
• I'» -  r ‘

ce  qui d o n n era  la co n sta n te  e( , e x p rim é e  en fon ction  d es n e u f co n sta n te s  a rb i
tra ire s  qui fig u re n t d an s les e x p re ssio n s  de r, / ,  r" ; e , n ’es t d on c p as une n o u 
velle a r b itr a ir e ; il n’en est pas de m êm e de s0 qui re s te  q u e lc o n q u e ; m ais les  
fo rm u les ( G )  m o n tren t que l ’on p eu t su p p o ser c e tte  c o n sta n te  n u lle  en faisan t 
to u rn e r d ’un an gle co n v en ab le  les a x e s  des x  e t des j  dans le u r p la n .

E n fin , si l ’on  p ren d  un n ou veau  sy stèm e d ’axes  re c ta n g u la ire s  to u t à fait 
q u e lco n q u e s , on p a ss e ra  d es co o rd o n n ées  re la tiv es  x " , y " ,  z " , — x ' ,  —  y ' ,  — z '  

des corp s G' e t G" a u x  co o rd o n n ées  ra p p o rté e s  au x  n o u v eau x  a x e s , en in tro d u i
san t les tro is  an g les  d ’E u le r  qui d o iv en t ê tre  co n sid érés  com m e tro is  n ou velles
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CHAPITRE VIII.* 4 4
co n sta n te s  a rb itra ire s  q u i, s ’a jo u tan t au x  n e u f du p rob lèm e re s tre in t, d o n n ero n t  
le n om b re voulu  de douze a rb itra ire s .

Si l ’on p o rte  dans la fo rm u le  ( 4 o )  les v a le u rs  ( F )  de x ' ,  ÿ ,  x "  e t y " ,  on 
o b tien d ra  im m é d ia te m e n t, e t sans in té g ra tio n , la v a leu r de <p"— <p'; on au ra  e n 
su ite

on v o it d on c q u e , si le p rob lèm e re s tre in t  es t sup p osé ré so lu , on n ’au ra  p lus à 
effectu er q u ’une q u a d ra tu re . N ous avons d it q u ’il res te  sep t in té g ra le s  à tro u v e r  
d ans le p ro b lèm e r e s tre in t ; c ’es t d on c à sep t in tég ra les  e t une q u a d ra tu re , au  
lieu de h u it in té g ra le s  com m e d ans la m éth od e u su elle , que L a g ra n g e  ra m è n e  
la q u e s tio n ; on p eu t d ire  q u ’il a fa it faire  un  pas vers  la so lu tio n .

«

5 2 .  Il nous re s te  à d é m o n tre r la fo rm u le  ( 2 0 ) ;  nous ferons co n n a ître  en m êm e  
tem p s la  m an iè re  de c a lcu le r  à une époque q u elcon q u e les p ositio n s des p lan s  
d es o rb ites  d é crite s  p ar les co rp s  C' e t C" a u to u r de C.

R even on s à la  f i g .  1 7 , e t p oson s
L M '= r , LM" =  Ç", M'N'=V> M" N" =  g " ,  M'LM" =  J.

Si n ou s ap pliq uons la form u le fo n d am en tale  de la T rig o n o m étrie  sp h ériq u e  
a u x  tria n g le s  M 'L M ", N 'L M ", . . . ,  n ou s tro u v ero n s

a' =  cosM'M"= cosÇ'cosÇ"-t- sinÇ'sinÇ"cosJ,

(3' =  cosM'N" =  cosÇ'cos(Ç"4 - g") 4 - sin Ç' sin (Ç" 4- g") cos J,

/  =  cosM'N' =  cosg·';

a ” —  cos N'N" =  cos (Ç'4-3·') cos (Ç" 4 -5·") 4- sin (£' 4- g ' )  sin(Ç" 4- g " )  cos J,
(3" =  cosM" N' =  cos ( Ç' 4- g '  ) cos Ç" 4- sin ( %' 4- g ' } sin Ç" cos J, 

y" 1= cosM"N" =  cosg·".

E n  é lim in an t e n tre  ces  s ix  re la tio n s  les cin q  q u an tités  Ç", g ' ,  g "  e t J ,  on  
au ra  la fo rm u le  c h e rch é e .

N ou s p o sero n s
cosÇ' c o s£"4-  sinÇ'sin£"cosJ =  1,  

sin Ç'cos Ç"— cos K' si nÇ" cos J =  X4, 

cosÇ' sin?" — sin £' cos Ç" cos J =  

sin £' sin Ç" 4-cos Ç'cos Ç" cos J =  X3,

ce qui nous permettra d’écrire ainsi les formules (41)

cx' =  l ,  (3' =  Xcos g ’ — ^sing·", y':=cosg·';

a." — \ cosg-'cosg·"— sin g·'cos g·" — \  cos^'sin^"4- \  sin g-' sin g7';
(3"=Xcos£·' — >1, sin#·', y " - = ç .o s g " .
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RECHERCHES DE LAGRANGE SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. J4 5

On p eu t ré s o u d re  p a r ra p p o rt à X , ^a* c o s g ' e t çosg·"; on trouve a isé 
m en t

(43) X = « ', h  =
_ a'y' P"

\ J \ - y '
XA2 - P'

v/ï
Xa

et"— (3 'y '— (3"y"-j- g 'y 'y "  

v/(ï — y'2)(i — y"2)

Or les fo rm u les  ( 4 2 )  d on n en t

(1 4 - cosJ) cos(Ç" — Ç') == X -4- X3, 

(1 +  cos J) sin (£" — £') =  X2— Xlf 

(1 — cos J) cos(Ç"-t- Ç') = X  — X3, 

(1 — cosJ) sin (Ç"-t- Ç') =  Xs+  X,;

d ’où
( 1 4 - cosJ)2 =  (X 4- X3)2 4- (X, -  XO2, 

(1 — cosJ)2=  (X — X3)2 +  (X2-t-Xt)2,

i 4- cos2J =  X2 +  X2 +  X| +  X2,

( 45) cosJ =  XX3 — Xt! X2-

e t, en é lim in a n t c o s J  e n tre  les d e u x  d e rn iè re s  é q u a tio n s , 

(46 ) 14- -  x,x2)2 =  x2 h- x2 + x2 4 -  i l .

Mais on tire  des fo rm u les  ( 4 3 )

(4 7 ) M . - X . V •P'P"

Vo- / * ) ( ! -y'*)·

X24-X2H-X2+ X 2:
x,2H- P,24 -  a "2 4 -  (3"2— 2 y'(ct'(3"4- «"(3') — 2 y" (a '(3 '4- et"|3")4- 2 y'y"(et'ct"4- (3' (3

( * - X '2) ( i - / 2)

si l ’on p o rte  ces  e x p re s s io n s  d an s la fo rm u le  ( 4 6 ) .  on to m b e , ap rès  ré d u ctio n , 
s u r la re la tio n  ( 2 0 )  c h e rch é e .

5 3 .  L,es fo rm u les  ( 4 5 )  e t ( 4 7 )  d o n n en t d ’a ille u rs

_ T_  « V ' - ( 3 ' P "  .

\/(i —  / * ) ( !  —  yn Ÿ

d o ù , en  a y a n t égard  au x  v a le u rs  de a!, ¡3', y ', a " , (3", y " , o b ten u es au n° 4 4 ,
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1 4 6  CHAPITRE VIII.

ou e n c o re , à ca u se  des form u les ( 2 7 ) ,

(H) cosJ = W

v/IFlF

On tire  en su ite  des éq u atio n s ( 4 2 )

X2 +  Xf =  cos2Ç' +  sin2Ç'cos2J — 1 — sin2Ç'sin2J ; 

sin2J sin2Ç' — 1 — X2 — X2, 

sin2 J sin2Ç"=: 1 — X2 — X J .

E n  re m p la ç a n t 1 ,  e t  p ar leu rs  v aleu rs  ( 4 3 ) ,  il v ien t

d ’où

e t de m êm e

. T , , i/ ï — « ' * — S '2— y " 2 h-  2  a 'û 'y "
s i n J  s i n Ç ' =  î -------------------  '  ------------— —

,,"2
(48 )

sin J  s in Ç " =

v/i - y "

\J 1 — a'2 — ¡3"2 — y'2 -1- 2 a' (3" y' 
v/1 — y'2

Si l ’on élève au c a rré  l ’exp ressio n  ( 3 3 )  de S', e t q u ’on in tro d u ise  les  é lém en ts  
de la f i g .  1 7 , on tro u v e

■ /■' r "  cos M 'M "  -  u!  /·" cos M " N  '
• /■' /'"co sM 'M " 
■ n '/ ," c o s M " N ' u '  r '  c o s M 'N '

u '  r '  c o s M 'N ' 
í¿'2

d ’où

§ ' i — r n , . n u ii
P1 — x

a ' 1 y
P" y' 1

,.'2 ,."2 ul 2 (J _  a/2 _  ¡3« _  y'2 +  2 a' P" y' )

ou e n co re , en te n a n t co m p te  de ( 3 6 ) ,

I -  *'2 -  r  -  y'2 +  2 «' P" y' =

L a seco n d e des fo rm u les ( 4 8 )  d o n n era  d on c

s i n J s i n Ç " =  ^ a* u '*
/̂tf2«'2 —  2'

r'/·"u 's / i-y '*  un ,.12
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RECHERCHES DE LAGRANGE SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. \ùfj

on tro u v e  a in s i, en in tro d u isan t les q u an tités  II' e t II",

(K)

sm J sinÇ =  ------- — — ,
r'sJW

_ y W ' 2 — 2 '
sin J sinÇ"

/•'Vn'

L a form u le ( H )  fait co n n a ître  l ’in clin a iso n  m u tu e lle  J  des g ran d s ce rc le s  M 'N ' 
e t M"N" qui re p ré s e n te n t les p lan s des orb ites  de C" e t G' au to u r de C, e t les  
fo rm u les ( K )  d o n n en t les d istan ces  a n g u la ire s  £' =  LM' e t Ç " =  LM" des co rp s  C" 
e t C' à l ’in te rse c tio n  m u tu elle  de leu rs  o rb ites  re la tiv e s .

E n  ré su m é , la so lu tion  de la seco n d e  p a rtie  du p rob lèm e e s t fou rn ie p ar les  
fo rm u les  ( E ) ,  ( F ) ,  ( G ) ,  ( H ) ,  ( K ) .

5 4 .  L e  p ro b lèm e des tro is  co rp s  p eu t ê tre  résolu  co m p lè tem en t dans le cas  
p a rticu lie r  où leu rs d istan ces  m u tu elles  co n se rv e n t des rap p o rts  co n stan ts  p en 
d an t to u te  la d u rée  du m o u v em en t.

S o ien t A , A ', A " tro is  c o n sta n te s  et \  une n ou velle  v a ria b le , on au ra

( 4 9 )

r !! >- r' =  k<t, r " = k " l

P =  tâ*> P '^ P 'Ÿ , p "  =  ja " ^

V , v' v"
<1

“  ï ï <1-  |i» ?  — |5’

en p o sa n t, p ou r a b ré g e r ,

( 5o)

d ’ou

2fx = A ' 2+ A " 2- A 2, v = ^ î - ^ i ,

2/a' =  A"2+ A 2 - A ' 2, .

2u' = A 2+  A '2— A"2,
Ai A *

( V v' +  v" =  O
f A2, = A'2,

L ’éq u atio n  ( C )  d onne

dp m [j.v 4- m' ¡j.'v' -H m" ¡x” v" 
dt H %

p 4 -  p' =  A"2.
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d’où

(5a)

CHAPITRE VIII.

P

p0 désignant u ne constante arbitraire et I  ayant p o u r valeu r 
I =  rn pu 4 - 771' p' v' 4- m" p" u".

On tro u v e m ain ten an t que la p re m iè re  des éq u atio n s ( 2 8 )  d evient

d
-^1 U* --  2 ------- 7-1T-dl \ +  2 m

fj."v" — pV  d\ mv
?

di inv (  T C d t\
i - p H t ) = 4 !

si l ’on m u ltip lie  p a r d t  c e tte  éq u atio n  e t les d eu x  a u tre s  an alogu es, q u ’on les  
in tè g re  e t q u ’on désigne p a r x , ,  x', e t  x", tro is  co n sta n te s  a rb itra ire s , on au ra

u* =  2 im

(53) ,„ m  -4 m' -t- m" , p" v" — p v 
un = 2 -------7-7-5-------- h 2/n 1------c—*-------m

A'5

m  4- m' 4- ni" ,, p v — pV·
« ' _  2 ------ j-5-jT------- 1- 2 C---- ¡4 - ------ m1

A" 4

V — p 'V  /"5(1 I /  £

5 m v J  £3

v / ^

dt 4- mni,

• d i 4 - m x , ,

1

- dt 4- m x'j.

P o rto n s  ces e x p re ssio n s  de u2, u' 2 e t n" 2 d ans les  fo rm u les ( x4 )*  e t  n ou s tro u 
vero n s

1 d-0? m[ 1 -t-( p.'v'— p"v") A] -t- m'4 - ni" i mv
2 A»l h A2"

( 5 4 ) 1 et2 £2 m 4 - m' [1 -4- ( p"v" — p v ) A'] 4- ni"
2  <¿í2 A'3£

1 <¿2£2 7?i -4 m1 4 - m" [1 -4 (p v — p V ) A"]
\ 2 cù2 A"3£

f - - 1/
J  S3

v  f f · - 1/
l'2 J  43

i"v" f pa~lf
A** J  £3

0,

dt

"  “F "  “
dt

—  d t - j ¿ r = 0 >

dt
I 2 m V,

Ces éq u atio n s d oiven t ê tre  id en tiq u es . On en c o n c lu t  que l ’on d oit av o ir les  
con d itio n s

77i [ i  4- (p V  — p"v»)A] 4- m' 4- ni" _m 4- m' [1 4-(p" v" — pv) À'] 4 - m"
p  : ■ —  S73

_ 771 -4 7n'-4 77l" [ I -4(pv — p V ) À"]
(55)
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RECHERCHES DE LAGRANGE SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS.

et

(56)
mv m'v' /n" 1/
A 2 — A '2 —  A"2 '

( 5 7 ) mx, m'y.’. w"x';
"A2” — ~Àrr —  A"2 ’

à m oins que l ’on n ’a it

(58) po — ° et 1  =  0;

. de là d eu x  so lu tio n s su iv an t que l ’on co n sid érera  le sy stèm e ( 5 5 ) ,  ( 5 6 ) ,  
ou l ’a u tre  ( 5 5 ) ,  ( 5 7 )  e t ( 5 8 ) .

5 5 .  O ccu p o n s-n o u s d ’ab ord  du p re m ie r . L es fo rm u les ( 5 6 )  d on n en t

A2 —  A '1 A"2 —  A 2 A '2 A"2
—  H-----7 +  — ¡7m m m

=  0:

on a d on c
v =  v '= v "  =  0, A =  A '—  A",

ain si les tro is  co rp s  fo rm en t to u jo u rs  un trian g le  éq u ila téra l ; on p eu t faire  A — 1 

e t  p ren d re  £ =  /*', e t, si l ’on pose

m x ,  =  m'x', =  m* =  —  x ,

les  fo rm u les  ( 5 4 )  se ré d u ise n t à

(59)
1 d? / -î __m  -H  m 'H- m ”
2 cl P >·'

L es éq u atio n s ( 5 3 )  d on n en t en su ite

(60)

d ’où

M2 =  U'- =  M"2 =  2

V =  v' =  V

m +  m' -+- m

I e s t  n u l, e t la  fo rm u le  ( 5 2 )  d on ne p =  p0 =  co n st. 
On tro u v e  en su ite  san s peine

r'%
p —  p '— p n=  — >

rn / dr'*\

. 2 = 2 - 2 ' = t ( p^ 3 r n - d ï }

p  p" -I- p p  +  p p ' =  <7 — ■
3r*

4 ’
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1 3 0 CHAPITRE VIII.

la  form u le  ( B )  se réd u it à

d ’où

(6 0

¿7/̂ 2 \ 2

= 0 ’

pi —  3 /•'2 U ' 2-

On tire  d ’a illeu rs  de ( 6 o )  e t ( 6 i )

( 6 2 )

d ’où

(63)

* 2  = ( a ,  1 _  i  pi.

d t  : 'rfr'

y /  — X7J2+  2 ( m  +  m '  +  m" ) ^  pJ

On a en su ite

q u an tité  n u lle  d ’ap rès  ( 6 1 )  e t ( 6 2 ) ;  on a u ra  de m êm e

CT2 7t'2 — 2 ' —  O, a 2 7<"2 — 2 "  =  O,

d ’o ù , p ar les fo rm u les ( E ) ,
z' = 0 ,  z" —  0  ;

a in si les m o u v em en ts re la tifs  de C' e t C" s ’effectu en t d ans un plan fixe. 
E n  c o n tin u a n t à ap p liq u er les fo rm u les g é n é ra le s , on tro u v e

n ' = n " = 7/ ' V ' 2 - / ' ' 2 ^  =  f  p 2 ,

W  =  W ' =  W ' =  l  ( « ' V 2 +  p 2 -  ;·'2 =  \  Po2 ,

V' =  V '=  J P2 ( —  +  +  - V ) ,3 ro \m  m' m" J

et il en ré s u lte , d ’ap rès ( G ) ,

( 6 4 )
f ¥  _ ,.» s ( V  _  1  p?
d t dt 3 k \ «1 pn' m"

Enfin  l ’éq u atio n  ( D )  d onne

_  m +  m ' +  m "  .  / i  i _  1
* — P» ^  \ m i  ^  m ' 2 ^2 mm m

J 1
TTTTtf „  ,,,>7,m 2 m ** m " 38 <2.111'm’ 2 m m 2 mm

(V'2«/2— <
*7  \
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fiËCHERCHËS de lagRangë sur le problème des trois corps. l 5 l

• · » df'^ I ·>et l ’on en tire  a isé m e n t, en re m p la ça n t r '2u ' 2 — r '2 p ar ^ Po>

L +  _L
y/3 m' m"

m o y en n an t quoi ( 6 4 )  donne

(6 5 ) , n ( V  _  £ l . 
d t  ^ 3 ’

on a d ’a ille u rs
ti / TT ?  =  9 +  3»

e t , si l ’on pose

, m  m ' -\- m"
a' — - - - - - - - - - - - - - - 9

y.
a n (i — e'2) =  — ■ > nn a’3 =  m +  /n' H- m",

les fo rm u les  ( 6 3 )  e t ( 6 4 )  d on n en t

' d t : a

\/[r ' — a '( i  — e')] [<z'(i -+- e') — /·']

« 'a '2 y/i — e'2.

Il en ré s u lte  que C" d é c r it  a u to u r de C com m e fo y er , co n fo rm ém en t à la  loi des 
a ire s , une ellip se  a y a n t i a  p o u r gran d  a x e , n ' com m e m oyen m o u v em en t e t é  

co m m e e x c e n tr ic ité .
L a  tra je c to ire  de C' est une ellip se ég ale  à la p ré c é d e n te , qui a u ra it tou rn é de 

l ’an gle | a u to u r de C.
Il co n v ien t de re m a rq u e r que les v itesses  in itia le s  re la tiv es  u a e t u 0 de C" e t G' 

d oiven t ê tre  ég ales e t faire  e n tre  elles un an g le  égal à |·

5 6 .  C o n sid éron s m a in te n a n t la seco n d e  solu tio n  qui sera  fo u rn ie  p ar les  fo r
m u les  ( 5 5 ) ,  ( 5 7 )  e t ( 5 8 ) ;  on tire  de ( 5 2 )

P =  ° 
et

( 66 ) m  ¡jlv +  m ' ¡jJ  v1 -+- m " p." v "  =  o ;

a in si l ’in co n n u e  a u x ilia ire  p, qui é ta it  c o n sta n te  d an s le p re m ie r c a s , est nulle  
d an s le seco n d . L a  fo rm u le  ( 6 6 ) ,  d an s laq u elle  on re m p la ce ra  les q u an tités  p.
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102 CHAPITRE VIII.

e t  v p a r leu rs  v aleu rs  (f> o), d o n n era  une éq u atio n  de con d ition  qui d evra ê tre  
re m p lie  p a r les  m asses  m ,  m ' ,  m "  e t les co n sta n te s  A , A ', A ".

L a p re m iè re  des éq u atio n s ( 5 5 )  p eu t s’é c rire

(m +  m") ~  j n  ) +  m

ou b ien , à cau se  de ( 5 o )  e t ( 5 1 ) ,

i \  ia ' v ' — ia" v " , u.v —  ia" v "— ' - ™ " ------- ~------>- m 'C— rA-—  =  o

. , „ u ! v '— u ! 'v "  , u v  —  ia ' v "
( m  +  m ' + m )  v "  +  m  - — ------ ' - y . ---------- h  m  —— T— ——  =  o

'  ¡a ' +  (a" ¡a " +  [a

o u , en ré d u isa n t,

ou en co re

, v' -+- v" , v" +  V
/ l i a '  — ----------- y. +  t o  u  - j ---------------h  m ' v "  = .  o

1 ¡a ' - h  ¡a" r  ¡a " -H  [A

V V
—  m u !  ----------- y. —  m ' a  — y.----------------h  m " v ”  =  o .

r f J l ' - t - f i "  r [A"-t-[A

On a rr iv e  a isém en t à m ettre  c e tte  re la tio n  sou s la form e

({a'[ji"-+- ¡j."¡a -+ -  [a[a') (m v  - t -  m'v ' —  m"v") —  ¡a” ( t o ¡av +  m'[A'v' +  m ”¡a"v") — o ;

à cau se  de la fo rm u le  ( 6 6 ) ,  ce la  se ré d u it à

( p . ' p . " +  ¡ a " [ a  +  ¡a [ a ' )  ( m v  H -  m ' v ' —  m " v " )  —  o .

Si la q u an tité  +  [* " [ / .+  p-p-' n ’est pas n u lle , la  form u le p récéd en te  e t celles  
q u ’on en d éd u it p a r  des p e rm u ta tio n s  d ’a c ce n ts  d o n n ero n t

m v + m ' v ' — m " v "  =  o ,  m ’ v ' + m " v " — m v  —  o ,  m n v " + m v —  m ' v ' —  o ,

d ’où
v =  v ' =  v "  =  o  ;

on re n tre r a it  ain si dans le p re m ie r c a s . On d o it d on c av o ir

¡a ' p ."-h  ¡a " ¡A +  ¡a/a ' =  o ;

si l ’on re m p la ce  y., y.', y." p ar leu rs  v a leu rs  ( 5 o ) ,  on tro u v e

( A  +  À ' + À " ) ( A  + A ' - A ' ) ( A - A ' + A ' ) ( — A  +  A '  + A ' )  =  o .

On d evra  d on c av o ir l ’ une des re la tio n s

d ’où
A ±  A '±  A" — o, 

v ±  i·' ±  r" =  o;

ce  qui p rou ve que les tro is  co rp s  re s te ro n t c o n sta m m e n t en lign e d ro ite .
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RECHERCHES DE LAGRANGE SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS.

L a q u an tité  cr es t d on c n u lle ; les fo rm u les  ( 3 6 ) ,  dans lesq u elles 2 ,  2 ' 
p eu v en t ja m a is  ê tre  n ég atifs , d o n n en t

il en résu lte
ô - è ' = § ' ' = 0; 

z ' — z " = z o ;

ain si les m o u vem en ts re la tifs  de G' et G" s ’effectu en t d ans un plan  fixe. 
L es tro is  éq u atio n s ( 5 4 )  se ré d u ise n t à la su iv an te

(67)

où l ’on a fait

1 _  f  _
2 d P  —  J  ~  * ’

( 6 8 ) F  = m  +■  m '-\ -  m e -+- m "(p v  — p V )  A "

m x!   m'x\   m"x![  
H T  ~  ~ÂPr ~  '“A ^  _

dfM ultiplions l ’éq u atio n  ( 6 7 )  p a r 2 ^ ;  in tég ro n s e t d ésig n o n s p ar  
co n sta n te  a r b itr a ir e ; n ou s au ro n s '

(69) ’  dP
i F £ - I I , .

On tro u v e en su ite  a isé m e n t

( 7 ° )

on a d ’a ille u rs

iP u '2 m"8 2  F
F  =- J J l  — A " 2 ~~ S

’ Xi

P _ p' _ P" 2 F
P  “ ~ P '  “ P" “ T

I F  == A ' t H 1, IF ' =  A " 4' II
w  _ ip ' ip"

H , ;
P 2 ~" p 7 1 " j T 2 =

A,2A"2=  (¡J. +  ¡J.') (f i  +  fi") —  f i î +  ( f i f i '—H p p " - P  p 'p ") =  P2 ;

ce  qui p e rm e t d ’é c rire  au ssi

T . 1.

rp  ip / \p"
A '2 A"2 =  A ^ Â 2 =  Tp U 2 =  *'

153  
, S " ne

, une
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1 54 * CHAPITRE VIII.

On tro u v e , en c o n tin u a n t l ’ap p lication  des fo rm u les,

Y' Y "

=  11,
/A 2 A '2 A"2

A '2 ~  A"2 U +  ,77
dtp' dp" -  Mi ( —

A '2 A"2
dt dt \m m' +  m"

E n  su b stitu a n t dans l ’éq uation  ( D )  les v aleu rs  tro u v ées  ci-d essu s p o u r p, 
u , u ', u", 9 , 9 ', 9", r ,  r ', r " , on o b tie n t, to u tes  réd u ctio n s  fa ites ,

d ’où il ré su lte

( 7 1)

• 2_ït / A2 A'2 A"2 \2
k — II1 ( ---- 1---- - H— -f 1 ,\m ni' ni" J  ’

i l  W  _  t 2  J ? "  _  , / ï f

On p eu t p re n d re , si l ’on v e u t, À " = i ,  d ’où ij =  r " ;  les fo rm u les ( 6 9 ) 0 1 ( 7 1 )  
d o n n ero n t donc

r" dv"
dl —

\J— x/·"24- 2F/1" — H,

On voit p a r  là que le p o in t C' d é c r it , d ans son m o u vem en t re la tif , une ellip se  
ay an t p ou r foyer le p o in t C, e t la d é crit co n fo rm ém en t à la loi des a ire s ; le dem i

gran d  a x e  de l ’e llip se e s t l ’e x c e n tr ic ité  \ J 1 — Ie m oyen m ouve-
* JL 

X2m en t y
L a  tra je c to ire  de C" e s t n a tu re lle m e n t une ellipse h o m o th étiq u e  à la p ré c é 

d en te .
P o u r que les  tro is  corp s re ste n t ain si tou jou rs en lign e d ro ite , il fau t d’ab ord  

q u ’ils  a ien t été p lacés en lign e d ro ite  à l ’o rig in e  du m o u v e m e n t; il fau t en su ite  
que les v itesses re la tiv es  de C' e t C" a ie n t été p rim itiv em en t p ara llè les  en tre  
e lle s , e t p ro p o rtio n n elles  au x  d istan ces  r" e t ; m ais il fau t de p lus que la co n 
d ition  ( 6 6 )  so it vérifiée.

S u p p o so n s, p o u r fixer les id é e s , q u ’à l ’o rig in e  le p o in t C se so it tro u v é  p lacé  
en tre  G' e t C "; on au ra  d on c eu

;,o =  r o +  ro·

On a d ’a ille u rs , en faisan t A" =  1 ,
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RECHERCHES DE LAGRANGE SUR LE PRORLÈME DES TROIS CORPS. I D 3

il en résu lte  donc
A =  i +  A', A ' =  i.

A vec le s  valeu rs  ( 5 o )  de p. e t v, e t les  v a le u rs  c i-d e ssu s  de A  e t A ", on trou ve  
a isém en t que la form u le ( 6 6 )  d on n e, ap rès  ré d u ctio n ,

-  (A' -  ¿ ï )  +  "*'[* +  A '-  ( T T T r ]  +  w" [ ( 7 T T ?  ~  4 ^ ]  = 0 ’

ou , en ch a ssa n t les d én o m in ateu rs  e t o rd o n n an t,

( (m +  m ')A '8-t- (2m +  3 m') A '4+  (m  4- 3 m') A '3
(72)

—  (m -+- 3 m") A '2 — (2 m H- 3m") A' — (m H- m") - -  o.

C ette éq u atio n  est du cin q u ièm e d e g ré ; elle n ’a q u ’une v aria tio n  : d on c elle a 
une ra c in e  p ositive e t une s e u le .

Si d o n c, les m asses m , m ', m "  é ta n t d on n ées e t p o u v an t d ’a illeu rs  ê tre  q u e l
co n q u es, on p lace à l ’origin e les tro is  co rp s  en lig n e  d ro ite  en C0, C'0, C ", le p oin t 
C0 é ta n t e n tre  C'0 e t C' ,̂ si l ’on p ren d

c„c11
0

Cn Cn

A ' d ésig n an t la ra c in e  p ositive do l ’éq u atio n  ( 7 2 ) ,  si l ’on im p rim e à C'0 et C" des 
v itesses  re la tiv e s  p ara llè les  qui so ien t en tre  elles co m m e 1 e t A ', les tro is corp s  
re s te ro n t co n sta m m e n t en lig n e  d ro ite , e t l ’on a u ra  p en d an t to u t le m o u v em en t

Il nous re s te  un m o t à d ire  s u r la d é te rm in a tio n  des co n stan tês  F ,  y. e t H , en  
fon ction  des d on n ées in itia le s .

N ous p ren d ro n s p o u r ces d o n n ées  : le rayon  v e c te u r  in itial r 0, la  valeu r in i
tiale  u 0 de la  v itesse  re la tiv e  du co rp s  C' e t l ’an gle  yj" que fait ce tte  v itesse  avec la  
d ro ite  C0 C'0 ; la  fo rm u le  ( 6 8 )  donne

( 7 3 ) F  =  ** +  «*' +  rn· -  ¿ i ] î

on tire  de ( 7 0 )
. / X __ 2 F ,/a
(74) * = 7 * — «0 ;
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et, comme (69) donne

/dr̂ _
\d t

—  u ”0 C O S  Y ) ' ' ,

O

,."2 
' 0 dt

2= 2F / - ; - * r ; 2- H I(
O

il en résulte aisément

( 7$) IIt = :(2F  — zr';)r;sin2< ;

l e s  f o r m u l e s  ( 7 3 ) ,  ( 7 4 )  e t  ( 7 5 )  r é s o l v e n t  la  q u e s t i o n .  

D a n s  le  c a s  o ù  l ’ o n  a u r a i t

i l  en  r é s u l t e r a i t

π F
“ 3 u'o =  —2 >0

xtT,

les excentricités des orbites relatives de C' et G" seraient nulles, et ces orbites 
seraient des circonférences parcourues par les points G' et C" avec des mouve
ments uniformes.

57. Supposons que C désigne la Terre, C' le Soleil, C" la Lune, et voyons si 
l’on aurait pu, à l ’origine des choses, placer ces trois corps en ligne droite, la 
Lune étant en opposition avec le Soleil, de manière qu’ils restassent toujours en 
ligne droite.

On a, dans ce cas,

—  =  324000.
m

m "_ 1
m 81 ’

l’équation (72) montre que A' est petit et que l’on aura une valeur très appro
chée en se bornant à

(m +  3 m') A '3— (m -f-m " )= o ,

d’où

A' = I—  a peu près. 
1 0 0

Laplacc en a donc pu conclure { M é c a n iq u e c é le s te , t. I V )  que si, à l’époque ar
bitraire prise pour origine, la Lune s’était trouvée en opposition avec le Soleil à 
une distance de cet astre représentée par 101, celle de la Terre étant représentée 
par 100, et que les vitesses relatives de la Terre et de la Lune autour du Soleil 
eussent été aussi à cette époque parallèles et dans le rapport de 100 à 101, la 
Lune serait toujours restée en opposition avec le Soleil.
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L a p l a c e  a  r e p r o d u i t  c e t t e  a s s e r t i o n  d a n s  Y E x p o s it io n  d u  sy stèm e d u  M o n d e :

«  Q u e l q u e s  p a r t i s a n s  d e s  c a u s e s  f i n a l e s ,  d i t - i l ,  o n t  i m a g i n é  q u e  l a  L u n e  a  é t é .  

d o n n é e  à  l a  T e r r e  p o u r  l ’ é c l a i r e r  p e n d a n t  l e s  n u i t s .  D a n s  c e  c a s  l a  n a t u r e  n ’ a u 

r a i t  p o i n t  a t t e i n t  l e  b u t  q u ’ e l l e  s e  s e r a i t  p r o p o s é ,  p u i s q u e  n o u s  s o m m e s  s o u v e n t  

p r i v é s  à  l a  f o i s  d e l à  l u m i è r e  d u  S o l e i l  e t  d e  c e l l e  d e  l a  L u n e .  P o u r  y  p a r v e n i r ,  

i l  e û t  s u f f i  d e  m e t t r e  à  l ’ o r i g i n e  l a  L u n e  e n  o p p o s i t i o n  a v e c  l e  S o l e i l ,  d a n s  l e  

p l a n  m ê m e  d e  l ’ é c l i p t i q u e ,  à  u n e  d i s t a n c e  d e  l a  T e r r e  é g a l e  à  l a  c e n t i è m e  p a r t i e  

d e  l a  d i s t a n c e  d e  l a  T e r r e  a u  S o l e i l ,  e t  d e  d o n n e r  à  l a  L u n e  e t  à  l a  T e r r e  d e s  

v i t e s s e s  p a r a l l è l e s  e t  p r o p o r t i o n n e l l e s  à  l e u r s  d i s t a n c e s  à  c e t  a s t r e .  A l o r s  l a  

L u n e ,  s a n s  c e s s e  e n  o p p o s i t i o n  a v e c  l e  S o l e i l ,  e û t  d é c r i t  a u t o u r  d e  l u i  u n e  e l l i p s e  

s e m b l a b l e  à  c e l l e  d e  l a  T e r r e ;  c e s  d e u x  a s t r e s  s e  s e r a i e n t  s u c c é d é  l ’ u n  à  l ’ a u t r e  

s u r  l ’ b o r i z o n ,  e t ,  c o m m e  à  c e t t e  d i s t a n c e  l a  L u n e  n ’ e û t  p o i n t  é t é  é c l i p s é e ,  s a  l u 

m i è r e  a u r a i t  r e m p l a c é  c o n s t a m m e n t  c e l l e  d u  S o l e i l .  »

M .  L i o u v i l l e  ( J o u r n a l de M a th ém a tiq u e s,  t .  V I I ,  e t  C o n n a issa n ce  des T em p s  d e  

i 8 4 5 )  s ’ e s t  d e m a n d é  s i  l e  s y s t è m e ,  d a n s  l ’ é t a t  c o n s i d é r é  p a r  L a p l a c e ,  a u r a i t  é t é  

u n  s y s t è m e  s t a b l e ,  t e n d a n t  à  r é s i s t e r  a u x  p e r t u r b a t i o n s ,  e t  à  r e v e n i r  d e  l u i -  

m ê m e  à  s o n  é t a t  r é g u l i e r  d e  m o u v e m e n t ;  i l  a  d o n c  e x a m i n é  l e  p r o b l è m e  s u i 

v a n t  :

«  T r o i s  m a s s e s  é t a n t  p l a c é e s  n o n  p l u s  r i g o u r e u s e m e n t ,  m a i s  à  t r è s  p e u  p r è s  

»  d a n s  l e s  c o n d i t i o n s  é n o n c é e s  p a r  L a p l a c e ,  o n  d e m a n d e  s i  l ’ a c t i o n  r é c i p r o q u e  

«  d e  c e s  m a s s e s  m a i n t i e n d r a  l e  s y s t è m e  d a n s  c e t  é t a t  p a r t i c u l i e r  d e  m o u v e m e n t  

»  o u  s i  e l l e  t e n d r a  a u  c o n t r a i r e  à  l ’ e n  é c a r t e r  d e  p l u s  e n  p l u s .  »

M .  L i o u v i l l e  a  r e c o n n u  q u e  «  l e s  e f f e t s  d e s  c a u s e s  p e r t u r b a t r i c e s ,  l o i n  d ’ ê t r e  

c o n t r e b a l a n c é s ,  s o n t  a u  c o n t r a i r e  a g r a n d i s  d ’ u n e  m a n i è r e  r a p i d e  p a r  l e s  a c t i o n s  

m u t u e l l e s  d e  n o s  t r o i s  m a s s e s ;  c e t t e  c o n c l u s i o n  s u b s i s t e  q u e l s  q u e  s o i e n t  l e s  

r a p p o r t s  d e  g r a n d e u r  d e s  m a s s e s .  S i  l a  L u n e  a v a i t  o c c u p é  à  l ’ o r i g i n e  l a  p o s i t i o n  

p a r t i c u l i è r e  q u e  L a p l a c e  i n d i q u e ,  e l l e  n ’ a u r a i t  p u  s ’ y  m a i n t e n i r  q u e  p e n d a n t  u n  

t e m p s  t r è s  c o u r t .  »

5 8 .  O n  v i e n t  d e  v o i r  q u e  T o n  s a i t  i n t é g r e r  r i g o u r e u s e m e n t  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é 

r e n t i e l l e s  d u  p r o b l è m e  d e s  t r o i s  c o r p s  l o r s q u e  l e u r s  d i s t a n c e s  m u t u e l l e s  c o n s e r 

v e n t  e n t r e  e l l e s  d e s  r a p p o r t s  c o n s t a n t s ;  c e  c a s  s e  s u b d i v i s e  e n  d e u x  a u t r e s ;  

l e s  t r o i s  c o r p s  f o r m e n t  t o u j o u r s  u n  t r i a n g l e  é q u i l a t é r a l ,  o u  b i e n  i l s  r e s t e n t  c o n 

s t a m m e n t  e n  l i g n e  d r o i t e .

C e s  d e u x  c a s  s o n t ,  à  n o t r e  c o n n a i s s a n c e  (  '  ) ,  l e s  s e u l s  c o n n u s  o ù  T o n  a i t  p u  r é 

s o u d r e  l e  p r o b l è m e ;  o n  n ’ a  p a s  p u  s u r m o n t e r  l e s  d i f f i c u l t é s  a n a l y t i q u e s ,  m ê m e  

e n  s u p p o s a n t  q u e  l e s  t r o i s  c o r p s  r e s t e r a i e n t  c o n s t a m m e n t  e n  l i g n e  d r o i t e ,  s a n s

( * )  Nous ne com prenons pas dans le  problèm e des tro is corp s, tel que nous l’avons défini, le  m ou 
vem ent d’un point m atériel a ttiré  par deux cen t r e s s e r ,  problèm e que l’on sait résou dre. ·
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a d m e t t r e  q u e  l e u r s  d i s t a n c e s  s o i e n t  d a n s  d e s  r a p p o r t s  c o n s t a n t s ;  a p r è s  E u l e r ,  

J a c o b i  a  c o n s i d é r é  c e  c a s  d a n s  s o n  M é m o i r e  T h eoria  n o v i m u llip lic a to r is . . .  

( C . - G . - J .  J aco bi , G esa m m elte  W erk e ,  t .  I V ,  p .  4 7 8 . )

N o u s  d e v o n s  s i g n a l e r  a u s s i  u n  M é m o i r e  i n t é r e s s a n t  d e M .  H .  P o i n c a r é  :  S u r  cer

ta in e s  so lu tio n s p a rticu lières  d u  p r o b lè m e  des tro is corps ( B u lle t in  a stro n o m iq u e,  1 . 1 ,  

p .  6 5 )  ;  l ’ a u t e u r  m o n t r e  q u ’ i l  y  a  u n e  i n f i n i t é  d e  p o s i t i o n s  e t  d e  v i t e s s e s  i n i t i a l e s  

t e l l e s  q u e  l e s  d i s t a n c e s  m u t u e l l e s  d e s  t r o i s  c o r p s  s o i e n t  d e s  f o n c t i o n s  p é r i o 

d i q u e s  d u  t e m p s ;  l e s  c o n d i t i o n s  p o u r  q u ’ i l  e n  s o i t  a i n s i  s e  t r o u v e n t  r e m p l i e s  

a p p r o x i m a t i v e m e n t  d a n s  l e  s y s t è m e  f o r m é  d e  S a t u r n e  e t  d e  d e u x  d e  s e s  s a t e l 

l i t e s ,  T i t a n  e t  H y p é r i o n .

S i  n o u s  a v i o n s  v o u l u  f a i r e  u n  e x p o s é  c o m p l e t  d e  t o u s  l e s  t r a v a u x  i m p o r t a n t s  

q u i  s e  r a p p o r t e n t  a u  p r o b l è m e  d e s  t r o i s  c o r p s ,  n o u s  a u r i o n s  d û  p a r l e r  d u  c é 

l è b r e  M é m o i r e  d e  J a c o b i  S u r  /’ é lim in a tio n  des n œ u d s d a n s  le p ro b lèm e d es tro is  

corps  ( J o u r n a l d e  M a th ém a tiq u es,  t .  I X ,  i 8 4 4 ) ·  D a n s  c e  M é m o i r e ,  J a c o b i ,  q u i  

n ’ a v a i t  c e r t a i n e m e n t  p a s  c o n n a i s s a n c e  d u  t r a v a i l  d e  L a g r a n g e ,  a r r i v e  p o u r  l e  

p r o b l è m e  à  u n e  r é d u c t i o n  a n a l o g u e ;  i l  l u i  r e s t e  à  i n t é g r e r  u n  s y s t è m e  f o r m é  

d e  c i n q  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  e t  d ’ u n e  a u t r e  d u  s e c o n d ,  

e t  à  e f f e c t u e r  e n s u i t e  u n e  q u a d r a t u r e .

N o u s  d e v r i o n s  p a r l e r  a u s s i  d ’ u n  b e a u  M é m o i r e  d e  M .  J .  B e r t r a n d  ( J o u r n a l d e  

M a th ém a tiq u e s,  t .  X V I I ,  i 8 5 2 ) ,  d e  l a  t h è s e  d e  M .  B o u r  ( J o u r n a l d e  l ’ É c o le  

P o ly te c h n iq u e ,  X X X V I e C a h i e r ) ,  d e s  r e c h e r c h e s  i n t é r e s s a n t e s  d e  M .  R a d a u ,  

S u r  u n e  p r o p r ié té  d es sy stèm es q u i  o n t u n  p la n  in v a ria b le  ( J o u r n a l d e  M a th é 

m a tiq u es,  2 e s é r i e ,  t .  X I V ,  1 8 6 9 ) ,  e t c . ;  m a i s  n o u s  s o r t i r i o n s  a i n s i  d e s  l i m i t e s  

q u e  n o u s  n o u s  s o m m e s  i m p o s é e s .
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CHAPITRE IX.

M É T H O D E  D E  L A  V A R I A T I O N  D E S  C O N S T A N T E S  A R B I T R A I R E S .  -  V A R I A T I O N  

D E S  É L É M E N T S  C A N O N I Q U E S .  —  É L É M E N T S  O S C U L A T E U R S .  -  V A R I A T I O N  

D E S  É L É M E N T S  E L L I P T I Q U E S .

P u i s q u ’ i l  n ’ y  a  p a s  l i e u  d e  s o n g e r  à  i n t é g r e r  r i g o u r e u s e m e n t  l e s  é q u a t i o n s  

d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  d e s  p l a n è t e s ,  m ê m e  q u a n d  c e s  p l a n è t e s  s e  r é d u i s e n t  

à  d e u x ,  o n  a  r e c o u r s  à  d e s  m é t h o d e s  d ’ a p p r o x i m a t i o n  r é p o n d a n t  a u x  b e s o i n s  d e  

l ’ A s t r o n o m i e ,  s i n o n  p o u r  t o u t e s  l e s  é p o q u e s ,  d u  m o i n s  p o u r  u n  a s s e z  g r a n d  

n o m b r e  d e  s i è c l e s ;  l ’ u n e  d ’ e l l e s ,  l a  p l u s  f r é q u e m m e n t  e m p l o y é e ,  e s t  l a  m é t h o d e  

d e  l a  v a r i a t i o n  d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s .  A v a n t  d e  l ’ e x p o s e r ,  n o u s  a l l o n s  d é 

m o n t r e r  u n  t h é o r è m e  i m p o r t a n t .

5 9 .  C o n s i d é r o n s  l e  s y s t è m e  c a n o n i q u e  s u i v a n t  d e  2 h  é q u a t i o n s  d i f f é r e n 

t i e l l e s

( 0
df/i _  d i t  « ^ _ _ d H  / · _  . .
dt ~~ dpi dt ~  ôqi ( . i — 1 , 2 ,  . . . ,  t),

o ù  l ’ o n  a

II — l· ( t ,  (j i · · · ,  q h ]  P u  P î > · · ■ > P  h) ·

.  S u p p o s o n s  q u e  l ’ o n  a i t  s u i v i ,  p o u r  i n t é g r e r  c e s  é q u a t i o n s ,  l a  m é t h o d e  d e  

J a c o b i ;  o n  a u r a  d o n c  d ’ a b o r d  r é u s s i  à  t r o u v e r  u n e  s o l u t i o n  S  d e  l ’ é q u a t i o n

d S
d t

F  [ t ,  q „  q t ,
d S  d S

q h ; d ^ ’ d<h

d S

à q h
: O ,

c o n t e n a n t  h  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  a ( ,  a 2 ,  . . . ,  ah , s a n s  c o m p t e r  c e l l e  q u e  l ’ o n  

p e u t  t o u j o u r s  a j o u t e r  d i r e c t e m e n t  à  S ;  o n  a  v u ,  d a n s  l e  n °  6  d e  l ’ I n t r o d u c t i o n ,
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q u e  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  (3 , ,  (3 2 , . . . ,  [3¿ ,  A  n o u v e l l e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  l e s  

i n t é g r a l e s  g é n é r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( i )  s e r o n t  d o n n é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s

/ \ ¿s as
( 2 )  ^  =  ^ t = P u  ( i  =  I ’ 2 ’

q u i ,  r é s o l u e s  p a r  r a p p o r t  a u x  v a r i a b l e s  p e t  q ,  f o u r n i s s e n t  d e s  e x p r e s s i o n s  d e  

c e t t e  f o r m e

2̂ ̂  ( Qi *1» *2, · · · > K/i ! Pi, Psi · · ·, Pa)>
’ ( Pi =  4’*(i> «I, «2, · · -1 <*/»! Pt, P2, · · ·, Pa).

L e s  é q u a t i o n s  ( i )  d o i v e n t  ê t r e  v é r i f i é e s  i d e n t i q u e m e n t  p a r  c e s  v a l e u r s  d e  p i  

e t  </, ;  a i n s i ,  l e s  r e l a t i o n s

dcpi _  d t l  _  d i t
d t  d p i ’  d t  d<ji '

d o n t  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  s o n t  s u p p o s é s  a u s s i  e x p r i m é s  à  l ’ a i d e  d e  t e t  d e s  2 h  

c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  a ¿ e t  P ; ,  d o i v e n t  a v o i r  l i e u  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  c e s  q u a n 

t i t é s  a ¿  e t

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  l ’ o n  v e u i l l e  i n t é g r e r  c e  n o u v e a u  s y s t è m e  c a n o 

n i q u e  d e  2  A  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s

( 5 )
d q t _ d ( M  —  R) d p t _  d ( I Ï — R) N
d t ~  d p t  ’  dt ~~ d q t ’  i 1 - 1’ 2 ..........")>

q u i  n e  d i f f è r e  d u  p r é c é d e n t  q u ’ e n  c e  q u e  l a  f o n c t i o n  H  y  e s t  r e m p l a c é e  p a r  

H  —  R ,  R  d é s i g n a n t  u n e  c e r t a i n e  f o n c t i o n  d e  t  e t  d e s  2 h  v a r i a b l e s  p t e t  q t .

I l  e s t  n a t u r e l  d e  c h e r c h e r  à  t i r e r  p a r t i  d e  l ’ i n t é g r a t i o n  d é j à  f a i t e  d e s  é q u a 

t i o n s  ( 1 ) .  O n  r e t i e n t ,  p o u r  r é s o u d r e  l e  n o u v e a u  p r o b l è m e ,  l e s  m ê m e s  e x p r e s 

s i o n s  a n a l y t i q u e s  ( 3 )  d e s  v a r i a b l e s  p ¡  e t  q h  m a i s  e n  y  c o n s i d é r a n t  l e s  2  h  q u a n 

t i t é s  a  e t  p ,  n o n  p l u s  c o m m e  d e s  c o n s t a n t e s ,  m a i s  c o m m e  d e  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  

q u e  l ’ o n  d é t e r m i n e r a  c o n v e n a b l e m e n t ;  c e l a  r e v i e n t  à  f a i r e  u n  c h a n g e m e n t  d e  

v a r i a b l e s ,  e t  l a  m é t h o d e  i n d i q u é e  r e ç o i t  l e  n o m  d e  m é th o d e  de la  v a r ia tio n  des  

co n sta n te s  a rb itra ire s.  O n  t i r e r a  m a i n t e n a n t  d e s  f o r m u l e s  ( 3 )
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E n  s u b s t i t u a n t  d a n s  ( 5 ) ,  i l  v i e n d r a

1 6 1

d $ t _  d H  
dt dpi

î=h
a n  | - y  t'dgt docj dgt dfiA _  dR 
dpi 2 d \d<Xj dt  - l -  d(3 ¡  d t )  dp,·

1 = i
dpi

j  = h
d î i l  y  ( àpt d/xj
dt dqt 2 d \da-j d t

; ' = i

dpt d(3 A _  <m , 
d$j dt )  ~  dq¡ ’

c e s  é q u a t i o n s  s e  s i m p l i f i e n t  e u  é g a r d  a u x  r e l a t i o n s  ( 4 )  q u i ,  a y a n t  l i e u  i d e n 

t i q u e m e n t ,  s o n t  e n c o r e  v é r i f i é e s  l o r s q u e  l e s  q u a n t i t é s  a  e t  ¡3 s o n t  v a r i a b l e s ,  a u  

l i e u  d ’ ê t r e  c o n s t a n t e s .  O n  t r o u v e  a i n s i

( 6 )

c m
dpi

m
dqt '

j  = h

- V  (È2l  __l _ È î i
' 2 d \d<Xj d t dp j dt 

/ =  1
7 =  A
y  / d p ¿  d o j  dpj_ d f i j \

2 d \dcxj d t dftj d t  J
J=t

(i — i , 2, . . . ,  h ) .

O n  a  l à  u n  s y s t è m e  d e  i h  é q u a t i o n s  r e n f e r m a n t  a u  p r e m i e r  d e g r é  l e s  2 A  i n -

™ n n „ P «  i* Ë l  .  fj îP Ac o n n u e s  d ( , > d t > d t > > d t ■

L a  r é s o l u t i o n  d e  c e s  é q u a t i o n s ,  q u e  n o u s  a l l o n s  f a i r e  p a r  u n  p r o c é d é  i n d i r e c t ,  

f o u r n i t  p o u r  l e s  i n c o n n u e s  d e s  e x p r e s s i o n s  d ’ u n e  s i m p l i c i t é  r e m a r q u a b l e .

L e s  é q u a t i o n s  ( 2 )  c o ï n c i d e n t  a v e c  l e s  é q u a t i o n s  ( a )  e t  (b)  d u  n °  8  d e  l ’ I n t r o 

d u c t i o n ;  o n  p e u t  d o n c  a p p l i q u e r  l e s  r e l a t i o n s  ( e ) ,  ( f ) ,  ( g ) ,  ( A )  d e  c e  m ê m e  

n u m é r o ,  c e  q u i  p e r m e t  d ’ é c r i r e  a i n s i  l e s  f o r m u l e s  ( 6 ) ,

( 7 )

c m  _
j = «

- V ( dh d x j __ à<Xj dÇ>j\

dpt ~ - 2 d
; = 1

\àpi d t àPi d t y

< m  _ docj àocj

dqt ~ 2 d\
/ = 1

\àqi dt àqi d t J

d x j  

dpi ’
à«/

d q ¡ ’
à h
dpi

à±L
dqt

s u p p o s e n t

é q u a t i o n s  ( 2 )  p a r  r a p p o r t  a u x  q u a n t i t é s  a  e t  ¡3 .

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 3 ) ,  o n  a t t r i b u e  a u x  q u a n t i t é s

a , ................... a A ,  (3 , ,  . .  ,  |3A  d e s  v a r i a t i o n s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  a r b i t r a i r e s  S a , , . . . ,  SocA,

S( 3 , ,  . . ,  S(3a ,  s a n s  t o u c h e r  a u  t e m p s  t  ;  i l  e n  r é s u l t e r a  p o u r  p { ,  . . . ,  p h, q { , . . . ,  q h 

d e s  v a r i a t i o n s  c o r r e s p o n d a n t e s  e t  f a c i l e s  à  c a l c u l e r ;  R ,  q u i  e s t  u n e  f o n c t i o n  d e  t 

e t  d e p K ,  . . . , p k , q { , . . . ,  qh , p r e n d r a  a u s s i  u n e  v a r i a t i o n  c o r r e s p o n d a n t e  S R ,  e t  
T. -  I. 2 ]
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CHAPITRE IX .

i — h

t =  l

dR
d ’ o ù ,  e n  r e m p l a ç a n t  e t

( T R

dqi
p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( 7 ) ,

o u  e n c o r e

m a i s  o n  a  é v i d e m m e n t

i
I l  v i e n t  d o n c

;

O r  o n  p e u t  c a l c u l e r  a u t r e m e n t  § R ,  e n  r e m p l a ç a n t  d ’ a b o r d  d a n s  R  l e s  q u a n t i 

t é s  p  e t  q p a r  l e u r s  e x p r e s s i o n s  ( 3 ) ;  R  d e v i e n t  a i n s i  u n e  f o n c t i o n  d e  t e t  d e s  2 h  

q u a n t i t é s  a  e t  ¡3 ,  e t  l ’ o n  a u r a

dR
d x j

C e t t e  e x p r e s s i o n  d e  § R  d o i t  ê t r e  é g a l e  à  l a  p r é c é d e n t e ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  

2  h v a r i a t i o n s  Sotj e t  Sj3y- ,  q u i  s o n t  i n d é p e n d a n t e s  l e s  u n e s  d e s  a u t r e s .  O n  e n  

c o n c l u t

( 8 )
dtXj dR

. 
1 dR

dt d(3/ dt da/

C e s  é q u a t i o n s ,  d o n t  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  s u p p o s é e s  c o n 

n u e s  d e  t e t  d e s  q u a n t i t é s  a  e t  p ,  d é t e r m i n e r o n t  l e s  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  d o n t  l e s  

e x p r e s s i o n s  d e v r o n t  ê t r e  e n s u i t e  s u b s t i t u é e s  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 3 )  p o u r  o b t e n i r  

l e s  v a l e u r s  c h e r c h é e s  d e s  i n c o n n u e s  p if p2) q{, q2>. . . .  L e s  é q u a t i o n s  ( 8 )

o n t ,  c o m m e  o n  l e  v o i t ,  l a  f o r m e  c a n o n i q u e .  S i  l ’ o n  a v a i t  i n t é g r é  l e s  é q u a -
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t i o n s  ( i )  p a r  u í i e  m é t h o d e  a u t r e  q u e  c e l l e  d e  J a c o b i ,  l e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  

a i n s i  i n t r o d u i t e s ,  d e v e n u e s  v a r i a b l e s  p o u r  l ’ i n t é g r a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  ( 5 ) ,  a u 

r a i e n t  d é p e n d u ,  e n  g é n é r a l ,  d ’ é q u a t i o n s  p l u s  c o m p l i q u é e s  q u e  l e s  é q u a t i o n s  ( 8 ) ,  

e t  q u ’ i l  a u r a i t  f a l l u  f o r m e r  e t  c a l c u l e r  d a n s  c h a q u e  c a s ,  s u i v a n t  l a  n a t u r e  d e  l a  

f o n c t i o n  H  =  F ( ¿ ,  q { , q 2, , q h i p n  P î > · · · > P h ) ·  L e  g r a n d  a v a n t a g e  q u e  p r é 

s e n t e  l a  m é t h o d e  d e  J a c o b i ,  c ’ e s t  q u e  l ’ o n  p e u t  é c r i r e  i m m é d i a t e m e n t  l e s  f o r 

m u l e s  ( 8 ) .

6 0 .  A p p l i q u o n s  l e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  m o u v e m e n t s  

d e s  p l a n è t e s .  S o i e n t  a? , y ,  z ; x f , y t , z ,  ;  . . .  l e s  c o o r d o n n é e s  d e s  p l a n è t e s  P ,  

P , ,  . . .  ;  m ,  m t ,  . . .  l e u r s  m a s s e s ,  c e l l e  d u  S o l e i l  é t a n t  p r i s e  p o u r  u n i t é ;  l e s  

é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  d e  l a  p l a n è t e  P  s o n t ,  c o m m e  o n  l ’ a  v u  

a u  n °  1 8 ,

d2x
+  ffJ-

X -  d R
1 F r% “~  dx ’

cPy
~d¥ “h  ff*· y  _

r*
_ dR 
~ ày'

d*z
f p .

z dR
1 F ri -- f c ’

o ù  l ’ o n  a

p. =  i —1- m ,  c2 =  z 1,

( 9 ) R =  ím ¡  I
V ( "

x x i  +  y y i

-X, ) 2 H - ( 7 - 7 . ) 2 + ( ^ - ^ ) 2

E n  s u p p r i m a n t  R ,  o n  a  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e ,

W

P o s o n s

d 2x  . x

■ cPy
d t s

d t z  z
d P  +  f f V

—  ° ,  

=  o ,  

- O .

_  „/ d y  _  , d z  _  ^ 
d t  9 d t  y  ’ d t  ** 9

T =  i  ( x ' * + / * + z ' * ) , H =  T — U ;

e n  r e m a r q u a n t  q u e  R  n e  c o n t i e n t  q u e  x ,  y ,  z ,  e t  l e  t e m p s  t  q u i  s e r a  i n t r o d u i t

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE IX.l 6 4

p a r  x , , y t , z , ,  . . . ,  m a i s  n o  r e n f e r m e  p a s  æ ' , ÿ ,  z ' ,  n o u s  p o u r r o n s  é c r i r e  c o m m e  

i l  s u i t  l e s  é q u a t i o n s  ( a )  e t  ( è )  :

d x d ( H - R ) dy d ( I I - R ) d z d ( I I

dt d x '
)

dt dy'
----- >

dt à

d x ' d ( H - R ) d y '  _ d ( H  — R ) dz' d ( H

dt dx dt ày
>

dt Í

d x dE dy d l l dz d l l

dt d x '1 dt dy1 ’ dt w

d x ' d H dy’ d l l dz' d l l

dt d x ; dt dy dt dz

O n  v o i t  q u e  l e s  f o r m u l e s  ( a )  e t  ( ( 3 )  c o ï n c i d e n t  a v e c  l e s  f o r m u l e s  ( 5 )  e t  ( 1 )  d u  

n u m é r o  p r é c é d e n t .

O r ,  d a n s  l e  C h a p i t r e  V I I ,  o n  a  i n t é g r é  p a r  l a  m é t h o d e  d e  J a c o b i  l e s  é q u a 

t i o n s  ( b ) ,  o u  l e u r s  é q u i v a l e n t e s  ( ¡ 3 ) ;  o n  a  i n t r o d u i t  a i n s i  s i x  a r b i t r a i r e s  c a n o n i 

q u e s  a , ,  a 2 ,  a 3 ,  (3 , ,  ¡3 2 ,  ¡3 3 ,  d o n t  l a  s i g n i f i c a t i o n  g é o m é t r i q u e  a  é t é  p r é c i s é e ,  e t  

s e r a  r a p p e l é e  d a n s  u n  m o m e n t .  I l  e n  e s t  r é s u l t é ,  p o u r  l e s  i n t é g r a l e s  g é n é r a l e s  

d e s  é q u a t i o n s  ( ¡ 3 ) ,  d e s  e x p r e s s i o n s  d e  c e t t e  f o r m e

a? =  9 i ( i ,  « ! ,  « 2, a 3, (3,, P j , (B3), y  —  <p2, ^ =  <?3>

» doc . . n \ 1 dy  » . dz  »
&  =  ^  pl> p 2> Ps),  f =  - ¿ I  —  Ÿ 2> * =  2 1  =  Ÿ3·

C e l a  p o s é ,  d ’ a p r è s  l a  m é t h o d e  i n d i q u é e ,  q u a n d  i l  s ’ a g i t  d ’ i n t é g r e r  l e s  é q u a 

t i o n s  ( a ) ,  o n  c o n s e r v e  p o u r  x ,  y ,  z ,  x ’ ,  y ' ,  z '  l e s  m ê m e s  e x p r e s s i o n s  a n a l y 

t i q u e s  ( y ) ;  m a i s  a l o r s ,  a , ,  a 2 ,  a 3 ,  ¡3 , ,  [3 2 ,  (3 3 s e r o n t  d e  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s ,  e t  

n o u s  s a v o n s ,  p a r  l e  n u m é r o  p r é c é d e n t ,  q u e  n o u s  a u r o n s  l e s  s i x  é q u a t i o n s  c a n o 

n i q u e s

da  1 d R da3 d R da3 d R

dt d ? , ’ dt d p 2’ dt d f V

¿ P l _ _ d R 1
«

QQ_ d R d|3 j __ _ d R

dt d<x\’ dt da 2 ’ dt da3

o ù  l ’ o n  d o i t  s u p p o s e r  q u e  R  e s t  u n e  f o n c t i o n  d e  t,  a , ,  a 2 ,  a 3 ,  ¡3 , ,  |3 2 ,  (3 3 ,  o b t e n u e  

e n  r e m p l a ç a n t ,  d a n s  ( 9 ) ,  x ,  y ,  z  p a r  l e u r s  e x p r e s s i o n s  ( y ) .

C e s  e x p r e s s i o n s  n ’ o n t  p a s  é t é  d é v e l o p p é e s  d a n s  l e  C h a p i t r e  V I I  ;  m a i s  e l l e s  

s o n t  u n e  c o n s é q u e n c e  d e s  f o r m u l e s  ( d )  d u  n °  3 2  e t  ( g )  d u  n °  4 1 ,  f o r m u l e s  q u e
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n o u s  a l l o n s  é c r i r e  d e  n o u v e a u ,  p o u r  p l u s  d e  c l a r t é  :

A : = y / f p ,  n —  — , u  —  e s i n  u =  n t  +  s —  e j ,  
c?

, . .  v —  ts /  i  +  e ,  u
( r f )  r  = « ( i  — c c o s m ) ,  t a n g  — —  =  t /  — —  t a n g  - ,

x  —  r  [ c o s ô  c o s ( p  —  8) —  s i n ô  s i n ( p  —  8) c o s 9 ] ,  

y  =  r [ s i n 0 c o s ( c  —  8 ) + c o s 0 s i n ( c —  8 ) c o s 9], 
z  =  r s i n ( c  —  8) s i n 9 ;

«8 — k\ja(i —  e 2 ) ,

(33 =  ro —  8.

I l  s u f f i t ,  e n  e f f e t ,  d ’ é l i m i n e r  l e s  q u a n t i t é s  a, e,  . . .  e n t r e  ( d )  e t  ( g )  p o u r  o b 

t e n i r  l a  p r e m i è r e  s é r i e  d e s  f o r m u l e s  ( y ) ,  l a  s e u l e  q u e  n o u s  u t i l i s e r o n s ;  o n  

t r o u v e r a i t  c e l l e s  d e  l a  s e c o n d e  s é r i e  e n  d i f f é r e n t i a n t  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  æ, y ,  z  

s a n s  f a i r e  v a r i e r  l e s  é l é m e n t s .

P o u r  l ’ i n t é g r a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  (a), o n  d e v r a  c o n s i d é r e r  l e s  é l é m e n t s  a, 
P ,  . . .  o u  a ,  e ,  . . .  c o m m e  v a r i a b l e s ,  e t  l ’ o n  o b t i e n d r a  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n 

t i e l l e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  v a r i a b l e s  a ,  e,  . . .  e n  r e m p l a ç a n t  d a n s  ( 8)  l e s  é l é 

m e n t s  c a n o n i q u e s  p a r  l e u r s  e x p r e s s i o n s  ( g )  e n  f o n c t i o n  d e s  é l é m e n t s  e m p l o y é s  

p a r  l e s  a s t r o n o m e s .  C e  c a l c u l  s e r a  f a i t  p l u s  l o i n .  E n  s o m m e ,  l e s  é l é m e n t s  c a n o 

n i q u e s  n ’ a u r o n t  s e r v i  q u e  d ’ i n t e r m é d i a i r e s  p e r m e t t a n t  d ’ é c r i r e  i m m é d i a t e m e n t  

l e s  é q u a t i o n s  ( 8) .

C e  q u ’ i l  f a u t  r e t e n i r ,  c ’ e s t  q u e  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  æ , y ,  z ,  x ' , y ' ,  z '  s o n t  d e  l a  

f o r m e

( < ? )

k 1
« 1 = ----------- >

2 a

a E —  TZ |
P . =  - 7 —

<pc2 == k ^ a (i  —  e 2 ) c o s 9 ,

P2 =  8 ,

y  =  a , e , . . .), z  —  3 >3(t, a, e, . . . ) ,

( I 0 ) { , d x  1 f . ,  , dy  . , dz n . .
x  —  —  W i ( t, a, e, . . . ) ,  y  —  ^  —  F 2 ( i ,  (ü, e ,  . . .  ) ,  z  —  · · · )>

x  = 0 , ( i ,  a ,e , . . . ) ,

d x  

dt

q u ’ i l  s ’ a g i s s e  d e s  é q u a t i o n s  ( ¡ 3 )  o u  d e s  é q u a t i o n s  ( a ) ;  s e u l e m e n t ,  l e s  q u a n t i t é s  

a ,  e ,  . . .  s o n t  c o n s t a n t e s  d a n s  l e  p r e m i e r  c a s ,  v a r i a b l e s  d a n s  l e  s e c o n d .

6 1 .  S u p p o s o n s  q u e  l ’ o n  c o n n a i s s e  l e s  e x p r e s s i o n s ,  f o n c t i o n s  d u  t e m p s ,  q u e  

l ’ o n  d o i t  m e t t r e  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 1 0 )  à  l a  p l a c e  d e  a ,  e,  . . .  p o u r  r e p r é s e n t e r  

l e  m o u v e m e n t  d e  l a  p l a n è t e  P  ;  s o i e n t  a 0 ,  e 0, . . .  l e u r s  v a l e u r s  à  u n e  é p o q u e  d é 

t e r m i n é e  e t  d ’ a i l l e u r s  q u e l c o n q u e  t 0. R e m p l a ç o n s  d a n s  ( 1 0 )  a ,  e ,  . . .  p a r  a 0,
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e 0 , . . . ,  e t  d é s i g n o n s  p a r  x ,  y ,  z  c é  q u e  d e v i e n n e n t  x ,  y ,  z ;  i l  v i e n d r a

i x  =  0 , ( i ,  a0,e 0, . · · ) , y —  « 0 , <?0> · · · ) , z —  ^ 3  ( tj a0, 6  ̂j

0 0 dX lTr , ,
I ^  ( 6  «o, e0, ·

dy
dt “ ^*2 ( ^0) ^0) * · · ) . ^  6 0î

o n  a u r a  v i s i b l e m e n t ,  p o u r  t = tp >

( 1 2 ) x =  x, y =  y , Z == z,
dx dx 

. dt dt ’

11

dy dz dz 

dt dt dt

L e s  f o r m u l e s  ( n )  r e p r é s e n t e n t  l e  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e  d ’ u n e  p l a n è t e  f i c t i v e  

d e  m a s s e  m ,  q u i  a u r a i t  à  l ’ é p o q u e  t„ m ê m e  p o s i t i o n  e t  m ê m e  v i t e s s e  q u e  l a  p l a 

n è t e  P ,  e t  q u i  u l t é r i e u r e m e n t ,  d a n s  c h a c u n e  d e  s e s  p o s i t i o n s ,  s e r a i t  s o u m i s e

s e u l e m e n t  à  l ’ a t t r a c t i o n  d u  S o l e i l ,  W '>·

L e s  é l é m e n t s  a 0 ,  e 0 ,  . . .  s o n t  a p p e l é s  l e s  é lém e n ts  oscilla teu rs  d e  l ’ é p o q u e  ?0 ;  c e  

s o n t  d o n c  l e s  é l é m e n t s  d e  l ’ o r b i t e  e l l i p t i q u e  i n v a r i a b l e  q u e  d é c r i r a i t  l a  p l a 

n è t e  P ,  s i ,  à  p a r t i r  d e  l ’ i n s t a n t  tn, e l l e  c e s s a i t  d ’ ê t r e  a t t i r é e  p a r  l e s  a u t r e s  p l a 

n è t e s  P 4 ,  P 2 ...................O n  p o u r r a  l e s  c a l c u l e r  p a r  l e s  f o r m u l e s  d u  n °  3 8 ,  c o n n a i s s a n t

l e s  v a l e u r s ,  p o u r  l ’ é p o q u e  t 0, d e s  c o o r d o n n é e s  x 0, y 0, z 0, e t  d e s  c o m p o s a n t e s
ld x \ /dy 

\ d t / „’
d e  l a  v i t e s s e .  S i  d o n c  l e  m o u v e m e n t  d e  l a  p l a n è t e  é t a i t

c o n n u ,  r i e n  n e  s e r a i t  p l u s  f a c i l e  q u e  d e  c a l c u l e r  l e s  d i v e r s  s y s t è m e s  d ’ é l é m e n t s  

o s c u l a t e u r s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  é p o q u e s  t 0, t { ...................

Fig. 18.

S o i e n t  ( f i g .  1 8 )  P 0 C  l ’ o r b i t e  d e  l a  p l a n è t e ,  P 0 s a  p o s i t i o n  e t  P 0 A 0 =  Y 0 s a  

v i t e s s e  à  l ’ é p o q u e  £0 > P  s a  p o s i t i o n  a u  t e m p s  t %, s o i e n t  P 0 C '  l ’ o r b i t e  e l l i p t i q u e  d e  

l a  p l a n è t e  f i c t i v e  c o n s i d é r é e  p l u s  h a u t ,  P '  s a  p o s i t i o n  a u  t e m p s  t; s u p p o s o n s  q u e  

l ’ i n t e r v a l l e  t  —  t 0 s o i t  u n e  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  d u  p r e m i e r  o r d r e .  O n  

p o u r r a  c a l c u l e r  x , y ,  z ,  c o o r d o n n é e s  d u  p o i n t  P ,  e t  x ,  y ,  z ,  c o o r d o n n é e s  d e  P ' ,  

p a r  l a  f o r m u l e  d e  T a y l o r  :

x  =  x 0 +
dx

dt
t — tp 

0 I

( t --- tp)-

dt2 /o i . 2

f d ^ \  f , / ^2x \  ( t  —  t 0 Y

\ d t  ) o J \ d t 2 ) 0 i . a
x — x0 +
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o n  a u r a ,  à  c a u s e  d e  ( 1 2 ) ,  '

1  ( t  —  £0) 2

1 6 7

*  x - L U v o  U v o J

e t ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( a )  e t  ( b ) ,

1 . 2

x -  w »  1 . 2

o n  a u r a  d e s  f o r m u l e s  s e m b l a b l e s  p o u r  l e s  d i f f é r e n c e s  y  —  y ,  z  —  z ;  s i  l ’ o n  r e 

m a r q u e  q u e  l e s  q u a n t i t é s  > ( ¿ ¡ÿ )  > c o n t i e n n e n t  d a n s  c h a c u n e  d e

l e u r s  p a r t i e s  l ’ u n  d e s  p e t i t s  f a c t e u r s  n u m é r i q u e s  m { ,  m 2, .  . ,  o n  v o i t  q u e  l a  d i s 

t a n c e  d e s  p o i n t s  P  e t  P '  s e r a  i n f i n i m e n t  p e t i t e  d u  s e c o n d  o r d r e ,  à  c a u s e  d u  

f a c t e u r  ( t —  t 0 ) 2 ,  e t  q u ’ e l l e  s e r a  p l u s  p e t i t e  e n c o r e  à c a u s e  d e  l a  p r é s e n c e  d e s  

f a c t e u r s  m ,  o u  m 2, . . . ,  d a n s  l e  c o e f f i c i e n t  d e  ( t  —  t oy .  O n  p o u r r a ,  p o u r  u n  

i n t e r v a l l e  d e  t e m p s  s u f f i s a m m e n t  p e t i t ,  r e m p l a c e r  l e  m o u v e m e n t  d e  l a  p l a n è t e  

d e  P 0 e n  P  p a r  c e l u i  d e  l a  p l a n è t e  f i c t i v e ,  s u r  l ’ a r c  d ’ e l l i p s e  P 0 P ' .  C ’ e s t  d o n c  l e  

p r o b l è m e  d e s  d e u x  c o r p s ,  d o n t  l a  s o l u t i o n  e s t  b i e n  c o n n u e ,  q u i  s e r t  e n  q u e l q u e  

s o r t e  d ’ é l é m e n t  i n f i n i t é s i m a l  p o u r  a b o r d e r  l e  p r o b l è m e  d u  m o u v e m e n t  d ’ u n  

n o m b r e  q u e l c o n q u e  d e  c o r p s .

D é fin itio n s . —  L e  m o u v e m e n t  d e  l a  p l a n è t e  P  s u r  s o n  o r b i t e  P 0 C  e s t  a p p e l é  l e  

m o u v em en t tr o u b lé ;  o n  p e u t  d i r e  q u e  c e  m o u v e m e n t ,  q u i  s e r a i t  e l l i p t i q u e  s i  l e s  

a u t r e s  p l a n è t e s  n ’ e x i s t a i e n t  p a s ,  e s t  t r o u b l é  p a r  l a  f o r c e  d o n t  l e s  c o m p o s a n t e s

s o n t  q u e  l ’ o n  n o m m e  f o r c e  p e r tu rb a tr ic e  ; l a  f o n c t i o n  R  e s t  e l l e - m ê m e

n o m m é e  f o n c t io n  p e r tu rb a tr ice .  L e s  d i f f é r e n c e s  x  —  x ,  y  —  y ,  z  —  z  s o n t  a p p e -

.  s o n t0 ’ e  —  e nl é e s  l e s  p e r tu rb a tio n s  des c o o r d o n n é e s; l e s  d i f f é r e n c e s  a  —  a, 

e l l e s - m ê m e s  l e s  p e r tu r b a tio n s  des é lém e n ts.  E n f i n ,  l a  p a r t i e  d e  l a  M é c a n i q u e  

c é l e s t e  q u i  a  p o u r  b u t  l e  c a l c u l  d e s  p e r t u r b a t i o n s  r e ç o i t  l e  n o m  d e  T h éo rie  des  

p e rtu rb a tio n s.

R em a rq u e. —  S o i t  C  =  % ( x ,  y ,  z ,  ~ — 'j  u n e  i n t é g r a l e  p r e m i è r e  d e s

é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e ;  C  s e r a  d o n c  u n e  c e r t a i n e  

f o n c t i o n  d e s  é l é m e n t s  e l l i p t i q u e s ;  o n  a u r a  l a  m ê m e  r e l a t i o n  d a n s  l e  m o u v e m e n t  

t r o u b l é ,  p o u r v u  q u e  l ’ o n  r e m p l a c e  d a n s  C  l e s  é l é m e n t s  p a r  l e u r s  v a l e u r s  v a r i a 

b l e s  à  l ’ é p o q u e  t.  C e l a  e s t  é v i d e n t  s i  l ’ o n  s e  r e p o r t e  a u x  f o r m u l e s  ( 1 1 )  q u i  r e 

p r é s e n t e n t  l e  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e  o u  l e  m o u v e m e n t  t r o u b l é ,  s u i v a n t  q u e  l ’ o n  

y  s u p p o s e  l e s  é l é m e n t s  c o n s t a n t s  o u  v a r i a b l e s .

6 2 .  I l  n o u s  r e s t e  à  c o n c l u r e  d e s  f o r m u l e s  (S) c e l l e s  q u i  d o n n e n t  l e s  d é r i v é e s  

d e s  é l é m e n t s  e l l i p t i q u e s  a ,  e,  <p, 0 ,  xs, z.
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CHAPITRE IX.1 6 8

P o u r  y  a r r i v e r ,  n o u s  r é s o u d r o n s  l e s  é q u a t i o n s  ( g )  p a r  r a p p o r t  à  c e s  é l é m e n t s ,  

c e  q u i  n o u s  d o n n e r a

( i 3 )

a —  -
2 OC,

,  , 2 0C,0C3

OC2
cos cp =  — ,

«3

e = p2,

(3„

e —  ¡32 +  (3.,4- ^  ( —  2 o c , / .

N o u s  a u r o n s  d ’ a b o r d

da A·2 «fa,

dt
- +

2 a 2 dt
->

de «3 / «foc. i f  oc,'
e —j— — 

dt "  A*
( «3

(Ai
+  2 « ,

■ rfï.

«foc3 cfoc2

des.
0C2

«fi “ • ¿ r

Sln^ ~ - oc2

d9  d[32

dt dt

\

dus ef(32 ¿/¡33

dt «fi  dt  5

«fs  ef(32

dt  «fi
¿ h  , _ i f _ 2 a

r f i '  +  A ^  "  dt

3 0- . »Q

d ’ o i i ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e s  f o r m u l e s  ( S )  e t  ( g · ) ,

('4)

«f«t __ 2 a *  i R

«fi A 2

de a\h —  e%( , ---------:  d R  k  d R \

. d ï ^ - F T - ^ ' - 6 d f . ~ j W , ) ’

I cfcp   t /  d R  d R  \  _

I «fi A,y / a ( i  —  e 2 ) s i n c p \  ' ^ ^P» ^ P » /

dd __ d R

dt  d o c /

dns _  d R  d R

dt d a 2 doc3

«fe _ _ _  d R  _  d R  _  k_ d R  _  3 a  _  d R

dt doc, doc3 -| doc, A 2 £ ^  d(3 ,
a
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1 6 9VARIATION DES ÉLÉMENTS ELLIPTIQUES.

O n  t i r e r a  e n s u i t e  d e s  f o r m u l e s  ( i 3 )

I . Nf d R  A  (JR

A 2 ( 2 « l )  d£ —  |  fe  ’
aL

d R  d R  d R

à6 +  dm de ’

d R d R d R

d p , r ~  dm +  T e '

d R A2 d R al d R 3 (3 , JL d R

d a !  ~ 2 a f da F i de A2
( — 2 a , ) 2

d s

2 a 2 d R a 1 —  * 2 d R 3 a . d R

"  A 2' da A2 e d e “  7 2  ( £ — d i ’

d R 1 d R I d R

doc2 a3 sin<p dcp k ^ a {i —  e 2) s i n  9  df-

<JR  2 « i « )  i R  __ 1 a 2 (JR

da3 e A* de s i n  9  a |  dcp

_  1 \/i  —  e 2 d R  1 c o s  9  (JR

k\/a e de k \Ja \Ji —  e 2 s i n 9  dy

d R  _  

¿ P i “

d R  _  

d P 2 ~

d R
E n  p o r t a n t  c e s  v a l e u r s  d e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  ~  

e t  r é d u i s a n t ,  i l  v i e n t

· ·  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 1 4  )

d a   2 d R

dt na d e ’

dd ___________1________ d R

dt  n a 2y / i —  e 2 s i n 9  ^ 9

9

d m __ t a n g  2 d R  \ / i  —  e 2 d R

dt ~  na?\]i —  e 2 d 9  n a ïe d e ’

ofe __ \Ji —  e 2 d R  r ------^5 1 —  \J\ —  e 2 d R

dt  n a ! e  dm v  « a 2e  de

¿ 9  _____________ 1 d R  _  t a n g I  / d R  ^  d R \

d t n a ïsji  —  e 2 s i n 9  d d  n a ï^ i  —  e 2 V d ^  d e )

9

de 2 d R  t a n g  2 d R  ,--------- 5 i — \]i —  e 2 d R

d t na da ncû'sjx —  e 2 ^ 9  na^e de

k
O n  a  r e m i s ,  p o u r  a b r é g e r  r é c r i t u r e ,  n  a u  l i e u  d e  *

a 2

T .  -  I . 22
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CHAPITRE IX .170

C e s  f o r m u l e s  ( h )  s o n t  l a  b a s e  f o n d a m e n t a l e  d e s  t h é o r i e s  d e s  m o u v e m e n t s  

d e s  p l a n è t e s ;  e l l e s  c o n t i e n n e n t  e n  g e r m e  t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  d e  c e s  m o u v e 

m e n t s .

6 3 .  N o u s  a l l o n s  p r é s e n t e r  à  l e u r  s u j e t  q u e l q u e s  o b s e r v a t i o n s .

O n  p e u t  p a r t a g e r  l e s  é l é m e n t s  e n  d e u x  g r o u p e s ,  0 ,  xs,  e d ’ u n e  p a r t ,  a ,  e,  <p d e  

l ’ a u t r e ;  l e s  t r o i s  é l é m e n t s  d u  p r e m i e r  g r o u p e  e x p r i m e n t  d e s  l o n g i t u d e s ;  l e u r s  

d é r i v é e s  p a r  r a p p o r t  a u  t e m p s  n e  c o n t i e n n e n t ,  c o m m e  l e  m o n t r e n t  l e s  f o r 

m u l e s  ( h ) ,  q u e  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d e  R  p r i s e s  p a r  r a p p o r t  à  u n  o u  p l u s i e u r s

d e s  é l é m e n t s  d u  s e c o n d  g r o u p e ;  l a  r é c i p r o q u e  a  l i e u  p o u r  ^ j - o t

L e  c o e f f i c i e n t  d e  ^  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  d e  ^  p e u t  s ’ é c r i r e

y/1 —  e 2 e ·

n - v / T ^ ë 2 ’

d o n c ,  s i  e e s t  u n e  p e t i t e  q u a n t i t é  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  e t  c ’ e s t  l e  c a s  g é n é r a l ,  l e  

c o e f f i c i e n t  e n  q u e s t i o n  s e r a  u n e  p e t i t e  q u a n t i t é  d u  m ê m e  o r d r e ,  m a l g r é  l e  

d i v i s e u r  e  q u ’ i l  p a r a i s s a i t  c o n t e n i r  t o u t  d ’ a b o r d .

M a i s  c e  p e t i t  d i v i s e u r  e  e x i s t e  b i e n  r é e l l e m e n t  d a n s  l e s  f o r m u l e s  q u i  d o n n e n t

^  e t  d a n s  c e r t a i n s  c a s  i l  e n  p e u t  r é s u l t e r  d e s  i n c o n v é n i e n t s  s é r i e u x ;  o n  l e s

é v i t e  e n  p o s a n t

( i 5 ) A  =  e  sinOT, ¿ =  e  c o so t ,

e t  r e m p l a ç a n t  l e s  v a r i a b l e s  e  e t  xs  p a r  h  e t  / ;  o n  t r o u v e  d ’ a b o r d

dh __

dt
de dn1

s i n c j  -y  + e c o s c r - 7 - j  
dt dt

dl
dt

de
COSOT -v- 

dt

dm
— e sm O T -v - 

■ dt
j

dR

de

d R

. d R
sinOT -77— I- 

0/1

d R

d R
COS OT -TV

al

. d R

>

—— — e cosot ^7- 
dOT oh

■ e sinOT
dt

a p r è s  q u o i ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e s  e x p r e s s i o n s  ( h )  d e  -4  e t  e t  r é d u i s a n t ,  o n
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t r o u v e

VARIATION DES ÉLÉMENTS ELLIPTIQUES. I 7 1

( 1 6 )

dh 
, dt

d l
dt

\! i  —  A 2 —  l- d R  _  y / i —  A 2 —  l2 
na2

(JR
(tangí ÎR

d l nai

\J i  —  A 2 —  l2 (JR \/ï —  A 2 —  l2

i  H- \/i —  A 2 —  /2 / i a 2 \Ji  —  A 2 —  ¿2 (J9 ’

A  t a n g  ?
(JR ( J R

(JA /l a · 1 1 +  s/ 1  — A2 — l2 àe na2 ^ J _  fp __ ¿2 <J<p

O n  v e r r a  p l u s  l o i n  q u e  l ’ o n  s u b s t i t u e  à  l a  f o n c t i o n  R  u n  d é v e l o p p e m e n t  d o n t  

l e s  d i v e r s  t e r m e s  s o n t  o r d o n n é s  p a r  r a p p o r t  a u x  p u i s s a n c e s  d e s  e x c e n t r i c i t é s  

e t  d e s  i n c l i n a i s o n s  d e s  o r b i t e s ;  o n  a p e r c e v r a  d è s  l o r s  a i s é m e n t  q u e ,  s i  l ’ o n  c o n 

s e n t  à  n é g l i g e r  d e  p e t i t e s  q u a n t i t é s  d ’ u n  o r d r e  s u p é r i e u r  d e  d e u x  u n i t é s  à  c e l u i  

d e s  q u a n t i t é s  c o n s e r v é e s ,  l ’ e x c e n t r i c i t é  é t a n t  r e g a r d é e  c o m m e  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  

o n  p e u t  a l o r s  r é d u i r e  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 6 )  a u x  s u i v a n t e s ,  q u i  s o n t  t r è s  s i m p l e s  :

(■ 7 )
d h

dt

j _  dR  

na2 d l *

d l

dt
J L  d R .na2 d h

D e  m ê m e ,  l e s  v a l e u r s  d e  ^  e t  d e  ^  p e u v e n t  ê t r e  s u j e t t e s  à  d e s  d i f f i c u l t é s

s i  <p e s t  p e t i t ,  c e  q u i  a r r i v e  l e  p l u s  s o u v e n t ;  o n  l e s  é v i t e r a  e n  f a i s a n t ,  p a r  u n e  

t r a n s f o r m a t i o n  a n a l o g u e  à  l a  p r é c é d e n t e ,

(<8 ) /» =  t a n g 9  s i n 0 ,  q = t a n g < p  c o s 0 ,

e t  r e m p l a ç a n t  <p e t  0 p a r  l e s  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  p  e t  q , 

O n  t r o u v e r a

dp . „d û  s i  nd dca
; i =

dq ,  . .  dd c o s  B d<o
- r  —  —  tang© sin0 -7- H------;----
dt  & T  d t  c o s 2 9  dt

(JR a (JR · û <JR
= t a n g 9  c o s ô  —  t a n g 9  s m 0

(JR ' s i n #  (JR c o s 0 (JR

(J9 c o s 29  dp c o s 2 9  à q y

dp I (JR P / (J R

dt na2\J i  —e2 c o s 3 9 d q
2 na2 — e2 c o s  9  c o s 2 ^

\(JîiT

dq I (JR ? ,/ ( J R

dt na2 y/1 — e 2 c o s 39 dp
2 na2\J 1 — e 2 c o s 9  c o s 2 -

^ (Jct

( J R \

de J ’

( [9 )
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1 7 2  CHAPITRE IX. —  VARIATION DES ÉLÉMENTS ELLIPTIQUES.

S i  l ’ o n  c o n s e n t  e n c o r e  à  n é g l i g e r  d e s  q u a n t i t é s  d ’ u n  o r d r e  s u p é r i e u r  d e  d e u x  

u n i t é s  à  c e l u i  d e s  q u a n t i t é s  c o n s e r v é e s ,  l ’ i n c l i n a i s o n  <p é t a n t  c o n s i d é r é e  c o m m e  

d u  p r e m i e r  o r d r e ,  o n  p e u t  s e  b o r n e r  à

, 2 0 n dp _  I d q _ _ ________ 1 d R .

dt na2 1 —  e% dq dt naï [ —  ei dp ’

s i  e  e s t  p e t i t  e n  m ê m e  t e m p s  q u e  <p, o n  p o u r r a  m ê m e  p r e n d r e  p l u s  s i m p l e m e n t

dp _  J _  d R  dq  _____ i _  d R .

'  ' d t na2 dq ’  dt na2 dp ’

\

o n  v o i t  l ’ a n a l o g i e  d e  c e s  f o r m u l e s  a v e c  l e s  f o r m u l e s  ( 1 7 ) .
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CHAPITRE X. VARIATION DES CONSTANTES. MÉTHODE DE LAGRANGE. I 7 3

CHAPITRE X.

V A R I A T I O N  D E S  C O N S T A N T E S  A R B I T R A I R E S .  -7- M É T H O D E  D E  L A G R A N G E .

6 4 .  L e s  f o r m u l e s  ( h )  d u  n °  6 2  p e r m e t t e n t  d e  r é s o u d r e  t o u t e s  l e s  q u e s t i o n s  

r e l a t i v e s  a u  m o u v e m e n t  d e s  p l a n è t e s ;  n o u s  l e s  a v o n s  o b t e n u e s  p a r  l a  v o i e  q u i  

n o u s  a  p a r u  l a  p l u s  d i r e c t e .  M a i s  n o u s  c r o y o n s  n e  p o u v o i r  n o u s  d i s p e n s e r  d e  

r e p r o d u i r e  l ’ a n a l y s e  e m p l o y é e  p o u r  a r r i v e r  a u x  m ê m e s  f o r m u l e s  p a r  L a g r a n g e ,  

q u i  d o i t  è ' t r e  c o n s i d é r é  à  j u s t e  t i t r e  c o m m e  l e  c r é a t e u r  d e  l a  m é t h o d e  d e  l a  v a 

r i a t i o n  d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s .

D a n s  l e  C h a p i t r e  p r é c é d e n t ,  n o u s  a v o n s  m i s  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  

m o u v e m e n t  d e  l a  p l a n è t e  P  s o u s  l a  f o r m e

i d x  d ( H  —  R )  

l dt d x 1 ~ ° ’
d x '  d ( H  —  R )  

dt d x  ° ’

/ s  ) dy  d ( H  —  R )

i  dt dy1 ’

dy' , d ( H  —  R ) ___

dt dy  ’

f dz  d ( H  —  R )  __^

\ dt dz' ° ’

dz' d ( H - R )  

dt +  dz - ° ·

L a g r a n g e  c o n s i d è r e  d ’ u n e  m a n i è r e  p l u s g é n é r a l e  l e s  2 A  é q u a t i o n s

/ d x  d û  v ,
l d ï - d P ~ x = 0>

d x '  e)£2

~dt + ^ “ X = = 0 ’

( « )  dy d£i y ,

dt dy' ’

dy' à£2 v

i -  +  j ÿ - Y = 0 ·

Q  e s t  u n e  f o n c t i o n  d o n n é e  q u e l c o n q u e  d e  t ,  æ,  y ,  . . . ,  x \  y ' ,  . · · ;  i l  e n  e s t  d e  

m ê m e  d e s  q u a n t i t é s  X ,  Y ,  . . . ,  X ' ,  Y ' ,  . . .  ;  l e  n o m b r e  A  d e s  g r o u p e s  d e  d e u x  é q u a 

t i o n s  a s s o c i é e s  p e u t  ê t r e  q u e l c o n q u e .
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CHAPITRE X.1 7 4

C o n c e v o n s  q u ’ o n  a i t  r é u s s i  à  i n t é g r e r  r i g o u r e u s e m e n t  J e  s y s t è m e  s u i v a n t ,  

q u e  l ’ o n  d é d u i t  d u  p r é c é d e n t  e n  y  s u p p o s a n t  n u l l e s  l e s  q u a n t i t é s  X ,  Y ..................

X ' ,  Y ' ,
1 d x dS2 d x '
t  dt d x ' °  ’ dt dx

(b) 1 O .  _ â£2 dy' dH

I dt à / - ° > dt  +  ày

O n  a u r a  d o n c  o b t e n u  d e s  e x p r e s s i o n s  d e  oc, y ,  x ' , y  . . .  f o n c t i o n s  d e  t  e t

d e  i h  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  a ,  b ,  c ,  g ,  v é r i f i a n t  i d e n t i q u e m e n t  l e s  é q u a 

t i o n s  ( b ) ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  c e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ;  é c r i v o n s  c e s  e x p r e s 

s i o n s

( 1 )  . x  =  <bx(t, a, b, . . . ,  g ) , x '  =  W x{ t , a , b , . . . , g ) ,  -------

O n  v a ,  p o u r  r e p r é s e n t e r  l e s  i n t é g r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( a ) ,  c o n s e r v e r  l e s  m ê m e s  

e x p r e s s i o n s  a n a l y t i q u e s  ( 1 )  d e  x ,  oc', s e u l e m e n t  o n  r e g a r d e r a  a ,  b,  . . . ,  g  

n o n  p l u s  c o m m e  d e s  c o n s t a n t e s ,  m a i s  c o m m e  d e  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s .

O n  a u r a ,  d a n s  c e t t e  h y p o t h è s e ,

d x  __d x
dt dt

d x  da d x  db
àa dt db dt

d x '  d x ' d x ' da d x ' db
dt dt àa dt db dt

P o r t o n s  c e s  e x p r e s s i o n s  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( a )  e t  r e m a r q u o n s  q u e  l ’ o n  a

i d x  à £ ï   d x ' d iî  __

( 2 )  | dt d x '  ° ’  dt ~^~àx ° ’

p u i s q u e  l e s  f o r m u l e s  ( 1 )  s u b s t i t u é e s  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( b )  d o i v e n t  d o n n e r  d e s  

r é s u l t a t s  n u i s ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  q u a n t i t é s  a , b , . , . ,  c o n s t a n t e s  o u  v a r i a b l e s ;  

i l  v i e n d r a

da dt +  db dt ^  de dt~^~“
. — X ' = o ,

dy da dy db dy de 

da dt db dt de dt~̂ ~
. .  —  Y '  =  0 ,

d x ' da d x ' db d x ' de 

da dt db dt de dt~^~' '
. .  +  X = o ,

dy' da dy' db dy' de 

da dt db d t ^  de dt~‘r "
. .  +  Y  =  0 ,
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d a  db dg  

d t ’ dt*  ’  dt  ’
C e s  2 h  é q u a t i o n s  c o n t i e n n e n t  a u  p r e m i e r  d e g r é  l e s  2 h  i n c o n n u e s  -rry — > ■ · j - -

L a g r a n g e  l e s  c o m b i n e  e n  l e s  m u l t i p l i a n t  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  —  :

d x  
da

( 3 )

■+  d£
) * *

da 

5 dt
d i s p a r a î t ,  e t  i l v i e n t

db / dx dx' d x  d x ' dy à_/__ dy ày'
. dt \ da ~àb db da _'_ da db db da

de ( d x d x ' v  dx v  dy
+  d~t ( da de

. . . U . . • +  x 3 5 -4- Y  y—
da

do.'1 d v1
X' -r ~  +  Y' - jr -  4 - .  . . =  o .  da da

P o s o n s

( 4 )

( 5 )

n  , V  d.r , , V  r d x ' , y /  d . y ' ,
R a - X d^ +  Y T a  +  ---  +  %  7 ^  +  Y  +

r , n d x  d x '  d x  d x '  d y  dv' d v  dv'
i a > ] da db db da +  da db db da  +  ' ’ ’

i n t r o d u i s o n s  d e s  q u a n t i t é s  a n a l o g u e s  R i (  . . . ,  R ^ . ;  [ a ,  c ] ,  . . . ,  [ a , g -] ;  [ b ,  a ] ,  

\ b ,  c ] ,  . . . ,  q u i  s e r o n t  f o u r n i e s  p a r  d e s  f o r m u l e s  s e  d é d u i s a n t  i m m é d i a t e m e n t  

d e  ( 4 )  e t  ( 5 ) ,  e t  l ’ é q u a t i o n  ( 3 )  n o u s  d o n n e r a  l a  p r e m i è r e  d e s  r e l a t i o n s  c i -  

d e s s o u s

[ , , » ] §  +  [ « , o ] |  +  . . . +  K î - ] § 4 . B .  =  o .

S  + [6’ + + + =

6 5 .  L e s  q u a n t i t é s  { a ,  b ] ,  [ a ,  c ] ................ [ b ,  c ] ,  i n t r o d u i t e s  p a r  L a g r a n g e ,

j o u i s s e n t  d e  p r o p r i é t é s  i m p o r t a n t e s .

E n  p r e m i e r  l i e u ,  o n  a

[ a ,  a~\ —  { b ,  b~]— . . . — [ g , g ^  — o;

c e l a  r é s u l t e  d e  l a  d é f i n i t i o n  m ê m e  p a r  l a  f o r m u l e  ( 5 ) .  

E n  s e c o n d  l i e u ,  o n  a

[a, è] +  [6, a] =  o;

c e l a  r é s u l t e  e n c o r e  i m m é d i a t e m e n t  d e  l a  f o r m u l e  ( 5 ) ,  q u i  m o n t r e  q u e  [ a ,  5 ]  

c h a n g e  d e  s i g n e  q u a n d  o n  é c h a n g e  e n t r e  e l l e s  l e s  l e t t r e s  a  e t  6 .

E n f i n  l a  p r o p r i é t é  l a  p l u s  i m p o r t a n t e  c o n s i s t e  e n  c e  q u e  [ a ,  è ]  n e  c o n t i e n t
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p a s  l e  t e m p s  e x p l i c i t e m e n t ;  i l  f a u t  e n t e n d r e  p a r  l à  q u e ,  s i  d a n s  l e  s e c o n d  

m e m b r e  d e  l a  f o r m u l e  ( 5 )  o n  r e m p l a c e  æ,  x ' ,  . . . ,  y ,  y ' ,  . . .  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( 1 ) ,  

l e s q u e l l e s  s o n t  f o n c t i o n s  d e  t  e t  d e  a ,  b ,  g ,  u n e  f o i s  l e s  c a l c u l s  e f f e c t u é s ,

t  d i s p a r a î t .

P o u r  d é m o n t r e r  c e t t e  p r o p o s i t i o n ,  i l  n o u s  s u f f i r a  d e  p r o u v e r  q u e  l ’ o n  a

d\a, è l  
— ------- =  O .

dt

O n  t r o u v e  e n  e f f e t ,  e n  p a r t a n t  d e  l a  f o r m u l e  ( 5 ) ,

d [ a ,  b~\_ d i x  d x '  d x  d i x '  d 2x  d x '  d x  d^x'
dt d a d t  db da d b d t  à b d t  da db d a d t

_ d f  d x  d x 1 d x '  d x
~" da  \ dt db dt db

d x  d2x '  
dt da db

d x  d2x '

d x '  d * x
dt. d a à b

da db dt
d x '
da

d1 x  
db dt

o u  b i e n

à [ a ,  b \   d f  d x  d x '  d x '  d x
dt da  y dt db dt db

à i à x  d x '  d x '  d x  
db  I dt da dt da

o u  e n c o r e ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( 2 ) ,

d[a, ¿>]_ à f  d£2 d x  d£2 d x '
dt d a \ d x  db d x ’ db +  . . .

à / diî  d x  dQ d x '  
db da d x '  da

c e  q u i  p e u t  s ’ é c r i r e ,  e n  r e m a r q u a n t  q u e  ü  n e  c o n t i e n t  b  o u  a  q u e  p a r  ce, a/,  . . . ,

y , y ,  · · · .

d\a, b~]_ à d& à d£ 2 _ d2 £2

dt da  db db da  à b d a  d a à b
=  o .

D a n s  c h a q u e  c a s  p a r t i c u l i e r ,  û  a y a n t  u n e  v a l e u r  d é t e r m i n é e  e t  l e s  f o n c t i o n s  

1F 1 ,  . . .  q u i  f i g u r e n t  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 )  é t a n t  s u p p o s é e s  c o n n u e s ,  o n  d é 

t e r m i n e r a  l e s  q u a n t i t é s  \ a , b \ ,  . . .  p a r  u n  c a l c u l  a l g é b r i q u e ,  e n  p a r t a n t  d e s  

f o r m u l e s  ( 5 )  e t  ( 1 ) ;  o n  a u r a  a i n s i  à  e n  c a l c u l e r  u n  n o m b r e  é g a l  à

2h ( 2h —  1 )
I . 2

: h  ( 2I1 — i ) ;

o n  r e m p l a c e r a  e n s u i t e  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 6 )  l e s  s y m b o l e s  [ a ,  è ]  p a r  l e u r s  v a l e u r s
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a i n s i  d é t e r m i n é e s  e t  l ’ o n  a u r a ,  e n  r é s o l v a n t  c e s  2 h  é q u a t i o n s  d u  p r e m i e r  d e g r é ,  

l e s  v a l e u r s  d e  ^ ? · · · ,  ^  e x p r i m é e s  à  l ’ a i d e  d e  R a ,  R ^ ,  . . . ,  R ^  e t  d e  a ,  

b,  . . . ,  g .

O n  v o i t  q u e  t o u t  c e  c a l c u l ,  q u i  p e u t  ê t r e  t r è s  l o n g ,  e s t  é v i t é  q u a n d  o n  s u p p o s e  

l e s  é q u a t i o n s  ( b )  i n t é g r é e s  p a r  l a  m é t h o d e  d e  H a m i l t o n - J a c o b i .

L a  p r o p r i é t é  q u i  v i e n t  d ’ ê t r e  d é m o n t r é e  p e r m e t  s o u v e n t  d ’ a b r é g e r  l e s  c a l c u l s ,  

e n  a s s i g n a n t  u n e  v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  c o n v e n a b l e m e n t  c h o i s i e  a u  t e m p s  t  q u i  

f i n a l e m e n t  d o i t  d i s p a r a î t r e .

S u p p o s o n s ,  p a r  e x e m p l e ,  q u e  l ’ o n  f a s s e  t  —  o ,  e t  s o i e n t # , , »  j 0 > · · · » ____

l e s  v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  d e  x ,  y ,  . . . ,  # ' ,  y ' ,  . . .  ;  o n  a u r a

r A -i _  d f o  - æ'° —  — °- ^  , d / o  b ù  _  b n  d /o _  _u  

 ̂ ’ ·* àa db db da da db db ~da.

A d m e t t o n s ,  c e  q u e  l ’ o n  p e u t  t o u j o u r s  f a i r e ,  q u e  a , b , . . .  d é s i g n e n t  p r é c i s é 

m e n t  l e s  q u a n t i t é s  # 0 , y 0, . . . ,  # ' 0 ,  y o ,  . . .  ;  i l  v i e n d r a

L °’ 0 à x 0 dx'a àx'0 à x a d x 0 àx'0 dx'0 d x 0 ~t~' "  ’

O r  t o u t e s  l e s  d é r i v é e s  q u i  f i g u r e n t  a u  s e c o n d  m e m b r e  d e  c e t t e  f o r m u l e  s o n t  

n u l l e s  à  l ’ e x c e p t i o n  d e  d e u x ,  ~  e t  > q u i  s o n t  é g a l e s  à + i ;  o n  a u r a  d o n c

l>o» #«] =  +  1 ;

o n  t r o u v e r a  t o u t  a u s s i  f a c i l e m e n t

O o ,7 o ] = o ,  [#0,7'0] =  o, . . . ,  D W o ] =  +  i»

d e  s o r t e  q u e  l e s  f o r m u l e s  ( 6 )  d e v i e n d r o n t

( 7 )

dx„
dt

d y  0 
dt

= +  . 

: +  R y i  »

dx\
dt

dy\
dt

- I W

by<i >

L e s  v a l e u r s  i n i t i a l e s  d e s  v a r i a b l e s  æ , y ,  . . . , # ' ,  y ' ,  . . .  c o n s t i t u e n t  d o n c  u n  

s y s t è m e  t r è s  s i m p l e  d ’ é l é m e n t s ,  a u  p o i n t  d e  v u e  d e  l a  m é t h o d e  d e  l a  v a r i a t i o n  

d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ;  c e p e n d a n t  o n  n ’ e m p l o i e  p a s  c e s  é l é m e n t s  e n  A s t r o -  
T. -  I. a3
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n o m i e  p a r c e  q u ’ i l s  e n t r e n t  d ’ u n e  m a n i è r e  t r o p  c o m p l i q u é e  d a n s  l e s  e x p r e s 

s i o n s  ( 1 ) .

R em a rq u e.  —  Q u a n d  o n  d o n n e r a  a i n s i  à  t  u n e  v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  t , ,  s i  c e t t e  

v a l e u r  d é p e n d  d ’ u n e  o u  d e  p l u s i e u r s  d e s  q u a n t i t é s  a , b ,  i l  f a u d r a  a v o i r  

s o i n  d e  n e  f a i r e  t =  t { q u ’ a p r è s  a v o i r  c a l c u l é  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d e  x ,  x ' ,  . . . ,  

p a r  r a p p o r t  à  c e l l e s  d e s  q u a n t i t é s  a , b , . . .  q u i  f i g u r e n t  d a n s  t , .  S u p p o s o n s ,  e n  

e f f e t ,  q u e  l ’ o n  a i t  t, —  f ( a ) ;  i l  e s t  é v i d e n t  q u e  l a  d é r i v é e  p a r  r a p p o r t  à  a  d e  

x  —  ( t ,  a ,  b ,  . . . ) ,  d a n s  l a q u e l l e  o n  f e r a  e n s u i t e  t = f ( a ) ,  n e  s e r a  p a s  l a

m ê m e  q u e  c e l l e  d o  l ’ e x p r e s s i o n  [ / ( a ) ,  a ,  b,  . . . ] .

6 6 .  A p p l i q u o n s  l a  t h é o r i e  p r é c é d e n t e  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  m o u v e m e n t s  

d e s  p l a n è t e s .

N o u s  d e v r o n s  f a i r e

Î2 =  II =  T — U =  -  +  !>

X ' = o ,  Y ' = o ,  Z ' = o ;

d a n s  c e  c a s ,  l e s  p r e m i è r e s  d e s  f o r m u l e s  ( a )  d o n n e r o n t

d z

d t

L e s  i n t é g r a l e s  g é n é r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( b )  d u  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e  o n t  é t é  

d o n n é e s  a u  n °  3 2 ; n o u s  l e s  r a p p e l l e r o n s  b i e n t ô t .

Fig. >9·
• 2

y

C o m m e n ç o n s  p a r  u n  c a l c u l  p r é p a r a t o i r e ;  t r a ç o n s  l a  s p h è r e  d e  r a y o n  1 ,  

a y a n t  p o u r  c e n t r e  l e  c e n t r e  O  d u  S o l e i l  ;  e l l e  e s t  p e r c é e  a u x  p o i n t s  x ,  y ,  z  p a r  

l e s  p a r t i e s  p o s i t i v e s  d e s  a x e s  d e  c o o r d o n n é e s ,  e t  l e  p l a n  d e  l ’ o r b i t e  d e  l a  p l a n è t e  

l a  c o u p e  s u i v a n t  l e  g r a n d  c e r c l e  N H .  S o i t  \ l e  p o i n t  d e  c e t t e  s p h è r e  o ù  v i e n t  

a b o u t i r  l e  r a y o n  m e n é  d u  S o l e i l  a u  p é r i h é l i e ;  p r e n o n s ,  d a n s  l e  s e n s  d u  m o u v e 

m e n t  d e  l a  p l a n è t e ,  l ’ a r c  =  9 0 ° ,  e t  ç o i t  Ç  l e  p ô l e  b o r é a l - d u  g r a n d  c e r c l e  £ y ) .  L e s  

a x e s  0 ^ ,  O y ] ,  0 Ç  f o r m e n t  u n  s y s t è m e  d ’ a x e s  r e c t a n g u l a i r e s  q u e  n o u s  a l l o n s  

c o n s i d é r e r ,  à  c ô t é  d e  l ’ a n c i e n  s y s t è m e  O x ,  O y ,  O s .  D é s i g n o n s  p a r  a ,  (3 ,  y ;  a ' ,  

¡3' ,  y ' ;  a " ,  (3" ,  y "  l e s  n e u f  c o s i n u s  d e s  a n g l e s  q u e  f o n t  l e s  a x e s  d u  p r e m i e r
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s y s t è m e  a v e c  c e u x  d u  s e c o n d ,  c e  q u i  s e r a  c l a i r e m e n t  i n d i q u é  p a r  l e  T a b l e a u  

c i - d e s s o u s  :

ri ç

X a af a"

y ß ß' ß"

Z y y' y"

P o s o n s ,  c o m m e  n o u s  l ’ a v o n s  f a i t  a n t é r i e u r e m e n t ,

n o u s  a u r o n s

#N =  9, H N / =  q> et N£ =  co; 

w =  & — 9 , in =  9 +  co.

Cela posé, la Trigonométrie sphérique nous donnera aisément, par une appli
cation répétée d e là  formule fondamentale,

Í a =  COS 0 COS Cl)— sin 9 sin co cos 9 a' ■=. — cos 9 sinco — sinocos a. cos<p « " = sin 9 sin 9

s) ß =  sinô cosco +  COS9 sin co cos 9 ß' = — sin 9 sin co-(-cosicosa coscp ß " = — cos 9 sin 9

( y =  sin co sin 9 y' = cos co sin9 /  = cos 9

On a d’ailleurs les relations bien connues

’ a 2 4 - ß2 + yi -— I aa +  ßß +  y y '  —  °.

(9 ) a '2 4 - ß'2-|- y'* Z“  I act' +  ßß ' +  yy" =  o,
a"2+ ß " 2+ · r - - = I oí' a " + ß ' ß "  +  y y — o f

[ « = = ß ' y " — y''ß" a. =  É" y  - - y ’ ß * ' ' z = ß y '  — yß'> -
(ro) ß== y ' oí" — a 'y " ß =  >" a - -  a" y ß" =  y oí' — a y \

1 y = - . a ' ß " —  ß V y' =  « ' ß - - ß 'a y" — a ß '  — ßoc'.

I l  n o u s  f a u t  c a l c u l e r  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d e  n o s  n e u f  c o s i n u s  p a r  r a p p o r t  

à  0 ,  ç  e t  w ;  o n  t r o u v e  a i s é m e n t ,  e n  p a r t a n t  d e s  f o r m u l e s  ( 8 ) ,  l e s  v a l e u r s  s u i 

v a n t e s  :

dQ ~  P ’
M  -  _ ß '  
d 9 ~  P ’

d ß

Ô9 - + a ’ II 
' 

+

1! p «s
K

.
II 0
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doc _ doc1
à f ~

=  a " s i n c o ,
d f

=  «*’ c o s c o ,

W  =
â f

= j3 " s i n  co,
d p
à f =  P* c o s c o ,

ây 

â f  ~
= / ' s i n  co,

ày'

à f =  / CO Sto;

dcc doc'
dco ~= «'» à co

—  —

Ê l -
dco = P ' ,

d p
âu>

- P ,

II
>~| 3 = / >

ây'
dco

=  — '/·

S o i e n t  Y ] ,  o  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  l a  p l a n è t e  p a r  r a p p o r t  a u x  n o u v e a u x  a x e s  
o n  a u r a

( * 4 ) æ = < x l +  <x'v, /  =  |3£ +  f3f YJ, s = y % + y 'n ;

d ’ o ù

( i 5 ) x '  =  a£,'-+-a'n', f  =  fâ ' +  ¡3 V ,  z ' =  y '̂ +  y'n',

e n  f a i s a n t

L e s  f o r m u l e s  d u  n °  3 1  d e v i e n n e n t ,  e n  y  r e m p l a ç a n t  —  « t  p a r  x ,

k  __
( J6 )  n —  —î> u —  e s i n  u =  nt-\- x ;

a a

( r 7 )  Ç =  a ( c o s u  —  e ) ,  n  =  a \Ji —  e2 s i n w ;

o n  e n  t i r e

( * 8 )

d u __ n

dt i  —  e c o s  u

nas\nu na\J i —  e 2 c o s w
--------------------> Y ) —  — -------------------------
i  —  e c o s «  i  —  e c o s  «

L e s  f o r m u l e s  ( i 4 ) >  ( i 5 ) ,  ( 1 6 ) ,  ( 1 7 ) ,  ( 1 8 )  e t  ( 8 )  d o n n e n t ,  c o m m e  o n  v o i t ,  l e s
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VARIATION DES CONSTANTES. —  MÉTHODE DE LAGRANGE.

e x p r e s s i o n s  d e  x ,  y ,  z ;  x ' ,  y ,  z ' ,  e n  f o n c t i o n  d e  t  e t  d e s  s i x  é l é m e n t s

0 9 )

6 7 .  1 1  n o u s  f a u t  m a i n t e n a n t  c a l c u l e r  l e s  q u i n z e  q u a n t i t é s  [ a ,  p a r  l a  f o r 

m u l e  ( 5 )  e n  p r e n a n t  s u c c e s s i v e m e n t  p o u r  a  e t  b  d e u x  q u e l c o n q u e s  d e s  é l é 

m e n t s  ( i g )  :

[ 0 , « ] ,  [ 0 > ? ] ,  [ « , ? ] ;

[ 8, a], [ 8, e ] ,  [ 0 , ' x ] ;  | > ,  « ] ,  [co, e ] ,  [ w , x J ;  [ ? , « ] ,  [ ? , « ] »  [<?» x d*

[a, e ] ,  [a, x ] ,  [e, x ] .

S o i e n t  K  e t  L  d e u x  é l é m e n t s  d u  p r e m i e r  g r o u p e  ( 0 ,  e n ,  <p) :  o n  a u r a

o n  a  d ’ a i l l e u r s ,  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( i 4 )  e t  ( i 5 ) ,  e n  r e m a r q u a n t  q u e  £ ,  y ] ,  r f  s o n t  

i n d é p e n d a n t s  d e  0 ,  w ,  <p,

d ’ o ù ,  e n  s u b s t i t u a n t  d a n s  [ K ,  L ] ,

m a i s  o n  a

i l  v i e n t  d o n c

doc doc' doc doc' d (3 d(3'  d{3 df3 '  dy dy^__  d y .  d /

d K  d L  ~  d L  d E  +  d K  d L  "  d L  d K  +  d K  dL dL  d K

S o i e n t ,  e n  s e c o n d  l i e u ,  K  u n  é l é m e n t  d u  p r e m i e r  g r o u p e  e t  P  u n  é l é m e n t  d u  

s e c o n d  ( a ,  e,  x ) ;  a ,  [3 ,  y ,  a ' ,  y ,  y '  s o n t  i n d é p e n d a n t s  d e  P  :  o n  t r o u v e  a i s é m e n t
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l e s  f o r m u l e s  s u i v a n t e s  :  ·

chapitre x.

r K pi —  —  —
d x  d x '  
dP

[K, P] =
>. dx dot' 
t d K + r i dK

d% , dn1_7_. _ t- /v' ___
dP

d x  „ à{3 dy

a dK +   ̂ dK +  7  dK

, dod 
dK

V W
dli

Æ
dK

djf_

dK

+ - i a ' i  +  i 3 , d l + y , d K

da'
dK

d p
dKa  — +  (3 ^ + 7 d K

„ ¿ P
à K

dP

dP

dot . dot'
■ 3 K + ’ 1 «

^  dP

dn' , dn
1 dP

d ?

1 dP

dn'
dP

' dP

. V' £  
n dP

d n
dP

d£ , dn 
a dP +  a dP

O r  o n  t i r e  d e  ( 9 )

dx a d(3 
OC T îï  +(3

dK

d x ’

d K + 7 dK d K ^  dK " '  dK
=  0.

a _ + s  w  +  „ , È 1
dK P dK +  7  dK a ' dK. +  ^  a i r  +  y

v Ê È
dK

,  d y
dK

i l  v i e n d r a  d o n c

t‘ . p] =  l » s  +  P, I + ' i
tÈ a L -t> È i-v ÊL+ri'ÈL
*= dp 4 dP v dp  ̂ dP

o u

[K, P] =  ( « ' ! £ 6 '  Êè. + V ' È L ' \  A ( ? n ' - nl>)
p d K + 7  d K j  dP

o u  b i e n  e n c o r e ,  à  c a u s e  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 0 ) ,

dx , d(3 , _dy \ d\Ja(i —  e i )( I I )  [ K ) p ]  =  / f ^ ' ^ + p ' ^ + y ' ^  --------- d p -

S o i e n t  e n f i n  P  e t  Q  d e u x  é l é m e n t s  d u  s e c o n d  g r o u p e ;  n o u s  a u r o n s

m  — i ï ü  d x  d x '  
L " >  Q J  —  d P  d Q  ~ d Q  d P

Ü
dP

' i n
dP

di' , d n 1
X  +  X  -w=r

dQ dQ

d£ , dn \ / d'i1 ■ , dn'
“  dQ +  a dQ )  \a dP +  a dP

H- (aa'--l~(3(3'+yy')
d£ dn' d£ dn' dç' dn _  d^ dn
dP dQ dQ dP +  dQ dP dP d Q J ’
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d ’ o ù ,  e n  v e r t u  d e s  r e l a t i o n s  ( 9 ) ,

j 8 3

( I I I )
dl  __ d'ci <fa_ d-n1 _  <h_ drt'_

dP dQ ~  dQ ¿P +  dP dQ —  dQ "¿P

I I  n e  r e s t e  p l u s  q u ’ à  a p p l i q u e r  l e s  f o r m u l e s  ( I ) ,  ( I I )  e t  ( I I I ) .

6 8 .  F a i s o n s  d ’ a b o r d  K  =  0 ,  L  =  t o ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( I ) ,  e t  t e n o n s  c o m p t e  d e s  

r e l a t i o n s  ( n )  e t  ( 1 3 ) ;  n o u s  t r o u v e r o n s

e n  p o s a n t ,  d a n s  l a  m ê m e  f o r m u l e  ( I ) ,  K =  0 ,  L  =  <p, e t  a y a n t  é g a r d  a u x  r e l a 

t i o n s  ( 1 1 )  e t  ( 1 2 ) ,  i l  v i e n t

E n f i n  l a  f o r m u l e  ( I )  d o n n e ,  p o u r  K  =  o> e t  L  =  <p, e n  s e  r e p o r t a n t  a u x  r e l a 

t i o n s  ( 9 ) ,  ( 1 2 )  e t  ( i 3 ) ,

[ « ,  <f] =  na^\Ji —  e 2 j ( a ' a "  +  f3'  ¡3" h -y'y") c o s «  - t -  ( a a "  H -  (3(3 " +  yy") s i n «  J = :  0 .

P a s s o n s  à  l a  f o r m u l e  ( I I )  d a n s  l a q u e l l e  n o u s  s u p p o s e r o n s  d ’ a b o r d  P  =  x ,  c e  

q u i  n o u s  d o n n e r a

[ 9, « ]  =  ua? \Ji —  e 2 ( ¡3« -l- (3'a '  — a(3 — a ' j3 ')  =  o  ;

~[S, <j>] — na? \J 1 — e 2 j ( a ( 3" —  (3a " )  c o s «  -1- ((3 ' a " —  a ' ( 3" ) s i n «

o u ,  e n  v e r t u  d e  ( 8 )  e t  ( 1 0 ) ,

[ 0 ,  <p j  =  « a 2 \J 1 —  e 2 ( —  y' c o s «  —  y  s i n  « )  =  —  na^sji —  e 2 s i n t p .

i l  e n  r é s u l t e  d o n c
[0, x ] = o ,  [ cü, x] = o, [<p, x ] = o .

S i  m a i n t e n a n t  n o u s  f a i s o n s  P  =  a ,  ' c e  q u i  e n t r a î n e

! d \ja ( 1 — e2 ) _ k \J 1 —  è

da i\j a
^ \ n a \ j  1 — e 2,

n o u s  t r o u v e r o n s

ày_\
d K / ’ .

d ’ o ù ,  e n  d o n n a n t  s u c c e s s i v e m e n t  à  K  l e s  v a l e u r s  ô ,  w ,  <p e t  a y a n t  é g a r d  a u x  r e -
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l a t i o n s  ( 8 ) ,  ( i 3 ) ,

CHAPITRE x .

[ 9 , à \ — \ n a  y/i — e2 (a|3 ' — [3a') — \ n a \ J \  — e 2 y " n a  —  e 2 coscp, 

[w, a ]  —  \ n a \ J \ — e 2 {a.'2+ P ' 2- h y n ) — ^ n a \ J i — e 2,

[<p> a ]  =  |  « a  v/1 — e3 ( a 'a "  +  (3'P" h - y ' / )  sinco =  o.

P o u r  P  =  e ,  n o u s  a u r o n s

d e v / T ^ y / i  ^ e 2

e t  l a  f o r m u l e  ( I I )  d e v i e n t

[ K ,  e ]  = —  na2
y/7 - <

t' i î  , S ' + v '  V
d K  +  (3 d K  7  d K / ’

e n  c o m p a r a n t  c e t t e  f o r m u l e  à  c e l l e  q u i  d o n n a i t ,  i l  n ’ y  a  q u ’ u n  m o m e n t ,  l a  v a l e u r  

d e  [ K ,  a ] ,  i l  v i e n t

[ K ,  e ] = -
2 ae 

i —  e'
[ K ,  a ] ;

i l  n ’ y  a  p l u s  q u ’ à  f a i r e  s u c c e s s i v e m e n t  K  =  Q ,  K  =  w ,  K  =  ç ,  e t  à  r e m p l a c e r  

[G, a ] ,  [ w ,  a ] ,  [ < p ,  a ]  p a r  l e u r s  v a l e u r s  c i - d e s s u s  ;  o n  t r o u v e r a  a i n s i

[ 0 , e ]  = —  n a 2 —  COSffl,
y i — e 2

[co, e ]  = — n a -  —  — .
V t — e 2

[ ? ,  e ]  =  o.

N o u s  a r r i v o n s  e n f i n  à  l ’ a p p l i c a t i o n  d e  l a  f o r m u l e  ( I I I ) .

P o u r  f a c i l i t e r  l e  c a l c u l ,  n o u s  d o n n e r o n s  à  i  l a  v a l e u r  p a r t i c u l i è r e

X  __
n i a

q u i  a n n u l e  u ;  c e t t e  v a l e u r  e s t  f o n c t i o n  d e  a  e t  x ;  o n  n e  d e v r a  d o n c  f a i r e  

/  =  t  q u ’ a p r è s  a v o i r  e f f e c t u é  l e s  d i f f é r e n t i a t i o n s  r e l a t i v e s  à  a  e t  x ;  o n  p o u r r a  

c a l c u l e r  l e s  d é r i v é e s  r e l a t i v e s  à  e  a p r è s  a v o i r  f a i t  t =  t .  E n  p r e n a n t  Q  —  e ,  l a  f o r 

m u l e  ( I I I )  d o n n e

P P  , __ de, dS,' d£ de' dn dn' d n  d n ' /

^ , e i ~ d ¥ ' d ë ~ d i d Û  +  d P ' à ë ~ ' d ê  d P ’
( 2 1 )
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VARIATION DES CONSTANTES. —  MÉTHODE DE LAGRANGE.

l e s  f o r m u l e s  ( 1 . 7 )  e t  ( 1 8 )  d o n n e n t

1 8 5

■ $ ' = o ,  

o n  e n  t i r e

V =  0, 

ï ) '= n a l / /i +  e _
-- kr \ ! ·V

dl
T e = ~ a’

i — e 

dn

\/a V

de
--- (J,

àl' dn' na
de

II
»—1

1 1

pour t =■  r;

e t  l a  f o r m u l e  ( 2 1 )  d e v i e n t  

( 2 2 ) [P >e-\ =  a %  +
na dri

dP (i — e) y/i — e4 ^P5

l e s  r e l a t i o n s  ( 1 7 )  e t  ( 1 8 ) ,  d i f f é r e n t i é e s  p a r  r a p p o r t  à  P ,  d o n n e n t ,  e n  f a i s a n t  e n 

s u i t e  t =  t ,  u  —  o ,

d%_  na fdu\

d p - ~ T = ï \ d p ) i=x’  

dudri ,- - - - ; / vu \
+  a\ji — e U p  ■ ;

à P ~  ‘ w v ‘  ' '  \ d P j l=x

a p r è s  q u o i  n o u s  t r o u v o n s ,  p a r  l a  f o r m u l e  ( 2 2 ) ,

o n  e n  t i r e  d o n c

na- ( àu\ na- [ àu\

[P’ e]~ i - e W ^ i - A d P ^ r 05

[a, e] =  o, 

[x, e] =  0.

R e s t e  s e u l e m e n t  à  t r o u v e r  [ a ,  x] ;  l a  f o r m u l e  ( I I I )  d o n n e

F a x 1  _  d'il dn dn' dn dn'
 ̂ da àx dx da da  dx dx da

E n  p a r t a n t  d e  ( 1 6 ) ,  ( 1 7 ) »  ( 1 8 ) ,  d i l f é r e n t i a n t  p a r  r a p p o r t  à  x ,  e t  f a i s a n t  e n s u i t e  

t  =  - r ,  o n  t r o u v e  a i s é m e n t

d u _  i
dx  i —  e

T. — I. 2 4
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e t

CHAPITRE X.

d V  n 
d i  =  ° ’

à% _

dn
à*. = n / —y  i —  e

na df\'
d x ~  (i —  e)2' dz

l ’ e x p r e s s i o n  c i - d e s s u s  d e  [ a ,  x ]  d o n n e  d o n c

=  o:

( 2 3 )
r  -, n a d% ,  / i  +  e[ a ,  z l  =  — ;-------rz — a i / ------
L J (i — e ) 2 da  y 1 — e

e dn'  
e da

D i f f é r e n t i o n s  e n s u i t e  ( 1 7 )  e t  ( 1 8 )  p a r  r a p p o r t  à  a ,  f a i s o n s  t —  t ,  e t  n o u s  

t r o u v e r o n s

d l _  dt]' _  (/i — e- d n a  _  / i +  e i ; [ ,  / 1 +  e .

da  e’ da  i — e  da  y/ i — e  da  2 V  1 e

e n  s u b s t i t u a n t  d a n s  ( 2 3 )  e t  r é d u i s a n t ,  i l  v i e n t  e n f i n

[ a ,  z ]  =  — | na.

6 9 .  N o u s  p o u v o n s  a c t u e l l e m e n t  é c r i r e  c e  q u e  d e v i e n n e n t  l e s  é q u a t i o n s  ( 6 )  

d a n s  l e  c a s  p r é s e n t ;  n o u s  a u r o n s

r de  r n dx r ,  iùp r  ~ du> r - ,  dd n  _
[«» el j t +[«»*] ^7 + [«'»?] 7̂ + [«>“] T t +  tfl> 8]/r, + Ra — o,dt dt dt

d ’ o ù ,  e n  r e m p l a ç a n t  l e s  q u a n t i t é s  [ « ,  e ] ,  . . .  p a r  l e u r s  v a l e u r s  t r o u v é e s  c i - d e s s u s ,

( c )

, c ? z  /------------ - deù ,  i------------;  d d
R «  —  i  na - jt —  i  na y/i —  e 2 —  \ n a \ ji  —  e 2 c o s  9  ^  —  ° ,

, ,  / i a 2e  i / u  « a 2 e c o s ©
R e +  - — =  —  -i------- , , T - 5 7  —  O,

y / i —  e 2 dt  —  ¿1 dt

t v  «

_  . ,---------- ;  da n a ïe  c o s ©  de  .  /-----------„
R g  +  A / i a v / i - e 2 C 0 S ?  ^  V ^ ^ s i n ?  ^  - o ,

ûfi

rf0
R<p -I- n a 2 y/1 —  e 2 s i n  9  ^  = 0 ,

„  , ,---------r i t «  « a 2e  de
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cio,
O n  t i r e  d e  c e s  s i x  é q u a t i o n s ,  e n  l e s  r é s o l v a n t  p a r  r a p p o r t  a u x  d é r i v é e s  

l e s  f o r m u l e s  s u i v a n t e s  :

(d)

da    2

dt na

de

dt

dm
dt

de

dt

dm

dt

dx
dt

na“e
I V

c o s c

y/1 —  e 2 

n a 2 e

R a

R i ,

« a 2 y/i — e 2 s i m p

i

na· f i

na 2 y/1 —  e 2 s i m p  

c o s  P  „
/---------  J-v

« a 2 y/1 —  e 2 s i m p  

i  —  e 2

Rm,

f i — '

■ e* s i n  <

R «

Re R a .

R ô ,

L a  c o m p a r a i s o n  d e  f o r m u l e s  ( a )  e t  ( a )  m o n t r e  q u e  l ’ o n  a ,  d a n s  l e  c a s  a c t u e l ,

X ' =  o ,  Y ' = o ,  Z ' = o ;

v  d R  v  d R  r. __ d R
X —  —  -5— ) Y —  —̂ y L  — --------r '

ôcc dy ôz

( 4 )  d o n n e  e n s u i t e

^    d R  d x  d R  dy  d R  dz    d R .

a d x  da dy da dz da d a 5

l e s  f o r m u l e s  ( d )  p o u r r o n t  d o n c  s ’ é c r i r e  c o m m e  i l  s u i t  :

( « )

d a   2 d R

dt na d x '

de __ i  —  e 2 d R  y/i —  e 2 d R

dt na*e dx ncde dm’

d<? _  ! c o s  9 d R

dt na- \/ i  —  e 2 s i n  9 dm

dd _ I d R

dp5dt na2 y/ i  —  e 2 s i n  9

I

n « !  y/i —  e 2 s i n 9

d i t

d e ’

d m __

dt
c o s  9  d R  

na* y/i —  e 2 s i n  9  d p

V/ W  d R  

nai e de

dx __ i  —  e 2 d R  2 d R

dt  —  na%e de na da
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S i  l ’ o n  i n t r o d u i t  e n f i n  a u  l i e u  d e  co e t  x  l e s  é l é m e n t s  vs e t  e p a r  l e s  f o r m u l e s

<ù =  —  9, x =  e —  üt,

o n  v e r r a  a i s é m e n t  q u e  l e s  f o r m u l e s  ( e )  s o n t  i d e n t i q u e s  a u x  f o r m u l e s  ( A )  

' d u  n °  6 2 .

I l  c o n v i e n t  d e  r e m a r q u e r  q u e  l e s  f o r m u l e s  ( d )  s ’ a p p l i q u e r a i e n t  e n c o r e  a u  c a s  

o ù  X ,  Y ,  Z  n e  s e r a i e n t  p a s  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d ’ u n e  m ê m e  f o n c t i o n  d e  x ,  

y ,  z  e t  t;  X ,  Y ,  Z  p o u r r a i e n t  m ê m e  c o n t e n i r  x ' ,  y ,  z ';  s e u l e m e n t  R a  a u r a i t  

a l o r s  p o u r  v a l e u r

R . = x f s + Y ÿ : + z ÿ
oa oa da \

C e l a  s e  p r é s e n t e  q u a n d  o n  v e u t  t e n i r  c o m p t e  d e  l ’ i n f l u e n c e  d e  l a  r é s i s t a n c e  

d ’ u n  m i l i e u  s u r  l e s  m o u v e m e n t s  d e s  p l a n è t e s .
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CHAPITRE XI. CONSIDÉRATIONS SUR LES PERTURBATIONS PLANÉTAIRES. 1 8 9

C H A P I T R E  X I .

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LES PERTURBATIONS PLANÉTAIRES. — 

PERTURBATIONS DES DIVERS ORDRES. —  PERTURBATIONS DU PREMIER 

ORDRE. -  INÉGALITÉS PÉRIODIQUES. -  INÉGALITÉS SÉCULAIRES. -  

INÉGALITÉS A LONGUES PÉRIODES. —  PERTURBATIONS DU SECOND ORDRE.

7 0 . P o u r  c o n n a î t r e  l e  m o u v e m e n t  d e  l a  p l a n è t e  P ,  i l  s u f f i t  d ’ o b t e n i r  e n  f o n c 

t i o n  d u  t e m p s  s e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  h é l i o c e n t r i q u c s  æ, y, z.

E n  s u i v a n t  l a  m é t h o d e  d e  l a  v a r i a t i o n  d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  n o u s  a v o n s  

t r a n s f o r m é  l e  p r o b l è m e  e t  i n t r o d u i t ,  a u  l i e u  d e s  t r o i s  i n c o n n u e s  x ,  y ,  z, s i x  v a 

r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  a, e, <p, 0 ,  g t ,  e .  L e s  r e l a t i o n s  q u i  l i e n t  l ’ u n  à  l ’ a u t r e  l e s  d e u x  

s y s t è m e s  s o n t  ( n °  3 2 )

m )

(0
/· =  a(i — ecos u),

u — e sin u =  nt +  e — cj,

tang v — 57

V £
e u 
- l a n g - ,

x  =  r[cos0 cos(p — 9) — sin0 sin(p — 9) cos9 ], 
y  =  /-[sin 9 cos ( c — 9) +  cos0sin(u —  9) cos9 ],

=  r sin(c — 9) sin<p.

I l  c o n v i e n t  d ’ a j o u t e r  q u e  l e s  v a l e u r s  d e  ^  e t  ^  s ’ o b t i e n n e n t  e n  d i f i f é r e n -

t i a n t  l e s  f o r m u l e s  p r é c é d e n t e s  p a r  r a p p o r t  a u  t e m p s ,  s a n s  f a i r e  v a r i e r  a, e, . . . ,  e .  

N o u s  s a v o n s ,  d ’ a p r è s  l e  n °  6 2 ,  q u e  l e s  v a r i a b l e s  n o u v e l l e s  d o i v e n t  v é r i f i e r  l e s
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CHAPITRE XI.

( 2 )

da   2 dR
dt na ds ’

d8 i <?R
dt ncdsji — e2 sin<p à?

des _  t a n g f  d R  +  y 
dt ncd \j i _e2 d<p na%e de

i  — \/i — e2 <JRrfe _ y/i — e2 <JR j -------- ;
dt na?e dns *

d(f> __

nai e ds

dt

ds
dt

<JR ta n g  a f d R  ^

ncdsji — e2sin9 d9 naïsji — e2 \d& ds

<p
lang -2 _ ffR _______

n a  da n c d s J T ^ ë
dR , ,- - -

- J ----1- VI —  I
i —  y/i — e2 (JR

n a i e de

O n  a  d ’ a i l l e u r s

(3 ) R =  [m 1 r
i V o -

XX'

·* ')*+  —

x ' ,  y ,  z ' ; x " ,  . . .  d é s i g n a n t  l e s  c o o r d o n n é e s  d e s  p l a n è t e s  P ' , P " ,  . . . .  e t  . . .

l e s  r a p p o r t s  d e  l e u r s  m a s s e s  à  c e l l e s  d u  S o l e i l .

S i  l ’ o n  r e m p l a c e  x ,  y ,  z  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( i ) ,  x ' ,  y ' ,  z ' ,  . . .  p a r  l e u r s  v a l e u r s  

a n a l o g u e s ,  R  d e v i e n d r a  u n e  f o n c t i o n  c o n n u e  d u  t e m p s  ¿ e t  d e s  é l é m e n t s  a ,  0 , . . .  

a ',  0 ' , —  d e s  d i v e r s e s  p l a n è t e s ,  e t  l e s  d i v e r s e s  p a r t i e s  d e  R  c o n t i e n d r o n t  e n  

f a c t e u r  l ’ u n e  o u  l ’ a u t r e  d e s  p e t i t e s  f r a c t i o n s  m ' ,  m ",  . . . '  q u e  n o u s  r e g a r d e r o n s ,  

a i n s i  q u e  m ,  c o m m e  d e  p e t i t e s  q u a n t i t é s  d u  p r e m i e r  o r d r e .

L e s  f o r m u l e s  ( 2 )  m o n t r e n t  q u e ,  a u  m o i n s  p e n d a n t  u n  i n t e r v a l l e  d e  t e m p s  

l i m i t é ,  l e s  é l é m e n t s  a , G , . . .  v a r i e r o n t  e n t r e  d e s  l i m i t e s  a s s e z  r e s s e r r é e s ;  i l  e n  s e r a  

d e  m ê m e  d e  a ',  ô \  . . . ;  o n  p o u r r a ,  p a r  s u i t e ,  d a n s  u n e  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  

c o n s i d é r e r  l e s  é l é m e n t s  c o m m e  c o n s t a n t s  d a n s  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a 

t i o n s  ( 2 ) ,  e t  l ’ o n  o b t i e n d r a  d e s  v a l e u r s  t r è s  a p p r o c h é e s  d e  a ,  0 ,  . . .  p a r  d e s  

q u a d r a t u r e s .

C ’ e s t  l à  l ’ a v a n t a g e  q u e  l ’ o n  t r o u v e  à  r e m p l a c e r  l e s  trois  é q u a t i o n s  d i f f é r e n 

t i e l l e s  d u  s e c o n d  o r d r e  e n  x ,  y ,  z  p a r  l e s  s i x  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  ( 2 )  d u  

p r e m i e r  o r d r e ,  b i e n  q u e  c e s  d e r n i è r e s  s o i e n t  a s s e z  c o m p l i q u é e s ,  p a r c e  q u e  R  e s t  

l o i n  d ’ ê t r e  u n e  f o n c t i o n  s i m p l e  d e  t  e t  d e  a ,  0 ,  . .  . .

E n  o p é r a n t  c o m m e  n o u s  v e n o n s  d e  l ’ i n d i q u e r ,  i l  e s t  t o u t e f o i s  u t i l e  d ’ é v i t e r  

u n  g r a v e  i n c o n v é n i e n t  q u e  n o u s  a l l o n s  s i g n a l e r .  I l  s e r a  d é m o n t r é ,  d a n s  l e  c o u r s
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CONSIDÉRATIONS SUR LES PERTURBATIONS PLANÉTAIRES. *9 '

d e  c e  V o l u m e ,  q u e  l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e  R  p e u t  e n  g é n é r a l  ê t r e  d é v e l o p p é e  
e n  u n e  s é r i e  c o n v e r g e n t e  d e  l a  f o r m e

( 4 )  R = £ C c o s D ,

o ù  l ’ o n  a

( 5 ) D — i ( ut -¡- s ) -l- ir (n11 +  d ) -f- k tu h— k! 7dt +  j  9 -4- j  91 ;

i ,  i ' ,  k ,  k , j  e t  j '  s o n t  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  q u e l c o n q u e s ,  p o s i t i f s ,  n u i s  o u  n é g a 
t i f s .  L e s  c o e f f i c i e n t s  C  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  a , a ' , e , é ,  op e t  q u i  d i m i n u e n t  
o n  g é n é r a l  a s s e z  r a p i d e m e n t  q u a n d  l e s  v a l e u r s  a b s o l u e s  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  
i ,  i ' ,  k ,  k ',  j ,  f  a u g m e n t e n t .

D a n s  l ’ e x p r e s s i o n  ( 4 )  d e v r a i e n t  f i g u r e r  a u s s i  d e s  t e r m e s  a n a l o g u e s  à c e u x  q u e  
n o u s  a v o n s  m i s  e n  é v i d e n c e ,  e t  d a n s  l e s q u e l s  n 1, t ' ,  . . .  s e r a i e n t  r e m p l a c é s  p a r
n ", i " .................O n  v o i t  b i e n  a i n s i  d e  q u e l l e  m a n i è r e  e n t r e n t  l e s  d i v e r s  é l é m e n t s  d e s
p l a n è t e s  P ,  P ' ,  P " , . . .  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  R .

L e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d e  R  p a r  r a p p o r t  à  l ’ u n  q u e l c o n q u e  d e s  c i n q  é l é m e n t s  
e ,  ç ,  0,  rar, s s e r o n t  e x p r i m é e s  p a r  d e s  d é v e l o p p e m e n t s  d e  m ê m e  f o r m e  q u e  ( 4 ) ,  
s a u f  q u e  l e s  c o s i n u s  p o u r r o n t  ê t r e  r e m p l a c é s  p a r  d e s  s i n u s .

I l  e n  v a  t o u t  a u t r e m e n t  d e  l a  s i x i è m e  d é r i v é e  p a r t i e l l e
ÆR 
d a ’

e l l e  se c o m p o s e ,  e n

e f f e t ,  d e  d e u x  p a r t i e s  : l a  p r e m i è r e ,  q u e  n o u s  r e p r é s e n t e r o n s p a r
dR

s ’ o b t i e n t

e n  f a i s a n t  v a r i e r  a  s e u l e m e n t  d a n s  l e s  c o e f f i c i e n t s  C ;  l a  s e c o n d e  p r o v i e n t  d e  l a  
v a r i a t i o n  d e  a  d a n s  n  s o u s  l e s  s i g n e s  c o s i n u s .  D ’ a p r è s  l a  f o r m u l e  ( 5 ) ,  l e s  a r g u 
m e n t s  D  d é p e n d e n t  d e n ,  p a r  s u i t e  d e  a ,  d ’ a p r è s  l a  r e l a t i o n

O n  a u r a  d o n c
n2a3 —  f(i  +  m).

d i t  / dR\ dR dn
dn \d a J  dn d a ’

o u  b i e n ,  e n  r e m a r q u a n t  q u e  n  n ’ e n t r e  d a n s  R  q ü e  p a r  n t  q u i  a c c o m p a g n e  t o u 

j o u r s  e,

( 6 )
d R _/ dR\ +
da \da J de da

O n  t r o u v e r a  a i n s i ,  e n  s e  r e p o r t a n t  a u x  f o r m u l e s  ( 4 )  e t  ( 5 ) ,

dR
da

dn

O n  v o i t  q u e  l e  t e m p s  t  e s t  s o r t i  d e s  s i g n e s  c o s i n u s ;  d e  l à  u n  g r a v e  i n c o n v é 

n i e n t  q u e  p r é s e n t e r a i t  l ’ e m p l o i  d e  l a  v a l e u r  ( 2 )  d e  l a  s e u l e  d e s  s i x  d é r i v é e s
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I9 2 CHAPITRE XI.

dR
d e s  é l é m e n t s  q u i  c o n t i e n n e  ^  M a l g r é  l a  p e t i t e s s e  d u  f a c t e u r  m! q u i  e n t r e  d a n s

l e  c o e f f i c i e n t  C ,  l e  t e r m e  C i  s i n D  p o u r r a i t  p r e n d r e  d e s  v a l e u r s  t r è s  g r a n d e s ,  e t  
s e r a i t  g ê n a n t  d e  t o u t e s  f a ç o n s .  V o i l à  l ’ i n c o n v é n i e n t  d o n t  o n  a p a r l é ;  o n  l ’ é v i t e  
c o m m e  i l  s u i t  :

dR
S i  l ’ o n  a  é g a r d  à  l a  v a l e u r  ( 6 )  d e  l a  d e r n i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 2 )  d o n n e ,  e n

n ’ é c r i v a n t  p a s ,  p o u r  a b r é g e r ,  l e s  t e r m e s  e n  ^  e t  ^  ,

(7 )
d z   2  / dR\ 2  dR d n
d t  n a \ d a  )  n a  d$ d a

O r  o n  a
d n  d n  d a   2  dR d n
d t  d a  d t  n a  dz d a ’

c e  q u i  p e r m e t  d ’ é c r i r e  c o m m e  i l  s u i t  l ’ é q u a t i o n  ( 7 ) ,

dz d n   2  / dR\
d t  d t  n a  \ d a  J

O n  e s t  a i n s i  c o n d u i t  à  p r e n d r e ,  a u  l i e u  d e  e , u n  n o u v e l  é l é m e n t  e( 0 ,  t e l  q u e  
l ’ o n  a i t

( 8 )
d z (I)  d z  d n

d t  d t  d t

O n  t r o u v e r a  i m m é d i a t e m e n t ,  e n  é c r i v a n t  m a i n t e n a n t  l e s  t e r m e s  e n  ^  e tde dcp

dzV
d t( 9 )

O r  o n  t i r e  d e  ( 8 )

( 1 0 )

2  /dR tang ?
2 dR /------ - 1 — d\ — e2 dR__  __ /̂l _  p2 y - ____

n a \ d a  J ‘ na^sji_e2 d<? v na2e de

p(') =  s +  J ' t ^  d t =  e - h n t — j 'ndt, 

nt -i- z =  J ' n d t  -+- £(I).

O n  v o i t  d o n c  q u e  l e  c h a n g e m e n t  d e  v a r i a b l e  s e r a  b i e n  f a c i l e  à  f a i r e ,  p u i s q u ’ i l  
s e  b o r n e r a  à  r e m p l a c e r  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 1)  d e  x ,  y ,  z ,  n t - h z  =  l  p a r

J ' n d i  -+- e(I).  L a  f o r m u l e  ( 10 )  m o n t r e  d ’ a i l l e u r s  q u e  l ’ o n  a u r a
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S i  l ’ o n  r e m p l a c e  d a n s  l a  p r e m i è r e ,  l a  q u a t r i è m e  e t  l a  c i n q u i è m e  d e s  f o r 

m u l e s  ( 2 ) ,  ^ p a r - ^ j ?  e t  s i  o n  l e s  r a p p r o c h e  e n s u i t e . d e  ( 9 ) ,  o n  v o i t  q u e  l e s  

n o u v e l l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  n e  d i f f é r e r o n t  d e s  a n c i e n n e s  q u ’ e n  c e  q u e  z 

e t  ^  a u r o n t  é t é  r e m p l a c é s  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  e (I) e t  0 ^ ·  I l  c o n v i e n t ,  p o u r  

n e  p a s  m u l t i p l i e r  l e s  n o t a t i o n s ,  d e  s u p p r i m e r  l ’ i n d i c e  d e  e ®  e t  l a  p a r e n t h è s e  

d e  c e l a  p e r m e t t r a  d e  c o n s e r v e r  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 )  s o u s  l e u r  p r e m i è r e

f o r m e .  S e u l e m e n t  i l  s e r a  b i e n  e n t e n d u  q u e  l a  d é r i v é e  ^  y  d e v r a  ê t r e  p r i s e  s a n s  

f a i r e  v a r i e r  a  s o u s  l e s  s i g n e s  c o s i n u s ,  e t  q u e ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 1 ) ,  q u i  d o n n e n t  

x ,  y ,  z ,  n t  -+ -  e d e v r a  ê t r e  r e m p l a c é  p a r  j ' n d t  -+- z.

N o u s  f e r o n s ,  p o u r  a b r é g e r ,

d ’ o ù n
__dp
~  d t ’

q u a n d  n  s e r a  c o n n u ,  e n  e f f e c t u a n t  l a  q u a d r a t u r e  J ' n d t ,  n o u s  n ’ a j o u t e r o n s  p a s  

d e  c o n s t a n t e  d ’ i n t é g r a t i o n ,  p a r c e  q u ’ e l l e  i r a i t  s e  f o n d r e  a v e c  z  q u i  a c c o m p a g n e  

t o u j o u r s ^ n  d t.  E n f i n  n o u s  f e r o n s  r e m a r q u e r  q u ’ i c i ,  c o m m e  p a r t o u t  a i l l e u r s ,  l a

l e t t r e «  n ’ a  d ’ a u t r e  s e n s  q u e  c e l u i  q u i  e s t  d é f i n i  p a r  l a  f o r m u l e  n  =  y / t ^  m \  d e  

s o r t e  q u e  l ’ o n  a

p =  V/f(I +  m ) f  
J  a 2

P o u r  d é t e r m i n e r  l e  m o u v e m e n t  d e  l a  p l a n è t e  P ' ,  i l  y  a  l i e u  d e  c o n s i d é r e r  d e s  

é q u a t i o n s  t o u t e s  p a r e i l l e s  à  ( 2 ) ,  q u ’ o n  o b t i e n d r a  e n  a c c e n t u a n t  l e s  l e t t r e s ,  e t  

m e t t a n t  a u  l i e u  d e  R  l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e  R ' .  O n  d e v r a  f o r m e r  l a  d é r i v é e

s a n s  f a i r e  v a r i e r  a '  s o u s  l e s  s i g n e s  c o s i n u s ;  m a i s ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s  q u i  d o n 

n e n t  a / ,  ÿ ,  z '  è n  f o n c t i o n  d e  t ,  a ,  0 ' ,  . . . .  i l  f a u d r a  r e m p l a c e r  n ' t - h z '  p a r  

J ' n ' d t - h z ' ;  n o u s  p o s e r o n s  a u s s i  J 'n 'd t  =  p '.  L a  c o n s i d é r a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  

d i f f é r e n t i e l l e s  e n  ^ , · ·  · e s t  i n d i s p e n s a b l e ,  m ê m e  p o u r  d é t e r m i n e r  l e  m o u 

v e m e n t  d e  l a  p l a n è t e  P ,  q u a n d  o n  v a  a u  d e l à  d e  l a  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n .

7 1 .  P o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  n e  c o n s i d é r o n s  q u e  d e u x  p l a n è t e s  P  e t  P ' ;  n o u s  a u 

r o n s  à  i n t é g r e r  p a r  a p p r o x i m a t i o n s  s u c c e s s i v e s  l e  s y s t è m e  d e s  d o u z e  é q u a t i o n s  
T. -  I. 25

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 9 4  CHAPITRE XI.

d i f f é r e n t i e l l e s  s i m u l t a n é e s  s u i v a n t e s  :

00

(I2)

o ù  l ’ o n  a

0 3 )

da   2 dR
dt na de ’

dd i dR

d t  n c d s j i — e2 sin<p d© 

....................................... * .............. )

d a '   2 dR'
dt — n' a' dd ’

d V _ _ ______ i______ dlP

dt n'a'* y/i — en sin 9' dy1

R =  ^  CcosD ,

D i(p +  s) +  i'(p' +  s') H- krz -t- k '& '+ j O  4-j'Q', 

p =  J 'n d t ,  p, = j " n'dt;

R ' = £ C ' c o s D ' ;

C '  e t  D '  s o n t  d e  m ê m e  f o r m e  q u e  C  e t  D .

N o u s  a v o n s  d é j à  f a i t  o b s e r v e r  q u e  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( i  î )  

e t  ( 1 2 )  s o n t  d e  p e t i t e s  q u a n t i t é s  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  à  c a u s e  d e s  f a c t e u r s  m '  e t  m  

q u i  e n t r e n t  d a n s  l e s  c o e f f i c i e n t s  C  e t  C ' .

N o u s  a l l o n s  c h e r c h e r  à  d é v e l o p p e r  l e s  e x p r e s s i o n s  d e s  é l é m e n t s  v a r i a b l e s  s o u s  

l a  f o r m e
! ci “  a§ -f- <5, a0 -f- a§ -t-..  .,  

i ® +  1̂ +  2̂ ®o + .  . .  |

— rt0 +  á ,O!0 +  (52«0H-. . .,

81 — 0’o 4- d¡ 0o 4- 9'0 4- . . . .
.................................................>

a 0, 0 „ ,  . . . ,  a'0, 0'o ,  . . .  s o n t  d o u z e  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  d o n t  o n  t r o u v e r a  l e s  v a 

l e u r s  n u m é r i q u e s  e n  c o m p a r a n t  l a  t h é o r i e  à  l ’ o b s e r v a t i o n ;  l e s  q u a n t i t é s  r e p r é 

s e n t é e s  d ’ u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e  p a r  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  §,· s o n t  d e s  f o n c t i o n s  

i n c o n n u e s  d u  t e m p s  t,  d e s  c o n s t a n t e s  c i - d e s s u s  e t  d e s  m a s s e s  m  e t  m ';  r e l a t i 

v e m e n t  à  c e s  m a s s e s ,  t o u s  l e s  S¿ s e r o n t  d e  l ’ o r d r e  i;  c e u x  d e s  £,· q u i  s e  r a p p o r t e n t  

à  l a  p l a n è t e  P  d e v r o n t  s ’ a n n u l e r  a v e c  m ',  e t  c o n t e n i r  m '  e n  f a c t e u r ,  t a n d i s  q u e  

p o u r  l a  p l a n è t e  P '  i l s  a u r o n t  l e  f a c t e u r  m .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PERTURBATIONS DES DIVERS ORDRES. i 9 5
O n  m e t t r a  a i n s i  e n  é v i d e n c e  l e s  q u a n t i t é s  § 2 a 0 ,  . . . ,  o u  l e s  p e r tu rb a tio n s  

d u  p r e m ie r  ord re, d u  se c o n d  ord re,  e t c . ,  d e  l ’ é l é m e n t  a ,  e t  d e  m ê m e  p o u r  l e s  

a u t r e s  é l é m e n t s .

I l  s ’ a g i t  d e  c a l c u l e r  c e s  p e r t u r b a t i o n s  d e s  d i v e r s  o r d r e s .  N o u s  p o s e r o n s  

a u s s i

(i5 )  n  —  n „  ô ,/i0+  32 /i 0 - | - . . .

e t  n o u s  p r e n d r o n s

, , /f ( i 4- ni)
(,6) . " * = v  <

E n  s u b s t i t u a n t  l e s  v a l e u r s  ( i 4 )  e t  ( i 5 )  d e  a  e t  n  d a n s  l a  r e l a t i o n

V/I ( i  -H w )  _  
------ J----- —  «0

a 2

a

a0

- 1
2
5

i ] 4 v i e n d r a

1̂ 0̂ H“ 2̂ 0̂ * · · —
i «0 2̂ 0̂
(Zq . &§

3
2

=  n
3 ôj a 0 

2  a 0

3 32a 0 i 5  / S iîüoV
2  «0  8  \  a 0 /  +

d ’ o ù ,  e n  é g a l a n t  d e  p a r t  e t  d ’ a u t r e  l e s  q u a n t i t é s  d e  m ê m e  o r d r e ,

( 1 7 )
ô,

3, Uq 

«0 ’

3 $ 2 a0 
2 a 0

i 5
T

O n  p o s e r a  e n s u i t e  

( 1 8 ) .  po = n t t , 3,p0 = y  à ^ d t , n0 dt, )

e t  l a  f o r m u l e  p  =  j n d t  c o m b i n é e  a v e c  l a  r e l a t i o n  ( i 5 )  d o n n e r a

( 1 9 ) p =  Po+ 1̂ Po —I— 32p0 +  . .. ;

S , p 0 s e r a  d u ·  p r e m i e r  o r d r e ,  S 2 p 0 d u  s e c o n d ,  e t c .  O n  a u r a  d e s  f o r m u l e s  t o u t e s  

p a r e i l l e s  p o u r  l a  p l a n è t e  P ' .

I l  f a u t  s u b s t i t u e r  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  ( n )  e t  ( 1 2 )  l e s  e x p r e s 

s i o n s  ( i 4 ) ,  ( i 5 )  e t  ( 1 9 ) .
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7 2 .  P e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e .  —  P o u r  c o m m e n c e r ,  n o u s  a l l o n s  f a i r e  

l a  s u b s t i t u t i o n  i n d i q u é e ,  e n  n e  c o n s i d é r a n t  q u e  l e s  q u a n t i t é s  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  

e t  n é g l i g e a n t  c e l l e s  d u  s e c o n d .  O n  p o u r r a  d o n c ,  d a n s  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  

é q u a t i o n s  ( 1 1 )  e t  ( 1 2 )  q u i  s o n t  d é j à  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  r e m p l a c e r  a ,  0 ,  . . . ,  a ',  

G ' ,  . . .  p a r  a 0, 0 o ,  . . . ,  a 0, 0 'o ,  . . . ,  e t  a u s s i  p  e t  p '  p a r  n 0t  e t  n ' 0 t .  O n  t r o u v e r a  a i n s i

(20) __ R0 =  ^] C0cosD0,

( 2 1 )  D 0 =  î  ( n 0 i  +  e0) +  î ' ( « ' 0 i  +  s'0 ) +  kuj0+  Æ ' g j 'o - t - y ô o  + y  0'o ,

d à ,a 0   2 dR„

dt /î0a0 de0 ’ x

dà^Bu __ 1 d R 0

d t n „ a \ ^  1 —  e l  s in < p 0 d<p0

L e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e  c e s  f o r m u l e s  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  c o n n u e s  d e i ;  o n

a u r a  d o n c

a 2 r d R 0
1 o,  dfj — -------- 1 -7—  d t ,
\ n 0a „ J  d£0

( a ) J 3 j  —  1 f ® * ·  ■1 ‘  ” noa o i/ 1 —  e o sin<p0 *

O n  e s t  a i n s i  r a m e n é  à  d e s  q u a d r a t u r e s ;  i l  e s t  i n u t i l e  d ’ a j o u t e r  d e s  c o n s t a n t e s

q u i ,  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 1 4 )  d e  a ,  G ,  . . . ,  i r a i e n t  s e  f o n d r e  a v e c  a 0, Q 0 , ____ A u

p o i n t  d e  v u e  a n a l y t i q u e ,  t o u t e s  c e s  q u a d r a t u r e s  d é p e n d e n t  d ’ u n e  s e u l e ,

/ R 0 c f r ;  c a r  o n  a ,  p a r  e x e m p l e ,

O n  a u r a  d e  m ê m e

( a ' )

ôi «0 —

0,0; =

- 7 — t
n 0a 0 J  d s 0

_____ 1 __  f  fa
n'„ a'?  1 — e'ft2 sin <p'„ J  dep'0

K 0 e t  R ' 0 s o n t  d e s  f o n c t i o n s  t r è s  c o m p l i q u é e s  d u  t e m p s  t  e t  d e s  c o n s t a n t e s  a 0, 

Q 0 ,  . . . ;  d e  t e l l e  s o r t e  q u ’ i l  n e  f a u t  p a s  s o n g e r  à  e f f e c t u e r  r i g o u r e u s e m e n t  l e s  

q u a d r a t u r e s  q u i  f i g u r e n t  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( a )  e t  ( a ' ) .

O n  p o u r r a i t  b i e n  a v o i r  r e c o u r s  a u x  q u a d r a t u r e s  m é c a n i q u e s ;  c ’ e s t  c e  q u ’ o n
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f a i t  l e  p l u s  s o u v e n t  d a n s  l a  p r a t i q u e ,  p o u r  l e s  a s t é r o ï d e s  e t  l e s  c o m è t e s .  M a i s  

o n  » ’ o b t i e n t  a i n s i  q u e  l e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  d e s  p e r t u r b a t i o n s ,  s a n s  r i e n  c o n 

n a î t r e  d e s  l o i s  a n a l y t i q u e s  q u i  l e s  r é g i s s e n t .  D e  p l u s ,  q u a n d  o n  c h e r c h e  l e s  p e r 

t u r b a t i o n s  p o u r  u n e  s e u l e  é p o q u e  t r è s  é l o i g n é e ,  o n  e s t  o b l i g é  d e  l e s  c a l c u l e r  

p o u r  u n  n o m b r e  c o n s i d é r a b l e  d ’ é p o q u e s  i n t e r m é d i a i r e s .

A u s s i  p r é f è r e - t - o n ,  d a n s  l e s  t h é o r i e s  d e s  a n c i e n n e s  p l a n è t e s ,  d é c o m p o s e r  l a  

f o n c t i o n  R 0 e n  u n e  s é r i e  d e  t e r m e s  t e l s  q u e  l ’ e f f e t  d e  c h a c u n  d ’ e u x ,  d a n s  l e s  

f o r m u l e s  ( a ) ,  p u i s s e  ê t r e  d é t e r m i n é  a n a l y t i q u e m e n t ;  l a  s é r i e  ( 2 0 )  r e m p l i t  c e s  

c o n d i t i o n s .  O n  t r o u v e ,  e n  e f f e t ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 1 )  d e  D 0 e t  

e n  a y a n t  é g a r d  à  l a  f a ç o n  d o n t  l e s  q u a n t i t é s  e 0 ,  <p0 ,  . . .  e n t r e n t  d a n s  l e s  c o e f f i 

c i e n t s  C 0 e t  d a n s  l e s  a r g u m e n t s  D „ ,

L e s  f o r m u l e s  ( a )  d o n n e n t  e n s u i t e

«o =  —
2

, «o«o
^  i ' C oy s i n D  0 dt,

(22) i a, 0„ = ------- — -— ---------Y  f cosDo d t ) ,
I nta* 1/7= ^  sm?0^ \ à ? o  J  J

O n  v o i t  s a n s  p e i n e  q u e  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  q u a t r e  é q u a t i o n s  q u i  n ’ o n t  

p a s  é t é  é c r i t e s  n e  c o n t i e n n e n t  n o n  p l u s  q u e  l e s  q u a d r a t u r e s

J "  s i n D 0i f t  e t  J 'c o s D o d t .

O r ,  e n  s e  r e p o r t a n t  à  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 1 )  d e  D 0 ,  o n  t r o u v e

c o s D 0 c_____ . .  s i n D 0

/ s i nD0^  =  —  — / cos D adt —  ------- n—r -
in0-\-Vn 0 J m0-h irn0

I l  v i e n t  a i n s i

«O «O * *

i C o  c o s l ) 0 
in0 -I- i !  r i‘a  ’

(b )
dÇo
depo

s i n D 0

n 0a l ^  i —  s in < p °  ln o +  *  n o
1 0̂
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O n  v o i t  q u e  c h a q u e  t e r m e  C „  c o s D 0 d u  d é v e l o p p e m e n t  d e  R 0 d o n n e  n a i s s a n c e  

à  d e s  t e r m e s  c o r r e s p o n d a n t s ,  o u ,  p o u r  e m p l o y e r  l e  l a n g a g e  d e s  a s t r o n o m e s ,  à  

d e s  in é g a lité s  c o r r e s p o n d a n t e s  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  d e s  d i v e r s  é l é m e n t s .  C e s  

i n é g a l i t é s  s o n t  e n  g é n é r a l  p é r io d iq u e s  c o m m e  l e s  t e r m e s  d e  R 0 d ’ o ù  e l l e s  d é r i 

v e n t ;  c e l l e s  q u e  l ’ o n  a  m i s e s  e n  é v i d e n c e  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( b )  o n t  p o u r  p é r i o d e  

l a  p é r i o d e  m ê m e  d e  l ’ a r g u m e n t  D 0 ,  s a v o i r

rp _  271
1 ¿n„ - 1-  i1 n'0

S i  l ’ o n  p o s e

rp 2 7T nn/
— —  y 1 o —fl 0

o n  p o u r r a  é c r i r e
i i  - i'

L e s  n o m b r e s  e n t i e r s  i  e t  i '  o n t  e n  g é n é r a l  d e s  v a l e u r s  p e u  c o n s i d é r a b l e s ,  

p a r c e  q u e ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 0 ) ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  C 0 d i m i n u e n t  a s s e z  r a p i d e m e n t  

q u a n d  i  e t  i'  a u g m e n t e n t .  L a  p é r i o d e  T ,  s e r a  d o n c  c o m p a r a b l e  a u x  d u r é e s  d e s  

r é v o l u t i o n s  T 0 ,  T ' 0 d e  d e u x  p l a n è t e s  f i c t i v e s  p o u  é l o i g n é e s  d e s  p l a n è t e s  r é e l l e s .

7 3 .  Inégalités séculaires. —  L e s  f o r m u l e s  ( b )  s o n t  e n  d é f a u t  q u a n d  o n  a

in 0 4- i1 n\ =  o ;

c e l a  a r r i v e r a  d ’ a b o r d  s i  l e s  n o m b r e s  i  e t f '  s o n t  n u i s  t o u s  l e s  d e u x ,  c a s  q u e  n o u s  

a l l o n s  c o n s i d é r e r  i m m é d i a t e m e n t .

N o u s  e n v i s a g e o n s  d o n c ,  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  ( 4 )  d o  R ,  l e s  t e r m e s  q u i  s o n t  

i n d é p e n d a n t s  d e s  l o n g i t u d e s  m o y e n n e s  l e t  l ' ; p o u r  c e s  t e r m e s ,  t  d i s p a r a î t  d e  

l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 1 )  d e  D 0 q u i  d o i t  d è s  l o r s  ê t r e  t r a i t é  c o m m e  u n e  c o n s t a n t e  ;  o n  

a u r a

D0 — Ænj0-t- k'tn'0 -\-j90 + j '& ,o>

J '  sinD0 dt —  is in D 0> J'cosB^dt —  t cosD0.

S i  l ’ o n  p o r t e  c e s  v a l e u r s  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 2 2 ) ,  e t  q u ’ o n  y  f a s s e  i  =  o ,  i l  

v i e n d r a

$1 «0 —  °,

dCoJ, ---
n0a\\Ji — e\ sincp0 dcp0cosD0,
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L e  s i g n e  £  n e  p o r t e  p l u s  m a i n t e n a n t  q u e  s u r  l e s  i n d i c e s  k , k ' , j  e t / .

L e s  t e r m e s  q u e  l ’ o n  v i e n t  d e  c o n s i d é r e r  d a n s  R  i n t r o d u i s e n t  d o n c  d a n s  l ’ é 

l é m e n t  0 d e s  p a r t i e s  p r o p o r t i o n n e l l e s  a u  t e m p s ,  e t  i l  e s t  t r è s  a i s é  d e  v o i r  q u ’ i l  

e n  e s t  d e  m ê m e  p o u r  l e s  é l é m e n t s  e ,  <p, xs, z.  C e  s o n t  l à  l e s  inégalités séculaires 

d e  c e s  c in q  é l é m e n t s .  L e s  t e r m e s  d e  R  q u i  l e s  p r o d u i s e n t  s o n t  a p p e l é s  p a r  e x t e n 

s i o n  term es sécu la ires.

L e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s ,  v a r i a n t  c o n s t a m m e n t  d a n s  l e  m ê m e  s e n s ,  a c q u i è 

r e n t  u n e  i m p o r t a n c e  c a p i t a l e  q u a n d  o n  e n v i s a g e  d e u x  é t a t s  d u  s y s t è m e  s o l a i r e  

s é p a r é s  p a r  u n  i n t e r v a l l e  d e  t e m p s  c o n s i d é r a b l e ,  f o r m é  d ’ u n  n o m b r e  p l u s  o u  

m o i n s  g r a n d  d e  siècles;  e l l e s  m o d i f i e n t  s o n  a s p e c t  d ’ u n e  m a n i è r e  t r è s  s e n s i b l e ;  

t a n d i s  q u e  l e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s ,  a u  b o u t  d e  l ’ i n t e r v a l l e  e n  q u e s t i o n ,  s e  

c o m p e n s e n t  e n  p a r t i e ,  o u  d u  m o i n s  r e s t e n t  c o m p r i s e s  e n t r e  l e s  m ê m e s  l i m i t e s .

I l  i m p o r t e  d e  r e m a r q u e r  q u e ,  d a n s  la  p r e m iè r e  a p p r o x im a tio n , les g r a n d s  a x e s  

d es o rb ites r i  o n t  p a s  d 'in é g a lit é s  sé c u la ire s ;  c ’ e s t  c e  q u e  m o n t r e  l a  p r e m i è r e  d e s

f o r m u l e s  ( c ) .  O n  v o i t  q u e  c e l a  t i e n t  à  c e  q u e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 )  d e

d a   2 dR
dt na de ’ '

dR
n e  c o n t i e n t  q u e - ^ - 5  q u a n t i t é  q u i  s e  r é d u i t  à  z é r o ,  p o u r  i =  i ' = o ; l e s  c i n q

a u t r e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  ~  n e  s e  r é d u i s e n t  p a s  à  z é r o  d a n s
r  oa de  d<p ou dro 1

l e s  m ê m e s  c o n d i t i o n s ,  e t  l ’ u n e  a u  m o i n s  d e  c e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  f i g u r e  d a n s

, · / n , de dq> dQ efcr , de
les expressions (2) de ^  ^  et J t -

L e  m o y e n  m o u v e m e n t  n  n ’ a  p a s  n o n  p l u s  d ’ i n é g a l i t é  s é c u l a i r e  ;  c ’ e s t  u n e  c o n 

s é q u e n c e  d e  la .  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 1 7 ) ,

( 2 3 ) i « o  =  —  -  «0

q u i  d o n n e  S j  n 0 =  o ,  q u a n d  o n  s u p p o s e  S , a 0 = 0 .

L ’ a b s e n c e  d ’ i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  a  e t  n ,  d a n s  l a  p r e 

m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  c o n s t i t u e  l e  T h éo rèm e d e  l 'in v a r ia b ili té  d es g r a n d s  a x e s  et  

des m o y e n s m o u v em en ts,  t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  q u e  n o u s  a u r o n s  o c c a s i o n  d e  

c o m p l é t e r ,  e t  q u i  s e r t  d e  b a s e  a u x  t h é o r i e s  d e s  m o u v e m e n t s  d e s  p l a n è t e s .

7 4 .  I n é g a l i t é s  à  l o n g u e s  p é r i o d e s .  —  I l  n o u s  r e s t e  à  e x a m i n e r  c e  q u i  a r r i v e  

l o r s q u e  l ’ é q u a t i o n

( 2 4 ) in0 -+■ i1 n'0 =r o

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



200 CHAPITRE XI.

e s t  v é r i f i é e  s a n s  q u e  i  e t  i '  s o i e n t  n u i s ;  o n  a u r a i t  d o n c  d a n s  c e  c a s

no ___ ? .

«o ~  i ’

c ’ e s t - à - d i r e  q u e  l e  r a p p o r t  d e s  m o y e n s  m o u v e m e n t s  / i 0 e t  n 0 s e r a i t  rig o u reu se

m e n t co m m e n su ra b le .  L e s  v a l e u r s  d e  n 0 e t  n 0, q u i  s o n t  l i é e s  à  a 0 e t a '0 p a r  l a  f o r 

m u l e  ( i 6 )  e t  s a  c o r r e s p o n d a n t e ,  d o i v e n t  ê t r e  t i r é e s  d e s  o b s e r v a t i o n s ;  l e s  v a l e u r s  

n u m é r i q u e s  a i n s i  o b t e n u e s  n e  s o n t  e x a c t e m e n t  c o m m o n s u r a b l e s  p o u r  a u c u n e  

c o m b i n a i s o n  d e s  p l a n è t e s  p r i s e s  d e u x  à  d e u x .  M a i s  i l  y  a  e n  r e v a n c h e  u n  a s s e z  

g r a n d  n o m b r e  d e  c o m m e n s u r a b i l i t é s  a p p r o c h é e s .  A i n s i ,  i l  a r r i v e  f r é q u e m m e n t  

q u e ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  e n t i è r e s  c o n v e n a b l e s  d e s  i n d i c e s  i  e t  i ' ,  e n  g é n é r a l  p e u  

c o n s i d é r a b l e s ,  l a  q u a n t i t é  e s t  p e t i t e  p a r  r a p p o r t  à  n 0 e t  n ' 0 ,  d e

s o r t e  q u e  l a  c o n d i t i o n  ( 2 4 )  e s t  v é r i f i é e  a p p r o x i m a t i v e m e n t .

S i  l ’ o n  c o n s i d è r e  l e s  t e r m e s  d u  d é v e l o p p e m e n t  d e  R  p o u r  l e s q u e l s  i  e t  i '  o n t  

c e s  v a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s ,  l e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  d e s  é l é m e n t s ,  c a l c u l é e s  p a r  

l e s  f o r m u l e s  ( b ) ,  p o u r r o n t  ê t r e  t r è s  s e n s i b l e s ,  e n  r a i s o n  d u  p e t i t  d i v i s e u r  

i n 0 -+ -  i 'r i0 q u i  f i g u r e  d a n s  c e s  f o r m u l e s .

L a  p é r i o d e  T ,  =  - — — ■. , ·■, d e  c e s  i n é g a l i t é s  s e r a  t r è s  g r a n d e  p a r  r a p p o r t  à

T 2 TT ¿ rw 2 7T
0 =  —  e t  T „  =  —  > c a r  o n  a u r a  

n 0 » n  0

T .  =
T 0 /  in a +  i ‘ n\ \  ’

\ no J

C e s  i n é g a l i t é s ,  q u i  s o n t  e n  q u e l q u e  s o r t e  i n t e r m é d i a i r e s  e n t r e  l e s  i n é g a l i t é s  

s é c u l a i r e s  e t  l e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  o r d i n a i r e s ,  o n t  r e ç u  l e  n o m  d 'in é g a lité s  

à  lo n g u e s  p é r io d e s;  e l l e s  j o u e n t  d a n s  n o t r e  s y s t è m e  p l a n é t a i r e  u n  r ô l e  t r è s  i m 

p o r t a n t .

C ’ e s t  s u r t o u t  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  d e  l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  q u e  c e s  i n é g a l i t é s  

s o n t  t r è s  s e n s i b l e s .  O n  a  e n  e f f e t

d ’ o ù

( a 5 )

l  —  p - h  6 - + - . . .  ;

l -- Ifj +  Ôi /0 +  §2 Iq + . . . ,  /„ —  i +  £,

( $1 h —  po “H $1 So>

O r  l e s  f o r m u l e s  ( 1 8 )  e t  ( 2 3 )  d o n n e n t

p « —
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d ’ o ù ,  e n  r e m p l a ç a n t  S ,  p a r  s a  v a l e u r  ( b ) ,

(d)

îpo — 3 -rr i'Co 
al ¿ i  in0-h i'n'Qf cosD  0 d t ,

îPo —  —
3 îC nsin D 0

a] 2 * ( m0H- i ' n l Y ’

c e  q u i  m o n t r e  q u e  c e l l e s  d e s  i n é g a l i t é s  d e  l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  q u i  p r o v i e n 

n e n t  d e  p  c o n t i e n n e n t  l e  p e t i t  d i v i s e u r  in0-hi'n'0 a u  carré, t a n d i s  q u e  c e  d i v i s e u r  

n e  f i g u r e  d a n s  l e s  a u t r e s  é l é m e n t s  q u ’ à  l a  première puissance.

Q u a n d  o n  c o n n a î t r a  l e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  d e  n0 e t  n'0, i l  s e r a  f a c i l e  d e  t r o u 

v e r  l e s  n o m b r e s  e n t i e r s  i e t  i!, t e l s  q u e  ina -+- i'n0 s o i t  t r è s  p e t i t  p a r  r a p p o r t  à  n0

e t  n 0 :  i l  s u f f i r a ,  e n  e f f e t ,  d e  c o n v e r t i r  e n  f r a c t i o n  c o n t i n u e  l e  r a p p o r t —“ ;  l e s
n o

n o m b r e s  i' d e v r o n t  ê t r e  p r i s  d a n s  l a  s é r i e  d e s  n u m é r a t e u r s  d e s  r é d u i t e s ,  c h a n g é s  

d e  s i g n e ,  e t  l e s  n o m b r e s  i  d a n s  l a  s é r i e  d e s  d é n o m i n a t e u r s .  A v e c  c e s  n o m b r e s ,  

o n  f o r m e r a  l a  s u i t e  d e s  v a l e u r s  d e  in0 +  i V 0, e t  l ’ o n  v e r r a  s i ,  p a r m i  e l l e s ,  i l  s ’ e n  

t r o u v e  u n e  t r è s  p e t i t e .  S i ,  p o u r  a r r i v e r  à  c e  r é s u l t a t ,  o n  e s t  o b l i g é  d ’ e m p l o y e r  

d e  g r a n d e s  v a l e u r s  d e  i e t  i', l e s  i n é g a l i t é s  à  l o n g u e  p é r i o d e  c o r r e s p o n d a n t e s  

s e r o n t  g é n é r a l e m e n t  p e u  s e n s i b l e s ,  à  c a u s e  d e  l a  p e t i t e s s e  d u  c o e f f i c i e n t  C 0 ;  

i l  s ' a g i r a  d u  r e s t e  d e  s ’ a s s u r e r  d e  l ’ o r d r e  d e  g r a n d e u r  d e  l ’ e x p r e s s i o n  

iCo
( i n 0 -t- i '  n 0 )2

P o u r  l a  p l a n è t e  P ' ,  d o n t  l e  m o u v e m e n t  d é p e n d  d e  l a  f o r c e  p e r t u r b a t r i c e  R ' ,  

i l  y  a u r a  d e s  i n é g a l i t é s  à  l o n g u e  p é r i o d e  c o r r e s p o n d a n t e s .

O n  a ,  p a r  e x e m p l e ,  p o u r  J u p i t e r  e t  S a t u r n e ,  e n  p r e n a n t  l e  j o u r  s o l a i r e  m o y e n  

p o u r  u n i t é  d e  t e m p s ,

o n  t r o u v e  a i s é m e n t

«0=299", 1284, /i'0 =  120", 4547 ;

’4 = 2 -n n
2  +

i 4 + .

l e s  r é d u i t e s  s u c c e s s i v e s  s o n t - ;
I

5
2

· ;  e t  l ’ o n  a

5 n’0 — 2«0 =  4",0167 =  ^  ^  (environ).

O n  v o i t  q u e  l e s  t e r m e s  d e  R  e t  R '  q u i  s o n t  d e  l a  f o r m e

Ccos( 2 1 — 51’ -4- kus -+- k'-üs’ + j B  + j'Q ')
T. -  I. 26
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p e u v e n t  d o n n e r  n a i s s a n c e  à  d e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  t r è s  s e n s i b l e s ,  b i e n  q u e  

l e s  c o e f f i c i e n t s  C  e t  C '  s o i e n t  a s s e z  p e t i t s ;  l e u r  p é r i o d e  s e r a  é g a l e  à  e n v i r o n  

7 4  f o i s  c e l l e  d e  J u p i t e r ,  s o i t  t o u t  p r è s  d e  9 0 0  a n s .

C e s  i n é g a l i t é s  s o n t ,  e n  e f f e t ,  t r è s  c o n s i d é r a b l e s  d a n s  l e s  l o n g i t u d e s  m o y e n n e s ,  

e t  l a  l o n g i t u d e  b é l i o c e n t r i q u e  d e  S a t u r n e  s e  t r o u v e  a l t é r é e ,  p a r  c e  f a i t ,  d ’ e n 

v i r o n  5 o ' .

7 5 .  P e r t u r b a t i o n s  d u  s e c o n d  o r d r e .  —  L a  c o n s i d é r a t i o n  d e s  i n é g a l i t é s  d ü  

p r e m i e r  o r d r e  n e  s u f f i t  p a s  g é n é r a l e m e n t  p o u r  é t a b l i r  l e s  t h é o r i e s  d e s  p l a n è t e s ;  

o n  e s t  o b l i g é  d ’ a v o i r  é g a r d  a u x  p e r t u r b a t i o n s  d u  s e c o n d  o r d r e ,  o u  d u  m o i n s  a u x  

p l u s  i m p o r t a n t e s  d e  c e s  d e r n i è r e s .  N o u s  a l l o n s  d o n n e r ,  d è s  à  p r é s e n t ,  q u e l q u e s  

i n d i c a t i o n s  à  c e  s u j e t .

C o n s i d é r o n s  l ’ u n e  q u e l c o n q u e  d e s  f o r m u l e s  ( 2 ) ,  c e l l e  p a r  e x e m p l e  q u i  d o n n e
de
dt ’

e t  é c r i v o n s - l a  c o m m e  i l . s u i t

de
dt

m' F  (p -t- e, p ' +  e' ,  a, a',

n o u s  a l l o n s  y  s u b s t i t u e r

e — 9q +  6, 90 -t- 90 4- . . . , p r= p0 +  ô] p0 H-. . . , S — £o +  6, £0 -H. . . ,

e t  é g a l e r  d e  p a r t  e t  d ’ a u t r e  l e s  t e r m e s  d u  s e c o n d  o r d r e .  O n  d é v e l o p p e r a ,  p a r  l a  

f o r m u l e  d e  T a y l o r ,  l ’ e x p r e s s i o n

F ( P o + £ o +  ¿ i p 0 +  5 , £ 0 ,  p ’o +  £ o +  < h P o  +  ^ i £ o ,  « o + ô j C Z o ,  a '0 ■+■ (5[ a ' 0 ,  . . . ) ,

e n  n é g l i g e a n t  l e s  c a r r é s  e t  l e s  p r o d u i t s  d e s  q u a n t i t é s  Bi . O n  t r o u v e r a  a i n s i ,  e n  

d é s i g n a n t  p a r  F 0 c e  q u e  d e v i e n t  F  q u a n d  o n  y  r e m p l a c e  p ,  e ,  . . .  p a r  p 0 ,  e 0 ,  . . . ,

(26)
dt

=  m' £dF0
àea

(6,p0+  6,£0) ■
dFo

àe'o
( 61P 0 Î.V,

.  d F 0 »

- ] ·

O n  m e t t r a  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e ,  p o u r  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  

l e s  e x p r e s s i o n s  o b t e n u e s  p r é c é d e m m e n t .  O n  a u r a  d é d u i t  d u  d é v e l o p p e m e n t  ( 2 0 )  

d e  R 0 u n  d é v e l o p p e m e n t  a n a l o g u e  p o u r  l a  f o n c t i o n  F 0 ;  c ’ e s t  d e  l à  q u ’ o n

t i r e r a  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  ·■ · q u i  f i g u r e n t  a u  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r 

m u l e  ( 2 6 )  ;  i l  f a u d r a  e f f e c t u e r  l e s  p r o d u i t s  t e l s  q u e  S, p0, e t  l e s  m e t t r e  s o u s

u n e  f o r m e  c o m m o d e  p o u r  l ’ i n t é g r a t i o n .  F i n a l e m e n t ,  o n  o b t i e n d r a  S 2 0 o p a r  u n e  

q u a d r a t u r e ;  o n  n ’ a j o u t e r a  p a s  d e  c o n s t a n t e  d ’ i n t é g r a t i o n ;  o n  c a l c u l e r a  d e  m ê m e  

l e s  p e r t u r b a t i o n s  d e s  c i n q  a u t r e s  é l é m e n t s .
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PERTURBATIONS DU SECOND ORDRE. 2 0 , 3

Pour ce qui concerne §2p0, on tire des formules (1 7 )  et (18)

(27) ' · ô2p0 =  — ^  f  d2a0dt +  ^  ^  f  (didofdt.2 aQ j  o a 0 j

O n  p e u t  a u s s i  d i r i g e r  l e  c a l c u l  a u t r e m e n t ,  e n  p a r t a n t  d e  l a  f o r m u l e

(28)

q u i  s e  d é d u i t  a i s é m e n t  d e s  r e l a t i o n s

d p _

d *p  __ 3  ̂ £lt
dfi a? de ’

=  n, 
dt ’

n2â  =  f(i 4- m) et
da ^  2 
dt na ds ’

m a i s  c ’ e s t  u n  s u j e t  s u r  l e q u e l  n o u s  a u r o n s  l ’ o c c a s i o n  d e  r e y e n i r .

S ’ i l  é t a i t  n é c e s s a i r e  d e  c a l c u l e r  l e s  i n é g a l i t é s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e ,  o n  é g a l e -

r a i t ,  p a r  e x e m p l e ,  l a  v a l e u r  d e  ■■ J  0 a u  p r o d u i t  p a r  m '  d e  l ’ e n s e m b l e  d e s

t e r m e s  d e  s e c o n d  o r d r e  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  p a r  l a  f o r m u l e  d e  T a y l o r  d e  l ’ e x 

p r e s s i o n

F ( P o +  £o +  ^ i P o +  +  <bpo H- <52e0, . . . ) .

L a  m é t h o d e  e s t ,  o n  l e  v o i t ,  d e s  p l u s  s i m p l e s ;  i l  n ’ e n  e s t  p a s  d e  m ê m e  

d e s  c a l c u l s ,  q u i  s e  c o m p l i q u e n t  s i n g u l i è r e m e n t  a v e c  l ’ o r d r e  d e s  p e r t u r b a 

t i o n s .  F o r t  h e u r e u s e m e n t ,  d a n s  l e s  t h é o r i e s  d e s  a n c i e n n e s  p l a n è t e s ,  o n  n ’ a  l e  

p l u s  s o u v e n t  à  c a l c u l e r  q u e  q u e l q u e s  i n é g a l i t é s  d u  s e c o n d  o r d r e ;  i l  y  a  l i e u  d e  

f a i r e  t o u t e f o i s  u n e  e x c e p t i o n  p o u r  J u p i t e r  e t  S a t u r n e  o ù  l e  n o m b r e  d e s  i n é g a 

l i t é s  d u  s e c o n d  o r d r e  d o n t  i l  f a u t  t e n i r  c o m p t e  e s t  c o n s i d é r a b l e ;  o n  e s t  m ê m e  

o b l i g é  d ’ a v o i r  é g a r d  à  q u e l q u e s  i n é g a l i t é s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e .  O n  d o i t  c o n v e n i r  

q u e ,  d a n s  c e  c a s ,  l a  s u b s t i t u t i o n  d e s  s i x  é l é m e n t s  v a r i a b l e s  a u x  t r o i s  c o o r d o n 

n é e s  d ’ u n e  p l a n è t e  p a r a î t  ê t r e  u n e  s o u r c e  d e  c o m p l i c a t i o n s ;  c a r  c e l a  a u g m e n t e  

b e a u c o u p  l e  n o m b r e  d e s  t e r m e s  à  c o n s i d é r e r  d a n s  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  o ù  i n t e r 

v i e n t  l a  f o r m u l e  d e  T a y l o r .

N o u s  f e r o n s  r e m a r q u e r  q u e  l a  m é t h o d e  s u i v i e ,  q u i  r e v i e n t  e n  s o m m e  à  d é v e 

l o p p e r  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d e s  é l é m e n t s  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e s  p e t i t e s  q u a n 

t i t é s  m , m ',  . . . ,  n e  p e u t  p a s  ê t r e  e m p l o y é e  p o u r  u n  i n t e r v a l l e  d e  t e m p s  i n d é f i n i .  

E l l e  c o n v i e n t  p o u r  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d e  s i è c l e s ,  c e  q u i  t i e n t  à  l a  p e t i t e s s e  

d e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  q u a n d  i l  s ’ a g i t  d ’ u n  p a r e i l  i n t e r v a l l e ;  c e l a  s u f f i t  a u x  

b e s o i n s  a c t u e l s  d e  l ’ A s t r o n o m i e .  L ’ e m p l o i  d e  l a  f o r m u l e  d e  T a y l o r  s u p p o s e ,  e n  

e f f e t ,  q u e  l e s  q u a n t i t é s  S , ô 0 ,  S ( c t 0 ,  . . .  § 2 0 o ,  . . .  r e s t e n t  t o u j o u r s  a s s e z  p e t i t e s  

p o u r  q u e  l a  c o n v e r g e n c e  d e s  s é r i e s  s o i t  a s s u r é e  ;  o r ,  8,Q0, . . .  c o n t i e n n e n t

d e s  t e r m e s  d e  l a  f o r m e  k m !  t·, c e s  t e r m e s ,  q u i  s o n t  p e t i t s  p o u r  d e s  i n t e r v a l l e s
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m o d é r é s ,  à  c a u s e  d u  f a c t e u r  m ',  f i n i r a i e n t  p a r  g r a n d i r  a u  d e l à  d e  t o u t e  l i m i t e ,  

e t ,  à  s u p p o s e r  q u e  l e s  s é r i e s  r e s t e n t  c o n v e r g e n t e s ,  e l l e s  n e  s e r a i e n t  p l u s  d ’ a u 

c u n e  u t i l i t é  p r a t i q u e .

7 6 .  P o i s s o n ,  d a n s  l a  t h é o r i e  d u  m o u v e m e n t  d e  l a  L u n e ,  p o u r  l a q u e l l e  l e s  i n é 

g a l i t é s  s é c u l a i r e s  s o n t  c o n s i d é r a b l e s ,  a  a p p o r t é  u n e  m o d i f i c a t i o n  u t i l e  a u  p r o c é d é  

d o n n é  p l u s  h a u t  p o u r  l e  c a l c u l  d e s  p e r t u r b a t i o n s  d e s  d i v e r s  o r d r e s ;  b i e n  q u e  

n o u s  n o u s  p r o p o s i o n s  d ’ é t u d i e r  c e  p o i n t  c o m p l è t e m e n t  d a n s  l e  t o m e  I I I  d e  c e t  

O u v r a g e ,  n o u s  c r o y o n s  u t i l e  d ’ e n  p a r l e r  d è s  à  p r é s e n t ,  e t  d ’ u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e .

N o u s  c o n s i d é r o n s  t o u j o u r s ,  p o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  d e u x  p l a n è t e s  P  e t  P ' ,  e t  n o u s  

é c r i v o n s  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  s o u s  l a  f o r m e

E n  a y a n t  s p é c i a l e m e n t  e n  v u e  l e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d e s  é l é m e n t s  0 ,  gt, e, 
d é s i g n o n s  p a r  X ,  p  e t  v  t r o i s  c o n s t a n t e s  i n d é t e r m i n é e s ,  p a r  0 , ,  w ,  e t  s ,  t r o i s  

n o u v e l l e s  v a r i a b l e s ,  e t  p o s o n s

( 2 9 )

( 3 o )  6 =  0 ,  4- 1  ni ' t,  - p / n ' £ ,  £ =  £, +  v m ' í ;

l e s  f o r m u l e s  ( 2 9 )  p o u r r o n t  s ’ é c r i r e  c o m m e  i l  s u i t  :

( 31)

f a i r e
C e l a  p o s é ,  o n  p e u t  a p p l i q u e r  l a  m é t h o d e  p r i m i t i v e  a u x  é q u a t i o n s  ( 3 i )  e t

—  @0 +  0O + â 2 ô0 -1- . . • >

® l  — · 5*0 - t -  ^1 5T0 - t -  â 2 GTq . . . ,
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e n  d é s i g n a n t  d e  n o u v e a u  p a r  ô 0 , vaa, . . .  d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  ;  s e u l e m e n t ,  

q u a n d  o n  d é v e l o p p e r a  l e s  f o n c t i o n s  F ,  $ ,  1F ,  . . .  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  e t  l e s  

p r o d u i t s  d e s  S 2, . . . ,  o n  a u r a  s o i n  d e  n e  p a s  f a i r e  s o r t i r  l e s  t e r m e s  k m ' t,  p . m '  t, 

v m 't  d e s  s i g n e s  F ,  < E > , ____ A i n s i ,  p a r  e x e m p l e ,  o n  é c r i r a

F(p-t-£ +  vm'i, . . . )  =  F(p0 4- £04- vm 't, 90- h lm ' t ,  ro0 +  pm'i, . . . )
dF . .  .

+  ^  (^iP°+ ^i£°) + ----

O n  d é t e r m i n e r a  e n s u i t e  l e s  i n c o n n u e s  k ,  p .  e t  v  d e  m a n i è r e  q u e  l e s  e x p r e s 

s i o n s  d e  0 , ,  w ,  e t  e , ,  f o u r n i e s  p a r  l e s  a p p r o x i m a t i o n s  s u c c e s s i v e s ,  n e  c o n t i e n n e n t  

p a s  d e  p a r t i e s  p r o p o r t i o n n e l l e s  à  t.

O n  a p p l i q u e  g é n é r a l e m e n t  l e  p r e m i e r  t e r m e  d e  l a  t r a n s f o r m a t i o n  p r é c é d e n t e ,  

m ê m e  d a n s  l e  c a s  d e s  p l a n è t e s .  O n  c a l c u l e  e n  e f f e t  l e  p l u s  s o u v e n t ,  d a n s  l a  

p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  l e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  e n  s u b s t i t u a n t  d a n s  l e u r s  

e x p r e s s i o n s  l e s  é l é m e n t s  e ,  va, 0 ,  e ' ,  va', 0 '  a u g m e n t é s  d e  l e u r s  i n é g a l i t é s  

s é c u l a i r e s .  S i ,  p a r  e x e m p l e ,  o n  c o n s i d è r e  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c 

t i o n  p e r t u r b a t r i c e  l e  t e r m e  d o n t  l ’ a r g u m e n t  e s t

D =  i (n t  4- s) -t- i'(n' t +  s') +  kxa 4- Idas' + j'9  4- j'9', 

o n  p r e n d r a  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 2 2 )

D0=  i(ra0i-t- +  vm 't) +  4- s'„ + v 'm t)

+  k(as0 +  pm ' t) +  k'(m'0 4- p.'ml) 4- y (0„4- vm 't) 4-y(0'o 4- v'mt),

/ ■
s i n D o  d t :

_____________________________  —  c o s D q______________________________
i ( n 0 4- v m ' ) 4- i1 ( n'0 4- v m  ) 4- k p in! 4 - k! p' m  4-y’v m ! 4-y V  m

I l  c o n v i e n t  d e  r e m a r q u e r  q u ’ e n  o p é r a n t  a i n s i  o n  t i e n t  c o m p t e ,  d è s  l a  p r e 

m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  d e  t e r m e s  q u i  s o n t  d u  s e c o n d  o r d r e  p a r  r a p p o r t  a u x  

m a s s e s .

A p r è s  a v o i r  d o n n é  c e s  i n d i c a t i o n s  g é n é r a l e s  s u r  l e  c a l c u l  d e s  p e r t u r b a t i o n s ,  

n o u s  d e v r i o n s  n o u s  o c c u p e r  d u  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e  R  

s o u s  l a  f o r m e  ( 4 )  m e n t i o n n é e  a u  c o m m e n c e m e n t  d e  c e  C h a p i t r e .

N o u s  t r a i t e r o n s  c e t t e  q u e s t i o n  a v e c  t o u t e  l ’ é t e n d u e  d é s i r a b l e ;  m a i s  n o u s  c o m 

m e n c e r o n s  p a r  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d e  r e c h e r c h e s  e t  d ’ é t u d e s  p r é l i m i n a i r e s ,  q u i  

n o u s  s e r v i r o n t  à  é t a b l i r  l e  d é v e l o p p e m e n t  c h e r c h é .
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C H A P I T R E  X I I .

T R A N S C E N D A N T E S  D E  B E S S E L .

N o u s  a u r o n s  b e s o i n  f r é q u e m m e n t ,  d a n s  l a  s u i t e  d e  c e t  O u v r a g e ,  d e  c e r t a i n s  

d é v e l o p p e m e n t s  e n  s é r i e s  d e s  c o o r d o n n é e s  d ’ u n e  p l a n è t e  d a n s  s o n  m o u v e m e n t  

e l l i p t i q u e  a u t o u r  d u  S o l e i l .

L e s  f o n c t io n s  o u  tra n sc e n d a n te s  d e  B e s se l  c o n s t i t u a n t  l a  b a s e  d e  c e s  d é v e l o p 

p e m e n t s ,  n o u s  c r o y o n s  u t i l e  d e  p r é s e n t e r  i c i  u n e  t h é o r i e  c o n c i s e  d e  c e s  f o n c 

t i o n s .

7 7 .  C o n s i d é r o n s  l ’ e x p r e s s i o n

(O
= E î H ) .

d a n s  l a q u e l l e  E  d é s i g n e  l a  b a s e  d e s  l o g a r i t h m e s  n é p é r i e n s ,  x  e t  z  d e u x  q u a n 

t i t é s  q u e l c o n q u e s  r é e l l e s  o u  i m a g i n a i r e s  ( n o u s  s u p p o s e r o n s  n é a n m o i n s  d a n s  c e  

q u i  s u i t  x  r é e l ) ;  c e t t e  f o n c t i o n  p e u t  ê t r e  d é v e l o p p é e  e n  u n e  s é r i e  c o n v e r g e n t e  

s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  p o s i t i v e s  e t  n é g a t i v e s  d e  z .

O n  a ,  e n  e f f e t ,
.r  _  x

Z  =  E 25x  E  2* ;

E 2*  e s t  d é v e l o p p a b l e  e n  s é r i e  c o n v e r g e n t e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  ^ z  e t  E  25

l ’ e s t  a u s s i  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  e n  e x c e p t a n t  t o u t e f o i s  l e  c a s  o ù  l e  m o 

d u l e  d e  z  s e r a i t  é g a l  à  z é r o ;  o n  a u r a

«X =  0
b" = = 2  - r è n -

p = 0  K
-P;
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o n  e n  c o n c l u r a

( 2 )

N o u s  f e r o n s

( I )

c ’ e s t - à - d i r e

1 . 2 .  . . « . 1 . 2 .  . . ( 3
a“-P.

Í  — —  00

L —- J 0 ( ¿27 ) —|— J  J ( x )  Z -4- J g  ( x ) z 2 H - . . . - f -  J ¿ { x )  Z* - f - . . .

H -  J —i (.2?) -S- * H — J —2 ( ^  ) -S- 2 “ H  * · .  “ H  J—t ( x  )  5  j' h -  . . . .

N o u s  a l l o n s  c h e r c h e r  l e s  e x p r e s s i o n s  g é n é r a l e s . e t  l e s  p r o p r i é t é s  p r i n c i p a l e s  

d e s  f o n c t i o n s  J ¿ ( x )  q u i  s o n t  l e s  f o n c t i o n s  d e  B e s s e l .

L ’ e x p r e s s i o n  ( 1 )  n e  c h a n g e  p a s  q u a n d  o n  r e m p l a c e  z  p a r  —  n o u s  a u r o n s  

d o n c

Z  —  J0( x )  —  5- i ( x ) z  H -  J - 2( x ) z 2 —  . . .  +  ( —  i y j - i ( x )  z l + . . .

— J, ( x ) z ~ l +  J2 ( x )  Z~2 —  . . . +  (— Ip  Ji ( x ) z ~ i - h -----

L a  c o m p a r a i s o n  d e  c e s  d e u x  e x p r e s s i o n s  d e  Z  d o n n e

J —, ( « ? ) — J i ( x ) ,  J — 2(3?)  

( I I )  · } - i ( x )  =  (— i ) t Ji(a;).

O n  p e u t  d o n c  s e  b o r n e r  a u  c a s  o ù  l ’ i n d i c e  i  e s t  p o s i t i f .

S i ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 ) ,  n o u s  f a i s o n s  a  =  (3 +  f ,  d e  m a n i è r e  q u e  l ’ e x p o s a n t  

d e  s  s o i t  é g a l  à  i ,  n o u s  t r o u v e r o n s  p o u r  l e  c o e f f i c i e n t  d e  z* d a n s  Z ,  c ’ e s t - à - d i r e  

p o u r  J i ( æ ) ,  l ’ e x p r e s s i o n  s u i v a n t e

v i+2P
>—  ( - 1  ) > ( £ ) '

* w = 2 r , . . f „  V » 'P = o r

d ’ o ù

Í  ( £ ) ’ ( Ï Ï
I2.22

( I I I )

U s r .
( ï ) '  , ( ? )

I . ( i ' - t - l )  J . 2 . ( l - h l ) ]
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O n  c o n c l u t  d e  ( I I )  e t  ( I I I )

CHAPITRE XII.

J-i(— x)=it(a>).

L a  s é r i e  q u i  f i g u r e  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  d e  J , ( a ? )  e s t  c o n v e r g e n t e ;  c a r ,  s i  l ’ o n  c o n s i 

d è r e  l e s  d e u x  t e r m e s  c o n s é c u t i f s  ( —  i ) p u p e t  ( —  i ) ^ *  up+l> o n  a

( - Y
V i  _  V a/ .

11P (/>+ l)(/ > + I-+ -l)

e t  c e  r a p p o r t  t e n d  v e r s  z é r o  q u a n d  p  c r o î t  i n d é f i n i m e n t .  L a  c o n v e r g e n c e  s e r a  

d ’ a u t a n t  p l u s  r a p i d e  q u e  x  s e r a  p l u s  p e t i t  e t  i  p l u s  g r a n d ;  s i  x  e s t  c o n s i d é r é  

c o m m e  u n e  p e tite  q u a n t i t é  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  J { ( a ; )  s e r a  d e  l ’ o r d r e  i .

L e s  f o n c t i o n s  J f x )  a v a i e n t  é t é  c o n s i d é r é e s  a v a n t  B e s s e l  p a r  F o u r i e r  d a n s  s a  

T h éorie  d e  la  c h a le u r ;  a u s s i  l e u r  d o n n e - t - o n  s o u v e n t  l e  n o m  d e  f o n c t io n s  d e  F o u -  

rier-B essel.

L ’ é q u a t i o n  ( I )  p e u t  s ’ é c r i r e ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e  ( I I ) ,

E 2 (z =  J0(«) 4- J2(« ) (^2+  z-*)  4- 3i ( x )  (æ4 +  s -4) 4- . . .

—  z ~ 1 ) J j  { x )  ( s 3 —  z ~ 3 ) + · · . ;

f a i s o n s ,  d a n s  c e t t e  f o r m u l e ,  

i l  v i e n d r a

Z — E T V ^ - 1 ;

E * / - ! « ! “ ? =  3 0 {x)  +  2 j 2(iP) C0S2<P - 4  2 J 4 ( i r )  cos4 ?  4 - . . .

4 -  \J—  i  [ a (¿c )  s i n  <p 4 -  2 J 3 ( o ; )  s i n 3 <p - K . . ] .

S u p p o s o n s  x  e t  <p r é e l s ;  n o u s  a u r o n s ,  e n  é g a l a n t  d a n s  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  

l ’ é q u a t i o n  c i - d e s s u s  l e s  p a r t i e s  r é e l l e s  e t  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  \J—  i ,

c o s ( # s i n < p )  =  J0( x )  h-  2J2 ( x )  COS29 4- 2 j k( x )  cos49  4 - . . .  

s i n  { x  s i n c p )  =  2 1 , ( 0 ; )  s i n 9  - 1 -  2 J 3 (o ? )  s i n  3 9  4 - . . . .

O n  v o i t  d o n c  q u e  l e s  f o n c t i o n s  d e  B e s s e l  p e r m e t t e n t  d e  d é v e l o p p e r  e n  s é r i e s  

p é r i o d i q u e s  l e s  e x p r e s s i o n s  ^ ( ¿ r s i n < p ) .
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E n  c h a n g e a n t  9  e n  9  +  i l  v i e n t

/ ( c o s ( æ; cos<p) =  J 0(i») —  2 J 2( # )  cos2<p +  2 J 4 ( # )  c o s 4 <p —  · · · >

. ( s i n  ( x  c o s  9 ) =  2 J  ¡ ( a s )  COS9 — 2 J3( x )  c o s 3 <p -+■___

7 8 .  E n t r e  t r o i s  f o n c t i o n s  c o n s é c u t i v e s  J i- _ 1 ( x ) ,  ^ ¿ ( x ) ,  i l  e x i s t e  u n e

r e l a t i o n  t r è s  s i m p l e  q u e  n o u s  o b t i e n d r o n s  e n  d i f f é r e n t i a n t  l ’ é q u a t i o n  ( I )  p a r  

r a p p o r t  à  z ,  c e  q u i  n o u s  d o n n e r a

• î ( , +  i )  £«■ -=) =  2  a , (*).<·-■
— «

o u  b i e n
-+- 00 +  ce

f  ( IH _  ¿ )  2  z‘ ~ i3î  zi~' ’

d ’ o ù ,  e n  é g a l a n t  d a n s  l e s  d e u x  m e m b r e s  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  z l~* ,

( V )  =  f  [ J i + 1 ( ; » ) H - J i - 1 ( * ) ] ;

c ’ e s t  l a  r e l a t i o n  c h e r c h é e .

S o i t  t :  u n e  q u a n t i t é  q u e l c o n q u e ;  o n  a

J ; + i ( ^ )  +  J f —1 (a? )~

o u  b i e n ,  à  c a u s e  d e  l a  r e l a t i o n  ( Y ) ,

(3 ) eÏ H ) [ i_ I ( , +  1 ) ] =  2  ( . - i l ) J , (*).-;

c e t t e  f o r m u l e  a  é t é  e m p l o y é e  p a r  C a u c h y  d a n s  u n  d e  s e s  M é m o i r e s .

L a  r e l a t i o n  ( Y )  e s t  u t i l e  s u r t o u t  p o u r  l e s  d é t e r m i n a t i o n s  n u m é r i q u e s .  S u p 

p o s o n s  q u ’ o n  v e u i l l e  c a l c u l e r  J 0 ( a ; ) ,  S, ( x ) ,  J 2 ( ; r ) ,  . . . ,  J / ( o ; ) ,  x  a y a n t  u n e  v a l e u r  

c o n n u e ;  o n  c a l c u l e r a  d i r e c t e m e n t  J „  e t  J ,  p a r  l e s  s é r i e s  ( I I I ) ;  l a  r e l a t i o n  ( V )  

d o n n e r a  d e  p r o c h e  e n  p r o c h e  J 2 ,  J 3 ,  . . . .  J ; ,  m a i s  a v e c  u n e  p r é c i s i o n  q u i  i r a  e n  

d i m i n u a n t  à  m e s u r e  q u ’ o n  s ’ é l o i g n e r a  d u  p o i n t  d e  d é p a r t .  O n  v é r i f i e r a  J ;  e n  l e  

c a l c u l a n t  d i r e c t e m e n t  p a r  l a  s é r i e  ( I I I ) .

T o u t e f o i s ,  i l  v a u t  m i e u x  a v o i r  r e c o u r s  a u  p r o c é d é  s u i v a n t  :

P o s o n s

( 4 )

T .  -  I .

Ji
Si- i ’

IlT$

2 7
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210 CHAPITRE X II.

n o u s  e n  t i r o n s

J i  =  Jo -Pi>
J î  —  Jo ·Pt Pi »

...................... .

•b —  b -P\Pi· · ·Pi·

O n  e s t  d o n c  r a m e n é ,  d ’ u n e  p a r t ,  a u  c a l c u l  d e  J 0 p a r  l a  s é r i e  ( I I I ) ;  d ’ a u t r e  p a r t ,  

a u  c a l c u l  d e p {, p 2>

L a  r e l a t i o n  ( Y )  p e u t  s ’ é c r i r e

o u  b i e n

9 1 L - i
X J i

( 6 )
21 I

d ’ o ù  l ’ o n  t i r e  s u c c e s s i v e m e n t

(7)

ï
9 Í
~ôc — P (+i

I
2

X

-------------------- 3
— Pi+ 2

\

O n  a u r a  d o n c  c e  d é v e l o p p e m e n t  d e p t e n  f r a c t i o n  c o n t i n u e  :

( 8 )
T

X 91-\- 9 I

X 9 Í 4

X

O n  c a l c u l e r a  p i  p a r  c e t t e  f o r m u l e .  L ’ é q u a t i o n  ( 6 )  d o n n e r a  e n s u i t e ,  p o u r  l e  c a l c u l  

d e  p i„ , t p t ,

( T _ _ 2 i —  2 

I _  2 i —  4

vy; '  \ Pt^t ~  ~  Pi~u

I 2

p l X - P i -
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V o i c i  d o n c  l ’ e n s e m b l e  d u  c a l c u l  :

O n  d é t e r m i n e  d i r e c t e m e n t  J 0 e t  J t· p a r  l e s  s é r i e s  ( I I I ) ,  P i  p a r  l a  f r a c t i o n  c o n 

t i n u e  ( 8 ) ,  p ^ ,  . . . , p ,  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( 9 ) ,  J 1 (  J 2 ,  . . . ,  J ;  p a r  l e s  r e l a 

t i o n s  ( . 5 ) ;  l a  v a l e u r  t r o u v é e  a i n s i  p o u r  J )  d e v r a  c o ï n c i d e r ,  d a n s  l e s  l i m i t e s  d e  l a  

p r é c i s i o n  c h e r c h é e ,  a v e c  l a  v a l e u r  o b t e n u e  d i r e c t e m e n t .  S ’ i l  e n  e s t  a i n s i ,  t o u t  

l e  c a l c u l  s e  t r o u v e r a  v é r i f i é .

L a  f r a c t i o n  c o n t i n u e  ( 8 )  s e  c a l c u l e r a  e l l e - m ê m e  p a r  c e t  e n s e m b l e  d e  f o r 

m u l e s

X

P i+ j- 1 =
1

2 ¿ - h  2 / — 2

X

-------- J

— P i+ j

Pi 21
X

1------- J

—  Pt+1

o ù  l e  n o m b r e  j  a u r a  g é n é r a l e m e n t  u n e  v a l e u r  p e u  c o n s i d é r a b l e ,  t e l l e  q u e  1 ,  

2 ,  3 ,  e t  q u e  l ’ o n  d é t e r m i n e  r a p i d e m e n t  p a r  t â t o n n e m e n t s  :  l e  c a l c u l  e s t  p l u s  f a c i l e  

q u a n d  o n  a  r e c o u r s  a u x  T a b l e s  d e  l o g a r i t h m e s  d ’ a d d i t i o n .

D a n s  s o n  M ém oire su r  la  d é te r m in a tio n  des p e r tu r b a tio n s  a b so lu es d a n s les ellipses  

d 'u n e  e x c e n tr ic ité  e t d 'u n e  in c lin a iso n  q u e lco n q u e s,  H a n s e n  a  c a l c u l é  d e s  T a b l e s  

n u m é r i q u e s  d o n n a n t  a v e c  s i x  d é c i m a l e s  l e s  v a l e u r s  d e  J „  e t  J ,  ;  l ’ a r g u m e n t

e s t  i l  v a r i e  d e  o  à  1 0 ,  e n  a u g m e n t a n t  c h a q u e  f o i s  d e  l a  q u a n t i t é  c o n 

s t a n t e  o , o 5 .

D a n s  l e  T o m e  I  d e s  M ém oires d e  B essel,  p u b l i é s  p a r  E n g e l m a n n ,  o n  t r o u v e ,  

p .  i o 3 ,  d e s  T a b l e s  d o n n a n t  a v e c  d i x  d é c i m a l e s  l e s  v a l e u r s  d e s  f o n c t i o n s  J „  e t  J 4 : 

l ’ a r g u m e n t  e s t  a ? ;  i l  v a r i é  d e  c e n t i è m e  e n  c e n t i è m e ,  d e p u i s  o  j u s q u ’ à  3 , 2 .

O n  p o u r r a  é v i d e m m e n t  f a i r e  u s a g e  d e  c e s  T a b l e s  p o u r  d é t e r m i n e r  J 0 d a n s  l e  · 

p r o c é d é  d e  c a l c u l  i n d i q u é  p l u s  h a u t .

7 9 .  O n  p e u t  e x p r i m e r  l a  d é r i v é e  d e  J , · ( a ? )  e n  f o n c t i o n  d e  ( a ? )  e t  d e  

i l  s u f f i t ,  p o u r  y  a r r i v e r ,  d e  d i f f é r e n t i e r  l ’ é q u a t i o n  ( I )  p a r  r a p p o r t  à  x ,  c e  q u i  

d o n n e

1
2

d J i ( æ )  . 

d x  Z ’

e n  é g a l a n t  d a n s  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  c e t t e  é q u a t i o n  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  z ‘ , i l
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v i e n t

(vi) = j i_l(^ ) - j i+1(̂ )].

O n  t i r e  d e  l à
d2Jj(x)  _  £ r dii-d-x)  _  d i i+l{x)'\ 

dx- 2 |_ dx dx  J

o u  b i e n ,  e n  r e m p l a ç a n t  l e s  d e u x  d é r i v é e s  p r e m i è r e s  p a r  l e u r s  v a l e u r s  c o n c l u e s  

d e  ( V I ) ,

(I0) ^ 3 ^  =  \  +

O r  o n  t i r e  d e  l a  r e l a t i o n  ( V )

CO
( i  4 - 1) Ji-t-i (■») =  - [ J i+2(ic) +  J î (æ:)],

( i  0  Jj'-l (æ) =■  — [ J;—2 (x )  +  Ji t·27)])

d ’ o ù

* [ J i'-t-i ( x  ) +  j(—1 (·#)] — [Ji-1 ( X  ) Jj-H-l i·*)] ==1~  [ J  i-t-2 C·27) Jj—2 { &)  ■+" 2 Jj (Æ!)]»

o u  b i e n ,  à  c a u s e  d e  ( V )  e t  ( V I ) ,

^  i2Ji(x)  —  2 — ~ [Jî+*(^) — zJ i(x )  +  Jj- î C·*)] +  2 x J i(x ) ;

e n  c o m b i n a n t  c e t t e  é q u a t i o n  a v e c  l ’ é q u a t i o n  ( i o ) ,  o n  t r o u v e  e n f i n

(VII)
d13 ¿(x)  

d x 2
i d 3i(x)  
x  dx

c e t t e  é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  q u e  v é r i f i e  l a  f o n c t i o n  J , ( a ? )  e s t  l i n é a i r e ,  - d u  

d e u x i è m e  o r d r e ,  à  c o e f f i c i e n t s  v a r i a b l e s  e t  s a n s  s e c o n d  m e m b r e ;  e l l e  e s t  t r è s  

u t i l e  q u a n d  o n  v e u t  f a i r e  u n e  é t u d e  a p p r o f o n d i e  d e s  f o n c t i o n s  d e  B e s s e l .  

É c r i v o n s ,  c o m m e  i l  s u i t ,  l a  f o r m u l e  ( I )

EJ ( - D . Jo(·») Ji(tf)S*+-]£](— 0*1/(a?)«-*;
1 I

e n  c h a n g e a n t  s  e n  i l  v i e n t

E ^  =) =  J0(J: ) + 2 j<(®)-s-<+ 2 ( - I)<J'( a,) ;!i; 
1 ~ 1
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TRANSCENDANTES DE BESSEL. 2 l 3

s i  n o u s  m u l t i p l i o n s  c e s  é q u a t i o n s  m e m b r e  à  m e m b r e ,  n o u s  o b t e n o n s  u n e  é q u a 

t i o n  d e  l a  f o r m e
» co

q u i ,  d e v a n t  a v o i r  l i e u  q u e l  q u e  s o i t  z ,  n o u s  f o u r n i t  l e s  r e l a t i o n s

A0= i ,

A (=  o , A _ i =  o ;

n o u s  n e  d é v e l o p p e r o n s  q u e  l a  p r e m i è r e ,  q u i  n o u s  d o n n e

(VIII) i =  Jjj {æ) H- 2 JJ (æ) -+- 2 j| (¿c) + . . . .

C e t t e  f o r m u l e  c u r i e u s e  m o n t r e  q u e ,  x  é t a n t  s u p p o s é  r é e l ,  l a  v a l e u r  a b s o l u e  

d e  J 0 ( £ u )  e s t  p l u s  p e t i t e  q u e  i ,  e t  q u e  c e l l e  d e  c h a c u n e  d e s  f o n c t i o n s  s u i v a n t e s

! , ( * ) ,  3 2 ( x ) ,  . . .  e s t  i n f é r i e u r e  à  - ^ = ·
y 2

O n  p o u r r a i t  v é r i f i e r  l a  f o r m u l e  ( V I I I )  e n  p a r t a n t  d e  l ’ e x p r e s s i o n  s u i v a n t e ,  à  

l a q u e l l e  o n  a r r i v e  a s s e z  f a c i l e m e n t  p o u r  l e  c a r r é  d e  l a  f o n c t i o n  J , ( a ? )  :

p=.oo
(IX) J ? ¡x) = y  (~ i)p-t____ 1.2·3·. .(gp)_

p  =  i
(/> +  *')] ( i . 2 . . .py

8 0 .  O n  p e u t  e x p r i m e r  h ( æ )  p a r  u n e  i n t é g r a l e  d é f i n i e .

R e v e n o n s ,  e n  e f f e t ,  à  l a  f o r m u l e  q u e  l ’ o n  o b t i e n t  e n  r e m p l a ç a n t ,  d a n s  ( I ) ,  z  p a r  

s a v o i r
P = +CK)

P = — «

o n  e n  t i r e
~27t _ _ p =  +  » _ s n

J  ^  Jp{x)  J  W p -W f^ d y ,

p = ~ o

o u ,  e n  r e m a r q u a n t  q u e  l ’ o n  a

I E W'I-'-dy 
0 [ “

i ( x ) =  f  E 
J o

- o pour q £ o,

; 27r pour q —  o,

271
27Ï J j
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2 14 CHAPITRE XII. TRANSCENDANTES DE BESSEL.

y / —  i  d i s p a r a î t  d u  s e c o n d  m e m b r e  d e  c e t t e  f o r m u l e ,  c o m m e  o n  l e  v o i t  a i s é m e n t ,  

e t  i l  r e s t e

cos(icp — xsin(p)d(p
~  U

o u  p l u s  s i m p l e m e n t

i r n
( X )  . ! , · ( « )  =  -  f c o s ( t c p  —  x  s i n ç )  des/.

^  *] A

O n  p e u t  o b t e n i r  u n e  a u t r e  f o r m e  e n  o p é r a n t  c o m m e  i l  s u i t  : 

L ’ e x p r e s s i o n  g é n é r a l e  ( I I I )  d e  J  ¡ ( x )  p e u t  d ’ a b o r d  s ’ é c r i r e  a i n s i

(*0 J / ( a ? )  =  [" — j  --------- . — . . . +  ( —  i ) p
L 2 .Ci. . .21 ' 1.2.

cc -P  i . 3  p  — i)
.2 p 2.4· · · ( 2 i “H 2 p) - ] ■

O r  o n  a  c e t t e  f o r m u l e  b i e n  c o n n u e ,  d a n s  l a q u e l l e  A  e t  B  d é s i g n e n t  d e u x  n o m 

b r e s  e n t i e r s  p o s i t i f s ,

I

1t
sinSA<pcos2B9cfy =

[ i  . 3 . .  . ( a  A  —  i ) ]  [ i  . 3 , ■ . ( 2 B  —  i ) ]  
a . 4 . . . ( a A  +  a B )

o n  e n  t i r e ,  e n  f a i s a n t  A  =  i  e t  d o n n a n t  s u c c e s s i v e m e n t  à  B  l e s  v a l e u r s  o ,  i ,

i _ i _i r
2 . 4  . . .  2 { I . 3 . . . ( 21 — i) 71 J 0

I . 3 , . . ( 2 j 0 —  i )  __ I I  Ç

2.4.  . . (2t +  2 P) ~~ 1 . 3 . . .  (21 — I) TtJ0

n

it

s i n 2£cp d<.p ,

s i n 2 i <p c o s 2 î , 9  dy,

E n  p o r t a n t  c e s  v a l e u r s  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 1 1 ) ,  i l  v i e n t

J  t{x) i . 3 .
¿Vs c o s 2 cp

I . 2
+  . . .

(— I ) P x ' i P cos2̂ y
I.2...2p

o u  b i e n  

( X I ) J < ( * ) 1.3 .
______  _I f

.(2 {— I) TT J0
TC

c o s ( «  C 0 S 9 )  s i n 2£<p dy.

C ’ e s t  l a  s e c o n d e  f o r m e  c h e r c h é e ;  e l l e  a  s u r  l a  p r e m i è r e  l ’ a v a n t a g e  d e  m e t t r e  e n  

é v i d e n c e  l e  f a c t e u r  x 1 ;  s i  x  e s t  c o n s i d é r é  c o m m e  u n e  p e t i t e  q u a n t i t é  d u  p r e m i e r  

o r d r e ,  J  ¿ ( x )  s e r a  d e  l ’ o r d r e  i .
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C H A P I T R E  X I I I .

APPLICATION DES TRANSCENDANTES DE BESSEL 

A U  M O U V E M E N T  E L L I P T I Q U E .

8 1 .  Théorème préliminaire. —  S o i t / ( Ç )  u n e  f o n c t i o n  p é r i o d i q u e  d e  Ç ,  d o n t  

l a  p é r i o d e  e s t  2 i r ,  q u i  r e s t e  f i n i e  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  Ç ;  c e t t e  f o n c t i o n  

e s t ( ' ) ,  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  r é e l l e s  d e  x ,  d é v e l o p p a b l e  e n  s é r i e  c o n v e r g e n t e  

c o m m e  i l  s u i t  :

( /(Ç ) =  ï A0+  (A, co sÇ +  BjSinÇ) -+- (A 2 CÔS2Ç +  B2sinaÇ)

[ H-(A¿cos«? +  B¿siní?) + -----

L e s  c o e f f i c i e n t s ^  e t  B  p e u v e n t  ê t r e  e x p r i m é s  p a r  d e s  i n t é g r a l e s  d é f i n i e s ;  o n  a ,

e n  e f f e t ,

U = î

✓ »271
J  / ( Ç ) C O S i Ç r f Ç ,

( 2 ) ✓ »2 71

1 B , = ï .
/  / ( Ç ) s i n  Î Ç d Ç ;  

'  0

c e t t e  e x p r e s s i o n  d e  A , ·  c o n v i e n t  a u s s i  p o u r  i  =  o ,  s i  l ’ o n  a  e u  s o i n ,  c o m m e  n o u s  

l ’ a v o n s  f a i t ,  d e  m e t t r e  d a n s  l a  f o r m u l e  ( i )  |  A 0 e t  n o n  A 0 .

(*) Considérons une fonction quelconque de Ç, <!>(£)> et portons notre attention sur les limites o 
et ait de Ç et sur les valeurs correspondantes de <!>(£) que nous supposons finies. Le théorème de 
Fourier et la démonstration de Lejeune-Dirichlet nous apprennent que, dans cet intervalle, on peut 
toujours trouver un développement périodique convergent de la forme (i), c’est-à-dire

jf(Ç) =  -j A0 -t- (Ai cosÇ -t- Bi sinÇ) -t-.. . +  (A/ c o s -h B/ sinf£j 

tel que, dans tout l’intorvallo considéré, on ait /(Ç) =  $(£), et co développement est unique; la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 l 6 CHAPITRE XIII.

O n  e n  c o n c l u t  q u e  l e  d é v e l o p p e m e n t  p é r i o d i q u e  ( i )  n ’ e s t  p o s s i b l e  q u e  d ’ u n e  

s e u l e  m a n i è r e .

S i  l a  f o n c t i o n / ( £ )  e s t  p a ir e ,  l e s  s i n u s  d o i v e n t  d i s p a r a î t r e  d o  l a  f o r m u l e  ( i ) ;  

o n  a ,  e n  e f f e t ,  p a r  h y p o t h è s e ,  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  Ç ,

( 3 )  / ( ? ) = / ( - ? ) ;

e n  r e m p l a ç a n t  f ( Ç )  e t / ( —  ' ( )  p a r  l e u r s  v a l e u r s  d é d u i t e s  d e  l a  f o r m u l e  ( i ) ,  s u p 

p r i m a n t  l e s  t e r m e s  c o m m u n s  a u x  d e u x  m e m b r e s ,  i l  r e s t e

o =  B, sin Ç 4 -B 2 sin2 Ç 4- . . .  4- B̂  sinfÇ -I-. . .  ;

c e t t e  é q u a t i o n  d o i t  a v o i r  l i e u  p o u r  to u tes  l e s  v a l e u r s  d e  Ç ;  o n  p e u t  a p p l i q u e r  l a  

d e r n i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 2 ) ,  e n  r e m p l a ç a n t  s o u s  l e  s i g n e  /  l a  f o n c t i o n  f ( ' C )  

p a r  0 ;  o n  t r o u v e  a i n s i
B 1 =  o, B2 =  o, · · · ;

d o n c ,  d a n s  c e  c a s ,  l e  d é v e l o p p e m e n t  ( 1 )  s e  r é d u i t  à  

( 4 )  / ( ? )  ~  1 -^ 0+  A ,  c o s Ç 4- . .  ·4- A , ·  c o s i Ç 4- . . . .

O n  c o n c l u t  d e  l a  f o r m u l e  ( 3 )  l a  r e l a t i o n

o n  a ,  d ’ a i l l e u r s ,

/ ( 2 T I -Ç )  = / ( £ ) ;  

C O S i ( 27T —  Ç) =  COSiÇ;

s i  d o n c  o n  c o n s i d è r e  l e s  v a l e u r s  d e  l ’ é l é m e n t  d i f f é r e n t i e l  d e  l a  f o r m u l e

A cos iÇ dt,,

q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  v a l e u r s  X, e t  2 u  —  Ç ,  o n  v o i t  q u e  c e s  v a l e u r s  s o n t  é g a l e s  

e t  d e  m ê m e  s i g n e ,  e t  l ’ o n  p e u t  é c r i r e

( 5 ) A i = î i / ( t ) c o s î Ç dÇ.

fonction <I>(Ç) peut môme être discontinue. Mais, de 2it à 4 ,̂ de 4it à 6it, . . j\ t)  reprendra les 
mêmes valeurs que l’on a obtenues de o à 211; tandis qu’en général 4>(Ç) pourra prendre des valeurs 
n’ayant aucune espèce de rapport avec celles de 4>(Ç) pour Ç compris entro o et 2ir. Il n’en est plus 
de même quand la fonction <ï> est périodique et a la périodo nz-, les fonctions /(Ç) et <ï>(Q coïncide
ront alors pour toutes les valeurs réelles do x.
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Si la fonction/ (£ )  est impaire, on a, quel que soit £,

(3') / ( 0 + / ( - Ç )  =  o;

d’où, en remplaçant /(£ ) et/ ( — £) par leurs valeurs tirées de la formule (1), et 
supprimant les termes qui se détruisent,

o =  £ A0 +  A, cos£ +  . . .+  AîCOSîÇ + . . .  ;

Si donc on applique la première des formules (2) en y remplaçant/ ( ‘Q  par 0, 
il viendra

A0 =  o, A, =  o,

et, dans ce cas, le développement (1) se réduit à 

(4') /(£) =  Bj sinÇ H- B2 sin2Ç -t-. ..  ;

on aura ensuite

/ ( 27T— £) =  —/(£), sini(2TT — Ç) =  — sin«Ç,

et en groupant les éléments différentiels, comme on l’a fait plus haut, on verra 
que la seconde des formules (2) pourra s’écrire

( 5 ' )  ** B , =  l  f  / ( O s i n i W Ç .
t̂/0

8 2 . Soient e l ’excentricité de l’orbite d’une planète, excentricité qui sera 
comprise entre o et 1 ; Ç l’anomalie moyenne correspondante au temps quel
conque f, u, w et ̂  les valeurs de l’anomalie excentrique, de l ’anomalie vraie et 
du rayon vecteur qui se rapportent à la même époque. On aura, comme on l ’a 
vu au n° 3 2 , l’équation

( 6 )  u  —  e  s i n w  =  Ç.

Soit j  un nombre entier positif : considérons la fonction

cosj u  =/(Ç);

lorsque Ç augmente de 211, u  augmente aussi de 2it, et la fonction cos j u  ne 
change pas ; cos j u  est donc une fonction périodique de £ dont la période est 2tc ; 
d’ailleurs, cette fonction reste finie. On peut donc la développer sous la 
forme (1), et appliquer les formules ( 4 ) et ( 5 ), parce que f ( ' ( )  est une fonction 
paire. Nous poserons

(a )  c o s j u  =  jp^J) - j - p1/ 1 c o s Ç  ~'rp[{ ) c o s 2 ?  +  . . . -t- p Ÿ ] c o s f Ç  +  . . .  ;
T. -  I. 2 8
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la série sera convergente, quelle que soit la valeur de e entre o et i, et nous 

aurons
ri . r n 
— I cos jud&,
2 Jo

7t(7 ) I cos/« cosiÇafÇ.
2 *A

On tire de la formule (6) 

il en résulte d’abord

dÇ = ( i  -- e COSu)du;

^ p (/ ’ z= J '  cos ju du -^ -e  J '  cos íí cos Ju du ; 

on en conclut que, si j  est supérieur à i, on a

p f  =  o ;

lorsque y =  i, il vient

d’où

J s*
' co&udu —  — -  e, 
o 2

p"> =  — e.

La formule (7 ) peut s’écrire

ñt 1/) C 71 · rfsint'Ç ...

en intégrant par parties, il vient

l71 . of co s ju— /><" = — f  sin i Z r  -  <yç,
2 ./o

ou bien, en remarquant qu’aux limites o et tt de '( répondent les memes limites 
de u,

ITT
y

')lJ] —  I sin /Ç sin Ju du.

Nous pouvons remplacer 1 par sa valeur (6), ce qui nous donnera
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ou bien

(b)

—  p T  —  I c o s [ ( i— j ) u — ¿esiníí] d u — / c o s [ ( i+ y ) «  — te siiu«] du. 
J J0 Jo

Si l’on a égard à la formule (X ) du n° 7 9 , on voit qu’on peut écrire

I Pij) =  7 [Jf-y (te) —  Ji+y O'e)],

p[J)— o, pour . / > i ,

On aura, en particulier, pour j =  1,

J,·-, ( ie) — 3m  ( ie) ,

cette expression peut être transformée au moyen de la formule (YI) du n° 7 9 , 
qui donne, en y remplaçant x  par ie,

i i - i ( ie )  —  J i+i(ie)
2 dXj(ie) ' 

i de 3

il viendra donc

( „in 2 d-h(îe) 
Pl ~  P de ’(c)

( P o ) — — e.

Considérons maintenant la fonction

sin,j  u = / (Ç )  ;

c’est une fonction périodique de Ç dont la période est 211; cette fonction reste 
toujours finie, elle est du reste impaire ; on pourra donc poser

(a') sinju  =  i^/’ sinÇ +  sin 2 Ç + .. .-f-ÿp’ siniÇ +  ...  ;

cette série sera convergente pour toutes les valeurs de e comprises entre o et 1, 
et l ’on aura, par la formule ( 5'),

ou bien

/ sin/M sinîÇdÇ
0̂

iJ) =  —
. . d  cos iX 

1  smJ u dç
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220 CHAPITRE XIII.

d’où, en opérant comme précédemment,

J T̂t,
ï cos ¿Ç cos j u d u ,

0

j  P  71
—  q {/ }—  I 2 C o s j u  c o s ( i u  — ie  s i n  u )  d u 9 
/

/ TT /»7t
c o s [ ( j — j )  u — ie s in  w] du -+- j  c o s [ ( i + y ) M  — t e s i n « ] û ? a ,

•/o

( b ' )

On aura, en particulier, poury =  i,

( 1 )  .

cette expression peut être transformée au moyen de la formule (Y) du n° 7 9 , 

qui donne, en y remplaçant x  par ie,

3 i - i { i e )  -+- JiH-i(ie) =  ~e J¡{ie )·,

il viendra donc 

(&)

Remarque. — On tire des formules (a) et (b), (a ') et (&'), en supposant 

/ > ! »

COS /  a =  y 2  [ J ¿-y ( ̂  ) — J ,■ +/ ( ie ) ]
1 =  1

( d )

(d') sin j u  = j ^  [Ji-y(*«) ■+■ J<+y(“ )]
i — 1

On peut écrire ces formules comme il suit,

( 0  _
i = — »
i = ■+■ «o

. sinéÇ

C O SîÇ

sinîÇ

t---f- 00

2
 T t * \ C0Si’Ç

{e') 2 T ..  . sinî
h - j ( i e )  —
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APPLICATION DES TRANSCENDANTES DE BESSEL. 221

o ù  l ’ i n d i c e  i  p r e n d  l a  s é r i e  d e s  v a l e u r s  e n t i è r e s  p o s i t i v e s  e t  n é g a t i v e s ,  z é r o  é t a n t  

e x c e p t é .

P o u r  l e  v o i r ,  i l  s u f f i t  d e  r e m a r q u e r  q u e  l ’ o n  a

J - l- j ( — i e ) = 3 i + j ( i e ) .

8 3 .  N o u s  p o u v o n s  a p p l i q u e r  c e  q u i  p r é c è d e  a u  d é v e l o p p e m e n t  p é r i o d i q u e  d u  

r a y o n  v e c t e u r  r,  d a n s  l e  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e .  O n  a

r  —  a ( i  —  e c o s  u )  ;

il suffit donc de remplacer cosm par son développement fourni par les formules 
( a )  et (c); on trouvera ainsi

( / )
r

a

d J i ( i e )  cos 
d e  i 2 ’

en remplaçant J ,( ie) par son développement en série

J i ( i e ) : I . 2 .  . . 1 L (t ) W
T + ( t T
( i + 1) I . 2 . ( î  +  i ) ( i ' - + - a ) ] .

e t  f a i s a n t

( A )
i +  2 

¿ { i  + 1)
( ? ) '  , ‘ +  4

1 ¿(i  +  i )  ( i +  i )

l a  f o r m u l e  ( / )  d o n n e r a

, i = eo

( B )  J  - 2 C iC o s iS ·
¿ = 1

L e s  f o r m u l e s  ( A )  e t  ( B )  r é s o l v e n t  l a  q u e s t i o n  p r o p o s é e ;  i l  e s t  i m p o r t a n t  d e  

r e m a r q u e r  q u e ,  s i  l ’ e x c e n t r i c i t é  e  e s t  c o n s i d é r é e  c o m m e  u n e  p e t i t e  q u a n t i t é  d u  

p r e m i e r  o r d r e ,  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c o s  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  r  e s t  d e  l ’ o r d r e  i ,  

e t  q u ’ i l  n e  c o n t i e n t  q u e  l e s  p u i s s a n c e s  i ,  i  +  2 ,  *  - + -  4 ,  ■ · · d e  e.

C h e r c h o n s  m a i n t e n a n t  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  d i f f é r e n c e  u  —  ‘(  e n t r e  l ’ a n o 

m a l i e  e x c e n t r i q u e  e t  l ’ a n o m a l i e  m o y e n n e ;  o n  a

u  — £ =  e  sinw
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2 2 2 CHAPITRE XIII.

o u  b i e n ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( a ' )  e t  ( c ' ) ,

( / ' )

P o s o n s

( A ' )  D i = ? V 2

«  —  Ç =  2  j  J i(ie)  s i n  «Ç.

[
ie

i .( î +  i) i.2 (<-t-r)(iH-2 ) i.2 .3 (i+ i)(/ +  s)(i +  3) ]
e t  n o u s  a u r o n s  

(B ') m  — Ç =  ^ D i S i n i Ç .
¿S3 1

O n  v o i t  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  D , ·  d e  s i h * Ç  e s t  d e  l ’ o r d r e  i  e t  q u ’ i l  n e  c o n t i e n t  q u e  l e s  

p u i s s a n c e s  i ,  i  -+- 2 , 1  -+ - 4 ,  · . .  d e  e.

8 4 .  C ’ e s t  i c i  l ’ o c c a s i o n  d e  d o n n e r  d e u x  f o r m u l e s  q u i  s o n t  s o u v e n t  u t i l e s ;  d é 

s i g n o n s  p a r  w  l ’ a n o m a l i e  v r a i e  d e  l a  p l a n è t e  ;  o n  a

tan g 1 4 / i  -+- e
~ w — \ / --------2 y  i  —  e

e 1 e tan g - « ;

c e l a  r e n t r e  d a n s  l e  t y p e  

q u i  d o n n e ,  c o m m e  o n  s a i t ,  

( 8 )

t a n g  y  —  ¡j. t a n g a ? ,

j  =  a? h -  sin 2 a? 4 - i  ( sin4· ·̂ +  g +  sinôa; +  . . .  ;
[J. +  I 2 \ j J l + I

o n  a u r a ,  d a n s  l e  c a s  a c t u e l ,

(C)

P  +  1 i  - i -  ^  1 —  e 

i f  e . 1 e 2

]  L i + i / ï - e ^  2 ( I +  N/ I _ e 2 ) J

1 e3
8 ( 1  -f- y/i — e2) 3

s i n  2 u

s i n 3 «

O n  p e u t  é c r i r e  a u s s i
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P o u r  a p p l i q u e r  l a  f o r m u l e  ( 8 ) ,  o n  d e v r a  p r e n d r e

i l  e n  r é s u l t e r a

V —V  1-t-e

— e  . ¡J. — r— j ---------
+  e p - H i  i -t- \/i —  e2 ’

U  —  w  ■

(C.)
. 4 - S / i  —  '

s i n » --------
2 ( i  +  c 2) 1

i e 3
^ ( i  H- y/i — e2) 3

S I Ü 2 W

s i n  3 w — . . .  j  .

N o u s  a l l o n s  c o n s i d é r e r  e n s u i t e  l a  d i f f é r e n c e  e n t r e  l ’ a n o m a l i e  m o y e n n e  e t  l ’ a 

n o m a l i e  v r a i e .  O n  a  l e s  f o r m u l e s

% —  u  — e sin u,  

sintvsin u  =  \/i — e

d ’ o ù

( 9 )  Ç = «  +  v/i — e3

O r  o n  p e u t  é c r i r e

i +  e cos (P

d .  lo g (i  -+- e cosw) 
dw

i -t- e cosfE =  -^3 ( i  -f- ß E lv>/~ 1)  ( i  +
2(3

e n  p o s a n t  

O n  e n  c o n c l u t

_  ! — y/! — e2 ______ e___
e  i  —H  y/1 —  e 2

l o g ( i  +  e c o s  w )  =  log +  y  ( e u' ' / _ 1  h -  E  W  -*)  —  ( E 2k' / - 1 +  E .

=  I o g ^ g  +  2 ^ 3  COS O’ — j  ß 2 COS 2 w  +  |  ß 3cos3 W — . .

e t ,  e n  s u b s t i t u a n t  d a n s  l a  f o r m u l e  ( g ) ,

Ç = :a  +  2 y/i — e2 (— (3 sinof 4- (32sin2<p — (33sin3(P + . . . ) .

O n  p e u t  r e m p l a c e r  u  p a r  s o n  d é v e l o p p e m e n t  ( C , ) ,  c e  q u i  d o n n e

Ç =  w  +  2 2  -,---------- el--------- ---- s i n  iw  +  2 \ / r = l * 2  ( - 1 ) '  7---------- T = = C i  s i n  « t v ,
1 ( i +  v/i — e 2) * *  (i  - f  l/i — e2)*

(— 1)£
?  1 ( i h - v/ i  —  e 2)

7 ( i  +  î  y/1 — 62)  sin îV .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE XIII.2 2 4

O n  a  d o n c  c e t t e  f o r m u l e

( D )  C

■ [
1

e s m w -------
2

i - f -  2 \/i —  e 2 

(1 H- y/i —  e 2) 2
e2

1
s in 2«>  +  ^

1 —I— 3  1 — e2

( 1  +  \Ji —  e 2) 3
e3 sin3w —

R em a rq u e. —  C o n s i d é r o n s  l e s  t r o i s  a n o m a l i e s  u , 1, w ,  e t  d ’ a b o r d  l e s  d e u x  p r e 

m i è r e s ;  o n  p e u t  s e  p r o p o s e r  d e  d é v e l o p p e r  l a  d i f f é r e n c e  u  —  Ç  s u i v a n t  l e s  s i n u s  

d e s  m u l t i p l e s  d e  Ç :  c e  b u t  e s t  a t t e i n t  p a r  l a  f o r m u l e  ( B ' ) ;  l a  m ê m e  d i f f é r e n c e  

s ’ e x p r i m e  b i e n  s i m p l e m e n t  à  l ’ a i d e  d e s  s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  u ,  p u i s q u e  l ’ o n  a  

u  —  Ç  =  e  s i n w .  L e s  f o r m u l e s  ( C )  e t  ( C ,  )  d o n n e n t  e n s u i t e  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  

l a  d i f f é r e n c e  w  —  u  s u i v a n t  l e s  s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  u  o u  d e  w .

L a  t r o i s i è m e  d i f f é r e n c e  £  —  w  e s t  d é v e l o p p é e  p a r  l a  f o r m u l e  ( D )  e n  f o n c t i o n  

d e s  s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  w ;  i l  r e s t e  à  y  i n t r o d u i r e  l e s  s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  

d e  Ç ;  c ’ e s t  u n e  q u e s t i o n  t r è s  i m p o r t a n t e ,  e t  p l u s  c o m p l i q u é e  q u e  l e s  p r é c é 

d e n t e s ;  e l l e  s e r a  r é s o l u e  p l u s  l o i n .

O n  p e u t  r e m a r q u e r  e n c o r e  q u e ,  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  ( C ) ,  ( C ,  )  e t  ( D ) ,  l e s  c o e f 

f i c i e n t s  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s  t r è s  s i m p l e s  d e  l ’ e x c e n t r i c i t é ;  i l  n ’ e n  e s t  

p a s  d e  m ê m e  d a n s  l a  f o r m u l e  ( B ' ) ,  n i  d a n s  c e l l e  q u ’ i l  n o u s  r e s t e  à  o b t e n i r ,  e t  q u i  

d o i t  d o n n e r  C  —  w  e n  f o n c t i o n  d e s  s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  'C.

8 5 .  D o n n o n s  e n c o r e  q u e l q u e s  f o r m u l e s  i n t é r e s s a n t e s  d a n s  l e s q u e l l e s  f i g u r e n t  

l e s  f o n c t i o n s  d e  B c s s e l .  O n  v é r i f i e  t r è s  a i s é m e n t  l e s  d e u x  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  :

( 1 0 )

00

a

r

d - Ç .

d u

d V

dÇ
- 2 e s i n  u.

L a  p r e m i è r e  d o n n e ,  e n  a y a n t  é g a r d  à  l a  f o r m u l e  ( / ' ) ,

i— «

( g )  “  = 1  -h  2 ^ J i (i'e) c o s î Ç.

¿ = 1

O n  a  d o n c  a i n s i  l e  d é v e l o p p e m e n t  p é r i o d i q u e  d e  - ·

O n  t i r e  e n s u i t e  d e  l a  f o r m u l e  ( 1 1 ) ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e  ( a ' )  e t  ( < ? ' ) ,
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APPLICATION DES TRANSCENDANTES DE BESSEL. 2 2 5

d’où, en intégrant et désignant par G une constante arbitraire,

i = 00
r 2 p ,  v 1 t  c · n c o s
^ = 0 - 4 2 ^ « ) — ■

i = l

Reste à déterminer C; or on a

e ‘; =  i — 2 e cos w 4- e2 cos2 k =  h ---------2 e cos « H—  cos 2 « ·' O. O *

on a vu plus haut que le terme non périodique de cos« est — et que celui de
2 o

cos2« est nul; donc la partie non périodique de ^  est i ·+- ^es =  C, et l’on à

( h )
n  ô
—5 —  1 H----
ar 2 e2 - 4  2 Ji ( fe)

cos 1Ç

On peut obtenir aussi facilement les développements périodiques de sin»> et
C O S 0 2  :

On a d’abord
a(i - -  e2)

r  =  — ;------------,
1 4- e cos«<

d’où
a  ,

e cos(P=:— 1 +  -  ( 1  — e-),

ou bien, en remplaçant ~ par son expression (g),

V i = 00

(/c) cosw  —  ■— e 4 - 2 -—- e  J j ( i e )  costÇ.
i=l

On vérifie ensuite aisément la formule

d . -
a

d£, \J 1 —  e 2
sin w , .

qui donne, après qu’on y a remplacé - par sa valeur ( / )

(/<’ ) / —5 V  « ·
s i n « '  =  2 V/ i - e * 2 ( — rfg-

^ d .  J i ( i e )  sin i'Ç 
ila 1

T. — I.
a9
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S o i t  c  l ’ é q u a t i o n  d u  c e n t r e ;  o n  a

£ =  »>— ?,
s in C  =  sin «■ cos? —  cos«·’ s in ? ;

d ’ o ù ,  à  c a u s e  d e s  f o r m u l e s  ( Æ )  e t  ( k ) ,

. p /--------- a V 1 d i t ( i e )  sin t?  cos? . ..s i n £ =  2 ( / i  —  e2 ^  — ~ ~  ------------------ +  e  s in?  —  2 ^  J i ( t e )  cost?  s in ? ;

s i  l ’ o n  t r a n s f o r m e  s i n t ‘( c o s ‘(  e t  c o s f ( s i n Ç  e n  u n e  s o m m e  e t  u n e  d i f f é r e n c e  d e  

s i n u s ,  o n  o b t i e n t  l a  f o r m u l e  s u i v a n t e

s in C  =  ^  F i  s in  1?,
1 =  1

ou T o n  a

( 0
„  I  —  e2 , . , I  ,--------- ; d J ,  (2e)F i  —  e n ------- -— J 2( 2 e ) + ; -  y i  — e- — — ,

‘ e
e t  p o u r  t >  1,

F ,=
1 —  e ‘ ¡Ji+1[ ( t+  i ) e ] ~  — 1) e] |

v ( t +  1
I t /J j -H  [(  t -4- 1 ) e] I r f j j - i [ ( t —  i ) e ]

de de

8 6 .  S o i e n t  \ e t  y] l e s  c o o r d o n n é e s  d ’ u n e  p o s i t i o n  q u e l c o n q u e  d e  l a  p l a n è t e  

d a n s  s o n  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e ,  p a r  r a p p o r t  a u  g r a n d  a x e  ( a x e  d e s  \ ) ,  e t  à  l a  

p a r a l l è l e  a u  p e t i t  a x e  m e n é e  p a r  l e  c e n t r e  d u  S o l e i l  ( a x e  d e s  r j) .  O n  a u r a

— r co sw  =  a  (cos  u —  ’e ) ,

Y) =  r  s in«-, =  a\J 1 —  e2 sin 11.

S i  l ’ o n  r e m p l a c e  s i n «  e t  c o s «  p a r  l e u r s  d é v e l o p p e m e n t s  p é r i o d i q u e s  t r o u v é s  

p l u s  h a u t ,  o n  o b t i e n t  s a n s  p e i n e  l e s  f o r m u l e s  s u i v a n t e s

( « O
[-

V. I a V <  T / · N cost?
\  —  a \ ~ ~  2 e  +  2 d  — —

i=— 00
!=H- 00

/----------s V *  t / · s s i n t ?D — a y  y— e- ^  J / —1 ( te) — —

d a n s  l e s  o n  d o i t  d o n n e r  à  l ’ i n d i c e  i  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  e n t i è r e s  d e p u i s  —  00 

j u s q u ’ à  - f - c o ,  e n  e x c e p t a n t  l a  v a l e u r  z é r o .
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E n f i n ,  d a n s  u n e  m é t h o d e  i m p o r t a n t e  r e l a t i v e  h  l a  t h é o r i e  d e s  p e r t u r b a t i o n s  

p l a n é t a i r e s  d u e  à  H a n s e n ,  o n  a  b e s o i n  d e s  d é v e l o p p e m e n t s  d e s  e x p r e s s i o n s

e t  s u i v a n t  l e s  s i n u s  e t  c o s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  l ’ a n o m a l i e  m o y e n n e .

C e s  d é v e l o p p e m e n t s  s o n t  f a c i l e s  à  o b t e n i r ;  o n  a ,  e n  e f f e t ,

c o s « '   X s i n « '  _  y)
, .2 r i ’ r i r i

P a r  r a p p o r t  a u x  a x e s  0 £ e t  O y ] ,  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  

e l l i p t i q u e  d e  l a  p l a n è t e  s o n t

d } \  f  X 

d F  +  f l l 7 · - 0 ·

d*-n , ,  n  _

o n  e n  t i r e ,  à  c a u s e  d e s  f o r m u l e s

Ç = ^  ( i  —  t ) ,
a?

II

a 3X æ-x
- J T  — d ? ’

a 3 r i d -  Y]
' 1 T  ~ ~ ~ d ? ‘ ■

D a n s  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  d e u x  d e r n i è r e s  é q u a t i o n s ,  r e m p l a ç o n s ^  e t  rj 

p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( m ) ,  e t  n o u s  o b t i e n d r o n s

l —-t-«o
X cost*’ r v 1 . I . . .

7 S =  - 7 2 - =  5 *  2 d

( « )
Y] s i r n «  e* * T / - \  · -y
í ¡  =  - p r =  a » 2 d i J i - i ( i e )  s m i Ç .

i —— «o 
_ i ZZ+ 00

D a n s  c e s  d e r n i è r e s  f o r m u l e s ,  o n  p e u t  n e  p l u s  e x c e p t e r  o  p a r m i  l e s  v a l e u r s  

d e  i;  l e s  t e r m e s  c o r r e s p o n d a n t s  s o n t  n u i s .
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CHAPITRE XIV.

T H É O R È M E  D E  C A U C H Y .  -  N O M B R E S  D E  C A U C H Y .

8 7 .  C o n s i d é r o n s  u n e  f o n c t i o n  S ,  f i n i e  e t  b i e n  d é t e r m i n é e ,  d e  l ’ a n o m a l i e  

e x c e n t r i q u e  u ,  a y a n t  p o u r  p é r i o d e  2 u ;  S  s e r a  a u s s i  u n e  f o n c t i o n  p é r i o d i q u e  

d e Ç ,  a d m e t t a n t  l a  m ê m e  p é r i o d e ;  o n  a u r a  d o n c  c e s  d e u x  d é v e l o p p e m e n t s  c o n 

v e r g e n t s

O 1b =  -  «0 +  « 1  cos U -+- « 2 CO S  2  U + . . .

-+- sinu  +  & 2 s in a u + . . . ,

( » )
S  =  -  Ao -+- A j  cosÇ +  A 2cos2Ç +  . . .  

2

+  B t s i n ?  H- B 2 s i n 2 ?  + . . .

S u p p o s o n s  q u e  l e  p r e m i e r  s o i t  c o n n u ,  e t  p r o p o s o n s - n o u s  d ’ e n  d é d u i r e  l e  s e 

c o n d ;  c e l a  e s t  f a c i l e  e n  p a r t a n t  d e s  f o r m u l e s  t r o u v é e s  d a n s  l e  C h a p i t r e  p r é c é 

d e n t  p o u r  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  d e  c o s  j u  e t  s i n j u  s u i v a n t  l e s  s i n u s  e t  c o s i n u s  d e s  

m u l t i p l e s  d e  Ç .  O n  a v a i t  f a i t
l — to

cos j u  =  l-  P[p  +  ^  pl/> c o s  i £ ,

ï =  i

2 = oo
sin y « =  sini'Ç;

1=1
o n  t r o u v e r a  a i s é m e n t

— A 0 —   ̂ a 0 +  Æi/>(u ’ ,

A t =  a^p(il)+  a a/>·21 +  a j p f  + . . . ,

B, =  M '·1’ +  + .  . . +  bjq</> +  . . . .
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THÉORÈME DE CAUCHY. NOMBRES DE CAUCHY. 2 2 9

o u  b i e n ,  e n  m e t t a n t  p o u r  l e s  q u a n t i t é s  p 'P  e t  q ' f  l e u r s  e x p r e s s i o n s  à  l ’ a i d e  d e s  

t r a n s c e n d a n t e s  d e  B e s s e l ,  f o r m u l e s  ( b )  e t  ( b ' )  d u  C h a p i t r e  p r é c é d e n t ,

( 3 )

¿ A  ¿ =  1 —  J i + 1 ( i e ) ]

4 -  2 « 2 [ J , _ 2 (ie) —  Ji+ Î( i e ) ]  

+  3 « 3 [ J i - 3 ( i e )  —  J i + 3 ( i e ) ]

î' B , — 1 b l [J,  ( i e ) 4- J i+i ( ¿e)]

4 -  2 Z»2 f  4 - J i + a i i e ) ]

+  3  ¿>3 [ J , —3 ( i e )  4 - J ; + 3( £ # ) ]

L a  q u e s t i o n  p r o p o s é e  e s t  e n t i è r e m e n t  r é s o l u e  p a r  c e  s y s t è m e  d e  f o r m u l e s ;  

o n  d e v r a ,  p o u r  l e s  a p p l i q u e r  n u m é r i q u e m e n t ,  c a l c u l e r  l e s  v a l e u r s  d e s  t r a n s c e n 

d a n t e s

J o ( e )> J o ( 2 e ) j  J o ( 3 e ) ,  . · . )

J i ( e )> J t ( 2 e )> J i ( 3 e ) ,  . . . ,

J 2 ( e ) ,  J 2 ( 2 e ) ,  J 2 ( 3 e ) ,  . . . ,

• · ' · > .................... > .................. ! . . . .

C a u c h y  a  r é s o l u  l a  m ê m e  q u e s t i o n  d ’ u n e  f a ç o n  d i l f é r e n t e ,  a u  m o i n s  q u a n t  à  

l a  f o r m e ;  n o u s  a l l o n s  f a i r e  c o n n a î t r e  l e s  r é s u l t a t s  a u x q u e l s  i l  e s t  a r r i v é ,  s a n s  

d o n n e r  l e s  d é m o n s t r a t i o n s  d a n s  t o u t e  l e u r  g é n é r a l i t é ;  n o u s  n o u s  c o n t e n t e r o n s  

d e  c o n s i d é r e r  l e s  c a s  q u i  n o u s  s e r v i r o n t  r é e l l e m e n t .

8 8 .  P o s o n s

( 4 )  '  E W ~ = z ,

l a  f o r m u l e  ( 2 )  v a  d e v e n i r

- A 0 4 -  — A1( £ 4 - s _ i ) - I -  -  A 2 ( .s2 4 -  z ~  2 ) 4-  . . .
^ 2 2

H-------- B ,  ( z  —  .s- 1 ) 4- . —  ■ B 2 ( ^  —  s,- 2 ) 4 - . . . ,
2 y  ■—  I  2 y —  I

| S  =  P „  4 -  P i *  4 - P j - s 2 4 - .  . .  4 - P , 4 - . ’ . . ,

( 4 -  P —1 -S- 1  - 4  P —2 s ~ 2 4- .  . . 4 -  P — ¡ z ~  ‘  - h . . .  ,

o u  b i e n

( 5 )
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d ’ o ù

( 6 )

r» I i I I>ïP,· =  -  A t- -t- — —=  »
2 2 y ' — I

P  —  -  A  —  -  —  ' ’
2 2 y/—  I

( A<>--- 2 Po,
) A ;  =  P ;  +  P

I B I= v /“ i ( P i - P _ I·)·

R e m a r q u o n s  q u e ,  s i  p  e s t  n u l ,  l ’ i n t é g r a l e  I z p d'Ç, e s t  é g a l e  à  2 u ,  e t  q u ’ e l l e

e s t  n u l l e  s i  p  d é s i g n e  u n  n o m b r e  e n t i e r  q u e l c o n q u e  p o s i t i f  o u  n é g a t i f ;  c e l a  r é 

s u l t e  d e  l a  f o r m u l e

f s tc „n :  ___  „n t
sPc?£ =  j  cospÇdÇ-h\ /— i I sinpÇdÇ.

- o ^ 0  •'O

O n  a u r a  d o n c ,  e n  m u l t i p l i a n t  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 5  ) p a r  z~ldï,, 
e t  i n t é g r a n t  e n t r e  l e s  l i m i t e s  o  e t  2-rc,

( 7 ) 2  7i P ¡' — j  Ss-'dÇ;

c e t t e  f o r m u l e  a  l i e u  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  e n t i è r e s  d e  t ,  p o s i t i v e s ,  n u l l e s  o u  n é 

g a t i v e s .

P o s o n s  m a i n t e n a n t

(8) E“*/C* =  s ;

i l  e x i s t e  e n t r e  l e s  v a r i a b l e s  z  e t  s  u n e  r e l a t i o n  i m p o r t a n t e ;  o n  a ,  e n  e f f e t ,

Ç =  « — e sin u ;
d ’ o ù  _

1 ‘ z  —  E i i v ^ - e y Z - l s i n «  —— cy^-1 sin«^

R e m p l a ç o n s  \ f  —  i  s i n  u  p a r

e t  n o u s  t r o u v e r o n s

( 9 ) '  5 =  i E “ K ' J ; ) ;

t e l l e  e s t  l a  r e l a t i o n  c h e r c h é e .
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N o u s  a u r o n s  e n s u i t e

2 3  i

dÇ =  ( i  —  e c o s w j  du  :
e  (  i
2 V s

du ;

p o r t o n s  c e s  v a l e u r s  d e  z  e t  d e  d'C d a n s  l a  f o r m u l e  ( 7 ) ;  e l l e  v a  n o u s  d o n n e r ,  e n  

r e m a r q u a n t  q u e ,  s i  Z c r o î t  d e  o  à  2 tc , u  c r o î t  l u i - m ê m e  d e  o  à 2 T t ,

27T

o u  b i e n

(1 0 )

e n  p o s a n t  

0 0

p'=X"Sj-'e?Hj [■ -!(-+i)]

2 n P  i =  I  U s - * d u ,
do

d u

U

L a  f o n c t i o n  S  e s t  d é v e l o p p a b l e  e n  s é r i e  c o n v e r g e n t e  p r o c é d a n t  s u i v a n t  l e s  

p u i s s a n c e s  p o s i t i v e s  e t  n é g a t i v e s  d e  s  ;  c e l a  r é s u l t e  d e s  f o r m u l e s  ( 1 )  e t  ( 8 )  ; i l  e n  

e s t  d e  m ô m e  d u  p r o d u i t  d e  S  p a r  l ’ e x p r e s s i o n

c ’ e s t - à - d i r e  d e  U .

N o u s  p o u v o n s  d o n c  é c r i r e

( 1 2 )
u  =  p ; - 4- p ;  5 + p '2 î 2 - h . . . + p î  + . . .

- i - P l j 2 P l 2 2 - h . .  . - i - P l i i - ' - f - ___

O n  c o n c l u t  d e  c e t t e  é q u a t i o n  q u e  l ’ o n  a

f  U  s ~ l d s  =  2 7i P i ,  ,
•A»

e t ,  e n  c o m p a r a n t  c e t t e  f o r m u l e  à  l a  f o r m u l e  ( 1 0 ) ,  o n  a r r i v e  à

P/ =  Pî-

D o n c  l e  c o e f f i c i e n t  P , ·  d e  z l , d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  ( 5 ) ,  e s t  é g a l  a u  c o e f f i 

c i e n t  P t d e  5 '  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  (  1 2 )  ;  o n  v o i t  q u ’ o n  e s t  r a m e n é  à  d é v e l o p p e r ,  

s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  s ,  l a  f o n c t i o n  U  q u i  e s t  u n  p r o d u i t  d e  t r o i s  f a c t e u r s :

, 1 ’ u n  1  ~  \  ( s  +  j )  e s t  t o u t  d é v e l o p p é ,  l ’ a u t r e  E 2 ^  ^  s e  d é v e l o p p e  a i s é m e n t
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( c e l a  i n t r o d u i t  l e s  f o n c t i o n s  d e  B e s s e l ) ;  e n f i n ,  d a n s  u n  g r a n d  n o m b r e  d ’ a p p l i c a 

t i o n s ,  S  e s t  u n e  f o n c t i o n  s i m p l e  d e  s  :  c ’ e s t  e n  c e l a  q u e  c o n s i s t e  l e  t h é o r è m e  d e  

C a u c h y .

Q u a n d  o n  a u r a  d é t e r m i n é  a i n s i  l e s  c o e f f i c i e n t s  P , · ,  o n  c a l c u l e r a  A ;  e t  B , ·  p a r  l e s  

f o r m u l e s  ( 6 ) .

O n  p e u t  d o n n e r  a u  t h é o r è m e  d e  C a u c h y  u n e  f o r m e  d i f f é r e n t e ;  é c r i v o n s  d ’ a b o r d  

l ’ é q u a t i o n  ( 7 )  c o m m e  i l  s u i t  :

2 7T P  ¡' —
d  Ë - ^ - 1 

dC,
d Ç .

S i  n o u s  i n t é g r o n s  p a r  p a r t i e s ,  i l  v i e n t ,  e n  r e m a r q u a n t  q u e  S  p r e n d  l a  m ê m e  v a 

l e u r  p o u r  ' (  =  o  e t  =  2 - i r ,

TtP·—  î . —  -—  f
f -

d% d s  

d s  d u
z ~ ‘ d u .

R e m p l a ç o n s  z  p a r  s a  v a l e u r  ( 9 ) ,  e t  ^  p a r  \] —  1  E “ ^  =  s \ j —  1 ,  e t  n o u s  t r o u 

v e r o n s  f i n a l e m e n t

(i3) „ 1 r 271 .. ,, dSr i ( H )  .
i i t V i —  -  / s - u - u  _  E 2 '  ' d u .  

1 J 0 d s

O r ,  s i  n o u s  c o n s i d é r o n s  l a  f o n c t i o n

v _  £  E ï ( , - ï ) >
i  d s

e t  q u e  n o u s  l a  s u p p o s i o n s  d é v e l o p p é e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  p o s i t i v e s  e t  n é g a 

t i v e s  d e  s ,  d e  m a n i è r e  à  a v o i r

V  -  I  
i  d s

=  Q o  +  Q i  s +  Q 2 s 2 + . . ' + Q h  s ‘ 1 - h . . .

+  Q _ i * - · - + -  Q - 2 s - 2 + ·  · · +  Q - ( !- - i ) s - (!' - 1> +  . .  · ,

n o u s  e n  c o n c l u r o n s ,  e n  m u l t i p l i a n t  p a r  Ç - ( i  h)d u  e t  i n t é g r a n t  d e  o  à  2 i x  r e l a t i 

v e m e n t  à  u ,

J  2 Tt 7  ̂ ^ (s  ̂^
s - O ' - î ) *> du.

0

L a  c o m p a r a i s o n  d e s  f o r m u l e s  ( i 3 )  e t  ( i 4 )  d o n n e

P /  =  Q i - i  ;

d o n c  P j  e s t  l e  c o e f f i c i e n t  d e  s ‘ ~ { d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n  Y .
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V o i c i  d o n c  l e  t h é o r è m e  c o m p l e t  d û  à  C a u c h y  :

C on sidéron s le  d évelop p em en t

S = P 0+ P !  « -t-. . .  -I- P* a* + . . .
+  P- l  a-1 H- . . .  -I- P_*· s- 1 - ( - . . . .

i °  P t· est é g a l  a u  co e ffic ien t d e  s ‘ d a n s  le d év e lop p em en t d e  la  f o n c t io n

M  u =  SeÎ H ) [ . - î (s + I ) ] .

2 °  P  j est en co re  é g a l  a u  co e ffic ie n t d e  s l~ l d a n s  le  d év e lo p p em en t d e  la  fo n c t io n

( ¡ 3 ) v = ' ^ E T ^ .
v r ' i as

D a n s  l e s  a p p l i c a t i o n s ,  o n  p r e n d r a  c e l l e  d e s  d e u x  f o r m e s ' q u i  p a r a î t r a  l a  p l u s  

a v a n t a g e u s e ;  i l  f a u t  r e m a r q u e r  q u e ,  p o u r  l e  c a l c u l  d e  P 0 ,  l ' é t a n t  n u l ,  o n  d e v r a  

e m p l o y e r  l a  f o r m e  ( o c ) .

O n  p o u r r a  s e  c o n v a i n c r e  f a c i l e m e n t  q u ’ e n  p a r t a n t  d e  l a  f o r m e  ( o c ) ,  e t  p a s s a n t  

e n s u i t e  d e s  v a l e u r s  d e s  c o e f f i c i e n t s  P ,  à  c e l l e s  d e s  A , ·  e t  B ; ,  o n  r e t o m b e  s u r  l e s  

f o r m u l e s  ( 3 ) .

F a i s o n s  n é a n m o i n s  u n e  a p p l i c a t i o n  a u  d é v e l o p p e m e n t  d e  § ,  d é j à  c o n s i d é r é  

c i - d e s s u s .

O n  a

8 =  7 = ( i - e c o s i O - ‘ =  ^)] i

l a  f o n c t i o n  U  s e  r é d u i t  à

U  =  E ? ( ^ ) ;

- ( s - 1- )
P , ·  e s t  d o n c  é g a l  a u  c o e f f i c i e n t  d e  s1 d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  E 2 '  s J ,  c ’ e s t -  

à - d i r e  à  J  f i e ) ;  P _ {· e s t  é g a l  à  ie )  = J f i e )  =  P , · .  L e s  f o r m u l e s  ( 6 )  d o n 

n e n t

^  A 0 =  J 0 ( o )  — i, Ai =  aJi ( ie ) , B £ =  o ;

o n  r e t r o u v e  b i e n  l a  f o r m u l e  d é j à  o b t e n u e

i  =  00

§ = i + 2  ^  h(ie)  cost'Ç.
i =  1

A v a n t  d e  f a i r e  d e s  a p p l i c a t i o n s  p l u s  c o m p l i q u é e s ,  n o u s  a l l o n s  i n t r o d u i r e  d e s  

c o e f f i c i e n t s  n u m é r i q u e s  q u e  l ’ o n  r e n c o n t r e  d a n s  p l u s i e u r s  q u e s t i o n s ,  e t  a u x 

q u e l s  o n  a  d o n n é  l e  n o m  d e  n o m b res d e  C a u ch y .

T .  -  1 . 3 o
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8 9 .  S o i e n t  j  e t  q  d e u x  n o m b r e s  en tiers p o s itifs  o u  n u is , p  u n  e n t i e r  q u e l c o n q u e ,  

p o s it if , n u l  o u  n é g a t i f ;  l ’ e x p r e s s i o n

l - x - r  ( a r + i V  ( x - - ^

p e u t  ê t r e  d é v e l o p p é e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  p o s i t i v e s  e t  n é g a t i v e s  d e  a? ;  l e  d é 

v e l o p p e m e n t  c o n t i e n t  d ’ a i l l e u r s  u n  n o m b r e  l i m i t é  d e  t e r m e s .  N o u s  r e p r é s e n t o n s  

p a r  N - p ^ l e  t e r m e  i n d é p e n d a n t  d e  x  d a n s  c e  d é v e l o p p e m e n t ;  o n  p e u t  d i r e  

a u s s i  q u e  N - pj , q e s t  l e  c o e f f i c i e n t  d e  x p d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  l ’ e x p r e s s i o n

x  +  ( x  —  ~ y  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  x ;  N - P,j,q r e p r é s e n t e  l ’ u n  q u e l 

c o n q u e  d e s  n o m b r e s  d e  C a u c h y .  L ’ i n t r o d u c t i o n  d e  c e s  n o m b r e s  p e r m e t  d e  p r é 

s e n t e r  d ’ u n e  m a n i è r e  p l u s  s i m p l e  c e r t a i n s  d é v e l o p p e m e n t s  q u i  s e  r a p p o r t e n t  a u  

m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e ;  n o u s  a l l o n s  f a i r e  c o n n a î t r e  q u e l q u e s - u n e s  d e  l e u r s  p r o 

p r i é t é s .  '

O n  a

=  i ,  s i  j  - h  q —  p  e s t  n u l ,
0 4 ) N. P , j , 1 =  0 . s i j  -+- q  —  p  e s t  n é g a t i f  o u  i m p a i r .  

E n  e f f e t ,  l e  d é v e l o p p e m e n t  d u  p r o d u i t  ( x ¿ Y  ( x  —  e s t  d e  l a  f o r m e

=  x J+q +  CixJ'+l-* -+- Cia^+?-4 + , .  ,;

o n  e n  c o n c l u t

I  —  X - P ^ C C + y ^  ( ^ C —  ^  =  x / + ! - P 4 -  C1^ + ï - f - , . +  +  . . . .

O n  v o i t  q u e ,  s i  j  -+ -  q — p  e s t  n u l ,  l a  p a r t i e  c o n s t a n t e  d e  I  e s t  é g a l e  à  i  ;  s i  

j  -h  q  —  p  e s t  n é g a t i f ,  i l  n ’ y  a  p a s  d e  p a r t i e  c o n s t a n t e ,  e t  i l  e n  e s t  d e  m ê m e  

s i  y  -+ -  q  —  p  e s t  i m p a i r .

O n  a  l a  r e l a t i o n

( i 5 ) Np,J,i¡ — ( I ) 7 N _ p>y ) î .

E n  e f f e t ,  N e s t  l e  t e r m e  i n d é p e n d a n t  d e  x  d a n s , l e  d é v e l o p p e m e n t  d e
j  \ y / j \ tj

; c e  s e r a  a u s s i  l e  t e r m e  i n d é p e n d a n t  d e  x '  d a n s  l e  d é v e x ~ p I x  H —  ) I x
x  \ x

l o p p e m e n t  d e  l ’ e x p r e s s i o n  s u i v a n t e ,  q u e  l ’ o n  d é d u i t  d e  I  e n  c h a n g e a n t  a? e n  p i

( i  + *'Y ( i  -  *'V=(“ w  (* '  +  i ) J ( * -  iV;
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THÉORÈME DE CAUCHY. NOMBRES DE CAUCHY. 2 3 5

o r  c e  d e r n i e r  t e r m e  e s t  p a r  d é f i n i t i o n  é g a l  à  (  -  i ) ? N /, , y i 7 ;  l a  f o r m u l e  ( i 5 )  e s t  

d o n c  d é m o n t r é e .

C h e r c h o n s  l ’ e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  d e  e n  s u p p o s a n t  q ^ > p ,  c e  q u i  e s t

t o u j o u r s  p o s s i b l e  d ’ a p r è s  l a  f o r m u l e  ( i 5 ) .

O n  a

' VX ---------—
x )

o ù  a  e t  ¡3 s o n t  d e u x  e n t i e r s  n u i s  o u  p o s i t i f s  v é r i f i a n t  l a  r e l a t i o n  a  H -  ¡3 =  q\  p o u r  

o b t e n i r  l e  t e r m e  c o n s t a n t  d e  c e  d é v e l o p p e m e n t ,  i l  f a u t  f a i r e

¿ d V '  1 . 2 . . . « . ( . 2 . . . S
-p-p.

o n  e n  c o n c l u t  

e t

CC —  P — P - - 0 ·,

a ^ <L ± ± ) (3 =  <L n J L
2 r  2

N_P< 0,7-

<!~P 
I )  *

1 . 2 .

1 . 2 .

■ -P I . 2 .
2

( i 6 ) N - p , o , ?  — 1 ( 1 )
<t~P 4 - i

1 . 2 .

2

<7 -/>

O n  p o u r r a  c a l c u l e r  p a r  c e t t e  f o r m u l e  l e s  v a l e u r s  d e  N _ p i0j? e t  f o r m e r  u n  p r e 

m i e r  T a b l e a u  c o n t e n a n t  t o u s  c e s  n o m b r e s  :  p  s e r a  l ’ a r g u m e n t  h o r i z o n t a l ,  e t  q 

l ’ a r g u m e n t  v e r t i c a l  d u  T a b l e a u .

O n  a  e n s u i t e  l a  r e l a t i o n

0 7 ) N_ : N— ■ N _ p-i,j,q>

q u i  r é s u l t e  d e  l a  f o r m u l e

x ~p ( x  4- -  j
i y + i

X  ,
x - x-

X

<1
—  X - P · * ·  1

i
x  H------

x œ - l ) q + X ~P~l ( CC +  l

O n  a u r a ,  e n  p a r t i c u l i e r ,

N — Pit>9 ~  N —p - l , 0,?î

o n  p o u r r a  d o n c  f o r m e r  u n  s e c o n d  T a b l e a u  c o n t e n a n t  l e s  n o m b r e s  d e  C a u c h y  

p o u r  l e s q u e l s  /  =  i .

O n  c o n t i n u e r a  a i n s i  p o u r /  =  2 ,  j  =  3 ,  . . . .

N o u s  a l l o n s  r e p r o d u i r e  q u e l q u e s  T a b l e a u x  d o n n a n t  l e s  v a l e u r s  d e s  n o m b r e s  

d e  C a u c h y ,  p o u r  j  =  o , j  =  1  e t /  =  2 ;  p  e s t  l ’ a r g u m e n t  h o r i z o n t a l ,  q  l ’ a r 

g u m e n t  v e r t i c a l  ;  q u a n d  u n e  c a s e  e s t  v i d e ,  c ’ e s t  q u e  l e  n o m b r e  c o r r e s p o n d a n t  e s t  

é g a l  à  z é r o .  ,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a 3 6 CHAPITRE XIV

Tableau des N_P)o,?.
(p  est l'argument horizontal et q  l’argument vertical. )

0 - t -  1 -4- 2- -4- 3 -H  A -4- 5 -4-  6 H- 7 -4- 8 -4- 9

0 ..................... -+- I

1 ..................... -4- I

2 ..................... —  2 -+- 1

3 ..................... —  3 . - h  I

A ..................... -4- 6 -  4 -f -  I

5 ..................... H- 10 -  5 - f ·  I

6 ..................... —  2 0 +  i5 —  6 H- I

7 ..................... —  3 5 - h  2 1 —  7 .-4 - I

8 ..................... - t -  70 -  5 6 -4-  28 —  8 -t -  I

9 ................... -t-126

**3·
O

O1 -4- 3 6 —  9 - h  I

Tableau des N_p,il?.
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THÉORÈME DE CAUCHY. NOMBRES DE CAUCHY. 2 3 7

N o u s  r e n v e r r o n s  p o u r  p l u s  d e  d é t a i l s  à  u n  M é m o i r e  i n t é r e s s a n t  d e  M .  B o u r g e t ,  

i n s é r é  d a n s  l e  T o m e  Y I I  d e s  A n n a le s  d e  V o b serva toire d e  P a ris,  e t  p a r t i c u l i è r e 

m e n t  a u x  p a g e s  3 o o - 3 o 3  d e  c e  M é m o i r e .

L e  l e c t e u r  p o u r r a  c o n s u l t e r  a u s s i  l e  T o m e  Y  d e  l a  i re s é r i e  d e s  Œ u v re s  co m 

p lè te s  d e  C a u c h y ,  p .  3 o 8 - 3 i o  ( P a r i s ,  G a u t h i e r - Y i l l a r s ,  i 8 8 5 ) .

/  V \ m90. Développement de ( -  — i j  suivant les cosinus des multiples de

(r  \ m
-  —  1 1

e s t  u n e  f o n c t i o n  p é r i o d i q u e  d e  Ç ;  l a  p é r i o d e  e s t  2 t u ,  e t  l a  f o n c t i o n  e s t  p a i r e ;  o n  

a u r a  d o n c  e n  s é r i e  c o n v e r g e n t e

( 1 8 )
( : - ) ‘ = î ^ + 2 ·

i =  1

o u  b i e n
i z  ec

S  =  P “ l + ^ P | * ( i i -

a v e c
c f t) —  2 P ' · " 1’ ;

o n  a

0 9 ) S  =  ( —  e c o s u ) m—  ( —  i ) " 1 i ^

P o u r  t r o u v e r  P J ,m ) ,  n o u s  a p p l i q u e r o n s  l a  p r e m i è r e  f o r m e  d u  t h é o r è m e  d e  C a u 

c h y ;  P o s e r a  é g a l  a u  t e r m e  i n d é p e n d a n t  d e  s  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  

f o n c t i o n

U „ = ( - i ) “

I l  y  a  d e u x  c a s  à  c o n s i d é r e r ,  s u i v a n t  q u e  m  e s t  p a i r  o u  i m p a i r  :  

i °  m  =  ■ ¿m'.

O n  a

U„ =

$ -h  - j  n e  d o n n e r a  p a s  d e  t e r m e  i n d é p e n d a n t  d e  s;  i l  y  e n  

a u r a  u n  a u  c o n t r a i r e  p r o v e n a n t  d e  i f  -+ -  -  J  ,  e t  s o n  c o e f f i c i e n t  s e r a

( m' 4 - 1 ) ( m' -1- 2 ) . . .  2 m' _ 
1 . 2 . .  .m' ’
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o n  a u r a  d o n c

CHAPITRE XIV.

( 2 0 )
I c (swi  ( m ' +  1) ( m ' +  2 )·  . . 2rri 

2 0 1 . 2 . 3 . . .  m'

e
2

2 m'
;

2.0 m  =  a m !  - + ■  t .  

O n  a  a l o r s

u 0 =
2/rt'-4-l 2w'-|-2

C ’ e s t  m a i n t e n a n t  l e  t e r m e  e n  ( i  

d é p e n d a n t e  d e  s ,  t a n d i s  q u e  ( î

S/ 
! m ' + s

q u i  n e  c o n t i e n d r a  p a s  d e  p a r t i e  i n -

d o n n e r a  l a  p a r t i e  c o n s t a n t e

o n  a u r a  d o n c

( 2 1 )

( m ' +  2 ) ( m ' +  3 ) . . .  ( 2 m ' +  2 ) _
1 . 2 . .  . ( m ' - t - i )  ’

1 c(tm>4-D—  ( ” * ' +  2 )  ( w ' +  3 ) . .  ■ ( a w ' +  2 )  / f V " |,+*

2 °  I . 2 . . . ( m '  +  l )  \ 2 /

I l  n o u s  r e s t e  à  c a l c u l e r  =  P ] . ' ” ’ ,  i  é t a n t  d i f f é r e n t  d e  z é r o ;  n o u s  a p p l i q u e 

r o n s  l a  s e c o n d e  f o r m e  d u  t h é o r è m e  d e  C a u c h y ,  e t  n o u s  a u r o n s  p o u r  l e  c o e f 

f i c i e n t  d e  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n

i  d S
i  d s

E

e n  r e m p l a ç a n t  S  p a r  s a  v a l e u r  ( 1 9 ) ,  o n  t r o u v e  q u e  c e l a  r e v i e n t  à  c h e r c h e r  l e  

c o e f f i c i e n t  d e  s '  d a n s  l a  f o n c t i o n  V ' =  V  s,

V ' = ( — i )m

e n  d é v e l o p p a n t  l ’ e x p o n e n t i e l l e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  s —  i  > i l  v i e n t
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THEOREME DE CAUCHY. NOMBRES DE CAUCHY. 2 3 9

L e  c o e f f i c i e n t  d e  s1 d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  c e t t e  f o r m u l e  s e r a ,  e n  i n t r o d u i 

s a n t  l e s  n o m b r e s  d e  C a u c h y ,

?)*------ -— N _ î )„1_1)2H----- —  · · +

i e \ ?  
2

1 . 2 . . . q
N . i, m~ 1 ,7 -J - l *

O n  a u r a  d o n c

( 2 2 ) c( « . ) _ ( _  l)/ 2 i n  / e

/  ie

V 2

7  = °
I . 2 . . . q

N _ t \ , « - ! , ? + ! ·

L e s  f o r m u l e s  ( 2 0 ) ,  ( 2 1 )  e t  ( 2 2 )  r é s o l v e n t  l e  p r o b l è m e  q u i  s e  t r o u v e  r a m e n é  

a u  c a l c u l  d e s  n o m b r e s  d e  C a u c h y ;  c e s  f o r m u l e s  s o n t  d u e s  à  M .  B o u r g e t .  O n  r e 

m a r q u e r a  q u e ,  p o u r  q u e  n e  s o i t  p a s  n u l , -  o n  d o j t  a v o i r

—  ï  +  ( m  —  1) 4 -  q -+-1 =  2 k,

k  é t a n t  u n  e n t i e r  p o s i t i f  o u  n u l ;  d o n c

m +  q —  i  i k .

I l  e n  r é s u l t e  q u e ,  r e l a t i v e m e n t  à  e , c f l) e s t  d e  l ’ o r d r e  i ,  e t  n e  c o n t i e n t  q u e  d e s  

p u i s s a n c e s  d e  e  d o n t  l e s  e x p o s a n t s  s o n t  d e  m ê m e  p a r i t é  q u e  i.

Í  r \ ~  m
9 1 .  D é v e l o p p e m e n t  d e  ( -  J  s u i v a n t  l e s  c o s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  l ’ a n o 

m a l i e  m o y e n n e ,  m  d é s i g n a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r  p o s i t i f .  - -  N o u s  a u r o n s  e n  

s é r i e  c o n v e r g e n t e

î =  »  i — x>

( 2 3 ) S  =  l  G r ,  +  2 G Î ''M) c o s i Ç  =  P io'") +  ( * '  +  * - ' ) .
i = 1

e n  f a i s a n t

1 = 1

GJ"*1 =  2 P[-m).

L a  f o n c t i o n  S  a  d ’ a i l l e u r s  p o u r  e x p r e s s i o n

S  =  [ . - î ( i + l ) ]  .

N o u s  a p p l i q u e r o n s  l e  t h é o r è m e  d e  C a u c h y  s o u s  s a  p r e m i è r e  f o r m e ;  P ' · ™ ’ s e r a  

l e  c o e f f i c i e n t  d e  a 1 d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n

( 2 4 ) K - : K ) r ,,¿
Î H )
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C o m m e n ç o n s  p a r  P „ m) ;  c e  s e r a  l e  t e r m e  i n d é p e n d a n t  d e  s  d a n s  l e  d é v e l o p p e  

m e n t  d e

D— [— s(*+ »)]

( » 1 - 1 )

o r  o n  a ,  e n  l a i s s a n t  d e  c ô t é  l e s  p u i s s a n c e s  i m p a i r e s  d e  s  +  q u i  n e  n o u s  d o n  

l i e r a i e n t  a u c u n e  p a r t i e  i n d é p e n d a n t e  d e  s,

U 0 = i  +
( m  —  1 ) m  

1 . 2
s + i y + . . .

( m  —  1 ) m . . . ( m  -+- 2  p —  2 )

O n  t r o u v e r a  a i n s i

( 2 5 )
-G(0m,= n- 
2

( m  — 1 ) m  f  e \ *  t (m — i)(/w +  2)
w  w  +

( m  — i ) m ( m  +  i ) . .  . ( m  -t- 2p — 2) / e \ 2P
(1.2.  . .p)2 W  + ‘

4

T e n o n s  m a i n t e n a n t  à  l a  r e c h e r c h e  d e  G ‘ m ) ;  p o s o n s ,  p o u r  a b r é g e r ,

( 26 )

I m 0 —  i ,

m  —  1
m, —  ------- 3

1

( m —  1 )m
-------------------3

1 . 2

m j
( m  — ï ) m . .  . ( m  H-7 —  2 )  

1 . 2 . . . y  "

n o u s  a u r o n s ,  p a r  l a  f o r m u l e  d u  b i n ô m e ,

T e (  A " ! -(»>-») / e\ J  (  1 \l

Li _ r  + r I ==2 m' ( r ' (s+
i~o

L a  f o r m u l e  ( 2 4 )  n o u s  d o n n e r a  e n s u i t e

= 2 2 r ^ , ( 0 ' ^ K ) ' R )

(  îe \ ?q  — ta 1 __ 1

i V  VI V 2 ./ t \ ?

i \ ?

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



THÉORÈME DE CAUCHY. —  NOMBRES DE CAUCHY.

O n  e n  c o n c l u t ,  e n  i n t r o d u i s a n t  l e s  n o m b r e s  d e  C a u c h y ,

( 2 7 ) Gi"> =
= > 2 2 n

J+l
N_¡,1 , ?>

2/ j  I

J  v a r i e  d e  o  à  4-  go, e t  q  a u s s i ;  o n  a  v u  q u e ,  p o u r  q u e  N n e  s o i t  p a s  n u l ,  o n  

d o i t  a v o i r
J +  q —  i  +  2 k,

k  d é s i g n a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r  n u l  o u  p o s i t i f  ;  i l  e n  r é s u l t e  q u e ,  r e l a t i v e m e n t  à  e, 

l e  c o e f f i c i e n t  G ‘ m) s e r a  d e  l ’ o r d r e  i,  e t  n e  c o n t i e n d r a  q u e  l e s  p u i s s a n c e s  d e  d e g r é s  

i ,  i  -i- 2 ,  i  -t— 4» · · · d e  e.

C a l c u l o n s  e n  p a r t i c u l i e r  G ‘ m>;  n o u s  t r o u v e r o n s

1,1,0 +  W 0N_!1,0,1)

^ 3  N —1,3,0 4 “
7711> __
---- - N —1 2 1 4 - ^ N _ , 1,2 + N  ^

I ’ ’ 1 . 2 1 . 2 . 3  ’ ’ /

» Î 5 N _ i , s , o 4 - N —1 4 , 4 “ m*  XT —  N_i 3,2 ” 1“
m 3 N0 1“ —1.2.R

I ’ ’ 1 . 2  ’ 1 . 2 . 3  ’ ’

4 -
m 1 N _ ,  ,

, m o
r-k ,

I . 2 . 3 . 4 1 . 2 . 3 . 4 . 5 N —1,0,5 ) ?

O n  t r o u v e  d i r e c t e m e n t

N—1,1,0 =  H- !!
N _ i ,3,o =  +  3 ,  

N —1 , 5 ,0  —  -H I 0 >

N - 1 , 0 , 1 =  +  1 ! 

N _ i , i , i =  4 -  1 ,

N - 1, 4,1 = + 2 ,
N —1 , 1 , s ---- I ,

•N— 1,3,2 —  2 ,

N —1 , 0 , 3 :— 3  ;

N_l,2,3 = --2, N - 1,1,4 --- 4 - 2 ,

...........................................)

N - 1 , 0 , 5 ----■ +■  1 0  j

............................................ !

e t ,  e n  r e m p l a ç a n t  m 0 ,  ,  m 2 ,  . . .  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( 2 6 ) ,  i l  v i e n t

y ç („t) m ( e \  n i ( m ? + m — 3 ) / e \ 3 m(m44 - 6 /w34 - 5 m2— 8 m — 3) / e \ 5
2 1 2 \ 2 /  1 2  \  2 /

9 2 .  A p p l i q u o n s  l e s  f o r m u l e s  p r é c é d e n t e s  a u  c a s  d e  m  —  2 ;  n o u s  a u r o n s  

a l o r s

f  =  5 g °2 1 + 2 g ‘- > c o s ^ ;
1 = 1

l a  f o r m u l e  ( a 5 )  d o n n e  e n s u i t e

i G < 0* > = i 4 - - e * -
2 ° 2

1 . 3

2 . 4 2.4...2p
T. -  I. 3
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l e  s e c o n d  m e m b r e  s e  t r o u v e  ê t r e  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  ( 1  —  e 2 )  2 .  O n  a  d o n c

L e s  f o r m u l e s  ( 2 6 )  e t  ( 2 7 )  d o n n e n t  e n s u i t e

( 2 8 )

m 0 =  n ii  —  m 2 = . . .  =  1,

e n f i n  o n  a u r a

i  <1

(29)

i — 00

r * = J — e i  +v i = 1

N o u s  a l l o n s  d é d u i r e  d e  l à  u n  d é v e l o p p e m e n t  d o n t  l ’ i m p o r t a n c e  e s t  f o n d a 

m e n t a l e ,  c e l u i  d e  l ’ é q u a t i o n  d u  c e n t r e  s u i v a n t  l e s  s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  l ’ a n o 

m a l i e  m o y e n n e .

E n  d é s i g n a n t  t o u j o u r s  p a r  w  l ’ a n o m a l i e  v r a i e ,  l e  p r i n c i p e  d e s  a i r e s  n o u s  

d o n n e

/■2 —  na? y/j —  e 2 ;

o n  e n  c o n c l u t

(3 o)
d w  a -  ,-------- r

G/ "
e t ,  e n  r e m p l a ç a n t - -  p a r  s o n  d é v e l o p p e m e n t  ( 2 9 ) ,

d w

dÇ
—  1 +  \J 1 —  e 2 2 G j 2) c o s í ? .

M u l t i p l i o n s  p a r  C ,  i n t é g r o n s  e t  d é t e r m i n o n s  l a  c o n s t a n t e  p a r  l a  c o n d i t i o n  

q u e ,  p o u r  '( =  0 ,  o n  a i t  w  =  o ;  i l  v i e n d r a

w  =  Ç - h \/1 — e2 ^  G (S) sin iÇ 

i

S i  d o n c  n o u s  d é s i g n o n s  l ’ é q u a t i o n  d u  c e n t r e  p a r  c  e t  q u e  n o u s  f a s s i o n s

l =  /l

( a )  C —  ^  II,· sin ¿g,
ï =  l
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n o u s  a u r o n s

((3 ) 1 1 , =
I  —  1 i<i

' 2 2  1 .2 .
i  '!

J+J
N . ¿ . M »

t o u t  e s t  d o n c  r a m e n é  e n  d e r n i è r e  a n a l y s e  a u  c a l c u l  d e s  n o m b r e s  d e  C a u c h y .

O n  s e  r a p p e l l e  q u e  l e s  i n d i c e s  j  e t  q  p r e n n e n t  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  e n t i è r e s  

n u l l e s  o u  p o s i t i v e s  s a t i s f a i s a n t  a u x  c o n d i t i o n s

J  +  g =  h 
j  +  q =  i  +  2 ,  

y + y =  i ■+■4 »

o n  a u r a  d o n c  p o u r  H ,  u n e  e x p r e s s i o n  d e  c e t t e  f o r m e

H , =

C h e r c h o n s  l ’ e x p r e s s i o n  d e  H ‘ 0 ) ;  n o u s  a u r o n s

> 2 2 n
i't

N _ hj, 7>

o ù  l e s  i n d i c e s  j  e t  q  p r e n n e n t  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  e n t i è r e s  n u l l e s  o u  p o s i t i v e s ,  t e l l e s  

q u e  J  -h  q  =  i;  o r  o n  a  v u  q u e ,  d a n s  c e s  c o n d i t i o n s ,  o n  a  N - ¿ , j , q = 1  ;  o n  t r o u 

v e r a  d o n c ,  p o u r  l e  c o e f f i c i e n t  c h e r c h é ,

q = i
i'!

R em a rq u e.  —  O n  a  v u  d a n s  l e s  n os 9 1  e t  9 2  q u e ,  p o u r » ?  —  1 ,  ^  Q ™  e s t  é g a l

à  1  e t  q u e ,  p o u r  m  =  2 ,  ^  G , " ’ s e  r é d u i t  à  ^  —  2 · O n  p e u t  d é m o n t r e r  q u e  l ’ o n

p e u t  s o m m e r  l a  s é r i e  ( 2 5 )  q u e l  q u e  s o i t  l e  n o m b r e  e n t i e r  m ,  s u p p o s é  m a i n t e 

n a n t  s u p é r i e u r  à  2 .  O n  t i r e ,  e n  e f f e t ,  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 3 ) ,

- G ' m , z =  -
7T

—m

dK

o u  b i e n ,  e n  r e m p l a ç a n t  dl,  p a r  s a  v a l e u r  t i r é e  d e  ( 3 o )  e t  r e m a r q u a n t  q u e  w  v a r i e  

e n t r e  l e s  m ê m e s  l i m i t e s ,  o  e t  2 1 7 : ,  q u e  £ ,

dw .
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O n  a  d ’ a i l l e u r s  

i l  v i e n d r a  d o n c

'r __ 1 —  e ‘
a  î  +  e c o s » 1

L  G'm, =  ( i - e 2
O ftH.
-  m  \  r

! ) _ /. ( i - t - e c o s  w \ > n - î d w
J 0

O r  o n  a ,  e n  e m p l o y a n t  l a  f o r m u l e  d u  b i n ô m e ,

/
TC n  7C 2 /* ^

( i  +  e  c o s « ') " 1- 2 dw — J d w -------- -— e I c o s w d w

(m  — 2) (m  —  3  ) „ .
------------------------------ - e2 I cos2 w dw  H- · ·

( m  —  2 ) ( m  —  3  ) . . .  ( m  —  p  —  1 ) qp I cos" w dw  H - .
1 . 2 . . . p  J Q ,

/ · «
L ’ i n t é g r a l e  / c o s p w d w  e s t  n u l l e  s i  p  e s t  i m p a i r ,  e t  é g a l e  a

do

i  . 3 . 5 . . . ( p  — r )

2 .4 -6 . . . p

s i  p  e s t  p a i r .  O n  t r o u v e  a i n s i ,  a p r è s  u n e  l é g è r e  t r a n s f o r m a t i o n  d e s  c o e f f i c i e n t s ,

3 r

(7 n —  2)(m  —  3  )(tn —  4 ) ( TO —  5 ) / e V
+ W

+ ---------------------- ( T X î j ^ ----------------------U /  r

O n  v o i t  q u e  l a  s é r i e  q u i  f i g u r e  a u  s e c o n d  m e m b r e  d e  c e t t e  f o r m u l e  s e  t e r m i n e  

d ’ e l l e - m ê r n e ,  s i  m  e s t  u n  n o m b r e  e n t i e r  s u p é r i e u r  à  2  ;  p o u r  m =  2 ,  c e  s e c o n d

m e m b r e  s e  r é d u i t  b i e n  à  —= - --------
y / i  —  e 2

P o u r  t e r m i n e r  c e  s u j e t ,  n o u s  r e p r o d u i r o n s  i c i  l ’ é n o n c é  d ’ u n  t h é o r è m e  q u e  

n o u s  a v o n s  d é m o n t r é  d a n s  l e s  C om ptes re n d u s  de. V A c a d é m ie  des S c ie n c e s ,  t .  X C I ,  

p .  8 9 7  :

S o i t / ( r )  u n e  f o n c t i o n  f i n i e  e t  b i e n  d é t e r m i n é e  d u  r a y o n  v e c t e u r  r;  o n  p o u r r a  

d é v e l o p p e r  c e t t e  f o n c t i o n  s u i v a n t  l e s  c o s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  l ’ a n o m a l i e  

m o y e n n e
¿=00

/ ( > ’ ) ~  2  B ‘  c o s ^ ·

( m  —  2 )(m  —  3 ) /  e
I 2 \ 2
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THÉORÈME DE CAUCHY. —  NOMBRES DE CAUCHY. 2 4 5

L e  c o e f f i c i e n t  B ;  e s t  r e p r é s e n t é  p a r  u n e  s é r i e  o r d o n n é e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  

d e  l ’ e x c e n t r i c i t é ;  v o i c i  s a  v a l e u r  s y m b o l i q u e  :

p— a©
e\

( 3 , )  i B , = ( - , ) <  2  , , a . , , , ( T ? 7 ) u t  -  + ■ > -  a  +  . · + * e n
P = o

q u a n d  o n  a u r a  e f f e c t u é  l e  p r o d u i t

£ ( £  —  ¿)l+p- 1 ( ?  h -  0 P - 1 ( ?  - + - *  +  2/>)> 

o n  d e v r a  y  r e m p l a c e r  u n e  p u i s s a n c e  q u e l c o n q u e  d e  \q p a r

£ ? =  a »
dqf { a ) .

d a i  }

l e  c o e f f i c i e n t  d o  P d a n s  ^ B / s e  p r é s e n t e r a  s o u s  l a  f o r m e  s u i v a n t e  :

d f ( a )  , „  „s < P . f { a )
« o / ( « ) +  « î «  — +  « 2 ¿/a2

I . a i+*„ d ‘^ pf { a )± . . . ^ a l+ îpa d a M p  ,

o ù  l e s  a  s o n t  d e s  c o e f f i c i e n t s  n u m é r i q u e s ;  o n  v o i t  q u ’ o n  a  p u  c o n d e n s e r  c e t t e  

e x p r e s s i o n  e n  a d o p t a n t  u n e  n o t a t i o n  s y m b o l i q u e .

9 3 .  P o s o n s

y — w  —  Ç =  C ;

n o u s  t r o u v e r o n s  s a n s  p e i n e ,  e n  p a r t a n t  d e s  f o r m u l e s  d e s  n os 9 0  e t  9 2 ,
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2 4 6  CHAPITRE XIV.

e t

C e s  d e u x  f o r m u l e s  s o n t  l ’ u n e  d e s  b a s e s  f o n d a m e n t a l e s  d u  d é v e l o p p e m e n t  

u s u e l  d e  l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e ,  c e l u i  q u ’ a  a d o p t é  M .  L e  V e r r i e r .

O n  a u r a  à  e n  c o n c l u r e  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  d e  x 2 ,  x 3 ,  . . . .  d e  y 2 ,  y 3 ,  . . . ,  d e  

x y ,  x 2 y ,  . . . ,  x y 2 ,  x y 3 , . . . ,  e t  e n  g é n é r a l  d e  x ” l y ”  s u i v a n t  l e s  s i n u s  o u  c o s i n u s  

d o s  m u l t i p l e s  d e  Ç .

P o u r  c e  q u i  c o n c e r n e  l e s  p u i s s a n c e s  s u c c e s s i v e s  d e  x ,  l a  q u e s t i o n  e s t  r é s o l u e  

p a r  l e s  f o r m u l e s  d u n ° 9 2 ;  e l l e s  m o n t r e n t  q u e  x ' "  n e  c o n t i e n t  q u e  d e s  c o s i n u s  

d e s  m u l t i p l e s  d e  £  e t  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c o s « £  e s t  d e  l a  f o r m e

( 3 5 )  c e i+a*  +  Ci eM M +  c 2e i +2i + i H - . .

k  d é s i g n a n t  u n  e n t i e r  p o s i t i f  q u i  p e u t  ê t r e  n u l  ;  o n  d o i t  a v o i r  d ’ a i l l e u r s

i + a k ^ m .

P o u r  l e s  p u i s s a n c e s  s û c c e s s i v e s  d e  y ,  o n  l e s  e f f e c t u e r a  d e  p r o c h e  e n  p r o c h e ,  e n  

p a r t a n t  d e  l a  f o r m u l e  ( 3 4 ) ,  q u e  n o u s  é c r i r o n s  a i n s i

y  —  . .  . h- bp sin/>£ +  . . .·+■  bq sÛK/Ç-f-...  ;

b p e t  bq s o n t  r e s p e c t i v e m e n t  d e s  o r d r e s  p  e t  <7 r e l a t i v e m e n t  à  e ,  e t  n e  r e n f e r m e n t  

q u e  d e s  p u i s s a n c e s  d e  e  d o n t  l e s  e x p o s a n t s  s o n t  d e  m ê m e  p a r i t é  q u e  p  e t  q ;  o n  

a u r a  d ’ a b o r d

y2= . . .+  ¿>|sin2/>Ç +  b2 sin-çÇ +  abp bq siiipÇ sinqÇ-i- . ..

y 2 =  · · - +  { ( ^ + ¿ > 1 )  —  j b p  c o s2/>£ — cos2<7?
+  b p b q  C O S  (q  —  p ) £  —  bp bqC,os(q + -------

o u  b i e n
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1 1  n ’ y  a u r a  d o n c  q u e  d e s  c o s i n u s  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  y 2 ;  l ’ o r d r e  d e  f è 2 ,  

c o e f f i c i e n t  d e  c o s 2 e s t  2 p ;  c e l u i  d e  bp bq, c o e f f i c i e n t  d e  c o s ( ^  -+ - p)ï>  e s t  q - ¥ p \  

l ’ o r d r e  d e  bp bq, c o e f f i c i e n t  d e  c o s ( ^  — p)'Q  e s t  q  +  p  —  ( q  —  p )  - + - 2 p .

O n  e n  c o n c l u t  a i s é m e n t  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c o s f (  d a n s  y 2 e s t  d e  l a  f o r m e  ( 3 5 ) ,  

e t  q u e  l ’ o n  d o i t  a v o i r
¿ + 2  A  ^ 2 .

O n  v e r r a  d e  m ê m e  q u e  y 3 n e  c o n t i e n d r a  q u e  d e s  s i n u s  e t  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  d e  

s i n i ' C  s e r a  d e  l a  f o r m e  ( 3 5 ) ,  a v e c

¿ H -  2 / f ^ 3 .

E n  g é n é r a l ,  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  y ”  n e  r e n f e r m e r a  q u e  d e s  c o s i n u s ,  s i  n  e s t  

p a i r ,  e t  d e s  s i n u s ,  s i  n  e s t  i m p a i r ;  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  cosi'C  e t  d e  s i n i ' C  s e r o n t  d e  

l a  f o r m e  ( 3 5 ) ,  a v e c  l a  c o n d i t i o n

i  H -  2 k  >  n.

O n  p a s s e r a  e n s u i t e  a i s é m e n t  a u x  d é v e l o p p e m e n t s  p é r i o d i q u e s  d e s  p r o d u i t s  

t e l s  q u e  x my n, o ù  m  e t  n  d é s i g n e n t  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  p o s i t i f s  o u  n u i s ;  x m y "  

n e  c o n t i e n d r a  q u e  d e s  c o s i n u s  s i  n  e s t  p a i r ,  d e s  s i n u s  q u a n d  n  s e r a  i m p a i r ;  l e s  

c o e f f i c i e n t s  d e  c o s i ' Ç  e t  d e  s i n ï “(  s e r o n t  d e  l a  f o r m e  ( 3 5 ) ,  a v e c  l a  c o n d i t i o n

! + 2 Î j m  +  n .

L e  V e r r i e r  a  d o n n é  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  c i - d e s s u s ,  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  

t e l l e s  q u e  m - h n <  7 ,  d a n s  l e  T o m e  I  d e £  A n n a le s  d e  V O b serva to ire d e  P a r is ,  

p a g e s  3 4 3 - 3 4 5 ; i l  a  n é g l i g é  e 8 ,  e 9................

9 4 . N o u s  a u r o n s  b e s o i n  é g a l e m e n t  d e s  d é v e l o p p e m e n t s  p é r i o d i q u e s  d e  

xp- i  c o s A y  e t  d e  x ^ - î s i n A y ,

o ù  p ,  q , h  s o n t  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  n u i s  o u  p o s i t i f s ,  q  é t a n t  a u  p l u s  é g a l  à  p .

P o u r  l e s  o b t e n i r ,  i l  s u f f i r a  d e  r e m p l a c e r  c o s A y  e t  s i n A y  p a r  l e u r s  d é v e l o p p e 

m e n t s  c o n n u s  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  A y .

O n  t r o u v e r a  a i n s i

(36)

( 3 7 )

A2 A4
x p ~ ? c o s A y =  x P - i -----------x P - 2 y 2  -------------r x P - ? y 4

1 . 2  1 . 2 . 3 . 4

xP-'i s in A  y  =  -  x p-9 y  —  -
A 3

. x/>—î y 3

i l  n ’ y  a u r a  p l u s  q u ’ à  r e m p l a c e r  l e s  d i v e r s e s  p u i s s a n c e s ,  t e l l e s  q u e  x “ y P ,  p a r l e u r s  

d é v e l o p p e m e n t s  c i - d e s s u s ;  l e  n o m b r e  e n t i e r  A  r e s t e r a  i n d é t e r m i n é ,
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O n  v e r r a  a i s é m e n t  q u e  x p - ?  c o s A y  n e  c o n t i e n d r a  q u e  d e s  c o s i n u s ,  t a n d i s  q u e  

x p ~ i s i n A y  n e  r e n f e r m e r a  q u e  d e s  s i n u s ;  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c o s i ' Ç  d a n s  x p _ î c o s A y  

s e r a  d e  l a  f o r m e  ( 3 5 ) ,  a v e c  l a  c o n d i t i o n

1 +  2k > p  —  q;

l e  c o e f f i c i e n t  d e  s i n i Ç  d a n s  x p _ ? s i n A y  s e r a  d e  l a  f o r m e  ( 3 5 ) ,  a v e c  l a  c o n 

d i t i o n
ï  +  2 k ^ p  —  q +  i .

C e s  n o u v e a u x  d é v e l o p p e m e n t s  s e  t r o u v e n t  d a n s  l e s  p a g e s  3 4 6 - 3 4 8  d u  T o m e  1 

d e s  A n n a le s  d e  l ’ O bservatoire.

E n f i n  i l  n o u s  s e r a  e n c o r e  n é c e s s a i r e  d ’ o b t e n i r  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  p é r i o d i 

q u e s  d e
x i  cos/? y  X? s in A y
(l +  x)P+i 6 ( H - x ) p+1’

p ,  q  e t  A  d é s i g n a n t  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  n u i s  o u  p o s i t i f s  ;  o n  l e s  o b t i e n d r a  e n  d é 

v e l o p p a n t  p a r  l a  f o r m u l e  d u  b i n ô m e  ( i  +  x ) _ p - 1  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  e n t i è r e s  

e t  p o s i t i v e s  d e  x  :

( 3 8 )

( 3g)

x ? c o s A y  _ x?cos ^  — ü ± L i  x?+i c o s A y  +  
( i - t - x ) iH' 1 i

x? sinAy _  x7 gjn ^y _  P + 1 x?+i sinAy +

( p ± ] ) i p ± ^ ) x V + i c o s h  y 
1 . 2

(p +  l ) ( p +  2) x ? + 2  s i n /  _  _ _ _ > 

1 . 2

O n  s e  t r o u v e r a  d o n c  r a m e n é  à  a p p l i q u e r  p l u s i e u r s  f o i s  l e s  f o r m u l e s  ( 3 6 )  e t  ( 3 7 ) ;  

l e  d é v e l o p p e m e n t  ( 3 8 )  n e  c o n t i e n d r a  q u e  d e s  c o s i n u s  e t  s e r a  d e  l a  f o r m e  ( 3 5 )  

a v e c  l a  c o n d i t i o n
i  +  2 k = q;

( 3 9 )  n e  c o n t i e n d r a  q u e  d e s  s i n u s ,  a v e c  l a  c o n d i t i o n

i  - t -  2 k  5  q  1 .

C e s  d é v e l o p p e m e n t s  o c c u p e n t  l e s  p a g e s  3 4 8 - 3 5 5  d u  T o m e  I  d e s  A n n a le s  d e  / ’ O b

serva toire.
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CHAPITRE XV.

F O R M U L E S  D E  H A N S E N  P O U R  L E  D É V E L O P P E M E N T  D E  C E R T A I N E S  F O N C T I O N S  

D E S  C O O R D O N N É E S  D U  M O U V E M E N T  E L L I P T I Q U E .

D a n s  l a  m é t h o d e  d e  H a n s e n ,  r e l a t i v e  a u  c a l c u l  d e s  p e r t u r b a t i o n s  a b s o l u e s  d e s  

p e t i t e s  p l a n è t e s ,  o n  a  b e s o i n  d e  d é v e l o p p e r ,  s u i v a n t  l e s  s i n u s  e t  c o s i n u s  d e s  

m u l t i p l e s  d e  l ’ a n o m a l i e  m o y e n n e ,  d e s  f o n c t i o n s  a u t r e s  q u e  c e l l e s  q u e  n o u s  a v o n s  

c o n s i d é r é e s  j u s q u ’ i c i .  H a n s e n  a  t r a i t é  c e  s u j e t  d a n s ^ o n  M é m o i r e  i n t i t u l é :  

E n tw ic k e lu n g  d e r  n e g a tiv e n  u n d  u n g e r a d e n  P o t e n z e n . . .  ( M ém oires d e  la  S o cié té  

R o y a le  des S cien ces  d e  S a x e ,  t .  I V ) .  N o u s  c r o y o n s  d e v o i r  r é s u m e r  i c i  l a  p a r t i e  

e s s e n t i e l l e  d e  c e  M é m o i r e .

9 5 . I l  s ’ a g i t  d e  d é v e l o p p e r  l e s  f o n c t i o n s

m  e t  n  d é s i g n a n t  d e u x  n o m b r e s  e n t i e r s ,  l e  p r e m i e r  p o s i t i f ,  l e  s e c o n d  p o s i t i f  o u  

n é g a t i f .

C e  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  p é r i o d i q u e s  d e  Ç ;  l a  p r e m i è r e  e s t  i m p a i r e ,  l a  s e c o n d e  

p a i r e .  O n  a u r a ,  e n  s é r i e s  c o n v e r g e n t e s ,

T .  -  I . 3 2
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P o s o n s ,  c o m m e  d a n s  l e  C h a p i t r e  p r é c é d e n t ,  = z ;  n o u s  t i r e r o n s  d e  ( i )

E " IK' V/ _ i =  ^  C 0 4 -  ^  4 - z ~ l ) + . . .  +  -  C 1- ( 3 i' + 5 - ‘' )  +  . . .

F a i s o n s

i l  v i e n d r a

-+- -  B 4( z — z~l ) 4- . . ·-+- -  Bj(-sf —  z~l ) + . . . .  
2 2

*_ n   v n.m
2 '■'O —  A-O >

I ( C 1 +  B1) =  X ?.»> 1 ( ^ - 8 ,) =  K l » ,
A 2
• * .............................................................................. » .............................................................. ................................. )

i  (C, +  B t) =  X?·»*, i  (C, -  B ,) =  X-i"1,

^ y E * w*'-i = x y ’m4 - x ? ,B,s1 + . . . + x ? > m̂  + . . .

4 -  X 2\m z ~ ' - h . . .  +  X ? f ‘ z - t + . . .

o u ,  p l u s  s i m p l e m e n t ,

( 2 )

I =-+- cc

r-X  E mK’/ = ï  =  ^  X f  " V .

O n  e s t  d o n c  r a m e n é  à  d é v e l o p p e r  ^ Ç j  E m w v C T  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  p o s i t i v e s  

e t  n é g a t i v e s  d e  z .  O n  a u r a  e n s u i t e

i f  __ o Y N j W *
L# x# ’

Cf =  Xf’m +  Xi ; ” 1 , B, — x? 'm — Xl'in.

A v a n t  d e  p r o c é d e r  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  g é n é r a l e  d e  X " ’ 7” ,  n o u s  a l l o n s  r é s o u d r e  

q u e l q u e s  q u e s t i o n s  p r é l i m i n a i r e s .

9 6 .  C o n s i d é r o n s  d e u x  n o u v e l l e s  e x p o n e n t i e l l e s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  à  l ’ a n o 

m a l i e  e x c e n t r i q u e  e t  à  l ’ a n o m a l i e  v r a i e ,

( 4 ) =  E w 1, y  —  E “ -̂ 1 , z - = ’&f~'··,

y  e s t  c e  q u e  n o u s  a p p e l i o n s  s  d a n s  l e  C h a p i t r e  p r é c é d e n t .  O n  a u r a  d o n c ,  c o m m e  

o n  l ’ a  v u  d a n s  c e  C h a p i t r e ,

(a )  z  —  y H  * ) ,
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O n  p e u t  a u s s i  t r o u v e r  u n e  r e l a t i o n  e n t r e  x  e t  y ;  p a r t o n s ,  e n  e f f e t ,  d e  l a  f o r 

m u l e

t a n g
u , / 1 —  e , w

Ï  =  V  ~ e a n ^ ·

1 „ „ „  i  u  I D i '  — * I y  —  I W  I ¿3 —  I
rem p laçons-y  *a „g  -  par ^  f n g  j p a r ^  — ,

e t  p o s o n s

( 4 )

i

i —  e  _  i  —  ß  

H -  e  ~~ i  +  ß ’

d ’o ù

_  a ß  
6 _  i  +  ß 2 ’

ß  =
V I —  e 4.,

i H -  v/i

n o u s  t r o u v e r o n s  a i n s i

d ’ o ù

(b )

o n  e n  d é d u i t

( b')

y  —  i __i  —  ß  x  —  i

y - h  I  ~  I H-  ß  X  - h  J ’

_  - + ß-x  +  O x
y  = = ------- =  x  ■

i  h -  ß x  i  -+ r ß x ’

, _ Ê
3 · -  y - P  — y ____L · .
X -  x - ß y - y  1 - ß y

S i  n o u s  é l i m i n o n s ^  e n t r e  l e s  é q u a t i o n s  ( a )  e t  ( b ) ,  n o u s  a u r o n s  u n e  r e l a t i o n  

e n t r e  s  e t  x \  n o u s  t i r o n s  d ’ a b o r d  d e  l a  f o r m u l e  ( b )

y - lÿ = ( * - P ) {x + f ) { l l+ P i B ) = i * - P ) I H- ß x  X  - h  ß

E n  p o r t a n t  d a n s  l a  f o r m u l e  ( a )  l a  v a l e u r  ( b )  d e  y  e t  l a  v a l e u r  c i - d e s s u s  

d e  y  —  y  e t  r e m a r q u a n t  q u e  l ’ o n  a  e-  ( i  —  (B2 )  =  p  y / i  —  e 2 ,  o n  t r o u v e

( c ) z  =  x  [ I-+- £  ) ( i  +  ß # ) " 1 E

I l  c o n v i e n t  d e  r e m a r q u e r  q u e ,  d ’ a p r è s  s a  d é f i n i t i o n  ( 4 ) ,  ¡3 e s t  p l u s  p e t i t  q u e  e ,  

e t  d i f f è r e  p e u  d e  |  s i  e  e s t  p e t i t .
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CHAPITRE XV.2^2

E x p r i m o n s  m a i n t e n a n t  l e  r a y o n  v e c t e u r  r  e n  f o n c t i o n  d e  a ;  o u  d e  y ;  o n  a  

d ’ a b o r d

£1 = I __£  ( y +  M _ _  e r - 9. y  +  e
a  2 \  y )  2 y

2 y y -
i -+- J  i — e2

y -
- y / 1

d ’ o ù

( 5 )

O n  a  e n s u i t e

r _ i — e2 _ i — e2 _ 2(1 — e i ) x

a  1 4 -  ecosiv ~  e  (  1 \ eæ! +  i x  +  e
1 +  -  [ x - \ ------

2 V 00 .

/■
a

' 2(1 — e i ) x 2(1 — e2 ) x

e  t x - h
—I— y / 1 — x  +  e ( x  +  P ) ( x  +  z

o u  b i e n  

( 6 )

/· a I — e ‘
-  —  2 P  ------------
a  e?

r  (1 —  (32) 2

( i  +  P a :)  ( 1 4 -

iï I H- fî3 . a \ f  3

N o u s  a u r o n s  t o u t  à  l ’ h e u r e  à  i n t r o d u i r e  e ? «  o u  î / w  a u  l i e u  d e  d'Q; n o u s  a u 

r o n s  p o u r  c e l a  l e s  f o r m u l e s

( 7 )

( 8 )

dt, =  — d u ,  
a

. . .  Z'2
de, —  —, —,--------------

ft \/1 — e 2

9 7 .  N o u s  p o u v o n s  m a i n t e n a n t  a b o r d e r  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e  X " , m .

M u l t i p l i o n s  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  p a r  z ~ l d'Ç, e t  i n t é g r o n s  r e l a 

t i v e m e n t  à  Ç  e n t r e  l e s  l i m i t e s  o  e t  2 r. ;  n o u s  t r o u v e r o n s

. ( 9 )

N o u s  p o u v o n s  r e m p l a c e r  m a i n t e n a n t ,  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  c e t t e  f o r -
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m u l e ,  r ,  x, z, dX, r e s p e c t i v e m e n t ,  d ’a b o r d  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( 5 ) ,  (b'), (a), ( 7 ) ,  
p u i s  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( 6 ) ,  ( c ) ,  ( 8 )  ( d a n s  c e t t e  d e r n i è r e  s u b s t i t u t i o n  o n  n e  
t o u c h e  p a s  à  l a  q u a n t i t é  x)-: il  v i e n d r a

(A)

(A')

I C 21t /  ß \n + /n+ l
~  J  i _  E) E 2 ^  y' du,

y )

"gn,rn _
( l _  ß 2 ) 2 B + :

(i 4- (3 2)'l+1
i

■ —  / x m~l (i h- & x )1
y n J o

• /  ß \ —i—B—2 iß J 1—e3 f — % t— · _ r 1— '\
1 + ßjrV .

A  c h a c u n e  d e  c e s  é q u a t i o n s  c o r r e s p o n d  u n e  d e s  f o r m u l e s  d e  H a n s e n .

P u i s q u e  (3 e s t  c o m p r i s  e n t r e  o  e t  1 e t  q u e  l e s  m o d u l e s  d e  x  e t  y  s o n t  é g a u x  

à  1 ,  o n  v o i t  q u e  ( 1  —  e t  ^1  —  ^  s o n t  d é v e l o p p a b l e s  e n  s é r i e s

c o n v e r g e n t e s  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  y  o u  d e  i l  e n  e s t  d e  m ê m e  r e l a t i v e -

m e n t  à  x, p o u r  ( 1  +  $x) ‘ - n- 2 e t  f 1
(3 Y
X

X · « /------à •r

; l~e 1 + i3i e s t  d é v e l o p p a b l e

s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  d o n c  s u i v a n t  c e l l e s  d e  x·, n - p * " ·

e s t  d e  m ê m e  d é v e l o p p a b l e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  x ~ K.

O n  e n  c o n c l u t  q u e ,  s i  l ’ o n  c o n s i d è r e  l e s  f o n c t i o n s

(B')

( B )
, R \ » + « + l  l î f y - 1-)

O  = ( I  —  ( I —  E j  E 2·''

c e s  f o n c t i o n s  s e r o n t  d é v e l o p p a b l e s  e n  s é r i e s  c o n v e r g e n t e s  p r o c é d a n t  s u i v a n t  
l e s  p u i s s a n c e s  p o s i t i v e s  e t  n é g a t i v e s  d e y  011 d e  oc.

D é s i g n o n s  p a r  x  l e  c o e f f i c i e n t  d e  y *-" 1 d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  <ï>, e t  p a r  x '  
c e l u i  d e  x ‘- m d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  $ '  ; n o u s  a u r o n s

( C )

(C')

X " ’"1 =  (1 +  (32)-«-1 c

X?-'

c a r  l e  t e r m e  
m u l e  ( A ) ,

Xyi-m d o n n e r a ,  d a n s  l ’ i n t é g r a l e  d u  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r -

cA*> x
2TC

da =  X ,
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2  5 4  CHAPITRE XV.

e t  t o u t  a u t r e  t e r m e ,  t e l  q u e  i l d o n n e r a i t

Dl> X 1 j—  / y* du =  o .
271 Jo

N o u s  a l l o n s  n o u s  o c c u p e r  d ’ a b o r d  d e s  f o r m u l e s  ( A ) ,  ( B ) ,  ( C ) .

9 8 . I l  c o n v i e n t  d e  r e m a r q u e r  q u e  l e  t h é o r è m e  d e  C a u c h y  c o n d u i r a i t  i m m é 
d i a t e m e n t  à l a  f o r m u l e  ( A )  d e  c e t t e  p r e m i è r e  m é t h o d e .

N o u s  s u p p o s e r o n s  d ’ a b o r d  i =  o  ; l a  f o n c t i o n  <I> s e  r é d u i t  à

4>0= ( i  —  (3 y  )»- '«+!

s o i t  x 0 l e  c o e f f i c i e n t  d e j ' - ”* d a n s  4>0 ; o n  a u r a

Xï-m =  (i +  p2)-re- i Xo.

P o s o n s ,  p o u r  u n  m o m e n t ,

p =  n —  m -h  i , q=z n +  m -h  i;

o n  a u r a
q = P >

p a r c e  q u e  m e s t  u n  e n t i e r  n u l  o u  p o s i t i f  ; l e  t e r m e  g é n é r a l  d e  <D0 e s t  é g a l  à

( — ip'+ipr+s

o n  d o i t  a v o i r

y r-S .p ( p — i ) . . . ( p  —  r  +  i )  g ( q  —  t ) . . . ( q  —  s - h i )  v r _ , .
1 . 2 . . . / ’ 1 . 2  . . . S

r  —  s = — m ,  d’où s —  r + m .

O n  d o n n e r a  e n s u i t e  à r l e s  v a l e u r s  o ,  +  i , +  2 ,  . . .  e t  à  s l e s  v a l e u r s  c o r r e s 
p o n d a n t e s ;  i l  v i e n d r a  a i n s i

— i ) m(3mj>0 —  (

O n  a u r a  d o n c

q { q — i ) . . . ( q  —  m + \ )  p  q { q  —  i). ■ · ( q —  m)
1 . 2 . . .  m 1 1.2. . . (m +  1) r

p ( p  —  0  g ( g  —  i ) . . . ( q  —  m  —  i )  

1 . 2  1 . 2 . .  .(m +  2 )
|34 + . . . ]  .

X"· '
(— 1)"

1 . 2 . . .  TYl (

( D )

g m T »
T q r ^ î ÿ T P ï  [ ( «  +  2 ) ( r t  +  3 ) . . . ( / i + m - h i )

n  — m - 1-1 ( n + i ) ( / H - a ) . . . ( r t + m - l - i )
1 m -1-1

( n —  m - ‘r i ) ( n  —  m) n ( n - h i ) . .  . ( n  +  m-\-
(m +  1) {m +  2) “ P4 +  · · · ]  ·H

1.2
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S i  l e  n o m b r e  n e s t  t e l  q u e  l ’ o n  a i t  '

n >> —  m  —  i ,

l a  s é r i e  q u i  f i g u r e  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r m u l e  ( D )  s e  t e r m i n e  
d ’ e l l e - m ê m e  ; s i  n e s t  é g a l  à  l ’ u n  d e s  n o m b r e s  —  2 ,  —  3", —  m —  i , o n a
X " ,m=  o .  S i  l ’ o n  a  r a < —  m —  1 ,  l a  s é r i e  s e  p r o l o n g e  i n d é f i n i m e n t .  O n  p e u t  
é c r i r e  a l o r s ,  e n  e m p l o y a n t  l a  n o t a t i o n  e m p l o y é e  p o u r  r e p r é s e n t e r  l a  s é r i e  h y p e r -  
g é o m é t r i q u e ,

( D j )  X » . » = ( - i ) « P" ( n +  2 ) ( n  +  3 ) . . . ( n +  m -+-1)
( H - ß 2)"-·-1 i . 2 . . .  m F  (m  —  n — 1, —  n — 1, m + i ,  ß 2).

C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  l e  c a s  g é n é r a l  o ù  i e s t  u n  n o m b r e  p o s i t i f  o u  n é g a t i f  
d i f f é r e n t  d e  z é r o ;  e n  f a i s a n t

(xo)

l a  f o r m u l e  ( B )  d o n n e r a  

( I I )

le .1+1/1 — es
v =  - 3  =  1 ------- -------------J

2  p 2

<ï» =  00,,

en posant

0  —  ( ï  —  ßy)n~m+l  Evßy,

0 , =  E- 7 .

N o u s  a l l o n s  c h e r c h e r  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e ©  s u i v a n t l e s  p u i s s a n c e s  d e y\ n o u s  

e n  c o n c l u r o n s  c e l u i  d e  0 ,  e n  c h a n g e a n t  y  e n  -> m e n  —  m, v e n  —  v.

O n  a,  e n  s é r i e s  c o n v e r g e n t e s ,

( i  -  ß y ) * - » «  =  1 -  1 — ^ + 1  ß f  +  ( n - m + i U n - m )

( n — m +  i) (n — m ) ( n  — m  — 1)
1 . 2.3  P 7

E ^ = r i +  J ßy+  T ^ ß 5J 5 +  7 X 3 P 3/ 3 +  · · · ·

S i  d o n c  o n  p o s e

P l  =

Ps =

n —  m -h i v 
1 1 ’

( n —  m + i ) ( n  —  m) n —  m  -+- 1 v 
1 . 2  1 1 1 . 2

( 1 2 )  ̂ n (n, — 7n +  i)(n  — m ) ( n  —  m  —  1 ) (n  —  m  +  1 ) (n  —  m )  v
P3 — — -— - 1 . 2.3 I . 2

n —  m - 1- 1 vz
1.2 1 . 2.3
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o n  a u r a

CHAPITRE XV.

(i3 ) 0  =  i - P 1p.y +  P1p V - P * P V  +  · · · ·

O n  f e r a  d e  m ê m e ,  e n  c h a n g e a n t  m e t  v e n  —  m e t  —  v ,

„ n +  m  +  i  v
Q , =  ------;------+  -■

_ ( / i  +· m  +  i)  {n  -+- m)  it +  m  +  i  *  .
y  =  ---------------------------- f - ------------------- 1------ ,

1 . 2  I I I . 2

( i 2 i )  \ ^  __ (n  -+- m  +  i )  (n -+- m) (n -+- m  —  î )  ( «  +  m  -+- i )  (n  +  m)
Us ~  73 +  ~I . 2

n -H  m  -+· i  v5
-------------- ô 71.2 1.2.0

e t  i l  v i e n d r a

(■ 3.) e . = . - Q . Î + Q . ^ - Q . £  +  . . · .

I l  f a u t  m a i n t e n a n t  f a i r e  l e  p r o d u i t  d e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( i 3 )  
e t  ( i 3 , ) ,  e t  c h e r c h e r  d a n s  c e  p r o d u i t  l e  c o e f f i c i e n t  JU d u  t e r m e  e n  y - "1.

S i  i —  m e s t  p o s i t i f ,  o n  t r o u v e

JU =  ( -  I)*- “  (P/_,„ P1'-"' +  Vt-m-, 1 Qi P‘-"'+2 -H...) ;

a u  l i e u  q u e ,  d a n s  l e  c a s  d e  i — m n é g a t i f ,  i l  v i e n t

<A> =  C— 1)»-‘ ( Q,»_i P'"-' -+- Q,»-i+, Pi P"1-^ *  +  ..·)·

O n  a u r a  d o n c  c e s  v a l e u r s  d e  X " ’m :

(E)

(F)

i°  i  >  m,

Xf ·'” =  (— +  P*)-n- i Pi-" l (P»-m + Pi-»H-lQlPS +  P<-m+ïQsPi +  . . . ) ,
2° i <  m,

X ? ’ "> =  ( —  i)'»-t(n-p,)-B- 1p™-'(Q<„-< +  Q,„_i+Ip1p*+ Qm_/+1P,p* +  . . ·)·

I l  c o n v i e n t  d e  r e m a r q u e r  q u e ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( E )  e t  ( F ) ,  i l  s u f f i r a  d ’ u n  
n o m b r e  d e  t e r m e s  p e u  c o n s i d é r a b l e ,  p u i s q u e  c h a q u e  n o u v e a u  t e r m e  c o n t i e n t  u n  
f a c t e u r  fl2 d e  p l u s  q u e  l e  p r é c é d e n t .

L e s  q u a n t i t é s  P , ,  P 2. . . . . . Q , ,  Q 2, . . .  s e r o n t  c a l c u l é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( 1 2 )
e t  ( 1 2 , ) ,  v é t a n t  d é f i n i  p a r  l a  r e l a t i o n  ( 1 0 ) .
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A p p l i q u o n s  c e s  f o r m u l e s  a u  d é v e l o p p e m e n t  d e  ŷ ·, n o u s  a u r o n s  d o n c «  

m =  o ;  l e s  f o r m u l e s  ( 1 2 )  e t  ( 1 2 , )  d o n n e r o n t

257

=  —  2 ,

— Pt= i  -t- -,I

T» V V 1
P 2= H ----- 1------ >

I 1 . 2

V V2 V3
—  P 3 —  i H—  H- - - - - - - 1- - - - - - 5 ,

I 1 . 2  I . 2 . 0

- Q .  =  I - Y »

„  V
Q 2 —  i - - - - - 1- - - - - >

I 1 . 2

1 / 1 /
—  Q 3 —  1 ----------1-----------------

1 1. 2 1 . 2 . 3 '

(])')

a p r è s  q u o i  l a  f o r m u l e  ( E )  d e v i e n d r a

X72’0 =  ( - 1)' P' ( I +  P*) ( V i  +  Pi+1 Qi P2 +  Pi+2 Q2 P4 + . . .  ) ·

9 9 . N o u s  a l l o n s  a p p l i q u e r  m a i n t e n a n t  l e s  f o r m u l e s  ( B ' )  e t  ( G ' ) .
N o u s  c o n s i d é r e r o n s  e n  p r e m i e r  l i e u  l e  c a s  d e  i =  o ;  l a  f o n c t i o n  <L>' s e  r é d u i t  

a l o r s  à

$'#=(1 +  p ^ ) - re- a (I + ; 

s o i t  ju,'0 l e  c o e f f i c i e n t  d e  x~m d a n s  c e t t e  f o r m u l e ,  o n  a u r a

__ Q2\2ra-t-3
■y»,J» V r ) I 1 .
A 0 —  ( j  +  j3 2 jn + l  »

o n  a r r i v e  a i n s i  s a n s  p e i n e  à  l a  f o r m u l e  s u i v a n t e  :

x », w = [ ( 1”  +  2) {n +  3) ' ~ + m  +  °

n  +  2  ( n  +  2 ) ( n  +  3  ) . . .  ( /i +  m  +  2 ) .  2

H i iiT+ü

T .  — I.

(ra +  2) { n  - t-3 ) ( a  +  2 ) ( »  +  3 ) . . . ( «  +  m  +  3 )
i .2  (m +  i ) ( m  +  2) ^

3 3
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O n  v o i t  q u e  l a  s é r i e  q u i  f i g u r e  d a n s  c e t t e  f o r m u l e  s e  t e r m i n e  d ’ e l l e - m ê m e  
l o r s q u e  n +  m + 1 e s t  n é g a t i f ,  a u q u e l  c a s  l a  s é r i e  q u i  e n t r e  d a n s  ( D )  s e  c o m 
p o s e  a u  c o n t r a i r e  d ’ u n  n o m b r e  i l l i m i t é  d e  t e r m e s .

O n  p e u t  d o n c  t o u j o u r s  e x p r i m e r  X"’w s o u s  f o r m e  f i n i e .
S i  n  H-  2  e s t  p o s i t i f ,  l a  s é r i e  q u i  f i g u r e  d a n s  ( D ' )  n ’ e s t  p a s  l i m i t é e ;  o n  p e u t  

é c r i r e ,  c o m m e  o n  l e  v o i t  a i s é m e n t ,

(D'j x s ’"* =  ( - o *
(3m ( i —  (3*)s»h-8 ( n +  2) (n H - 3 ) . . . ( « h-  m -\-1) 

(1  4- p2)'1·*·1 1 . 2 . . .  ni
F ( m  4 -  n 4-  2, « 4 - 2 ,  m 4- 1 , P 2 )

O n  v é r i f i e  f a c i l e m e n t  l ’ i d e n t i t é  d e s  f o r m u l e s  ( D , )  e t  ( D ' ( ) ,  e n  p a r t a n t  d e  l a  
p r o p r i é t é  d e  l a  s é r i e  h y p e r g é o m é t r i q u e  q u ’ e x p r i m e  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  :

0 4 )  F ( a ,  b, c, (32 ) =  ( 1  —  (32) c _ a _ A F ( c —  a, c —  b, c ,  (32) .

E n f i n  o n  a a u s s i  c e t t e  a u t r e  p r o p r i é t é  \GEwres de Gauss, t .  III, p .  2 2 5 , f o r 
m u l e  ( 1 0 0 ) ] ,

( i5 ) F ( 2 o ',a o '4 - x - c ',  c ',P 2) =  ( I 4 -P 2) - 2“ ' F p ,  a ' + L ,  c',

q u i  d o n n e ,  e n  p o s a n t
2  a ’— m  —  n —  1 ,  c ' = m  4 - 1 :

F  (m —  n —  1 ,  —  n —  1, m 4 -  1 ,  (32 ) =  ( 1  4 -  (32 ) re+ 1- ' « F  ^ ------ -

L a  f o r m u l e  ( D ( )  p e u t  d o n c  s ’ é c r i r e

( d , )  x r = ( - . ) ■ ■  (" + 2 ) ( " + 3 ) - (" + ' " + l > ('î ) ' f
'  u '  1 . 2 . . . m  \ i )

—  n —  1 m —  n
> ------------ ,  m 4 -  1

’ 4

m —  n —  î  m —  n
-, m 4 - 1 ,  el ,

ou encore, en tenant compte de la propriété (14),

( D ' 2) X J · “  = ( - ! ) '
, ( « 4 - 2) ( « 4 -  3 ) . . . ( / i 4 - / M 4 -

i . 2 . .  . m
4 - 2  m 4-  n 4-  3

-, 7114-1
4

O n  a u r a i t  p u ,  d ’ a i l l e u r s ,  d é m o n t r e r  b e a u c o u p  p l u s  s i m p l e m e n t  c e s  r e l a t i o n s  
( D ,  )  e t  ( D 2) .  O n  a ,  e n  e f f e t ,

X ! "" =  -h  C  * = à  j f  ( ï ) “ c o s - *

1 1
=  - ■—  / —  ) c o s  mw dws/ l —  eï 2n J 0 \ a j
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o u  b i e n ,  e n  d é v e l o p p a n t  ( i  - + - e c o s t p ) - " - 2  p a r  l a  f o r m u l e  d u  b i n ô m e ,

X J.» =  ( .- . ·> " ■ *  2  [(-,> *
P ^

I />Slt
O r  l ’ i n t é g r a l e  —  J  c o s p c o s mwdw e s t  n u l l e  s i  p e s t  p l u s  p e t i t  q u e  m; e l l e

l ’ e s t  e n c o r e  s i ,  p é t a n t  p l u s  g r a n d  q u e  m,  l a  d i f f é r e n c e  p —  m  e s t  i m p a i r e  ; d a n s  
l e  c a s  o ù  c e t t e  d i f f é r e n c e  e s t  p a i r e ,

-3)... (ra +  p + i )  

•2 · · · P
eP j - r

m J o
cosPwcosmwdw

o n  a
p =  m 4 -a p ',  p'=o,

2

cosw+2P' w cos mw dw =
i

2  WI-H2 p'

i . 2 ..  ( m +  2 p' )
i  . 2 . ..  p ' .  i  . 2 . . .(m +  p')

I l  v i e n d r a  d o n c

X?’"1 = ( - ! ) ”

P' =

( i - e 2) 2 ( / î  +  2 ) ( «  +  3 ) . . . ( r e + » i 4 - i  +  2 p ' )
i . 2 . . .  p'. i . 2 . .  .(m +  p')

o n  v é r i f i e  a i s é m e n t  q u e  c e t t e  f o r m u l e  c o ï n c i d e  a v e c  ( D ^ ) .
C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  l e  c a s  g é n é r a l  o ù  i e s t  u n  n o m b r e  p o s i t i f  o u  n é g a t i f  

d i f f é r e n t  d e  z é r o ;  e n  p o s a n t

( i o ' )  v ' = i \ J  i — e2,

l a  f o r m u l e  ( B ' )  d o n n e r a

4)/ _ 0 / 0 ' ; 

en faisant

v J L i-
0 ' =  (i -H $ x)~ h E h — n - 1-2 — i,

Px—1
0 ', =  (i +  fias-1)- '1* E + A ^ / i  +  a +  i;

n o u s  a l l o n s  c h e r c h e r  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  0 '  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  æ; n o u s  

e n  c o n c l u r o n s  c e l u i  d e  0', e n  c h a n g e a n t  x  e n  -  , i e n  —  i, v '  e n  —  v' .
cc

O r  o n  a

E J-,-ß;r : = i - | - y ( n - | 3.2:)~1ß;z;-t- (i +  ßa;)_2ß2 ;̂2 H-. . .  ;

o n  e n  c o n c l u t

0 ' =  (i +  ßar)-/‘ +  y  (i +  ^  (i +  ßa;)-(,1+2>ß23;24- . . ..
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O n  p e u t  d é v e l o p p e r  l e s  p u i s s a n c e s  d e  1 -+- $x, e t  o r d o n n e r  p a r  r a p p o r t  à  ¡3a?; 
o n  e s t  c o n d u i t  à  p o s e r

/ r>, _  n  4 -  2 —  i  
1  1 —

I I '  2__( n  +  2 —  i ) ( n +  3  —  i )  n  -+- 3  —  i  1/
1 j —  ------------------------------ -------------------- H--------5À 1.2 I I I . 2

( 1 2 ' )
P '*  a

( «  -f- 2 —  i )  ( n  -+- 3  —  i )  ( n  -t- 4  —  i )  ( n  -+- 3  —  i)  ( n  +  4  —  O v'
i . 2 . 3 1 . 2

« H- 4 — l v's u'3

1 . 2  1 . 2 . 3

• ·>..................

o n  a a l o r s

( i 3 ' )  0 ' =  I — +  p ; p 3;r 3 +  . .

O n  f e r a  d e  m ê m e ,  e n  c h a n g e a n t  i e n  —  i e t  v'  e n  —  V,

I  q ;  =  f i ± 3  +  *’

( I 2 ' l )

V' 
+  - >  

I

q ;
( n  +  a  +  i ) ( « + 3  +  ï )  «  +  3  +  t  v'

1 . 2 I 1.2

Q ' .=
( n  +  2 +  i  ) ( n  -+- 3  -I- ï )  ( f i  -4- 4  1) ( /& 4 -  3  -f- i )  ( ^ 4  H- O i/

[ . 2 . 3 I . 2

n  +  4 +  i’ v,a
------ >------—rr>
1 . 2  1 . 2 . 3

c e  q u i  d o n n e r a

( i3',) ©i = 1 —  Q ,  Q'2(32æ- 2—  Q'9 (33 a ; - 3 4- --------

I l  f a u t  m a i n t e n a n t  f a i r e  l e  p r o d u i t  d e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( r 3' )  
e t  ( i 3' ) ,  e t  c h e r c h e r  d a n s  c e  p r o d u i t  l e  c o e f f i c i e n t  X '  d u  t e r m e  e n  

L a  f o r m u l e  ( ( 7 )  d o n n e r a  e n s u i t e  X " ,TO; o n  t r o u v e ,  c o m m e  p r é c é d e m m e n t ,  
q u ’ i l  y  a  à d i s t i n g u e r  d e u x  c a s ,  e t  l ’ o n  a r r i v e  a u x  f o r m u l e s  s u i v a n t e s  :

(E')

(F')

i°  { >  m ,

( t __ g2\2ra+3
x ? · “ = ( - iY~m ( I + p-2ÿ^ r  P ' - " *  [ P i - » + P i - » « q ; p î -,,,+2q ; p * + . . . ] ,

20 i  <  m,
( i __g2\2«4-3

x ? ’ " ' = ( -  O ' " -1' (I--+ - p 2 )i-r+-r  P “ - '  [ q ;»- i + q » - (+i .p ', p 2 -t- q ;„- ,+ï p 2 p * + . . . ] .
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FORMULES DE HANSEN. 2 6 1

O n  p e u t  r e m a r q u e r  q u e ,  s i  l ’ o n  d é v e l o p p e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  e l e s  q u a n 

t i t é s  B = - - - - - e —  e t  v'  =  iJ i — e'2, X ? ’m s e r a  d e  l ’ u n e  d e s  f o r m e s
 ̂ i +  v ' i—  e2

a 0 e l~m +  a 2 e i~m+i -+- ak e!'-" !4-4 4- . . . ,  i  >  m , 

bae m- i-\- b i e m- i+'i -sr  bkem~M -± -.. i < .m .

P r o p o s o n s - n o u s  c o m m e  e x e m p l e  d e  c a l c u l e r  X ^ ’1 a u  q u a t r i è m e  o r d r e  p r è s  
i n c l u s i v e m e n t ;  o n  a  i c i

m  —  1,  i —  m —  \ .

L a  f o r m u l e  ( E ' )  d o n n e

x?·1 = (I + p‘ o* P*+p'2 V* P*+· · ■> ;
o n  t r o u v e ,  d ’ a i l l e u r s ,

P',= 3 -v ',  

p ; =  6 - 4 v '+  - v'2, 

q ; =  5 +  v',

Q'2 =  i 5  +  6 v ' +  i v ' 2 ;

v' = v^T* = = 1 -  2 ß2 + · · · ;

X 2-‘ = I  + 2ß2-^ß*-t-...,

c ’ e s t  l e  r é s u l t a t  c h e r c h é .
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2Ô2 CHAPITRE XVI.

CHAPITRE XVI.
CONVERGENCE DES SÉRIES DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE.

1 0 0 . O n  a  v u ,  d a n s  l e s  C h a p i t r e s  X I I I  e t  X V ,  q u e  l e s  q u a n t i t é s  u —  Ç,  

w —  £,  ^ ^ c o s « ^ ,  ^ ^ s i n ÿ « ' ,  o ù  p e t  q d é s i g n e n t  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  p o s i 

t i f s  o u  n é g a t i f s ,  p e u v e n t  ê t r e  d é v e l o p p é e s  e n  s é r i e s  c o n v e r g e n t e s  s u i v a n t  l e s  
s i n u s  e t  c o s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  l ’ a n o m a l i e  m o y e n n e  Ç. C e s  s é r i e s  c o n v e r g e n t  
p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  l ’ e x c e n t r i c i t é  c o m p r i s e s  e n t r e  o  e t  i  ; l e u r s  d i v e r s  
t e r m e s  s o n t ,  l e s  u n s  p o s i t i f s ,  l e s  a u t r e s  n é g a t i f s .  S i  on l e s  g r o u p e  a u t r e m e n t ,  l a  
c o n v e r g e n c e  p e u t  n e  p a s  s u b s i s t e r .

I l  y  a  l i e u  d ’ e x a m i n e r  c e  q u i  a r r i v e  q u a n d  o n  o r d o n n e  l e s  s é r i e s  p a r  r a p p o r t  
a u x  p u i s s a n c e s  d e  l ’ e x c e n t r i c i t é .  L a p l a c e  ( 1 )  a  m o n t r é  l e  p r e m i e r  q u e  l e s  s é r i e s  
n e  r e s t e n t  c o n v e r g e n t e s  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  l ’ a n o m a l i e  m o y e n n e  q u ’ a u -
t a n t  q u e  l ’ e x c e n t r i c i t é  e s t  i n f é r i e u r e  à  0 , 6 6 2 7 _ C ’ e s t  u n e  q u e s t i o n  i m p o r t a n t e ;
c a r ,  d a n s  l a  t h é o r i e  a n a l y t i q u e  d e s  p e r t u r b a t i o n s ,  o n  e s t  o b l i g é  d e  n é g l i g e r  l e s  
p u i s s a n c e s  d e s  e x c e n t r i c i t é s  à  p a r t i r  d ’ u n  c e r t a i n  o r d r e ,  e t  c ’ e s t  r é e l l e m e n t  
s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  c e s  e x c e n t r i c i t é s  q u e  l ’ o n  o r d o n n e  l e s  c a l c u l s .

P o u r  t r a i t e r  l e  p r o b l è m e ,  n o u s  n o u s  a p p u i e r o n s  s u r  l e s  r é s u l t a t s ,  a u j o u r d ’h u i  
b i e n  c o n n u s ,  c o n c e r n a n t  l a  c o n v e r g e n c e  d e  l a  s é r i e  d e  L a g r a n g e .

S o i t  l ’ é q u a t i o n

(i) z  —  a —  a f { z )  —  o,

d a n s  l a q u e l l e  a, a  e t  z d é s i g n e n t  d e s  q u a n t i t é s  r é e l l e s  o u  i m a g i n a i r e s ;  s o i t  S  u n

(*) Mécanique céleste, t. V, Supplément.
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203CONVERGENCE DES SÉRIES DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE. '

c o n t o u r  f e r m é ,  t e l  q u e  l ’ o n  a i t  s u r  t o u s  s e s  p o i n t s

mod «/(-g) 
z  — a <  i;

n o u s  s u p p o s e r o n s  l a  f o n c t i o n  f ( z )  h o l o m o r p h e  d a n s  t o u t  l ’ i n t é r i e u r  d e  S .
O n  d é m o n t r e  (voir l e  C o u r s  d e  M .  H e r m i t e  à  l a  F a c u l t é  d e s  S c i e n c e s  d e  P a r i s ,  

3e é d i t i o n ,  p .  1 6 7 ;  1 8 8 6 )  q u e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 )  a d m e t  u n e  r a c i n e  z e t  u n e  s e u l e  
d a n s  l ’ i n t é r i e u r  d e  S ,  e t ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  ü ( . s )  u n e  f o n c t i o n  h o l o m o r p h e  q u e l 
c o n q u e  d e  c e t t e  r a c i n e ,  o n  a  c e  d é v e l o p p e m e n  t d e  I I  (z) e n  s é r i e  c o n v e r g e n t e  
s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  a  :

n(-s) =  II(a)4- 2
n ss 0

d'1
1 . 2 . . .  ( n  -H 1 ) d a

-£ -[IT (a )/ » + ‘ (a)].

N o u s  p r e n d r o n s  p o u r  l ’ é q u a t i o n  ( 1 )  l ’ é q u a t i o n  d e  K e p l e r

( 2 )  u  — Ç — e s i n u  =  o,

d a n s  l a q u e l l e  n o u s  s u p p o s e r o n s  e t  e r é e l s .
D ’ a p r è s  c e  q u i  p r é c è d e ,  s i  l ’ o n  p e u t  t r o u v e r  u n  c o n t o u r  f e r m é  S  s u r  t o u s  l e s  

p o i n t s  d u q u e l  o n  a i t

( 3) mod
e s in w  , s m w
------ n =  e  m o d ----- = <  1 ;
u  —  Ç u  —1 £

l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  a d m e t t r a  u n e  r a c i n e  u, e t  u n e  s e u l e ,  d a n s  l ’ i n t é r i e u r  d e  c e  c o n 
t o u r ,  e t  l ’o n  a u r a  e n  s é r i e  c o n v e r g e n t e

n = «

( «  n w = n (; ) + ; i 2 . ‘ . 7 1 - w )  j > « ) si Q ' · " « ·
n~0

. V o i c i  c o m m e n t  M .  R o u c h é  a r r i v e  à  t r o u v e r  l a  p l u s  g r a n d e  v a l e u r  d e  e p o u r  
l a q u e l l e  l a  s é r i e  ( 4 )  r e s t e  c o n v e r g e n t e ,  q u e l l e  q u e  s o i t  l a  q u a n t i t é  r é e l l e  Ç.

S o i e n t  A  l e  p o i n t  d e  l ’ a x e  d e s  x  d o n t  l ’ a b s c i s s e  e s t  e t  M i e  p o i n t  d o n t  l ’a f f i x e  
e s t  m . P r e n o n s ,  p o u r  l e  c o n t o u r  S ,  u n e  c i r c o n f é r e n c e  d e  r a y o n  p d é c r i t e  d e  A  
c o m m e  c e n t r e .  F a i s o n s  m o u v o i r  l e  p o i n t  M  s u r  c e t t e  c i r c o n f é r e n c e  e t  d é s i g n o n s  

p a r  <p l ’a n g l e  q u e  f a i t  Je r a y o n  A M  a v e c  l ’ a x e  d e s  x \  p o s o n s  d ’a i l l e u r s  \j — 1 —  i .  

N o u s  a u r o n s
K =  Ç +  pEi?.

L a  c o n d i t i o n  ( 3 )  r e v i e n d r a  à

-  modsin(£-t- pE1'1?) <  1.
P( 5 )
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S o i t F ( p )  l e  m a x i m u m  d u  m o d u l e  d e  s i n ( Ç  -+- p E ' ? )  q u a n d  <p v a r i e  d e  o  à  21:  
e t  q u e  Ç p r e n d  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  r é e l l e s  p o s s i b l e s ;  s i  l ’ o n  d o n n e  à e u n e  v a l e u r  
t e l l e  q u e  l ’o n  a i t

e < fT p ) ’

l a  c o n d i t i o n  ( 5 )  s e r a  v é r i f i é e  e t  l a  s é r i e  ( 4 )  s e r a  c o n v e r g e n t e  p o u r  t o u t e s  l e s  
v a l e u r s  r é e l l e s  d e  Ç.

S i  l ’ o n  d é t e r m i n e  e n s u i t e  l a  v a l e u r  p, d u  r a y o n  p d e  m a n i è r e  q u e  l ’ e x p r e s s i o n  

s o i t  l a  p l u s  g r a n d e  p o s s i b l e ,  e t  q u e  l ’ o n  f a s s e  et =  l a  s é r i e  ( 4 )  s e r a  

c e r t a i n e m e n t  c o n v e r g e n t e  q u a n d  o n  a u r a

e <  e,.

I l  f a u t  t r o u v e r  d ’ a b o r d  l ’ e x p r e s s i o n  d e  F ( p ) .  O r  l e  c a r r é  d u  m o d u l e  d e  
s i n  ( Ç  +  p E i ?)  e s t  é g a l  à

sin(Ç +  pE*P) sin(£ -+- p E - f<P) =  sin(Ç +  p costp -4- íp sin9)  sin (Ç -t- p cosq> —  ¿p sin9 )  t

=  cos2(jp sincp) —  cos2 (Ç -+- p cos?).

O n  a u r a  d o n c

// EP8*u9 -J_ E” Psin?\®modsin(Ç + p E '> ) =  t / i ---------- ----------- J — cos2(Ç +  p cos<p).

L e  m a x i m u m  d e  c e t t e  e x p r e s s i o n ,  p o u r  u n e  v a l e u r  d o n n é e  d e  p,  a u r a  l i e u

s e r a  l e  p l u s  g r a n d  p o s s i b l e ,  c ’ e s t - à - d i r e  p o u r  sin<p =  1 ,  

e t  q u ’ o n  a u r a  e n  m ê m e  t e m p s

, /EPsl 
q u a n d  ( - - - -

n<p _j_ psînç\ 2

cos2(Ç H-p COS9 ) =  o, cosÇ =  o, Ç =  dr

I l  v i e n d r a  d o n c

F ( P) =
EP +  E-P

I l  f a u t  m a i n t e n a n t  t r o u v e r  l e  m a x i m u m  e,  d e  l ’ e x p r e s s i o n

3 P
EP 4- E~P

E n  é g a l a n t  s a  d é r i v é e  à  z é r o ,  o n  t r o u v e

EP(p —  1) —  E~P(p + 1 )  —  o.

L e  p r e m i e r  m e m b r e  d e  c e t t e  é q u a t i o n  p r e n d  d e s  v a l e u r s  d e  s i g n e s  c o n t r a i r e s  
p o u r  p =  x e t  p =  2 ;  s a  d é r i v é e  p ( E p -f -  E ~ p )  e s t  t o u j o u r s  p o s i t i v e .  D o n c  c e t t e
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é q u a t i o n  a d m e t  u n e  r a c i n e  p, p o s i t i v e  e t  r i e n  q u ’ u n e ;  o n  t r o u v e

a 65

P i  =  i >996 7 ·  · · » "e p . +  k -P .  - ° ' 6 f e 7 ' · - 6 ··

2

D o n c  l e s  s é r i e s  s o n t  c o n v e r g e n t e s  p o u r  0 , 6 6 2 7 . . . .
L e s  e x c e n t r i c i t é s  d e  t o u t e s  l e s  p l a n è t e s  e t  c e l l e s  d e s  a s t é r o ï d e s  c o m p r i s  e n t r e  

M a r s  e t  J u p i t e r  s o n t  t o u t e s  n o t a b l e m e n t  i n f é r i e u r e s  à  l a  l i m i t e  c i - d e s s u s ;  i l  e n  
e s t  d e  m ê m e  p o u r  c i n q  d e s  c o m è t e s  p é r i o d i q u e s  a c t u e l l e m e n t  c o n n u e s .  D o n c ,  
p o u r  t o u s  c e s  c o r p s ,  l a  c o n v e r g e n c e  d e s  s é r i e s  d u  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e  e s t  
a s s u r é e .

I l  e s t  f a c i l e  d e  f o r m e r  l ’ é q u a t i o n  t r a n s c e n d a n t e  d o n t  d é p e n d  e f ; si l ’ o n  é l i 
m i n e ,  e n  e f f e t ,  p,  e n t r e  l e s  d e u x  é q u a t i o n s

«1
ap 1

EPi +  E-P*
1 E 2P .= P1 +  1 

P i  —  1 ’

o n  t r o u v e  a i s é m e n t  l ’ é q u a t i o n  c h e r c h é e

i H- y/ 1 -t- ef =  e1Ev/1+e?.

1 0 1 . E n  f a i s a n t  s u c c e s s i v e m e n t ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 4 ) .

Π ( κ )  ~  u e t  I I ( h ) = : c o s m ,

i l  v i e n t

( 6)  u —  Ç -f- c s inÇ - i - . . . . .

( 7 )  c o s  u —  c o s Ç —  c s i n 2£ — .

O r  o n  a  c e s  f o r m u l e s  c o n n u e s  : 

P o u r  m p a i r ,

om J / » - l Si n « Ç
rni—X1 .2  . . , m  dÇ 

em-l ¿/B-üsi  η ,ηζ

+  —

i . 2  ...(m  —  1) άζIII—i

s i n mÇ =  |̂ c o s m £ —  y  cos(m —  a)Ç +  m ^m — — c<>s ( w  —  4 ) ζ  —  · 

e t ,  p o u r  m  i m p a i r ,

m —1 %
sin"1? -  -— —  [ s i n  τη ζ  —  —  sin (m — 2)ζ -h — — — —  s ' n ( m  —  4) ζ  —

2'«-‘ p , ' 1.2
sin"

T. -  I.
- ] ■

34
i  .2
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O n  e n  t i r e  a i s é m e n t  

dm~l sinmÇ
cit,"1- 1

—  ^  ( m — 2 )OT- ‘ sin(»î — 2 )?

^  (m — 4)”I—1 sin(m — 4)Ç — ..  .1  ; 
1 . 2 '  J

c e t t e  f o r m u l e  c o n v i e n t  a u x  d e u x  c a s  d e  m p a i r  o u  i m p a i r ;  s e u l e m e n t ,  e l l e  s e  
t e r m i n e  a u  t e r m e  e n  s i n a Ç  d a n s  l e  p r e m i e r ,  e t  a u  t e r m e  e n  s i n Ç  d a n s  l e  s e c o n d .  

O n  t r o u v e  d e  m ê m e

rf,n- 2sin,BÇ =  — j^rc"!~2cosmÇ — y  ( 7n  —  2 }"t_2cos(m — 2 )C

+  ^ Z l i )  ( m _ 4 ) ,« - 2 COs ( m - 4 ) Ç - . . . ] ,

o ù  l ’ o n  d o i t  s ’ a r r ê t e r  a u  t e r m e  e n  C O S 2 Ç  s i  m  e s t  p a i r ,  e t  a u  t e r m e  e n  c o s Ç  s i  m 

e s t  i m p a i r .
E n  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( 6 )  e t  ( 7 ) ,  o n  o b t i e n t  e n s u i t e

u — £ — e sinÇ -̂---sin 2 Ç -1-...
2

( 8 ) I . 2 .  . . 7? l.2 ‘ [
JŸt

m '“ - 1 s i n m Ç — —  { m  —  2)"‘- 1 s i n ( m  — 2)Ç 

H---- Y y — '  (m —  4) ‘ s i n ( ? n  — 4 ) ?  — · . .  l·

+  .

-  =  1 + ------e cos Ç---------cos 2 Ç-------
a 2 i .2

(9 )
—  * “ * cos m K -  y  ( m -  2)"î~2 cos ( m -  2 ) £

-+- — ■y ~~ (m —  4)"t~2cos(m — 4)C — ■ . ■ j  ,

1 0 2 . C ’ e s t  L a p l a c e ,  a v o n s - n o u s  d i t ,  q u i  a  t r o u v é  l e  p r e m i e r  l a  l i m i t e  e,  d e  
l ’ e x c e n t r i c i t é  p o u r  l a  c o n v e r g e n c e  d e s  s é r i e s  ; s o n  a n a l y s e  e s t  t r è s  r e m a r q u a b l e .  
D i s o n s  q u e l q u e s  m o t s  d e  l a  m a r c h e  s u i v i e .  L a p l a c e  é t a i t  a r r i v é  f a c i l e m e n t  à  
t r o u v e r  l e s  e x p r e s s i o n s  g é n é r a l e s  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e  em d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 8 )  
e t  ( 9 ) .  C o n s i d é r a n t  l e  d e r n i e r  d e  c e s  c o e f f i c i e n t s ,  i l  r e m a r q u e  q u ’ i l  p r e n d  s a

p l u s  g r a n d e  v a l e u r  a b s o l u e  p o u r  l  =  î ,  q u a n d  m e s t  p a i r ;  i l  e s t  a l o r s  é g a l  à

A,,. =
1 . 2 . . .  ( m Y ^ — J Y  {m -  2)«'-2+  r~ ^ - L (m -  4 )m- 2 +  . · . ]  ·
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L a p l a c e  t r o u v e  e n s u i t e ,  p a r  u n  c h e m i n  a s s e z  d i f f i c i l e ,  c e t t e  e x p r e s s i o n  a p p r o 
c h é e  d e  A m q u a n d  m e s t  t r è s  g r a n d

(10) A m =
i s j m  (1 ■ 2 co 2 71

e ( i  — 2 co) E  T "  
2co“ ( i — co)1_“ J  ’

co é t a n t  d é t e r m i n é  p a r  l a  f o r m u l e

0 0
I — CO

CO

2
_ El-2ü)#

S i  l a  q u a n t i t é
e(i  — 2 co) E  

2co“ (i — co)1 - “

s u r p a s s e  l ’u n i t é ,  l ’ e x p r e s s i o n  ( 1 0 )  d e  A , „  d e v i e n d r a  i n f i n i e  a v e c  m, e t  l a  s é r i e  ( 9 )  
s e r a  d i v e r g e n t e .  L a  l i m i t e  d e s  v a l e u r s  d e  l ’ e x c e n t r i c i t é  q u i  f o n t  c o n v e r g e r  c e t t e  
s é r i e  s e r a  d o n c

(12) ___  2 C 0 “ ( l  —  CO)1 - “

e1 ~  ( I — 2 co) E  '

S i  l ’ o n  t i r e  d e  ( 1 1 )  l a  v a l e u r

E  — (O

p o u r  l a  p o r t e r  d a n s  ( 1 2 ) ,  i l  v i e n t

2 VU (i — Cù) 
e t =  — -------------- - j

I  —  2  CO

d ’ o ù
I1 — 2 co — >

VI +  e\

I —  CO _  ( 1  +  \ / i  +  e , ) 3 

co e\

E n  p o r t a n t  c e s  v a l e u r s  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 1 1 ) ,  i l  v i e n t

1 +  y/i-t- e\  =  e y E O + ê f  ;

o n  r e t o m b e  b i e n  a i n s i  s u r  l ’ é q u a t i o n  d é j à  t r o u v é e .
L a p l a c e  a r r i v e  e n s u i t e  a u  m ê m e  r é s u l t a t  e n  p a r t a n t  d e  l ’ e x p r e s s i o n  d u  c o e f f i 

c i e n t  d e  era d a n s  l a  f o r m u l e  ( 9 ) .
C ’ e s t  C a u c h y  q u i  a  d o n n é  u n e  d é m o n s t r a t i o n  p l u s  d i r e c t e  e t  p l u s  r i g o u r e u s e
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d e s  r é s u l t a t s  d e  L a p l a c e ;  M .  R o u c h é  a  s i m p l i f i é  à  s o n  t o u r  l a  d é m o n s t r a t i o n  d e  
C a u c h y .

N o u s  r e n v e r r o n s  l e  l e c t e u r  à  u n e  N o t e  i n t é r e s s a n t e  d e  M .  O .  C a l l a n d r e a u  
( Bulletin astronomique, t.  I I I ,  p .  5 2 8 ) ;  l ’ a u t e u r  c o n s i d è r e  l e  c o e f f i c i e n t  d e  em

d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  ® s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  e;  i l  a r r i v e  d ’ u n e  m a 

n i è r e  t r è s  s i m p l e  à  l ’ e x p r e s s i o n  a s y m p t o t i q u e  d e  c e  c o e f f i c i e n t ,  e t  i l  e n  d é d u i t  
f a c i l e m e n t  l a  l i m i t e  e ,.

1 0 3 . N o u s  c r o y o n s  d e v o i r  d o n n e r ,  e n  t e r m i n a n t  c e  C h a p i t r e ,  q u e l q u e s  i n d i c a 
t i o n s  s u r  d ’ a u t r e s  e x p r e s s i o n s  a s y m p t o t i q u e s .  R e p r e n o n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  p é 
r i o d i q u e

— — Co -4- Ci cos £ -H · ..  -f- C,n cos m £ + . . .  ;

l e  c o e f f i c i e n t  C,„ e s t  u n e  f o n c t i o n  d e  e, e t  l ’ o n  p e u t  s e  p r o p o s e r  d ’ e n  t r o u v e r  
l ’ e x p r e s s i o n  a p p r o c h é e  l o r s q u e  m  e s t  t r è s  g r a n d .

L a p l a c e  a  t r a i t é  c e t t e  q u e s t i o n  ( Mécanique céleste, t .  Y ,  Supplément) ,  e t  i l  a 
t r o u v é  q u e ,  p o u r  m  t r è s  g r a n d ,  o n  a a p p r o x i m a t i v e m e n t

C ^  2(i — e*Ÿ /  V'1
ins]m 2̂71 \ n -  y/i— e2/

L a  m ê m e  q u e s t i o n  a  é t é  t r a i t é e  p l u s  c o m p l è t e m e n t  p a r  C a r l i n i ,  e t  s u r t o u t  p a r  
J a c o b i  ( Astronomische Nachrichten, n os 665 e t  7 0 9 - 7 1 2 ) .

C o n s i d é r o n s  e n  s e c o n d  l i e u  l e  d é v e l o p p e m e n t

(j^J = F 0-t-F,cosÇ-t-..» +  F,„cos/nÇ-i-...,

d ’ o ù  l ’ o n  p a s s e  a i s é m e n t  à  c e l u i  d e  l ’ é q u a t i o n  d u  c e n t r e .  J a c o b i  a  d o n n é  p o u r  
l e s  c o e f f i c i e n t s  C,„ e t  F, „  l e s  e x p r e s s i o n s  a s y m p t o t i q u e s  s u i v a n t e s

Cm =  —  2 ( Y n g  -  cpE005̂  1 / ? 0S(L  T i _  _— - ------- f i -------------+  · . . ! ,\ ° 2 T / V  stctw* |_ 8/ncos<p\ geos ĉp/ J

F,„ =  —  ftangi ? Ec°s? Y Y n -  t / -----?-----+  . . . YCOS<p\ 2 T /  \ OCOStpV 71771 cos cp J

o ù  l ’o n  a  f a i t
e =  sin<p.

O n  v o i t  i m m é d i a t e m e n t  q u e  l a  p r e m i è r e  p a r t i e  d e  l ’ e x p r e s s i o n  d e  C,„ c o ï n c i d e
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a v e c  c e l l e  d e  L a p l a c e .  D a n s  l e  t o m e  X V I I  d e s  Mathematische Annalen, M .  S c h e i b n e r  
a  c a l c u l é ,  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  a s y m p t o t i q u e s  d e  C,„ e t F , „ ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  p u i s 

s a n c e s  p l u s  é l e v é e s  d e  ■— > e t  i l  a  r é s o l u  l e  m ê m e  p r o b l è m e  p o u r  l e s  d é v e l o p 

p e m e n t s  d e  (^ jPcosqw e t  ^ ^ s i n qw.

E n f i n ,  M .  F l a m m e ,  d a n s  u n e  T h è s e  s o u t e n u e  e n  1 8 8 7  d e v a n t  l a  F a c u l t é  d e s  
S c i e n c e s  d e  P a r i s ,  a t r o u v é  p a r  u n e  m é t h o d e  r i g o u r e u s e  f o n d é e  s u r  d e  b e l l e s  
r e c h e r c h e s  d e  M .  D a r b o u x  ( * ) ,  l e s  e x p r e s s i o n s  a s y m p t o t i q u e s  d ’ a u t r e s  d é v e 
l o p p e m e n t s  q u i  j o u e n t  a u s s i  u n  r ô l e  d a n s  l a  t h é o r i e  d e s  p e r t u r b a t i o n s .

( 1 ) Mémoire sur l ’approximation de fonctions de très grands nombres ( Journal de Mathématiques, 
3° série, t. IV, 1878).
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CHAPITRE XVII.
SUR CERTAINES FONCTIONS DES GRANDS AXES QUI SE PRÉSENTENT 

DANS LE DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE.

1 0 4 . S o i e n t  2 a e t  2 a '  l e s  g r a n d s  a x e s  d e s  o r b i t e s  d e  d e u x  p l a n è t e s ;  n o u s  
a u r o n s ,  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e s  f o n c t i o n s  p e r t u r b a t r i c e s ,  à  d é v e l o p p e r  s u i 
v a n t  l e s  c o s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  l a  q u a n t i t é  r é e l l e  <]; l e s  e x p r e s s i o n s  q u ’ o n  
d é d u i t  d e  l a  s u i v a n t e

L e s  f o n c t i o n s  a i n s i  o b t e n u e s  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  p é r i o d i q u e s  d e  ^  à  p é r i o d e  211 ; 
e l l e s  s o n t  p a i r e s  e t  f i n i e s  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  r é e l l e s  d e  i|>, s i  a e s t  d i f f é r e n t  d e  a ' .  

N o u s  p o u v o n s  d o n c  p o s e r

( a2 +  a '2 — 2 aa' cos 41 )-s >

e n  d o n n a n t  à  s l e s  v a l e u r s  --

o u  b i e n ,  e n  c o n v e n a n t  d e  p r e n d r e  À ( 0 =  +  A (i),

— 00
faisons de même

(0
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E n  s u p p o s a n t  a<^a', f a i s o n s  - ¡ =  a ;  a  s e r a  d o n c  c o m p r i s  e n t r e  o  e t  1 ; l a  

f o n c t i o n
( i + c t ! — 2 a cos 4')_i

p o u r r a  ê t r e  d é v e l o p p é e  s u i v a n t  l e s  c o s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  N o u s  p o s e r o n s

·+■  00
— X. T

(1 4- a2 —  2 acosi|0 ·2 =  -  2 ^  cosi^, —  4-
~ ao 

H- 00

( l 4 - a 2—  20C COS^) 2 — C^COS i l p ,  c<—^ —  h-  c (<),

(2) i ^
(1 4- a 2— 2a c o s 4l) 2 =  -  e (,lcosnj '> e(- i > = 4- e o  ?

. —  ee

+  00

( 1 4 - a2— 2 a cos4*) 2 =   ̂ 2  f w cosj^, /<-U —  4- / (i), .

e t ,  e n  g é n é r a l ,
H-oe

(A) (1 4-  a2—  2a cost}')- * =  d ^  cosiip =  +  i& j11 cos 1̂ 4 - . . . 4 -  'ift^coSi^H-.· . .

L e s  d i v e r s  c o e f f i c i e n t s  Dl»“ 1 s o n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  a ;  o n  a u r a

ifh  ̂=  ôW, == iPô  =  eto, lil,ÿ»=/(0.
2 2"  2 2

E n  f a i s a n t  d a n s  ( 1 )  a — « a '  e t  c o m p a r a n t  à ( 2 ) ,  o n  t r o u v e  a i s é m e n t

( 3) a ' A (!) =  a ' B (i) =  a c (,), =  a 2e (I), a ' D (i) =  a 3/ (!), . . . .

L e s  f o n c t i o n s  A (i), B (,), C w , D (i), . . .  s o n t  d o n c  d e s  f o n c t i o n s  h o m o g è n e s  d e  d e g r é  
—  1 d e  a e t  a' q u i  s e  r a m è n e n t  a u x  f o n c t i o n s  d e  l a  s e u l e  q u a n t i t é  a .

1 0 5 . C h e r c h o n s  l ’ e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  d e  
P o s o n s

E**=ï =  s,

d ’ o ù
2 COS^ =  Z  4-  Z - 1 , 2 COSilp =  « f 4 -

(1 —  az)  (1 —  txz~l) =  i 4-  a2 — 2 a COSij1·
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2^2

L a  f o r m u l e  ( A )  d e v i e n d r a

CHAPITRE XVII.

(  i  —  <xz)-° ( i  —  txz~l)~s =  -  l i t ' 0 ’ 4 -  - U l ' 1’ {z +  z~') + .  . .  4 -  -  Uï>' ' ’ {s* +  z~l) 4 - . .  .

o u  b i e n
-f- oo

(4) (l — ocz)~s ( I — <XZ-‘) - i =  i  ^

O r ,  l e  m o d u l e  d e  s  é t a n t  l ’ u n i t é ,  ocz et az~l o n t  d e s  m o d u l e s  é g a u x  à a ,  p a r  
s u i t e  i n f é r i e u r s  à  l ’ u n i t é ;  o n  a  d o n c ,  e n  s é r i e s  c o n v e r g e n t e s ,

. ,  .  S s(s +  i )  ,  S i  +  I  S + 2  . . .  S + i - I  ,· ,·
(  i  —  oc z )~s = 1 4 - - a s  4 —  ------------<x2z2 4 - . . . 4 - — ------------ — -------- / — ^ ------------------ ' a 1 zl -

I  1 . 2  1 . 2 . 3 . .  . 2

/ , ,  „ s , s(s  4 - 1 )
( i  —  <xs-i ) - s= i  + -az-i+ ---------- -

I . 2
a ‘z- S ( S  4 - 1 )  ( 5 4 - 2 ) . . . ( i + l  — I )  _im_t ,

■ ----------------- ô----- :----------- C*  ̂ -*-■
1 .2 .0 . . .«

- K ...

L e  c o e f f i c i e n t  d e  z1 d a n s  l e  p r o d u i t  d e  c e s  d e u x  s é r i e s  s e r a ,  d ’a p r e s  l a  f o r 

m u l e  ( 4 ) ,  é g a l  à o n  t r o u v e r a  a i n s i  s a n s  p e i n e

. t , ,  I „ i  Î 4 - I  . . . f s 4 - i — i(B) -l)!>'I)= - i - ---------- --- :------- '«
V '  2 1.2. . . 2

. r  s  s  4 -  I
- L 1 m - i

1 . S ( s  +  i )  ( s 4 - Q ( s 4-24- I) .
i . 2  ( *  +  i ) ( i 4 - a )  " r - ] ·

E n  c a l c u l a n t  d i r e c t e m e n t  ^n!)'i), o n  v o i t  q u e  l a  f o r m u l e  p r é c é d e n t e  s ’a p p l i q u e  

p o u r  i =  o  à l a  c o n d i t i o n  d e  r e m p l a c e r  — -  p a r  l ’ u n i t é .

O n  a u r a ,  e n  p a r t i c u l i e r ,

( b )

-  ¿(0 : 
2

i . 3 . 5 . . . (2  i —  1) . 
-------.— ------ ;—  ce12.4.6. . . 2 1 [

1 . . .  3 . 5 . 7 . .  . ( 2 1 4 - 1 )  , . r-  cto — ----- / v-----:—*■ a1 ]
2 2 .4 .6 . . . 2 1  L

1 2 « +  I * I . 3 ( 2 « H- I ) ( 2 « -+- 3 ) ,
~ — :------  (Xm H------ ----- --- :------ r—.--- :----- r~r OC

2 21 H- 2 2.4  ( 2 « -h 2) ( 2 « +  4 )

3 2 2'  4 -  3 , 3 . 5  (2 ¿ 4 - 3 )  (2 * 4 - 5 )  ,

2  2  2 4~ 2  2 . 4  ( 2 2 4 -  2 )  ( 2 2 4 - 4 ) ■ ·]·

O n  v o i t  q u e  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  m ê m e s  p u i s s a n c e s  d e  a 2 s o n t  p l u s  g r a n d s  d a n s  c{i) 

q u e  d a n s  b(i)\ l a  c o n v e r g e n c e  d e  l a  s é r i e  q u i  d o n n e  i d “ ' d i m i n u e  q u a n d  s a u g m e n t e .
P o u r  f = o ,  i l  f a u d r a ,  c o m m e  p r é c é d e m m e n t ,  p r e n d r e  é g a u x  à  l ’ u n i t é  l e s - 

c o e f f i c i e n t s  q u i  p r é c è d e n t  a* d a n s  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s .
V o y o n s  c o m m e n t  c o n v e r g e  l a  s é r i e
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SUR CERTAINES FONCTIONS DES GRANDS AXES.

q u i  f i g u r e  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r m u l e  ( B ) .  N o u s  a v o n s

d ’ o ù

-  i) (s +  i) (S H- i -F- +  i 4- n — i)
1.2. ../I (í +  l ) ( l + 2 ) . . . ( í + « )

«,,-n s +  n î + t + B  2- 
u„ ~~' n -+- i i -+- n -+- i ’

2^3

p o u r  n i n f i n i ,  c e  r a p p o r t  t e n d  v e r s  a 2 q u i  e s t  p l u s  p e t i t  q u e  i ,  e t  l a  s é r i e  e s t  
c o n v e r g e n t e .  T o u s  l e s  t e r m e s  d e  c e t t e  s é r i e  é t a n t  p o s i t i f s ,  l a  f o r m u l e  ( B )  
m o n t r e  q u e  c r o î t  s a n s  c e s s e  q u a n d  a  c r o î t  l u i - m ê m e  d e  o  à  i  ; p o u r  a  =  o ,  
o n  a  d ’ a i l l e u r s

=  2 et iP4 i! =  o pour i î i .

1 0 6 . N o u s  a l l o n s  e x p r i m e r  p a r  u n e  i n t é g r a l e  d é f i n i e .
P u i s q u e  ií>4 ¡) e s t  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c o s i i j ;  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  l ’ e x p r e s s i o n

(H -  a2—  2 a cos0)- *, 

l a  f o r m u l e  ( 5 )  d u  n °  81  d o n n e

( C ) i +  a2 2a cosi|0 _i cos ftp dty;

c e t t e  f o r m u l e  s ’ a p p l i q u e  a u s s i  p o u r  i =  o .  
O n  a u r a ,  e n  p a r t i c u l i e r ,

( O )

n

7t

COS il);

(i a2— 2a cosí);)

______cqsü'41_____

(i +  a2 — 2a coscp)

E n  p a r t a n t  d e  c e s  e x p r e s s i o n s ,  o n  d é m o n t r e  f a c i l e m e n t  q u e  6«), o w,  . . .  s o n t  
i n f i n i s  p o u r  a  =  x ; e n  e f f e t ,  o n  t r o u v e ,  p o u r  c e t t e  v a l e u r  d e  a ,  .

T. I. 35
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CHAPITRE XVII.27/i

L ’ é l é m e n t  d i f f é r e n t i e l  d e  c h a c u n e  d e  c e s  i n t é g r a l e s  e s t  i n f i n i  à l a  l i m i t e  i n f é 
r i e u r e ,  e t  l ’ a p p l i c a t i o n  d ’ u n e  r è g l e  b i e n  c o n n u e  d e  C a l c u l  i n t é g r a l  m o n t r e  q u e  
l e s  i n t é g r a l e s  e l l e s - m ê m e s  s o n t  i n f i n i e s .

1 0 7 . N o u s  a l l o n s  f a i r e  c o n n a î t r e  u n e  a u t r e  e x p r e s s i o n  d e  b{i) p a r  u n e  i n t é 
g r a l e  d é f i n i e .

L a  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( b)  n o u s  d o n n e

i j c w r · · 3··,· < » - > + !  ··;»■ ->-■ ; „ . + 1 4
2 L 2 . 4 . . . 2 1 2 2 .4 · · . ( 2 1  +  2) 2.4 2 .4 . · · ( 2 1  +  4) j

l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  a 0, d e  ^ a 2, . . .  s ’ e x p r i m e n t  p a r  d e s  i n t é g r a l e s  d é f i n i e s ,  e n  p a r 

t a n t  d e  la f o r m u l e  c o n n u e

/  s i n 2" ^  cty =  
Jo

i  . 3 . . .  ( 2 n  —  1)

2 .4 . . .2 «
7t.

O n  t r o u v e  a i n s i

^  =  od ^ ^  J  sin2 i+ 2 cty -h  ad J  sin2i+44/cfy '

=  a .1 J '  s i n 2i^  ^ 1 + ^  a 2 s i n 2^  +  a 4 s i n 4 ip n - . . .  ^  d <]¿.

O n  a d ’a i l l e u r s
1 1.3 

1 H—  a2 sin*dM— —7
2 T 2 . 4

i l  v i e n t  d o n c

( d ) . =  -  a*7T

y/1 — a 2 s i n 2^ ’

sin2^
dty.

E n  c o m p a r a n t  l e s  f o r m u l e s  ( c )  e t  ( d), o n  t r o u v e  c o t t e  r e l a t i o n  i n t é r e s s a n t e

(5 )
/ * “  C O S l ' 4 1

,/0 y/t -+- a2— 2 a cos^

E n  f a i s a n t  d a n s  ( d)  i =  o  e t  i  —  1 ,  i l  v i e n t

* »  =  i  f ' - = M
n J 0 \/i — oc·

j m  =  î  «  f \  s i " 14, *\,=  ï  I  (  f \  & ■. -  fn J 0 y/i — «2 sin2̂  1t « \  J 0 y/1 — a2sin2̂  J  t

: d'il
J 0 y/i — a 2 s i n 2^

! s i n 24< 

dty
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SUR CERTAINES FONCTIONS DES GRANDS AXES. 2 7 5

S i  d o n c  o n  d é s i g n e ,  s u i v a n t  l ’ u s a g e ,  p a r  F ,  e t  E ,  l e s  i n t é g r a l e s  e l l i p t i q u e s  
c o m p l è t e s  d e  p r e m i è r e  e t  d e  s e c o n d e  e s p è c e  r e l a t i v e s  a u  m o d u l e  a ,  o n  a u r a

=  -  Fn
U

¿(1) =  ^ F1~ .El .
7r a

O r  L e g e n d r e  a  d o n n é  d e s  T a b l e s  é t e n d u e s  p o u r  l e  c a l c u l  n u m é r i q u e  d e  F ,  e t  
d e  E ,  (Exercices de Calcul intégral, t .  I I I ,  p .  125  e t  s u i v . ) ;  l ’ a r g u m e n t ,  q u i  e s t  
a r c s i n Æ ,  o u  i c i  a r c s i n a ,  v a r i e  d e  d i x i è m e  e n  d i x i è m e  d e  d e g r é  d e p u i s  o °  j u s 
q u ’ à 9 0 o ; l e s  T a b l e s  d o n n e n t  l o g F ,  e t  l o g E ,  a v e c  1 2  e t  1 4  d é c i m a l e s .

O n  a  d o n c  l e  m o y e n  d e  c a l c u l e r  t r è s  r a p i d e m e n t  l e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  d e  
¥ 0) e t  ¿ (,) p o u r  u n e  v a l e u r  d o n n é e  d e  a .

1 0 8 . N o u s  a l l o n s  c h e r c h e r  u n e  r e l a t i o n  e n t r e  u b f ,  iib‘i_1> e t  iib“ - 2 ’ .
P a r t o n s  d e  l a  f o r m u l e  g é n é r a l e

**■ -t- »

(6) |̂ r -f- a2—  01 “1“ 5 ) ]  =  5 2

n o u s  e n  t i r e r o n s ,  e n  d i f f é r e n t i a n t  p a r  r a p p o r t  à  z,

( 7 ) sa  1 +  a2—  a L s  +
- 5 — 1

d ’ o ù ,  e n  a y a n t  é g a r d  à ( 6 ) ,

sa - ; ) ï 2 * i ‘v = [ i H-  a~ —  a ( z —|—

4 - »

; ) ] ï 2

E n  é g a l a n t  d a n s  l e s  d o u x  m e m b r e s  d e  c e t t e  é q u a t i o n  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  z‘~', 

i l  v i e n t
sa  [alb” -21 —  olbj!)] =  (1 +  a 2) (i  — 1) alb^-11 — a [(i — 2)i)bji-_2,+  n k * ’]>

d ’o ù

( F ) a + i
a

ilb '* -1’ -
1 4- s — 2 
■ i —  s

'Db‘i'-2).

C e t t e  f o r m u l e  e s t  t r è s  c o m m o d e  p o u r  l e  c a l c u l  n u m é r i q u e ;  e l l e  p e r m e t  d e  
d é t e r m i n e r  d e  p r o c h e  e n  p r o c h e  i)!^2’ , -obj3',  . . . ,  c o n n a i s s a n t  ii'40' e t i i b j 1’ q u e  l ’ o n  
c a l c u l e r a  d i r e c t e m e n t  p a r  l a  s é r i e  ( B ) ,  o u  p a r  u n e  d e s  a u t r e s  f o r m u l e s  q u i  
s e r o n t  d o n n é e s  d a n s  l a  s u i t e  d e  c e  C h a p i t r e .
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2 7 6  CHAPITRE XVII.

L a  f o r m u l e  ( F ) . d o n n e r a ,  e n  p a r t i c u l i e r ,

b w  =  |  e b ( l )~  l  b W ,
o o

bW =  | £6<2> —  | ô o ,

6(0 =  —— — e — I L — -
2 i  — I 2 i — I

en faisant 
1

£ =  « H-----
ot

A y a n t  d o n c  d é t e r m i n é  bM e t  bw p a r  l e s  f o r m u l e s  ( e )  e t  l e s  T a b l e s  d e  L e g e n d r e ,  
o n  c a l c u l e r a  a i n s i  d e  p r o c h e  e n  p r o c h e  è (2), b w , . . .  ; o n  v é r i f i e r a  l ’ e n s e m b l e  d u  
c a l c u l  e n  d é t e r m i n a n t  d i r e c t e m e n t  l a  d e r n i è r e  t r a n s c e n d a n t e  6<*'> d o n t  o n  a  b e 
s o i n  p a r  l a  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( b ) .  O n  d e v r a  r e m a r q u e r  q u e  l a  p r é c i s i o n  
d i m i n u e  a v e c  l e  n o m b r e  d e s  c a l c u l s ,  e t  q u e ,  s i  l ’ o n  v e u t  a v o i r  Ul) a v e c  u n  a s s e z  
g r a n d  n o m b r e  d e  d é c i m a l e s ,  i l  f a u d r a  e n  p r e n d r e  d a v a n t a g e  d a n s  b w  e t  b {{).

O n  a u r a  d e  m ê m e

(/")

/ W) =

21 —  2 

2 Î — 3 

2 i  —  2 

2 1  — 5

2 i — 2 
2 i —  7

£ C -̂1)

EeO'-o

e/(i-n

21 — i 
2 i  — 3

c ( i - 2 ) ,

2 i  +  I
2 i  — 5

2i  +  3 
2 i —  7

e ( i - V i

1 0 9 . I l  e s t  f a c i l e  d ’ e x p r i m e r  ut,“  e n  f o n c t i o n  d e  d e u x  d e s  t r a n s c e n d a n t e s  q u i  
s e  r a p p o r t e n t  à l a  v a l e u r  a +  1 d e  l ’ i n d i c e  s.

L a  f o r m u l e  ( 6 )  d o n n e  e n  e f f e t ,  e n  y  c h a n g e a n t  s e n  s - t - 1 ,

+  a2 — a

a p r è s  q u o i  l ’ é q u a t i o n  ( 7 )  d e v i e n t

00

— a>

il!!,'1·’ 1

É g a l o n s  d a n s  l e s  d e u x  m e m b r e s  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  z '- ', e t  n o u s  t r o u v e r o n s

( G )  =  s a 1 —  D'4 7 1 ] .
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SUR CERTAINES FONCTIONS DES GRANDS AXES. 2 7 7

E n  a p p l i q u a n t  c e t t e  f o r m u l e ,  o n  p o u r r a i t  d o n c  o b t e n i r  s u c c e s s i v e m e n t  

les quantités e<0 en fonction des /*'),

c»)

b » )

e(i), 
c(0 ;

m a i s  i l  v a u t  m i e u x  s u i v r e  l a  m a r c h e  i n v e r s e  e t ,  p r e n a n t  c o m m e  p o i n t  d e  d é p a r t  
l e s  f o n c t i o n s  q u i  j o u e n t  l e  r ô l e  l e  p l u s  i m p o r t a n t ,  c h e r c h e r  à  e n  d é d u i r e  s u c 
c e s s i v e m e n t  l e s  c (,), p u i s  l e s  e (<), e t  e n f i n  l e s / w .

L a  f o r m u l e  ( F )  d o n n e  d ’ a b o r d ,  e n  y  r e m p l a ç a n t  i e t  s p a r  i +  i  e t  s -+- i ,

( 8 ) a —
i ( i  +  oc2 )  H t ' î ,  —  ( i  .

I — s

p o r t o n s  c e t t e  v a l e u r  d e  d a n s  ( G ) ,  e t  n o u s  t r o u v e r o n s ,  a p r è s  r é d u c t i o n ,

2 a'i)’4 i+r1i) —  (1 +  a 2) Dî>$, #
(9) l — s

d ’ o ù ,  e n  c h a n g e a n t  ¡ e n i  +  i ,

( 1 0 )
I — 5 + 1

L e s  é q u a t i o n s  ( 8 ) ,  ( 9 )  e t  ( 1 0 )  p e r m e t t e n t  d e  d é t e r m i n e r  l e s  t r o i s  i n c o n n u e s  
e t  ifi+r,1’ q u i  y  f i g u r e n t  a u  p r e m i e r  d e g r é ;  ( 9 )  e t  ( 1 0 )  d o n n e n t

d ’ a b o r d

2 a  'Uh&V > =  ( 1 +  a 2 ) Di.'ï j +  l- ~  Dl><'>,

(1  +  et2) Di.'^1 ; — 2  a Di.'Jj — +  1 ^u+i) ;

e n  p o r t a n t  d a n s  ( 8 )  c e s  v a l e u r s  d e  Di.“ " 0 e t D i . ^ / 1, o n  t r o u v e ,  t o u t e s  r é d u c t i o n s  
f a i t e s ,

( I I )
.n U) _ '  ( * +  5) ( 1 +  a s ) Di.<''> —  2 ( f  —  5  +  1 ) etDl,'i+1 > 

s+1~  s(i — a 2)2

C e t t e  f o r m u l e  r é s o u t  l a  q u e s t i o n ;  m a i s  o n  p e u t  o b t e n i r  d e s  r é s u l t a t s  p l u s  s a 
t i s f a i s a n t s  a u  p o i n t  d e  v u e  d e s  c a l c u l s  n u m é r i q u e s  e n  p r o c é d a n t  c o m m e  i l  s u i t  : 
c h a n g e o n s  d a n s  ( H )  i e n  —  i —  1 ,  e t  n o u s  t r o u v e r o n s

( H' ) Udi+1
__ 2 ( 1  +  s)  ot>l!)(!l — ( i  — s +  1) (1 +  a 2)Di.'i>

s ( i  — a 2)2
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2 7 8  CHAPITRE XVII.

N o u s  t i r e r o n s  e n s u i t e  a i s é m e n t  d e  ( H )  e t  ( E T ) ,

( K )

( i +  s) ift«1'1 —  ( i —  s +  1) ’
25(1 —  a ) 2

(i H- +  ( i — s +  i) iP4i+l 1
2 i( lH -« )s

>

C e  s o n t  l à  l e s  f o r m u l e s  d o n t  L e  V e r r i e r  f a i t  u s a g e  p o u r  c a l c u l e r  n u m é r i  
q u e m e n t  l e s  e n  p a r t a n t  d e s  i k , .

O n  t r o u v e r a ,  e n  p a r t i c u l i e r ,

(*)

1
2

[c<‘ > +  C(i+1)] =  ( 2 i - t -  1) 

[ c ( 0 —  c (iH-l)] =  ( 2 i +  i )

6(0 _  6<'+0 

2(1 —  a ) ‘ ’ 

¿ (0 +  ¿0·+1)  ̂

2(1 +  a ) 2 ’

o n  a p p l i q u e r a  c e s  f o r m u l e s  c o m m e  i l  s u i t  :

d ’ o ù  c (0) e t  c (l),

d ’ o ù  c (l) e t  c {2) ;

1
2

1
2

[c<») +  c < 0 ]  =

[ c W - c O ]  =

6(») — 6<o
2(1 —  et)2 ’ 

6<o) +  60)
2 ( 1+  a ) 2 ’

-  rc(')+- c(2)l =  3
2 L

i  [C( 1 )_ C(2)]= :3

6(0 — 6(2) 
2(1 —  a ) 2 ’

6(’ ) +  6(2) 
2 ( 1 +  « 7 2 ’

O n  v o i t  q u e  c (,), c ' 2), . . . ,  s e r o n t  c a l c u l é s  d e u x  f o i s ,  c e  q u i  d o n n e r a  u n e  
v é r i f i c a t i o n  u t i l e .

O n  t r o u v e r a  d e  m ê m e

(*')

(*")

I  [e(o +  e(f+o] —  i

1 [e(0_e(i+O] — |

( 2 1  +  3 )  c (i') —  (21 —  i ) c ( i+ 0

(7 ^ 7  ’

( 2 I +  3  ) C(0  +  ( 2 I —  i )  C<i + 0   ̂

(1 H- oc)2 ’

¿ [ / < « + / (,+1,] =
1 ( 2 î  +  5 ) e (':) — ( 2 1  —  3 ) e (' + o  

10 (1 —  a ) 2 ’

1 ( 2 1  +  5 )  e (') 7  2 i — 3 ) e ('+ 0  

10 (1 +  a )2

E n  r é s u m é ,  o n  c a l c u l e r a  d i r e c t e m e n t  b(0> e t  b{'\ s o i t  p a r  l e s  s é r i e s  d é d u i t e s  
d e  l a  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  (b), s o i t  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( e )  e t  l e s  T a b l e s  d e
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L e g e n d r e ;  l e s  r e l a t i o n s  ( f )  d o n n e r o n t  e n s u i t e  bm, b{3), ...,  a p r è s  q u o i  o n  t r o u 
v e r a  l e s  c{i), e[i) e t f (i) e n  a p p l i q u a n t  s u c c e s s i v e m e n t  l e s  f o r m u l e s  (Je), (/«') e t  ( k"). 

E n f i n  l e s  f o r m u l e s  ( 3 )  d o n n e r o n t  l e s  A (i), B (i), C (i) e t  D (':).

1 1 0 . O n  p e u t  i n t r o d u i r e  t r è s  u t i l e m e n t  d a n s  c e t t e  t h é o r i e  l a  s é r i e  h y p e r g é o -  
m é t r i q u e

— , . ~ , A (A  +  i ) B ( B  +  i )F (A ,B ,  C, x )  — 1 + x
I .C  I . 2 . C ( C + l )

L a  f o r m u l e  ( B )  n o u s  d o n n e r a ,  e n  e f f e t ,

( '0
L S(S +  l ) . . . ( s  +  i - l )
-  Di,“·) 
2 ‘ 1 .2 .

a 1 F (s,  s +  i, î' +  i , oc2) ;

o n  a u r a  a i n s i  l ’ a v a n t a g e  d e  p o u v o i r  e m p l o y e r  l e s  p r o p r i é t é s  b i e n  c o n n u e s  d e  la  
s é r i e  h y p e r g é o m é t r i q u e ,  p o u r  l e s q u e l l e s  n o u s  r e n v e r r o n s  à  d e u x  M é m o i r e s  d e  
G a u s s ,  i n s é r é s  d a n s  l e  t o m e  I I I  d e  s e s  Œ u v r e s .

O n  a d ’ a b o r d  c e t t e  r e l a t i o n  r e m a r q u a b l e

( 1 2 ) F(A, B, C, x ) =  (i — « ) _AF A, C —  B, C , — —  
i — x

y

q u i  d o n n e ,  e n  y  f a i s a n t

( i3 ) A s, B —  s +  i, C zzz i -4- x, x  —

e t ,  t e n a n t  c o m p t e  d e  l a  f o r m u l e  ( i  i ) ,

o u  b i e n

1 s ( s  +  l ) . . . ( s + i  —  l )

2 4 I . 2. . . i (! — a 2)1
F U I — S ,  l

( L )

1  xiV‘·) —  +  +  O  r
2  ,>S 1 . 2 . . . i  ( I — 32)SL

s s — i a2 

i i' -J— i i — a2

.ç (.î  +  i ) (s — i )(s — 2) /  a 2 \ 2

+  1 . 2  ( î - t - i ) ( i - l - 2 )  \ I  — « V

C e t t e  f o r m u l e  i m p o r t a n t e  e s t  d u e  à  L e g e n d r e ;  s i  o n  l a  c o m p a r e  à  ( B ) ,  

o n  v o i t  q u e  l e  f a c t e u r  e s t  r e m p l a c é  p a r  q u i  e s t  p e t i t  q u a n d  i e s t  g r a n d  ; 

d e  m ê m é  s 1 ^  e s t  r e m p l a c é  p a r  - 2 ; l a  f o r m u l e  ( L )  s e r a  d o n c  b e a u c o u p
i H- 2

p l u s  a v a n t a g e u s e  q u e  ( B )  p o u r  l e s  c a l c u l s  n u m é r i q u e s ,  s i  i e s t  a s s e z  g r a n d .  L a  
s é r i e  q u i  f i g u r e  a u  s e c o n d  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( L )  p r o c è d e  s u i v a n t  l e s  p u i s -
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OC*
s a n c e s  d e  e t  i l  e s t  a i s é  d e  v o i r ,  e n  a p p l i q u a n t  l a  r é g l é  r e l a t i v e  à  l a  l i m i t e

IC o t?
d e - 2 1 1 , q u ’ e l l e  e s t  c o n v e r g e n t e  t a n t  q u e  l ’ o n  a  - - - - - ¿ < 1 ,  d ’ o ù  a  <  0 , 7 0 7 _ _

M/i I OC

S i  n o u s  a p p l i q u o n s  l a  f o r m u l e  ( 1 2 )  à F ^ C  —  B ,  A ,  C ,  —  n o u s  t r o u '

v e r o n s

F (C -  B, A, C, =  (1 +  —^— ) _,C" ' f (G -  B, C -  A, C, x) ,

d ’ o ù

f ( a , C - B , C , ^ ^ )  =  (i - « ) ° - bF ( C - A , C - B „ C , * ) ,

e t ,  e n  p o r t a n t  c e t t e  v a l e u r  d a n s  ( 1 2 ) ,  i l  v i e n t

F(A, B, C, x )  =  (1 — a?)c_A_BF(C — A, C - B ,  C ,* ) .

N o u s  a v o n s  d é j à  f a i t  u s a g e  d e  c e t t e  f o r m u l e  d a n s  l e  n °  9 9 ; s i  n o u s  y  d o n n o n s  
à  A ,  B ,  C ,  x  l e s  v a l e u r s  ( i 3) ,  e t  q u e  n o u s  p o r t i o n s  l e  r é s u l t a t  d a n s  ( 1 1 ) ,  n o u s  
t r o u v e r o n s

1 i)yi) _  ^ + l ) . . . Ù + i - l )
2 ' S I . 2 . . . i

C f}
F (i -+- — s, 1 — s, i -h 1, a2)

o u  b i e n

(L')

-ait)''1: 
2 s

. . ( s  +  i  —  l ) &} f ^  i — s i + i  — .1 

(1— a2)ïs_1 L1 -̂ 1 i1-t-1

(i  — s) ( 2 —  s) ( ¡  +  I - s ) ( i  +  2 — s)

I .2 (i -t- 1) ( i +  2)

L a  s é r i e  q u i  f i g u r e  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  c e t t e  f o r m u l e  r e s t e  f i n i e  p o u r

a  =  1 ,  si  l ’ o n  a i e - ;  o n  v o i t  d o n c  q u ’ o n  a  m i s  e n  é v i d e n c e  l e  f a c t e u r  ;- - - - 1, . t . ,■
^ 2  x

q u i  r e n d a i t  iilj'1 i n f i n i  p o u r  a  =  1 ; m a i s  l a  s é r i e  e n  q u e s t i o n  e s t  e n c o r e  i n f i n i e  

p o u r  a  =  1 l o r s q u e  s =  A.  (11 s u f f i t  p o u r  l e  v o i r  d ’a p p l i q u e r  u n e  r è g l e  d e  G a u s s ,  

Œuvres, t .  I I I ,  p .  1 8 9 . )

L a  s é r i e  h y p e r g é o m é t r i q u e  v é r i f i e  u n e  é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  l i n é a i r e  d u  
s e c o n d  o r d r e ,  s a v o i r

A B F | f  (A  +  B +  i ) « ]  ^  (x  oc1) =  o.
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E n  f a i s a n t  x  =  a 2 e t  d o n n a n t  à A ,  B ,  C  l e u r s  v a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  ( i 3 ) ,  o n  
t r o u v e  s a n s  p e i n e

d2V dV «
a ( i  —  ot2 ) - t-  [ 2  i + - 1  —  (2  i H - 1 -4- 4 s )  a 2 ]  —  ¿¡.<xs(i +  s) F =: o .d<x

S i  l ’ o n  p o s e  e n f i n  d a n s  c o t t e  é q u a t i o n ,  c o n f o r m é m e n t  à l a  f o r m u l e  ( 1 1 ) ,

F =  x  par une constante,

o n  o b t i e n t  f i n a l e m e n t

(M ) (a2-  <z4) H- [ a  -  ( 4 s ■ +· 0  a 3] -  [4 J* «2 -H i 2 (i -  «*)] iB>iM =  °  i

c e t t e  é q u a t i o n  p o u r r a  ê t r e  u t i l e  d a n s  c e r t a i n e s  r e c h e r c h e s .

1 1 1 . I n d i q u o n s  e n c o r e  p o u r  l e s  u n  a u t r e  p r o c é d é  d e  c a l c u l  e m p l o y é  s u r 
t o u t  p a r  H a n s e n .

O n  t i r e  d e  l a  f o r m u l e  ( F )

. il’-d1’ , ·  , i-t-a2 i - h s — 2
(t - i) i i ü ï = i ) = ( * - 0 — ------ » rut;/-11]

d ’ o ù

(14)

e n  f a i s a n t

(15)

P o s o n s  e n c o r e

( 1 6 )

( 1 7 )

e t  l ’ é q u a t i o n  ( i 4 ) d o n n e r a

1 -f- a2 t -t- s —  :

P s V

ls

t + _5 - 1
1 1 +  a-

p^ =  F'»y'J\

, . , t-t-s — 1 « „·, , . N 'H - a 2 , ·, î — 1 i +  a· T
(* “ * ) — /—  =  -------{l +  S - 2) î - h . s —2 a yu -u ’

o u  b i e n

T. -  I.

( i —  s ) ( i + s  —  1 ) (  a  y  „ · ) ___ J-
¿ { i —  1) \ n ~ a V yi

36
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(18 )  .

o ù  l ’ o n  a  p o s é

(19)

Ts
( f - l )  _

I — K '1 Vs1

(,·>_ ( i  —  s) ( i - h s — i) / et y  

i ( i —  1) \i +  « 7  '

S u p p o s o n s  q u e  y ' 11 a i t  é t é  c a l c u l é  d ’ u n e  f a ç o n  q u e l c o n q u e ;  o n  e n  d é d u i r a ,  d e  
p r o c h e  e n  p r o c h e ,  p a r  la f o r m u l e  ( 1 8 ) ,  l e s  v a l e u r s  d e  y “ - 1 ’ , y “ " 2’ , · · · »  y ” ’ ; on  
c a l c u l e r a  p a r  ( 1 6 )  e t  ( 1 7 )  l e s  v a l e u r s  d e p {sl), p(sl~u, . . · ,  p(s", a p r è s  q u o i  ( i 5 )  
d o n n e r a

1 1 1 =

O n  c o n n a î t r a  d o n c  a i n s i  t o u t e s  l e s  q u a n t i t é s  i p y  e n  p a r t a n t  d e  l a  p r e m i è r e  
q u e  l ’ o n  c a l c u l e r a  d i r e c t e m e n t  p a r  l ’ u n e  d e s  f o r m u l e s  ( B )  o u  ( L ) .

Il  n o u s  r e s t e  s e u l e m e n t  à m o n t r e r  c o m m e n t  o n  c a l c u l e r a  y ^ ’ ; n o u s  a u r o n s  
r e c o u r s  à l a  f o r m u l e  s u i v a n t e  (Œuvres de Gauss, t.  I I I ,  p .  1 3 4 )·.

F(A, B 4- 1, C 4-1 ,  x )  _  1
F(A, B, C, œ)

o ù  l ’ o n  a
_  A G — B 

a ,~  C C +  i

A 4- 1 C +  i - B  
C‘ ~~ C -t- 2 G +  3 *

I —
a, x

bx x
C j X

1 — .

7 _ ] )  +  ! C H- 1 — A 
1 —  C -+-1 C +  2 ’

j  _ B -b* 2 C —l·" 2 —■ A
1 =  C ^ T3

l e s  r e l a t i o n s  ( 1 1 ) ,  ( i 5 ) ,  ( 1 6 )  e t  ( 1 7 )  n o u s  d o n n e n t

( 2 i )
il!),,1’ _s 4-  i — 1

~  iî
F(s, s 4- i, i 4- 1, a2) _  „·,_  s +  i ' - i  a. „·, 
F(s, s 4 - i  —  1, i, otr) ~~PS i 1 +  «’ ’

I {t)_ F(5, t 4- s, i 4- I , et2) .
1 4- a2 *̂ F(s, i 4-  s — 1, t, a 2) ’

d ’ o ù
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o n  a u r a  d o n c ,  e n  a p p l i q u a n t  l a  f o r m u l e  d e  G a u s s  m e n t i o n n é e  c i - d e s s u s ,

( 2 2 ) avec

«i =
s ( i  —  s)
¿ (¿-l- i) ’

_ ( S  +  l ) ( 2 —  S )

1 ( i  +  2 ) ( i  +  3 ) ’

\ ..................................i

I
a !  a 2

c t a?
i — .

_  ( i  +  s ) ( t  +  i —  s)
1 (l +  l ) ( l  +  2) ’

J  _  ( ¡ + S  +  l ) ( ï + 3 - i )

°'1-  (i +  3 ) ( i + 4 )  ’

L o r s q u e  i e s t  g r a n d ,  aK e s t  p e t i t ,  l a  f r a c t i o n  c o n t i n u e  s e  c a l c u l e  t r è s  r a p i d e 
m e n t ;  i t e n d a n t  v e r s  l ’ i n f i n i ,  y " ’ t e n d  v e r s  i  +  a 2, e t  l a  f o r m u l e  ( 2 1 )  d o n n e

lim
iJb1,*-1 '

— a·,

a i n s i ,  q u a n d  i a u g m e n t e ,  l e s  Db“ 1 t e n d e n t  v e r s  l e s  t e r m e s  c o n s é c u t i f s  d ’ u n e  p r o 
g r e s s i o n  g é o m é t r i q u e  d e  r a i s o n  a .

Résumé. —  S u p p o s o n s  q u e  l ’ o n  v e u i l l e  c a l c u l e r  ai^0), iib‘ " ,  . . . , n b f  ; o n  c a l c u 
l e r a  d i r e c t e m e n t c o m m e  o n  l ’ a  d i t ,  y “ ’ p a r  l a  f o r m u l e  ( 2 2 ) ,  p u i s

|7 MJ x s > F<2), · F (i’}• · i  x s > par la formule (16),

f 4 2\ p 'A  ■ • · y rs > » ( i 9 ) >

fs > · ■ · . )) ( 1 8 ) ,

P s",
„ ( 2) rs > · · ,  Pls\ » ( 1 7 ) .

a p r è s  q u o i  l e s  f o r m u l e s  ( 2 0 )  d o n n e r o n t  e n f i n  alb*’ 1, Db‘2), . . . .  i»b‘' ’ .

1 1 2 . I l  s e r a  n é c e s s a i r e  e n c o r e  d e  c a l c u l e r ,  p o u r  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  la  
f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e ,  l e s  d é r i v é e s  s u c c e s s i v e s  d e s  f o n c t i o n s  ub'*’ p a r  r a p 
p o r t  à a .

O n  p o u r r a i t  s a n s  d o u t e  l e s  o b t e n i r  e n  p a r t a n t  d e  l a  f o r m u l e  ( B )  d i f ï é r e n t i é e  
p l u s i e u r s  f o i s  p a r  r a p p o r t  à a ;  o n  t r o u v e r a i t  a i n s i

1 , =  y  *(* +  , ) · . . ( *  +  * - ! )  s ( s ± } ) . ^ s  +  i ^ n - j )  a<+lB= y  A ,
2 ~ S  ¿ d  1.2.  . . I l  1.2.  . . (i  +  » )  d m d

n  n '  ,

( 2 3 )
1 clp ilb(i)
2  dot,'1
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e n  p o s a n t
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B „  =  ( î -+- m )  ( î +  211 — i ) . . .  (t -+- i n  — p  - K t )  A „ .

- O n  e n  c o n c l u t

, B „ +1 ( ¡  +  2 n  +  i ) ( ¡  +  2 ) i  +  a )  A„+ 1 __, A„_h
( 2/j. ) —ît  = --------------------------------:------------------------ - —7  =  A n —7 >

B  B ( 1 + 2 / 1  p  -1- 1 ) 0  + -2 / Í—  //-+- 2 )  A,J A„

liin ^"+1 =  lim > pour n =  oo .
B „  A b

L a  s é r i e  ( a 3)  e s t  e n c o r e  c o n v e r g e n t e  p o u r  l e s  v a l e u r s  d e  a  c o m p r i s e s  e n t r e  
o  e t  i  ; m a i s  l a  c o n v e r g e n c e  e s t  m o i n s  r a p i d e .  E n  e f f e t ,  r e m a r q u o n s  d ’ a b o r d  
q u e ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 3 ) ,  o n  d o i t  a v o i r  i +  in  —  p > o .  L ’ e x p r e s s i o n  d e  kn q u i  
r é s u l t e  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 4 )  d o n n e  e n s u i t e

o u  b i e n

K > [ j

I +

( + 2/1  +  1 

+  2/1 —  p -h 2

p - 1
1 -+~ 2 n  — p  +  2

O n  v o i t  q u e  kn, q u i  t e n d  v e r s  1 p o u r  n i n f i n i ,  e s t  n o t a b l e m e n t  s u p é r i e u r  à 1 
p o u r  l e s  p r e m i è r e s  v a l e u r s  d e  n, s u r t o u t  q u a n d  p e s t  g r a n d .  L a  s é r i e  ( 2 3 )  c o n 
v e r g e r a  d o n c  b i e n  p l u s  l e n t e m e n t  q u e  c e l l e  q u i  d o n n e  dî>“ ’ .

Exemple. — C o n s i d é r o n s  ^  * ; n o u s  t r o u v e r o n s  a i s é m e n t

b 2 a 2 B s I I A ,
B t =  1 2 Â / b ; 2 A 2

b 4 26 A4 b , A 5
b 3 —  7 A 3 ’ b 4 12 A4

O n  v o i t  q u ’ il f a u t  a l l e r  a s s e z  l o i n  d a n s  l a  s é r i e  p o u r  t r o u v e r  u n e  d i m i n u t i o n  d e s  
t e r m e s  a u s s i  r a p i d e  q u e  c e l l e  q u i  a l i e u  p o u r  nï,^1.

dP<\S>p'>
H c o n v i e n t  d o n c  d ’ a v o i r  r e c o u r s  à  d ’ a u t r e s  p r o c é d é s  p o u r  c a l c u l e r  - ·

R e v e n o n s  à  l ’ é q u a t i o n  ( G )  e t  d i f f é r e n t i o n s - l a  p a r  r a p p o r t  à  a ;  n o u s  t r o u v e 
r o n s

■4* 00 +00

d ’ o ù
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e n  é g a l a n t  d a n s  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  c e t t e  é q u a t i o n  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  z l, i l  v i e n t

(N)
ahP. 1̂

da
: s  LaPo<ir11> +  -Übiïi1, - a a ' » l b i Î 1] .

Lesi i l ) i+) a y a n t  é t é  c a l c u l é s ,  c e t t e  f o r m u l e  r é s o u d r a i t  l a  q u e s t i o n  p o u r  l e s  d é 
r i v é e s  p r e m i è r e s  d e s  m a i s  i l  e s t  p r é f é r a b l e  d ’ i n t r o d u i r e  d a n s  l e  s e c o n d  
m e m b r e  l e s  ap  ̂ a u  l i e u  d e s  ipdi+1.

L a  f o r m u l e  ( G )  d o n n e  d ’ a b o r d

e t ,  e n  p o r t a n t  d a n s  ( N ) ,  i l  v i e n t

fjii 1,(1)
—~ ~  = 2  s 1 —  2 sa H '4 ^

S i  l ’ o n  m e t  d a n s  c e t t e  f o r m u l e ,  a u  l i e u  d e  'iP4 +, e t  d e  iPo'^11, l e u r s  v a l e u r s  ( H )  
e t  ( H ' ) ,  o n  t r o u v e ,  a p r è s  r é d u c t i o n ,

__ [ i  -t- ( t  - t-  2s) a 2 ] ill)'.1’ — 2 ( î - t - i  —  s )  a l )1,)'14·1’

'  ' da. ~  a{i — dL)

M a i s  i l  s e r a i t  d i f f i c i l e  d e  c a l c u l e r  a i n s i  l e s  d é r i v é e s  s u i v a n t e s .
N o u s  a l l o n s  t r o u v e r  u n e  a u t r e  f o r m u l e  q u i  n o u s  s e r a  p l u s  c o m m o d e ;  e n  

r e t r a n c h a n t  d e  ( N )  c e  q u e  d e v i e n t  c e t t e  é q u a t i o n  q u a n d  o n  y  c h a n g e  i e n  i —  2 ,  
i l  v i e n t

da

rfilbj/-81
da

- s[\lM « ’ ■

o r  c h a c u n e  d e s  t r o i s  p a r t i e s  d u  s e c o n d  m e m b r e  d e  c e t t e  é q u a t i o n  p e u t  s e  d é 
d u i r e  d e  l a  f o r m u l e  ( G )  e l l e - m ê m e ,  o u  d e  c e t t e  f o r m u l e  d a n s  l a q u e l l e  o n  r e m 
p l a c e  i p a r  i —  1 o u  p a r  ï —  2 ;  e n  o p é r a n t  a i n s i ,  o n  t r o u v e

t

(Q) « = - ( * ' -  2) < - * ’ +  (2* -  2 ) « ^ ) -  iw».

C e t t e  f o r m u l e  i m p o r t a n t e  n e  c o n t i e n t  p a s  s e x p l i c i t e m e n t ;  e l l e  s ’ a p p l i q u e  
d o n c  a u x  q u a n t i t é s  Ul), c (,), e(i), / (,).

E l l e  p e r m e t ,  e n  d o n n a n t  à i l e s  v a l e u r s  2 ,  3 , . . . ,  d e  c a l c u l e r  d e  p r o c h e  e n
. ¿Ml 21 rfPÎ.'31

p r o c h e  * -
d ill) i11 n . j  , cM )” ’ , ,  (o) „ m

e n  f o n c t i o n  d e  , » > d e  —77— e t  d e  ia>‘ , iP^ ,
-da da da 'Jl‘ da ’ uv/ da

ilî)“ ’ ; c e s  d e r n i è r e s  q u a n t i t é s  d o i v e n t  ê t r e  c o n s i d é r é e s  c o m m e  c o n n u e s  p a r  c e

q u i  p r é c è d e ;  i l  r e s t e r a  s e u l e m e n t  à  d é t e r m i n e r a i ^ -  e t  c?0<>'
da da
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E n  d i f f é r e n t i a n t  (p —  i )  f o i s  l a  f o r m u l e  ( Q )  p a r  r a p p o r t  à  a ,  o n  t r o u v e r a

( R )

eP>,ilï>iil ¿/Miy/ - 21 . . , d r - H V ?  ,  . .
« — r-^- =  « — rn;------ ( * + / > - 0  - ( l - P - ' )d a p daJ‘ da.P- 

dp~H\U*'-11

E n  f a i s a n t  d a n s  c e t t e  f o r m u l e  d ’ a b o r d

+  ( P  — 1)

d a p~ l 

d P - ^ r "  'p-HV.1- "  "1 
~ d ^ - ~ \ '

p u i s
p  —  9. et i  —  2, 3 , . . . .

p  =  3  et i  =  2 ,  3, ..

o n  o b t i e n d r a  d e  p r o c h e  e n  p r o c h e  t o u t e s  l e s  d é r i v é e s  d e s  d i v e r s  o r d r e s  d e s  
f o n c t i o n s  iiî.*'1 e n  f o n c t i o n  d e s  q u a n t i t é s  c o n n u e s  e t  d e s  d é r i v é e s  d e s  d i v e r s  
o r d r e s  d e  e t  d e  ifh” ’ · H  n e  n o u s  r e s t e  d o n c  p l u s  q u ’ à m o n t r e r  c o m m e n t  o n

p o u r r a  c a l c u l e r  ‘ e t  ■ d p̂ -  o u  b i e n

d P b 1·0) d p b O) d p e ^  ¿ p y(o) d p /■(')
d<xp ’ d a p ’  da.P ’  d a p ’  d a p ’  d a p ’  d a p ’  d a p

, . 0 n  d p b (0> d p b  O1 1 3 . C o m m e n ç o n s  p a r  d -  e t  ■ d p̂ ·

E n  f a i s a n t  d a n s  l a  f o r m u l e  ( P )  s =  i  e t  i =  o ,  p u i s  i =  —  i ,  i l  v i e n t

d b W  abm— bM
d a  i — a 2 ’ d a

d ’ o ù

db^>
( ? ) “ *> rfa =

= abW

d b M d b W
( ? ' ) ~d^r d a

C e s  f o r m u l e s  d o n n e r o n t  d ’ a b o r d
. d U  

e t  — 7-

a ( i  — a 2)

m u l e  (q),  o n  t r o u v e

( 25 )

dPfr o) dP-'bW
^ d a p P  d a p~ l

dP- l ¥ l1
daP~l
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O n  t i r e ,  d ’ a i l l e u r s ,  d e  (<7')

('·)
dPbW
d*P

dP- 1 bW 

dap~l

dPfr» , ^dP-'b«)
a —r^r- —dap 

d P- 'b (O 
dxP~l ( P -  2)

daP~l 

dP~*b<l> 
doLp~- ’

g r â c e  à c e s  d e u x  d e r n i è r e s  f o r m u l e s ,  ( 2 5 )  d o n n e

( r > )

a( 1 — a2)
docp+i

=  ( 3  p +  i)<
dPbW
~dâF ( % p 2 — p —  i ) 1

dP~l bW
docp~l

, ,  .dP -*W l1 , ^dPbW
- P ^ P - ^ - ^ ï = r - ( P  +  1ï daP

L e s  f o r m u l e s  ( / ’)  et(/)  d o n n e r o n t ,  d e  p r o c h e  e n  p r o c h e ,  l e s  d é r i v é e s  s e c o n d e s ,  

t r o i s i è m e s ,  e t c . ,  d e  bw e t  ¿ (,); 2—  n ’e s t  p a s  d o n n é  p a r  l a  r e l a t i o n  ( / ) ;  m a i s

o n  t r o u v e  d i r e c t e m e n t ,  e n  p a r t a n t  d e  (g) e t  (g'),

(>·") a 2 ( 1 —  a 2)
¿ 2£>U)
doc*

=  ( 3 a 2 —  i ) a
rfa

4 -  6 0 ) .

1 1 4 . I l  n o u s  r e s t e  e n f i n  à  i n d i q u e r  l e  c a l c u l  d e s  d é r i v é e s  d e s  d i v e r s  o r d r e s  
d e s  f o n c t i o n s  cw, c (,), ew, e{{\ f w, J w,

L e s  f o r m u l e s  ( k)  d o n n e n t

(1 —  a ) 2 [c<°> -h c<‘ >] =  b<°) -  b « > ,

(1 -H a)2[cfO— cO)] — ô(»)+ ô(o.

E n  d i f f é r e n t i a n t  c e s  é q u a t i o n s ,  p a r  r a p p o r t  à  a ,  u n e  f o i s  d ’ a b o r d  e t  e n s u i t e  
p —  1 f o i s ,  o n  e n  t i r e  a i s é m e n t

(*)

d c ^ l I _  1 1r  dbw dbW
doc doc J 2 ( 1  — a ) 2 |_ doc doc

dc(<>'>_  dc«n[ -  r IVdbW dbW
doc doc J 2 ( 1  -H a ) 2 |L doc * doc

— —  rc<0> +- c ' O ] ,  
1 —  a  L J

1
1 -Ha

[C( 0)_C(D];

( d )

dPçW | r fp çp )  2 ^  r dP-'çM dP-'c^n p(p — 1) YdP~a-çW dP-*cW\

d a p d<x.P j — a [  d a p~ l d a p~ l J (1— a)2 [_ d a p~* d a p~2 J
1 p dPbW dpb( on

-l” (1 —  a ) 2 |_ docp daP J’
j d S c M  d p — 2p  ï d p - 1 d P ~ l c (i)T  />(/> — 1 ) r«tP_ 2c ((U r fp -sc ( i n
I da/' docP 1 -H a  L docP~l docp~l J ( n - a ) 2 L docp- % ~dôcP-t J

1 ' \dPbW t dPbW]
+  ( i  -H a ) 2 docP +  ~dccP~J"
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C e s  f o r m u l e s  r é s o l v e n t  la  q u e s t i o n  p o u r  l e s  d é r i v é e s  d e c (°) e t c ' 1); o n  e n  t r o u v e r a  

d ’ a n a l o g u e s  p o u r  l e s  d é r i v é e s  d e  e(0) e t e (,), et  d e  / l0) e t / < ° ,  en  p a r t a n t  d e s  f o r 

m u l e s  (/r ')  e t  ( F ) .  N o u s  r e n v e r r o n s  p o u r  p l u s  d e  d é t a i l s  a u  t o m e  X  d e s  Annales 
de l'Observatoire de Paris, p .  1 7 - 3 6 ,  o ù  L e  V e r r i e r  a d é v e l o p p é  c o m p lè t e m e n t  

t o u s  c e s  c a l c u l s .

1 1 5 . D a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e ,  i l  n o u s  f a u d r a  e n 

c o r e  c a l c u l e r  l e s  e x p r e s s i o n s  s u i v a n t e s  :

ap dPkM
I . 2 . . . p d a P

a .P d P  B<*)

1 . 2 . . .p d a P

a P d P  CW
1 . 2 . . .p d a P

a P d P J ) M

1 . 2 . . .p d a P

S i  l ’ o n  r e m a r q u e  q u e  l ’ o n  a ,  à  c a u s e  d e  a  =  ^ >

d reÎ > ( a )   1 d a <î>((x)

da'1 a'n da.'1 ’

on t i r e r a  a i s é m e n t  d e s  f o r m u l e s  ( 3 )  l e s  e x p r e s s i o n s  c h e r c h é e s ,  s a v o i r

(T) a ' C f  =

__o . p  de ¿)Q)
1 .2.. .p d»P ’ 

ap T
1 . 2 .. .p L dc/.P

<xp T dPe1· ‘ )

aP [~a3 dPf (i)
1.2..  .p (_ dot-P

dP—1 c (I)

2 pa

da.P~l 

dP~1 eW
daP- 1

dP~\fW
daP~l

+  p ( p - i ) <*'■ -> efOT 
da.P- 2 J ’

-+- 3 p  (p —  1 ) a
dp-*- m  
d*p~-

■ p(p

1 1 6 . N o u s  a l l o n s  t e r m i n e r  c e  C h a p i t r e  en f a i s a n t  c o n n a î t r e  u n e  m a n i è r e  

s p é c i a l e  d e  c a l c u l e r ,  s o i t  l e s  q u a n t i t é s  s o i t  l e u r s  d é r i v é e s  d e s  d iv e r s  o r d r e s .  

N o u s  a v o n s  d i t  q u e  le s  s é r i e s  d i r e c t e s  se  p r ê t e n t  m a l  a u  c a l c u l  d e s  q u a n t i t é s

dp'ifej/1 
daP

m a i s  i l  e s t  p o s s ib le  d ’ o b t e n i r  u n  r é s u l t a t  s a t i s f a i s a n t  e n  t r a n s f o r m a n t

c e s  s é r i e s .
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Considérons d’une manière générale la série convergente 

( 2 6 ) f ( x ) =  A 4 - B x  +  Ca;24 - B x 3 4 - . . . ,

dans laquelle nous supposons o << æ <  1. On peut écrire

f ( x )  —  A (i4 - x - h x 3- h . . .) +  (B — A) (a? 4 - a?2 4 - x 3+ . . . )  +  (C — B)(æ24- x 3+ .

comme on le voit en réunissant les termes qui contiennent A, puis B, . . . .  Or 

le coefficient de A peut être remplacé par —-— ; celui de B — A, par ——-> ···· 

On en conclut cette formule importante

I —  XA H- B¿c 4 - C x 3 4- B  X s 4 - .. 

ou bien

■ i f ( x )  —  A 4 - B x  4 - d x 3 4 - D x 3 4 - . . .  
( 27) ! A , x

+  ——  [B —A +  (C — B)a?4- (D -C )® * 4 - ...] ,
I “  OC "

i  —  x  1 —  x
1 A 4-¿r51B 4- ¿cMjC 4- 4- . .

nous avons introduit l'algorithme des différences, en posant 

3,A =  B — A, a,B = :C  — B...............

Nous ferons de même, dans un moment,

3 ,A = i ,B - a 1A> 3 ,B = 3 1C— 3tB,
ô3 A =  <52B — 3j A, (53B =  a2C - ô 2B,

Appliquons la formule (27) à la série A 4 - x  S, B 4 -  . . . ;  nous trouverons

3) 3, A 4- a? B 4- ¿c2 âj C 4 - ¿c3 <52 D 4 - . . .  =  — 1----—— ( <î2 A 4 - x  B 4 - * , 5|C4-æ3^D +  .
I —  X  I X

Nous aurons de même

( <î2A 4 - ^ 2B+Æ;2ô2C +  ;r 232D 4 - . . . =  - ^ 4 - - ^ ( < î 3A +tfô3B 4-a;2<Î3C4-...),( 2 9 ) < I — x  1 — x

On conclut de (27) et (28), puis de (27), (28) et (29), les formules sui- 
T. -  I. 37
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(3o) f ( x )  =
A
—  X

X

(i — X ?
A 4 -

x

I —  X
( ô 2A  4 -  æ; 5 2B  4 - ¿r232C · + - . . . ) ,

(3i) f ( x ) · i — x  (i — x )
T^iA ■

X2
(l —  ¿c)3 2

( 5 3 A 4 -  x 2 3 3 G 4 - ·  · . ) ,

L a  l o i  d e  c e s  d i v e r s e s  f o r m u l e s  e s t  m a n i f e s t e ;  l a  d e r n i è r e  d e  t o u t e s ,  q u i  e s t  
d ’E u l e r ,  s e r a i t

( 3 2 ) / ( * )  = 4 -
X

I — x  (i — x )
Î.A-

X2 X0
(l — x ) 3 (i — x)ï  1

O n  p o u r r a  e m p l o y e r ,  p o u r  l e  c a l c u l  d e  f(oc), l ’ u n e  d e s  s é r i e s  ( 2 6 ) ,  ( 2 7 ) ,  
( 3o ) ,  ( 3 i ) ,  . . . ,  ( 3 2 ) ,  e n  a d m e t t a n t ,  b i e n  e n t e n d u ,  q u e  c e s  s é r i e s  s o i e n t  c o n 
v e r g e n t e s ;  i l  p o u r r a  s e  f a i r e  q u e  q u e l q u e s - u n e s  d ’ e n t r e  e l l e s  s o i e n t  b e a u c o u p  
p l u s  c o n v e r g e n t e s  q u e  l e s  p r e m i è r e s .

A p p l i q u o n s  c e s  c o n s i d é r a t i o n s  à  l a  f o n c t i o n  : s i  n o u s  f a i s o n s

s ( s  +  i ) .  ■  . ( 5  4 -  

I . 2 . . .  2 i = A  B =  „

x  =  a2, (32 =

s s ( s  4 - i ) . . ■ (.v4 - 1 )
1 x . 2 . . . ( i  4- 1) ’

a2

n o u s  t r o u v e r o n s

=  a!  ( A 4- B a2 4- C a* 4 - . . .  ),

=  a '-2[32A 4- a'¡32(31 A 4- a2ô1B 4 - a43,0 4 - . . . ) ,  

i)4‘·’ =  a*-2 (32 ( A 4 - 13232 A) 4 - a!' (34 ( 32 A 4 - a2 32 B 4 - a432 C 4 - . . .  ),

Ubi'1 =  a1'"2P2 ( A +  (323, A 4 - (3432 A) 4 - a* (3e (9 ,  A 4- a2<?3B +  a4 33C 4 - . . .) ,

a«,·1'1 =  «í-2 (32 (A 4 - P2 ii A 4 - A 4 - ¡3' 3, A 4 - . . .  ).

C ’ e s t  e n  s u i v a n t  c e t t e  v o i e  q u e  L e  V e r r i e r  e s t  a r r i v é  à o b t e n i r  d e s  s é r i e s  a s s e z
« . qjlj O)

r a p i d e m e n t  c o n v e r g e n t e s ,  s o i t  p o u r  114 , s o i t  p o u r  ; e l l e s  l u i  o n t  s e r v i  à

c o n t r ô l e r  l e s  v a l e u r s  d e  -■  dali o b t e n u e s  p a r  l a  m é t h o d e  i n d i q u é e  a u  n °  1 1 2 ;  p o u r

l e s  d é t a i l s  n o u s  r e n v e r r o n s  l e  l e c t e u r  a u  t o m e  I I  d e s  Annales de l’Observatoire de 

Paris, p .  1 0 - 1 7 .

J ’ é n o n c e r a i  e n  t e r m i n a n t  u n  t h é o r è m e  q u e  j ’ a i  d o n n é  d a n s  l e  t o m e  X C  d e s
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Comptes rendus de l'Académie des Sciences (voir d a n s  l e  m ê m e  V o l u m e  d e s  N o t e s  
i n t é r e s s a n t e s  s u r  l e  m ê m e  s u j e t ,  p a r  M .  G .  D a r b o u x ,  e t  M .  O .  C a l l a n d r e a u ) .

L ’ e x p r e s s i o n
aP dPD!,'1'1

i . 2 . . . p  d a p 3

i  3  5
d a n s  l a q u e l l e  s d é s i g n e  l ’ u n e  d e s  q u a n t i t é s  -  , - ,  - ,  · · · ,  t e n d  v e r s  z é r o  p o u r

a  <  e t  v e r s  l ’ i n f i n i  p o u r  a  >■  q u a n d ,  i e t  s r e s t a n t  f i x e s ,  p c r o î t  i n d é f i n i 

m e n t .
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C H A P I T R E  X V I I I .

DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE DANS LE CAS OU LES 
EXCENTRICITÉS ET LES INCLINAISONS MUTUELLES DES ORBITES SONT 
PEU CONSIDÉRABLES.

1 1 7 . N o u s  a l l o n s  c h e r c h e r  l e s  e x p r e s s i o n s  a n a l y t i q u e s  d e s  c o e f f i c i e n t s  d u  
d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e  s u i v a n t  l a  f o r m e  i n d i q u é e  a u  n °  7 0 .

C o n s i d é r o n s  d e u x  p l a n è t e s  P  e t  P ' ,  l e s  r a y o n s  v e c t e u r s  r =  S P  e t  r' =  S P '  
m e n é s  d u  S o l e i l  S  à  c e s  p l a n è t e s ;  d é s i g n o n s  p a r  a  l e  c o s i n u s  d e  l ’ a n g l e  P S P ' .  
L e s  f o n c t i o n s  p e r t u r b a t r i c e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  a c t i o n s  d e  P '  s u r  P  e t  d e  P  
s u r  P '  s ’ o b t i e n d r o n t  e n  m u l t i p l i a n t  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  f m! e t  f m l e s  q u a n t i t é s  
s u i v a n t e s  :

p  —  J__L?
■‘■‘ M  ^  f,l 2 ’

Kl>° — A r *

C e s  q u a n t i t é s  o n t  u n e  p a r t i e  c o m m u n e  l ’ i n v e r s e  d e  l a  d i s t a n c e  m u t u e l l e  

A  =  P P ' ;  n o u s  f e r o n s

( 2) R l  =  ^  2/ T ' i x ) " \

e t  n o u s  n o u s  o c c u p e r o n s  d ’ a b o r d  d u  d é v e l o p p e m e n t  d e  R f .

Fig. 20.

T r a ç o n s  u n e  s p h è r e  d e  r a y o n  i  a y a n t  s o n  c e n t r e  a u  c e n t r e  S  d u  S o l e i l  (Jig. 2 0 ) .
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L e s  p a r t i e s  p o s i t i v e s  d e s  a x e s  d e  c o o r d o n n é e s  l a  p e r c e r o n t  e n  x  e t  y; s o i e n t  
N M  e t  N ' M '  l e s  g r a n d s  c e r c l e s  s u i v a n t  l e s q u e l s  l a  s p h è r e  e s t  c o u p é e  p a r  l e s  p l a n s  
d e s  o r b i t e s  d e s  d e u x  p l a n è t e s  p o u r  l ’ é p o q u e  q u e l c o n q u e  t, e t  s o i t  G  l e  n o e u d  
a s c e n d a n t  d e  l a  p r e m i è r e  o r b i t e  p a r  r a p p o r t  à  l a  s e c o n d e .  L e s  r a y o n s  v e c t e u r s  
S P  e t  S P '  p e r c e r o n t  l a  s p h è r e  e n  M  e t  M ' ,  e t  l ’ o n  a u r a

g —  cosMM' .

N  e t  N '  s o n t  l e s  n œ u d s  a s c e n d a n t s  d e s  d e u x  o r b i t e s  r e l a t i v e m e n t  a u  g r a n d  
c e r c l e  xy. I l  c o n v i e n t  d e  r a p p e l e r  q u e  l e  p l a n  d e  l ’ o r b i t e  d ’u n e  p l a n è t e  à  u n  
m o m e n t  d o n n é  e s t  l e  p l a n  q u i  p a s s e  p a r  l e  S o l e i l  e t  p a r  l a  v i t e s s e  d e  l a  p l a n è t e  
à  l ’ i n s t a n t  c o n s i d é r é .

P o s o n s
®N =  0 , /NG =  9 ;  a?N' =  B', /N'G =  < ] / ;

*N -4- NG =  t ,  « N '+ N 'G ^ ';  '
MGM' =  J.

L a  p r e m i è r e  c h o s e  à  f a i r e  e s t  d e  c a l c u l e r  J,  t  e t  e n  f o n c t i o n  d e  G, G', <p 
e t ç ' ;  c e l a  r e v i e n t  à  r é s o u d r e  u n  t r i a n g l e  s p h é r i q u e  N G N '  c o n n a i s s a n t  u n  c ô t é  
N N '  =  0 —  G' e t  l e s  a n g l e s  a d j a c e n t s  N  N '  G  —  ç '  e t  N ' N G  =  it —  <p; l e s  a u t r e s  
é l é m e n t s  N G  =  t  —  0, N ' G  —  t ' —  0'  e t  N G N '  =  J s e r o n t  c a l c u l é s  s a n s  a m b i g u ï t é  
p a r  l e s  f o r m u l e s  d e  D e l a m b r e

( 3)

. J . ( z ’ - 9 ’ ) +  ( t  — 9 )  . 1
sin -  sin a-------- ----- a------- - =  si n------- »m---------,

2 2  2 2
9 ’  . 9 -4-  9' 

—  s i n 1 ----- T

. J ( t  —  S ' )  +  ( t  —  9) 9 — 6  . 9 — ©sin - cosA-------------------- - =  cos------ sin a----- —,
2 2  2 2

J . ( t ' —  B ' )  —  ( t —  0 )  . 9  —  6 ’  © +  ©'
cos -  sin a-------- ----- a------- - = s i n -------cos1------—,

2 2  2 2

J ( t ' — 6 ' )  —  ( t  —  9 )  9 —  9 '  © —  ©'
COS -  COSA----------------- A--------- i =  c o s --------- COS1 ------ -- ·2 2 2 2

O n  e n  t i r e r a ,  e n  e f f e t ,  -,  v  —  G, t ' —  0' ,  d ’ o ù  J,  t  e t  1'.

O n  p e u t  a u s s i  e m p l o y e r  p o u r  l e  m ê m e  b u t  l e  g r o u p e  d e s  f o r m u l e s  d e  G a u s s :

( 4 )

sin J sin (t — 9) = ·  sin 9' sin (9 —  &), 

s i nJcos(r  —  9) =  cos9' si n9 — sin9' cos9 cos (0 —  9’ ), 

cos J =  cos 9 cos 9 ' +  sin 9 sin 9'  cos (9 —  9'),

sin J sin (t' — 9’ ) —  s i n9si n(0 —  9’ ), 

sinJ cos (t' — 9’ ) = —  C 0 S 9  sin 9 '  4- sin9 C 0 S 9 '  cos (0 —  9’ ).

S i  l ’ o n  a j o u t e  l e s  d e u x  p r e m i è r e s  o u  l e s  d e u x  d e r n i è r e s  d e s  r e l a t i o n s  ( 3 )  a p r è s
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l e s  a v o i r  m u l t i p l i é e s  p a r  d e s  f a c t e u r s ,  t e l s  q u e  —  s i n  e t  +  c o s  ^ — ? d e s 

t i n é s  à  f a i r e  d i s p a r a î t r e  o u  — d u  p r e m i e r  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  r é 

s u l t a n t e ,  o n  t r o u v e  l e s  f o r m u l e s  s u i v a n t e s  :

. J  T -4- t' 0 -1- 0' ■ e — 0' . cp — œ' . 0 +  0' . 0 — 0' . <P +  <p'
sm -  c o s -------=  cos-------- cos------- sm 1-----1----- s i n -------- s i n -------- sin ------- >

2 2 2 2 2  2 2 2

. J  . T - t - r ' . 0  +  0' 0 — 0' . œ — cp' 0 +  0' . 0 _  0' . <p +  cp'
sin -  s i n-------=  s m -------- c o s ------- - sin a----3_ +  c os --------sin ------- - s i n ------- >

2 2  2 2 2  2 2 2

„0 — 0' 9  — cp' . „ 0 — 0' 9 -1- 9 '
cos2-------  cos 1---- — +  si n--------cos a------3- ,

2 2  2 2
cos -  c o s ------

2 2

J . t —  t' I . . .  . . .  / 9 — 9 9 +c o s -  sin -- - - - - - =  -  s i n (0 —  0') c o s 1--- —  _  c o s i —
2 2 z  \ 2 2

9

U n e  t r a n s f o r m a t i o n  f a c i l e  d o n n e  e n s u i t e

( 5)

. J
sin -  , ,

2 x  7 ' ©
-------------- , c o s ------ =  tang x cos d — tang — cos Q 9

CP QU 2 °  2 °  2
cosx cos —

2 2

. J
sin -  , ,

2 . t  +  t  , 9 . .  x 9'  .--------------. sin ------  =. tang 3- sm g _  tang 3- sin 0',
CD CC> 2 °  2 2

COS A COS —
2  2

J
cos -  , ,

2 t  —  f
■--------------, cos 3------ =1 +  tang 3- tang -- co st0 — 0'),

® 9' 2 °  2 0 2
C O S -  COS 3 -  

2 2

C O S

---------, sin -------=  tang 3- tang3-  sin(0 — 0').
cp ce' 2 0 2 2 vJ_ e n c  j _cos - cos —

l 2 2

D e s  d e u x  d e r n i è r e s  d e  c e s  f o r m u l e s ,  o n  c o n c l u t

, tang ? tang — sin (0 — 0')
tang

1 +  tang | tang cos(0 — 0')

O r  l a  r e l a t i o n
v sin  xtangy = ------------ >

°J i +  vco scc

d a n s  l a q u e l l e  l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  v e s t  s u p p o s é e  i n f é r i e u r e  à l ’ u n i t é ,  e n t r a î n e  
c o m m e  o n  s a i t ,  p o u r  c e l l e  d e s  d é t e r m i n a t i o n s  d e  j  q u i  s ’ a n n u l e  a v e c  x,  l e  d é v e
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l o p p e m e n t  c o n v e r g e n t

y  =  v sin x  —  ̂v2 sin 2 ¿r -t-  ̂v3 sin 3 ̂  — —

O n  a u r a  a i n s i ,  d a n s  l e  c a s  a c t u e l ,

(6 )  — t a n g |  tang^- sin (0 —  0') —  ^ tan g 2 ^ tan g 2 ï ·  s in a (0  —  0') +  . . . .

S i  d o n c  <p e t  9  s o n t  c o n s i d é r é s  c o m m e  d e  p e t i t e s  q u a n t i t é s  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  
l a  d i f f é r e n c e  t  —  t ' s e r a  d u  s e c o n d ,  e t  l ’ o n  p o u r r a  p r e n d r e ,  e n  n é g l i g e a n t  s e u l e 
m e n t  l e  q u a t r i è m e  o r d r e ,

t — t' =  2 tang 2 tang sin(9 — 6').

1 1 8 . S o i e n t  e e t c '  l e s  l o n g i t u d e s  d e s  p l a n è t e s  d a n s  l e u r s  o r b i t e s  (fig. 2 0 ) ;  
o n  a u r a

ç =  ®N 4- NG -+- GM, c' =  «N' +  N'G +  GM',
d ’ o ù

GM =  p — t, G M '-p' - t'.

L e  t r i a n g l e  s p h é r i q u e  M G M '  d o n n e  e n s u i t e

a — cosMM' =  cos(p — r) cos(p' — x') +  sin(p — r) sin(p' — t') cos J, 

a =  cos(c — c'-f- t' — t) — 2sin2Î  sin(c — r) sin(p'— t').

I l  c o n v i e n t  d e  r e p r é s e n t e r  s i n ^  p a r  yj e t  d e  p o s e r

u =  ¿rN'-t- N'G +  GM; 

o n  a u r a  a i n s i  c e t  e n s e m b l e  d e  f o r m u l e s

( 7 )

. J
Yi =  s i n - ,  

2

CT —  CO S(u —  V ' )  -

U =  -+- t '  —  T,

2y]2 sin(u —  t ' )  sin(c' — t ' ) .

L ’ e x p r e s s i o n  ( 2 )  d e  R ,  p o u r r a  s ’ é c r i r e

(8) If 1 = [ r * + ^ 2 77·' COS(u —  c '
4Yi2 /7,' s i n ( u  —  T ' ) s i n ( c ' — t ')~1 2 

/•2-h/·'2—•277', C0S(u   c ')  J

O r  l e s  o r b i t e s  d e s  a n c i e n n e s  p l a n è t e s  s o n t  p e u  i n c l i n é e s  l e s  u n e s  s u r  l e s  a u t r e s ;
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c ’ e s t  a i n s i  q u ’ à P é p o q u e  a c t u e l l e  o n  a,  p o u r  J u p i t e r  e t  S a t u r n e ,  J =  i °  1 7 ' ,  p o u r  
M e r c u r e  e t  V e n u s ,  J =  8° 4 6 ' ;  l a  p l u s  g r a n d e  v a l e u r  d e  J e s t  i 2° 3 o ' ,  e t  e l l e  s e

p r é s e n t e  p o u r  M e r c u r e  e t  M a r s .  M ê m e  d a n s  c e  d e r n i e r  c a s ,  l e  p l u s  d é f a v o r a b l e ,

l a  q u a n t i t é  rj2 =  s i n 2 ^ e s t  p e t i t e ,  e t  i l  e n  s e r a  d e  m ê m e  d e  l ’e x p r e s s i o n

. . 4 n2/v,'sin (u — r') sin(e' — t')
 ̂ r2-+- r n — 277·' cos(u—p1) ’

q u i  e s t  i n f é r i e u r e  e n  v a l e u r  a b s o l u e  à

4 rr<
(■ r ' - r y

sin2
J.

J lx * »
l e  f a c t e u r  s i n 2 -  e s t  p e t i t  e t  l ’ a u t r e ,  > n e  p r e n d  j a m a i s  d e  v a l e u r s  t r è s

g r a n d e s ,  p a r c e  q u e  l e s  r a y o n s  v e c t e u r s  r e t  r' d e  d e u x  p l a n è t e s  s o n t  t o u j o u r s  
n o t a b l e m e n t  d i f f é r e n t s .

O n  p o u r r a  d o n c  d é v e l o p p e r ,  p a r  l a  f o r m u l e  d u  b i n ô m e ,  e n  u n e  s é r i e  r a p i d e 
m e n t  c o n v e r g e n t e  l ’ e x p r e s s i o n

[” 4n2/'/-'sin(u — t') sin(p' — r')"| 2
z·2-4- r '2 —  2r/’'c o s ( u  —  p') J  ’

e t  l a  f o r m u l e  ( 8 )  d e v i e n d r a

(10)

R j  =  [/,2-(-/· '2 — 2 /t ' c o s ( u —  r ' ) ]

— rr' [ r 2 - t - r ' 2 —2 /t ' c o s ( u —  r ' ) ]  

H- /,2r ' 2 [ r 2 +  r ' 2 —  2 /t ' c o s ( u —  e ' ) ]

— /•3/-,3[r2H- r ' 2 — 2r r 'cos(v — r')]

+ ...................... ...............................

1
2

3.
2

1
2

1
2

2 Y)2 sin (u — T ')s in  ( r ' — t ') 

6 y]4 s in 2(u —  r ')  sin2(r '  —  t ') 

2on 6 sin3(u ■— t ') s in3(e' —  r')

Les quatre premiers termes du second membre suffisent pour toutes les an
ciennes planètes.

S i  l ’ o n  c o n s i d é r a i t  l e s  p l a n è t e s  J u p i t e r  e t  P a l l a s ,  l e  d é v e l o p p e m e n t  ( 1 0 )  n e  
s e r a i t  p a s  t o u j o u r s  c o n v e r g e n t ;  o n  p e u t ,  e n  e f f e t ,  a s s i g n e r  à  c e s  d e u x  p l a n è t e s ,  
s u r  l e u r s  o r b i t e s ,  d e s  p o s i t i o n s  t e l l e s  q u e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 9 )  s o i t ,  e n  v a l e u r  a b 
s o l u e ,  s u p é r i e u r e  à l ’ u n i t é ;  c e l a  t i e n t ,  d ’ u n e  p a r t ,  à  l a  t r è s  g r a n d e  i n c l i n a i s o n  
d e  l ’ o r b i t e  d e  P a l l a s  s u r  c e l l e  d e  J u p i t e r  ( 34 °  e n v i r o n )  e t  a u s s i  à  l a  g r a n d e  e x 
c e n t r i c i t é  d e  P a l l a s  ( 0 , 2 4 )  q u i  d i m i n u e  n o t a b l e m e n t  l a  d i f f é r e n c e  r '— r a d e  
c e r t a i n s  m o m e n t s .  I l  f a u d r a  d o n c ,  d a n s  l ’ é t u d e  d e s  p e r t u r b a t i o n s  c a u s é e s  p a r

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 2$)^

J u p i t e r  d a n s  l e  m o u v e m e n t  d e  P a l l a s ,  e m p l o y e r  u n  a u t r e  m o d e  d e  d é v e l o p p e 
m e n t .

1 1 9 . I l  f a u t  m a i n t e n a n t  r e m p l a c e r  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  ( i o )  l e s  q u a n t i t é s  r, r't
u e t ë  p a r  l e u r s  v a l e u r s

/ r '= a ' (  1 -+· x'), v '=V +

0 0 ) r — a (i  +  x) , v = l - 1-
( u = t  +  y  +  i ' - z =  l + y ,

e n  p o s a n t

(12) 1 =  l H- ë —  T.

D a n s  c e s  f o r m u l e s  ( n )  e t  ( 1 2 ) ,  o n  a d é s i g n é  p a r . a ,  a', l e t  l' l e s  d e m i  
g r a n d s  a x e s  e t  l e s  l o n g i t u d e s  m o y e n n e s  d a n s  l e s  m o u v e m e n t s  e l l i p t i q u e s  d e  
l ’ é p o q u e  t ; x  e t  y  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  c o n n u e s  d e  l ’ e x c e n t r i c i t é  e e t  d e  l ’a n o 
m a l i e  m o y e n n e  l — xs; e l l e s  c o n t i e n n e n t  e e n  f a c t e u r ;  d e  m ê m e ,  x '  e t  f  d é p e n 
d e n t  d e  ë  e t  d e  V —  e t  r e n f e r m e n t  l e  f a c t e u r  ë.  O n  a  d o n n é  a u  n °  93 l e s  
p r e m i e r s  t e r m e s  d e s  d é v e l o p p e m e n t s  p é r i o d i q u e s  d e s  q u a n t i t é s  x ,  y ,  x '  e t  y ' .

L e s  e x c e n t r i c i t é s  e e t  ë  é t a n t  p e t i t e s ,  n o u s  d é v e l o p p e r o n s ,  s u i v a n t  l e u r s  p u i s 
s a n c e s  e t  l e u r s  p r o d u i t s ,  l e s  d i v e r s e s  p a r t i e s  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 1 0 )  d e  R , , e n  e m 
p l o y a n t  l a  f o r m u l e  d e  T a y l o r ;  l e  p r e m i e r  t e r m e  d e  c e t t e  f o r m u l e  s e r a  c e  q u e  
d e v i e n t R ,  q u a n d  o n  y  s u p p o s e

e t ,  p a r  s u i t e ,

S o i t  R 0 c e t t e  v a l e u r  c o r r e s p o n d a n t e  d e  R ,  ; s i  l ’ o n  f a i t

0 3 )

(I) =  [a2+ a ' 2 — 2 « a 'c o s ( i'—  X)] 2,

( l l ) - a a '  [a2 H- a '2 — 2aa' co&(l' — X)] 2 2Y)2s i n ( i '— ë )  sin —  ë ) ,

( III ) =  a 2 a '2 [a2 +  a '2 —  2 aa' cos ( V — 1 )]~2 6 rj4 sin2 ( V — ë  ) sin2 ( 1 — 0  ),

(IV) =  a%an [a}+  an — 2aa' cos(Z' — X)] 2 20n6 sin3(/' — ë )  sin3(A — t'),

o n  p o u r r a  é c r i r e

0 4 )
T. —  I.

R0=  (I) — (II) -+■  (Ht) —  (IV) +  . . . .
38
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O r ,  d a n s  l e  C h a p i t r e  X V I I ,  o n  a  a p p r i s  à  d é v e l o p p e r ,  s u i v a n t  l e s  c o s i n u s  d e s  
m u l t i p l e s  d e  V —  À ,  l e s  f o n c t i o n s

[a2 4 - a' 2 — 2«a'cos(Z'— X)]- i ,

d a n s  l e s q u e l l e s  s r e ç o i t  l e s . v a l e u r s  - ,  —

O n  a p o s é

[a2 4 - an— 2aa! cos(Z'— 7 )] 2 =   ̂^  A(i) cos/(/'— X), 

aa' [a2 4 -a '2—2aa'cos(l'—X)] 2 =  i  JT B<‘) cos/(Z'—X), 

a2 a' 2 [a2 4 -a'2 — 2aa' cos(Z' — X)] 2 =   ̂ C(‘) cosZ ( V— X),

a3« ' 3 [a2-h a' 2 — 2 «a' cos (Z'— X)] 2 =   ̂^  D(̂  cosZ (/' — X),

L ’ i n d i c e  * p r e n d  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  e n t i è r e s  d e  —  oo à 4 -  00; o n  a  

A (-o — AO), B(-o =  BO·),

A w , B w , . . .  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  h o m o g è n e s  d u  d e g r é  —  1 d e  a  e t  a ' ;  l e u r s  

v a l e u r s ,  q u a n d  i a u g m e n t e ,  d i m i n u e n t  d ’ a u t a n t  p l u s  r a p i d e m e n t  q u e  l e  r a p p o r t ^ ,  

e s t  p l u s  p e t i t  ( e n  s u p p o s a n t  a <  a').

I l  f a u t  m a i n t e n a n t  p o r t e r  l e s  e x p r e s s i o n s  ( i 5 )  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( i 3 )  ; o n  
d o i t  c h e r c h e r  à  n ’ i n t r o d u i r e  f i n a l e m e n t  d a n s  R 0 q u e  l e s  s i n u s  o u  c o s i n u s  d e s  
m u l t i p l e s  d e  / ' e t  A ;  o n  t r o u v e r a ,  d a n s  c e  b u t ,  p a r l e s  f o r m u l e s  l e s  p l u s  é l é 
m e n t a i r e s  d e  l a  T r i g o n o m é t r i e  :

( 1 6 )

2sin (/'—T')sin (X — t') =  cos(Z' — X) — cos(Z'4 -X — 27'),
8 sin2 (Z'—  r')sin2 (X —  t ')  =  2 4- cos(2 V —  2X) —  2cos(2 Z'—  2t')

— 2 cos(2X — 2r') +  cos(2¿'h- 2X — 4r'),
3 2 sin3(/' — r')sin3(X — t') =  9COs(Z' —X) 4- cos(3 Z' — 3 X)

—  9 cos (Z' +  X —  2T') —  3 COS ( i l '  —  X— 2T')
— 3 cos(— Z'4- 3 X— 2t') 4- 3 cos(3 /'4 - X — 4 ?') 
4- 3 cos ( Z'4- 3 X — 4 v') — cos ( 3  Z' 4- 3 X — 6r').

E n  s u b s t i t u a n t  l e s  e x p r e s s i o n s  ( i 5)  e t  ( 1 6 )  d a n s ( i 3 ) ,  o n  s e r a  a m e n é  à  u n e
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DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 2 9 9

s u i t e  d e  t e r m e s  d e  l a  f o r m e

cos V 2  DW cos i ( V - X) =  i  2  DW cos [ i{ V - X ) +  v] -4- i  J  D(0 eos t * ( l' ~ 1 ) -  V15

o r  l e s  d e u x  2  d u  s e c o n d  m e m b r e  s o n t  é g a u x ,  c o m m e  o n  l e  v o i t ,  e n  c h a n g e a n t  

d a n s . l ’ u n  i e n  — i, c e  q u i  r e p r o d u i t  l ’ a u t r e ;  o n  a  d o n c

cosv 2  DO) c o s i ( l ' - l )  =  2  DO') cos[¿(l1 — X) -+- v],

e t  c e l a  a u r a  l i e u  a u s s i  q u a n d  o n  r e m p l a c e r a  D w p a r  C (/) o u  B w . O n  t r o u v e r a  a i n s i  
a i s é m e n t

( I I )  =  i  y)2 2  B (i') c o s ( ï +  i ) ( f  —  X) —  ^ f]% 2 ] BO> c o s [ ( i  + 1 )  (/' — X) -+- 2A —  2?'],

( I I I )  =  |  n 4 j 2 2 ] C W c o s i ( / ' — X) 4 - ^ C O ) c o s ( i  +  2 ) ( / , - À )

- 2  2 ] C(î')c0 S [(iH -2 )(^ -X ) +  2X - 2T' ]

— 2 2 ] C(i)COS[i(Z'—  X) H- 2X — 21']

V  2Ü Ci^co s[(i -f- 2) (/' — X) -t- 4  ̂— 4^]

.(IV) =  ^ 6  j 9 2 ] D W c o s ( i  +  i ) ( f - X )  +  2 ] D < <>c o s ( ï  +  3) ( f - X )

— 9 2 ] D <0 cos[(s -i- i ) { l '— X) +  2X — 2t']

— 3 2 ] DO) co s[(i -b 3)( — X) -H 2X — 2 i']

- 3  2 ] DO') c o s [ ( î  —  i ) ( l ' —  X) +  2A —  2· : ']

+  3 2 ] D (0 c o s [ ( m -  3) ( / ' —  X) +  4 X - 4t ' ]

+  3 2 ) DO) cos [ (¿ h- i ) ( f - X ) + 4X — 4 t']

_  2  DO) co s[(i -+- 3) (/' — X) +  6X — 6t'] |.

O n  p e u t  d a n s  c e s  2  c h a n g e r  i, t a n t ô t  e n  i — i ,  i —  2 ,  i —  3 , o u  i ' - f - 1 ,  d e  m a -
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3o o CHAPITRE XVIII.

n i è r e  à  r a m e n e r  t o u j o u r s  s o u s  l e s  c o s i n u s  l e  c o e f f i c i e n t  d e  l' à. ê t r e  é g a l  ai·, o n  
t r o u v e r a  a i n s i

R 0 =  2 M (‘ >c o s i ( / ' - X )

-t- 2  N(£) C O S[ï(P -X ) H- 2 A — 2t']

4 -  2  P < £) c o s [ î ( / '  —  X )  - l -  4 1  —  4 t ' ]

+  ^  Q f O  c ° s [ î ( / ' — Îv) +■  6)1 — - 6 t ' ]

o ù  l ’ o n  a  f a i t ,  p o u r  a b r é g e r ,

(18)

M(£) —  -  AO') — I  y)*B o-») +  l  [2 CO') -4- CO-» ] -  4  U6 [g B o -o  +  D<‘-»> 1 -t-. . . ,  
2  2 8  10  J  }

t 2 1*1
No') =  i  y)2BO -‘) —  1 1)*[CO')+CO-2)] +  Yg U6 [DO+u +  3D0-1) +  d o - 3) ] — 

p o ·) -  § »¡t C O - * ) Y , ®  [ d o - ‘> +  DO·-3) ] +  . . . ,
o 10

QO) =  yg y]6DO-3)— . . . ,

L ’ i n d i c e  i p r e n d  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  e n t i è r e s ,  d e p u i s  —  00 j u s q u ’ à  -t- co;  o n  v o i t  
q u e  l e s  q u a n t i t é s M (,), N (i), . . .  d é p e n d e n t  d e  a ,  a' e t d e  Y]2 . O n  r e m a r q u e r a  q u e  n o u s  
11’ a v o n s  n é g l i g é  q u e  Y]8, c ’ e s t - à - d i r e  l e s  q u a n t i t é s  d u  h u i t i è m e  o r d r e ,  e n  r e g a r 

d a n t  Y) =  s i n  -  c o m m e  u n e  p e t i t e  q u a n t i t é  d u  p r e m i e r  o r d r e .

I l  c o n v i e n t  d ’ o b s e r v e r  q u e  c h a c u n  d e s  a r g u m e n t s  d e  l a  f o r m u l e  ( 1 7 )  e s t  d e  
l a  f o r m e

i(l ’ ~ l )  +  2 p l  — 2pz';

l a  s o m m e  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e  X  e t  %' e s t  d o n c  é g a l e  à i —  ( 1  —  2 p) —  2 p ; e l l e  e s t  
n u l l e ;  o n  v o i t  d e  p l u s  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c o s [ i ( / '  —  X )  -+- 2 p X  —  2 px'\ e s t  d e  
l a  f o r m e

«Y)2p +  (3y]2p+2 +  yrfp+'> - 1 - . . .  ;

c ’ e s t  c e  q u e  l ’ o n  v é r i f i e  a i s é m e n t  p o u r  p =  1 ,  p — 2  e t / j  =  3 , d ’ a p r è s  l e s  f o r 
m u l e s  ( 1 7 )  e t  ( 1 8 ) .

S i  l ’ o n  f a i t  h =  i — 2p, l ’ a r g u m e n t  c o n s i d é r é  c i - d e s s u s  d e v i e n t

i l '  — h l  — ( i  — h )  t ',

e t  l ’ e x p r e s s i o n  ( 1 7 )  d e  R 0 r e n t r e  d a n s  l a  f o r m e  s u i v a n t e ,

(19) R0— £  K<£»  c o s [ ïV '—  h ï -  ( j - -  h ) ? 1 ] ,
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DÉVELOPPEMENT DE LÀ FONCTION PERTURBATRICE. 3 o i

e n  p r e n a n t  s u c c e s s i v e m e n t

I h  —  i ,

\ h  =  i — 2 ,  ' K O , «  =  N<«,
(20) \ h — i —  4, ko ',« =  P(î),

f h  =  i  —  6 , K O ' , «  — Q ( 0 ,

e t  d o n n a n t  à  i t o u t e s  l e s  v a l e u r s  e n t i è r e s  d e  —  co à  +  oo.

1 2 0 . I l  f a u t  m a i n t e n a n t  r e m p l a c e r  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  ( 1 9 )  d e R 0

a, a', l’

r e s p e c t i v e m e n t  p a r
a (i +  x), a! (i +  x' ), X +  y, ¿’ -t-y7,

r e s t a n t  l e  m ê m e  ; l e  r é s u l t a t  d e  c e t t e  s u b s t i t u t i o n  c h a n g e r a  R 0 e n  R , .
F a i s o n s  d ’ a b o r d  l a  s u b s t i t u t i o n  d a n s  K M ) , q u i  e s t  u n e  f o n c t i o n  h o m o g è n e  e t  

d e  d e g r é  —  1 d e  a e t  a', q u e  n o u s  r e p r é s e n t e r o n s  p a r  F ( a ,  a') ; n o u s  a u r o n s  
d o n c ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  h u n e  q u a n t i t é  q u e l c o n q u e ,  e t  p a r  l a  d é f i n i t i o n  m ê m e  d e s  
f o n c t i o n s  h o m o g è n e s ,

F[Æa(i  +  x), /m'(i +  x')] =  j  F[ra(i +  x), a '( n - x ') ] ;

d ’ o ù ,  e n  p r e n a n t  k =  7 ^ 1 ^ 5

(21) · F[îü(i +  x), a'(i +  x')] =  +  2 0 , a 'J.

O n  p e u t  d é v e l o p p e r
ri X — X'F  a +  a --------- . > a

V i + x

p a r  l a  s é r i e  d e  T a y l o r  r e l a t i v e  a u  c a s  d ’ u n e  s e u l e  v a r i a b l e  a ,  c e  q u i  d o n n e r a

(22)

x  — x'
a  +  a --------- ; j a1 +  x '  .

=  F ( a ,  a ’ ) + x  — x '  a  d ¥ ( a ,  a ' )  

1 +  x'  1 d a

/ x  — x ' \ 2 à 2· d i F ( a ,  a ' )  

\  1 x ' /  1 . 2  d a %

c e t t e  s é r i e  c o n v e r g e r a  r a p i d e m e n t  p a r c e  q u e
x  — x'  
1 -1- x' e s t  p e t i t .
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302 CHAPITRE XVIII.

K«',A) 
1 P

E n  r e m e t t a n t  p o u r  F ( a ,  a') s a  v a l e u r  K (i'A), e t  p o s a n t  d ’ u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e

( 2 3 )

l e s  f o r m u l e s  ( 2 1 )  e t  ( 2 2 )  d o n n e r o n t

a p dp KOVO 
1 . 2 . . .  p dap ’ 

K q’^ K W O ,

K«'-*)F a(i 4- x), a'(i 4- x')] =  —0 7 +  7̂ 7^ « ^ ’I +  X' (i +  x')

_i_ )2 jg-ujA), , (x x y  K-(f,
( i - t - x ' ) 3 2 +  ( i  +  x ' ) P + i  p

i l  n e  n o u s  r e s t e  p l u s  q u ’ à  r e m p l a c e r ,  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r 
m u l e  ( 1 9 ) ,  K (i,A) p a r  l ’ e x p r e s s i o n  p r é c é d e n t e ,  e t  k p a r  k 4 -  y ,  V p a r  V 4 -  y '  ; n o u s  
t r o u v e r o n s  a i n s i

( * 4 ) R. =  2 ] K d\h)
P

(x — x')p 
(1 + x')p+1 c o s [ î7 ' — h l  — ( t  — h)r' -1-  iy' — Ay],

o ù  p d e v r a  r e c e v o i r  l e s  v a l e u r s  o ,  - t - i ,  + 2 ,  . . . .  e t  o ù  i l  f a u d r a  r e m p l a c e r  
e n s u i t e  h e t  K (i,A) p a r  l e s  v a l e u r s  i n d i q u é e s  d a n s  l e  T a b l e a u  ( 2 0 )  ; i p r e n d  d u  
r e s t e ,  c o m m e  o n  s a i t ,  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  e n t i è r e s ,  d e p u i s  —  00 j u s q u ’ à  4 - 0 0 .

L e  V e r r i e r  a  p o u s s é  s o n  d é v e l o p p e m e n t  j u s q u ’ a u x  q u a n t i t é s  d u  septième ordre 

inclusivement, e n  c o n s i d é r a n t  vj, e e t  e' c o m m e  d e  p e t i t e s  q u a n t i t é s  d u  premier 

ordre; c e  d e g r é  d ’ a p p r o x i m a t i o n  l u i  a  s u f f i  p o u r  é t a b l i r  l e s  t h é o r i e s  d e s  a n 
c i e n n e s  p l a n è t e s .  O n  d e v r a  d o n c  d o n n e r  à p, d a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 4 ) ,  l e s  v a l e u r s  
o ,  1 ,  2 ,  . . . ,  7 .

O n  v o i t  q u e  c e  q u i  n o u s  p e r m e t  d e  l i m i t e r  l e  d é v e l o p p e m e n t  a c t u e l ,  c ’ e s t  l a  
p e t i t e s s e  d e s  e x c e n t r i c i t é s  d e s  o r b i t e s ;  e n  r é s u m é ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 4 ) ,  l e s  
i n d i c e s  p  e t  h s e r o n t  l i m i t é s ,  l e  p r e m i e r  p a r  l a  p e t i t e s s e  d e  e e t  e' , l e  s e c o n d  
p a r  c e l l e  d e  yj; l ’i n d i c e  i p r e n d r a  d e s  v a l e u r s  q u i  s e r o n t  d ’a u t a n t  m o i n s  n o m 

b r e u s e s  q u e  l e  r a p p o r t  ^  s e r a  p l u s  p e t i t .

1 2 1 . O n  r e m p l a c e r a  c o s ^ -/' — hk — (i —  A ) t ' 4 - i f  —  A y ] p a r

cos[i7'~ h l  — (i — A)t'] (cosAy cost'y' 4- sin Aysiruy') 
-l- sin [ î7' — h l  — {i — h) 4 ]  (sin hy  cos i f  — co s A y sin «y'),

e t ( x  —  x ' ) p p a r

XP— E- xP~lx'-b —- — — x/'~2x's —.
I r . 2 • · >
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développement de la fonction perturbatrice. 3o 3

e t  l a  f o r m u l e  ( 2 4 )  d o n n e r a  s a n s  p e i n e

R j =  K , f , « ^ c o s A y ^ ^  +  s i n A y ^ i j c o s [ i / ' - A X - ( * - A ) T ' ]

sin [fl' - h l  -  ( i - A)t'] 

r , cos «V . , sin y
H - K ^  Lxcos/iy +  xs,n/iy ( Î T ^ T 2

. x'cosi'y' . , x 's i n y ï  r ... , .  .. '
( T T ^ ÿ ~ ~ Sm iy Ô T T ÿ ]  c o s k - ^ - ^ - ^ k ]

smjy

— cosi

r . , cosiy' . siniy
+  KÍ'·'» [xsin/iy ^ - ^ y 2 — xcos/iy

. . x 'co s iy ' . x 's in iy n  . r ... ... ..
-  s i n / i y - ( 7 q r p ] ï  +  c o s / i y  ( T T x ÿ J  s i n t iZ — h l —  ( i - h ) v 1’]

+  K'/’/I) [  x^cos/iy —
cos y P  v P -
+  x ' ) P + l  l

P ( P - l )

xp- 1 cos/ty
x 'c o s y

( T + x y + î

I . 2
xp-2 cosAy

x'2c o s y
(H -x ')P +1

. , sin y  p „ , . . x' sin y
+ xi,sin /iy  rr +  xy ^  “  7 x sin/îy ( T q i- x ÿ -

-  O  x P _ 2 s ¡ n A y  - . . . ]  c o s [ î7 ' —  h l  -  ( i -  h ) r ' ]

+  K',‘’A) £ xpsinAy

I . 2

c o s í  y
xp- 1 sin A y

x ' c o s í  y '  

( i  4 -  x ' ) p +1(i + x')p+1 i
ni p — il . x'2cosi'y'
^ - l x p - 2s i n A y ( i + ^ T - .

— xPcosAy
siniy P  v P -xp- 1 cos/iy

x' sin y
(i +  x')p+1 1 i "  '  (i +  x')7'4'1

_  P l R l Z l l  x p - 2 c o s  h y  ■ * " · · · ]  s i n  [ f l '  —  h l  —  ( i -  A )  ✓ ]

4-.

O n  t r o u v e r a  c e t t e  f o r m u l e  é c r i t e  t o u t  a u  l o n g ,  j u s q u ’ à  p =  7 ,  d a n s  l e s  
p a g e s  3 i f 5 - 3 5 7  d u  t o m e  I d e s  Annales de l'Observatoire.

O n  v o i t  q u ’ o n  e s t  r a m e n é  à  t r o u v e r  l e s  d é v e l o p p e m e n t s ;  s u i v a n t  l e s  s i n u s  e t  
c o s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e s  a n o m a l i e s  m o y e n n e s ,  d e  f a c t e u r s  r e n t r a n t  d a n s  l e s
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q u a t r e  t y p e s  s u i v a n t s  :

CHAPITRE XVIII.

^_=xp- 1! cos/iy, sin/iy,

m, _ r .s„p(P +  l ) - - - (P-<f  +  0  ^ co s iy '
^ ' ' 1.2.  . . q  ( i- t-x 'p ,+1’

g,' / .sqp( p  — !)■■·(/>-g +  1) x'?sinty'
‘<-1 '  ' '  1 . 1 . . . q  ( i  - H x ' ) * " 1·1

C e s  q u a n t i t é s  n e  d é p e n d e n t  c h a c u n e  q u e  d e  c e  q u i  c o n c e r n e  u n e  s e u l e  d e s  
p l a n è t e s .

L e s  f o r m u l e s  ( 36)  e t  ( 3 7 )  d ’ u n e  p a r t  e t  ( 3 8 )  e t ( 3 9)  d e  l ’ a u t r e ,  d u  n °  9 4 , d o n 
n e n t  c e s  d é v e l o p p e m e n t s  ( d a n s  l e s  d e u x  d e r n i è r e s ,  i l  f a u t  a c c e n t u e r  l e s  l e t t r e s ) .

1 2 2 . V o y o n s  m a i n t e n a n t  q u e l l e  s e r a  l a  f o r m e  f i n a l e  d e s  d i v e r s  t e r m e s  d e  R ,  ; 
n o s  f a c t e u r s  ^ s o n t  d é v e l o p p a b l e s ,  c o m m e  i l  s u i t ,  e n  s é r i e s  p r o c é d a n t  s u i v a n t  
l e s  s i n u s  o u  l e s  c o s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e s  a n o m a l i e s  m o y e n n e s  Ç e t  XJ :

®̂ =  ^ X co s/ iÇ , Sj), =  ^  X , sinn Ç,

=  X'cos/i'Ç', ^j =  |̂ X',sin/i'Ç';

X  e t  X ,  s o n t  d e  l a  f o r m e  e”+2P<p(e2) , p d é s i g n a n t  u n  e n t i e r  p o s i t i f  o u  n u l ,  e t  
f ( e 2) u n e  s é r i e  c o n v e r g e n t e  p r o c é d a n t  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  e 2 ; d e  m ê m e  
X ' e t  x ,  s o n t  d e  l a  f o r m e  e'n'+*P'<p(e'a), p' d é s i g n a n t  u n  e n t i e r  p o s i t i f  o u  n u l .  C e s  
r e m a r q u e s ,  q u i  r é s u l t e n t  d e  c e  q u i  a  é t é  d i t  a u  n ° 9 4 , n o u s  s e r o n t  u t i l e s  d a n s  
u n  m o m e n t .

P o r t o n s  l e s  e x p r e s s i o n s  c i - d e s s u s  d e  ®)( , ®)' e t  d a n s  l e  t e r m e  g é n é r a l  d e  l a  
f o r m u l e  ( 2 5 ) ;  n o u s  t r o u v e r o n s

Kp,A) ( X  X 'cos/iÇ  cosrc'Ç' 4- X i X ',  sinraÇ sinre'Ç^costiT—  h l  — (i  —  h ) t']

4- KJf’*’ ( X j X '  sin/iÇcos«'Ç' — X  X ', cos/iÇ sinn'Ç') sin [i/' — hï. —  ( i — h ) z ' ] .

C e t t e  e x p r e s s i o n ,  d a n s  l a q u e l l e  f i g u r e n t  d e s  p r o d u i t s  d e  t r o i s  l i g n e s  t r i g o n o -  
m é t r i q u e s ,  s e  t r a n s f o r m e  a i s é m e n t ,  p a r  d e s  f o r m u l e s  b i e n  c o n n u e s ,  d a n s  l a  s u i 
v a n t e ,  q u i  n e  c o n t i e n t  q u e  d e s  c o s i n u s  :

Í K "> ]( X X '—  X j X ' , — X , X '4- X X ',)  cos[il' — h l  — ( i —  h)T' +  n Z +  re'Ç']

4 - 7 K 'i’/* ' ( X X ' - X 1W 1 4- X j X '— XX'j) cos[il' — h l  — { ¿ - h ) z '  -  «Ç— n'Ç'] 
4

4- i  KJ,''l)(X X '+  x , x ;  -  X , X '-  x x ;  ) cos [il1 -  h l -  ( i -  h)t' 4- nÇ— n'Ç'] 

4- 7 K j^ X X '-t - x ,x ',  -H X jX ,4- X X ',)cos[ il' — h l — {i -  h)*’— /iÇ4-n'Ç'].
K

(26)
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DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 3o 5
O n  a

Z'— l ' — tü1, Z =  l —: ro =  X H-t — t' — üt.

Il  c o n v i e n t  d e  f a i r e

( 2 7 )  0) =  ü î H - t ' — r ;

o n  a u r a

(28) Z =  l  —  eo, — —

e n  p o r t a n t  c e s  v a l e u r s  d e  £ e t  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 6 ) ,  o n  p o u r r a  l ’ é c r i r e  
a i n s i  :

(29 )

y (OT> — X , ) ( ^ '4 -  X ',) cos[(i +  n') V h  n ) l  — nia —  n'n?'—  ( i  —  h ) t'] 
4

+  7 K 'i,A) (Sti +  — X 'i) cos [( i — n')l '  (— 4 — « ) À -t- « &) +  n'ns'— (i  — A)t']
4

+ 7 — Sü'j) cos[(i — ft')/'+(-/i + n)l-/iM + n'nj' — ( i — /i)r']
4

-+- 7  (¿Xt-'-t- c o s [ ( î -+- n ' ) l ' +  (— h  — «)X  +  reco — n ' m '  — { i — /î ) t' ] .
4

L e  d é v e l o p p e m e n t  d e  R ,  r é s u l t e  i m m é d i a t e m e n t  d e s  f o r m u l e s  ( 2 5 )  e t  ( 2 9 ) .  
O n  v o i t  q u ’ i l  n e  c o n t i e n d r a  que des cosinus d ’ a r g u m e n t s  D  r e n f e r m a n t  l e s  c i n q  
q u a n t i t é s  \  l , co, w '  e t  t ' d e  c e t t e  m a n i è r e

( 3 0 )  D  =  a X - f -  a ' l ' +  (3u +  (3 'tn' — 2 y r ' ,

e n  d é s i g n a n t  p a r  a ,  a ' ,  (3, [3'  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  p o s i t i f s ,  n u i s  o u  n é g a t i f s ,  e t  p a r  
y  u n  n o m b r e  e n t i e r  p o s i t i f  o u  n u l  ( c a r  o n  a v u  q u e  2 y  =  i —  h n e  d o i t  r e c e v o i r  
q u e  l e s  v a l e u r s  o ,  2 , 4 , . . . ) .  I l  c o n v i e n t  d e  r e m a r q u e r  d è s  à p r é s e n t  q u e  l a  s o m m e  
a l g é b r i q u e  d e s  c o e f f i c i e n t s  a ,  a ' ,  (3, ¡3'  e t  —  2 y  d e  V, co, xs' e t  i f  d a n s  D  e s t  
n u l l e ;  c e l a  s e  v o i t  i m m é d i a t e m e n t  s u r  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 9 ) ;  p o u r  l e  p r e m i e r  d e s  
a r g u m e n t s  q u i  f i g u r e n t  d a n s  c e t t e  e x p r e s s i o n ,  o n  a ,  e n  e f f e t ,

a  4-  a '  4-  (3 4-  (3' —  2 y =  ( i  4-  » ' )  4 - ( —  h  4-  n)  —  n —  n'  —  ( i  —  h) —  o ,

e t  l a  m ê m e  c o n s t a t a t i o n  s e  f a i t  p o u r  l e s  t r o i s  a u t r e s  a r g u m e n t s  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 9 ) .  
O n  p e u t  d ’ a i l l e u r s  d é m o n t r e r  a u t r e m e n t  l a  r e l a t i o n  g é n é r a l e

( 3 1 )  -  a  4 - a ' 4 - ¡ 3  4 - ( 3 ' —  2 y  =  o ,

e n  r e m a r q u a n t  q u e  l a  f o n c t i o n  R , , q u i  r e p r é s e n t e  l ’ i n v e r s e  d e  l a  d i s t a n c e  m u t u e l l e  
d e s  d e u x  p l a n è t e s  P  e t  P ' ,  d o i t  ê t r e  i n d é p e n d a n t e  d e  l a  s i t u a t i o n  d e  l ’ a x e  d e s  x  

T .  -  I .  3 9
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3o 6 CHAPITRE XVIII.

d a n s  l e  p l a n  f i x e  d e s  x y \  i l  d o i t  e n  ê t r e  d e  m ê m e  d e  c h a c u n  d e s  a r g u m e n t s  D .  
O r ,  s i  l ’ o n  f a i t  t o u r n e r  d a n s  c e  p l a n  l ’a x e  d e s  x  d ’ u n  a n g l e  q u e l c o n q u e  p., l e s  
q u a n t i t é s  l, l', xs, xs\ t , t '  a u g m e n t e r o n t  t o u t e s  d e  p :  i l  e n  s e r a  d e  m ê m e  d e  
e t  co, e n  v e r t u  d e s  r e l a t i o n s

"k — l -h t' — r, ‘ <u =  ht -t- r' — r ;

a l o r s ,  d ’ a p r è s  l a  f o r m u l e  ( 3o ) ,  l a  v a r i a t i o n  d e  D  s e r a  é g a l e  à

( i ( «  +  a ’ +  |3 +  P ' -  2 y ) ,

e t ,  c e t t e  q u a n t i t é  d e v a n t  ê t r e  n u l l e  q u e l  q u e  s o i t  p ,  l a  r e l a t i o n  ( 3 i )  e n  d é c o u l e  
i m m é d i a t e m e n t .

1 2 3 . N o u s  a v o n s  m a i n t e n a n t  à  n o u s  r e n d r e  c o m p t e  d e  l a  c o m p o s i t i o n  g é n é 
r a l e  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e  c o s D  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  R , .

C o n s i d é r o n s  p o u r  c e l a  l a  p r e m i è r e  l i g n e  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 9 )  : x  —  3 ^ , ,  q u i  
d é p e n d  s e u l e m e n t  d e  e, n e  c o n t i e n t ,  d ’ a p r è s  u n e  r e m a r q u e  f a i t e  a u  c o m m e n c e 
m e n t  d u  n u m é r o  p r é c é d e n t ,  q u e  d e s  p u i s s a n c e s  d e  e d e  l a  f o r m e  eH+2P, p d é s i 
g n a n t  u n  n o m b r e  p o s i t i f  q u i  p e u t  ê t r e  n u l ;  d ’a i l l e u r s ,  l e  c o e f f i c i e n t  d e  co d a n s  
l ’ a r g u m e n t  c o r r e s p o n d a n t  d e  l a  p r e m i è r e  l i g n e  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 9 )  e s t  é g a l  à  
—  n, e t  s a  v a l e u r  a b s o l u e  e s t  +  n. D o n c ,  l e  p l u s  p e t i t  e x p o s a n t  d e  e d a n s  l e  
c o e f f i c i e n t  d e  c e t  a r g u m e n t  e s t  é g a l  à  l a  v a l e u r  a b s o l u e  d u  c o e f f i c i e n t  d e  co, 
a u g m e n t é e  d ’ u n  n o m b r e  p a i r  q u i  p e u t  d ’ a i l l e u r s  ê t r e  n u l .  O n  p e u t  f a i r e  l a  m ô m e  
r e m a r q u e  p o u r  l e s  t r o i s  a u t r e s  a r g u m e n t s  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 9 ) ,  e t  a u s s i  p o u r  c e  
q u i  c o n c e r n e  l e s  e x p o s a n t s  d e  e' c o m p a r é s  a u x  v a l e u r s  a b s o l u e s  d e s  c o e f f i c i e n t s  

" d e  xs' d a n s  D .
E n  d é c o m p o s a n t  d o n c  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c o s D  e n  d i v e r s e s  p a r t i e s  c o n t e n a n t  

c h a c u n e  u n  p r o d u i t  t e l  q u e  e V 11’ , e t  s e  r e p o r t a n t  à l a  f o r m u l e  g é n é r a l e  ( 2 5 ) ,  o n  
p o u r r a  d i r e  q u ’ u n  t e r m e  q u e l c o n q u e  d u  d é v e l o p p e m e n t  d e  R ,  e s t  d e  l a  f o r m e

[ £ C pK ^ > ] x eV «'cosD ,

o ù  Cj,  d é s i g n e  u n  c o e f f i c i e n t  n u m é r i q u e ,  e t  H  e t  H '  o n t  l a  s i g n i f i c a t i o n  s u i 
v a n t e  :

II =  | (31 -t- un nombre pair,
H'=|(3'| +  un nombre pair,

e n  r e p r é s e n t a n t ,  s u i v a n t  l ’ u s a g e  a c t u e l ,  p a r  | p | e t  | P' | l e s  v a l e u r s  a b s o l u e s  d e  
P e t  P'.

S i  m a i n t e n a n t  o n  r e m p l a c e  K “ ,A) p a r

aP dP K"'-*)
1 . 2 . . . p  daP ’
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DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE.

e t  q u e  l ’ o n  t i e n n e  c o m p t e  d e s  f o r m u l e s  ( 2 0 ) ,  o n  t r o u v e r a  q u e  K “ ,A) 
d ’ u n e  s u i t e  d e  t e r m e s ,  t e l s  q u e

307

s e  c o m p o s e

<>P^ J) __ *„·>
1.2 . . . p  daP " ’

_ a P _  -,
1 . 2 . . . p  daP ~  ,J ’

m u l t i p l i é s  p a r  d e s  p u i s s a n c e s  d e  y] d o n t  l e s  e x p o s a n t s  s o n t  2 y ,  2 y  +  2,  
c e l a  r é s u l t e  d e s  f o r m u l e s  ( 1 8 )  e t  d e s  r e m a r q u e s  q u i  l e s  s u i v e n t .

D o n c ,  e n  c o n s i d é r a n t  à p a r t  l e s  d i v e r s e s  p u i s s a n c e s  d e  Y] e t  e n v i s a g e a n t  l e  
d é v e l o p p e m e n t  d e  a!R ,  a u  l i e u  d e  c e l u i  d e  R , ,  o n  p o u r r a  é c r i r e  a i n s i  l a  f o r m e  
g é n é r a l e  d e  c e  d é v e l o p p e m e n t

( 3 2 )

e t  l ’ o n  a u r a

N1eIV IIV ’ cosD,

D =  a l  +  a l '  +  (3cü +  |3'ar'— 2 j/t',

II =  | ¡3 | +  un nombre pair,

II'—  | (3'| +  un nombre pair,

F =  2 y un nombre pair.

E n f i n  l e  c o e f f i c i e n t  N j  s e r a  d e  l a  f o r m e

(33) N1= y iY )a ,A ^ H - y (/,a 'A (/)+ V (/,«'A(/l +  . . . ;

Vj/) e s t  u n  c o e f f i c i e n t  p u r e m e n t  n u m é r i q u e  i n d é p e n d a n t  d e  a e t  a'·, A j / 1 p e u t  
ê t r e  r e m p l a c é  p a r  l ’ u n e  d e s  q u a n t i t é s  B j / ’ , D j / 1, d o n t  o n  a  d o n n é  l e s  v a l e u r s
a u  n °  1 1 5  e t  q u i  s e  t r o u v e n t  a i n s i  c o n s t i t u e r  l a  b a s e  f o n d a m e n t a l e  d u  d é v e l o p 
p e m e n t  d e  « ' R , .  O n  r e m a r q u e r a  d ’ a i l l e u r s  q u e  a'k{p  e s t  u n e  f o n c t i o n  h o m o g è n e

e t  d e  d e g r é  z é r o  d e  a e t  a! , n e  d é p e n d a n t  d o n c  q u e  d u  r a p p o r t

L ’ o r d r e  d u  t e r m e  g é n é r a l  d u  d é v e l o p p e m e n t  d e  a ' R ,  d é f i n i  p a r  l e s  f o r 
m u l e s  ( 3 2 )  e t  ( 3 3 )  e s t  é g a l  à

(34) II  + 11' +  F == | (3 J 4 -  | (3' | -1- 2 y +  un nombre pair qui peut être nul.

O n  p e u t  d o n n e r  d e  c e t  o r d r e  u n e  a u t r e  e x p r e s s i o n  t r è s  u t i l e ,  e n  r e m a r q u a n t  
q u e  l a  s o m m e  d e s  v a l e u r s  a b s o l u e s  d e  p l u s i e u r s  q u a n t i t é s  p o s i t i v e s  o u  n é g a t i v e s  
e s t  é g a l e  à  l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  l e u r  s o m m e  a l g é b r i q u e  d u  b i e n  à  c e t t e  v a l e u r  
a u g m e n t é e  d ’ u n  n o m b r e  p a i r .
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CHAPITRE XVIII.3o 8
O n  d é d u i t  d e  l a  r e l a t i o n  ( 3 i )

2 y  — ¡3 — (3' =  a -I-a ',

e t  l ’ o n  e n  c o n c l u t ,  e n  o b s e r v a n t  q u e  y  e s t  p o s i t i f ,

(35) ' 2y +  | (3 | +  | (3'| =  | a -+- a' | -+- un nombre pair.

D e  l à  c e t t e  s e c o n d e  r è g l e  :

L ’ o r d r e  d u  c o e f f i c i e n t  d e  c o s D  d a n s  u n  t e r m e  q u e l c o n q u e  d u  d é v e l o p p e m e n t  
d e  t t ' R ,  e s t  é g a l  à l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  l a  s o m m e  a l g é b r i q u e  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e  
V e t  \  d a n s  l ’ a r g u m e n t  D ,  o u  b i e n  à c e t t e  v a l e u r  a u g m e n t é e  d ’ u n  n o m b r e  p a i r .

Application de ce qui précède. —  C o n s i d é r o n s  l e s  t e r m e s  s é c u l a i r e s  d u  d é v e 
l o p p e m e n t  d e  a ' R , ,  p o u r  l e s q u e l s  o n  a  s i m u l t a n é m e n t  a  =  a '  =  o ;  l ’ a p p l i c a t i o n  
d e  l a  d e r n i è r e  r è g l e  m o n t r e  q u e  c e s  t e r m e s  s e r o n t  d e s  o r d r e s  o ,  2 ,  4 ,  · · · ·  

C o n s i d é r o n s  e n  s e c o n d  l i e u  l e s  t e r m e s  s u i v a n t s

C, cos(— 2X H- 5 Z' —- 3co),
C2 cos(— 2I  ■+- SI'— 2u — ct'),
C3 cos(— 2X +  5 V — « — 2t'),

q u i  j o u e n t ,  c o m m e  n o u s  l ’ a v o n s  d é j à  d i t ,  u n  r ô l e  c o n s i d é r a b l e  d a n s  l e s  t h é o r i e s  
d e  J u p i t e r  e t  d e  S a t u r n e .

O n  v o i t  i m m é d i a t e m e n t  q u e  C , ,  C 2, C 3, . . .  s o n t  d ’ u n  o r d r e  a u  m o i n s  é g a l  
à  l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  — 2 h - 5 =  3 ; i l s  s o n t  d o n c  a u  m o i n s  d u  t r o i s i è m e  
o r d r e .  D e  p l u s ,  l a  p r é s e n c e  d e  —  3 o> d a n s  l e  p r e m i e r  a r g u m e n t  i n d i q u e  q u e  C,  
d o i t  c o n t e n i r  l e  f a c t e u r  e 3 ; C 2, C » ,  . . .  r e n f e r m e r o n t  d e  m é m o  l e s  f a c t e u r s  
e r f , . . . .

N o u s  r e m a r q u e r o n s  e n f i n ,  e n  t e r m i n a n t ,  q u e  s i  l ’ o n  n e  v o u l a i t  p a s  c o n s e r v e r  
s o u s  f o r m e  d e  m o n ô m e s  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  c o s D ,  o n  p o u r r a i t  p r é s e n t e r  c o m m e  
i l  s u i t  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  a ' R ,  :

a'Ri =  ^  31b cosD,

;)lb =  elPl g 'lP 'lï]*T O ^ , e2, e'\ n

<E> d é s i g n a n t  u n e  s é r i e  o r d o n n é e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  e a , V 2 e t  y)2 ; l e s  c o e f f i 

c i e n t s  d e s  p u i s s a n c e s  e t  p r o d u i t s  d e  e 2, e ' 2, rf s e r a i e n t  d e s  f o n c t i o n s  d e

N o u s  a l l o n s  d o n n e r  i c i  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  R ,  j u s q u ’ a u x  t e r m e s  d u  s e c o n d
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DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE.

o r d r e  i n c l u s i v e m e n t :

3o p

R, =  J  |j Afi> -  l-  (_  4 **a +  a A1/1 +  2 A'")] cos i { ï - l )

+  ie  [— 2i'A(<) — A'/’] cos [ il'— (« — 1) A — to]

+  \ e' IL· [(2î +  x) '̂tI) +  L̂ii)] cos [(*’ +  0 iA —  sr']

+  g e2 J  [(4 ï2— 5 i) A(i) +  (4 * -  2) A1/' +  2A(2‘>] cos [i7 ' -  (* -  2) A -  au]

H- d ee'^  [(4 «2-l·- 2«) A(') — 2 A1/1 — 2 Ai/1] cos [(i +  1) (i -+-1) A — cj'+  to]

H- d ee'^ [(— 4 12-— 2i) A(£)+ (—4 * — 2) A'/' — 2 Ajf’] cos[(î +  1) /' — (i — 1) A—gt'— co 

+  g e'2 ^  [(4 i2-+- 9 î H- 4 ) H- (4 f -+- 6) A1,'1 -t- 2 A'/1] ços [(1 +  2) — î A — 2ro']

-t- — y]2 ^  cos [ 4 '— (i — 2) A — 2t'].

D a n s  c e t t e  f o r m u l e ,  l ’ i n d i c e  i d o i t  p r e n d r e  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  e n t i è r e s ,  d e  
—  co à  + 0 0 ;  A (/ ’ e t  A * ' 1 o n t  l a  m ê m e  s i g n i f i c a t i o n  q u ’ a u  n °  1 1 5 .

P o u r  l ’ e x p r e s s i o n  c o m p l è t e  d u  d é v e l o p p e m e n t  d e  R ,  j u s q u ’ a u  s e p t i è m e  o r d r e  
i n c l u s i v e m e n t ,  n o u s  r e n v e r r o n s  a u  T o m e  I d e s  Annales de VObservatoire, o ù  l a  
f o r m u l e  q u i  d o n n e  R ,  o c c u p e  l e s  p a g e s  2 7 7 - 3 3 0 ;  e l l e  n e  r e n f e r m e  p a s  m o i n s  d e  
4 6 9  t e r m e s .

D a n s  u n e  T h è s e  s o u t e n u e  e n  1 885 d e v a n t  l a  F a c u l t é  d e s  S c i e n c e s  d e  P a r i s ,  
M .  B o q u c t  a  é t e n d u  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  R ,  j u s q u ’ a u x  t e r m e s  d u  h u i t i è m e  o r d r e  
i n c l u s i v e m e n t  (voir l e  T o m e  X I X  d e s  Annales de VObservatoire).

1 2 4 . I l  f a u t  m a i n t e n a n t  p a s s e r  d u .  d é v e l o p p e m e n t  d e  R ,  à  c e u x  d e  R 0il e t  
d e  R ,  „·

O n  a ,  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( 1 ) ,

( 38) R 0ti =  R 1 - ^ ff>

( 3 9 ) R l ,0 = R l  75 G ·

O c c u p o n s - n o u s  d ’ a h o r d  d e  R 0), : q u a n d  o n  n é g l i g e  l e s  e x c e n t r i c i t é s ,  l a  q u a n -  

t i t e  —  p j  a ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( 7 ) ,  s e  r é d u i t  à

—  A) +  ^ Y i 2s i n ( A - T ' ) s i n ( ^  —  t')

=  — Jfjcos(/' — A) -+- ^ y)2cos(J' — A) — ^ y)2cos(/'+A — 21')·
( 4o)
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CHAPITRE XVIII.3 i o

O r ,  si  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 1 7 )  e t  ( 1 8 )  o n  s u p p o s e

A (l, =  A (-,) = ---%:1 =
an ci2

e t  t o u s  l e s  a u t r e s  c o e f f i c i e n t s  A (' \  B (,), C (i), D (i) n u i s ,  o n  t r o u v e

M (1> =  - NO): -TîTl'

t o u s  l e s  a u t r e s  c o e f f i c i e n t s  M w , N w , P (i), Q (i) s o n t  n u i s ,  e t  i l  v i e n t

R 0 =  [MO) h- M t - ’ )] c o s ( —  À) +  N ' 1 > c o s ( ¿'+  X -  2 t ' ),

K  =  C0S( Z' — X ) ~  c o s ^ ' - l · - * —. 3 T ' ) .

C ’ e s t  p r é c i s é m e n t  l ’ e x p r e s s i o n  ( 4 0 ) .
T o u s  l e s  r a i s o n n e m e n t s  e t  c a l c u l s  f a i t s  d a n s  l e s  n os 1 2 0 , 1 2 1  e t  1 2 2  n e  s u p 

p o s e n t  q u ’ u n e  c h o s e ,  c ’ e s t  q u e  K u,/,) e s t  u n e  f o n c t i o n  h o m o g è n e  e t  d e  d e g r é  —  1 
d o  a  e t  a ' ;  o n  p o u r r a  d o n c  l e s  a p p l i q u e r  d a n s  l e  c a s  a c t u e l ;  s e u l e m e n t ,  o n  d e v r a  
r e m a r q u e r  q u e  l ’ o n  a

dAQ) _  dA*-1) _  1
ôa <ja a12

e t  q u e  l e s  d é r i v é e s  s u i v a n t e s  s o n t  n u l l e s .
11 s u f f i r a  d o n c  d ’ a p p l i q u e r  l a  f o r m u l e  ( 3 7 )  e n  d o n n a n t  à l ’ i n d i c e  i  d a n s  l e s  

d i v e r s  t e r m e s  l e s  v a l e u r s  -t-  i  e t  —  i  e t  p r e n a n t

A(i>=A<-‘ J = — 4 ’a!1 a'1

A tt‘ > =  A <f 1> = - ^ ,  A',l> =  AÎ-‘ , =  o.

O n  t r o u v e r a  a i n s i ,  e n  n é g l i g e a n t  t o u j o u r s  l e s  t e r m e s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e  :

(e2 +  e,!!) cos(Z'— 1)

3
—  ee' cos (2 1' — 2I —  ra' +  w) +  -  e cos (Z' — co)

— i  ecos(Z' — 2I +  co) — 2e'cos(2/'— 1 —-ro')

— | e2cos(Z'-t- X — 2co) — g é2cos(/'— 3 X +  200)

-+- 3ee' c o s (2/' —  sj' — co) —  ̂e'2 c o s ( V -+-1  —  2üj')

—  ^  e'2 cos (3 /' — 1 — 2ro') — fl2 cos{l ’ -+■  l  —  2t')·
O

(40  /
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DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 3 1 I

O n  v e r r a  d e  m ê m e  q u ’ e n  n é g l i g e a n t  l e s  e x c e n t r i c i t é s  R , )0— R ,  d e v i e n t

( 4o') “ ( S ~ â Yi2) c o s ( / , ~ X ) _ S Yi2cos(Z' + ^ “ 2T' )

C ’ e s t  à  c e t t e  m ê m e  e x p r e s s i o n  q u e  s e  r é d u i t  R 0 q u a n d ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 1 7 )  
e t ( 1 8 ) ,  o n  s u p p o s e

a2 à 2

t o u s  l e s  a u t r e s  c o e f f i c i e n t s  é t a n t  n u i s ;  o n  e n  d é d u i t

. 2 a' d 2A<c

d ’ o ù

da
2 a

2 . 3  —t 7

«'A'/1 =  a 'A(n l) —  ( - i ) » + ‘ (n -h  1)

A l o r s ,  s i  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 3 7 )  o n  d o n n e  à  l ’ i n d i c e  f i e s  v a l e u r s  - 4 - 1  e t  —  1,  
l ’ e x p r e s s i o n  c o r r e s p o n d a n t e  d e  R,  s e  c o n f o n d r a  a v e c  c e l l e  d e  R 1>0 —  R , ,  e t  l ’ o n  
t r o u v e r a  s a n s  p e i n e

~  (R l>0- R O  =  [ -  1 +  \  (e2 +  e'2) +  Y)2] c o s ( i ' - X )

— i c  cos( l' — 2X4-M) +  -  e'cos(X — ns') — -  efcos(2 V — 1 — cj')

( 4 i ' )  / —  g  e 2 c o s ( l '  - H  A  — ■ 2 u>) —  e 2 c o s (  —  3 X  h -  2  c o )

— ee'cos(21'— 2I — ©'+ w) +  3ee'cos(2>i— tü' — w)
O ‘

—  ^ e'2 cos ( V 4 -1 —  257') —  ̂ e n  cos ( 3 1' —  1 —  2w')
O O

— Y)2 cos( l'-ï- X— 2t')·

L e s  d i v e r s  t e r m e s  d a n s  l e s q u e l s  o n  d é v e l o p p e  a i n s i  l e s  d i f f é r e n c e s  R M  —  R ,  
e t  R 0)( —  R ,  r e n t r e n t  d a n s  l a  f o r m e  g é n é r a l e  ( 3 2 )  ; d a n s  c h a c u n  d e s  a r g u m e n t s  D ,  
l a  s o m m e  a l g é b r i q u e  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e  A ,  l', ce, xs' e t  t '  s e r a  n u l l e ;  o n  a u r a ,  p o u r  
f i x e r  l e s  l i m i t e s  i n f é r i e u r e s  d e s  e x p o s a n t s  d e  e, ë  e t  y], e t  d e  l ’ o r d r e  d u  t e r m e ,  l e s  
m ê m e s  r è g l e s  q u e  p o u r  R , ,  p u i s q u e  l e  p r o c é d é  d e  d é v e l o p p e m e n t  e s t  i d e n t i q u e .

1 2 5 . O n  p e u t  o b t e n i r  a i s é m e n t  l ’ e x p r e s s i o n  g é n é r a l e  d ’ u n  t e r m e  q u e l c o n q u e  
d e s  d é v e l o p p e m e n t s  d e s  d i f f é r e n c e s  R M  —  R , ,  R ))0 —  R t à l ’ a i d e  d e s  f o n c t i o n s  
d e  B c s s e l ,  c o m m e  n o u s  a l l o n s  l ’ i n d i q u e r .
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3 l 2 CHAPITRE XVIII.

O n  a ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e s  f o r m u l e s  ( 7 )  e t  ( 3 8) ,

/» /·
Ro.i—  Ri =  — -pi cos(p —  t '  —  t ) +  2 y)2 J J 2 sin(p —  t ) sin(p7—  t 7)

o u  b i e n ,  e n  i n t r o d u i s a n t  l e s  a n o m a l i e s  v r a i e s  w e t  w' e t  p o s a n t  e n c o r e
co =  w  +  t ' —  T ,

V V
Ro.i —  Ri — — 775 cos ( w — vt>'+ w — cj') -h 2 Yi2 p j  sin(pp -1- w — t' ) sin(fp' +  m' —  r') ;

cos <v sin w'R0,i — Ri =  — cos(w — ro') ^7· costc —p j----h 7-sin(p ^

. . , ,  (  . cosop7 s in  (T·'
, / +  s in  (w —  c r )  c  s i n w — n-------- /'c o s m p — tt—

(42) l \ r 2 rn

+  2 y]2 [;· c o s  w s i n  (w —  t 7) +  r s i n c c  c o s ( to  —  t 7)]

f  c o s  ce7 s in  (P7 . ~\
x  [ - p * -  s i n ( r o 7 — T7) +  - p j - c o s ( r o 7- T 7) J .

O r  o n  a  o b t e n u  d a n s  l e  n °  8 6  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  p é r i o d i q u e s  d e  t c o s o p , 

r s i n n y ,  — ; l e s  f o r m u l e s  ( m )  e t  ( n)  d e  c e  n u m é r o  d o n n e n t

( 43)

-  cos w —  2  A„ cos n Ç,
—  00

. _ J , ¡ - ¡ ( n e )
An — ---- ”----->

-  sin (^ =  V  B„sin/iÇ,
(X

— »

B „ =

A„ =  - - e;

tf72COSW7 a. , w
----- p s ------ =  2 d  A '1' c o s "  Ç »

---00

A ^  —  7i7J „ . _ i ( / i 7e 7) ,

A« = 0 .

p ^  =  2 B ' . 8 i n » T >

R«' = V I -  e'2 « 'J»’-1 («7e7);

E n  p o r t a n t  c e s  v a l e u r s  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 4 2 )> e l l e  d o n n e r a

( 44)

(R0,i —Ri) =  — cos(w —nr') (A„A'„, C0S77ÇC0S717Ç7+ B „B ;Î( sintiÇ sin/i'Ç7)

+  sin(w —si7) (B»A»' sinTiÇ cosci'Ç7 — A„B)t,cos7iÇ sinTi'Ç7)

+  2y)2 jjsin (w — t7) ^  A„cosTiÇ +  cos(w — t7) JT B„ sinTiÇj 

x  sin (us1— t7) A'„,cos/i7Ç7+  cos (eu7 — t7) ^ B)t, sinn'Ç'J.
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DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 3 i 3
O n  m e t t r a  s a n s  p e i n e  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  c e t t e  f o r m u l e  s o u s  l a  f o r m e  ( 3 2 ) ;  

n o u s  n e  f e r o n s  p a s  c e  c a l c u l ,  e t  n o u s  n o u s  b o r n e r o n s  à d e u x  r e m a r q u e s  :
E n  p r e m i e r  l i e u ,  A'# n ’ é t a n t  p a s  n u l ,  o n  v o i t  q u e  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r 

m u l e  ( 4 4 )  p o u r r a  b i e n  c o n t e n i r  d e s  t e r m e s  i n d é p e n d a n t s  d e  £, m a i s  q u ’ i l  n e  
r e n f e r m e r a  p a s  d e  t e r m e s  i n d é p e n d a n t s  d e  différence R 0i) —  R ,  ne con

tiendra donc pas de termes séculaires.

E n  s e c o n d  l i e u ,  l e s  f o r m u l e s  ( 4 3 ) m o n t r e n t  q u e  A „  e t  B „ s o n t ,  r e l a t i v e m e n t  à  e, 

d e  l ’ o r d r e  n — i  ; A ' ,  e t  B',, s o n t  d e  m ô m e  d e  l ’ o r d r e  n! —  i  r e l a t i v e m e n t  à  e'. 

C e l a  p o s é ,  e n  e x a m i n a n t  a t t e n t i v e m e n t  l a  f o r m u l e  ( 44 )» o n  r e c o n n a î t  q u e  l e  c o e f f i 
c i e n t  d ’ u n  a r g u m e n t  c o n t e n a n t  ±  n~k ±  n'l· s e r a  d e  l ’ o r d r e  d e s  q u a n t i t é s  A „ A ' !(, 

, B „ A ' „ , A BB ' i(, o u  d e  l ’ o r d r e  d e  c e s  q u a n t i t é s  m u l t i p l i é e s  p a r  rf. L ’ o r d r e  
d u  c o e f f i c i e n t  c o n s i d é r é  s e r a  d o n c  é g a l  a n —  \-\-ri —  i = n - h  n' — 2  p l u s  u n  
n o m b r e  p a i r .

E n  g é n é r a l ,  e n  p r e n a n t  D  s o u s  l a  f o r m e  ( 3 2 ) ,  o n  p o u r r a  d i r e  q u e  l ’ o r d r e  d u  
c o e f f i c i e n t  C  e s t  a u  m o i n s  é g a l  à

| a. | 4- | a! | — 2.

C e t t e  l i m i t e  p o u r r a  ê t r e  p l u s  é l e v é e  q u e  l ’ a n c i e n n e  | a  - t -  a '  | , q u i  n e  c e s s e  p a s  
d ’ a i l l e u r s  d ’ ê t r e  a p p l i c a b l e  i c i ,  c o m m e  p o u r  R , .

Exemples. —  C o n s i d é r o n s  d e  n o u v e a u  l e s  t e r m e s  d o n t  l e s  a r g u m e n t s  s o n t  d e  
l a  f o r m e

D =  — 2 X 4- 5 l’ +  q,

q c o n t e n a n t  w ' ,  co e t  , m a i s  n o n  V n i  ~k.
L a  r è g l e  c i - d e s s u s  m o n t r e  q u e  l ’ o r d r e  d e s  t e r m e s  d e  c e t t e  n a t u r e ,  q u i  p r o 

v i e n d r o n t  d e  R 0)) —  R , ,  s e r a  a u  m o i n s  é g a l  à  2 + 5  — 2 = 5 ,  t a n d i s  q u e  l e s  
m ê m e s  t e r m e s  q u i  p r o v e n a i e n t  d e  R ,  é t a i e n t  d u  t r o i s i è m e  o r d r e .

D a n s  l a  t h é o r i e  d e s  p e r t u r b a t i o n s  d e  P a l l a s  p a r  J u p i t e r ,  l e s  a r g u m e n t s  d e  la  
f o r m e

1) = — 7  À 4 -  18 V 4 -  q

s o n t  t r è s  i m p o r t a n t s  à  c o n s i d é r e r ,  p a r c e  q u e  l a  d i f f é r e n c e  e n t r e  7  f o i s  l e  m o y e n  
m o u v e m e n t  d e  P a l l a s  e t  1 8  f o i s  c e l u i  d e  J u p i t e r  e s t  t r è s  p e t i t e .  D a n s  R , , l e  c o e f 
f i c i e n t  d e  c o s D  s e r a  d e  l ’ o r d r e  1 8  —  7  =  1 1 ;  t a n d i s  q u e ,  d a n s  R 0)( —  R , , i l  s e r a  
d e  l ’o r d r e  7  4 -  1 8  —  2  =  23 ; l e s  t e r m e s  d e  l a  f o r m e  i n d i q u é e  s e r o n t  e n t i è r e m e n t  
i n s e n s i b l e s  d a n s  R 0() —  R t .

1 2 6 . i l  r é s u l t e  d e  c e  q u i  p r é c è d e  q u e  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  d e  R 0), e t  R , )0 s o n t  
d e  l a  f o r m e

(45) a 'R 0>1 =  ^  NeIIe'irY)F cosD,

T. -  I.

a i t , , 0 =  JT N,e,leM1' cos D

4o
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3 l 4  CHAPITRE XVIII.

o ù  l ’ o n  a
D =  « l +  a! V -+- (3w -+- (3'®'— 2yr',
X = / +  !■ '—  r, w =  œ +  t' — t ,

« + « '  +  ¡3 + ¡ 3' —  2y =  o;
(46)

H =  | « [ -t-un nombre pair,
H '= |«'| -+- un nombre pair,
F =  iy  +  un nombre pair.

N  e t  N '  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  q u i  p e u v e n t  ê t r e  d i f f é r e n t e s  à c a u s e  d e s  t e r m e s  

p r o v e n a n t  d o  l î 0>1 —  R ,  e t  d e  R ()0 —  R , .
P a r l e u r s  d é f i n i t i o n s  m ê m e s ,  f o r m u l e s  ( i ) ,  l e s  f o n c t i o n s  R 0(f e t  R ()0 d o i v e n t  

ê t r e  c o m p l è t e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  e t  d e  l a  ' p o s i t i o n  d u  p l a n  f i x e  d e s  xy  e t  d e  
l ’ o r i e n t a t i o n  d o  l ’ a x e  d e s  x  d a n s  c e  p l a n .  I l  d o i t  e n  ê t r e  d e  m ê m e  d e s  a r g u 
m e n t s  D ,  e t  i l  e s t  b o n  d e  l e  v é r i f i e r .  C e l a  e s t  f a c i l e ,  c a r  o n  p e u t  é c r i r e

D =  a (l  -t- t' — t) -t- a 'l’+  (3 (nr -I- x' — t) +  (3'nj'— (a +  a' +  (3 -t- (3')r',

(47) I) =  « / -h <x'l'+ (3nr +  fi'm' — (a -+- (3)t — (<*'-+- |3')t'.

C e t t e  e x p r e s s i o n  e s t  s y m é t r i q u e  p a r  r a p p o r t  a u x  é l é m e n t s  d e s  d e u x  p l a n è t e s .
D é s i g n o n s  m a i n t e n a n t  p a r  L ,  I / ,  Q ,  ü '  l e s  l o n g i t u d e s  m o y e n n e s  d e s  d e u x  

p l a n è t e s  e t  l e s  l o n g i t u d e s  d e  l e u r s  p é r i h é l i e s ,  t o u t e s  c e s  l o n g i t u d e s  é t a n t  c o m p 
t é e s  s u r  l e s  o r b i t e s  r e s p e c t i v e s  d e s  d e i i x  p l a n è t e s ,  à  p a r t i r  d u  p o i n t  G  d e  l a  
fig. 2 0 .  N o u s  a u r o n s

h — l —  t , L / = / ' —  t ', £2 =  uy — z, £2' =  m '— r',

e t  l a  f o r m u l e  (/¡y) d e v i e n d r a

(48) I) := ccL -I- a 'L '-t- [3£2 +  ¡3'£2';

c e t t e  e x p r e s s i o n  e s t  m a i n t e n a n t  t o u t  à  f a i t  i n d é p e n d a n t e  d e  l a  p o s i t i o n  d e s  a x e s  
d e  c o o r d o n n é e s ;  i l  e n  e s t  d e  m ê m e  d e s  f o n c t i o n s  p e r t u r b a t r i c e s ,  q u i  p e u v e n t  
s ’ é c r i r e

e V “ '

C e  s o n t  d e s  e x p r e s s i o n s  r é d u i t e s  q u i  n e  d é p e n d e n t  p l u s  q u e  d e  l a  s i t u a t i o n  
r e l a t i v e  d e s  d e u x  o r b i t e s ,  e t  n o n  d e  l e u r s  s i t u a t i o n s  a b s o l u e s .

I l  n ’y  f i g u r e  q u e  quatre a r g u m e n t s  L ,  L ' ,  O ,  O ' .

(49 )

«’ n .„  =  2 * ( | ( s i n i j ^  c o s ( ' a L  +  a ' L ' + | 3a + | 3' i î ' ) ,  

( s i n . i  J Y  c o s ( « L  +  a'L’ +  ¡3ÎÏ +  ¡S'il’ ).
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DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 3 15

1 2 7 . E n  p a r l a n t ,  a u  n °  7 0 , d u  c a l c u l  g é n é r a l  d e s  p e r t u r b a t i o n s ,  n o u s  a v o n s  
s u p p o s é ,  p o u r  c h a c u n  d e s  t e r m e s  d u  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e ,  
u n e  f o r m e  u n  p e u  d i f f é r e n t e  d e  c e l l e  q u e  n o u s  v e n o n s  d e  t r o u v e r ,  s a v o i r

l e  c o e f f i c i e n t  e  d é p e n d a n t  d e  a, e, <p, a', e', cp'. N o u s  a l l o n s  d é m o n t r e r  c e  r é 
s u l t a t .

L e s  e x p r e s s i o n s  d e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  x, y, z t r o u v é e s  a u  n °  32 
p e u v e n t  s ’ é c r i r e

N o u s  a v o n s  é c r i t  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  l a  p a r t i e  i n d é p e n d a n t e  d e  <p e t  <p', e t  
s e u l e m e n t  l ’ u n  d e s  s e p t  a u t r e s  t e r m e s ,  q u i  s o n t  d u  s e c o n d  o r d r e  o u  d u  q u a 
t r i è m e ,  s i  l ’ o n  r e g a r d e  <p e t  <p' c o m m e  d e  p e t i t e s  q u a n t i t é s  d u  p r e m i e r  o r d r e .  O n  
t r a n s f o r m e  l e s  p r o d u i t s ,  t e l s  q u e  s i n ô  s "i n( e  —  0 )  c o s e ' ,  e n  s o m m e s  d e  c o s i n u s ,  
e t  l ’ o n  t r o u v e  a i n s i

© cos(a/ -t- a ' l ' +  (3w +  ¡3' et' ~ h j  B -f- f  B ' ) ,

o c  (p-  =  cos v +  2 sin 6 sin ( e — 6) sin2 -  >

— sin(e — B) sin cp ;

J y< 2 '
o n  a  d e s  e x p r e s s i o n s  t o u t e s  p a r e i l l e s  p o u r  y ,  — e t  l ’ o n  e n  c o n c l u t

a — cos(c'— e) -f—  Q,
0-2

e n  f a i s a n t

N o u s  p o s e r o n s  e n  m ê m e  t e m p s

/•2-h rn — 2 rr' cos(p' — p) — P,
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d e  t e l l e  s o r t e  q u e  l a  f o r m u l e

CHAPITRE XVIII.

n o u s  d o n n e r a

A2 =  r2 +  r ' 3 — 2  r r '  a  

R 1 = i  = ( P - / 7- 'Q f * .

Q  e s t  d u  s e c o n d  o r d r e ,  e t ,  p o u r  l e s  a n c i e n n e s  p l a n è t e s ,  l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  

r r '  p  e s t  p e t i t e ;  on p e u t  d é v e l o p p e r  ( P  —  r r ' Q )  2 p a r  l a  f o r m u l e  d u  b i n ô m e ,  c e  

q u i  d o n n e

R. =  P 2 H—  r r  
2 'P 2 Q

i . 3 . . .  (2 k — i) 
2.4 . . .  2 k

P -H) QÆ +  . . .

I l  f a u t  m e t t r e  p o u r  r ,  r ' , p, v' l e s  v a l e u r s

r = « ( n - x ) ,  œ'(i +  x'), v ~ l  +  j ,  p ' = / '  +  y';

o n  c o m m e n c e r a  p a r  f a i r e

r — a, r’— a', <>=/, ç'=l ';

R , ,  P ,  Q  s e  c h a n g e r o n t  e n  R 0, P 0 e t  Q „ ,  e t  i l  v i e n d r a

P0 =  a3 +· an — 2 aa'cos(/'— l);

( S o )

Qo =  (  — 2  sin2 ï  — 2  sin2 — +  2  sin2 -  sin2 ) cosi l ' —  l )\  2 2 2 2 /

+  sin9 sin9' cos (/'— l — Q' -4- 0) ■+· 2 sin2  ̂ sin2 ^ cos(/'~ l — iQ’ -+- 28)

• <p _ C D 1 CO 1 '  CD-+- 2sm2·̂  cos2 cos(t'+ l — 2O) +  2 sin2 cos2  ̂cos(t h- / — 2 0' ) - 

— sin 9 sin 9' cos ( l ' + l  — 0 — 0' ) ;

R0 =  P ^  +  I  aa' P ?  Q„ + . . .  +  a*a'* P7 Q* H-. . . .

I l  c o n v i e n t  d e  p o s e r

(5 i) tang i  =  x, tang L = x ' ,0 2

L e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  d i v e r s  t e r m e s  d e  Q „  s e  d é v e l o p p e r o n t  a i s é m e n t  s u i v a n t  l e s
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DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 3 l 7

p u i s s a n c e s  d e s  p e t i t e s  q u a n t i t é s  x,  e t  x ' ,  e t  c e s  t e r m e s  e u x - m ê m e s  s e r o n t  d e  l a  

f o r m e

(5a) xGx'G'cos (a l  -+- a!l' -vjB + j ’ 9'),

l e s  e n t i e r s  G  e t  G '  é t a n t  é g a u x  a u x  v a l e u r s  a b s o l u e s  d e  j  e t  f ,  o u  à  c e s  v a l e u r s  

a u g m e n t é e s  d e  n o m b r e s  p a i r s ;  c ’ e s t  c e  q u e  l ’ o n  c o n s t a t e  s u r  l a  f o r m u l e  ( 5 o ) ;  

o n  p e u t  r e m a r q u e r  e n  m ê m e  t e m p s  q u e  j  +  /  e s t  p a i r  e t  q u e  l ’ o n  a

a  +  t x ' + j  +  J ' = o .

I l  f a u t  m a i n t e n a n t  é l e v e r  Q „  à  l a  p u i s s a n c e  k  e t ,  a u  l i e u  d e s  p u i s s a n c e s  d e  

c o s i n u s ,  n ’ i n t r o d u i r e  p a r t o u t  q u e  d e s  c o s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e s  a r c s  / ,  ï ,  0 e t  0' .  

I l  e s t  f a c i l e  d e  v o i r  q u e  l e s  d i v e r s  t e r m e s  d e  Q *  s e r o n t  e n c o r e  d e  l a  f o r m e  ( 5 2 ) ;  

o n  a u r a  e n c o r e
G =  \j ] +  un nombre pair,

G '=  |/| +  un nombre pair;

l a  d é m o n s t r a t i o n  s e  f a i t  d ’ a b o r d  p o u r  e t  s ’ é t e n d  e n s u i t e  d e  p r o c h e  e n  p r o c h e .

L e s  r e m a r q u e s  f a i t e s  s u r  l e s  s o m m e s  /  +  /  e t  a  - ¡ - a '  +  / + /  s u b s i s t e n t  

p o u r  Q * .  N o u s  a u r o n s  e n s u i t e

( 53) =  - i lol1 +  ifi)«11 j cos{V —  l) +  , cos2 (Z' -  /) + . . . ,2 A-+- A+- k+-

e t  i l  f a u d r a  m u l t i p l i e r  c e t t e  e x p r e s s i o n  p a r  a ka 'kQ *  ;  l e s  d i v e r s  t e r m e s  d u  p r o d u i t  

s e r o n t  d e  l a  f o r m e

( 54) M0xGz'G'cos(a/H - a'V -i- jQ - 1- j'Q '),

M 0 é t a n t  u n e  f o n c t i o n  h o m o g è n e  d e  a  e t  a ',  d e  d e g r é  — · i ;  o n  a u r a  e n c o r e

a 4 - a' +  y  ~H j '  —  o,

p a r c e  q u e ,  d a n s  c h a c u n  d e s  t e r m e s  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 5 3 )  l a  s o m m e  d e s  c o e f f i 

c i e n t s  d e  l  e t  / '  e s t  n u l l e .

N o u s  a v o n s  a i n s i  o b t e n u  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  R 0 ;  p o u r  p a s s e r  à  c e l u i  d e  R , ,  i l  

f a u t  r e m p l a c e r  a ,  a ' ,  l ,  l  p a r  a  -+- a x ,  a ' +  a ' x ' ,  / - t -  y ,  l '  - f - y ' ;  t o u s  l e s  r a i s o n 

n e m e n t s  e t  c a l c u l s  f a i t s  d a n s  l e s  n os 1 2 0 ,  1 2 1  e t  1 2 2  s u b s i s t e n t  i d e n t i q u e m e n t ,  

e t  l ’ o n  a r r i v e  à  c e t t e  c o n c l u s i o n  q u ’ u n  t e r m e  q u e l c o n q u e  d e  l a  f o n c t i o n  p e r 

t u r b a t r i c e  p e u t  ê t r e  m i s  s o u s  l a  f o r m e

(a)  M e"e'n' ^lang ’ ^lang ^  cos (a/ 4 - «'/'-h (3gj -t- ( 3 ' r o ' + y  9

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 r 8 CHAPITRE XVIII.

M  d é s i g n e  u n e  f o n c t i o n  h o m o g è n e  d o  d e g r é  —  i  d e  a  e t  a ' ;  l e s  d i f f é r e n c e s  

H  —  | P | ,  H ' —  | j 3 ' | ,  G  —  ] y | ,  G ' —  | / |  s o n t  d e s  n o m b r e s  p a i r s  p o s i t i f s  o u  n u i s ;  l a  

s o m m e  j  - ( - /  e s t  t o u j o u r s  p a i r e ,  e t  e n f i n  o n  a

«  +  «'-t- (3 -i- P'-hy -+ -y' =  o.

1 2 8 .  R e p r e n o n s  l a  p r e m i è r e  f o r m e

( A )
Mene,n' ŝin cosD,

D  =  txk a '  V -+- ¡3 co -t- ¡3' ro' — i  y r ' .

I l  n e  s e r a  p e u t - ê t r e  p a s  i n u t i l e  d e  t r a n s f o r m e r  d i r e c t e m e n t  ( A )  e n  ( a ) .  

O n  a u r a  d ’ a b o r d

r  — r
D —  a I l +  2 ------ I - t -  a! V - t- (3 ( m +  2 • (3' u ' — 2 y

t' - f- T T — T

o u  b i e n

e n  f a i s a n t

( 55)

D  =  A -
T +  f

—  2 c
t —  r

( A =  a / +  a'V-\- (3ct +  (3'cj', 

j  <î —  a -t- (3 — y.

.  D é s i g n o n s  p a r  p u n  n o m b r e  e n t i e r  p o s i t i f  q u i  p o u r r a  ê t r e  n u l ;  n o u s  a u r o n s  à  

t r a n s f o r m e r  l ’ e x p r e s s i o n

n , . j y y +2p ( .  r +  T; . r  — t' 0  =  ( s i n - )  c o s (A  — 2 y — ------- 2$ — -—

o u  b i e n

(56)

e n  p o s a n t  

( 6 7 )

I l  y  a l i e u  d ’ i n t r o d u i r e

0  —  U ( sin  ̂Y P>

tt / · 'I Y r ( k H - f  5 r — r' U — l s i n -1  cos IA  — 2 y —— ----- 2 5 --------

v  / · J Y Y · (  » r +  r' . t —  t' V  —  ( sin -  ) sin ( A — 2 y — ------- 2 <5--------
2 2 2
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DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 3  j  <

O n  a u r a  

(58) U +  Vv/— I = ( s in  - V V ^ - ' E  2v/_rTî  E 2o/"'1 2

O r ,  s i  l ’ o n  a  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( 5 )  e t  ( 5 i ) ,  o n  t r o u v e

sin -  E 
2

. x E -0*^1 — z 'E -°V -i

/ - T - v

E“ ’M ~ :

y/i x2 y/i h-  x'2

i H - x x ' E ' 0' - 0) / ^
J  _______ _______ j

COS - i / i  +  x 2 \/i H- x /2 
2

e n  p o r t a n t  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 5 8 ) ,  i l  v i e n t

TT ,-----  E A',= ' ( x E _(|v/- i — x , E _0'v/- ‘ ) 2T[ I -f- xx'E (0'_0,'/='1 2S
Ü + V  1/ —  I =  ------- -------------- -̂---------- -— 1--------------------—  ;* / 1\20 5

f c o s - J  ( i  +  X2)T+S ( i  +  X,2)Y+S

U  s e r a  l a  p a r t i e  r é e l l e  d u  s e c o n d  m e m b r e .

O r  l e  t e r m e  g é n é r a l  d u  d é v e l o p p e m e n t  d e  c e  s e c o n d  m e m b r e  e s t  d e  l a  f o r m e

Ax.P+2
20

(i +  x2)Y+^(i'+ x,2)r+8

£ [ A - p 0 - ( S Y - p ) 0 '+ 7 ( 6 ' - 0 ) l  y/-l,

o ù  A  e s t  u n  c o e f f i c i e n t  n u m é r i q u e ,  p  e t  q  d e u x  e n t i e r s  p o s i t i f s  o u  n u i s ,  i n f é 

r i e u r s  o u  é g a u x  r e s p e c t i v e m e n t  à  2 y  e t  2 S.

O n  e n  c o n c l u t  l a  v a l e u r  d e  U ,  e t ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e  ( 5 6 ) ,  i l  v i e n t

0 =
sin2 3- V

I \ aS
c o s - J  ( I -f-x! )Y+s( n - x ,2)r+8

^  A xp+vx,2y-'-p+ïc o s[A — (p +  g)\9— (2y —  p  — q )6'

O n  t i r e ,  d ’ a i l l e u r s ,  d e s  f o r m u l e s  ( 5 ) ,

. , J  X2 - f-  X, z — 2 X x ' C 0 S ( ô —  Q ' )

2  ( i  +  x 2 ) ( I +  X' 2 )  J

s i  l ’ o n  p o r t e  c e t t e  v a l e u r  d e  s i n 2 ^  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 5 g )  e t  q u e  l ’ o n  r e m p l a c e  A

p a r  s a  v a l e u r  ( 5 5 ) ,  o n  v o i t  s a n s  p e i n e  q u e  ©  s e  c o m p o s e  d ’ u n e  s é r i e  d e  t e r m e s  

d e  l a  f o r m e
xGx/G’c o s (a / +  a.'I' +  (3gj -+-
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CHAPITRE XVIII. DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE.3 2 0
a v e c  l a  c o n d i t i o n  q u e  l ’ o n  a i t

G =  |y | 4- un nom bre pair, G' =  | /  | 4- un nombre pair ; 

oc 4- a '4—(3 ·+· 4- y  4- y7 =  o.

C ’ e s t  l e  r é s u l t a t  q u e  n o u s  a v i o n s  o b t e n u  p r é c é d e m m e n t  d a n s  l e  n °  1 2 7 .

L e  V e r r i e r  a  e m p l o y é  c o n s t a m m e n t  l a  f o r m e  ( A )  d a n s  s e s  t h é o r i e s  d e s  a n 

c i e n n e s  p l a n è t e s ;  i l  a  e u  a i n s i  l ’ a v a n t a g e  d e  r é d u i r e  l e s  a r g u m e n t s  à  c i n q  a u  l i e u  

d e  s i x ,  e n  a j o u t a n t  à  /  e t  rs  l a  t r è s  p e t i t e  c o r r e c t i o n  V —  t .

M a i s  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  ( h )  d u  n °  6 2  s u p p o s e n t  l a  f o n c t i o n  p e r t u r 

b a t r i c e  d é v e l o p p é e  s o u s  l a  f o r m e  ( a ) .

P o u r  u t i l i s e r  l e  d é v e l o p p e m e n t  ( A ) ,  i l  e s t  n é c e s s a i r e  d e  t r a n s f o r m e r  l e s  

é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  : c ’ e s t  c e  q u i  v a  f a i r e  l ’ o b j e t  d u  C h a p i t r e  s u i v a n t .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE XIX. —  TRANSFORMATION DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. 321

C H A P I T R E  X I X .

TRANSFORMATION DES DIFFÉRENTIELLES DES ÉLÉMENTS ELLIPTIQUES.

1 2 9 .  N o u s  c o n s i d é r o n s  s p é c i a l e m e n t  d e u x  p l a n è t e s  P  e t  P '  a u x q u e l l e s  c o r 

r e s p o n d e n t  l e s  f o n c t i o n s  p e r t u r b a t r i c e s

( 0 R — f»i'R0i, = nv
ra* a3 R0)1 où p =  1 +  m,

(2) R' =  îrn R,)0 =
m
777 nnan Rli0 où p' =  1 -t- m'
F

N o u s  a v o n s  d ’ a i l l e u r s ,  d ’ a p r è s  l e  C h a p i t r e  p r é c é d e n t ,

(3) a 'R 0,i =  ^  N e^e'^'r/cosD ,

(4 ) a 'R M Wehe'h'n f  cosD,

(5) D =  A  4 - i'V  -h kcù -+- uzr,

( 6 )  i  i'  - H  k -F - kr u zz z o  ;

i ,  i ',  k ,  k '  s o n t  d e s  e n t i e r s  p o s i t i f s ,  n u i s  o u  n é g a t i f s ;  u  e s t  u n  e n t i e r  p a i r  n é g a t i f  

o u  n u l ;  N  e t  N '  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  h o m o g è n e s  e t  d e  d e g r é  —  i  d e  a  e t  a ' . 

h ,  h ',  f  s o n t  d e s  e n t i e r s  p o s i t i f s  o u  n u i s ,  e t  l e s  d i f f é r e n c e s

h —  I A |, h '— \k'\, f — \u\

s o n t  d e s  n o m b r e s  p a i r s ,  p o s i t i f s  o u  n u i s .

L e s  r e l a t i o n s

( 7 ) l  =  ( +  r '— t, «  =  ro +  r '— t,

d a n s  l e s q u e l l e s  i '  —  t  n e  d é p e n d  q u e  d e  9 ,  9 '  e t  0 —  0' ,  n o u s  m o n t r e n t  q u e  n o u s
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3 2 2 CHAPITRE XIX.

a u r o n s  

( 8 ) '
d R „.,_dR,,, dR«,._dR,.,

de d l dm dm

N o u s  a l l o n s  m a i n t e n a n t  e f f e c t u e r  l e s  s u b s t i t u t i o n s  ( i )  e t  ( 8 )  d a n s  l e s  f o r  

m u l e s  ( h )  d u  n °  6 2 ;  e n  m ê m e  t e m p s ,  n o u s  é l i m i n e r o n s  d e s  e x p r e s s i o n s  d e  ^

e t  d e  ^  l a  v a l e u r  d e  a u  m o y e n  d e  l ’ é q u a t i o n

dB _  m' na dR,,, 

P ^/i— e2sin<p

N o u s  t r o u v e r o n s  a i n s i  s a n s  p e i n e

da i  m!

( A )

, = ---- na‘
dt y

, dR,t,
d l  !

d e_
dt ~~ 2 na

dRo.i m' nae \/1 —  e1 dR„,.
da P· i +  \Ji,—  e2 de

. 9 . dB
+  ta n g i

de
dt

m' na\] i — e2 dR0,i m' nae \J i — e2 dR0,,
e dm y  — d lP

drn m' na i/i — e2 dR „, œ . dB
\ l t =  J e ---------5î "  +  1“ S 5 s' “ <P3 ï :

dB
dt

(a)

m' na dR0,. 

P \Ji —  e2sin<p

na dR0,, m’ /¿atang 2 /dRn.i dR0i1d<p  m'

^  P \/i —  e2 sin (p àB y  — e2 dX d&>

N o u s  a u r o n s  d e  m ê m e

(A')

(«')

rfa' 2 m , dR, 0 
—  : - — n'a'2---- —
dt dl’

de' m , dR. o m n 'a 'e 'J i — e'2 d R .n „ o . , dB' -— — — o_ n'/r'2— ---- ---------v----- _----u +  tangJ- sincp'
'2 de' °  2 T dtdt 2  —  - 5 - r -  - t-  —  --------------- r -

P  d a '  p '  i +  y V

de' m n1a’ \J i —  e ' 2 dRi,n
dt P' e! dm'

1 1 m n1’ a’ \J \ — e ' 2 d R , .„
dt F' e! de'

dB' _ m n'a' d R , ,
dt F' \/[ —  e'2 sincp1'. do'

d<p' m n'a' d R , , ,
dt F' v/i — e ' 2 sin <pt dB'

P' i +  v/i —  e'2 d¿'

• 2.

„ » ' « ' u n g ï -  t ^

F·' y/i —  e,: d/'
dR,,o\ 
dm' )
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3 a 3TRANSFORMATION DES DIFFÉRENTIELLES DES ÉLÉMENTS ELLIPTIQUES.

1 3 0 .  I l  n o u s  f a u t  t r a n s f o r m e r  l e s  é q u a t i o n s  ( a ) ,  p a r c e  q u ’ i l  y  f i g u r e  l e s  d é r i 

v é e s  p a r t i e l l e s  d e  R 0 ) , p a r  r a p p o r t  à  cp e t  0 e t  q u e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 3 )  d e  R 0i) n e  c o n 

t i e n t  p a s  d i r e c t e m e n t  <p. e t  0 ,  m a i s  l e s  q u a n t i t é s  t ' ,  t  —  V  e t  Y] = =  s i n ^ ,  q u i  s o n t  

d e s  f o n c t i o n s  c o n n u e s  d e  <p, 0 ,  <p' e t  G ' .

N o u s  a u r o n s ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( 7 ) ,

(9 )

(10)

dR0,i dRo.i
■ d z ' +  î R ..t id (T '-T ) . I dRo.i

d<p “  dz' dtp i, à l dco ) ' d(f> 2 du
dRo.i dR0,i1 *  , (  dRo,i . dRo.0i d (r '-T ) . 1 dR0,i

d e — d z 1 d e  + V d l dw y' d e  1 2 du

2 d<p

J dJ
3 de'

L a  p r e m i è r e  c h o s e  à  f a i r e  a c t u e l l e m e n t  e s t  d o n c  d e  c a l c u l e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  

d i f f é r e n t i e l s
dz1 dz' d(z’ —  z )  à(z '— t ) ¿J «JJ

dtp’ d e ’ d<p ’ dB ’ d<p’ - de

I l  s u f f i t ,  p o u r  c e l a ,  d e  d i f f é r e n t i e r  t o t a l e m e n t  l e s  f o r m u l e s  ( 3 )  o u  ( 4 )  d u  

n °  117  o u  m i e u x  d ’ a p p l i q u e r  a u  t r i a n g l e  N G N ' d e  l a  f i g .  20 d u  m ê m e  n u m é r o  

l e s  f o r m u l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  c o n n u e s  d e  l a  T r i g o n o m é t r i e  s p h é r i q u e

i d k =  — co scc iB — cos b dC +  sine sinB da,

(11) l s m k d b —  sinc^B -+- s in b co sk d C  +  coscsinB  da,

( sinArfc =  sine cosAc/B +  sin b dC +  cos d sin C efa ;

e l l e s  d o n n e n t  i c i

t dJ =  co s(t ~ e ) d < f —  co s(t' —  er) dy'  +  sin cp' s in (r '—  B') d ( 9  —  9'),

(12) | sin Jo?(r —  0 ) = —  c o s J s in ( f —  9 )d<? -+- sin(T' —  6') dtp' +  sintp'cos(T'—  9') d ( 9  —  9'), 

( sin J d[z'  —  &)  sin(x —  9 )d<p 4- cosJ sin (T '—  9') d y '+  sin<p co s(r  —  9 ) d ( 9  —  9r).

O n  e n  c o n c l u t

0 3 )

dJ
dep =  cos(t — 9 ) ,

dJ
d?7

= — cos(t' — e r) ,

dJ
d e

dJ . . .
dd7==Sin<pSin(T_0)::= simp' sin(x' — 9 ' ) ,

â r cosJsin(T — 0) d z sin(r'— 6 ' )

d f sin J ’ d<p' sinJ
d z sin<p' cos(x·'—- 9 ' ) dz sin<p' cos(t' - -0 ') ,
d e 1 ~r- . , y ’sinJ d e 1 sinJ

à d
d<p

_ sin(r — 9 )
sin J ’

dj L
d<p'

cos J sin^' — 
"" sinJ

.0') ---->

dz' _  sin cp cos(r — 9 ) dz' sin<p cos(t ■- 0 ) i
d e sinJ ’ d& 1 sinJ
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O n  t i r e  d e  l à

CHAPITRE XIX.

0 4 )
d ( r '- T )  _

ày
— tang Î  sin(T — 0),

0 5 )
d(t' — r) _ si n 9 cos (t — 0) —  sin 9' cos (t'—  0' )

de ~~ sinJ

C e t t e  d e r n i è r e  e x p r e s s i o n  d o i t  ê t r e  t r a n s f o r m é e ,  c a r  n o u s  s a v o n s  d ’ a v a n c e ,  p a r

l a  f o r m u l e  ( 6 )  d u  n °  1 1 7 ,  q u e  ^  ^  d o i t  ê t r e  u n e  p e t i t e  q u a n t i t é  d u  s e c o n d

o r d r e ,  e t  c e l a  n ’ a p p a r a î t  p a s  d a n s  l a  f o r m u l e  ( i 5 ) .

O r  l a  f o r m u l e  c o n n u e

(16) sinB cosc =  sinA cosC -+- sinC cosA cosô 

d o n n e ,  q u a n d  o n  l ’ a p p l i q u e  a u  t r i a n g l e  N G N '  d e  l a  f ig .  2 0 ,

(17) sin 9 ' c o s (t ' — B ')—  —  cos 9  sinJ +  sin 9  cos J cos(r — 0); 

s i  l ’ o n  é l i m i n e  c o s ( t ' — G ' )  e n t r e  ( i 5 )  e t  ( 1 7 ) ,  i l  v i e n t

(18) ^ 0  ^  ~  tang i  sin? cos ( t  —  é) —  2sin2 ï .

N o u s  r e m a r q u e r o n s ,  e n  p a s s a n t ,  q u ’ e n  p a r t a n t  d e s  f o r m u l e s  ( 5 )  d u  n °  1 1 7  o n  

a r r i v e  a i s é m e n t  à  c e t t e  e x p r e s s i o n  p l u s  é l é g a n t e

( 1 9 )
d ( r - z ’ )

dd

sin2 a  +  sin2 — — sin2 -  
2 2 2

73 1
cos2 -  

2

L e s  f o r m u l e s  ( 9 ) ,  ( 10 ) ,  ( i 3 ) ,  ( i 4 )  e t  ( 1 8 )  d o n n e n t  m a i n t e n a n t

(20)

(21)

<?R0il sin (T —  6 ) 1 J . .. <?R0,,
— j A l l  = ---------V - ï ------ - — 3-7̂  H- -  COS -  COS ( t  —  0) — r 2!*

09 sinJ dr 2 2 s dn

J  . , n \  (  <ÏRm  (?Ro,l\• a n g  -  s m ( T -  0)  / - h

<?R0,i _  sin<p cos(r —  0 ) <?R0>1 
'de sinJ

1 J . . . n. dRrt ]
-  cos -  sin© siniT  —  6 ) - ■
2 2 1 ' dn

[tang l  sin 9 cos (r -  0) -  2 sin2 * ]  +  ^ r )  ·

S i  l ’ o n  p o r t e  c e s  v a l e u r s  d e  e t  d e  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( a ) ,  o n  t r o u v e
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q u ’ e l l e s  d e v i e n n e n t

. de
sm<? d ï = - ~

(B)

F- i — e- sinJ

, J, natang -

J
, «a cos -  jo

. . dR „, i m! 2 0\ fln0,ism  (t -  9) -  J ,· .  +  -  _  cos(t 9)
dn

m

F

” '-'a“ ° 2  . , .. / <?R01 dR „.
.. Sin(t — 0) — ^  -1-------0,1

v/i — e2 \ d l dw

dy
dt

na

F v/i 1 sin J

J
i n  , n a  COS -  j t )

, fl. dR0,, i m' 2 . ». oRo.i
c o s ( t -  °)  “  —  —¡ = T  s m ( T - 0 )

F v̂ 1 — ‘ dw

, na lang -
m' ° 2 , fl. / dR0,i dR0,i
fj- —  e2 ' \ d l dw

1 3 1 .  I l  f a u t  m a i n t e n a n t  f a i r e  d e s  c a l c u l s  c o r r e s p o n d a n t s  p o u r  l a  p l a n è t e  P ' .  

S i  l ’ o n  c o n s e r v a i t  d a n s  c e s  c a l c u l s  l a  f o n c t i o n  R )j0 s o u s  l a  f o r m e  ( 4 ) ,  l e s  d é r i v é e s

e t  i n t r o d u i r a i e n t  e t  à  c a u s e  d e  t '  —  t  q u i  f i g u r e  d a n s  l e s  

f o r m u l e s  ( 7 ) ;  i l  y  a u r a i t  a u s s i  e t  q u i  e x i s t e n t  d é j à  d a n s  l e s  é q u a 

t i o n s  ( a ' ) .  C e  s e r a i t  u n  i n c o n v é n i e n t  q u e  l ’ o n  é v i t e  c o m m e  i l  s u i t .

O n  p o s e  p o u r  u n  m o m e n t

(7') l 1 —  U 4 - T — t', w' —  bj' +  t — t';

l ’ e x p r e s s i o n  ( 5 )  d e  D  d e v i e n t

(5') D =  il-\- i’I ' 4- krn +  k !a>'+ ut,

c a r ,  s i  l ’ o n  r e t r a n c h e  ( 5 ' )  d e  ( 5 ) ,  o n  t r o u v e

o — (V— r) ( i  4- i' -4- k  +  k '+  u),

c o n d i t i o n  q u i  e s t  s a t i s f a i t e  d ’ a p r è s  ( 6 ) .

P o u r  p l u s  d e  c l a r t é ,  n o u s  m e t t r o n s  d e s  p a r e n t h è s e s  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  

d e  R t(0 p r i s e s  d a n s  l ’ h y p o t h è s e  o ù  D  e s t  m i s  s o u s  l a  f o r m e  ( 5 ' ) .

N o u s  a u r o n s

' d R li0\ d r
( 20' )

d<p' \.  àr  ) dcp'
4 -

d R i ,0 /' d R , , „ \ dr
(21') dd' ~ \ . dr ) w

4 -

c a l c u l o n s  d ’ a b o r d  —
r —

d9'
* ' )

,0 \ _j_ / d R t,

4-

dw

dR
dw

^ ] Î Î ^ ) + I £ ^ . c o S i " ,
J  J  d<p' 2  on 2  0 9 '

A ]  à ( r - 7') . i  
'  /  J à 9 ' 2

d R ,0 J dJ
- 3 - ^  COS -  3 3 7 ;

dn 2 d9'

p a r  l a  f o r m u l e  ( i 5 )  q u e  n o u s  t r a n s f o r m e r o n s  a u

m o y e n  d e  l a  r e l a t i o n

sin<p c o s ( t  —  9) —  cos 9' sin J 4 -  sincp' cos J c o s ( t ' —  9')
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c o n c l u e  d e  l a  f o r m u l e  ( t 6 )  ;  n o u s  t r o u v e r o n s

( 1 8 ' )  dQ' T  ̂ =  — ta n £  ^ simp' c o s ^ '— 9') — 2 sin2 £ . ·

L e s  f o r m u l e s  ( 20 ' )  e t  ( 2 1 ' )  n o u s  d o n n e r o n t  e n s u i t e ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e ( i 3 )  

e t ( r 8 ' ) ,

dRi,o
d<p'

s in (r '— 6') f dR1|0 
sinJ \ dr

i t  / r ¿il dit, 0
-  cos -  c o s( t '— 6') 
2 2 On

dR,,o
09'

sine
sin J

cos (d — 9') dRi.p
dx

1 J * » · / .  .I> dIt, rt
-  cos -  sin©'sin(T' — 9') ■ , ’
2 2 T ' On

- t
ta n g - simp'cosCT'—  0') +  2sin

- ? ] [
dR,,

01'
dR 1.0 V]

d « V J '

I l  n ’ y  a  p l u s  q u ’ à  p o r t e r  c e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( « ' ) ;  m a i s  

n o u s  r e v i e n d r o n s  e n  m ê m e  t e m p s  à  l a  p r e m i è r e  f o r m e  ( 5 )  d e s  a r g u m e n t s  D  d a n s  

l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  R ( ) 0 ; n o u s  a u r o n s  é v i d e m m e n t ,  p a r  l e  s i m p l e  r a p p r o c h e 

m e n t  d e  ( 5 )  e t  ( 5 ' ) ,

dRi,o\  dRi , 0 (  dR],0\  dR],o (  dRli0\  dit! ,0

Ot J  Od V dX' J  ~  0 1 ' 

e t  n o u s  t r o u v e r o n s  f i n a l e m e n t

dco' J  Ogs'

(RO

,  ,  J
, dd' m n 'a ' .> , dRi>0 1 m n a cos 2 dR, n

sina' -r- =  —, , ------shi(t' —  6') —d ? --------- ; ------------ cosfr' — 00
T dt ¡t' Y  i _  d* sin J 1 dd 2 ¡x' 1 } Or,

, , J
n'a' ta n g -  in

+  “  3 sin(T'— n  ( ^ !  +  â k A ,
P Y i — e'2 \ d/' Ovs' J

, , J
d(?' _  m n'a' dR«,. ' »*■  "  a C° S 2
dt f*' Y i —  e'2 sin J

n 'a ' tang -

—  c o s ( r '  —  9') H -----------;
¡n  t '  '  Ot ' 2 11Jdd 2 p sin(T'— 9')

dRi.o
dn

-  & 2 c o s ( ^ _  6 ' )  ^
¡j.' Y i —  e'2 '  \ d/' Ovs> ) '

1 3 2 .  N o u s  a l l o n s  é c r i r e  d e  n o u v e a u  l ’ e n s e m b l e  d e s  f o r m u l e s  a u x q u e l l e s  n o u s  

v e n o n s  d ’ a r r i v e r  ;  n o u s  ÿ  j o i n d r o n s  c e l l e s  q u i  d o n n e n t  d i ? '  d ’ a p r è s  l a  f o r 

m u l e  ( 2 8 )  d u  n °  7 5 ;  e n f i n ,  d a n s  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d e  R 0 , 

e t  R ( ) 0 ,  n o u s  f e r o n s  a v e c  L e  V e r r i e r

(22) e - simj1, e '—  simj/.
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D a n s  l ’ e x p r e s s i o n  d e  n o u s  r e m p l a c e r o n s  p a r  s a  v a l e u r  t i r é e  d e  l a  p r e 

m i è r e  d e s  é q u a t i o n s  ( A ) .

C e l a  p o s é ,  l e s  f o r m u l e s  ( A )  e t  ( A ' ) ,  ( B )  e t  ( B ' )  d e v i e n d r o n t

( C )

da
dt

de
dt

de
dt

dûs
dt

dtp
dt

. d d

sm<? T t

a 'R 0;1 =  ^  Ne'1 e"l'n f  cosD,

D =  i l  4 -  i '  V  4 -  k  w 4 -  k 'x ü ' +  u t ' ;

dR0,im' 0Ro,i2 ·— · na2 — . ,
[x 01

a y  a m'
dt2 p 01

m' , dR0 , m' , 4 iL 0Ro.i * cp . d6
=  — 2 —  na2 -  ’ 4----- «a cos ij; tang -  —-z------htang x sm<p -y-,

U .  ( j C t  Ll 2 C f &  2  C tC

m' na dR0, iL . i da

7  5 5 i î

m' na dR//fr ! O Lis L/At-O 1 ,  CP .  W-V/
— —  :------- r — 4- t a n g  —  s inœ  - r ,

p tangip Oe 2 1 dt
de

m' na,,<■ f  i dR0,i , J / d R 01  dR0 A l  ,
‘ ¡T  côüp |_ im J  ~ W +  m ë 2 \ W  +  “ ^ r J J  COS( T ~ 0)

« J R . , , , J  ( à R o , ,  ^  ¿ R o , . N

I m’ na J dR0,i .
COS------ 4 ^  Sin(T  — 0),— — ---  ------ r tua — —C—

2 jx cos ip 2 on 

m !  n a  f  i d R 0,i J  / d R 0 , d R 0 A l  · , o\
y  côîf | ¡EJ “5?"+ ,ang ; b r  + -sr) J sm<r-  8>
1 m' na J <JR0il . m
----------------r c o s -------- c o s ( t — 0 );
2 p  cosiJj 2 O n  '  ’

(C')

a! R il0=  ^  N,eAe'A'ïi-r cosD,

D =  i l  4- îv l' 4- k cü 4- k'us’ 4- u t' ;

<Aï '
e?i

de'
dt

de'
dt

dvs'
dt

dp'

dt

d e'

m , ,, dRi.o 
: 2 n'a12

p '  d r

m , ,, dRj ,o
2 — 71 a ~faT

d '2?' _ _ 3 ™  ^
¿/¿2 p '  O i

p' da' p

m n’ a' dRi,0 ___ i]/
2

m . . d/ dR,l0 . p' . ,777 » 'o 'cos+ 'tangi. +  tang i- sm<p' 
d̂t

p '  ta n g i ] /  ( te

m n'a' d R A  
p' tangij/ 0e'

m. n'a'

1,0 . i r i da'- ; - - a a g \ c m V — , w ,

p' .  ,  dd’
4- t a n g  — sintp

dt

"  r  ■ + u n g  t  +  ^ y n
cosij/ LsinJ Ot' 2 V àl' t̂b' J  Jp' cosij;

i m n'a'

c o s ( r ' — 6 ')

■----? -----n cos —  .2 p' cos 9' 2 dn
™ w' a' f  1 ¿R.,, i ta n - J ^ R l'°p' cos4/ LsinJ dr' ® 2 \  d/'

J dRj.o
s i n ( T ' —  Q'),

sinr d ï  =
dRi,
dru

ir )]  sin(A — 0')
1 m  rv af J  d R t 0
— 7 -----n cos-----3-^
2 /X COS 4/  2 OYJ

c o s ( t ; —  B ! ) .
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C ’ e s t  l a  f o r m e  e m p l o y é e  p a r  L e  V e r r i e r  d a n s  s e s  t h é o r i e s  d e s  a n c i e n n e s  p l a 

n è t e s .

1 3 3 .  I l  n ’ y  a u r a  a u c u n e  d i f f i c u l t é  à  f o r m e r  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d e  R 0, i  e t  

R )>0 e n  p a r t a n t  d e  l e u r s  d é v e l o p p e m e n t s  q u i  v i e n n e n t  d ’ ê t r e  r a p p e l é s  e n  t ê t e  d e s  

f o r m u l e s  ( C )  e t  ( C ' )  ;  i l  y  a  l i e u  c e p e n d a n t  d e  d o n n e r  q u e l q u e s  e x p l i c a t i o n s  p o u r

c e  q u i  c o n c e r n e  e t  - ^ r ·  O n  t r o u v e  i m m é d i a t e m e n t

( 2 3 )

, dR0,, v 1 dN . ... f _ 
da ¿ d  da ’da

,2 dR|,0
da'

da

, d N '
1 da'

, —  N' ) ehe'h'-(\f cosD.

a'
C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  a ' R ,  =  , e t  f a i s o n s

(2^) a 'R !—  ^  N|ehe,h'i\f co s l) .

I l  r é s u l t e  d e s  f o r m u l e s  ( 4 i )  e t  ( 4 0  d u  n °  1 2 4  q u e  l ’ o n  a

N = = N l  +  Q « ,  N '  =  N ,  +  Q ' ^ ,

o ù  Q  e t  Q '  s o n t  i n d é p e n d a n t s  d e  a  e t  a ' .  O n  e n  t i r e

dN dN,
a d ^ = a l ï  +  Q " ' ’ a' Â ^ - a'-Ânf

, dN' , dN,1 __  —  rt' __1
da' da'

L a  f o n c t i o n  N ,  é t a n t  h o m o g è n e  e t  d e  d e g r é  z é r o ,  o n  a

i l  e n  r é s u l t e

, dN, dN,
a' -r—r — — a -r— : 

da' d a J

i dN' dNi , T m  «
a = - a ~  - Ni +  Q ^ rda

L e s  f o r m u l e s  ( 2 3 )  d o n n e n t  e n s u i t e

aa1
( 2 5 )

, ôRm  _  v  ( „  n  fl
da = = 2 ( a ^ + Q ^ ) e V / i ' Y ) / c o s I ) ’

^  =  2  ( -  “  t î  -  N· + Q ' y )  e V *v  cosD '

O n  e s t  a i n s i  r a m e n é  a u  c a l c u l  d e
dN,
da
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O r  o n  a  v u  a u  n °  1 2 3  q u e  N ,  e s t  d e  l a  f o r m e  

(  26 )  ' N t  =  V < ' · ’  a! A « >  4 -  V (/ ’ a! A (/> 4 -  V  ÿ »  a! k f  4 - . . .  ;

V ( ; ) ,  - Y ' / ’ ,  . . .  s o n t  d e s  c o e f f i c i e n t s  i n d é p e n d a n t s  d e  a  e t  a'·,  A (y) e s t  l ’ u n e  d e s  

f o n c t i o n s  A ( ; ) ,  0 J), D (7) d é f i n i e s  a u  n °  1 0 4 ;  o n  a  f a i t  e n  o u t r e

O n  e n  t i r e

( 27)

A f  -
a n

i . 2 . . . n

d k T a ’* - 1 d * A M
d a I . 2 . . . ( « - - 1 )  d a n

d k f  _
d a

n k f  4- ( n 4 - i ) A ^ .

+
d 'l+ l  A (y) 

d a ' l+ l  ’

L e s  f o r m u l e s  ( 2 6 )  e t  ( 2 7 )  d o n n e n t  f i n a l e m e n t

(2 8 ) a  = y W ) « ' A (/> +  V ' / V A 1/ 1 4 -  a f l ' A ÿ 1] 4 - V ÿ > [ a a ' A ‘/> -h 3 a ' A 1/ ’] + . . . .

O n  v o i t  a i n s i  q u e  l e  c a l c u l  d e  ~  s e  t r o u v e  r a m e n é  à  c e l u i  d e s  f o n c t i o n s  A “ ’ ,  

B ‘f ,  . . . ,  c a l c u l  q u i  s e r a  f a i t  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( T )  d u  n °  1 1 5 .

T .  — 1 . ' 42
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.  C H A P I T R E  X X .

PERTURBATIONS BU PREMIER ORDRE DES ÉLÉMENTS ELLIPTIQUES.

1 3 4 .  N o u s  a d o p t o n s  l e s  n o t a t i o n s  t r è s  c l a i r e s  e m p l o y é e s  p a r  L e  V e r r i e r  d a n s  

l e s  t o m e s  I I  e t  X  d e s  A n n a le s  d e  V O b servatoire.

N o u s  n o u s  o c c u p e r o n s  d ’ a b o r d  d e  l a  p l a n è t e  P ,  e t  n o u s  p a r t i r o n s  d e s  f o r 

m u l e s  ( C )  d u  n °  1 3 2 ;  n o u s  p o s e r o n s

(«)

dt

duA» 
dt

d<$
dt

m' d R 0, i2 ·—  na‘ — rvp-j 
¡JL OA

d 2K  0 m ' ,  d R 0, i
=  — 3 —  n a ~~rT~’ dt2 p  dk

m'
2 —  na2 

P
dRo.i 

da ’

II m' , dRo i 
—  na cosy —
[X* T de

m' na cos 41 <?R0,i dÇ _ i ni'
J

na cos -
2 <JR0,

P e dco dt 2 ft cosij/ àn

dë i m' na i dR0,i
dt 2 p

r  cos
J , n
-  cosy

d V _ _  m' " atan ga / ¿R0|1 dR0,A
dt p cos \ d l du )

N o u s  f e r o n s  d e  p l u s
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PERTURBATIONS DU PREMIER ORDRE DES ÉLÉMENTS.

a l o r s  l e s  f o r m u l e s  ( C )  d u  n °  1 3 2  n o u s  d o n n e r o n t

3 3 i
j

(b).

( C )

^  = - 2 B m ^  iN e'V *'·//sinD ,

æ  A 
dP

i/eAs
dt 

d§

3 B/i2 ^  iNe'V^'Y)/sinD, 

z B n  y  a ~  ehe',l'r)f  cosD, 

—■ — B « cosí]; y  ^Ne^-y^'v/cosD,

d<%
— B n cosij' 7 ,  Â N e ^ -y ^ 'r/s in l),

dQ
dt

dG
dt

lî JB «  cos -
----------------- î—  " V  f H e h e'h'-t]f-1 c o s D ,
2 c o s i p

-------------------------- Y  ¿ í N e ^ V “ 1 s i n l ) ,2 J ,
COS -  COSiL·

2 T

c?V B n tan S â
I dt C O Sl j'

^  ( î +  Âr)NeAe'/i,Y)/ sinD;

<f a  d} 9  d 1 A

d t  d t  ’ ¿/¿2 d p  ’

d t  d X  , di cp . dQ
d t = ~ d i  +  M K  rfF+ , , D s ï s,n<' 3 ï ’
de dcS iL i
^  =  ^ - tan gï C0S^ ^ ^ ’

¿fc dS x a» . d9 
t - j-  =  —,— h e tang -  sin <p - r  ?

rftp _
dt

de
s i n œ - r - =  c o s  (t — d )

• / / m / ^  d V Y
s,n < ' - s > J + C0S< ' - <,> ( *  + * }

c?<? ■ / /î/5  </VA

P o u r  l a  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n  p a r  r a p p o r t  a u x  m a s s e s ,  d ’ a p r è s  c e  q u i  a  é t é  

d i t  a u  n ° 7 1 ,  i l  f a u t  r e m p l a c e r ,  d a n s  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( b )  e t  ( c ) ,  

l e s  é l é m e n t s  a , e ,  . . . ,  a ',  ë ,  . . .  p a r  d e s  c o n s t a n t e s  a 0, e 0 ,  . . . ,  <z'0 ,  e'0 ,  . . .  ;  c e  

s e r o n t  d o u z e  c o n sta n te s  d 'in té g r a tio n ,  d o n t  l e s  v a l e u r s  d e v r o n t  ê t r e  d é t e r m i n é e s  

u l t é r i e u r e m e n t  p a r  l a  c o m p a r a i s o n  d e  l a  t h é o r i e  a v e c  l e s  o b s e r v a t i o n s ;  l e s  c o n 

s t a n t e s  n 0 e t  n 0 d é p e n d r o n t  d e  a ü e t  a '  p a r  l e s  r e l a t i o n s

re*a{¡ =  f(H -/w ) =f/ui, «'02 a'03 =  f( i  +  m') =  fjji'.
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332 CHAPITRE XX.

O n  a u r a  e n s u i t e

^ 0 = r t 0 i 5 + £ 0 + T ¿  — To, ¡o —  wo l >

D0 =  (i« o+  i'n '0) t  +  is 0 +  ¿ V 0 +  k & 0 +  k'rn '0 — (* +  / f ) T o — ( * '+  ^ ' ) T o·

E n  c a l c u l a n t  £ 0 ,  A 0 ,  . . . ,  V 0 p a r  l e s  f o r m u l e s  ( b ) ,  o n  a u r a  à  e f f e c t u e r  d e s  q u a 

d r a t u r e s  q u e  l ’ o n  c a l c u l e r a  c o m m e  i l  s u i t  :

1 3 5 .  P o u r  a b r é g e r  l ’ é c r i t u r e ,  n o u s  o m e t t r o n s  l e s  i n d i c e s  z é r o ,  e n  n o u s  r a p p e 

l a n t ,  b i e n  e n t e n d u ,  l a  s i g n i f i c a t i o n  d e  a , e ,  . . . ,  a ',  e ' ,  . . . ,  q u i ,  d a n s  l e s  s e c o n d s  

m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( b )  e t  ( c ) ,  s e r o n t  d e s  c o n s t a n t e s  d ’ i n t é g r a t i o n .

N o u s  p o s e r o n s

e t  n o u s  t r o u v e r o n s

# =  B c o s í  V  Ne/l" 1e'/i'ïi/ sinD,
* 7 _l_ I1 U

(d)

n JB cos -

c o s  -  c o s i  
2 T

IJ tu  l J çj · »

V  =  -  ------------^  y - i ± i - N e A c ' * ' f l / c o s D .r*rid di Z_J i i - i ' m

B tang -rt

COS ^ J m d i - t - i ' v
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PERTURBATIONS DU PREMIER ORDRE DES ÉLÉMENTS. 3 3 3

O n  v o i t  q u e  c e s  v a l e u r s  d e  £ ,  A ,  . . . ,  Y  s o n t  d e  l a  f o r m e

(«)

- C = £ A cosD, 

9  =  2 ] E co sI) ’ 

S  = :  ^  G c o s D ,  

V =  2 ] U c o s D ,

A =  ^  L sinl), 

X  =  ^  C sinD, 

§  =  £ P s in D ,  

(j =  £  TsinD .

O n  a  l e s  e x p r e s s i o n s  a n a l y t i q u e s  d e s  c o e f f i c i e n t s  A ,  C ,  . . . ,  U  q u i  c o r r e s p o n 

d e n t  à  c h a c u n  d e s  a r g u m e n t s  D ,  e t  l ’ o n  p o u r r a  c a l c u l e r  l e u r s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  

q u a n d  o n  c o n n a î t r a  c e l l e s  d e s  c o n s t a n t e s  a , e , . . .  .

O n  t r o u v e r a  l ’ o r d r e  d e  c h a c u n  d e s  c o e f f i c i e n t s  A ,  C .................... e n  f a i s a n t  l a  s o m m e

d e s  e x p o s a n t s  d e  e , ë  e t  y ] d a n s  c e s  c o e f f i c i e n t s ;  c a r  n o u s  c o n s i d é r o n s  t o u j o u r s  

e , ë  e t  y ] c o m m e  d e  p e t i t e s  q u a n t i t é s  d u  p r e m i e r  o r d r e .

P e u t - ê t r e  c o n v i e n t - i l  d e  r e m a r q u e r  q u ’ i l  r é s u l t e  d e  c e  q u i  a  é t é  d i t  a u  n °  1 2 6  

q u e  l e s  e x p r e s s i o n s  c i - d e s s u s  d e  £ ,  A ,  . . . ,  Y  n e  d é p e n d e n t  e n  a u c u n e  f a ç o n ,  n i  d e  

l a  p o s i t i o n  d u  p l a n  f i x e  d e s  x y , n i  d e  l ’ o r i e n t a t i o n  d e  l ’ a x e  d e s  x  d a n s  c e  p l a n .

N o u s  f e r o n s  e n c o r e  o b s e r v e r  q u e  l ’ o n  c o n c l u t  d e s  d e u x  d e r n i è r e s  f o r 

m u l e s  ( d ) ,

U
G =  2

i +  k  

u
sin2

J
2

d e  s o r t e  q u e ,  s a u f  l e  c a s  d e  u  =  o ,  l e s  d i v e r s  t e r m e s  d e  Y  s e r o n t  b e a u c o u p  p l u s  

p e t i t s  q u e  l e s  t e r m e s  c o r r e s p o n d a n t s  d e  s .

L e s  é q u a t i o n s  ( c )  d o n n e r o n t  e n s u i t e

(/ )

Ai or =  -C, <hp =  A,

8, s —  JL 4- §  tang -  +  tang 2  sin cp 9,
2 2

l  =  p H-

<5, e —  9  — tang -  cosJ; — ,
2 T 2 a

e§iTB =  g h-  étang |  sincp 3, 9,

^ 9  =  — Ç s in (r —  9) -h (G +  V )co s(r  — 9), 

sin<p 5, 9 =  +  g  cos ( t —  9) +  (E +  V) sin(r —  9).

S i  l ’ o n  r e m p l a c e  d a n s  c e s  f o r m u l e s  l e s  q u a n t i t é s  £ ,  A ,  . . . .  Y  p a r  l e u r s  v a 

l e u r s  ( e ) ,  o n  a u r a  l e s  e x p r e s s i o n s ,  a n a l y t i q u e s  o u  n u m é r i q u e s ,  d e s  in é g a lité s  

p é r io d iq u e s  d u  p r e m ie r  o rd re  d e s  é l é m e n t s  d e  l a  p l a n è t e  P .
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CHAPITRE XX.3 3 4

D a n s  l e  c a s  o ù  l e  d i v i s e u r  i  -+ - i ' v  q u i  f i g u r e  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( d )  e s t  t r è s  p e t i t ,  

o n  a  l e s  i n é g a l i t é s  à  l o n g u e s ,  p é r i o d e s  d o n t  i l  a  é t é  q u e s t i o n  a u  n °  7 4 .

R em a rq u e.  —  O n  a u r a i t  p u  c a l c u l e r  S ,  p  p a r  l a  f o r m u l e

e l l e  a u r a i t  c o n d u i t  a u  m ê m e  r é s u l t a t  q u e  c e l u i  q u e  n o u s  a v o n s  t i r é  d e  l ’ é q u a 

t i o n

1 3 6 .  L e s  f o r m u l e s  ( d )  c e s s e n t  d ’ ê t r e  a p p l i c a b l e s  l o r s q u e  i  e t  i  s o n t  n u i s  

s i m u l t a n é m e n t ,  c a r  a l o r s  l e  d é n o m i n a t e u r  i  - t -  i 'v  e s t  é g a l  à  z é r o .

D a n s  c e  c a s ,  i l  f a u t  r e m o n t e r  a u x  e x p r e s s i o n s  ( b )  e t  l e s  i n t é g r e r  a p r è s  y  

a v o i r  f a i t  t  =  o ,  i ' =  o ,  e t  e n  r e g a r d a n t  D  c o m m e  u n e  c o n s t a n t e .  S i  n o u s  c o n 

s i d é r o n s  l ’ e n s e m b l e  d e s  t e r m e s  d e  l a  f o n c t i o n  a ' R o . t  p o u r  l e s q u e l s  ¿ =  ¿' =  0 ,  

t e r m e s  q u e  l ’ o n  a p p e l l e  sécu la ires,  c o m m e  n o u s  l ’ a v o n s  d é j à  d i t  a u  n °  7 3 ,  n o u s  

a u r o n s

P o u r  s i m p l i f i e r  l ’ é c r i t u r e ,  n o u s  e m p l o y o n s  i c i  l e s  m ê m e s  l e t t r e s  N ,  h , h ',  f ,  

k ,  k ',  u ,  q u e  p r é c é d e m m e n t .

C e l a  p o s é ,  n o u s  t i r e r o n s  d e s  f o r m u l e s  ( b ) ,

a 'R M =  N ehe'h'n-f cosD, 

D =  /cco -H Âr'nj'-t- u·:’.

I £_= o, A  =  o,

X  =  —  2B nt ' ^ a  ^  ehe'h'v f  cosí), 

§ =  B/Ucos4< ^  hN eh- 1e',l'nJ’ cosD,

LS '=  B/t^cos^ ^  k ’Ne/i- l e'h'n-f sinl),

COS -  COSdjo *2
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PERTURBATIONS DU PREMIER ORDRE DES ÉLÉMENTS. 3 3 5

N o u s  a u r o n s  e n s u i t e ,  p o u r  d é t e r m i n e r  l e s  v a r i a t i o n s  s é c u l a i r e s  d u  p r e m i e r  

o r d r e  d e s  é l é m e n t s  d e  l a  p l a n è t e  P ,  l e s  f o r m u l e s  s u i v a n t e s  :

0, CL — . O, (5, p —  O,

§i l  —  =  J U  -+- # t a n g  ^  -+- t a n g  -  s i m p 3 , 0 ,
2 2

d1e — (¡H,

=  ¿ f - t - e  t a n g  ^  s i n t p  3 , 0,

§i <p = — Ç sin (t — 0) +  (S +  V) c o s ( t  — 0), 

cp dt 8  —  -+- ij’ cos ( t  —  8 )  -t- ( G +  V) sin ( t  — 0).

O n  r e t r o u v e  l e  r é s u l t a t  d u  n °  7 3  :  d a n s  l a  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  l e  g r a n d  a x e  

n ’ a  p a s  d ’ i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s ,  t a n d i s  q u e  l e s  c i n q  a u t r e s  é l é m e n t s  e ,  e ,  w ,  <p, 0 

e n  s o n t  a f f e c t é s .

I l  s e r a  f a c i l e  d e  c a l c u l e r  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( g )  e t  ( A )  l e s  v a ria tio n s  a n n u elles  

d e  c e s  c i n q  é l é m e n t s ;  i l  s u f f i r a ,  e n  e f f e t ,  d e  f a i r e  t  —  i ,  e n  s u p p o s a n t  q u e  n  e t  n ' 

s o i e n t  e x p r i m é s  e n  p r e n a n t  l ’ a n n é e  j u l i e n n e  d e  3 6 5 * ,  2 5  p o u r  u n i t é  d e  t e m p s .  O n  

t r o u v e r a  c e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  p o u r  l e s  a n c i e n n e s  p l a n è t e s  d a n s  l e  t o m e  I I  d e s  

A n n a le s  d e  V O b serva to ire d e  P a r is ,  p .  i o o  e t  1 0 2 .  I l  f a u t ,  b i e n  e n t e n d u ,  f a i r e  l a  

s o m m e  d e s  v a l e u r s  o b t e n u e s  e n  c o m b i n a n t  l a  p l a n è t e  P ,  d ’ a b o r d  a v e c  P ' ,  p u i s  

a v e c  P " ,  —  ·

S i  l ’ o n  f a i t ,  p o u r  c h a c u n  d e s  é l é m e n t s ,  l a  s o m m e  d e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  e t  

s é c u l a i r e s  d o n n é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( / )  e t  ( A ) ,  o n  a u r a  l ’ e n s e m b l e  d e s  i n é g a 

l i t é s  d u  p r e m i e r  o r d r e .

1 3 7 .  O c c u p o n s - n o u s  m a i n t e n a n t  d e  l a  p l a n è t e  P ' .

N o u s  n o u s  b o r n e r o n s  à  r e p r o d u i r e  l e s  f o r m u l e s  s a n s  e x p l i c a t i o n ,  v u  q u ’ e l l e s  

s o n t  t o u t  à  f a i t  a n a l o g u e s  à  c e l l e s  q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ o b t e n i r .

N o u s  p o s o n s

/

(«')

II

ÿ
l* m 

2 — 
P

, ,« <ÎR,,.
n a dt' ’

<PM 
dt2

3 m n t ¿R.,o — n'2a' —jTf-j 
/P àl'

clX'
dt

m 
2 — 

P
n'a!' ^ Î V ’

oa'
d§' _  
dt

m , . .. <?R,i0 
n 'a 'cos'll ■ , > 

g 1 T de1

d<S' m n’ a' cos4*' ffRi.o dQ' _ I
, , J

n’ a' c o s -  1T> 
m 2 <m1>0

dt p' e' dm' J dt 2 /P cos i|/ dri

d&
dt

( p )

1 m
2 y!

cos -  cosd/ 
2 T

dRuo dV'__
, „  J  n!a  tang -m 2 i( dRi,o

àz’ ; dt [J.1 COS<J/ V, àl'

m n' =: — V =  B\jP n P

¿Ri,o
dm' >
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3 3 6 CHAPITRE XX.

L e s  f o r m u l e s  ( C ' )  d u  n °  1 3 2  n o u s  d o n n e n t

(*')

 ̂ = — B 'na! ^  i'N'ehe'/l'T]·!’ sinD,

<£_A' 
dt~ =  3B 'nn ' ^  ï'N 'eAe '* V  sinD,

=  aB 'n  y  fa  + N f̂  e,let,l'r\f cosl),

d ï '
dt

dW
dt

=  B'n cos^' ^  h'W ehe'h'~l -(]f cosl), 

=  B'ncos<|/ ^  / c ' N ' s i n D ,

B'/i cos -
~  ^ / N ' e /tew Y)/-1 cosD,dtf_ _  i

<5̂  2 COSlJ/

¿ E  - i  -----^ -----V  « N e ' ^ V - 1 sinD,
dt i  J ., ·“

c o s  -  COSlJ/

d T
dt

B'/i tang -
. c t -  2  (i' +  k')W ehe'à'f]f  sinD;

da! _ d ^  d *p '_ « P A /
dt dt 

d&' dX/

d i2 di2

dt
d/ d f  , «/ . , tfô.'

~dt +  tang 2 ¿F  +  lang a Sincp d? ’

(*')

de' rf«' t f  ,, i 
Tit ~ ~ d t  —  tans  .  C0SI  "^T’

, c fo '_«Cf1
dt dt

<a' . . d9’+  e'tang^- sin<f

d<|/
s in  ( t ' —  Ô')

rfiï' , , fd &  d V '\

. , dd’
Sin<P dt

71
C O S (T f —  0 ')  1 J

4 l' ■ sin(T'—  B') (
d V '\ 
dt J
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PERTURBATIONS DU PREMIER ORDRE DES ÉLÉMENTS.

O n  t r o u v e r a  s a n s  p e i n e ,  e n  p a r t a n t  d e s  f o r m u l e s  ( b 1) ,

·£/ =  2 B 'a ' "V -—— ~i W ehe'h'r]f  cosD,■ dwi. ¡ +  ('v

A ' = — 3B'v ^  N 'e V AV s in D ,

JU'= 2B' V  - A t-  ( « Æ  + N ,V le'/iV s in D ,
i -+- i'v \  aa J

§' =  B' cosd/ V  A - . -  sinD,
T l  -+- V  V

( i f  )  \ « '  =  —  B ' c o s i J /  2  T l f  ^  N ' e ^ e ' * ' " · 1^ c o s D ,

B 'co s  -

(/' -  I’’ 2 COS 4>
---------  “ y  A _ _  N ' e V * V - ‘ sinD;
2 COS J/ -A J ! + n

G'

V '= -

A ----- - y  - r - A r  NeAe'A' ï / - ‘ cosD,
J ¿ d  1 +  i'v2 J .

COS -  COSlJ/

B' lang -  ,,
2 «'-t- k  - , , , , , , ,  _

------- r-,— >, t----N'eAe,A r)/ cosD.
-U  ¡ +  n

337

COS lj/

L e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  d e  l a  p l a n è t e  P '  s e r o n t  d é t e r m i n é e s  p a r  l e s  f o r 

m u l e s

(/ ')  ’

î, 3l P

ôte' =  «A»'H-¿P tang -1- tang sin<p'ôi0',

= â 1p, +  â1£',

j/ j“'
â, e' —  — tang -J- co s d/ A ,

2 T 2 a '

§ ' -i-e'lang ï- sin<p'3,0',

0,9' =  g' sin ( t' -  0' ) -  ( G' ■-+- V' ) cos ( t' — 0' ),

sincp' i , 0 ' — g'cos(T' — 0') — (6'+  V') sin(T '- 0').

O n  a u r a  e n f i n ,  p o u r  l e  c a l c u l  d e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s ,

a 'R 1;0 =  £  N'eAe'AV  cosD,

D =  ktù -+- k’ m' -t- ut'

T. -  I. 43
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CHAPITRE X X .

(<?')

( A ' )

=  o, A '=  o,

X '=  2 B 'n i 2  ^  + N 'j  e '^ 'r / c o s B ,

— B'ni cost];' ^  h ' N '  e /te ' /i'~ i rj- ĉosD,

® '=  B 'n i c o s ^ '^  A 'N W '^ n / s i n D ,

J
cos -
-----Ï7 y/N 'fi/'e,*'n/-‘ cosD,
COSi]/ X J · 7

(?' =  -  B 'n i

G ' = - B ' « i ·  1
J

COS -  COS il·' 
2 T

,  Jtang -

^  u N' eh e,h'n^~l sin T),

V ' =  B 'n i ----- V ( î' + A·') N 'e V AV s in D ;
COS i]/ ^

$!«' =  O, â[p' =  0,

a, V —  5, s '=  X /-h tang -+- tang sin<p' â, 5',

a.e' = $ ',

=  §' -+- e' tang ^  sin c p ' 9',

S t ? '  =  t,’ ' s i n ( T ' - 0 ' ) - ( 5 ' 4 -  V ' ) c o s ( t , - Ô ' ) i

sinip'ôjô' = — (j' cos(t' — 6') — (S '+  V')sin(r '~ 8 ').

L e  l e c t e u r  t r o u v e r a  u n e  a p p l i c a t i o n  t r è s  d é t a i l l é e  d e s  f o r m u l e s  c i - d e s s u s  d a n s  

l e  t o m e  X  d e s  A n n a le s  d e  V O b serva to ire d e  P a r is ,  p o u r  J u p i t e r  e t  S a t u r n e .  L e s  

T a b l e a u x  n u m é r i q u e s  d o n n a n t  l e s  v a l e u r s  d e s  q u a n t i t é s  A ,  L ,  . . . .  T  y  o c c u p e n t  

l e s  p a g e s  i x o  à  1 2 5 ;  l e s  p a g e s  12 7  à  142  s o n t  r e m p l i e s  p a r  l e s  T a b l e a u x  q u i  

r é p o n d e n t  a u x  f o r m u l e s  ( / ) .  L e s  d o n n é e s  c o r r e s p o n d a n t e s  p o u r  S a t u r n e  s e  

t r o u v e n t  d a n s  l e  m ê m e  v o l u m e ,  p .  i 4 5  à  x 6 3  e t  p .  16 4  à  t 8 3 .

1 3 8 .  O n  p e u t  p r é s e n t e r  s o u s  u n e  f o r m e  u n  p e u  d i f f é r e n t e  l e  c a l c u l  d e s  p e r 

t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e  ¡p e t  0,  <p' e t  0' .

O n  a  t r o u v é

j ôjcp — — g sin (t —  9) -+- (5  -+- V) cos(t — 9),

 ̂  ̂ I siiKpSj 8 =  +  (feos (t —  8) -t- (G +  V) sin (t — 8).

S u p p o s o n s  q u e  l ’ o n  c h a n g e  d e  p l a n  f i x e  e t  q u e  l ’ o n  a d o p t e  l a  p o s i t i o n  d u  p l a n  d e  

l ’ o r b i t e  d e  l a  p l a n è t e  P '  à  u n  m o m e n t  d o n n é  t 0 ;  n o u s  s a v o n s  q u e  l e s  q u a n t i t é s

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



perturbation s du prem ier  ordre des élém en ts. 339

&  e t  V  n e  s e r o n t  p a s  a f f e c t é e s  p a r  c e  c h a n g e m e n t .  O n  a ,  e n  g é n é r a l  ( f i g .  2 1 ) , -  

N G  =  t  —  0 ;  à  l ’ é p o q u e  i 0 ,  l e  g r a n d  c e r c l e  N ' G  e s t  c o u c h é  s u v x y ;  o n  a  N G  =  o . L a

q u a n t i t é  t  — 0 ,  q u i  e s t  a i n s i  n u l l e  à  l ’ i n s t a n t  t 0, s e r a  p e t i t e ,  d e  l ’ o r d r e  d e s  m a s s e s ,  

à  l ’ é p o q u e  t .  C o m m e  i l  s ’ a g i t  i c i  d e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  o n  p o u r r a  

f a i r e ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 2 ) ,  t  —  0 =  o  e t  s i n  9  =  s i n J .  L e s  v a l e u r s  c o r r e s p o n 

d a n t e s  d e  S ,  <p e t  S ,  0 s e r o n t  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d e  l ’ i n c l i n a i s o n  e t  d u  n œ u d  a s c e n 

d a n t  d e  l ’ o r b i t e  d e  P  s u r  l e  p l a n  p r i m i t i f  d e  l ’ o r b i t e  d e „ P ' ,  q u a n t i t é s  q u e  n o u s  

d é s i g n e r o n s  p a r  <D e t  0 ;  a i n s i

C e s  é q u a t i o n s  o f f r e n t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  p h y s i q u e  i n t é r e s s a n t e  d e s  q u a n t i t é s  

G  +  Y  e t  Cj\

L e s  f o r m u l e s  ( 2 ) ,  e n t e n d u e s  d a n s  l e u r  a n c i e n n e  g é n é r a l i t é ,  p o u r r o n t  s ’ é c r i r e

Fig. ai.

0 =  ^N.

L e s  f o r m u l e s  ( 2 )  d o n n e r o n t  d o n c

<5 , $  =  s  H- V ,  s i n  J  5 , 0  =  (j.

(/)
S,<p — cos(r — Ô) ¿[i» — sin ( t  — 6) sin J <5, 0 , 

sintpät ô =  sin (v — 0) -t- cos ( t  — Q) sin J <5t0 .

S i  l ’ o n  a  é g a r d  a u x  e x p r e s s i o n s  ( d )  d e  q ,  s  e t  Y  e t  q u e  l ’ o n  p o s e '

( 3 )

o n  p o u r r a  é c r i r e  l e s  f o r m u l e s  ( i )  c o m m e  i l  s u i t  :

<h<t» =  JC K cosD, sin J 0 ,0  ~  y] H sinl).
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E n  p o r t a n t  c e s  v a l e u r s  d a n s  ( y ) ,  i l  v i e n t

1? =  2  K;cos(D H- T —  9) —  ^  -  2 ^  cos(D — T +  9), 

' = 2

TT -  K

(0
sintpô10 =  2 u ^  ^  sin (D +  t —  9) +  ^

H - K  .
-------- sin (D — t H- 9).

O n  o b t i e n d r a  a i n s i  l e s  d i v e r s e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e  <p e t  

d e  0 .
#

O n  s a i t  q u ’ à  u n  a r g u m e n t  d o n n é  D ,  d a n s  l e q u e l  l e  c o e f f i c i e n t  d e  -ri e s t  u ,  c o r 

r e s p o n d e n t  l e s  v a l e u r s  —  u ,  —  u  +  2 ,  —  u  -+ - 4 ,  · · · d e / ;  s i  l ’ o n  p e u t  n é g l i g e r

s i n 2 i  d e v a n t  l ’ u n i t é ,  i l  s e r a  p e r m i s  d e  f a i r e / —  —  w ;  l e s  f o r m u l e s  ( 3 )  d o n n e 

r o n t

II =  -  -  J L  -v- A ï-  e h e " 1' yj/-« =  K :2 COS IJ) 1 +  i v

l e s  e x p r e s s i o n s  ( / )  s e  s i m p l i f i e n t  e t  d e v i e n n e n t

(4 ) ô,<p =  ^  II cos(D -+- r — 9), sinç §l 9 =  ^  II sin(D -1- t — 0);

l e s  f o r m u l e s  ( k )  d e v i e n n e n t ,  d a n s  l a  m ê m e  h y p o t h è s e ,

(£,) ¿V® =  H cosD, sin J ôt0  =  ^  H sinl).

O n  v o i t  q u ’ o n  p a s s e  d e  ( k , )  à  ( / ,  )  e n  r e m p l a ç a n t  s i m p l e m e n t  D  p a r  D  -+- t  —  0 .

S i  l e s  f o r m u l e s  ( 7 ,  )  e t  ( / c ,  )  n e  s o n t  p a s  e n t i è r e m e n t  r i g o u r e u s e s ,  e l l e s  d o n n e n t  

d u  m o i n s ,  s o u s  u n e  f o r m e  t r è s  s i m p l e ,  l e s  p a r t i e s  l e s  p l u s  i m p o r t a n t e s  d e  S ,  cp 

e t  S, ô .

D a n s  s e s  t h é o r i e s  d e s  d i v e r s e s  p l a n è t e s ,  L e  Y e r r i e r  c a l c u l e  l e s  i n é g a l i t é s  

p é r i o d i q u e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e  <p e t  G p a r  l e s  f o r m u l e s  (/<c)  e t  ( / ) .

F a i s o n s  l e s  m ê m e s  m o d i f i c a t i o n s  p o u r  l a  p l a n è t e  P ’ .

S o i e n t  e t  0 '  l ’ i n c l i n a i s o n  e t  l a  l o n g i t u d e  d u  n œ u d  a s c e n d a n t  d e  l ’ o r b i t e  d e  

P '  p a r  r a p p o r t a  l a  p o s i t i o n  q u ’ o c c u p e  à  l ’ é p o q u e  t 0 l e  p l a n  d e  l ’ o r b i t e  d e  P .

O n  t r o u v e r a

(t') sin J §l &' = Ç ';  ■

e n  p o r t a n t  c e s  e x p r e s s i o n s  d a n s  l e s  f o r m u l e s

<4 /  =  fj' sin (ri — 9') — (5 ' +  V') cos (ri —  9'), 

sin/ât 9' — — Ç' cos (ri — B') — (S'-t- V') sin (ri — 9'),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PERTURBATIONS DU PREMIER ORDRE DES ÉLÉMENTS. 34

o n  a u r a

v ( â,<p' = —  cos(t' — 9') sin ( t '  — 9') sinJdj©',

( sin f râ, 9' — — sin(T'— 9') djO' —  cos(t' — 9') sinJ<5i©'.

O n  p o u r r a  p o s e r

(*') (51$ ' =  2 1 ]K,cosJ)’ s i n H e ^ ^ H ' s i n D ;

o n  e n  d é d u i r a

(H
» . ? ' = - 2

sin cp' <5, 9' — — y

H '+ K ' V Î F - K '  , n .
-------- cos (D +  t'— 0').+  Z j ----------cos (D — r  +  9' ) , ,2 M&k 2

i r + K '  .
■ sin(D+T'—  9' ) —  2

IF — K'
i i - ^ s i n f D - T ' + f l ' ) ·

1 3 9 .  I l  n o u s  f a u t  d o n n e r  e n c o r e  l e s  f o r m u l e s  q u i  p e r m e t t e n t  d e  c a l c u l e r  l e s  

p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e  t '  e t  y ] ,  q u a n t i t é s  q u i  f i g u r e n t  e x p l i c i t e m e n t  

d a n s  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  d e s  f o n c t i o n s  p e r t u r b a t r i c e s ;  l a  c o n n a i s s a n c e  d e  c e s  

p e r t u r b a t i o n s  e s t  t r è s  u t i l e  p o u r  l e  c a l c u l  d e s  i n é g a l i t é s  d u  s e c o n d  o r d r e .

L a  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 1 2 )  d u  n °  1 3 0  d o n n e  d ’ a b o r d

d j  / z,. dtp , d9 . . dtp' d&=  c o s( t — 9) 4- sin ( t — 9)sintp — c o s(t  — 9') — sin (z '— 9') sin9

e n  r e m p l a ç a n t  ^  e t  ^  d ’ u n e  p a r t ,  ^  e t  ^  d ’ a u t r e  p a r t  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( c )  

e t ( c ' ) ,  o n  t r o u v e  a i s é m e n t

w  d t  [de  ^  d t  J ^  \ d t  ^  dt  J

O n  p e u t  e n s u i t e  m e t t r e  l a  t r o i s i è m e  d e s  f o r m u l e s  ( 1 2 )  d u  n °  1 3 0  s o u s  c e t t e  

f o r m e

. , dz' . . d ®  . a. . d9 . . .  . d tp '

SmJ r Ü = -  SU‘ (T -  ^  dt +  C0S1(T'“  d) S,D? Â  + S in  1[X 9 ] -dtdt dt

( 5 ) cos(z '— 9') sin9' ^  —  (1 — cosJ) s in (v '— 9') ^2-

-+- [sin9, cos(r/— 9’ ) —  sin9 cos(r — 9) +  sin J]
dff_
dt

dG , dC'
L e s  q u a t r e  p r e m i e r s  te r m e s  d u  s e c o n d  m e m b r e  s e  r é d u i s e n t  à  ^  +  — ■

, , , , , do d9 do* d9' , , . .
q u a n d  o n  y  r e m p l a c e ,  c o m m e  p l u s  h a u t ,  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( c )
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dÛ'et (V ). Il y a lieu de transformer le coefficient de -j j  en y mettant pour 

cos( t - -  6) et cos(V — 0') leurs expressions tirées des relations

c o s < p ' =  coscp c o s  J  +  sinc p s i n  J  c o s ( t  —  9 ), 

coscp =  c o s c p ' c o s J  —  s i n c p ' s i n  J  c o s ( t ' —  9').

On trouve ainsi

,  ,  ,  fl, s ,· n. . t  s i n 2 J  — (1 —  c o s  J )  ( c o s  9 H -  c o s c p ' )
s i n c p '  c o s  ( t  —  9') —  sin<p c o s i r  —  9) +  s i n  J  = ---------------------------------- ---------------1--------------- J—'

T T s i n J

J  /  ,  J=  tang -  ( 2 cos2 -  — coscp — coscp'

J  (  . ffl . „  Cpf . „ J \  
=  2 t a n g  -  s i n 2 -  4 - s m 2 -------- s i n 2 ~  ,

2 \  2

et la formule (5 )  donne finalement

d r '  d ç  dÇj'

d t  d t  d t

. T dx' dG dÇj' . 3 . . ,
s i n J  —  =  - ¿ + - ¿ - - 2  s i n 2 -  s i n ( r '  —  9')

dy'

dt

( 6 )
2tang2 / . 8? . ,<p' . 2J\ .  ,dQ '—:— r- sin- -  -t- sin2 ----- sin2 -  ) sin <p'

sincp' \  2 2 2/  T

Les deux derniers termes du second membre de cette équation seront très
do' . · , dB'
I et s in ?  dt

petits; car les coefficients de et s i n c p ' s o n t  du second ordre par rapport
a u x  i n c l i n a i s o n s .

E n  i n t é g r a n t  l e s  é q u a t i o n s  ( 4 )  e t  ( 6 )  m u l t i p l i é e s  p a r  d t,  o n  o b t i e n t  l e s  

e x p r e s s i o n s  s u i v a n t e s  p o u r  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e  J  e t  d e  t '  :

a,j =  (G-t-V) +  (G' +  V'), ·

s i n  J  <5, t  ' =  (J - I -  i f  —  2 s i n 2 ^  s i n  ( t '  —  0'  )  cp'

,  J
2 t a n g  -  ,  ,  j .

H-----:— A  ( sin2 -  h-  sin2  ----- sin2 -  ) sincp'ô. 9' ;
s i n c p '  \  2 2 2/

d ’ o ù ,  à  c a u s e  d e  y j =  s i n  - >

J  ( S - + -  V )  4 -  ( S ' - t -  V ' ), , „  =  „0 8 - ------------ ---------------

( m )  ( n > i t ' =  1 1  '·1' '  '' -S in ’ j  sii](r'  — #)»,?
c o s  -  

2

4 -  t a n g  ^  ^ s i n 21  4 - s i n 2 ^  —  s i n 2 3 , 0' J  ,
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L e  p l u s  s o u v e n t ,  c e s  f o r m u l e s  p o u r r o n t  ê t r e  r é d u i t e s  à

343

{mi)

( , S +  G'
OjY) =  --------,

2

r,0èlZ' = ^ ± ï .

o u  e n c o r e  a

(«)

àtw =
î , ® +  3 ,

y i 3 , t ' =  -  [sinjô,©  4 -  sinJii© '],

f o r m u l e s  d a n s  l e s q u e l l e s  o n  d e v r a  r e m p l a c e r  § ,< £ > ,  s i n J S , © ,  § / ] > ' ,  s i n  J ^ © '  p a r  

l e u r s  e x p r e s s i o n s  ( k )  e t  ( £ ' ) ,  s i  l ’ o n  v e u t  a v o i r  l e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  d e  Y] 

e t  d e  t ' .

O n  p o u r r a  o b t e n i r  a u s s i  l e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e  y] e t  1', 
e n  r e m p l a ç a n t  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( m ) ,  g , ts, V ,  s ' ,  V '  p a r  l e u r s  e x p r e s 

s i o n s  ( g )  e t  ( g ' ) ,  e t  S , © ' ,  S ,  0 '  p a r  l e s  v a l e u r s  ( A ' ) ;  o n  v o i t  a i n s i  q u e  l e s  q u a n 

t i t é s  Y] e t  1 '  s o n t  a f f e c t é e s  d ’ i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s .

1 4 0 .  N o u s  a v o n s  d i t  d é j à  a u  n °  6 3  q u e ,  q u a n d  l e s  i n c l i n a i s o n s  <p e t  <p' d e s  o r 

b i t e s  s o n t  t r è s  p e t i t e s ,  i l  e s t  s o u v e n t  a v a n t a g e u x  d ’ i n t r o d u i r e ,  a u  l i e u  d e s  

q u a t r e  q u a n t i t é s  <p, 0 ,  ■<?', 6' ,  q u a t r e  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  p ,  q ,  p ' ,  q'  d é f i n i e s  p a r  l e s  

r e l a t i o n s

( p =tangm sin0, q =  tang<p cos0,
( 7 ) !( p' =  tangcp'sinS', q '=  tang<p'cos0';

o n  y  t r o u v e  c e t  a v a n t a g e  q u e  l e s  v a r i a t i o n s  d e  p ,  q , p ' ,  q '  s o n t  t o u j o u r s  p e t i t e s ;  

i l  n ’ e n  s e r a i t  p a s  d e  m ê m e  d e  l a  v a r i a t i o n  0 s i  <p é t a i t  t r è s  p e t i t ;  d e  p l u s ,  l ’ i n 

t r o d u c t i o n  d e s  v a r i a b l e s  p  e t  q  f a c i l i t e  l e  c a l c u l  d e s  p e r t u r b a t i o n s  d e  l a  l a t i t u d e  

h é l i o c e n t r i q u e .

E n  d i f f é r e n t i a n t  l a  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 7 )  e t  r e m p l a ç a n t  ~  e t  ^  p a r  

l e u r s  e x p r e s s i o n s ,  o n  t r o u v e  s u c c e s s i v e m e n t

dp Ddd^  =  tang<pcos6 - sin0 cép cos0 . d9
cos2cp dt coscp Sm  ̂dt

sin0 dap 
coscp dt

<p
tang I
------ - tangcp sinôcos<p OT

d<.p 
dt

COS0
~  coscp 

sin

r / m dtj . . ûs fd S  rfVYl^COS(T_ 0) ^  +  8m(T_ 0 ) ( _  +  _ j J

[-
s i n ( r  — 9) 4 - . c o s ( t  — 9)

d<S dV Y
dt dt J ]

p tan g 

4 -

1
2 dy

coscp dt
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C ’ e s t  a i n s i  q u ’ o n  o b t i e n t  l e s  f o r m u l e s  s u i v a n t e s  :

( 8 )

dp dG . /dS d V \  9  da
cos<? I t  =  cosr Te + s m r [ d ï ^ d ï ) + p t ™ë 2 d V

d q  d G  ( d û  dW

CÜS? ^  = - sinT d i + c o s z  K T t ^ d t
? tans ï  g ,

, dp' dG' . ( d& dV'\  , 9' dœ'
cos? w  = - C0ST w  - 8inTA *  + T û ) + p  tangü  i r

, dq' . . dG' . ( d& dV'\ ,. 9' d<p'
cos? w  =  ·+  sinT-à  - C0ST\ t ü + h t ) +  *  t a n g  7  T t 1

O n  p e u t  a v o i r  b e s o i n  d ’ e x p r i m e r  J ,  t  e t  t '  à  l ’ a i d e  d e  p ,  q ,  p '  e t  q ';  p o u r  c e l a ,  

i l  y  a  l i e u  d e  s e  r e p o r t e r  a u x  d e u x  d e r n i è r e s  f o r m u l e s  ( 4 )  d u  n °  1 1 7 ,  e t  d e  l e s  

m u l t i p l i e r  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  c o s Q '  e t  s i n G ' ,  c e  q u i  d o n n e

sin J sinr'rr: sin 9 cosô' sin (0 — 0') — cos9 sin9' sin0' -+- sin9 cos9' sin0' cos (9 — 6'),

d ’ o ù

sinJ
cos 9 cos -j sint·' =  tang9  sin0 — tang9 ' sin0'

tang9
cos 9 y [— cos 9 '  sin0 +  cos 9 '  sin0' co s(0 ~  9') 4- cos0' s in (0 —  9' )]

O U

sinJ — tang  ̂ sin(0 — 9 ' )  cos9 ',sin r=  p  — p '  4 - 2  sin COS 9  COS 9 ' 2 COS

e n  r e m p l a ç a n t ,  d a n s  l e  c o e f f i c i e n t  d e  s i n G  P a r

sin0' cos(0 — 9 ' )  4 - cos0' sin(0 — 9 ' ) .

C ’ e s t  a i n s i ,  e t  p a r  d e s  c a l c u l s  a n a l o g u e s ,  q u e  l ’ o n  a r r i v e  a u x  f o r m u l e s  c i -  

d e s s o u s  :

(9)

(9')

s m J  . , . , 9  tang9 / . ... .------------- 7 sinr =  p  — p '  H- 2 sin2 i  — 2 _l_ Sm(0 — 9 ' )  cos9,COS 9 COS 9 ' r  r  2 CQSy  >

-y cost = q  — g ’ — 2  sin2 — ■tan-g<̂>- sin(0 — 0 ')sin0 ;sinJ
COS9COS9' ' 2 COS9

sinJ . , , . tang9 . . .------------- 7 sinr =  n — p '  4- 2 sin- J-------24 sin(0 — 9 ' )  cos 9',
COS 9 COS 9' ‘ 2 COS 9 '

sinJ / , . . 9' tang9 ... '.------------- -cosr =  q  —  q ’ —  2 sin2 1------- 2 - 7  sin(0 — 6') sin0\
cos 9 cos 9 2 cos 9' '

D ’ a u t r e  p a r t ,  l a  f o r m u l e

cosJ =  C0 S9  cos9'h- sin9  sin9 ' cos(0 — 9 ' )
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d o n n e

o r

d ’ o ù

c o s  J  =  C0S 9 c o s 9' ( i  4 - pp' 4- qq’ )\ 

l a n g 2 9 r =  p 2 4 - g 2 , t a n g 2 9' =  pn 4 - qn,

COS29  COS2 9 ' :
(!+/>* + ÿ*) ( !+ / > '* + g '1) ’

i l  e n  r é s u l t e  s u c c e s s i v e m e n t

c o s 2 J  =
( i + p p ' + q q ’ Y

( i + ^ + ^ X i  +  ̂ + y '® )

(10) T _  (p  — p'Y  +  (ç  —  q'Y  -+- (pqr— <i p 'Ytang J _  -

L e s  f o r m u l e s  ( 9 ) ,  ( 9 ' )  e t  ( 10 )  s o n t  r i g o u r e u s e s  e t  d é t e r m i n e n t  a v e c  p r é c i s i o n  

l e s  q u a n t i t é s  J ,  t  e t  t ' ,  e n  f o n c t i o n  d e s  a u x i l i a i r e s p ,  q , p ',  q ' .

E n  n é g l i g e a n t  l e s  c u b e s  d e s  i n c l i n a i s o n s ,  l e s  r e l a t i o n s  ( 9 ' )  d o n n e n t

0 0
s i n J  s i n x ' ^ / ?  —  p ’ , 

s i n  J  c o s t ' =  <7 —  q ' .

D ’ a u t r e  p a r t ,  l a  f o r m u l e  a p p r o c h é e

t  —  t ' —  -  ta n g 9  ta n g 9 ' s in ( 0  — B') ,

d é m o n t r é e  a u  n °  1 1 7 ,  d o n n e ,  e n  e x p r i m a n t  t  — 1 '  e n  s e c o n d e s ,

( I2 ) _ _ , _ p q ' — q p '

s i n 2"

O n  t i r e r a  d e s  é q u a t i o n s  ( 8 )  l e s  f o r m u l e s  s u i v a n t e s  p o u r  c a l c u l e r  l e s  p e r t u r 

b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e s  q u a n t i t é s  p ,  q ,  p ',  q'· :

0 3 )

0 3 ' )

CO S 9  èip =  §  cost +  (E  +  V) sinr 4 - p tang | cp,

C O S 9  à. q  — —  Ç  sinT +  ( S  +  V ) cost  -+- q  tang ^  ^ 9 ;

/ (n?
COS9làl pl — —  ÇJ'c o s t ' — ( 6 ' 4 - V ' )  s in r '4- p ’ tang — ^ 9 ',

cos9 ' §iq ' =  4 - Q^sint' —  (S' V ') co st ' 4- q '  tang 3L ô, 9'.

T .  -  I . 44
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O n  p e u t  é c r i r e  e n c o r e ,  à  c a u s e  d e s  r e l a t i o n s  ( t )  e t  ( « ' ) ,

cosç ôjp — sinr -+- cost sinJ5,0  -4- p tang 2 <p,

cos© 5, q — cost 5,i> — sinr sinJ5,0  -+- q tang 2 0,9;

cos9,51/?'r= — sinT'^ip'— cost' sinJ^O' +  y  tang 2- ôt9',

(D1
cos9,i 15f' =  — cost' 5,<I>' +  sinT' $in J 5, 0 ' +  q' tang 5,9'.

C e s  f o r m u l e s  p e r m e t t e n t  d e  c a l c u l e r  l e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  d u  p r e m i e r  

o r d r e  d e  p ,  q , p ' ,  q ',  e t  a u s s i  l e u r s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s ,  o u  p l u t ô t  l e u r s  v a r i a 

t i o n s  a n n u e l l e s .

E n  t e n a n t  c o m p t e  d e s  r e l a t i o n s  ( Æ )  e t  ( ¿ ' ) ,  o n  p e u t  m e t t r e  l e s  f o r m u l e s  ( 0 )  

e t  ( < ? ' )  s o u s  c e t t e  f o r m e  :

COS9 àip =  ^  ^ sin(D +  t) -+- ^  ^ sin(D — t) +  p tang 2 0,9,

C0S9 àiq =  ^  ^ cos(D +  t) — ^  ~  ^ cos(D — t) +  q tang 2 ^ 9;

H '+K ' /\ V* H'— K' . ,T. , , 9' , .cos9'o ,y  —— ^  — -—  sm(D +  t ) — ^  — -—  sm(D — t') -+- //tang 0, 9',

, v ^ H '+ K ' /T1 ,, H'-  K' 9 ' ,cos 9'5, <7' =  — ^  — -— cos(D +  t ) +  — -—  cos(D — t ) +  q ’tang £· 0, 9'.

L e s  d e r n i e r s  t e r m e s  d e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e  c e s  é q u a t i o n s ,  c e u x  q u i  c o n t i e n 

n e n t  S , < p  e t S , < p ' ,  s e r o n t  l e  p l u s  s o u v e n t  n é g l i g e a b l e s ;  o n  e n  t i e n d r a  c o m p t e ,  

s ’ i l  y  a  l i e u ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  r e l a t i o n s  ( / )  e t  ( / ' ) .

I l  n o u s  r e s t e  e n f i n  à  c a l c u l e r  l e s  i n é g a l i t é s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e  t '  —  t ; e l l e s  

n o u s  s e r o n t  n é c e s s a i r e s  p o u r  c a l c u l e r  c e l l e s  d e  \  e t  co p a r  l e s  f o r m u l e s

l  —  l - t - T ' — T ,  CO =  5 3 + t ' — T ,

e n  p a r t a n t  d e s  i n é g a l i t é s  d e  l  e t  xs, ^ l e s q u e l l e s  o n t  é t é  c o n s i d é r é e s  d é j à ;  o r  o n  

t i r e  d e  l a  f o r m u l e  ( 1 2 )

(p) <Mt' — t ) =  2 {p'Siq — q'èip— p^q'+qêip');

d o n c ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e s  f o r m u l e s  ( o , )  e t  ( o ' J ,  o n  a u r a  l e s  p e r t u r b a t i o n s  

c h e r c h é e s ,  l e s q u e l l e s  s o n t  d ’ a i l l e u r s  t r è s  p e t i t e s  e t  n é g l i g e a b l e s  d a n s  u n  g r a n d  

n o m b r e  d e  c a s .
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L a  d i f f é r e n c e  t ' —  t s e r a  a f f e c t é e  cl’ u n e  p e t i t e  i n é g a l i t é  s é c u l a i r e  d u  p r e m i e r  

o r d r e .

1 4 1 .  L e s  t r o i s  t e r m e s  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( A )  d e  S ,  z c o n t i e n n e n t t  e n  f a c t e u r ;  

s o i t  a t  l a  s o m m e  d e  c e s  t r o i s  t e r m e s  ;  o n  v o i t  q u e  l ’ e x p r e s s i o n  d e  / ,  f o u r n i e  p a r  l a  

p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  s e r a  d e  l a  f o r m e

( i4) nt -h £ +  at -+- les perturbations périodiques;

a i  r e p r é s e n t e  l e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e  l ’ é l é m e n t  s .

L e  c o e f f i c i e n t  d e  t  d a n s  c e t t e  f o r m u l e  ( i 4 )  e s t  é g a l  à  n lt  e n  p o s a n t

tl\ ---- fl —\- fj y

c ’ e s t  l u i  q u e  l ’ o n  o b t i e n d r a  d i r e c t e m e n t  q u a n d  o n  c o m p a r e r a  d e u x  v a l e u r s  d e  l a  

l o n g i t u d e  m o y e n n e  d é d u i t e s  d e s  o b s e r v a t i o n s  f a i t e s  à d e u x  é p o q u e s  s é p a r é e s  p a r  

u n  i n t e r v a l l e  d e  t e m p s  c o n s i d é r a b l e .  11 e s t  n a t u r e l  d e  d é t e r m i n e r  u n e  q u a n t i t é  

a ,  p a r  l a  r e l a t i o n

( i5) n\a\ f(i -+- m) ;

o n  a  d é j à

e t  l ’ o n  e n  c o n c l u t

;?2a3 =  f (i +  m), 

n\a\ — {iii — ff)2a3;

d ’ o ù ,  e n  n é g l i g e a n t  a·2 ,  q u i  e s t  d e  l ’ o r d r e  d e  m '2,

(16)
2 a \
3 ~ n j‘

O n  p o u r r a  é c r i r e  a i n s i  l ’ e x p r e s s i o n  ( i 4 )

1 «i t -t- e H- les perturbations périodiques ;

o n  c a l c u l e r a  a , ,  p u i s  a  p a r l e s  r e l a t i o n s  ( i 5 )  e t  ( 1 6 ) ;  p a r t o u t  o ù  a  f i g u r a i t  d i r e c 

t e m e n t ,  o n  d e v r a  d o n c  m e t t r e  s a  v a l e u r  ( 1 6 ) .  S o u s  l e s  s i g n e s  s i n u s  e t  c o s i n u s ,  c e  

q u i  e n t r e  j u s q u ’ i c i  d a n s  n o s  f o r m u l e s ,  c ’ e s t  n t  =  ( n { — a ) t  ;  o n  d e v r a i t  d o n c  f a i r e  

c e t t e  s u b s t i t u t i o n  s i  l ’ o n  t e n a i t  à  o r d o n n e r  r i g o u r e u s e m e n t  s u i v a n t  l e s  p u i s 

s a n c e s  d e s  m a s s e s  p e r t u r b a t r i c e s .  M a i s ,  d a n s  l ’ a p p r o x i m a t i o n  s u i v a n t e ,  i l  f a u 

d r a i t  r e m p l a c e r  l  p a r  n t t  +  z - h . . . ,  c ’ e s t - à - d i r e  a r r i v e r  f i n a l e m e n t  à  m e t t r e  n h 

a u  l i e u  d e  n\  i l  v a u t  d o n c  m i e u x  l e  f a i r e  d è s  l a  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n .

Q u a n d  n  f i g u r e  e n  d e h o r s  d e s  s i g n e s  s i n u s  e t  c o s i n u s ,  i l  n ’ e s t  l à  q u e  p o u r
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a b r é g e r  l ’ é c r i t u r e  e t  r e p r é s e n t e  l ’ e x p r e s s i o n  y  c ’ e s t  c e  q u i  a r r i v e ,  p a r

e x e m p l e ,  p o u r  l e  c o e f f i c i e n t  —  n a 2 q u i  e n t r e  d a n s  l a  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( a ) .
¥·

O n  n e  d o i t  p a s  y  r e m p l a c e r  n  p a r  n {, m a i s  é c r i r e

m'
—  na2 I <7

3 «, >

t o u t e f o i s ,  p o u r  l a  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  o n  p o u r r a  n e  p a s  t e n i r  c o m p t e  d u  

t e r m e  e n  cr d e  l ’ e x p r e s s i o n  p r é c é d e n t e ,  c a r  c e l a  r e v i e n d r a i t  à  i n t r o d u i r e  i m m é 

d i a t e m e n t  u n  t e r m e  d e  l ’ o r d r e  d u  c a r r é  d e s  m a s s e s ;  o n  v o i t  d o n c  q u e ,  d a n s  l a

p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  o n  p o u r r a  p r e n d r e  —  n a 2 =  —  n Ka\,  c e  q u i  r e v i e n t  à
¡j. ¡j.

r e m p l a c e r  p a r t o u t  n e t  a  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  n { e t  a ,  ;  m a i s ,  d a n s  l e s  a p p r o x i m a 

t i o n s  s u i v a n t e s ,  i l  f a u d r a  p r o c é d e r  c o m m e  n o u s  l ’ a v o n s  i n d i q u é  ( '  ) .

D o n n o n s  q u e l q u e s  i n d i c a t i o n s  s u r  l e  c a l c u l  d e  a { p a r  l a  f o r m u l e  ( i 5 )  ;  n o u s  

a p p l i q u e r o n s  c e t t e  f o r m u l e  a u  m o u v e m e n t  d e  l a  T e r r e  a u t o u r  d u  S o l e i l  e n  m e t 

t a n t  d e u x  a c c e n t s  a u x  l e t t r e s ;  n o u s  a u r o n s  a i n s i

(17)

E n  é l i m i n a n t  f  e n t r e  ( i 5 )  e t  ( 1 7 ) ,  i l  v i e n t

«1 =  <  \ J  7
+  m n
+  m" \

l ’ u n i t é  d e  l o n g u e u r  é t a n t  a r b i t r a i r e ,  n o u s  l a  c h o i s i r o n s  d e  m a n i è r e  q u e  a "  =  1 ,  

c e  q u i  n o u s  d o n n e r a

< 1  —  j
y/1 H- /n

v 1 + m". 4

a" —  i-h
■ 2 a
3 7Ï[ '

L a  f o r m u l e  ( 1 7 )  m o n t r e  q u e  l ’ u n i t é  d e  l o n g u e u r  s e  t r o u v e  ê t r e  a c t u e l l e m e n t  l e  

d e m i  g r a n d  a x e  d e  l ’ o r b i t e  d ’ u n e  p l a n è t e  f i c t i v e  q u i  n e  s e r a i t  s o u m i s e  q u ’ à  l ’ a c 

t i o n  d u  S o l e i l ,  e t  s e r a i t  a n i m é e  d ’ u n  m o y e n  m o u v e m e n t  é g a l  a u  m o y e n  m o u v e -

( ' )  Pour ne pas multiplier à l’excès les notations, nous laisserons n et a là où nous devrions mettre 
«1 et at. ·
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m e n t  a p p a r e n t  d e  l a  T e r r e .  O n  a ,  p a r  l e s  o b s e r v a t i o n s ,  p o u r  l e  m o y e n  m o u v e 

m e n t  d e  l a  T e r r e ,  e n  u n e  a n n é e  j u l i e n n e  d e  3 6 5 j , 2 5 ,  ri\ —  1 2 9 5 9 7 7 " ,  3 8 .  L e

V e r r i e r  a d o p t e  m "  =  ^ — ï— > e t  i l  a  t r o u v é ,  p a r  l a  t h é o r i e  d u  m o u v e m e n t  d e  l a  
r  3 2 0  0 0 0  r

T e r r e ,  <j " =  -+ - 2" ,  5 0 7 .  L e s  f o r m u l e s  c i - d e s s u s  d e v i e n n e n t  a i n s i

ai —  ( 4 , 0 7 5 o 6 4 5 ) \/i  - h  m n l 3 ,

(  2 CT
a =  a 4 1 -H —

\  3 « ,

a!' —  1 , 0 0 0 0 0 1  2 9 ;

l e  n o m b r e  m i s  e n t r e  p a r e n t h è s e s  d a n s  l a  p r e m i è r e  d e  c e s  f o r m u l e s ,  d é s i g n e  u n  

l o g a r i t h m e .

R em a rqu e. —  L e  c h a n g e m e n t  d e  n  e n  p e r m e t  d é  t e n i r  c o m p t e ,  a v e c  l a  

m ê m e  f o r m e  a n a l y t i q u e ,  d e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e  l ’ é l é 

m e n t  £ .

Nota.  —  O u t r e  l e  t o m e  X  d e s  Annales de l ’ Observatoire de Paris,  o n  p o u r r a  c o n s u l t e r  

a v e c  f r u i t ,  p o u r  l ’ a p p l i c a t i o n  d e s  f o r m u l e s  d e  c e  C h a p i t r e ,  u n  t r a v a i l  d e  M .  P e r r o t i n  sur 

les perturbations de Vesla ( Annales de l ’ Observatoire de Toulouse,  t .  I ) .
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3 5 o CHAPITRE XXI.

CHAPITRE XXI.

PERTURBATIONS BU PREMIER ORDRE DES COORDONNÉES 

IIÉLIOCENTRIQUES.

Q u a n d  o n  c o n n a î t  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d e s  é l é m e n t s  d e  l ’ o r b i t e  d ’ u n e  p l a n è t e  P ,  

i l  e s t  f a c i l e  d ’ e n  d é d u i r e  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d e s  c o o r d o n n é e s  h é l i o c e n t r i q u e s .  

N o u s  n e  n o u s  o c c u p e r o n s  i c i  q u e  d e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e  p a r  r a p 

p o r t  a u x  m a s s e s .

1 4 2 .  P e r t u r b a t i o n s  d e  l a  l o n g i t u d e  h é l i o c e n t r i q u e .  —  C o n s i d é r o n s  

d ’ a b o r d  l a  l o n g i t u d e  d a n s  l ’ o r b i t e ,  v. L ’ a n o m a l i e  m o y e n n e  e s t  é g a l e  à

l  —  s? =  1  —  &>,

e t  l ’ o n  a ,  e n  s e  r e p o r t a n t  à  l ’ e x p r e s s i o n  d e  l ’ é q u a t i o n  d u  c e n t r e ,  y ,  d o n n é e  a u  

n °  9 3 ,

(I)
( y  =  C ,  s i n ( X  —  w )  - b  C 2s i n 2 ( à  —  +  . . .  —  C , s i n ( £  —  et) C 2 s i n a  ( ¿  —  et) ,

a v e c  c e s  v a l e u r s  d e  C , ,  C 2 ,  . . .  ,

O O

O n  v o i t  q u e  l a  v a l e u r  d e  v d é p e n d  d e s  t r o i s  q u a n t i t é s  l ,  e  e t  et. I l  n ’ y  a  q u ’ à  

. r e m p l a c e r  c e s  q u a n t i t é s  p a r  l e u r s  v a l e u r s  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e s  p e r t u r b a t i o n s
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35iPERTURBATIONS DU PREMIER ORDRE DES COORDONNÉES.

d u  p r e m i e r  o r d r e  d é t e r m i n é e s  d a n s  l e  C h a p i t r e  p r é c é d e n t ,  s a v o i r

l  - f -  / ,  G " H  G, 7JJ - f -  (5T.

Ô n  t r o u v e r a  p a r  l a  f o r m u l e  d e  T a y l o r ,  e n  n é g l i g e a n t  l e s  c a r r é s  e t  l e s  p r o d u i t s  

d e  S ,  l ,  £ ,  g , S ,  t a  q u e  n o u s  l a i s s o n s  a c t u e l l e m e n t  d e  c ô t é  c o m m e  c o n t e n a n t  m '2 e n  

f a c t e u r ,

L e s  f o r m u l e s  ( J )  e t  ( A )  d u  n °  1 3 5  d o n n e n t  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  St l, e t  

e S , t n .  S i  n o u s  c o n s i d é r o n s  s p é c i a l e m e n t  d a n s  c e s  e x p r e s s i o n s ,  c e  q u i  c o n 

c e r n e  u n  m ê m e  a r g u m e n t ,

(3)

D  =  ¿1 -+- i ’ V -+- ktà -+- /c'&’ -h u ?',

e t  s i  n o u s  p o s o n s  d ’ u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e

(5)

l a  f o r m u l e  ( 3 )  n o u s  d o n n e r a

*1P =  5 ,  l  +  2  [ 2 1  s i n D  c o s y  ( X  -  u )  +  31L c o s D  s i n y ’ (X « )  —  31 s i n D  c o s y  ( X _  u ) ]

o u  b i e n

( 6 )
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3 5 a CHAPITRE XXI.

O n  p e u t  f a i r e  u n e  r e m a r q u e  u t i l e  :  C , ·  c o n t i e n t  d e s  t e r m e s  e n  ej , ei+ 2, eJ+ t , . . .  ;  

e  é t a n t  s u p p o s é  p e t i t ,  l e  p r e m i e r  d e  c e s  t e r m e s  s e r a  d e  b e a u c o u p  l e  p l u s  i m p o r 

t a n t ,  e t  l ’ o n  a u r a  à  p e u  p r è s

( 7 )
* k  =  Æ
de ' e

D ’ a u t r e  p a r t ,  e n  s e  r e p o r t a n t  a u x  f o r m u l e s  ( d )  e t  ( / )  d u  n °  1 3 5 ,  o n  v o i t  q u e  

l e s  p a r t i e s  p r i n c i p a l e s  d e  8 ,e  e t  e S , ©  o n t  p o u r  e x p r e s s i o n s

aie =:Çe=_ B y  -— 7̂7- N e/i_1 e'7*'iff cosD,
¿ d  i  +  i ' v

eá1nj =  3?=  B y  -— Ne,l-1ew ri^sinD.
¿ d  l -+- i'v

S i  o n  l e s  r a p p r o c h e  d e s  f o r m u l e s  ( 5 ) ,  o n  t r o u v e

'  JC  ■ k
3 I L = -  ^  B  -r-dLj-  N e * - 1 « ' * ' » ) / ,  

de i +  i ’ v

X  =  /  —  B  -  h .. N e A- ‘ e w ï i A  
J e i - H  i ' v

E n  t e n a n t  c o m p t e  d e  l ’ é q u a t i o n  a p p r o c h é e  ( 7 ) ,  i l  v i e n t

x
aiu

h 

k ‘

O r  l e s  v a l e u r s  d e  h  s o n t  é g a l e s  à  | k  | o u  | k  | - h  2 ,  . . .  ;  l e s  t e r m e s  l e s  p l u s  i m p o r 

t a n t s  c o r r e s p o n d r o n t  à  h  —  \ k  | ,  c e  q u i  d o n n e

X  =  ±  3 1 U

D o n c ,  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  ( 6 ) ,  l ’ u n e  o u  l ’ a u t r e  d e s  q u a n t i t é s  a i u  -4-  x  e t  3 1 L  —  x  

s e r a  v o i s i n e  d e  z é r o ,  e t  i l  e n  r é s u l t e r a  u n e  s i m p l i f i c a t i o n  n o t a b l e .

O n  c a l c u l e r a  d e  m ê m e  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d e  l a  l o n g i t u d e  q u i  r é p o n d e n t  a u x  

i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d e  e  e t  © .  T o u t e f o i s ,  i l  c o n v i e n t  d e  d i r e  q u e  l e s  a s t r o n o m e s  

o n t  l ’ h a b i t u d e  d e  n e  p a s  f a i r e  f i g u r e r  l e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d e ©  d a n s  l e  c a l c u l  

d e  S , e ;  c e l a  t i e n t  à  c e  q u ’ i l s  c a l c u l e n t  l ’ é q u a t i o n  d u  c e n t r e  p a r  l e s  f o r m u l e s  d u  

m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e

( 8 ) : 2 e s i n  Ç H- 7  e 2 s i n  2 Ç + . . . ,  
4

K =  l  —  TH,

m a i s ,  e n  y  i n t r o d u i s a n t  l a  v a l e u r  d e  ©  a f f e c t é e  d e  s e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s .  I l s  

e m p l o i e n t  g é n é r a l e m e n t  a u s s i  d a n s  c e  c a l c u l  l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  n t-l·-  e  d u
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PÊRTÜRfiÀTIONS dü premier ordre des coordonnées. 3 5 3

m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e  a u g m e n t é e  d e  s e s  i n é g a l i t é s  à  l o n g u e s  p é r i o d e s .  L ’ e x 

p r e s s i o n  ( 8 )  d e  y  e s t  c o n v e r t i e  e n  T a b l e  d ’ a r g u m e n t  ;  c ’ e s t  c e t  a r g u m e n t  s u r  l e 

q u e l  o n  f a i t  p o r t e r  e t  l e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d e  xs e t  l e s  i n é g a l i t é s  à  l o n g u e s  

p é r i o d e s  d e  l.

O n  v o i t  d o n c  q u e ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 3 ) ,  8, xz d o i t  r e p r é s e n t e r  l ’ e n s e m b l e  d e s  

i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  d e  xz e t  8 ,1  l ’ e n s e m b l e  d e s  i n é g a l i t é s  d u  p r e m i e r  o r d r e  

d e  / ,  e n  o m e t t a n t  c e l l e s  q u i  o n t  d e  l o n g u e s  p é r i o d e s .  O n  a  v u ,  à  l a  f i n  d u  C h a 

p i t r e  p r é c é d e n t ,  q u e  l  p e u t  ê t r e  c o n s i d é r é  c o m m e  n ’ a y a n t  p a s  d ’ i n é g a l i t é s  s é c u 

l a i r e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  ;  l a  v a r i a t i o n  s é c u l a i r e  d e  l ’ é q u a t i o n  d u  c e n t r e  n e  p r o 

v i e n d r a  d o n c  q u e  d e  l a  v a r i a t i o n  s é c u l a i r e  d e  l ’ e x c e n t r i c i t é .  O n  l a  c a l c u l e  c o m m e  

i l  s u i t  :

O n  a

d y _d ( w —  Z) _  àiv.
de de de  ’

l e s  f o r m u l e s

i / 1 H -  G i
tang -  w =  U  — -  tang -  u,

u —  e s i n  u =  Ç

d o n n e n t
du  s i n w  . i +  e c o s « '
-v- = ------------- =  s in « ---------- 5— >
de i  — e c o s  u i —  e2

d w  sim-e d u  s i n « 1 . i - h e c o s « '
_ _  —   ------- — i-------------- - —  s in  w -------------—
d e  s in  u d e  i —  e 2 i —  e 2

sin«' 
i —  e2

O n  a u r a  d o n c

:,y — sin ( v —  tü)
2 +  ecos(p — xs) 

i — e-
¡e.

S i  l ’ o n  a t t r i b u e  à 8 ,e  s a  v a r i a t i o n  s é c u l a i r e ,  o n  a u r a  p o u r  8 ,y  u n e  e x p r e s s i o n  

d e  l a  f o r m e  a t ;  a  e s t  u n e  f o n c t i o n  d e  e  o u  d e  £ ;  o n  d o n n e r a  s a  v a l e u r  d a n s  l a  

T a b l e  m ê m e  d o n t  o n  a  p a r l é  c i - d e s s u s ,  à  c ô t é  d e  l a  v a l e u r  d e  l ’ é q u a t i o n  d u  

c e n t r e  q u i  r é s u l t e  d e  l a  f o r m u l e  ( 8 ) .

Q u a n d  o n  a u r a  o b t e n u  l e s  d i v e r s e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  d e  v, o n  y  r e m e t t r a  

/  -H z' —  t e t  xz -+- t' —  t a u  l i e u  d e  \  e t  c o .  O n  r é d u i r a  e n s u i t e  e n  u n  s e u l  t o u s  

l e s  t e r m e s  d é p e n d a n t  d ’ u n  m ê m e  a r c  g t- l·-  [3 ,  e t  l ’ o n  c o n s t r u i r a ,  u n e  f o i s  p o u r  

t o u t e s ,  u n e  T a b l e  n u m é r i q u e  a v e c  t  p o u r  a r g u m e n t ,  d o n n a n t  l a  v a l e u r  d e  l ’ i n é 

g a l i t é  e n  q u e s t i o n .

O n  p a s s e r a  d e  l a  l o n g i t u d e  e  d a n s  l ’ o r b i t e  à  l a  l o n g i t u d e  h é l i o c e n t r i q u e  v ,  

p a r  l e s  f o r m u l e s  ( / )  d u  n °  3 3 ,

tang2

sin i
j r  sin 2 ( p — 6 ) ■

t a n g 4 x

sin2
— sin4(e — 0)·

T .  —  l .

e t =  v  + p ;
4 5
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3 5 4  CHAPITRE X xl.

l e s  i n é g a l i t é s  d e  p  s e r o n t  g é n é r a l e m e n t  i n s e n s i b l e s ,  e t  o n  l e s  a t t é n u e r a  e n  r e m 

p l a ç a n t  v p a r  s a  v a l e u r  p e r t u r b é e ;  i l  y  a u r a  l i e u  t o u t e f o i s  d e  t e n i r  c o m p t e  d e  l a  

v a r i a t i o n  s é c u l a i r e  d e  p  p r o v e n a n t  d e  c e l l e s  d e  <p e t  0.

1 4 3 .  P e r t u r b a t i o n s  d u  r a y o n  v e c t e u r .  —  O n  a ,  e n  s e  r e p o r t a n t  à  l a  v a l e u r  

d e  x  d o n n é e  a u  n °  9 3 ,

(9) ; '  =  a +  flx =  iîA0+  « À j  cos(/ —  ro) +  a A 2 C 0 S 2 ( / —

a v e c  c e s  v a l e u r s  d e s  c o e f f i c i e n t s ,

O n  t i r e r a  d e  l à  l e s  d é r i v é e s

dA0 d\1 dA,
de ’ de ’ de ’ ’

a p r è s  q u o i ,  s i  l ’ o n  r e m p l a c e  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 9 )  a ,  e ,  /  e t  o  p a r  a - h  S, a ,  

e  +  g e> 1  S ,  / ,  t u  S ,  w ,  o n  a u r a ,  e n  n é g l i g e a n t  l e s  c a r r é s  d e s  m a s s e s  p e r t u r 

b a t r i c e s ,  l ’ e x p r e s s i o n  s u i v a n t e  d e

§i r —  A ^ i d  4 -  A , c o s ( X —  w )  4 -  A 2 c o s 2 (X  —  w )  àt a 4 - . . .

—  a A t s i n ( X  —  w )  3 , /  —  2 a A ,  s i n 2 ( X  —  — . . .

+  § i e  4 -  a c o s  ( A —  w )  4 -  a c o s 2 (X —  co) 5 4e  4- .  . .
d e  d e  d e

s i n ( X  —  « )  4 -  2 s i n  2 (X —  to) e ô j  c t h -  . . . .
e e

C o n s i d é r o n s  l e s  t e r m e s  q u i  c o n t i e n n e n t  u n  m ê m e  a r g u m e n t  D ,  e t  p o s o n s

f  A y i , a  =  2 ]  H c o s D ,

^ j a A j  s i n D ,

^ â i e  =  ^ P c o s D ,  

e  di üs ■ = ^  Q  s i n  D  ;

(12)
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PERTURBATIONS DU PREMIER ORDRE DES COORDONNÉES. 3 5 5

e n  p o r t a n t  d a n s  ( n ) ,  i l  v i e n d r a

V = 2 [  ( H  +  K + Ç ^ ) c o s ( D + y W a > )

+  ( H - K + ^ ^ ) c o s ( D - y X + y û) ) ] .

O n  v e r r a ,  c o m m e  p o u r  v, q u e  l ’ u n e  o u  l ’ a u t r e  d e s  q u a n t i t é s  P  4 -  Q  e t  P  —  Q  

s e r a  g é n é r a l e m e n t  t r è s  p e t i t e .

O n  c o n s t r u i r a  u n e  T a b l e  n u m é r i q u e  d o n n a n t  l a  v a l e u r  d e

0 4 ) ^  —  A 0 +  A i  c o s Ç  4 -  A 2 c o s 2 ?  - h ------

D a n s  c h a q u e  c a l c u l  d e  r ,  à  l ’ a i d e  d e  l a  T a b l e ,  o n  d é t e r m i n e r a  l a  v a l e u r  d e  l ’ a r 

g u m e n t ?  =  /  —  t u ,  e n  a f f e c t a n t «  d e  s e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s ,  e t  /  d e  s e s  i n é g a 

l i t é s  à  l o n g u e s  p é r i o d e s .  C e s  i n é g a l i t é s  d e  «  e t  l  d e v r o n t ,  b i e n  e n t e n d u ,  ê t r e  

o m i s e s  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 1 2 ) .  L a  v a r i a t i o n  s é c u l a i r e  d e  r  p r o v i e n d r a  u n i q u e 

m e n t  d e  c e l l e  d e  e ;  o n  l a  c a l c u l e r a  c o m m e  i l  s u i t  :

dr . du e —  c o s  u
-r- —  —  a c o s  u +  ae s m  u - v  —  a -------------------=  —  a c o s  w,
de de 1 —  e c o s  u

èt r = — a c o s ( e  —  h t ) ô j e .

S i  l ’ o n  a t t r i b u e  à  8 ,e  s a  v a r i a t i o n  s é c u l a i r e ,  o n  a u r a  S t r =  y t ,  y  é t a n t  u n e  

f o n c t i o n  d e  c o u  b i e n  d e  ? ;  o n  i n s c r i r a  l a  v a l e u r  d e  y  d a n s  l a  T a b l e  q u i  r e p r é 

s e n t e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 1 4 ) ,  à  c ô t é  d e  l a  v a l e u r  d e  - ·  O n  r é d u i r a  f i n a l e m e n t  e n  u n

s e u l  t o u s  l e s  t e r m e s  p é r i o d i q u e s  d e  8t r  d é p e n d a n t  d ’ u n  m ê m e  a r g u m e n t  g t  4 -  ¡3,  

e t  l ’ o n  c o n s t r u i r a ,  u n e  f o i s  p o u r  t o u t e s ,  u n  n o m b r e  d e  T a b l e s  n u m é r i q u e s  é g a l  à  

c e l u i  d e s  a r g u m e n t s  g t  4 -  ¡3.

R em a rq u e  im p o rta n te .  —  L e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e  l a  l o n g i t u d e  

e t  d u  r a y o n  v e c t e u r ,  c a l c u l é e s  c o m m e  o n  v i e n t  d e  l ’ e x p l i q u e r ,  c o n t i e n d r o n t  d e s  

t e r m e s  d é p e n d a n t  d e  l ’ a n o m a l i e  m o y e n n e ? .  N o u s  r e p r é s e n t e r o n s  c e s  t e r m e s  p a r  

S s i n ? 4 -  T c o s ?  p o u r  l a  l o n g i t u d e ,  e t  p a r  S ,  s i n ?  4 -  T , c o s ?  p o u r  l e  r a y o n  v e c 

t e u r .  D a n s  l e  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e ,  l a  l o n g i t u d e  c o n t i e n t  l e  t e r m e  C , s i n Ç ,  e t ,  

d e  m ê m e ,  l e  r a y o n  v e c t e u r  r e n f e r m e  l e  t e r m e  a A ,  c o s ? ;  o n  p o u r r a  d o n c  é c r i r e ,  

e n  n e  c o n s i d é r a n t  d a n s  v e t  r  q u e  l e s  t e r m e s  e n  s i n ?  e t  c o s ? ,

v = . . .  4  (Cl  -t- S ) s i n  (/ — ns) - 4  T  c o s  ( l — hs) 4 - . . . ,( i 5 )

( . 6 ) r  =  . . .  S j S i n f /  —  m) 4 -  ( « A ,  4 - T , )  c o s ( /  —  ro )  4 - ___
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O n  a ,  d ’ a i l l e u r s ,

CHAPITRE XXI.

C t —  2 e  —  7  e 3 +  . . .  , 
4

*  3 3A ,  =  —  e +  g  e 3— . . . .

C e l a  p o s é ,  c o n c e v o n s  q u e  l ’ o n  r e m p l a c e  l e s  c o n s t a n t e s  e  e t ®  p a r  e  4 - A e e t  

®  +  A ® ,  l e s  p e t i t e s  c o r r e c t i o n s  A e  e t  Axs  é t a n t  d e  l ’ o r d r e  d e s  m a s s e s  p e r t u r b a 

t r i c e s  m ', m " , e n  f a i s a n t  c e t t e  s u b s t i t u t i o n  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( i 5 )  e t  ( i 6 ) ,  

o n  p o u r r a  l a i s s e r  i n v a r i a b l e s  S ,  T ,  S <  e t  T ,  ( l e s  v a r i a t i o n s  d e  c e s  q u a n t i t é s  d o n 

n e r a i e n t  d e s  t e r m e s  d e  l ’ o r d r e  d e  m ' 2 ) ;  o n  p o u r r a  d e  m ê m e  n é g l i g e r  l e s  p r o d u i t s  

t e l s  q u e  S A e ,  S A ® .................... e t  l ’ o n  p r e n d r a  s i m p l e m e n t

__ <7 A , __

de 2> de ~  * ’

O n  t r o u v e r a  a i n s i

( 1 7 )  v =  . . .  4 - ( C t +  S  4 -  a A e )  s i n ( /  —  m) 4 - ( T  —  2 e  Axs) c o s  ( l — m) 4 - . . . ,

( 18) r  . . ( S ,  —  ae Am) s i n ( /  —  m) 4-  ( a A ,  H- T ,  —  a Ae)  c o s ( /  —  m) 4- . .

O r  o n  p e u t  d i s p o s e r  d e s  i n d é t e r m i n é e s  A e  e t  A ®  d e  m a n i è r e  à  a v o i r

d ’ o ù

S 4  2 A e  =  o ,  T — 2 e A t n : = o ;

Ae —  —  -  S ,  e Am =  4-  -  T ,
2 2

e t  l e s  f o r m u l e s  ( 1 7 )  e t  ( 1 8 )  d e v i e n d r o n t

( 1 9 )  - i - C j S i n Ç - i - . . . ,

( 2 0 )  r  =  ( a k i  H- T ,  4 -  ^  a s ' j  c o s Ç  4 -  ($>!—   ̂ a s i n Ç  4 - ------

O n  v o i t  q u e ,  g r â c e  à  l ’ a r t i f i c e  e m p l o y é ,  l a  l o n g i t u d e  e  n o  c o n t i e n t  p a s  d e  

t e r m e  e n  c o s Ç ,  e t  q u ’ e n  o u t r e  l e  c o e f f i c i e n t  C ,  d e  s i n ‘(  e s t  l e  m ê m e  q u e  d a n s  l e  

m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e .  M a i s  l ’ e x p r e s s i o n  d u  r a y o n  v e c t e u r  c o n t i e n t  u n  t e r m e  

e n  s i n Ç ,  e t  u n  a u t r e  e n  c o s Ç ;  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c e  d e r n i e r  n ’ e s t  p l u s  l e  m ô m e  q u e  

d a n s  l e  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u é .  I l  f a u d r a i t  e n c o r e  r e m p l a c e r  e  e t ®  r e s p e c t i v e m e n t  
i i T

p a r  e —  -  S  e t  ®  4 -  -  -  d a n s  l e s  a u t r e s  t e r m e s  d e  v e t  r ,  q u i  d é p e n d e n t  d e  2 Ç ,

3 Ç ,  . . .  ;  m a i s  c e s  t e r m e s  c o n t i e n n e n t  e 2, e 3 , . . . ,  e t  l a  m o d i f i c a t i o n  q u ’ i l  y  a u r a i t  

l i e u  d e  l e u r  a p p o r t e r  s e r a i t  i n s e n s i b l e .  E n f i n  i l  n ’ y  a  p a s  l i e u  d e  f a i r e  l a  s u b s t i 

t u t i o n  e n  q u e s t i o n  d a n s  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d e  r  e t  v, c a r  c e l a
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r e v i e n d r a i t  à  t e n i r  c o m p t e  d e s  c a r r é s  d e s  m a s s e s  p e r t u r b a t r i c e s .  O n  s e  b o r n e r a  

d o n c  à  p r e n d r e  d a n s  v l e  m ê m e  c o e f f i c i e n t  d e  s i n Ç  q u e  d a n s  l e  m o u v e m e n t  e l l i p 

t i q u e ,  e t  l ’ o n  c a l c u l e r a ,  c o m m e  o n  v i e n t  d e  l e  d i r e ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  s i n Ç  e t  

c o s Ç  d a n s  r ;  e e t x s  r e s t e r o n t  d e s  c o n s t a n t e s  d o n t  l a  v a l e u r  s e r a  f o u r n i e  p a r  l e s  

o b s e r v a t i o n s .  A i n s i  s e  t r o u v e  f i x é e  d ’ u n e  m a n i è r e  p r é c i s e  l a  s i g n i f i c a t i o n  d e s  

q u a n t i t é s  e  e t  ©  q u i  n ’ é t a i e n t  j u s q u ’ i c i  q u e  d e s  c o n s t a n t e s  d ’ i n t é g r a t i o n ,  e t  d o n t  

l e s  v a l e u r s  p o u v a i e n t  d é p e n d r e  d e s  p r o c é d é s  d e  c a l c u l  e m p l o y é s .

144. Perturbations de la latitude héliocentrique. - -  L a  l a t i t u d e  h é l i o c e n -  

t r i q u e  s  e s t  d o n n é e  p a r  l a  f o r m u l e

( 2 1 )  s i n s  =  s i n ç  s i n ( e  —  Q),

o u  b i e n ,  e n  i n t r o d u i s a n t  l e s  q u a n t i t é s p  —  t a n g c p  s i n ô ,~<7 =  t a n g c p c o s ô ,

( 2 2 )  s i n s  =  cos<p (g  s i n e  —  p  c o s e ) .

N o u s  s u p p o s e r o n s ,  c o n f o r m é m e n t  à  l ’ u s a g e  g é n é r a l e m e n t  a d o p t é ,  q u e  l a  l o n g i 

t u d e  u s o i t a f f e c t é e  d e  s e s  p e r t u r b a t i o n s ,  q u a n d  o n  l ’ e m p l o i e  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 1 )  

a u  c a l c u l  d e  l a  l a t i t u d e ;  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d e  s  n e  d é p e n d r o n t ,  d ’ a p r è s  ( 2 2 ) ,  q u e  

d e s  p e r t u r b a t i o n s  d e  p ,  q  e t  9 ,  e t  l ’ o n  a u r a

cosep
c o s s

<̂7 s i n e  —  $i p  c o s e )  —  t a n g s  t a n g  91

S i  l ’ o n  a  r e c o u r s  a u x  e x p r e s s i o n s  d e  e t  S ,  <7 ,  f o r m u l e s  ( o , )  d u  n °  1 4 0 ,  i l  

v i e n t

, s  =
c o s s

X- H - K  ’.
s i n ( c  +  D  —  t ) +

t a n g í  I
----------- - s i n s â . f f l  I

c o s  9 T J
—  t a n g s t a n g 9 à .

o u  b i e n

( 2 3 )
c o s s  2

2

H + K  . . _
--------------s i n ( p  —  D  —  r )

i v ' '  H —  K . ,  _ \   ̂ J „
—  s i n ( c  - t - D  —  z) —  t a n g s  t a n g  -  0 , 9 .

c o s s

L e  d e r n i e r  t e r m e  d e  c e t t e  f o r m u l e  s e r a  p r e s q u e  t o u j o u r s  i n s e n s i b l e ,  e t ,  d a n s  

l e s  d e u x  p r e m i e r s ,  o n  p o u r r a  l e  p l u s  s o u v e n t  r é d u i r e  à ' l ’ u n i t é  l e  f a c t e u r  ^ ~ ·  

I l  r e s t e r a  à  m e t t r e  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 8 )  p o u r  ç  s a  v a -
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l e u r  e l l i p t i q u e  /  +  2 e s i n ( /  —  e t ,  l e  p l u s  s o u v e n t ,  i l  s u f f i r a  d e  r e m p l a 

c e r  u  p a r  l;  l e s  i n é g a l i t é s  p é r i o d i q u e s  d e  l a  l a t i t u d e  s e  t r o u v e r o n t  d o n c  a u s s i  

d é p e n d r e  d ’ a r g u m e n t s  d e  l a  f o r m e  g t  +  ¡3 e t  s e r o n t  a i s é m e n t  r é d u i t e s  e n  T a b l e s .

L a  v a l e u r  e l l i p t i q u e  d e  a  f o u r n i e  p a r  l a  f o r m u l e  ( 2 1 )  s e r a  é g a l e m e n t  c o n v e r t i e  

e n  u n e  T a b l e  d a n s  l a q u e l l e  o n  e n t r e r a  a v e c  l ’ a r g u m e n t  v —  ô ,  e  é t a n t  a f f e c t é  d e  
s e s  p e r t u r b a t i o n s ,  c o m m e  o n  l ’ a  d i t  p l u s  h a u t .

O n  t r o u v e r a i t  p a r e i l l e m e n t ,  p o u r  l a  p l a n è t e  P ' ,

( 2 3 ' )

è ,s '
COSA1

COSA1

I v  H ' + K '  . , , _ „
^ Z ~ —  s m ( p ' - D - T ' )

j  j j / __j£/ f
— -—  s in (p ' 4 - D — t') — tangA' tang 2-
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CHAPITRE XXII.

P R E M I E R S  T E R M E S  D E S  P E R T U R B A T I O N S  P É R I O D I Q U E S  

D E S  C O O R D O N N É E S .

1 4 5 .  L e s  p e r t u r b a t i o n s  p é r i o d i q u e s  d e s  c o o r d o n n é e s ,  q u i  s o n t  d u  p r e m i e r  

o r d r e  r e l a t i v e m e n t  a u x  m a s s e s ,  d é t e r m i n é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  d u  C h a p i t r e  p r é 

c é d e n t ,  s e  t r o u v e r o n t  d é v e l o p p é e s  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e s  p e t i t e s  q u a n t i t é s  e, 

d  e t  y ) .

N o u s  a l l o n s  c h e r c h e r  l e s  e x p r e s s i o n s  a n a l y t i q u e s  d e s  p r e m i e r s  t e r m e s  d e  c e s  

d é v e l o p p e m e n t s ,  e n  n e  c o n s e r v a n t  q u e  l e s  p a r t i e s  q u i  c o n t i e n n e n t  l i n é a i r e m e n t  

e, e '  e t  Y ] .  L e s  f o r m u l e s  a u x q u e l l e s  n o u s  a r r i v e r o n s  o n t  j o u é ,  à  p l u s i e u r s  r e p r i s e s ,  

u n  r ô l e  i m p o r t a n t  d a n s  l a  S c i e n c e ,  n o t a m m e n t  à  l ’ o c c a s i o n  d e  l a  d é c o u v e r t e  d e  

N e p t u n e .

P o u r  o b t e n i r ,  d a n s  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d e s  c o o r d o n n é e s ,  l e s  t e r m e s  d u  p r e m i e r  

o r d r e  p a r  r a p p o r t  à  e, d  e t  y], o n  d o i t  c o n s e r v e r  l e s  t e r m e s  d u  s e c o n d  o r d r e  

d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e .  S o i t  t o u j o u r s  R ,  l ’ i n v e r s e  

d e  l a  d i s t a n c e  m u t u e l l e  d e s  d e u x  p l a n è t e s  P  e t  P ' ;  l a  f o r m u l e  ( 3 7 )  d u  n °  1 2 3  

d o n n e  p r é c i s é m e n t  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  R ,  a v e c  l e s  t e r m e s  d e s  o r d r e s  o ,  1 

e t  2 .  C e t t e  f o r m u l e  p e u t  ê t r e  c o n d e n s é e  a i n s i  ;

l ’ i n d i c e  i  v a r i e  d e  —  00 à  +  c e ;  ^  e t  o n t  l e s  v a l e u r s  o ,  -1 o u  2 ;  M p . p - ,  N w  e t  P (i)

(0

l-  2  M j j ’ß<eße'ß 'cos[i(Z ' —  X) +  ß ( X  -  w) +  ¡3 ' (À —  © ' ) ]

H- ^  ( e 2 -t- e ' 2) ^  N<*> c o s i ( l ’ —  1) +  i  ed  ^  P W  c o s [ «  ( / '  —  1) +  w — ro ']  

-  \  n 2 2  B ( i_ 1 )  c o s ï ( f  —  * ) +  I v  2  B ( i _ 1 ) c o s [«'(/ ' —  1) +  2 I - 2 T ' ] ;
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3 6 o

o n t  l e s  e x p r e s s i o n s  s u i v a n t e 8 :

( 2 )

M'o'Jo =  A ( I ) ,

M\% = - 2 i A ^ - a
dAW

da ’

Mo’j =  (2 i — , ) A (¿ - u . <?A(1 —1)

da

m i /:
,  1 . x dk™  1
7  ( 4 e · —  5 î ) A » )  - h -  ( a *  —  i ) œ da +  a

,  d * A f ‘ > 
a -

da 4  d a 2

M 1/ ’ ,  =  -  (  i  - 1  )  (  2 i -  1 )  -  ( 2 *  -  1 )  a

M ' , / ’ ,  =  j  ( 4 i 2 -— 7 1 +  2 ) A (î" S) -+- "  ( 2 ï —  i ) a

--------«2 X o2 d a 2

d A » ~ »  1 „ d 2A<2- »

da

d A ( , - , ,  1 ¿ 2A (î_2)
« J «  +  4 a  d a 2 *

1 ¿ A (i) 1 2 d 2A (»
N(0 — —  d  a «) +  -  a  — f -  -+- 7  « 2 x » >

2 d a  4

P O )  =  (1 — 1) (21 — 1) A ^ " 1’  — 1

da*

¿ A O - »  1 ,  ¿ 2A O - »
d a d a 2

l a  s i g n i f i c a t i o n  d e  A < 2> e t  d e  e s t  l a  m ê m e  q u e  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( i 5 )  d u  

n °  1 1 9 ;  o n  v o i t  q u e  M ^0 e t  N (i'> r e s t e n t  l e s  m ê m e s  q u a n d  o n  c h a n g e  i  e n  —  i .

O n  p o u r r a  r e m a r q u e r  q u e ,  p o u r  o b t e n i r  l a  f o r m u l e  ( 1 ) ,  o n  a  r e m p l a c é  i  p a r  

i  —  1 ,  o u  p a r  i  —  2 ,  d a n s  c e r t a i n s  t e r m e s  d e  l a  f o r m u l e  ( 3 7 )  d u  n °  1 2 3 ,  e t  A ' / ’ e t  

A ' “  r e s p e c t i v e m e n t  p a r

a
dkW

da
e t

1 2 d 2A O >
2 a da%

S o i t  R 0),  l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e  q u i  c o r r e s p o n d  à  l a  p l a n è t e  P ;  d ’ a p r è s  c e  

q u i  a  é t é  d i t  a u  n °  1 2 4 ,  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  R 0>,  s e  d é d u i r a  d e  c e l u i  d e  R ( ,  e n

r e m p l a ç a n t  A (1) e t  A ( - , )  p a r  A ( , )  —  e t  B (0) p a r  B (0) —

I l  s u f f i r a  d e  f a i r e  c e  c h a n g e m e n t  t o u t  à  f a i t  à  l a  f i n ,  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  d e s  

p e r t u r b a t i o n s  d e s  c o o r d o n n é e s .

1 4 6 .  N o u s  a l l o n s  a p p l i q u e r  l e s  f o r m u l e s  d u  C h a p i t r e  X X  a u x  d i v e r s  t e r m e s  

d u  d é v e l o p p e m e n t  ( 1) .  L e s  e x p r e s s i o n s  ( d )  d u  n °  1 3 5  p o u r  g ,  s  e t  Y  c o n t i e n 

n e n t  l e  f a c t e u r  y] ,  c o m m e  o n  s ’ e n  a s s u r e  a i s é m e n t ;  d ’ a p r è s  l e s  f o r m u l e s  ( / )  d u  

m ê m e  n u m é r o ,  i l  e n  s e r a  d e  m ê m e  p o u r  S ,  cp e t  s i r n p S ,  0 .  S i  l ’ o n  n é g l i g e  l e  s e c o n d  

o r d r e ,  c e s  f o r m u l e s  ( / )  d e v i e n d r o n t

â , a  =  4 1 ,  ô i p  =  A ,  dt e =  X ^  e $ ,

§ ,0 = $ ! — i e - i  e ô , B ï  =  Î .
4  a
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L e s  f o r m u l e s  ( a )  d u  n °  1 3 5  c o m b i n é e s  a v e c  l ’ e x p r e s s i o n  ( i )  d e  R ,  d o n n e r o n t ,  

a u  d e g r é  d e  p r é c i s i o n  c h e r c h é ,

j ^ j rz_ i + iv M & ' « P  «'P'cos [ i ( Z' -  X) +  ß (> -  a») +  ß ' (X -  )],■ c . =
m' a 
—  a- 
f*

2
A  =  —

3 m! 
-------- a
2 [JL 2

cJlf) “  ---
m! a 
—  a-
f*

2
§ =

1 m*
-------- Cl·
2  [X 2

+  M ß’ß'eß e'ß' X) +  ß(X -  co) -H ß'(X - ® ' ) ] ,

d M ^ ’ß

ß 4- ß ' —  i 4- «v da

ß

eß e'ß' sin[i(Z'  —  X) 4- ß(X -  co) 4- ß'(X -  ©')],

(4) U “  2  ß~+ ß '  -  ¿~ iv M ^ . e P - V P ' s i n  X) +  ß(X -  co) 4- ß'(X -  ro')]

—  —  e V '  N<« s i n * ( Z ' -  X) -  -  —  « ' T '  P (« sin [i{V -  X) 4- co -  m'],
( X I  —  V ^ - i i  2 ¡J. 1 —  V l  L '  J  ’

2  ß +  p t i + i v  M ^ . e ß - ‘ f i ' P ' c o s [ i ( Z ' - X ) + ß ( X - u ) + - ß ' ( X - ro')]

4- i  —  e' 2  J pto COS[* (/' —  X) 4- co —  Tü'].

9  =  l- ^ a
2 ¡X

m!

2 [X

O n  a  p o s é  d a n s  c e s  f o r m u l e s

O n  a  m a i n t e n a n t ,  d ’ a p r è s  l a  f o r m u l e  ( i  i )  d u  n °  1 4 3 ,

—  =  — ecos(X —  co) 4- e s i n ( X —  co) (5,0 4 - d 4s) 4- edje
a a a  1

—  [cos(X —  co) d4e 4- sin(X —  co^djsr] —  e [ co s(2X—  2 u ) i , e  +  sin(2À —  203) 6^ ® ]

o u  b i e n ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e s  r e l a t i o n s  ( 3 ) ,

( —  =  —  —  [Æ cos(X —  w) 4- sin (X —  co)] —  y e —  cos(X —  co)
( 5 )  ) a  a  4  c i

( _ 4- e ( A 4-A>)sin(X —  c o ) 4 - e tJ?—  e [ ® c o s ( 2X —  2co) 4- $ sin ( 2X —  2co)].

O n  a u r a  e n s u i t e ,  d ’ a p r è s  l a  f o r m u l e  ( 3 )  d u  n °  1 4 2 ,  l ’ e x p r e s s i o n  s u i v a n t e ,  p o u r  

l a  p e r t u r b a t i o n  d e  l a  l o n g i t u d e ,

d4e —  dip 4-  dt £ 4-  2ec os( X —  co)(d,p 4- ^ e )  +  2[ s in( X— co) dt e —  cos (X —  co)edtCj]
5

4- -  e [ s i n ( 2X —  2co) dje —  cos (aX —  2co) ed]Sy]

T. — I. 46
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o u  b i e n ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e s  f o r m u l e s  ( 3 ) ,

1 4 7 .  I l  n ’ y  a p l u s  q u ’ à  r e m p l a c e r ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 5 )  e t  ( 5 ' ) ,  A ,  x ,  § ,  <£ 

p a r  l e u r s  e x p r e s s i o n s  ( 4 ) .  O n  d o n n e r a  à  [3 e t  ¡3' l e s  v a l e u r s  o ,  1 , 2 ,  e n  n e  r e t e 

n a n t  q u e  l e s  t e r m e s  d u  p r e m i e r  o r d r e ;  o n  a u r a  à  e f f e c t u e r  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  

t r è s  s i m p l e s  p a r  d e s  r e l a t i o n s  t e l l e s  q u e

cos(X -  u) ^  Q(i) cosî (/’ — X) -  l- ^  [Q(') +  Q(-0] cos[i(/'— X) 4- X - u ] ,

sin (X —· w) ^  Q(') sini(X' — X)  ̂ ^  [Qoi — Q<-0 ] cos[ î {V — X) 4-X — 10],

q u i  s e  s i m p l i f i e r o n t  e n c o r e  s i  l ’ o n  a Q ( ' °  =  Q (i) o u  Q t - i )  = —  Q ( , ) .

D a n s  l e  c a l c u l  d e s  q u a n t i t é s

l e s  d e u x  t e r m e s  m u l t i p l i é s  p a r  Mj £p<  s e  r é d u i r o n t  e n  u n  s e u l  a y a n t  p o u r  a r g u 

m e n t

l e s  d e u x  t e r m e s  m u l t i p l i é s  p a r  p w  s e  r é d u i r o n t  a u s s i  à  u n  s e u l  a r g u m e n t

O n  t r o u v e r a  a i n s i  l e s  e x p r e s s i o n s  s u i v a n t e s  d o n t  n o u s  d o n n o n s  l e  d é t a i l  p o u r  

g u i d e r  l e  l e c t e u r  :

4* cos(X — w) 4- § sin(X— w),

c.£sin(X — co ) — jcos(X — w),

i ( / ' - X ) 4 - ( P - i ) ( X  — u) +  P ' ( X - ® ' ) ;

1 ( l1 ■— X ) 4-X — mr ;

i l  y  a u r a  d e s  r é d u c t i o n s  a n a l o g u e s  p o u r  l e s  q u a n t i t é s

®cos(aX — 2 w) 4- .f sin(2X — 2«), 

tfsin(2X — 2 w) — .fcos(2X — 2to).

£ _m' a
2  M ' « ,  c o s  i ( X)

m!
H-----ae

P
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PREMIERS TERMES DES PERTURBATIONS PÉRIODIQUES. 363
et

A. H -  A )

( 6' )

(7)

(7')

_ _fL_ V  r —  Mq’o + a
i i —  v MU |_2(i —  v)  0,0 da -  sin i ( l ' — 7)

y f
MU  L 2 (1 — i +  iv]

Q
■ iv)

■ —  a é  Y  [" s M'o'1! 4- a
¡j. MU |_2 ( i  —  i H- 0,1

da

<7Mo?i
da

? ] t = Î

] t = t ·

— sin [«(/' — 7) 4- 7 —
■ IV

i +  iv
s i n [ i ( / '  —  7 ) 4 - 7 -

— [i£cos(7 — to) 4 - S?sin(>. — to)]

= _  ï  j  a  2  — j t t v  M >’ ° c o s ‘· ^ ' -  x )

-  %  “  2  [ i t r b j N<" *  r r ^ T T ;  “ A ]  cos[;(f - X )  +  i - u]

-  I " i 2  [ i f r b )  P "’ +  7 = 7 ^ 5  M'»,] coS[ ,( f  - X) +  » -  »'],

2 [$  sin (X — to) — $ cos(7 — co)]

=  —  —  a Y - --------Î-------- M l ' ,0 s i n A / '  —  7 )u m u  i —  1 4 -  i v  n o  v >

m' T i
4 - 2  —  ae  y i  — ----------- N<*

¡x ¿ u \ _ i ( i  — v)

—  « ✓  y  r
¿ u  L î ( i - v )

N <0

p t o

2 — i 4- i‘v ¡'’o j  s i n [ { ( / '  —  X) 4 - 7  —  w ] 

—  +  iv M i ? i ]  s i n [ { ( / '  — 7 ) + 7  — r o ' ] ,

( 8 ) 3 "C 7,— y e — cos (A -
4 a

-to)  =  —

( 8 ') 1--- £  "·’ n  -----e — sin (7 -
2 a

-to)  =  —

/ e (  A 4- <A>) sin(7 — to)

(9) m' a e Y  r
( _  p ! - V -iL [_2

~ l y  7 ~ , e 2 M“'» 0081:1(^-7) 4 - 7 - U ] ,4  p

1 w ' a
2 p  i —

( 9 ' ) * ·

( i o )

( i o ' )

■ V )

2 e ( A  4 -  A>)  cos ( 7  —  to)

_ m ’ a V 1 f  3
¡j. i — v m u  | 2 ( i —  v )

M »’“ +  a ^ r ]  5 c ° s [ î ( / ' - 7 ) 4- 7 - c° ] ,

+  7 s i n t i ( / ' - 7 ) - + - 7 - t o ] ,

e9  =  ~ m'

-  e §  — 7 —
a 4 p

a F  » < ’ 2 r r ^ T 7 ; M ä e o s [ . X C - X )  +  ) : - u ] ,  

“ * 2  J Z f r n ;  M m  s i n [ > ( / ' — X.) +  X — co]
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e t

00

—  e  [Çt1 COS ( 2 X —  2 w )  +  # s i n ( 2 ? i  —  2 w ) ]

=  —  -  —  ae V  ------- !------r- M '/ ’o c o s [ i ‘ ( / ' —  l )  —  ( l  —  &>)]
2 ij. i  —  i -+- iv  ’

=  — -  —  « c ' y -------- r------r-  M ' fo  c o s f i ( / ' —  >0 +  —  « ) ]  ;
2 /x .—J  i +  i  — îv  1,u

5
-  e [ 4? s in  (2  À — 2to) — $  co s  ( 2 À — 2 « ) ]

=  —  y  —  a e  V ----------r——r- M ‘/>0 s i n [ i ( i ' ~  X )  —  ( X —  « ) ]
4 / 2  l - ! + i V  1, u

— +  7  —  oe  y ------- 7----- -- s i n [ i ( / '  — l )  +  l —  <*>].
4  [X Z d  I  +  i - i V  1, 0

O n  n ’ a u r a  p l u s  m a i n t e n a n t  q u ’ à  f a i r e  l e s  s o m m e s

^  —  ( 6 )  -t- ( 7 )  + . . . +  ( x i ) ,  ô1p =  (6 î ) - t - (7 ' ) - + - ·  - - H- i 11' ) ’

e t  l ’ o n  t r o u v e r a  s a n s  p e i n e

( I I ' )

l l- < s =  ” ' a y r .
a i·1 ^  L j — y M O0 , 0 2( 1  —  ¿-h iv)

c o s ¿ ( l '— l )

’ ° ¿ (1  — v) da

+  ( -  -  i)  -------- r------r-  M '/ ’o ------- ---------------- r- M lf o
\ 2  / I —  l  H -  l  V 1,0 2(1 - \ - i  —  i v  1,0

I

' a e' V { - ± S Z ±----- U C  7  1 ---------.------ —
¡x ^  |_i —  î H - î v

M ' o ' V

2  —  1 +  IV  

I

2 ( 1

—  M i ?

IV

T
2 , 0  ' î ( i - v )

2 (2 — i +  i’v) 2i(i — v) J

N<« c o s [ i ( i ' - > )  +  X - u ]  

P ( i) l  c o s [ « ( / '—  1) + A  — i n ' ]

3 ,  p —r; Mj/’o H ------r <<· —,
v ) 2 0,0 î ( i — v)  da

m1 f  3
4 7  a  2d  [ 2 1 ( 1  —

m ' ' V '  ( 1 T  3 i~]
¡j. aB X d  | 1 —  v [ î ( i  — v )  2J

1 ¿ M < ' \
a

1 — t +  iv-7- M '/ 1,a ]  s in i( / ' —I)

1 a „ < i M · '1·
0,0 +  1(1  —  v )  da

4 0  —  i  +  i v )
; +  6 * . ■b-) M1,".

I —  l + i v )

1

i —  ¿‘ +  ¿v da 4( 1  +  t — ¿v)

2 2

1,0

■ l  “ h

5
+  77--------·— - x  M '74 ( i  +  i — i v )  * ’

2  ----  i + i V M i V ¿ ( i - v )
N»> s i n [ t ( / ' —  l ) + l —  w ]

m

P
l ae' Y  T 3(t~~~l)__M(il______ \

2mi j_ 2 ( I —  Î + Î V )2 0,1 I  — î

2 —  1  ■+■

i + i v  da

*----r- M'/’iH- 1 -■■ pt«l sin[i (*'-*) +  X-ra']
1 -h iv ’ i (1  — v) I
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PREMIERS TERMES DES PERTURBATIONS PÉRIODIQUES. 3 6 5

1 4 8 .  I l  f a u t  m a i n t e n a n t r e m p l a c e r , d a n s l e s f o r m u l c s ( a ) e t ( a ' ) , M (l/ ’0, M (1i)0 ,  . . ~ , P (i) 

p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( 2 ) .

I l  c o n v i e n t  d e  p o s e r

( 1 2 ) i — i v = s h

e t  d e  m e t t r e  p a r t o u t  -— ~  a u  l i e u  d e v .

<5, r
L ’ e x p r e s s i o n  d e  p r e n d r a  l a  f o r m e

(b)

—  =  -  —  y C / c o s ï t / ' - X )
a 2 p. X J

+ e ^  D< cos[t(/' — X) +  X — oj]

4 -  ^ - e ' ^ E i C O s l i i l 1—  X ) 4 - X  —  c r ' ] ;

u n  c a l c u l  a s s e z  l o n g ,  m a i s  q u i  n e  p r é s e n t e  a u c u n e  d i f f i c u l t é ,  d o n n e

( C )

C  , =
2 1

« ( '  —  z i)
a AW 4 -

da ’

=  a k ‘ V

dA ' «
Si(l  — z ) ) { 2 — Zi) da  ■ 2 3 i ( 2 — Zi)

e  f = _ J / - , ) . l i £ z : I L a A » - i >
5 j ' ( l  Z i )  ( 2  Z i )

l Zi — I

5 / (1  — ü 1')(2  — Zt)
a-

dA ^ -v

da 2 ¡¡i (2 Zi)

d2 A O ')  
d a 2 5

d2 A O ’- 1 ) 
da2

O n  p e u t ,  s i  l ’ o n  v e u t ,  c h a n g e r ,  d a n s  C , ,  i  e n  —  i ,  p a r  s u i t e  z , ·  e n  —  s , · ,  e t  r e m 

p l a c e r  C ;  p a r  i ( C , ·  4 -  C _ f )  ;  o n  t r o u v e  a i n s i

2 Ïa A t'i) +  Z ia2

( C i ) Cr-

dA(i>

da

* i O  —  A  )

L ’ e x p r e s s i o n  ( a ' )  d e  § ,  v p r e n d r a  d e  m ê m e  l a  f o r m e  

à> v = \ ~  ’̂ i 'F i & m i ( r - - l )

(b') 4 - e  ^  G , - s i n [ i ( / '  —  X) 4 -  X —  w ]

4 -  —  e ' 2 H / 8 i n [ t ( / ' - X ) - + - X - ® ' ] ,
V
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e t  l e  c a l c u l  d i r e c t  d o n n e r a

CHAPITRE XXII.

F ; —  ¿ — «A<‘> +  8

= î ( i - = t )

,  dkw
a- —— >

Zi{i — Zi) àa

(c') {

n — A 1 — i ) z ï + { i - 2)s'î +  (u — 2Î)zj — 2(2i'+5)5,-+6
Ij ï  —  ï --------------------------- r-i  /----------- \ñ~/— ;------- w --------------- c----------------------------- - « A ' 1'

z i 0  —  z i Y i î +  z i) (2 — z i)

_¿5? +  3 (¿ — 2)5? +  2(¿ +  6)5,· — 12 s dA(¿) _____ i

H,· =  ( i — i) ( 2 i — i)

Q/
25,-(i —  5 , ) 2( i H- z¡) {2 — z¡) da

2 5 , · +  4

,  d * A < «
3 / ( 1  Zi ) A — Z i ) a âat

25,-(l — 5¿)2(2 — 5,·)
a A (i_1)

(« —  i )z}  +  2 ( 1  +  i )z i  —  4  d A (I'- 1)

25¿(l —  5¡)2(2 —  Z i ) da
________ I________  0 3 d - A < ¿-»>
5 ,(i — -s,)(2 z¡) 5a2

O n  p e u t ,  s i  l ’ o n  v e u t ,  c h a n g e r ,  d a n s  F , · ,  i  e n  —  i,  e t  r e m p l a c e r  F , ·  p a r  

¿ ( F , ·  —  F _ , · ) ;  o n  t r o u v e  a i n s i

( o \ ) F  , =

¿(s 2 + 3) aA(i) +  25,-a2 d A W
da

5 ? ( I - ^ )

1 4 9 .  L e s  f o r m u l e s  ( a )  e t  ( a 1)  s o n t  e n  d é f a u t  l o r s q u e  i  =  o ,  c a r  c e r t a i n s  t e r m e s  

c o n t i e n n e n t  î  e n  d é n o m i n a t e u r .

I l  y  a  l i e u  d e  r e p r e n d r e  l a  f o r m u l e  ( i ) ,  d ’ y  f a i r e  f  =  o  e t  d e  c o n s i d é r e r  à  p a r t  

l e s  t e r m e s  c o r r e s p o n d a n t s ;  o n  t r o u v e  a i n s i

lt»r= I  A«»+ i  (e2 +  e'2)N(°) +  iee/P«')cos(w - r o ' ) -   ̂•o2B<1) '

+  Í 2  M^ cPc'P'costP(x- “) +  l3'(^ -® ')] +  5»il B(,,co8(a)l - a r ,) ;

P  e t  P '  n e  d e v r o n t  p a s  ê t r e  n u i s  s i m u l t a n é m e n t ,  p u i s q u ’ i l  e n  r é s u l t e r a i t  u n e  

p a r t i e  c o n s t a n t e  d a n s  R " ,  e t  q u e  c e t t e  p a r t i e  c o n s t a n t e  a  é t é  m i s e  e n  é v i d e n c e  

e t  d é s i g n é e  p a r  | A (0).

O n  t i r e  d e s  f o r m u l e s  ( a )  d u  n °  1 3 4 ,  e n  y  r e m p l a ç a n t  R 0 i , p a r  l ’ e x p r e s 

s i o n  ( 1 2 ) ,

2 y ~  * ’ * 1,0

m* dA(0)
— a1 —T—  nt * 
fx da

m'
s* e s i n ( X—  a2 — pi 

y àa
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$ ~  —  £ a N (D)e  -+- ^  a P (0)e '  c o s ( w  —  nt

+  «  2  ß T F  M ^ ' eP_,e'P' sin [ß (A -  co) +  ¡3 ' a  -  *>')],

^  ~  a P ^ e '  s i n ( w  —  xs') nt

+  Ï  y  a 2  p T p 7 M $ > ' e M e ' p' C 0 S [ P ( ^  -  U )  +  (3 ' ( X  -  ® ' ) ] .

I l  n ’ y  a  p l u s  q u ’ à  s u b s t i t u e r  c e s  v a l e u r s  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 5 )  e t  ( f i ' )  ;  v o i c i  l e s  

p r i n c i p a u x  d é t a i l s  d u  c a l c u l  :

[  ® c o s  ( X —  co ) 4 -  §  s i n  ( 1 — w  )]  =
J7V

F

1 m

2 F L

s i n  ( l  —  w )  —  # c o s ( 7  —  w ) ]  —

- ^ « N < ° ) e s i n ( > i  —  w) ■ +- ^ a P ( o ) e ' s i n ( X  —

+  aM,2%ecos(X — m) h- I  otM^e'cos^ —*

P  J “i
—  2 —  !^ôN<o>e c o s ( 7  —  w) - h  -  a P « » e ' c o s ( X  —  rs') nt

tu1 r  1 ~i
—  —  j^«M^0e s i n ( X  —  w) +  -  « M ^ e ' s i n f X  —  ut') ,

—  f  e  —  c o s ( X  —  w) =  o ,  —  -  e —  s i n ( A  —  w )  =  o ,  
3  «  1 a ' ’

117? < J A (0)
e ( A  +  X )  sin(À —  w )  =  —  —  nta- e sin(X —  co),

2 e  ( A  +  A ) c o s ( ^ —  w )  = —  2 —  nta-  e c o s ( X  —  w ) ,

e < !ê = l  ^7 - « M 1,®1,, e c o s ( X  — w ) ,

-  e i  —  -  —  a Â t 1,0L e s i n {~k —  w ) ,  
2 4  (2 1,u

T 77̂  ̂
—  e[<3? c o s (  2X  —  2 w )  +  # s i n ( 2 X  —  2 u ) ] = -----------7  « M ^ e c o s f Â  —  w ) ,

2 p  ’

5 5 jyi'
-  e [ <3? s i n ( 2 )1  —  2 w )  —  # c o s ( 2 Â  —  2 u ) ]  =  +  j  —  a M (,0)0 e  s i n  (1 —  M ).
2 4  p"
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3 6 8 CHAPITRE XXII.

O n  t r o u v e  f i n a l e m e n t

[(«N<·) +  «· «sina  -  ») +  ;  * ' * * 0 ·  -  ®'>] - ï

+  4  ( a M » ·  -  I  « c o s ( l  -  <o) + .  £  ( « » »  « ' » > 0

- 7tt ' dA<°>
î , P = --------a 2 — :—  n t

[x da
_ 2 ^ n t ] ^ a W o) +  a ^ y coS ( l - ^ )  +  l a ? w e ' c o s ( . l - ^ ) ]

m,
-----------1 «

F

d M ^
da

a M 1,1’,  e s i n ( > i  —  w )

-  a M 1; 1,  4 -  a2 4 ^ 1  4 - -  aM[°\ ) e ' s i n  (k —  bt' ]  ·
2 0,1 d a  2 1,1 J

S i  l ’ o n  r e m p l a c e  N (0),  P(0\ · · · p a r  l e u r s  v a l e u r s  t i r é e s  d e s  f o r m u l e s  ( 2 ) ,

o n  t r o u v e  a i s é m e n t

< V r
a da 2 da2 J

( 1 3 )

4 -  [ a k ^ - a *
dA<*> 1 , <?» A<*>\

d a  2 a da2 /
e ' s i ni n ( ) i  —

1  _  > 2 Î  ( 3  «■  ^  + 1  « ·  ? £ £ !) e c o s  ( X  -  »  )
2 p  d a  i  | i  \  d a  2 d a  /

- I  —  U a k . M — 3> a 'd̂ p -  —  J  a 3 e ' c o s  ( >  —  r a ' ) ,
i  u  \  d a  2 d a 2 }

s m '  d A (0)
5 iP  = ----------- a 2 —z—

p  da

( i 3 ')

[(3“’ + ; ““ lé?) ecos(X- “>
P ^ e ' c o s ( *  —  r o ' ) j

3 m' 
2 [2

, 4 m  t d A ( ‘ ) 1 „ d 2 A (1
4 -  ( a A (1> —  a 2 — 3------------a 3 - -r-

1 d a  2 d a 2

d A (0) 1 d 2A<0)\  . . .  .

m ' /  A m  t dA.w 3 . d * A ( ‘ )
H------ 2 a A (1)— 2 a 2 ------------a*

p  \ da 4  °  d a 2
j  e' s i n  (A  ■ - ® ' ) ·

1 5 0 .  O n  a  e x p l i q u é  d a n s  l e  C h a p i t r e  p r é c é d e n t  c o m m e n t  o n  p e u t  f a i r e  d i s p a 

r a î t r e  d e  S ,  v l e s  t e r m e s  e n  s i n A  e t  c o s  A ,  p o u r  l e s  r e p o r t e r  u n i q u e m e n t  s u r  £ , r ;  

n o u s  a l l o n s  o p é r e r  c e  c h a n g e m e n t .  S o i e n t  c ,  e t c ' j  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  e c o s ( A  —  w )  

e t  e ' c o s ( A  —  r a / ) d a n s  — ,  s t e t  s\ l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  e s i n  Çk  —  o )  e t e ' s i n ( A  —  t n ' )
Cl

Ô V
d a n s  S, v. S i  n o u s  c h a n g e o n s  e e t  m  e n  e 4-  A e ,  e t  c i  4 -  A u r ,  e t  S, v d e v i e n d r o n t

à r
( i 4 )  = . . . c 1e c o s ( X —  w )  4 - c ' j e ' c o s ( î i  —  ns') —  A e c o s ( ) i  — w )  —  e A w s i n ( X  —

=  . . . S ! e s i n ( ) i  —  w) 4 - s ' j e '  s i n ( X  —  r o ')  4 - 2 A e s i n ( X  —  &>) —  2 e  A s r c o s  (À  — « ) + . . · ·
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PREMIERS TERMES DES PERTURBATIONS PÉRIODIQUES. 3 6 9

S i  l ’ o n  é g a l e  à  z é r o  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  s i n  A  e t  d e  c o s X  d a n s  v, o n  a  d e u x  é q u a 

t i o n s  d ’ o ù  l ’ o n  t i r e  a i s é m e n t

(■ 5.)

Ae =  —  ^ [ s j e  +  s'i ë  c o s ( u  —  o f ) ] ,  

eAm —  ^ i ' 1 e ' s i n ( w  —  n r ' ) ;

e n  r e p o r t a n t  c e s  v a l e u r s  d e  A e  e t  eAus  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 14 ) »  i l  v i e n t ,  a p r è s  r é 

d u c t i o n ,

§i r

a
e c o s ( X  —  w )  -t-

C f + 2 ,Ç‘
e' c o s ( X  —  o f )  +  . . . .

O n  t r o u v e  d ’ a i l l e u r s

1 i m ,
-  S i  — 7  —  a ‘
2 4  f i da2

, 1 , i m ' f  d A ‘l>
c,  +  -  s i —  7  —  a A < i; —  a 2 — - 

2 4  f i  \  d a
a 3

' da2 /

11 c o n v i e n t  d e  p o s e r

( d )

- /  =
2 ,  d A f )

3
a 2 ,  

oa

I

4
^ a A (1) -

d A < «
—  c  = a 2

d a  1

r ‘a da2 ’

dA
da

—  a ‘
^ A 0) \  

da2 y

da2

—  D  =  a  A O )  —  a·
d A (1>

da
-  « °

d 2A O ) _  
da2 ;

a l o r s ,  s i  l ’ o n  t i e n t  c o m p t e  d e s  c h a n g e m e n t s  r é a l i s é s  p a r  l ’ i n t r o d u c t i o n  d e s  

v a l e u r s  ( i 5 )  d e  A e  e t  e Avs, l e s  f o r m u l e s  ( i 3 )  e t  ( i 3 ' )  d o n n e r o n t

( 1 6 )

r  i m! i m l { „  „ dA.^\ . i mr
72 --------------U  2 "jjT \  —  2 °* da J  n ê s i n ^  —  +  -  — D  t t £ e ' s i n ( X  —  s r ' )

. —  _ —_ __
a 2  p  da

~- 7 7  f +  5 «

f * .

2 2 — — ^  e c o s ( l  —  co) —  ^ - / ' e ' c o s ( ? i  —  o f ) ;
d a  /  '

( 1 6 ' )  3 , p = -  —  a 2 ,  
f i  d a

w '  ,  dA<°) . . m '  ( „  .  dA<°>\
n i  H-------( C  —  2 a 2

f i  \  d a
J  n i e c o s ( X  —  co) +  —  D n i e ' c o s ( X  —  o f ) .

C e s  v a l e u r s  d e  e t  S ,  u  d e v r o n t  ê t r e  a j o u t é e s  a u x  v a l e u r s  ( b )  e t  ( b ' )  t r o u v é e s

p l u s  h a u t .
T .  -  1 . 47
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L e s  e x p r e s s i o n s  e l l i p t i q u e s  d e  r  e t  v s o n t  d ’ a i l l e u r s

( 1 7 )  'a —  1 ~  e c o s ( X  —

( 1 7 ' )  v —  nt +  £ +  2 < ? s i n ( A  —  co) + . .  . .

I l  c o n v i e n t  d e  p o s e r ,  c o m m e  o n  l ’ a  d é j à  f a i t  a u  n °  1 4 1 ,

( x8) ni , 
-----------a ‘

d k ^ \

da )

O n  c a l c u l e r a  « ,  p a r  l a  f o r m u l e

c e  q u i  d o n n e r a

( ' 9 )

n\a\ —  « 2a 3)

a =  cii
2 m'  s <AA(0,\

3  j i  °  da )

D é s i g n o n s  p a r  X ,  c e  q u e  d e v i e n t  X  q u a n d  o n  y  c h a n g e  n  e n  n { ;  n o u s  a u r o n s

c o s  (A  —  co) =  c o s [ A 4—  to +  ( «  —  « i ) i ]  =  c o s  (Xj —  w) —  ( n  —  r t j ) i  s i n ( ^ i  —  w ) ,  

s i n  (A  —  co) =  s i n f ^ t —  co +  ( «  —  « t ) £] =  s i n ^  —  co) -+- (n  —  « ^ ¿ c o s f A ,  —  ûj) ,

o u  b i e n ,  e n  v e r t u  d e  l a  r e l a t i o n  ( 1 8 ) ,

( 2 0 )

COS ( A —  Co) =  COS (X i —  co) —  

s i n  (A  —  co) =  s i n  ( A t —  co) +

m!

T

m'

~F-

dAW

da

, dk<» 
da

nt  s i n ( ) i 1 —  co), 

nt  c o s  (À j  —  u ) .

S i  l ’ o n  e f f e c t u e  l e s  s u b s t i t u t i o n s  ( 1 8 )  e t  ( 2 0 )  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 1 7 )  e t  ( 1 7 ' ) ,  

o n  t r o u v e

(ai)

( 2 ! ' )

r  . 2 ni' d A (0> 2 m' d k (0) ... .
—  —  1 — ecosiÀi— co) —  -¿r —  a 2 — r-------h  0  —  a ecosiAi —  co)
at 3 ¡j. da 3 [J. da

m’ <9A (°)
—  a 2 — 3—  
p  da

/ i i e s i n ( A j  —  co) + . . . .

. . . .  . ni c f A (0>
(> =  n, t +  s +  2 e s i n  ( A. —  co) H------- a 2 — r—  nt

p  da

2 m'  dA<°> ■ ... .
H----- —  a 2 nte  C O S (A n —  co) - H . . . .

L e s  t r o i s  d e r n i e r s  t e r m e s  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 1 )  s e  r é d u i s e n t  a v e c  d e s  t e r m e s  

c o r r e s p o n d a n t s  d e  l a  f o r m u l e  ( 1 6 ) ;  i l  y  a  d e s  r é d u c t i o n s  a n a l o g u e s  p o u r  v e t
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S ,  v e t ,  f i n a l e m e n t ,  o n  p e u t  p r e n d r e ,  e n  s u p p r i m a n t  l e s  i n d i c e s  d e  n {, a ,  e t  A , ,

( / )

<5, r   i  m! 2 û A (0)

a  6  p  da
-  —  C n i e s i n  Çk —  u )  +  -  —  D n i e ' s i n  Çk —  m')
2 fJ. 2 p

/ e c o s ( A  —  « )  —  f ' e '  c o s ( X  —  w ' )  ;

( / ' ) <5, (> = —  C  rit e c o s  ()i —  « )  4------- D  rite' c o s  Çk —  r o ' ) .
p  [X '

L e s  e x p r e s s i o n s  d e  ^  e t  d e  q u i  r é s u l t e n t  d e s  f o r m u l e s  ( è )  e t  ( / )  d ’ u n e

p a r t ,  ( b ' )  e t  ( f  )  d ’ a u t r e  p a r t ,  s o n t ,  c o m m e  o n  s ’ e n  a s s u r e  a i s é m e n t ,  i d e n t i q u e s  

à  c e l l e s  q u e  L a p l a c e  a  t r o u v é e s  p a r  u n e  a u t r e  m é t h o d e  d a n s  l e  n °  5 0  d u  L i v r e  I I  

d e  l a  M éca n iq u e  cé le ste ,  s i  l ’ o n  a  é g a r d  à  c e  q u e  L a p l a c e  r e p r é s e n t e  p a r , —  A w  

c e  q u e  n o u s  a v o n s  d é s i g n é  p a r  A (i).  N o u s  a u r i o n s  d û ,  p o u r  n o u s  c o n f o r m e r  à  

l ’ u s a g e  a d o p t é  a u j o u r d ’ h u i  e t  d ’ a p r è s  c e  q u e  n o u s  a v o n s  d i t  a u  n °  1 4 2 ,  n e  p a s  

f a i r e  s o r t i r  d e s  s i g n e s  s i n u s  e t  c o s i n u s  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  S ,  r  e t  S ,  v l e s  i n é g a 

l i t é s  s é c u l a i r e s  d e  w ;  n o u s  l ’ a v o n s  f a i t  c e p e n d a n t ,  m a i s  u n i q u e m e n t  p o u r  r e t r o u 

v e r  l e s  f o r m u l e s  d e  L a p l a c e .

1 5 1 .  I l  r e s t e  e n f i n  à  t e n i r  c o m p t e  d e  l a  s e c o n d e  p a r t i e ,  R 0>1 —  R , ,  d e  l a  f o n c 

t i o n  p e r t u r b a t r i c e .  I l  s u f f i r a ,  e o m m e  n o u s  l ’ a v o n s  d i t ,  d e  r e m p l a c e r  A (0 p a r

A ()) —  N o u s  p o u r r i o n s  n o u s  e n  t e n i r  à  c e t t e  i n d i c a t i o n ;  m a i s ,  l a  c o n n a i s 

s a n c e  d e s  p e r t u r b a t i o n s  d e  r  e t  v p r o v e n a n t  d e  l a  s e c o n d e  p a r t i e  d e  l a  f o n c t i o n  

p e r t u r b a t r i c e  p e u t  ê t r e  u t i l e  d a n s  c e r t a i n e s  r e c h e r c h e s ,  e t  n o u s  a l l o n s  f a i r e  c o n 

n a î t r e  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  c e s  p e r t u r b a t i o n s .
a2

I l  f a u t ,  e n  s o m m e ,  d i m i n u e r  a k w  d e  - 75> e t  a?
dAW

da
a u s s i  d e  - 77:  a 3 

a'-
d2A (1> 

da2
r e s 

t e r a  l e  m ê m e .

I l  n ’ y  a  d o n c  q u ’ à  c h e r c h e r  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  ( b )  e t  ( b ' ) ,  ( / )  e t  ( / ' )  l e s  

p a r t i e s  q u i  c o n t i e n n e n t  A ( , )  o u  A M ) ;  o n  t r o u v e  a i n s i  s a n s  p e i n e ,  p o u r - ^ - j

-  —  ( C .  +  C L , ) c o s ( / '  — X ) +  —  D ^ c o s ^ - c A - f -  —  D ^ e c o s t -  l' +  2 k -  w )

—  E 2e ' c o s ( 2 / ' —  k —  us') —  —  / ' e ' c o s ( A  —  xs’ ),
p  '  '  p

1  !HL ( F i  —  F _ j )  s i n  X) 4 -  —  G . e s i n ^ ' - a ) )
2 p. P

4-  —  G _ j  e s i n ( —  / ' 4-  2 k —  co) 4-  —  H 2e ' s i n ( 2 /'  —  k —  r o ' ) .
p  p

e t  p o u r  S ,  v ,
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S i  l ’ o n  r e m p l a c e  / '  p a r  s o n  e x p r e s s i o n  ( d ) ,  e t  G , ,  C L , ,  D , ,  . . .  p a r  l e u r s  

e x p r e s s i o n s  ( c ' ) ,  e t  q u ’ o n  f a s s e  e n  m ê m e  t e m p s  l a  m o d i f i c a t i o n  i n d i q u é e ,  o n  

t r o u v e

ô, r  n i ' a ï  f  v —  3  ,
—  = -------7 5  ------- r~,---- — r COS ( V —

a  p. a 2 L .v (i— v) ( 2  —  v) > ) ■
v3 —  3 v2 4 -  2 V 4 -  3

i g )

v ( i  — v)2 ( i  4 -  v) ( 2  —  v)

*  V 3 —  H V2 4— 12 V —  Q  . „  .. .
4 — ---------rr-,---------- r-T-5------- r e  co s  (—  Z 4 -  2 A —  to)

v ( j  — v)2( 2  —  v) ( 3 — v)

2 V —  3

e c o s  (Z' —  co)

2 V ( l  —  v ) ( l  —  2  v)
e 'c o s ( 2 Z '  —  A —  tü' )

l ·

» n i' a s r  v2— 4 V 4 -  6  .
= --------7 ï -------1--------w ,---------r S i a ( Z ' —

¡j. a  2 L v ( i  —  v)2 (2 —  v) > )  +
■ 3 v2—  v —  9

2 ï l ( l —  v)2( l 4 - v ) ( 2  —  v)
e s in (Z '  —  to)

( g ' )
3 v4— g v 3 4 - 3 3 v2— 5 i v 4 - 3 o . , ,, .. .

---------- , — ----------TïTs------- \ e s i n ( —  Z'4 -  2A —  co)2 v ( i  —  v) 2 ( 2 —  v)2 ( 3 — v) 4 '

2 v2—  4 v 4 - 3  

v ( i  — v) (1 — 2 v)2
e' s i n ( 2 Z '— A —  r o ' ) j .

/fr
v  d é s i g n e  t o u j o u r s  d a n s  c e s  f o r m u l e s  l e  r a p p o r t — ·

E n  r é s u m é ,  l e s  v a l e u r s  c o m p l è t e s  d e  ^  e t  s e r o n t  d o n n é e s  :

i °  P a r  l e s  f o r m u l e s  ( b )  e t  ( b ' )  d a n s  l e s q u e l l e s  o n  d o n n e  à  i  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  

e n t i è r e s  p o s i t i v e s  e t  n é g a t i v e s ,  e x c e p t é  z é r o ;

20 P a r  l e s  f o r m u l e s  ( / )  e t  ( / ) ;

3 °  P a r  l e s  f o r m u l e s  ( g )  e t  ( g -' ) ·

O n  d e v r a  a j o u t e r  l ’ e x p r e s s i o n  d e  S ,  r  à  l a  v a l e u r  e l l i p t i q u e

j^i 4 -  ^ e2 —  e c o s ( A  —  « )  —  ^ e 2 c o s (2 A  —  2to) 4 - . . .  J  ,

e t  d e  m ê m e  c e l l e  d e  8 ,  v à  l a  v a l e u r  e l l i p t i q u e

Z4 -  2 e s i n ( A  —  co) 4 -  7  e 2 s in (2 A  —  2co) 
4

1 5 2 .  N o u s  d i r o n s ,  p o u r  t e r m i n e r ,  q u e l q u e s  m o t s  s u r  l e  c a l c u l  d e s  p e r t u r b a 

t i o n s  d e  l a  l a t i t u d e  s ,  t o u j o u r s  a v e c  l à  m ê m e  p r é c i s i o n .

O n  a
s in s  =  sincp s i n ( e  —  6 ) ;

d ’ o ù ,  e n  s u p p o s a n t  v a f f e c t é  d e  s e s  p e r t u r b a t i o n s ,  e t  r e m p l a ç a n t  p a r  l ’ u n i t é  l e s

f a c t e u r s  e t  — > 
c o s s  c o s  s

ô , s =  s i n ( p  —  9 ) S, 9  —  c o s ( e —  8 ) sincp 3 , 0
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o u  b i e n ,  e n  v e r t u  d e s  f o r m u l e s  ( 2 )  d u  n °  1 3 8 ,

(23) s =  (E 4- V) sin(e —  r )  — ijcos(e 4 - r).

O r ,  q u a n d  o n  r e m p l a c e  R 0 | , p a r  l ’ e x p r e s s i o n  ( 1 )  d a n s  l e s  t r o i s  d e r n i è r e s  f o r 

m u l e s  ( a )  d u  n °  1 3 4 ,  o n  t r o u v e

S  =  -  —  s i n  -  J  y  S ----------1------- --  a B ^ - 1 '  c o s  [¿'(¿'  —  A )  4 -  2 I  —  2 t ' 1  4 -  -  a B i ‘ ) c o s ( 2 ^  —  2 ? ')
2  p  2  ¿ d  [ 2  —  L V  '  J  2 v '

V  =  -  —  s i n  -  J  y — l-— a A (i) c o s i ( l '—  ! ) ,
2 [X 2  ¿ d  v  —  1 '

—  s i n  -  J  i ---------- —  T  4  a B U - V s m i i l ' - l )
¡X 2  ( V —  I  ¿ d  l

4 -  Y -------- 1— r- s i n [i(l' —  1) +  2Ï —  2t>]
¿ d  2 —  1 +  IV  L J

(2(1) { n x m' . 1 T
 ̂ G ==---------sin -  J

°  2 ¡X 2 2 p.

-l· - a B (l> s in ( 2 ?i — 2 t ' )  
2 N ’

D a n s  c e s  f o r m u l e s  ( 2 4 ) ,  1 p r e n d  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  e n t i è r e s ,  e x c e p t é  z é r o .

I l  n ’ y  a u r a  q u ’ à  p o r t e r  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 3 )  l e s  v a l e u r s  p r é c é d e n t e s  d e  s  4 -  Y  

e t  Ç;  o n  d e v r a  r e m p l a c e r  A (1) e t  B (0) r e s p e c t i v e m e n t  p a r

~IIII T Q'
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CHAPITRE XXIII.

DÉCOUVERTE DE NEPTUNE.

L a  d é c o u v e r t e  d e  N e p t u n e  a  m a r q u é  u n e  é p o q u e  r e m a r q u a b l e  d a n s  l a  t h é o r i e  

d e  l a  g r a v i t a t i o n ,  à  l a q u e l l e  e l l e  a  a p p o r t é  u n e  c o n f i r m a t i o n  é c l a t a n t e .  A u s s i  

c r o y o n s - n o u s  d e v o i r  l u i  c o n s a c r e r  u n  C h a p i t r e  s p é c i a l ,  q u i  t r o u v e  i c i  s a  p l a c e  

n a t u r e l l e ,  c a r  c e t t e  d é c o u v e r t e  p r e n d  s a  s o u r c e  d a n s  l e s  f o r m u l e s  d u  C h a p i t r e  

p r é c é d e n t .

1 5 3 .  L e  i 3  m a r s  1 7 8 1 ,  W .  H e r s c h e l  r e n c o n t r a i t  a c c i d e n t e l l e m e n t  l a  p l a n è t e  

U r a n u s  d o n t  l e  d i s q u e  s e n s i b l e  a v a i t  a t t i r é  s o n  a t t e n t i o n .

Q u a n d  l ’ o r b i t e  d e  c e t t e  p l a n è t e  f u t  c o n n u e  a p p r o x i m a t i v e m e n t ,  o n  c o n s t a t a  

q u ’ a v a n t  s a  d é c o u v e r t e  e l l e  a v a i t  é t é  o b s e r v é e  v i n g t  f o i s  c o m m e  é t o i l e  f i x e  d e  

6 e g r a n d e u r ,  d e p u i s  1690  j u s q u ’ à  1 7 7 1 ,  p a r  F l a m s t e e d ,  B r a d l e y ,  M a y e r  e t  L e m o n -  

n i e r .  V e r s  1 8 2 0 ,  B o u v a r d  e n t r e p r i t  l a  t h é o r i e  d e  c e t t e  p l a n è t e ,  e n  p r e n a n t  p o u r  

p o i n t  d e  d é p a r t  l e s  e x p r e s s i o n s  a n a l y t i q u e s  q u e  L a p l a c e  a v a i t  d o n n é e s  q u e l q u e  

t e m p s  a u p a r a v a n t  d a n s  l e  t o m e  I I I  d e  l a  M é c a n iq u e  cé leste ,  p o u r  l e s  p e r t u r b a t i o n s  

d ’ U r a n u s  c a u s é e s  p a r  J u p i t e r  e t  S a t u r n e .

B o u v a r d  d i s p o s a i t  d o n c  d e  q u a r a n t e  a n n é e s  d ’ o b s e r v a t i o n s  r é g u l i è r e s  m o 

d e r n e s  ( d e  17 8 1  à  18 20 ) ,  e t  d e  v i n g t  o b s e r v a t i o n s  a n c i e n n e s ,  é c h e l o n n é e s  e n t r e  

16 9 0  e t  1 7 7 1 .  C e s  d e r n i è r e s  é t a i e n t  é v i d e m m e n t  i n f é r i e u r e s  a u x  p r e m i è r e s  e n  

p r é c i s i o n  ;  c e p e n d a n t  e l l e s  r a c h e t a i e n t  c e t  i n c o n v é n i e n t  e n  r a i s o n  d e  l a  g r a n d e  

e x t e n s i o n  q u ’ e l l e s  d o n n a i e n t  à  l ’ a r c  o b s e r v é  d e  l ’ o r b i t e  d ’ U r a n u s .

B o u v a r d  c o n s t r u i s i t  a i n s i  l e s  T a b l e s  d ’ U r a n u s  d o n t  l e s  a s t r o n o m e s  s e  s o n t  

s e r v i s  p e n d a n t  u n  q u a r t  d e  s i è c l e ;  m a i s  i l  n e  p u t  p a s  l e s  é t a b l i r  d ’ u n e  f a ç o n  

s a t i s f a i s a n t e  :  i l  l u i  f u t  i m p o s s i b l e  e n  e f f e t  d e  r e p r é s e n t e r  à  l a  f o i s  p a r  l e s  m ê m e s  

f o r m u l e s  l e s  a n c i e n n e s  o b s e r v a t i o n s  e t  l e s  m o d e r n e s .  N ’ a r r i v a n t  p a s  à  c o n c i l i e r  

l e s  d e u x  s y s t è m e s ,  B o u v a r d  p r i t  l e  p a r t i  d e  r e j e t e r  e n t i è r e m e n t  l e s  o b s e r v a t i o n s
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a n c i e n n e s ,  e t  i l  f o n d a  s e s  T a b l e s  u n i q u e m e n t  s u r  l e s  q u a r a n t e  a n n é e s  d ’ o b s e r v a 

t i o n s  m é r i d i e n n e s  :

«  L a i s s a n t ,  d i t - i l ,  a u x  t e m p s  à  v e n i r  l e  s o i n  d e  f a i r e  c o n n a î t r e  s i  l a  d i f f i c u l t é  . 

d e  c o n c i l i e r  l e s  d e u x  s y s t è m e s  t i e n t  r é e l l e m e n t  à  l ’ i n e x a c t i t u d e  d e s  o b s e r v a t i o n s  

a n c i e n n e s ,  o u  s i  e l l e  d é p e n d  d e  q u e l q u e  a c t i o n  é t r a n g è r e  e t  i n a p e r ç u e ,  q u i  

a u r a i t  a g i  s u r  l a  p l a n è t e .  »

I l  n e  f u t  p a s  n é c e s s a i r e  d ’ a t t e n d r e  l o n g t e m p s  p o u r  p r o n o n c e r ;  d a n s  l ’ e s p a c e  

d ’ u n  p e t i t  n o m b r e  d ’ a n n é e s ,  d e s  e r r e u r s  s e n s i b l e s  s e  m a n i f e s t è r e n t ,  d o n t  l a  

v a l e u r  a u g m e n t a  g r a d u e l l e m e n t ,  s i  b i e n  q u e ,  v e r s  1 8 4 5 ,  l a  l o n g i t u d e  d ’ U r a n u s  

c a l c u l é e  p a r  l e s  T a b l e s  d e  B o u v a r d  d i f f é r a i t  d ’ e n v i r o n  2 '  d e  l a  l o n g i t u d e  o b 

s e r v é e .  L e s  T a b l e s  q u i  n e  r e p r é s e n t a i e n t  p a s  l e s  o b s e r v a t i o n s  a n c i e n n e s  é t a i e n t  

d o n c  é g a l e m e n t  i m p u i s s a n t e s  à  r e p r é s e n t e r  l ’ e n s e m b l e  d e s  o b s e r v a t i o n s  m o 

d e r n e s .  I l  d e v e n a i t  p r o b a b l e  q u e  l a  p l a n è t e  U r a n u s  a v a i t  é t é  s o u m i s e  à  q u e l q u e  

a c t i o n  «  é t r a n g è r e  e t  i n a p e r ç u e  » .

L a  q u e s t i o n  d e  l ’ i r r é g u l a r i t é  d e s  m o u v e m e n t s  d ’ U r a n u s  s e  t r o u v a  a i n s i  m i s e  à  

l ’ o r d r e  d u  j o u r .  D a n s  l e  c o u r a n t  d e  l ’ é t é  d e  1 8 4 5 ,  A r a g o  l a  s i g n a l a  d ’ u n e  m a 

n i è r e  p r e s s a n t e  à  L e  V e r r i e r ,  q u i ,  d a n s  s e s  p r e m i e r s  t r a v a u x ,  v e n a i t  d e  r é v é l e r  u n  

t a l e n t  d e  p r e m i e r  o r d r e .  C ’ e s t  v e r s  c e t t e  é p o q u e  q u e  B e s s e l  é c r i v a i t  à  d e  H u m -  

b o l d t  :

«  J e  p e n s e  q u ’ u n  m o m e n t  v i e n d r a  o ù  l a  s o l u t i o n  d u  m y s t è r e  d ’ U r a n u s  s e r a  

p e u t - ê t r e  b i e n  f o u r n i e  p a r  u n e  n o u v e l l e  p l a n è t e ,  d o n t  l e s  é l é m e n t s  s e r a i e n t  

r e c o n n u s  p a r  s o n  a c t i o n  s u r  U r a n u s  e t  v é r i f i é s  p a r  c e l l e  q u ’ e l l e  e x e r c e  s u r  

S a t u r n e .  »

1 5 4 .  L e  V e r r i e r  s e  m i t  à  l ’ œ u v r e ;  r e d o u t a n t  q u e l q u e s  i n e x a c t i t u d e s  d a n s  l e s  

c a l c u l s  d e  B o u v a r d ,  i l  e n t r e p r i t  d ’ a b o r d  d e  d é m o n t r e r  d ’ u n e  m a n i è r e  i n d i s c u t a b l e  

q u e  l ’ e n s e m b l e  d e s  o b s e r v a t i o n s  m é r i d i e n n e s  d ’ U r a n u s  11e  p o u v a i t  ê t r e  r e p r é 

s e n t é  p a r  u n e  e l l i p s e  d o n t  l e s  é l é m e n t s  v a r i e r a i e n t  e n  v e r t u  d e s  s e u l e s  a c t i o n s  

p e r t u r b a t r i c e s  d e  J u p i t e r  e t  d e  S a t u r n e .

L e s  e r r e u r s  d e  l a  l a t i t u d e  t a b u l a i r e  d ’ U r a n u s  p o u v a i e n t  ê t r e  a n n u l é e s  à  t r è s  

p e u  p r è s  p a r  d e s  c h a n g e m e n t s  d a n s  l ’ i n c l i n a i s o n  d e  l ’ o r b i t e  e t  d a n s  l a  l o n g i t u d e  

d u  n œ u d ,  a s s e z  f a i b l e s  p o u r  n ’ a v o i r  a u c u n e  i n f l u e n c e  s u r  l a  l o n g i t u d e  d ’ U r a n u s .

S o i e n t  d o n c  n ,  z,  e e t  ©  l e s  q u a t r e  a u t r e s  é l é m e n t s  e l l i p t i q u e s  a d o p t é s  p o u r  

U r a o u s ,  v l a l o n g i t u d e  c a l c u l é e  a v e c  c e s  é l é m e n t s  p o u r  l ’ é p o q u e  t ;  s i  l e u r s  v a l e u r s  

e x a c t e s  s o n t  r e p r é s e n t é e s  p a r  n  - 1-  A n ,  z -+ -  A z, e  H -  A e,  o u -  A  o r ,  l a  l o n g i t u d e  

e l l i p t i q u e ,  c a l c u l é e  e x a c t e m e n t ,  s e r a

dv . dv . dv . dv .
- r -  A n  - I -  - r -  A s  - h  -y -  A e  +  -3— A c t ;
on os de ons

1 · . dv dv dv dv
l e s  c o e f f i c i e n t s -3— > - > ->  - j —

dn d s de dns
s o n t  d e s  f o n c t i o n s  c o n n u e s  d e  t  e t  d e  n ,  z, e , xs.
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S o i t  <£ l a  p e r t u r b a t i o n  e n  l o n g i t u d e  c a u s é e  p a r  J u p i t e r  e t  S a t u r n e ;  d é s i g n o n s  

p a r  p 0 l a  l o n g i t u d e  d é d u i t e  d e s  o b s e r v a t i o n s  p o u r  l ’ é p o q u e  t.  O n  d e v r a i t  a v o i r

( O
~  àv  . d v  . dv  . dv  .

t'  +  ®  +  A , l +  ^  A s  +  ^  A e +  ̂  — ‘ "O — v e —  Vo — o ;de d a r

a u t a n t  d ’ o b s e r v a t i o n s ,  a u t a n t  d ’ é q u a t i o n s  d e  c e t t e  f o r m e ,  c o n t e n a n t  a u  p r e m i e r  

d e g r é  l e s  q u a t r e  i n c o n n u e s  A n , A z , A e,  A n r .

L e  V e r r i e r  a v a i t  r e p r i s  a v e c  u n  s o i n  m é t i c u l e u x  l e  c a l c u l  d e s  p e r t u r b a t i o n s  d e  

l a  l o n g i t u d e  c a u s é e s  p a r  J u p i t e r  e t  S a t u r n e ,  d e  s o r t e  q u ’ i l  é t a i t  b i e n  c e r t a i n  d e s  

v a l e u r s  d e s  q u a n t i t é s  <8. I l  e u t  u n  t o t a l  d e  2 5 9  é q u a t i o n s  t e l l e s  q u e  ( 1 ) ,  f o u r n i e s  

c h a c u n e  p a r  u n e  o b s e r v a t i o n  m é r i d i e n n e  f a i t e  e n t r e  17 8 1  e t  i 8 4 5 .

I l  g r o u p a  l e s  é q u a t i o n s  v o i s i n e s ,  10  p a r  1 0 ,  à  p e u  p r è s ,  d e  f a ç o n  à  n ’ a v o i r  

q u e  26  é q u a t i o n s  n o r m a l e s ,  c o r r e s p o n d a n t  à  u n  n o m b r e  é g a l  d ’ o b s e r v a t i o n s  

i d é a l e s  b e a u c o u p  p l u s  p r é c i s e s  q u ’ u n e  o b s e r v a t i o n  i s o l é e .

E n  c o m b i n a n t  c o n v e n a b l e m e n t  c e s  é q u a t i o n s ,  i l  o b t i n t  d e s  v a l e u r s  p l a u s i b l e s  

d e s  i n c o n n u e s  q u i ,  s u b s t i t u é e s  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  i n d i v i d u e l l e s ,  d o n n è r e n t  l e s  

r é s i d u s  s u i v a n t s ,  v a l e u r s  d e e c —  :

T a b l e a u  ( A ) .

n tt
1781-1782........ +  -AO, 5 1813-1815........ • +  4,5
1783-1784........ . -i- 1 0  j 8 1816-1817........
1785-1788........ +  2 , 0 1818-1820........ . -t- 3,8
1789-1790....... .. —  8 , 1 1821-1823....... ..  +  1 , 7

1791-1792....... .. —  7 , 8 1824-1827.... . .  - 7 , 6

1793-1794....... ,. —  1 0 , 5 1828-1830....... ..  -  7 , 3

1795-1796........ .. —  1 0 , 1 1835-1835----- .. - 4 , 5
1797-1801........ .. -  6 , 7 1835-1836----- ■ · - 4 , 7
1802-1804....... ·. -  3,4 1837-1838___ . .  — 2 , 1

1804-1806........ — 0 , 4 1839-1840.... . .  -1- 0 , 7

1807-1808..........  -+■  3, 1 1841-1842........
1808-1810....... .. -4- 3,8 1842-1844....
1811-1813.... . .  +  4,4 1844-1845.... . .  + 6 , 5

O n  v o i t  q u e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  s ’ e s t  a m é l i o r é e ;  a u  l i e u  d e  2 ' ,  l e  p l u s  g r a n d  

é c a r t  n ’ e s t  q u e  d e  20" ,  5 .

M a i s  l e s  r é s i d u s  n ’ e n  s o n t  p a s  m o i n s  i n a d m i s s i b l e s ,  p a r  l e u r  g r a n d e u r  e t  p a r  

l e u r  a l l u r e  s y s t é m a t i q u e ,  s u r t o u t  q u a n d  o n  s e  r a p p e l l e  q u e  c h a c u n  d e s  n o m 

b r e s  e 0 e s t  l a  m o y e n n e  d e  d i x  o b s e r v a t i o n s  m é r i d i e n n e s  t r è s  p r é c i s e s .

1 5 5 .  A u s s i  L e  V e r r i e r ,  p l e i n  d e  c o n f i a n c e  d a n s  l ’ e x a c t i t u d e  d e  l a  l o i  d e  

N e w t o n ,  a b o r d a  r é s o l û m e n t  l ’ h y p o t h è s e  d ’ u n e  p l a n è t e  e n c o r e  i g n o r é e ,  e t  c h e r c h a  

s i  l e s  p e r t u r b a t i o n s  p r o d u i t e s  p a r  c e t t e  p l a n è t e  p e r m e t t r a i e n t  d ’ e x p l i q u e r  l e s  

i r r é g u l a r i t é s  d u  m o u v e m e n t  d ’ U r a n u s .  S o i t  P  l a  p e r t u r b a t i o n  c o r r e s p o n d a n t e  d e
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l a  l o n g i t u d e  d ’ U r a n u s  à  l ’ é p o q u e  t \ d a n s  c h a c u n e  d e s  é q u a t i o n s  ( i ) ,  ® d e v r a  ê t r e  

r e m p l a c é  p a r  ® +  P .

I l  y  a v a i t  l i e u  d ’ a p p o r t e r  q u e l q u e s  s i m p l i f i c a t i o n s  a u  p r o b l è m e .

T o u t  d ’ a b o r d ,  o n  s a i t  q u e  l e s  o r b i t e s  d e  M a r s ,  J u p i t e r ,  S a t u r n e  e t  U r a n u s  f o n t  

a v e c  l e  p l a n  d e  l ’ é c l i p t i q u e  d e s  a n g l e s  p e t i t s ,  i n f é r i e u r s  à  2 ° 3 o / ;  i l  é t a i t  d o n c  

n a t u r e l  d ’ a d m e t t r e  q u e  l a  p l a n è t e  i n c o n n u e  s e  m o u v a i t  à  f o r t  p e u  p r è s  d a n s  l e  

p l a n  d e  l ’ é c l i p t i q u e ,  s u p p o s i t i o n  d ’ a u t a n t  p l u s  p l a u s i b l e  q u e ,  c o m m e  n o u s  

l ’ a v o n s  d é j à  d i t ,  l e s  l a t i t u d e s  d ’ U r a n u s  p e u v e n t  ê t r e  r e p r é s e n t é e s  p r e s q u e  e x a c 

t e m e n t ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  s e u l e m e n t  d e s  a c t i o n s  d e  J u p i t e r  e t  d e  S a t u r n e .

E n  s e c o n d  l i e u ,  l a  p l a n è t e  i n c o n n u e  n e  p e u t  p a s  ê t r e  s u p p o s é e  p l a c é e  e n t r e  

S a t u r n e  e t  U r a n u s ,  c a r  e l l e  p r o d u i r a i t  d a n s  l e s  m o u v e m e n t s  d e  S a t u r n e  d e s  d é 

r a n g e m e n t s  q u i  n ’ a u r a i e n t  p a s  p a s s é  i n a p e r ç u s .  I l  f a u t  d o n c  q u ’ e l l e  s o i t  a u  d e l à  

d ’ U r j t n u s .  I c i ,  l a  l o i  d e  B o d e ,  m a l g r é  s o n  c a r a c t è r e  e m p i r i q u e ,  v a  j o u e r  u n  r ô l e  

i m p o r t a n t ;  e l l e  i n d i q u e  q u e  l a  n o u v e l l e  p l a n è t e  d o i t  ê t r e  à  u n e  d i s t a n c e  m o y e n n e  

d u  S o l e i l  d o u b l e  d e  c e l l e  d ’ U r a n u s .  L e  V e r r i e r  s ’ e s t  d o n c  a i n s i  t r o u v é  c o n d u i t  à  

p o s e r  l a  q u e s t i o n  e n  c e s  t e r m e s  :

«  E s t - i l  p o s s i b l e  q u e  l e s  i n é g a l i t é s  d ’ U r a n u s  s o i e n t  d u e s  à  l ’ a c t i o n  d ’ u n e  p l a 

n è t e  s i t u é e  d a n s  l ’ é c l i p t i q u e ,  à  u n e  d i s t a n c e  m o y e n n e  d o u b l e  d e  c e l l e  d ’ U r a n u s  ? 

E t ,  s ’ i l  e n  e s t  a i n s i ,  o ù  e s t  a c t u e l l e m e n t  s i t u é e  c e t t e  p l a n è t e ?  Q u e l l e  e s t  s a  

m a s s e ?  Q u e l s  s o n t  l e s  é l é m e n t s  d e  l ’ o r b i t e  q u ’ e l l e  p a r c o u r t ?  »

S o i e n t  a ',  n ' ,  e ' , z ' , m ' l e s  é l é m e n t s  d e  l a  p l a n è t e  i n c o n n u e ;  o n  a u r a

3

L e s  e x c e n t r i c i t é s  d e s  o r b i t e s  d e  J u p i t e r ,  S a t u r n e  e t  U r a n u s  s o n t  v o i s i n e s  d e  

0 , 0 6 ,  d o n c  p e t i t e s ;  i l  e s t  n a t u r e l  d e  s u p p o s e r  q u ’ i l  e n  s e r a  d e  m ê m e  d e  e '.  D a n s  

c e s  c o n d i t i o n s ,  o n  p o u r r a  c a l c u l e r  l a  p e r t u r b a t i o n  P  d e  l a  l o n g i t u d e  d ’ U r a n u s  

p a r  l e s  f o r m u l e s  d u  C h a p i t r e  p r é c é d e n t ,  q u i  l a i s s e n t  d e  c ô t é  l e s  q u a n t i t é s  d u  

s e c o n d  o r d r e  p a r  r a p p o r t  à  e  e t  e '.

P o u r  l ’ i n t e r v a l l e  d e  1 5 5  a n s ,  c o m p r i s  e n t r e  1690  e t  1 8 4 5 ,  l e s  i n é g a l i t é s  s é c u 

l a i r e s  d e  e d o n n é e s  p a r  l a  f o r m u l e  ( / ' )  d u  n °  1 5 0  s o n t  n é g l i g e a b l e s ,  c o m m e  o n  

s ’ e n  a s s u r e  a i s é m e n t .

1 5 6 .  L a  f o r m u l e  ( b ' )  d u  n °  1 4 8  d o n n e r a  d o n c  p o u r  l a  p e r t u r b a t i o n  P ,  e n  

r e m p l a ç a n t  p.  p a r  l ’ u n i t é  e t  r e m a r q u a n t  q u ’ o n  a  i c i  -t '  =  t ,  \  —  / ,  co =  c r ,

I
P = I  n i ’ 2 ]  F i S i n i ( Z ' —  i)

-i-m’ e ] ?  G,sin [«(/'— L) -h l — vs]

-1- m'e'  2 ]  I I / s i n [ i ( / ' —  l) -t- l —  s j ' ] .
T. -  I. 4 8
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L e s  v a l e u r s  d e s  c o e f f i c i e n t s  F , · ,  G i ;  H, , ·  s e r o n t  c a l c u l é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( c ' )  

d u  n °  1 4 8  ;  e l l e s  d é p e n d e n t  d e

Zi =  i — iv =  i l  I -----^ *
v  W

. j  A fi) 2 dA<« . ,  d2A<« 
q u a n t i t é  c o n n u e ,  e t  d e  a A (i),  a 2 e t  a 3 — ■

O r  o n  a ,  a v e c  l e s  n o t a t i o n s  d u  C h a p i t r e  X V I I ,

aA(i) =  a 6 (I), a d A m  __ 2 d d (l’ >
da a da ’

a3 d2A<‘'> 
d a 2 ' ~ K '

d 26<‘ > .  
d a 2 5

a  é t a n t  s u p p o s é  c o n n u ,  o n  p o u r r a  c a l c u l e r  c e s  q u a n t i t é s .  O n  t i e n d r a  c o m p t e  

d e  l a  s e c o n d e  p a r t i e  R 0>, —  R i  d e  l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e  e n  r e m p l a ç a n t  a & ( ,)

e t  a 2 r e s p e c t i v e m e n t  p a r
da

etbW
dbM

da

D o n c ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 3 ) ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  F ; ,  G , ·  e t  H /  p e u v e n t  ê t r e  s u p p o s é s  

c o n n u s .  E n  f a i s a n t  c e  c a l c u l ,  o n  t r o u v e  q u e  F , ·  e s t  p e t i t  p a r  r a p p o r t  à  F ,  q u a n d  

l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  i  s u r p a s s e  3 ;  o n  v o i t  a u s s i  q u e  l e s  s e u l e s  v a l e u r s  à  c o n s e r 

v e r  p o u r  G , ·  e t  H *  s o n t  G 4 ,  G , ,  G 3 e t  I I , ,  I l 2 ,  H 3.

O n  r e m p l a c e r a  /  p a r  n t  - t -  e ,  l  p a r  r i t  4 -  e ' ,  e t  l ’ o n  f e r a

(4)

( 5 )

( 6 )

e'simn' =  h’, e'cosro' =  k ' ;

I L =  i i F j - F - O s i n K B ' - n J i  +  e ' - e ]

L -t-  ̂ (F2 — F_2) sin[(2 /i'— 2 rt) i +  î e ' - 2 £ ]

+  l-  ( F , - F _ , ) s i n [ ( 3 n ' - 3 n ) f - i - 3 6 ' - 3 s ]

+  eG,sin(n'i h-  s' — ro)
H- eG2sin[(2a' — n)t  +  2s' — s — uj]

\ 4- e G 3s i n [ ( 3n ' — 2 « ) i 4 - 3 s ' — 2 s  — î ü ] ,

III =  — Hi cos ( n' t -i- g' )
—.H, cos [(an' -  n) t 4- 2 e'— e]

— H3 COS[(3«' — 2rt)Î 4- 3s'— 2 s],

( R =  ELsinf/i'i 4- s')
\ 4 - H2sin[(an'.— n)t  H- 2e'— s]
( 4- H3sin[(3a' — 2 n)t  4- 3s '— 2s].
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L a  f o r m u l e  ( 3 )  p o u r r a  s ’ é c r i r e  a i n s i

( 7 )  P  =  L m ' +  I l m ' / i ' - t -  K m 'k ';

e , n  e t  £ s o n t  c o n n u s ;  i l  e n  e s t  d e  m ê m e  d e

e '  e s t  i n c o n n u ;  c ’ e s t  l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  d e  l a  p l a n è t e  a u  1 e1' j a n v i e r  18 0 0 .  L e s  

f o r m u l e s  ( 4 ) ,  ( 5 )  e t  ( 6 )  m o n t r e n t  q u e  L ,  H  e t  K  s o n t  d e  l a  f o r m e

A , c o s s '  +  A 2 c o s  2 s '  -¡— X 3 c o s 3 s '

-+- ifî)! s i n s ' - t -  s i n  2 s '  -+- tll>3 s i n 3 s ' ,

o ù  A , ,  a 2 , A j , ilL·,, ifi>2 , 1)13 p e u v e n t  ê t r e  c o n s i d é r é s  c o m m e  c o n n u s .

S i  l ’ o n  p o r t e  l a  v a l e u r ( 7 )  d e  P  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 1 ) ,  O n  t r o u v e r a

(a ) ^  An -+- ~  A s  +  —  Ae  +  Ars -+- H  m 'h ' +  K  m 'k '  L  ni' +  v +  9  —  v̂  —  0 .
an as ae dut

O n  a u r a  a u t a n t  d ’ é q u a t i o n s  d e  c e t t e  f o r m e  q u ’ i l  y  a  d ’ o b s e r v a t i o n s ;  L e  V e r 

r i e r ,  p a r  d e s  m o y e n n e s ,  a  r é d u i t  c e s  é q u a t i o n s  à  d i x - h u i t ,  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  

é p o q u e s  s u i v a n t e s  :  1 6 9 0 , 9 8 ;  1 7 1 2 , 2 5 ;  1 7 1 5 , 2 3 ;  1 7 4 7 , 7 ;  1 7 5 4 , 7 ;  1 7 6 1 , 7 ;  

1 7 6 8 , 7 ;  1 7 7 5 , 7 ;  1 7 8 2 , 7 ;  1 7 8 9 , 7 ;  1 7 9 6 , 7 ;  1 8 0 3 , 7 ;  1 8 1 0 , 7 ;  1 8 1 7 , 7 ;  1 8 3 4 , 7  ; 

x 8 3 1 , 7 ;  1 8 3 8 , 7  5 18 4 ^ ,7  ( * ) .

1 5 7 .  L e  p r o b l è m e  d é p e n d  d o n c  d e  d i x - h u i t  é q u a t i o n s  à  h u it  in c o n n u e s , A n , A i ,  

A e, A xs, m 'h ',  m 'k ',  m '  e t  e ' ;  l e s  s e p t  p r e m i è r e s  f i g u r e n t  lin é a ir e m e n t  d a n s  l e s  

é q u a t i o n s  d e  c o n d i t i o n  ( a ) ;  l a  h u i t i è m e  e n t r e  d a n s  c e s  é q u a t i o n s  so u s fo r m e  

tra n sc e n d a n te  p a r  ^  ( e ' ,  2 e ' ;  3  e ' ) .

S i  l e s  o b s e r v a t i o n s  é t a i e n t  r i g o u r e u s e m e n t  e x a c t e s ,  i l  s u f f i r a i t  d e  p r e n d r e  

s e p t  d e s  é q u a t i o n s  ( a ) ,  d ’ e n  t i r e r ,  p a r  d e s  é l i m i n a t i o n s  s u c c e s s i v e s ,  l e s  v a l e u r s  

d e s  s e p t  i n c o n n u e s  A n , . . . , m  q u i  n ’ y  e n t r e n t  q u ’ a u  p r e m i e r  d e g r é ,  e t  d e  p o r t e r  

c e s  v a l e u r s  d a n s  l ’ u n e  d e s  a u t r e s  r e l a t i o n s  ( a ) ,  q u i  d e v i e n d r a i t  a i n s i  u n e  é q u a 

t i o n  t r a n s c e n d a n t e  n e  c o n t e n a n t  p l u s  q u e  l ’ i n c o n n u e  e ' .

M a i s  l e s  o b s e r v a t i o n s  a n c i e n n e s  s o n t  p e u  p r é c i s e s ;  l e s  d i f f é r e n c e s  a -h  <£ —  v0 

s o n t  e n  s o m m e  a s s e z  p e t i t e s ,  e t  i l  a r r i v e  q u ’ a p r è s  a v o i r  é l i m i n é  s i x  d e s  i n c o n 

n u e s  i l  r e s t e  p o u r  l a  s e p t i è m e  m '  u n e  é q u a t i o n  d e  l a  f o r m e

( 8 )  D m ' — N  =  o ,

(>) Ces époques sont équidistantes, sauf les trois premières, et il est possible de profiter de cette 
circonstance pour abréger les calculs.
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d a n s  l a q u e l l e  l e s  q u a n t i t é s  D  e t  N  s o n t  t r è s  f o r t e m e n t  a f f e c t é e s  p a r  l e s  e r r e u r s  

d e s  o b s e r v a t i o n s ,  d ’ a u t a n t  p l u s  q u e  l e s  c o e f f i c i e n t s  q u i  f i g u r e n t  d a n s  D  e t  N  s o n t  

t r è s  p e t i t s  p a r  r a p p o r t  à  c e u x  q u i  e n t r a i e n t  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  p r i m i t i v e s ,  d e  

s o r t e  q u e  l e  m o i n d r e  c h a n g e m e n t  a p p o r t é  d a n s  l e s  d o n n é e s  f a i t  v a r i e r  m ! d a n s  

d e s  p r o p o r t i o n s  e x t r a o r d i n a i r e s .

L e  V e r r i e r  a v a i t  o b t e n u  c e t t e  é q u a t i o n  ( 8 )  e t ,  e n  é c r i v a n t  q u e  m !  d o i t  ê t r e  

e s s e n t i e l l e m e n t  p o s i t i f ,  i l  e s p é r a i t  l i m i t e r  l e s  i n t e r v a l l e s  d a n s  l e s q u e l s  i l  f a l l a i t  

c h e r c h e r  l a  v r a i e  v a l e u r  d e  z'·. I l  a v a i t  p o s é

,  i ' 
lang -  = æ·,

c e  q u i  l u i  a v a i t  p e r m i s  d ’ e x p r i m e r  N  e t  D  a l g é b r i q u e m e n t  e n  x ;  i l  é t a i t  

a r r i v é  à
( i  +  ;c 2 ) 2 N  — N „  ( i  +  ^ 2 ) s D = D 1 ,

N ,  e t  D ,  é t a n t  d e s  p o l y n ô m e s  e n  x  d e  d e g r é s  4  e t  i o .

M e t t a n t  à  p r o f i t  l e  t h é o r è m e  d e  S t u r m ,  L e  V e r r i e r  a v a i t  v u  q u e  l e s  r a 

c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  N ,  =  o  é t a i e n t  t o u t e s  i m a g i n a i r e s ,  t a n d i s  q u e  l ’ é q u a t i o n  

D ,  =  o  a v a i t  q u a t r e  r a c i n e s  r é e l l e s .  I l  é t a i t  a i n s i  a m e n é  à  c o n c l u r e  q u e  z ' d e v a i t  

ê t r e  c o m p r i s  e n t r e  g ô Y i o '  e t  i 89 ° 5 5 ' ,  o u  e n t r e  2 6 3 ° 8 '  e t  3 5 8 ° 4 i ' ·  O r ,  q u a n d  i l  

a t t r i b u a i t  à  z ' d e s  v a l e u r s  c o m p r i s e s  e n t r e  c e s  l i m i t e s ,  e t  q u ’ i l  l e s  s u b s t i t u a i t  

d a n s  l ’ e n s e m b l e  d e s  é q u a t i o n s  ( a ) ,  i l  n ’ o b t e n a i t  j a m a i s  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  s a 

t i s f a i s a n t e ;  d e  s o r t e  q u e  l a  v r a i e  v a l e u r  d e  z' t r a n s p o r t é e  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 8 )  

d e v a i t  c o n d u i r e  p o u r  m '  à  u n e  v a l e u r  n é g a tiv e .

«  J ’ a v o u e r a i  s a n s  p e i n e ,  d i t - i l ,  q u e  c ’ e s t  c e  q u i  m ’ e s t  d ’ a b o r d  a r r i v é ;  l o n g 

t e m p s  j ’ a i  é t é  a r r ê t é  d a n s  m e s  r e c h e r c h e s  p a r  c e t t e  d i f f i c u l t é .  A u s s i  c r o i r a i - j e  

f a i r e  u n e  c h o s e  u t i l e  e n  i n s i s t a n t  e n c o r e  s u r  c e t t e  p a r t i e  d e  l a  q u e s t i o n ;  e l l e  e s t  

t r è s  p r o p r e  à  m o n t r e r  p a r  s e s  d é t a i l s  c o m b i e n  s o n t · d é l i c a t s  c e r t a i n s  p o i n t s  d e s  

r e c h e r c h e s  n u m é r i q u e s  ;  c o m b i e n  i l  e s t  s o u v e n t  p l u s  p é n i b l e  d ’ a r r i v e r  à  u n e  c o n 

n a i s s a n c e  r i g o u r e u s e  d e  l a  v é r i t é  e n  r a i s o n n a n t  s u r  d e s  n o m b r e s  e n t a c h é s  d e s  

e r r e u r s  d ’ o b s e r v a t i o n s ,  q u ’ e n  d i s c u t a n t  d e s  s y m b o l e s  a l g é b r i q u e s  s u s c e p t i b l e s  

d e  r e p r é s e n t e r  l e s  d o n n é e s  d e  l a  q u e s t i o n  a v e c  u n e  e x a c t i t u d e  a b s o l u e ,  e t  d e  s e  

p r ê t e r  à  t o u t e s  l e s  r e s t r i c t i o n s .  »

I l  f a l l a i t  d o n c  o p é r e r  a u t r e m e n t ,  e n  a y a n t  é g a r d  à  t o u t e s  l e s  o b s e r v a t i o n s .  

V o i c i  l a  m é t h o d e  e m p l o y é e  :

L e  V e r r i e r  c o n s i d è r e  l e s  q u a t r e  é q u a t i o n s  ( b )  d u  t y p e  ( a )  q u i  c o r r e s p o n d e n t  

a u x  a n n é e s  1 7 1 5 ,  1 7 7 5 ,  1 8 1 0  e t  1 8 4 5  ;  i l  r e p r é s e n t e  p a r  p  e t  q  l e s  e r r e u r s  c o m 

m i s e s  d a n s  l e s  a n c i e n n e s  o b s e r v a t i o n s  d e  1 7 1 5  e t  1 7 7 5 ;  i l  s u p p o s e  n u l l e s  l e s  

e r r e u r s  e n  1 8 1 0  e t  1 8 4 5 ,  p u i s q u e  d a n s  c h a q u e  c a s  o n  a  u n e  m o y e n n e  d ’ u n  a s s e z  

g r a n d  n o m b r e  d e  b o n n e s  o b s e r v a t i o n s  m é r i d i e n n e s .  L e s  p r e m i e r s  m e m b r e s  d e s  

d e u x  p r e m i è r e s  é q u a t i o n s  ( b )  d e v r o n t  d o n c  ê t r e  a u g m e n t é s  d e p  e t  q  r e s p e c t i v e -
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m e n t .  O n  t i r e r a  d e s  q u a t r e  é q u a t i o n s  ( b )  l e s  v a l e u r s  d e s  q u a t r e  i n c o n n u e s  A n ,  

A i ,  A e , A &  p o u r  l e s  s u b s t i t u e r  d a n s  l e s  a u t r e s  r e l a t i o n s  ( a ) ;  c e l a  d o n n e r a  d e s  

é q u a t i o n s  ( c )  d o n t  l e s  p r e m i e r s  m e m b r e s  s e r o n t  d e s  f o n c t i o n s  l i n é a i r e s  d e p ,  q  

m 'h ',  m 'ic '  e t  m '.  L e  V e r r i e r  f a i t  l e s  m o y e n n e s  d e s  é q u a t i o n s  ( c )  q u i  r é p o n d e n t ,  

d ’ u n e  p a r t ,  a u x  a n n é e s  1 8 1 7 ,  1 8 2 4 ,  x 8 3 i  e t  i 8 3 8  ;  d ’ a u t r e  p a r t ,  a u x  a n n é e s  1 7 8 2 ,  

1 7 8 9 ,  1 7 9 6  e t  1 8 0 1 ,  e t  i l  e n  t i r e  l e s  v a l e u r s  d e s  i n c o n n u e s  m 'h ’ e t  m'/c'.

I l  c o n n a î t  d o n c  l e s  s i x  p r e m i è r e s  i n c o n n u e s  e n  f o n c t i o n  d e s  d e u x  d e r n i è r e s ,  

z' e t  m ',  e t  d e s  e r r e u r s  p  e t  q  d e  1 7 1 5 e t  d e  1 7 7 5 .  O n  p e u t  v o i r  q u ’ o n  a  u t i l i s é  

d e s  o b s e r v a t i o n s  d e  s e p t  e n  s e p t  a n s ,  à  p a r t i r  d e  1 7 7 5  j u s q u ’ e n  i 8 4 5 ;  d e  s o r t e  

q u e  t o u t e s  l e s  o b s e r v a t i o n s  c o m p r i s e s  d a n s  c e t  i n t e r v a l l e  d e  s o i x a n t e - d i x  a n s  s e 

r o n t  r e p r é s e n t é e s  p r e s q u e  e x a c t e m e n t  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  v a l e u r s  d e  z ', m ',  

p  e t  q .  M a i s  o n  n ’ e n  p e u t  p a s  d i r e  a u t a n t  d e s  o b s e r v a t i o n s  d e  1 6 9 0  e t  1 7 4 7 ;  c ’ e s t  

e n  e s s a y a n t  d e  r e p r é s e n t e r  c e s  o b s e r v a t i o n s  q u ’ o n  p o u r r a  d é t e r m i n e r  1 '.

O n  s u b s t i t u e r a  d o n c  l e s  v a l e u r s  d e s  s i x  p r e m i è r e s  i n c o n n u e s  d a n s  l e s  é q u a 

t i o n s  ( c )  q u i  r é p o n d e n t  à  1 6 9 0  e t  1 7 4 7 1  e t  l ’ o n  a u r a  d e s  r é s i d u s  d e  l a  f o r m e

( 9 )  A - h B m ' + C p  - \ - D q .

L e  V e r r i e r  a  e f f e c t u é  t o u s  l e s  c a l c u l s  q u i  v i e n n e n t  d ’ ê t r e  i n d i q u é s  p o u r  q u a 

r a n t e  v a l e u r s  é q u i d i s t a n t e s  d e  e ' ,  e n t r e  o °  e t  3 6 o ° .  V o i c i  l e s  r é s i d u s  ( 9 )  p o u r  

q u e l q u e s - u n e s  d e s  v a l e u r s  d e  e '  :

Tableau (B).

Erreur de la théorie 
en 1690.

Erreur de la théorie 
en 1747.

0
0 . · . . . . 324 H- 8 7 m'-t-

II
° Ap -- 2 ,0, 7 —  2 6 1 '

1
1 6  m'— 1 ,3 p  - - 1 , 6 7

43........ 2 0 7  -- 8 m'— 0 .l ' P - - 1 , 5 7 — 1 6 7 — 1 1 6 m'— i) 0P - - 2 , 0 7

90........ 1 4 8 - -  4 8  m'— °:, 2  p - -  l A q n4 — 2  m'— 0 ,8 7 7 - - 1 , 8 7

133....... i38 -t- 4 2 m'— 0 ,3 P - - i , 5 q — 1 0 6 -h 63 m'— 0 , 8 7 5 - - 1 , 8 7

180___ -i- 7 9  -1- 1 8 7n'— OAp -- 1 , 5 7 -  7 6 — 4 m'— 0 , 7 7 5 - - i ,9 7
223........ -t- 6 - 1 <Jr

r
M S f 0 :A p - - 2 , 0 7 -  33 — 1 r m'— 0 ,7 7 5 - - 1 , 6 7

234........ — 2  - -  5 7  m — 0 , 6  P - - 2 , 2 7 —  2 7 — 9  m'— 0 , 7 7 5 - -  1 , 5 7

243......... — 7 - -5 3  m '— °;Ap - - 2 , 2 7 —  2 4 — 6  m'— o , 7  P - -  1 ,4 7
232......... — 8 - -  45m '— ° . ,5p  - - 2 , 3 7 -  2 4 — 3 m'— 0, 7  P  —- 1 , 3 7

2 6 1......... — 4 - -3 5  m'— °.,5 p  - - 2 , 5 7 —  2 4 H- 1 m'— 0 , 8 7 5 - -  1 , 2 7

270......... 4 - -  2 1 ?n'— °.A P - - 2 , 6 7 —  2 9 -h 6  m'— 0 , 8 7 5 - - 1 , 2 7

279......... 1 7 - -  5 m'— °:,3 p -

COîT1 —  38 -H 127r i — ° ,9  P - - 1 , 1 7

288.......... . H- 3 7  - -  1 4  m '— 0 ., i p  --  2 ,9 7 —  5i -f- 1 8  m'— o , 9  P - - 1 , 0 7

3 13 ......... H- 1 4 4 + 7 3  m' - f- ° . A P - - 3 , 0 7 -  123 -t- 3 7  m ' — 1 , 2 7 5’ - - 0 , 8 7 '

L e  V e r r i e r  e x a m i n e  e n s u i t e  l a  m a r c h e  d e s  e r r e u r s  c o n t e n u e s  d a n s  l e  T a b l e a u  

p r é c é d e n t ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  l i m i t e s  d a n s  l e s q u e l l e s  d o i v e n t  r e s t e r  c o m p r i s e s  

l e s  q u a n t i t é s  m ' ,  p  e t  q .

L a  d i s c u s s i o i / d c s  o b s e r v a t i o n s  l u i  a  m o n t r é  q u e  p  n e  p e u t  s u r p a s s e r  i 5 "  e t
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q  i o " ;  d ’ a u t r e  p a r t ,  i l  é t a i t  a r r i v é  à  r e c o n n a î t r e  ( ' )  q u e  m ' n e  p e u t  ê t r e  s u p p o s é  

s u p é r i e u r  à  4 > s a n s  q u o i  l a  p l a n è t e  i n c o n n u e  e x e r c e r a i t  s u r  S a t u r n e  d e s  p e r 

t u r b a t i o n s  a p p r é c i a b l e s  q u i  n ’ o n t  p a s  é t é  c o n s t a t é e s .

C e l a  p o s é ,  o n  v o i t  q u e  p o u r  z' —  o ,  e n  p r e n a n t  p  =  —  i 5 ,  g =  —  i o ,  l ’ e r r e u r  

e n  1 7 4 7  s e r a i t  d e  —  2 2 6 " —  i & 'm f ,  d o n c  e n  v a l e u r  a b s o l u e  s u p é r i e u r e  à  2 2 6 " ;  

l ’ e r r e u r  d e  1 6 9 0  s e r a i t  e n c o r e  b e a u c o u p  p l u s  c o n s i d é r a b l e .  L ’ h y p o t h è s e  t ' —  o  

e s t  d o n c  i m p o s s i b l e ;  l e s  v a l e u r s  s u i v a n t e s ,  j u s q u ’ à  2 2 5 ° ,  s o n t  é g a l e m e n t  i m p o s 

s i b l e s .  M a i s  o n  r e m a r q u e  q u e  l e s  p a r t i e s  c o n s t a n t e s  A  d e s  r é s i d u s  d u  T a 

b l e a u  ( B )  a t t e i g n e n t  l e u r  m i n i m u m  a b s o l u ,  t a n t  e n  1 6 9 0  q u ’ e n  1 7 4 7 »  d a n s  l e  

v o i s i n a g e  d e  e '  =  2 5 2 ° ;  c ’ e s t  l à  s e u l e m e n t  q u ’ o n  p e u t  a v o i r  u n e  s o l u t i o n  s u s c e p 

t i b l e  d e  r e p r é s e n t e r  l e s  o b s e r v a t i o n s .

1 5 8 .  L a  p a r t i e  l a  p l u s  d i f f i c i l e  d u  p r o b l è m e  e s t  m a i n t e n a n t  r é s o l u e ;  i l  n ’ y  a  

p l u s  q u ’ à  p e r f e c t i o n n e r  l a  s o l u t i o n  e t  à  l u i  f a i r e  a c q u é r i r  l e  m a x i m u m  d e  p r é c i 

s i o n .  L e  V e r r i e r  p o s e

( 1 0 )  e ' =  252° +  i 8°(3,

e t ,  p o u r  t e n i r  c o m p t e  d e  c e  q u e  l a  l o i  d e  B o d e  a  p u  a s s i g n e r  à  a '  u n e  v a l e u r  

i n e x a c t e ,  i l  f a i t  a u s s i

( 1 1 )  -  « =  I ?  = 0 , 5  +  0 , 2 5 / ,

e n  d é s i g n a n t  p a r  ¡3 e t  y  d e u x  i n d é t e r m i n é e s .

I l  r e p r e n d  t o u s  l e s  c a l c u l s  à  l e u r  d é b u t  e t  s e  p r o p o s e  d e  d é v e l o p p e r  l e s  r é s u l 

t a t s  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  (3 e t  y ;  i l  y  a r r i v e  p a r  i n t e r p o l a t i o n ,  e n  f a i s a n t  s i x  

c a l c u l s  c o r r e s p o n d a n t  à  

«
( 1 2 )  |  i3 —  ° >  ï  —  °> P —  o, y —  +  1 ;  (3 =  0 ,  y =  —  i ;

( (3 =  +  i ,  y = o ;  (3 =  — I ,  y =  o ;  (3 =  —  1,  y =  + i ;

d a n s  c h a c u n e  d e  c e s  h y p o t h è s e s ,  i l  c a l c u l e  l e s  é q u a t i o n s  ( a ) ,  q u ’ i l  p r e n d  m ê m e  

p l u s  n o m b r e u s e s  q u e  p r é c é d e m m e n t ,  e n  f o r m a n t  u n  p l u s  g r a n d  n o m b r e  d e  

g r o u p e s  a v e c  l e s  o b s e r v a t i o n s  m o d e r n e s  ( i l  e n  a  m a i n t e n a n t  3 3  a u  l i e u  d e  1 8 ) .  

I l  r é s o u t  c h a c u n  d e  c e s  s y s t è m e s  d e  3 3  é q u a t i o n s  p a r  l a  m é t h o d e  d e s  m o i n d r e s  

c a r r é s ,  r e l a t i v e m e n t  a u x  6  i n c o n n u e s  A n ,  A s ,  A e ,  A w ,  m 'h '  e t  m 'k '  d o n t  i l  t r o u v e  

l e s  v a l e u r s  e x p r i m é e s  l i n é a i r e m e n t  e n  m '.  I l  c a l c u l e  a u s s i  l e s  3 3  r é s i d u s  o b t e n u s  

e n  s u b s t i t u a n t  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  d o  c o n d i t i o n  l e s  v a l e u r s  d e s  6  i n c o n n u e s .  I l  a  

d o n c ,  e n  c o r r e s p o n d a n c e  a v e c  l e s  6  s y s t è m e s  ( 1 2 ) ,  6  s y s t è m e s  d e s  3 3  r é s i d u s

( l ) rri désigne dans le travail de Le Verrier le rapport de la masse do la planète inconnue à la dix- 
millième partie de la masse du Soleil.
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JU H- lit ut* )

o ù  eJU e t  ifb o n t  c h a q u e  f o i s  d e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  c o n n u e s .  C ’ e s t  m a i n t e n a n t  u n  

c a l c u l  f a c i l e  q u e  d ’ o b t e n i r  l e s  3 3  r é s i d u s  q u i  c o r r e s p o n d r a i e n t  a u x  v a l e u r s  g é n é 

r a l e s  ( i o )  e t  ( x  i )  d e  e '  e t  a  s o u s  l a  f o r m e

( A +  B[3-i-Cy-+-D (32 -t-E(3y-)-Fy2

(l3) j H- m '(A '+  B '(3 -t~ C'y H- D'(32 +  E'(3y +  F'y2);

l e s  q u a n t i t é s  A ,  B ,  . . . .  A ' ,  B ' ,  . . .  o n t  a c t u e l l e m e n t  d e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  

c o n n u e s .  L e  V e r r i e r  c h e r c h e  e n s u i t e ,  à  l ’ a i d e  d e  c e r t a i n e s  s i m p l i f i c a t i o n s  p l a u 

s i b l e s ,  à  d é t e r m i n e r  l e s  v a l e u r s  d e  [3 ,  y  e t  m! q u i  r e n d e n t  u n  m i n i m u m  l a  s o m m e  

d e s  c a r r é s  d e s  3 3  r é s i d u s .  I l  t r o u v e

( 14 ) (3 =  — o ,6 5 o 3 o, y = — 1,0 2925 , m '— 1 ,0 7 2 7 ;

i l  e n  r é s u l t e
a'—  3 6 , 1 6 3 g .

E n  i n t r o d u i s a n t  l e s  v a l e u r s  ( 1 4 )  d e  (3 ,  y  e t  w '  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  m !h! e t  

m 'k' m i s e s  p r é a l a b l e m e n t  s o u s  l a  f o r m e  ( x 3 ) ,  o n  o b t i e n t  l e s  v a l e u r s  l e s  p l u s  

p r é c i s e s  d e  h '  e t  O n  e n  d é d u i t

e ' =  0 ,1 0 7 6 1 , =  2 8 4 ° 5 /4 8 " .

L e  V e r r i e r  e s t  a i n s i  à  m ê m e  d e  c a l c u l e r  l a  l o n g i t u d e  e t  l e  r a y o n  v e c t e u r  d e  l a  

p l a n è t e  i n c o n n u e  p o u r  l e  i er j a n v i e r  1 8 4 7 ;  i l  o b t i e n t

=  326°32', r ' =  3 3 ,o 6 .

V o i c i  c o m m e n t  l a  s o l u t i o n  p r é c é d e n t e  r e p r é s e n t e  l e s  o b s e r v a t i o n s  :

T a b l e a u  ( A ' ) ·

Dates.

Calcul
moins

observation.

17 8 1-17 8 2 ....
n

178 3-178 4 .... H- 0 , 1

178 3-178 8 .... . .  -  I,A
178 9 -179 0 .... .·  - 3 , 4
17 9 1-17 9 2 ....
179 3 -17 9 4 .... . .  — o,5
179 3 -17 9 7 .... . .  —  1 , 0

179 7 -18 0 1.... ■ · 0 , 9

1802-1804.... -H 0 , 8

1804-1806....
1807-1808.... . .  H- 2 , 1

180 8 -18 10 ....
1 8 11-18 13 ....

Dates.

Calcul
moins

observation.

1813  1 8 1 3 , . . .
n

. .  -  o , 9

1816 - 1 8 1 7 . . . .

1 8 1 8 - 1 8 2 0 . . . .

1821 - 1 8 2 3 . . . . . .  +  0, 9

1824  1 8 2 7 . . . . · .  - 5 ,4
1 8 2 8 - 1 8 3 0 . . . .

1833  1 8 3 5 . . . .
1835 - 1 8 3 6 . . . .

18 3 7 - 1 8 3 8 . . . . H- 2 ,5
1839  1 8 4 0 . . . .
1841  1 8 4 2 . . . .

1842 - 1 8 4 4 . . . .

1844 - 1 8 4 5 .." ..
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T o u t e s  c e s  o b s e r v a t i o n s  s o n t  b i e n  r e p r é s e n t é e s ;  l a  c o m p a r a i s o n  d e s  T a 

b l e a u x  ( A )  e t  ( A ' )  p a r l e  d u  r e s t e  d ’ c l l e - m ê m e .

V o i c i ,  d ’ a i l l e u r s ,  c o m m e n t  l a  s o l u t i o n  t r o u v é e  r e p r é s e n t e  l e s  o b s e r v a t i o n s  a n 

c i e n n e s  :
II

1690. Une observation de Flam steed...........................  — 1 9 , 9

1712 et 1715. Quatre observations de Flam steed.................. -t- 5,5
1750. Deux observations de Lemonnier......................  — 7 , 4

1753 et 1756. Deux observations de Mayer et Bradley........ — 4 ,0
1764. Une observation de Lemonnier............................  4,9

1768 et 1769. Huit observations do Lemonnier........................ +  3 , 7

C e s  é c a r t s  n ’ o n t  r i e n  d ’ a n o r m a l .

L e  1 8  s e p t e m b r e  1 8 4 6 ,  L e  V e r r i e r  é c r i t à  M .  G a l l e ,  a s t r o n o m e  d e  B e r l i n ,  p o u r  

l u i  c o m m u n i q u e r  l a  p o s i t i o n  d e  l a  p l a n è t e ,  e t  l e  j o u r  m ê m e  o ù  i l  r e ç o i t  c e t t e  

l e t t r e ,  l e  2 3  s e p t e m b r e ,  M .  G a l l e  o b s e r v e  l a  p l a n è t e  à  5 2 '  d e  l a  p o s i t i o n  a s s i 

g n é e .

1 5 9 .  E n  m ê m e  t e m p s  q u e  L e  V e r r i e r ,  e t  m ê m e  a v a n t  l u i ,  u n  j e u n e  g é o m è t r e  

a n g l a i s ,  d e v e n u  d e p u i s  u n  a s t r o n o m e  i l l u s t r e ,  M .  A d a m s ,  t r o u v a i t  d e  s o n  c ô t é  

u n e  s o l u t i o n  d u  p r o b l è m e .  S o n  a t t e n t i o n  a v a i t  é t é  a p p e l é e  s u r  c e  s u j e t ,  d è s  1 8 4 1 ,  

p a r  u n  R a p p o r t  d e  M .  A i r y  s u r  l e s  p r o g r è s  r é c e n t s  d e  l ’ A s t r o n o m i e .  E n  i 8 4 3 ,  

M .  A d a m s  f a i s a i t  u n  p r e m i e r  e s s a i  e n  s u p p o s a n t  c i r c u l a i r e  l ’ o r b i t e  d e  l a  p l a n è t e  

i n c o n n u e ,  a v e c  u n  r a y o n  d o u b l e  d e  l a  d i s t a n c e  m o y e n n e  d ’ U r a n u s  a u  S o l e i l ;  l e  

r é s u l t a t  q u ’ i l  o b t i n t  l u i  m o n t r a  q u ’ i l  é t a i t  p o s s i b l e  d ’ é t a b l i r  u n  a c c o r d  g é n é r a l  

e t  s a t i s f a i s a n t  e n t r e  l a ’ t h é o r i e  e t  l ’ o b s e r v a t i o n .  A y a r t t  r e ç u ,  e n  f é v r i e r  1 8 4 4 ,  l e s  

r é s u l t a t s  d e  t o u t e s  l e s  o b s e r v a t i o n s  d ’ U r a n u s  f a i t e s  à  G r e e n w i c h ,  i l  a b o r d a  l a  

s o l u t i o n  d u  p r o b l è m e  a v e c  u n e  o r b i t e  e l l i p t i q u e ,  e t  i l  c o m m u n i q u a  e n  s e p 

t e m b r e  e t  o c t o b r e  1 8 4 5 ,  à  M .  C l i a l l i s  e t  à  M .  A i r y ,  l e s  v a l e u r s  q u ’ i l  o b t i n t  

p o u r  l a  l o n g i t u d e ,  l a  m a s s e  e t  l e s  é l é m e n t s  d e  l a  p l a n è t e  s u p p o s é e .  C e 

p e n d a n t  l ’ e x c e n t r i c i t é  d e  l ’ o r b i t e  l u i  p a r u t  t r o p  g r a n d e ;  l e s  d e r n i è r e s  o b 

s e r v a t i o n s  d ’ U r a n u s  l u i  s e m b l è r e n t  n ’ ê t r e  p a s  r e p r é s e n t é e s  a v e c  t o u t e  l ’ e x a c 

t i t u d e  d é s i r a b l e .  A u s s i  M .  A d a m s  s e  d é c i d a - t - i l  à  r e c o m m e n c e r  l e s  c a l c u l s  

e n  d i m i n u a n t  l a  d i s t a n c e  m o y e n n e  d e  i l  c o m m u n i q u a  l e s  n o u v e a u x  r é s u l 

t a t s ,  t r è s  s a t i s f a i s a n t s  c e t t e  f o i s ,  à  M .  A i r y  d a n s  l e s  p r e m i e r s  j o u r s  d e  s e p 

t e m b r e  1 8 4 6 .

L e  V e r r i e r  a v a i t  f a i t  c o n n a î t r e  d a n s  l e s  Com ptes re n d u s d e  V A c a d é m ie  des  

S cie n ce s ,  d è s  l e  1 e1' j u i n ,  l a  l o n g i t u d e  d e  l a  p l a n è t e  i n c o n n u e ,  e t  l e  3 1 a o û t  

s a  m a s s e  e t  s e s  é l é m e n t s .  E n f i n ,  c ’ e s t  s u r  s e s  i n d i c a t i o n s  q u e ,  l e  2 3  s e p 

t e m b r e ,  M .  G a l l e  t r o u v a i t  l a  p l a n è t e ;  a u c u n  d e s  r é s u l t a t s  o b t e n u s  p a r  

M .  A d a m s  n ’ a v a i t  e n c o r e  é t é  p u b l i é .  I l  n ’ e s t  d o n c  p a s  d o u t e u x  q u e  l ’ h o n n e u r  

d e  l a  d é c o u v e r t e  a p p a r t i e n t  à  L e  V e r r i e r .  M a i s  i l  e s t  c e r t a i n  q u e  M .  A d a m s
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é t a i t  a r r i v é  d e  s o n  c ô t é  à  l a  c o n n a i s s a n c e  d e  l a  p o s i t i o n  t r è s  a p p r o c h é e  d e  l a  

p l a n è t e  ( ( ) .

L ’ e n s e m b l e  d e s  r e c h e r c h e s  d e  M .  A d a m s  f u t  c o m m u n i q u é  à  l a  S o c i é t é  A s t r o -  . 

n o m i q u e  d e  L o n d r e s ,  l e  i 3  n o v e m b r e  1 8 4 6 ,  e t  i m p r i m é  i m m é d i a t e m e n t  d a n s  

l ’ A p p e n d i c e  d u  N a u tic a l A lm a n a c  p o u r  i 8 5 i ;  u n e  t r a d u c t i o n  f r a n ç a i s e  d u  M é 

m o i r e  a  p a r u  d a n s  l e  J o u r n a l d e  M a th é m a tiq u e s ,  3 e s é r i e ,  t .  I I ,  1 8 7 6 .  L a  m é 

t h o d e  e m p l o y é e  e s t  s i m p l e  e t  é l é g a n t e ;  l a  d i s c u s s i o n  e s t  c e p e n d a n t  m o i n s  a p p r o 

f o n d i e  q u e  c h e z  L e  V e r r i e r ;  l a  p o s i t i o n  c a l c u l é e  d i f f è r e  d e  c e l l e  o b s e r v é e  p a r  

M .  G a l l e  d e  i 0^ ' .

1 6 0 .  Q u a n d  o n  e u t  o b s e r v é  N e p t u n e  p e n d a n t  u n  c e r t a i n  t e m p s ,  i l  f u t  p o s s i b l e  

d e  d é d u i r e  d e s  o b s e r v a t i o n s  a i n s i  f a i t e s  l e s  é l é m e n t s  e l l i p t i q u e s  d e  s o n  o r b i t e ,  

e n  f a i s a n t  i n t e r v e n i r  u n e  a n c i e n n e  o b s e r v a t i o n  d e  L a l a n d e ,  q u i  a v a i t  c a t a l o g u é  l a  

p l a n è t e  e n  1 7 9 5 ,  c o m m e  u n e  é t o i l e  f i x e ;  o n  p u t  a u s s i  c a l c u l e r  d e p u i s  l a  m a s s e  

d e  l a  p l a n è t e  e n  p a r t a n t  d e s  o b s e r v a t i o n s  d e  s o n  s a t e l l i t e .  N o u s  r a p p r o c h o n s ,  

d a n s  l e  T a b l e a u  c i - d e s s o u s ,  q u e l q u e s - u n s  d e  c e s  é l é m e n t s  d e s  v a l e u r s  c o r r e s 

p o n d a n t e s  c a l c u l é e s  p a r  L e  V e r r i e r  e t  M .  A d a m s  :

Observations. Le Verrier. Adams.

3 o , o 3 Ô7 3 6 , i 53g 3 7 ,2 4 7 4
0 , 0 0 8 7 1 9 0 , 1 0 7 6 1 0 0 , 12o 6 i 5
4 7 o 1 2 ' 284o 6' 2 9 9 o i  i '

0 , oooo56 0 , 0 0 0 1 0 7 o , o o o i 5 o

C e t t e  c o m p a r a i s o n  n e  f u t  p a s  s a n s  c a u s e r  q u e l q u e  é t o n n e m e n t  :  l e s  d e u x  

o r b i t e s  c a l c u l é e s  é t a i e n t  v o i s i n e s  l ’ u n e  d e  l ’ a u t r e ,  m a i s  e l l e s  d i f f é r a i e n t  c o n s i 

d é r a b l e m e n t  d e  l ’ o r b i t e  r é e l l e .  O n  s e  d e m a n d a  c o m m e n t  d e s  é l é m e n t s  a u s s i  

é l o i g n é s  d e  l a  v é r i t é  a v a i e n t  p e r m i s  d e  r e p r é s e n t e r  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d ’ u n e  m a 

n i è r e  s a t i s f a i s a n t e ,  e t  d e  f i x e r  a u s s i  e x a c t e m e n t  l a  p o s i t i o n  d e  l a  p l a n è t e .  U n  p e u  

d e  r é f l e x i o n  s u f f i t  p o u r  f a i r e  c o m p r e n d r e  l a  c h o s e .

R e m a r q u o n s  d ’ a b o r d  q u e  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d ’ U r a n u s  p a r  N e p t u n e  s o n t  s u r t o u t  

s e n s i b l e s  a u x  e n v i r o n s  d e  l a  c o n j o n c t i o n  :  m e t t o n s  2 0  a n s  a v a n t  e t  2 0  a n s  

a p r è s  e n v i r o n .  L e s  c o n j o n c t i o n s  a r r i v e n t  à  p e u  p r è s  t o u s  l e s  1 7 1  a n s ;  l a  d e r 

n i è r e  a  e u  l i e u  e n  1 8 2 2 ,  l a p r é c é d e n t e  e n  i 6 5 i . D o n c ,  d a n s  t o u t e  l a  p é r i o d e  c o m 

p r i s e  e n t r e  l a  p r e m i è r e  o b s e r v a t i o n  d e  F l a m s t e e d  ( 1 6 9 0 )  e t  l e  c o m m e n c e m e n t  

d u  s i è c l e  a c t u e l ,  l ’ a c t i o n  d e  l a  p l a n è t e  p e r t u r b a t r i c e  a  é t é  p r e s q u e  n é g l i g e a b l e .  

I l  s u f f i t  d o n c  d e  v o i r  c o m m e n t  l e s  é l é m e n t s  d e  L e  V e r r i e r  r e p r é s e n t e n t  l a  p o s i 

t i o n  d e  N e p t u n e ,  à  p a r t i r  d e  1 8 0 0 ;  c ’ e s t  c e  q u e  m o n t r e  l e  T a b l e a u  s u i v a n t ;  l a

( ‘ ) Pour plus de détails sur la découverte de Neptune, j e  renvoie le  lecteur à un excellent Ouvrage 
intitulé : History of Physical Astronomy, par Robert  Grant,  i 8 5 2 .

T. — I. 49
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d e u x i è m e  e t  l a  t r o i s i è m e  c o l o n n e  d o n n e n t  l e s  c o o r d o n n é e s  h é l i o c e n t r i q u e s  v 

e t  r  d e  N e p t u n e ,  d é t e r m i n é e s  p a r  l e s  é l é m e n t s  e x a c t s ;  d a n s  l a  q u a t r i è m e  e t  l a  

c i n q u i è m e ,  o n  a  i n s é r é  l e s  n o m b r e s  c a l c u l é s  a v e c  l e s  é l é m e n t s  d e  L e  V e r r i e r  :

Neptune. Le Verrier.

Dates. V. r . V. r .

1800 ..........
0 '

3o,3
0 ' 

231.34 3 3 , 6

1810 ......... 3o,3 25i .10 32,8
1820 .......... 3 o , 2 2 7 1 . 2 8 32,4
1830.......... 3o, 1 2 9 2 . 8 32,3
1810 ......... 3o, 1 3i2.36 32,6
1850......... 3o,o 332.25 33,3
1860 ............. . . .  356.14 29,9 35i .I7 34,3

O n  v o i t  q u e ,  d a n s  t o u t  c e t  i n t e r v a l l e ,  l ’ e r r e u r  e n  l o n g i t u d e  d e s  f o r m u l e s  d e  L e  

V e r r i e r  r e s t e  c o m p r i s e  e n t r e  ±  5 ° ,  5  ;  l e s  v a l e u r s  a s s i g n é e s  a u x  r a y o n s  v e c t e u r s  

s o n t  t r o p  g r a n d e s  d ’ e n v i r o n  a u  m o m e n t  d e  l a  c o n j o n c t i o n .  L e s  f o r c e s  p e r t u r 

b a t r i c e s  c a l c u l é e s  a u r o n t  d o n c  d e s  d i r e c t i o n s  t r è s  v o i s i n e s  d e s  d i r e c t i o n s  r é e l l e s ,  

s e u l e m e n t  l e s  i n t e n s i t é s  s e r o n t  t r o p  f a i b l e s ;  m a i s  c e  d é f a u t  s e r a  c o m p e n s é  e n  

p a r t i e  p a r  l a  v a l e u r  t r o p  f o r t e  t r o u v é e  p a r  L e  V e r r i e r  p o u r  l a  m a s s e  d e  N e p 

t u n e .

C ’ e s t  a i n s i  q u ’ u n e  c o m b i n a i s o n  c o n v e n a b l e  d e s  é l é m e n t s ,  d o n t  c h a c u n  e s t  

t r è s  e r r o n é ,  p e u t  r e p r é s e n t e r  p r e s q u e  e x a c t e m e n t  l e  l i e u  h é l i o c e n t r i q u e  d e  N e p 

t u n e  e t  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d ’ U r a n u s ,  p e n d a n t  t o u t  l ’ i n t e r v a l l e  d e  t e m p s  lim ite  o ù  

c e s  p e r t u r b a t i o n s  o n t  é t é  s e n s i b l e s ,  e t  s a t i s f a i r e  p a r  s u i t e  a u x  c o n d i t i o n s  d u  

p r o b l è m e .

L a  l o i  e m p i r i q u e  d e  B o d e  a  d o n n é  u n e  v a l e u r  t r è s  p e u  e x a c t e  d e  a ',  3 8  a u  

l i e u  d e  3 o ;  l e  c a l c u l ,  a v e c  s a  l o g i q u e  i n f l e x i b l e ,  v a  a u  p l u s  p r e s s é ;  i l  a s s i g n e  à  

l ’ o r b i t e  d e  N e p t u n e  u n e  f o r m e  e l l i p t i q u e  t r è s  p r o n o n c é e ,  o ù  l e  p é r i h é l i e  e s t  

d i r i g é  à  t r è s  p e u  p r è s  s u i v a n t  l a  l i g n e  d e  c o n j o n c t i o n  d e  1 8 2 2 ,  c e  q u i  c o r r i g e  e n  

g r a n d e  p a r t i e  l ’ e r r e u r  p r o v e n a n t  d e  l a  v a l e u r  i n e x a c t e  a s s i g n é e  à  a ',  e n  r a p p r o 

c h a n t  N e p t u n e  d u  S o l e i l ,  à  l ’ é p o q u e  d e  l a  c o n j o n c t i o n ,  p r e s q u e  à  l a  d i s t a n c e  

v o u l u e ,  3 2 , 4  a u  l i e u  d e  3 o , 2 ;  l a  f o r t e  v a l e u r  o b t e n u e  p o u r  m !  f a i t  l e  r e s t é .

S i  l ’ o n  c o n s i d è r e  q u e  l a  v a l e u r  r é e l l e  d e  e '  e s t  a u - d e s s o u s  d e  - p t - ,  o n  e s t  f o n d é  

à  p e n s e r  q u ’ o n  s e r a i t  a r r i v é  p a r  d e s  c a l c u l s  p l u s  s i m p l e s  à  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  

s a t i s f a i s a n t e  d e s  o b s e r v a t i o n s  a v e c  u n e  s é r i e  d ’ o r b i t e s  c i r c u l a i r e s  d o n t  l e s  r a y o n s  

a u r a i e n t  é t é  e n  d i m i n u a n t  d e  3 8  à  3 o .
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C H A P I T R E  X X I V .

INÉGALITÉS DU SECOND ORDRE PAR RAPPORT AUX MASSES.

1 6 1 .  R e p r e n o n s  l ’ e x p r e s s i o n

( 1 )  « 'R o , i  =  N e /íe ,/i' n / c o s  ( ¿ 1 4 -  i ' l 1 +  /cw 4 -  k ' u j ' +  u r ' )  ;

n o u s  a v o n s  d o n n é  d a n s  l e  n °  1 3 4  l e s  f o r m u l e s  q u i  f o n t  c o n n a î t r e  —

O n  a ,  e n  p a r t i c u l i e r ,

/ „ rfa  2 m '  n a ?  .XT „ , , ,  , ,,
( 2) ^  = ------- - — 2 ^  i N e * e ,A r\f  s m ( i X +  i ' l ' +  /cw 4-  / t 'a j '4 -

O n  a  i n t é g r é  l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  e n  r e m p l a ç a n t  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  a , a ',  . . .  

p a r  d e s  c o n s t a n t e s ,  c e  q u i  a  d o n n é  l ’ e x p r e s s i o n  d e  

P o u r  o b t e n i r  l ’ e n s e m b l e  d e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  s e c o n d  o r d r e  d e  l ’ é l é m e n t  a ,  i l  

f a u t  m a i n t e n a n t  r e m p l a c e r ,  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 ) ,  a , a ,  e , . . .  

p a r  l e u r s  v a l e u r s  a - h  S ,  a , a! 4 -  5 ,  a ',  e  4 -  S ,  e ,  . . . ,  f o u r n i e s  p a r  l a  p r e m i è r e  a p 

p r o x i m a t i o n ,  e t  d é v e l o p p e r  c e  s e c o n d  m e m b r e  p a r  l a  f o r m u l e  d e  T a y l o r ,  e n  n é g l i 

g e a n t  l e s  c a r r é s  e t  l e s  p r o d u i t s  d e s  S i  l ’ o n  é c r i t ,  n o n  p a s  l e  s e c o n d  m e m b r e

l u i - m ê m e ,  m a i s  s o n  a c c r o i s s e m e n t ,  o n  t r o u v e r a  a i n s i  l ’ e x p r e s s i o n  d e  

L e s  v a l e u r s  d e  S t a ,  S ,  a ' ,  . . .  s o n t  d e  c e t t e  f o r m e  :

Sl a =  J ^ A co sD , è 1a ' —  X  A'cosD,

ôje =  bt 4 - ^  E cosD, <5,e' = b ' t  4 -2 ]  E 'cosD,

=g-£4 - ^  LsinD , 9 J ' =  £ L ' sinI)’

et 4 - JT P  sinD, e 'ô jns' =  c ' 1 4- 2 ]  P ' sinD,

âjYi =  \t 4 - 2 ]  FcosD, vi V '  =  Xt 4-*2] Q sinD,
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o ù D  d é s i g n e  l ’ u n  q u e l c o n q u e  d e s  a r g u m e n t s  d e  l a  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,

D  —  ¿1 k 4 -  ¿ j V  -I-  A*j co -H  A j n j f 4~  u ^t ' ·

L e  t e r m e  s é c u l a i r e  g t  d e  S, \  p r o v i e n t  d e V  —  t  q u i  f i g u r e  d a n s  X  =  l  +  i '  —  t ; 

i l  s e r a  l e  p l u s  s o u v e n t  i n s e n s i b l e .  L e s  c o e f f i c i e n t s  A ,  A ',  . . . ,  Q ,  b , b ',  . . .  ^ s o n t  

c o n n u s ,  e t  c o n t i e n n e n t  t o u s  u n e  p e t i t e  m a s s e  p l a n é t a i r e  e n  f a c t e u r  d a n s  l e u r s  

d i v e r s e s  p a r t i e s .

E n  o p é r a n t  c o m m e  o n  l ’ a  i n d i q u é  p l u s  h a u t ,  o n  t r o u v e r a

d 8  ̂a 

dt
d N

da
A '  d N

7 ( n  +  “ 53
P A C ,

p. a' ¿d  | _ « \ a

+  N  î'L  ±  î ' L '  +  -  E  +  ^  E '  +  -  F  ±  -  P  ±  ^  P '  ±  -  o ' ) " ]  
\ e  e  n  e  e '  n  / J

x  s i n ( i k  - t -  i '  V  4-  k co +  k ' j s '  4 -  u t ' ±  D )

2 m  a’ ni
~  n t  ' V  (  -  b  4- b ' - h  -  i N e h e ' , l ' n f  s i n f t 'X  +  ¿' l '  +  /rco +  k ' i s ' +  u t ' )

2 m' a 3
¡j . a — 2

e '  n
♦

k '  u
e c  +  c ' +  — i  +  i g } i N e h e ' h ' r \ f  c o s ( A +  i '  V  4 -  /cco 4 -  A 'r a '4 -  u t '),

f o r m u l e  d a n s  l a q u e l l e  o n  d o i t  p r e n d r e  e n s e m b l e ,  d ’ a b o r d  l e s  s i g n c s  s u p é r i e u r s ,  

p u i s  l e s  s i g n e s  i n f é r i e u r s ,  e t  f a i r e  l a  s o m m e .  N o u s  f e r o n s  o b s e r v e r  q u e  n o u s

a v o n s  r e m p l a c é  a '  ^  p a r  —  a

O n  e n  d é d u i r a ,  e n  n o m m a n t  w  l e  c o e f f i c i e n t  d e  t  d a n s  D ,

* m a2 -%r\ in , ,,, ,
* *  'a — 2 d  ù T ^ i'n'± w  e 'le h

La V2 àa )  a' \ da )  

h r, h'
+  ( - E  H -  ~  E '  +  Î  f )  N  ±  ( ¿ L  +  î ' L ' +  ^  p  +  7  p ' +  J- Q )  n ]  

X  c o s ( i ’À 4 -  ¿ 7 ' +  Aco 4-  k ' x s ' u t ' ±  D )

2 m ’ a

¡xa -  h -- -  A' - -  i  0  -r-^r-  N « V AV
n  / 1 4 -  i ’ v

X t c o s ( i X  ¿ ' ¿ ' 4 -  Aco +  k'nr ' +  ut') —   ------^ —j s i n ( A  4 -  i l ’ 4 -  Aco 4 -  k'vs'-h )"1
l_ Ifl H" 1/ IX I

2irv a*a  V  ( k  k '  ,  U ■ \  i  -KT ,  n ,  f
T  ( -  C4- — c 4—  T +  l8 ) ----- ~i N e V /l y/* *  \ e p' Y) A ° ) I l'y

X  t sin(i‘X 4 - i'p  _)_ Aco 4- k'm'-h ut') 4- -— — ■. cos ( il  4- i'V 4- A: go 4- « t ' ) 1  ·
L m  +  i ' n '  J

O n  v o i t  q u e ,  p o u r  l e  c a l c u l  d e  S2a, o n  a u r a  à  f a i r e  t o u t e s  l e s  c o m b i n a i s o n s
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d e u x  à  d e u x  d e s  a r g u m e n t s  d e s  f o n c t i o n s  p e r t u r b a t r i c e s .  S i  l ’ u n e  d e s  q u a n t i t é s  

in  -+ - i 'n '  ±  w  é t a i t  n u l l e ,  i l  f a u d r a i t  r e m o n t e r  à  l a  f o r m u l e  ( 4 ) ,  d a n s  l a q u e l l e  l e  

t e r m e  c o r r e s p o n d a n t  d e v r a i t  ê t r e  c o n s i d é r é  c o m m e  c o n s t a n t .  I l  e n  r é s u l t e r a i t  

d a n s  S 2a  u n  t e r m e  p r o p o r t i o n n e l  a u  t e m p s .  L e  t h é o r è m e  d e  l ’ i n v a r i a b i l i t é  d e s  

g r a n d s  a x e s ,  r e l a t i v e m e n t  a u x  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s ,  n ’ a u r a i t  d o n c  l i e u  q u e  d a n s  

l a  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  e t  p a s  d a n s  l a  d e u x i è m e .  N o u s  v e r r o n s  d a n s  l e  C h a 

p i t r e  s u i v a n t  q u ’ i l  n ’ e n  e s t  r i e n ;  l e s  d i v e r s  t e r m e s  e n  t  s e  d é t r u i s e n t  d a n s  t 2a .

1 6 2 .  S i  l ’ o n  c o n s i d è r e  t r o i s  p l a n è t e s ,  o n  a u r a  d a n s  § 2 a  d e s  a r g u m e n t s  d e  

l a  f o r m e
U n  + j ' n '  + j ' n ' ) t  +  ç ,

q  d é s i g n a n t  u n e  c o n s t a n t e , / , / , / '  t r o i s  n o m b r e s  e n t i e r s  p o s i t i f s  o u  n é g a t i f s .  S ’ i l  

a r r i v e  q u e ,  p o u r  c e r t a i n e s  v a l e u r s  d e  l a  q u a n t i t é  j n - \ - f n ' - ± - j " n "  s o i t

t r è s  p e t i t e  p a r  r a p p o r t  à  c h a c u n e  d e s  q u a n t i t é s  n , n ' , n " ,  i l  e n  r é s u l t e r a  d a n s  l a  

. d i s t a n c e  m o y e n n e  a  d e s  i n é g a l i t é s  à  l o n g u e  p é r i o d e  q u i  p o u r r o n t  ê t r e  t r è s  s e n 

s i b l e s  e n  r a i s o n  d u  p e t i t  d i v i s e u r  j n - h f n ' + f n "  q u e  l ’ o n  t r o u v e  d a n s  l a  p r e 

m i è r e  p a r t i e  d u  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r m u l e  ( 5 ) .  C e s  i n é g a l i t é s  s e r a i e n t  

e n c o r e  b e a u c o u p  p l u s  f o r t e s  d a n s  S 2 / ,  c a r  l e  p e t i t  d i v i s e u r  e n  q u e s t i o n  y  f i g u r e  

a u  c a r r é ,  e t  n o n  p l u s  à  l a  p r e m i è r e  p u i s s a n c e .

N o u s  n o u s  b o r n e r o n s  a u x  i n d i c a t i o n s  p r é c é d e n t e s  s u r  l e  c a l c u l  d e s  p e r t u r b a 

t i o n s  d e s  é l é m e n t s ,  q u i  s o n t  d u  s e c o n d  o r d r e  p a r  r a p p o r t  a u x  m a s s e s ,  e t ,  p o u r  c e  

q u i  c o n c e r n e  S 2 / ,  S2e ,  § 2 ¡xr,  S 2/> e t  S 2 q ,  n o u s  r e n v e r r o n s  l e  l e c t e u r  a u  t o m e  I I  

d e s  A n n a le s  d e  l'O b serv a to ire ,  p .  4 3 - 5 7 ,  e t  a u  t o m e  X ,  p .  1 9 2  e t  s u i v . ,  o ù  L e  V e r 

r i e r  a  t r a i t é  l a  q u e s t i o n  e n  d é t a i l ;  i l  n o u s  s u f f i r a  d ’ a v o i r  i n d i q u é  l e  p r i n c i p e  d u  

c a l c u l  q u i  n e  p r é s e n t e  d ’ a u t r e  d i f f i c u l t é  q u e  s a  l o n g u e u r  d a n s  l a  p r a t i q u e .

D a n s  l e s  t h é o r i e s  d e  M e r c u r e ,  V é n u s ,  l a  T e r r e  e t  M a r s ,  l e  n o m b r e  d e s  i n é g a 

l i t é s  d u  s e c o n d  o r d r e  q u ’ i l  y  a  l i e u  d e  c o n s i d é r e r  e s t  t r è s  r e s t r e i n t ,  e t  e n c o r e ,  l e  

p l u s  s o u v e n t ,  o n  n ’ a  à  e n  t e n i r  c o m p t e  q u e  d a n s  l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e .  I l  n ’ e n  

e s t  p a s  d e  m ê m e ,  m a l h e u r e u s e m e n t ,  p o u r  l e s  a u t r e s  p l a n è t e s ,  e t  s u r t o u t  p o u r  

J u p i t e r  e t  S a t u r n e ,  d o n t  l e s  t h é o r i e s  s o n t ,  p a r  c e l a  m ê m e ,  e x t r ê m e m e n t  c o m p l i 

q u é e s ;  i l  f a u t  m ê m e  t e n i r  c o m p t e  d e  c e r t a i n e s  i n é g a l i t é s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e .  

M .  A .  G a i l l o t  a  d o n n é  d a n s  l e  t o m e  V  d u  B u lle t in  a stro n o m iq u e ,  p .  3 2 9 ,  l e s  f o r 

m u l e s  g é n é r a l e s  p o u r  l e  c a l c u l  d e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e .

N o u s  f e r o n s ,  e n  n o u s  b o r n a n t  a u x  i n é g a l i t é s  d u  s e c o n d  o r d r e ,  u n e  r e m a r q u e

i m p o r t a n t e  :  l e s  e x p r e s s i o n s  g é n é r a l e s  d e  ^  c o n t i e n n e n t  t o u t e s

d e s  t e r m e s  s é c u l a i r e s ,  c ’ e s t - à - d i r e  d e s  t e r m e s  d e  l a  f o r m e

M W * 'y/  S'n (/tu +  k 'v s '+  u z ' ) ,  cos '
det

l a  d é r i v é e  - r  é t a n t  l a  s e u l e  à  n ’ e n  p a s  r e n f e r m e r .  O r ,  q u a n d ,  p o u r  o b t e n i r  l a
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s e c o n d e  a p p r o x i m a t i o n ,  o n  r e m p l a c e r a  d a n s  c e s  t e r m e s  s é c u l a i r e s  a , e ,  . . . ,  

r e s p e c t i v e m e n t  p a r  a  +  S, a , e  +  8 ,  e ,  . . . .  o n  v e r r a  a p p a r a î t r e  d e s  t e r m e s  e n

. s in  , .  l i t  i\ t (le co 4 -  k !ixs' -+- u t ) .
cos

D a n s  l ’ i n t é g r a t i o n ,  c o m m e  l ’ a r g u m e n t  k w  ■ +■  k ! r a '  +  u x '  d o i t  ê t r e  c o n s i d é r é  

c o m m e  c o n s t a n t ,  i l  s ’ i n t r o d u i r a  d e s  t e r m e s  e n  * 2 . ,

L ’ e x p r e s s i o n  d e  l ’ u n  q u e l c o n q u e  d e s  é l é m e n t s  s ,  e , xs, p  e t  q  f o u r n i e  p a r  l a  

s e c o n d e  a p p r o x i m a t i o n  s e r a  d o n c  d e  l a  f o r m e

( 6 ) p  +  F i + P ' i! +  ^ A  ( a t  -h P) +  t ^  A' ^  («'* +  (3').

Q u a n d  i l  s ’ a g i t  d u  g r a n d  a x e ,  P '  e t  P "  s o n t  n u i s ;  n o u s  a v o n s  d i t  a u  n °  141  

q u e  l ’ o n  p e u t  f a i r e  a b s t r a c t i o n  d u  t e r m e  P ' i  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  d e  e .

L e s  i n é g a l i t é s  d u  s e c o n d  o r d r e  d e s  c o o r d o n n é e s  h é l i o c e n t r i q u e s  s e  d é d u i r o n t  

a i s é m e n t  d e s  i n é g a l i t é s  d u  m ê m e  o r d r e  d e s  é l é m e n t s .  O n  p o u r r a  a p p l i q u e r  p o u r  

c e l a  l a  r e m a r q u e  s u i v a n t e  :  s o i t  F ( / ,  a , e , . . . )  u n e  f o n c t i o n  q u e l c o n q u e  d e  / e t  d e s  

é l é m e n t s  ( c e  s e r a  l e  r a y o n  v e c t e u r ,  l a  l o n g i t u d e  o u  l a  l a t i t u d e  h é l i o c e n t r i q u e ) ;  

i l  f a u t  y  r e m p l a c e r  l ,  a , . . .  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  / - + - £ ,  / +  B.J, a +  S,a +  Saa , ..., 

e t  n e  c o n s e r v e r ,  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  p a r  l a  f o r m u l e  d e  T a y l o r ,  q u e  l e s  t e r m e s  

d u  s e c o n d  o r d r e .  O n  t r o u v e

» r  _  dF . , dF . 

t d 2F

d2F
d ld a

\ ld 1a ■

N o u s  a j o u t e r o n s  e n f i n  q u e ,  d a n s  l e s  t h é o r i e s  d e  J u p i t e r ,  d e  S a t u r n e ,  d ’ U r a n u s  

e t  d e  N e p t u n e ,  L e  V e r r i e r  n ’ a  p a s  c a l c u l é  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d e s  d i v e r s  o r d r e s  

d e s  c o o r d o n n é e s  h é l i o c e n t r i q u e s ,  m a i s  s e u l e m e n t  c e l l e s  d e s  é l é m e n t s .  L e s  

T a b l e s  f o n t  c o n n a î t r e  l e s  v a l e u r s  d e s  é l é m e n t s  o s c u l a t e u r s  à  u n e  é p o q u e  q u e l 

c o n q u e  ;  o n  c a l c u l e  e n s u i t e  l a  p o s i t i o n  d e  l a  p l a n è t e  a v e c  l e s  é l é m e n t s  p r é c é 

d e n t s ,  p a r  l e s  f o r m u l e s  o r d i n a i r e s  d u  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e .
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CHAPITRE XXV. THÉORÈME DE POISSON.

C H A P I T R E  X I Y

T H É O R È M E  DE P O I S S O N .

INVARIABILITÉ DES GRANDS AXES DANS LA DEUXIÈME APPROXIMATION

PAR RAPPORT AUX MASSES.

1 6 3 .  I l  n o u s  s e r a  a v a n t a g e u x  d ’ e m p l o y e r  i c i  l a  f o r m e  s y m é t r i q u e  q u e  n o u s  

a v o n s  d o n n é e  d a n s  l e  C h a p i t r e  I V  a u x  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  m o u v e m e n t  d e s  

p l a n è t e s .

S o i e n t  x h y h  z t l e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  h é l i o c e n t r i q u e s  d e  l ’ u n e  

q u e l c o n q u e  d e s  p l a n è t e s ,  m ;  s a  m a s s e ,  m 0 c e l l e  d u  S o l e i l ;  n o u s  a v o n s  p o s é  d a n s  

l e  C h a p i t r e  I V

( i )  f*0 =  « o ,  p* =  m 0-h  n i t - h  . . .  +  m e ,

T fl\

7a =y-î +  —  y o’ JJC.4

m,x2 H----- x, ;
Pi

2 — z2 +  -— Z1 ; 
Pi

m2 m,
z 3 — z3 -|- —— z2 H “  Zj ; 

p2 pl

m2 m,
* 3  —  X3 +  —  X 2 +  —  X 1 5P2 pl

—  Z3  H- — z2 +  
p2

m

C ’ e s t  l a  d é f i n i t i o n  d e s  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  x , · ,  y , · ,  z , · ;

( 3 )
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3 9 2  CHAPITRE XXV.

e t  n o u s  a v o n s  t r o u v é ,  d ’ u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e ,  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s ,

¥ ¡ - 1 m t
dP\t _  dû

¥ t d p dx/

¥ 1 -1 Tïli
d\Yi _  dû

¥ i d p ~  d y t ’

¥ i - 1
n i i

dP-Tt
—

d P — dz i

O n  p e u t  d é v e l o p p e r  U  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  e t  l e s  p r o d u i t s  d e s  p e t i t e s  q u a n 
t i t é s  m{, m2, n o u s  d é s i g n e r o n s  p a r  U '  l ’ e n s e m b l e  d e s  t e r m e s  d u  p r e m i e r

o r d r e ;  U '  p r o v i e n d r a  s e u l e m e n t  d e  l a  p r e m i è r e  p a r t i e  d e  U ,  s a v o i r  f m0 V  ; 

e n  a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( 2 )  e t  ( 3 ) ,  e t  p o s a n t

o n  t r o u v e  a i s é m e n t

X; 4- y] +  z )  =  r j ,

L a  d i f f é r e n c e  U  —  U '  s e r a  d u  s e c o n d  o r d r e ,  e t  i l  e n  s e r a  d e  m ê m e  d e  l a  q u a n 
t i t é

( 5 ) Y  =  U  —  f  ^  n i j ( m 0 4 -  n i j )

i

O r  o n  t i r e  d e  là

¥1—1 J_ ( 
v-j n

dû dV . . t . ¡jl,·- 1 x<
i r ,  =  S ^ - ù '“ (m - +  m i ) 7 T 7r

e t ,  e n  p o r t a n t ,  d a n s  ( 4 ) ,  i l  v i e n t

( 6 )

d2%i
dP

4- f(m 04-
X;
>1 -

-
¥i-i

1
nit

dV
dx/

d2yt y i ¥■ ,· 1 dV
dP

4- t(m 04- nu)
r i - 1 171 i ~dy,· ’

dP zt Zi _ ¡J-i I dV
dP 4- f(» î„4- mt)

rî ' ¡J-i—l îïli dz,·'

C e  s o n t  l e s  é q u a t i o n s  d ’ u n  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e  t r o u b l é  p a r  u n e  f o r c e  p e r 
t u r b a t r i c e ;  la  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e  e s t  i c i

( 7 ) —  V; 
¥i-i mt
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' THÉORÈME DE POISSON. 3 g 3

l e s  f o n c t i o n s  a n a l o g u e s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  d i v e r s  c o r p s  m t· n e  d i f f è r e n t  d e  R t- 

q u e  p a r  d e s  f a c t e u r s  c o n s t a n t s .

I l  e s t  a i s é  d e  v o i r  q u e  l e  p e t i t  d é n o m i n a t e u r  q u i  f i g u r e  d a n s  l ’ e x p r e s 

s i o n  ( 7 )  d i s p a r a î t  d a n s  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 6 ) ,  p a r c e .

q u e  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  ^  c o n t i e n n e n t  p r é c i s é m e n t  c e  f a c t e u r ;  i l
» (/X¿ C'Y i OLi »

(9 V
n o u s  s u f f i r a  p o u r  c e l a  d e  p r o u v e r  q u e  s ’ a n n u l e  a v e c  m h  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  

l e s  a u t r e s  m a s s e s  m K ,  . . . .

R e m a r q u o n s  d ’ a b o r d  q u e ,  p o u r  rrii —  o ,  x t- d i s p a r a î t  d e  l a  p a r t i e

N 1
1

V

d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 5 )  d e  Y ;  i l  s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  l a  m ê m e  c h o s e  a  l i e u  p o u r  U .  

O r  n o u s  v o y o n s  s u r  l e s  f o r m u l e s  ( 2 )  q u e ,  p o u r  m i =  o ,  t o u t e s  l e s  q u a n t i t é s  x y ,  

s a u f  x it d e v i e n n e n t  i n d é p e n d a n t e s  d e  x , · ;  d o n c  A 0,y  n e  c o n t i e n t  p a s  x ,·  s i  j  e s t  

d i f f é r e n t  d e  i ,  e t  A y iA n e  c o n t i e n t  p a s  x ,·  s i  a u c u n  d e s  i n d i c e s  y  e t  A:  n ’ e s t  é g a l  à  i.  

S i  d o n c  o n  s u p p o s e  m £ =  o  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  ( 3 )  d e  U ,  o n  f a i t  d i s p a r a î t r e  d ’ u n  

c o u p  t o u t  c e  q u i  c o n t e n a i t  x , · .

I l  e n  r é s u l t e  q u e  s i ,  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  Y  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  e n 

t i è r e s  e t  p o s i t i v e s  d e  m , ,  m.z , m 3, . . . ,  o n  r e p r é s e n t e  u n  t e r m e  q u e l c o n q u e  p a r

m}m̂ j ni) .. . .  A,

A  n e  c o n t i e n d r a  q u e  l e s  c o o r d o n n é e s  x t·,  Xy, x /(,  . . . ,  y , · ,  y  y, y k, . . . , z (- ,  Zy, i k, . . .  

d e s  m a s s e s  m h m j ,  m k, . . .  q u i  e n t r e n t  e n  f a c t e u r  d a n s  c e  t e r m e ;  c a r  a u t r e m e n t ,

s i  c e  t e r m e  c o n t e n a i t  p a r  e x e m p l e  x ,· · ,  l a  d é r i v é e  ~  n e  s ’ a n n u l e r a i t  p a s  p o u r  

m y  =  o ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  m it m j ,  m k ....................

1 6 4 .  C e l a  p o s é ,  q u a n d  o n  s u p p r i m e  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 6 ) ,  

c e s  é q u a t i o n s  r e p r é s e n t e n t  u n  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e  d a n s  l e q u e l  n o u s  d é s i g n e 

r o n s  p a r  l e  d e m i  g r a n d  a x e ,  n t l e  m o y e n  m o u v e m e n t ,  l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  

e t  e f l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  d e  l ’ é p o q u e ;  n o u s  a u r o n s

n\a\ = f ( m 0 -t-m(),  ̂=  w,· £ +  £,·.

P o u r  p a s s e r  d u  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e  a u  m o u v e m e n t  t r o u b l é ,  n o u s  c o n s e r 

v e r o n s  p o u r  X i,  y ¡, z , · ,  — ? ~  l e s  m ê m e s  e x p r e s s i o n s  a n a l y t i q u e s  e n  f o n c 

t i o n  d e  l i  e t  d e s  a u t r e s  é l é m e n t s ;  s e u l e m e n t  n o u s  p r e n d r o n s  /,· =  f r i i d t - 1 -  £t· ;  

n o u s  s u p p o s e r o n s  q u e  l ’ o n  f a s s e  d e  m ê m e  p o u r  l e s  a u t r e s  p l a n è t e s .

A y a n t  d é v e l o p p é ,  c o m m e  n o u s  l ’ a v o n s  d i t ,  V  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e s  

T .  — I .  ‘ 5 o
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CHAPITRE XXV.3 9 4

m a s s e s ,
V =  V ' + V ' - t - V '  +  . . . ,

o n  s u b s t i t u e r a  d a n s  c h a q u e  p a r t i e  p o u r  x , ,  y , ,  z , ,  x 2 ,  y 2 ,  z 2 ,  . . .  l e u r s  v a l e u r s  

e n  f o n c t i o n  d e  / 2 ,  . . .  e t  d e s  é l é m e n t s ,  e t  l ’ o n  d é v e l o p p e r a  l e  r é s u l t a t  e n  

s i n u s  e t  c o s i n u s  d ’ a r c s  d e  l a  f o r m e  a / ( +  ¡3 /y- +  y 4 +  · ·  . ,  a ,  p ,  y ,  . . .  é t a n t  

d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  p o s i t i f s  o u  n é g a t i f s .  S i  a  n ’ e s t  p a s  n u l ,  l e  c o e f f i c i e n t  d e

s i n  ( a 4 - 1-  p /,■-+- y 4  +  · · · )  c o n t i e n d r a  m , ·  e n  f a c t e u r ;  d e  m é m o  p o u r  (3 ,  . . . .  D o n c  

l a  p a r t i e  Y '  d e  V ,  q u i  e s t  d u  s e c o n d  o r d r e  p a r  r a p p o r t  a u x  m a s s e s ,  c o n t i e n d r a  

a u  p l u s  d e u x  l o n g i t u d e s  m o y e n n e s  4 *  4 »  d a n s  c li a ( m n  d e s  a r g u m e n t s  q u ’ e l l e  

r e n f e r m e  ;  l a  p a r t i e  V "  d u  t r o i s i è m e  o r d r e  e n  c o n t i e n d r a  a u  p l u s  t r o i s ,  e t c .

N o u s  a u r o n s ,  p o u r  d é t e r m i n e r  l e  d e m i  g r a n d  a x e  d a n s  l e  m o u v e m e n t  t r o u b l é ,

d a t _ 2 dRj·_ 2 fx.,· i d V  _  2 / tn,· \ i d(V '-+- Y " - h .  ..)
dt «¿a,· ôî-i /i,-a,· p.,_, 7?i,· dzt n ta t \ ^¿-1 / t«£ ds,· ’

o u  b i e n ,  e n  d é v e l o p p a n t  e t  n ’ é c r i v a n t  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  q u e  l e s  t e r m e s  

q u i  s o n t  d e s  o r d r e s  i  e t  2 ,

/0. dai 2 i d V r 2 t d V  2 i dV"(8  ) -77 —  ----------- "3-------i---------------- 3 ■ H---------------- 3----- H. · . .d t iiiOi m i Oit n ia i m 0 oet /i,·«,· 7«,· oe,·

N o u s  r e p r é s e n t e r o n s  l a  v a l e u r  d ’ u n  é l é m e n t  q u e l c o n q u e  d a n s  l e  m o u v e m e n t  

t r o u b l é  p a r />,· +  5 , / ? , - + -  S 2p t - I -  . . . ,  p ( d é s i g n a n t  u n e  c o n s t a n t e ,  S , / ? , · ,  £ 2 /?,·,  . . . "  

d e s  f o n c t i o n s  d u  t e m p s  q u i  s o i e n t  d e s  o r d r e s  r e s p e c t i f s  1 , 2 , . . .  p a r  r a p p o r t  a u x  

m a s s e s ;  l e  d e m i  g r a n d  a x e  d a n s  l e  m o u v e m e n t  t r o u b l é  s e r a  r e p r é s e n t é  e n  p a r 

t i c u l i e r  p a r
a,· -t- &i -t- ô2 (¿t-t-. .  · ;

l e  m o y e n  m o u v e m e n t  d e v r a  é g a l e m e n t  ê t r e  r e m p l a c é  p a r

71,· -h $1 ti,· -t- $2 /i,· . . .  ;

n¿ e t  a ¡  s o n t  d e u x  c o n s t a n t e s  l i é e s  e n t r e  e l l e s  p a r  l a  r e l a t i o n

o n  d o i t  a v o i r  a u s s i
n f a f  =  f(7)í0+  m ¿ ) ;

d ’ o ù

(9 )

( n i  +  1 • )2 ( a i  +  ól a/-t-á2a ¿ + · · .)s =  f(/w0+  TW,·) =  n f

 ̂ __ 3 77 ,·
Oí —  1 "■  Oj Ct¿j

2 C t¿

> 3 /î; » T 5  llf . «. . .
¿2tî, '=  — —- H Q- —  ̂ (§1 ai) ,

2 «,· o ai

E n  f a i s a n t  l a  s u b s t i t u t i o n  i n d i q u é e  d a n s  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 8 ) ,
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THÉORÈME DE POISSON. 3 q 5

t a n t  p o u r  l e s  é l é m e n t s  d e  m i  q u e  p o u r  c e u x  d e  m j,  e t  c o n t i n u a n t  à  n ’ é c r i r e  q u e  

l e s  q u a n t i t é s  d e s  d e u x  p r e m i e r s  o r d r e s ,  i l  v i e n d r a

d S i at dd^ai 2 1 d V '  2 1 * dV ' 2  d V f * 1
— —-----1-------- —------ h · . . — ------------------ -̂------h  -------  —  Oj -T— H- —  —r—  Oi -------

d t d t  n id i rrit 0 Zi n ia i rtii 0 Si m ;· ost n iât

2 1 d V ' 2 1  dV"
H---------------------- -5— H -  ■-------------------3------ h  . . .  J

n( ai m0 dit ntai nii dît

d ’ o ù ,  e n  é g a l a n t  d a n s  l e s  d e u x  m e m b r e s  l e s  t e r m e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  e t  c e u x  d u  

s e c o n d ,  e t  r e m a r q u a n t  q u ’ o n  a ,  à  c a u s e  d e  ( 9 ) ,  S, —— =  — l—  ̂S, a,·,
ïlidi 2 Ytî d>i

dêitti 2 1 d V
( 10) — - j -—  — ------------------5— j

d t  n i a i  rtii d it

. , d d tat 2 1 , dV' 1 1 dV' a i  dV 2 1  d\"
d t  U id i  n ii  d i t  n t a f  m i  d ît  n t a i  m 0 d si n t a i  m i  ô t i

S ,  ~  r e p r é s e n t e  l a  v a r i a t i o n  d e  l a  f o n c t i o n  q u a n d  o n  a u g m e n t e  l e s  é l é m e n t s

d e  m i  e t  d e  m.j d e  l e u r s  p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e .

L a  f o r m u l e  ( 1 0 )  d o n n e ,  p o u r  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d o  a h

a,i
>

Hidi
j _  r d V ’
m  J  dsi dt-,

n e  s e  c o m p o s e  q u e  d e  t e r m e s  p é r i o d i q u e s ,  e t  8 ,  a ,·  n ’ a  p a s  d e  p a r t i e  s é c u 

l a i r e ;  p a s s o n s  à  l ’ e x a m e n  d e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  s e c o n d  o r d r e  ;  l e s  d e u x  d e r n i è r e s  

p a r t i e s  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 1 1 )  n e  p o u v a n t  d o n n e r  q u e  d e s  t e r m e s  p é r i o d i q u e s ,  

n o u s  d e v o n s  n o u s  b o r n e r ,  d a n s  l a  r e c h e r c h e  d e s  t e r m e s  s é c u l a i r e s ,  à

d d t ai 2 1 ,  d V  1 1 i V '
—-j-— —  -----  --- Oj -r---- 1-------«   “3— Ol Ctbdt 7ii cii nii dsi iiiCtf nii àei

C o n s i d é r o n s  d ’ a b o r d  l a  d e r n i è r e  p a r t i e  d u  s e c o n d  m e m b r e ;  p o u r  o b t e n i r  u n
dyt

t e r m e  n o n  p é r i o d i q u e ,  i l  f a u d r a  c o m b i n e r  d e u x  t e r m e s  d e  e t  d e  8 , « , ·  d o n t  

l e s  a r g u m e n t s  c o n t i e n n e n t  l e s  m ê m e s  m u l t i p l e s  d e s  l o n g i t u d e s  m o y e n n e s ;  s o i t

( 1 2 )  A  s i n  ( « / , · + p  t ' y ) - t - B  c o s  ( a / ;  +  (3 ^ )

l ’ e n s e m b l e  d e s  t e r m e s  d e  Y ' q u i  r e n f e r m e n t  a / , · - ( - ¡ H · ;  n o u s  é c r i r o n s ,  s u i v a n t  

l e s  c a s ,  c e s  d e u x  t e r m e s  s o u s  l ’ u n e  o u  l ’ a u t r e  d e s  f o r m e s  s u i v a n t e s

A s i n t ^ + B  c o s i j ; ,  

C s in  ( ^  4 -  co) ;

•— h ■ +· P hi
e n  p o s a n t
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e t  n o u s  r e m a r q u e r o n s  q u e  A ,  B ,  C  e t  co s o n t  i n d é p e n d a n t s  d e  e,· e t  d e  t j  \ c e  s o n t  

d e s  f o n c t i o n s  d e s  é l é m e n t s  e l l i p t i q u e s  a u t r e s  q u e  e{· e t  t j .

O n  a u r a ,  e n  r é d u i s a n t  V '  à  c e s  d e u x  t e r m e s ,

- 2<xC I r  . , .
o1ai — --------- / C O S ( w  +  c o )ntat m t J

d t  : 20CÜ
m i ni a i { a n i +  (3 rij)

sin( celi -4- [3 lj -j- co),

d V
dsi

'■ a  C cos ( a  li -t- [3 lj -j- co) ;

l e s  d e u x  t e r m e s  c o n s i d é r é s  d o n n e r o n t  d o n c  d a n s  l e  p r o d u i t  S, a i  l a  p a r t i e

a2 C2
mi ni ai {cfni ^-^nj)

sin2 { a l i  — ¡3lj co).

l a q u e l l e  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  p é r i o d i q u e ;  i l  n o u s  r e s t e  d o n c  s e u l e m e n t ,  a u  p o i n t  

d e  v u e  a u q u e l  n o u s  n o u s  p l a ç o n s ,  à  c o n s i d é r e r  l ’ é q u a t i o n

( ï 3)
d  d ,a i _  

d t m iiiia i dtt
2

S o i e n t  p i  e t  q t d e u x  q u e l c o n q u e s  d e s  é l é m e n t s ,  a u t r e s  q u e  £,·,  d u  c o r p s  m h  p j  

e t  q j  l e s  é l é m e n t s  c o r r e s p o n d a n t s  p o u r  ;  p o s o n s

d e  m a n i è r e  q u e

pi — J  ni dty pj— J nj dt,

li =  pi +  Si) h =  P j +  £;>

dV'

>'ts!
>

i dV' _  dV _ dV'
dpi dsi dh ’ dpj ~  dsj. — dlj

N o u s  a u r o n s

0 4 )

3i —OSi
d2V' , ,t d 2Y ' . d *Y '
def 0,pH‘ (\ def 1"‘ 1 dstdpi

d\pi +

(  d*V ' a - , ^ v ' êtP j +
àEjdZj lPj ' '\ det dsj 1 J dsidpj

d2 V' 
dzt dqj

d2V'

àiqj +  . . .

C o n s i d é r o n s  d ’ a b o r d  l e  t e r m e  

d *Vd*V' r ,  u _  3 n i à 2v r .
de! dipi- ~ d ï f J  è' n i d t ~  ^  det J  ô‘ a‘ d l ’·

d2V / C
n o u s  a u r o n s ,  e n  c o n s i d é r a n t  d a n s  l e s  d e u x  f a c t e u r s  e t  J ùiaidt l e s  p a r t i e s
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q u i  d é p e n d e n t  d u  m ê m e  a r g u m e n t  ^  d é j à  d é f i n i ,

<?2V'
—  = — cc2Csin(^H- w),

/ ô, ai dt =
2 #C

miniai ( a

æ v 1
def ' Pi

tC  ̂ —r f  sin (« lt±  p + a )  dt = ___ g g C c pl.C’i ' - m )
n i  H -  (3 ri j  ) J  m i  Ui  a . ( a  m  (3 rtj  ) 2

2 m i a f  (a«¿-H (3re,·)2 s*n2(a ^'+ PO +  «),

q u a n t i t é  e s s e n t i e l l e m e n t  p é r i o d i q u e .

N o u s  a l l o n s  n o u s  o c c u p e r  m a i n t e n a n t  d e s  a u t r e s  t e r m e s  d e  l a  p r e m i è r e  l i g n e  

d e  l a  f o r m u l e  ( i 4 ) .

O n  a  l e s  f o r m u l e s  c o n n u e s  p o u r  e x p r i m e r  ^ d a n s  l e u r s  s e c o n d s  

m e m b r e s  f i g u r e n t  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d e  R , · ;  e n  s e  r e p o r t a n t  à  ( 7 ) ,  o n  v o i t  

q u ’ o n  p e u t  r é d u i r e  R ,  à  V 7 ,  q u a n d  i l  s ’ a g i t  d ’ o b t e n i r  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e 

m i e r  o r d r e ,  S ,  £,·, § tp it  . . . .  D ’ a p r è s  l e s  f o r m u l e s  ( h )  d u  n ° 6 2 ,  o n  a u r a  d e s  e x p r e s 

s i o n s  d e  c e t t e  f o r m e
dit fl d V

1 H — ^ 1
fit

ur
dpi dqt

H -. . . ,

dpt _
- G

d V ’ „  d V
dt dei +  K %

+  . . . ,

II - H
d V ’
dti

- l Æ
dpi

+  . . . ,

G ,  H ,  K ,  . . .  s o n t  i c i  d e s  c o n s t a n t e s ;  q u e l q u e s - u n e s  d ’ e n t r e  e l l e s  p e u v e n t  ê t r e  
n u l l e s ;  o n  e n  c o n c l u t

g j

r d V  ^
‘ W i t +

V r d V '  , 

d ît  + ·

V r ^ - « j
r d V '  . 

d F i d t ^ ·
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O r ,  e n  r é d u i s a n t ,  d a n s  t o u t e s  l e s  p a r t i e s  d u  s e c o n d  m e m b r e ,  Y '  a u x  d e u x  m ê m e s  

t e r m e s  A s i n ^  +  B  c o s ^  c o n s i d é r é e s  p l u s  h a u t ,  c e  q u i  e s t  l a  s e u l e  m a n i è r e  d ’ o b -
d2V' r d V '

t e n i r  u n  t e r m e  s é c u l a i r e  d a n s  l e s  p r o d u i t s  t e l s  q u e  J  d t ,  . . . ,  o n  t r o u v e

d V
dst

d*Y' r

dsf J

d2v f r
d z id p ij

dV' dA . . , dB ,
=  a ( A c o s w —  BsinoO, -3— =  3 — siny +  3 — cosy, 

Y · '  d p t d p i  T d p i  T

f  dt =  ----- 3̂=— (A sind/h- B cos^))
J  OSi arii+firij  v T T

rd W  , ' 1 · f d k  . dB . A
/ 3—  dt — ---------- 5—  3— cosd — 3— smvp ,

J  dpi ani +  p n j\ d p i  T dpi 7

dV'. dt = ------- 5— ( A s in d + B  cosd) ( 3— cosd — 3— sind
d p i  a r t i + ( 3 « y v * \ d p t  d p i  T

d V

dA dB

dei
dt = ---- -̂3— cos d — sind) ( Asind +  B cos^).

txn i +  Ç > n j\ d p i  T d p i  ™  T Y '

C h a c u n  d e  c e s  t e r m e s  d o n n e r a i t  u n e  p a r t i e  s é c u l a i r e

2(a/ii +  p » y )\  dpi dpi)

m a i s  l e s  d e u x  t e r m e s  e n  q u e s t i o n  s e  d é t r u i s e n t  i d e n t i q u e m e n t  d a n s  l e  c o e f f i c i e n t  

d e  G ,  a u  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r m u l e  ( 1 5 )  ;  o n  t r o u v e r a  d e  m ê m e ,  p o u r  l e  c o e f 

f i c i e n t  d e  K ,

'dA  , dB . A  (d A  , dB . .
-------„ , 3— co sd---- —  sind 3— cosu/ — 3— sind
a n i  +  ^ n j \ d p i  T à p t J  \ d q t  T d q t

a ('dA , dB . A / d A  , dB . . .
--------5—  3— cos u/ — 3— sind 3— cosu/ — 3— sind =  0.
a n t +  $ n j \ d q t  T d q t r J \ d p i  T d p t

dY 1
D o n c  l e s  t e r m e s  d e  S, - r -  p r o v e n a n t  d e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e  d é s

OS(
é l é m e n t s  d u  c o r p s  m t n e  d o n n e n t  a u c u n  t e r m e  s é c u l a i r e  d a n s  S 2 a , · ;  i l  n o u s  r e s t e  à  

m o n t r e r  q u ’ i l  e n  e s t  d e  m ê m e  p o u r  l e s  t e r m e s  a n a l o g u e s  p r o v e n a n t  d u  c o r p s  m j.

1 6 5 .  N o u s  a l l o n s  d o n c  c o n s i d é r e r  l a  s e c o n d e  l i g n e  d e  l a  f o r m u l e  ( i 4 ) >  e t
2̂ V'

d ’ a b o r d  l a  p a r t i e  3—  ,  S, p .■ ;  o r ,  e n  p r e n a n t  t o u j o u r s  l e s  d e u x  m ê m e s  t e r m e s0B j

A s i n i J / - t - B c o s < { / d e  Y ' ,  o n  a

d, a j  —

a.py =

m j n j a j J  dsj

2 p c
m j  iij aj  ( a r t , - + | 3  iij )

sin ( oc li P lj -b* co)?

P
! rij dt —  ■ , ( l j  dt =  -+- 3 p C co s(4| -t- <w)

m j c t j  ( < x i i i +  P r t y ) 2
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dsiàsj
=  — C a{3 sia (41 4- «),

92V'
dsi dsj 1 ? j ---

3 a(32C2
2 rrijaj (an¡-\- finj)' sin2(a/j-i- fi lj H- w),

q u a n t i t é  p é r i o d i q u e .  -

O n  a u r a  e n s u i t e ,  s a n s  q u ’ i l  s o i t  n é c e s s a i r e  d ’ e x p l i q u e r  e n  d é t a i l  l e s  f o r 

m u l e s ,

d i j d V ’
H-M

d V
d t  ~

L
àpj àq}

+

à 'P i -  T d V 1 -4- N d V ’ 1
d t

— L i
dsj

"T" 1>
àqj

&
.L

§“
«"►

KT II r- M
d V ’
àsj

-  N
dV '

àpj
H-

d ’ o ù

. f f * .

V y = -  

di 99 =  -

■ S

àpj

dsj

’ <?V

„  r d V '  ,

rMj  Wjdt+’ " ’
XT r  dV' ,

h N J  d ^j dt +  · · · ’

d/Jy
dt H-

d ’ o ù  e n c o r e

( 1 6 )

O r  o n  a ,  e n  m e t t a n t  t o u j o u r s  e n  é v i d e n c e  c e  q u i  c o n c e r n e  l ’ a r g u m e n t

C dV' , i ( d k  , <?B . . . \
/ -3—  a i  = ------------ s—  -3—  cos ai  — · sin (L· ),

J  à p j  a n i -+ -fin j  \  d p j  T d p j

f l ^ dl =  ^ + i3ay. ( A s in  ̂+  B c 0 S ^ )
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d2V'
dsidsj

aj3(A sin^H- B cos40>

d2 V'
d&idpj

a. 3—  cosil· 
àpj T

dB

àpj

O n  e n  c o n c l u t  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  d e  L  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  ( 1 6 )  e s t  i d e n t i q u e m e n t  

n u l  ;  i l  e n  e s t  d e  m ê m e  d e  M  e t  N .

I l  e s t  d o n c  d é m o n t r é  q u e
d § 2 dj

de
n e  c o n t i e n t  q u e  d e s  t e r m e s  p é r i o d i q u e s  e t

q u e ,  p a r  s u i t e ,  § 2a t n e  r e n f e r m e  a u c u n  t e r m e  s é c u l a i r e ;  a i n s i  : 

a i  n ’ a  p a s  d ’ i n é g a l i t é  s é c u l a i r e ,  q u a n d  o n  t i e n t  c o m p t e  d e s  p r e m i è r e s  e t  d e s  

s e c o n d e s  p u i s s a n c e s  d e s  m a s s e s .

M a i s ,  p o j i r  l e  c o r p s  m H e n  p a r t i c u l i e r ,  a ,  e s t  l e  d e m i  g r a n d  a x e  d e  l ’ o r b i t e  d é 

c r i t e  a u t o u r  d u  S o l e i l ,  e t  l ’ o n  p e u t  p r e n d r e  p o u r  c e  c o r p s  m ,  t e l l e  d e s  p l a n è t e s  q u e  

l ’ o n  v o u d r a .  O n  a  d o n c  d é m o n t r é  l e  t h é o r è m e  d e  P o i s s o n  :

Les g r a n d s  a x e s  d es orbites d écr ites  p a r  les p la n è te s  a u to u r  d u  S o le il n 'o n t  d 'in é 

g a lité s  sé c u la ire s , n i  à  la  p rem ière  n i  à  la  se c o n d e  a p p r o x im a tio n .

R em a rq u e  I .  —  B i e n  q u e  l ’ e x p r e s s i o n  d e  S 2a,· n e  c o m p r e n n e  p a s  d e  t e r m e s  

s é c u l a i r e s ,  e l l e  n ’ e s t  c e p e n d a n t  p a s  n o n  p l u s  c o m p o s é e  u n i q u e m e n t  d e  t e r m e s  

p é r i o d i q u e s .  R e p o r t o n s - n o u s ,  e n  e f f e t ,  a u x  f o r m u l e s  ( i 3 )  e t  ( ¡ 4 ) ,  e t  r e m p l a -  

ç o n s - y  S , / ? ; ,  5 ,  y , · ,  . . .  p a r  l e u r s  p a r t i e s  s é c u l a i r e s ,  l e s q u e l l e s  s o n t  d e  l a  f o r m e

d, P i — p ’d, qi —  q'il, 

P j = P ' i t>

s i  l ’ é l é m e n t p t c o ï n c i d e  a v e c  a h  o n  a u r a  p]  =  o ;  i l  n ’ y  a u r a  p a s  n o n  p l u s  à  c o n s i 

d é r e r  l e s  v a r i a t i o n s  s é c u l a i r e s  d e s  é l é m e n t s  e,· e t  ey- ,  d ’ a p r è s  c e  q u e  n o u s  a v o n s  

v u  d a n s  l e  n °  1 4 1 .  C e l a  p o s é ,  s i  n o u s ' e n v i s a g e o n s  t o u j o u r s  d a n s  Y '  l a  p a r t i e

A s i n ^  +  B c o s ^ ,  l ’ e x p r e s s i o n  ^ ¡ 7 ^  S , p t n o u s  d o n n e r a

, , / d A  , dB . A

N o u s  t r o u v e r o n s  d o n c  d a n s  § 2a t· l a  p o r t i o n  s u i v a n t e

2 api (  dk T. . . .  dB r  . . , \
---- —  ( 3—  / t cos dt —  3— / t sin di dt ) ;
m tn tc ti  \ d p i  J  T d p i j  T J
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o r  o n  a

isimji 
a  n ¡  -h  (3 r i j

t  COSi}1 

<x n i  +  (3 tí]

c o s í ) ;
{ a n ¿ +  ¡3 r i j ) 2 ’  

s i n i p
( a n ¡ - + -  ¡3 n j ) -

I I  y  a u r a  d o n c  d a n s  d e s  t e r m e s  e n  ¿ . s i n i p  e t  i c o s « ! 1,

2 P'i , W  a /<?A . . dB
■-------- « ¿ y   ---------g—  ( -t— sin d/ +  rr—
m ¡  7i¿a,· a n ¡ + ¡ i n j \ d p ¡  T

s a v o i r  

c o s ^ j  ■

4 o  I

C e s  i n é g a l i t é s  d e s  g r a n d s  a x e s ,  q u i  s o n t  d e  l a  f o r m e  t  s i n  ^  o u  t c o s  i p ,  s o n t  e n  

q u e l q u e  s o r t e  i n t e r m é d i a i r e s  e n t r e  l e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  e t  l e s  i n é g a l i t é s  p é 

r i o d i q u e s ;  e l l e s  s ’ a n n u l e n t  p o u r  d e s  v a l e u r s  d u  t e m p s  q u i  f o r m e n t  u n e  p r o g r e s 

s i o n  a r i t h m é t i q u e  d e  r a i s o n --------------— :  m a i s  l e u r  v a l e u r  m a x i m a  v a  s a n s  c e s s e
^ a. n t H- (3 rij

e n  a u g m e n t a n t .

R em a rq u e I L  —  L a  q u a n t i t é

niât,

q u i  f i g u r e  d a n s  l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  d u  c o r p s  m it d e v r a  ê t r e  r e m p l a c é e  p a r

pi -t- <5j pi +  $2Pi —  ri{ t Wj d t  -I- ^ zi,· dt,

e x p r e s s i o n  q u i  d e v i e n t ,  à  c a u s e  d e s  r e l a t i o n s  ( 9 ) ,

( 1 7 )  7i , i — f ( d 1a i) * d t —  -  —  f d 2a id t.

D ’ a p r è s  c e  q u e  l ’ o n  a  v u  p l u s  h a u t ,  l e s  i n t é g r a l e s  f B ta¿dt e t  f $ 2a¿d¿ n e  

c o n t i e n n e n t  p a s  d e  t e r m e s  s é c u l a i r e s ;  q u a n t  à  l ’ i n t é g r a l e  f { ^ i a iy d t ,  e l l e  

c o m p r e n d r a  d e s  t e r m e s  p é r i o d i q u e s  e t  u n  p e t i t  t e r m e  p r o p o r t i o n n e l  a u  t e m p s  

d o n t  l ’ o r i g i n e  e s t  l a  s u i v a n t e  :  q u a n d  o n  é l è v e  a u  c a r r é  l ’ e x p r e s s i o n  d e  ah 
l a q u e l l e  e s t  c o m p o s é e  u n i q u e m e n t  d e  t e r m e s  p é r i o d i q u e s ,  e t  q u ’ o n  t r a n s f o r m e  

p a r l e s  f o r m u l e s  c o n n u e s  l e s  c a r r é s  e t  l e s  p r o d u i t s  d e  s i n u s ,  o n  t r o u v e  u n  e n 

s e m b l e  d e  q u a n t i t é s  p é r i o d i q u e s  e t  u n e  p a r t i e  c o n s t a n t e  q u i  d o n n e  n a i s s a n c e  à  

u n  t e r m e  p r o p o r t i o n n e l  a u  t e m p s  d a n s  l ’ i n t é g r a l e  / ( § ,  a , · ) 2 cfc. I l  e n  r é s u l t e r a  

d o n c  q u e ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  d e u x  p r e m i è r e s  a p p r o x i m a t i o n s ,  l e  c o e f f i c i e n t  d u  

t e m p s  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  ( 1 7 )  d e  p,· s e r a  é g a l  n o n  p a s  à  n¿ m a i s  à  n¿(  1  +  0· ,·) .  

S i  l a  q u a n t i t é  cr,· é t a i t  s e n s i b l e ,  i l  e n  r é s u l t e r a i t  p o u r  a¿ u n  c h a n g e m e n t  

a p p r é c i a b l e  a n a l o g u e  à  c e l u i  q u e  l ’ o n  a  r e n c o n t r é  q u a n d  o n  a  r é u n i  à  n ¿t  l e  
T . -  I .  5 i
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t e r m e  p r o v e n a n t  d e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d e  zp, m a i s ,  e n  c o n s i d é r a n t  l e  c a s  d e  

J u p i t e r  e t  d e  S a t u r n e ,  l e q u e l  e s t  t r è s  f a v o r a b l e  p o u r  a u g m e n t e r  a·,·, o n  v e r r a  a i s é 

m e n t - q u e  c e t t e  q u a n t i t é  0 7  n e  d é p a s s e  g u è r e  0 , 0 0 0 0 1 ,  d e  t e l l e  s o r t e  q u e  l e  c h a n 

g e m e n t  q u i  e n  r é s u l t e r a i t  p o u r  a t e s t  à  p e u  p r è s  n é g l i g e a b l e .

N o u s  a v o n s  v u ,  d a n s  l e  C h a p i t r e  p r é c é d e n t ,  q u e  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  s e c o n d  

o r d r e  i n t r o d u i s e n t  d a n s  l ’ é l é m e n t  zt u n  t e r m e  p r o p o r t i o n n e l  a u  c a r r é  d u  t e m p s ,  

q u i  s e  r e p o r t e  s u r  l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  m a i s  c e  t e r m e ,  q u i  j o u e  u n  g r a n d  

r ô l e  d a n s  l a  t h é o r i e  d o  l a  L u n e ,  e s t  p r e s q u e  i n s e n s i b l e  p o u r  l e s  p l a n è t e s .

H isto riq u e .  —  L a p l a c e  a  l e  p r e m i e r  é n o n c é  ( 1 )  l e  t h é o r è m e  d e  l ’ i n v a r i a b i l i t é  

d e s  g r a n d s  a x e s ;  m a i s  i l  n e  t e n a i t  c o m p t e  q u e  d e s  p r e m i è r e s  p u i s s a n c e s  d e s  

m a s s e s  e t  d o s  q u a n t i t é s  d u  p r e m i e r  e t  d u  s e c o n d  o r d r e  p a r  r a p p o r t  a u x  e x c e n 

t r i c i t é s  e t  a u x  i n c l i n a i s o n s .  L a g r a n g e  d é m o n t r a  ( 2 )  e n s u i t e ,  d ’ t m  tra it d é p lu m é ,  

p o u r  e m p l o y e r  l ’ e x p r e s s i o n  d e  J a c o b i  ( 3 ) ,  q u e  l e  t h é o r è m e  s u b s i s t e  q u a n d  o n  

a  é g a r d  à  t o u t e s  l e s  p u i s s a n c e s  d e s  e x c e n t r i c i t é s  e t  d e s  i n c l i n a i s o n s ,  m a i s  e n  s e  

b o r n a n t  t o u j o u r s  a u x  p r e m i è r e s  p u i s s a n c e s  d e s  m a s s e s .  D a n s  u n  b e a u  M é m o i r e  ( 4)  

P o i s s o n  r é u s s i t  à  é t e n d r e  l e  t h é o r è m e  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e s  t e r m e s  q u i  s o n t  d u  

s e c o n d  o r d r e  p a r  r a p p o r t  a u x  m a s s e s ;  m a i s  s o n  c a l c u l  é t a i t  l o n g  e t  c o m p l i q u é .  

L a g r a n g e  ( 5 )  a  c h e r c h é  à  l e  s i m p l i f i e r ,  e n  c o n s i d é r a n t  l e s  m o u v e m e n t s  d e s  c o r p s  

c é l e s t e s  a u t o u r  d e  l e u r  c e n t r e  d e  g r a v i t é  c o m m u n  ;  m a i s  i l  a v a i t  c o m m i s  u n e  f a u t e  

d e  c a l c u l  q u i  r é d u i t  s a  d é m o n s t r a t i o n  à  n é a n t ;  c e t t e  f a u t e  d e  c a l c u l ,  s i g n a l é e  d ’ a 

b o r d ,  c r o y o n s - n o u s ,  p a r  M .  H o u ë l ,  a  é t é  i n d i q u é e  p a r  M .  S e r r e t ,  d a n s  l e  t o m e  Y I  

d e  s o n  é d i t i o n  d e s  Œ u v re s  d e  L a g r a n g e .  C ’ e s t  l a  r e m a r q u e  d e  M .  S e r r e t  q u i  m ’ a  

e n g a g é  à  é t u d i e r  d e  n o u v e a u  l a  q u e s t i o n ,  e t  j ’ a i  r é u s s i  ( ° )  à  d o n n e r  à  l a  d é m o n 

s t r a t i o n  l a  f o r m e  e x p o s é e  d a n s  c e  C h a p i t r e .  J e  d o i s  d i r e  q u e  M .  É .  M a t h i e u  e s t  

a r r i v é  d e  s o n  c ô t é  ( 7 )  à  u n e  d é m o n s t r a t i o n  p r e s q u e  i d e n t i q u e .  D a n s  u n e  T h è s e  

s o u t e n u e  à  l a  S o r b o n n e  e n  1 8 7 8 ,  M .  S p i r u  C . H a r e t u  a  s u i v i  l a  v o i e  q u e  j ’ a v a i s  i n d i 

q u é e ;  i l  a  r e p r i s ,  e n  o u t r e ,  u n e  a n c i e n n e  d é m o n s t r a t i o n  d a n s  l a q u e l l e  P o i s s o n  ( 8 )  

c r o y a i t  a v o i r  p r o u v é  q u e  l e s  g r a n d s  a x e s  n ’ o n t  p a s  d ’ i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d u  

t r o i s i è m e  o r d r e  p a r  r a p p o r t  a u x  m a s s e s ,  q u a n d  o n  a  é g a r d  s e u l e m e n t  a u x  v a r i a 

t i o n s  d e s  é l é m e n t s  d e  l a  p l a n è t e  t r o u b l é e .  M .  H a r e t u  a r r i v e  à  m o n t r e r  q u e  l e s

( * )  Mémoire présenté à l ’Académie des Sciences de Paris en 1773.

( 2) M ém oires d e l ’A ca d ém ie  de B e r lin  p ou r  1776.

( 3) Vorlesungen über D ynam ik, p. 29, édition de Clebsch.

( 4) Journal d e  l 'É c o le  P olytechnique, X V 0 Cahier, p. i - 5 6 .

( 6) Œ u v r e s  com plètes d e  L a g ra n g e, t. VI, p. 741-749.

( 6) M ém oires de l ’A ca d ém ie  d e Toulouse , 70 série, t. V II, et Com ptes rendus d e  l ’A ca d ém ie des  

Sciences d e P a ris , t. L X X X II.

( 7) Jou rn a l d e  B o rch a rd t, t. L X X X .

( 8) M ém oires de l ’A ca d ém ie  des S cien ces, t. I, p. 55-67, année 1816.
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g r a n d s  a x e s  o n t  d e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e  p a r  r a p p o r t  a u x  

m a s s e s ;  m a i s  i l  n ’ a  p a s  c h e r c h é  à  s e  f a i r e  u n e  i d é e  d e  l a  g r a n d e u r  d e  c e s  i n é g a 

l i t é s .  E n f i n ,  d a n s  l e  t o m e  X I  d e s  A n n a le s  d e  F  O bserva toire  ( A d d i t i o n s  a u  C h a 

p i t r e  X X I ,  p .  1 2 6 ) ,  L e  V e r r i e r  a  t r o u v é  u n  p e t i t  t e r m e  d u  t r o i s i è m e  o r d r e  e n  12 

d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  p a r t i e  f  n d t  d e  l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  d e  S a t u r n e  

t r o u b l é  p a r  J u p i t e r ,  c e  q u i  c o n f i r m e r a i t  l e  r é s u l t a t  d e  M .  H a r e t u .  T o u t e f o i s ,  L e  V e r 

r i e r  n ’ o b t i e n t  l e  t e r m e  e n  q u e s t i o n  q u e  p a r  u n  c a l c u l  d ’ i n t e r p o l a t i o n ,  c a l c u l  

p u r e m e n t  n u m é r i q u e .  I l  y  a u r a i t  l i e u  d e  c h e r c h e r  l ’ e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  d u  

t e r m e  e n  q u e s t i o n ;  p e u t - ê t r e  p o u r r a i t - o n  y  a r r i v e r  e n  p a r t a n t  d e s  f o r m u l e s  d e  

M .  H a r e t u . ^
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4 o 4 CHAPITRE XXVI.

C H A P I T R E  X X V I .

EXPRESSIONS GÉNÉRALES DES INÉGALITÉS SÉCULAIRES.

1 6 6 .  O n  a  v u ,  d a n s  l e  n °  1 6 2 ,  q u e  l e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d e  c i n q  d e s  é l é 

m e n t s  e l l i p t i q u e s  s e  p r é s e n t e n t  s o u s  l a  f o r m e

(i) P'i -f- P"i2-h...;

g r â c e  à  l a  p e t i t e s s e  d e s  c o e f f i c i e n t s  P " ,  l e s  f o r m u l e s  o b t e n u e s  p e u v e n t  ê t r e  é t e n 

d u e s  à  u n  a s s e z  g r a n d  n o m b r e  d e  s i è c l e s ,  d a n s  l e  p a s s é  e t  d a n s  l ’ a v e n i r .  O n  p e u t  

t o u t e f o i s  s e  d e m a n d e r ,  e t  c e t t e  q u e s t i o n  i n t é r e s s e  à  u n  h a u t  d e g r é  n o s  c o n n a i s 

s a n c e s  s u r  l a  s t a b i l i t é  d u  s y s t è m e  p l a n é t a i r e ,  s i  l e s  e x p r e s s i o n s  g é n é r a l e s  d e s  

é l é m e n t s  e l l i p t i q u e s  o s c u l a t e u r s  d ’ u n e  p l a n è t e  c o n t i e n n e n t  e f f e c t i v e m e n t  d e s  

t e r m e s  d e  l a  f o r m e  ( i ) ,  o u  b i e n  s i  l e u r  i n t r o d u c t i o n  d a n s  l e s  f o r m u l e s  n e  p r o 

v i e n t  p a s  u n i q u e m e n t  d e  l a  m a r c h e  q u ’ o n  a  s u i v i e  p o u r  l ’ i n t é g r a t i o n .  A d m e t t o n s ,  

e n  e f f e t ,  q u e  l e s  t e r m e s  q u i  n e  r e n f e r m e n t  p a s  l e  t e m p s  e x p l i c i t e m e n t  d a n s  l e s  

é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  i n t r o d u i s e n t ,  p a r  l ’ i n t é g r a t i o n  r i g o u r e u s e  d e s  é q u a 

t i o n s ,  d e s  t e r m e s  p é r i o d i q u e s  d o n t  l e s  a r g u m e n t s  v a r i e n t  p r o p o r t i o n n e l l e m e n t  

a u x  m a s s e s  p e r t u r b a t r i c e s  :  c e s  t e r m e s ,  q u a n d  o n  d é v e l o p p e r a  l e s  i n t é g r a l e s  

s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e s  m a s s e s  p e r t u r b a t r i c e s ,  f e r o n t  a p p a r a î t r e  d a n s  l a  s o 

l u t i o n  a p p r o c h é e  d u  p r o b l è m e  d e s  e x p r e s s i o n s  d e  l a  f o r m e  ( i ) .

D a n s  c e t  o r d r e  d ’ i d é e s ,  e n  l ’ a b s e n c e  d ’ u n e  i n t é g r a t i o n  c o m p l è t e  e t  r i g o u r e u s e  

q u i  e s t  i m p o s s i b l e ,  i l  s e r a i t  t r è s  i n t é r e s s a n t  d e  c h e r c h e r  à  i n t é g r e r  l e s  é q u a t i o n s  

d i f f é r e n t i e l l e s  d o n t  d é p e n d e n t  l e s  é l é m e n t s  d e s  d i v e r s e s  p l a n è t e s ,  e n  y  r é d u i s a n t  

l e s  f o n c t i o n s  p e r t u r b a t r i c e s  à  l e u r s  p a r t i e s  s é c u l a i r e s ,  c ’ e s t - à - d i r e  a u x  t e r m e s  

q u i  n e  c o n t i e n n e n t  p a s  l e  t e m p s  e x p l i c i t e m e n t .  M a i s ,  m ê m e  d a n s  c e  c a s ,  o n  s e  

b u t t e  à  d e s  d i f f i c u l t é s  a n a l y t i q u e s  q u i  n ’ o n t  p a s  e n c o r e  é t é  s u r m o n t é e s ;  L a g r a n g e  

n ’ a  p u  r é s o u d r e  l a  q u e s t i o n  q u ’ e n  n é g l i g e a n t ,  d a n s  l e s  p a r t i e s  s é c u l a i r e s  d e s
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fo n ction s p e rtu rb a tr ic e s , les te rm e s  qui so n t du q u atrièm e  o rd re  p ar ra p p o rt  
au x  e x c e n tr ic ité s  e t  a u x  in clin a iso n s  m u tu elles  su p p o sées  ê tre , à un m o m en t 
d o n n é, de p e tites  q u an tités  du p re m ie r  o rd re , com m e cela  arriv e  en ré a lité  p o u r  
les  an cien n es  p la n è te s .

i 6 7 .  C o n sid éron s d ’ab ord  la fo n ction  p e rtu rb a tr ic e  R 0)1 re la tiv e  au m ouve
m e n t de la p lan ète  P , en  ta n t q u ’il e s t tro u b lé  p a r  la  p lan ète  P '. On a vu  au  
n° 1 2 5  q u e la d ifférence R 0<1 — R , ne c o n tie n t p as de p a rtie  s é c u la ire ; on p eu t  
d on c p re n d re  ic i R 0, i  = R f .  D’a ille u rs , la  fo rm u le  ( 3 7 )  du n° 1 2 3  d on n e, en ne  
p re n a n t que la p a rtie  s é cu la ire  de R , e t n é g lig e a n t d ans c e tte  p a rtie  les  te rm e s  
du q u a triè m e  o rd re ,

( 2 )

T t i / /i A (0) T
R 1 =  _ A«» -  -  4- 7  (e2 4 - en ) a —  +  -  a·

2  2  q. \ 0 Ct 2

d2A.w\
d a 1 )

4- -  ( A<‘ ) · 
2

<JA<‘> 1 ¿ ‘ A^N
*2 Jda

-----a ee'cos(w — cr')·

P u isq u ’on n é g lig e  le q u a triè m e  o rd re , on p o u rra  re m p la ce r o> p a r w . On a 
d ’a ille u rs

cos J =  cos 9 cos 9'4- sinç sin9'cos(0 —  B') ,

e t  l ’on p o u rra  p re n d re , avec la  m êm e p ré c is io n ,

4n2=  4 sin2 -  =  2 —  2 cos J =  4 sin2 ^ 4 -  4 sin2 2- — 2sinq) sincp' cos(0 — B')

ou m em e
4yi2 =  tang2<p 4 -  tang29 '— 2tang9 tang9' cos(&  — 8 ').

11 co n v ien t de tra n sfo rm e r les co efficien ts  de e2 4 - e /2 e t de ee 'co s(co  — tu ') 
d an s la fo rm u le  ( 2 )  ; on a , en in tro d u isa n t le s  n o ta tio n s  du C h ap itre  X V II,

a' a

a' ( AO) —  a

d k w
4—  a■

da  2 ”  dak J
d* AW\ dbM____  1 --  /v ___=  CH.

da
1 d*bM
-  « —j-j- »2 dor

d k w
da

-----a2
d2AQ>\ 

da2 /
=  6<‘) _ a dbW

d a

1 ^d*bW
_ rtf* .. · ·
2 da2

R em p laço n s b(°> e t b a  p a r  le u rs  d évelop p em en ts en séries

1  6(0)
2

=  1 +  ( i ) V + ( ^ ) V  +  . . . +  [ :
. 3 . . .  (21 —  1) 

2 . 4 . . .  2 i

6(U; 1 3 ! ,: « 4- -  7  a 3 +  · 2 4

1 . 3 . .  ,(21 — 1) 3 . 5 . . . ( 2 i  4- 0  asÎH., 
2 . 4 . . . 2 i 4 . 6 . . . ( 2 1 4 - 2)
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4 û 6  CHAPITRE XXVI.

e t  n o u s  t r o u v e r o n s ,  a p r è s  d e s  r é d u c t i o n s  f a c i l e s ,

a' a
da

=M

1 , ¿! AW\
2 a da* )

3 5
H ----7 a.2 4

3 . 5 . . .  (21 h-  i ) 5 . 7 . . .  (2 j -t- 3 ) 
2.4. . . 2 i  4 -6..  .(2i + 2)

<iA<"  1 , S ’ A">\

3 5̂
2 . 4

a3 |̂ i H- 7  ̂ à2 +  .. . +3 7 
2 6

3 . 5 . .  .(21-1-1) 7 . 9 . .  .(2 î'-i-5)

2 . 4 . . . 2 î  6 . 8 . .  . ( 2  ¿ - H  4 ) ^  ""'""’ ’ ’ J ’

o n  e n  c o n c l u t ,  e n  s e  r e p o r t a n t  a u x  f o r m u l e s  e t  n o t a t i o n s  d u  C h a p i t r e  X V I I ,

dA(°> i â2A i0> 1 ... 1 _. .
a -------- h -  a 2 ■ , , - =  — . a c W =  -  B ^ ,

2 a' 2d a da2 

d2A(‘ >... .  ¿A<‘ > 1 ,
A (1) — a -3---------  a2

da 2 da2 :------ .  <XCW-—  -  B<2>'.
2 a' 2

( 3 )

L a  f o r m u l e  ( 2 )  d e v i e n d r a  d o n c

R, =  î AW + 1 B<‘> [e2 +  en -  tang2 tang29 ' +  2 tangç tang<p, cos(9 —  0')]

■  ̂B(2)ee'cos(nj — cj').

O n  o b t i e n d r a  l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e  R  q u i  d o i t  ê t r e  s u b s t i t u é e  d a n s  l e s  

é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  e n  m u l t i p l i a n t  l ’ e x p r e s s i o n  ( 3 )  d e  R ,  p a r  f m !, e t  a j o u 

t a n t  à  l ’ e x p r e s s i o n  o b t e n u e  l e s  q u a n t i t é s  a n a l o g u e s  q u i  r é p o n d e n t  a u x  a c t i o n s  

d e s  p l a n è t e s  P " ,  P ' " ,  —  I l  c o n v i e n t  d e  p o s e r

(4 ) i  A (0,=  M0)1, §B (')  =  N0(1, § B W  =  P 0ll;

o n  p o u r r a  é c r i r e

Î R = 2 ] f j n M M , 1v

-t - ^ fm W N 0,v[e2-+- (e<v0 2— tang2 9  — tang29 (v) -+- 2 tang9  tang9 <v> c o s ( 0 —  ô (v)) ]  

— 2  ^  fm (v>P0,veeW c o s (cr —  ).

1 6 8 .  I l  f a u t  s u b s t i t u e r  c e t t e  v a l e u r  d e  R  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( A )  d u  n °  6 2 ;  l a  

p r e m i è r e  d e  c e s  é q u a t i o n s  n o u s  d o n n e r a
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a i n s i  a , a ! , a ", . . .  s o n t  c o n s t a n t s  ;  i l  e n  s e r a  d e  m ê m e  d e  n , n ',  n " ,  . . .  e t  d e s  

q u a n t i t é s  M 0,v> N 0)V e t  P 0jV.

I l  c o n v i e n t  d e  f a i r e  l e  c h a n g e m e n t  d e  v a r i a b l e s  i n d i q u é  a u  n °  6 3 ,  e n  p o s a n t

(6)

( 7 )

e s i n t a ^ A ,  e'sxnTs'— h',

e  c o s t s  = 1, e ' c o s t s ' = V ,

tangíp s i n 9 — p ,  tang<p'sinB ' = p ' ,

tang<p cosô =  <7, tangq/cos d' =  q ' ,

L e s  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  d é p e n d r o n t  d e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  ( 1 6 )  e t  ( 1 9 )  

d u n ° 6 3 ;  e n  n é g l i g e a n t  d a n s  c e s  é q u a t i o n s  l e s  q u a n t i t é s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e ,  

c e  q u i  r e v i e n t  à  n é g l i g e r  l e  q u a t r i è m e  d a n s  R ,  o n  p e u t  l e s  é c r i r e  s i m p l e m e n t

dh 1 <?R dl 1 dR
dt na? dl ’ dt na?· dh

dp 1 c)R d q _ 1 àl\
dt na2 dq ’ dt na1 dp

L ’ e x p r e s s i o n  ( 5 )  d e  R  d e v i e n t  d ’ a i l l e u r s  

l R  =  2]fm M M oIv

( 9 ) 1  + 2 ] f m (v)N , ,v [/ îs+  P +  (/l<v>)2+  (¿tv>)*—/>*—? * — ( p m Y —  ( q M F + i i p p M + q q W ) ]

(  - a 2 ] f w ( v , P o , v ( M i v ) - W / M ) .

I l  n ’ y  a  p l u s  q u ’ à  s u b s t i t u e r  c e t t e  v a l e u r  d e  R  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 8 ) ;  s i  n o u s  

p o s o n s

( 1 0 )
afmWNp.v 2 fm W P p,v _
rt(p)(«(p))2 nip) (a(p))2 .LP» vJ»

n o u s  t r o u v e r o n s  s a n s  p e i n e

1 ~ - \  (0 , 1 ) +  (0 , 2 ) +  . . .  J l  +  [0 , 1 ] l' H- [0 ,2] l" +  .. . =  0 , 

~  + j(o ,i )  +  (o ,2 )+ .. .  J A -  [o, 1 ] h ' —  [0 ,2 ] / /  +  . . .  =  o, 

g - , ~ j ( l , 0 )  +  ( l , 2 ) + . . . .  U '  +  [ l , o ] /  +  [ l , 2] F  + . . . ■ =  O,  

%  + j ( i , o )  +  ( i , a ) + . . .  |A, - [ i , 0 ] A - [ i , a ] A '  +  . . .  =  0>

(A)
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L e s  q u a n t i t é s  ( 0 , 1 ) ,  ( 0 , 2 ) ,  ( 1 , 2 ) ,  . . . ,  [ 0 , 1 ] ,  [ 0 , 2 ] ,  [ 1 , 2 ] ,  . . .  d é f i n i e s  p a r  l e s  

f o r m u l e s  ( 1 0 )  d é p e n d e n t  d e s  m a s s e s  e t  d e s  g r a n d s  a x e s ;  c e  s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  

q u i  s o n t  p o s i t i v e s ,  p a r c e  q u e ,  t o u t e s  l e s  p l a n è t e s  t o u r n a n t  d a n s  l e  m ê m e  s e n s ,  

« (p) e s t  r é e l l e m e n t  p o s i t i f ;  e l l e s  v é r i f i e n t  l e s  r e l a t i o n s

o n  l e  v o i t  i m m é d i a t e m e n t  e n  p a r t a n t  d e s  f o r m u l e s  ( 1 0 )  e t  r e m a r q u a n t  q u e  N p>v 

e t  P PiV s o n t  d e s  f o n c t i o n s  s y m é t r i q u e s  d e  a (p) e t  a (v).

S o i t  N  l e  n o m b r e  d e s  p l a n è t e s ;  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e  e , e', . . . ,  © ,  t r r ' ,  . . .  e s t  

r a m e n é e  à  l ’ i n t é g r a t i o n  d ’ u n  s y s t è m e  ( A )  d e  2 N  é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  s i m u l t a n é e s  

d u  p r e m i e r  o r d r e ,  à  c o e f f i c i e n t s  c o n s t a n t s .

D e  m ê m e ,  l a  c o n n a i s s a n c e  d e  <p, <p', . . . ,  0 ,  0 ' ,  . . .  d é p e n d  d u  s y s t è m e  a n a 

l o g u e  ( A ' ) .

1 6 9 .  O c c u p o n s - n o u s  d ’ a b o r d  d u  s y s t è m e  ( A ) .  P o s o n s ,  p o u r  e f f e c t u e r  l ’ i n t é 

g r a t i o n ,

e n  d é s i g n a n t  p a r  g ,  [3 ,  M ,  M ' ,  . . .  d e s  c o n s t a n t e s .

S i  n o u s  s u b s t i t u o n s  c e s  e x p r e s s i o n s  d a n s  l e s  2 N  é q u a t i o n s  ( A ) ,  n o u s  n e  t r o u 

v e r o n s  q u e  N  c o n d i t i o n s  d i s t i n c t e s ;  e n  l e s  m u l t i p l i a n t  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  

—  a  \Jmn, —  a l s]m ln ',  . . . ,  i l  v i e n d r a

mW «<P> (a<P>)2 (p, v)  =r 77i(v) « (v)( a (v))2 (v ,  p), 
mW nW(aWy  [p ,  v] =  /n(v) n,W (a<v))2 [v ,  p] ;

(1 2 )

a'\/m' n1 
a\jmn

j (<V)+  (0 ,2 ) +  J M

-[i,o ]M +  ¡ ( 1 ,0 ) 4 - ( 1 , 2 ) + . . .

a \]mn

à
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EXPRESSIONS GÉNÉRALES DES INÉGALITÉS SÉCULAIRES. 4 ° 9

o u  b i e n  e n c o r e

| ( A 0,o —  g )  M  +  A0,iM'-t- Am M" H -  · · · — 0 ,

( i3)
| A 1)0 M ■+- ( Ai,! S )  M/-i- A 1)2M" . . .  =  o ? 

j  A 2 , o -M” H“  A a , l  M/ - h  ( A2)2 —  0 ) M" H - . .  · 0 ,

o ù  l ’ o n  a  p o s é
1 A0)o —  ( ° ,  1 )  -1- ( 0 , 2 )  4 - .  . . , 

j  A 1;1 =  ( 1 , 0 )  -t -  ( 1 , 2 )  - t - · . . ,

0 4 ) < ................................................................................)

j . « (I) v//n(‘ ) n ( ‘> . . . . . .
I A i  /( = ------------------------------- 1 1, / f l .
1

L a  d é f i n i t i o n  p r é c é d e n t e  d e  A itk s u p p o s e  l e s  i n d i c e s  i  e t  k  e s s e n t i e l l e m e n t  d i f 

f é r e n t s ;  s i  l ’ o n  r e m p l a c e  [ i ,  Æ ]  p a r  s a  v a l e u r  ( 1 0 ) ,  i l  v i e n t

0 5 )
2 Í \Jm 1'1* m {kî p  

« i ·4') s J / i (/0 ’

o n  e n  c o n c l u t

0 6 ) A/,/.· =  A*(,·.

C e l a  p o s é ,  c o n s i d é r o n s  l e  d é t e r m i n a n t

A0,o —  g A0,l A(t,2 · · .  A0is-i
A|,o Al.l —  g A,,,'
A î . o A î . i A t , î — g  ■ Aa,s-i

A n - i , o A n —1,1 A n - 1,3 • A n —j , n —i — g

i l  e s t  s y m é t r i q u e  p a r  r a p p o r t  à  l a  d i a g o n a l e ,  d ’ a p r è s  l a  r e l a t i o n  ( i 6 ) .  S i  c e  d é 

t e r m i n a n t  n ’ e s t  p a s  n u l ,  l a  t h é o r i e  d e s  é q u a t i o n s  h o m o g è n e s  d u  p r e m i e r  d e g r é  

m o n t r e  q u e  l ’ o n  n e  p o u r r a  s a t i s f a i r e  a u x  é q u a t i o n s  ( i 3 )  q u ’ e n  p r e n a n t  e n  m ê m e  

t e m p s
M — — Mff — . . .  ~  o ,

c e  q u i  n e  s a u r a i t  n o u s  c o n v e n i r ,  p u i s q u e  n o t r e  s o l u t i o n  ( 1 2 )  d i s p a r a î t r a i t  

a l o r s .

P o u r  q u e  c e t t e  s o l u t i o n  e x i s t e ,  i l  f a u t  d o n c  q u e  g  v é r i f i e  l ’ é q u a t i o n
0

(B) · G =  o .

L e  d e g r é  d e  c e l t e  é q u a t i o n  e s t  é g a l  a u  n o m b r e  N  d e s  p l a n è t e s  ;  c a r ,  d a n s  l e  

p r o d u i t  d e s  t e r m e s  d e  l a  d i a g o n a l e  d u  d é t e r m i n a n t  ( 1 7 )  s e  t r o u v e  l e  t e r m e  

( —  i ) N g - N q u i  n e  p e u t  ê t r e  d é t r u i t  p a r  a u c u n  a u t r e .  N o u s  r e p r é s e n t e r o n s  p a r  g ,  

T. -  I. Sa
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CHAPITRE XXVI.4 i o

g \ , g-x' · · ■ > gx~* l e s  r a c i n e s  d e  c e t t e  é q u a t i o n  ;  c e s  q u a n t i t é s  s e r o n t  d e s  c o n s t a n t e s  

d o n t  l e s  v a l e u r s  d é p e n d r o n t  à e m , m ' ,  a , a ' ................ a !N_I) ;  N  —  i  d e s  é q u a 

t i o n s  ( i 3 )  d é t e r m i n e r o n t  l e s  r a p p o r t s  d e  N  —  i  d e s  q u a n t i t é s  M ,  M ' ,  . . .  a  l a  

j ^ i è m e ; c e t t e  d e r n i è r e  s e r a  l ’ u n e  d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  q u i  f i g u r e r o n t  d a n s  l a  

s o l u t i o n  ( 1 2 ) ;  l ’ a u t r e  s e r a  ¡3 .  A  l a  r a c i n e  g ,  c o r r e s p o n d r o n t  d e s  é q u a t i o n s  q u e  

l ’ o n  d é d u i r a  d e  ( i 3 )  e n  c h a n g e a n t  g ,  ¡3 ,  M ,  M ' ,  . . . e n  g , ,  ¡3 , ,  M , ,  M ' ,  d e  l à  u n e  

s e c o n d e  s o l u t i o n  r e n f e r m a n t  d e u x  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  {3, e t  l ’ u n e  d e s  q u a n 

t i t é s  M ' , ,  . . . .  O n  t r o u v e r a  a i n s i  N  s o l u t i o n s  p a r t i c u l i è r e s ,  c h a c u n e  a v e c  d e u x  

c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ;  l e s  é q u a t i o n s  ( A )  é t a n t  l i n é a i r e s ,  o n  a u r a  u n e  n o u v e l l e  

s o l u t i o n  c o m p o s é e  a v e c  l e s  p r é c é d e n t e s  e n  a j o u t a n t  l e s  d i v e r s e s  v a l e u r s  d e  h , l, 

h ! , l ',  . . . .  C e  s e r a  d o n c

I
ah  \Jmn — M sin(^i 4- (3) 4 - Mj sin(grf 4 - (3,) . .4 -  MN- i s i n ^ - j i  4- [3N_,),

a l  \Jmn — M cos(^i 4- (3) 4 - M, c o s  ( g î t  -t- (3,) 4- . . .  4 - MN_, cos(gN-ii +

'  - /  1 a'li'\Jm'n’ =  M 7 s i n ( g t 4 -  ¡3) 4 - M 1 s i n ( ^ ' i i  4 -  f 3i ) +  · · . 4 - M «*—1 s i n 1 4 -  ) ,

I a 'l ’ sjm 'n '—  M ' c o s f ^ i  4 - 13) 4 -  M ' 1 c o s ( ^ 1 i  4 -  (3t ) - t - . . .  +  M n - i C o s ( ^ n _ i î  4 -  (3N_ , ) ,

C e t t e  s o l u t i o n  c o m p r e n d  2 N  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  e t  d o n n e  l e s  i n t é g r a l e s  

g é n é r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( A ) .

R em a rq u e.  —  E n  d i f f é r e n t i a n t  p a r  r a p p o r t  à  g  l ’ e x p r e s s i o n  ( 1 7 )  d e  G ,  o n  

t r o u v e  é v i d e m m e n t
dG _  /  dG . dG
à g  ~ dA0 , 0 dAj,,

- l · . . .

O n  e n  c o n c l u t  q u e ,  s i  l a  r a c i n e  g - n ’ e s t  p a s  u n e  r a c i n e  m u l t i p l e ,  o n  n e  p e u t  p a s  

a v o i r  s i m u l t a n é m e n t
dG _  dG _

dAM ° ’ dA],, “  ° ’

D o n c  l e s  N  d é t e r m i n a n t s  q u e  l ’ o n  d é d u i t  d e  G  e n  s u p p r i m a n t  l a  l i g n e  e t  l a  

c o l o n n e  q u i  a b o u t i s s e n t  à  c h a c u n  d e s  é l é m e n t s  d e  l a  d i a g o n a l e ,  n e  p e u v e n t  p a s

ê t r e  t o u s  n u i s  e n  m ê m e  t e m p s .  S u p p o s o n s  p a r  e x e m p l e  ^ 0 ;  a l o r s ,  e n  s u p 

p r i m a n t  l a  p r e m i è r e  d o s  é q u a t i o n s  ( i 3 ) ,  i l  e n  r e s t e r a  N  —  x a u t r e s  q u i  d é t e r m i 

n e r o n t  l e s  N  —  x i n c o n n u e s  · ■ · ,  c a r  l e  d é n o m i n a t e u r  c o m m u n  d e  c e s
M JVl

i n c o n n u e s  n ’ e s t  a u t r e  c h o s e  q u e  -,-r— > e t  i l  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  d i f f é r e n t  d en dAM
z é r o -

1 7 0 .  L a g r a n g e  a  r e m a r q u é  q u e ,  s i  q u e l q u e s - u n e s  d e s  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  

G  =  o  é t a i e n t  i m a g i n a i r e s ,  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  h , l,  h ',  l ' ,  . . .  c o n t i e n d r a i e n t  d e s  

e x p o n e n t i e l l e s  q u i ,  e n  c r o i s s a n t  i n d é f i n i m e n t ,  a u r a i e n t  p o u r  e f f e t  d e  r e n d r e  l e s

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXPRESSIONS GÉNÉRALES DES INÉGALITÉS SÉCULAIRES. I

o r b i t e s  t r è s  e x c e n t r i q u e s ,  e t  d e  d é t r u i r e  l a  s t a b i l i t é  d u  s y s t è m e  p l a n é t a i r e .  L e s  

p l a n è t e s  c o n n u e s  a l o r s  é t a i e n t  a u  n o m b r e  d e  s i x  ( H e r s c h e l  n ’ a v a i t  p a s  e n c o r e

S a t u r n e  é t a n t  f a i b l e s ,  L a g r a n g e  a  p u  r e m p l a c e r  t r è s  a p p r o x i m a t i v e m e n t  l ’ é q u a 

t i o n  G  =  o  p a r  d e u x  a u t r è s ,  l ’ u n e  d u  s e c o n d  d e g r é ,  l ’ a u t r e  d u  q u a t r i è m e .  A v e c  

l e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  d o n t  i l  d i s p o s a i t  p o u r  m , m ! ,  . a , a 1, . . . ,  i l  t r o u v a  q u e  

l e s  d e u x  é q u a t i o n s  c i - d e s s u s  a v a i e n t  l e u r s  r a c i n e s  r é e l l e s  e t  i n é g a l e s .  M a i s  c e r 

t a i n e s  d e s  m a s s e s  e m p l o y é e s  é t a i e n t  e n t i è r e m e n t  h y p o t h é t i q u e s  : a i n s i ,  c e l l e s  

d e  M e r c u r e ,  d e  V é n u s  e t  d e  M a r s  a v a i e n t  é t é  c a l c u l é e s  e n  p a r t a n t  d e  l e u r s  v o 

l u m e s  e t  t i r a n t  l e u r s  d e n s i t é s  d ’ u n e  l o i  e m p i r i q u e  d ’ a p r è s  l a q u e l l e  l e s  d e n s i t é s  

d e s  p l a n è t e s  s e r a i e n t  i n v e r s e m e n t  p r o p o r t i o n n e l l e s  a u x  g r a n d s  a x e s  d e  l e u r s  

o r b i t e s .  O n  p o u v a i t  d o n c  s e  d e m a n d e r  s i ,  a v e c  d ’ a u t r e s  d o n n é e s  n o t a b l e m e n t  

d i f f é r e n t e s ,  o n  t r o u v e r a i t  e n c o r e  s e u l e m e n t  d e s  r a c i n e s  r é e l l e s  :  «  I l  f a u d r a i t ,  

d i s a i t  L a g r a n g e ,  p o u v o i r  d é m o n t r e r  q u e ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  v a l e u r s  d e s  m a s s e s ,  

p o u r v u  q u ’ e l l e s  s o i e n t  p o s i t i v e s ,  l e s  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  d o n t i l  s ’ a g i t  s o n t  t o u 

j o u r s  n é c e s s a i r e m e n t  r é e l l e s  e t  i n é g a l e s ,  e t  i l  n e  p a r a î t  p a s  i m p o s s i b l e  d e  p a r 

v e n i r ,  p a r  q u e l q u e  a r t i f i c e  p a r t i c u l i e r ,  à  r é s o u d r e  c e t t e  q u e s t i o n  d ’ u n e  m a n i è r e  

g é n é r a l e  ( ’ ) .  »

L a p l a c e  r é p o n d i t  b i e n t ô t  a u  desidera tum ,  e x p r i m é  p a r  L a g r a n g e  ;  i l  p r o u v a  e n  

e f f e t  q u e ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  d o n n é e s  n u m é r i q u e s  s u p p o s é e s  p o u r  l e s  m a s s e s  

e t  l e s  d i s t a n c e s  m o y e n n e s  d e s  p l a n è t e s  a u  S o l e i l ,  l ’ é q u a t i o n  G  =  o  a  t o u 

j o u r s  t o u t e s  s e s  r a c i n e s  r é e l l e s ,  p o u r v u  q u e  l e s  p l a n è t e s  t o u r n e n t  t o u t e s  d a n s  

l e  m ê m e  s e n s .  N o u s  a l l o n s  r e p r o d u i r e  l a  d é m o n s t r a t i o n  d e  l a  M é ca n iq u e  céleste.

A j o u t o n s  l e s  é q u a t i o n s  ( A ) ,  a p r è s  l e s  a v o i r  m u l t i p l i é e s  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  

m n a 2h , m n a 2 l, m 'n ! a '2h! ,  m 'n 'a , 2 l ' ,  . .  ;  n o u s  t r o u v e r o n s

o u  b i e n ,  e n  v e r t u  d e  l a  s e c o n d e  d e s  r e l a t i o n s  ( n ) · ,  e t  r e m a r q u a n t  q u e  n  e t  a  

s o n t  c o n s t a n t s ,

d é c o u v e r t  U r a n u s )  ;  l e s  i n f l u e n c e s  d e  M e r c u r e ,  d e  V é n u s  e t  d e  M a r s  s u r  J u p i  t e r  e t

m n a

4 -  {ht’ —  l/i’) j mna2 [o ,  i ]  —  m’ n'a11 [ 1 , 0 ]  ¡ - i - . .  . =  o,

( 18 )  · í \  mna* {h* +  P)  4 - m'n'a'i {h^+ ln ) +  . .  .  J  —  o.

_ O n  a u r a  d o n c ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  C  u n e  c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e ,

(i8)·

(»)

o u  b i e n

mna1· (h“--Y- l%) n' a'l (hn 4  l'%) 4 - · · · =  C

( D i ) mna“- e- 4- ni' n' a '2 e ' 2 - ! - .

( * )  Voir les Mémoires de Lagrange sur les inégalités séculaires des planètes, t. V et  VI de ses 
O E  l i v r e s .
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o n  a  a i n s i  u n e  i n t é g r a l e  d e s  é q u a t i o n s  ( A ) .  O n  p e u t  l ’ é c r i r e  c o m m e  i l  s u i t ,  e n  

p r e n a n t  l a  m a s s e  d u  S o l e i l  p o u r  u n i t é ,

m sj\ -H m \[a e24- m ' ni' \Ja' e'2 + . . . =  consl.,

o u  b i e n ,  e n  n é g l i g e a n t  m -, m '- ,  . . . ,  '

(D2) y/a e2 4 -  m ’ \Ja' e'2 4-. . .  — const.

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  d e u x  d e s  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( B )  s o i e n t  i m a g i 

n a i r e s ,  g  e t  g { ;  o n  a u r a  d o n c

(jg) I ,  g l= :

u  e t  <j  é t a n t  r é e l s ,  e t  a  >  o .  S i  l ’ o n  p o s e

-  (Mcos(3 4- M,cos(3,) =  Ole cosy, . -  ( Msin(3 4- M,sin(3t) ~ 311/ srny,

(M cos(3 —■ M,cos(3,) —: oit-, cosy,, — -  (Msin (3 — M, sin (3,) =  OR-, sin y,,

o n  v o i t  a i s é m e n t  q u e  l e  r é s u l t a t  d e  l a  s u b s t i t u t i o n  d e s  v a l e u r s  ( 1 9 )  d e  g ·  e t  g · ,  

d a n s  l e s  d e u x  p r e m i è r e s  f o r m u l e s  ( G )  e s t  l e  s u i v a n t

ah\Jmn =  Ole sin ( u t - - y) (Effi 4 - E“7*) 4 - OR, cos (ut 4 - y ,)(E<“ — E -7*) 4 - ¡VI2 sin (g^1-{- (3S) -H .., 

a l  \Jmn =311 cos(n i4- y)(E17'-!- E-*“) — OR, sin («¿4-y,)(E<ri— E '^  +  MsCOS^ji +  Ps) 4-....

O R ,  O R , ,  y  e t  y ,  s o n t  q u a t r e  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  q u i  d o i v e n t  ê t r e  r é e l l e s  p o u r  

q u e  h  e t  l  l e  s o i e n t a u s s i .  O n  a u r a  d e s  e x p r e s s i o n s  a n a l o g u e s  p o u r / d ,  l ’ , h " , l " , . . .  

e n  m e t t a n t  d e s  a c c e n t s  a u x  l e t t r e s  O i t ,  O i t , ,  y  e t  y , .

S i  l ’ o n  s u b s t i t u e  c e s  v a l e u r s  d e  h , l, h ',  l ' ,  . . .  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( D ) ,  o n  t r o u 

v e r a  u n  r é s u l t a t  d e  l a  f o r m e

(2 0 ) ( O it 2 4-  o i t 2 4 -  O it '2.4- Oit',24 - . . . )  E 27' 4- A E « 4-  111- 4- © E - 7<4 - i B E - 2ff< —  C .

O r ,  s i  l a  q u a n t i t é  p o s i t i v e  a- n ’ e s t  p a s  n u l l e ,  q u a n d  t  c r o î t r a  i n d é f i n i m e n t ,  l e  

t e r m e  e n  W nt a r r i v e r a  à  ê t r e  i n f i n i m e n t  p l u s  g r a n d  q u e  t o u s  l e s  a u t r e s ,  e t  

c o m m e  i l  c r o î t  a u  d e l à  d e  t o u t e s  l i m i t e s  e t  q u e  s o n  c o e f f i c i e n t  O i t 2 h -  O i t ' 2 4 - . . .  

e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  p o s i t i f  s i  t o u t e s  l e s  p l a n è t e s  t o u r n e n t  d a n s  l e  m ê m e  s e n s  

( a u q u e l  c a s  n , n ' ,  . . .  s o n t  p o s i t i f s ) ,  l a  r e l a t i o n  ( 2 0 )  n e  p o u r r a  p a s  ê t r e  v é r i f i é e .  

O n  d o i t  d o n c  a v o i r  u =  o ,  e t  l e s  r a c i n e s  g  e t  g ,  n e  p e u v e n t  p a s  ê t r e  i m a g i n a i r e s .

S i  l ’ o n  a d m e t t a i t  p l u s i e u r s  c o u p l e s  d e  r a c i n e s  i m a g i n a i r e s  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( B ) ,  

i l  y  a u r a i t  d ’ a u t r e s  q u a n t i t é s  <7', cr ",  . . .  a n a l o g u e s  à  a ;  e n  s u p p o s a n t

<7 > a' >  a" >  . . .,

o n  v e r r a  s a n s  p e i n e  q u e  l e  p r e m i e r  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  a n a l o g u e  à  ( 2 0 )  f i n i -
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r a i t  p a r  g r a n d i r  i n d é f i n i  m e n t  a v e c  l e  t e r m e  e n  E 2* '  ;  o n  d e v r a  d o n c  a v o i r  <7 =  0 ;  

o n  d é m o n t r e r a  e n s u i t e  q u e  a ' . =  o , ___

L ’ é q u a t i o n  g é n é r a l e  q u e  l ’ o n  o b t i e n t  e n  é g a l a n t  à  z é r o  l e  d é t e r m i n a n t  ( 1 7 )  

a  t o u t e s  s e s  r a c i n e s  r é e l l e s ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  q u a n t i t é s  r é e l l e s  A,·,*·  e t  

p a r m i  l e s  d é m o n s t r a t i o n s  q u i  o n t  é t é  d o n n é e s  d e  c e  b e a u  t h é o r è m e ,  n o u s  c i t e 

r o n s  c e l l e  d e  M .  S y l v e s t e r  ( v o ir  B a l t z e r , T h éo r ie  des d é te r m in a n ts ) ,  e t  c e l l e  d e  

B o r c h a r d t  (  J o u r n a l d e  M a th ém a tiq u e s,  t .  X I I I ) .

1 7 1 . V o i c i  m a i n t e n a n t  c o m m e n t  L a p l a c e  p r o u v e  q u e  l ’ é q u a t i o n  G  =  o  n e  p e u t  

p a s  a v o i r  d e  r a c i n e s  é g a l e s ;  s u p p o s o n s  e n  e f f e t  g  —  g {. L e s  e x p r e s s i o n s  d e  

h , l,  h ',  T ,  . . .  s e r o n t  d e  l a  f o r m e

( a lis fr iu i --- (3Û t -4- 3t>, ) sin { g t  ß) -h Ms sin(g-2i 4 - ßs) + . . . ,

(2I) i a l\ ] n m  —  (3b£ 4 - 30,) cos(£t 4 - ß) H- M 2 cos(^2i H- ß2) -t- · · · ,

E n  s u b s t i t u a n t  d a n s  l a  f o r m u l e  ( D ) ,  o n  a u r a  u n e  é q u a t i o n  d o n t  l e  p r e m i e r  

m e m b r e  c o n t i e n d r a  u n  t e r m e  p r é p o n d é r a n t  e n  t 2, a v e c  l e  c o e f f i c i e n t  e s s e n t i e l s  

I c m e n t  p o s i t i f  ¡K, 2 4 -  3 t . ' 2 - t -  . . .  ; c e  p r e m i e r  m e m b r e  n e  p o u r r a  d o n c  p a s  c o n s e r v e r  

u n e  v a l e u r  c o n s t a n t e ,  e t  i l  e s t  i m p o s s i b l e  q u e  l e s  r a c i n e s  g  e t  g t s o i e n t  é g a l e s .

C e t t e  d é m o n s t r a t i o n  d e  L a p l a c e  p r o u v e  s e u l e m e n t  q u e  l e s  e x p r e s s i o n s  d e  h ,  l, 

h ',  l ',  . . .  n e  p e u v e n t  p a s  c o n t e n i r  l e  t e m p s  e n  d e h o r s  d e s  s i g n e s  s i n u s  e t  c o s i n u s ,  

c o m m e  l e  s u p p o s a i e n t  l e s  f o r m u l e s  ( 2 1 ) ,  e t  q u ’ e l l e s  s o n t  f o r m é e s  p a r  l a  r é u n i o n  

v d e  t e r m e s  p é r i o d i q u e s ;  c ’ e s t  l à  l ’ e s s e n t i e l  a u  p o i n t  d e  v u e  d e  l a  s t a b i l i t é  d u  

s y s t è m e  p l a n é t a i r e .  M a i s  i l  n ’ e n  r é s u l t e  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  q u e  l ’ é q u a t i o n  

G  =  o  n e  p u i s s e  j a m a i s  a v o i r  d e  r a c i n e s  é g a l e s ,  c a r  o n  s a i t  a u j o u r d ’ h u i  ( ' )  

q u ’ i l  p e u t  a r r i v e r  d a n s  c e  c a s  q u e  l e s  i n t é g r a l e s  g é n é r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( A )  n e  

r e n f e r m e n t  p a s  l e  t e m p s  e n  d e h o r s  d e s  s i g n e s  s i n u s  e t  c o s i n u s .

O n  p e u t  d o n c  s e  p o s e r  l a  q u e s t i o n  s u i v a n t e  :

P o u r r a i t - o n  d i s p o s e r  d e s  m a s s e s  d e s  p l a n è t e s  e t  d e  l e u r s  d i s t a n c e s  m o y e n n e s  

a u  S o l e i l  d e  m a n i è r e  q u e  l ’ é q u a t i o n  ( B )  a i t  d e s  r a c i n e s  é g a l e s ?

C e l a  e s t  i m p o s s i b l e  q u a n d  i l  n ’ y  a  q u e  d e u x  p l a n è t e s .  E n  e f f e t ,  l ’ é q u a t i o n  ( B )  

s e  r é d u i t  à
A0,o — g  A0>1

=  o,
A,,0 A,,,— g

e t ,  p o u r  q u e  s c s  d e u x  r a c i n e s  s o i e n t  é g a l e s ,  i l  f a u t  q u ’ o n  a i t

( Aol0 — A,,,)2 +  4 AJtl =  o;

( 1 ) V oir  T h om so n  et T a i t , T reatise on n a tu ra l P h ilo so p h y , 2e edit., t. I, P a rt ie l ,  p. 3 8 i ; — 
E .- J .  R o u t i i , Stability  o f  a  given State o f  M otion, 1877; — OEuvres d e  L agran ge, t. XI, Note VIH de 
M. G. Darboux.
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CHAPITRE XXVI.4 >4
e n  r e m p l a ç a n t  A o . o >  A , , ,  e t A 0>, p a r  l e u r s  v a l e u r s  q u i  r é s u l t e n t  d e s  f o r m u l e s  ( i o ) ,

( i 4 )  e t  ( i 5 ) ,  i l  v i e n t

m 
na2

N 2 ■n o,i
!^mm'

nn,dl a'i i — °>

N 0 , e t  P 0 j , é t a n t  e s s e n t i e l l e m e n t  d i f f é r e n t s  d e  z é r o ,  l a  c o n d i t i o n  p r é c é d e n t e  n e  

p e u t  p a s  ê t r e  r e m p l i e ;  i l  p o u r r a i t  e n  ê t r e  a u t r e m e n t  s i  l e s  p l a n è t e s  s e  m o u 

v a i e n t  e n  s e n s  c o n t r a i r e ,  c a r  a l o r s  l e  p r o d u i t  nn!  s e r a i t  n é g a t i f .

M .  S e c l i g c r  a  e x a m i n é  l e  c a s  d e  N  =  3  d a n s  l e  n °  2 2 3 1  d e s  A stro n o m isch e  

N a ch rich ten ,  t .  9 3 ,  1 8 7 8 ,  e t  i l  a  r é u s s i  à  p r o u v e r  d i r e c t e m e n t  q u e ,  s i  l ’ é q u a t i o n  

G  =  o  a v a i t  d e u x  r a c i n e s  é g a l e s ,  u n e  c e r t a i n e  é q u a t i o n  d e  c o n d i t i o n

«ta m  h -  c l» ' m '  -4- =Jl>" m "  = .  o

d e v r a i t  ê t r e  s a t i s f a i t e ,  d a n s  l a q u e l l e  <ji» ,  X ',  d > "  s o n t  d e s  q u a n t i t é s  e s s e n t i e l l e 

m e n t  p o s i t i v e s ;  c e l a  e s t  i m p o s s i b l e  ( ' ) .  J e  n e  s a c h e  p a s  q u ’ o n  a i t  e n c o r e  d é m o n 

t r é  l a  m ê m e  i m p o s s i b i l i t é  p o u r  N  >  3 .

1 7 2 .  L a p l a c e  a  t i r é  d e  l ’ i n t é g r a l e  ( D , )  u n e  c o n s é q u e n c e  i m p o r t a n t e  a u  p o i n t  

d e  v u e  d e  l a  s t a b i l i t é  d u  s y s t è m e  p l a n é t a i r e  :  p u i s q u e  t o u s  l e s  t e r m e s  d u  p r e 

m i e r  m e m b r e  s o n t  d e  m ê m e  s i g n e ,  l ’ u n e  q u e l c o n q u e  d e s  e x c e n t r i c i t é s ,  e  p a r  

e x e m p l e ,  n e  p o u r r a  j a m a i s  a c q u é r i r  u n e  v a l e u r  s u p é r i e u r e  à  c e l l e  q u i  s e r a i t  

d o n n é e  p a r  l a  f o r m u l e
mna-e-- r  G ,

d ’ o ù  .

m na-

A  c a u s e  d e  l a  p e t i t e s s e  a c t u e l l e  d e s  e x c e n t r i c i t é s ,  l a  c o n s t a n t e  C  a  u n e  v a l e u r

( * )  Le cas de m =  o doit ôtro excepté; car alors, d’après la formule ( i 5 ), on a

Ao,i =  A i to —  o, A o.2 =  A 20  —  °) 

et l ’cquation (B ) ,  qui se décompose dans les deux suivantes

g —  Ao,o =  o ,
(g —  A j , i )  (g  —  A2,s) -  A i . s  Aîit =  o,

aura des racines égalos si l’on peut déterminer a par la condition

. (Ao,o — A,^) (Ao(o — A A 2>, =  o,
. qui équivaut à

j (o ,0 +-(0 ,2 ) - ( 1 ,2 ) | j(o ,i)-t-(o ,2 ) — — [i , a][a, i ]  = o.

Si l ’on suppose, par exemple, que les planètes P1 et P" soient Jupiter et Saturne, et qu’on remplace a', 
a ", m ' et m" par les valeurs numériques correspondantes, on trouve que la condition ci-dessus est 
satisfaite par a  =  1 , 8 5 ..
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t r è s  p e t i t e .  P a r  c o n s é q u e n t ,  l ’ e x c e n t r i c i t é  e e l l e - m ê m e  r e s t e r a  t o u j o u r s  f o r t  

p e t i t e ,  s i  l a  m a s s e  m  c o r r e s p o n d a n t e  c o n s t i t u e  u n e  p a r t i e  c o n s i d é r a b l e  d e  l a  

s o m m e  d e s  m a s s e s  d u  s y s t è m e .  M a i s  o n  n e  p e u t  t i r e r  d e  l ’ i n t é g r a l e  ( D , ) ,  a u c u n e  

c o n c l u s i o n  a n a l o g u e  p o u r  l e s  p l a n è t e s  d o n t  l e s  m a s s e s  s o n t  f a i b l e s .  P o u r  s a v o i r  

s i  l e u r s  e x c e n t r i c i t é s  r e s t e r o n t  t o u j o u r s  c o m p r i s e s  e n t r e  d ’ é t r o i t e s  l i m i t e s ,  i l  

f a u t  a v o i r  r e c o u r s  a u x  f o r m u l e s  ( C ) .  O n  e n  t i r e

mncPe- —  M2 4- MJ 4-  MJ -h . . .  4- 2 MM1 eos[(¿' — g x) t -1- (3 — ¡3, ] .

4- 2 MM2COS[(£· — g t )  t 4 - (3 — (32]
-h .......................................................;

l a  p l u s  g r a n d e  v a l e u r  d e  e-  r é p o n d  a u  c a s  o ù  t o u s  l e s  c o s i n u s  s o n t  é g a u x  à  ±  1 ,  

d e  m a n i è r e  q u e  l e s  t e r m e s  o ù  e n t r e n t ' c e s  c o s i n u s  s o i e n t  t o u s  p o s i t i f s ;  o n  a u r a  

d o n c

(22) e <  1 M | 4- | Mt 1 4-JM a [ 4- ..  . .
a \Jmn

o n  t r o u v e r a  a i n s i  u n e  l i m i t e  s u p é r i e u r e  d e  l ’ e x c e n t r i c i t é  e. C e t t e  l i m i t e  p o u r r a -  

t - e l l e  ê t r e  r é e l l e m e n t  a t t e i n t e ?  C ’ e s t  u n e  q u e s t i o n  d ’ a n a l y s e  i n d é t e r m i n é e  q u e  

n o u s  n e  c h e r c h e r o n s  p a s  à  a p p r o f o n d i r .  I l  p a r a î t  v r a i s e m b l a b l e  q u ’ o n  p o u r r a  

t r o u v e r  d e s  é p o q u e s  o ù  l e s  d i f f é r e n t s  a n g l e s ,  t e l s  q u e

t e  — S i)*  +  P — Pi>

a p p r o c h e r o n t  a u t a n t  q u ’ o n  v o u d r a  d e  c e r t a i n s  m u l t i p l e s  p a i r s  o u  i m p a i r s  d e  u ;  

a l o r s  e a t t e i n d r a i t  s a  l i m i t e .  O n  n ’ a  p a s  d ’ e x p r e s s i o n s  g é n é r a l e s  d e s  q u a n t i 

t é s  (  2 2  ) ,  s u s c e p t i b l e s  d ’ u n e  d i s c u s s i o n  a n a l y t i q u e ,  e t  l ’ o n  n e  p e u t  s e  p r o n o n c e r  

s u r  l e s  l i m i t e s  d e s  e x c e n t r i c i t é s  q u ’ a p r è s  a v o i r  e f f e c t u é  t o u s  l e s  c a l c u l s  n u m é 

r i q u e s .

1 7 3 .  N o u s  a v o n s  à  m o n t r e r  m a i n t e n a n t  c o m m e n t  o n  p o u r r a  c a l c u l e r  l e s  v a 

l e u r s  d e s  2 N  c o n s t a n t e s  q u i  f i g u r e n t  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( C ) ,  e n  f o n c t i o n  d e s  

d o n n é e s  i n i t i a l e s  ;  c e s  d o n n é e s  s e r o n t  l e s  v a l e u r s  e 0 ,  e'u, . .  . . .  d e s  e x c e n 

t r i c i t é s  e t  d e s  l o n g i t u d e s  d e s  p é r i h é l i e s  à  l ’ é p o q u e  1 =  o .  O n  e n  d é d u i r a  d ’ a b o r d  

l e s  v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  l 0, h ’0, l'0, . . .  d e  h , l ,  h ' , l ' ,  . . .  p a r  l e s  f o r m u l e s

( /i0=  e0 sinnj0, /¿'0 =  e'0 shm'0, . . . ,
( 2 0 ) < , , ,

( 4  — <?0COS©o> 0̂ — 6qC0S©(j, . . . .

S i  l ’ o n  f a i t  t =  o  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( C ) ,  i l  v i e n t

M sin (3 4- Mi sin ¡3, 4- . . .  4- Mx_4 sin (3N._, =  a h 0 \Jmn,

M 'sin (3 4- Mi sin(3, -f-. . .  4- M s -iS in ^ -j =  a’h'0\Jiu'n',( 24)
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et
l M  cosP +  M j 0 0 5 (3 ! +  . .  . +  M N_1 sinj3îi_ 1= :  a l 0 \ fm n ,

(2̂ ) I M'cos(3 +  M'i cos Pi +  ...  +  MJ,·-! cos (3N_! =  a'ï0 \Jrn’n',

Nous supposons que l ’on a calculé les racines g, g,, ... de l’équation (B) 
dont tous les coefficients ont des valeurs numériques connues.

N — i des équations ( i 3 ) donnent les rapports -^p ■ ··; en changeant

dans ces équations g  en g\, on aura de même les rapports · · ·> et ainsi

de suite, de telle sorte que les N équations (24) contiennent au premier degré 
les N inconnues Msinji, M)sin[3), . . . ,  MN_, sin^ii_) ; de même, on a le sys
tème (20) pour déterminer lesN inconnues Mcos[3, M,-cosp(, ..., MN.., cosj3N_(.

Nous allons établir des relations qui rendront très facile la résolution des 
équations précédentes. Reprenons la première des formules ( i 3 ) et celle qu’on 
en déduit par le changement de g en g {,

( Ao,o — g  ) M +  A 0,i M' +  A 0)2 + . . .  =  o,

( ^0,0 — g  1) M i +  A 0,i M ,  +  A 0>j M ,  + .  . . =  o ;

on en déduit, par l ’élimination de A 0>0,

(26) (01 — g ) M M i A 0il ( M M ,  — M ' M , ) +  A m (M M ',  + . . . .

La seconde des formules (x 3 ) et les suivantes donnent de même 

, ,  ( ( o i — ¿r) M 'M 'j  =  A li0( M i M ' — M M , )  +  A 1)2(M 'M 'j  — +  . . . ,

Si l’on ajoute les équations (26), (27), ... et que l’on ait égard à la rela
tion (16), il vient

(é'T — g )  ( M M j  +  M ' M )  +  . . · . )  =  o.

On peut supprimer le facteur g { — g  qui est différent de zéro, et l’on trouve

ainsi, en supposant maintenant que g  et g K représentent deux racines quel
conques gr et gs de l’équation (B), la relation

(28 ) m , .m s+ m , .m ;  +  m ; m ;  + . . .  =  o ,

dans laquelle r e t i  désignent deux indices différents quelconques de la série 
o, 1 , 2 .......N — 1.

Cela posé, si l ’on ajoute les équations ( 2 4 )  après les avoir multipliées par les 

facteurs Mr, Mj., M’., . . .  et qu’on fasse de même pour les équations ( 2 5 ), on 
trouve, en ayant égard à la condition (28),

( M * +  M).2 +  M'j.2 + . . . )  sin a l l u m a  M,· +  a 'h 'a \J n i ' n '  M',. + . · · ,
( M 2+  M'(? +  M".2 +  . . , ) c o s P , . — a l 0 \Jm n  M , . +  a! L\ m 'n ' M j . +  ■ · · ,
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ce que l’on peut écrire ainsi 

M,. sin (3,.
ah0\/mn -+- a'h'a <Jm' n'

_M'
M,.

1 +

(F.)

m ;,\2 ( w r
M,.

M,.COS(3 ,.:
al0 \Jmn a’ n

M,.,

—  m ;.' n ' _L
M,.

1 H-
m ;
M,

M Y 2 
M,.,

Les rapports ■ ·· sont connus par ce qui précède; ils seront donnés
M ;· JM ;·

par la résolution de N — 1 des équations

(F)

M'. M".Ao,o — gr  -+- A 0,1 |gr- -h A 0,2  =  O,

. . .  . m j .
A l  ,0 “■(— ( A l ,!  gr) j J -  +  A , , 2 |g -  -f-~. . — O,

L’ensemble des calculs numériques à exécuter correspond donc : 
i° A la résolution de l’équation (B) du degré N;
20 A la résolution des N systèmes d’équations du premier degré à N — 1 in

connues, que l ’on déduit de (F) en attribuant à l ’indice r  les valeurs o, 1 , 2, . . . ,  
N -  1.

Après quoi la solution sera fournie par les formules (C) et (E).

1 7 4 . 11 est souvent possible d’avoir une donnée importante sur la manière 
dont varient les longitudes et, et', . . .  des périhélies.

Les deux premières des formules (C) peuvent, en effet,'s’écrire

as jm n  e si ma =  ^  M/sin (£*,·£ 4- (3t·),
i -  0 

i —N —1

a\Jmn  ecosrs =  ^  M"i'CO.S(£7£4-(3/).
i = 0

-On en conclut, en désignant par j  l ’un des nombres o, i , 2, ..., N — 1,

a \ / m n e $ m ( m  —  g j t  —  Ç > j ) ~  £  M*·sin [ { g i  —  g j )  t  4 - (3/ — (3,·],

(29) a\Jmn ecos (w — g j t  — (3y) =  M,· y  £  M,cos [ ( g i — g j )  t  -h (3,— (3y] ;

dans le second membre, la valeur y est maintenant exceptée de celles que doit 
prendre l ’indice i.

T. -  1. 53
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CHAPITRE XXVI.4x 8
S u p p o s o n s  q u e  l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  M y s o i t  s u p é r i e u r e  à  l a  s o m m e  d e s  v a l e u r s  

a b s o l u e s  d e  M ,  M , ,  . . . ,  M y _ t ,  M y + I ,  M N_ ,  ;  l a  f o r m u l e  ( 2 9 )  m o n t r e  q u e  

c o s ( t z  —  g j t  —  $ j)  n e  p o u r r a  j a m a i s  s ’ a n n u l e r  q u e l  q u e  s o i t  t.  O n  p o u r r a  d o n c  

p o s e r

( 30)  m—-/cn +  g - j t  +  (3 ,· +  -j ,

l a  v a l e u r  d e u  n e  p o u v a n t  q u ’ o s c i l l e r  e n t r e  —  “  e t  -+ - k si  - t -  g j t  +  ¡3y s e r a  d o n c

l a  v a l e u r  m o y e n n e  d e  us, d o n t  l e  m o y e n  m o u v e m e n t  s e r a ,  p a r  s u i t e ,  é g a l  à  g j ;  

us o s c i l l e r a  a u t o u r  d e  c e t t e  v a l e u r  m o y e n n e  e t  l ’ é c a r t  s e r a  c o m p r i s  e n t r e  l e s

l i m i t e s  —  -  e t  -+ -  -  ·
2  2

L a  f o r m u l e  ( 2 9 )  d o n n e  e n s u i t e  v

(— \ )k a \ / m n  e c o s u  =  M y 4 -  M i  c o s  [(^¿— gj )  t +  ¡3 ,·— (3y] ;

l e  s i g n e  d u  s e c o n d  m e m b r e  e s t  c e l u i  d e  M y ;  c o s u  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  p o s i t i f .  

D o n c ,  l ’ e n t i e r  k  p o u r r a  ê t r e  p r i s  é g a l  à  z é r o  s i  M y· e s t  p o s i t i f  e t  é g a l  à  1 s i  M y e s t  

n é g a t i f .

D o n c ,  s i  l e  c a s  e n  q u e s t i o n  e s t  r é a l i s é ,  l e  p é r i h é l i e  t o u r n e r a  t o u j o u r s  d a n s  l e  

m ê m e  s e n s ,  s a u f  l e s  o s c i l l a t i o n s ;  s i  c e  c a s  n ’ a  p a s  l i e u ,  o n  n e  p e u t  p a s  d i r e  

d ’ a v a n c e  l e  s e n s  d u  m o u v e m e n t  d u  p é r i h é l i e .

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  l a  m ê m e  c h o s e  a i t  l i e u  p o u r  u n e  a u t r e  p l a n è t e ,  l a  

s e c o n d e  p a r  e x e m p l e ,  e t  q u e  l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  M }  s o i t  s u p é r i e u r e  à  l a  s o m m e  

d e s  v a l e u r s  a b s o l u e s  d e  M ' ,  M ' , ,  . . . ,  M } _ , ,  M y + ) ,  . . . ,  M J , - , ,  j  é t a n t  l e  m ê m e  q u e  

p r é c é d e m m e n t ;  o n  a u r a  d e  m ê m e

( 3 1) j s ' — k ' T z + g j t  +  f i j + v ' ,

l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  u '  é t a n t  i n f é r i e u r e  à - ·  O n  t i r e r a  d e s  f o r m u l e s  ( 3 o )  e t  ( 3 i )

us —  us' =  ( k  —  k ’  ) 7T -t- v  —  u' ;

d o n c  l a  v a l e u r  m o y e n n e  d e  u s —  u s ' s e r a  é g a l e  à  ( k  —  k ')-K ;  d ’ a p r è s  c e  q u i  p r é 

c è d e ,  e l l e  s e r a  n u l l e  s i  M y e t  M }  s o n t  d e  m ê m e  s i g n e ,  e t  é g a l e  à  t î  s i  M y· e t  M ' ·  s o n t  

d e  s i g n e s  c o n t r a i r e s .

1 7 5 .  L e s  i n t é g r a l e s  ( C )  p e u v e n t  d o n n e r ,  à  l a  r i g u e u r ,  t o u t e s  l e s  c i r c o n s t a n c e s  

d e s  v a r i a t i o n s  d e s  é l é m e n t s  e, xss, ë , u s ', . . .  ;  m a i s  e l l e s  s o n t  d ’ u n e  d i s c u s s i o n  

d i f f i c i l e  à  p l u s i e u r s  é g a r d s .  O n  p e u t  t r o u v e r  N  i n t é g r a l e s  d i s t i n c t e s  d e s  é q u a 

t i o n s  ( A ) ,  n e  c o n t e n a n t  p a s  e x p l i c i t e m e n t  l e  t e m p s  t ,  m a i s  s e u l e m e n t  l e s  e x c e n 

t r i c i t é s  e t  l e s  p o s i t i o n s  r e l a t i v e s  d e s  p é r i h é l i e s  p o u r  l ’ é p o q u e  t.  L ’ i n t é g r a l e  ( D )  

e s t  d a n s  c e  c a s ;  c ’ e s t  l ’ u n e  d e  c e l l e s  q u e  n o u s  a l l o n s  f a i r e  c o n n a î t r e .
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R e m a r q u o n s  q u e  l e s  é q u a t i o n s  ( C )  n e  d i f f è r e n t  d e s  é q u a t i o n s  ( 2 4 )  e t  ( 2 S )  
q u ’ e n  c e  q u e  h ot l 0, 4 '0 ,  . . .  s o n t  r e m p l a c é s  p a r  h ,  l,  h ',  . . .  e t  M r s i n ( 3r ,

M r c o s j 3r  p a r  M r s i n ( g v J - t -  ¡3r )  e t  M r c o s ( g > £  +  (3r ) .  O n  p o u r r a  d o n c  a p p l i q u e r  

l e s  f o r m u l e s  ( E )  e n  y  f a i s a n t  l e s  c h a n g e m e n t s  i n d i q u é s  c i - d e s s u s ,  c e  q u i  d o n 

n e r a
__  ___ M '

a h \ J m n  -4- a 'h '  \ jm 'n '  j-p -+-. . .

M , . c o s ( ^ , . i  +  (3 , . )  =

__ __
al \/mn -+- a' l'y  m 'n' ~  -H. . .

lu,.

i  -4-
m ;
M , .

S i  l ’ o n  a j o u t e  c e s  é q u a t i o n s  a p r è s  l e s  a v o i r  é l e v é e s  a u  c a r r é ,  l e  t e m p s  d i s p a 

r a î t ,  e t  i l  r e s t e  l ’ i n t é g r a l e

d a n s  l a q u e l l e  M r  e s t  l a  c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e ;  l e s  v a l e u r s  d e s  r a p p o r t s  · · ·

s o n t  d é t e r m i n é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( F )  e n  f o n c t i o n  d e s  d o n n é e s  a , a ',  

m , m f, . . .  e t  n e  c o n t i e n n e n t  r i e n  d ’ a r b i t r a i r e .  L ’ i n t é g r a l e  p r é c é d e n t e  p e u t  

s ’ é c r i r e

mna? e2 +  m’n' an en
(G) M *  = ------------------------------------------

m ; ·
m ,.

2 _______
-K ..-+ -  2 sjmm'nn' aa M'' ¡̂2- ee'cos(TO— to') +  . ..  

M,.
2 >

i l  n ’ y  f i g u r e  p l u s  q u e  l e s  p o s i t i o n s  r e l a t i v e s  d e s  p é r i h é l i e s .

S i ,  e n t r e  l e s  N  i n t é g r a l e s  ( G ) ,  o n  é l i m i n e  l e s  N  —  1 d i f f é r e n c e s

to— va', to— to", . . . ,  to — to(n-1),

o n  t o m b e r a  s u r  u n e  i n t é g r a l e  i n d é p e n d a n t e  d e s  p é r i h é l i e s ,  e t  q u i  d e v r a  c o ï n c i 

d e r  a v e c  ( D , ) .

L e s  i n t é g r a l e s  ( G )  p e r m e t t e n t  d e  c a l c u l e r  d i r e c t e m e n t  l e s  v a l e u r s  d e s  

e x c e n t r i c i t é s  q u i  r é p o n d r a i e n t  à  u n  é t a t  d é t e r m i n é  d e s  p o s i t i o n s  r e l a t i v e s  d e s  

p é r i h é l i e s ,  s a n s  a v o i r  à  s e  p r é o c c u p e r  d e  l ’ é p o q u e  à  l a q u e l l e  l e  p h é n o m è n e  p e u t  

a r r i v e r .
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1 7 6 .  V e n o n s  m a i n t e n a n t  à  l ’ i n t é g r a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  ( A ' )  ;  n o u s  p o s e r o n s ,  

e n  g a r d a n t  l e s  m ê m e s  l e t t r e s  M ,  M ' ,  . . . ,  (3 e t  g ,  a f i n  d e  n e  p a s  t r o p  m u l t i p l i e r  l e s  

n o t a t i o n s ,

( I 2 7)

M

asjr

M'

sin(gt +  (3),

P ' =  — r - r ~ 7 S i n ^ f + P ) »a' \Jm' n'

M
q ~  — —  C0S ( o« - / t + (3) ,  

a ymn
M'

? '=  - , r - r - ,  cos ( ^ + (3 ) ,  
a' sjm! rv

E n  s u b s t i t u a n t  d a n s  ( A ' ) ,  i l  v i e n d r a

0 3 ' )

o n  a  f a i t

( ' 4 ' )

d ’ o ù

0 5 ' )

0 6 ' )

(Ao,o +  g ) M -+- Ao.i M'h- . . .  — o. 

A m M h- (Am  +  g )  M'h- . ·. =  o,

Ac,0 — (o , 1 ) +  (o , 2) ■+■ . . . )
Ai,i =  (i ,o) +  ( 1 , 2) ■ +-. ■ .,

A/.&
nil> . . . .

----- *7====— 0> k )\

2 f  n iii)m t·*> ^
a<Oa (*) *’*

A,·,* — A k,i·

O n  p o s e r a

0 / ) G '  =

Ao,o H- g  Ao,t 

Ai 0 A|,i +  g

e t  l ’ o n  d e v r a  p r e n d r e  s u c c e s s i v e m e n t  p o u r  g  l e s  N  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  

(B') G' —  o*

L e s  i n t é g r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( A ' )  s e r o n t

/ ap \Jmn =  M sin(£-¿ -+- |3) -+- Mi s i n ^ f  +  (34) -t-. . . ,

| a q sjm n  M cos(¿*¿ -t- (3) -f- Mj c o s ^ i  +  (3,) + .  . .,

(33  ̂ | a 'p ' s /m 'n '—  M' sin Çgt -4- ¡3 ) -t- Mi sin ( g t t -j- (34 ) 4 - . . . ,

f a' q' \Jm' n ’ — W  COS(gt +  j3) -+- M'4 C0 s(^,¿ +  (3t) +  . . . ,
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1 7 7 .  11 y  a  i c i  u n e  s i m p l i f i c a t i o n  t e n a n t  à  c e  q u e  l ’ é q u a t i o n  ( B ' )  a  u n e  r a c i n e  

n u l l e .  S i  l ’ o n  s u p p o s e ,  e n  e f f e t ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( i 3 ' ) ,

M ’ M'
S  —  °> /— — , — ···>

a \m n  a sjm 'n '

e n  a y a n t  é g a r d  a u x  r e l a t i o n s  ( i 4 ' ) >  o n  t o m b e  s u r  d e s  i d e n t i t é s  t e l l e s  q u e  .

[ ( o ,  O  h -  ( 0 , 2 )  +  . . . ]  —  ( o ,  1)  —  ( 0 , 2 )  — . .  . =  0 .

L e s  f o r m u l e s  ( 3 3 )  p e u v e n t  d o n c  s ’ é c r i r e

I i = N — 1
apsjmn —  M sin (3 4- ^  M,· sin {gt l 4- (3;),

/ = 1
| i-N —1
I aq \/mn =  M cos(3 4- ^  M,cos(g-t-i 4- (3£),

(C' ;= ‘
i=N —1

a'p'\lm 'n' =  M 'sin(3 4- ^  Mi sin (gtt +  (3,·),

i= i
i=S- 1

a'q'\/m'n'z=  M'cos(3 +  ^  Micos {g it 4- (3*),

¡=1

S i  l ’ o n  a j o u t e  l e s  é q u a t i o n s  ( A ' )  a p r è s  l e s  a v o i r  m u l t i p l i é e s  r e s p e c t i v e m e n t  

p a r  m n a 2p ,  m n a 2 q , m 'n 'a ' 2p ',  m 'n 'a ' 2q ',  . . . ,  o n  t r o u v e ,  e n  v e r t u  d e  l a  p r e m i è r e  

d e s  r e l a t i o n s  ( i  i ) ,

(18') [mna2(p2 +  q2) 4- m 'n' a'2 (p'2 q'2) 4- . . . ]  =  0.

O n  a  d o n c  l ’ i n t é g r a l e

(D') mna2 (p2 4- q2) 4- m 'n 'a '2 (p'2 4- q'2) 4-. . . =  C'

o u  b i e n

(D',) mna2 tang2<p 4- m 'n'a'2 tang29' + . . .  =  C’

ou encore^ en n é g lig e a n t m 2, m!2, . . . ,

(D'2) m \[a langs<p 4- m'\fa' lang2<p'4- ..  . =  const.

L a  d é m o n s t r a t i o n  d e  L a p l a c e ,  p o u r  l a  r é a l i t é  d e s  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( B 7 ) ,
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s e  f a i t  e n  p a r t a n t  d e  l ’ i n t é g r a l e  ( D ' ) ;  e l l e  e s t  i d e n t i q u e  à  c e l l e  q u i  a  é t é  d o n n é e  

p o u r  l ’ é q u a t i o n  ( B ) .  I l  v a  s a n s  d i r e  q u e  l e s  d é m o n s t r a t i o n s  d e  S y l v e s t e r  e t  d e  

B o r c h a r d t  s o n t  a u s s i  d i r e c t e m e n t  a p p l i c a b l e s .

L e s  v a l e u r s  a c t u e l l e s  d e s  i n c l i n a i s o n s  d e s  o r b i t e s  s u r  l e  p l a n  d e  l ’ é c l i p t i q u e  

d e  i 8 5 o  é t a n t  p e t i t e s ,  i l  e n  e s t  d e  m ê m e  d e  l a  c o n s t a n t e  C '  d e  l a  f o r m u l e  ( D ' ) .  

L ’ u n e  q u e l c o n q u e  d e s  i n c l i n a i s o n s ,  <p p a r  e x e m p l e ,  n e  p o u r r a  j a m a i s  a c q u é r i r  

u n e  v a l e u r  s u p é r i e u r e  à  c e l l e  q u i  s e r a i t  d o n n é e  p a r  l a  f o r m u l e

d ’ o ù

mna? tang2<p =  C',

tang29 = C '- .
mna1

D o n c  l ’ i n c l i n a i s o n  <p r e s t e r a  t o u j o u r s  t r è s  p e t i t e ;  t e l  e s t  l e  r a i s o n n e m e n t  d e  

L a p l a c e .

M a i s  c e t t e  c o n c l u s i o n  n ’ e s t  l é g i t i m e  q u e  p o u r  l e s  p l a n è t e s  d o n t  l e s  m a s s e s  

c o n s t i t u e n t  u n e  f r a c t i o n  n o t a b l e  d e  l a  m a s s e  t o t a l e  d u  s y s t è m e .  P o u r  s a v o i r  s i  

l e u r s  i n c l i n a i s o n s  r e s t e r o n t  t o u j o u r s  c o m p r i s e s  e n t r e  d ’ é t r o i t e s  l i m i t e s ,  i l  f a u t  

a v o i r  r e c o u r s  a u x  f o r m u l e s  ( C ' )  q u i  d o n n e n t

mna2 tang2<p =  M2-h MJ + . . 2 MM,  cos (g xt 4- ßj — ß) 

+  2M1M2 cos [(¡°t — gí) t h- (3j — (32] -+-... ;

o n  e n  c o n c l u r a

( 2 2 ' ) tang<p <
IM I |MJ

a i mn

O n  p o u r r a  f i x e r  c e s  l i m i t e s  d e s  i n c l i n a i s o n s  q u a n d  o n  a u r a  f a i t  t o u s  l e s  c a l c u l s  

n u m é r i q u e s .

L a  d é t e r m i n a t i o n . d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  à  l ’ a i d e  d e s  d o n n é e s  i n i t i a l e s  s e  

f e r a  p a r  l e s  f o r m u l e s

M,. sin ß r -

(E')

M ,.cosß,.=

__
ap0 \Jinn -+■  a'p\\Jni' n' ~  -h . . ,
_______________ _____

/M,'AS
1 \M r/

__ ___  jyj'
aq0 y/mn -+- a' q'ü sjm! n! ~  + .

I H-
m ;.
M,.

m :
l e s  r a p p o r t s  ^  s o n t  d o n n é s  p a r  d e s  é q u a t i o n s  a n a l o g u e s  à  ( F ) ,  q u e  n o u s  n o u s

M;·
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d i s p e n s o n s  d ’ é c r i r e .  O n  a  d ’ a i l l e u r s

Po —  tang<p„ sin0O, p\ =  langcp'0 sin0'o,

q<s —  tang<p0cosS0, q\ —  tang?'0 cos 6'0,

P o u r  r  =  o ,  l e s  f o r m u l e s  ( E ' )  s e  s i m p l i f i e n t .  O n  a  v u ,  e n  e f f e t ,  q u e  l ’ o n  a  d a n s  

c e  c a s
M '  a '\ J m 'n ' M "  a" \Jm" n"

M a s j m n  M a \ J m n  ’
i l  v i e n t  a i n s i

( E ' „ )

- = =  sin ¡3 — 
\jm n

M .cos (3 =
a \ J m n

mao'- tang<p0 sin0o 4- m 'ri a n  tang<p'0 sin0'o + . . .  
m n a ?  4- m ' r i  a'2 4 - . . .

m n a }  tang9 oCOS0o 4- m ' r i  a n  tangcp'0 cos0'o -h. .. 
m n a ?  -1- m ' r i  r i % 4 - . . .

>

1 7 8 .  I l  e s t  p o s s i b l e  d e  d o n n e r  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  g é o m é t r i q u e  t r è s  s i m p l e  d e  

M  e t  p ,  e n  i n t r o d u i s a n t  l e  p la n  in v a ria b le  d u  s y s t è m e  p l a n é t a i r e .

R e p o r t o n s - n o u s  a u x  i n t é g r a l e s  d e s  a i r e s  d a n s  l e s  m o u v e m e n t s  r e l a t i f s  d e s  

p l a n è t e s  a u t o u r  d u  S o l e i l ,  t e l l e s  q u ’ e l l e s  s o n t  d o n n é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( d ' )  

d u  n °  1 7 .  S o i e n t  a ' ,  b \  c '  l e s  c o n s t a n t e s  d e  c e s  f o r m u l e s ;  l e  p l a n  i n v a r i a b l e  

a u r a  p o u r  é q u a t i o n
r i  x  4- b ' y  +  r i z  =  o.

S i  l ’ o n  n é g l i g e  l e s  c a r r é s  e t  l e s  p r o d u i t s  d e s  m a s s e s ,  l e s  f o r m u l e s  q u e  l ’ o n  v i e n t  

d e  r a p p e l e r  s e  r é d u i s e n t  à

E n  l e s  a p p l i q u a n t  à  l ’ é p o q u e  t —  o  e t  a y a n t  é g a r d  a u x  r e l a t i o n s  ( k )  d u  n °  3 8 ,  

o n  t r o u v e

| a' — m n a 2 \Ji — e\ sin <p„ sin 90 4 - m 1 r i  a n  \¡i —  e'02 sin <p'0 sin 0'o 4 - . . . ,  
(34) — b'=- m na?· \J1 — e% sin<pocos0o4- i r i  r i  a '1 \J 1 — e'02 sin<p'0 cos0o 4 - . . .  ,

\ r i  — m n a ?  y/i — e\ cos <p0 -ri i r i  r i  a n  \j 1 — e'02 cos<p'0 -l-. . .  .

O r ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  I I  l a  l o n g i t u d e  d u  n œ u d  a s c e n d a n t  d u  p l a n  i n v a r i a b l e  

s u r  l e  p l a n  f i x e  d e s  x y  e t  p a r  y  s o n  i n c l i n a i s o n ,  o n  a

a' b'tangy sinll= tangy cosII =  —· —, ·
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R e m p l a ç o n s  a ' ,  b ' ,  c '  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( 3 4 )  e t  n é g l i g e o n s ,  c o m m e  n o u s  l ’ a v o n s  

f a i t  j u s q u ’ i c i ,  e\, e * , <p„ ,  ç ' 02 ,  . . .  d e v a n t  l ’ u n i t é ;  n o u s  t r o u v e r o n s

_  WT?,a2tangcp(l sin0o-f- 777'71'a '2 tan g 9 '0 sin 0'o-+-. . .
mna2 m 'n' a''1 + . .  . ’

_mna?· la  n g  <p0 c o s  0o-t- 7 ? i '7 i 'a '2 t a n g 9 '0 c o s  0'o - 4 - . ..
mna?-\- m 'n 'a '12· + . .  .

L a  c o m p a r a i s o n  a v e c  l e s  f o r m u l e s  ( E ' 0 )  d o n n e

(3 = 11, tangy.
a \jmn

T e l l e  e s t  l ’ i n t e r p r é t a t i o n  c h e r c h é e .

1 7 9 .  N o u s  a l l o n s  r a p p o r t e r  l e s  o r b i t e s  a u  p l a n  i n v a r i a b l e ;  s o i e n t ,  e n  s e  r e 

p o r t a n t  à  l a f i g .  2 0  d u  n °  1 1 7 ,  N M  l ’ o r b i t e  d e  l a  p l a n è t e  P ,  N ' G  l e  p l a n  i n v a r i a b l e .  

N o u s  f e r o n s
N'G =  0 , NGN' =  tt;

n o u s  a v o n s  d é j à

a?N '=II, NN'G — y, *N  =  0, j-NG =  q>.

L e  t r i a n g l e  s p h é r i q u e  N N ' G  d o n n e

s in $ sin 0 = r sin<p sin (0 — ¡3),

sin<Dcos0 = — cos 9 sin y +  sin 9 cosy cos(0 - - (3) ;

o n  p e u t  p r e n d r e

sin$  sin0  =  tang9 sin(0 —  (3) —  p cos (3 —  ̂si n (3,

Msin<t>cos0  =1 — sin y - 1-  tang9 cos (0—  (3) = ------ — -  +  /7sin(3 +  q cos (3 ;
a ymn

e n  r e m e t t a n t  p o u r  p  e t  q  l e u r s  v a l e u r s  ( C ' ) ,  o n  t r o u v e  l a  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  

s u i v a n t e s  :
f=N-l

a^innsin®  s in 0  =  ^  M,· sin (g tt -h (3,·— (3),

1=1
i = N -  1

1a \]mti sin<I> cos0  =  ^  M,-cos(£';i ·+■  (3,· — (3),

1 = 1

a' \Jm'n' s i n s i n 0 ' =  ^  Mi sin (¿-¿i +  (3,· — (3),

i = 1
i =  N — 1

a! \/m' n1 s in O 'cos0 ' =  Mj-cosf^yi +  (3,· — (3),

( 3 5 )

tangy sin ll 

tangy cosll
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O n  d é m o n t r e r a ,  c o m m e  a u  n °  1 7 4 ,  q u e  s i  l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e M y· e s t  s u p é r i e u r e  à  

l a  s o m m e  d e s  v a l e u r s  a b s o l u e s  d e  M , ,  M y + 1 ,  . . . »  M K_ ( ,  l a  v a l e u r

m o y e n n e  d e  0  s e r a  é g a l e  à  g j t  -+- ¡3y· —  ¡1 -+ -  k it  ;  l e  n œ u d  d e  M a  p r e m i è r e  o r b i t e  

s u r  l e  p l a n  i n v a r i a b l e  s e  m o u v r a  d o n c  t o u j o u r s  d a n s  l e  m ê m e  s e n s ,  s a u f  l e s  o s ^  

c i l l a t i o n s ,  e t  s o n  m o y e n  m o u v e m e n t  s e r a  é g a l  à  g j .

■ S ’ i l  a r r i v e  q u e  l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  M j  s o i t  s u p é r i e u r e  a u s s i  à  l a  s o m m e  d e s  

v a l e u r s  a b s o l u e s  d e  M ' , ,  . . . ,  M ( _ , ,  g j t  -+ - ¡3y· —  (1 -+- k 'iz  s e r a  l a

v a l e u r  m o y e n n e  d e  0 ' .  O n  a u r a  a i n s i

( 3 6 ) & = g j t  +  P j —  (3 +  * 7r +  u ,

(37) ®' =  g jt  +  P j— $ +  k 'T i+ v '.

v e t  u '  s o n t  d e u x  q u a n t i t é s  q u i  o s c i l l e n t  d e  p a r t  e t  d ’ a u t r e  d e  z é r o  e n t r e  d e s

l i m i t e s  d o n t  l e s  v a l e u r s  a b s o l u e s  s o n t  i n f é r i e u r e s  à  -  · O n  a u r a
2

0  —  0 ' =  (/c —  /c' ) tt H- U —  vf ;

l a  v a l e u r  m o y e n n e  d e  l a  d i s t a n c e  d e s  n œ u d s  d e s  d e u x  p l a n è t e s  s u r  l e  p l a n  i n v a 

r i a b l e  s e r a  d o n c  é g a l e  à  z é r o  o u  à  u ,  s u i v a n t  q u e  M y· e t  M }  s e r o n t  d e  m ê m e  s i g n e  

o u  d e  s i g n e s  c o n t r a i r e s .

1 8 0 . N o u s  a v o n s  d i t  q u e  l e s  c a l c u l s  n u m é r i q u e s  e f f e c t u é s  p a r  L a g r a n g e  r e p o 

s a i e n t  s u r  d e s  v a l e u r s  f o r t  p e u  e x a c t e s  d e s  m a s s e s ;  d e  p l u s ,  U r a n u s  n ’ y  f i g u r a i t  

p a s .  L e  V e r r i e r  e n t r e p r i t  e n  1 8 3 9  d e  r e p r e n d r e  a v e c  t o u t e  l a  p r é c i s i o n  d é s i r a b l e  

l a  d é t e r m i n a t i o n  n u m é r i q u e  d e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d e s  s e p t  g r o s s e s  p l a n è t e s  

c o n n u e s  a l o r s .  J e ' m e  b o r n e r a i  à  q u e l q u e s  i n d i c a t i o n s  s u r  l a  m a r c h e  s u i v i e  e t  

s u r  l e s  r é s u l t a t s  o b t e n u s ,  r e n v o y a n t  p o u r  l e s  d é t a i l s  a u  t o m e  I I  d e s  A n n a le s  de  

V O b serva to ire,  p .  1 0 5 - 1 7 0 .

S i  l ’ o n  r e m p l a c e  f  p a r  - ^ 7 — j  · " >  l e s  f o r m u l e s  ( 1 0 )  d o n n e n t

T)ï TtV
( 0 , i )  =  2 —  n a N 0)1, [ 0 , 1 ] =  2 —  n a P 0tU

r  r

l e s  q u a n t i t é s  a N 0>),  a P 0(H,  . . .  n e  d é p e n d e n t  q u e  d e s  r a p p o r t s ^ ;  o n  p r e n d  p o u r

u n i t é  d e  t e m p s  l ’ a n n é e  j u l i e n n e ;  o n  d e v r a  m e t t r e  p o u r « ,  n !, . . .  l e u r s  v a l e u r s  

c o r r e s p o n d a n t e s  e x p r i m é e s  e n  p a r t i e s  d u  r a y o n .  À  c a u s e  d e  l a  p e t i t e s s e  d e s  r a p -
T. -  I. ' 5 4
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p o r t s  l e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  d e  ( 0 , 1 ) ,  [ 0 , 1 ] ,  . . .  s e r o n t  t r è s  p e t i t e s .  I l

e s t  p r é f é r a b l e  d e  l e s  e x p r i m e r  e n  s e c o n d e s  s e x a g é s i m a l e s ,  e t  a l o r s  i l  e n  s e r a  d e  

m ê m e  d e  g ,  g t , ____

Q u a n d  o n  a  c a l c u l é  t o u s  l e s  c o e f f i c i e n t s  n u m é r i q u e s  A iti e t  A , · , * ,  o n  f o r m e  

l e s  s e p t  é q u a t i o n s  (  1 3 ) ;  o n  c o n s t a t e  q u e  d a n s  l e s  t r o i s  d e r n i è r e s  l e s  c o e f f i 

c i e n t s  d e  M ,  M ' ,  M "  e t  M ' "  s o n t  t r è s  p e t i t s .  O n  p e u t  l e s  n é g l i g e r  d a n s "  u n e  p r e 

m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  e t  l ’ o n  a  a i n s i  t r o i s  é q u a t i o n s  h o m o g è n e s  e n t r e  l e s q u e l l e s  

o n  é l i m i n e  M " ,  M T e t  M VI,  c e  q u i  d o n n e  u n e  é q u a t i o n  d u  t r o i s i è m e  d e g r é  e n  g  

q u e  l ’ o n  r é s o u t .  O n  t r o u v e  d e  l a  s o r t e  l e s  v a l e u r s  a p p r o c h é e s  d e  t r o i s  d e s  r a c i n e s  

d e  l ’ é q u a t i o n  G  =  o ,  c e l l e s  q u i  p r o v i e n n e n t  d e  l a  p r é s e n c e  d e s  p l a n è t e s  J u p i t e r ,  

S a t u r n e  e t  U r a n u s .  C e s  t r o i s  g r o s s e s  p l a n è t e s  n e  p e u v e n t  ê t r e  q u e  t r è s  p e u  d é 

r a n g é e s  p a r  l e s  q u a t r e  a u t r e s ;  o n  p e u t  d o n c ,  d a n s  l e s  q u a t r e  p r e m i è r e s  é q u a 

t i o n s  ( i 3 ) ,  n é g l i g e r  l e s  t e r m e s  e n  M IV,  M T e t  M VI.  , O n  a  a i n s i  q u a t r e  é q u a t i o n s  

h o m o g è n e s  e n t r e  l e s q u e l l e s  o n  é l i m i n e  M ,  M ' ,  M "  e t  M ' " ;  i l  e n  r é s u l t e  u n e  

é q u a t i o n  d u  q u a t r i è m e  d e g r é  e n  g  q u e  l ’ o n  r é s o u t ,  c e  q u i  d o n n e  d e s  v a l e u r s  

a p p r o c h é e s  d e s  q u a t r e  r a c i n e s  d e  G  =  o  q u i  p r o v i e n n e n t  d e  l a  p r é s e n c e  d e s  

q u a t r e  p r e m i è r e s  p l a n è t e s .

A v e c  c e s  v a l e u r s  a p p r o c h é e s ,  L e  V e r r i e r  d é t e r m i n e  l e s  v a l e u r s  e x a c t e s  p a r  u n  

s y s t è m e  d ’ a p p r o x i m a t i o n s  s u c c e s s i v e s  a i s é  à  c o n c e v o i r ;  i l  a r r i v e  à

g z  —

g s  =  1 7 "» l 5 a7> 
g z  —  1 7 " ,  8633 ;

l e s  v a l e u r s  a p p r o c h é e s  t r o u v é e s  d ’ a b o r d  n ’ e n  d i f f è r e n t  p a s  d e  o " , o o i .

Q u e l q u e s - u n e s  d e s  m a s s e s  p l a n é t a i r e s  p o u v a n t  r e c e v o i r  d a n s  l a  s u i t e  c e r t a i n e s  

c o r r e c t i o n s ,  L e  V e r r i e r  a  v o u l u  q u e  t o u s  l e s  r é s u l t a t s  d e  s e s  c a l c u l s  p u s s e n t  

ê t r e  u t i l i s é s  e n c o r e ;  i l  a  r e p r é s e n t é  l e s  v r a i e s  v a l e u r s  d e s  m a s s e s  p a r  m ( i  -+- v ) ,

m ' (  1 - f - v ' ) ................... e t  i l  a  d é v e l o p p é  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t  l e s  p r e m i è r e s  p u i s s a n c e s

d e  v ,  v ' ,  . . . ,  d e  s o r t e  q u e ,  s i  l ’ o n  v i e n t  à  c o r r i g e r  l a  m a s s e  d e  M e r c u r e ,  p a r  

e x e m p l e ,  i l  s u f f i r a  d ’ i n t r o d u i r e  d a n s  l e s  f o r m u l e s  l a  v a l e u r  c o r r e s p o n d a n t e  d e  v ,  

p o u r  o b t e n i r  l e  m ê m e  r é s u l t a t  q u e  s i  l ’ o n  é t a i t  p a r t i  d e  l a  m a s s e  e x a c t e .  L e s  r a p -

p o r t s  jjj— > · · · ?  · · ·  s o n t  e x p r i m e s  d e  l a  m e m e  m a n i é r é  ( * ) .

L e  V e r r i e r  d o n n e  e n s u i t e  l e s  e x p r e s s i o n s  n u m é r i q u e s  d e s  f o r m u l e s  ( C )  e t  ( C ' ) ,  

e t  l ’ o n  p e u t  y  l i r e  i m m é d i a t e m e n t  l e s  l i m i t e s  s u p é r i e u r e s  d e s  e x c e n t r i c i t é s  e t  d e s

( 38 )

g =  2", 2584, 

g x =  3" ,  7136 ,  

g%=  22", 4273, 

g» —  5", 2989,

Q) Au sujet de la résolution des équations ( i3), le lecteur pourra consulter avec fruit un Mémoire 
de Jacobi, Zur Theorie der Scecular-Störungen ( Journal de Crelle, t. XXX).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXPRESSIONS GÉNÉRALES DES INÉGALITÉS SÉCULAIRES, 

i n c l i n a i s o n s ;  l e s  v o i c i  :
Limites

des excentricités. des inclinaisons.
O t

Mercure....................................  0 ,2 2 6  9 .1 7
V énus............................................ 0,087 5 . i8
La Terre...................................  0 ,0 7 8  4 - 5 2

Mars .....................................  0,142 7. g
Jupiter.......................................  0 ,0 6 2  2 .  1
Saturne...................................... o ,o 8 5  2 .33
U ranus......................................... 0 ,0 6 4  2 .3 3

427

O n  v o i t  d o n c  q u e  l e s  e x c e n t r i c i t é s  e t  l e s  i n c l i n a i s o n s ,  q u i  s o n t  a c t u e l l e m e n t  

p e t i t e s ,  r e s t e r o n t  t o u j o u r s  t r è s  p e t i t e s .

C e  r é s u l t a t  e t  l ’ i n v a r i a b i l i t é  d e s  g r a n d s  a x e s  e t  d e s  m o y e n s  m o u v e m e n t s  c o n 

s t i t u e n t  l a  s t a b i l i t é  d u  s y s t è m e  p l a n é t a i r e .

S i  l ’ o n  s u b s t i t u e  l e s  e x p r e s s i o n s  c i - d e s s u s  d e  e s i n r a r ,  e  c o s t s ,  t a n g < p  s i n  0 ,  

t a n g < p c o s 9 ,  . . .  d a n s  l e s  c o o r d o n n é e s  h é l i o c e n t r i q u e s  d e  c h a q u e  p l a n è t e ,  c e s  

c o o r d o n n é e s  n e  c o n t i e n d r o n t  q u e  d e s  t e r m e s  p é r i o d i q u e s .  A i n s i  l e s  i n é g a l i t é s  

s é c u l a i r e s  s o n t  e n  r é a l i t é  p é r i o d i q u e s ;  e l l e s  n e  d i f f è r e n t  d e s  i n é g a l i t é s  p é r i o 

d i q u e s  o r d i n a i r e s  q u e  p a r  l a  d u r é e  d e  l a  p é r i o d e ,  q u i  e s t ,  p o u r  e l l e s ,  e x t r ê m e 

m e n t  g r a n d e ;  c ’ e s t  c e  q u i  r é s u l t e  d e s  n o m b r e s  ( 3 8 )  q u i  d o n n e n t  l e s  t r è s  p e t i t s  

a n g l e s  d o n t  l e s  a r g u m e n t s  a u g m e n t e n t  e n  u n e  a n n é e ;  l e  t e r m e  s i n ( g t  +  P )  a  

u n e  p é r i o d e  d e  5 7 4  0 0 0  a n s  e n v i r o n .

1 8 1 .  L e  V e r r i e r  n ’ a v a i t  p u  f a i r e  e n t r e r  d a n s  s e s  c a l c u l s  l a  p l a n è t e  N e p t u n e  

q u ’ i l  n e  d e v a i t  d é c o u v r i r  q u e  s i x  a n s  p l u s  t a r d .  M .  S t o c k w e l l  a  p u b l i é  e n  1 8 7 3 ,  

d a n s  l e  t o m e  X V I I I  d e s  S m ith so n ia n  c o n tr ib u tio n s  to k n o w le d g e ,  u n  M é m o i r e  i m 

p o r t a n t  s u r  l e s  v a r i a t i o n s  s é c u l a i r e s  d o s  h u i t  p r i n c i p a l e s  p l a n è t e s ,  d a n s  l e q u e l  i l  

a  t e n u  c o m p t e  d e  l ’ a c t i o n  d e  N e p t u n e .  C e  t r a v a i l ,  d o n t  l e s  c a l c u l s  p a r a i s s e n t  

f a i t s  a v e c  s o i n ,  r e n f e r m e  d e s  r e m a r q u e s  c u r i e u s e s .  A i n s i  M .  S t o c k w e l l  t r o u v e  

q u e ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( C ) ,  l a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  M j v e s t  s u p é r i e u r e  à  l a  s o m m e  

d e s  v a l e u r s  a b s o l u e s  d e  M , v ,  M ' 2V,  . . . ,  M ' 7V ;  i l  e n  e s t  d e  m ê m e  p o u r  M * ’  c o m p a r é  

à  M " ,  M " ,  . . . ,  M v, ’ ;  e n f i n  M ' v e t  M ’ 1 s o n t  d e  s i g n e s  c o n t r a i r e s .  I I  e n  r é s u l t e  d o n c ,  

d ’ a p r è s  c e  q u i  a  é t é  d i t  a u  n °  1 7 4 ,  q u e  :

L e  m o y e n  m o u v e m e n t  d u  p é r i h é l i e  d e  J u p i t e r  e s t  e x a c t e m e n t  é g a l  a u  m o y e n  

m o u v e m e n t  d u  p é r i h é l i e  d ’ U r a n u s ,  e t  q u e  l e s  l o n g i t u d e s  m o y e n n e s  d e  c e s  p é r i 

h é l i e s  d i f f è r e n t  e x a c t e m e n t  d e  1 8 0 0 .

S u i v a n t  l e s  c a l c u l s  d e  M .  S t o c k w e l l ,  l e  p é r i h é l i e  d e  J u p i t e r  p e u t  o s c i l l e r  a u 

t o u r  d e  s a  v a l e u r  m o y e n n e ,  g ,  t  - f -  ¡3 , ,  e n t r e  l e s  l i m i t e s  ±  2 4 °  1 0 ' ,  e t  c e l u i  d ’ U r a 

n u s ,  a u t o u r  d e  l a  m ê m e  v a l e u r  m o y e n n e ,  e n t r e  l e s  l i m i t e s  ± 4 7 ° 3 3 ' .  L e s  p é r i 

h é l i e s  d e s  d e u x  p l a n è t e s  p e u v e n t  d o n c  s e  r a p p r o c h e r  j u s q u ’ à  l a  d i s t a n c e  

i 8 o ° —  ( 2 4 ° i o ' - í-  4 7 ° 3 3 ' )  =  i o 8 ° i 7 ' .
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M .  S t o c k w e l l  t r o u v e  d e  m ê m e ,  e n  p a r t a n t  d e s  f o r m u l e s  ( C ' t ) ,  q u e  :

L e  m o y e n  m o u v e m e n t  d u  n œ u d  d e  J u p i t e r  s u r  l e  p l a n  i n v a r i a b l e  e s t  e x a c t e 

m e n t  é g a l  à  c e l u i  d u  n œ u d  d e  S a t u r n e ,  e t  q u e  l e s  l o n g i t u d e s  m o y e n n e s  d e  c e s  

n œ u d s  d i f f è r e n t  e x a c t e m e n t  d e  1 8 0 0 .

I l  t r o u v e  a u s s i  q u e  l e  n œ u d  d e  J u p i t e r  p e u t  d i f f é r e r  d e  s a  v a l e u r  m o y e n n e  d e  

±  1 9 ° 3 8 / ;  p o u r  S a t u r n e ,  c e s  l i m i t e s  d e v i e n n e n t  ±  y 0 y '.  L e s  d e u x  n œ u d s  p o u r 

r a i e n t  d o n c  s e  r a p p r o c h e r  j u s q u ’ à  i 5 3 ° i 5 L

1 8 2 .  P a r m i  l e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  i m p o r t a n t e s ,  i l  y  a  l i e u  d e  s i g n a l e r  c e l l e  

q u i  c o n c e r n e  l ’ e x c e n t r i c i t é  d e  l ’ o r b i t e  t e r r e s t r e .  C e t t e  e x c e n t r i c i t é  e s t  a c t u e l l e 

m e n t  d é c r o i s s a n t e ;  e l l e  c o n t i n u e r a  à  d i m i n u e r  p e n d a n t  2 4 0 0 0  a n s ,  a p r è s  q u o i  

e l l e  a u g m e n t e r a  p e n d a n t  t r è s  l o n g t e m p s .  N o u s  v e r r o n s  d a n s  l e  t o m e  I I I  d e  c e t  

O u v r a g e  q u e  c ’ e s t  l à  l a  c a u s e  d ’ u n  p h é n o m è n e  r e s t é  l o n g t e m p s  i n e x p l i q u é ,  

l ’ a c c é l é r a t i o n  s é c u l a i r e  d u  m o y e n  m o u v e m e n t  d e  l a  L u n e .

N o u s  n ’ a v o n s  p a s  p a r l é  e n c o r e  d e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  d u  s i x i è m e  d e s  é l é 

m e n t s  e l l i p t i q u e s ,  e .  L a  d e r n i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 4 )  d u  n °  6 2  e s t

e y / T ^ i2 ¿R tangI  <3R 

dt na da na2( i- f-y / i— e2) de «a2 y/1 — e2 dtp

O n  p e u t  p r e n d r e ,  a u  d e g r é  d e  p r é c i s i o n  a d o p t é ,

d e   2 <?R e dR tang9 dR
dt na da 2 /m2 de 2 na? d<s> ’

f o r m u l e  d a n s  l a q u e l l e  i l  f a u t  r e m p l a c e r  R  p a r  s o n  e x p r e s s i o n  ( 5 ) .

S i  l ’ o n  f a i t  c e t t e  s u b s t i t u t i o n  e t  s i  l ’ o n  m e t  p o u r  e 2 ,  e ' 2 ,  . . . ,  e s i n c r ,  e' s i n t t r ' ,  . . . ,  

e c o s ® ,  e ' c o s r a ' ,  . . . , t a n g 2 ç ,  t a n g 2 <p',  . . . ,  t a n g t p  s i n O ,  t a n g ç ' s i n O ' , . . . ,  t a n g ç c o s O ,  

t a n g t p ' c o s ô ' ,  . . .  l e u r s  e x p r e s s i o n s  s é c u l a i r e s  f o u r n i e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( C )  

e t  ( C ' ) ,  o n  t r o u v e  f i n a l e m e n t  u n e  e x p r e s s i o n  d e  l a  f o r m e

d ’ o ù

g  =  H +  2 Kcos(xi +  x'),

« —  £0 +  H i +  ^  ^  s i n ( x < 4 -  ■ *!)·,

l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e  s e r a  d o n c

£0 +  ( «  4 -  I I )  t 4 - 2  ^  s in (x £ -+ -  * ' ) .

A  c a u s e  d e  l a  p e t i t e s s e  d e s  c o e f f i c i e n t s  x ,  o n  p o u r r a  d é v e l o p p e r  l e s  t e r m e s
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s i n ( x i - t - x ' )  e n  s é r i e s  t r è s  c o n v e r g e n t e s  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  t;  l e  t e r m e  

e n  t 2 s e r a  t r è s  p e t i t  e t  l e  p l u s  s o u v e n t  n é g l i g e a b l e .

1 8 3 .  O n  a  v u  q u e  l e s  e x c e n t r i c i t é s  e t  l e s  i n c l i n a i s o n s  d e s  o r b i t e s  d e s  p l a 

n è t e s  d o i v e n t  t o u j o u r s  r e s t e r  t r è s  p e t i t e s .  C e t t e  c o n s é q u e n c e  i m p o r t a n t e  n e  s e  

t r o u v e  t o u t e f o i s  é t a b l i e  q u e  p o u r  l e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  a d o p t é e s  p o u r  l e s  

g r a n d s  a x e s ,  e t  n o u s  i g n o r o n s  c e  q u i  s e  p r o d u i r a i t  p o u r  d ’ a u t r e s  d i s t a n c e s  

m o y e n n e s  d e s  g r a n d s  a x e s .  I l  e s t  à  r e g r e t t e r  q u ’ o n  n e  p u i s s e  p a s  d i s c u t e r  f a c i l e 

m e n t  l e s  v a r i a t i o n s  d e s  l i m i t e s  ( 2 2 )  e t  ( 2 2 ' ) ,  q u a n d  o n  f a i t  v a r i e r a ,  a ' ,  . . . .  T o u t e 

f o i s ,  q u a n d  o n  n e  c o n s i d è r e  q u e  t r o i s  p l a n è t e s ,  l ’ é q u a t i o n  ( B ' ) ,  q u i  a  u n e  r a c i n e  

n u l l e ,  s ’ a b a i s s e  a u  s e c o n d  d e g r é ;  l a  d i s c u s s i o n  d e v i e n t  f a c i l e .  L e  V e r r i e r  a  m o n 

t r é  ( A n n a le s  d e  V O b servatoire d e  P a r is ,  t .  I l ,  A d d i t i o n  I I I )  «  q u ’ i l  e x i s t e ,  e n t r e  

J u p i t e r  e t  l e  S o l e i l ,  u n e  p o s i t i o n  t e l l e ,  q u e  s i  l ’ o n  y  p l a ç a i t  u n e  p e t i t e  m a s s e ,  

d a n s  u n e  o r b i t e  d ’ a b o r d  p e u  i n c l i n é e  à  c e l l e  d e  J u p i t e r ,  c e t t e  p e t i t e  m a s s e  p o u r 

r a i t  s o r t i r  d e  s o n  o r b i t e  p r i m i t i v e ,  e t  a t t e i n d r e  d e  g r a n d e s  i n c l i n a i s o n s  s u r  l e  

p l a n  d e  l ’ o r b i t e  d e  J u p i t e r ,  p a r  l ’ a c t i o n  d e  c e t t e  p l a n è t e  e t  d e  S a t u r n e .  I l  e s t  

r e m a r q u a b l e  q u e  c e t t e  p o s i t i o n  s e  t r o u v e  à  p e u  p r è s  à  u n e  d i s t a n c e  d o u b l e  d e  l a  

T e r r e  a u  S o l e i l ,  c ’ e s t - à - d i r e  à  l a  l i m i t e  i n f é r i e u r e  o ù  l ’ o n  a  r e n c o n t r é  j u s q u ’ i c i  

l e s  p e t i t e s  p l a n è t e s  » .

J ’ a i  m o i - m ê m e  c h e r c h é  à  é t e n d r e  l e s  c o n c l u s i o n s  d e  L e  V e r r i e r ,  e n  t e n a n t  

c o m p t e  d e  t e r m e s  n é g l i g é s  p a r  l u i ,  d a n s  u n  M é m o i r e  a u q u e l  j e  r e n v o i e  l e  l e c t e u r  

( A n n a le s  d e  V O b serva to ire ,  t .  X V I ) .

1 8 4 .  I l  n e  f a u t  p a s  s e  f a i r e  d ’ i l l u s i o n  s u r  l a  g é n é r a l i t é ' d e s  c o n c l u s i o n s  é n o n 

c é e s  c i - d e s s u s  r e l a t i v e m e n t  à  l a  s t a b i l i t é  d u  s y s t è m e  p l a n é t a i r e .  E n  p r e m i e r  l i e u ,  

l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  ( A )  e t  ( A ' )  o n t  é t é  o b t e n u e s  e n  n é g l i g e a n t ,  d a n s  l e s  

p a r t i e s  s é c u l a i r e s  d e s  f o n c t i o n s  p e r t u r b a t r i c e s ,  l e s  t e r m e s  d u  q u a t r i è m e  o r d r e ;  

L e  V e r r i e r  a  c h e r c h é  à  t e n i r  c o m p t e  d e  c e s  t e r m e s  e n  f a i s a n t  v a r i e r  l e s  c o n s t a n t e s  

a r b i t r a i r e s  d e s  f o r m u l e s  ( C )  e t  ( G ' )  (v o ir  l ’ A d d i t i o n  I I I  d u  t o m e  I I  d e s  A n n a le s  

d e  l ’ O b serv a to ire).  L ’ u n e  d e s  c o n s é q u e n c e s  a u x q u e l l e s  i l  e s t  a r r i v é  e s t  q u ’ o n  n e  

p e u t  o b t e n i r ,  p a r  l a  m é t h o d e  d e s  a p p r o x i m a t i o n s  s u c c e s s i v e s ,  a u c u n e  c o n c l u 

s i o n  s u r  l a  s t a b i l i t é  d u  s y s t è m e  f o r m é  d e  M e r c u r e ,  V é n u s ,  l a  T e r r e  e t  M a r s ,  à  

c a u s e  d e s  i n c e r t i t u d e s  q u i  r é g n e n t  s u r  l e s  v a l e u r s  d e s  m a s s e s  e t  p e u v e n t  m o d i 

f i e r  d u  t o u t  a u  t o u t  l e s  p e t i t s  d i v i s e u r s  q u i  i n t e r v i e n n e n t  d a n s  l e s  f o r m u l e s .

" E n  s e c o n d  l i e u ,  i l  n ’ e s t  p a s  p r o u v é  q u e  l ’ o n  o b t i e n n e  t o u t e s  l e s  i n é g a l i t é s  s é 

c u l a i r e s  d e s  é l é m e n t s  e n  r é d u i s a n t ,  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s ,  l e s  f o n c 

t i o n s  p e r t u r b a t r i c e s  à  l e u r s  p a r t i e s  s é c u l a i r e s ;  l e  c o n t r a i r e  e s t  m ê m e  c e r t a i n .

L a  t h é o r i e  e x p o s é e  d a n s  c e  C h a p i t r e  e s t  i m p o r t a n t e ,  s i  j e  n e  m e  t r o m p e ,  s u r 

t o u t  p a r c e  q u ’ e l l e  n o u s  m e t  s u r  l a  t r a c e  d ’ u n e  f o r m e  a n a l y t i q u e  g é n é r a l e  d e s  

p e r t u r b a t i o n s  o ù  l e  t e m p s  n e  s o r t  p a s  d e s  s i g n e s  s i n u s  e t  c o s i n u s ,  e t  d o n t  l ’ u s a g e  

s ’ i m p o s e  d a n s  l e s  t h é o r i e s  d e s  s a t e l l i t e s ,  n o t a m m e n t  d a n s  l a  t h é o r i e  d e  l a  L u n e .
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L e s  t e r m e s  e n  t 2 ,  t ( e c t  - t -  p )  t r o u v é s  d a n s  l e s  t h é o r i e s  u s u e l l e s  d e s  p l a n è t e s

s o n t  i n t r o d u i t s  p a r  l e s  p r o c é d é s  d e  c a l c u l  ;  i l s  n ’ e x i s t e n t  p a s  r é e l l e m e n t .  D a n s  

c e t  o r d r e  d ’ i d é e s ,  q u e l q u e s  t r a v a u x  i m p o r t a n t s  o n t  é t é  f a i t s ,  e t  j e  c r o i s  d e v o i r  

l e s  s i g n a l e r .

E n  g é n é r a l i s a n t  l a  b e l l e  m é t h o d e  e m p l o y é e  p a r  D e l a u n a y  d a n s  s a  t h é o r i e  d e  l a  

L u n e  e t  c o n s i d é r a n t  l e  c a s  d e  d e u x  p l a n è t e s  s e u l e m e n t ,  J u p i t e r  e t  S a t u r n e  p a r  

e x e m p l e ,  o n  a r r i v e  à  s e  c o n v a i n c r e  ( ' )  q u e  l e s  é l é m e n t s  a , e ,  <p, a ',  e ',  <p' p e u 

v e n t  e n  g é n é r a l  ê t r e  e x p r i m é s  p a r  d e s  s é r i e s  d e  l a  f o r m e

A COS ( CcX 0£j X, -f- CCg ̂ 2 "-1“ . . . ),

d a n s  l e s q u e l l e s  a ,  a , ,  a 2 , . . .  d é s i g n è n t  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  p o s i t i f s  o u  n é g a t i f s ,  

e t  X 2 ,  . . .  d e s  f o n c t i o n s  l i n é a i r e s  d e  t.  L a  f o r m e  m ê m e  d e  c e s  e x p r e s s i o n s  

a s s u r e r a i t  l a  s t a b i l i t é ,  s i  l a  c o n v e r g e n c e  d e s  s é r i e s  é t a i t  d é m o n t r é e .

L e s  a u t r e s  é l é m e n t s  e ,  w ,  0 ,  e ' ,  h t ' ,  0'  s ’ e x p r i m e n t  p a r  d e s  s é r i e s  t e l l e s  q u e

xf +  x '- t -^  Bsin(aX-4- a ,X !+  . . ) .

E n f i n ,  M .  S .  N e w c o m b  e s t  a r r i v é  à  d e s  r é s u l t a t s  d u  m ê m e  o r d r e ,  t r è s  c u r i e u x  

e t  i m p o r t a n t s ,  p o u r  u n  n o m b r e  q u e l c o n q u e  d e  p l a n è t e s ,  d a n s  s o n  M é m o i r e  O n  

th e  g e n e r a l in tég ra is  o fp la n e ta r y  m o tio n s  (S m ith so n ia n  c o n tr ib u tio n s to  k n o w le d g e ,  

t .  X X I ,  1 8 7 6 ) .

I I  f a u t  d i r e  t o u t e f o i s  q u e ,  s i  l ’ o n  e s s a y a i t ,  d a n s  l a  p r a t i q u e ,  d o  m e t t r e  s o u s  

c e t t e  f o r m e  l e s  t h é o r i e s  p l a n é t a i r e s ,  0 1 1  a u r a i t  d e s  c a l c u l s  p r e s q u e  i n e x t r i c a b l e s ,  

e n  r a i s o n  d u  n o m b r e  i m m e n s e  d e  t e r m e s  q u ’ i l  f a u d r a i t  c o n s i d é r e r .  I l  e s t  b i e n  à 

d é s i r e r  q u e  l e s  g é o m è t r e s  s ’ o c c u p e n t  d e  c e s  q u e s t i o n s  e t  c h e r c h e n t  à  f a i r e  b é n é 

f i c i e r  l ’ A s t r o n o m i e  d e s  p r o g r è s  r é c e n t s  q u ’ a  f a i t s  l ’ i n t é g r a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  

d i f f é r e n t i e l l e s .

D ’ a u t r e  p a r t ,  n o u s  s o u h a i t o n s  v i v e m e n t  d e  v o i r  c o u r o n n é s  d e  s u c c è s  l e s  e f f o r t s  

p e r s é v é r a n t s  d e  M .  G y l d è n  p o u r  l ’ i n t r o d u c t i o n  e f f i c a c e  d e s  f o n c t i o n s  e l l i p t i q u e s  

d a n s  l e s  f o r m u l e s  d e  l a  M é c a n i q u e  c é l e s t e .

(*) Voir mon Mémoire sur le problème des trois corps (Annales de l ’Observatoire, t. XVIII).
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CHAPITRE XXVII. —  MÉTHODE DE GAUSS. 43  I

C H A P ITR E X X V II .

SUR LA MÉTHODE DE GAUSS POUR LE CALCUL DES INÉGALITÉS SÉCULAIRES.

G a u s s  a  p u b l i é  e n  1 8 1 8  u n  M é m o i r e  r e m a r q u a b l e  a y a n t  p o u r  t i t r e  :  Determi- 

natio attraclionis quam in punctum quodvis positionis data exerceret planeta si ejus 

massa per totam orbitam ratione temporis quo singulce partes describuntur unifor- 

miter esset dispertita (G auss, Werke, t .  I I I ,  p .  3 3 i ) .  C e  M é m o i r e  f o u r n i t  u n  m o d e  

d e  c a l c u l  d e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  a u t r e  q u e  c e l u i  q u e  n o u s  a v o n s  i n d i q u é  e t  

q u i ,  d a n s  c e r t a i n s  c a s ,  p e u t  s e u l  ê t r e  e m p l o y é .  A u s s i  c r o y o n s - n o u s  n e  p o u v o i r  

n o u s  d i s p e n s e r  d ’ e n  e x p o s e r  l e s  p o i n t s  f o n d a m e n t a u x ;  m a i s  i l  n o u s  f a u t  c o m 

m e n c e r  p a r  r é s o u d r e  u n e  q u e s t i o n  p r é l i m i n a i r e .

1 8 5 .  R e p r e n o n s  l e s  f o r m u l e s  ( h )  d u  n °  6 2 ;  o n  p e u t  l e s  t r a n s f o r m e r  t r è s  u t i l e 

m e n t  e n  y  i n t r o d u i s a n t  l e s  p r o j e c t i o n s  d e  l a  f o r c e  p e r t u r b a t r i c e  s u r  t r o i s  a x e s

r e c t a n g u l a i r e s ,  a u x  l i e u  e t  p l a c e  d e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  · · · · L e  r é s u l t a t

e s t  t r è s  s i m p l e  q u a n d  o n  p r e n d  p o u r  c e s  t r o i s  a x e s  :  l e  p r o l o n g e m e n t  d u  r a y o n  

v e c t e u r  d e  l a  p l a n è t e  t r o u b l é e ,  l a  p e r p e n d i c u l a i r e  m e n é e  à  c e  r a y o n  v e c t e u r  d a n s  

l e  p l a n  d e  l ’ o r b i t e ,  d u  c ô t é  o ù  c r o i s s e n t  l e s  l o n g i t u d e s ,  e t  e n f i n  l a  n o r m a l e  a u  

p l a n  d e  l ’ o r b i t e  d i r i g é e  v e r s  s o n  p ô l e  b o r é a l .  S o i e n t  îm '  S ,  f w ' T ,  î m '  W  l e s  p r o 

j e c t i o n s  d e  l a  f o r c e  p e r t u r b a t r i c e  s u r  c e s  t r o i s  a x e s ;  s e s  p r o j e c t i o n s  s u r  l e s  a x e s

d e  c o o r d o n n é e s  s o n t  O n  t r o u v e r a ,  p a r  l e  t h é o r è m e  d o s  p r o j e c t i o n s

e t  à  l ’ a i d e  d e s  f o r m u l e s  d e  l a  T r i g o n o m é t r i e  s p h é r i q u e ,

f m 1 d x
—  S (cosu cos 6  — sinu s i n 0 cos 9) +  T  (— sinu co s0 — cosu sin 0 cos 9) H -  W  sin 9 s i n 9

O { — 7̂ ^  =  S (cosu sin 0 +  sin u cos B cos 9) +  T (— sinu sin 9+  cosu cos 9 cos <p) —  W co s0 sine

i_ ÙR
îm 1 dz

=  S sinu sino +  T cosu sin 9 +  W  cos<p,
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CHAPITRE XXVII.432

o ù  l ’ o n  a  d é s i g n é  p a r  u  l a  d i s t a n c e  d e  l a  p l a n è t e  à  s o n  n œ u d  a s c e n d a n t ,  c ’ e s t -  

à - d i r e  l ’ a r g u m e n t  d e  l a  l a t i t u d e .

S o i t  a  l ’ u n  q u e l c o n q u e  d e s  é l é m e n t s  e l l i p t i q u e s ;  o n  a u r a

d R _dR doc dR dy  dR dz
2 du doc du dy  d e  +  àz du

L e s  v a l e u r s  d e  ^  e t  ^  s e r o n t  t i r é e s  d e s  f o r m u l e s  d u  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e ,  
du du du

s a v o i r  :

r ( c o s u  c o s 0  —  s in u  s in d  c o s 9 ) ,  y =  r ( c o s u  s in 0  4 -  s in u  c o s 0  cos<p ),

/•sinusin<p, u =  c j —  B +  w,

e  s in w  =  n t  4 -  s — s j , r ~ a (  1 —  e c o s « ) = ------------------>' 1 4 -ecosfv

1 / 1 H- e  1
ta n g -^  =  ^ / — ta n g -« .

L e s  d é r i v é e s  r e l a t i v e s  à  <p s e  c a l c u l e n t  s a n s  d i f f i c u l t é ;  p o u r  c e l l e s  q u i  s e  r a p - .  

p o r t e h t  à  0 ,  i l  f a u t  r e m a r q u e r  q u e  0 f i g u r e  e x p l i c i t e m e n t  d a n s  l e s  f o r m u l e s  e t  

i m p l i c i t e m e n t  p a r  u ;  o n  a u r a  e n s u i t e

à_ ± _ < L .
dus du de

E n f i n  l e s  d é r i v é e s  r e l a t i v e s  h. a , e  e  t e  s ’ o b t i e n d r o n t  a i s é m e n t ,  e n  r e m a r q u a n t  

q u e  l ’ o n  a

d r  r do

d a  a d a

d r du
-r- = —  a  c o s œ ,  
d e d e  ~

d r  a e do
•3- ·=  ---------- S in « ',
ds 1/1 — e2 de

o,

2 4 -  e  cos  w  

1 —  e 2

a 2 y/i —  e2

s in  w ,

N o u s  n e  f a i s o n s  p a s  v a r i e r  a  d a n s  n t  4 - 1  —  w ,  p a r c e  q u e  n o u s  s u p p o s o n s  q u ’ o n  

m e t t e  d a n s  l e s  f o r m u l e s  f n d t  a u  l i e u  d e  n t.  A y a n t  d o n c  ^  e t  ^  p a r  l e  c a l -

dR
c u l  p r é c é d e n t ,  l e s  f o r m u l e s  ( 1 )  e t  ( 2 )  f e r o n t  c o n n a î t r e  l e s  d é r i v é e s  V o i c i
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l e s  r é s u l t a t s  a u x q u e l s  o n  a r r i v e ,  a p r è s  d e s  r é d u c t i o n s  f a c i l e s ,

( 4 )

t _I_ dR _  g /·. 
f m' da « ’

i dR w  . 
n 7 r = W r  sinu, 
f  m' d<p

i dR c r n 2  +  ecos«'
5— , -r— =  — S a cos w 4- T --------- -— · r sin«\
f m  de i — e2

i dR ,, ae . „  a2 /-

i dR _
h n ! dÔ ~

2T/· sin2 -  — W  sin<p r cosu,

i dR _  i dR „
f  m' ànr im ' ds ' '

I l  n ’ y  a  p l u s  q u ’ à  p o r t e r  c e s  e x p r e s s i o n s  ( 4 )  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( A )  d u  n °  6 2 .
72,2 3̂

O n  t r o u v e  a i s é m e n t ,  e n  r e m p l a ç a n t  f  p a r  ^ m >

( A )

<aii

i/e
d t

dcf

d t

. d d
Sinœ -j-  =  ,_____1 dt i -t- m J l _g

2 m' n a 3

i-t- m y/i —  e2

m'
n a 2 y/1 —

î 4- ni

m' n a

14- m S/i —  e2

m' n a

S e sin w H- T -  | >

na* y/i — e2 [S si nie 4- T (cos u -t- cosiv)], 

W  rcosu,

W  r sinu,

\j i —  e2 !
dns a dO m'

e —r  — 2 e sin2 -  - r  4----------liera i —  e
dt 2 dt 1 4 - m

■ S cos w 4- T 4- ^  s in w j :

d s

d t

2 nv 
i 4-m

sSr -
: 4 — \ / 1  —  i

d m

Tî dt
/-----------» · ,  9  dd  .4-2 1/1— e2 sin2 a -=-· 

v 2  d t

S i  l ’ o n  a j o u t e  a u  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  d e r n i è r e  d e  c e s  é q u a t i o n s  l a  q u a n t i t é

3 C n  d a  , C d n  .
- - - - / - - - - - - j - d t —  4 -  / - r < * ,

i  J  a  d t  J  d t

041 a u r a  l a  v a l e u r  d e
d s

d t +  n - - = Î t ( * + f n d t ) ’

c ’ e s t - à - d i r e  d e  l a  d é r i v é e  d e  l a  l o n g i t u d e  m o y e n n e .

L e s  f o r m u l e s  ( A )  s o n t  t r è s  i m p o r t a n t e s ,  s u r t o u t  q u a n d  o n  v e u t  o b t e n i r  l e s  

v a l e u r s  v a r i a b l e s  d e s  c l é m e n t s  à  l ’ a i d e  d e  q u a d ra tu re s  m é c a n iq u e s ,  c a r  i l  e s t  p o s 

s i b l e  d ’ o b t e n i r  l e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  d e s  q u a n t i t é s  S ,  T  e t  W ,  d a n s  u n e  p r e -  

T. -  I. . 55
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m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,  à  l ’ a i d e  d e s  c o o r d o n n é e s  ( 3 )  d u  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e ,  e t  

i l  n ’ e n  e s t  p a s  d e  m ê m e  d e s  f o r m u l e s  ( h )  d u  n °  6 2  o ù  f i g u r e n t  l e s  d é r i v é e s  
dR dR 
d a ’  d e '

D e  p l u s ,  c e s  m ê m e s  f o r m u l e s  ( A )  m e t t e n t  b i e n  e n  é v i d e n c e  l e s  i n f l u e n c e s  d e s  

t r o i s  c o m p o s a n t e s  S ,  T ,  W  d e  l a  f o r c e  p e r t u r b a t r i c e  s u r  l e s  d i v e r s  é l é m e n t s .  L e s  

e x p l i c a t i o n s  é l é m e n t a i r e s  d o n n é e s  p a r  J .  H e r s c h e l  e t  M .  A i r y  d e s  p r i n c i p a u x  

e f f e t s  d e  l a  f o r c e  p e r t u r b a t r i c e  n e  s o n t ,  a u  f o n d ,  q u ' u n  c o m m e n t a i r e  d e s  f o r 

m u l e s  e n  q u e s t i o n .

E n f i n  n o u s  r e m a r q u e r o n s  l e s  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s ,  q u e  l ’ o n  d é d u i t  i m m é d i a t e 

m e n t  d e s  é q u a t i o n s  ( A ) ,

(B )

v/:
d(p2 
d t 2

d \ Jp in '

d t 1 +* m
d P

* d ?  =
m '

1 -1- m

«a2 T/',

: W r ;

e l l e s  d o n n e n t  d e s  e x p r e s s i o n s  t r è s  s i m p l e s  p o u r  l a  d é r i v é e  d e  l a  r a c i n e  c a r r é e  

d u  p a r a m è t r e  e t  p o u r  l a  v i t e s s e  d u  p ô l e  b o r é a l  d e  l ’ o r b i t e ,  d a n s  s a  t r a j e c t o i r e  

s u r  l a  s p h è r e  d o  r a y o n  1  a y a n t  s o n  c e n t r e  a u  c e n t r e  d u  S o l e i l .

1 8 6 .  L a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e  R  s e  c o m p o s e  d e  d e u x  p a r t i e s  q u i  c o r r e s p o n 

d e n t  a u x  a t t r a c t i o n s  d e  l a  p l a n è t e  P '  s u r  l a  p l a n è t e  P  e t  s u r  l e  S o l e i l  ;  n o u s  a v o n s  

d i t  a u  n °  1 2 5  q u e  c e t t e  s e c o n d e  p a r t i e  n e  d o n n e  p a s  d e  t e r m e s  s é c u l a i r e s  q u a n d  

o n  n e  c o n s i d è r e ,  c o m m e  n o u s  l e  f a i s o n s  i c i ,  q u e  l e s  p e r t u r b a t i o n s  d u  p r e m i e r  

o r d r e  p a r  r a p p o r t  a u x  m a s s e s .  N o u s  p o u r r o n s  d o n c  n o u s  b o r n e r  à  l a  p r e m i è r e  

p a r t i e  d e  R ;  d è s  l o r s ,  S ,  T ,  W  s e r o n t  l e s  p r o j e c t i o n s ,  s u r  l e s  t r o i s  a x e s  d é f i n i s

p l u s  h a u t ,  d ’ u n e  l o n g u e u r  ^  p o r t é e  s u r  l a  d r o i t e  P P ' .  L e s  e x p r e s s i o n s  d e  c e s

t r o i s  p r o j e c t i o n s  p o u r r o n t  ê t r e  d é v e l o p p é e s  s u i v a n t  l e s  s i n u s  e t  c o s i n u s  d e s  

m u l t i p l e s  d e s  a n o m a l i e s  m o y e n n e s  Ç  e t  e t  s i ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( A ) ,  o n

r e m p l a c e  s i m ^ ,  c o s n > ,  c o s « ,  r, j_, r s i n u  e t  r c o s u  p a r  l e u r s  d é v e l o p p e m e n t s

p é r i o d i q u e s  r e l a t i v e m e n t  à  Ç ,  o n  a u r a ,  p o u r  l a  d é r i v é e  d ’ u n  é l é m e n t  q u e l c o n q u e  <7, 

u n e  e x p r e s s i o n  d e  l a  f o r m e

( 5 ) =  A 0,o ^  A ,·,(■' c o s ( î Ç +  g)  ;

l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e  c e s  é q u a t i o n s  o n t ,  d u  r e s t e ,  d é j à  é t é  o b t e n u s  d a n s  l e  

C h a p i t r e  X X .  O n  e n  c o n c l u t ,  d a n s  l a  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n ,

x-i A· ·'
9 =  const. +  Ao,o* +  ¿ à  ïn + i'n '  sin(t’Ç +  ^ 5

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



MÉTHODE DE GAUSS. 4 3 5

s i  l e s  m o y e n s  m o u v e m e n t s  n e  s o n t  p a s  e x a c t e m e n t  c o m m c n s u r a b l e s ,  o n  n ’ a u r a  

j a m a i s  in  +  i 'n '  —  o ,  e t  A 0, 0 i  c o n s t i t u e r a  t o u t e  l ’ i n é g a l i t é  s é c u l a i r e  d e  l ’ é l é 

m e n t  cr.  L e  c a l c u l  d e s  i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s  e s t  d o n c  r a m e n é  à  c e l u i  d e s  c o e f f i 

c i e n t s  A m  q u e  n o u s  d é s i g n e r o n s  p a r  f ^ l  ;  n o u s  t i r e r o n s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 5 ) ,

d a j _  j _  r i n  C ™  d a

ciijo.o 4 ft* Jq Jÿ dt
dt, dt , ' .

N o u s  a p p l i q u e r o n s  c e t t e  f o r m u l e  a u x  c i n q  é l é m e n t s  e ,  <p, 0 ,  xs, z ,  p u i s q u e  l e  

s i x i è m e  a  n ’ a  p a s  d ’ i n é g a l i t é s  s é c u l a i r e s ,  e t  n o u s  p o s e r o n s ,  p o u r  a b r é g e r ,

m
1

( 6 )

i' r
-  8dÇ'=S„,
n d0

^  r \ d t '  =  ï 0,

m1 r 2"
r j  w * ' = w «¡

n o u s  t r o u v e r o n s  a l o r s

f d e l

Lrf/Jo

- m Jo

n « ! ^  i — e2 iI /*2îC
~ j  [ S 0s in  w H- ï 0(co s  u  h-  c o s w ) ]  d Ç ,

i H- m

n a

( \ m ) \ J \  — e2 27r
' W 0/‘Cûsuc/Ç,
r»

( 7 ) sine T n a  1 i ^ x x r  · ¿ r- r .  = ----------------?------= —  / W 0r  s in u  d ç,
L ^ J o , o  ( i - t -  m ) ^ \  — e2 2 'K J 0

[ * ]  = -----^ = \ d- f \  + 2v^ T 7 > sm . ï r a  _  J i£ L  r s ,r<*·
L ^ J o . o  i + y / i  — e2 J 0,0 2 \ _ dt  J o )0 1 +  m J

N o u s  s e r o n s  d o n c  r a m e n é s ,  d ’ u n e  p a r t  a u  c a l c u l  d e  S 0 ,  T 0 ,  W 0 p a r  l e s  f o r 

m u l e s  ( 6 ) ,  e t  d ’ a u t r e  p a r t  a u  c a l c u l  d e s  d i v e r s e s  i n t é g r a l e s  q u i  f i g u r e n t  d a n s  l e s  

s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 7 ) .

C o n c e v o n s  q u e  l ’ o n  r é p a r t i s s e  l a  m a s s e  d e  l a  p l a n è t e  P '  t o u t  l e  l o n g  d e  s o n  

o r b i t e ,  d e  m a n i è r e  à  f o r m e r  u n  a n n e a u ,  l a  q u a n t i t é  d\d  d i s t r i b u é e  s u r  l ’ é l é 

m e n t  d s’ é t a n t  p r o p o r t i o n n e l l e  a u  t e m p s  d t  q u e  l a  p l a n è t e  e m p l o i e  à  d é c r i r e  c e t  

é l é m e n t ;  o n  a u r a
d¡j.’  d t  d t,’

m ' T' 2 7i
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e t  l a  p r e m i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 6 )  d o n n e r a

S0= J  Scip1.

i m ' S  d f  e s t  l a  p r o j e c t i o n ,  s u r  l e  r a y o n  v e c t e u r  r ,  d e  l ’ a t t r a c t i o n  e x e r c é e  s u r  l a  

p l a n è t e  P  p a r  l ’ é l é m e n t  d f · ,  f m ' / S  d f  s e r a  l a  p r o j e c t i o n  s u r  l a  m ê m e  d r o i t e  d e  

l ’ a t t r a c t i o n  r é s u l t a n t e  e x e r c é e  s u r  l a  p l a n è t e  P  p a r  l ’ a n n e a u  e l l i p t i q u e  i n f i n i m e n t  

m i n c e  c o n s i d é r é e  p l u s  h a u t .  D o n c  f m ' S « ,  f m ' T 0 e t  f m ' W 0 n e  s o n t  a u t r e  c h o s e  

q u e  l e s  p r o j e c t i o n s  d e  c e t t e  a t t r a c t i o n  r é s u l t a n t e .

1 8 7 .  N o u s  v o i c i  d o n c  c o n d u i t s  a u  p r o b l è m e  d e  G a u s s  :
*

C a l c u l e r  l ’ a t t r a c t i o n  e x e r c é e  s u r  u n  p o i n t  P  p a r  u n  a n n e a u  e l l i p t i q u e  i n f i n i 

m e n t  m i n c e ,  d a n s  l e q u e l  l a  d e n s i t é  d p /  d ’ u n  é l é m e n t  q u e l c o n q u e  e s t  p r o p o r 

t i o n n e l l e  à  l ’ a i r e  2 '  d u  s e c t e u r  a y a n t  l ’ é l é m e n t  p o u r  b a s e  e t  p o u r  s o m m e t  l ’ u n  

d e s  f o y e r s  S  d e  l ’ a n n e a u .

N o u s  a l l o n s  e x p o s e r  l a  s o l u t i o n  s i m p l e  e t  é l é g a n t e  q u e  v i e n t  d e  d o n n e r  

M .  H a l p h e n  d a n s  l e  t o m e  I I  d e  s o n  T r a ité  des fo n c t io n s  e llip tiq u es.

S o i e n t

P  l e  p o i n t  a t t i r é  ;

E '  l ’ a n n e a u ;  

a ' e t  b '  s e s  d e m i - a x e s ;

P '  e t  P ' ( l e s  d e u x  e x t r é m i t é s  d e  l ’ é l é m e n t  d \f\

A  l a  d i s t a n c e  P P ' ;

l ’ a t t r a c t i o n  d e  l ’ é l é m e n t  s u r  l ’ u n i t é  d e  m a s s e  p l a c é e  e n  P  s e r a  îm !  ■ . ,■ -r-r·
r  n a' b' A 2

P r e n o n s  t r o i s  a x e s  r e c t a n g u l a i r e s  s e  c o u p a n t  e n  P ;  s o i e n t ,  r e l a t i v e m e n t  à  c e s  

t r o i s  a x e s ,

x 0 ,  y 0 ,  z o  l e s  c o o r d o n n é e s  d u  S o l e i l  S ;

x ' ,  y ' ,  z '  c e l l e s  d u  p o i n t  P ' ;

x '  ■+- î / x ' ,  y '  - + - d y f, i !  d z '  c e l l e s  d u  p o i n t  P ' , .

S i  n o u s  l a i s s o n s  d e  c ô t é  l e  f a c t e u r  î m r, l e s  c o m p o s a n t e s  d e  l ’ a t t r a c t i o n  s u i v a n t  

l e s  n o u v e a u x  a x e s  s e r o n t

2 ' x '  -2' y ' 2 ' z '
n a ' b ’ A 3’ ica 'b '  A 3’ Tia'b ' A 3

S o i e n t  Y  l e  v o l u m e  d u  t é t r a è d r e  P S P ' P ' , ,  h  l a  d i s t a n c e  d u  p o i n t  P  a u  p l a n  d e
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l ’ a n n e a u  ;  o n  a  p o u r  Y  c e s  d e u x  e x p r e s s i o n s

V = § ^ ’

V =  g [x0 (f d i ' — z'dy') -+-y0(z'e?x' — x'dzr) 4- z0(x'dy'— y'dx')];

e n  l e s  é g a l a n t ,  o n  a u r a  l a  v a l e u r  d e  Z '  q u e  l ’ o n  p o r t e r a  d a n s  l e s  c o m p o s a n t e s  ( 8 )  

d e  l ’ a t t r a c t i o n  é l é m e n t a i r e .  S i  l ’ o n  p o s e  e n s u i t e

P „ = j
^x'(y'dz’ — z! dy') 

A 3 ’ pr = j
fy 'iy 'd z ' — z'dy’ )
' A 3 5 P' = J

Çz'{y'dz' — z'dy')
1 A 3 ’

Q , = j
Ç x '  ( d  dx! — x ' dzJ )
1 A 3 ’ Q , = j

ry '(z 'd x '  —x'dz')
1 A 3 ’ Qï-=

rz ' fz 'd x '— x'dz')
1 A 3 ’

R x= ^ fx ' (x 'd y '  — y'dx') 
1 A 3 Ry— ^

ry ' .(x 'd y '-y 'd x ')  
f  A 3 ’ R.- =

fz ' (x 'd y '— y'dx')
1 A 3 ’

o ù  l ’ o n  a  A 2 =  x ' 2 h -  y ' 2 4 -  z '2 e t  o ù  l e s  i n t é g r a t i o n s  s ’ é t e n d e n t  à  t o u t e  l ’ e l l i p s e ,  

o n  a u r a ,  p o u r  l e s  c o m p o s a n t e s  <hx ,  <ï>y , < 3>z d e  l ’ a t t r a c t i o n  e x e r c é e  p a r  l ’ a n n e a u  

s u r  l e  p o i n t  P ,

( $ x =  2 na'b'h  ( x oP -' +  y o Q x '+ Z o R x·),

(9 )  J * f =  zica'b1 h Cx oP ï' +  yoQy +  ZoR s·),

\ =  2 i o ' b'h ( x ° P ï ' +  y ° Qz' +  z # R l,) ·

M .  H a l p h e n  f a i t  p l u s i e u r s  r e m a r q u e s  a u  s u j e t  d e  c e s  f o r m u l e s  ;

a .  P x, ,  . . . ,  R z, s o n t  h o m o g è n e s  e t  d e  d e g r é  z é r o  p a r  r a p p o r t  à  x ' ,  y ' ,  z ' ;  s i  l ’ o n  

f a i t  p o u r  u n  m o m e n t

-, —  « » z'

o n  t r o u v e  a i s é m e n t

p  ’ — r  u ’ d v ' P  —  /r  v 'd v '
1 1  x'--- J  ( 1 4 -  m,2 4 - vn Ÿ J 3 ’

( 1 +  ti'2+  e ' 2 ) 2

(1 0 )  1 Q* =
P  u 'd u '

Q , =  J r  v’ d u '

J  ( i  4 - w'2 - t - p ' 2 ) 2
a >

(x +  u n + v n y

1 Rx· —
r u ' ( u ' d v ' - v ' d u ' )

R ’ =  J
C  v '( u ’ d v ’ —  v < d u ')

J  (1 +  u n +  p' 2 ) 2 (1 4 -  m,24 -  vn ÿ

P. - =  -

Q. -=

Rz =

/  

h  

f l

dv>

(1 +  «,24- e'2) 

du'
ï :

+  uli+ v ,ty  

u'dv' —  v' du'

+  it'*+ e '*)2

tal
co 

|
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l ’ é q u a t i o n  d u  c ô n e  a y a n t  E '  p o u r  b a s e  e t  P  p o u r  s o m m e t  e s t  d e  l a  f o r m e

( / = F ( m');

d o n c  l e s  i n t é g r a l e s  P x.....................R z . d é p e n d e n t  u n i q u e m e n t  d e  l a  f o r m e  d u  c ô n e ;

e l l e s  c o n s e r v e r a i e n t  l e s  m ê m e s  v a l e u r s  s i ,  l e  c ô n e  r e s t a n t  l e  m ê m e ,  o n  r e m p l a 

ç a i t  l a  c o u r b e  E '  p a r  u n e  s e c t i o n  q u e l c o n q u e  d u  c ô n e .

O n  p e u t ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  e f f e c t u e r  l e s  i n t é g r a t i o n s  l e  l o n g  d e  l a  c o u r b e  (7  q u e  

l ’ o n  o b t i e n t  e n  c o u p a n t  l e  c ô n e  p a r  l e  p l a n  z  =  i  ;  d a n s  c e  c a s ,  u '  e t  d  s o n t  l e s  

c o o r d o n n é e s  d ’ u n  p o i n t  q u e l c o n q u e  d e  (7 .

b . L e s  f o r m u l e s  ( i o )  m o n t r e n t  q u e  l ’ o n  a  i d e n t i q u e m e n t

(il) Pj'-H Q j ' +  Ri'— O.

c . O n  a  a u s s i

^  ^  __  f  u ' d u ’ d  d v ' _  i

P  J' O x ' --  /  3 —  ~7= -  -
J  +  y n -  « -+- e 2

-H c o n s t . ,

d e  s o r t e  q u e ,  s i  l ’ a n n e a u  E '  e s t  f e r m é ,  u '  e t  d  r e p r e n a n t  à  l a  f i n  d e  l ’ i n t é g r a l e  

l e s  m ê m e s  v a l e u r s  q u ’ a u  c o m m e n c e m e n t ,  o n  t r o u v e  l a  t r o i s i è m e  d e s  r e l a 

t i o n s  s u i v a n t e s ;  l e s  d e u x  a u t r e s  s ’ e n  d é d u i s e n t  p a r  d e s  p e r m u t a t i o n s  d e  

l e t t r e s  :

( 1 2 ) Qz =  R R x = P z P , = Q *

D a n s  c e  c a s  g é n é r a l  d ’ u n  a n n e a u  f e r m é  q u e lc o n q u e ,  l e s  c o m p o s a n t e s  ( 9 )  d e  

l ’ a t t r a c t i o n  d e  c e t  a n n e a u  s o n t  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s ,  p r i s e s  p a r  r a p p o r t  à  x „ ,  

y 0 ,  z 0 ,  d e  l ’ e x p r e s s i o n

0 3 ) 0  =
4  7r a! b' h

« P * ■ y¡> Q} •z2Rz. +  2y„z0R¡ '+  2z0x0P z. +  2x0y0Qx.).

d. S u p p o s o n s  q u e  l e  c ô n e  a d m e t t e  l e  p l a n  d e s  z x  p o u r  p l a n  d e  s y m é t r i e ;  l a  

c o u r b e  C '  a u r a  u n  a x e  d e  s y m é t r i e  p a r a l l è l e  à  l ’ a x e  d e s  x ;  s i  l ’ o n  c o m p a r e  d e u x  

é l é m e n t s  s y m é t r i q u e s ,  o n  v o i t  q u e  u! e t  d<J r e s t e n t  l e s  m ê m e s ,  t a n d i s  q u e  d  e t  

du! c h a n g e n t  d e  s i g n e ;  s i  d o n c  o n  s e  r e p o r t e  a u x  f o r m u l e s  ( 1 0 ) ,  o n  t r o u v e r a

P}· —  Q*' =  O, 0  ï' —  R y =  O.

S i  l e .  c ô n e  a d m e t  e n  o u t r e  l e  p l a n  d e s  z y  p o u r  p l a n  d e  s y m é t r i e ,  o n  a u r a  e n  

p l u s
P a.=  Rx,=  o.
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L ’ e x p r e s s i o n  ( t 3 )  s e  r é d u i t  d o n c  k
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0 4 )
$  =  W ^ W P ^ y »2Qï +  Z»R̂ '),

o ù  i l  n ’ y  a  q u e  d e u x  d e s  i n t é g r a l e s  P x, ,  Q r , R z. à  c a l c u l e r ,  à  c a u s e  d e  l a  r e l a 

t i o n  ( 1 1 ) .  O n  a  e n s u i t e

( j 5 ) P Q
27ia ' b' h '¡.ita'b'h1 h1 h y°» 4»,=

R,-
2-k a1 b' h,//. z°’

e t  l ’ o n  e n  c o n c l u t

- = ° >xo yo

c e  q u i  m o n t r e  q u e  l ’ a t t r a c t i o n  e s t  s i t u é e  d a n s  l e  p l a n

x y  z
------- 1-  — H------ = 0 ,xo y» u

d o n t  l a  p o s i t i o n ,  i n d é p e n d a n t e  d o  l a  f o r m e  d u  c ô n e ,  e s t  e n t i è r e m e n t  d é t e r m i n é e  

p a r  l e s  d e u x  p o i n t s  P  e t  S .

1 8 8 .  L e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  o n t  l i e u  q u e l l e  q u e  s o i t  l a  n a t u r e  d e  l a  

c o u r b e  E ' ;  a d m e t t o n s  m a i n t e n a n t  q u e  c e  s o i t  u n e  e l l i p s e  a y a n t  p o u r  f o y e r  l e  

p o i n t  S .  A l o r s ,  l e  c ô n e  e s t  d u  s e c o n d  d e g r é ,  e t ,  r a p p o r t é  à  s e s  a x e s  p r i n c i p a u x ,  

i l  a u r a  p o u r  é q u a t i o n

( 1 6 )
y i  _

G' +  G7  ~  G “ ° :

o n  p e u t  s u p p o s e r  G ,  G '  e t  G "  p o s i t i f s .  E n  f a i s a n t  z  =  1 ,  o n  a u r a  l a  c o u r b e  G ;  

s o i t  \ l ’ a n o m a l i e  e x c e n t r i q u e  d ’ u n  p o i n t  q u e l c o n q u e  d e  c e t t e  c o u r b e  a y a n t  p o u r  

c o o r d o n n é e s  u '  e t  v ';  o n  a u r a

( ¡ 7 ) -\Æcos?’
L e s  f o r m u l e s  ( 1 0 ) ,  ( i 5 )  e t  ( 1 7 )  f e r o n t  c o n n a î t r e  l e s  c o m p o s a n t e s  d e  l ’ a t t r a c 

t i o n

71 cos * l d l

(1 8 )

4>v = — x
v/GG'G" 

0 Tza'b'h /„ (G 4 - G'cos2£ 4 - G"sin2£)2

4»,

•y#
y/GG'G" 
tío!  b'h

f

sin2£«?£

(G +  G'cos2̂  +  G"sin2̂ )2

y//GG7G7' P *  d\ , ______

l 0 (G 4- G'cos2£ 4; G"sin2£)27xa’ b’ h
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C e s  c o m p o s a n t e s  s o n t  r a p p o r t é e s  a u x  a x e s  p r i n c i p a u x  d u  c ô n e ;  e l l e s  s ’ e x p r i 

m e n t  à  l ’ a i d e  d e s  i n t é g r a l e s  e l l i p t i q u e s .

S u p p o s o n s  G '  >  G " ,  e t  p o s o n s

0 9 ) k* =
G ' - G "  

G '+ G  ’
/c2sin2£<$;;

l a  r e l a t i o n

d o n n e

d  / sinocos? \ _ i — 2 sin2£ +  /c2sin4£

di \y/i /{2sin24/ ( i - * * s in * 0 *

( 2 0 )
1 — 2sin2£ -1- Æ2sin4£

(1 — A:2s¡n2£)2
d\ —  o.

O n  t i r e  a i s é m e n t  d e s  f o r m u l e s  ( 1 9 )  e t  ( 2 0 )

( G  +  G ' ) 2

( G + G ')

( G  +  G ' ) ’

/
y \z p  rc

J  0

/0

cos2£ d\ r *  cos * ld t F i— E,

(G +  G 'cos2Ç h- G" sin2̂ )2 t/„ (I — /f2sin2£)2
-  /d- '

sin2£ d\ P 2 sin2£ d\ i (■  E,

(G +  G 'cos2| +  G" sin24)2 /  (1 — £2sin2£)2
— kl Vi — k2

d\ d£____ _ E,

(G -t- G'cos2£ +  G" sin2| ) 2 J ü (1 — kl sin2̂ )2
1 —  k̂

a p r è s  q u o i  l e s  f o r m u l e s  ( 1 8 )  d o n n e r o n t  l e s  c o m p o s a n t e s ' d e  l ’ a t t r a c t i o n  e x p r i 

m é e s  à  l ’ a i d e  d e s  i n t é g r a l e s  c o m p l è t e s  F ,  e t E ,  d e  L e g e n d r e .

C e s  c o m p o s a n t e s  s e  t r o u v e n t  r a p p o r t é e s  a u x  a x e s  p r i n c i p a u x  d u  c ô n e  :  o n  e n  

d é d u i r a  f a c i l e m e n t  l e s  v a l e u r s  S 0 ,  T 0 e t  W 0 d e s  c o m p o s a n t e s  d e  l a  m ê m e  a t t r a c 

t i o n  p a r  r a p p o r t  a u x  a x e s  d é f i n i s  a u  n °  1 8 5 .  O n  v o i t  q u e ,  d a n s  l a  s o l u t i o n  p r é 

c é d e n t e ,  i l  f a u t  c a l c u l e r  l a  p o s i t i o n  e t  l a  g r a n d e u r  d e s  a x e s  d u  c ô n e  a y a n t  s o n  

s o m m e t  a u  p o i n t  P  e t  p o u r  b a s e  l ’ e l l i p s e  E ' ;  c ’ e s t  u n e  s i m p l e  q u e s t i o n  d e  G é o 

m é t r i e  a n a l y t i q u e  q u i  e x i g e ,  c o m m e  o n  s a i t ,  l a  r é s o l u t i o n  d ’ u n e  é q u a t i o n  d u  

t r o i s i è m e  d e g r é  d o n t  G ' ,  G "  e t  —  G  s o n t  l e s  r a c i n e s .  M .  H a l p h e n  a  m o n t r é  q u ’ o n  

p e u t é v i t e r  l a r é s o l u t i o n  d e  c e t t e  é q u a t i o n ,  e n  i n t r o d u i s a n t  l e s  f o n c t i o n s  e l l i p t i q u e s  

s o u s  l a  f o r m e  m o d e r n e ;  n o u s  r e n v e r r o n s  l e  l e c t e u r  q u i  d é s i r e r a i t  a p p r o f o n d i r  l e  

s u j e t  a u  T r a i t é  d e  M .  H a l p h e n .

1 8 9 .  I l  r é s u l t e  d e  c e  q u i  p r é c è d e  q u e ,  p o u r  c h a c u n e  d e s  p o s i t i o n s  d u  p o i n t  P ,
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o n  e s t  à  m ê m e  d e  c a l c u l e r  S 0 ,  T 0 ,  W 0 ;  p o u r  o b t e n i r  l e s  v a l e u r s  ( 7 )  d e  F ^ l  ,
L ^ J o , o

o n  a u r a  à  e f f e c t u e r  d e s  i n t é g r a t i o n s  t e l l e s  q u e  1

<».) à / " « « * ·

L ’ e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  d e  l a  f o n c t i o n  ^ e s t  t r è s  c o m p l i q u é e ;  a u s s i  e s t - o n  o b l i g é  

d e  d é t e r m i n e r  n u m é r i q u e m e n t  l e s  i n t é g r a l e s  c i - d e s s u s ,  p a r  d e s  f o r m u l e s  d e  q u a 

d r a t u r e .  S u p p o s o n s  l a  f o n c t i o n  ^  d é v e l o p p é e  s u i v a n t  l e s  s i n u s  e t  c o s i n u s  d e s  

m u l t i p l e s  d e

( < ];(£ )  =  « o +  « i C o s Ç  +  a 2 c o s 2 Ç  - t - , . .
( 2 2 )  j

( -h sin £ -I- b2 sin 2 £ H-. . .  ;

2 7Î
d i v i s o n s  l a  c i r c o n f é r e n c e  e n  /  p a r t i e s  é g a l e s  e t  d o n n o n s  à  l e s  v a l e u r s  o ,  - j

· ■ · > ( /  —  0  —r\  n o u s  p o u r r o n s  c a l c u l e r  l e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  c o r r e s p o n  

d a n t e s  d e  ^ ( ‘( ) ,  ^ o >  ' J ' · »  · · · »  ' ! ' . / - ( ·  N o u s  a u r o n s  l e s  r e l a t i o n s

'l'o —  a0 +  al +  a2 +  · · · )

27T 2  TC 2  TC 2  TC
(ji, =  a0 -+- a, cos -j- +  aa cos 2 -j-  + . . .  -+- ¿>, sin -j-  -+- b2 sin 2 -j-  + . . . ,

S i  n o u s  f a i s o n s  l a  s o m m e ,  n o u s  t r o u v e r o n s ,  e n  v e r t u  d e  f o r m u l e s  b i e n  c o n 

n u e s ,
l|;r l - | i  +  . . .  +  4 V -i  — J a 0 "+■ Î a j  + / a2j  ■+-····

O n  a  d ’ a i l l e u r s  

i l  v i e n d r a  d o n c

(23) ¿  / ' ” + (C)dC =  i î ± +  , „  +

S i  l e  d é v e l o p p e m e n t  ( 2 2 )  e s t  a s s e z  c o n v e r g e n t ,  j  a y a n t  d u  r e s t e  u n e  v a l e u r  

n o t a b l e ,  l a  s o m m e  a j - \ - a 2j  + . . .  p o u r r a  g é n é r a l e m e n t  ê t r e  n é g l i g é e ,  e t  l a  f o r 

m u l e  ( 2 3 )  s e  r é d u i r a  à

J

O n  o b t i e n d r a  d o n c  a i n s i  d e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  t r è s  a p p r o c h é e s  d e s  i n t é 

g r a l e s  ( 2 1 ) ,  e t  i l  a u r a  s u f f i ,  p o u r  l e s  o b t e n i r ,  d e  d é t e r m i n e r  l e s  v a l e u r s  n u 

m é r i q u e s  d e s  f o n c t i o n s  q u i  r é p o n d e n t  à  /  v a l e u r s  é q u i d i s t a n t e s  d e  £ .  

O n  t r o u v e  q u e ,  s i  P  d é s i g n e  l ’ u n e  d e s  a n c i e n n e s  p l a n è t e s ,  i l  s u f f i t  d e  p r e n d r e  
T .  —  I .  '  56
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j  —  1 2 ,  p o u r  o b t e n i r  t o u t e  l a  p r é c i s i o n  d é s i r a b l e ;  o n  a u r a  d o n c ,  e n  s o m m e ,  à  

c a l c u l e r  l e s  c o m p o s a n t e s  d e  l ’ a t t r a c t i o n  d ’ u n  a n n e a u  e l l i p t i q u e  s u r  d o u z e  p o s i 

t i o n s  d u  p o i n t  P .

O n  p e u t ,  d a n s  l e s  i n t é g r a l e s  ( 2 1 ) ,  m e t t r e  e n  é v i d e n c e  l ’ a n o m a l i e  e x c e n t r i q u e  u 

a u  l i e u  d e  l ’ a n o m a l i e  m o y e n n e ;  o n  a

dt, —  ( 1 — e cos u ) du =. — d u .
a

O n  s e r a  d o n c  a m e n é  à  c o n s i d é r e r  d e s  i n t é g r a l e s  t e l l e s  q u e

du.

S i  l ’ o n  d o n n e  à  u  l e s  v a l e u r s  é q u i d i s t a n t e s  o ,
27T

J
> l e s  p o i n t s  c o r r e s -

p o n d a n t s  d e  l ’ o r b i t e  d e  P  f o r m e r o n t  u n  p o l y g o n e  i n s c r i t  q u i  d i f f é r e r a  f o r t  p e u  

d ’ u n  p o l y g o n e  r é g u l i e r ;  l e s  d i f f é r e n c e s  s e r o n t  e n  e f f e t  d e  l ’ o r d r e  d e  e 2 ,  c o m m e  

l e  m o n t r e n t  l e s  e x p r e s s i o n s

« c o s í í , a\J 1 —  e 2 sin u

d e s  c o o r d o n n é e s  d ’ u n  s o m m e t  q u e l c o n q u e ,  r a p p o r t é e s  a u x  a x e s  d e  l ’ e l l i p s e .  C e s  

m ê m e s  c o o r d o n n é e s  s o n t  é g a l e s  à

• a(cos£ — e sin2£ -H ...) ,  a\ji — ei (sin£ +  e sinÇ cos? + . . . )  ;

s i  d o n c  c ’ e s t  à  Ç  q u ’ o n  a t t r i b u e  d e s  v a l e u r s  é q u i d i s t a n t e s ,  l e  p o l y g o n e  i n s c r i t  d i f f é 

r e r a  p l u s  q u e  p r é c é d e m m e n t  d ’ u n  p o l y g o n e  r é g u l i e r ;  l a  d i f f é r e n c e  s e r a  d e  l ’ o r d r e  e ;  

a u s s i  p r é f è r e - t - o n  d o n n e r  d e s  v a l e u r s  é q u i d i s t a n t e s  à  l ’ a n o m a l i e  e x c e n t r i q u e .

L a  m é t h o d e  d e  G a u s s  a  f a i t  l ’ o b j e t  d ’ u n  a s s e z  g r a n d  n o m b r e  d ’ é t u d e s  o u  d ’ a p 

p l i c a t i o n s ,  p a r m i  l e s q u e l l e s  n o u s  m e n t i o n n e r o n s  ;

Nicolaï. —  Neue Berechnung der Secularânderungen der Erdbahn  (Astronomisches 

Jahrbuch, p. 22/4; 1820).

C l a u s e s . —  A  lia solutio problematis a celeberrimo Gauss in opéré « Determinatio attrac- 
tionis... » tractati ( Journal de Crelie, t. VI, i 83o).

A dams. —  On the orbit 0/ the november meteors (M onlhly Notices, t. X XVII).

B o u r . —  Thèse de doctorat, 1855.

S e e l i g e r . —  Ueber das von Gauss herrührende Theorem die Sâcularstôrungen betreffend 
( Astronomische Nachrichten, t. XCIV, 1879).

G.-W . H i l l . — On Gauss’s method o f computing secular perturbations, dans le tome I  

des Astronom ical Papers de S. Newcomb, 1882.

O. C a l l a n d r e a u . — C alcul des variations séculaires des éléments des orbites ( Annales de 
VObservatoire de Paris, t. X V III, 1880 ).
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CHAPITRE XXVIII. —  SUR LE DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION, ETC. 4 4 3

C H A PITR E X X V III .

SUR LE DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE LORSQUE 
L ’INCLINAISON MUTUELLE DES ORBITES EST CONSIDÉRABLE.

1 9 0 . Le développement usuel de la fonction perturbatrice, étudié dans le 
Chapitre XVIII, suppose la quantité

4  rv·'sin (u — r') sin(p' — t ' )  . „J
Z =  — ------- TT---------- t-------7--------- r r  s i n  -

r - + 7 · ' 2 —2/,r'cos(u — p ' )  2

inférieure à l’unité. J’ai déjà dit que, dans le cas où les' planètes considérées 
P et P' sont Pallas et Jupiter, la condition ci-dessus n’est pas toujours satisfaite; 
pour la démonstration, je renvoie le lecteur à mon Mémoire Sur les perturbations 
de Pallas par Jupiter (Annales de VObservatoire, t. XV).

Il faut donc, dans ce cas et dans les cas analogues qui peuvent se présenter 
pour quelques-uns des astéroïdes, recourir à un autre développement. Le Verrier 
avait donné quelques indications sur la marche à suivre, dans le tome I des An
nales de VObservatoire, p. 3 3 1 -3 3 3 . En partant de ces indications sommaires, je 
suis arrivé à trouver la forme analytique générale du développement qu’il con
vient d’adopter.

Soit R la fonction perturbatrice qui correspond à la planète P; on a, en se 
reportant aux nos 1 1 7  et 1 1 8 , dont on conservera les notations,

R  =  f m ' ( - j ---’-¡r cosV ) = f m '  ; ________
\ à r'* J \ v/r*+r'*.

= = ~ ----- i î  cosV ),2 /V  COS V r  J

cosV  =  'a =  cos(p —  z) c o s ( p '  — r') - H  sin(p — z) sin(p' —  t')  cos J

=  cos2 -  cos ( p ' — p — r ' -t- z) -h sin2 -  cos ( p' +  p — z' — z).  
2  N '  2  '
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CHAPITRE XXVIII.444

P o s o n s  m a i n t e n a n t

(O cos¿

v — Ç ■

J

1 4 - 1  =  1 , v  4 -  v —  T — - c = y ,

sin2 -  =  v,
2

d’où H +  v =  i

i l  v i e n d r a

( 2 )  (7 =  COSV =  p COSÆ 4 ~ V COSJK-

F a i s o n s  d ’ a i l l e u r s

( 3 ) 4- = -----  ■ "—  =  - V  «fU«) cos n V  ;
A y//·2 —h /-,2 — 2 rr1 cos V 2 ^ J

X (n) s e r a  u n e  f o n c t i o n  h o m o g è n e  e t  d e  d e g r é  —  1 d e  r  e t  f  q u i  c o ï n c i d e r a  a v e c  l a  

f o n c t i o n  A (/i) d u  n °  1 0 4  q u a n d  o n  r e m p l a c e r a  r  e t  r '  p a r  a  e t  a '.

T o u t e  l a  q u e s t i o n  s e  r é d u i t  à  t r o u v e r  l ’ e x p r e s s i o n  g é n é r a l e  d u  d é v e l o p p e m e n t  

d e  c o s n \  s u i v a n t  l e s  c o s i n u s  d e s  m u l t i p l e s  d e  æ  e t  y ,  e n  p a r t a n t  d e  l a  f o r 

m u l e  ( 2 ) .

A v a n t  d e  r é s o u d r e  c e  p r o b l è m e ,  n o u s  a l l o n s  a b o r d e r  q u e l q u e s  q u e s t i o n s  p r é 

l i m i n a i r e s .

1 9 1 .  C o n s i d é r o n s  l ’ e x p r e s s i o n

(4) I — 2¡3<7 4-¡3'2)_p,

d a n s  l a q u e l l e p  d é s i g n e  u n  n o m b r e  p o s i t i f ,  e t  ¡3 u n e  q u a n t i t é  p o s i t i v e  i n f é r i e u r e  

à  l ’ u n i t é .  C e t t e  e x p r e s s i o n  e s t  d é v e l o p p a b l e  e n  s é r i e  c o n v e r g e n t e  s u i v a n t  l e s  p u i s 

s a n c e s  e n t i è r e s  e t  p o s i t i v e s  d e  ¡3 ,  c a r  o n  p e u t  é c r i r e

zw =  (1 -  pEv'/rT)“ ‘p (1 -

e t  c h a c u n  d e s  f a c t e u r s  d e  c e t t e  e x p r e s s i o n  p e u t  s e  d é v e l o p p e r ‘ e n  s é r i e  c o n v e r 

g e n t e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  d e  [3 ,  p a r  l a  f o r m u l e  d u  b i n ô m e ,  p a r c e  q u e  l e s  m o 

d u l e s  d e  ¡3 E v '/ r T  e t  d e  (3 E ' - V ' /~ I s o n t  é g a u x  à  ¡3 ,  d o n c  i n f é r i e u r s  à  l ’ u n i t é .

N o u s  p o u v o n s  d o n c  f a i r e
n  =  os

( 5 )  sip> =  I 4 -  p v ÿ ”  4 -  (32 V '·?’ 4- . . .  =  2  P ' W ,
n-0

e t  n o u s  c ù m m e n c c r o n s  p a r  c h e r c h e r  l ’ e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  d e  V ^ > .  N o u s  p o u 

v o n s  é c r i r e

4 P) · [ i - 2 p ( ff- I p ) ]  " = 2
p { p 4 - 1 ) .  . . ( p  +  i — i)

1.2. (2P)‘
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SUR LE DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE.

ou b ie n ,  en d é v e lo p p a n t  (a- —  f  (3) J p a r  la  fo rm u le  du  b in ô m e ,

4 4 5

s(p) - v  y  (_  ,y  , w  p « ,« -/
1.2.  . . 7 . 1 . 2 .  . .(« — y)

S i l ’ on d on ne à 1 e t  y  to u te s  le s  v a le u rs  e n t iè re s  et  p o s it iv e s ,  te l le s  que

on aura ,  d ’après ( 5 ),

V'P> =  V  V  (_ lVV -y />(p +  Q ·; ■ (/> +  *·-!)
3  ! . 2 . . . / . I . 2 . . .(* —  /)

On en c o n c lu t ,  en d o n n a n t  à y  les v a le u r s  o ,  1 ,  2, . . .  e t  à f  les  v a le u rs  c o r r e s 

p o n d a n te s ,  n, n —  1 ,  n —  2, . . . ,

Vif1 = 2
( 6 )

L » _ ±  " ( ” - 0
. 2 . . . / 1  [  2- i . ( p  +  n  — 1)

_i_ w(ra — i) (w — 2)(ra — 3) t 

2 4 1 .2 . ( 7 9 - h / ï— !)(/> +  « —  2 )

V jf ’ e s t  u n  p o ly n ô m e  e n tie r  en a  e t  de d e g r é  n.
L a  q u a n tité  z ip) d é fin ie  p a r  la  fo r m u le  ( 4 )  est u n e  fon ction  de (3 e t  de <7; on vé

rifie  a is é m e n t  q u ’e l le  sa tisfa it  à l ’éq u a tio n

d - z ^ d z w d z (-p> di z i-p'>

( I - a 2 ) ^ - (^  +  I ) a T  +  (2^  +  I ) p - r f j r  +  i3 ^ - ~ ·

S i  l ’on p orte  dan s ce tte  é q u a tio n  l ’e x p re ss io n  ( 5 )  de z {p) e t  q u ’on ég ale  à zéro  

le  co e ff ic ie n t  de [3" ,  i l  v ie n t

( 7 )

d 2V (p) d V ip)
----- +  +  « ( 2^ +  n )V ‘f ) =  o;

d a

v o ilà  u n e  é q u a tio n  d if féren tie l le  l in é a ire  du se co n d  o rd re ,  à la q u e l le  sa tis fo n t  les 

p o ly n ô m e s  V 1̂ '.

N o u s  c o n s id é r e r o n s  d ’ u n e m an iè re  sp é c ia le  le s  v a le u rs  p  =  |  et p  =  1 ,  e t  n o u s  

ferons
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CHAPITRE XXVIII.4 4 6

L e s  fo rm u le s  ( 5 ) ,  ( 6 )  et ( 7 )  n o u s  d on n ero n t  

( 1  —  2 (3(7 +  ¡32) ! =  ¿ ] ( 3n P „ ,

( 8 )

_  3  „ i _  5  , 3
P 2=  -  a2-  - , P j =  -  0" ■------ ff,2 2 2 2

I . 3 . . .  ( 2 I Ï - ! ) [ ■ _ „ n ( n  —  1) rr» - 2  -4- » —  !)(«  — 2 )(/i — 3) 1
2.(211— 1) '  ' 2 . 4 - ( 2 n — i ) ( 2 «  — 3 )

( l - 2 ( 3 ( 7  +  P * ) - ‘ z = 2 ] Pn UJ,,

U1 =  2<T, U2=4cr2— 1, U3= 8 (t3— 4ff) U4= i6 cd — 12 ct2 -+- 1,

( 9 ) U„ , »  [ « X » -  n± 1 s - A  +
l_ 2 . 2  n  2 . 4 .

—  i ) ( w  — 2 ) ( n  — 3)
2 n  ( 2 71 — 2 )

. îP I L  „ rfU,. , . TTO — "7̂ -----8 a 4- n (n +  2) U„ — o.
d o

P„ est  le  p o ly n ô m e  de L e g e n d r e ;  i l  jo u e  un rô le  fo n d a m e n ta l  dan s l ’ é tu d e  de 

la f ig u re  d es  corp s cé le s te s ,  e t  n o u s  a u ro n s à le  co n s id é re r  en d éta il  dan s le

tom e II de c e t  O u v ra g e .

L e s  p o ly n ô m e s  U„ so n t  su s c e p t ib le s  d ’u n e autre  exp ress ion  r e m a r q u a b le .  On 

p e u t  é c r ire ,  en effet,

1 2¡3s +  (32 ( 1  — j3 Ev v/=î) (i — (3E_V'/_1)

Evv/-ï E-v*/rî

•s(1) =

EVZ-i — E-V v^ V1 —
On en c o n c lu t

.(U— —__J----- ( ev\/-I y  fi»E"v J-î — E-v/3* y  3»E-',V'/=Ï
i\j— 1 sinV V

* ( , ,=  s ï ï T v 2 f3'ts in (w  +  l) v ·

On a d ’a il le u rs

se») = 2 ] P» u».

Il en  ré s u lte  don c

(10) U»;
sin(ra H-i) V _sin[(/î +  1) arccosa]

sinV V/i-

1 9 2 . R ev e n o n s au  p r o b lè m e  q u e  n o u s n o u s so m m e s p ro p o s é ;  c o s n V s ’e x p r im e
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SUR LE DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 4 4 7

à l ’a id e  de cosHV ,  c o s n-2V ,  . . .  ; d ’a i l le u rs  u n e  p u is s a n c e  q u e lc o n q u e  de c o s V ,  

co s?V  est  co m p o s é e  d ’un n o m b re  l im ité  de term es te ls  q u e

(j.AvBcosA« c o s By , avec A +  B —  q",

si l ’ on e x p r im e  cosAa; en fo n c tio n  de c o sA a ?,  c o s ( A  —  2,)æ, . . .  et  si l ’on fait  de 

m êm e p o u r  co sBy ,  on voit  q u e  c o s ?V  est  co m p osé  d ’ une sé rie  de te rm e s ,  te ls  q u e  

D cosía? c o s y j ;  le  co eff ic ie n t  D c o n t ie n t  en fa c te u r  p . V  e t  les d ifféren ces q — i  — y  

so n t  d es  n o m b re s  pairs ,  p o s it i fs  ou  n u is .  Orí p o u rr a  d on c  su p p o s er

( a )  cosi i V — Ql0"’0 +  2 £  Qi'o cosía: +  2 ^  Q }̂ cosy/ +  4 £  Qi'ÿcosiæ cosyj;

i  et y  d é s ig n e n t  des n o m b re s  e n t ie rs  p o s it i fs ,  te ls  q u e

i  h- y =  n  — un nombre pair; 

Q {"j e s t  u n e  fo n c tio n  de p. et de v q u i est  de la  fo rm e "  

( i i ) p.'  v^'4> ( p .2, v 2 ) .

Il s ’a g it  d e  t ro u v e r  la fo rm e g é n é r a le  de la  fo n c tio n  $  : e l le  e s t  s u s c e p t ib le  

d ’u n e  e x p r e s s io n  a n a ly t iq u e  r e m a r q u a b le ;  m a is ,  p o u r  y  a rr iv e r ,  i l  fa u t  p a ss e r  

par un in te rm é d ia ire .  On a l ’ id e n tité

2 cos/iV = sin ( n  + 1) Y — sin(n — i) V 
~ sinV ’

q u i  d e v ie n t ,  en v e r tu  de la  fo r m u le  ( 1 0 ) ,

(12) ' 2 cosnV =  U„— U„_2.

L e  d é v e lo p p e m e n t  de cosrcV  se t ro u v e  a in s i  ram e n é  à c e lu i  de la  fo n c tio n  U„ 

c o n s id é r é e  au  n u m é ro  p r é c é d e n t .  N o u s  p o u v o n s  p o s e r ,  en a y a n t  ég ard  à l ’ e x p r e s 

sion  ( 9 )  du  p o ly n ô m e  Ufl e t  à ce  q u i a été d it  d u  d é v e lo p p e m e n t  de

( b )  U„ =  R(0% +  2 2 ] Ri"o’ cos i x  2 2 ] R ‘0"} cos j y  +  4  R $  cos ¿a; cos j y  ;

RV'j sera de la  form e ( i  i )  e t  le s  in d ic e s  i  et  y  r e m p lis s e n t  les  m ê m e s  co n d it io n s  

q u e  d an s la  fo r m u le  ( a ) .
L a  re la t io n  ( 1 2 )  d o n n e ra

(c) 2 Q[ÿ — R ÿ  — R (/A“2).

L es fo n c tio n s  R ‘"j s ’e x p r im e n t  trè s  s im p le m e n t ,  c o m m e  on va le  v o ir .
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CHAPITRE XXVIII.4 4 8

1 9 3 . On tro u ve ,  p a r  le  c a lc u l  d ire ct ,

a =  p cosa; 4- veos / ,

2 o·2 =  p 2 H- V2 +  p 2 COS 2 X  4- V2COS2/ 4- 4f¿V COS;» e o s / ,

4 o·3 — 3 p(p 2 4 - 2v2) eos# 4 - p3 eos3 a;4 - 3 v(v2 4 - 2p2) eos/ 4 - v3cos3 /  

4 - 6 p2v eos 2 a? eos/ 4 - 6 pv2 eos# eos 2/,

8 o-4 =  3 (p4 4 - 4 p2v2 4 - v4) 4- 4 f* 2 ( fA2 4 - 3 v2) eos2 x  4- p4cos4 #

4- 4 v2(v2 -i- 3 p2) eos2 /  4- v4cos4 /  4 - 24pv (p2 4- v2) cosa; e o s /  

4-12 p2 v2 eos2¿c eos2/ 4- 8 p3 v eos3 x  eos/ 4- 8 pv3 eos# eos 3 /,

Si l ’ on porte  ces v a le u rs  de a·, a 2, a 3, cr4, . . .  dan s les e x p r e s s io n s  ( 9 )  d e s  p o 

ly n ô m e s  U , , U a, U 8, U*, . . .  et q u e ,  dan s la  fon ction  "*F(p.2, v 2)  q u i  f ig ure  dan s le  

term e g é n é ra l
p W ( p 2, v2) cosî x  cosjy ,

on re m p la c e  ¡a p ar  1 —  v, on tro u v e ,  a p rè s  des tran sform ation s fa c i le s ,

U j =  2p cosa; 4 - 2v cos/,

U2=  (1 — 2 v )2 4 - 2p2cos2a; 4- 2v2 cos2 /  4- 3 pv cos# cos/,

U3=  2p(i — 3 v)2 cos a: 4- 2 p3 cos 3 a; 4- 2 v (2 — 3 v)2 cos/ 4- 2v3 cos 3/

4 -12p2v cos a x  co s/  4 - 12pv2 cosa; cos2/,

U *= (i — 6 v 4 - 6 v2 ) 24 -  2p2(i — 4^)2cos2# 4- 2p4cos4# 4- 2v2 (3 — 4v)2 cos2/
4- 2 v4 cos 4/ + 16 pv3 cos a; cos 3/ 4- 2 4psv2coS2#cos2/ 4- i6p3v cos 3 a; cos/,

L ’in s p e c t io n  de ces  v a le u r s  p a r t ic u l iè re s  d es  p o ly n ô m e s  U„ m ’a c o n d u it  à 

p e n s e r  q u e  R™ e s t  égal au  p r o d u it  de p . V  par le  c a rré  d ’u n  p o ly n ô m e  e n tie r

en v, de d e g r é  n ~ - 1— - ·  J’ ai r é u s s i ,  dan s m on  M é m o ire  d é jà  c ité  ( Sur les p er

turbations d e  P  a lla s ) ,  à p r o u v e r  q u e  c e la  est  b ie n  g é n é r a l ,  e t  j ’ai p u  d o n n e r  en 

m ê m e  te m p s  l ’e x p re s s io n  du  p o ly n ô m e  en v, q u i  se t ro u v e  être  u n  d es  p o ly 

n ô m es de J a c o b i,  c o n te n u s  c o m m e  cas p a r t ic u l ie rs  d an s  la  sé r ie  h y p e rg é o m é -  

tr iq u e .

Ma d é m o n stra t io n  rep o se  s u r  les  p r o p r ié té s  de la sé r ie  h y p e rg é o m é tr iq u e  

d o n n é e s  p a r  G a u s s ;  e l le  e s t  r ig o u r e u s e ,  m ais  c o m p l i q u é e ;  M. S t ie l t je s  ( Comptes 
rendus d e l ’A cadém ie des Sciences, t. X C Y )  en  a d o n n é  d e p u is  u n e  a u tre  très 

s im p le ,  q u e  je  va is  re p r o d u ir e .

1 9 4 . M. S t ie l t je s  r e m a r q u e  q u e  la fo rm u le

„J . 5Jv =  cos2 -  cos # 4- sm2 - cos y 
2 2 J
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SUR LE DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 449
est  un cas p a r t ic u l ie r  de la su iv a n te

a —  cos4̂ cosi]/cos« +  sinip sin(J/ cos/,

q u a n d  on y  fait

+ =  +' =  -·*
2

On p e u t  d o n c  p ren d re

(14) <7 =  a cosi j ;  c o s « - H  bsi nt j ;  c o s / ,

(15) a^cos^') b =  sintj/.

Il fa u d ra  v o ir  ce  q u e  d e v ie n t  le p o ly n ô m e  U„ de d e g ré  « en a- défini par l ’une 

des fo rm u le s  ( 9 ) ,  q u a n d  on y  re m p la c e  g p ar  sa v a le u r  ( iZ j)  et q u ’on d é v e lo p p e  

le  r é s u lta t  su iv a n t  le s  c o s in u s  des m u lt ip le s  de x  et / .  On va  c h e r c h e r ,  en p a r

tan t  de l ’ é q u a tio n  d if féren tie l le  q u e  vé rif ie  le  p o ly n ô m e  U„ co n s id é ré  c o m m e  

fo n c tio n  de a ,  à fo rm e r  u n e  é q u a tio n  a u x  d é r iv é e s  p a r t ie l le s  p o u r  U„ en visag é  

c o m m e  u n e  fo n c tio n  de x  e t / ,  à l ’a ide  de la fo rm u le  ( 1 4 ) .

On tro u v e  im m é d ia te m e n t

dVn

d ^ 2

d « 2

d2U„
d/ 2

d ü „
=  (— a sim]/cos« +  b costjj cos/)

<P\}„
=  (— a sin(p cos« +  b cos41 cos/)2 ^ 2" — (a cost]; cos« b sin^ cos/)

2 2 1 - 2  lira , d\Jn—  a2cos2it sin2« - y - -----a cosw cos« —/ S
T a j2 T cia

//2TT d  TT
=  b2sin2ij; sin2/  — b sim]; cos/ ~ ^ - ·

r fü .
da ’

On a d ’a i l l e u r s ,  p a r  la  d e rn iè re  d es  fo r m u le s  ( 9 ) ,

n  ( n  +  2 ) U„ =r [ ( a cos ̂  cos «  +  b simp cos/)2 — 

+  3 ( a cos ip cos« - t-  b sim]* cos/)

O
d* U„

da2

d ü „

d a

On en c o n c lu t  san s  p e in e ,  en te n a n t  c o m p te  de la re la t ion  a 2 -+- b 2 =  1,

d2U„ I d2Ure , I d2U„
n  ( n  -|- 2) U, -t-

d^2 cos2^ d « 2 sin2ij/ d / 2

&  U„
=  ( —  1 +  a2 c o s 2«  +  b 2 c o s 2/  -1- a 2 s i n2«  -t- b 2 s i n2/ )  ^

2 a cosd/ cos« +  2 b sin d» cos y ------ -̂r c o s « ----- Î-r  cos y 1 ——
T t j  COsij; simp J  )  da

y \ dl L»

T. — I.

. , a b \ . , dUB
: COS 2 J; -------r  C O S « -------. r COS r  —y- —  —  2 COt 2 d* —r-ï— ·

T \cosip , simp J  J  d a  dp

57
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CHAPITRE XXVIIÎ.4 5 o

On a a in si  l ’ é q u a tio n  c h e r c h é e

I d2U„ , ! d * U n(16) d2 U„ 4 . ¿U 
' 2 C0t2 ^

<ty2 cty cos2^ dai2 . sin2^ d y 2
+- « ( «  +  2 )[]„  =  o.

U„ est  un p o ly n ô m e  e n tie r  en <r; une p u iss a n c e  en tière  et p o s it iv e  q u e l

c o n q u e  de
a =  a cos41 cosa; +  b sin^ co s j

se c o m p o s e  des te rm e s  de la  fo rm e

(a cosi|')ÎH"î/’ (b sin4l)'/+2il'cosia; cos j y  

—  (j _  sin2^)^ sin2̂  x  cos1'^ sim'41 cositc cos j y .

On en c o n c lu t  q u e  U„ est de la  form e

(17) U„ =  4 £  ïi'y cos'^ sin·'' 4* Costa; cos j y ,

où T^j est  u n e fo n c tio n  e n tiè re  de s i n 2 ^ et aussi  de a et b ; la d if féren ce  n — i — j  
est p o s it iv e  et  p a ire .

S i  l ’on p o rte  cette  e x p re ss io n  de Ure dan s l ’ é q u atio n  ( 1 6 )  et q u e  l ’on é g a le  à 

zéro  le  c o e ff ic ie n t  de Costa; c o s / y ,  on tro u v e ,  a p rè s  ré d u c t io n ,

¿ 2Tj.;ÿ ifT'·“·’
[ ( 2/  4-1) cos2^ —  ( 2 1 +  1) sin2̂ ] — —

dty* s i n ^ c o s ^ 1 J '  T TJ dty

H- (n — i  —j )  ( n  +  i  + j  + 2 )  T ¡ j  - o.

On p e u t  enfin p oser , d ’ap rès ce q u i  a été d it ,

sin2 4' —  f,

et l ’ é q u a tio n  p r é c é d e n te  d e v ie n t

rJzTW d T W  1

(18) (t2—  t) [ (*-i-y-1-2) —̂ C/-+-i)] —j j -  +  £ (i’ + y  — w)(t’+ y +  tn-2)T'-“j = o

ou  en core  

0 9 )

en fa isant

dT (»)
f j

O 2-  ~d?  +  [(« +  i3 +  0 1 -  y] - j r  +  « P T S
d'\y>

dt ij

i + j  —  n
a. = -------------)

a i  - h  / -h  n +  2 
P — -------------------->(20)

2 y = 7  +  1 ·
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SUR L E  D É V E L O P P E M E N T  D E  L A  F O N C T I O N .  P E R T U R B A T R I C E . 4 5 l

N ous savon s q u e  l ’on a

T'/ÿ =  A(0) +  A<‘) t +  A(2) i2 + . . .  — ^  A M  t>>,

avec u n  n o m b re  l im ité  de term es au  se con d  m e m b re .

Si n o u s  s u b s t itu o n s  cette  v a le u r  de T ("î dan s l ’ éq u a tio n  ( 1 9 ) ,  n o u s  tro u vero n s ,  

en ég ala n t  à zéro  le  co e ff ic ie n t  de tp,

i l  en ré s u lte

(p  +  i ) ( / H -  y) A U '- ·-1 ) =  (p -t- a) (p 4 -  (3) A ( p > ;

(21) T iÿ  =  Af«> [
«.(3 

T 7y
a (oc -4- 1 ) (3 ( ¡3 - h  1 ) p

i . 2 . y ( y  +

On r e co n n aît  dan s le s e co n d  m e m b r e  la série  h y p e r g é o m é t r iq u e  F ( a ,  [3 , y ,  t ) ,  
ce q u i  d eva it  ê tre ,  p u is q u e  l ’ é q u a tio n  ( 1 9 )  n ’est  autre  chose q u e  l ’éq u ation  d if

fé r e n tie l le  l in é a ire  q u e vé rif ie  la  sé r ie  h y p e r g é o m é tr iq u e .

N ous é c r iro n s  C' au l ie u  de A (0), de sorte  q u e ,  en te n a n t  c o m p te  d es v a le u rs  (2 0 )  

de a ,  (3, y ,  la  fo rm u le  ( 2 1 )  d e v ie n d ra

(2 2 ) T ÿ rrrC 'F -./ — n i + j  +  n-
‘ ) j  +  1, s in 21

G' est u n e  fo n c tio n  de a et  b ,  d on c  de tj/· On a dit  p lu s  h a u t  q u e  n  —  i —j  est 

p o s i t i f  e t  p a ir ;  i l  en r é s u lte  q u e  l~+ J ~  e s t  a u n  n o m b re  e n tie r  n é g a t if .  

Si l ’on se re p o rte  à la  fo rm u le  ( 2 1 ) ,  on v o it  q u e  F  r e p ré se n te  ic i  u n  p o ly n ô m e  de 

d e g ré  ~  n en  s in 2 im

p o s o n s  p o u r  u n  m o m e n t

(23  ) S ÿ  =  TSÿ cos t̂p sin·7' |  =  C' cos1' i|/ F

la fo r m u le  ( 1 7 )  n o u s  d o n n e r a  

(•2 4 ) U „  =  4 2 ]  S W  c o s  ¿ . » c o s / / .

O r l ’e x p re s s io n

<? — cos^cosij/cos.» 4- s i n ^ c o s j

reste  la  m ê m e  q u a n d  on é c h a n g e  e n tr e  e l le s  l e s  le t tr e s  ^ e t  i|/ ; i l  d o it  en ê tre  de 

m ê m e  de U„ e t ,  par s u ite ,  de S f j .  On a u ra  d o n c ,  en se r e p o rta n t  à la for-

+ ./ 1 + 7  -t- n -+- 2
j j + i ,  sin2ip
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4 5 2  CHAPITRE XXVIII.

m u le  ( 2 3 )  et  d é s ig n a n t  par C c e  q u e  d e v ie n t  C' q u an d  on y  re m p la c e  <|/ par

„, ... . , ,  _ / i  +  /  — n  i-\ -  f  +  n - h  2 . . . .G'cos1̂  Fl ---------- j ----------------- j j  -+- 1, sin-41

=  C cos^'sin^ij/F/^ÎLZ— -> +  n +  2> j  + 1 ,  sin2^  ;

d ’où

; . f . ; » / T< / i  "H / --  ft ¿ J ft H“ 2
cos'ij/sin îJ/Fl— -----j -----— -------- >J r +  i , sins

. · ,  . . . tv / ¿ ”H / —  ft  l  f  I l -h 2 . » o ícos1y sin' <pF(------------- >----- 1-------------y j  h-  i, sin2y

L e  p r e m ie r  m e m b re  de c e t te  éq u a tio n  est u n e  fo n c tio n  de <J/ s e u l ;  le  secon d  

ne  d é p e n d  q u e  de ip; et  <j/ so n t  a rb it r a ir e s ;  d on c  c e s  d e u x  m e m b r e s  d o iv e n t  

être é g a lé s  à u n e  con stan te  in d é p e n d a n te  de ^ et  <]/. D é s ig n o n s- la  par c ‘"j et nous 

a u ro n s

C'= c$ cosl'ij/sin'\{/F (^ -t¿— - >  ■2, y H - 1, sin2̂ ,

après quoi la formule (28 ) donnera

( 2 5 )
sirJ= ci^(cos + cos+,)i(sin^sin^yF(,-î-iZ— l_ ± J _ ± l l ± l , j  +  h sin2̂

v^ u / l +  y —  n ! + y  +  « +  2  . .
X  F ( ------------------- y ----------------------------- >./ + 1 , s i n 2 ^

Il n ’y  a p lu s  m a in te n a n t  q u ’ à su p p o s e r

la  fo r m u le  ( 2 4 )  c o ïn c id e r a  a v e c  ( b )  e tS-"j  a v e cR -" j;  on a u ra  d on c

R<»! =  ci»; (co s2 \ y  (sin2 í y  F2 (*> {  ” , *-—  n  1 + j  +  n  -+- 2 . J
;  > y + i ,  sin2 -

ou  b ien

(d) ^ — »
i + j  —  n  i + y  +  n +  2

’ 7  +  1 , v ).

C ’est  la  fo r m u le  c h e r c h é e ;  e l le  e s t  b ie n  de la  fo rm e  in d iq u é e  p ar  l ’ in d u c t io n .  

Il ne  reste  p lu s  q u ’à t ro u v e r  l ’ e x p r e s s io n  d e  la  c o n s ta n te  ci"’ .
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SUR LE DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 4 5 3

1 9 5 . C h e rc h o n s  le  te r m e  d u  d e g r é  le  p lu s  é le v é  en v dan s R'.'” , quand on y . 

re m p la c e  p. p a r  sa v a le u r  1 —  v. On v o it  a is é m e n t  q u e  le  te rm e  de d egré  le  p lu s  

é le v é  en v dans

P /  i 4 - , /  —  n i +  y  +  w  +  a

est

( - 0

1 4 - . /  -H n
4 -  1

1 4-,/ 4- n
2 ) . . .  n n- i- j  
/ „ 2

' (,/ +  l ) 0 ' + 2 ) . . .
,/ —  *■

n — i — j
II( « )!!( ./)

n
«  4 -  « H- y

n —  1— / 

V i ,

où l ’ on a posé d ’ u n e  m a n iè re  g é n é ra le

1 . 2 . 3 . . .  ? =  II(î ).

L e  te r m e  de d egré  le  p lu s  é levé  en v d a n s  R'"j se ra  d o n c ,  d ’a p rè s  (</),

cftî (— i p V

e t  l ’ on p o u rr a  é cr ire

ü » = 4 v" 2 ( ·

i )w
1 4 - /

vn-i-j ̂

l V c M  T ________n ( W) n (·/) '

' > ( “ > ( "
ÇOSix  COS j y  4-Tfî»! V" - 1 4-lft>sVn-2-

On a, d ’a u tre  p a rt ,

r  n ( n  —  1 ) .  1U „ = 2 re <7" ------ --------- -<Jn~ 2 - h .  . . ,
L 2 . 2  n  J

<7 =  p c o s a  4 -  v c o s y  =  c o s a  4 -  v ( c o s y  —  c o s a )  .

On en conclut

(27) U „ =  2re(c o s y  —  cosa?)"vre-i-G 1-u'l- 1 4 - S 2vre- 24 - .  · · ; 

si l ’on co m p a re  les  ex p re ss io n s  ( 2 6 )  et  ( 2 7 )  de U„, on tro u v e

(28) 2" (c o sy  —  c o s # )re =  4 ^  (—  i p c i j

de so rte  q u e  le  c a lc u l  d e s  coeff ic ien ts/ c'(j se t ro u v e  ra m e n é  au  d é v e lo p p e m e n t  

de ( c o s y —  c o s a ;)"  s u iv a n t  les c o s in u s  d e s  m u lt ip le s  de x  e t  y .

U ( « ) U ( ./ )

n
n 4 - i + J

n
n — 1 4 - ,/

i
cos i x  cosj  y,
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P o s o n s

( 2 9 )  2"  ( c o s j  —  c o s æ ) "  =  4 ^  W J  c o s æ̂  cos/j,  

et n o u s a u ro n s

(30) f W —  i —  1 y  ai») \ 2___ !  x 
|_ n ( n ) U ( y )

—  i + J

N o u s a llo n s  c h e r c h e r  les  co eff ic ie n ts  h f j .  
On a

2W(C0SJ — COS^)" r r  ( 2SÎn ^2SÎn ^

/ x + y r r x + y /~i\n / x ~y
=  ( - i ) » ( E ~ ' ^ - E " ~ v̂ ) ( e ~ ~

v - x-= ?J = ^ n- E

O r la fo rm u le  d u  b in ô m e  d on ne

■ “ E  1 f f ( p ) H ( Pr E

n ( n )

(p) H ( Pi )

P’~ P»/
( r ^ ^ - E - ^ ) ’ -  T  (— i)pi - n (” >—V / - Z i 1 ü(p')U(pi)

les  n o m b r e s  p et p)( p' et p', p r e n n e n t  to u te s  les v a le u rs  e n t iè re s  et p o sit iv es  v é 

rif ian t  le s  co n d it io n s

( 3 i) p +  pi =  > h  ? '  +  P', =  «·

On c o n c lu t  de ce  q u i  p ré c è d e  

( 3 . )
. . . . . . . T  ( - ■ ) ■ + < > ,- p < [ ! ! ( ,■ )]■  E > - f . - p - P i r / = î ^

P o u r  t ro u v e r  dan s le  secon d  m e m b r e  le  term e en cosfa? c o s y ÿ ,  i l  fa u t  p o ser  les 

é q u a tio n s

( 3 3 ) P - P i  +  P ' — p', _ ± I . p —  Pi —  p'-l- Pi _
± . / ;

si on les c o m b in e  avec  lés é q u a t io n s  ( 3 i ) ,  on en tire

n ±  i ±  1 , n ±  izn. r
p  —  -------------> p' =  ·'------
r  2 r  2

r  2 r i  2
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sur le développement de la fonction perturbatrice. 4&o

L es te rm e s  c o n s id é ré s  dan s le  se con d  m e m b re  de la  fo rm u le  ( 3 2 ) p o u rro n t  

s ’é cr ire

I ) 1'
[ÏI (/ i ) ] 2

JJ(('a!4-yy) _|_

. ^-(ix+jy) *Ci _|_ ^

la so m m e  d e s  q u a tre  e x p o n e n t ie l le s  est  é g a le  à 4 c o s i x  c o s / y  e t  la fo rm u le  ( 3 2 ) 

d on n e

( 3 4 ) AW =  ( - i ) * -
n  ( ” ±  l + J )  n  p - i . - / )  n  ( ” + 2* - / ) n  f +■/

11 c o n v ie n t  d ’ e x a m in e r  à p a r t i e  cas  de j =  o ;  on t ir e  a lors  des é q u a tio n s  ( 3 i )  

et ( 3 3 )

n ± i  . n z n  i
P =  P — ■ ’ P ' - . P * -  —

on a u ra ,  d an s le  se co n d  m e m b r e  d e  l ’ é q u a tio n  ( 3 2 ) ,  à c o n s id é re r  le s  term es

( —  I ) 1'
[ n e « ) ] *

. ( E W - i - i - E - ^ f - - 1) ;

la  so m m e  d es  d e u x  e x p o n e n t ie l le s  est  ég ale  à 2 c o s î « ,  e t  il v ie n t

[ n ( n ) P
( 3 5 )

on tro u v e ra it  de m êm e

( 3 6 )

lAn) —  _ /__, \ i  __________________________

/¿'H
[ n ( » ) ] 2

0 , y  '

Il reste  enfin  à c o n s id é r e r  le  cas de i =  o  a v e c 7  =  0 ;  le  te r m e  co n s ta n t  du 

se con d  m e m b r e  de la  fo rm u le  ( 3 2 ) est

[ n  ( » ) ] *

[”(î)r
et  l ’on tro u ve

h w  -
'*■ (),O *

[n (M P

[»œr
( 3 7 )
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CHAPITRE XXVUI.456

Il es t  p o s s ib le  de d é d u ire  les  fo rm u le s  ( 3 5 ) ,  ( 3 6 ) et ( 3 7 )  de la  fo rm u le  ( 3 4 ), 

en y  su p p o s an t  n u is  l ’ un ou  l ’ a u tre  des in d ic e s  i  et  j ,  ou  tou s  le s  d e u x  ; i l  suffit 

en effet d ’é c r ire  c o m m e  il su it  la fo rm u le  ( 2 9 ) ,

2'* (cos y  — cosx )n =  4 2 ] ¡Aj co s «a; cos j  y  4- 2 JT A cos ix  4- 2 cos j  y  4- A1,,"1,, ;

on a d ’a i l le u rs  opéré  a in s i  dan s l ’é q u atio n  ( b ) .
L e s  fo rm u le s  ( 3 o )  et ( 3 4 ) d o n n e ro n t

n — i 4 -7 "^

[ n ( j ) p n ( " ^ l2 ~  J'\ n ( ” · j . \ ’

(
n n

cette  fo r m u le  e s t  g é n é ra le ,  à la c o n d it io n  d ’y  r e m p la c e r  I I (o )  par 1.

L e s  re la t io n s  ( c ) ,  ( d ) ,  ( e )  fe ro n t  d on c co n n aître  e n t iè r e m e n t  les q u a n 

tités  Q ‘j .

1 9 6 . S i  l ’ on c o m b in e  le  d é v e lo p p e m e n t  ( 3 ) a v e c  l ’ exp ress ion  ( c )  de c o s n V ,  

on v o i t  q u e  la fo n c tio n  ^ se c o m p o s e r a  d ’ u n e série  de term es de la  fo rm e

2«M") Costa; cos j y  — «A® O») cos (ta ; + 7 7 ) 4 -  JU 'I> cos (ta ; —j y ) ,

ch a c u n  de ce s  te rm e s  éta n t  m u lt ip l ié  p a r  u n e  fo n c tio n  co n n u e  de J. Il fau t  

a rr iv e r  à d é v e lo p p e r  tou tes  ce s  e x p re ss io n s  s u iv a n t  les  p u is s a n c e s  de e et  e ' ;  on 

c o m m e n c e r a  p a r  s u p p o s e r  e  =  o ,  e ' =  o ,  ce  q u i  d o n n e ra  r =  a ,  f  — a ' , v =  /, 

(/ =  oc =  l' — l  — x '4 -  t  =  V —  X, y  — V 4- / —  %' —  % =  V +  X —  a t ' ; le  te r m e  

cos ( i x  4- j y )  d e v ie n d ra  d on c

( 3 8 ) A<"> cos [( i + j ) l ' - { i - j ) l  — 2j  T' ] .

Il fa u d ra  m a in te n a n t  re m p la c e r  a ,  a', X, V r e s p e c t iv e m e n t  p ar

fl +  ax, a '-t-a 'x ', X +  y, ¿'4- y',

x ,  y ,  x '  et y '  é ta n t  les  q u a n t i té s  c o n s id é r é e s  au  n° 9 3 .

L ’ e x p r e s s io n  ( 3 8 ) es t  de la  m ê m e  fo rm e  q u e  c e l le  d on n ée  p o u r  R 0 p ar  la  fo r

m u le  ( 1 9 )  du  n° 1 1 9 . N o u s  r e n tro n s  d o n c  d an s u n e  q u e s t io n  c o n n u e ,  q u i  ne 

p ré se n te  p lu s  de d if f ic u lté ,  et le  p r o b lè m e  th é o r iq u e  q u e  n o u s n o u s  ét ion s p ro 

p o sé  p e u t  être  c o n s id é r é  c o m m e  réso lu .

1 9 7 . L o r s q u e  le  r a p p o r t  p  e s t  assez  p e t i t ,  c o m m e  l o r s q u ’ il s ’a g it  des p e r tu r-
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SUR LE DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 4 ^ 7

b â tio n s  do P a l las  p a r  S a tu rn e ,  il c o n v ie n t  de d é v e lo p p e r  ^  su ivan t les p u iss an ce s  

de p ·  L e s  fo r m u le s  ( 3 ) e t  ( 8 )  d o n n e n t

p o u r  r é so u d re  la q u e s t io n ,  il n ’y  aura  q u ’à t ro u v e r  ce  q u e  d e v ie n t  le  p o ly n ô m e  

P „  de L e g e n d r e  q u a n d  on y  r e m p la c e  <r p a r  son exp ress ion  ( 2 ) ,  le  ré s u lta t  

d evan t être  d é v e lo p p é  s u iv a n t  les  c o s in u s  d es  m u lt ip le s  de x  e t  y ;  c ’ est ce  q u ’a 

fa it  H an sen d an s le  tom e II d es  M émoires de la  Société R oyale des Sciences de S a x e .  
M. C a y le y  a d on n é  d ep u is  u n e  autre  d é m o n stra t io n  des fo rm u le s  a u x q u e l le s  était  

arr ivé  H an sen , d an s  le  tom e X X V I I I  d es  M émoires de la  Société R oyale astrono
m ique.

N o u s su iv ro n s  une m éth o d e  to u t  à fa it  a n a lo g u e  à c e l le  e m p lo y é e  d an s les  n u 

m éros  p r é c é d e n ts ;  n o u s  p o u rro n s  fa ire  tou t  d ’a b o rd

(/)  P„(cr) =  A','?,, -+- 2 £  A1#  cos i x  +  2 %  A cos j y  4 - 4 ^  A<$ cos i x  cos y'/,

où A ' j  est  une fo n c tio n  de J. Il y  a l ie u  m a in te n a n t  de c h e rc h e r  à fo rm e r  un e 

é q u a tio n  d if fé re n t ie l le  q u e  vé rif ie  la fo n c t io n  P „,  e n v is a g é e  c o m m e  d é p e n d a n t  de 

x ,  y  e t  J. On tro u v e  sans p e in e

dP„ 1 · t/ . d P n
—tt" =  -  s m J ( c o s y  —  c os î f ) —=— 7
OJ 2 ' S  > rlrr

<PP « I

d a

d P „ , d ‘l P n=  -  cos J  ( c o s /  — cos a;) - g  +  ^ sin* J  (c o s / -  cos x f

d %P n d P n * \ d 1 P„------ — —- u .c o s œ  — -----h u P (i —  cos-¿f ) —z——,
1 d (7 aaÂ

d P a 9 , 9 , «PP,,
' d ÿ  -  ~  v cos^  M 7 + V { 1 -  0 08  ^  ·

dx*

d2 P *

On a d ’a i l le u r s ,  p a r l a  d e rn iè r e  d es  fo r m u le s  ( 8 ) ,

d P  dP- P1 (n 4- i ) P „  =  2 (¡j. c os  ¿s 4 -v c o s / )  - — ■ -+- (fjt2 c o s 2 x  +  2[xv c o s x  c o s  y  4 -  v2 c o s 2 /  — i )  ^  "  ■

On t ire  a is é m e n t  d e  là l ’é q u a tio n  c h e r c h é e

d2 P„ T dP» i d2P„ i d2P„ . - ,
' ■ cotJ -W5 4 ------ ^ 4 ----- 4 - « ( « 4 - i ) P n= o .<?J2 d J  fl d x % v d y

S i  l ’ on su b s t itu e  dan s cette  é q u a tio n  l ’e x p re ss io n  ( / )  de P„ e t  q u ’on ég ale  

T. -  I. ' 58
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4 5 8  CHAPITRE XXVIII.

à zéro le c o eff ic ie n t  de cos/a; c o sj y ,  il  v ie n t

(4o).
æ m  , r d m

’ 'J '-COtJ l,J
d p dJ

■ [*(« +  , ) -  i - ' L j  =  o.

On v o it  d ir e c te m e n t  q u e A -0  d o it  c o n te n ir  le  fa c te u r  p / V  ; il y. a d o n c  l ie u  de 

faire

E n  s u b s t itu a n t  dan s ( 4 o ) ,  i l  v ien t ,  ap rès d es  r é d u c t io n s  fac i les ,

1 [(2i’ +  2./ +  0  C0SJ +  2J —  2 i ] —y jy  +  (« —  * —  j ) ( n  +  7 + J  +  0  H y 1 =  °·

N o u s re g a rd e ro n s  B'"j c o m m e  u n e  fonction  de v =  s in 2 -  et n o u s  tro u v e ro n s  

a is é m e n t  q u e  l ’é q u a tio n  p r é c é d e n te  d e v ie n t

¿RI»!
+  [2 ( î + j  +  I) V —  2 j  —  i] +  ( î + y  — «) (« +  i +./ +  0  B ‘“j =  o.

c p n w
( v - v ) ^

C ’ est l ’ é q u a tio n

d? F  ¿¿F
(v2— v) ^ r  +  [(« +  P +  Ov — y]^-+«PF =  o

de la sé r ie  h y p e r g é o m é t r iq u e ,  en p ren a n t

a — i + j  — n, ¡3 — i 4- j  4- n 4- 1 , y =  2 / 4- 1.

On aura  d o n c ,  en d é s ig n a n t  p ar  k f j  un c o e ff ic ie n t  n u m é r iq u e ,

(,g ) A '“ ·1 — k t] lxivJ F ( 7 + ,/  — «> *+ ./  +  77 7l· I, 2  y 4 - I, v).

Il re ste  à t ro u v e r  l ’e x p re s s io n  de kfj-, i 4 - y  — n éta n t  égal à u n  n o m b re  e n tie r  

n é g a t i f  p a ir ,  F  e s t  u n  p o ly n ô m e  e n tie r  en v, dan s le q u e l  le  te rm e  d u  d egré  le 

p lu s  fort  est

( _  j yi-i-j (7 + ■ / +  77 +  0 ( * ' + · /  - t -  77 4~  2 ) . . .  2 / 1

(2/ 4- 1) (2/ +  2 ) . . .  (n —  1 4- j )
vn-i-j,

d ’a i l le u rs ,  le  te r m e  de d e g ré  le  p lu s  é le v é  dan s p . V  =  ( i  —  v ) lV  est  ( — I ) iV +·, ; 

le  te rm e  d u  p lu s  fort d egré  d an s A;"] se m e t  d ès  lo rs  a is é m e n t  s o u s  la fo rm e

I I ( 2 n ) 1 1 ( 2 ./)

et l ’ on en c o n c lu t

1 1  ( «  4 -  i 4 - y  ) I I ( n  —  1 4 - y )
vre,

( 4 0

ü ( 2 rt) 1 1 ( 2 ./)

l ( n  4- i 4-7) 1I(/î ¿ 4 -  y)

+  Di>j v « -14 - DV, v " - 2 4 - ___

— cosîæ; cosyy
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SUR LE DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 4 5 c

On tro u ve ,  d ’a i l le u rs ,  en re m p la ç a n t  d an s

^»(o·) =  2 "
_  oB i . 3 . . . ( 2 r a - i )  r · _  n ( h - i )  ^  

i . 4  · · · 2 n L° · ---------7----------------\ a2(2 n  — i) - · ]

1 -J- 3 '„  v « ~ 2

a- p ar  c o s x  +  v ( c o s /  —  c o s . r ) ,  e t  a y a n t  égard  à la  fo r m u le  ( 2 9 ) ,

(42) P „ (a ) =  4 ^  'S  M") cos^ cos7>  +  v'i_

La c o m p a ra is o n  des e x p r e s s io n s  ( 4 i )  et ( 4 2 )  d on ne

/.(«! _  / tl(/i +  t+ ,/)II(n  — i + j )
—  < 2 2,in ( 2y )  [ H ( « ) ] 2

et,  en r e m p la ç a n t  p a r  sa v a le u r  ( 3 4 ) ,  il v ie n t  f in a le m e n t

( h )  * $  =  ■
II(«  +  i  - h j ) H ( n  — i  -+-,/)

n ( 2j ) j l ( >l ± I ± l )  n (^ = Ü ^ ) n f ~Z ) n f

L e s  fo r m u le s  ( / ) ,  ( g · ) ,  ( 4 )  ré so lv e n t  la  q u e s t io n .

1 9 8 . L e  d é v e lo p p e m e n t  de la fo n ctio n  i  se co m p o s e ra  d o n c  d ’u n e sé r ie  de 

te rm e s  de la  form e

j /·"
\  p ï ï i  COS ( i x  j  y  )."pir+i cos i x  cosy >  =  2 y ïjî+ ïcos ( * *  + / / )

Si l ’on r e m p la c e  ¿r e t  y  r e s p e c t iv e m e n t  p ar

v
w '  —  w  H -  xü' —  r ' —  ( n s  —  r ) ,  w '  +  w  -+- m ' —  r ' - h  ro —  t ,

on v o it  q u ’on se ra  ram en é  à t r o u v e r  le s  d é v e lo p p e m e n ts  p é r io d iq u e s  de

„ sin . . . . .  
r n ( i ± i ) w , 

cos v J J ’

1 sin
r ' n + 1 cos

( i ± j ) w ' ;

on a o b te n u  c e s  d é v e lo p p e m e n ts  d an s  le  C h ap itre  X Y .

1 9 9 . L e  d é v e lo p p e m e n t  de la fo n c tio n  p e r tu r b a tr ic e  a d on n é  l ieu  à un très
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CHAPITRE XXVIIK SUR LE DEVELOPPEMENT, ETC.4 6 o

g ra n d  n o m b re  de t r a v a u x ;  il n o u s  est é v id e m m e n t  im p o s s ib le  d ’en ren d re  

co m p te .  N ou s n ous b o rn e ro n s  à c i te r  les  M ém oires su iv a n ts  :

C auchy. — O E u v r e s  c o m p lè te s , i ie série, t. V, plusieurs Mémoires.
V. P uiseux. —  J o u r n a l  d e  M a t h é m a t iq u e s , 2e série, t. Y  et VI, trois Mémoires.
B ourget. — A n n a le s  d e  V O b s e r v a to ir e  d e  P a r i s ,  t. VII.
G .- W . H ill . — O n  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  th e  p e r t u r b a t i v e  f u n c t i o n  i n  p e r i o d i c  se r ie s .

S. Newcomb. — D e v e lo p m e n t  o f  t h e  p e r t u r b a t i v e  f u n c t i o n  ( A s t r o n o m i c a l  P a p e r s , t. III). 
G yldèn . — U n d è r s ô k n in g a r  a f  T h e o r ie n  f o r  H im la k r o p p a r n a s  R ô r e ls e r ,  II.
0 .  B acklund . — Z u r  E n t w i c k e l u n g  d e r  S l o r u n g s f  u n c t io n  ( M é m o ir e s  d e  V A c a d é m ie  d e s  

S c ie n c e s  d e  S a i n t - P é t e r s b o u r g ,  7® série, t. X X X II).
R. R adau . — A n n a le s  d e  V O b s e r v a t o ir e  d e  P a r i s ,  t. XVIII.
B . B aillaud . — A n n a le s  d e  V O b s e r v a t o ir e  d e  T o u lo u s e , t. II.
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CHAPITRE XXIX. TRANSFORMATION DE HANSEN. 4 6 i

C H A P ITR E X X I X .

TRANSFORMATION DE HANSEN POUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

DES MOUVEMENTS DES PLANÈTES.

2 0 0 . H an sen a d o n n é  p o u r  les  é q u a t io n s  d if fé re n t ie l le s  des m o u v e m e n ts  des 

p la n è te s  u n e  tra n s fo rm a tio n  im p o rta n te  q u i  form e la  b a s e  d e  tous se s  tra v a u x .  

La force p e r tu r b a tr ic e  y  f ig u re  p ar  ses c o m p o s a n te s  S ,  T ,  W ,  rap p ortées  au  rayon  

v e c te u r  r  de la p la n è te  t ro u b lé e ,  à la  p e r p e n d ic u la ir e  au  ray o n  v e c te u r ,  d an s le 

p lan  de l ’ o rb ite  et à la  n o r m a le  au  p la n  d e  l ’o rb ite .  D ans l ’ordre d ’ idé es  q u e 

n o u s  avons a do p té  j u s q u ’i c i ,  il n o u s  p a ra ît  n a tu re l  de d é d u ir e  la  tran sform ation  

de H an sen d es  fo rm u le s  ( A )  du  n° 1 8 5 , d an s  le s q u e l le s  se t ro u v e n t  d é jà  les  c o m 

p o sa n tes  S ,  T , W ;  il n o u s  s e m b le  d ’a i l le u r s  q u ’on p é n è tre  ainsi assez  p ro fo n d é 

m en t  au  fo n d  d e s  ch o se s .

C o m m e n ç o n s  par ra p p e le r  c e l le s  d es  fo r m u le s  ( À )  ou de le u rs  c o m b in a is o n s  

q u i  vo n t  n o u s  s e rv ir  :

(a )

Æ2 =  fp f ( i - I - m) =  w2 a 3 , u =  w  -+- et— 9 , 

d e  m l

d l  p 

d (n s  — 0)

Aç/p[S siiuv 4- T ( cosm +  coswr)],

d l

dB m ! k\Jp  T„
=  — COSffl — -------------—  S cosw·

1 d t  p e  L
i -1—  i T sin w 

P I·
dq> m 1 k= ------ - W r  cosu,
d t  p y/jy

dB m ’ k  , , rsinm ~ r  — ------ - W r s i n u .
T d t  . p sJ],

R e m a r q u o n s  m a in te n a n t  q u e ,  d an s la m éth o d e  de la v a r ia t io n  d e s  c o n s ta n te s  

a rb itra ire s ,  le s  e x p re ss io n s  a n a ly t iq u e s  de cc, y> z > -¿¡j> ^r> son t les  m ê m e s ,
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CHAPITRE XXIX./,Ô2

dan s le  m o u v e m e n t  e l l ip t iq u e  e t  dan s le  m o u v e m e n t  t r o u b lé ;  il en sera  a in s i  

de r  e t ^ >  p u is q u e  r =  y/a?2 -hy2 -hz'2 est  u n e  fo n c tio n  de x, y , z. On v o it  d ’a i l 

le u rs  a is é m e n t  q u e ,  d an s le  m o u v e m e n t  e l l ip t iq u e ,  on a ^  =  ■ , na r e  s in « \  On 

a u ra  d o n c  aussi  dan s le  m o u v e m e n t  tro u b lé

p

dt y/j

O

( 2 )

->
i -t- e c o s  w 

dr k
-7 -  —  —  e s i n  w.
dt y/yj

dw
F o rm o n s  l ’e x p r e s s io n  de en d ifféren tian t  la re la t ion  ( 1 )  e t  te n a n t  co m p te  

de la  fo rm u le  ( 2 ) ;  n ous tro u v e ro n s

dw kdp . 1 dp'      * J  a c i  tl t t  >      L  .e s in w dt
de

e s i n  w---------- 4 -  c o s  w ry-r dt dt

R e m p la ç o n s  ~  e t  ^  p a r  le u rs  v a le u rs  ( a )  et n o u s  o b t ie n d ro n s  a p rè s  des t ra n s 

fo rm a tio n s  fac i les ,

( 3 ) '  I??  =  [ S  C°S ev — 1 -H -  j  T  srn ,

, ou b ie n ,  en a ya n t  é g a r d  à l ’e x p re s s io n  ( a ) de

( 4 )
d( w 4 -  et —  8)__k dp

dt
c o s  9

de

dt

2 0 1 . On est  am e n é  a in si  à in tr o d u ir e  d e u x  n o u v e l le s  v a r ia b le s  p et  cr, d éfin ies  

p a r  le s  fo rm u le s

( 5 )

( 6 )

da dd
d t = C° ^ d t '

v — w +  —  ô 4 -  a  =  u 4 -  ct.

L e s  r e la t io n s  ( 4 ) ,  ( 5 ) e t  ( 6 )  d o n n e r o n t  a lors

dp kdp ,  dp , r
( 7 )  Tt=~T^> ridï =  k^ '

d ’o ù, en d if fé re n tia n t  et r e m p la ç a n t  ^  par sa v a le u r  ( a ) ,

( 8 ) ? L ( r * ~
dt V dt k* T  /·.

C ’est  l ’ un e  des fo rm u le s  fo n d a m e n ta le s  d e  H an sen .
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S i  n o u s d if fé re n t io n s  m a in te n a n t  la  re la t ion  ( 2 ) ;  n o u s  tro u vero n s

dp r  k  . d e  k  d w  k  . d p=  —  sinw -7- -t- —  e cosw - 7 - ------- ■ = e suin'
d t  p  d t  ^Jp d t  i p  \]p d t

'm ettons p o u r  ^  et  ^  le u r s  v a le u r s  ( a )  et ( 3 ) ,  et i l  v ie n d ra

(9 )
dPr K1 m' „
-7— =  — ecosw '-H  ·—  a2S ;  
d t - i A p

la  co m p o s a n te  T  a d is p a ru  de ce t te  é q u a t io n ,  e t  c ’ e s t  là  un fa it  im p o r ta n t .

On p e u t  e n s u ite  r e m p la c e r  e c o s t v  p ar  sa v a le u r  £ —  1 ,  d é d u ite  do la  f o r 

m u le  ( 1 ) ,  ce q u i  d on ne

d ï t' k* p  /c2 _  m 1
d t 2 1<P S

ou b ie n ,  en v e r tu  de la  r e la t io n  ( 7 ) ,  

(10)
dP r  d v % k* _ m ’ 

~ d t P ~  r  d F '+  T2 “  ~p ’

c’ est encore une des formules fondamentales de Hansen.

S i  n o u s  in tr o d u is o n s  u n e  n o ta t io n  s p é c ia le  p o u r  r e p r é s e n te r  la  q u a n tité  

~  — h , les  fo r m u le s  ( a ) ,  ( 7 ) ,  ( 8 )  e t  ( 1 0 )  n o u s  d o n n e r o n t  d on c c e t  e n se m b le  de

relations :

(&)

d P r  

d t*  ’ d t '1
^  ^  _  m -'

1 ^  ,.2 — K a >

± ( r *  — —  yt2T r
d t \  d t )  —  p ’

( c) h  =
/c2   k

r 2 —  SI ?
d t

( d )

ÿ  =  —  A W r c o B ( p - i ) ,
d t  p · v '
dQ m 1 .

sincp ^  =  —  A W /' s in ( e  —  a),

c?cr dQ

T t = C0^ d t '

Ce sont bien les formules qui servent de base aux méthodes de Hansen.
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2 0 2 . Il est facile d’obtenir une représentation géométrique de l ’inconnue 

auxiliaire a.

Soient ( f ig . 22) NI et N, I les grands cercles suivant lesquels la sphère de

Fig. 22.

ray o n  1 es t  co u p é e  p ar  les p o s it io n s  du  p la n  de l ’o rb ite  a u x  é p o q u e s  t et  t -1- d t;  
la posit ion  l im ite  du  p o in t  d ’ in te rse c t io n  I de ces d e u x  g ra n d s c e rc le s  sera  le  

p o in t  M où  le  rayo n  v e c te u r  r  de l ’ é p o q u e  t p e rc e  la s p h è re .  A b a is s o n s  le  g ran d  

c e rc le  N A  p e r p e n d ic u la ir e  s u r  N, I ; n o u s  auro n s

NNi =  c?0, =  cos 9 d ô ;

d o n c,  d ’a p rè s  la  re la t io n  ( 5 ),
AN != rfd .

S o ie n t  X  e t  X , des p o in ts  p r is  su r  les d e u x  g ra n d s  c e r c le s  NI et N, I, te ls  q u e

NX =  ct, N ,X , =  (H-rfCT;

on aura  A X ,  =  N X  et, a u x  in f in im e n t  p e t its  p rè s  d u  se co n d  o rd re ,

IX  =  IX! ;

on o b tie n d ra  d o n c  la  sé r ie  d es  p o in ts  X  s u r  la sp h è re  en su p p o s a n t  q u e  le g ra n d  

ce rc le  NM r o u le  san s  g l i s s e r  s u r  la  c o u rb e  C, l ie u  d es  p o in ts  M, le  p o in t  X  resta n t  

f ixe  s u r  ce c e rc le  m o b ile .  La c o u rb e  C n ’ est  a u tre  c h o se  q u e  l ’ in te rse c tio n  de la 

sp h è re  et  d u  cô n e  d on t  le  s o m m e t  es t  le  c e n tre  de la· s p h è re  et  la  d ir e c tr ic e  la 

t ra je c to ire  de la p la n è te  P .  D a n s  ce  m o u v e m e n t ,  l ’a xe  in s ta n ta n é  de rota tion  

c o ïn c id e  à c h a q u e  in s ta n t  a v e c  le  rayo n  v e c te u r  S M ; il e s t  fac i le  de c a lc u le r  la 

v i te s s e  a n g u la ir e  u> de la ro ta t io n  in s ta n ta n é e .  On a, en effet,

XM =  u +  <7 =  e, MN =  v — ct, NA =  sin<pcfô,

_ NA __ sincp dÔ

W sinMN d t  sin(p— ct) d t  ’
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TRANSFORMATION DE HANSEN. 4 6 5

dQ
d ’où, en r e m p la ç a n t  sin© ^  p a r  sa v a le u r  ( d ) ,

(e)  a =  —  h W r ,
* F

• L ’ a n g le  cr n ’ é ta n t  d on n é  q u e  p a r  sa d if fé r e n t ie l le ,  sa  v a le u r  <j 0 à l ’ ép o q u e  zéro  

reste  a rb itr a ir e ;  H an sen p re n d  cr0 == 0 o.

Remarque. —  P re n o n s  s u r  le g ra n d  c e r c le  XM  l ’arc  X Y  =  90o, et so ien t  x  e t  y  

les c o o rd o n n é e s  d e  la p la n è te  P rap p o rté e  a u x  axes m o b ile s  S X  et  S Y .  On aura

x = :rc o se ,  y — /'sine.

S i  l ’on fo rm e  les e x p r e s s io n s  de et de <~ i > et q u ’on

t i *  I o n  p c  x r a l o i i p c  f i i » o o o  r l o c  ¿ m i o f i n n o  / h  \  i l  x r i o n t  o n T o c  r>c

, dh

si l ’on pose 

( I I )

on p o u rr a  é c r ire

(b')

d2x _
m ?  —

a?2 y _

dt2

—s H-------£ 2 S ) cos v ---------- /c2 T sin v,
r* F · / F

^5 -+- — /c2s'') sine-h — Æ2 T cose; 
1  F / F

n-if
(X) =  —  /t2(S cose — ï  sine),

jyjî

(Y) — —  A-2(S sin e h- Tcose),

d2x 
~d>F

dî y 
~dP

Il r é s u l te  d e s  fo r m u le s  ( 1 1 )  q u e  ( X )  e t  ( Y )  so n t  le s  p ro je c t io n s  de la  force  

p e r tu r b a tr ic e  su r  les a x e s  S X  et  S Y .  L es é q u a tio n s  (b ')  son t les é q u a tio n s  diffé

r e n t ie l le s  du  m o u v e m e n t  r e la t i f  de la  p la n è te  d an s le  p lan  de l ’o rb ite ;  on v o it  

q u ’e l le s  s o n t  le s  m ê m e s  q u e  si les  a xe s  S X  et  S Y  é ta ie n t  f ix e s .  On a u ra it  p u  

o b te n ir  d ir e c t e m e n t  ces  é q u a tio n s  (b ') ,  a in s i  q u e  les fo rm u le s  (d ) ,  par la  th éorié  

d es  m o u v e m e n ts  r e la t i fs ,  en a p p l iq u a n t  le  th é o rè m e  de C orio lis  [voir la T h ès e  

d e  M. P é r ig a u d ,  Exposé de la méthode de Hansen, etc. ( Annales de VObservatoire 

de Paris, t. X V II )] .

2 0 3 . Il  n o u s  fa u t  m o n tre r  a c tu e l le m e n t  c o m m e n t  on c a lc u le r a  le s  c o m p o 

sa n te s  S ,  T ,  W .

Si l ’on d if fé re n tie  par ra p p o rt  à x ,  y  et  z  l ’e x p r e s s io n  co n n u e  de la  fon ction  

T. — I. ' 59. '
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CHAPITRE XXIX./j6 6  >

p e rtu rb a tr ice  du  m o u v e m e n t  de la p la n è te  P ,  on tro u v e ,  p o u r  les  p r o je c t io n s  de 

cette force  su r  les  a x e s  de c o o r d o n n é e s ,

(12) f  m'
X' —  X X'

f m f y —y _ y
^ 3  r n f  m' A3

„1
AJ

où A d é s ig n e  la  d is tan ce  des p lan è te s  P et P ',

A — \ J (x ' — x )2 -+- ( / '  — /  )2 -t- ( .z' — Z Y ·

S u p p o s o n s  m a in te n a n t  q u e  l ’axe  d es  x  c o ïn c id e  avec  le ra y o n  v e c te u r  r, l ’axe 

d e s / a v e c  la  p e r p e n d ic u la ir e  à r  s i tu é e  dans le  p lan  de l ’o rb ite ,  e t  l ’a xe  d es  s  

a v e c  la  n o rm ale  au  p la n  d e  l ’o rb ite .  S o ie n t  ( f i g . 2 3 ) M, P et  Q les p o in ts  où ces

Fig. 23. 

ü

tro is  d ro ite s  r e c ta n g u la ir e s  p e r c e n t  la  s p h è re  de r a y o n  1 .  On aura

œ —  r ,  y =  o, s  = .  o.

L e s  tro is  c o m p o s a n te s  ( 1 2 )  s e ro n t  r e s p e c t iv e m e n t  é g a le s  à f m 'S ,  t m ' T  et 

f w ' W ;  on a u ra  d on c

S o ie n t  X  le  p o in t  c o n s id é r é  a n té r ie u r e m e n t  s u r  le  g ra n d  c e r c le  M N, X '  le  p o in t  

a n a lo g u e  p o u r M 'N ' ;  on aura

XN =  ff, XM =  X 'N '= = * ',. X 'M '=  v ' .

N ous p o s e r o n s
XG =  0 , X ' (1 =  0 ';
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TRANSFORMATION DE HANSEN. 4 6 7

MG =  f - 0 , M T . =  t/ —  0 ', NG =  0  — <7, N'G =  0 ' — rf.

L ’a p p l ic a t io n  de la  fo r m u le  fo n d a m e n ta le  de la  T r ig o n o m é tr ie  s p h é r iq u e  a u x  

tr ia n g le s  M 'G M , M 'G P ,  M 'G Q  fera  co n n a ître  le s  co s in u s  des arcs  M 'M , M 'P ,  M 'Q ,

le s q u e ls  so n t  é g a u x  r e s p e c t iv e m e n t  à p> p>  p ;  s i ,  dan s les fo rm u le s  o b te n u e s ,  

on r e m p la c e  cos J p a r  x —  2 s i n 2 p  i l  v ie n d r a

OC? J
p  =  cosM 'M ^cosfp' — v — 0 ' +  0 )  — asin* -  sin(F — 0 )  s in (c '— 0 ') ,

y '  T
p  =  cosM'P sin( ç r — v — 0 ' -t- 0 )  -  2 sin2 -  cos(c — 0 )  sin 0 ') , 

p  = co sM 'Q  = — sinJ sin (c '— 0 ') .

L e  tr ia n g le  NGN' d o n n e ra  d ’a i l le u rs

( 1 5 )

. J  . 0 ' — a1 + 0  — a . 9 — 9 . cp cp'
sin -  s in --------------------- =  s i n ------- - sin 1------ ,

2 2  2 2

. J  0 ' — a1 +  0  —  a 9 —  9' . cp—  q/
sin -  co s---------------------—  cos--------sin 1----— ,

2 2  2 2

J  . © ' —  or'—· © H— cr . 9 —  9' cp -t- cp'
cos -  s in ------------------------=  s in ---------co s1------   >

2 2 . 2  2

J  0 '  —  a' —  0  4 - <7 9 — 9' cp —  cpf
COS -  c o s ------------------------=  c o s ----------  c o s 1----- — ·2 2 2 · 2

On a aussi

(16)

A2 =  r 2 r n  — 2 r r '  cos MM',

A2=  r 24- r n —  2 r r 1c o s — v — 0 '-H 0 ) -h 4 rr 'sin 2  ̂ sin(i> — 0 ) sin(c'— 0 ').

L e s  fo r m u le s  ( i 3 ) ,  ( i 4 ) .  ( i 5 ) et ( 1 6 )  d é te r m in e n t  S ,  T  et W  en fo n c tio n  de 

r ,  r ' ,  v , d  et  de cr, a·', 0 ,0 ',  <p e t  <p'.

L e s  é q u a tio n s  ( 6 )  et  ( d ) p a ra is s e n t  d é c o m p o s e r  le  m o u v e m e n t  en d e u x  autres ,  

le  m o u v e m e n t  r e la t i f  dans le  p la n  de l ’o rb ite  et le  d é p la c e m e n t  d u  p lan de l ’or

b i t e ;  les p r e m ie r s  m e m b r e s  d es  é q u a tio n s  ( b )  ne r e n f e r m e n t  en  effet  q u e  r e t  v ; 

m ais  i l  e s t  b o n  de r e m a r q u e r  q u e  les s e c o n d s  m e m b r e s  c o n t ie n n e n t  G, <p e t  ci, q u i  

so n t  in tr o d u its  p ar  les  e x p r e s s io n s  d o n n é e s  p lu s  h a u t  p o u r  S e t  T.

N ota. —  L e s  fo rm u le s  ( b ) ,  ( c )  e t  ( d )  o n t  été  d on n é e s  aussi  p a r  W r o n s k i  (voir, 
dan s le  to m e  II d es  Annales du B ureau  des Longitudes, u n  M ém oire  de M . Y v o n
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V il la r c e a u ,  S u r  u n e  n o u v e l le  f o r m e  d e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t ie l l e s  d u  m o u v e m e n t  d e s  

p l a n è t e s  e t  d e s  c o m è t e s ) ;  m ais  c ’es t  H an sen q u i les  a p u b l ié e s  le  p re m ie r .

2 0 4 . Su p p o son s e ffectu ée  l ’ in té g ra t io n  d es  éq u a tio n s  ( b ) ,  ( c ) ,  ( d ) ;  voyons, 

c o m m e n t  on c a lc u le r a  p o u r  u n e  é p o q u e  q u e lc o n q u e  la  lo n g itu d e  et la  la t itu d e  

h é l io c e n tr iq u e s  L  et B . A b a is s o n s  (fig.  2 3 ) l ’arc  de g ran d  c e rc le  MH p e r p e n d i

c u la ir e  s u r  le  g ra n d  c e r c le  x y ,  n o u s  a u ro n s

NH =  L — 0 , IIM =  B, M N= v —  cr, HNM =  <p',

et le tr ia n g le  r e c t a n g le  MHN n o u s  d on n era

¡
cosB sin(L — 0) =  cos 9 sin ( v  — cr), 
cosB cos(L  — 0 ) =  cos(p — a),  -

sinB i =sin<psin(p — cr).

L e  c a lc u l  de L  et B p a r  ce s  fo r m u le s  p ré se n te  c e t  in c o n v é n ie n t  q u e  les  fa cteu rs  

c o s ç  et sin<p so n t v a r ia b le s  à c a u se  des p e r tu r b a t io n s  et q u ’on n e  p e u t  pas co n 

stru ire  c o m m o d é m e n t  d es  T a b le s  p o u r  le  ca lcu l  des se con d s m e m b re s  de la p r e 

m iè re  et de la t ro is iè m e  des fo rm u le s  ( 1 7 ) .  H an sen  a su rm o n té  ce tte  d if f icu lté  

p ar  un a rt i f ice  r e m a r q u a b le  q u e  n o u s  a llo n s  e x p l iq u e r .

S o ie n t  <p0 et  Q0 =  cr0 le s  v a le u r s  in it ia le s  de cp et  ô ; H an sen c h e r c h e  à d é te rm i

n e r  les q u a n t ité s  T ,  ^  ^  e t  s> 4 e m a n iè re  à avo ir

¡
cosB sin(L — 0O — T) =  cos<p0 sin (v — 0O) — 

cosB cos(L  — 0O — T) =  cos (v — 0O) H- ij/> 
sinB =  sincp0 sin (v — 0O) +  s.

On p e u t  é c r ire
L — 0O — T =  L — 0 +  (0  — 0O — T),

d é v e lo p p e r  ( L —  Q0 —  T )  et r e m p la c e r  c o s B  s in  ( L  —  ô ) ,  c o s B c o s ( L  —  G) et

s i n B  p ar  le u rs  v a le u r s  ( 1 7 )  ; si l ’ on m e t  en m ê m e  te m p s  ( e  —  a )  +  (<t —  0O) au 

l ie u  de v —  0o, le s  re la t io n s  ( 1 8 )  d o n n e r o n t

 ̂ =  [cos90cos(o·— 0O) — cos9cos(0— 0O — T)] sin(c — cr)

-I-[cos 90 sin (cr — 0O) — sin(0 — 0O — T)] cos(e — cr),

^ '=  [sin(<t—  0O) — C0S9 sin(0 — 0O — T)] sin(e — cr)

-t-[— cos(<7 — 0O) 4- cos(0 — 0O— T)] cos(e— cr),

, s =  [— sin9o cos ( œ — 0O) +  sin 9] sin(e — a)

+  [— sin90 sin (0- — 0„)] cos(e — cr).
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On va profiter de l’indétermination de T, donc de 0 — 0o — T, de manière que, 
pour toutes les valeurs de v  — <r, on ait

( 2 0 ) ^  =  ij/ =  A ' s ,

A et A' étant des quantités indépendantes de v  — <r.
Si l’on so reporte aux expressions (19), les conditions (20) donneront

T )  =  A  [ s i n  9  —  sincpo cos(cr  —  0O)] ,

=  — Asin(p0 sin (a·— 0O)>
=  A ' [ s i n  9 —  sin<p0 co s(o ·  —  0O)] ,

=  —  A 's in < p 0 sin(<7 —  0 O).

On tire de là deux valeurs de sin(ô — 0o — T); en les égalant, on aura une 
équation de premier degré entre A et A’ ; on fera de même pour cos(ô — 0O — T). 
On trouve ainsi

s i n ( 0  — ô0— f )  r=  (cosepo +  A sin<p0) s i n  (a —  0 O), 

c o s ( 0  —  90—  T )  =  cos(a-  —  0O) —  A ' s i n ç o  sin(<x —  0O) ,

. A  sin<p0 c o s ç  s in (o ·  —  0O) + ·  A '[ s in c p  —  sincp 0 c o s ( o ·  — 0O)]

=  ( 1  — coscpo c o s tp )  s i n ( i r  — 0 O),
( 2 2 ) {

J A [ s i n 9  —  s i n 9 o c o s (<t —  0O)]  —  A '  s i n 9 „ COS9  s i n ( a ·  — 9„)

{ ~  (cos90 — C0S9) cos(o· — 00).

L’élimination de A entre les deux équations (22) donne

. . , I — COS90COS9 — sin9osin9 Cos(a^0o)(23) A' =  Sin9 Sin(<J — 0O) --------:-------- :--  fl ... . , ----- :----------- fl-Tv ^ [ s i n 9  — s i n 9 o c o s  (a — 0 O) ] 2 + s i n 2 9 o c o s 2 9  s m ^ o ·  — 0 O)

le dénominateur de cette expression peut s’écrire

( s i n 2 9 0—  s i n 2 9 0 c o s 2 9 ) c o s 2 (<r —  0 „) — 2 s i n 9 0 s i n 9  c o s  (a —  0 O) +  s i n 2 9  -t- s i n 2 9 0  c o s 2 9  

=  [ 1  —  s i n 9 0 s i n 9  c o s ( f f  —  0 O) ] 2—  c o s 2 9 0 c o s 2 9  ;

sous cette forme, on voit qu’il est divisible par le numérateur, et il reste seule
ment

. , __s i n 9  s i n ( i r  —  0 O)
A — ----------------------,x

en posant
x —  1 ·+■ c o s 9 0 c o s  9  —  s i n 9 o s i n  9  c o s  ( a  —  0 O).

Portons cette valeur de A' dans la première des équations (22), et supprimons

C O S 9 oCOS(ff  —  0 „) —  COS 9  c o s ( 0  — 00 —  

COS90 s i n ( a  —  0 O) —  s i n ( 0  —  90 — T )  

s in  (<7 —  0 O) —  C O S 9  s i n ( 0  — 0 O —  T )

—  COS (<7 —  0 „) -1- c o s ( 0  —  0 O—  T )
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le facteur sin(o· — 0„); nous trouverons

xA sin<p0cos<p = i  — coss90 cos29 — sin29 +  sin90 cos90 sin9 cos9 cos (a — 0O),

^  _  sin9„ COS9 -t- cos90sin9 cos (a —  8„)

X

En s u b s t itu a n t  ces  v a le u r s  de A  et A '  d an s les fo rm u le s  ( 2 1 ) ,  on o b t ie n t  

s in (g  — g„ — T) =  i g g j g o ± £ 2 i ? L 8 i n dA r
X

cosfg — g _ D  =  Î +  COS(PoCOS(P )cos(|T~ en) — sincp0siti9 
' 0 ' x ’

et  l ’on vé rif ie  san s p e in e  q u e  l ’on a

sin*(g — 80 —  T) + c o s 2(0 — 0O — T) =  1 ;

les  co n d it io n s  (20) so n t  d on c b ie n  r e m p lie s .

V o ic i  l ’ e n se m b le  des fo rm u le s  q u i r é s o lv e n t  la q u e s t io n  :

( e )  ' x - 1  COS90COS9 — sin9„sin9 cos (<7 — g0),

( / )  s  =  sin9 sin(c — a) —  sin9„ sin(c — g„),

cosBsin(L — 60 —  T) =  cos9„sin(c — 90) — -  [sin9(,cos9H- cos 90 sin9 cos (a —  g0)],

g
cosBcos(L — g0-  T) =  cos(e—g0) -+- -  sin9 sin(o· — g0),

sinB =  sin9osin (r— 0()) +  .s,·

sin ( e _ 0  p -  ĉos<p,1+cos?)sin(!:r~ go),
X

cos (6  —  9 p  —  (r +  cf>s<P»cos<P) cos(g — gn) — sin90sinq?

On c a lc u le r a  T  p a r  l ’u n e  ou  l ’a u tre  d e s  fo rm u le s  ( A ) .

L e  b u t  c h e r c h é  e s t  a tte in t ,  c a r  on p o u r r a  c o n s tr u ire  tro is  T a b le s  d o n n a n t  les 

v a le u rs  des p r e m iè re s  p a rt ie s  d es  s e c o n d s  m e m b r e s  d es  fo rm u le s  ( g ) ,  sav oir  

cos<p0 s i n ( c  —  0 O) ,  c o s ( v  —  O0) e t  sin<p0 c o s ( e  —  G0) ;  on en trera  d a n s  ces T a b le s  

avec  l ’a r g u m e n t  v — 0O; les p a rt ie s  c o m p lé m e n ta ir e s  d e s  se c o n d s  m e m b r e s  des 

fo rm u le s  ( g )  so n t  p e t i te s ,  c a r  e l le s  c o n t ie n n e n t  en fa c te u r  la  q u a n t ité  s q u i  est de 

l ’o rd re  dem 'sin<p0; en effet, si l ’on s u p p o s a i t m! =  0, on a u r a it  <p =  <p0, a  =  <s0 =  0O 

et  la re la t ion  ( / )  d o n n e r a it  s =  0 ; a  — ô0 est  de l ’o rd re  de m'. L a  v a le u r  (e)  de 

x  e s t  é g a le  à
1 -t- COS90 cos 9 — sin90sin9 =  1 H- cos (90 +  9), 

en n é g l i g e a n t  m ' 2 ; en n é g l i g e a n t ^ ' ,  on p e u t  p r e n d r e  x =  1 +  c o s 2 ^ „  =  2COS2<p0.
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On v e rr a  d ’ a i l le u r s  d an s un m o m e n t  q u e  T  est  de l ’ o rd re  de m '2; si d on c  on 

p e u t  la is s e r  de côté  le s  te rm e s  e n m ' 2, ce q u i  a rr iv e r a  so u v e n t ,  les  fo rm u le s  (g ·)  

p o u rr o n t  ê tre  ré d u ite s  à

( * ' )

cosB sin(L — 0O) =  cos<p0sin(c — 0O) — s tang<p0, 
cosBcos ( L -  60) =  cos(e — 0O)> 
sinB =sin<p0 sin(e — 0O) + s ;

a y a n t  c o n s tr u i t  les  tro is  T a b le s  d on t  on a p a r lé ,  i l  su ffira  de c a lc u le r  d an s 

ch a q u e  cas la  p e t ite  q u a n t ité  s e t  l ’on o b t ie n d ra  a in s i ,  a v e c  la  p lu s  g ra n d e  fa c i l i té ,  

L e t B .

2 0 5 . D an s le  cas g é n é r a l  où  l ’on c o n s e rv e  les fo rm u le s  ( g ) ,  H an sen tro u v e  

e n co re  le  m oyen d e  p r é s e n te r  le s  r é su lta ts  p r é c é d e n ts  so u s  u n e  fo rm e p lu s  s im ple  

en  in tr o d u is a n t  d e u x  q u a n t ité s  a u x i l ia ir e s  P  e t  Q  au  l ie u  de <p et cr, p a r  le s  for

m u le s

l P =  sin 9 sin(<j — 0O),
( Q =  sincp c o s ( i t — 0O) — sin<p0;(* )

P  et Q se ron t de l ’o rd re  de m ' s i n  <p0. L ’e x p r e s s io n  ( / )  de s d o n n e ra ,  en y  r e m p la 

ç a n t  v —  o· p a r  e —  0o —  ( a  —  ô0),

s  ■ = [sin 9 cos (<r — 0O) — sin<p0] sin(e — 0O) — sincp sin (a ■

ou b ie n

( /)  s =  Q sin(c — 0„) — P cos(c — 0O).

L a  v a le u r  ( e )  de x  p o u rr a  du  re ste  s ’ é c r ire

x =  i -+- cos<p0cos9 — sin90(Q ■+· sin<p0), 

( m )  x =  cosiïïo (coscp0 +  cos<p) — Q sin<p0.

On aura  e n su ite

D) cos e — 0O

sincp0cos9 +  cos 90 sin <p cos (<T — 0„) 

— sin90cos9 -t- cos9o(Q -1- sin90)
Q_  ÜIÜÏ5 [cos9o(cosœ0H- C OS9) — Q sin90] -, 

COS90 cos

d e  sorte  q u e  le s  fo r m u le s  ( g )  p o u r r o n t  s ’ é c r ire

: x t a n g 9 „ Q
c o s 9 0

cosB sin(L  — 0O — T) =  cos90 sin(c — 0O) — s ( tang90 Q
X C O S 9 o /

O ) cosB cos(L  ■

sin B

> - r )  = co s (c— 0O) -t- s  - ,

—  sin90 sin(c — 60) - + - s ,
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CHAPITRE XXIX.4 7 2

C a lc u lo n s  —  et  ~  en p a rta n t  des re la t io n s  ( k )  ; n o u s  tro u v e ro n s
d t  d t  

d P

( 2 3 )
d t  =  COS9 sin(a -  0O) ^  4- sin 9 cos(u — 0O) ^ ,

o?Q — cos 9 cos (tx - dy d u

d > 1 j d u  dQ . d a î/0  1 1 / 7\
d o u, en re m p la ç a n t  p ar  cos<p ^  e t  ¡77’ ¿7 P ar le u rs  v a le u rs  ( a ) ,

(o)

^  /ir sin(c — 0O) W  cos 9,

¿ Q  W' , , ON W-~d  =  —  hr  cos(c — 90) W  CO S 9 .

Il n o u s  reste  à fa ire  co n n aître  u n e  e x p re s s io n  re m a r q u a b le  d o n n é e  p ar  H an sen 

p o u r  la  q u a n t ité  T. On t ire  d e s  fo r m u le s  ( h )

tang( 0 — 90 —  T ) ~
(cos90+  cos9) sin(cr — 9„)

(1 4- cos 9„ cos 9) cos (u —  90) — sin90sin 93 

en d if fé re n t ia n t  et r é d u is a n t ,  i l  v ie n t

[ ! 4 - cos 90 cos 9 — sin90 sin 9 cos (a — 0O)] |^(cos904- cos 9) —̂  4 -s in 90sin (u — 90)

d t [1 4- cos 90 cos 9 — sin90sin9 cos (a· — 0O)]2

il y  a un fa c te u r  c o m m u n  q u e  l ’ on p e u t  s u p p r im e r ;  on p e u t  aussi  r e m p la c e r

1 d u

de
d t

p a r
COS a d t

et  i l  en r é s u l te

d T  sinq> — sin<p„cos(o- — ô0) . d u

d t cos <P
sin 9 — sin 90 sin (u  — 90 )

< ¿ 9

d t

P o rto n s  d an s ce t te  é q u a tio n  les v a le u r s  de ^  e t  ^  t ir é e s  d e s  fo rm u le s  ( 2 3 ) 

et i l  v ie n d r a ,  a p rè s  r é d u c t io n ,

d T  . c/P . d Q
x c o s 9 —  [s in 9 cos ( u  —  6 0 ) —  sin90] —  sin9 sin(ff —  0 O) - ~

ou s im p le m e n t ,  en v e r tu  des r e la t io n s  ( k ) ,
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TRANSFORMATION DE HANSEN. 4 7 3

Si l ’ on r e m p la c e  e t  p ar  le u rs  v a le u r s  (0 ),  on tro u v edt

«T _  »F h Q sin(c — 5„) — Pcos(c — 6„)
d t  ¡J. x

ou b ie n ,  à c a u s e  de la re la t io n  (/ ) ,

( ? )
<?r m ' h r s  „ T
- 7 7  — ---------W
d t  fx x

Cette e x p r e s s io n  es t  de l ’o rd re  de m '2, à c a u s e  des d e u x  facteu rs  —  et a ; il

r é s u l te  d ’a i l le u rs  des fo r m u le s  ( h )  q u e ,  p o u r  t =  o , on a T — o. D o n c  T  est  un e 

très  p et ite  q u a n t ité  de l ’o rd re  de m ' 2 : e l le  est  a u s s i  du  s e co n d  ordre  p a r  ra p 

p o rt  a u x  i n c l in a is o n s .  On p o u rra  é c r ire

(O —  f ‘ — 1W dt. 
F  X  *

E n  n é g l i g e a n t  m '3, ce la  se r é d u it  à

(/■') r = —  -----f  r s W d t .
¡X 2 cos2 90 J0

2 0 6 . V o ic i  le  r é s u m é  g é n é r a l  des fo rm u le s

=  —  * 2 S,

=  —  /c2 T/·, 
F

/c2

dt

I d 2r d v l

(A )
] ~ d ë ~ r ' d F  +

i
d  (  a 

d t  \  a

( B ) h —  -

(C)

(D )

(E)

P = —  f  h rM V  cos 9 sin(e — 0O) d t ,
F do

Q = —  f  hr~W  cos 9 co s(c— 0O) d t ,
F J  »

( sin9 sin(ff — 90) =  P,
I sin9 COs(<7— 0O) — sin9„ =  Q,

da

dt
COSq

, dt,

T . -  T. 60
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et

(F)

(G)

( I I )

(K )

CHAPITRE XXIX. TRANSFORMATION DE IIANSEN.

s =  Q sin(p —  0O) — P cos(p —  0O)> 

,x =  cos 90 (cos <p0 4-  cos 9 ) — Q sin 90,

' ‘ h r s

P Jo
r = “ '  W * ,

P Jo *

cosB sin(L —  0O —  T) =  cos 9,, sin (e —  90) —  s t̂ang90 ■

cos(e — 0») +  5 -  5 ·/cos ß cos (L — 0O — T) =  

sin B =  sin90sin(c — 0O) 4-5,

Q
X COS90

fo r m u le s  a u x q u e l le s  il fa u d ra it  jo in d r e  ce l le s  du  n° 2 0 3 , d o n n a n t  le s  e x p re ss io n s  

de S ,  T  e t  W .

M. P é r ig a u d ,  d an s sa T h è s e  d é jà  c i té e ,  a d o n n é  u n e  d é m o n s tra t io n  g é o m é 

tr iq u e  a ss e z  s im p le  d es  fo r m u le s  ( g )  e t  ( 4 ) .  O n p o u rr a  a u s s i  c o n s u lte r  s u r  le 

m ê m e  s u je t  u n e  N ote in té r e s s a n te  d e M .  O . C a lla n d re a u ,  p ré se n té e  en  18 7 8  à 

l ’A c a d é m ie  d es  S c ie n c e s  de S to c k h o lm ,  Sur les rapports qu i ex isten t entre les m é
thodes de H ansen et de L a p la c e  p o u r  le ca lcu l des pertu rbation s.

N ous a v o n s  a in s i  p ré s e n té  d ’ u n e  m a n iè re  a ssez  c o m p lè te  la p a r t ie  g é o m é tr iq u e ,  

on p o u rr a it  d ir e  c in é m a t iq u e ,  d u  c é lè b r e  O u v ra g e  de H an sen , A useinandersetzung  
ein er zw eckm ässigen  M ethode zu r B erechn u ng  d er  absoluten  Störungen d er  kleinen  
P lan eten . N o u s  a vo n s d ’a i l le u r s  e x p o s é ,  c h e m in  fa isa n t ,  d ’a u tre s  p a rt ie s  de ce 

tra va il  d a n s  les C h ap itres  X I I ,  X V  et  X X V I I I ,  d e  sorte  q u ’il n o u s  r e s te r a  r e la t i 

v e m e n t  p e u  de ch o se  à fa ire  p o u r  m e ttre  le  le c t e u r  au  c o u ra n t  d ’ u n e  m éth o d e  

im p o r ta n te ,  p r é s e n ta n t  d e  n o m b r e u x  a v a n ta g e s ,  p o u r  le  c a lc u l  d e s  p e r t u r b a 

tion s d e s  a s té r o ïd e s .  Cette m é th o d e  a é té  a p p l iq u é e  déjà p a r  p lu s ie u r s  a s tro 

n o m e s  e t  n o ta m m e n t  p a r  M. G . L e v e a u ,  q u i s ’en  est se rv i  p o u r  la T h é o r ie  de 

V e s ta  (  A nnales d e l ’O bservatoire de P aris, t .  X I V ) .  N o u s  te r m in e ro n s  ce  su je t  

dan s le  to m e  III de c e t  O u v ra g e .

FIN DU TOME I.

.k.
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