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LEÇONS
DE

MÉCANIQUE CÉLESTE.

CHAPITRE XXIY.

GÉNÉRALITÉS SUR LA THÉORIE DE LA LUNE.

311. La ihéorie de la Lune doit être exposée en deux parties;
dans la première partie, on cherche quel serait le mouvement de la
Lune, si la Lune, le Soleil et la Terre existaient seuls et étaient
réduits à des points matériels; dans la seconde partie, on cherche
comment ce mouvement est troublé par l'attraction des planètes et
par l'influence de l'aplatissement terrestre.

La première partie n'est donc qu'un cas particulier du problème
■ des trois corps, et la difficulté ne provient que de la grandeur rela¬
tivement considérable des perturbations produites. Le rapport de
la force perturbatrice à l'attraction du corps central est, comme
nous l'avons vu au Chapitre II (p. 07), de l'ordre de

m\, / AG \3
m-, \ BG/ '

,m ,t étant la masse du corps troublant, m7 celle du corps central
AC eL BC les distances mutuelles des trois corps. Ce rapport est
le produit de deux facteurs dont l'un est le rapport des masses et
l'antre le cube du rapport des distances. Dans le cas des planètes,
le premier facteur est très petit, et le second fini ; dans le cas de la
Lune, au contraire, le premier facteur est grand et le second très
petit. 11 en résulte que le produit des deux facteurs est petit sans

P. -11(2). !
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2 CHAPITRE XXIV.

doute, sans quoi le problème ne pourrait se résoudre par approxi¬
mations successives, mais beaucoup moins petit que dans le cas
des planètes, de sorte que l'approximation est beaucoup plus
lente.

La difficulté et l'importance du problème ont amené un grand
nombre de géomètres à s'en occuper et l'étude de leurs recherches
est extrêmement intéressante au point de vue historique; on en
lira avec profit l'exposé dans le Tome 111 de la Mécanique céleste,
de Tisserand. Mais aujourd'hui on peut dire qu'il n'y a plus que
trois méthodes qui comptent : celle de Hansen, celle de Delaunay
et celle de Hill-Brown.

Celle de Hansen est celle qui a servi à construire les Tables
actuellement en usage. Ces Tables sont d'une exactitude remar¬

quable et, si elles s'écartent des observations, les divergences ne
sont pas dues à un défaut de la méthode (au moins tant qu'on ne
considère que le Soleil, la Terre et la Lune), puisque les autres
méthodes, plus satisfaisantes au point de vue théorique, semblent
devoir conduire aux mêmes divergences, mais à l'omission de
quelque terme provenant de l'action des planètes ou à quelque
cause inconnue. Cette méthode est toutefois très compliquée et je
renonce à l'exposer ici, renvoyant soit aux Ouvrages originaux de
Hansen, soit au résumé qu'on trouvera au Chapitre XVII du
Tome III de Tisserand. Le succès de Hansen paraît dû surtout à
son habileté et à sa patience personnelles, et aussi à ce fait qu'il a
cherché directement les valeurs numériques des coefficients sans
passer par une expression algébrique où les constantes seraient
représentées par des lettres. •

Delaunay a fait tout le contraire, tous ses coefficients sont
exprimés par des séries où figurent les différentes constantes du
mouvement de la Lune et dont les coefficients sont des nombres
rationnels exactement déterminés. Ces formules sont donc appli¬
cables, non seulement à la Lune, mais à un satellite quelconque
(en le supposant unique). Il suffirait d'y substituer, au lieu des
constantes relatives à la Lune, celles qui se rapporteraient à ce
satellite. 11 serait aisé également de voir immédiatement quelle
serait l'influence d'une correction apportée à l'un des éléments de
la Lune. La détermination des nombres rationnels qui servent de
coefficients a exigé un travail énorme; si M. Andoyer a découvert.
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GÉNÉRALITÉS SliR LA THÉORIE DU LA LUNE. 0

quelques erreurs, c'est seulement dans les termes d'ordre très
élevé, et qui n'entrent pas en ligne de compte avec l'approxima¬
tion habituelle des Tables. Ce travail algébrique est resté long¬
temps inutilisé et c'est seulement tout dernièrement qu'il a été
réduit en nombres.

Brown a pris une position intermédiaire. Ses coefficients ne
sont ni purement numériques comme ceux de Hansen, ni pure¬
ment analytiques comme ceux de Delaunay. Ils se présentent sous
forme de séries procédant suivant les puissances des divers élé¬
ments, le rapport des moyens mouvements excepté; les coeffi¬
cients de ces séries sont calculés numériquement, mais ces coeffi¬
cients ne sont plus des nombres rationnels, ce sont des fonctions
du rapport des moyens mouvements, qu'on pourrait également
développer en séries, mais dont on se borne à déterminer la valeur
numérique. Comme, d'autre part, la méthode de Brown était
beaucoup plus directe que les autres, il a pu pousser l'approxima¬
tion beaucoup plus loin que ses devanciers.

La méthode que nous exposerons ici est celle de Brown avec
quelques modifications; c'est elle, en effet, qui nous permet le
mieux d'utiliser les résultats obtenus dans le Tome 1 et de ratta¬

cher ainsi la théorie de la Lune à la théorie générale du problème
des trois corps.

312. Nous adopterons les notations du Chapitre II, Tome J, et
nous renverrons en particulier au n° 42. Nous désignerons donc
par

vtX\ = m2= m3 fa masse de la [.une,
mit = in3 — m6 la masse du Soleil,
/«., = m3 = m3 la masse de la Terre;

par
xi, a?2) x3 les coordonnées de la Lune,
Xt,, x3, xe les coordonnées du Soleil,
xy, xs, xg les coordonnées de la Terre ;

par A, B, C les positions des trois corps : Lune, Soleil, Terre,
par D le centre de gravité du système Lune, Terre; par

x\,
x\,

x'.1, x'3 les trois projections du vecteur AG,
x'3, x'6 » BD.
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4 CHAPITRE XXIV.

Nous poserons

, , , 777,7777 . /771(777, -+- /ÎÎ7)
m , = m , — m, = > m 1 = 777 - = 777. = — : ,1 2 3

777 ,-H 777-; * 5 6 TOi-Wnt-b/71,

, , Tte',

Tl= 1/4 + 4 + 4), T!^(4 + 4 + Z?),a V 771 ; 777 2 777., / 2 \ 777'4 777 5 777'6 /

de sorte que T, représente la force vive de la Lune dans son mou¬
vement relatif par rapport à la Terre, en lui attribuant fictivement
la masse 777',, tandis que T2 représente la force vive du Soleil dans
son mouvement relatif par rapport au point D, en lui attribuant
fictivement la masse in',r

Nous poserons en outre (voir t. J, p. 55)
rT /77,7777 rt 7771(777,-1-7777)

ÂCF' Ua = J5D

u*= (m ~ âb) + "um7(rô ~ ïïg)'
F = T 1 h— T 2 H— U1 -a— U 2 —1— U 3 — (ïJ0-}-7?7/1<î>i (1 ) >

^0 == T2 —t— U-2, 777) tJ1, = T, -H U, H- U3.

Nous avons vu que U3 est comparable au de T, et de U, et
au ,|)00'uouo de T2 et de U2, ce qui nous permet de négliger U3
devant <f>0-

313. Les équations du mouvement prennent la forme canonique
dxi d¥ dy\ e(F
dt dy\ dt dx\

Si nous faisons i — 4, 5, 6, nous voyons que les dérivées de

(') Je trouve plus avantageux de poser

F = <I>0+ m'yl\,
y ■.= m\y"

au lieu de

F = 777,<I>„

y'= 777 y,
•comme au lome I.
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GÉNÉRALITÉS SUR LA THÉORIE DE LA LUNE. 5

T, -H U, sont nulles, que celles de U3 sont négligeables devant
celles de <ï>0, de sorte qu'il reste

/„h dx'i ày'i / • , r «\(a> -3t=W
ce qui prouve que le mouvement du Soleil par rapport au point D
peut être regardé comme képlérien.

Si nous faisons i — i, 2, 3, les dérivées de d'o sont nulles et il
reste

... dx, , dt>x dy'i ,(3) -dï-'^lyr <* = '.*. *)•
Les seconds membres des équations (3) dépendent encore

de x',0 x'., \ mais ces quantités étant déterminées par les équa¬
tions (2) peuvent être regardées comme des fonctions connues du
temps. Si on les remplace alors par leurs valeurs en fonctions du
temps, les équations (3) se présentent sous la forme canonique,
mais de telle façon que la fonction caractéristique «I>, dépende
explicitement du temps (comme au n" 12).

D'autre part, si l'on veut éviter la présence du petit facteur m,,
il suffit de poser comme au n" 121 (t. I, p. 162) :

/ / " / * O \

yi=m\yi (1 = 1,2,3).

Les équations (3) restent canoniques et deviennent

( 3 A • ) clfi — f-22 — _ d']> 1
dt dy[ ' dt dx'i

314. Il faut maintenant appliquer les principes des Chapitres X
et XII. Le s résultats en ont été résumés en particulier au n° 177.
On y voit que les éléments oscillateurs peuvent être développés
suivant les puissances de p et des expressions
(4) Eacosw'*, E/c sin «4,

suivant les cosinus et les sinus des multiples des arguments tv", les
coefficients des développements dépendant encore de n constantes
d'intégration W; (s'il y a n + 1 corps).

Les E sont des constantes d'intégration de l'ordre des excentri¬
cités et des inclinaisons. Les arguments w' et w" varient propor-
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6 CHAl'ITRIi XXIV.

tionnellement au temps, et l'on a

tv'i = — y'/c t -l- w'k, w[ — n'i t -h cj,- ;

les tu et les ru' sont des constantes d'intégration; les /i1 et les y'sont
des constantes développables (cf. 11" 179) suivant les puissances
de u. et des E-.

Nous avons vu ensuite au n° 192 que les coordonnées héliocen-
triques (ici géocentriques), c'est-à-dire x\, xf xf sont dévelop¬
pables de la même manière, et qu'il en est encore de même de 1
y'.,,y'3. Les développements prennent d'ailleurs la forme (cf. t. I,
p. 3a7)
<=>

les <7, les k et les p étant des entiers et l'on a

(G) y k ~y/> = 0
Jsasà Aasal

dans les développements de x'3, x'e, y'3, y'K,

( 7 ) 2/c_2P = I

dans ceux de x\, x(,, x'A, x\, y\, y'.,, y',,, y'3 (cf. n0' I 10, 162, 187
et 192, p. 328).

Nous n'avons que des cosinus dans les développements de
x\, x'.., x[, x\, y(.

Nous n'avons au contraire que des sinus dans ceux de
x's, y\, y'i, y'4, y[

(cf. n° 190 et aussi 11" 192).
Le nombre des arguments m'est de 4i celui des arguments w"

de 2 (n" 193). Mais l'un des moyens mouvements v\ est nul et w\
se réduit à une constante. Si d'ailleurs 011 prend le plan invariable
pour plan des x,x.,, on a E., = o, de sorte que l'argument ne
figure plus dans les développements et qu'il ne reste plus que
cinq arguments :

I w\, w\,
(8) . w't, w\,

( "V
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GÉNÉRALITÉS SUR LA THEORIE DE LA LUNE. 7

Une nouvelle simplification provient de ce fait que la masse de
la Lune étant très petite, le mouvement du Soleil par rapport au
point D peut être regardé comme képlérien. Le plan invariable
que nous avons pris pour plan des X\X2 n'est alors autre chose
que le plan de l'orbite solaire. D'autre part «v'3, qui n'est autre
chose, au signe près, que la longitude du périhélie de l'orbite
solaire képlérienne, se réduit à une constante, et il ne nous reste
plus que quatre arguments distincts : w\, w'2, w\, «c,, dont il est
aisé d'apercevoir la signification : w\ est la longitude moyenne de
la Lune, je ne veux pas dire la longitude moyenne sur l'orbite
osculatricc, mais pour ainsi dire la longitude moyenne moyenne;
w"2, c'est la longitude moyenne du Soleil; — w\, c'est la longitude
moyenne du périgée lunaire ; —w'a, c'est la longitude moyenne du
nœud.

De même E, est une constante qui joue un rôle analogue à
l'excentricité lunaire; E2 joue le rôle de l'inclinaison; E3 joue le
rôle de l'excentricité solaire, et nous pouvons même profiter de
l'indétermination de cette constante E3 pour supposer qu'elle est
précisément égale à cette excentricité solaire.

Dans les développements de
v'u #2, y,,

l'exposant de E2 et le coefficient de w[, seront toujours pairs. Ils
seront toujours impairs, au contraire, dans ceux de

y3
(cf. n° 191).

Si E3= o, c'est-à-dire si l'orbite solaire est supposée circulaire,
nos développements ne dépendent plus de œ'3, mais de l'argument

/m iv\ -1- /15 iv'i-hp ! w\ + p-i W 2,

où l'expression
k\ -h k2 — pi—p»

est égale à zéro pour les distances mutuelles et pour x'3, et à i
pour x\ et x'rj.

Si de plus l'inclinaison est nulle, c'est-à-dire si E2=o, les
termes dépendant de w'„ disparaissent; on a donc x'.t = o, et dans
les distances mutuelles des trois corps figure seulement l'argument

ki w'\ -+- k2 w\ -h pi w\,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 CHAPITRE XXIV.

OÙ
' P1= kl+kn.

Elles dépendent alors seulement des deux arguments

w\ H- w\ w\ -+- w\

et elles sont développables suivant les puissances de

E[ cos( w\ h- w\ ), E] si il ( w\ -4- w\ ).

C'est le cas du problème restreint.
Si nous revenons à l'hypothèse lî2^o, E3=o, l'intégrale de

Jacohi a encore lieu.

315. Nous avons posé plus haut (n" 312) :

nous ferons d'abord observer :

i° Que U3 est beaucoup plus petit que Ti -+- Ut ;
i° Que T, et U( dépendent seulement des masses mt et m1 et

des coordonnées de la Lune, c'est-à-dire des inconnues x\, x\, x'3,
y,,y*,y3;

3" Que U3 dépend en outre de la masse mh du Soleil et des
coordonnées du Soleil, qui sont des fonctions connues du temps
et des éléments de l'orbite solaire.

D'autre part, comme ÀC est beaucoup plus petit que BD, on a

{cf. t. I, p. 55) :

P„ étant une fonction de l'angle des deux directions AC et BD,
fonction définie Tome I, page 49) e|- la série (9) convergeant
très rapidement.

Nous voyons comment U3 dépend des masses et des éléments du

'I'i = Tj -t- U] -I- U3;

(9)

Soleil.

1" 11 est proportionnel à mh ;
20 ne dépend crue du rapport

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



GÉNÉRALITÉS SUR LA THÉORIE l)IÏ LA LUNE. 9

3" U;) dépend en outre des éléments de l'orbite terrestre, à
savoir: de la longitude du périhélie —m',, qui est une constante ; de
la longitude moyenne du Soleil —qui varie proportionnelle¬
ment au temps; de l'excentricité solaire, que j'ai désignée plus
haut par E3, et enfin du demi grand axe de l'orbite solaire que je
désignerai par a'.

Voyons comment chacun des termes de la série (9) dépend
de a . La distance AG ne dépend que des coordonnées de la Lune,
le facteur P„ dépend d'un angle; il ne dépendra donc pas de a1,
mais, seulement des autres éléments du Soleil. Quant à BD"+1,
c'est la puissance ra+• 1 lè-me d'une longueur, il sera donc propor¬

tionnel à ci"+t. Le rapport - sera indépendant de a'. Nous pou¬
vons donc écrire

, TT m< m'-f =fc m-, m',1 _ . _ la' \'h-i i(10) U:î = — mty —!—l :—1 P«AO — — ,jLd (flî| + m,)" \PD/ a,iH_1

et comme tous les facteurs sauf le dernier sont indépendants de a1,
nous aurons le développement de U3 suivant les puissances
décroissantes de a1. Le premier terme du développement (10) est

m, m-i ( a! \3 1
— mK —— I\ AG2 ( —~) -j-,

/11!-+-m 7 " \ BD / a'1

de sorte que nous pouvons écrire

U3
_ mk n '

rn\ ' a'* 1 a'

Q„ étant indépendant de m-, et de a'.
Le facteur — est petit, c'est lui qui joue le rôle de p.. D'ail¬

leurs a' est une constante et notre fonction perturbatrice se trouve
développée en une série très convergente procédant suivant les
puissances de ~ Cette constante — pourrait donc aussi jouer le
rôle de p.; de sorte qu'en appliquant les principes précédents,
nous trouverions que nos inconnues peuvent se développer suivant
les puissances de
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10 CHAPITRE XXIV.

D'autre part, la troisième loi de Kepler nous donne
( niT-h m4) = a'3ni,

d'où
mt> , 1

(A = — = 7l5
a 3 - ni;

Le second facteur est une constante connue; elle est si voisine
de l'unité que nous pouvons prendre simplement

p = ni.

Il semble donc que nous devions conclure que nos coordonnées
vont être développables suivant les puissances de ni et de -V
Mais avant d'adopter cette conclusion, il convient d'j regarder de
plus près. 4>| et U2 dépendent de n2 de deux manières :

1" Directement, à cause du facteur p. = ~ qui affecte U3 ;
2° Indirectement, parce que U3 dépend en outre de. wl,, qui est

égal à n.21.

Pour pouvoir appliquer les principes du Chapitre X, il faut
regarder n2 (en tant qu'il entre par (C,) et u comme deux variables
indépendantes. Dans ces conditions, nos développements procé¬
deront suivant les puissances de u, mais les coefficients seront des
fonctions des différentes constantes et en particulier de n->. Or
nous avons vu que les intégrations introduisent des petits diviseurs
de la forme n{ + k-2n2', l'un de ces petits diviseurs est précisé¬
ment n2.

Considérons donc un terme quelconque du développement
dépendant de ce petit diviseur qui est «2; soit a l'exposant de u
et j3 celui du petit diviseur, de telle façon que notre terme con¬
tienne en facteur

L'expression a — ^ représente ce que nous avons appelé la
classe du terme, et nous avons démontré au n° 198 que cette
classe était toujours positive ou nulle.

L'exposant 2 a ■— [3 de n2 ne peut donc pas être négatif, mais il
n'y a pas de raison pour qu'il soit pair.
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GÉNÉRALITÉS SUR LA THÉORIE DE LA LUNE. I I

Ce n'est donc pas suivant les puissances de n\ et de que

nos développements procèdent, mais suivant celles de n2 et

de Nous verrons dans la suite, à la fin du Chapitre XXVIII,
qu'il peut même, mais seulement pour des termes d'ordre très
élevé, s'introduire de petits diviseurs en n'i ou nf% Il en résulte
que n2 pourra, dans certains termes du développement, figurer à
une puissance négative.

316. Nous trouvons donc finalement

x' = /(m i, m7, mh ; ;i;, Ej, E2 ; w'[, w\, w\ ; a\ E3, w\, w'3).

Nos coordonnées dépendent en effet des trois masses, des quatre
arguments «q, w".,, w\, n>'.i ; des deux constantes d'intégration Et
et Eo introduites plus haut; d'une troisième constante pour
laquelle nous pouvons choisir le moyen mouvement n, ; des élé¬
ments de l'orbite solaire a', E;i et w'3.

Nous pouvons remplacer m,, par a'* n\ et introduire une nou¬
velle constante a définie par

mi m-t = n\ a3.

Alors m. et m-, sont des fonctions de — et de n'-.a3, de sorte
m7 ' 1

que nous pouvons écrire

x'— /('■—> a> wi> Eii E2> ,vi> w'u w'n n2, E„ <v'3).\ : /

H faut faire intervenir maintenant des considérations d'homo¬

généité :

a et a1 sont des longueurs, de même que les x' ;
— et — sont des temps;
n i «2 1
les E sont des nombres, ou du moins on peut profiter de l'indéter¬

mination de leur définition pour Je supposer;
— et les w sont des nombres.
m-,

Dans ces conditions, pour que la formule soit indépendante

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 CHAPITRE XXIV.

des unités de longueur et de temps, on doit avoir
,/ n-i «

x = a / — , -7
\nl a

Je n'écris pas explicitement celles des variables qui sont des
nombres. Nous poserons

il, , a
— = m , —, = a,
ni .a

et comme nos expressions sont développables suivant les puis¬
sances de n2 et de nous voyons qu'elles le seront suivant les
puissances de m' et de a; la constante m est le rapport des moyens
mouvements; a est ce qu'on appelle la parallaxe.

On aura d'abord, en différentiant par rapport au temps,

m\ d.v'i
_ i dx'i

mj dt m, dt '
i -I- -—

ni 7

et, par conséquent, par raison d'homogénéité,
» ./ w2 a\ , .

y, - n2«/ —, — = n2af{m , =0,
\ Yl i (l J

et, d'autre part,

<!>! = n\ a"- fini', a; —, —; E3, (v2, <v'A\ a nia m -, /

317. 11 convient encore de. faire quelques remarques au sujet
de la symétrie. Nos développements procèdent suivant les puis¬
sances de

„ cos , „ cos . cos .

ni, Oi, E, . vu,, E2 . «ù, E3 . w',' '
sra 1 sin ' sm

et l'argument du terme général est

/fi w\ -+- k2 w\ -hpi w\ -+- p2 w\ -+- p3 w>j.

On a^ /c —^p — o pour a?'3 et = i pour x\ etx'2. D'ailleurs p2
est pair pour x\ et x'., et impair pour x'., ; d'où il suit que

ki -t- Xr2 — pi —p3
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GÉNÉRALITÉS SUR LA THÉORIE DE LA LUNE. l3

est toujours impair. D'autre part, p3 est toujours de même parité
que l'exposant de Ea ; donc kt -h k3 — p{ —■ i est toujours de parité
opposée à cet exposant.

Soit maintenant q0 l'exposant de la parallaxe a; nous voyons
que la position du Soleil ne change pas quand on change

a1, w\, w'j
en

— a', w\ ■+■ tc, w'3 -+- it.

Dans ce cas, les coordonnées du Soleil ne changeant pas, rien
ne doit changer puisque, dans nos équations, a', w"2) w'3 ne s'in¬
troduisent que par les coordonnées du Soleil.

Or, dans ces conditions, un terme quelconque se trouve multi¬
plié par

( I y/o-h" ^"2-1-^3 J
on doit donc avoir

?o + ^2 +Pi = o (mod. %).

D'autre part nous avons trouvé
k\ -t- k3 p\ p3 = i

pour les trois coordonnées x\, x1.,, x'.3, et par conséquent
H- Pi -+- 1<s = ' •

Pour les distances mutuelles nous aurions trouvé

/Ci-t- kï — Pi—p3 — />3= 0, pi=o,

kl -h /i2 —Pi — p3 = o,
d'où

ki -+- pi H- q0 = o.

Un peu plus loin (n" 320) nous poserons

x — x\ cos »î+ x\ sin in2,

y = — x\ sin w2 -h x'3 cos w3.

On voit que si k-2 est pair dans le développement de x\ el x'.,,
il sera impair dans celui de x et y et inversement. On aura donc,
pour x et y,

qo ^-2 -+- P3 = 1 >

et pour les termes indépendants de a et de E3, c'est-à-dire si
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<7o = P'i = o, on aura
/c2 = i.

318. Nous allons donner une formule importante pour ce qui
va suivre, et, pour l'établir, nous reproduirons à peu près le rai¬
sonnement du n" 120, en nous appuyant sur le théorème du n" 16.
D'après ce théorème, si l'on a un système d'équations canoniques

dx
_ dF dy _

_ dF
dt dy ' dt dx '

et si les x et les y sont supposés exprimés en fonctions des con¬
stantes d'intégration a et du temps t, on a l'identité

dy = dû -4-^ À dx — F dt,
où Q est défini par l'équation

rfû vp rfv _ vx rfF
—- = F h- > x-*- = F — > x — ,dt Jeni dt Jmmi dx

et où les A sont indépendants du temps et dépendent seulement
des a.

Ici nous avons les équations (3 bis)
dx'i

_ d<I>! dy[
_ di>\

dt dy] dt dx\

Elles sont bien de la forme canonique, mais «F, dépend non
seulement des inconnues x' et y", mais encore du temps, ce qui
nous oblige à appliquer l'artifice du n° 12. Si <F, dépend explici¬
tement du temps, c'est par l'intermédiaire des coordonnées du
Soleil, qui elles-mêmes sont des fonctions périodiques de l'argu¬
ment «v Nous introduirons donc deux variables auxiliaires u et c.

Nous pouvons écrire 'F, sous la forme
4>i(x',y"-, wl),

et poser
F'= cI>i (x1, y"; u)+ n2v.

Nous avons alors, si nous voulons que u = w"„ — n-, t +

du dF'
dt n'~ dv '
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et nous pouvons écrire les équations canoniques

(il)

dx' d¥' dy" d¥'
dt dy" ' dt dx' '
du dV dv dF'

dt dv ' dt du

Nous ajoutons arbitrairement la quatrième équation qui peut être
regardée comme la définition de v. Nous poserons d'ailleurs, pour
unifier les notations,

-

W3-

et, d'autre part,
wi = Hit -H Wi,

ce qui ne change pas la définition de nu n.>, ns, etra2.
Les équations restent canoniques et F' ne dépend plus explicite¬

ment du temps; nous pouvons donc écrire

(i i) x' dy" -+- u dv = dt1 -+- h. d% — F' dt.

Mais
F' dt = (<i>i H- v ) dt = 'l'i dt -+- v( du — dm, ),

ce qui nous permet d'écrire

( i3 ) dy" = d(Q — uv)-1- ^ A di — "F, dt -+- v dm3.

Quelles sont nos constantes d'intégration a? Nous avons d'abord /«',
E, et E2, que nous appellerons les constantes [3 ; nous avons ensuite
les constantes rrs qui figurent dans les arguments w.

Le système (i i) étant du huitième ordre, il y a une huitième
constante, mais nous n'avons pas à nous en inquiéter, car elle
n'entre que dans la variable parasite v. C'est la constante K qui
figure dans le second membre de l'équation

V -+- <t»i = K.

Quant aux autres constantes, ce sont celles du Soleil, elles doivent
être regardées comme connues et non comme des constantes d'in¬
tégration. Parmi les sept constantes que nous conservons, nous
distinguerons les nr et les trois autres (mE,, E2) que nous
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appellerons les [3. Je puis écrire alors, en distinguant les coefficients
de ces deux sortes de constantes,

a?' dy" = d(iï — uv)-+- A dm -t- B dp — <t>t dt -+- v dm-2,

et en posant
£2'=£2 — uv,

nous arrivons à la formule

( 14 ) x' dy" = dLÏ -+- A dm -+- B d$ — <t> i dt -h p dm2 ■

13a fonction Lî' se trouve alors définie à une fonction arbitraire près
des constantes [3 et ru, par l'équation

. , dw v - c,y"(15) —— = <I>. + > x _4_•v ' dt 1 j*d dt

Le second membre est une fonction des constantes [3 et des argu¬
ments (V, périodique par rapport aux w.

Désignons par H la valeur moyenne de cette fonction périodique,
ce sera une fonction des j3 seulement. Nous pourrons alors sup¬
poser que

£2' = H t -t- £2",

Q" étant une fonction des [3 et des w, périodique par rapport aux m.
La valeur moyenne de cette fonction périodique peut être choisie
arbitrairement puisque il' n'est définie qu'à une fonction arbitraire
près des constantes, nous la supposerons nulle. Dans ces condi¬
tions Q" est fonction seulement des [3 et des w.

Nous poserons alors comme au n" 129

(16) ^x'dy"- dû" = ^W; dwt -+-^ C, d$t,

et nous reconnaîtrons que les W et les C sont des fonctions des [3
et des (v, périodiques par rapport aux w. Nous avons donc l'identité
suivante en rapprochant les équations (i4) et (16)

{17) ^ W dw -t- C dfi — d(H t) — ^ A dm -t- B dji — <ï>i dt -t- v dm2.

Cette équation doit devenir une identité quand on y remplace «y
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par ait -H ta,-. Alors notre relation (17) peut s'écrire

^ W(n dt -t- t dn -+- dm)-+-G dfi — II dt — t o?H

'7

A dm H- B d$ — 4»! dt H- v dm*,,

d'où, en identifiant les coefficients des diverses différentielles,

Discutons les équations (18) et appliquons-leur les lemraes des
nos 108 et suivants. Si nous prenons d'abord l'équation AV,= A,-,
nous voyons que le premier membre doit être une fonction des (3
et des w, périodique par rapport aux <v, et que le second doit être
une fonction des [3 et des m. D'ailleurs cette équation doit devenir
une identité quand on y remplace w par nt + ta. Gela n'est possible
que si W; et A,- sont fonctions des [3 seulement (pour i= 1, 3 ou4)-

Si nous prenons maintenant la dernière équation (18), nous
verrons que le premier membre se compose d'une fonction C pé¬
riodique des w, et d'une autre fonction périodique des w multipliée
par t; et le second membre d'une fonction B des (3 et des ra et
d'une autre fonction des [3 multipliée par t. L'identité n'est possible
que si l'on a séparément

4>1= 11 — V W/i,

W( = A,; (f|a),
W2 = A 2-H v,

dn dll
=

r
G = B = fonction des (3.

On aura donc

(19)

et, en rapprochant de la première équation (18),

(■20)

Nous remarquerons que dans la somme W dn, le terme VV2 dn2
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ne figure pas, puisque «2 est une constante donnée et que par
conséquent <//?2= o.

Nous avons dit que Wf, W3, W, dépendent seulement des [3,
voyons ce que nous pouvons dire de W2, nous avons l'équation

W2 = A 2 -+- c,

où W2 est une fonction des (3 et des w périodique par rapport
aux «•>, où

n,v = K —<t>i,

K étant notre huitième constante, tandis que fI>, est une fonction
des |3etdes w, périodique par rapport aux «>; quant à As, c'est une
fonction des huit constantes (3, tn et K. Nous avons donc l'identité
(ai) nsW»H-<J>i =/ijAs+K,

dont le premier membre est fonction des |3 et des w, périodique
en w, et le second membre fonction des j3, de K et des ra. L'iden¬
tité n'est possible que si les membres sont fonctions des (3 seule¬
ment. J'écrirai alors la première équation (18) sous la forme

(712W2+ *i).+ n, W[+ n3W3-h W4 = H,

où chaque terme du premier membre et le second membre sont
fonctions des j3 seulement.

Nous avons vu plus haut que quelques-unes de 110s coordonnées
sont des fonctions paires et d'autres des fonctions impaires des
arguments

w\, w\, IV1,, (Pj, w'3.

Le dernier de ces arguments (fi, est une constante que l'on peut
regarder comme donnée une fois pour toutes; nous pouvons la
supposer nulle, ce qui revient à prendre pour l'axe des x, le grand
axe de l'orbite terrestre. Dans ces conditions nos coordonnées
seront des fonctions paires ou impaires des quatre arguments

w,— «q, w,—w\, w-i = w\, »4= «A,.

Les fonctions suivantes seront paires :
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Les suivantes seront impaires :

dx\ dx'A dy\
*2, 7t, 1/T' "37"'

r/y" rfQ'
O', 0", C, B, -jp.

Ce que je voulais faire remarquer, c'est que C devant être indé¬
pendant des w et en même temps fonction impaire des w, devra
être nulle, de sorte que nous aurons simplement

^ x' dy" — dQ!' — W dw,
et à cause des équations (18) et (21)

(22) ^x'dy"—dù" — ^ A j dwj— ** 1 ,

où l'on a posé

k'i — Ai — Wi (t' = i,3,4),
A , A KA 9 A2-+- }2

"2

de telle façon que les À' dépendent seulement des j3.

319. De la formule (22) on peut déduire une série de formules
importantes, que nous écrirons sous la forme

2'£ dit!'

d$
= o,

Y a, - clrl
jicsak dWi

dur

dw(
= A ;• (i — 1, 3, 4) 1

2Li dw2
dtï"

div2
1

—<o

et, en particulier, pour la constante m1,

2 , dy" dQ,"
X

dm' dm' °"

Mais, dans l'application de cette dernière formule, il faut faire
attention à une chose; nous avons écrit plus haut (p. 12)

x' = af(m', a), y" = n2af(m', et),
P. -11(2). 2-
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où a. = — ■ Il faut alors faire attention que x' et y" dépendent de m',
non seulement directement, mais par l'intermédiaire de a qui est
fonction de m\ et par l'intermédiaire de a qui est égal à —•

320. Axes tournants. — On peut avoir un grand avantage à
rapporter le système à des axes tournants autour de l'origine avec
une vitesse angulaire /t2 ; ces avantages ressortent déjà de ce que
nous avons dit plus haut au n° 313; nous avons vu. en effet que
lorsque E3 = o, les équations du mouvement se présentent sous
une forme particulièrement simple en employant ce système
d'axes.

11 serait facile d'établir les équations du mouvement par des
procédés élémentaires, mais il sera préférable de rattacher la
transformation aux principes du Chapitre I. Je reprends les
équations (11) du n° 318; d'autre part, pour me rapprocher des
notations de MM. Hill et Brown, je désigne par x, y, z les coor¬
données de la Lune par rapport aux axes tournants, de telle sorte
que l'on ait

x — x\ cos u -+- x\ sin u,

y = — x\ sin u -h .r'2 cos m,

z = x'3.

L'angle u est l'angle des axes mobiles avec les axes fixes; c'est
donc w% = w\ = n21 + ro2 ; la lettre u a donc la même signification
qu'au n° 318; je poserai ensuite

y'[ — X cos u — Y sin u,

y\ = X sin u -+- Y cos u,

yl = z.
et enfin

„' = „_(X7-Ya;).

Dans ces conditions on a

dx = dodl cos u -I- dx\ sin u -y- y du,
dy = — dx\ sin u -H dx\ cos u — x du,

et, par conséquent,

dx'-h v du = X dx -I- Y dy 4- Z dz -+- v' du.
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Le changement de variables est donc canonique et les équa¬
tions (i i) (p. i5) deviennent

(23)

avec les équations qu'on déduit des premières par permutations
circulaires de x, y, z et de X, Y, Z.

On a d'ailleurs

T71 L 1 I L il h 3 I r xr -KJ- .F =

j^r~— h RjP + n2(Xy — Ya;),

r,-r;v,-,.^vx,
et les équations (a3) nous auraient donné

dx dy dz
— = X + n%y, _-=Y-n2x, ^ = Z,

dX
_ dty _ dA>\ du

dt dx dx ' dt ~ 712 '
en posant

U, + U3
//6 j

Remarquons que nous avons

n^Xy— Y x), ■+■ i X X2 = I* ' — n 2

n%{Xy~Xx)=n,(^y-^x\-n\{x*-yy*
(24) 2»-il®1—($'-£•)-¥ <—>•>■

/i2(Xjr — Ya?) = /i2(jKÎa72—jKÎ^i)-

La dernière des formules (a4) nous fait connaître le sens du terme
complémentaire /i2(Xjk— Yr); il représente, au facteur constant
près n2, la constante des aires dans le mouvement absolu.

Dans le cas où E3= o, F' ne dépend plus de x, y, s, X, Y, Z,
et pas de u. On retrouve donc l'intégrale de Jacobi qui peut
s'écrire

F" — «2c' = - X2 -t- -H n^(Xy — Ya,-) = const.,
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ou bien
i yr\(dxY Ui+U, n\%4à\~dt) m[ i (.r24-y2)= const.

Nous trouvons ensuite

^y" dx' — ^X dx —(Xjk — Ya?) cYm,

^y'x' =2Xa";
d'où

x' dy" = a? dX 4-( Xy — Yx) du,

et, en rapprochant de la formule (22) et remarquant que u = <v2,

(25) ^FxdX— dû" — ^Aj-dwj— 1 ' 2>
en posant

<t>', = <I>, + n2(Xy — Yx) = F' — n2i>'.

D'autre part Q" est encore défini par

dQ." dX
(26) _ = <!,,+ 2^-37-H,
H étant une constante choisie de telle façon que la valeur moyenne
du second membre soit nulle, il suffit en effet de se reporter à la
formule (10) et de remarquer que

2^=2>w-+re.*(X'-Ya,)-
321. Choix des constantes. — Il importe de comparer aux nota¬

tions précédentes, celles qui ont été employées par Hansen, par
Delaunay et par Brown. Delaunay emploie les arguments suivants :

D = w\ — wà = w\—■ w,= distance moyenne Lune-Soleil,
F = w\ 4- w!2 = «44- (v4= distance moyenne Lune-nœud,
l = w\ 4- w\ = w>i4- w3— anomalie moyenne Lune,
V = w\ 4- w, = anomalie moyenne Soleil;

ou si (v'3 = o, comme nous l'avons supposé, l' = w\— tv2= u.
Hansen prend pour arguments :

g—W, 4-w3, g'=w2,
10 = (V44- W3> (O'= I
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Brown adopte les arguments de Delaunay, mais dans ses formules
figurent plus habituellement les exponentielles imaginaires

!; = eiD, Ç'« = eil', t,ff= eiv, Çc = eu.

11 faut aussi comparer comment sont notées les constantes qui
correspondent à celles que nous avons désignées plus haut par a,
m/, E, Ea, Ej.

La constante E3, excentricité du Soleil, est partout désignée
par e'; le rapport des deux moyens mouvements que nous avons
appelé m! est désigné par Delaunay par m. Au contraire, ce que
Brown désigne par m, c'est le rapport

«2 m' mouvement sidéral du Soleil
/il— »2 i — m' mouvement synodique de la Lune

Nous poserons comme lui
m'

m ■— •

il est aisé de voir que m' peut se développer suivant les puissances
de m et que, par conséquent, toutes nos séries qui procèdent suivant
les puissances de m' peuvent être développées suivant les puissances
de m ; la convergence s'en trouve même augmentée, on verra plus
loin pourquoi.

Les constantes qui correspondent à a, E, sont désignées par

Delaunay et Brown par a, e ; mais elles sont définies d'une manière
différente. Pour Brown a est le coefficient de L, = ell> dans le déve¬
loppement de x + if, et par conséquent celui de cosD dans celui
de x, ou plutôt a est défini de façon qu'il en soit ainsi, si l'on né¬
glige E,, E2 et E3 ; pour Delaunay, a est défini par l'égalité

/>zj -i- //77 = n\ a3,
ce qui vaut mieux.

Delaunay définit e de telle façon que le terme principal de
l'équation du centre ait même expression que dans le mouvement
képlérien; pour Brown, au contraire, e est le coefficient de a sin /
dans le développement de x\ siniv,—x'2costn,. Ici la différence
est importante puisque le e de Brown est à peu près le double de
celui de Delaunay.

La constante d'inclinaison qui correspond à E3 est désignée
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par y par Delaunay et définie de telle façon que l'expression du
terme principal de la latitude soit la même que dans le mouvement
elliptique. Elle est désignée par K par Brown et définie comme le
coefficient de 2a sinF dans le développement de z.

On voiL que toutes les définitions de Delaunay font jouer le pre¬
mier rôle aux coordonnées polaires, et celles de Brown aux coor¬
données rectangulaires. Ces différences n'ont aucune importance,
et l'on pourrait faire varier les définitions de bien d'autres manières
sans rien altérer d'essentiel.

322. 11 importe de se rendre compte de la grandeur de ces diffé¬
rentes constantes. On a sensiblement

1 I , 1 rr '
m = —, m — — , e — —, K ou y = —>

12 ij 00 '

f I I
e — — (Brown) ou — (Delaunay), a =

10 20 4»o

Nos séries procèdent suivant les puissances de ces diverses quan¬
tités, mais il importe de remarquer que dans le coefficient d'un
même cosinus, ou d'un même sinus, l'exposant de e, e', K, a est
toujours de même parité, de sorte qu'en réalité nos séries procèdent
suivant les puissances de

1 „1 1 „ 1 , '
m — —, e2 = — ou -—, K2=-—, <>2=——,

12 100 400 400 JOOO

160 000

Aussi la convergence sera-t-elle beaucoup plus rapide par rap¬

port aux excentricités et aux inclinaisons que par rapport à m qui
joue le rôle du coefficient u dans la théorie des planètes exposée
au Tome 1. C'esL le contraire de ce qui arrive dans le cas des pla¬
nètes. Aussi convient-il de développer, non pas d'abord par rap¬
port à p., puis par rapport aux excentricités, mais au contraire
d'abord par rapport aux excentricités et ensuite par rapport à m.
C'est là la différence essentielle entre la théorie de la Lune et celle
des planètes.
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323. Nous commencerons par déterminer les termes qui sont
d'ordre zéro, par rapport aux excentricités, à l'inclinaison et à la
parallaxe, c'est-à-dire par rapport aux E et à a. Ces termes ne
peuvent dépendre de w\, «Ç, m'.,; ils seront donc des termes en

cos . . , v

. (k* wx h- /c2 w9).
si 11

Si nous adoptons les variables x, y, z du n° 320, nous verrons
d'abord c[iie s est nul puisque l'inclinaison est supposée nulle;
d'autre part, d'après le n" 192, t. I, on a

Ensuite, d'après le n° 190, t. I, x et Y ne contiennent que des
cosinus, tandis que y et X ne contiennent que des sinus.

Enfin, d'après le n° 317, l'exposant de x étant nul, k2 doit être
impair. En résumé le terme général dans x et dans y sera respec¬
tivement en

cos( ik -+- i)( wt — «>.,), sin(2/f h- i)( (Vj — ),

ou cos(2/f + i)D, sin(2A i)D, en introduisant l'argument D de
Delaunay (cf n" 321).

Pour former les équations du problème, il faut reprendre les
équations générales établies au n" 320 et y faire a = E3= o. Faire
a = o, c'est négliger la parallaxe, c'est-à-dire réduire U3 à son
premier terme, ce qui donne
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P2 étant Je polynome de Legendre
3cos2y — iP,

On a d'ailleurs, puisque 3 = 0,

AG2 = a?2 +j'2,

et puisque BD est parallèle à l'axe des x (l'excentricité E3 étant
nulle et par conséquent le mouvement de B autour de'D circulaire
et uniforme), puisque par conséquent y est l'angle de AC avec
l'axe des x,

A G cosy = x,

d'où, finalement,
2 x2 — y2

P2AC2=

Mais nous avons trouvé plus haut au n° 320
r, , X2 Y2 Ui -+- U3 v \P — TiiV — ■ —H — —}— ti<) ( X y — Y x Y

2 m\ J

Rappelons d'autre part que

Ui
_ m, ■+■ m-, m4

d'où
AG a

U3 2 a?2—y2
_ — n\ —,

-A = nb

d'où enfin

, X2•+ Y2 ,2.r2 —y2 , /v „ ,F'= n<i v h — pp n\ -+■ n2(Xy — Y x).

Comme F' ne dépend pas de a, la variable auxiliaire v' se réduit
à une constante et ne joue aucun rôle, et les équations cano¬
niques (a3) du Chapitre précédent deviennent

dy
~dt~ n*x>

/\ y ""1 ■ ""/ <> «r( I ) ^ j ■ \ P,3 ^ ^ 2 ^ ~^ 2 »

■y— n\y — iu_X.

dx
dï = X H- 'hy,

dX m y -+- lll-t
!1

N AC3

dY m y -+- m-y
dt AC3
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Mais les deux premières équations nous montrent que

dX
_ cV-x dy dX d-y dx

dt ~ dt- ~ 'll Ht ' ~dt ~~ dl1 + '12 dt '
dX dix dy
7k~nA^^F~^--dt~nlx'
dX d1 y dx
"S*+niX = drr + *n*dï-n*r'

de sorte que les dernières équations (i) deviennent
; d2x dy mi+m7
\nïï—1'l*Tt~Znlx + —cr-^ = 0'

(■!)■ < ,

J a2 y dx «ii-+- m-i

Ces équations peuvent être mises sous une autre forme; si nous
posons

w\ - w\ = D = T,

cela revient à changer l'unité de temps de telle sorte que l'argu¬
ment de Delaunay joue le rôle de temps. On a alors, d'après
le n" 321,

(h n .>

= »1 — n 0 = — •dt m

Si alors nous posons
ni\ -+- i)i 7

(/it — u2y2

les équations deviendront

3)

.1 d2x dy , , v.x

__2W^_3„^+_=0,
/

d'2 y dx •/. y

^ + +ÂCi=°-

Telle est la forme particulièrement simple que prennent les
équations du mouvement de la Lune quand on néglige :

10 La parallaxe ;
2° L'excentricité solaire ;
3° L'inclinaison.

Le problème que nous proposons maintenant est de trouver une
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solution particulière de cette équation; à savoir celle cjui corres¬

pond au cas où la constante Et est nulle. Gomme nous venons de
voir que x ety sont développables suivant les cosinus et les sinus
des multiples de 2D, ou de 21, nous voyons que cette solution
particulière est une solution périodique. Le problème a été
entièrement résolu par Hill dans un Mémoire de tout premier
ordre dont nous allons exposer les principaux résultats ( American
Journal of Mathematics, t. 1).

324. Équations homogènes. — Ainsi que nous l'avons vu au
Chapitre précédent ces équations admettent l'intégrale de Jacobi,
qui s'écrit

C'est d'ailleurs une combinaison immédiate des équations (3).
Ici /• = yx- + y2 désigne la distance AC.
Nous avons donc trois équations que je puis écrire en mettant

doc d^~ oc • • •

x' et x" pour -p et ce qui n'a plus d'inconvénient; nous obte¬
nons ainsi

i x"—-uny'—3 m2x H- —^ = o,

/, x !» , * Y(il) { y -+- imx — = o,

/ .r'2 + y2
_ 3 m2 _ v. _ ^1 2 ' -2 r

Entre ces trois équations nous allons éliminer y.; nous trouverons

| xx" -4- yy" -+- 2 m (yx' - xy' ) -t- -1 ( x''1 4-y ) — '' = C,
j yx" — xy"— 2 m (yy' 4- xx' ) — 3 m2 xy — o.

La première s'obtient en multipliant les trois équations (4) par
x,y et 1, et la seconde en les multipliant par y, —a? et o et ajou¬
tant.

On voit tout de suite que les premiers membres des équations
(5) sont des polynômes homogènes du second degré par rapport
à x, y et leurs dérivées.
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325. Équations imaginaires. — Hill met encore ces équations
sous une autre forme en introduisant les notations

u = x -H iy, s = x — iy.

Elles deviennent alors

» „ , i , , q , N„ „
us -bus — 2 mi ( us — su ) -t- us-— (u -+- s )2 =

4
3 m2

us"— u" s — 2ini(us'-b su') — ——(m2 — a2)= o;

ces deux équations peuvent être remplacées par une seule
IL s' HZ^

(7) us"— 2mius' — ( 15 w2-H 18us -f- 3s2) = C,28

à laquelle il convient d'adjoindre son imaginaire conjuguée
IL s' UZ^

(8 ) u"s -b 2 misiï H—-— — -7— (i5i2 h- 18 us -b 3 m2) = C.
28

Il est aisé de vérifier en effet que les deux équations (6) ne sont
autre chose que la somme et la différence des équations (7) et (8).

326. Les équations (3) forment un système du quatrième ordre,
elles conviennent pour l'étude des termes de degré zéro et pour
les termes qui dépendent seulement de l'excentricité lunaire E,,
mais sont"indépendants de l'inclinaison E2, delà parallaxe a, et de
l'excentricité solaire E3. L'excentricité lunaire Et est l'une de nos
constantes d'intégration; si nous la supposons nulle, il ne subsistera
que les termes de degré zé/-o, que nous nous proposons actuelle¬
ment d'étudier. L'ensemble de ces termes de degré zéro représente
donc une solution particulière de nos équations (3); comme ces
termes dépendent d'un seul argument D = x, ils sont périodiques.

Le problème revient donc à chercher une solution périodique
des équations (3).

Si l'on construit la trajectoire T du point x, y par rapport aux
axes tournants, cette trajectoire sera une courbe fermée, puisque
x ety sont des fonctions périodiques du temps. Comme x ne con¬
tient que des cosinus, et y seulement des sinus; comme d'auLre
part les développements de x et de y ne contiennent que des
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termes dépendant des multiples impairs de t, les deux axes des x
et des y seront des axes de symétrie pour cette courbe fermée T.

En éliminant /. entre les équations (4) et en regardant C comme
une constante arbitraire, nous formons un système (5) ou (6), ou
(y) et (8) qui peut être regardé comme plus général, puisque ce
système ne change pas quand on change ,r, y et G en \x, \y, X2C,
en désignant par X une constante quelconque. Si une courbe
fermée T satisfait aux équations (3), elle satisfera également aux

équations (7) et (8); mais ces équations (7) et (8) admettront en
outre pour solution toute courbe homothétique à T par rapport à
l'origine.

Le problème a été entièrement résolu par HiII, ainsi que je l'ai
rappelé dans mes Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste
(t. I, p. 97). Pour les petites valeurs de m, Hill trouve une courbe
ayant la forme générale d'une ellipse, pour m — 1,78, il trouve
une courbe avec deux points de rebrousseraient situés sur l'axe
des x.

S'il avait poussé plus loin, il aurait sans doute trouvé une courbe
avec deux points doubles symétriquement situés sur l'axe des x\
puis ces deux points doubles se seraient confondus en un seul situé
à l'origine, puis ils auraient disparu et la courbe T serait redevenue
une courbe fermée sans point double mais parcourue dans le sens
rétrograde. Mais les premières courbes déterminées par Hill ont
seules de l'intérêt pour l'étude du mouvement de notre satellite.

327. Calcul des coefficients.— Voici à quoi revient la méthode
de M. Hill, pour les petites valeurs de m. Au lieu des équations (3)
envisageons les équations plus générales

3
„ 3 „ xx

x —■ 2py — - pïx — - mlx -t- — = o,

3 3 y. y
y"-\- 2px'~ -p*y -+- - m?y -t- = o.

En les traitant comme plus haut on en déduirait, au lieu de (7)
et (8), les équations

u' s' Q 771^
(7 bis) us"—2pius'-i— p2 us = — (i5u2-H 3.s2)-t-C,

2 4"
II'S Q 171^

(S bis) su"-h %pisu'-\ ; g «s = — ( 3 i5i2)H-C.
2 4 o

(3 bis)
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Nous allons développer la solution suivant les puissances
croissantes de m- ; une fois la solution obtenue, nous y feronsp — m

pour retomber sur les équations (3).
Supposons le problème résolu et posons

l Ç = — = Uq -f- l)l~ ll\ . . . -H /?î2(7 liq -H i < i,

^ ^ j ^ = -So —I— 7?î2 -H ]ri* s% -H...-H /u2V s g H-. ..,
[ C = Co -f- /ï?2 C, -i— m'* C2 -H •. • -H /u2(7 G g -+-....

11 s'agit de déterminer par approximations successives, d'a¬
bord «0, s0, C0, puis u 1, s,, Ci, puis m2, Sj, Câ ;...., et ainsi de
suite.

On prendra d'abord
r 1 9 oM0=«o=>, G0 = 2 p—-;p~.

2 4

Quand on aura remplacé dans (7 bis) et (8 bis) m, s et C par
leurs développements (9), on trouvera dans le premier membre
des termes de la forme

m2«+2P M«S|3,

et d'autres d'une forme analogue où ua ou sp, ou tous deux, ont été
remplacés par l'une de leurs deux premières dérivées. Dans le
second membre on trouvera des termes de la forme

OT2a-t-2fiH-2 Jp lla

ou de la forme

ou encore de la forme
/)i2«Ca.

Je suppose qu'on ait déterminé dans les approximations précé¬
dentes

U0, UU ..., jusqu'à Uq—l,

S0, $1, . • . 1 » Sq—\ 1

Co, Cl) • • • ) » Cq-lj

et qu'on veuille déterminer urJ, stp C?. Égalons les coefficients
de m-i.

Dans le premier membre nous devrons retenir les termes qui
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contiennent rri1i en facteurs, c'est-à-dire ceux où
a + ? = 1-

Ces termes ne contiendront que des quantités connues sauf ceux
où a = q, |3 = o, ou .bien encore ceux où a = o, P = q. Dans le
second membre nous devrons retenir ceux où

a -H (3 = q —• i,

ils ne contiendront que des quantités connues ; nous devons encore
retenir le terme m-i C? qui est inconnu.

Les termes encore inconnus du premier membre de (7 bis)
s'obtiendront donc de la façon suivante; prenons par exemple le
terme

us",
je puis l'écrire

Or, on a, par les développements (9),

U Ç""1 = Ux.

Nous devons, d'après ce qui précède, retenir les termes tels
que a -f- {i — q\ nous distinguons parmi eux ceux qui contiennent
une des inconnues s(/ ou uq \ c'est-à-dire les termes tels que a — o,
P = q, ou bien a = <7, p = o. Les termes à conserver sont donc
les suivants (en rappelant que u0 — ', s0 = 1, x'0 = o, s"0 = o) :

Nous opérerions de la même façon sur les autres termes du
premier membre et il nous resterait comme termes, contenant l'une
des inconnues,

(10)

3\ , „ „ , 1
*P+-J »7- [-J-

. Un / Q P'2 I \

Conservons ces termes (10) dans le premier membre, et faisons-
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passer au contraire dans le deuxième membre tous les termes qui
ne contiennent que des quantités connues; nous obtiendrons une
équation de la forme
(l l) A (Sq, II,/) = 'IV/+ Qîq.

Dans cette équation, À(s?, uq) n'est autre chose que l'expres¬
sion (10); c'est donc une combinaison linéaire à coefficients con¬
stants de sq, uq et de leurs dérivées. La fonction est l'ensemble
des termes connus qui se trouvaient dans le deuxième membre ou
qu'on y a fait passer. C'est une fonction périodique de t.

En opérant de la même façon sur (8 bis) on aurait obtenu
( r a ) A' ( Sq, Uq ) = <!>;, -+- Cq ;

A '(sq, Uq) est l'expression

u"q — a p -4- | ) i u'q « P + \ ) "</
is'q /9 P2 t \

- [ \ >P -;}<'<■
imaginaire conjuguée de A (sq, uq) et déduite par conséquent
de A (sq, Uq) en permutant sq et uq et changeant i en — i.

<1Q est l'imaginaire conjugée de d>?; c'est donc une fonction
connue et périodique de t, développable suivant les puissances
positives et négatives de Ç2. Pour passer de <E>? à il suffit de
changer Ç en et de remplacer les coefficients numériques par
leurs imaginaires conjuguées; nous verrons plus loin que ces
coefficients numériques sont toujours réels et par suite que cetLe
dernière opération est inutile.

Quoi qu'il en soit, nos fonctions inconnues se trouvent déter¬
minées par les équations (il) et (12) qui forment un système
d'équations linéaires à coefficients constants et à second membre.

Soient, par exemple, a, a', \ et tj les coefficients de dans <I>(/,
<!>', Uq et Sq ; il s'agit de déterminer les coefficients inconnus ij et rt
à l'aide des coefficients connus « et h.

Pour cela, les équations (i i) et (12) nous donnent

( 13 ) S' (■ip--D k -
/9P"' , , i\" -H £

'

k

2
T

<m
1 - 2p

h - /c2-n- (%p-$ k —
fç) p* 1 y
{T+2p~h*/. + 1 [-Î- /9p'*

\ 4 4
- 2p +

i)}

P. - II (2).
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Ces deux équations du premier degré nous donneront !• et -/].
Le cas de k = o mérite une mention spéciale; d'abord les pre¬

miers membres des deux équations (i3) deviennent identiques;
ensuite il faut tenir compte dans les seconds membres du terme C?;
les équations s'écrivent alors

i —(? "+• 1 + 2/> H- " ) = a H" C//'
(o < ; 2 '

f —( £ -+- 1) ) ^ 'H h 2 p-J — a'-t-C7..
Elles ne peuvent être satisfaites que si a — a'] or a et a' sont

imaginaires conjuguées par définition; les équations ne peuvent
donc être satisfaites que si a est réel ; nous verrons plus loin qu'il
en est toujours ainsi.

Les équations (i4) nous donneront donc pour £ + 7) une valeur
réelle A; on prendra \ = ~t\ = de telle façon que £ et ~t\ soient
imaginaires conjuguées, et en même temps réelles.

La présence de C7 introduit une indétermination dans le pro¬
blème. On peut supposer que la constante C est une donnée
■de la question; alors C ne dépend pas de m et l'on doit faire
dans (i4) Cy = o.

On peut également s'imposer la condition que le coefficient
de Ç dans a et celui de dans s soient égaux à i. Ce coefficient
ne dépendant pas de m, on doit avoir Ç = r) = o, de sorte que la
première équation (i4) se réduit à

o — a -¥■ C?,
•ce qui détermine C?.

328. Je dis d'abord que les coefficients de tous les termes du
développement de u et de s seront réels. En effet, supposons que
cela soit vrai pour

Il 0} U>\, • • • , llq— \i

*0, Sli ' • ' i Sq — l î

je dis que cela sera vrai pour uq et s„.
En effet, si cela est vrai pour

<i5; «a, sa (*<q),
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cela sera vrai également pour

( 16) iu'x, is'a, u"a, s"a 0<</),

et par conséquent pour les termes connus de (7 bis) qui sont tous
le produit de deux expressions de la forme (i5) ou (16) affectés
d'un coefficient réel.

Donc, dans le développement de <ï>? suivant les puissances de Ç-,
tous les coefficients sonL réels. Donc, dans les équations (i3)
et ( 14), les quantités a et a' sont réelles; or les coefficients de ces
équations du premier degré (i3) et (r/j) sont également réels;
donc nous en déduirons pour s et rn c'est-à-dire pour les coef¬
ficients de Uq et Sq, des valeurs réelles. c. q. f. n.

Je dis maintenant que nous aurons seulement dans ua et s0 des
termes en Ç° ; dans«t et s, des termes en

ç2, ç-2;

dans a« et s.2 des termes en

ç°, ç-*i

dans u3 et s3 des termes en

ç-«;

et ainsi de suite. En d'autres termes, je dis que et sÇ sont
développables suivant les puissances de »i2Ç2 et/».2Ç~2.

Je dis en ellét que, si cela est vrai pour les premières approxi¬
mations, cela sera vrai aussi pour l'approximation suivante. Je
suppose donc que

«a, sa (a <l)

sont (les polynômes homogènes de degré a en et Ç-2, et je me
propose de démontrer que uq, sv seront aussi des polynômes ho¬
mogènes de degré q en Ç2, Ç^2. D'abord les dérivées u'a, etc., seront
comme ua, etc., homogènes de degré a. Considérons maintenant les
différents termes de (I>?; nous avons d'abord :

1" Ceux des termes du premier membre de (7 bis) qu'on a fait
passer dans le deuxième membre parce qu'ils ne contenaient pas
de quantité inconnue. Ils sont égaux à un facteur numérique
près à

««sp (a < q, p < q, oc + j3 = q),
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ua ou sp pouvant être remplacés par une de leurs dérivées ; ce sont
donc des polynômes homogènes de degré q en Ç2 et Ç~2 ;

2° Les termes provenant de ' ' " ; ils sont de la forme

Ç'wœwp (a 4-(3 = <7 — 1),

et par conséquent homogènes de degré q en Ç2, Ç~2 ;

3° Les termes provenant de —g—; ils sont de la forme
Ç-2^a.Sp (o + p = <7 — ') !

ils sont donc aussi homogènes de degré q.

Donc est un polynome homogène de degré q en Ç2, Ç 2.
Mais uq et sq se déduisent de <I>? par les équations (t3); les termes
de uq et Sq correspondent à ceux de <I>? et contiennent les mêmes
puissances de Ç; donc uq et sq sont les polynômes homogènes de
degré q en Ç2, Ç~2. c. q. f. n.

Il résulte de là que, si l'on développe le coefficient de Ç2/t ou Ç~2/f
suivant les puissances de m, le développement contiendra seule¬
ment des termes où l'exposant de m prendra les valeurs

2 A", "2 l\ —j— 4, 2 le —H 8, ....

Ce développement procédera donc non pas suivant les puissances
de m, mais suivant celles de m'1. C'est ce qui explique la conver¬

gence extrêmement rapide du procédé de M. lïill, chaque ap¬

proximation donnant 4 ou 5 décimales exactes nouvelles.

329. Je dis maintenant que les coefficients £ et 7) calculés d'après
les procédés précédents sont des fonctions rationnelles de p.
Supposons en effet que cela soit vrai aux approximations anté¬
rieures; je dis que cela est encore vrai à l'approximation suivante.
En effet, cela sera vrai des coefficients de <ï>? formés par
multiplication en partant de ceux de ua, sa(a<lq); cela sera
donc vrai des coefficients a et «'qui figurent dans les équations (i 3) ;
les coefficients de ces équations (i3) étant rationnels en p, i! en
sera de même des inconnues £ et vj, c'est-à-dire des coefficients
de Uq et Sq. c. q. f. n.
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Quels seront les facteurs des dénominateurs de ces fonctions
rationnelles? Il est aisé de les déterminer. En effet, la résolution
des équations (i3) introduit au dénominateur un facteur qui est le
déterminant de ces équations, lequel est égal à

~(p-—4p— 2+2 /c2).

Les facteurs du dénominateur seront donc les polynômes
p- — f\p — 2 + 2 /f2,

où l'on devra donner à k les valeurs paires successives

a, 6, ....

ce qui donne les polynômes

ip -H 6)
4 p + 3o,
4p + 7°> ■■■■

Si donc on développe le coefficient de Ç2A+| suivant les puis¬
sances de m, le coefficient de chaque puissance est une fonction
rationnelle de p dont le dénominateur est un produit de facteurs
de la forme (17), chacun de ces facteurs pouvant être élevé à une
puissance supérieure à 1. Il 11e faudrait pas en conclure pourtant
que le coefficient de Ç2*+l, considéré comme fonction de p et de m,
est une fonction méromorphe de ces quantités, ou encore qu'il se
réduit à une fonction méromorphe de m quand 011 fait p = m.

329 bis. Quoi qu'il en soit, l'approximation par ces méthodes est
extrêmement rapide. M. Hi11 a calculé les coefficients ou plutôt
leurs rapports avec io décimales; la première approximation lui
donnait généralement 6 décimales exactes, la seconde 11 et la
troisième i5. D'autre part, la décroissance des coefficients est aussi
très rapide; dans le développement de u, par exemple, les coeffi¬
cients de Ç, Ç3, Ç5, ... diminuent très vite, chacun d'eux étant
environ la trois-centième partie du précédent. Le coefficient de Ç
qui est naturellement le plus grand nous dorme le terme principal
de l'orbite non troublée; viennent ensuite ceux de Ç3 et de Ç-' qui

( P2-
('7) P'—

[ p2 —
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correspondent à l'inégalité considérable connue depuis la fin du
moyen âge sous le nom de variation.

Les valeurs numériques sont donc très exactement connues;
mais nous ne possédons encore queles rapports de nos coefficients ;
les équations (7 bis) et (8 bis) contiennent en effet une indéter¬
minée C, et nous avons profité de cette indétermination pour sup¬

poser que le coefficient de Ç dans u, de même que celui de Ç" 1
dans s, est égal à 1. Cela revenait à satisfaire aux équations (i4)en
faisant

£ = ïj = o, a -+- C7= o.

C'est ainsi que nous avons opéré à la fin du n" 327. Nous avons
ainsi trouvé une solution particulière des équations (7 bis)
et (8 bis),

« = .MO, s — 'MO>

caractérisée par ce fait que, A et A, étant imaginaires conjuguées,
le coefficient de Ç dans tj; (Ç) est égal à 1. Alors nous aurons une
autre solution en faisant

« = «o<KOi s = «0<MÇ)i

à la condition de changer l'indéterminée C en a(jC. 11 reste à dé¬
terminer a0.

Pour cela, il faut (après avoir fait p — m) revenir aux équations
primitives, qui peuvent s'écrire

« ■ t 3 , / . y. u
u -t- 1 mi u —■ - m1 ( u -+- s) h = o,

■1 r3

et voir quelle valeur de a0 correspond à la valeur donnée de x.
Pour cela soit

4(i;)=Yaif!i+';

il viendra pour x — o, Ç = 1 :

/■ = 11 = s — ag «o"K»)>

a' — i'a0^(2 /c-t- i) aie, u" — — ao^( 2k -+-

Les coefficients a* étant connus, on connaît donc facile-
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ment <{/ (1), J/'(i), tj/'(i), et il vient
(18) a30 412(1 ) [4^"(') "+" 2 mi ^'(O — (î)] = y.,

d'où l'on tirera sans peine a0.

330. On voit facilement que la résolution de l'équation (18)
entraîne l'extraction d'une racine cubique. Nous devons donc nous
attendre à trouver que, dans le voisinage de certaines valeurs sin¬
gulières m0, l'expression de a„ et par conséquent celle des autres
coefficients de u qui sont auat, a0 a2, ..., contiennent en fac-

_J 2
teur (m — m0) 3 ou (m — m0)3, par exemple.

C'est en effet ce qui arrive pour m0 = 1.
Supposons donc qu'on veuille développer aa suivant les puis¬

sances de m; alors la convergence sera comparable à celle d'une
progression géométrique de raison

m

m0 '

m.0 étant le point singulier le plus rapproché; si ce point est iir

puisque m — ^, cette raison sera
ni

_ i
7/1 u 12

Si l'on avait développé suivant les puissances de
,

_ ni _ ni
rii i -+- m

comme l'a fait Delaunay, la raison aurait été
m' 2

771 q |3'

donc notablement plus grande.
On arrive au même résultat en ce qui concerne le développement

de aK ; le point singulier le plus rapproché provient avant tout de
la présence du facteur p- — 4P + 6 dans nos dénominateurs
{cf. n° 328 in fine); dans ce facteur on fait p = m, de sorte que
l'on a à peu près

ml — 6 = o,
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d'où

C1IAPITRIS X\V.

| 7n0 | = /6

et, pour la raison de la progression,
m i

»> o [ ■). sjfi
avec mon aurait eu

, i _ I '»<> i _ , / (i _ , /JL' | I -f- 777(| | y I -H 4 -+- fi V 11

et, pour la raison,
m' \/1 i

i ■). \Jfi

On voit combien il est plus avantageux de choisir m comme pa¬
ramètre au lieu de ni'. Naturellement la même différence se

retrouve dans le calcul des termes suivants, puisque les nouveaux
développements que l'on obtient pour ces termes se déduisent de
ceux que nous venons d'obtenir pour les termes d'ordre zéro.

330 bis. Une solution particulière remarquable s'obtient en fai¬
sant y. = o; on trouve alors

u — jîÇ-*, •« = pU'-t-

a, 6 et k étant liés par les relations

d'où

ou, en faisantp = m

/P— m*k* = o.

Pour que cette solution nous convienne, il faut que k soit entier
impair, et par conséquent que l'on ait
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La courbe décrite par le point .27, y se réduit alors à une ellipse.
Mais cela correspond à x = o, c'est-à-dire, en se reportant à

l'équation (18), à

<p(i) [<]/(!) -+- 2— 34^(1)] — 0i

Si alors on donne à x une valeur donnée finie, il faut faire a0 — 00.

Donc, quand m se rapproche de la valeur 1, la trajecLoire T du
point x, y tend à être de plus en plus semblable à une ellipse, mais
les dimensions absolues augmentent au delà de toute limite; c'est
de cette façon que s'introduisent dans n0 des facteurs tels que

_ 1
(ni — 1 ) 3,

ainsi que nous l'avons expliqué plus liant.
L'ellipse à laquelle on parvient en faisant m ■= 3, m = 5, etc.,

ne fait pas partie de la série de solutions que nous envisageons ici,
puisque la période n'est plus 2-, mais • • ••
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CHAPITRE XXVI.
MOUVEMENT DU NOEUD.

331. Nous allons maintenant déterminer les termes du premier
degré par rapport à l'inclinaison E2 ; nous négligerons donc comme
dans le Chapitre précédent la parallaxe et l'excentricité solaire E3;
seulement nous ne supposerons plus z = o.

Dans ces conditions, nous avons encore

Ai ~ P2 AG2,m', a3

mais on a

d'où

D'ailleurs

d'où

p 3cos"y 1 ; AC.cosy = x\
2

AC2 = r2 = a/2-+- y1-FZ*,

Us
_ „2 2a-i—yi—si

r — //.>

U| mi -+- /«7

, X' -f- Y2 -f- A2 //l, -4" /127
/•

/2 -

/y v \ 2 w'-r2—-s2
-h /2i(XjK — Ya?) — n\ J-

Cela posé, nous retrouvons les équations (i) du Chapitre précé¬
dent, avec cette différence que AC = r ne représente plus \Jx2 +y-,
mais \Jx- -+-y--+- z2.

Nous trouvons ensuite

dz dF'
_

~dt = ~dZ=>
drz

__ dZ _ dF' _ , //21-t- rn^
dt- dt dz /•3
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MqjJVISMENT DU NOEUD. 1,5
Si nous posons, comme au Chapitre précédent,

m, -t- m-,
t = («i—m = > x =

n i — (/i,— /i2)'!'

d*z
_

rf-2'

l'équation précédente devieiat
(i) z" -t- 0,3 = o,

avec

y.
0 — //îJH -•

Si nous cherchons les termes de l'ordre de l'inclinaison, nous

négligeons le carré de l'inclinaison et par conséquent z-; nous
pouvons alors prendre

r = s/x*^yn-,

de sorte que nous retombons sur les équations (1) du Chapitre
précédent, sans changement. Et comme nous devons faire E, = o,

puisque les termes que nous voulons calculer sont indépendants
de l'excentricité lunaire E|, nous devons prendre pour x et jp- la
solution particulière étudiée dans le Chapitre précédent. Donc X
et y sont des fonctions connues du temps, développables suivant
les puissances impaires positives et négatives de Ç = e'T.

~r nous est ensuite donné par l'intégrale de Jacobi
x

_ x'2 + /2
_ 3 m2 a?2 _

r 2 2 J'

d'où l'on déduit aisément —, et 0.
ri

Donc 0 est une fonction connue du temps développable suivant
les puissances paires, positives et négatives de Ç.

Nous avons vu que, quand on introduisait les deux paramètres/»
et m qui figurent aux équations (3 bis), (7 bis) et (8 bis) du Cha¬
pitre précédent,

uXr1 = t,-'(x ■+■ iy),

=? if — iy)
sont développables suivant les puissances de p, m2Ç~2; il
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44 CHAPITRE XXVI.

en est donc de même de 0, de sorte qu'après qu'on aura fait p = m,
0 sera développable suivant les puissances de

m, i> iîO,

De plus, quand on change t en —t, ou Ç en Ç~', u se change
en s, de sorte que r et 0 ne changent pas.

Si donc nous posons
0 =^0/,.^,.

on aura

0/t= 0-A,

et l'on pourra écrire
0 = 00+ 2 0, COS 2 X 4- 2 02 COS f\ X 4-. • ...

0 étant développable suivant les puissances de m, /n2Ç2,
le coefficient 0* contient en facteur m'2'1, de sorte que les coeffi¬
cients 0 décroissent très rapidement.

332. 11 s'agit donc d'intégrer l'équation (î).
Cette équation est de même forme que celle que nous avons exa¬

minée au Chapitre XV11 des Méthodes nouvelles de la Méca-
nique céleste. Nous savons donc :

i° Que cette équation admet deux solutions particulières de la
forme

(2) z — éteint), z = e~'t>n ij/(—v),

<{i(t) étant une fonction périodique de la forme

où k prend toutes les valeurs entières positives et négatives.
Nous devons remarquer en effet que l'équation (1) ne change pas

quand on change t en— l'existence de la première des solu¬
tions (2) entraîne donc celle de la seconde.

2° Nous aurons ensuite les deux solutions

z = F(t) = ip(x) 4- e->e~q{— x),
3 =/0) = T)],
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mouvement du noeud. 45

dont la première est une fonction paire et la deuxième une fonc¬
tion impaire de t.

Nous pouvons achever de déterminer 'J'(t) (qui n'est encore dé¬
terminé qu'à un facteur constant près) et la constante X, de telle
sorte que

F(o) = t, F'(o) = o,

/(») = o, /'(0)='.
c'est-à-dire

3" En vertu d'un théorème démontré dans mon Mémoire Sui•
les groupes des équations linéaires (Acla matheniatica, t. 1Y,
p. 212) et rappelé dans Les méthodes nouvelles de la Mécanique
céleste (t. II, Chap. XVII, p. 23o), la fonction F(t) considérée
comme fonction des 0/f est une fonction entière.

Nous trouverons alors

F(T) =^/cCO.s(<f H-2/C)T,

k variant de — oo à 4-00.

La fonction 'i(v) est périodique de période tc, de sorte que
l'on a

(3) = ijj(o) = F(7r) = cosg-tc.

333. L'équation F(tc) = cos^'tt a une grande importance; c'est
elle en effet qui va nous permettre de déterminer g, c'est-à-dire le
mouvement du nœud.

En effet, la solution générale de l'équation (1) peut s'écrire
z — E2I (V H- TOi),

E2 et nr/( étant deux constantes d'intégration, la première représen¬
tant la constante d'inclinaison, et la deuxième la constante qui
ligure dans la formule du Chapitre XXIV,

w!t — (Vg = t ~r~

Si nous faisons en effet g = ——, on voj 1 qUe ]a formule pré-
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46 CHAPITUE XXVI.

cédente peut s'écrire

z = ^E26/:cos(«'4-t- tvt'+ 2kw\ — v>. £<v2),
où nous reconnaissons la forme des formules du Chapi tre XXIV. (Il
suffirait de changer la constante arbitraire en cr4 + pour avoir
un sinus au lieu d'un cosinus.)

Cela posé, les passages au nœud s'obtiendront en faisant z = o;
le terme principal du développement étant

E2 ù0cos

les passages au nœud ascendant auront lieu sensiblement pour

(C, -+- = gx -H TTT.v - •

Dans l'intervalle de deux passages au nœud consécutifs, la diffé¬
rence des longitudes moyennes de la Lune et du Soleil aura aug¬

menté sensiblement de — ; si l'on considère n -+- 1 passages consé-S

sécutifs au nœud ascendant, cette différence aura augmenté
sensiblement de ---- ; et cela d'autant plus exactement que n sera

plus grand. Donc g mesure le moyen mouvement du nœud.

334. Pour calculer F(t), voici comment nous allons procéder.
Posons

e-o = q\

et écrivons l'équation (i) sous la forme
(4; z" ■+■ qiz — (0O—0)^,

puis cherchons à développer F(t) suivant les puissances de ("),,
02, etc.; le développement sera très convergent, puisque nous avons
vu que ces coefficients sont très petits, et d'autre part que F (y) est
une fonction entière de ces coefficients.

Représentons alors par zu, z,, . . z/c les termes de F(t) qui
sont de degré o, i, . . ., k par rapport aux coefficients 0,, 02, ... ;
nous aurons, pour déterminer successivement

-o, *li • ) % /( }
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MOUVEMENT DU NOEUD. 47

le système d'équations

z"o + </J*o == o,

z\-h q*Zi = (0„ — e)«0,

, z'k+q^^k— (©o—

Ce sont des équations linéaires à coefficients constants et à
second membre, immédiatement intégrables; il faut, pour achever
de définir z0, zt, . . ., z/f, se donner les conditions initiales qui
seront

Zq — [ , ZQ = O, *3j = 3, = O, i -S/." — Z/c = O.

Nous trouvons d'abord

-s0 = COS qi,

et pour z/t une expression où figurent des termes en

(6) cos(2y -+- q)z, "c'H+'sinfay -+- q)z, T2f-cos('2y + q )t,

j et p. étant entiers et ap + i étant au plus égal à k.
En effet, il est aisé de vérifier que, si cela est vrai pour z/t_.,, cela

sera vrai également pour z*.
Ainsi le terme général du développement de F(-u) sera de la

forme (6); il est aisé d'en apercevoir la raison : nous avons trouvé

F(t) =^]fycos(£4-2y>-
D'autre part, g est développable suivant les puissances de ©,,

0o, ... et se réduit à q pour 0, = 02 = . . . = o.
Je puis donc écrire

F('0 =2^c°sr(s, + ay)'c -+-(<?—q)A

et développer suivant les puissances de g — q ; soit alors

cost siiiT =

les coefficients <Xp et (dp, ayant les valeurs numériques bien connues;
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il viendra

( F(t)= — qyv%*V-cos(q + 2/)T
(7)

f —Y— qYV-+^^V-+^\n{q + 2/)*.

On peut ensuite développer les bj et les puissances de g—q
suivant les puissances de 0|, , et l'on devra retrouver le
même développement que par le moyen des équations (5). On voit
que le terme général est bien de la forme (6).

335. Voyons comment on peut se servir de ces développements
pour déterminer g et les coefficients bj.

Supposons que l'on ait déterminé
-^l» • • • 5 %k >

on a donc, à des quantités près de l'ordre de m2k+-,
F(v) = ^o-+-'3l -h . . . + z/c,

et F(t) se présente sous la forme d'un développement (7) dont
tous les termes sont de la forme (6).

Dans ce développement, conservons seulement les termes pério¬
diques purs en cos(q 4- 2J)t, ceux où t ne sort pas des termes lui—
gonométriques ; les coefficients de ces termes seront précisément
les coefficients bj cherchés, au même degré d'approximation, c'est-
à-dire à des quantités près de l'ordre de m-k+2] et en effet a0 est
égal à 1.

Pour déterminer »' nous calculerons F(tc) en faisant t = t; dans
le développement (7) et nous aurons ensuite g par l'équation

F(lt) = COS^TT.

En faisant cette substitution on trouve

F(it) = II cos qr. -t- H'sing"it,

11 et IF étant, des fonctions entières de 0,, 0o, ....

D'autre part, les coefficients de ces fonctions entières seront des
fonctions rationnelles de q ; car, si les coefficients de dépendent
rationnellement de q, il en sera de même, en vertu des équations (5),
des coefficients de z/,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MOUVEMENT I)U NŒUD. 49

Les premiers termes sont

r it20t
cos^îî = cos qr. i —— —° 1 L 25<72(i — q' )-_

!" —TT01 {lia1*—35«28)
-+- sin a 7i I — -4- - -* q L4?(i-?i) 64?»(I-?,)'(4-?«) J

Quand on change Tent+h 0(, 03, ©s, ... changent de signe ;

la valeur de cosgiz ne doit pas changer. Donc, dans le dévelop¬
pement de F(it), 0,, 03, 03, ... entreront avec un exposant pair.
Supposons un instant

o = 0!= 03= 03 = ...;

alors 0 admettra la période ^ ; alors, quand on changera x en x + Q
e„ 06, 0,0, ...

changeront de signe; donc 02, 0O) 0IO, ... ne pourront figurer
qu'à un degré pair, à moins d'être multipliés par

01 , ®31 •••> ®1®3, e,©!, ....

De même
©4, 012, 020 j ...

ne pourront figurer qu'à un degré pair, à moins d'être multipliés
par

0f, 82, ..., 0,03, ..., 01, 82, ..., 0206

336. Méthode de Hill. — Hill ramène le problème à la résolu¬
tion d'une infinité d'équations du premier degré à une infinité
d'inconnues. On pourrait se demander si cette méthode est suffi¬
samment rigoureuse; elle peut être complètement justifiée, mais je
renverrai pour cette justification aux Méthodes nouvelles de la
Mécanique céleste (t. II, Chap. XVII, p. 260 et suiv.).

Faisons dans l'équation (1)
g = =yètÇ!i+^;

il viendra

—b/d 'ik -t- gY X^k+g 4-^ = o
P. — II (2) 4
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ou, en égalant les coefficients de

(8) [0o— (ay -+-<?)'] bj + y^Qj-kb,c= o.

On obtient ainsi une infinité d'équations linéaires entre les in¬
connues bj; pour les déterminer, considérons les expressions
linéaires

Ces expressions doivent s'annuler pour % = g. Formons leur
déterminant et appelons-le □ (£).

Je suppose pour cela que l'on donne à y et à k toutes les valeurs
entières positives et négatives depuis — p. jusqu'à p inclusive¬
ment. Nous aurons alors un déterminant fini de 2p + i lignes et
de ap-p î colonnes. Alors □ (Ç) sera par définition la limite de ce
déterminant quand p croît indéfiniment.

Ce déterminant converge; nous pouvons remarquer en effet que
les éléments de la diagonale principale sont égaux à i.

Dans ces conditions, on a

I A | < e-lal,

en désignant par a les divers éléments du déterminant autres que
ceux de la diagonale principale. Le déterminant convergera donc
avec a |; c'est ce que démontreraient les considérations expo¬

sées au Tome II des Méthodes nouvelles (loc. cil.). Or ici

% I a I = 2 ^ I 0 ; I -r—T 7 ï— r . •I | e„—(2y + 02 I

Or cette série converge absolument et uniformément, sauf si

@0 — (2J + £)2

ou, puisque 0O= y-, si
? = -V ±9-

Donc □ (£) = lim A existe ; c'est une fonction de $ qui ne change
pas quand on change £ en £ + 2 ou en — £ ; cela revient en effet à
changer l'ordre des lignes et des colonnes de notre déterminant
d'ordre infini, soit en faisant avancer toutes les lignes et toutes les
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■colonnes d'un rang (si l'on change \ en \ + 2), soit en retournanl
le déterminant (si l'on change Ç en — £); on aura donc

□ «-s-a) = D(5) = D(—5);

'□(?) est donc une fonction méromorphe de Ç, qui a pour pôles
simples

$=-2j±q.

Je dis pour pôles simples ; en effet, les éléments de la y'leme ligne
seuls deviennent infinis pour ; =—ij ± q et infinis du premier
•ordre.

Or un terme quelconque de notre déterminant ne peut contenir
en facteur qu'un seul élément de laylèmc ligne.

Quand la partie imaginaire de ^ tend vers l'infini, tous les élé¬
ments en dehors de la diagonale principale tendent vers o; donc

limD(Ç) = i.
Soit

- cosit^r
F(î) = □(?);

■ COSlT£-

Cette fonction est méromorphe; elle 11e pourrait devenir infinie
■que pour

Ç = -V±<7,

■qui rend □(?) infini, mais qui annule également cos-ç— cos~q,
ou pour

? = — *j±g,

qui annule le dénominateur costt; — costï^, mais qui annule éga¬
lement □ (£) puisque nous avons vu que

□ (£•) = o

et par conséquent
□(±<?) = □(— V ±g) = <>•

La fonction F(ç) est donc entière, mais elle tend vers 1 quand
la partie imaginaire de £ tend vers l'infini ; elle se réduit donc à
l'unité, de sorte qu'on a

cositc — rosir
□ (?) =

COS 71 Ç — COSTzq
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On peut en déduire plusieurs manières de calculer g ; par
exemple, à l'aide de l'équation

71 Cl

(g) COS7T g = 1 — 2SII12—iD(o).

337. Il est aisé de voir quelle est la forme de notre déterminant.
Supposons qu'un terme du développement contienne comme fac¬
teur l'élément de la aièmc ligne et de la b1""" colonne et, par con¬
séquent, ®a-b ; il devra contenir un élément de la biè'"c ligne, soit
celui de la c'ème colonne et, par conséquent, 0£_c; il devra contenir
ensuite l'élément de la ciè"'° ligne et de la <£ième colonne, c'est-à-dire

et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on retombe sur la aième colonne,
ce qui arrivera, par exemple, si l'on trouve un élément de
la (7'6"'c ligne et de la <2'™e colonne dépendant de 0,/_rt.

Donc le terme envisagé contiendra en facteur le produit
60-i ® b-c ®c-d ®d-a,

ou un produit analogue, ou plusieurs produits analogues.
Dans tous les cas la somme algébrique des indices doiL être

nulle.

Si l'on observe que
0y = 0_y,

et que par suite on ne fasse pas attention au signe des indices, nous
dirons que les indices, tous regardés comme positifs, doivent
pouvoir se diviser en deux classes de telle façon que la somme des
indices de la première classe soit égale à la somme des indices de
la deuxième classe. On pourra avoir par exemple des termes en

0|, 0}, ©f 02, 0?03, 0!0203, 0,020304, ....

Le coefficient de chaque terme se présente sous la forme, d'une
série infinie, mais toutes ces séries peuvent être sommées à l'aide
de la formule

(io) X —^— = Tt cota?T.
x -t- n

Considérons, en effet, un terme du développement; ce sera le
produit de certains éléments du déterminant; parmi ces éléments,
les uns appartiendront à la diagonale principale et nous n'avons pas
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à nous en occuper, puisqu'ils sont égaux à i ; les autres n'appartien¬
dront pas à cette diagonale, et ils seront en nombre fini (sans quoi
notre terme contenant en facteur m à une puissance infinie serait
infiniment petit).

Appelons [f, /r] l'élément de la fième ligne et de la kième colonne, •
et supposons par exemple que le terme envisagé soit le produit des
éléments

[a, b] [ù, c] [c, d\ [d, a] [«', b'] [6', c'] [c', et'].

Il contiendra alors en facteur, comme nous venons de le voir, le
produit

(l l) ^a—b®b—c®c—d®d—a®a'—b'®l/—c'®c'—a')

et le coefficient de ce produit (11) sera une fonction rationnelle
de £ que j'appelle 11(1;).

Considérons maintenant le terme

[a -+- n, b -+- re],. .[d -t- n, « + «][«'+ n, 6'-+- n\... [d' + n, a'+ n] ;

il contiendra également en facteur le produit (11), mais avec le
coefficient R(£ -+- in).

Le coefficient définitif sera donc

Pour évaluer cette somme, décomposons la fonction ration¬
nelle R(i) en éléments simples :

La sommation par rapport à n peut se faire par le moyen de
l'équation (io). Si dans la décomposition de R(£) figurait un

d'où

terme

A

(Ç -a)P
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5.j CHAPITRE XXVI.

on obtiendrait la sommation par rapport à n de

I
A

(£ 2 n — a )!>'

en différentiant l'équation (to).
En t'ait notre fonction Il(ç) n'admettra pour pôles, comme nous

l'avons vu plus haut, que \ = — 2j±qel ces pôles seront simples
l'application de la formule (10) introduira donc seulement

cot
/ £ •+• 2 / — <7 \ _L_ 71 / f- _L_ .

Cela s'applique au cas où nous n'aurions en facteurs qu'un seul
produit de la forme

®a-A®A-6'®r-rf®<(-a.

Dans le cas où l'on aurait en facteur deux (ou plusieurs) produits
de cette forme, comme il arrive, par exemple, dans le cas du pro¬
duit (i i), les choses seraient un peu plus compliquéès.

Supposons que nous ayons à envisager le produit des éléments
[n, n -l- ô] [ n -H b, n] [/t', n' -r- a'] [ a', n'],

et que nous fassions varier n et en supposant (pie a, />, a' ne
varient pas.

Nous aurons alors partout en facteur le produit
®« ®A~a ® - b ®a' ®— a'i

qui ne dépendra ni de n, ni de ce produit sera multiplié par un
coefficient qui dépendra de Ç, de n et de ri et qui sera de la forme

R({ + /i)R'(ÇH-H').

R et IV étant rationnels. Nous aurons donc à calculer

jRfE+n) IV(É-t-n'),
en donnant à n et à ri toutes les combinaisons de valeurs possibles,
en excluant seulement celles pour lesquelles la différence n — n'
prend certaines valeurs particulières; car une des quantités n,
n + «, n + ô, ne doit pas être égale à une des quantités ri, ri-\- a!.
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Supposons que a,, a2, . . ., a.p soient les différentes valeurs que
ne doit pas prendre n'—/?. ; l'expression à évaluer,

jRd + BjR'd + n'l,
pourra s'écrire

+ '0^R'(£-+-n) — + a')—■ • 2P(^+
où

P(Ç, a,) = R(î)R'(ï ■+««•)•

Chacune des sommes qui figurent dans celte expression est de
la forme ^Il(? + n) et peut s'évaluer comme nous venons de
l'expliquer.

On peut voir que □ (?) est de la forme

( □(0 = A -4- B eot - (? h- q) -+- C cot ^ (?— q)
(«2) ]

I -hD cot?(t'-hq)cot^(Ç—q),
A, B, C, D étant développables suivant les puissances de 0,,
0o, . . ., et les coefficients de ce développement étant des fonctions
rationnelles de q.

Nous avons trouvé, d'autre part,

q COSTT? — COSTt g
cosrf — cos-jt^

et

F(-) = cosit£- =11 cosyit -4- II' sin y tt,

H et H' étant comme A, B, C, D des séries procédant suivant les
puissances de ©,, 02, .... et avec des coefficients rationnels en q.
On a donc

□ (£) = I , (t — II ) cosy TT - H'sin 77:costt£ — cos-rry

Il suffit pour retomber sur le développement (12) de remplacer
/ h v C0S
( COS 7t ç — COS TZQ ). . q TZ1 ' sin 2

par
. TZ /y . . TT.v , COS [~ U.c. U.c. "I

2Sin - (ç + q) sin - (£ - q ), ^ ( \ -4- q ) — - (£ - q )J „
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56 chapitre xxvi.

de façon à tout exprimer en fonction des lignes trigonométriques
des deux angles ± q).

338. Il reste à déterminer les coefficients b;,. Pour cela reprenons
Je déterminant □(£) et remplaçons-y dans la ligne de rang zéro

e_2 0-i 0!

qt-k2' qi-l-' <72— ?2'

par des indéterminées
37—2} M— ij X\, • • • 5

le déterminant continuera à converger pourvu que les indétermi¬
nées soient limitées (cf. Méthodes nouvelles, t. II, Chap. XV.1I,
p. 260). 11 sera de la forme

a = . . . 13— 1 2--! -h b02?0 -h 131 2?i -f~ 13 2 2?2 -f- . • • ,

les B étant des fonctions de ç, qui admettent les mêmes pôles
simples que □ (£) sauf !; =± q\ de telle sorte que

By-(cOSTïi; — cos iiq)

est une fonction entière.
Je dis que, pour % — g, on a B/,= b/,; il suffit pour cela de dé¬

montrer que les B/, satisfont aux équations (8), c'est-à-dire que A
s'annule quand 011 y remplace xj par 1 et x/((j-Zk) par

®j—k
®0— (ay + ^)2'

C'est ce qui arrive car, pour y'^o, on obtient ainsi un déterminant
ayant deux lignes identiques; et, pour j — o, on obtient le déter¬
minant □ [g) qui est nul. c. q. f. d.

339. Nous pouvons nous rendre compte de l'ordre de grandeur
des coefficients b/t. Pour cela reprenons les équations (5) et cher¬
chons à former à l'aide de ces équations non plus la solution F(t),
mais la solution

z = e'gv <\i (t ) ==^ b/c

Nous observerons alors que 0O— 0 est développable suivant les
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MOUVEMENT DU NOEUD. 5;

puissances de m, m-Z?, et je dis qu'il en sera de même
de*Ç-*.

Si l'on intégrait les équations (5) par approximations successives,
on verrait, par une analyse toute pareille à celle du n° 334, que z
se présente sous la forme suivante,

de sorte que z"Q~i est développable suivant les puissances de m,
de t, de Ç- et de Ç~2; je me propose d'établir que z^~i est dévelop¬
pable suivant les puissances de m, 7, m'-Ç2, m2Ç~2; cela peut se
démontrer par récurrence, car les équations (5) montrent que, si
cela est vrai pour z/,_{, cela le sera également pour

De cela il résulte que b/s contient en facteur ce qui montre
que les coefficients b/, doivent décroître rapidement.

340. Nous avons vu que g définit le mouvement moyen du
nœud, mais nous n'avons qu'une première approximation.

En effet nous avons négligé Et, E3, a et le carré de E2.
Le véritable mouvement du nœud peut, d'après le Cha¬

pitre XXIV, se développer suivant les puissances de
F-2 F 2 F 2 niJ-. i, ij 2, Jj 3, a ,

et g(n, — n2) ne nous donne que les termes de degré zéro de ce
développement.
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341. Je suppose qu'on ait un système quelconque d'équations
différentielles; pour simplifier, je supposerai deux équations seu¬
lement et deux inconnues x et y, et j'écrirai ces deux équations
sous la forme

( F O, y, x\y\ x",y", a,, a,) = o,

( FiO, y, x', y', xa,, a2) = o,

où a, et a2 représentent deux paramètres très petits.
Je suppose qu'on sache trouver une solution particulière S des

équations (i) en supposant a, = a2 = o; je me propose d'en déduire,
pour les petites valeurs de a, et de a2, toutes les solutions peu dif¬
férentes de la solution S (il y en aura évidemment si a, et a2 sont
très petits).

Je me propose de développer ces solutions suivant les puissances
des paramètres a et de certaines constantes d'intégration j3,, [32>
p3, (34 qui s'annulent pour S.

Nous connaissons déjà les tèrmes de degré zéro de ce dévelop¬
pement et nous voulons déterminer successivement les termes de
degré i, de degré 2, etc.

Soient x — x0, y = y0 la solution S et posons

X= ^-F(x0,y0, x'0,/0, *o,y!>, °> °é
cette dérivée étant calculée en regardant Xo, JKo> xoi X»1 J'o
comme des variables indépendantes,
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Supposons qu'on ait trouvé le développement exact jusqu'aux
termes du A"ièmc ordre inclusivement et soit

x = xk, y = yk

ce développement; si nous substituons ce développement à la place
de x et de / dans les équations (i), les premiers membres devront
s'annuler aux quantités près du (/r + i),èn»e ordre. Donc

F(•**, //.•). Fi(»a, yk)

seront des fonctions connues dont le développement commencera
par des termes d'ordre k -r-1.

Soient maintenant

x = xk + 8a?, y = yk -t- Sy,

et supposons que nous voulions calculer Sx et oy jusqu'aux termes
du (/i+i)'cme ordre inclusivement et en négligeant ceux du
(/f -+- 2 yème or(Jre,

FO) y) = F(#*-+- Sx, yk-t- Sy)

pourra se développer par la formule de Taylor, sous la forme

F(.r„ yk) +2 J ^ ^ ^ S 8572 + ' • * '

Les termes en Sx'2 (de même que ceux en Sx Sy, Sx Sx', etc.)
sont négligeables, car Sx'- est d'ordre 2k + a.

Dans le coefficient de Sx, nous pouvons faire
x = Xo, y = yo, a,= a2=o.

Gela donne une erreur du premier ordre dans le coefficient ^
et, par conséquent, une erreur d'ordre k -1- 2 dans le produit

Sx, puisque 8.r est d'ordre k -+- 1. Cela revient à remplacer
rfF dF rfF
dx ' dy ' dx' '

par
X, Y, X', ....

Il reste donc (avec ce degré d'approximation)

F(ar, y) = F(xk, yk) -H^X8,r,
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en jiosant

2 X 8x = X 8a? H- Y 87 -H X' 8a?'-h Y' 8/ + X" 3*"+ Y" 8y",

de sorle que les équations (1) deviennent

(2)
| 2* Sx =2 — F (x/c,y/,),

les seconds membres sont connus de même que les X, de sorte que
les équations (2) sont des équations linéaires à second membre.
Les premiers membres demeurent les mêmes à toutes les ap¬

proximations.
Supposons en particulier qu'on veuille déterminer les termes de

degré 1, en supposant a, = a2=o; les seconds membres de¬
viennent alors (pour la première équation, par exemple)

Ce sont des équations linéaires sans second membre.
Mais on sait que, pour intégrer des équations linéaires avec

second membre, il suffit de savoir intégrer les équations sans
second membre; on n'a plus à effectuer ensuite que de simples
quadratures.

Donc, quand on saura déterminer les termes de degré o
et ceux de degré 1, pour a, = a2= o [c'est-à-dire quand on

F(.r„,70, x'0, y'0, x"0,/'0, a,, a2)

ou, puisque a, = a2= o,

F(x0,y0, K,y'0, x"o,/o, o, o).

Mais cette expression est nulle, puisque
x = a?o, y = 70

est une solution des équations (1) pour a, = a2= o.
Les équations (2) deviennent donc

(3)

2*
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MOUVEMENT DU PÉRIGÉE. 6l

saura intégrer les équations (3)], on saura déterminer par qua¬
dratures les termes de degré supérieur quels que soient a,
et a2.

Les équations (3) ont reçu le nom d'équations aux variations
(cf. Méthodes nouvelles, t. I, Chap. 1Y).

Dans le cas qui nous occupe, ce sont la parallaxe a et l'excentri¬
cité solaire E3 qui jouent le rôle des paramètres a, et a2 ; le rôle
des constantes [3 est joué par

(4) Eie'CT,, E] Ese<®«, E2e-''^.

Nous avons déjà déterminé au Chapitre XNV les termes de
degré o; il nous reste donc à déterminer les termes de degré i par
rapport aux constantes (4), c'est-à-dire par rapport àEt el à E2, en
supposant

a = E3 = o ;

on n'aura plus ensuite à effectuer que de simples quadratures. Au
Chapitre XXYI, nous avons calculé les termes de degré i par rap¬
port à E2 ; nous avons maintenant à calculer les termes de degré i

par rapport à E,.
Tel est le principe qui va nous servir à calculer les différents

termes de nos développements; nous verrons dans les Chapitres
suivants quelles modifications de détail il convient d'apporter à ce
principe pour qu'il s'adapte parfaitement à notre objet.

312. Voulant calculer les termes de degré i par rapport à E,,
nous devons faire

E2= E3= a = o;

nous retombons donc sur les équations du Chapitre XXV; nous
avons d'abord z — o, puis les équations (4) du n° 324 :

I « in Y~xl x —■ 2 my — 3 m2x -l—— = o,
(5)

h i Y-y
y -H 2 mx H—v = o.I y H

Nous avons trouvé plus haut au Chapitre XXV une solution par¬
ticulière de ces équations (5), soit

x = x0, y=fo\
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il s'agit d'en trouver une solution plus approchée
x=x0-y$x, y—yo+fy,

en négligeant le carré de E, et par conséquent celui de ox et 3y.
Formons donc les équations aux variations des équations (5); il
viendra

^ tix" — 2 m Sy' — 3 m- Sa? -t- A 8a? -t- B Sy — o,
I 8/"h- 2 m Sx' -+- 15 Sa? -+- C Sy = o,

en posant

d2 / x. \ d1 / x \ _ d2A ~

dx- (-D- °-$H)
et en remplaçant bien entendu dans A, B, C, après différentiation,
x et y par x0 et y0.

Les équations (6) sont des équations différentielles linéaires
en 3a; et Sy, puisque A, B, C sont des fonctions connues. Le
système formé de deux équations du deuxième ordre est du qua¬
trième ordre; il admettra donc quatre solutions indépendantes.
Deux de ces quatre solutions sont déjà connues. En effet, les solu¬
tions du Chapitre XXV,

x = x0, y—y«,

dépendent en réalité de deux constantes arbitraires; nous avons
trouvé en effet pour ,r0 une solution de la forme

x0— <p(x, m)

et de même pour y0. Or
n>

t = (/i, — nt)t, m —
ni — n 2

La solution continuera à convenir si l'on change t en t + S, de
sorte qu'il reste

x0— <? Oi— >h) (t+E), ———! m î — '^2 J

avec deux constantes arbitraires s et ou bien

x0 — 9^ ( t -+-£), mj .
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Nos équations aux variations (6) admettront donc comme solutions
particulières

Sa? =
dx 0

de. '
II£ dy0

dz 9

IItseo
dx Q

dm 8/ =
dy0
dm

en prenant pour variables indépendantes t, s et m, ou bien en
revenant aux variables indépendantes t et m,

(?)

„ dxo , îu dvt,
037 = — — i 0y — — - —-—• y

m dx m dx

„ x dxa da7„ „ x dy0 dy„
ox — t—^ + -r-1 » °y = yr + -r-1

m dx dm w m dx dm

Inutile d'ajouter que, dans la première ligne de (7), on pourrait
supprimer le facteur constant en n-, et m, puisque les équations
sont linéaires.

Connaissant deux solutions particulières d'un système du qua¬
trième ordre, on sait qu'on peut ramener ce système au deuxième
ordre; mais il vaut mieux opérer autrement, parce que la seconde
solution (7) n'est pas périodique.

Partons donc de l'intégrale de Jacobi
+ 3 m* *

= c
2 2 7-'

et formons-en l'équation aux variations.
Si nous supposons 8C=o, de façon à éliminer la seconde

équation (7), il viendra
/ <N / / <\ / ni **0 <\

x0 ox -hj'0 oy — 5 m-x0 ox -\ — ùx H—Oy = o,
''o ''0

ou, puisque x0 ety0 satisfont aux équations (5),

8) x'0 Sx'-hy'0 8y'— (x"0 — 2my'0) 8a; — (/'„ -+- 2mx'0) Sy = o.

On vérifiera sans peine que la première solution (7) satisfait bien
à (8).

Combinons alors la première équation (6) avec (8); nous aurons
un système (9) qui sera du troisième ordre, et qui admettra comme
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64 CHAPITHE XXVII.

solution particulière

Sa7==S-0=a7°' 8^=®=^-
Grâce à la connaissance de cette solution particulière nous pou¬
vons ramener le système au deuxième ordre. Posons en effet

(8a: 4- t Sy) = (£ ■+■ i<]) (x'0 -+-1>'0),

avec son imaginaire conjuguée, et prenons pour nouvelles va¬
riables \ et Y). Alors, nos équations admettent comme solution
particulière

ox = x'0, oy=y'0,
d'où

£-+- 17) = \ — ir, = i, £ = i, Y) = o ;

donc \ satisfait à une équation linéaire du troisième ordre, qui
admet pour solution particulière i, et r, à une équation du deuxième
ordre de la forme

(10) r/'-H H Y) ' -H Kt) = o;

pour ramener cette équation à la forme canonique, posons

Y) = ptpG),

p étant notre nouvelle inconnue, eto une fonction périodique de t,
telle que

•lo'
-I- II = o.

Alors p satisfait à une équation du deuxième ordre de la forme
(11) p"H-0p = O,

où 6 est une fonction connue de t.

34-3. Il nous faut maintenant montrer que cette équation (i i)
est de même forme que l'équation (i) du Chapitre précédent,
c'est-à-dire que 0 est une fonction paire de t, périodique de
période n et toujours finie.

Dans les équations (6*), les coefficients A, B, C sont des fonc¬
tions périodiques, de sorte que ces équations ne changent pas
quand on change t en -u -f- tt. Si donc nous désignons pour un
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instant par S,x, 3,jk, £i, '61 ce que deviennent Sx, £, rt quand
on change : en t + it, et si Sx, Sy est une solution, il en sera de
même de S,x, S,y. Mais nous avons

§x -+- i Sy = (£ H- if)) (x'0 H- ty'0 ),

avec sa conjuguée. Si dans cette équation je change x en x +

8«. $> 'ii ®'o» r'o

se changeront en

Si^, Sjje, Si, -m, — x'0, — y0,
d'où

S, x + iS,y = — ( + j'iqj ) (x'0 -h iy'0 ),

ce qui montre que, si i, y| est une |olution, il en est de même
de — Çj, — Y), et par conséquent de yj, ; ce qui veut dire que
les équations en ç et en Y] ne changent pas quand on change x
en x H- Te. Donc, dans l'équation (io), H et K sont périodiques.

Si l'on change x en —x et Sy en —Sy les équations (6) ne
changent pas, car A, B, G se changent en À, — B et C. D'autre
part, x'0 el y'0 se changent en — x'0 ety\. Donc

se change en

ù.v -t- i o Y
■ i-T) = -x H4-

+ «7o

iùy t4 =_£+JT)!
y'o

ce qui veut dire que ç change de signe et que r, ne change pas.
L'équation (io) ne doit donc pas changer, ce qui veut dire que K.
est une fonction paire et H une fonction impaire de x.

Si nous reprenons l'équation

& + II = o,
¥

nous verrons que
-

5 /*"<p = e 21'

Or H est une fonction périodique et sa valeur moyenne est nulle
puisque c'est une fonction impaire; donc H i/x, et par consé¬
quent, © est une fonction périodique et paire. On en conclura

P. — XI (2). .")
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que 0 est mie fonction périodique et paire. Nous verrons d'ailleurs
bientôt la façon de déterminer complètement es.

Il reste à montrer que 0 est toujours finie. Pour cela nous
remarquerons que ox et 3y sont finis; donc

, . Sx 4- iSy
\ h- i r, = r4-

ne pourrait devenir infini, i étant réel, que si l'on avait à la fois
x'a —y'o = o,

ce qui ne peut arriver, les trajectoires fermées de la Lune (rappor¬
tées aux axes tournants), étudiées au Chapitre XXV, ne présen¬
tant de point de rebroussement que pour ~ = i, 78.

Il faudrait faire voir maintenant que o et par conséquent 0 sont
finis; pour cela nous allons déterminer <p, mais il est nécessaire de
reprendre la chose d'un peu plus haut.

344. Il serait facile de déterminer o en faisant le calcul tout au

long-, mais il est plus instructif de procéder autrement. Les équa¬
tions (6) admettent quatre intégrales linéairement indépendantes;
nous connaissons déjà deux d'entre elles qui sont les intégrales (7).

Les deux autres, d'après les propriétés générales des équations
linéaires à coefficients périodiques, seront de la forme

l 5ï + i or — ô/.-V+2/c+1!
(ia)

Sx — ioy — ^ c/cÇc-t-2/c+i(

et, en changeant :cn — 1 eL oy en — oy, ce qui ne change pas les
équations,

| ox — i Sy — Z>/,- Ç—c—2/.—1 ^
(m l>is)

I Sx -h i Sj' = ChÇ-e-ïA'- 1.

En additionnant ces solutions, 011 trouverait une solution réelle

Sx — v (bk-1- c/c) cos[(v34- w,-h (2/f -H 1; t],
iiw

Sy =2 (bk—c/,) sin[(rj-+- h-i)":];
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les coefficients bk et ck sont réels. Le nombre c nous fait connaître
le mouvement du périgée de même que le nombre g nous faisait
connaître celui du nœud, la remarque du n° 340 restant appli¬
cable. On pose

(*>,-+- (V3 = et -t- s,

e étant une constante arbitraire et w3 représentant la quantité
(u3 = w\ — n3t h- tts3

définie au Chapitre XXIV avec les conditions
"H /2-1 fl 3

c = > s = ny :t, c = i -H m H
n t—II-1 Il y—n2

Enlre les quatre solutions (7), (12) et (12 bis) existent certaines
relations bilinéaires dont nous allons indiquer l'origine.

Considérons un système d'équations canoniques
dx

_ dlT dy _ dF _

dt dy ' dt dx '

d'après le théorème du n° 46, rappelé au n° 318, il existe une fonc¬
tion 0 telle qu'on ait

x dy — dil -f- A da. — F dt,

les A dépendant seulement des constantes d'intégration a; on aura
donc, par exemple,

V dy dQ ,

^àX~d^ = dT, + ' "

2dv dilx —j— — — H— A2 •d'x 2 d%2

Si nous différentions la première par rapport à a2, la seconde
par rapport à a,, il viendra

dx dy içi d'l y _ dQ dA,
jLi da.j da, ' Z-J da, da2 da, da2 da-, '

2dx dy Y d2 v dQ dA2da, da2 ' da, da2 da, da2 da, '
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<

ou, en retranchant,

^ / dx dy dx dy \ _ d\, d\ 2
I\rfx2 dv.t dxt dy.,/ c/a2

Comme les A ne dépendent que des constantes d'intégration, le
second membre se réduit à une constante.

Supposons qu'on l'orme les équations aux variations des équa¬
tions (13) ; nous obtiendrons deux solutions particulières de ces
équations en faisant

6a; =
dx

da-i
II

dy
dn. i

8a; =

dx
dy -2 ' Sy =

dy
d'Xi '

et nous obtiendrons ainsi toutes les solutions indépendantes de ces
équations aux variations. Si donc

&r = ;, Sy = T), 8x = Sy = 7]*

sonL deux solutions quelconques de ces équations, on aura entre
elles la relation bilinéaire

— "nï*) =const-

Nous pouvons appliquer ces principes aux équations qui nous
occupent, puisque les équations (4) et (6) du Chapitre XXV
dérivent directement des équations canoniques (i). Les variables
conjuguées sont alors

(X, X), (y, Y)

et leurs variations sont

Sx, SX = S — — «2 Sy — (ni — n2)(8®'— »l 8y),

oy, SY = 8 ijj -+- Sx = (rii — n2 ) ( Sy'-t- m Sx).
Soit alors

Sx = 8tx, 6X = 8iX, 8y = 8,y, 8Y = S, Y

une solution particulière des équations aux variations, et repré-
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sentons de même par des indices 2 une seconde solution particu¬
lière ; on aura

(8, a?82 X — 6,X82a?)-l-(8i782Y — Sj Y S2_y ) == const.,

ou, en remplaçant SX, SY par leurs valeurs et divisantpar n, — n2,

( (8ix8$x'—ô237S1 a?')
' ^ | -+-(8178,7'—8,78,7')-t-2w(8,78, a?—8,78,«)= const.

La constante du second membre est nulle si les deux solutions
S, et 80 sont identiques; elle est nulle encore si l'on combine une
des solutions (y) avec une des solutions (12) ou (12 bis). Si l'on
combine en effet la seconde solution (y) avec (12), le premier
membre de (i4) ne contiendra que des termes en

TÇc+» ou ^c+n (n étant entier).

Aucun de ces termes 11c peut être constant à moins d'être nul.
D'autre part, si nous considérons une solution S,, la constante

du second membre ne peut être nulle, quelle que soitla solution o2 ;
sans cela on aurait entre les quatre quantités

8,x, 8,7, 8,07', 8,7'

quatre relations homogènes du premier degré dont le déterminant
n'est pas nul, et ces quatre quantités devraient s'annuler à la fois.

Nous devrons donc conclure que la constante du second membre
n'est pas nulle quand on combine entre elles les deux solutions (y)
ou les deux solutions (12), (12 bis).

315. Que devient la relation (i4) quand on fait subir à nos

équations les transformations du n° 342? 11 est clair que nous
allons avoir une relation bilinéaire entre deux solutions quel¬
conques des équations transformées

ii, 'Oi, ç'n 'li>
f- £/ /
Ç2, '12, Ï2J Tl 2 •

Cette relation bilinéaire devra être évidemment satisfaite, la con¬
stante du second membre étant nulle quand l'une de ces deux
solutions correspondra à la première solution (y), c'est-à-dire quand
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on fera
5, = 1, Ê'i = TU = 7)', = o,

ou liien
Si=«) $2 = 7)2 = V2 = o.

Nous en devons conclure que el £2 ne doivent pas figurer dans
notre relation bilinéaire; nous aurons donc une relation bilinéaire
entre

S'il 11. Vu
S'jl "Oîl V2-

Si, dans la relation (i4)> nous prenons pour la solution S, la
première solution (7), nous retomberons sur l'équation (8) déduite
plus haut de l'intégrale de Jacobi. Transformons cette équation (8)
en faisant

Sx -+- i 8/ =({ h- t'ïj) (ai'-t- (r') ;

elle deviendra

(.5) =
«'1 ® 0 "i" X o

Si, en partant de cette équation (i5), nous remplaçons et Ç'2 en
fonctions de 7], et rj2, il restera une simple relation bilinéaire entre

In Vi> 7)2. Va.

qui devra être de la forme
"K'Hli Vs — r.2 Vi ) = const.,

-}(t) étant une fonction connue de t; il est d'ailleurs aisé de voir
que

cette fonction cp étant celle du 11" 342.

346. Reprenons les équations (6) et passons aux variables ^
et v) ; nous aurons deux équations linéaires entre

£ ) 7] , £ , f\ , 7],

où £ ne figurera pas puisqu'elles doivent être satisfaites pour ? = 1,
71 = o.
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Multiplions-les par —y'u et x'0 et ajoutons de façon à éliminer ;
il restera

ri 7 \ ■> *0 > ri j

remplaçons ensuite en fonction de -/] à l'aide de l'équation (15);
on trouvera ainsi

(16) r)"(^'o2+/o2)+2V(»'o^o+/o/i)-l- M'1 = o,

M étant une fonction connue de t; si nous comparons à l'équa¬
tion (10), nous trouverons

jj _ 2fo^oj+yLr; ^

«■'o2 -+- Vo2
d'où

I

?
v/^-t-r'o2

Nous en conclurons d'abord que cp ne peut devenir ni nul ni infini,
par conséquent que p reste fini, et enfin que 0 (qu'il esL d'ailleurs
aisé de former) est toujours fini, car, si 0 devenait infini, l'une des
deux intégrales de l'équation (11) devrait devenir infinie.

Donc l'équation (11) est de même forme que l'équation (1) du
Chapitre XXVI, et tout ce que nous avons dit dans ce Chapitre
devient applicable. On peut se servir en particulier du déterminant
de Hill pour calculer le mouvement du périgée. La seule différence
c'est que 0( est notablement plus grand, et il en résulte deux
choses : d'abord la convergence du développement est moins
rapide (pie pour le mouvement du nœud et c'est ce qui explique
les circonstances qui avaient tant étonné les mathématiciens du
xvine siècle; ensuite certaines inégalités ont un coefficient notable.
C'est ainsi qu'à côté des termes en b0 et c0 qui représentent les
termes principaux de l'équation clu centre, nous avons les termes
en b_\ et c( qui nous donnent la grande inégalité connue sous le
nom d'élection.

347. On peuL obtenir immédiatement un système du second
ordre auquel satisfont Sx et Sy, je veux dire les solutions (12)
et (12 bis) qui nous intéressent. Reprenons en effet la relation
bilinéaire ( 14), et imaginons que o2x, S2y (que nous désignerons
simplement par Sx, 8y en supprimant l'indice 2) représentent
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l'une des solutions (12) ou (12 bis) et que otx, ô,y représentent
une des solutions (7); la constante du second membre sera nulle,
mais les solutions (7) peuvent être regardées comme connues, cela
va donc nous donner une relation linéaire entre 8#, 8jy, &x', 8y'\
comme nous avons deux solutions (7), cela va nous donner un
système de deux équations différentielles du premier ordre entre
ùx et 8y.

Prenons d'abord la première solution (7),

s, dx 0 , dyo ,
ia7= rfT 1JK = dT =-r°'

d'où
5ix'=x"0, 8 ,/= /,;

nous trouverons

(16) a?'„ Sx'-hy'0 Sy'— x"0 Sx —y" Sy -+- 2?n(y'0 Sx — x'0 Sy) = o.

Prenons ensuite la seconde solution (7),

j> ^ , dx„ „ x , dyn 'S^x = ^0+-;—' °i y = yo-x-t~>
m " dm J mJ dm

d'où

» , X „ eùri x'„ z „ dy'n v'„8,;r' = x"-y—± », g,y'= vj + -f-i — -
/« «l 7JI CÙ/I /«

Nous trouverons j^en tenant compte delà relation (16), en vertu
de laquelle les termes en ~ se détruisent^

(>7)
dm dm dm dm

J x'„ ox ■+- v0 / dy0 dx0 „ \
H •• ■ + 2 m Sx r— Sy = O.\ m \dm dm ]

Il s'agit d'intégrer le système (16), (17). On pourrait cherchera
le ramener à la forme canonique, ou bien en faciliter l'intégration
par l'emploi de l'artifice du n° 327. Reprenons les équations (3 bis)
de ce n° 327, que j'écris

(5 bis)

i„ t 3 3 Y.xl x — 2py — ~ P x [ m2x H = o,
<• t 3 3 y.y

y -t- 2px p2 y -r - m%y —y = o.
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Nous pourrons remarquer que ces équations peuvent être dé¬
duites d'équations de forme canonique; il suffit de prendre comme
variables conjuguées

X, Y, y
avec

„ X2H-Y2 ,v v + .. I,®2-y2F = —— -+- n2(Xy — Ya?)— n\ jd- 3/i2

de former les équaLions canoniques
dx

_ rfF dX dF
dt dX. ' dt dx '

d'éliminer X et Y, eL de poser

dz =(ni—Hz) dt, n-i — p(ni — n2), h = rn( nt — n2),

^ m i -+- m-t
( nx — n 2 f

Recommençons sur ces équations (5 bis) les mêmes raisonnements
que sur les équations (5).

Les équations (5 bis) admettront le système de solutions pério¬
diques formées au Chapitre XXV et que nous écrirons

x9= o(t, p, m), y0 = <pi(*, P, m).

Nous formerons les équations aux variations analogues aux équa¬
tions (6) en posant

x = x0 -+- Sx, y = jKo H- 8y.

Ces équations admettraient des solutions analogues aux équa¬
tions (7) qu'on obtiendrait en différentiant, par rapport aux deux
constantes d'intégration s et n<, l'expression

x„ = ? |~Oi— >H)(t -H e), ———, - 1,1 L ' 71] — ;i2 711 — 7i2 ]

d'où les deux solutions particulières
dx0 . , dx0

. dx0 , , dxn ni dxf, h d.r0Sx = -p- =(« + £ -; 7- rr — 7
a/»i dz (ni—/«2)2 a/> (Tii—772) dm
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ou, en supprimant des facteurs conslanLs,

dx0 dxo dx0
ox — x„, Sx = — t —; h p —, 1- m —,— >d-. dp dm

qui remplacent les solutions (7).
Dans ces conditions, (16) et (17) deviennent

(16 bis) ^x'0 Sx' — ^A8x -+- v(/oSx — A 8r) = »,

/ -tx /
, e?a?o \ s , v / «^o \ <> •( 2r^ r* -2r^ ]8*

(17 bis) <

( +^ *0 +*pm {-£ ** - Ê 5A)+^ ($s* - $8^)=°-
On va ensuite chercher à développer suivant les puissances

de m2, et il arrivera alors la même circonstance signalée à la fin
du n° 328 que le développement du coefficient d'un même terme
procédera suivant les puissances non de m2, mais de mH.

Mais, pour m = o, on a simplement
#0 = a cost, ^0 = a sint,

A étant une fonction de p facile à former; il vient donc

x'0 = — a simu, y'0 — a cost,

dx0 dvo „ •
p —:— = b cost, p -y— = b suit,

dp dp

en posant pour abréger
dK

B=''dp'
Soient alors

F(x0,y0, m), Fi(a?0,^o, m)

les premiers membres des équations (i6Z>A) et(i7 bis) que j'écris
sans mettre en évidence ni p, ni les inconnues Sx, 8\y et leurs
dérivées. Nous désignerons de même par

f( a cost, a sinT, o)

ce que devient F(^o, Aoi m) quand on j remplace m par zéro, Xq
el y0 parleurs valeurs approchées à cost, Asinx, et par consé-
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quent x'0, y'0, ^ry> • ■ • par les valeurs correspondantes. Alors
F (^oi yo, m) — F ( A cosx, À sin x, o) =— M,
'h (a?o> JK01 m)—F,(A cosx, Asinx, o) =— Mi

contiendront m2 en facteur. Les équations (16 bis) et (17 bis)
pourront alors s'écrire

(F (A cosx, A sin x, 0)= M,
(lO ) A

( Fj( A cost, A sinx, o) = M],

et elles pourront s'intégrer par approximations successives; on
négligera d'abord m-, de sorte que les seconds membres seront nuls.
Ensuite on remplacera dans les seconds membres Zx et Sp par
leurs premières valeurs approchées, de sorte que les seconds
membres seront connus et que les équations (18) se présenteront
sous la forme d'équations linéaires à second membre, et l'on
obtiendra à l'aide de ces équations de nouvelles valeurs approchées,
et ainsi de suite.

On voit aisément que les premiers membres sont de la forme
A(— sinx 8%' + cosx 8/')+ C( cosx Sx h- sinx 8/),
B( cosx Sx'-+■ sinx 8/')+ D( — sinx Sx -+- cosx Sy');

A et B (déjà définis) de même que G et D sont des coefficients
numériques dépendant de p et faciles à former.

Les équations (18) étant des équations linéaires à second
membre, il faudrait savoir intégrer les équations linéaires sans
second membre, c'est-à-dire les équations obtenues en égalant à
zéro les expressions (19). Or, si nous posons

£ = Ç-» 8M = Ç—1( 037 H- t ÔJK),
ï) = Ç 8s = Ç (Sx — i Sy),

ces équations sans second membre prendront la forme
£' -t- ai; -H Pu = O,

1)' -h -h Sir) = o,

a, [3, y, S étant des coefficients constants; les équations (18)
prendront la forme

Ê' H- ag + h - P,
yÇ + Srj = Q,
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P et Q étant des fonctions connues, équations qui s'intègrent
aisément.

348. On peut se servir du système (16 bis), (17 bis) et du pro¬
cédé d'approximations successives que nous venons d'exposer pour
la détermination de c et des coefficients b* et c*. Il suffit d'appli¬
quer les principes du n° 335.

Déterminons, par exemple, par le procédé précédent, la solution
particulière des équations (16 bis), (1 '-/bis), qui, pour t = o, donne
comme valeurs initiales

Sa; = 1, Sy = o.
On aura alors

Sa; -t— i 8y =

avec la condition

'S&*'+,SC*== 1

(que nous pouvons supposer remplie, puisque les rapports des
coefficients bk et c/( sont seuls déterminés).

La valeur de Sa: pour t = tc sera alors
— COSC7T,

ce qui détermine c.
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CHAPITRE XXYIII.
TERMES D'ORDRE SUPÉRIEUR.

349. La détermination des termes d'ordre supérieur se fera en

appliquant les principes du n°341. Je suppose qu'on ait déter¬
miné nos coordonnées jusqu'aux termes du kiime ordre inclusive¬
ment, et soiL par exemple x = xu la valeur approchée ainsi obtenue ;
posons x = x/t-\- Sx et cherchons à déterminer ox jusqu'aux
termes du (/r-p i)ième ordre inclusivement; nous serons amenés à
former des équations analogues aux équations (2) du n° 341; ce
sont des équations linéaires à second membre. Les premiers
membres sont toujours les mêmes, quel que soit k. Nous avons
appris à intégrer les équations sans second membre aux Cha¬
pitres XXVI et XXVII, en formant les termes du premier ordre.
L'intégration des équations à second membre, et par conséquent la
détermination des termes d'ordre supérieur, peut donc s'opérer par
de simples quadratures.

Toutefois une complication se présente : nous n'avons pas seu¬
lement trois fonctions inconnues qui sont nos coordonnées x, y, z ;
nous avons encore deux constantes inconnues g et c d'où dépen¬
dent les mouvements du nœud et du périgée.

Ces deux constantes sont dévcloppables suivant les puissances
de

EL E|, EL a».

Nous n'avons déterminé jusqu'ici aux Chapitres XXVI et XXVII,
ainsi que nous l'avons remarqué au n° 349, que les premiers termes
de ces développements, ceux qui sont indépendants des E2 et
de a2.

Supposons alors qu'on ait déterminé g et c jusqu'aux termes
du (/c — jyème ordre inclusivement, et soient£>_, et ca_i ces valeurs
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approchées; soient ensuite gk-\ + °g> c/t_, + Se des valeurs plus
approchées jusqu'aux termes du /clème ordre inclusivement; en
même temps que Sx, Sjy, S z, il nous fautdéterminer og et Se. Nous
ferons cette détermination, comme on le verra dans la suite, de
façon à faire disparaître les termes séculaires.

350. Rappelons en quoi consiste la méthode de La grange pour
l'intégration des équations à second membre. Considérons pour
fixer les idées un système du troisième ordre, formé de trois équa¬
tions du premier ordre. Soient donc X, Y, Z trois combinaisons
linéaires de x, y, z; soient A, B, C trois fonctions connues, x',
y', z' les dérivées de x, y, z; nos trois équations pourront s'écrire
(i) *'+X = A, y+Y=I5, z'-hZ = G.

Supposons qu'on ait intégré les équations sans second membre
(a) a:'+X=/+Y = 3'+Z = o,

et soient

x = Xi, y=yi, Z = Z,- ({'=1,2,3)

trois solutions indépendantes du système (2). On posera

x — A,an-h l^x-i-h \3x3,

y=^hy,-,
et l'on cherchera à déterminer les nouvelles fonctions inconnues X/.
Le système (1) deviendra

(3) 2X^'=A' 2x'^=B, 2v^'=g'
et l'on en déduira les Xj sous la forme

X/ = a,'A (hB -+- y,-G ({ = 1,2,3),

les ales (3,■ et les y; étant des fonctions connues de t, de sorte
que la détermination des X,- et par conséquent celle de x,y, z sont
ramenées à des quadratures. Les fonctions a,-, (3,-, y,- peuvent s'ob¬
tenir par l'intégration des équations du premier degré (3).

Tel est le procédé classique, mais il y a des cas où quelques
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simplifications sont possibles. Supposons d'abord un système du
second ordre au lieu du troisième, de sorte que les équations (3)
s'écrivent

(3 bis)
X', xi + X'2 x-i — A,
X'( JEi -+- X'2y2 = 'A

Supposons qu'on ait entre les solutions du système sans second
membre une relation bilinéaire

yixt = H,

H étant une fonction connue de t. On aura

X', H = Ayj — B a?2,
d'où

et de même

„ _ h o _ X%1 - TT

ri a „«2- -g-, P2-H"

Supposons par exemple qu'on ait une équation de la forme
x"-\- 0 x = B,

ce qu'on peut remplacer par le système
x' — y = o, _y'-0 0a?=B;

on aura alors
x%y i = i,

d'où
x — ~k\Xi -+- X2 a?s.

X', = — ®jB, X'j = a?i B.

351. Supposons un système d'équations canoniques
dx _dF dX ___ dV
dt dX ' dt dx'

avec les variables conjuguées

ri

X, Y, Z.

Soit ,t;0, X0, ... une solution particulière de ces équations;
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posons
x = x0-t- Sx, x = x0-t-8x,

et, négligeant les carrés de ox, ..., formons les équations aux
variations des équations (4); (x), (X), ... étant des fonctions
linéaires des six variables x, X, ... ; soient

(5) Sx'-h (x) = o, 8X'-h(X) = o, ...

ces équations aux variations. Soient
Sx = Xi, SX-X,- ... (1 = 1,2,3,4,5,6)

six solutions indépendantes des équations (5). Considérons main¬
tenant les équations à second membre

(6) 8a?'-+- (x) — A, ox'-h (x ) = A*, ...,

où A, A* sont des fonctions connues. Posons

x = ^^x,-ay-, x ^(x,-, .. .,
d'où

2*1«,=A, 2X'<X'-=A*'
et

X) = a; A ■+• j3,-B -1- y*C -H a? A*-t- B* -4- y? G*.

Il s'agit de déterminer les fonctions a, ....

A cet effet, rappelons-nous qu'on a, d'après le n° 344,

(xiX,c—xkXi) + (ytY/c—y/tYi) -t~(zt Z/,— z,cZ,-) = const.,

ce que j'écrirai simplement

(7) 2(ayX*— x/cXi) — const.

On peut choisir les solutions particulières Xi, ... du système (5)
de telle façon que la constante du second membre soit égale à 1
pour

i' = i, k = 2; t = 3, k = 4 ; i = 5, a- = 6,

cl à zéro dans tous les autres cas.
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En se servant alors des équations (7), on trouve aisément
al = = Y.2, "(i— ^2|
«î=— a?i, Pi = — 72. ïî = — •«»;
«2=-X„

a2 — 1 > , j

et de même

a3=:Xi, 0C4 = — X3; aB=Xo, ctc = — X5.

352. Reprenons les équations canoniques (23) du n° 320:
. dx

_ dF' dX _ rfF'( ' ~dt ~ cÏX ' lit ' ite"

Supposons qu'on aittrouvé une solution exacte jusqu'aux termes
du k'ème ordre inclusivement (par rapport aux E et à a). Soit

x = xk, y — yki 3 = 3/o X = X/c,

celte solution. Il convient, comme je l'expliquais au début de ce

Chapitre, de tenir compte des constantes c et g. Je suppose que
nous possédions des valeurs approchées de ces constantes,

C — C k—\ 1 £ = Sk—\■)

exactes jusqu'aux termes du (k— i)ii,1,e ordre inclusivement. Je dis
d'abord que l'erreur commise sur les deux membres des équa¬
tions (8) est du (/r + i)ii!'llc ordre. Cela est évident pour les seconds
membres, puisque nous y substituons à la place des inconnues des
valeurs exactes jusqu'au /clenll! ordre exclusivement. Pour les pre¬
miers membres, où figurent les constantes c et g, cela exige un peu
plus d'attention.

En effet x, par exemple, est une fonction périodique des quatre
arguments <v; = + ra/. On aura donc

dx dx
dt ~2dnid^'

mais, comme

«3=(c— 1 — m)(ni—n2), n,.— {g— 1 — m) («1 — n2),

^ dépend de c et de g. Quelle est l'erreur commise si nous sub-
P. — 11(2). 6
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stituons Xk-, et £>_, à la place de x, c et «'? Si nous rempla¬
çons x par x/t, nous commettons une erreur du (/c + i),eme ordre;;
si nous remplaçons ensuite c par c/f_t, nous commettons une nou¬
velle erreur

, . > s dxk

Or c — c/,-i est du /<r,ème ordre ; je dis que est du premier

ordre, car X/,— x0 est du premier ordre, et est nul puisque x§

ne dépend que de iv>, — (r2. L'erreur est donc du (/c + i)ième ordre
et il en est de même quand 011 remplace g par gk-\.

c. q. f. n.

Soit donc

(9) A, A*, B, B*, C, G*

ce que deviennent les différences
dx dF' dX dF' dy dF'
dt dX ' dt dx ' dt dY ' '

quand on y fait cette substitution.
Les expressions (9) seront des fonctions connues qui seront

du (A" + i)l4,ne ordre.
Posons alors

x = x/e -4- 8.r, X = X/.- -t- oX, c = c/1—1 + 8c, ...,

et proposons-nous de pousser l'approximation jusqu'au (/c+ i)iè,no
ordre pour .r, jusqu'au A"'m<; ordre pour c. Nous pourrons négliger
les carrés de Sx, Se, ... y et nos équations prendront la forme
, , „ dx -, dF' , » dX -, dF'
(,0) 0- ô-rr7=A, ô —rr -H 0 -7- = A*,' dt dX dt dx '

Les seconds membres sont des fonctions connues; quant aux

premiers membres, ce sont des expressions linéaires par rapport
aux inconnues et à leurs dérivées. On a par exemple

. dF' d2F' « d2 F'
°~dï = d^8a7H"^dxsx+-'-'

où, dans les dérivées secondes de F', les inconnues doivent être
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remplacées par leurs valeurs approchées x = x0, X = X0, ...

(en même temps que les E et a par zéro), ainsi qu'on l'a expliqué
au n" 341. D'autre part,

^ dx ^ d Ix V71 . dx
~dt ~2d 'Xi r"u '

Dans le premier terme^ m nous pouvons remplacer n3
et 71/, par leurs valeurs approchées

(c„— i — 771)( 71, — 71,), (£"0— I — m) (ni— rtj),

déduites de l'analyse des Chapitres XXVII et XXVI. L'erreur
commise ainsi sur /77 est du premier ordre (et même du second),

■•s • d
et, comme Sx est du (/c + ' )"""" ordre, l'erreur sur n, —.— serav ' ' dwi
(lu (/>• + 2)iè'"e ordre au moins.

Dans le second terme V* 8/7/ -7— » où figurent
Jnal dWi °

8n3 = (7i, — n3) 8c, ln^ = ( nx — /i2) Ig,

nous pouvons remplacera par x, ; l'erreur ainsi commise sera du
second ordre, et, comme 877,7 est du A'"""0 ordre, l'erreur sur le
produit sera du (/c + a)iiimo ordre.

Si nous faisons passer le terme^ 8777 dans le second membre,
les équations (10) deviennent

I d Sx n dF' ■v'. dx\
i dwi ° dX ~ jZd "l dw7'

(n) S V dlX ^ dF' . dX 1)zntm+

Les premiers membres restent les mêmes à toutes les approxi¬
mations.

Dans le calcul des termes du premier degré, et en sup¬

posant a = lî3 = 0 (et aussi 8c = ùg = o et par conséquent 8/77= 0,
puisque à cette approximation c et g se réduisent à c(l et g0), les
seconds membres sont nuls; les équations (11) doivent alors se
réduire à celles que nous avons intégrées aux Chapitres XXVI
et XXVII, Chapitres dans lesquels nous avons précisément déter-
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miné ces termes du premier degré; c'est dire cpie les premiers
membres des équations (i i) se réduisent à

i à 8a?
~df
àÔX
dt

— SX — y,

H- ( ni[ -+- 7n~,) 8 ^ — a ti\ 8a? — n2SY,

(12)

— 8Y + n2 Sx ;

à 8Y
dt

à Sz
dt

à 8Z

y
-4- ( 7111 —1- 7717 ) 0 —^ -t- 711 Oy -4- 712 ôX,

— sz,

dsz
1I W ■+(ni—n*)Qbz

[c/.équ. (1), Chap. XXV, n° 323; équ. (i),Cliap. XXVI, n" 331;
équ. (6), Chap. XXVII, n" 342].

Observons d'ailleurs qu'on aurait

y. 8 — = A oa? -4- B 0y,

•/.8 — = B oa? h- G 8jk,
^3

A, B, C ayant même signification que dans les équations (6) du
Chapitre XXVII; nous écrivons aussi pour ;abréger

d

dt

d

dwi

les ni étant remplacés par leurs valeurs approchées
n 1, tin, (co—i —/»)(»,— «,), {go — 1 — — 71.2).

353. Si nous supposons pour un instant que les constantes 3c
et Sg (et par conséquent les 8ni) sont données, les seconds mem¬
bres sont connus; les premiers membres sont les expressions (12)
et nous savons intégrer les équations sans second membre; le pro¬
blème peut donc être considéré comme résolu par l'application du
procédé classique du n° 350. Nous devons toutefois faire les re¬
marques suivantes :

i° Les seconds membres se présentent sous la forme de fonctions
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périodiques connues des quatre arguments «>,•; mais dans les pre¬
miers membres figurent non pas les dérivées

d
___ X1 d

dt ]La n' dwi
mais les dérivées

i =y„o jL.
dt Jmd 1 dWi

où les n1 sont les valeurs approchées

n\ — n i, n\ — «2,

= (c0— i— m)(ni — »sj, n\ = (g0— i — m)(n,~ n,).

Cela ne change rien d'ailleurs au principe du calcul; seulement
il faut, avant l'intégration, remplacer dans les seconds membres
les Wi non pas par ait ht;, mais bien par n\ t-\- ^i-

Supposons donc qu'on ait formé les fonctions que nous avons
appelées au n° 350,

ce sont des fonctions périodiques données des w; on doit écrire
alors non pas

~di — a; A -l-... ;

mais bien

Si donc

(i3)

les ka étant entiers, on en déduira non pas

mais bien

Cette analyse suppose que le second membre de (i 3) ne contient pas
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de terme constant. On verra plus loin, au n° 336, comment on peut
s'arranger pour qu'il en soit ainsi.

354. On remarquera que les quatre premières équations (11)
forment un système qui ne dépend que de 8.2?, 8y, SX, SY, tandis
que les deux dernières forment un système qui ne dépend que
de Ss, SZ. Ces deux systèmes peuvent donc être traités séparé¬
ment.

Nous remarquerons ensuite que nous nous trouvons dans le cas
où le procédé dun" 331 est applicable, puisque nos équations sans
second membre sont les équations aux variations d'équations ca¬
noniques.

Considérons donc les quatre solutions particulières (7), (12)
et (1 2 bis) du Chapitre XXV11; soient

■8« = $!, Sx — ^, Sjk = -02

les deux solutions (7), ou ces deux mêmes solutions multipliées
par un coefficient que nous pouvons choisir arbitrairement ;

Sx = Sy = 7) j ; Sx = Sy = 7j.v

les deux solutions (12) et (12 bis), ou ces mêmes solutions multi¬
pliées par un coefficient que nous pouvons choisir arbitrairement.
Soient

8x = y, 8y = t)?

les valeurs de SX et SY qui correspondent à Sa? = 0y — t1(-; 011
aura la relation bilinéaire

(litt— ?/,■)'-+-= const.,

qui n'est autre chose que la relation (14) du Chapitre précédent.
Nous savons que la constante du second membre est nulle,

sauf dans le cas où t = i, k = 2 et dans celui où i = 3, k == 4-
Nous pourrons choisir les coefficients arbitraires dont nous venons
de parler [et par lesquels les solutions (7), (12) et (12 bis) sont
multipliées] de telle façon que dans ces deux cas la constante du
second membre soit égale à 1. C'est ce qui est le plus commode
pour l'exposition; mais dans le calcul on pourra faire un autre
choix; par exemple on pourra avoir avantage pour i =3, k — 4 à
supposer la constante égale à y/— 1.
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Soient alors
L, L*, M, M*, N, N*

les seconds membres des six équations (i i), de telle façon que

L = A-\snip.AaÀ aWi

Appliquons le procédé du n" 351 ; il viendra

s*=2x^< 8x=2x'£?'
avec les conditions

' àh

(>4)

àt = +
r)\

-£=-tï L + t.L'-^M+r^M*,
= ÇîL-ÇtL* + YiïM-r(.Al*,

ft =_îîL + ^l/-tlbM+r|1M*.

<A3
_

Ht = Ç4

355. Le même procédé s'applique au second système formé des
deux dernières équations (i i). Soient

* = Çl, -8 = Ce

les deux solutions (?.) de l'équation (i) du Chapitre XXVI, multi¬
pliées au besoin par un facteur constant arbitrairement choisi.
Nos équations sans second membre [formées avec 3; comme cette
équation (i) avec 5] admettront les deux solutions

8z = q, sz = q,
iz = w 8Z = q,

entre lesquelles nous aurons la relation bilinéaire
qq — qq = const.

Il ne faut naturellement pas confondre les Çt- avec Ç = e:x.
Nous pouvons supposer que la constante du second membre est

é°ale à 1. Nous aurons alors
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f/= «N-Ç.-N*,

^ =_çïn + Î;,N*.

356. Il faut, comme nous l'avons vu à la fin du n° 353, que
les seconds membres des équations (i4) et(i5), qui sont des fonc¬
tions périodiques des w, ne contiennent pas de terme constant.
Examinons-les successivement eL considérons d'abord Je dis

àt

que cette expression est une fonction impaire des w et ne contient
pas de terme constant. 11 est aisé, en effet, de constater que

Éî, -nu L*. M

sont des fonctions paires, tandis que

îi, lî, L, M*

sont des fonctions impaires, ce qui démontre la proposition
énoncée; il ne peut donc pas s'introduire dans X2 de terme sécu¬
laire.

Passons à ; nous savons que Ç| est égal, à un facteur constant

près, à -^jz> et que ij2 est égal, à un facteur constant près, à
t dxo dx0_
m dx dm '

nous pouvons donc choisir les facteurs constants de telle sorte que
l'on ait

?. = *êi+(5i), 5î = *6î + (5î)-,

1i= trii-h (ï)S), r)î= <r)î-+-(riî)'

5<> *|), (ij2), (v,2), (£2), (vij) étant des fonctions périodiques
de v. Posons alors

Xi = — <Xj-t- i ;

il viendra
t*Xi

_

_ 0X2 _ -, dni
àt àt 2 àt '

d'où

àil = x,-h (« ) L - (ÏO L * + (tiî ) M - (7), ) M*.

avec
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Le second membre est encore une fonction périodique des w,
paire cette fois; mais dans ce second membre figure qui n'a
été déterminé que par une intégration, c'est-à-dire à une constante
près. Nous pouvons disposer de cette constante de telle façon que
le terme constant du second membre disparaisse. Dans ces con¬
ditions p., ne contiendra pas de terme séculaire.

D'ailleurs les deux premiers termes de Sa?

Si H- $2
se réduisent à

Pi çi-+■ ^2(^2)1
de sorte qu'on a

Sx = pi £1 -+- (jjt) -1- )\3^3 -+■

-|~l • • c^X*} Y 1 •
ôbt. Examinons maintenant — et Je dis que nous pouvons

choisir oc de façon à faire disparaître à la fois le terme constant
dans ces deux expressions. Nous avons

Comme S eto/i2 sont nuls et que = 0, puisque xt ne dépend
que de t = w{ — et de wx, le dernier terme du second membre
se réduit à

. dx1 dxy
-5n*d^=-8c('ll-n^d^f

D'ailleurs on a

xi= Et (g,-t- !;»)•

Nous voyons donc que

peut se diviser en deux parties et qu'on peut écrire

~ = <?3— ^3 Sc(ni— nt),

où cp3 est ce que devient l'expression de ~ quand on y remplace

L, L*, M, M*
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A, A*, lî, B*

et ce que devient cette expression quand on y remplace ces

quantités par
dxy dX i d Y,

<

On aura de même

jf = 5c (n, — nt),

a,, et A-, étant formés avec comme es, et tî/-, avec Je vais dis-1 f ()£ • • dt

Ô\
poser de Se de façon à annuler le terme constant de —™; je dis que
la valeur de Se qui annule ce terme est réelle et qu'elle annule en

c)\
même temps le terme constant de — •

Nous avons supposé

i-3 -H {'t)3 = h \ b/,Xc+-k+1,AmmÀ

$3 — ",3= h V C/^c+2,'+1,
Jaad

Çi— if) v=

Si -h irti = /'• 5]
les coefficients 6/, et c/f sont réels, et /t est un coefficient constant
dont nous avons disposé de façon à réduire une certaine constante
à i.

En effet, quand je change les iv en — (V, x qui est une fonction
paire des (v ne change pas; au contraire, ^> X, y, ...

changent de signe.
A B* clïl'

dw3 ' dw3

changent de signe;
A *

„

<Ap3 ' dw,
ne changent pas.

A*. B, -d&
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et ~ se changent en —• et tandis que y et se changent
*14 IX ri 1 ?4 "ta 4 4 <?4

en —.4- et — Donc -y se change en — en — -—■ > -yh h h ° h h h h

<03 <1*4 ^3 7-x "i i C& •> 1
en — -j- en — Donc le terme constant de y-> par exemple,
est égal à celui de — y'* •

£ ■ Y) £ * T*Si maintenant nous changeons i en-^f'T'i'fse Per"
mutent avec y> y-, les quantités A, A*, •> • • ■> qui sont
réelles, ne changent pas.

Oj th-î u4 <K 1 „ fi tyi <?8Donc V' -7-' 7-' , se changent encore en — , > y >h h h h 0 /( h k
4

celui de —

— yl- Donc le terme constant de est imaginaire conjugué de

Si le terme constant de y est d'une part égal à celui de — Xti,
d'autre part imaginaire conjugué de celui de — y1; c'est que ces
deux termes sont égaux et réels. Et il en est de même en ce qui
concerne A3 et tjv

Soient donc

<*> p. — «, — P

les termes constants de

<?3 4_J ?4 ^4 .

h ' h ' 7) ' h '

ils seront réels, et il suffira de prendre
n

Se =

p(»i - «D

pour annuler à la fois le terme constant de ^ et celui de Nous
n'aurons donc de terme séculaire ni dans X3 ni dans

c. Q. F. D.

On démontrerait de la même manière qu'on peut choisir de
façon qu'il n'y ait de terme séculaire ni dans À5 ni dans Xc. En
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effet, le second membre de la cinquième équation (i i) s'écrit

N = C — VS/1,^1;JB*À d.Wi
on a ici

a <s dz\ fs / s dz\

Le reste du raisonnement s'achève comme pour X3 et \k,
S^- jouant le rôle de oc, N et N* celui de L et L*, eL Ço celui
de $3 et etc.

358. L'intégration, comme nous l'avons vu à la fin du n" 353,
introduit le petit diviseur

où les ka sont des entiers; comme

/i(j = c0(n i— n2)
et

«î = <?o(«i — «2)

sont développables suivant les puissances de m2, ce petit diviseur
sera lui-même développable suivant les puissances de m-.

Les premiers termes du développement sont

ti2 = n\ = m(iii — n2), nt = ni = (1 -h m) (nt — /i2),

n% = (n, — /i,)( +
= («i— »2)^— +

puisque
3 3

.

c = i + /?î H—- m2 4-..., = 1 -f- — 7 m2 -H. ..,4 4
d'où

1lv- ~ ) 771 7 ( ^3 — ) m~ -+-••••
fl\ — Il2 4

11 sera donc divisible par m si /c, = o; il sera divisible par m-
si k, = k2 = o, c'est-à-dire si le terme correspondant ne dépend que
des longitudes du périgée et du nœud; dans ces deux cas il sera ce
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que j'appellerai un petit diviseur analytique. Enfin il sera divi¬
sible par m3 si k, = k2 = o, k3—k,,, c'est-à-dire s'il dépend seu¬
lement de la somme des longitudes du périgée et du nœud. Ce
sera alors un très petit diviseur analytique.

Mais il arrive ici que les termes en m3 ont de très grands coef¬
ficients, de sorte que c0— 1 — m, au lieu d'être à peu près égal en
valeur absolue à ~m-, et par conséquent à ga— i — /n, est à peu

près deux fois plu s grand. Il en résulte que les très petits diviseurs
analytiques, quoique divisibles par m3, sont numériquement de
l'ordre de m-. Si, au contraire, on a kt = k2 = o, 2k3 — k,n le
diviseur, quoique non divisible par m3, sera numériquement de
l'ordre de m3. Ce sera un très petit diviseur numérique (iné¬
galité de Laplace, cf. Tisserand, t. III, p. 108).

Dans le calcul numérique des coefficients, ce sont les très petils
diviseurs numériques qui importent. Au contraire, si l'on se pro¬

pose, comme le faisait Delaunay, de développer ces coefficients
suivant les puissances de m, il faut s'inquiéter des très petits divi¬
seurs analytiques.

Les très petits diviseurs analytiques se présentent pour la pre¬
mière fois dans les termes en E, E*E, ou en EjE2Ej, et les très
petits diviseurs numériques dans les termes en E2,E ja, E(E*E°,
E,E2Ei}a ou EjE2E°.

3o9. Tel est le principe de la méthode de Brovvn.
Je n'insisterai pas sur les perfectionnements de détail qu'il y a

apportés et dont les principaux sont les suivants :

i° Au lieu de quatre équations linéaires du premier ordre
à second membre, il emploie deux équations linéaires du
deuxième ordre à second membre (obtenues par l'élimination
de X et Y); il en résulte que les expressions des ^ sont un peu
modifiées et se présentent sous la forme d'une somme de deux
termes seulement et non de quatre.

2° Au lieu de Sa? et oy, il prend comme inconnues les quantités
imaginaires

Su = S.r -t- i ôy, Ss — Sx — i Sy.

3" Au lieu d'employer des lignes trigonomélriques des multiples
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des w, il simplifie les notations en introduisant la variable
Ç = e".

4" Pour les approximations d'ordre élevé, il a recours à l'artifice
par lequel Hill était passé des équations (2) aux équations (5) du
Chapitre XXV. Les calculs de substitution s'en trouvent un peu
simplifiés.

Je me bornerai à dire que la méthode est applicable aussi bien
au calcul des termes du premier ordre en a et E3 qu'à celui des-
termes d'ordre supérieur.

Pour plus de détails, je renverrai à son Ouvrage original (Mé¬
mo irs of the Royal Astronomical Society, t. LUI, L1V et LV11)..

On pourrait se demander si, à cause des petits diviseurs divisibles
par m- ou m*, 011 n'arrivera pas dans la suite des calculs à des¬
termes contenant en facteur une puissance négative de m. On peut,
démontrer que cela ne peut arriver que quand interviendront les
très petits diviseurs analytiques. Il en résulte, d'après le numéro-
précédent, que cela ne peut arriver que pour des termes d'ordre
très élevé;, cela ne peut arriver si l'on suppose E2 = o, ou
bien E3 = o, puisque dans ce cas il ne peut j avoir de très petits
diviseurs analytiques, mais tout au plus de petits diviseurs analy¬
tiques divisibles seulement par m2. Pour la démonstration, je ren¬
verrai au Bulletin astronomique, t. XXV, p. 3a 1.
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SECONDE M É T II O D E

360. La seconde méthode que nous allons exposer présente sur¬
tout des avantages quand on veut obtenir non seulement la valeur
numérique des coefficients, mais leur développement analytique
en l'ontion de m, comme le faisait Delaunay.

Nous aurons avantage à employer, au lieu des arguments <v,-, les
suivants :

T = Wj Wj, ti = H>i+ W3, T» = Wj -I- <Vt, T3 = <V2.

De cette façon, dans le coefficient d'un terme dépendant du sinus
ou du cosinus de

pX -+- pi"Z\ H-/72T 2-+- f3%3,

l'exposant de E,- sera au moins égal à \pi\-
Nous partirons de la formule (a5) du n° 320 :

Celle formule peut recevoir utilement diverses modifications :
d'abord nous pouvons passer des variables w aux variables t; nous
pouvons ensuite remarquer que <!>', se réduit à une constante (in¬
tégrale de Jacobi) lorsque E:1 = 0. Cela nous permet d'écrire

<I> '
- Î- = K h- E

71»

Iv étant une constante et étant divisible par Es. On a en elfel

7P = + '^3°,IL 2

•i et 0 étant des fonctions de x, y, z, X, Y, Z, de = w3 et
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des constantes E3 et a. D'ailleurs est indépendant de E:, et t3.
Soit ensuite x* ce que devient le développement de x quand on y
fait E3 = o.

Soit ce que devient quand on y remplace x, . .. par x*, ... ;
alors 'A* sera une constante, A — A* sera divisible par E3, et nous
pourrons poser

<\i* = K, 4-— 4-*+E.,0 = Eat».

On a donc

2A 'idwi— dw* = BrfT + Bi B2 dx^-h B.j dxs — E3'I> rfr3,Il<2

d'où

x dX — d.Q," = B dx — Ë3<I> dx3.

Ees 13 sont des constantes, de même que les Ai et K; je veux dire
par là qu'ils dépendent seulement de

E,, E2, E:J, a, m

et sont indépendants des
Posons

S = Q"-x0X.-y0Y-z,Z,

x0 et y o étant les termes de degré zéro calculés au Chapitre XXV ;
représente l'ensemble des termes déterminés au Chapitre XXVI

(comme z ne contient pas de terme de degré zéro, on aura z0 = o) ;
il viendra

rfS =^ (x — xo) —2^ dV°
-+- (z — Zy)dL — Z dzt —^B dx -x- 1Î3<I> dx3.

Dans cette formule (i), on doit regarder Et, E2, m et les t
comme des variables; au contraire, E3 et a sont des constantes
données, de sorte qu'on aura

<ZE3 — da — o.

J'ajoute que dans cette formule ^ (x — x0) dX. et ^ X dx0 re-
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présentent simplement
(a? — xQ) dX. -t- (y—y„)dX, X dx„-+- Y dy0.

97

361. Cela posé, supposons qu'on ait déterminé les termes
d'ordre k et d'ordre inférieur de a? et dejp, de X et Y, de S et B,
les termes d'ordre k — i de s et Z, et qu'on ait par conséquent
(2) x = x!c, y—yi:, z = zk-„ S = S*,

Je pose

(3) x = Xk+ Sa?, y = yk4- Sjk,

et je me propose de calculer Sx, oy, SS jusqu'aux termes
du (k H- i)ième ordre inclusivement, Sz jusqu'aux termes du
/c'è"le ordre.

Substituons d'abord dans (1) à la place de toutes nos variables
leurs valeurs approchées (2), la différence des deux membres sera
du (/c 4- i)ièn,<J ordre; nous pourrons la mettre sous la forme

^ u dv,
a et v étant des fonctions connues.

Substituons maintenant à la place de ces variables leurs valeurs
approchées (3) en négligeant les puissances supérieures de Sa?, . . .,

ce qui est permis puisque nous négligeons les termes d'ordre k + 2;
il viendra

d SS = 3a? dX — x0 ) d SX —SX dx0-+- 83 dZ

H- (z — z,)d8Z — SZ dz, — SB dx -t- E3 8<I> dx3 u dv.

Le second membre est susceptible des simplifications suivantes :
considérons-en d'abord la première ligne; comme Sa? et SX sont
d'ordre k 1, nous pouvons remplacer a? et X par a?0 et X0. De
même dans la deuxième ligne, comme S3 et SZ sont d'ordre k, nous
pouvons négliger dans leur coefficient s2 qui est de deuxième
ordre et remplacer z et Z par 3, et Z,.

Enfin 2<I> est d'ordre k H- 1, car

NT1 d'I> .
, V d<1' 2 V , d<i' S , S>7ûtI> = 2 Txhx +Z dxoX+ Tz83 + dz oZ-

p. — 11 (2). 7
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Or oœ et SX sont d'ordre /c + i, oz et SZ sont d'ordre k,
mais ^ et ^ sont divisibles par E2 et par conséquent du premier
ordre. Comme d'ailleurs E3 est du premier ordre, nous pourrons
négliger E3 o«I> et il restera

d 8S dX0 — ^ SX dxa
<5) :

8;s rfZ] — SZ dz! — SB dt -+- u dv.

302. Prenons maintenant la formule (26) du n° 320,
dil" V71 dX
—= cj>' _|_ y x— II,dt 1 <Lk dt '

où <1»'! = F'— a-, v' et où H est une constante choisie de telle façon
que Q" soit périodique. Nous déduirons

(G)

dS
, \i dX

di = *^2Jx-x")s[
d'L "V v „ dz 1

—H ( Z — Z1 ) —;— / —— Zi —z—dt dt dt

Substituons dans (6) les valeurs approchées (2) à la place des
variables et soit G la différence des deux membres; G sera une
fonction connue du (/f + i)iéme ordre. Substituons maintenant les
valeurs approchées (3) et négligeons tout ce qui est du (A" + 2)ième
ordre ; il viendra

•S-»i+2>ï-2<«—
-+-

D 'autre part,

G + Ss^ +(z — — SZ^i - SH.dt dt dt

rs t / v ? V «s d<S>\ „=2 là+2 nioX+ là°z-
Mais, en vertu des équations du mouvement, 011 a

dx
__ d'\>\

dï ~ dX ~ ~dX'
d'où

, "V1 dX , vv dx dZ „ <Az8*'=-2w8*+2Â8X-^8*+5F8z'
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et par conséquent

dt
n - rr , X1 , s^dX ^ / dx dx0

= G — oII + > (x — x0)o —, H > ( ■—jLi dt zLi\dt dt
SX

* d/j / d~> dz i \ i> ^
+ {di--dT)ùZ-

Dans la première ligne on peut remplacer x par x„ et, dans la
seconde, z par z,, pour les mêmes raisons qu'au numéro précé¬
dent, ce qui nous permet d'écrire

(7) 8fj=0-8H.
Qu'est-ce maintenant que S On a

dS
_ Y' dS

dt jm4 Ul dwi '
d'où

„ dS vrs d oS v-i „ dS
0M=Zn'd^+l<>nid^l-

Dans le premier terme du second membre nous pouvons rem¬

placer ni par n;°, de sorte qu'il se réduira (en reprenant les nota¬
tions du Chapitre précédent) à

^ „ d SS _ S oSZ* '1 dwi ~~ Ut '

Dans le second terme figurent deux constantes indéterminées,

Sn3 = 3c ( /ij— n2), o/u= 8^(ii — «2);

la première est d'ordre k, car nous supposerons que c a été déter¬
miné jusqu'aux termes d'ordre k — 1 inclusivement; la seconde
sera d'ordre k — 1, car nous supposerons que g a été déterminé
jusqu'aux termes d'ordre k — 2. l'osons

S — S3 —j— S1 -t- S2 H— * • •,

S„, S,, S2, . . . représentant respectivement les termes d'ordre o,
1, 2, .... Nous pourrons alors, dans le coefficient de Sn3, rem¬
placer S par S0+ S, ou par S(, puisque S0 ne dépend pas de tv3,
■et, dans le coefficient de S/!.,, remplacer S par S0-|-S(-|-S2 ou
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100 CHAPITRE XXIX.

par Sa, puisque S0 et S| ne dépendent pas de «v 11 vient donc
à 3S

r * h ^ dS, „ clS-2(8) -— = G — oll — oh3 -, 0/14-7— •' dt dw3 dwt,

363. Reportons-nous aux notations du n" 318; nous avons
trouvé dans ce numéro les formules suivantes :

1'! = II —2 W, = Ai = At (1 = 1,3,4),
/I2 W2 -H = tl-i A2 + K = /^2 A-2 ,

du = 2W d'I>! = —2 " dW,

la lettre K ayant le même sens qu'au n° 318, et nous en tirerons
(en nous rappelant que dn2 = o)

II «1 A'-, dll dut, 21~ °

M ais il vaudra mieux revenir aux arguments t que nous avons
introduits au début de ce Chapitre ; soit donc

dt = v dt, dt/= v(-dt,

de telle sorte que

V = 71 1 — /lo, V[ = «I -H «3 = VC, V2 = 71] -+■ II', — Vg, Vj=/l2.

Nous aurons

K v3 B v A' n, Iv dv3 + B dv = ^A' dn,

la lettre K ayant le même sens qu'au numéro précédent, et par

"conséquent

(9) H Bv.-t- Kv3, dH=^^13dv, v dB -t- v3 dK = o.

Toutes ces quantités H, B, v ... dépendent des constantes m,
E et a, et ne dépendent pas des arguments t. Supposons que dans
les équations (9) ou substitue d'abord les premières valeurs ap¬

prochées (2) de nos inconnues, et soient

(10) P, ^Qdg, dP-^Qdy
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SECONDE MÉTHODE. 101

les différences des deux membres; P, Q, q seront des fonctions
connues et les expressions (10) seront d'ailleurs du (4
ordre.

Cela posé, substituons dans les équations (9) les valeurs plus
approchées (3) et négligeons les termes d'ordre k + 2 ; il viendra

i Sh=2BSv-+-^v8b + p + v38k>
(11) <

( d SU B d Sv SB + Q dq.

Remarquons que SII, c?8H et SB sont d'ordre k +1 ; que
3v = Sva=o; que Sv, est d'ordre k et Sv2 d'ordre k — 1; que
d Sv,- est du même ordre que Sv,; que B, est divisible par et B2
par Ej et sont par conséquent du second ordre, ce qui permet
de négliger, par exemple, B, Sv, ; alors nous écrirons

i 8H = Bj8v2+^v SB h- P-+- v3 8K,
(iaï '

j d 811 =B2rf8v2+^8BrfvH-^Q^.
364. Tous les termes de nos développements contiennent en

facteur un certain monome

p. = a^EfE^-Ë?',

que Brovvn appelle leur caractéristique ; la somme des exposants

S'O-t" -+" <72+ 1%

est le degré du terme. Dans les calculs précédents, nous pouvons
supposer que SS, par exemple, ou Sx, au lieu de représenter tous
les termes de degré k + 1, par exemple, représente seulement
l'ensemble de tous les termes ayant une caractéristique donnée p.
Mais, comme le degré d'approximation n'est pas le même, par
exemple, pour Se et Sx-, il est nécessaire que je précise. Je con¬
viendrai donc que

5x, oy, oX, oY, SS, oB, 8K, 8H

représentent l'ensemble des termes de caractéristique p.; que Se,
SZ représentent l'ensemble des termes de caractéristique — ; que
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102 CIIAPITRK XXIX.

oc comprend les termes de caractéristique et 8g ceux de carac-
, ■ ■ u

teristique -prj •
En ce qui concerne les valeurs approchées (2), je supposerai que

s>k, yu< S/,, ...

comprennent tous les termes dont la caractéristique est un diviseur
de p. (p lui-même étant exclu) et que de même

Zk-1, C/c-i, gk-1

comprennent les termes ayant respectivement pour caractéristique
un diviseur de

JX_ p JX_
Ea' Ë,' El'

365. Cela posé, nous devons distinguer Lrois cas :

i° p n'est pas divisible ni par E( ni par E2.
Dans ce cas niv(, ni v2 (ou ce qui revient au même ni w3 ni w,,)

ne figurent dans nos développements. La formule (8) se réduit
donc à

à oS
= G — on

àt '

G est connu ; on disposera de SH de telle façon que le terme con¬
stant du second membre soit nul, et l'on aura §S par une simple
quadrature. La fonction SS est ainsi déterminée à une constante
près, mais cette constante doit être nulle puisque SS doit être une
fonction impaire.

Passons maintenant à la formule (5), et remarquons que z, Z|, ...

sont nuls, et de plus que nous n'avons que trois variables par
rapport auxquelles nous puissions difîerentier et qui sont m, v
et ; il vient donc

et, puisque x0 et X0 ne dépendent pas de t2,
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SECONDÉ MÉTHODE. I03

De l'équation (i4) on déduit

en désignant par terme constant de " et cela déter¬
mine SB3.

On remarquera d'autre part que dans la seconde équation (12)
on a B2 = o, puisque B2 doit être divisible par Ej; et que, p n'étant
pas divisible par E2, nous négligeons E2 ; il reste donc

d SII = ^ SB ch +^ Q

ou, puisque dv3 = o, que dv 1 et dy2 n'interviennent pas,

dm dm jbbà dm

ce qui détermine SB, puisque SII, Q et q sont connus et que

_ 7lo
711

Nous avons enfin

SX = S ^ — «s S/, 8Y = S ^ + n2 Sx.

Comme ici nos développements ne contiennent ni (t>:! ni w,n et que
l'on a d'ailleurs

m = n\, n2= «S, Sn1 — on2z=o,

nous pourrions écrire

g dx à Sx g dy à Sy
dt dt ' dt âl '

mais, comme nous retrouverons les mêmes équations un peu plus
loin, j'aime mieux traiter tout de suite la question d'une façon un

peu plus générale. Reprenons donc l'équation

et soit A ce que devient le premier membre quand on y substitue
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T04 CHAPITRE XXIX.

les valeurs approchées (2). Nous aurons, en prenant les valeurs
plus approchées(3),

D'ailleurs

. dx . .

0 — 8X — «2 ùy = A.

dx « dx -«ri NT1 <> dx
dt ~ 2d ni~d^i ~di ~2u 'H ~dw~i + jiU °ni dwt '

Nous pouvons remplacer dans le premier terme «,• par n\ puisque
à 8x
dt

■ùx est d'ordre k + 1, de sorte que ce terme se réduit à dans
le second on a

28h'
dx . dx . dx

-T— = v 8c h- v Sff -j— ■dwt d~ 1 dx,

(i5)
1 y8a

Or, 3c et og étant respectivement d'ordre k et k—■ 1, nous pou¬
vons, dans le coefficient de Se, remplacer x par x, et, dans celui
de Sg, remplacer x par x2 (où x0, x,, x2 représentent les trois
premières approximations de x). Nous pourrons donc écrire les
équations suivantes :

d8x . . dxi dx,
-__0X-»,or= A-v8c^--v^^-,

- 8Y -h m 8x = A' - V 8c -
dt dx 1

dX0 ^ rfa?0 d 8S ^ drL\
X

dm JLiJJ dm dm dm

_y ÔX^ = - 8^ + SZ ^ _ yu^f + 8B.dz Jnd. dz dz dz dz Azi dz

Les termes en Se et oZ sont nuls dans le cas qui nous occupe, de
même que A, A' et les termes en Se, og; mais je préfère compléter
tout de suite les équations ( 15), afin de pouvoir encore m'en
servir dans les deux numéros suivants.

SS et S13 sont connus; les arguments 7, et 72 n'intervenant pas,
nous devons regarder Se et Sg comme nuls; les seconds membres
sont donc connus; nous avons donc à intégrer un système d'équa¬
tions linéaires à second membre. Les équations linéaires sans
second membre ne sont autre chose que celles que nous avons
intégrées au n° 347; seulement notre système d'équations différen¬
tielles est du deuxième ordre au lieu du quatrième.

s. dy-2
dx, '
dZy _ -2"&dm

8Z $1-dz -24D
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Nous n'aurons donc qu'à appliquer les méthodes des nos 319
et suivants ; il n'y aurait de difficulté que si le déterminant

dx o dya dx0 dy0
dm dz dz dm

pouvait s'annuler, ce qui n'a pas lieu.
11 ne s'introduira pas de terme séculaire; cela ne serait possible

que si l'argument de l'un des termes du second membre était le
même que celui d'un des termes de ce que nous appelions dans le
Chapitre précédent ou £,,, c'est-à-dire

V i -f- ( 2 k -H I ) X.

Or cela est impossible, puisque nos seconds membres sont indé¬
pendants de t( et t2.

366. ■ Passons maintenant au second cas :

2° jj. est divisible par Eo, mais pas par E,.
Alors nos fonctions dépendront de «q (c'est-à-dire de x2)> mais

pas de (ï'j (c'est-à-dire de x(), et l'équation (8) s'écrira

(8 bis) — = G — SH — 8nK^•v Ot dw±

Comme le second membre ne doit pas avoir de terme constant, et

que n'en a pas, SH ne sera autre chose que le terme constant
de G; SH étant ainsi connu, les équations (12) donnent

d 8H
T> d 8vs rfv dq

—- = B2-^ H- > SB-jrr- -t- > Q-ttt-d\ <1 Ci II, 2 < i \ \<> d 11. ^

Or v ne dépend que de m, v( n'intervient pas et v3 est constant;
on a donc

,vn d-1 rfv3oBi = 0' dË^de; = 0'
dv

_ 5B pS
d lb 2 d\ii2VôBr^- = ÔB2

d'où
d SH d Sv2 e?v, , V n ^
•5Ë7 = B^ + SB25E;+2iQ5Ër

Nous prendrons 8B2 arbitrairement (en le prenant toutefois nul si
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luo CHAPITRE XXIX.

les exposants q de la caractéristique ne sont pas tous pairs). Tout
sera connu, sauf ; nous en tirerons donc cette quantité et par

conséquent
. E2 cl 6v2 '
ov2= 77T-'

(J 2 — fcli.2

puisque 8v2 est homogène d'ordre —2 en E2.
Connaissant ov2 — Snt, nous connaîtrons le second membre de

l'équation (8 bis) et par conséquent SS à une constante près qui
est nulle, puisque oS est une fonction impaire.

Cela posé, venons aux équations (5); elles nous donnent

/ d SS . oïZ, . dzt dv1 -yrr- =fc-^r — SZ-rrr + >, u ~jrr >
/ c ^ |^Jh2 clVj'i d ll<2 jtoxd dVj 2

d§S . dZ{ dz2 ^ dv
—- = 8* —i- —6Z-j—• —SB2-h > u — ;
aT2 «T2 ai 2 Xd ai 2

e, , Z| sont des fonctions connues, 8B2 a été choisi arbitraire¬
ment, on vient de déterminer SS ; nous pourrons donc déterminer
sans intégration les deux inconnues restantes 8z et 8Z à l'aide
des équations du premier degré (16). Le déterminant de ces équa¬
tions,

dL\ dz 1 dz\ d'L\
rfli2 dii (/E2 dz.2

ne peut s'annuler, car il se réduit à une constante; on n'aura donc
pas, pour résoudre les équations (16), à effectuer de division.

Les équations (5) nous donnent ensuite
d8S 'v1 dv

ce qui montre que 8B3 est égal au terme constant de Les
équations (12) donnent

0? STI d 6v2 dv <Zv2 dq

Tout étant connu excepté SB, cela détermine SB.
Venons enfin aux équations (io). Dans ces équations, x, n'inter¬

venant pas, ton t se passe comme si 8c était nul ; %g = — est connu ;
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on vient donc de déterminer oS et SB; tout est donc connu, sauf

Sx, Sy, SX, SY.

Ces quantités se détermineront donc facilement par l'intégration
des équations (i5); on démontrerait comme au numéro précédent
qu'il ne peut pas s'introduire de termes séculaires.

367. Passons au troisième cas :

3° u. est divisible par E, et par E2. On peut alors éviter une inté¬
gration.

Les équations (5) nous donnent
cl SS

_ ^ dv
7/E7 = 2d " dË[ '

car#0, X0, zK, Z, ne dépendent pas de E, ; si alors SS et v sont
homogènes de degrés q{ et k en E(, on en tire

qx 8S

ce qui détermine SS.
On a ensuite

c? SS ^ rfZ| dzt dv
odi2 02 ° J <ili2 Jssi " <adi2 '
dSS - dli ^rjdzx dv
—— = Sz —— — oZ — ûB2 -+- y u -y- >
Cl'Z 2 Ci'Z^ CVZ<i jSfsÀ d"z%

ce qui détermine S s et SZ, la constante SB2 pouvant être choisie
arbitrairement. Puis

dS S dv d SS ^ dv___SB , + _.=_0b, + 21k3^'
ce qui montre que 8B3 et SBi sont égaux aux termes constants de

clv ^ dv

Il reste à déterminer SB et S"', d'où dépend Sv2 ; pour cela nous
nous servirons des équations (12), qui nous donnent

^=Bi§» + >]8B^ + VQ *L.d\ii\ Clhj^ jusssi d]h\ jœnà d\ii\
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108 CHAPITRE XXIX.

Dans le coefficient de SB, nous pouvons remplacer les v par leurs
valeurs approchées, v = n,— n2, V| = c0v, dans ces condi¬
tions, les v ne dépendent pas de E( et il reste

et l'on aurait de même

d oïl
_ D d 8vj , dq

"5E7 = 2 dËT "hZi " dËi'
et l'on en déduit

Çi SU = \\qi ôv2

<72 SU = B2(gr2— 2) Sv2+ ^/c'Qg,

<7 étant supposé homogène de degrés k et k' tant en E( qu'en E2.
De ces deux équations on tirerait SH et ov2 (d'où 8g).

Le procédé deviendrait illusoire pour q2 = o, mais dans ce cas

l'argument t2 et par conséquent Sv2 n'interviennent pas.
On trouve ensuite

d S H d Sv2 d) -v Si£ dq
~dm ~~ "dm S/n +2i°B'^+ZQ^'

d'où l'on Lire SB.

On déterminera enfin 8x, S\y, SX, SY par le moyen des équa¬
tions (i 5); dans les seconds membres tout est connu, à l'exception
de la constante Se. On disposera de cette constante de façon à faire
disparaître les termes séculaires, qui cette fois ne sont pas nuls
d'eux-mêmes. La détermination de toutes nos inconnues est donc

achevée.

368. Cette méthode a été exposée, mais sous une forme et avec
des notations différentes, dans le Tome XVII du Bulletin astrono¬
mique, p. 87 et 167. Quand on veut l'expression analytique des
coefficients, elle présente l'avantage de rendre plus rapide le travail
de substitution (puisqu'on n'a qu'à faire les substitutions dans <I>'f,
au lieu de les faire dans les trois dérivées de cette fonction) et
d'amener à l'intégration d'un système du deuxième ordre au lieu
du quatrième. Elle est susceptible de plusieurs variantes '
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1" Nous pouvons employer un artifice analogue à celui des
n"s 327 et 347, en envisageant un problème plus général que le
problème proposé. Nous avons

SX2 m i -4- J11-. ,, „ 9.X1—Y-—■ ' ,

<!>', = — H n2(\y — Yx) — ni — il:, 0,

le dernier terme — n\ 0 représentant l'ensemble des termes conte¬
nant en facteur a ou E3. Prenons la formule plus générale

*1 = — ——" + »2(X/ — Yx)

, x%-h y*-h z1 x*— V2 —
_ n\ ±- ih% =£__ ; — A2©,

4 4

qui se réduit à la première pour h = n2. Au n° 347, nous avons
posé

>li — p v, h — m v ;

nous poserons cette fois, ce qui revient au même,
712 = m •/, h = [3/7TV.

Nous appliquerons ensuite la méthode en développant, non plus
seulement suivant les puissances de a et des E, mais suivant celles
de p, de a et des E, de telle façon que ,r0, par exemple, représente
l'ensemble des termes indépendants de a, des E et de [S. Ee
nombre des termes à calculer se trouve un peu augmenté; en
revanche, x0,y0, X0, Y0, s,, Z, se réduisent à un seul terme en
cos t, sinT, costj ou sinx3.

2" On pourrait, au contraire, achever d'abord le développement
par rapport à a en regardant les E comme nuls, puis développer
ensuite par rapport aux E, en regardant x0 par exemple comme
l'ensemble des termes de degré zéro par rapport aux E seulement,
mais de degré quelconque par rapport à a. Ou bien développer
d'abord par rapport à E, et E2, et ensuite par rapport à a et E;).
Cela entraîne dans la méthode quelques petites modifications sur
lesquelles nous n'insisterons pas.

3° Au lieu de prendre les coordonnées rectangulaires x, y, z et
leurs variables conjuguées X, Y, Z, on peut prendre les coordon¬
nées polaires et leurs variables conjuguées. La méthode fondée
uniquement sur les propriétés des équations canoniques restera
applicable, sauf quelques modifications de détail.
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Théorèmes d'Adams.

369. Reprenons l'équation du n" 362,

: <\> , "VT* dX
1 'dt

■où cette fois^^X signifie xX. H-yY + z'L. Posons
V=Q'' —Y — ;

iU 2

il viendra

Mais

Donc

Soit

dX
^, [ V1 dX i V71 ,r dx r_

-=-=<!>,+- 7 x—, 7 X—, II.dt 2 •— dt 2 jïmà dt

dx d¥' d<I'| dX dV d<1»,
dt dX dX ' dt dx dx

d\'
__ 1 V ,, 1 V Y-i-iZ'S-ïS X —XX — II.

oa représentant l'ensemble des termes homogènes de degré k en
x, y, z, X, Y, Z ; on aura, en vertu du théorème des fonctions
homogènes,

2-.S -2*»
d'où

S^2('-ï)f-B-
Y étant une fonction périodique, II ne sera autre chose que le
terme constant de ( 1 — - \ o/,.

Mais, si l'on néglige la parallaxe, on a

w SX2 m. H- m-, ,,, ,, N . ^ / et! V
<!>', = — h «2(Xjr — A x) — ni P2AG2/pp-j

{cf. n° 315).
Tous les termes sont homogènes de degré 2, sauf le terme en -
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qui est de degré — i. Donc
k\ 3 171 \ —f- ?n-j

1 ~
» **= ô —r2

Donc, si la parallaxe est nulle, H n'est autre chose que le
terme constant de au facteur constant près

3
/ \

- (/;î| m-).

370. Cela posé, prenons l'équation (9) du n° 363,

dll =^Brfv.
Comme v et v3 ne dépendent ni de E| ni de E2, elle nous donne

<17)

dll
= B,dE\ dEt

dll
= B,

dvi
dEt dll2

clYi< j .4vtsd dÙi

2^=ydtej-2 si d,Vj<i
d'où

/ o, ,, dll dll Y / a'v d'i(18) El -7=- -+- E2 t = >E, — + E2 —dhj[ d\ii-2 Juami \ d\&i[ d Jtiig
Soit

H = H0-t-IL+Ht

Ha représentant l'ensemble des termes de degré k par rapport à E(
et E2, et de degré quelconque en a et E3. Le théorème des fonc¬
tions homogènes nous donne

„ dll p dll „

e,5ËI +v-*dE, = 2112+4 n* + ---

Donc 2l"I|> représente l'ensemble des termes de degré 2 dans le
second membre de (18). Or 13, et Ji2 sont divisibles respectivement
par Ej et E* ; d'autre part, E, ~—h E2 s'annule avec E, et E2.
Donc les termes du second degré sont nuls, donc

II j = o.

Donc les coefficients de E, et de E* sont nuls quels que soient
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a et E3 dans le développement de H; ils sont donc nuls, si a = o

et quel que soit E2 dans le développement du terme constant de -•

371. Soit maintenant

Iii=«EJ-h26E|E|+cE|.
Soient

vi = X, -+- Ki Ej ■+- [t'i E| +-...,
v2 = Xj -+- jj.2 + (t'2 E! 4-...,

B j = p E} H- ..., B 2 = Y BI "+■ • • •

les premiers termes des développements de vt, v2, fi, y suivant les
puissances de E, et de E2; ces coefficients a, &, c, X, p., (J, y sont
eux-mêmes des fonctions de E;> ou de a, ou de E3 seulement si nous

supposons a = o.
Les équations (ij) nous donnent alors

4 a E'{ -+- 4 b E, E| -+-... = a |3,u, E? + 2 Ej E| -h...,

.4 blif E2-h 4 cE2 ... = 2 pfx'j E] E2-+- 2y[T'J E| -H ;..,

d'où
2CI= Pu,, 26 = Pu', = YP2, ac = yn'2,

ou

a
_ b b _ c

Fi }4

C'est là une relation entre les coefficients du développement
de V| et de v2, et par conséquent de c et de g d'une part, et ceux du
développement de II, et par conséquent (en supposant a = 0) du
terme constant de -•
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ACTION DES PLANÈTES.

372. Pour étudier l'action d'une planète troublante sur le sys¬
tème formé par le Soleil et une planète troublée, on commence

par former les équations du mouvement de ce système comme si
la planète troublante n'existait pas. Ce mouvement est alors képlé-
rien el, en seconde approximation, on étudie les perturbations
de ce mouvement képlérien par la planète troublante; pour cela
on applique la méthode de la variation des constantes.

Nous opérerons absolument de la même manière pour étudier le
mouvement du système quadruple formé par le Soleil, la Terre,
la Lune et une planète. Comme première approximation, nous
intégrerons les équations du mouvement du système triple : Soleil,
Terre, Lune; c'est ce que nous avons fait dans les Chapitres pré¬
cédents; nous avons obtenu ainsi les coordonnées des trois astres
de ce système en fonction du temps et d'un certain nombre de
constantes d'intégration C. Nous devons ensuite étudier les pertur¬
bations de ce mouvement par la planète, c'est-à-dire déterminer les
petites variations des constantes C dues à l'action de cette planète.
Cette façon d'appliquer la méthode de la variation des constantes
a été proposée et mise en oeuvre par M. Newcomb.

Reprenons les notations des nos 42 (t. I, Chap. II) et 312
(Cliap. XXIV). Soient

A la Lune,
B le Soleil,
C la Terre,
P la planète,
D le centre de gravité du système Terre, Lune,
G celui du système Terre, Lune, Soleil.

P. -11(2). S
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Soient

CHAPITRE XXX.

Soienl

x3, m, = 772 2 = 7723 les coordonnées et la niasse

X6, m,, = 772g = '72 G >ï

Xi, m7 = 7721 = '729 »

#12, /72,0 = 772,1 = 772 ,2 »

11

x'i, x'z, ^3 les trois projections de AG ;

x\, x's, X g » BD;

x'io, »11, a?'i 2 » PG;

m\ = 772 g == /?i
, 772 , 772 7
3

772, + 7727 '

m[ = 772 g == 772'
772 4 ( 772, -t- 7727 ) _

/72,+ 772,, -h m-,'

m 'i 0
= m\, == 772

772,0 ( 772, -H 772/, -t- 7727) _

1 5
/72,+ 7724 -t- 7727 -h /77 19 '

, dx'i

Soient

l'énergie cinétique et

U =

t = =, i yzl
2 ÂA m m

B;

C;

P>

772,7724
i /72, w,t /724 7727 \ / mum, | /72,0 /724 /72,0/727

~ÂB~ + AC. BG / ^ PA + "PB" + "TCT

l'énergie potentielle; F = T + U l'énergie totale; nous aurons les-
équations canoniques

dx'i
__ dF dy'i dV

dt dy\' dt ~~ dx\

Nous diviserons T et U en plusieurs parties; nous poserons.

T = T,h- T2 -h T;i,
U = U, + U2+U3+U4+U5+U6)
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(f =1, 2, 3),

(»"=4, 5, 6),

(i = 10, IL, 12),

mijnii h- m-,)
BD '

II£h"
1 y r?
2 JBaà m'i

11H 1 y y?
2 —m'i

t3 =
1 y zL
2 m'i

i\ m-j
AG ' U2 = -

U3 = mim, (_L _ J_) + „^,(1 - j±),
tt ^10 (^1 "U+ 772-7 )

~~

PG '

U5 = m4 /»10 ( ~ Wio( ml + ;n7) (p^ ~ ) '

U0 = m, m,„ (-L _ _L ) + _ pL
On voit que T, et U, dépendent seulement des coordonnées de

la Lune (et des y\ correspondants); T2 et LU des coordonnées du
Soleil; T3 et U4 de celles de la planète; U3 de celles de la Lune et
du Soleil; U5 de celles de la planète et du Soleil, et enfin Uc de
celles de la Lune, du Soleil et de la planète.

373. 11 faut maintenant voir quel est l'ordre de grandeur de ces
différentes quantités. Je supposerai que l'on ait pris une unité de
longueur de l'ordre de BD, de telle sorte que AC soit de l'ordre
de la parallaxe a, ce que j'écrirai

BD~l, AC~cc;

je prendrai de même une unité de masse de l'ordre de la masse
du Soleil /»/,, de sorte que

mh ~ I .

Pour les planètes inférieures, on aura

PD~I.

Pour les grosses planètes, rnt0 sera beaucoup plus grand que m1 ;
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T 16 CHAPITRE XXX.

mais en revanche PA, PB, PC seront beaucoup plus grands que i,
et cela fera une sorte de compensation; nous admettrons donc
dans tous les cas

/7iio~ m-n PD <~-J i.

Nous trouvons ainsi

t, TI11 ~ U i '
a

T 2 U 2 m-i,

u3 ~ a2 m,,

X3 ^ TJ4 ^ 772-7 >

U3~/nf, U6 ~ a2 m, m7.

Nous poserons maintenant
f = f' f",

fj=t,+tih-u1i+u», f'=f;+us,
f' = t2+t3+u,+ ut+ u5,
fô = t, + u, -t- u3, f" = f;+ uc.

Nous observons :

i° Que F' ne dépend pas des coordonnées de la Lune;
20 Que U3 et U0 sont négligeables devant F' ;
3° Que T, et U, ne dépendent que des coordonnées de la Lune.
U en résulte qu'en ce qui concerne les coordonnées du Soleil et

de la planète, nous pouvons nous contenter des équations
dx't dF' dy'i cfF' ....

(I) ~di = dyï iû^-d?, (* = 4,0,6, 10,11, ,a).
Pour la détermination des coordonnées de la Lune, nos équa¬

tions se réduisent à

dx) dF" dy't dF"
~dt ~ dyd !Jt=~dPi ll==I'2»3);

374-. En première approximation, nous négligerons U5 devant
F'0, et U# devant FJ,. Dans ces conditions, nos équations se réduisent
à

. ... dx'i dF'„ dv'i dF'a . . , „ „(,^s) -dt^ -dyd (J = 4> 5, G, 10, , t, 12),
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action des planètes. i i 7

Or on voit que F(', se compose de deux parties, l'une dépendant
seulement des cooixlonnées du Soleil et l'autre de celles de la

planète, et que F'^ n'est autre chose que la fonction m\ <I>, du n°3P2
(Cliap. XXIV). D'où cette conséquence que, si l'on se borne aux

équations (i bis) et (2 bis), le mouvement du Soleil B par rapport
au point D et celui de la planète P par rapport au point G sont des
mouvements képlériens.

D'autre part, le mouvement de la Lune par rapport à la Terre
est celui quia été étudié dans les Chapitres XXV à XXIX. Nous
supposerons donc qu'on a complètement déterminé ce mouvement
en appliquant les procédés exposés dans ces Chapitres.

Les quantités
x'h fi (i = L 5, 6, 10, 11, 12)

s'exprimeront donc en fonctions du temps et des douze éléments
(canoniques ou elliptiques, cf. n° 58) de l'orbite de B autour
de D et de celle de P autour de G, ou bien, si l'on préfère, en
fonctions des deux longitudes moyennes de B dans son mouve¬
ment képlérien autour de D et de P dans son mouvement képlé-
rien autour de G, et des dix autres éléments (canoniques ou ellip¬
tiques) des deux orbites.

Les quantités
x'n fi (i= 1,2,3)

pourront s'exprimer en fonctions du temps, des six éléments de
l'orbite elliptique de B autour de D et cle six autres constantes
d'intégration, ou bien encore en fonctions : 1" de la longitude
moyenne du Soleil, c'est-à-dire de l'argument t3 ; 20 des cinq autres
éléments de l'orbite elliptique du Soleil; 3° des trois argu¬
ments t, t(, x-2; 4° des trois constantes E,, E2, m (ou de trois
fonctions quelconques de ces trois constantes et des cinq éléments
de l'orbite solaire).

375. Ainsi nos 18 variables se), y) se trouventexprimées en fonc¬
tions de 5 arguments variant proportionnellement au temps, qui sont
les deux longitudes moyennes de B et de P, et les trois arguments t,
T), z-j, et de i3 constantes d'intégration.

Quand 011 a intégré les équations (1 bis) et (3 bis), on connaît
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11 8 CHAPITRE XXX.

les relations qui relient les 18 variables, ces 5 arguments et
ces i3 constantes.

Supposons maintenant que nous poussions plus loin l'approxi¬
mation et que nous revenions aux équations (i) et (2). Nous
pourrons alors définir 18 variables nouvelles qui seraient liées
aux 18 variables anciennes x' et y' par les mêmes relations que
l'étaient nos 5 arguments et nos i3 constantes quand nous nous
contentions des équations (1 bis) et (2 bis). Ces 18 variables
pourront être regardées comme les éléments oscillateurs des
trois orbites deB autour deD, de Pautour de G, de A autour de C.
Seulement ces éléments oscillateurs ne seront plus, les uns des
fonctions linéaires du temps, les autres des constantes; tout ce que
nous pouvons dire, c'est qu'à cause de la petitesse des termes
complémentaires U5 et Ue, les uns varieront à peu près propor¬
tionnellement au temps, et les autres très lentement.

Opérant tout à fait comme au n"79(t. I, Chap. IV), nous allons
faire un changement de variables en prenant pour variables nou¬
velles ces 18 éléments osculateurs; mais, pour l'application de la
méthode de Lagrange, il convient de choisir ces variables (que
nous n'avons pas encore complètement définies) de telle façon que
la forme canonique des équations ne soit pas altérée.

i° Pour les 6 éléments du Soleil, nous choisirons les éléments
canoniques

l|l! ih, G T(1, 7)2,

définis au n° 58. La longitude moyenne 7 n'est autre chose que
notre argument t:i ; d'ailleurs y^î + 'êi sera de l'ordre de E3, et
pourrait jouer le même rôle que E„ dans l'analyse des Chapitres
précédents. Dans ces conditions,
( 3 ) x\ dy\-+- x'h dy's -4- x\ dy'6 — À dh — "V t, d\

est une différentielle exacte, ce qui est la condition pour que les
équations conservent la forme canonique.

2° Pour les 6 éléments de la planète, nous choisirons également
les éléments canoniques

P, L, L. G in ?]2

du n° 58. Mais d'ailleurs ces éléments ne joueront aucun rôle dans
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action des planètes. i 19

l'analyse qui va suivre ; et en ce qui les concerne, les équations (i)
nous donneraient simplement les perturbations du mouvement de
la planèLe par le système Terre-Lune supposé réduit à un point
mathématique; ces perturbations ont été déterminées dans le
Tome I.

3° Pour les 6 éléments de la Lune, nous prendrons les 3 argu¬
ments 7, , t2 et les 3 constantes B, B(, B2 du Chapitre précédent.
Si nous rapprochons les formules

x'dy" = y xdX + (Xy — \'x) du,

xdX- dQ," =y A' dw - '''' dw%,J&zJ /1%

ci>', = <I>1+. ni(Xy — Yx),
u = w2=z3, y'i=m'l/'i,

^ x dX — dQ," ==^ B dz — E3 <I> dz3,
<I>i dw-2x' dy" — dQ" = ^ A' dw

jèasi /2-2

des nos 318, 320 (Chap. XXIV) et 360 (Chap. XXIX), nous
pourrons écrire

m\ dQ" — ~^^x'idy'i—^ m\ B,'dzi-\- m\ E3 <ï> dz3 — m\(Xy— Yx) dz3.

Toutes ces formules supposent que les éléments du Soleil, et en
particulier Ej, sont regardés comme des constantes. Si nous sup¬
posons de plus dz3 = o, nous verrons que l'expression
(4) x\ dy\ -f- x\ dy'% -I- x'3 dy'3 — m\ (B dz-v- B, dz1 -+- B3dz3)

est une différentielle exacte, en supposant que les six éléments
solaires (en y comprenant E3 et z3 ) soient regardés commodes
constantes.

Il vaudra mieux d'ailleurs écrire la relation précédente sous la
forme suivante (en divisant par m\),

i" dy"—^ B dz-h E3<I> dz3 — (Xy— Yx) dz3,dQ'

ou, mieux encore, nous remarquerons que t3 ne joue pas le même
rôle que les autres arguments t et nous mettrons en évidence le
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VIO CIIAl'ITtlIÎ XXX.

terme en ch3 en posant

13 dx = B dx -l- B, dx, -H B2 dx^

et en écrivant par conséquent dans les formules précédentes

au lieu de^P]3d,'ï, ce qui donne
dQ" = ^ x'dy" —13 d-. — dx3 ( B3 — lï3 i' — Xy -H Y»),

Nous rappellerons ensuite la formule
cK
—= K + E,4>

du 11" 360, et nous poserons

B3 = — — K.
/i2

Nous aurons alors

( 5 ) dQ"=2 a/ dy" B dx- ( G — <J>, ) ^ ;
cette formule suppose (jue tous les éléments solaires, sauf t3, sont
des constantes. Si nous regardons de plus t3 comme une constante,
nous aurons l'expression

(4 bis) ^ x' dy" —^ B dx,

qui sera une différentielle exacte.

376. Nous n'avons pas à revenir sur ce qui concerne les équa¬
tions (i). On intègre d'abord les équations approchées (i bis), qui
définissent le mouvement képlérien de la planète par rapport au
point G, et du Soleil par rapport au point D; on en déduira l'in¬
tégrale des équations exactes (i) parla méthode de la variation des
constantes. Ce n'est pas autre chose que l'étude des perturbations
mutuelles de la planète et du système Terre-Lune (supposé con¬
centré en son centre de gravité D), étude quia été faite complète¬
ment dans le Tome 1. Passons donc aux équations (2), que nous
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ACTION DES PLANÈTES. I 21

écrirons

(6)

F" F"

dx'i d m\ dy"t
_ ^ m\

dt dy"i dt dx\

N-ous allons prendre pour variables nouvelles les éléments
canoniques solaires elles six variables x, x,, x2, B, B,, B». Les
coordonnées a?', les y" et fi" vont être des fonctions de ces six varia¬
bles x et B, de x;i, et des cinq autres éléments solaires que j'appel¬
lerai les y;.

La formule (5) suppose que ces y, sont constants; si on les
regarde comme variables, cette formule doit être complétée et l'on
doit écrire

(5 his) dQ" =^x'dy"—^ B -( G—<!>,.) +2r,'rfï'''
en posant

_ fW _v <d-Y"li~
dp dy/

Pour savoir ce que vont devenir les équations (6) par ce chan¬
gement de variables, il faut se reporter au théorème du n" 12.
Dans ce numéro on envisage un système d'équations canoniques
où F dépend explicitement du temps; on fait un changement de
variables, les variables nouvelles x' et v' étant fonctions des va¬
riables anciennes x etjK et du temps t. On suppose que

x'dy' -2txdy
soit une différentielle exacte, en supposant dt. = o, et que

1
x' dy'—a'.y — W dt

soit une différentielle exacte pour dt jïo ; dans ce cas les équations
conservent la forme canonique, mais la fonction F doit être rem¬
placée par F — W.

Nous pouvons appliquer ici ce théorème, car, les équations (i)
étant intégrées, les éléments y,- etx:, peuvent être regardés comme
des fonctions connues du temps. Nous pouvons donc écrire

(5 ter) dû" = Y\xdy" —^ B dx + W dt,
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I '21 CHAPITRE XXX.

en posant
W = (<&!— G) — ^

«2 tlt

et les équations (6) deviendront

(7)
f/B

_ c/<[> 2 d- _ cM>2

en posant
W.

ni

Il est bon de remarquer que cette analyse ne suppose nullement
qu'on ait choisi pour les y,- les éléments canoniques du Soleil,
qu'on peut tout aussi bien choisir des fonctions quelconques de
ces six éléments canoniques et en particulier les éléments ellip¬
tiques.

377. Nous devons parmi les éléments solaires faire une distinc¬
tion; les coordonnées x, y, z, telles qu'elles ont été calculées
dans les Chapitres précédents, dépendent de x3, anomalie moyenne
du Soleil, ainsi que de l'excentricité solaire E;l, et du grand axe
de l'orbite solaire inversement proportionnel à la parallaxe a.
Elles ne dépendent pas des trois autres éléments qui sont la longi¬
tude du périhélie terrestre et les angles qui définissent l'orienta¬
tion de l'écliptique mobile par rapport aux axes fixes. Il en est de
même de X, Y, Z et 0"; ces fonctions sont également indépen¬
dantes de ces trois derniers éléments, que j'appellerai les éléments
d'orientation.

Nous avons écrit plus haut

mais en supposant <7y(—o. En regardant les y,- comme des variables
il convient d'écrire

^x' dy" = ^ ;r dX h- ( Xy — Yx) d-.,

d'où
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Si yt est lin élément d'orientation, on aura
du"

_ dX _

d'(i ~ d-(i ~ °'
et par conséquent

dû" -«ri dX
T,= 7Pfl~2ia'^l-Kt = -At-

Qu'est-ce maintenant que À,? Si les trois éléments d'orienta¬
tion y(,y2,y3 subissent trois accroissements dy,, rfy2, dy3, tout
se passera comme si les axes mobiles des .r, y, z subissaient trois
rotations infiniment petites, par rapport aux axes fixes des x\, x1.,,
x'3. Si l'on s'arrange pour que les axes mobiles coïncident à l'ori¬
gine des temps avec les axes fixes, ces trois rotations s'opéreront
autour des trois axes et l'on aura

' dy" v dXa2 = x' -f— y x ^ = ix — xz,
d'{ï Jmt tfy2

378. Si nous supposons que la masse m soit nulle, les yt se
réduisent à des constantes ainsi que > et l'on a

î = - $-«-
On a d'autre part

F" = F» = T, + U, H- U3 = m[ 'ï>„

d'où finalement
<t>2 = G.

G est fonction simplement des B et des y,; les équations canoniques
se réduisent à

dS (/G d%i d&
dt dz °' dt V' d\\i

Nous pourrons donc écrire
— dG v cïB Vj dV>[ —F v2 cïB2.
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en regardant les y comme des constantes. Si nous rapprochons de
la formule du n° 363

clI1 = B d'j + B j -f- B2

nous en tirerons

II — G = B v —)— B ! v 1 -f- B 2 v 2 -,

plus une fonction arbitraire des y/ que nous pouvons supposer
nulle. Nous aurions pu déduire cette même formule de la for¬
mule (9) du n" 363 qui peut s'écrire

II = Bv -1- B ! v 1 h— B2v2h- B3V3+ Kv3

et de la définition de G au n" 37o qui peut s'écrire
G = B3V3-1- KV3.

379. Supposons maintenant que ne soit pas nul; alors --j^
di

ne sera plus nul, mais très petit; ne sera plus égal à une con¬

stante, mais nous pourrons poser
1 d-x

—'

~37 = 1 + s,
«2 dt

s étant très petit. Nous aurons d'autre part

G0 étant ce que devient G quand on y remplace les y,• par leurs
valeurs initiales et étant, en conséquence, fonction seulement de B,
B, et Bjj, et 3G étant très petit, puis écrire

d'où enfin
F" — m\ 'J'i U g ,

Nous pouvons poser encore
G = G0 -v- 6G,

ce qui nous donne finalement les équations

(8)
dii

_ dK di _ dG
_ dR

~dt ~ ~cR' dt ~d\l d& '
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R étant très petit; nous pouvons dans les dérivées de R remplacer
les variables par leurs valeurs approchées; R et ses dérivées pour¬
ront alors être regardées comme des fonctions connues du temps.
Ce seront des fonctions périodiques par rapport aux cinq argu¬
ments

T, Ti, t2, X3,

~r, étanL l'anomalie moyenne de la planète, lesquels arguments, ré¬
duits à leurs valeurs approchées, sont des fonctions linéaires du
temps. Ces dérivées de R se présenteront donc sous la forme

^ A cos(al h- P),
les A, les a et les j3 étant des constantes.

On aura alors les R par de simples quadratures; les I! étant dé¬
terminés elles y l'ayant été préalablement à l'aide des équations (i),
il en sera de même des dérivées qui ne dépendent que des 11 et
des y; on pourra avoir les t par quadrature. C'est absolument ce
que nous avons fait dans les Chapitres IV et V.

380. Il y a une autre manière de comprendre l'application de la
méthode de la variation des constantes. Si ml0 était nul, nous
aurions certaines relations entre nos variables x\, y\ (i — i, 2, 3),
les éléments lunaires B et t et les éléments solaires t3 et y/; soient

(9) yî =/(h, t, y,-, t3)
ces relations. Si mi0 n'est pas nul, de sorte que les éléments de
l'orbite solaire soient variables, nous pouvons conserver les rela¬
tions (9) comme définitions des éléments oscillateurs B et t; c'est

ce que nous avons fait jusqu'ici, mais on peut aussi opérer autre¬
ment.

Soient y" les valeurs initiales des y,-; soit
t!>= n$t-he 0,

/Ç et s0 étant les valeurs initiales de n-, et de ; remplaçons alors
les équations (9) par les suivantes :

(9 bit)
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Ces six équations (9 bis) définiront les six éléments oscula-
teurs B, B,, IL, x, x,, x2. Les B et les x définis par les équa¬
tions (9 bis) ne sont pas les mêmes que les B et les x définis par
les équations (g), mais ils en diffèrent fort peu.

Remarquons que, les y®, n®, s0 étanl des constantes, les éléments
solaires variables n'interviennent pas dans la nouvelle définition.

Que devient l'équation (5 bis)

du" = ^* dy"-2 B dt - ( ■G - *, ) ^ -h 2 r' d'b ?
On doit y remplacer les y,-, n2 et x3 par y®, /r" et x® ; on a alors

dt°
d'il = <>,

puisque les y® et e0 sont des constantes, et il reste

dU" = a?' <Lk" —- BJt — ( G0 — 'I'" ) dt.

De plus, comme <1>| dépend des constantes solaires, il faut rem¬
placer <I>, (qui est une fonction des x', des y", de x3 et des y,) par
ce que devient cette fonction quand on y remplace y; et x3 par y®
et x® ; je désigne par <I>® le résultat de cette substitution, d'où

W = <i>» _ G».

Nous aurons alors les équations
dB d<P:, <h

_ d<t>2^ bls^ ~dt ~ "dz ' di dB'

en posant
F" Ur

du = -L. ■- W = <!>,+ -4 — ($? - Go),

d'où

■J>2 = Go-t- R, R= 7y-r+('I'i-'I>î).
Remarquons que G0 ne dépend que des B. Nous retombons donc

sur des équations de la forme (8) qui se traitent de la même façon.
M. Newcomb (Investigation of inequalilies in the motion oj

the M0011 produced by the action of the planels, Washington,
Carnegie Institution, juin 1907) emploie un procédé mixte; il
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emploie, en effet, le procédé du n° 379 pour les éléments d'orien¬
tation et celui du n" 380 pour les autres éléments.

381. Eu général, les termes provenant de l'action des planètes
sont fort petits et ne deviennent sensibles que par l'effet des petits
diviseurs si la période est très longue. Ils ne seront le plus souvent
appréciables que dans le cas d'une douille intégration, qui intro¬
duit au dénominateur le carré du petit diviseur. Nous aurons donc
la partie la plus importante d'un terme à longue période en nous,
bornant à l'intégration des équations suivantes :

dB
_ rfR dz _ dG

dt d-, ' dt d\i

Nous négligeons ainsi dans le second membre de la seconde équa¬
tion le terme — ^ qui ne subirait qu'une simple intégration. Si
nous appelons SB, Sy, or les inégalités dues à un terme donné SB.
de la fonction perturbatrice, et si g est ce que devient G quand on
y remplace les B et les y par leurs valeurs initiales, nous pourrons,
encore écrire

d SB
_ d oit d Sx, d1 G „ d1 G( 10) - ~g£~> ^ </B. <Mk ^ dVnïF'u

382. Nous devons distinguer Vaction directe et l'action indi¬
recte d'une planète. Si l'action directe existait seule, tout se passe¬
rait comme si, le Soleil B et la planète P assujettis à décrire des
orbites képlériennes, l'un autour de D, l'autre autour de G, la Terre
et la Lune étaient soumises à l'attraction de ces deux astres mo¬

biles; si l'action indirecte existait seule, tout se passerait comme-
si, Ja planète n'existant pas, le Soleil B était assujetti à décrire,
par rapport à D, l'orbite troublée due à l'action de la planète.

Dans le cas des équations du n" 380, l'action directe pro¬

vient du terme ~ et l'action indirecte du terme —<]>" [dans.
m\ 1 L

ce cas, dans les équations (io), on doit remplacer G par G0 et les.
dérivées sont nulles, car G0 ne dépend que des Bj.

Dans le cas du n" 379, on obtiendra l'action directe à l'aide
des équations (8), en regardant les y et comme des constantes.
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et en réduisant R au terme — • On obtiendra l'action indirecte, en
m\

définissant Jes variations des y; et de par le moyen des équa-
tions (i) et en réduisant R aux termes

Lorsque la planète troublante est très voisine du Soleil, l'action
directe et l'action indirecte sont sensiblement égales et de signes
contraires.

En effet, soit G, le centre de gravité de P et R. Dans le cas qui
nous occupe, le point G, décrira une orbite sensiblement képlé-
rienne autour de D, analogue à celle que décrirait le point B si la
planète n'existait pas, mais dont le grand axe, pour un même moyen
mouvement, se trouve multiplié par

V »n

Si à la limite nous négligeons la distance PB, touL se passe pour
l'action directe comme si la masse du Soleil était augmentée
de ni|„ et, en ce qui concerne l'action indirecte, comme si la dis¬
tance BD était multipliée par

il y a donc compensation en ce qui concerne les inégalités corres¬
pondantes (c'est-à-dire celles qui ne dépendent pas de
l'angle PG, D).

Il y a compensation aussi pour les inégalités proportionnelles à
la distance PB (et qui contiennent cet angle PG, D comme argu¬

ment), car l'écart BG, multiplié par ni., est égal à l'écart PG, mul¬
tiplié par 7«,0. La compensation n'existe plus pour les inégalités
proportionnelles aux puissances supérieures de PB, mais ces iné¬
galités sont beaucoup plus faibles.

383. Nous devons distinguer deux sortes d'inégalités planétaires
périodiques. Celles de la première sorte sont celles dont l'argument
ne dépend que de t3 et de t.,. Dans ce cas on a, en se reportant
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aux équations (10),
rfSR

d'où
S-D d^X<- V di(i »

= ~dr=-Zdnr^k^1-
Ces inégalités sont donc dues presque exclusivement à l'action

indirecte (je veux dire que les termes provenant de l'action indi¬
recte subissent seuls une double intégration), et l'action directe est
négligeable surtout si la période est longue.

Les seuls y* dont dépend G sont E3 et le grand axe solaire a!.
Le terme en E3 est de beaucoup le plus petit. On peut donc écrire

011 voit que les inégalités Sx, Sx(, Sx,, sont sensiblement proportion¬
nelles entre elles et à l'inégalité solaire SX. L'inégalité Sx engendre
une inégalité à longue période de la longitude vraie de la Lune; les
inégalités QXj et Sx2 engendrent des inégalités concomitantes à
courte période de la longitude vraie. La principale deces inégalités
de la première sorte est engendrée par Vénus et a pour pé¬
riode 8x,, — 1 3x3.

384. Les inégalités de la seconde sorte sont celles dont l'argu¬
ment dépend de x, x, ou x2. Pour celles-là SB^ n'est plus nul. Au
contraire, comme Sy/f 11e contient que des termes indépendants
de x, x, ou x2, on devra faire 8y* = 0, d'où

Ces inégalités sont dues surtout à l'action directe. Pour les dé¬
terminer, nous écrirons U« en négligeant la parallaxe sous la

d Sx,- d1 G ,

~dt ~ ~ d\>>, da'

et comme on a d'autre part, X étant, la longitude solaire
d SX 3 rii, g ,

d Sx,-
dt

forme

m'\ rnUi 2PI)3
Uc 1 — 3 cos2PD/V

-, = ,... ALr

P. — II (2). 9
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OU

"^r =— (XA'+3ilfet)y+i3©e'+[2 <»(£)'+iaCC'),
m\ t\ PO> '

où
JU = x'f -i- x'£ — a x'}, t)!> = a?'i2 — a?'22,
O — x'^x^ CD == xj x^, o === x| x%,

et où X', il!)', ©', (£>', C sont formés avec les trois projections du
vecteur PD, c'est-à-dire avec

a?j„ -+- lx[, x\y -t-\x's, x'i2-+-^x'6,
où

^ m,!t
m4-t- m, -e to7 '

comme X, il!>, G, CD avec a;',, a/2, a;'3.
On voit que > ••• dépendent seulement de t3 et t4,

tandis que X, il!>, ... ne contiennent que des arguments dépen¬
dant des coordonnées lunaires, à savoir (si l'on se borne aux termes
elliptiques) des arguments de la forme

2/'x2h-X:x1 pour X,
2x -t- 2X3-t- 2y'x2-t- /ex, pour 1J!> et C,
x-h x3-t-(?./ — i)x2-i-/cxi pour G et CD.

Les principales inégalités de cette sorte sont celle de Hansen,
due à l'action directe de Vénus, qui a pour argument

x 1 -H 16x3 — 18x4 (période 239 ans)
<A '

provenant du terme enx, de X et du terme en i6t3— i8t, de-j^>
et celle de Neison, due à l'action directe de Jupiter, qui a pour
argument 2x + ax3—x( — 3t4 (période i'j ans), provenant du

1

terme en 2X+ 2x3 — x4 de tl!> et C, et du terme en 3t4 de
c'

€
PDS *
Je me bornerai à renvoyer pour plus de détails au Mémoire cité

plus haut de M. Newcoinb, ainsi qu'au Mémoire de M. Radau
dans le Tome XXI des Mémoires de VObservatoire et au résumé

qu'en a fait Tisserand dans le Tome III de sa Mécanique céleste.
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CHAPITRE XXXI.
ACCÉLÉRATIONS SÉCULAIRES.

385. Pour étudier les accélérations séculaires, nous devons
d'abord nous reporter à ce que nous avons dit au Chapitre Y,
n" 105, au sujet de l'invariabilité des grands axes.

Soit plus généralement un système d'équations canoniques
dxt dF dyt _dV
dt dyt ' dt dxt ' 0 '

p étant très petit. Je distinguerai deux sortes de variables Xi, que
j'appellerai les x\ et les x'[\ je désignerai de même pary ety les
variables conjuguées des x\ et des x\.

Je supposerai que F0 dépend seulement des x' et est indépen¬
dant des x", des y' et des y; quant à R, il dépend des quatre
sortes de variables, mais il est périodique par rapport aux y' et
aux_y". Nous supposerons en outre que R dépend directement du
temps; plus précisément, nous supposerons que R est périodique
par rapport aux y1, aux y" et à un certain nombre d'arguments \v
qui sont des fonctions linéaires connues du temps.

En première approximation, on a

dx'
_ g!Fo _ dx" _ rfFo _ dy" _ «?F0 _

dt dy' °' dt dy" °' dt dx" °'
t « » dy' <a!F0

x — const., x = const., v = const., r = const.J dt dx

Pour la seconde approximation, nous remplacerons dans les
dérivées de R les variables par les valeurs approchées que nous
venons de trouver et nous aurons

dx' <ilt
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et le second membre se présentera sous la forme d'une série trigo-
nométrique.

En effet, R est une fonction périodique des y', des y" et des w ;
les w sont des fonctions linéaires connues du temps, il en est de
même des premières valeurs approchées des y' ; quant à celles
desjF', ce sont des constantes.

o- )•> ! i d¥o , dw , ,
01 nous supposons qu il n y a entre les et les —j-- (c est-

à-dire entre les moyens mouvements) aucune relation linéaire à
coefficients entiers, les variations séculaires ne pourraient pro¬
venir que de ceux des termes de cette série trigonométrique qui
sont indépendants à la fois des y' et des w. Or tous ces termes
disparaissent quand on différentie R par rapport à y\. Donc
il n'y a pas de termes séculaires dans les x\.

C'est là la généralisation du théorème sur l'invariabilité des
grands axes.

Appliquons-le aux équations (8) du Chapitre précédent. G va
jouer le rôle de F0, R celui de p.13, les 13 celui des x1, les x celui
des y', et enfin x3 et t., celui des m; nous n'aurons pas de variables
analogues aux x" et aux y", tandis que dans les équations (5 bis)
du n° 93, Chapitre IV, les L, les À, les p et les w jouaient res¬
pectivement le rôle des x\ des y', des x" et des y"; en première ap¬

proximation on a
dx dG

15 = const., -r —— —=— = const.' dt d\i

En deuxième approximation on a

d,\\ d\\

dt dx

Dans le second membre on remplace les R, les y par leurs valeurs
approchées qui sont des constantes, les t, x3 et x,, par leurs valeurs
approchées qui sont des fonctions linéaires du temps.

On obtient ainsi une série trigonométrique. Les termes de cette
série qui sont indépendants à la fois des x, de x3 et de x4, et d'où il
pourrait résulter des variations séculaires, disparaîtront quand on
différentiera par rapport à x, à x, ou à x2; donc les quantités B,
B(, B2 n'éprouvent aucune variation séculaire.

386. Le numéro précédent nous apprend que les variations
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séculaires des B,
SB, SB), SB2,

sont nulles. C'est sur cette circonstance que s'appuie Brown pour
déterminer les accélérations séculaires

8v, 8vj, 8v2

des divers moyens mouvements. Pour cela rappelons la formule du
n° 363 :

dll = B dv -t- B, dn+ B2dv2.

Si nous regardons les B, H, v, et v2 comme des fonctions de

v — '11
m

de E, et de E2, il viendra
™

= B -H B, p«v av av

. . , dll T, dv, „ dv2f a) / •— == Bi -yré- H- B2 —- ,dE, dB[ dli|
dll „ dv. ,, dv.>

I TrT= B1 jiF +B2-7i7"-I dli2 aE2 dlij

Si nous négligeons et E'2, et par conséquent B, et B;, qui sont
respectivement divisibles par EJ et E*, il restera

et par conséquent

= B
dv

.dH
dv" = °'

Les B, H et les v sont fonctions non seulement des trois constantes
lunaires v, E| et E2, mais encore de deux des constantes solaires,
à savoir le demi-grand axe a' et l'excentricité E3. En vertu du
théorème d'Adams, H ne contient pas de termes en E'f et E'",, de
sorte qu'en négligeant les puissances supérieures de ces quantités
on aura

dll
_ dH __ d2 H _ d2H _

dE, dE2 dv dE, dv dËa °'
et qu'il reste
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Comme 8E3 est connu par la théorie des planètes, cette équation
donnera 8v. Nous trouverons ensuite

(4) Sv.= ^ôv+gsE3.
Nous devons remarquer, en effet, qu'à ce degré d'approximation

on a

E| SEj = E2 8E2 = o,

et, comme B, étant divisible par EJ nous pouvons écrire B, = C|E,,
il vient

(5) SB, = Ef SG,H- Ci 8(EJ ) = o,

d'où, puisque nous négligeons EJ,
®(EJ) = o,

et de même 8(Eij) = o.
Les équations (3) et (4) déterminent les accélérations sécu¬

laires 8v, Sv,, Sv2. Mais pour cela il faut se servir des expressions
de v, et de v2 en fonctions de v et de Erj, ou, ce qui revient au
même, de celles de c et de g en fonctions de m et de Ejj. Il faut,
d'autre part, connaître l'expression de H en fonction de vetde E3.

Il nous suffit de rappeler qu'en vertu du théorème d'Adams,
quand on néglige la parallaxe, H n'est autre chose, à un facteur
constant près, que le terme constant du développement trigono-
métrique de -•

387. Avant de pousser plus loin l'approximation en tenant
compte de E^ et Eij, commençons par remarquer que nous avons

«, _ du'i m?(b) —— — —r—— ÔV -f- 777- OE3,dv dd dv «fE3

d'où il résulte que les équations (3), (4) et (6) nous donnent en
première approximation

j. d-'i
v, Sv,. 8^-.

Cela va nous permettre de passer à la deuxième approximation.
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Reprenons les notations du n° 371 et écrivons
H = H0 -+- a EfH-26EfE| + cE|=II0-t-H4,
vi = -+- pi Ef -4- p', E|,
V2 = X2 + p2 E| p2 E|,
Bi — PEi> B2 = Ye1-

Dans la première approximation, nous avons réduit H, v( et v2 à
leurs premiers termes, H0, X, etX2.

Passons à la deuxième approximation. Comme S(EJ) et S(E2)
sont de l'ordre de E* et E^, nous voyons que

8Ht, 3
dH4
dv '

qui sont des polynômes du deuxième degré en E,, E*, 8(E*),
8(E»), sont de l'ordre de E* ou E2 et par suite négligeables, de
sorte qu'on a

, dtt dH0 dm0> . dm, ^
'

dv ~ch~ = ~c£d~ dvdË~3 3'

D'autre part,
dH

_ n i_ n dv, dv2

d'où, en nous rappelant que les SB sont nuls,

/ X d'2 H0 j, d2 H0 s„ dvt s dv2<7) ^8v + ;?7^8E8^E?8^^E|8dr
Comme dans tous les termes du second membre figure en

facteur EJ ou E*, nous pourrons dans ce second membre rem¬

placer 8 ^ et 3 ^ par leurs premières valeurs approchées, de sorte
que l'équation (7) nous donnera la nouvelle valeur de 8v.

388. Nous avons ensuite, pour les Sv,,

(8) 8v/= ~ 8v -+- ^ 8E3+ pi 8(EJ ) -+- p£-8 (E2).
Il faudra cette fois, dans le calcul de tenir compte des
termes p.;E8 + p2- E;.
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136 chapitre xxxi. — accélérations séculaires.

Pour calculer 3 (Ej), nous nous servirons de l'équation (5) et
nous y ferons

o,= p,

Nous pourrons d'ailleurs, dans cette formule, remplacer 3v par
sa première valeur approchée. On calculerait S(E^) delà même
manière.

On peut considérer les développements des v;- comme connus,
et par conséquent aussi ceux des a,', p.,-, pj . On connaît également
celui de y > et par conséquent celui de H et ceux de H„, a, b, c.

Quant à (3 et à y, ils nous sont donnés par le théorème d'Adams
du n° 371, d'où

.

_ ia _ ib _ 2 b _ a c
1*1 " Ï4 ' ! ~ ~~

On remarquera que, dans toute cette analyse, les éléments
d'orientation ne jouent aucun rôle, d'où il suit immédiatement que
les déplacements séculaires de l'écliptique ne peuvent exercer
aucune influence sur l'accélération séculaire du mouvement de la

Lune, ce qui confirme les résultats obtenus autrefois par M. Pui-
seux.

Il resterait à parler de ce qui concerne les inégalités dues à
l'aplatissement terrestre ; en l'absence de nouveaux travaux sur ce
sujet, je me bornerai à renvoyer le lecteur au Tome 111de la Méca¬
nique céleste de Tisserand, pages 144 et suivantes.

FIN DE LA DEUXIÈME PARTIE DU TOME II.
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Donner des phénomènes électriques une explication mécanique complète,
réduisant les lois de la Physique aux principes fondamentaux de la Dyna¬
mique, c'est là un problème qui a tenté bien des chercheurs. N'est-ce pas
cependant une question un peu oiseuse et où nos forces se consumeraient
en pure perte?

Si elle ne comportait qu'une seule solution, la possession de cette solu¬
tion unique, qui serait la vérité, ne saurait être payée trop cher. Mais il
n'en est pas ainsi : on arriverait sans doute à inventer un mécanisme
donnant une imitation plus ou moins parfaite des phénomènes électrosta¬
tiques et électrodynamiques. Mais, si l'on peut en imaginer un, on pourra
en imaginer une infinité d'autres.

11 ne semble pas d'ailleurs qu'aucun d'entre eux s'impose jusqu'ici à
notre choix par sa simplicité. Dès lors, on ne voit pas bien pourquoi l'un
d'eux nous ferait, mieux que les autres, pénétrer le secret de la naturo. 11
en résulte que tous ceux que l'on peut proposer ont je ne sais quel
caractère artificiel qui répugne à la raison...

S'il est oiseux de chercher à se représenter dans tous ses détails le
mécanisme des phénomènes électriques, il est très important, au contraire,
de montrer que ces phénomènes obéissent aux lois générales de la'Méca¬
nique.

Ces lois, en effet, sont indépendantes du mécanisme particulier auquel
elles s'appliquent. Elles doivent se retrouver invariables à travers la
diversité des apparences. Si les phénomènes électriques y échappaient, on
devrait renoncer à tout espoir d'explication mécanique. S'ils y obéissent,
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la possibilité de cette explication est certaine, et l'on n'est arrêlé que par
la difficulté de choisir entre toutes les solutions que le problème comporte.

Mais comment nous assurons-nous de la conformité des lois cie l'Elec¬
trostatique et de l'Electrodynamique avec les principes de la Dynamique?
C'est par une série de comparaisons; quand nous voudrons analyser un
phénomène électrique, nous prendrons un ou deux phénomènes mécaniques
bien connus et nous chercherons à mettre en évidence leur parfait parallé¬
lisme. Ce parallélisme nous sera ainsi un garant suffisant de la possibilité
d'une explication mécanique.

L'emploi de l'Analyse mathématique ne servirait qu'à montrer que ces
comparaisons ne sont pas seulement de grossiers rapprochements, mais
qu'elles se poursuivent jusque dans les détails les plus précis. Les limites
de cet Ouvrage ne me permettront pas d'aller aussi loin, et je devrai me
borner à une comparaison pour ainsi dire qualitative.

Chap. I. — Généralités sur les phénomènes électriques. Tentatives d'expli¬
cation mécanique. Phénomènes électrostatiques. Résistance des conducteurs.
Induction. Attractions électrodynamiques. — Chap. II. La théorie de Max¬
well. Rapports entre la lumière et l'Electricité. Courants de déplacement.
Nature de la lumière. — Chap. III. Les oscillations électriques avant Hertz.
Expérience de Feddersen. Théorie de lord Kelvin. Comparaisons diverses.
Amortissement. — Chap. IV. L'excitateur de Hertz. Découverte de Hertz.
Principe de l'excitateur. Diverses formes d'excitateurs. Rôle de l'étincelle.
Influence de la lumière. Emploi de l'huile. Valeur de la longueur d'onde. —
Chap. V. Moyens d'observation. Principe du résonateur. Fonctionnement du
résonateur. Divers modes d'emploi de l'étincelle. Procédés thermiques. Pro¬
cédés mécaniques. Comparaison des divers procédés.— Chap VI. Le cohéreur.
Radioconducteurs. Théorie du cohéreur. Explication des phénomènes. Fonc¬
tionnement du cohéreur. Détecteurs magnétiques. — Chap. VII. Propagation
le long d'un fil. Production des perturbai ions dans un fil. Mode de propa¬
gation. Vitesse de propagation et diffusion. Expériences de MM. Fizeau et
Gounelle. Diffusion du courant. Expériences de M. Rlondlot. — Chap. VIII.
Mesure des longueurs d'onde et résonance multiple. Ondes slationnaires.
Résonance multiple. Autre explication. Expériences de Garbasso et Zehnder.
Mesure de l'amortissement. Expériences de Strindberg. Expérience de MM. Pé-
rot et Jones. Expériences de M. Décombe. — Ciiap. IX. Propagation dans
l'air. L'experimentum crucis. Expérience de Karlsruhe. Expériences de
Genève. Emploi du petil excitateur. Nature des radiations. — Ciiap. X. Pro¬
pagation dans les diélectriques. Relation de Maxwell. Méthodes dynamiques.
Méthodes statiques. Résultats. Corps conducteurs. Electrolyles. — Ciiap. XI.
Production des vibrations très rapides et très lentes. Ondes très courtes.
Excitateur de llighi. Résonateurs. Excitateur de Bose. Récepteur de Bose.
Appareil de Tesla. — Chap. XII. Imitation des phénomènes optiques. Condi¬
tions de l'imitation. Interférences. Lames minces. Ondes secondaires. Diffrac¬
tion. Polarisation. Polarisation par réflexion. Réfraction. Réflexion totale.
Double réfraction. — Ciiap. XIII. Synthèse de la lumière. Synthèse de la
lumière. Autres différences. Explication des ondes secondaires. Remarques
diverses. — Chap. XIV. Principe de la télégraphie sans fil. Principe de la
télégraphie sans fil. Impossibilité de concentrer les radiations. Quantité
d'énergie transmise. Description succincte des appareils. Explications théo¬
riques.Mesure de la longueur d'onde. Rôle de l'antenne. Importance de l'amor¬
tissement. — Ciiap. XV. Applications de la télégraphie sans fil. Avantages
et inconvénients de la télégraphie sans fil. Principe de la télégraphie sy 11 to¬
nique. Transmetteur de Marconi. Récepteur de Marconi. Télégraphie sans fil
transatlantique.
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Ire Partie : Quelques théories applicables à Vétude des Sciences expé¬
rimentales. —1 Probabilités : erreurs des observations. — Instru¬
ments d'Optique.— Instruments d'Astronomie. — Calculs numé¬
riques, interpolations, avec 58 .figures; 1893.. 8fr.

Il® Partie : Astronomie sp/iérique, Mouvements, dans le système solaire.
Eléments géographiques. Eclipses. Astronomie moderne, avec 72 fi¬
gures; 1896.. i5 fr.

BOSSERT ( J.), Astronome . à l'Observatoire de Paris. — Catalogue
d'étoiles brillantes destiné aux Astronomes,- Voyageurs, Ingénieurs et
Marins. ]n-.( (s8-2.3) do xv-7.5 pages; 1906;. 1.......... 7 fr. 5o c.

CASPARI, Ingénieur hydrographe do la Marine. — Cours d'Astronomie
pratique. Application à la Géographie et à la Navigation. 2 beaux
volumes in-8 (2.5-16). (Ouvrage couronné par l'Académie des Science#.)

- Oii vend séparément :
l" Partie -. Coordonnées vraies ou apparentes. Théorie des instruments,

avec figures ; 1889... 9 fr.
Il" Partie : Détermination des éléments géographiques. Applications

pratiques, avec figures et 1 planche; 1889 9 fr.

PROCTOR (Richard-A.) ,Sociétaire honoraire delà Société royale astro¬
nomique, auteur de divers Ouvrages astronomiques. — Nouvel Atlas
céleste, procédé d'une Introduction sur VÉtude des constellations',
augmenté de quelques Études d'Astronomie stellaire. Traduit de l'an¬
glais, sur la 6e édition, par Philippe Géiugny, rédacteur de la Revue
t'Astronomie populaire, ln-8, avec figures et 16 planches; 1886.

Broché 6 fr. 1 Cartonné avec luxe. 7 fr.

PUISEUX (P.), Astronome à l'Observatoire do Paris. — La Terre et la
Lune. Forme extérieure et structure interne. .(Etudes nouvelles sur
l'Astronomie, par Ch. André et P. Tuiseux.) ln-8 (2.5-16) de iv 176
pages, ayee 28 figures et 26 planches ; 1908 .... 9 fr

TISSERAND (F.), Membre do l'Institut et du Bureau des Longitudes,—
Traité de Mécanique céleste. 4. volumes in-4 (28-2.3) avec figures.

Tome 1 : Perturbation des planètes, d'après la méthode de la varia¬
tion des constantes arbitrairp;i;„,ij?&Ç) 2.5 fr.

Tome II : Théorie fa'Xa figure;dss\c'orps célestes et de leur mouvement
de rotation; 1891../. V. 28 fr.

Tome lit : Exposéde l'ensemble des théories relatives au mouvement
de la Lune; 1894. - - e.. ■ • ■ • .t.. ■ . ' •> • ' 22 IV.

Tome IV et dernier : Théorie des satellites de Jupiter et de Saturne.
Perturbations des petites planètes ; \ iSgG. s 28 fr.
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