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ERRATA

Page 86, derniére ligne et lignes suivantes, lisez : ne se refusent
pas & devenir électriques ou & admetire de 1'électricité
de tension, mais qu’ils se refusent ete....

— 125, ligne 9 du bas, au liew de : précede, lisez : préceédent.
— 331, ligne 8, au liew de : I'un, lisez ; 'une.
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PREFACE DE LA DEUXIEME EDITION ALLEMANDE

Le remaniement de mes précédentes recherches
sur T'électricité, causé par la publication dune nou-
velle édition de mon ouvrage, ma conduit a en faire de
nouvelles qui forment un compléent essentiel des pre-
mieéres et qui doivent par suile prendre place & coté de
celles-ci. Je mentionnerai particulicrement la théorie
des phénoménes électrodynamiques, qui manquait dans
la premicre édition et qui occupe une place importante
dans la présente. De cetie manicre, la partie de 'ouvrage
relative & I'électricité a pris un tel développement, qu'il
m’a paru ulile d’cn former un volume special, et de
réserver pour un troisiéme volume les parties restantes
de la théoric mécanique de la chaleur.

En méme temps, les développements ainsi compléiés,
ne doivent plus étre considérés comnme une simple
application de la théorie mécanique de la chaleur anx
phénomenes électriques, mais comme formant une
théorie mécanique de I'électricitt indépendante en partie
de la théorie de la chaleur. En me basant la-dessus, jai
eru nécessaire d’ajouter, au titre qui la désigne comme
un deuxiéme volume de la théorie mécanique de la
chaleur, un autre titre, celui de théorie mécanique de
Pélectricité, pour indiquer que ce volume peut étre pris
comme un volume indépendant des autres volumes de la
théorie de la chaleur, formant & lui seul un ouvrage
spécial.

Bonn, novembre 1878,

R. CrAvusIUS.
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CHAPITRE L

INTRODUCTION A LA THEORIE MATHEMATIQUE
DE L’ELECTRICITE.

§ 1.
La fonction potentielle.

Dans I'étude mathématique de D'électricité, il s'agit
d’abord de déterminer de quelle maniére une quantité
d’électricité, que l'on communique 4 un corps conduc-
teur, se distribue dans son intérieur ou a sa surface,
soit que ce corps se trouve assez éloigné d’autres
corps conducteurs pour que des forces électriques étran-
geéres ne puissent pas agir sur lul, soit qu'il se trouve
dans le voisinage d’autres corps conducteurs, qui sont
ou isolés et chargés, comme lui, de quantités données
d’¢lectricité, ou mis en communication avec la ierre.
Cette détermination, comme tous les calculs relatifs
a Péleciricité, cst considérablement simplifiée par
I'introduction d’une certaine fonction, déja employée
par différents géométres, commme Laplace et Poisson, et
qui a été traitée d'une maniére spéciale, en 1828, par
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George Green, sous le nom de Jonction potentielle! ;
Gauss en a fait également plus tard l'objet de dévelop-
pements mathématiques trés remarquables?.

J'ai publié sur cette fonction, qui est d’'une impor-
tance capitale en physique mathématique, un ouvrage
dont il vient de paraitre récemment .une quatriéme
édition, augmentée en différents endroits®. J'ai développé
dans cet ouvrage les propriétés principales de cette
fonction, ainsi que celles d’'une quantité gue l'on en
déduit par lintégration et que V'on nomme le pofeniiel.
Je puis donc me horner ici a4 rappeler briévement
quelques théorémes qui sont nécessaires a l'intelligence
des développements qul suivent, et je renverrat & cet
ouvrage pour la démonstration de ces théorémes et
pour leurs applications ultérieures.

Pour plus de simplicité, je rapporterai toujours spécia-
lement & Télectricité les considérations qui suivent,
gquoique, comme on le verra facilement, elles puissent
aisément s'étendre, avec de légéres modifications, &
d’autres agents qui exercent des attractions ou des
répulsions en raison inverse du carré de la distance.

1. An Essay on the Application of mathematical Analysis {o the
theories of Electricity and Magnetism; by George Green. Nottin-
gham, 1828. Réimprimé dans le journal de Crelle, t. XLIV et XLVII.

2. Allgemeine Lehrsitze in Beziehung auf die im verkehrien
Verhilinisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Angiehungs-
und Abstossungskrifte. Resultate aus den Beobachtungen des
magnetischen Vercins im Jahre 1839.

3. Die Polentialfunction und das Polential, ein Beilrag zur
mathematischen Physik. Leipzig, beiJ. A. Barth, 1885.

Une traduction fran¢alse de cet ouvrage, par F. Folic, a paru chez
Gauthier-Villars. Paris, 1870.
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§ 2.

Hypothése des deux électricités el expression de leurs forces.

Les recherches mathématiques sur 1'électrostatique
partent, en général, de T'hypothése qu'il existe deux
électricités différentes de telle nature que deux quan-
tités d'électricité de méme sens se repoussent, et que
deux quantités d’électricité de sens contraires s'attirent.
Ce n'est pas & dire que les résultats de ces recherches
soient liés & cette hypothése, de telle sorte qu'ils doivent
subsisier ou tomber avec elle ; on peut méme affirmer
que ces résultats doivent encore rester valables, quant a
leur essence, si cette hypothése vient a étre remplacée
par une autre également propre a expliquer les forces
électriques que nous connaissons par l'expérience. Cest
pour cefte raison que les mathématiciens n'ont pas
hésité 4 se servir de cette hypothése, en réservant a
Favenir de décider si elle doit étre regardée comme-
exacte dans le sens littéral.

Soient done données deux quantités d'électricité que
nous représenterons par ¢ et ¢', ces grandeurs étant
positives ou négatives suivant que les quantités d’élec-
tricité appartiendront a lTune ou a lautre des deux
espéces. Imaginons que ces deux quantités d’électricité
solent concenirées en deux points; la force gu'elles
exercent l'une sur l'autre devra d’abord étre propor-

tionnelle & chacune des deux quantités, et par suite a
leur produit ; en second lieu, elle doit étre considérée
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comme inversement proportionnelle au carré de la dis-
tance, ainsi que l'expérience l'a suffisamment établi.
Nous pouvons done, st » désigne la distance des deux
points, représenter la force par I'expression suivante :

1

ol ¢ désigne un facteur constant, dépendant de l'unité
qui servira de mesure aux quantités d'électricité.

Nous adopterons la mesure suivante. L'unité d'élec-
tricité sera pour nous la quantité délectricité qui
exerce sur une quantité ézale, a I'unité de distance, une
action égale a I'unité de force. Dans ce cas, le facteur
constant sera, en valeur absolue, égal & 1. Mais il reste
encore a décider si nous le ferons égal 4 + loua —1.
A cet effet, nous devrons faire intervenir la différence
entre la force attractive et la force répulsive, et les
faire entrer dans le calcul, I'une comme positive, autre
comme négative. Nous conviendrons de regarder une
répulsion comme positive et une attraction comme néga-
tive, parce que la répulsion tend 4 produire un accroisse-
ment et 'attraction une diminution de ». Dans I'étude de
I'électricité, nous devrons donc rendre positif le facteur
constant, puisque des électriciltés de méme sens se
repoussent, et nous le ferons égal & + 1, en vertu de
la détermination précédente de sa valeur absolue.
L’expression de la force que les quantités d'électricité
¢ et ¢ exercent I'une sur I'autre deviendra ainsi:

99
7-2
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§ 3.
Expression de la fonction potentielle.

Supposons maintenant que la quantité d'¢électricité ¢,
concentrée en un point, n’agisse pas seule sur la quantité
g, mais qu’il y ait des quaniités d’électricité ¢, ¢',, ¢',,
etc., en nombre arbitraire, concenirées en différents
points, et qui agissent toutes sur ¢ ; ou bhien que I'élec-
tricité qui exerce son action, au lieu d’étre concentrée
en des points isolés, soit répandue sur une ligne, sur
une surface ou dans un espace solide. Pour déterminer
dans ce cas, d’'une maniére aussi simple que possible, la
force cherchée, en grandeur et en direction, commengons
par former une grandeur que nous définirons de la
maniére suivante.

Désignons par p le point ol se trouve la quantité
d’électricité ¢ soumise & l'action des autres quantités ;
par r, »,, 7,, efc., les distances de ce point aux points
ou sont concentrées les quantités d'électricité ¢', ¢',, ¢',,
etc. La grandeur dont il vient d’étre question, et que
I'on a coutume de représenter par V, sera déterminée
par I'équation :

Q

l

_ 9 9, 2
Vﬂr_*_rx-}_ 2—}—etc., (1

i

ou, en employant le signe sommatoire :

=3

Si électricité gui exerce son action n'est pas concentrée

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1


http://2j._L.etc

— 6 —

en des points isolés, mais répandue d'une maniére con-
tinue sur une ligne, sur une surface ou dans un espace
solide, on se la représentera comme décomposée en élé-
ments dg'; on désignera par » la distance d'un élément
au point p, et I'on emploiera, au lieu du signe somma-
toire précédent, le signe d’intégration ; on aura ainsi :

v=fd—'1'- @)

r

Cette derniére expression de V est la plus générale, et
elle renferme la précédente ; car on peut évidemment
effectuer I'intégration, méme dans le cas ou des quan-
tités finies d'électricité sont concentrées en des points
isolés.

D'aprés ce qui précéde, il va de soi que I'on peut for-
mer une expression de cette espéce, non seulement pour
I'électricité, mais pour tout autre agent qui attire ou
repousse en raison inverse du carré de la distance; on
conservera seulement, pour plus de généralité, le coef-
ficient e de la formule générale, dont la valeur dépend
de I'unité de mesure de I'agent, et que nous avons rem-
placé par 1 pour I'électricité.

Cest cette quantité V que Green a nommée fonclion
potentielle. Gauss I'a ensuite appelée potentiel ; toutefois
cette derniére dénomination est sujette & quelque incon-
vénient. Il y a, en effet, encore une autre grandeur trés
importante, et dont il sera question plus bas, que l'on
appelle, suivant les circonstances, le potentiel d'une
quantité sur une autre, ou le potentiel d'une quanlilé
sur elle-méme. En adoptant la dénomination de Gauss,
on emploierait donc le méme mot potentiel pour deux
notions qui ont sans doute de l'analogie entre elles,
mais qui ne sont pas identiques. Cest pourquoi, dans
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mes Mémoires sur 'électricité et dans I'ouvrage cité plus
haut, j'ai repris le nom de fonction potentielle, proposé
par Green pour la quantité définie par I'équation (3), et
réservé celui de potentiel pour la quantité qui se déduit
de la fonction potentielle par une seconde intégration.

§ 4.

Détermination des composantes de la force a l'aide de la
tonction potentielle.

. On peut, & l'aide de la fonction dont nous avons parlé
dans le paragraphe précédent, déterminer de 1a maniére
suivante la force qui agit en un point quelconque .

Commencons par supposer que la quantité d'électricité
qui se trouve au point p, et qui regoit I'action de cette
force, soit une unité d'électricité positive, au lieu de
celle que nous avions désignée plus haut par ¢. Décom-
posons la force exercée sur cette unité d'électricité en
trois composantes dirigées suivant trois axes rectangu-
laires, et désignons ces composantes par X, Y, Z. En
regardant V (la fonction potentielle de Iélectricité qui
agit sur le point considéré) comme une fonction des
coordonnées &, ¥, 2 du point, nous aurons :

X OV v _ 9V

dw! Z—@v - -Ez" (4)

On peut également exprimer la composante de la force
suivant une direction quelconque, tout aussi simplement
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que ses composantes suivant les axes des coordonnées.
Imaginons une ligne quelconque passant par le point p,
et désignons par s la distance du point p, comptée
sur cette ligne, & un autre point pris pour origine;
ensuite, désignons par d(% ds laccroissement infini-
ment petit que prend V, lorsque le point considéré p
parcourt sur cette ligne le chemin élémentaire ds; la
composante de la force suivaut la direction de cette
ligne, composante que nous nommerons S, sera déter-
minée par l'équation

A4
§—— )

Si ce n'est pas une unité, mais une quantité quelconque
d’électricité qui se trouve en p et qui recgoit I'action de la
force, nous la représenterons, comme plus haut, par ¢,
qui peut étre positif ou négatif; et les expressions des
composantes de la force dont cette quantité d’électricité
recoit I'action, suivant les axes des coordonnées z, 7, z,
et suivant la direction quelconque s, seront :

0V adv.dv ¢ av
? 557 9@: 75z ¢ 255"

Lorsque l'on aura exprimé de cette maniére les
composantes de la force suivant les trois axes, on pourra
en déduire aisément la force elle-méme en grandeur et
en direction.
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§ 5.

Le niveau potentiel.

Tne équation de la forme
V = A,

ou A désigne une constante, est celle d'une surface qui
jouit de cette proprigté¢, que, pour tout point qui s’y
trouve, la force qui serait exercée sur une guantité
d’électricité concentrée en ce point est normale 4 ceite
surface. Celle-ci a donc, relativement A la force électrique
considérée, la méme propriété que celle dont jouit la
surface libre d’un fluide en repos, relativement a la
pesanteur; c'est pour cette raison qu'elle s'appelle sur-
face de niveau.

Sil'on donne a la fonction potentielle une autre valeur
constante, en posant, par exemple,

V=B,

on déterminera ainsi une autre surface de niveau, ct, de
cette maniére, on peut en obtenir une infinité. En consé-
quence, nous donnerons a la valeur que prend la fonction
potentielle en un point quelconque de l'espace, et qui
détermine la surface de niveau passant par ce point, le
nom de niveaw potentiel de ce point.

Pour l'électricité (de méme que pour tout autre agent
qui exerce des actions soit attractives, soit répulsives),
les niveaux potentiels peuvent étre ou positifs ou néga-
tifs; et les espaces dans lesquels I'un ou l'autre cas se
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présente sont séparés entre eux par une surface de
niveau dont le niveau potentiel est nul.

Imaginons maintenant une unité d'électricité positive,
concentrée en un point quelconque de l'espace, et consi-
dérons la force qui agit sur elle, en déterminant la com-
posante de cette force suivant chacune des directions
qui partent de ce point; nous pourrons affirmer d’une
maniére générale ce qui suit. Dans les directions suivant
lesquelles le niveau potentiel décroit, la composante de
la force est positive ; elle est négative dans celles suivant
lesquelles il augmente ; et elle est d’autant plus grande
en valeur absolue, que le niveau potentiel varie plus
rapidement dans la direction considérée, puisque, d’aprés
ce qui précéde, la composante de la force est repré-
sentée par le coefficient différentiel du niveau potentiel
relatif & cette direction.

§ 6.

Expression différentielle du deuxiéme ordre qui détermine
la répartition de Yagent actif dans Pespace.

Outre la propriété de représenter les composantes de
la force d'une maniére si simple, la fonction potentielle
jouit encore d'une autre propriété trés importante; nous
l'exprimerons d’abord pour un agent quelconque, qui
exerce des actions attractives ou répulsives en raison
inverse du carré de la distance, et nous l'appliquerons
ensuite immédiatement & 1'électricité.

Si le point p est situé dans un espace dans lequel il ne
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se trouve rien de I'agent dont la fonction potentielle est
représentée par V, on a I'équation :

9tV 0¥V 9V .
dw2+ ()‘/z'{ 022 =0. ©)
Si, au contraire, le point p se trouve dans un espace qui
est rempli par I'agent actif ou par une partie de celui-ci,
T’équation prend une autre forme. En représentant la
densité de l'agent au point considéré de cet espace par
% (de sorte que la quantité de I'agent qui se trouve dans
un élément d’espace dr est représentée par ZAdr), on
aura alors I'équation :

2 2
ng -+ 00-7 -} 022 = — 4m:k. (7)
Cette derniére équation est la plus générale, et elle
embrasse la préeédente; car si le point p se trouve en
dehors de l'espace rempli par l'agent actif, on a & = 0,
ce qui change I'équation (7) en (6). Il résulte de I'équa-
tion (7) qu'au moyen de Ia fonction potentielle on peut
déterminer, non sculement les forces quexerce l'agent
actif, mais encore la distribution elle-méme de cet agent.
Comme l'expression différentielle précédente se pré-
sente trés fréquemment, on a iniroduit, pour la repré-
senter, la notation simple AV. De cette maniére les deux
équations précédentes s'écrivent :

AV =0 (64)
AV == — 4rek. (7a)

Si I'on donne au coefficient ¢ la valeur 1 que nous
avons adoptée pour l'électricité, conformément & I'unité
choisie, I'équation (7,) devient :

AV = — 4mk. (8)
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§7.

Etat d’&quilibre électrique.

Considérons maintepant, comme nous l'avons dit au
commencement de cette introduction, un corps formé
d’'une substance conductrice, mais entouré de corps non
conducteurs; et supposons qu'on lui communique une
quantité quelcongque d’électricité qui doive se metire en
équilibre, soit par elle-méme, soit sous linfluence de
quantités étrangéres d’électricité répandues sur d’autres
corps. Il s'agit de savoir comment on exprimera mathé-
matiquement, de la maniére la plus simple, la condition
nécessaire 4 cet équilibre, et ol se trouvera alors I'élec-
tricité qui existera comme électricité décomposée. On
remarquera 4 ce sujet que l'on suppose qu'un corps &
I'état neutre renferme, dans chacun de ses éléments,
des quantités égales d'électricité positive et d’électricité
négative, tandis qu'a 'état électrique, il existe, dans
Tintérieur du corps ou & sa surface, des lieux ouil y a
un excés d'électricité positive ou négative. Cest cet
excés, quelque part qu’il se trouve, que nous nommons
électricité décomposée, comme mnous l'avons déja fait
plus haut.

Dans un corps conducteur, il peut y avoir mouvement
de I'électricité ; sous ce rapport, on peut faire diverses
hypothéses. On peut s'imaginer, ou bien que les deux
électricités sont mobiles, ou bien encore que 'une d’entre
elles, que I'on considére comme positive, est mobile et
que l'autre est fixée aux atomes pondérables. En ce
qui concerne 1'électrostatique, il n'y a pas de différence
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essentielle, soit que l'on admette I'une, soit que l'on
admettel'autre hypothése ; mais pourl’électrodynamique,
il en résulte une différence importante, et nous en
reparlerons plus tard d’'une maniére spéciale.

Sl doit y avoir équilibre dans le corps conducteur,
les forces exercées dans I'intérieur de celui-ci, par les
différentes quantités d’électricité décomposée, doivent se
détruire mutuellement en chaque point, de telle sorte
que leur résultante soit nulle; car, s'il y avait en un
certain point une résultante d’une valeur appréciable,
I'électricité positive y existanie se mouvrait dans la
direction de la résultante, et I'électricité négative (a
supposer qu'elle soit mobile) en sens contraire ; ce qui
serait contradictoire avec I'hypothése qull doit y avoir
£€quilibre. De la condition que la résultante doit étre
nulle, il suit que ses composanies suivant trois axes
rectangulaires doivent 'étre séparément. Pour tout point
pris a l'intérieur du corps conducteur, on doit donc
avoir les trois équations suivantes:

0V _,. OV _

R T

0; d—z~0;
et de la résulte cette condition d'équilibre, que ‘la
Jonction polentielle doit avoir a Uintérieur du corps
conducteur une valeur constante.

Draprés ce que nous venons de dire, nous pourrons

©galement écrire les trois équations suivantes :

N 0V

ot =07 gr =0 9 =0

et si l'on tient compte de ces équations, on déduira de

I'équation (8), qu'en tout point de lintérieur du corps
on doit avoir :

E=0.
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On arrive ainsi & cette conséquence importante que,
dans I'état d’équilibre, il ne peut se trouver nulle part
dans lintérieur du corps, pour autant qu'il soit conduc-
teur, de l'électricité décomposée ; mais que ce n'est qu’a
sa surface, 14 ou il est limité par des corps non conduc-
teurs, que de I'électricité décomposée peut étre accu-
mulde.

On doit donc imaginer & la surface une couche trés
mince comme remplie d'électricité décomposée. Il serait
difficile de déterminer exactement I'épaisseur de cette
couche, sans pénétrer d’'une maniére plus approfondie
l'essence de I'électricité et la nature des milieux conduc~
teurs et non conducteurs a la limite desquels I'électri-
cité est accumulée. Aussi se contente-t-on ordinairement
de ce résultat, que I'épaisseur de cette couche doit étre
trés faible ; et, dans la plus grande partie des dévelop-
pements, on en fait abstraction et l'on regarde simple-
ment I'électricité comme accumulée sur une surface.

§ 8.

Expression différentielle qui détermine Ia distribution
de Pagent actif sur une surface.

Puisque, comme nous venons de le dire, on a affaire,
dans la théorie de I'¢lectricité, 4 un cas ol 'on admet,
du moins pour les recherches mathématiques, que
Pagent actif (c'est-a-dire l'électricité décomposée) ne
remplit pas un espace solide, mais se trouve répandu
sur une surface, nous aurons encore a établir un
théoréme important qui se rapporte 4 ce cas.
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Par un point de la surface sur laquelle l'agent est
répandu, imaginons une normale 4 cette surface, et sur
cette droite un point mobile p auquel se rapporte la
fonction potentielle. Soit » la distance du point p & la
surface, distance qui sera comptée comme positive d'un
cHté de celle-ci et comme négative de Yautre coté. Si
nous formons, par rapport a cette droite, le coefficient

différentiel %}; dont la valeur négative représente la

composante normale de la force, ce coefficient aura des
valeurs différentes des deux c6tés de la surface, en ce
sens qu’il éprouvera, au moment ou le point la traverse,
un changement brusque de valeur, dontla grandeur
dépend de la densité qui régne cn ce lien de la surface.
Désignons par h la densité superficielle en ce lieu
(de sorte qu'un élément de surface dw y renferme une

quantité Adw de l'agent); soient, en outre, (E)X) et
onl +0

(3%[) . les deux valeurs que prend le coefficient
différentiel d%cf’ lorsque le point p s’approche du c6té
positif et du e6té négatif jusqu'a la surface méme; on
aura l'équation :

ov ov
(d—rL‘)+o'— (5;‘&-)_0: — 4meh. (9)

Si 'on applique cette équation a I'électricité, on devra
poser, comme plus haut, e = 1, ce qui donne :

(.S%)H_ (%}_O= — 4zh. (10)

Si la surface considérée est celle d'un corps conducteur,
on sait que dans l'intérieur de celui-ci la fonction poten-
tielle V est constante jusqu'a la surface méme. D'aprés
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cela, si I'on compte la normale comme positive vers
l'extérieur et comme négative vers l'intérieur, on aura:

ov
(%)— o %,

et I'équation précédente deviendra, par suite :

ov
(%)+0=—4nh. (11)

On connait ainsi la relation qui existe entre la force
normale qui agit 4 la surface d’'un corps conducteur, et
la densité électrique qui régne au méme lieu.

§ 9.

Distribution de I'électricité sur une sphére
et sur un ellipsoide.

Recherchons maintenant, dans quelques cas particu-
liers, de quelle manijére l'électricité se distribue sur la
surface d'un corps conducteur.

La condition, au moyen de laquelle on devra déter-
nminer cette distribution, est toujours que la fonction
potentielle de la quantité totale d'électricité doit étre
constante dans tout corps conducteur, d’ou i) suit que
la résultante de toutes les forces électriques est nulle.

Considérons d’abord le cas suivant comme étant le
plus simple. Soit donné un corps conducteur de la
forme d'une sphére; communiquons-lui une certaine
quantité d’électricité Q, qui peut étre positive ou néga-
tive, et supposons qu'il n’y ait dans le voisinage aucune
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quantité d’électricité décomposée qui puisse agir sur la
premiére.

Dans ce cas, on peut conclure immédiatement de la
symétrie de la sphére en tous sens, que 1'é¢]lectricité doit
se répandre uniformément sur sa surface. La grandeur
de celle-ci étant 4wa®, a désignant le rayon, nous
obtiendrons V'expression suivante de la densité super-
ficielle que nous avons représentée par /& :

Q
ina

h = s- (12)
Un second cas un peu plus général, qui renferme le
précédent comme cas particulier, et qui conduit égale-
ment a un résnltat fort simple, est celui ot le corps
conducteur a la forme dun ellipsoide. Poisson a donné,
dans ce cas, pour la détermination de la densité élec-
trique aux différents points de la surface, la régle
suivante, dont il est facile de démontrer l'exactitude.

Si l'on se représente autour de lellipsoide donné un
second ellipsoide semblable, concentrique et dont les
axes aient méme direction et ne différent que trés peu
des premiers en grandeur, de sorte quentre les deux
ellipsoides s¢ trouve renfermée une couche trés mince
que l'on s'imagine comme uniformément remplie d’élec-
iricité, la quantiié d’'électricité qui se trouvera, dans ces
circonstances, répandue sur un élément de surface, sera
ézgale a celle qui doit y exister dans I'état d'équilibre.

Il est aisé de déduire de cette régle I'expression
mathématique de la densité superficielle en un lieu
quelconque .de la surface. Considérons un élément de
surface dw de l'ellipsoide donné, et nommons y l'épais-
seur de la couche en ce lieu ; ydw sera la partie infini-
ment mince de la couche qui se trouve au-dessus de cet

2
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élément de surface. Désignons en outre par % la densité
en volume que lon obtient en regardant la couche
comme uniformément remplie de la quantité donnée
d’électricité. La quantité d’électricité qui se trouve au-
dessus de l'élément dw sera kydw. D'un autre c6ié, en
désignant par 2 la densité superficielle électrique en
ce lieu, la quantité d’électricité qui se trouve sur 1'é1é-
ment de surface do sera représentée par Adw. De la
comparaison de ces deux expressions résulte :

h = Ey.

Soient maintenant a, &, ¢ les demi-axes de l'ellipsoide
donné; a (1 +2), b (1l +2), ¢ (1 + 9), ou J est une
quantité trés petite, ceux de l'ellipsoide concentrique.
Du centre, menons un rayon vers le point considéré de
la surface, et désignons par u sa longueur; prolon-
geons-le jusqu'a l'ellipsoide concentrique ; sa longueur
jusqu’au point d’intersection avec cette seconde surface
sera u (1 + ¢). La partie du rayon comprise entre les
deux surfaces a donc pour longueur J.u. En multipliant
cette longueur par le cosinus de l'angle que le rayon fait
avec la normale 4 la surface au point considéré, on
obtiendra I’épaisseur de la couche, qui sera donc, en
désignant cet angle par ¢ :

7 = 0.uUcos Q.
En substituant dans I’équation précédente, on aura :
h = kd.ucosg. (13)

Commengons par déterminer le produit 2. Le volume
de lellipsoide donné est gnabc. De méme celui de
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Pellipsoide concentrique est %nabc (1 + 9)%, quon peut
remplacer par gmbc (1 -+ 39), puisque J est supposé
trés petit. Retranchant le premier volume du second, on
ohtiendra le volume de la couche comprise entre les deux
surfaces:

dmabe . 9J.

Comme la densité en volume, 4 lintérieur de cette
couche, a été représentée par %k, on peut écrire, en
nommant Q la quantité d’électricité communiquée &
notre ellipsoide :

Q =4nabec.J. k&,
d’ou il résulte :

Q

ke = rape

En substituant cette expression dans (13), on aura :

Q
h = m’ U COS ?. (14)

Il reste encore & exprimer le produit # cos ¢. Solent
x, ¥, z les coordonnées du point de la surface ou l'on
veut déterminer la densité; les cosinus des angles que
le rayon fait avec les axes eoordonnées seront :

218

Y 2
I ] -
u u

Les cosinus des angles gque la normale fait avec les
axes coordonnés sont exprimés par :
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@X
a*

o I A
y 2 H w:-—*_ 3 =~

\/ + 5 + \/ St

d’oll résulte I'expression suivante du cosinus de 'angle

o que le rayon fait avec la normale :

xt oyt 3

ettt
CoS ¢ = = N

MVE+F+?

Le numérateur de cette fraction a une valeur trés simple
En effet, pour un point de la surface d'un ellipsoide de
demi-axes a, b, ¢, on a I'équation :
:nZ 1 2 zZ _
5 Z—z +5—1 (13)
En substituant cette valeur dans I'équation précédente
et en multipliant les deux membres par #, on aura :

1
U COsSp = ———
2 22
LA A

En remplacant cette valeur dans l'é¢quation (14)
ohtiendra I'expression cherchée de la densité superfi-

cielle 4 :
. Q 1
h o 4Tfabc ) a2 yZ 22- (16)
o T
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On peut encore éliminer l'une des coordonnées au
moyen de I'équation (15), en posant, par exemple :

22 a2 2
A | Y.

2 Ta B
ce qui transforme l'équation précédente en :

Q 1
) . < (17)
dmab P ® — B2
\/ R T

§ 10.
Distribution de I'électricité sur un plateau elliptique.

De ce qui précéde, on peut encore déduire, dans un
cas particulier, un résultat présentant un intérét spécial.

On considére souvent le cas ou le corps conducteur
auquel on communique de I'¢lectricité a la forme d'un
plateau mince, et, comme limife, Ie cas ot le plateau
est infiniment mince. 11 s’agit de savoir comment I'élec-
tricité se distribue sur un tel plateau. Pour des plateaux
de forme elliptique, on peut, au moyen de ce qui précéde,
déterminer immédiatement la distribution de l'élec-
tricité, en considérant un plateau de cette forme comme
un ellipsoide trés aplati.

Admettons que ¢ soit le demi-axe qui est devenu trés
petit ; nous écrirons 1'équation (17) sous la forme :

Q 1
_ . . (s
4nab 2 2 2 2
_r ¥ e (% ¥
\/ g g T (et b‘)
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En général, des deux quantités sous le radical
mz 7% m! 2
1 — —5——‘5—28‘5 CZ(E+%_‘),

la seconde est trés faible vis-a-vis de la premiére, et ce
n'est que dans le voisinage du bord, ot celle-ci s’approche
de zéro, que leurs valeurs sont comparables.

Si l'on regarde le plateau comme ‘nfiniment mince,
de sorte que la quantité affectée du facteur ¢? soit négli-
geable, on aura :

Q 1
— . . 1
h 4 Tfa/b a;li y?. ( 9)
R A 5

Si le plateau est circulaire, on doit poser ¢ = &. On
peut en méme temps, en représentant par » la distance
du point considéré au centre, éerire : a? + y2 = 72, ot les
équations (18) et (19) deviennent par 13 :

1

. Q
- 4 a? ’ 42 2
\/1-ar+z?

h (20

h— 9. L 21) -
4rad re
Vi-s
a

Ces derniéres éguations montrent d'une maniére par-
ticulicrement claire Paccroissement de la densité élec-
trique qui a lieu du centre 4 la périphérie. On reconnait
quelle croit d’abord lentement, puis de plus en plus
rapidement vers le bord. Dans un plateau infiniment
mince, au bord méme, c'est-a-dire pour » = a, la
densité serait infiniment grande. Mais il ne sensuit
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pas que lélectricité se trouvant sur le plateau soit
accumulée au bord en quantité si prépondérante, que
l'on puisse négliger, par comparaison la quantité qui
se trouve sur les parties du milieu.

Pour en juger d'une maniére précise, nous diviserons
au moyen d’un cercle de rayon b plus petit que a, la
surface totale en deux parties, savoir : la surface du
cercle intérieur de rayon &, et la surface annulaire
comprise entre son périmetre et le bord du plateau ; puis
nous déterminerons les quantités d’électricité qui se
trouvent sur ces deux parties. Nous les désignerons par
R et S, en considérant simultanément les deux faces
paralléles et infiniment rapprochées du platcau, et en
réunissant les quantités d’électricité qui se trouvent sur
ces deux faces. Alors nous devrons poser :

2T b

" rdrde b2
amJJ -Q(lh\/l_@)
22)
2T e —
rcirdm 7
&razf f =Q \/ 1— az’
4
Posant, par exemple, & = g ¢, On a :
R=2q et s=1S¢,
5 5}

et en posant & = }3 a, il vient ;

_ 38 5
R—13Q et S;:léQ_
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Coulomb a effectué des recherches expérimentales
sur laccroissement de la densité électrique dans un
plateau métallique circulaire chargé; les résultats en
ont été publiés par Biot dans son 7'raiié de physigue,
t. I, p. 277 (traduction allemande de Fechner, 1. II,
p- 191). Nous communiquerons ici ces valeurs pour les
comparer 4 celles qu'on déduit de la formule précédente
pour le cas ol le plateau serait infiniment mince. Il faut
remarquer que dans le plateau infiniment mince, l'ac-
croissement de densité du milieu au bord est plus rapide
que dans une plague d’épaisseur finie; cette différence
devient particuliérement considérable dans le voisinage
du bord, et au bord méme il 0’y a plus de comparaison
possible, puisque dans le plateau infiniment mince, la
densit¢ est infiniment grande au bord, tandis que dans
une plagque d'épaisseur finie elle y a une valeur finie,
déterminée, qui ne peut étre trés grande pour des épais-
seurs telles que celles des plateaux ordinaires des
condensateurs, et probablement aussi des plateaux que
Coulomb a ulilisés (bien qu’il 1’y ait aucune donnée a
cet égard). En ayant égard & ces circonstances, on
trouvera suffisante la concordance qui existe entre les
valeurs observées et les valeurs calcul¢es. Le rayon du
plateau était de 5".

Distance an . ) ’ o )
bord du platesu. Densité observée, Densité calculée.

5’ 1 1

4" 1,001 1,020
3" 1,005 1,090

2! 1,17 1,250

1" 1,52 1,667
0,5" 2,07 2,294

0 2,90 o
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§ 11.

Théoréme de Green.

Avant que nous n'entreprenions de considérer la
maniére dont se comportent les corps électrigues sous
I'action des corps voisins, qui agissent ainsi par influence,
il ne sera pas inutile d’exposer quelques théorémes
généraux sur la fonction potentielle ; je rappellerai
briévement ccux d’entre eux que j'ai traités dans mon
ouvrage sur la fonction potentielle.

11 y a d’abord & mentionner un théoréme de géométrie
exposé par Green, et qui trouve des applications mul-
tiples dans la théorie du potentiel.

Soient U et V deux fonctions des coordonnées de
Tespace; nous supposerons d'abord que ces fonctions
mémes, ainsi que leurs dérivées du premier et du second
ordre, ne deviennent nulle part infinies & I'intérieur d'un
certain espace donné a considérer. Pour simplifier les
‘notations, nous introduirons un signe sommatoire dont
nous ferons souvent usage dans la suite. Lorsqu’il se
présentera une somme de trois termes qui se rapportent
aux trois directions coordonnées, mais qui sont les
mémes & cela prés, nous nécrirons que le terme qui
est relatif 4 la direction @, et nous le ferons précéder
du signe sommatoire ; ainsi, par exemple :

du ¢V gU 0V | U 9V | U 9V

0w 0w 0w ox T oy 9y T 95 9z
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D’apres Green, on a les trois équations suivantes :
[/ Z”U AR ——f UdV do— [UsVd  23)
dx dx d
ou ov .
SN g — vl da— [vavd

fUdVdcoJrfUAVd'*ﬂ/ v i dm+ vaUdr (25)

dr représente un élément de volume, et les intégrales
relatives 4 t dolvent é&tre étendues 4 tout l'espace
donné. Ensuile, dw est un élément de la surface limitant

Iespace, et dans les coefficients différentiels S—E et ZX

n est la normale a la surface, considérée comme posi-
tive vers l'intérieur. Les intégrales relatives a4 o doivent
étre étendues 4 la surface totale limitant l'espace
donné.

Ces trois équations sont l'expression du théoréme de
Green.

Ces équations peuvent encore étre généralisées dans
un certain sens. On peut notamment laisser de c6té la
condition que les fonctions U et V et leurs dérivées des
deux premiers ordres ne sont pas infinies & l'intérieur
de lespace entier considéré; au lieu de cela, on peut
supposer que ces fonctions contiennent des termes-ayant
la forme de la fonction potentielle d'un agent qui se
trouve dans l'espace, et qui n’y est pas nécessairement
distribué d'une fagon continue, mais qui peut étre
distribué sur des surfaces et des lignes, ou concentré en
certains points. Admettons que les fonctions U et V ont
les formes suivantes :
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U:u—}—‘/,%q_—‘—

w4

(26)

x

# et v sont des fonctions satisfaisant a4 la condition
précitée, quelles-mémes et leurs premiers et seconds
coellicients différentiels restent finis dans tout I'espace
considéré. dg, et dg sont les ¢léments des agents que
Ton suppose étre distribués arbitrairement dans cet
espace, ct pour lesquels les unités de mesure ont été
choisies de telle sorte que 'on a pu poser ¢ = 1, comme
pour lélectricité. Enfin, » est la distance d'un tel élé-
ment au point (z, ¥, ). Si maintienant, par exemple, une
quantité finie ¢, ou ¢ se trouve en un point p', 1a partie
“out,
et cette fraction de méme que ses coefficients différen-
tiels deviennent infiniment grands lorsqu'on s’approche
indéfiniment du point p'. La méme chose a lieu, si une
quantité finie de l'agent se trouve sur une ligne ; tandis
que dans le cas ou elle se trouve sur une surface, on
n‘obtient pas de valeurs infinies pour l'intégrale et ses
coeflicients différentiels du premier ordre, mais bien
pour ses coefficients du second. Ce nest que quand
I'agent est distribué dans 'espace avec une densité finie,
que lintégrale et ses coefficients différentiels des deux
premiers ordres restent partout finis, et dans ce cas il
est indifférent que l'on comprenne ou non [lintégrale
dans « ou .

correspondante de l'une ou l'autre intégrale sera

Pour ces formes plus générales des fonctions Uet V
{26), les équations exprimant le théoréme de Green sont
les suivantes :
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dU oV oV
f 9z 0 T = f o Oo— fUAvdr+4n fqu (27)
v LoV
f 2w f“ on 4= f VAudst-4n f Vdg,(28)
vV g UAvds — 4
oy e -+ vdr —4n | Udg
— f gU— dw + fVAudr — 4nfvdql. (29)

§ 12.
Détermination de 'agent renfermé sous une surface.

Pour faire une premiére application trés simple du
théoréme de Green, nous donnerons & U la valeur con-
stante 1. Il en résulte que les quotients différentiels de -
U sont nuls, ainsi que le premier membre de I'équation
(27); cette derniére devient alors :

0Vdm+fA@d~—4n qu_o

En outre, nous supposerons que V représente la fonction
potentielle d'un agent distribué d’'une maniére quel-
conque, en partie 4 lintérieur, en partie 4 V'extérieur de
la surface fermée. En donnant 4 Vla forme générale (26),
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V=wv+4 /‘ﬂ_;]_

nous admettrons que » est la fonction potentielle de
Tagent extérieur et f qu celle de lagent intérieur.

Alors on a Ap -— 0 pour tout 'espace renfermé sous la
surface, et I'équation ci-dessus se simplifie et devient :

oV
= dv —4rrqu=0.

La seconde intégrale n'est pas autre chose que la quan-
tité totale de l'agent renfermé sous la surface, et nous
obtiendrons, en désignant par Q cette quantité :

av
5 do = 47Q (30)
ou :
1 p,ov
Q=[5 do. (304)

Si la surface elle-méme est chargée d'une certaine
s g , ov ol
quantité finie de l'agent, G, 2ura des valeurs différentes

n

du c¢6té intérieur et du cdté extérieur de la surface, et,
suivant que l'on adoptera 'une ou l'autre de ces valeurs,
on obtiendra la quantité de I'agent, non compris ouy
compris celui qui se trouve sur-la surface.
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§ 13.

Le principe de Green-Dirichlet et la fonction de Green.

Les autres applications du théoréme de Green sont
surtout fécondes, lorsqu’on le relie avec un certain autre
théoréme. Green a d’abord émoncé celui-ci sous une
forme propre au but proposé, mais il ne l'a pas
démontré d'une fagon strictement mathématique ; il l'a
seulement ramené 4 des bascs, quau point de vue
physique on considére généralement comme certaines.
Dirichlet lui a donné plus tard une forme plus générale
et I'a démontré mathématiquement d'une fagon plus
rigourcuse. Sous cette forme, on a 'habitude de le dési-
gner sous le nom de principe de Green-Dirichlet, et il
peut s'énoncer: Pour un espace limilé quelconque, il
existe toyjours une fonction w de x, y, 5, el une seule,
qui est continue, de méme que ses coefficients diffe-
renliels du premier ordre, qui salisfuil, dans celle
espace entier @ Uéquation Au = 0, el qui enfin a une
valeur déterminde d'avance en chacun des points de la
surface.

Je ne reproduirai pas ici la démoustration de ce
théoréme ; je renvoie pour cela & mon ouvrage déja
cité sur la fonction potentielle. Il suffira de communi-
quer icl les bases établies par Green pour le théoréme
plus restreint.

Green ne pose pas la condition générale que la fonction
u doit avoir en chaque point de la surface une valeur
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prescrite quelconque, mais il donne d'une maniére bien
déterminée la valeur qu'elle doit y avoir. Choisissons
notamment un point quelcongue p' & lintérieur de
I'espace donné, et soit » la distance de ce point 4 un

point de la surface ; # devra avoir en chaque point de

la surface, la valeur — 1, de sorte que la somme v - %_
est nulle. r

Green démontre comme suit I'existence bien déter-
minée de cette fonction #%. Considérons la surface qui
limite I'espace donné comme une surface conductrice
de I'électricité, qui se trouve en communication avec le
sol par un fil infiniment mince. Supposons une unité
d’électricité positive concentrée en p'. Celle-ci agira par
influence, repoussera de l'électricité positive de la sur-
face dans la terre, et déterminera une distribution élec-
trique négative telle, que la fonction potentielle totale
aura en tous les éléments de la surface la valeur zéro
qui existe dans le sol. La fonction potentielle se com-
pose de deux parties, d’abord de la fonclion potentielle

}r_ due 4 I'unité d’électricité concentrée en p', et ensuite de

la fonction potenticlle due & 1'¢lectricité accumulée par
influence sur la surface. Si nous nommons u cette
deruiére fonction, nous aurons en tous les points de la
surface I'équation :

cette fonction potentielle u satisfait de méme, dans
l'espace donné, a la condition posée relativement a la
continuité ainsi qu'a l'équation Auw = 0. Si 'on-admey
comme évident en 801 que, quand une unité d’électricité
est concentrée en un point quelconque p', il existe une
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distribution électrique, et une seule, satisfaisant & la
condition nécessaire pour I'équilibre, c'est-a-dire & la
condition que la fonction potentielle totale est partout
nulle sur la surface, on aura ainsi démontré l'existence
unigue de la fonction %, et on lui aura donné en méme
temps une signification physigque bien déterminée, en
tant qu'elle représente la fonction potentielle de I'élec-
tricité accumulée sur la surface dans les circonstances
indiquées précédemment.

Green fait des considérations analogues pour le cas
ol le point p' est, non plus dans l'espace renfermé sous
la surface, mais dans l'espace entourant celle-ci; il
imagine en ¢’ une unité d’électricité positive, qui élec-
trise négativement la surface considérée comme conduc-
trice et relide avec la terre, et il prend pour fonction u
la fonction potentielle de l'électricité négative qui se
trouve sur la surface. Cette fouction remplit de nouveau

la condition d’étre égale 4 — E en tous les points de la
T ou
surface, et elle a en outre la propriété que u et 5k sont

de petites quantités de l'ordre % et R 4 une distance

infinie R de l'origine des coordonnées ; ceci est essentiel
dans les cas ol1, pour avoir un espace limité dans tous
les sens, on adjoint, 4 la surface donnée, une sphére
infiniment grande qui secrt de seconde surface limite.

On a I'habitude de désigner sous le nom de fonction
de Green la fonclion # ainsi déterminée pour l'espace
intéricur ou extéricur.
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§ 14.

Détermination de la fonclion potentielle d’un agent
circonscrit par une surface,
al’aide des valeurs de cette fonction a Ia surface.

Sapposons donnée une surface fermée qui sépare un
espace, renfermant un agent, d'un espace yide, soit que
I'espace extérieur contienne l'agent et que l'intérieur
soit vide, soit qu'inversement I'espace intérieur renferme
T'agent et que l'extérieur soit vide. Dans les deux cas,
il peut se irouver également une quantité finiede 'agent
sur la surface méme. Il s'agit de rechercher sil'on peut
déterminer la fonction potentielle dans l'espace vide
entier, lorsqu’on connait cette fonction a la surface
limite.

Considérons d’'abord l'espace intérieur comme vide.
En y appliquant I'’équation de Green (29), nous suppo-
serons que V est la fonction potentielle & déterminer.
Puisque cette fonction et ses quotients différentiels res-
tent finis dans tout l'espace intérieur qui ne renferme
pas d’agent, on peut laisser de c¢dté l'intégrale en dg de

s . . . tl
Iexpression générale de V, savoir: » + f “q (26), et
r
considérer » et V comme équivalents. kn ce qui con-
cerne U, aprés avoir choisi arbitrairement dans l'espace
-un point ' de coordonnées z', ¥', 2, nous poserons
1
U=u+ ->»
o
en désignant par » la distance de p' au point (z, y, z)

5]
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et par u la fonction de Green. Il résulte de la compa-
raison de cette expression avec l'expression générale
(26) v 4 f d—zL, que dans cette derniére on doit con-
sidérer dg, comme l'6lément d'une unité de V'agent
concentrée en p'; d’'ol il suit que l'intégrale ‘/.qulqui

se présente dans I'équation de Green, n'est pas autre
chose, dans ce cas, que la valeur de V particuliére au
point p', que nous désignerons par V'. L'équation (29)
de Green prend ainsi la forme suivante :

f(u-{-?lj)g% de - f(u—}—;‘)AVdr

I\
=_fv d(%ﬂdm + fVAudr — 4nV.

Puisque maintenant 'agent, dont la fonction poten-
tielle est V, se trouve dans I'espace extérieur ou sur la
surface, et que 'agent, dont la fonction potentielle est u,
se trouve sur la surface, on a pour tout l'espace inté-
rieur :

AV =0 et Au=0.

En outre, la fonction de Green satisfait, a la surface,
a la condition :

de sorte que l'équation précédente se simplifie comme
suit :
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d'ou I'on déduit :

1 vd(u+;)

I‘:___
v 4 on

dw. (31)

Si I'on considére que u, bien que n’étant pas connu,
est cependant une fonction parfaitement déterminée,
il résultera de I'équation précédente que, si la fonction
potentielle V est connue 4 la surface, elle est déterminée
en chaque point ' 4 l'intérieur de l'espace renfermé
sous la surface, sans qu'il soit nécessaire de donner la
nature de la distribution de I'agent. Pour le calcul réel
de V', il faut encore déterminer la forme particuliére
de w dans le cas spécial congidéré.

En second lieu, considérons 'espace extérieur comme
étant I'espace vide pour lequel nous voulons calculer la
fonction potentielle de I'agent renfermé sous la surface.
Afin de limiter cet espace dans tous les sens, imaginons:
une sphére d’'un rayon R infiniment grand tracée autour
de lorigine des coordonnées, de sorte que l'espace a
considérer est compris entre la surface fermée donnée
et cette surface sphérique infiniment grande.

Choisissons de nouveau dans cet espace un point.
quelconque p'; nous pourrons alors déduire comme
précédemment 'équation (31) ; mais seulement, dans ce
cas, l'intégrale relative & la surface doit étre étendue
non seulement a la surface donnée, mais encore, au .
moins provisoirement, 4 la surface sphérique.

En ce qui concerne la partie de I'intégrale relative &
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da surface donnée, nous avons encore quelques remar-
-ques A faire. Dans le coeflicient différentiel

d(u—}—;{)
——

-qui se trouve sous le signe d’intégration, on doit,
-conformément aux conventions ultérieures, compter
-comme positive la normale du c6té de lespace consi-
-déré. Ainsi, tandis que, dans le cas précédent, elle devait
-&tre prise positive vers l'intérieur, on doit, dans le cas
actuel, la compter comme positive vers lextérieur.

\'\Puisqu’en outre ce coeflicient différentiel a des valeurs
différentes des deux c6tés de la surface, on doit toujours
avoir soin d'employer la valeur qu’il a du cdté de
Lespace considéré. Ainsi, tandis que, dans le cas précé-
-dent, on devait se servir de celle qu’il prend du c6té inté-
rieur, on devra, dans le cas actuel, employer celle qui
convient du c6té extérieur.

Quant A la partie de l'intégrale relative & la surface
infiniment grande de la sphére, 1l est facile de voir
qu'elle disparait. En eflet, on doit négliger toutes les
distances finies vis-a-vis du rayon infiniment grand de la
sphére, et I'on peut par suite, dans toute l'étendue de

-celle-ci, employer pour 1 et V, les valeurs qu'on obtien-
r

drait si le point p' se trouvait au centre de la sphére,
ainsi que tout l'agent compris dans la surface et dont
nous désignerons la quantité par Q ; c’est-a-dire :

1 1 Q .
FrTREVTRS

pour les coeflicients différentiels en »n, on peut poser :
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puisque la normale vers l'intérieur a la direction opposée
au rayon. Enfin, on peut remplacer I'élément de surface
sphérique dw par le produit R*ds, ol do est un élément
d’angle solide. On obtient ainsi, pour la partie de l'inté-
grale relative a la sphére, 'équation suivante :

5 (!
[ T

=Q/(—R%—}—%> da.

Mais puisque, d’aprés ce qui a été dit au § 13 relative-
ment & u, (% est une quantité infiniment petite de I'or-

e R le produit Rb?{ est encore un infiniment petit de

I'ordre R et par suite, la partie entiére de l'intégrale

dr

relative 4 1a surface sphérique est infiniment petite et
peut étre négligée. Ainsi, dans l'équation (31), on ne
doit étendre lintégrale qu'a la surface donnée, soit
quon applique cette équation a l'espace intérieur ou %
I’espace extérieur.

En groupant les résullats précédenis, nous pouvons
énoncer le théoréme suivant, applicable aux deux cas :
Les valeurs que la fonction potentielle a dans tout
Uespace vide, soil intéricur, soit extérieur, sont com-
plétement déterminées par les valeurs que prend cetls
fonction dans lo surface donnée.
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Si I'agent ne se trouve que sur la surface méme, le
théoréme aura lien en méme temps pour l'espace inté-
rieur et pour I'espace extérieur, et nous pourrons I'énon-
cer comme suit : 8i {'on danne, pour un agent distribué
sur une surface fermdée, la fonction potentielle dans
{a surface méme, cetle fonction est par cela seul déter-
minée dans lout Uespace intérieur el exiérieur,

Enfin, il faut encore remarquer que les théorémes, qui
sont ici exprimés pour une surface fermée unique, peu-
vent visiblement s'étendre d’'une maniére trés simple a
plusieurs surfaces fermées.

§ 15.

_ Distribution superficielle qui correspond
a une fonction potentielle donnée dans la surface.

Du théoréme déduit dans le paragraphe précédent
résulte immédiatement le suivant: Swur une surface
Jermée, i vy a toujours une disiribulion de Uagent, et
une seule, dant la fonction polentielle a, en chaque
point de la surface, une valeur donnée d'avance.

Si, notamment, pour une distribution superficielle,
la valeur de la fonction potentielle est donnée en tous
les points de la surface, cette fonction est, d’aprés le
paragraphe précédent, également déterminée dans l'es-
pace entier intérieur et extérieur; les coeflicients diffé-
rentiels de cette fonction sont done aussi déterminés.
Elevons maintenant en un point quelconque de la sur-
face une normale, que nous considérerons comme posi-
tive dans un sens et comme négative dans lautre ;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



d’aprés le § 8, nous aurons, en vertu de I'équation (9) et
en faisant e == 1, I'équation suivante :

e B0 G0

dans laguelle 2 représente, pour le point considéré, la
densité superficielle dans la distribution de Pagent dont
la fonction potentielle est V. Par suite, la densité est
complétement délerminée en chaque point de la sur-
face, et le théoréme ci-dessus est démontré.

On peut encore tirer de 1a une autre conclusion immé-
diate. Si une surface fermée sépare un espace rempli
de lagent d'un autre espace vide, soit que l'espace
extérieur renferme l'agent et que lintérieur soit vide,
soit que ce dernier contienne I'agent et que l'extérieur
soit vide, la fonction potentielle est déterminée dans
Iespace vide tout entier par les valeurs qu'elle a dansla
surface limite, ainsi que nous I'avons vu dans le para-
graphe précédent. Or, puisquil y a constamment une
distribution superficielle, et une seule, dont la fonction
potentielle a, sur la surface méme, des valeurs données
d'avance, il y a aussi constamment une distribution
superficielle, et une seule, dont la fonction potentielle a,
a la surface, des valeurs correspondantes a celles de la
fonction potentielle de l'agent donné, et coincide aussi
par suite avec cetfte derniére fonction dansl'espace vide
entier.

1l en résulte qu'on peut énoncer le théoréme suivant,
souvent applicable comme simplification des précé-
dents : S¢ un agent est distribué d'une maniére quel-
congue dans un espace séparé par une surface fermée
de lespace restant, cet agent pouvant élre en partie
silué sur la surfuce, il y a constamment une distribution
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superficielle, et une seule, qui a dans tout Uespace
restant la méme fonction polentielle que Uagent donné.

§ 16.

Détermination, & Paide de la fonction de Green,
de la fonction potentielle
et de la densité superficielle dans des conducteurs électriques.

Aux conclusions précédentes s’en rattachent encore
quelques autres, qui se rapportent spécialement a
I'électricité. .

Soit donné un corps conducteur A chargé d’élec-
tricité ; déterminons la fonction potentielle dans l'espace
extérieur. Nous emploierons dans ce but I'équation

générale (31) :
' 1
1 J (u + F)

=4 ) Va2

v’

Mais dans lintérieur, ainsi que sur la surface entiére

d'un corps conducteur, la fonction potentielle est con-

stante, et sa valeur peut sortir du signe d’intégration.

Nous obtenons done, en désignant par V, cette valeur

constante, que nous appellerons le niveau potentiel du
corps A:

. Va 0(“ +31_~_)

Vi=%) " om

dw. (32}
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Dot il résulte que, pour chaque niveau potentiel du
corps, la fonction potentielle dans tout I'espace extérieur
peut étre déterminée 4 Yaide de la fonction u.

Si la fonction potentielle est déterminée dans tout

Pespace extérieur, il en est de méme de la valeur de

Z—Z dans le voisinage de la surface, et, 4 I'aide de cette

derniére, on peut exprimer, d’aprés I'équation (11), la
densité suvperficielle, de sorte que la maniére dont
Iélectricité communiquée au corps se répand sur la
surface peut étre déterminée au moyen de la fonction w.

8i, au lieu d’'un corps A, on en donne plusieurs, A, B, C,
etc., on ohtient de la méme maniére :

u—{—]‘) u+
V'=4X§J o Aty 4“f ( o
d(u —)

+ ~——— dw, -} ete.,

équation dans laquelle, dw,, dw,, dw, etc., sont des
éléments de la surface des corps A, B, C, etc., les inté-
grales s'étendant aux surfaces des divers corps. La
fonction » doit naturellement étre déterminée dans ce
cas en considérant en méme temps tous les corps. On
se représentera, pour cela, tous ceux-ci comme étant
en communication avec la terre par des fils infiniment
minces, et I'on supposera au point ' une unité d'électri-
cité positive, qui occasionnera, par influence, sur tous
les corps, une charge négative ; la fonction potentielle
de toute cette électricité négative est alors la fonction .
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§ 17.
Action d’une enveloppe conductrice et d’un écran conducteur.

Soit donné un corps en forme d’enveloppe, limité par
une surface intérieure et une surface extérieure, et formé
d'une substance conductrice de l'électricité. Nous pou-
vons alors distinguer trois espaces : I'espace intérieur
creux, l'espace extérieur entourant le corps, et I'espace
occupé par celui-ci méme.

Supposons que l'espace creux intérieur renferme des
corps quelconques chargés d'électricité ; il s'agit de
wechercher 'état électrique qu’ils détermineront dans
I'enveloppe, et I'action qu'lls exercent extérieurement.

Considérons d’abord la surface intérieure de l'enve-
loppe. Imaginons que l'on ait formé le coeflicient diffé-

rentiel g—;—/ dans le voisinage immédiat de la surface,

mais toujours dans lespace creux, en comptant la
normale vers cet espace comme positive. A ce coeffi-
«cient différentiel s’applique I'équation (30) du § 12 :

fd_V dw = 41Q,
on

dans laquelle l'intégrale se rapporte a la surface limitant
ie creux, c'est-a-dire, 4 la surface interne de l'enve-
loppe ; Q est la quantité totale d'électricité renfermée
sous la surface, c’est-a-dire, la quantité d'électricité dont
sont chargés les corps électriques qui se trouvent dans
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I'espace creux. En outre, le coefficient différentiel %%,

que l'on considére ici, est celui qui est désigné au § 8
4
par (ﬂ) , et auquel s’applique I'équation (11) donnée
on +0

en cet endroit :

ou k est la densité superficiclle de 1'électricité. En
substituant la valeur du second membre dansl'éguation
précédente, on obtient :

f hde — — Q, (34)

cest-a-dire que, sur la surface intérieure de l'enveloppe,
il se trouce une quantité d'électricité qui est égale et
contraire & celle qui se trouve sur les corps électriques
enveloppés.

Il est indifférent, dans ce résultat, que l'enveloppe
soit en communication avec le sol et soit, par suite,
maintenue au niveau potentiel zéro, ou qu'elle soit
isolée et mise & un autre niveau potentiel quelconque.
Ceci aura seculement de 'influence sur la quantité d'élec-
tricité qui réside sur la surface extérieure.

Considérons maintenant la fonction potentielle dans
I'espace extérieur entourant l'enveloppe. Pour un point
queleconque p' de cet espace, si nous désignons par
V, le niveau potentiel de l'enveloppe, on a l'équation
(32) du paragraphe précédent :

dw.

, vaJ'd(”+ ,1")

= 4n on
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11 résulte de 1a que la fonction potentielle extérieure
est complétement déterminée, dés que le niveau poten-
tiel de I'enveloppe est donné, sans gu'il soit besoin de
rien connaitre sur la maniére dont les corps qui sont
dans l'espace creux sont conformés, arrangés, et char-
gés d’électricité.

Sil'enveloppe est en communication conductrice avec
la terre, Vo, = 0, et alors, pour tout point extérieur z’,
onaV' = 0. Dol il résulte que les corps électriques qui
se trouvent dans l'espace creux, n'exercent absolument
aucune action a l'extérieur. Leur action est compléte-
ment annihilée par lélectricité contraire qui est
accumulée par influence sur la surface intérieure de
I'enveloppe.

Supposons maintenant, qu'au lieu d’une enveloppe
entourant complétement les corps électrisés, on ait un
plateau relativement grand, formé d'une matiére conduc-
trice et placé devant ces corps ; déterminons la fonc-
tion potentielle au dela du plateau. Il n’est pas nécessaire
d’aborder I'examen spécial de ce cas pour reconnaitre
aussitét, sans plus de détails, que le plateau, il est
suffisamment grand, doit exercer une action analogue
& celle de l'enveloppe, mais non aussi compléte; et que,
par suite, la fonction potentielle au dela du plateau ne
peut guére dépendre que du niveau potentiel de ce
dernier. Ainsi, s'll est en communication conductrice
avec la terre, la fonction potentielle aura de ce cété
sensiblement la valeur zéro, I'électricité contraire
accumulée par influence sur le plateau compensant
presqu’exactement l'action des corps électriques. On a
I'habitude de désigner un plateau agissant de la sorte
sous le nom d'écran électrique.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 45 —
§ 18.
Théoréme général relatif aux actions d'influence.

Pour terminer ces considérations générales, j'établi-
rai encore un théoréme que j'ai communiqué récem-
ment dans les Annales de Wiedemann! ; ce théoréme se
rapporte 4 l'influence mutuelle de plusieurs corps con-
ducteurs et renferme, comme cas particuliers, plusieurs
théorémes de réciprocité exposés par différents auteurs.

Soit donné un nombre quelconque de corps conduc-
teurs C,, C,, C,, elc., qui agissent par influence les uns
sur les autres. On les charge de dewx maniéres diffé-
rentes. Dans la premiére charge, soient

Q,, Q,, Q; etc.,

les quantités d'électricité se (rouvant sur les divers
corps, et .

V,, V,, V; ele.,

les niveaux polentiels résuliants; dans la seconde
charge, soient

Q'ls Q’z; Q’S etC.
v, V', V', ete.

des quantités d'électricité el les niveauax potentiels. On
a alors Uéquation suivanie :

V,Q,4+V,Q,+V,Q,;+ete.— V', Q,+V,Q, 4+ V,Q,+ete. (35)

1. Tome I, p. 493.
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ou plus simplement :
IVQ = 2vVQ. (352)

Pour démontrer cette équation, imaginons que l'on
trace autour d'un point situé dans le voisinage des corps
une sphére infiniment grande, et appliquons la troisiéme
équation de Green & l'espace infini compris euntre les
corps et la surface de la sphére, en prenant pour les
deux fonctions qui interviennent dans cette équation
les fonctions potentielles dans la premiére et la seconde
charge, fonctions que nous désignerons par V et V'.
Puisque ces deux fonctions potentielles et leurs dérivées
du premier et du deuxiéme ordre sont partout finies
dans I'espace considéré, nous pouvons écrire I'équation
de Green sous la forme (25), savoir :

fv ' dw —{—fVAVdr—fV’ dw +_/VAVdr

Puisqu'en outre il n'y a pas d'électricité présente
dans l'espace considéré, on a partout, dans cet espace,
les équations :

AV =0 et AV =0;

par la, I'équation précédente se réduit a :

/ v ';V' f v dm (36)

Dans cette équation, les intégrales doivent étre éten-
dues & la surface de tous les corps donnés et & la surface
infinie de la sphére. Les parties des intégrales se rap-
portant & cette derniére surface sont infiniment petites,
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en vertu des mémes raisons que celles qui ont été déve-
loppées pour un cas semblable au § 14; elles peuvent
donc étre négligées, de sorte qu'on n’'a besoin d’étendre
les intégrations qu'aux surfaces des corps donnés.

A la surface de chaque corps, la fonction potentielle:
est constante, et la valeur peut en étre extraite du signe
d’'intégration, pour chaque partie de I'intégrale qui sy
rapporte. On peut, d’aprés cela, éerire I'équation précé-
dente comme suit :

av’ A% ov’
Vfdnd +Vf%d"’2+vafa dw, + etc.
v , ,
=V on o + Vv, —dm2+V ——dw —+ ete.,

ol dw,, dw»,, dw,, etc., sont des éléments superficiels-
des corps C,, G,, C,, etc., et ou les différentes inté-
grales s'étendent aux surfaces des divers corps.

En vertu de l'équation (11), on a, comme au para-
graphe précédent, & poser pour toutes les surfaces :

oV oV .
37—1=—47rh et -d—n='—4uh,

ou % et 2’ représentent les densités superficielles dans.
les deux charges. Il vient ainsi :

v, [hde, + ngh’du)z T v, fh'dm,, +- ete.
v, fhdmx+V’2/‘hdw2'+ v, fhdm_,, +- etc.

Mais les intégrales qui se présentent encore ici ne
sont pas autre chose que les quantités d'électricité qui
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se trouvent sur les différents corps, et nous obtenons
ainsi I'équation 4 démontrer :

V,Q,+V,Q,4+V,Q,+ etc. = V,Q,-+V,Q,1-V,Q,1} etc.

Cette équation se simplifie beaucoup dans certaines
circonstances qui se présentent souvent. Si nous consi-
dérons les termes qui se rapportent 4 I'un des corps
donnés C;, savoir les deux produits :

ViQi et ViQi,

ces termes deviennent nuls dans deux cas, de sorte qu'ils
peuvent alors étre laissés en dehors de 'équation. Si le
<orps est en communication conductrice avec le sol, son
niveau potentiel reste nul, quelle que soit la charge du
systéme ; nous devons poser, dans ce cas :

Vi=Vi=0,

et les produits précédents disparaissent. Si ensuite le
corps est is0lé et non électrisé primitivement, et s'il ne
recoit pas d’électricité de l'extérieur lors de la charge,
mais s'il éprouve seulement par influence une distribution
inégale de sa propre électricité, sa surface scra électrisée
en partie positivement, en partie négativement, de telle
sorte que la quantité totale d'électricité qui se trouve a
la surface reste nulle. Nous avons alors a poser :

= Q) =
<t les deux produits précédents disparaissent de nou-
veau. En vertu de ce qui précéde, on peut poser la régle

suivante : dans la formation de l'¢quation (35), on peut
laisser entiérement de c¢6té les corps qui, dans les deux
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charges, sont en communication avec la terre ou qui,
étant isolés et non électrisés d'abord, ne regoivent pas
d’électricité dans les charges.

Supposons, comme cas particulier, que tous les corps,
sauf C, et C,, satisfont &4 I'une des deux conditions indi-
guées. Alors I'équation se réduit d :

Vlel + VQ, =V'Q, Vlez' 37

Si maintenant nous simplifions encore davantage cette
équation, en faisant des hypothéses particuliéres sur la
mauiére dont se comportent les corps C, et C,, nous
parviendrons aux théorémes de réciprocité mentionnés
plus haut.

Imaginons d’abord que, dans la premieére charge,
C, est chargé jusqu'au niveau potentiel K, tandis que
C, est en communication avec le sol et recoit par
influence la quantité d'électricité Q, ; dans la seconde
charge, C, atteint le niveau potentiel K, tandis que C,,
en communication avec le sol, recoit par influence la
quantité d'électricité Q',. Alors nous avons & poser :

V,=V,=0; V,=V,=K;
I'équation (37) devient par la :
KQ, =KQ,
ou:
Q) = Q,. (38)

Ainsi, la quantité d'électricité qui est accumulée par
influence sur C,, lorsque C, est chargé jusqu'a un cer-
tain niveau potentiel, et celle qui est accumulée par
influence sur C,, lorsqu’on charge C, jusqu'au méme
niveau potentiel, sont égales entre elles.

4
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Supposons ensuite que les deux corps sont isolés et
non électrisés primitivement; admettons que, dans la
premiére charge, C, recoit la quantité d'électricité E,
sous l'influence de laquelle C, prend le niveau potentiel
V., et que, dans la seconde charge, cest C, qui re¢oit
la quantité d'électricité E déterminant par influence
le niveau potentiel V', dans C,. Nous aurons & poser
dans ce cas:

Q2=Q'1=0; Q1=Q’2=E;
I'équation (37) se transforme en :

V,E = V'E,
ou .
V= V..

Ainsi le niveau potentiel que prend par influence le
corps C,, lorsqu’on charge C, d’une certaine quantité
d'électricité, et celui que prend par influence C,,lorsqu’on
charge C, de la méme quantité d’électricité, sont égaux
entre eux.

Plus particuliérement encore, imaginons que les deux
corps se réduisent a des points, et faisons en outre
E =1 ; admettons enfin qu’il y ait encore, outre C, et
C,, d’autres corps conducteurs en communication con-
ductrice avec le sol ; nous obtiendrons alors, comme
cas particulier pour la fonction de Green, une équation
analogue aux précédentes. Désignons notamment par
u et ' la fonction de Green pour les deux cas ot l'unité
d’électricité se trouve dans le premier point et dans
le second ; soient en outre » et »' les distances d’'un
point quelconque x, ¥, 2 au premier et au second point ;
nous avons i poser :
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I'équation ci-dessus devient par 14 :
1, 1
u2+r_2_u1+ 7.11'

Mais maintenant », et »', sont égaux entre eux,
puisque r, est la distance du second point au premier
et ', la distance du premier au second, de sorte,
que l'équation se réduit a:

u, = ', (40)

c'est-a-dire, que si, pour deux points donnés, on sup-
pose une premiére fois l'unité d’électricité au premier
peint et que l'on considére la fonction de Green au
second, et si, la seconde fois, on suppose l'unité d’élec-
tricité au second point et que l'on considere la fonction
de Green au premier, on obticnt des valeurs égales de
cette fonction.

Outre les conclusions que nous venons de tirer, comme
exemples, de I'équation (35), et qui se rapportent 4 deux
cas particuliers trés simples, il est clair qu'on peut
tirer de la méme équation beaucoup d’autres conclusions
analogues.
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CHAPITRE II.

EQUATIONS APPLICABLES AUX BOUTEILLES DE LEYDE.

§ 1.

Considération de deux points trés vaisins
situés en face l'un de I'autre sur les surfaces de corps condueteurs.

Apreés les considérations générales qui précédent, nous
examinerons d’'une maniére particuliére un groupe d'ap-
pareils trés importants dans la théorie de I'électricits,
notamment le condensateur, le carreau de Franklin et
la bouteille de Leyde. Nous considérerons d’abord la
couche intermédiaire isolante de ces appareils comme
étant simplement un isclateur parfait, qui n'éprouve
aucune modification intérieure pendant la charge, et
nous réserverons pour le chapitre suivant I'examen des
modifications qui se présentent dans lintérieur des
isolateurs, et de l'influence qu'elles exercent extérieu-
rement.

Au lieu d'un des appareils ci-dessus, soient d’abord
donnés deux corps conducteurs quelconques C, et C,,
dont les surfaces sont situées trés prés l'une de l'autre,
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et supposées paralleles, en un certain endroit, de
sorte que la normale 4 I'une d’elles est aussi normale &
l'autre. Désignons par ¢ la longueur de la normale
commune aux deux surfaces comprises entre ces der-
niéres, cest-a-dire, 1'écartement des surfaces, que nous
supposerons trés petit.

La fonction potentielle aura la valeur V, dans le
corps C,, et la valeur V, dans le corps C,, tandis qu’elle
est variable entre les deux corps, ou nous la désignerons
simplement par V. Pour l'exprimer en un point quel-
conque, nous choisirons le point donné & la surface du
corps C, comme origine d'un systéme d’axes rectangu-
laires, dont I'axe des 2z est la normale élevée en ce point
(comptée comme positive vers I'extérieur) et dont les
axes des « et des ¥ sont deux droites rectangulaires
quelconques dans le plan tangent. Le point choisi
comme origine appartenant encore au corps C,, la fone-
tion potentielle aura la valeur V, en ce point. Si nous
nous en écartons dans la direction de V'axe des z, la
fonction potentielle varie, et nous pouvens, en vertu du
théoréme de Taylor, éecrire, pour un point distant de 2
du corps C, :

av ety 2? v 23
V=Vi+ (E) z+ ((Tz) 1.2 " (a?) T.2.3 Hetes

ou lindice 1 qui affecte les coeflicients différentiels
indique qu’il s’agit des valeurs de ces coeflicients dans
le voisinage immédiat du corps C,. Si nous appliquons
cette équation au point ou I'axe des 2 rencontre l'autre

corps C,; et pour lequel z = ¢, la fonction potentielle
aura la valeur V, ; d’ou il suit que l'on doit poser :

av VY ¢ 03y c3 )
V.=V, +(E)lc+(azi)lf§+(d_zs)ll.2.3+ etc. (1)
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On peut réduire 4 un seul les deux premiers coeffi-
cients différentiels du second membre, en appliquant
T'équation :

A
oz o T o =0 ®

qui est vraie pour tout I'espace compris entre les deux
corps.

Imaginons que nous avancions de l'origine des coor-
données, qui est située 4 la surface du eorps C,, dansle
plan des &z, vers un autre point infiniment voisin sifué
a l'extérieur du corps ou 4 sa surface, ¢t dont les coor-
données sont dx et dz. La variation infiniment petite qui
en résultera pour la fonction potentielle V sera repré-
sentée par:

av ov 02V dat 0%V 0V dz?
dv=0—m—dm+d—zdz+aﬁ . T+(_).’E—()dedz+d*zi . '—2_+ ete, »

ol l'indice 1 des coefficients différentiels a été laissé de
¢01¢ pour plus de simplicité. Pour particulariser davan-
tage, admettons que cet autre point soit, comme l'origine
des coordonnées, sur la surface du corps C,; la fonction
potentielle aura alors également la valeur V,, et la
différentielle dV du premier membre sera nulle. En
méme temps on peut, dans ce cas, déduire de la forme de
la courbe suivant lagquelle le plan des @3 coupe la surface
du corps, une relation entre les différentielles da et da.
Comme 'axe des @ est la tangente 4 la courbe au point
considéré, nous obtiendrons, en désignant par R, le rayon
de courbure de celle-ci en ce point, 'équation suivante :

1
= F — dx®
dz=F 2R, da? - ete.,
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dans laquelle on devra prendre le signe supérieur ou
le signe inférieur suivant que la courbe est convexe ou
concave du coté des z positifs, c'est-d-dire du c6té
extérieur du corps. En substituant cette valeur de dz
dans I'équation qui précéde, et posant en méme temps
le premier membre égal & zéro, nous aurons :

av 1/0%V 1 0V

Comme cette équation doit étre vraie pour toutes les
valeurs da, il en résulte que les coefficients des diffé-
rentes puissances de dx doivent étre séparément nuls,
ce qui donne :

oV BV 1 9V

%=O§ W?R—,l'-—d—z—o.

Nous mettrons la seconde de ces équations sous la
forme :

02V 1 oV
o T ER, oz 3

On obtient de méme pour le plan des ¥z, si la courbe
suivant laquelle ce plan coupe la surface a le rayon de
courbure R', :

a*v 1 4av
d-y”':i_R-—'l'EE' (4)

2 2
En substituant ces valeurs de 3—; et 3—% dans l'équa-~

tion (2), il vient :
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1 0V
(ii{:i )63—{—073*0

ou :
oV 1 1\0V
w-FrTa)a ®
0%V

En metiant cette valeur de , qui se rapporte a

0z°
Porigine des coordonnées situées dans le corps C,, a la

place de (%?Y) , on obtient :

1

Vo=t () 1 (i )]+ (), 15

Lete. (6

On peut encore substituer a (g) une autre valeur.
1

En effet, d’aprés I'équation (11) du chapitre précédent,
si h, est la densité électrique au point en question de la
surface du corps C,, on a :

av
(%)1 =-== — 4nh, ;

par la 'équation se transforme en :

c 1 1 v c?
V22V1—4nh10[1+§(:¥: ﬁ'—lq: ﬁl—)]—*—(dzs) 1 2 3+etc

Nous négligerons dans cette équation les termes en ¢
du troisieme ordre et ceux d’ordre supérieur, et nous
T'écrirons sous la forme suivante :
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v, —V, =4ﬁhlc[1 + g(;RLI;RL,I\] .

Aprés avoir obtenu ce résultat pour le corps C,, ima-
ginons quon refasse entiérement le méme développe-
ment, avec cetie scule différence qu'on parte de la
surface du corps C, pour se diriger vers la surface du
corps C,. L'équation gquon obtiendra ainsi peut étre
aussitot déduite de la précédente, en changeant la diffé-
rence V, —V,enV, —V,, enintroduisant au lieu de &,
la notation A, qui représente la densité ¢électrique au
point considéré de la surface du corps C,, puis en rem-
plagant de méme R, et R', par R, et R',, qui seront les
rayons de courbure do la deuxiéme surface. Il vient ainsi:

c 1 1
V, —V, = 4nh c[l+—(¥~$—~):f- 8
2 1 i, 3 R, R/, @)

On peut encore mettre les équations (7) et (8) sous la
forme suivdnte, en y négligeant, de méme que ci-dessus,
les termes d’ordre supérieur :

V-V 9( 1 _1_)
( b= [1+2 +R + R,
1

/Sl £ PR R
Phﬂ— 4me [1+2(iR2i—)j|'

[
2

De 14 on conclut ce résultat particulier, exprimé par le
premier et le plus important des termes de ces formules,
savoir qu'en chacun des deux points situés l'un en face
de l'autre sur les surfaces, la densité électrique dépend
uniquement de la différence des niveaux potentiels
existant entre les deux corps et de leur distance, et
quelle est égale et de signe contraire pour ces deux
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conducteurs. Le second terme est dillérent pour ces deux
derniers, mais il dépend seulement, pour chacun d’eux,
de ses propres rayons de courbure, la différence des
niveaux potentiels étant donnée. Si, a4 I'endroit consi-
déré, les surfaces étaient conformées de telle sorte que
I'on eut :

1 1
& TR,

I
=
+

les deux derniers termes des deux formules seraient
aussi égaux et de signes contraires ; et la différence
entre h, et — %, pourrait alors seulement étre exprimée
par des termes d’ordre supérieur.

§ 2.

Application des équations au condensateur,
au carreau de Franklin et a la bouteille de Leyde.

Nous pouvons appliquer immédiatement les équations
précédentes aux deux plateaux d’un condensateur et aux
deux armatures d'un carreau de Franklin, et puisque
dans ces cas, les surfaces des deux plateaux des arma-
tures placées en regard 'une de lautre sont paralléles
dans toute leur étendue, les équatlions sont valables
non seculement pour un couple déterminé de points
situés en face I'un de 'autre, mais aussi pour les surfaces
entiéres. Il faut sculement en exclure les portions qui
se trouvent assez pres du bord, pour que leur distance
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a celui-ci soit une grandeur du méme ordre que c,
parce qu'alors les coefficients différentiels supérieurs
deviennent tellement grands, qu’on ne peut plus négliger
dans les équations les termes que nous avons laissés de
chté.

En ce qui concerne les bouteilles de Leyde, les sur-
faces des deux armatures situées en face I'une de 'autre,
c’est-a-dire les surfaces limites du verre, sont généra-
lement & peu prés, mais non exactement, paralléles, ce
qui produit un certain écart. Si, notamment, en un point
d'une des surfaces, on méne une normale & cette surface
ainsi qu'une normale & l'autre surface, ces deux nor-
males ne coincident pas exactement, et lécartement
des deux surfaces mesuré sur chacune d'elles n’est pas
précisément le méme. Toutefois la différence entre les
deux longueurs ne peut étre que trés insignifiante, pour
de faibles écarts de parallélisme. Si nous supposons que
ce défaut de parallélisme, c'est-a-dire, I'angle entre les
deux normales, soit une guantité de méme ordre que ¢
(en supposant ¢ mesuré 4 l'aide d'une unité de longueur
correspondante a4 l'une des dimensions des armatures),
nous reconnaitrons aisément que la différence des écar-
tements mesurés sur les deux normales doit étre si
minime, que si on désigne I'une par ¢, l'autre peut étre
représentée par une expression de la forme ¢ 4+ mc®. La
différence est donc une quantité du troisiéme ordre par
rapport 4 ¢ et peut étre négligée dans nos équations, ol
nous nous arrétons aux termes du deuxiéme ordre.
Nous pouvons done, dans 'hypothése actuelle, appliquer
les équations du paragraphe précédent 4 la bouteille de
Leyde.

Si nous considérons maintenant les équations (9), il 8’y
présente encore, pour les appareils en question, d’autres
simplifications relatives au terme qui contient les rayons
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de courbure. Dans le condensateur et le carreau de
Franklin, les surfaces sont planes, les rayons de cour-
bure sont infinis et le terme est nul. Dans la bouteille
de Leyde, ces rayons de courbure ont en réalité des
valeurs finies, mais il existe entre eux une certaine
relation, puisque les surfaces sontparalléles, ou du moins
le sont approximativement. Dans des surfaces paral-
léles, les longueurs des rayons de courbure correspon-
dants ne différent que de la distance ¢, et si les surfaces
ne sont pas enticrement paralléles, mais ne s'écartent
du parallélisme que d'une guantité de l'ordre ¢, les lon-~
gueurs des rayons de courburc ne peuvent encore
difféerer que d'une grandeur de l'ordre ¢. Maintenant,
puisque le terme qui renferme les rayons de courbure
est celui de l'ordre le plus élevé que nous considérions
dans les équations, nous pouvons y négliger une diffé-
rence qui est de l'ordre ¢ relativement & la grandeur
de ce terme. Les rayons de courbure des deux surfaces
sont opposés quant aux signes, car les courbes, suivant
lesquelles un plan normal coupe les surfaces, se com-
portent inversement, en tant que vers l'extérieur I'une
est convexe ef l'autre concave. En laissant de c6té les
indices, nous pouvons done, si nous désignons par R et
R' les rayons de courbure de la premiére surface,
représenter par — R et — R’ ceux de la seconde. Les
équations (9) se transforment ainsi en:

' vV, =V, C 1 1
M= [1+ s(+= iﬁv)]

et de l1a an déduit en outre :
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hzs—h1[1+c(¥%{$%l)} (11)

Il existe encore entre deux auires quantités, qui
dépendent de A, et — h,, une plus grande coincidence
quentre ces derniéres mémes. Considérons sur la pre-
micére surface un élément dw,. Imaginons un nombre
infini de normales élevées a la surface le long de son
périmétre ; ces normales détermineront sur la seconde
surface un élément que nous regarderons comme cor-
respondant, et que nous désignerons par dw,. Les
quantités d’électricité qui se trouvent sur ces deux élé-
ments sont &, dw et A,dw,. On établit par de simples
considérations géométriques que ces deux éléments de
surface ont entre eux la relation suivante, en négligeant
les termes d’ordre supérieur :

ao,~do, 140 (4 g2 g) | o

Silon multiplie entre elles les équations (11) et (12), le
terme affecté du facteur ¢ disparait, et sil'on néglige le
terme affecté du facteur ¢?, on aura:

hdw, =— hdw,, (13)

c'est-a-dire que les quantités d’électricité qui se trouvent
sur deux éléments de surface correspondants sont,
abstraction faite du signe, égales entre elles 4 une
quantité prés, qui est de lordre de ¢?, relativement 4 la
valeur totale.

Ce qui est vrai pour deux éléments de surface corres-
pondants doit l'étre aussi pour deux portions finies de
surface qui sont telles, que les normales élevées sur le
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contour de l'une déterminent celui de l'autre. Les
quantités d’électricité qui se irouvent sur ces portions
finies de surface doivent aussi étre égales entre clles a
une quantité prés, dont le rapport a la quantité totale
n’est que du second ordre relativement a c.

§ 3.

Compléments qui sont encore nécessaires
dans les équations précédentes.

Les équations développées dans les deux paragraphes
précédents sont celles que Green a déduites pour le
condensateur, le carreau de Franklin et la bouteille de
Leyde, et elles forment la base de la théorie relative &
ces appareils. Mais en considérant la chose de plus prés,
on trouve que ces équations ne contiennent pas encore
tout ce & quoi on doit avoir égard dans ces appareils.

Dans la suite, nous ne parlerons que de la bouteille
de Leyde ; ce que nous en dirons s’appliquera égale-
ment, au carreau de Franklin et au condensateur, et
deviendra méme plus simple si, dans ces deux der-
niers, les deux plateaux métalliques sont supposés plans,
paralléles, égaux et exactement situés I'un vis-a-vis de
Tautre sur des perpendiculaires communes.

Il s’agit surtout, dans 'analyse mathématique de ces
appareils, de déterminer les quantités d’électricité qui
se trouvent sur les armatures lorsque l'on donne leurs
niveaux potentiels (c’est-a-dire les valeurs de la fonetion
potentielle pour ces armatures) ; ou, d'une maniére plus
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générale, il g'agit de trouver les équations qui ont lieu
entre les deux niveaux potentiels et les deux quantités
d'électricité.

Les équations (10) de Green nous donnent les densités
électriques A, et A, sur les deux faces des armatures
tournées I'une vers I'autre ; et si I'on forme, au moyen
de ces valeurs, les produits h dw, et A, de,, ol dw, et
dw, représentent les éléments des deux surfaces, et si
l'on intégre ces expressions pour des portions finies de
surface, on obtiendra les quantités d’électricité qui se
trouvent sur celles-ci. Mais il est a remarquer que
les équations (10) ne sont pas tout A fait générales.
Nous avous déja dit plus haut que ces équations ne sont
applicables que si la distance des deux surfaces dans
Iendroit considéré est trés faible relativement aux
dimensions des armatures, puisque nous y avons
négligé les termes d’ordres supérieurs relativement &
¢. Dans le cas actuel, on doit encore tenir compte
d'une autre circonstance. Les armatures d’'une bou-
teille de Leyde sont de minces feuilles de métal
terminées par des bords aigus. Sur ces bords, I'élec-
tricité se comporte d'une maniére particuliére, en ce
que, pour une méme valeur de la fonction potentielle,
elle s’accumule beaucoup plus sur les bords que sur les
portions de surface qui en sont éloignées. On ne peut
donc appliquer ces équations quaux parties des faces
des armatures tournées l'une vers l'autre, qui sont
assez éloignées des bords de celles-ci pour qu’on puisse
regarder l'éloignement du bord comme considérable
vis-a-vis de la distance des armatures, ou vis-a-vis de
I'épaisseur du verre, comme nous pouvons le dire plus
simplement dans le cas de la bouteille de Leyde. On
pourra considérer la densité électrique comme con-
stante sur ces parties, pour autant que I'épaisseur
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du verre soit supposée constante. Mais, dans le voisinage
des bords, la densité électrique aura des valeurs plus
grandes.

On voit par 1a que les intégrales que I'on obtient en
employant simplement pour %, et %, les valeurs (10), et
en effectuant l'intégration pour les surfaces totales des
armatures, doivent &tre affectées d’une inexactitude dont
la grandeur dépend de 'étendue, de la forme et de la
position des bords. En outre, il faut encore remarquer
gu’en effectnant 'intégration pour les surfaces des arma-
tures, on suppose tacitement que ces deux armatures
s'étendent également loin, de telle sorte que leurs bords
se trouvent perpendiculairement 'un vis-a-vis de 'autre.
Mais, en réalité, cette condition n’est pas toujours exac-
tement remplie, et, par suite de cette circonstance, il y
aura également une erreur, 4 la vérité généralement
assez faible, dans le résultat.

Green a commis une aufre négligence importante. Il
ne considére que les quantités d’électricité répandues
sur les faces des deux armatures qui se trouvent
I'une vis-a-vis de lautre, et il ne tient pas compte
des quantités d'électricité répandues sur les autres faces.
Dans la charge ordinaire, ces derniéres quantités sont,
a la vérité, beaucoup moindres que les premiéres ; toute-
fois, dans certains cas, elles ont de l'importance, en ce
que ce sont elles surtout qui occasionnent la différence
des quantités d’électricité répandues sur les deux arma-
tures.

Les valeurs déduites des équations de Green devront
done étre compléiées par d'autres valeurs relatives aux
circonstances précédentes, si l'on veut représenter
exactement les quantités d’électricité répandues sur les
armatures.
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§ 4.

Examen de quelques cas particuliers simples.

Dans le but de faciliter l'exposition, nous consi-
dérerons, avant de passer a la recherche des ¢quations
_générales pour des bouteilles de Leyde de forme quel-
conque, quelques formes spéciales qui peuvent se traiter
d’'une maniére particuliérement simple.

La premiére forme que nous choisirons ne peut pas se
présenter en réalité ; mais si on se la figure comme
existante, elle doit étre soumise essentiellement aux
mémes lois que les bouteilles ordinaires et elle conduit
4 des résultats trés simples. Le vase de verre sera
supposé étre une sphére creuse entiérement fermdée,
ayant partout la méme épaisscur ; elle sera recouverte
d'étain sur toute sa surface tant intérieure quextérieure.
Sur l'armature intérieure se trouve une certaine quantité
d’électricité M, qui y est parvenue d'une fagon quel-
conque, et sur larmature extérieure se trouve la
quantité d’électricité N. On demande quelles sont les
valeurs de la fonction potentielle sur les deux armatures.

Chacune de ces deux armatures est limitée par deux
surfaces sphériques, que nous nommerons face inlérieure
ct face extérieure, et, puisqu’il ne peuty avoir d’électricité
décomposée & l'intérieur d’'un conducteur, les quantités
d'électricité M et N sec trouvent sur ces faces. Nous
désignerons les quantités d’¢lectricité qui se irouvent
séparément sur les quatre surfaces respectivement par
M,, M,, N, et N,, en partant de l'intérieur, de sorte que
nous avons & poser :

5
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M, 4 M, =M, N,+N,=N. (14)

On reconnait de suite, en ce qui concerne ces quatre
quantités d’électricité, que, pour autant que des forces
électriques étrangéres n’agissent pas en méme temps,
elles sont réparties uniformément sur les surfaces corres-
pondantes, et, on peut ainsi appliquer & chacune les
équations qui sont valables pour une quantité d’électri-
cité distribuée d'une maniére uniforme sur une sphére,
équations que nous ne citerons que briévement ici.

Dans l'espace creux enfermé par une surface sphé-
rique recouverte uniformément d’électricité, la fonction
potentielle est constante, et, si l'on désigne par » le
rayon de la sphére, par A la densité électrique et par
Vi la fonction potentielle intérieure, on a I'équation

V, = 4rnhr. (15)
Puisque laire de la surface sphérique est 4nr%, la
quantité totale d’électricité qui se trouve sur ceite

surface s'exprime par 4nr*h, et en désignant par Q cette
quantité d’électricité, nous pouvons écrire :

Vi=

SO

(154)

A Yextérieur, la fonction potentielle, que nous désigne-
rons par V., est variable, et si [ représente la distance
du point considéré au centre, on devra poser :

2
Vomdrn .l =2, (16)

1. Voir mon cuvrage sur la fonction potentielle, p. 103.
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Appliquons maintenant ces équations aux quatre sur-
faces sphériques désignées ci-dessus. Pour en exprimer
les rayons, désignons par a le rayon de la face inté-
ricure de la sphére de verre, par ¢ I’épaisseur du verre
et par @ et y les épaisseurs des deux armatures; les
rayons des diverses surfaces sont alors, en partant de
lintéricur: @ — B, a,a + ¢, a + ¢ + 7.

Considérons maintenant un point quelconque dans
Iarmature intérieure et soit ! sa distance au centre ; ce
point se trouve dans P'espace extérieur par rapport a la
face interne de l'armature intérieure et dans l'espace
inférieur relativement aux trois autres surfaces sphé-
riques. Nous avons donc & appliquer I’'égquation (16) a la
quantité d'électricité M, et I'équation (15,) aux quantités
M,, N, et N,, en introduisant pour # les rayons conve-
nables. Désignant par F la fonetion potentielle totale
dans armature intérieure, il vient :

M, , M, N
P ety

(17)

Considérons ensuite un point 4 l'intérieur de larma-
ture extérieure, et soit { sa distance au centre; ce point
est dans I'espace intérieur relativement & la face externe
de l'armature extérieure, et dans lespace extérieur
par rapport aux trois autres surfaces sphériques. Nous
devons donc appliquer I'équation (15,) a la quantité
d’électricité N, et I'équation (16) aux quantités M, M,
et N, ; de sorte que nous obtenons, en désignant par G
la fonction potenticlle dans 'armature extérieure :

ML z
/A

G ==

+ 3+ (18)

a—}—c—i—y

Dans lintéricur de chaque armature, la fonction
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potentielle doit étre constante, ¢’est-a-dire, indépendante
de . Cela n'est possible pour F, que si :

M, =0; (19)
d’ou il suit, en vertu de (14) :
M, — M. (20)

Si, en outre, G doit étre indépendant de !, on doit
avoir : :
M,+M,}N,=0;
d’ou il suit, en ayant égard aux deux équations précé-
dentes :
N, = —M, 21)

et & l'aide de cette équation, on tire de (14) :
N, =M +N. (22)

En substituant ces quatre valeurs dans les équations
{17 et 18), celles-ci se transforment en

c M+ N
F=a(a—t—c)M+a+c+T
(23)
G MAN
a-+tc+y

Résolvant ces équations par rapport A M et N, on
obtient :

=229 F —q

M ala + o
C
(24)

N=M(G—F/+(d+c+y)&
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Si on désigne l'aire de la face interne de la sphére de
verre par s, on a § = 4 e, et on peut, par suite, écrire
comme suit les équations précédentes :

M=m(1+ ) (F—a)
(25)

N—im(l+2)6—P+a+ctno.

Silarmature extérieure est en communication conduc-
trice avec le sol, on a 4 poser : G = 0. Par l3, il vient
N = —M eton a entre M et F la relation simple :

M=;4—(1+ ) (26)

Un autre cas spécial, qui est relativement facile &
traiter, est celui du carreau de Franklin & armatures
circulaires. Je Yai considéré d’'une maniére approfondie
dans un mémoire paru en 1852', dont je communi-
querai ici quelques résultats. Si a est le rayon des
armatures circulaires et c¢ leur distance mutuelle, les

éguations en question sont :

F—6) %

17,68 a
) 7

M— N— (1+—l
a
M4+ N=2F+ 0.

1. Ann. de Poge. t. 86, p. 161.
2, 1l a paru plus récemment un beau mémoire de Kirchhofl, « zur

Theorie des Condensators » rfMonatsberichte der Berliner Acade-
mie, mars 1877), dans lequel on donne, pour le méme cas, 'équation

suivante :
at c ,16ra
M——N—z—c(l—}—ﬁ )(F 6)
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Ajoutant ces équations I'une & I'autre et les retranchant
I'une de l'autre ; introduisant en outre la notation s pour
l'aire d’une des armatures, c'est-a-dire pour la quantité
na?, nous obtenons :

M=%}[1+ ¢ (lm—z)}(F—G)—{-%F

ar

¢
(28)
8 c 17,68 a a

De méme, on peut aussi exprimer F et G par M et N et
en général deux des quaires quantités M, N, F, G par
les deux autres.

Pour le cas ol une des armatures, que nous consi-
dérons comme la seconde, est en communication con-
ductrice avec le sol, et ou, par suite, G a une valeur
nulle, il suffit de connaitre une des trois quantités
restantes M, N et F, pour déferminer les deux autres.
On obtient, par exemple :

S c 17,68 a P
M g [V (15 2
, (29,
s c 17,68 a

dans laquelle e représente la base des logarithmes népériens. Cette
équation concorde, comme on le voit, avec la mienne quanta la

forme, et de méme le facteur constant !%E différe peu du nombre

17,68 que j'ai calculd comme valeur approchée d'un développement
en série.
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§ b.

Equations générales pour deux corps quelconques.

Pour pouvoir former les expressions correspondantes
pour les deux armatures d’'une bouteille de Leyde de
forme quelconque, nous considérerons d’abord la chose
d’une maniére plus générale et nous admettrons que
Ton donne, au lieu des deux armatures, deux corps
conducteurs quelconques A et B. Dans le voisinage de
<cescorps peuvent se trouver encore d’autres conducteurs
quelconques, que Tnous supposerons soit en commu-
nication conductrice avec le sol, soit isolés, en ajoutant,
dans le dernier cas, la condition qu’ils ne regoivent pas
d’électricité. Nous déduirons pour ces corps A et B
certaines équations générales relatives a leur influence
réciproque, équations que nous pourrons ensuite appli-
quer aux deux armatures de la bouteille de Leyde.

Mettons d’abord le corps A en communication avec
le sol et isolons l'autre B; dans ces circonstances,
chargeons B d’électricité jusqu'au niveau potenticl — K.
Sur le corps A, dont le niveau potentiel doit rester nul
4 cause de sa communication avec le sol, il s’accumu-
lera par influence une certaine quantité d’électricité qui
sera, dans tous les cas, proportionnelle 4 la quantité K,
et que nous désignerons en conséquence par aK. Nous
représenterons par — dK la quantité d'électricité qui se
irouve simultanément sur B, et qui doit étre également
proportionnelle au niveau potentiel K, mais en signe
contraire. Les facteurs a et b, qui entrent dans ces deux
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expressions, sont des constantes positives qui dépendent
de la grandeur et de 1a forme des corps A et B, ainsi
que de la position que chacun occupe par rapport a
Yautre et par rapport aux autres corps conducteurs
qui se trouvent dans la sphére d’influence.

Aprés que cette charge est effectuée, qu'on s'imagine
que la communication entre le corps A et le sol soit
interrompue, de sorte que les deux corps A et B sont
maintenant isolés. Dans ces circonstances, communi-
quons aux deux corps autant d’électricité de méme
nature qu'il est nécessaire pour que le niveau potentiel
varie d’'une quantité K' sur les deux corps. Ces quan-
tités d’électricité sont les mémes que celles que I'on
devrait employer si les deux corps isolés n'avaient pas
été d’abord électrisés, et si I'on voulait les porter au
méme niveau potentiel K'. Comme ces quantités d'élec-
tricité sont proportionnelles au niveau potentiel K',
nous les représenterons par aK' et fK' ou « et B sont de
nouveau deux constantes positives dépendant de la
grandeur, de la forme et de a position des corps.

Les états des deux corps, résultant de ces deux opé-
rations consécutives, peuvent s'exprimer de la maniére
suivante :

Niveau potentiel : K'

Quantité d’électricité : aK -+ <K'
Niveau potentiel: — K + K'
Quantité d’électricité : — bK + BK'-

Corps A ;
Corps B %

Admettons, comme cas particulier, que

— K4 K'=0,
d’ou:
K'=K;
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alors les états des corps, aprés les deux opérations,
seront les mémes que ceux qu'ils auraient pris, si le
corps B avait été simplement mis en communication
avec la terre, et maintenu ainsi au niveau potentiel
zéro, tandis que l'on aurait isolé le corps A et qu'on
I'aurait chargé d’électricité jusqu'au niveau potentiel K.
D'aprés I'équation (38) du chapitre précédent, la quan-
tit¢ d’électricité accumulée, par influence, dans ces
circonstances, sur B, doit étre égale et de signe con-
traire 4 la quantité d’électricité aK, que prend le corps A
lorsqu'il est en communication avec la terre, tandis que
B est chargé jusqu'au niveau potentiel K. Nous pouvons
done, en remplacant dans l'expression de la quantité
d’électricité qui se trouve sur B, la quantité K' par K,
former I'’équation suivante :

— bK + BE = —¢K,
d’ou résulte:
=a-+B.

Nous avons ainsi déterminé l'une des quatre con-
stantes introduites plus haut ; nous pouvons retourner
maintenant au cas plus général, dans lequel K' n'est
pas égal a K, et remplacer & par la valeur trouvée,
dans les expressions qui représentent les états des deux
corps. Nous obtiendrons ainsi :

Niveau potentiel : X';
Corps A 1 Quantité d'électricité : aK + aK'.
Niveau potentiel: — K 4+ K';
Corps B % Quantité d'électricité : — aK -+ 8 (— K + K.

Nous allons mettre sous une autre forme un peu plus
commode le résultat de I'analyse précédente, qui se
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trouve consigné dans ces expressions. Au lieu de
conserver dans les formules les niveaux potentiels rela-
tifs aux deux opérations successives, nous représen-
terons par une lettre le niveau potentiel final de chacun
des deux corps. Soient F celui de A, et G celui de B.
Nous aurons a poser :

KV

!
e

et par suite :

Désignons en outre par M et N les quantités d’électricité
qui se trouvent définitivement sur les deux corps. Nous
pourrons alors, d’aprés ce qui précéde, former les deux
équations suivantes, qui sont valables pour chaque
couple de deux corps conducteurs soumis 4 leur influence
mutuelle, tandis que tous les autres corps conducteurs,
qui se trouvent dans la sphére d’influence, ou hien
sont en communication avec le sol ou, au cas ou ils
sont isolés, ne contiennent aucune électricité commu-
niquée :

M —a (F — G) + oF.

(30)
N —a (G — F) -} 6.
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§ 6.
Détermination du coefficient @ pour des bouteilles de Leyde.

Si nous appliquons ces équations aux deux armatures
d'une bouteille de Leyde, nous pourrons déterminer,
d'une maniére plus précise, les quantités a, « et 2. Nous
considérerons l'armature intérieure comme étant le
corps A, et l'extérieure comme étant le corps B.

Admettons d’abord que Yarmature exiérieure soit
chargée jusqu'au niveau potentiel G, tandis que linté-
rieure est en communication avec la terre. La quantité
d'électricité qui se trouve, dans ces circonstances, sur
larmature intérieure, se trouvera par la premiére des
équations (30), en y faisant F — 0; on aura donc:

M — — aG. (31)

En outre, on peut délerminer dans ce cas, par des con-
sidérations directes, la quantité d'électricité M avec un
certain degré d'exactitude.

En effet, il n'y a, sur l'armature intéricure, que la
quantité d’électricité qui est retenue par lattraction de
celle qui charge 'armature extérieure ; on peut donc en
conclure que l'électricité qui se trouve sur l'armature
intérieure est concentrée tout entiére sur la face de
‘celle-ci qui est tournée vers I'armature extérieure. On
peut déterminer la densité de I'électricité sur cette
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surface au moyen de I'équation (10), en y faisant V, = G,
et V, = 0. Cette équation deviendra ainsi:

G ¢ 1 1
“=—G{Haﬁﬁiﬁﬂ'

Soit maintenant de un élément de la surface externe
de l'armature intérieure, ou, comme on a I'habitude de
le dire plus simplement, un élément de surface de
armature intérieure, en considérant comme égales
entre elles la surface interne et la surface externe d’'une
méme armature., Multiplions les deux membres de
T'équation précédente par cet élément de surface, et
formons les intégrales, qui doivent étre étendues a toute
la surface de l'armature intérieure ; nous obtiendrons
ainsi I'équation :

G dw 1 1 1

On peut déterminer immédiatement la premiére des
intégrales du second membre, dans le cas ol ’épaisseur
¢ du verre est constante. Si l'on représente par s la
surface de I'armature intérieure, on aura :

dw s
Se=% -9

Si l'épaisseur ¢ du verre n'est pas constante, nous
introduirons une valeur moyenne c,, déterminée par
Téquation :

do_ s (34)

C Cm
En substituant cette valeur dansl'équation (32), celle-ci
devient :
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ou bien :

e S [yam (el
fhldw__em[1+§; (iRﬂ:R,)dw:l.(%)

Cette expression de l'intégrale / A, dw n'est pas com-

plétement identique & la quantité d'électricité M qui se
trouve dans les circonstances mentionnées sur l'arma-
ture intérieure ; elle s’en écarte un peu, parce que, dans
le voisinage du bord, la densité électrique est plus
grande que celle qui est donnée par I'expression de A,.
Mais, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 3, cet
£cart est une quantité telle, que, si on 'exprime comme
une fraction de l'intégrale, elle décroit avec 1'épaisseur
de verre, de telle sorte qu’elle devient infiniment petite
pour une épaisseur de verre infiniment mince (& sup-
poser que le verre puisse s'amincir 4 ce point, sans
perdre son pouvoir isolant). Comme il existe dans la
parenthése carrée de I'équation précédente un terme
.qui est affecté du facteur ¢, , et qui jouit donc aussi de
la propriété de diminuer et de devenir infiniment petit
-en méme temps que 1'épaisseur du verre, nous pourrons
renfermer ce terme, ainsi que I'écart précédent, sous
un seul signe, et nous représenterons par ¢ la quantité
résultante qui devra étre ajoutée 4 1, a l'intérieur de la
parenthése. Nous aurons ainsi :

s
=—Gm(l+5). (36)
Puisque, d’aprés 1'équation (31), on peut poser pour M

Yexpression — a(@x, I'équation précédente devient :
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et si nous éliminons la quantité — G, nous obtenons
léquation :

o= 1 + 5. 37

47rcm

Le coefficient @ est ainsi déterminé 4 la quantité d prés,
qui est trés faible relativement a 1.

§ 7.
Signification des coefficients « et 3 pour des bouteilles de Leyde.

Voyons maintenant jusqu’a quel point on peut déter-
miner les coefficients « et p.

Conformément & ce que nous avons dit de ces deux
coefficients, nous pouvons les définir de la manicre
suivante pour une bouteille de Leyde: 8¢ lon veut
charger les deux armatures de la bouleille, de telle sorie
que la fonction potentielle ait pour toules les deux la
valeur commune 1, les quantités d'électricité nécessaires
seront a et B,

Imaginons maintenant qu'aprés que cette charge des
deux armatures 4 un niveau potentiel commun est effec-
tuée, on les mette en communication par un conducteur,
par exemple au moyen d'un fil trés fin traversant la
couche isolante ; cela n’occasionnera aucune différence,
ni dans la distribution de I'électricité, ni dans le niveau
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potentiel. Imaginons en outre que les platcaux métal-
liques qui forment les deux armatures sc rapprochent de
plus en plus, de sorte qu’ils arrivent enfin au contact,
et peuvent étire considérés comme un simple plateau
métallique de la forme d’'une des armatures; de cette
maniére, le niveau potentiel commun ne pourra varier

que d'une quantité qui est de l'ordre —= l/ par rapport

4 sa valeur primitive 1, c’est-a-dire de l'ordre du rap-
port de la distance des plateaux 4 leurs dimensions. Si
le niveau potentiel devait rester constamment égal a1,
tandis que les plateaux se rapprochent jusqu’au contact,
la quantité totale d'électricité « 4 { devrait subir une

petite variation qui serait également de l'ordre \/LE par

rapport & la valeur primitive de cette quantité. Mais
comme la quantité « + 2 est déja faible relativement
4 a, puisque son expression ne renferme pas, comme
celle de @, la distance ¢ au dénominateur' nous négli-

gerons une variation qui est de I'ordre —= l/_ relativement

a la valeur totale de « -}- 3, et nous pourrons énoncer la
proposition suivante comme approximativement vraie :
8i lon imagine que l'une seulement des deux armatures
existe, la quantité o + P sera approximativement
égole a la quantité d'électricité que U'on devrait commu-
niquer & cette seule armature pour la charger jusqu'au
niveaw potentiel 1.

De celte maniére, la somme des deux coefficients
e et B est, sinon réellement déterminée, du moins
ramenée 8 un cas plus simple, au moyen duquel on
peut se faire une idée de la grandeur dont il s'agit, &
supposer méme qu’'on ne pousse pas plus loin le calcul.

Pour ce qui regarde le rapport des deux coefficients
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2 et B entre eux, il dépend surtout de la courbure des
deux armatures. Si elles sont planes comme dans le
carreau de Franklin, et si en outre elles sont parfaite-
ment égales entre elles, et que leurs bords se trouvent
partout perpendiculairement l'un vis-a-vis de l'autre,
les deux coeflicients « et 3 seront égaux entre eux.
Pour le cas encore plus spécial ou les armatures sont
circulaires, « et § ont, comme on le voit par (28), la

a .
valeur commune shoua est le rayon du cercle. Si les

deux armatures sont courbées de felle sorte que I'une
renferme entiérement I'autre, le coefficient «, relatif a
larmature intérieure, sera égal a zéro, et le coefficient
B, relatif 4 I'extérieure, aura la valeur déterminée
précédemment pour la somme. Pour la surface sphé-
rique traitée dans le § 4, 8 a, ainsi qu'on le voit par les
€quations (25), la valeur @ + ¢ 4 y, ol @ représente le
rayon de la face intérieure de la sphere de verre, ¢
I'épaisseur du verre et y 'épaisseur de I'armature exté-
rieure. Si enfin, comme c'est le cas dans les bouteilles
de Leyde ordinaires, I'une des armatures entoure l'autre
en partie seulement, il est aisé de voir, en comparant
ce cas aux deux autres, que le coefficient «, relatif a
larmature intérieure, doit étre plus petit que le coef-
ficient B relatif 4 'extérieure.
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§ 8.

Forme commode des équations.

Revenons maintenant aux équations (30). Rempla-
c¢ons le coefficient a par I'expression (37), et écrivons
simplement ¢ au lieu de ¢, en entendant par ¢ I'épais-
seur moyenne du verre, déterminée par I'équation (34).
Nous ne changerons rien aux coefficients = et 8. Nous
aurons alors les deux équations suivantes, relatives &
une bouteille de Leyde chargée :

1

‘ 31:4;(1 4 8) (F — G) + aF ;
(38)
N:4—i—c(1+a)<(}—m+p(};
Nous poserons, pour abréger :
4mc o
® =7 3’ (39)

dot il résulte que cette quantité x» dépend surtout de
I'épaisseur du verre, et est approximativement égale a
4re. Nos deux équations prendront ainsi la forme plus
simple :
S M=§(F——G)+aF';
(40)
S
( =~ (G —F) + B,
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Quand on fait usage des bouteilles de Leyde, Iarma-
ture extérieure est généralement en communication
avec la terre. Dans ce cas, on doit poser G = 0, et les

deux équations deviennent ainsi :

S

gM=t+4h;

N=—"2F.

z

(41)

Comme, dans ce dernier cas, il est utile de pouvoir.
comparer aussi simplement que possible la quantité
d’électricité M, qui sc {rouve sur l'armature intéricure,
avec la valeur I du niveau potenticl sur cette méme
armalure, nous introduirons, outre la lettre grecque =,
Ia lettre %, dont la signification est déterminée par
I'éguation suivante :

Xy &

!

!
+
R
™~
0

d'ou 1l résulte :

» 4r¢

b o— — .
L+x§ 1454 o« 25¢ (43)

T
S

Les équations générales (40) deviendront par la :

(M=%m—®+m,
$ (44)
N=G—4m—m+m

et les équations plus particuliéres (41), qui se rapportent
au cas ou l'armature extérieure est en communication
avec la ferre, se t{ransforment en:
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8

- M=7F,

Au moyen des équations (40), ou de ces mémes équa-
tions mises sous leur forme (44), on pourra, étant
données deux des quatre quantités M, N, F et G,
déterminer les deux autres. De méme, dans le cas par-
ticulier ou armature extérieure est en communication
avec la terre, on pourra, au moyen des équations (41)
ou (45), déterminer deux des quantités M, N et I en
fonction de la troisiéme.
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CHAPITRE IIL.

THEORIE DES MILIEUX DIELECTRIQUES.

S 1.

Manidre dont se comporie la couche isolante interposée.

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré la
couche qui sépare l'un de Yautre les deux plateaux
d'un condensateur, ou les deux armatures 4'un carreau
de Franklin ou d'une bouteille de Leyde, comme étant
simplement un isolateur parfait, dont I'état électrique
ne se modifie pas sous l'influence de I'électricité qui se
trouve sur les plateaux ou sur les armatures; par
suite, cette couche ne peut non plus exercer aucune
réaction éleclrique. Déja Faraday, et apres lul Wern.
Siemens, ont cbservé que la maniére de se comporter
d'un condensateur électrique deépend essentiellement
encore, pour un méme écartement des plateaux, de la
nature de l'isolateur qui se trouve entre eux. Faraday
a méme tiré de la lidée qune les plateaux chargés
d'électricité n'agissent pas directement 'un sur l'autre
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a distance, mais que Factien ne peut avoir lieu que par
I'intermédiaire de la sulistance qui se {rouve entre eux,
el il a appelé didlectrigué une substance qui, sans con-
duire I'électricité, transmet l'action exercée a distance
par celle-ci. On peut d’ailleurs conserver cette déno-
mination, méme si l'on ne se rallie pas entierement
a la maniere de voir de Faraday, et si 1on admet qu'il
existe en réalit¢ une action directe de l'¢lectricité a
distance, mais que ceite action est modifice par la
substance qui se trouve interposée.

Plus récemment Boltzmann?®, Wiillner?®, etc. ont fait
progresser, par des recherches cxpérimentales ingé-
nieuses, nos connaissances sur la manicre dont se com-
portent les substances isolatrices de 1'électricité; et
I'on peut conclure sans aucun doute, des résultats de
ces expériences, que l'action de l'électricité a travers
différentes substances isolantes a lieu avec des inien-
sités tres différentes.

A ce changement d’¢tat, éprouvé par le verre employé
comme couche isolante dans une bouteille de Leyde
sous l'influence des électricités qui se trouvent sur les
armatures, changement en vertu duquel il agit récipro-
quement sur ces électricités, se rattache aussi le résidu
que I'on observe aprés la décharge d'une bouteille de
Leyde ; la formation de ce résidu, au sujet de laquelle
R. Kollrausch® a exécuté des expériences de mesure
de grande valeur, a donné plusieurs fois Poceasion de
discuter la maniére dont se comportent les substances
isolantes.

Toutes les recherches sur ce sujel sont rendues
considérablement plus difiiciles par ce [ail que le verre

1. Sitzungsherichte der Wiener Academie, 1873 et 1874.
2. Ann. de WIEDEMANN, 1. 1, Do 247 (18770
3. Ann. de Poue, t. 01,
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et les autres substances employées comme isolantes ne
sont pas des isolants parfaits. Certaines espc :es de verre
conduisent si bien, qu’elles sont absolument inutilisables
4 la confection des bouteilles de Leyde ; les électricités
des armatures pénétrent trés rapidement dans le verre et
s'y compensent, de sorte que la charge se perd presque
complétement en trés peu de temps. D'autres espéces
de verre conduisent en réalit¢ beaucoup moins, mais
ne sont pas cependant entiérement exemptes de conduc-
tibilité. Méme quand cette conductibilité est faible, la
pénétration, qui en résulte, de la substance par I'élec-
tricité, a pour conséquence des actions qui ont lieu en
méme temps que celles qui sont propres a la substance
considérée comme diélectrique ; les phénoménes qui en
dépendent deviennent par 14 plus compliqués et il est
trés difficile de distinguer jusqu'a quel point les phéno-
ménes sont dus & l'une ou a l'autre cause.

C'est pour cette raison que des opinions trés diverses
ont en effet ¢té émises par rapport aux phénoménes
en question. Certains auteurs ont voulu expliquer la
formation du résida uniquement par la pénétration
de I'électricité dans le verre, von Bezold entre autres,
qui a fait des expériences d’une grande valeur sur le
décroissement de la charge disponible dans des bou-
teilles de Leyde et des carreaux de Franklin'. Mais je
ne crois pas qu’il soit possible d'expliquer suffisamment
par cette circonstance la formation du résidu, si I'on
n'admet pas, comme Riemann l'a fait®, le concours
d’une force particuliére entre le verre et I'électricité.
Riemann fait & ce sujet I'hypothése que les corps pon-
dérables « résistent pour devenir électriques ou pour

1. Ann. de Poga, t. 114, 125 et 157.
2. Amtlicher Bericht aber die 31 dewische Nuaturforscher.
versammiung im Jahre 1854 et Nachgelassene Werke, p. 48 et 343.
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admettre de I'électricité de tension, mais qu'ils ne
se refusent pas a étre éleciriques ou a renfermer de
I'électricité de tension ». Mais une telle hypothése me
parait trop étrange pour que je puisse m'y rallier.

Cest pourquoi nous ne considérerons, dans la suite, le
pouvoir isolant imparfait que comme une circonstance
accessoire, qui peut avoir lieu en méme temps que
les actions diélectriques proprement dites, et de la
détermination de laquelle il n’est pas question actuel-
lement. Nous ferons, par conséquent, entiérement
abstraction des pertes d’électricilé qui en résultent et
nous ne porterons notre attention gque sur les actions
diélectriques des isolateurs.

§ 2.

Hypothéses possibles relativement a la polarisation intérieure
des isolateurs.

Pour expliquer les actions diélectrigues des isolateors,
et spéeialement de la couche qui se trouve entre les
deux armatures, il parait nécessaire d’admetire que les
forces exercées sur lintérieur de la couche par les
électricités qui se trouvent sur ces armatures, y
déterminent un état de polarité, qui peut alors 4 son
tour réagir sur les armatures. On peut se représenter
la formation de cette polarité de diverses maniéres.

D’abord, on peut s'imaginer que, tandis que le verre
n'est pas conducteur, il renferme pourtant de pelits
corpuscules qui sont un peu conducteurs., 11 se produit
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dans ces corpusculesr ¥ne—décomposilion par influence
des deux électricités, de sorte qu'ils se chargent délec-
tricité négalive du co6té de Yarmature électrisée posi-
tivement, et délectricité positive du cb6ié de Yautre
armature. Pour déterminer l'éiat électrique que pren-
drait un tel corpuscule conducteur, on ne doit pas
seulement prendre en considération l'effet immédiat de
I'éleciricité qui se trouve sur les armatures, mais encore
I'effet que les autres corpuscules, qui ont également
acquis une polarité électrique, exercent sur le premier.
Iin second lieu, on peut imaginer que ces corpuscules
alent déja une polarité électrique dans l'état naturel du
verre, avant qu'il subisse une action électrique exté-
rieure, mais que la=disposition de ces particules soit
tout a fait irréguliére, de sorte que les poéles positifs et
négalifs soient dirigés indifféremment dans tous les sens,
et que. par suite, ces particules ne puissent pas produire
un effet commun dans un sens déterminé. Mais si le verre
se trouve soumis 4 une force électrique, ces particules
se dirigeront de telle sorte que les poles positifs se tour-
nent d'une maniére prédominante d’'un co6ié, et les poles
négatifs de lautre, ce qui rend naturellement possible
une action commuue. Cette direction réguliére des parti-
cules sera d'autant plus compléte et plus générale que
la force électrique qui agit sera plus considérable.
Relativement aux forces qui agissent dans ce dernier
~cas, c'est-a-dire qui entrent en action lorsque les parti-
cules douées de polarité électrique, et d’abord disposées
irrégulicrement, acquiérent une disposition réguliére,
on peut de nouveau faire deux hypothéses différentes.
On peut admetire que la cohésion relient ces parlicules
dans leur position primitive, de telie sorte qu'il naisse,
de la rotalion d'une particule, une réaction élastique
qui tend a la remeitre dans sa position primitive, et
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que cette réaction, coditne-les autres forces élastiques,
croit avec la grandeur de la rotation. Ou bien on peut
admettre que la résistance que fa‘cohésion oppose a la
rotation des particules n'est qu'une résistance passive
de ]a nature d'un froftement considérable, de sor{e qu'il
n'en résulte aucune force qui tende & faire reprendre
aux particules leur position primitive. Dans ce cas, la
seule force tendant & produire cet effet, résulterait de
Taction électrique mutuelle des particules douées de
polarité électrique et orientées.

Outre ces hypothéses, il cn est encore une autre pos-
sible, qui a été faite par Maxwell, et qui a conduit ce
physicien a des conelusions trés intéressantes, dont il a
déja été fait mention; il en sera cncore question plus loin.

§ 3.

Choix d’une hypothése pour le caicul mathémalique.

Les données d’ohservation que nous possédons jus-
quicl ne me paraissent pas encore assez complétes et
assez siires pour établir une théorie entiérement certaine
de ce qui se passe sous I'influence des forces éleciriques
extérieures dans lintérieur de la couche interposée.
Néanmoins, dans la premiére édition de ce livre, parue
en 1807, jai cru nécessaire d’exposer, dans 'adoption
d’'une certaine hypothése, un caleul propre & fournir
une notion des aclions extérieures dues & une telle
polarité. Jai, pour cela, choisi 'hypothése quil se
irouve, dans lintérieur de la couche, des corpuscules
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un peu conducteurs, séparés. les uns des autres par
des intervalles non conducteurs, de sorte que l'élec-
tricité ne peut se mouvoir qu'a lintérieur des corpus-
cules jsolés, et ne peut passer d'un corpuscule a
Pautre.

Dans le cas de I'autre hypothése ci-dessus mentionnée,
d'aprés laquelle les corpuscules sont supposés polarisés
tout d’abord et ne sont orientés que par les forces qui
agissent sur eux, on peut aussi considérer comme
valables les résultats de la premiére hypothése, sil'on
admet en outre que, lors de la déviation des particules
de leurs positions primitives irréguliéres, il se produit
une réaction élastique proportionnelle 4 la déviation, et
si, en outre, on admet que, méme dans le cas des forces
agissantes les plus fortes qui puissent se présenter, les
déviations qui se produisent restent toujours trés petites
par rapport & celles qui devraient se produire pour que
les particules fussent orientées d'une maniére entiérement
régulicre. Il faudrait effectuer le calcul mathématique
d'une manicre un peu différente, si, au contraire, dans
cette seconde hypothése, on voulait admettre que la
résistance que présente la cohésion a la rotation des
particules, n'est que de la nature d'un fort frottement,
de sorte qu’il ne peut en résulter aucune force rotative
en sense inverse, et que, par suite,la seule force, qui tende
A ramener les particules dans les positions irréguliéres,
est celle qui est déterminée par l'action électrique réci-
proque des particules électriques polarisées.

Mosotti, qui a également fait un travail mathéma-
tique sur la maniére dont se comporte un milieu
diélectrique (Memorie di Mat. e di I'is. della Soc. ital.
delle Scienze in Modena, T. XXIV, p. 49), est parti
d’un autre point de vue encore. Il imagine chaque molé-
cule du milieu diélectrique entourée d'une atmosphére
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d'6ther, ot Véther tient lien d'un fluide électrique.
Cette atmosphére déther change de forme et de
position sous linfluence des forces électriques étran-
géres, et produit par la la polarité électrique de la
nolécule.

L’hypothése susmentionnée, que j'al adoptée pour le
calcul mathématique, est la méme que celle que Poisson
et Green ont choisie pour traiter mathématiquement le
magnétisme, et nous pouvons par suite utiliser pour nos
déterminations les équations fondamentales développées
par ces mathématiciens, en appliquant tout ce qui est
dit du fluide magnétique nord et sud & I'électricité
positive et négative. Il n'est donc pas inutile de pré-
senterici briévement la partie essentielle de ces dévelop-
pements.

§ 4.

Recherche des équations fondamentales de Poisson.

La fonction potenticlle extérieure d'un des corpus-
cules conducteurs, que nous admettons se trouver dans
Yintérieur du diélectrique et que nous considérons
comme trés petits, peut étre déterminée de la maniére
suivante, lorsqu'on les suppose devenus électriques par
influence, de sorte que leur surface est couverte d’une
couche électrique en partie positive, en partie négative.

Soit un point p de coordonnées «, ¥, z dans l'intérieur
du corpuscule, par cxemple, le centre de gravité de
Pespace qu'il occupe, et soient @ + &, v + n, 2+ ¢
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les coordonnées d'ua Pdint de sa surface. Considérons
ensuile un point p' de coordonnées &/, ¢, z' a lextérieur
du corpuscule ; désinons par » sa distance au point p
et par  sa distance au point de la surface; en négli-
geant les termes d’ordre supérieur, nous pouvons poser:

d
E 4o

d
71+d

N~

L.

LN~

1 2

Prenons maintenant an point de la surface un élé-
ment dw, et désignons par Ade 1o quantité d'électricité
qui se trouve sur cet ¢élément ; soit » ]a fonction poten-

tielle du corpuscule et %' sa valeur aun point p'; on
devra poser:

, hdw
u = )
rl
ou lintégration s'é¢lendra a la surface entiére du

corpuscule. Subshtuanta; l'expression précédente, il

1
vient :

1 1
1 I I p
W= f hide - %[ Ehdw + 5 f whde
5
+ -05’ L;}Ld(ﬂ .
La premictre intégrale du second membre est nulle,
puisque l'électricité distribuée par influence & la surface

du corpuscule consiste en électricité positive et néga-
tive, de {elle maniére que leur somme est nulle. Nous
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introduirons pour les trois autres intégrales, qui repré-
sentent les moments électriques, une notation particu-
liere ; nous écrirons :

a=f£_hdw; b=fzhdm; c=f§/ldh); (1)

I'équation précédente se transforme alors en :

1 1 1
d- d-  d-
T r r ()
u = ()xa—i——d?b—{——();c.

Prenons maintenant, au lieu ou se trouve le corpuscule
considéré, un élément de volume = ; nous pourrons en
déterminer comme suit la fonction potentielle. Repré-
sentons par Ndr le nombre de corpuscules conducteurs .
renfermés dans d-. Si ceux-ci différent entre eux, quant
a la grandeur, la forme et I'orientation de leurs dimen-
sions principales, les quantités a, &, ¢ auront des valeurs
différentes pour les divers corpuscules, soicnt a,, 8, ¢,
leurs valeurs moyennes. La fonction potentielle de
I'élément de volume est alors :

Oy 9y 9
?jal—*‘@‘bl-{'—acl Nd-

et si 'on pose, pour simplifier :
x=DNa,; P=Nb; 7=Nc, (3)

il vient :
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R E A
%a—*—@ﬁ—}—ﬁ}' df.

Pour obtenir la fonction potentielle du diélectrique
entier, en état de polarité, il faut intégrer cette expres-
sion par rapport & tout l'espace qu'il occupe. Nous
choisirons la lettre U pour désigner cette fonction
potentielle, et, si nous appelons U' sa valeur au point
p' de coordonnées ', ¥', 2, nous aurons l'équation :

1 1 1
r d; 0; d;

Il s’agit maintenant en outre de délerminer les quan-
tités o, B, y, ce qui exige que nous considérions les
quantités «, &, ¢, qui représentent les moments élec-
triques d'un des corpuscules. Ces moments sont
produits par la force & laquelle le corpuscule est soumis ;
il s’en suit que les composantes de cette force, que nous
désignons par X, Y, Z, doivent se trouver dans une
relation déterminée avec ces moments. Cette relation
dépend de la grandeur, de la forme et de l'orientation
du corpuscule, et il n'est, par suite, pas nécessaire
qu'elle soit trés simple ; cependant il est facile de
reconnalitre gue, si les composantes de la force crois-
saient toutes trois dans un méme rapport, les quantités
a, b, ¢, devraient croitre dans le méme rapport, d'ou il
suit que chacune de ces trois grandeurs est une fonction
homogéne du premier degré en X, Y, Z, et qu'on peut
former ainsi pour la premiére d’entre elles I'équation

a=eX + [Y + 9Z,
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dans laquelle les coeflicients e, /. o sont indépendants
de la forece. En vertu des équations (3), on peut tirer
aussitot de 14 I'équation suivante :

a=N X+ 1Y+ 9,2

dans laquelle e, f,, g,, sont les valeurs moyennes de
e, 1, g, pour les divers corpuscules qui se trouvent dans
le voisinage les uns des autres.

Mais on doit admettre que, dans un corps isotrope,
sl les corpuscules n'ont pas eux mémes une forme
identique dans toutes les directions, c'est-a-dire la
forme sphérique, ils sont au moins orientés si diffé-
remment que, pour chaque corpuscule, chaque direction
est également probable. Il s’en suit que les moments
relatifs 4 la direction « que peut déterminer dans
les divers corpuscules une force agissant suivant la
direction y, ont une valeur moyenne nulle, puisque
les moments positifs et les moments négatifs sont
£également probables, et on doit, par suite, poser: f, —
On peut dire la méme chose d'une force agissant suivant
la direction z, d'ou il résulte : g, == 0. Il ne reste done
dans la parenthése de l'équation précédente que le
premiecr terme, et si nous introduisons pour le produit
Ne, la simple notation », I'équation sera :

a = 7 X. ©)

- D'une maniére absolument semblable, on peut poser,
pour un corps isotrope :

B=unY; v=rZ. (Ba)

En ce qui concerne la force en vertu de laquelle les
corpuscules se polarisent, force dont nous avons désigné
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les composantes par X, Y, Z, elle provient cn partie de
I'électricité qui n'appartient pas au diélectrique et qui
se trouve n’importe ou, et en partie du diélectrique
lui-méme.

Si V représente la fonction potentielle de I'électricité
qui n‘appartient pas au diélectrique, les composantes
de la premiére partie de la force seront simplement :

_ov v v
dr’'  dy’ 03’

Pour déterminer ensuite les composantes de la
deuxiéme partie de la force, c'est-a-dire les compo-
santes de la force exercée sur le corpuscule par le
diélectrique qui P'environne, nous nous reporterons a la
fonction potentielle du diélectrique que nous avons
cousidérée plus haui. Puisqu'il s'agit ici de la valeur que
la fonetion potentielle a au point (&, ¥, %), nous per-
muterons, dans 'équation (4) qui détermine la fonction
potentielle du diélectrique au point (x', ¥, 2'), les
coordonnées avec accent avee les coordonndes sans
accent, en attribuant les coordonndes «’. ¥, 2" a un élé-
ment 4-', et en désignant par z, y, z, les coordonnées du
point pour lequel on détermine la fonction potentielle
Conformément a cette manicére de faire, nous emploierons
aussi Ia notation U au lien de U' pour la fonction poten-
tielle, et les notations o', £, /' au lieu de «, 3, y pour les
oefficients qui se trouvent dans le second membre et qui
se rapportent a I'élément d+'. L'équation devient ainsi:

o o
- 0.7: @+ (3_/' B 03" Y ) ds. )

En ce qui concerne la manitre dont on doit déduire
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de cette fonction potentielle, les composantes de la force
en question, il faut faire une remarque particuliére. Ces
composantes ne peuvent pas étre simplement repré-
sentées par:

_w U oy
dr’  dy' 0z’

Quand il est question de la force que subit un cor-
puscule conducteur, et qui cause une distribution inégale
de son électricité, on ne doit pas y comprendre la force
exercée par l'électricité méme du corpuscule. On doit,
par suite, retrancher de la fonction potentielle du
di¢lectrique, la partie qui provient de I'électricité du
corpuscule considéré. L'expression de U ci-dessus étant
une intégrale relative a l'espace, nous pouvons nous
fonder sur la considération suivante. L’espace occupé
par le diélectrique n'est, d'aprés, notre supposition,
rempli que partiellement par les corpuscules conduc-
teurs ; la partie restante consiste en interstices non
conducteurs. Mais on peut toujours s'imaginer que
Pespace entier est divisé en petits espaces, dont chacun -
contient un corpuscule conducteur et peut étrs pris
comme cette partie de l'espace entier, qui correspond &
ce corpuscule. Si maintenant on se figure que le
corpuscule pour lequel on doit déterminer la force est
enlevé, le petit espace qui lui correspond formera une
cavité, et c’est la force qui régne dans celleci qu’il
s'agit de déterminer. Pour exprimer les composantes de
la force, nous devrons, au lieu de l'intégrale (6) donnée
pour la fonction potentielle, employer une intégrale qui
ne comprend pas la petite cavité.

Quant & la forme de cette cavité, on peut se figurer
que pour les divers corpuscules conducteurs, les espaces
correspondants présentent des différences accidentelles,

7
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goit quant & la forme méme, soit quant a l'orien-
tation de leurs dimensions principales. Des différences
de cette nature entrainent aussi des différences dans la
force pour les diverses cavités. Mais dans notre déter-
mination, qui se rapporte a la force agissant en
moyenne, nous pouvons faire abstraction de ces écarts
accidentels, et nous y arriverons de la facon la plus
simple, en considérant la cavité comme sphérique.

Nous supposerons done, dans le di¢lectrique, un petit
espace limité par une sphére, et nous formerons la
fonction potentielle du di¢lectrique extérieur a cet
espace pour un point quelconque (x,- y, 3) se trouvant
dans cet espace. En nommant, comme jusqu'ici, U la
fonction potentielle du di¢lectrique entier, nous dési-
gnerons par U, la fonction potentielle du diélectrique
qui se trouve en dehors de la petite sphére. Alors les
composantes de la force en question seront représentées
par

_ 98, _ 19U, dy,
d’ ay ’ dz *

Pour pouvoir rechercher la relation entre U et U,
employons la notation U, pour désigner la fonetion
potentielle du diélectrique contenu dans la petite sphére,
fonction pour la détermination de laquelle nous avons &
effectuer l'intégration indiquée dans (6) pour le petit
espace sphérique. Alors nous pourrons poser

U,=U—1U,, {7)

et il s'agit simplement encore d’effectuer réellement le
calcul nécessaire 4 la détermination de U,.

Si T'on doit seulement étendre l'intégration indiquée
dans (8) & l'espace sphérigue supposé trés petif, on
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pourra considérer comme constantes les quantités
«, B, 7', et leur attribuer les valeurs qui conviennent
au point (», ¥y, 2) situé a lintérieur de la sphére,
valeurs que nous désignons par «, {3, y. En consé-
quence, nous pouvons faire sortir ces quantités du signe
intégral, et écrire I'équation :

o=
U, — —rdr-}-pf dr—{—'rfd—;-dr. (8)

Mais maintenant, en vertu de I'équation

r=V\@— TP+ 1y —yr+E— 27

on doit poser :

PE P
r____7r
dx' ox’

et si l'on introduit cette valeur dans la premiére inté-
grale, on peut indiquer en dehors du signe d'intégration
la différentiation par rapport a «, (quantité indépen-
dante de la position de 'élément d<), et poser ainsi :

1
O% o __ 0 rar
0w T T owd v

Pour les deux autres directions des coordonnées, on
a des équations correspondantes; par 1a, I'équation (8)
se transforme en :

tum G [
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L'intégrale qui se présentc encore ici se trouve aisé-
ment , et peut méme étre supposée connue, puisqu’elle
n’est pas autre chose que la fonction potentielle d’une
sphére homogéne de densité 1 pour un point intérieur.
Désignons par x,, %,, %, les coordonnées du centre de
la sphére et par », son rayon ; nous obtenons*

- .d?T =2m) )t — e — 2 + (y — vt + (2 — 2]

De 13 résulte ensuite :

dr 4 0 dr 4w
e L A= T
ddzfd‘r:_g(z—zu\i

et I'équation (9) se transforme en
4
Up= 5 [2le— ) + 2y — ¥ + 7 (& — 5)], (10)
en substituant cette valeur dans (7), on obtient :
4m
U,=0 -3 [1(x_wo) + @ (y—yo)—}—y(z—zo\]. (11)

Comme le rayon », n'entre pas dans cette expression,
il en résulte qu'il n’est pas nécessaire, pour la détermi-
nation de U,, de connaitre la grandeur de l'espace
correspondant 4 un corpuscule conducteur unique.

1. Voir mon ouvrage sur la fonction potentielle, § 34, équation
(125a), dans laquelle on remplace A par r, et l'on fait @ = 0.
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En différentiant I'équation précédente, nous obte-
nons :

Q& 0Uu 4n
oz ox 3

du, dU  4m
W Ty s 13
0U, _ 90U _ 4r

\ dz  dz 3 7

Revenons maintenant aux équations qui déterminent
les composantes de la force entiére qui agit sur le
corpuscule conducteur, savoir :

et remplacons les derniers coefficients différentiels par
les valeurs données dans (12) ; il vient :

_ AV 4U) | 4r
X= 0 + 3
(V4 U) | 4m
Y——T-i— 33_ (13)
AL £

Nous allons maintenant faire usage de ces expressions
des composantes de la force dans les équations (5) et (5;)-
L'équation (5 se transforme en :

0(V-+4TU 4
o (G 4 ),
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d’ou l'on tire :

_ n 9 (V4 1)
o = ) e oz . (14)
—5‘ 7
Nous ferons, pour simplifier :
k4| 4
= ——. 1i
E . ye (15)

Formant alors en méme temps les équations corres-

pondantes pour les deux autres directions coordonnées,
nous obtiendrons :

e — g2V A0
ox
AV +U
B———E—dy—— (16)
0

Aprés avoir ainsi déterminé les quantités «, B, 7.
nous substituerons leurs valeurs dans I'équation (4), et
nous obtiendrons :

1

P 01
v (sl 2v+v’s vty
- ox oz dy Oy

P 1
d(V+1U) " p
+ dZ - "a-z“ dT. (17)
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Employant ici, pour abréger, le signe sommaftoire
introduit au chapitre I, § 11, nous pourrons écrive :

Q.;
ﬁlr—d

(174)

~—{d* EZ V+U

Telle est I'équation qui sert & la détermination de la
fonction potentielle U du diélectrique, telle qu'elle
résulte des recherches de Poisson sur le magnétisme
et des recherches concordantes de Green.

En ce qui concerne la quantité E qui se présente ici,
sa valeur peut varier enire 0 et oo suivant la nature du
diélectrique. La valeur 0 convient aux substances qui
sont absolument non conductrices et qui, par suite, ne
peuvenf admettre aucune polarité par influence; la
valeur co convient aux substances tout-a-fait conduc-
trices, Pour des substances telles que celles que nous
avons prises comme diélectriques, c'est-a-dire consti-
tuées en partie de corpuscules conducteurs, en partie
d'interstices non conducteurs, on peut établir une
relation entre les quantités désignées par » et E et
l'espace rempli par les corpuscules conducteurs, tout au
moins pour le cas ou l'on suppose les corpuscules
sphériques. En effet, si cet espace est une fraction g
de l'espace total occupé par le diélectrique, on a pour
n I'équation :

d’'ol résulte, en vertu de (15), I'expression suivante de E:
E=— (19)

4T {1 —g)
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§ b.

Formes variées de ’équation obienue.

On peut transformer de différentes maniéres I'équa-
tion (17) obtenue dans le paragraphe précédent.

Si I'on considére d'abord le premier seulement des
termes qui se trouvent dans la parenthése, on peut
POSer :

E

av v ? (Ea(v+U))_; 0 (Ed(V+U)) 20)
ox dx ox dx rox dx )V
Cette expression doit étre multipliée par dr, puis
intégrée pour tout l'espace occupé par le diélectrique.
Si on remplace dr par dxdydz, on peut effectuer
I'intégration en 2 dans le premier des termes du second

membre, et il vient :

S5 E500) deavas=f 15555,

—(?_d—‘%)l] dydz, 21)

ou les indices 1 et 2 expriment que, pour les expres-
sions qui se trouvent dans la parenthése, il faut prendre
les valeurs qui correspondent aux lieux ou une paralléle
alaxe des z, et dont les autres coordonnées sont ¥ et z,
coupe la surface qui limite le diélectrique. Si cette
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droite coupait la surface plus de deux fois, et elle ne
pourrait en tout cas le faire quun nombre pair de
fois, il faudrait, & raison de ce fait, introduire plus
de termes dans le second membre.

Désignons maintenant par dew, 1'élément découpé,
dans la surface du diélectrique, par un prisme infini-
ment mince de section dy dz situé le long de la paral-
léle z, au lieu indiqué par l'indice 1 ; on a alors :

dy dz = cos 1 dw,,

ou 2 est I'angle que fait avec l'axe des # la normale a
I'élément dw, dirigée vers I'intérieur. Mais en désignant

par =, la normale, on peut écrire :

ox
cosl:d—":,

Téquation précédente devient par 14 :

dox

I doo1

dy ds =

Pour le lieu indiqué par lindice 2, I'équation corres-
pondante est, sil'on remarque que la direction positive
de I'axe des # n’y est pas dirigée vers lintérieur, mais

bien vers lextérieur :

. dx
dy dz = — o, dw,.

Par la substitution de ces valeurs, I’équation (21) se
transforme en :

o(V-4-T) d.x;

fffda;(E dm;:;U)dwdydz /E Ere dw,
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olu, dans le second membre, l'intégration doit éire effec-
tuée pour la surface totale qui limite le diélectrique.

Si nous revenons maintenant & l'équation (20), qui
doit étre multipliée par dr puis intégrée, nous obtenons
Péquation suivante, en substituant la valeur qui précéde:

dx dx  on
(10 ( a(v+m)d
7 0% dx

On a des équations semblables pour les directions
des y et des 2. Sion fait la somme de ces trois équa-
tions, et si on change le signe de I'équation ainsi obtenue,
le premier membre est égal & U' en vertu de (17).
Dans le second membre, nous pouvens poser sous le
premier signe d'intégration :

IEMH—U) __fEd(V-{—U)dxdm

OV 4+ Uiz , IV+U)dy  IVH+T)ds _ VT,
dx  dn dy  on oz odn  on ’

sous le second signe intégral, nous pouvons indiquer
la somme par l'cmploi du signe sommatoire, et nous
obtenons :

U'—f?" V+T), [ de( Vd';U)dr. (22)

Il résulte de cette équation que l'on peut considérer
la fonction potentielle du diélectrique comme la fonc-
tion potentielle d’'une quantité d'électricité qui se trouve
en partie & la surface du diélectrique, en partie répan-
due d'une maniére continue dans l'espace qu’il occupe ;
la densité superficielle étant :
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LI VHU
on

et la densité par rapport a l'espace

25 (=55

Mais puisque, d'autre part, pour I'électricité distri-
buée de cette maniére, et dont U est 4 considérer comme
la fonction potentielle, la densité superficielle peut se

(___)
dn —

1 (fLU) —
4T an +0

et la densité par rapport 4 'espace par:

1

— AU,

on obtient les équations :
U U . 0 (V -+ 1)
d—n)+0 — (%)_0 ——4rp 20 g

AU——4-:Z() ( ‘“V;“m) (24)

Si le diélectrique est homogéne, et si, par suite, E est
constant, la derniére équation se simplifie et devient

AU = —4zE o { S;—U=—4nEAW+U); (25)

on peut aussi lui donner la forme suivante :
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47E

AU=—1+471'E

AV. (254)

Si, en outre, on suppose que l'électricité qui n’appar-
tient pas au diélectrique, et dont V est la fonction
potentielle, se trouve entiérement en dehors du diélec-
trique, on aura partout a l'intérieur de celui-ci AV =0

et, par suite, aussi AU = 0. Dans ces hypothéses,
P'équation (22) prend la forme simple suivante :
_Efld(V+U)d 26)

Une autre transformation de l'équation (17) peut
s’obtenir en posant

' 1
9>
J(V4U) » 0
E =z~ oz [(V+U) —V+0) ax< ax>

Si I'on procéde avec cette équation, ainsi qu'on l'a fait
ci-dessus avec I'équation (20), on obtient :

U= J-(V-}-U)) dm+f(v+UZd< >dr.

ou, sous une autre forme :

fE(V—{—L A +J.E(V+U)A’17dr

]
+ f«v + 0y d; 5 4 (7)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 109 —

Or l'intégrale :
1
fE(V+ U)A - dr

peut se déterminer de suite. Si le point (2, ¥, '), 4
partir duquel on mesure la distance » et pour lequel U
a la valeur U, se trouve en dehors du diélectrique, il

vient A ; = 0, et l'intégrale est également nulle. Si, au

contraire, ce point est a lintérieur du diélectrique,
on a:

fE(V+U)A}'dr=—41rE'(V'—l-U’)

ou E' (V' + U’) doit représenter la valeur de E (V + U)
au point (z', ¥, 2)'. D’aprés cela, I'équation (27) donne
pour un point situé en dehors du diélectrique :

1
9=
f V+U~dm+ (V+U)ZlaEdr, (28)

dx 0w
et pour point situé a 'intérieur :
0 -
U = —47E (V' + U) +f V—i—U)——dm

+f(v + 1) ’"d,E_ de. (28

1. Voyez mon livre « La fonction potentielle et le potentiel », 3¢
édition, § 41, équation (149).
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Si le diélectrique est homogeéne, et si, par suite, E est
constant, on obtient, pour le cas du point situé a I'exté-
rieur :

ol
- A
U~Ef(V+U)0ndw | (29)
et pour le cas du point situé a I'intérieur :

1
7=
U'= — 4zE (V' 4+ U) + Ef(V + U)ggdw. (292)

8 6.

Application des équations obtenues
aux carreaux de Franklin et aux bouteilles de Leyde.

Dans mon article publié en 1867, j'ai fait usage de
Péquation (29) pour déterminer la relation entre les
quantités d’électricité qui se trouvent sur les armatures
d'un carreau de Franklin on d'une bouteille de Leyde,
et la différence de niveau potentiel qui en résulte ; je
reproduirai également ici ces calculs.

Pour plus de simplicité, supposors d’abord un carreau
de Franklin muni d’armatures circulaires. Le plateau
de verre & faces paralléles qui sépare les deux arma-
tures est le corps & considérer ; il est inutile que nous

1. Voir ma collection de mémoires, t. II, Paris, E. Lacroix,
Addition au Mémoire X.
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envisagions le plateau tout entier, et nous pouvons
nous borner & en considérer la partie circulaire qui est
entre les armatures; car la partie qui dépasse et qui
forme le bord libre, ne subira par la charge des arma-
tures qu'une modification trés faible de son état
intérieur, et, par conséquent, ne contribuera que trés
peu a4 changer la valear de la fonction potentielle U.
La surface & laquelle doit s'étendre l'intégration est
donc celle d'un cylindre a bases circulaires et d’'une
faible hauteur.

Le point ', pour lequel nous avons 4 déterminer
d’abord la valeur de U, désignée par U', sera choisi de la
mani¢re suivante. Imaginons une normale élevée vers
I'extérieur au centre du cercle sur lequel se trouve
larmature A, plagons p' sur cette normale, et tellement
pres du cercle que sa distance a celui-ci soit infiniment
petite relativement aux dimensions du plateau. Le
point p' ainsi déterminé se nommera simplement le
milieu de l'armature A.

Afin d’effectuer l'intégration indiquée dans l'équation
(29), et relative 4 la surface du cylindre de verre, nous
pourrons partager cette surface en trois parties: 1° le
cercle qui est recouvert de l'armature A, 2° le cercle
opposé qui est recouvert par l'armature B, 3°la surface
latérale du cylindre.

Pour les deux cercles, l'intégration est trés facile a
effectuer, parce que, sur chacune des armatures, la
fonction potentielle totale, représentée par la somme
V -} U, doit avoir une valeur constante.

Pour effectuer le calcul relativement au cercle recou-
vert de I'armature A, nous supposerons d’abord que le
point #', au lieu d’étre infiniment voisin de la surface,
soit & une distance arbitraire [ de celle-ci, sur la partie
extérieure de la normale élevée au centre. Imaginons
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maintenant, en un aufre point quelconque du cercle,
distant du centre d'une quantité p, une normale élevée
4 sa surface et pénétrant dans le verre d'une quantité ».
En représentant par + la distance de I'extrémité de cette
normale au point ', on aura :

r =V FE AR

IYou résulte :

3|

d

0

)__ l4+n
[* 4+ )7

N

3
2

Si l'on pose n = 0, comme on doit le faire quand le
coeflicient différentiel est relatif & la surface du verre,

il viendra :
9 G«) l

(Pz + lz) 2

Représentons actuellement par K la valeur constante
qu'a la somme V -4 U sur ce cercle, et nommons a le
rayon de celui-ci; nous obtiendrons, pour la partie de
I'intégrale relative 4 ce cercle, et que nous distingue-
rons de lintégrale totale en affectant de lindice 1
I'6lément de surface dw qui se trouve sous le signe :

1 a
(;) _ledo
VAU dn =28 ) eyp

=2 (1 - =)
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Imaginons maintenant, comme nous l'avons dit plus
haut, que le point p', que nous avons pris a une distance
arbitraire { de la surface, se rapproche de celle-ci de
telle sorte que ! devienne infiniment petit relativement
aux dimensions du plateau; I'équation précédente
deviendra alors :

a(3)
f(V-}—U) on dw, = — 2rK. (30)

Formons de la méme maniére la seconde partie de
lintégrale, qui est relative au cercle recouvert de
JYarmature B, et choisissons immédiatement le point
p' inflniment voisin de la surface du premier cercle.
En un point du second, distant du centre de la quantité
p, élevons-lui une normale qui pénétre dans le verre
de la quantité n; nous aurons, en désignant par » la
distance de I'extrémité de 1a normale au point ', et par
¢ celle des deux cercles, I'équation :

r=1y 92+(C_n)2’

d’ou résulte :

() e

[t - (¢ — mp] ¥

ou, si nous posons n = 0 dans cette expression, afin
gu’elle se rapporte 4 la surface méme du cercle :

) _

on (*+ ¢ :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 114 —

Soit K, la valeur constante qu'a la somme V 4+ U sur
ce cercle ; nous obtiendrons, pour la seconde partie de
Iintégrale, que nous distinguerons de I'intégrale totale
en affectant de 'indice 2 1'élément dw, 1'expression :

2 (;) F_epdp
(V+10 on dwz = 2"K1 (Pz + ¢y %
0
- C
= 27K, (1 —mﬁ‘cz)-

Si I'on développe cette expression suivant les puissances’
de g, et que l'on néglige les termes d’ordre supérieur,
il vient :

()

f(v +U) 377 d, = 27K, (1 —g) (31)

Nous avons enfin a considérer encore la surface laté-
rale du cylindre. En un point de cette surface, distant de
la quantité 2z de la circonférence du premier cercle,
imaginons une normale de longueur =, élevée vers l'in-
térieur ; la distance » de son extrémité au point p' sera
déterminée par l'équation :

d’ol résulte :
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ou, enposant n = 0 :

oG) .

.

w,
.

La valeur de la somme V 4 U n'est pas partout la
méme sur la surface du cylindre, mais varie le long
d'une génératrice. Si la distance ¢ des deux cercles est
faible relativement 4 leur rayon a, on peut admettre
avec une grande approximation que la valeur de la
somme V + U varie uniformément le long d'une géné-
ratrice ; et lon pourra par comséquent poser, pour
un point distant de la premiére circonférence de la
quantité z :

K, — K

D'aprés cela, on obtiendra, pour la partie de l'intégrale
relative & la surface latérale du cylindre, dans laquelle
nous affecterons dw de l'indice 3 :

1 ¢
f(v+ U)O—S,}:—)dw3=2naf (K+K1_ZK”)L‘”

2
[

o (a®+2?)
2ra T ¢ VETE =
Vm[Ka_HKl—K)—__c—_ :

En développant cette expression suivant les puis-
C s 3: > :
sances de 2 et négligeant les termes d’ordre supérieur,

elle devient :
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1
f<V+U)dg;)

Réunissant les trois parties de l'intégrale données
par les expressions (30, (31) et (32), nous obtiendrons :

do, =7 (K+K)Z.  (32)

fV+Ud( ) w-——2nK+2r;K,(1—%>+n(K+Kl)§,

ou bien :

)

-f(v+U)de= 2r (K, — K) (1 —gg). (33)

La valeur de cette intégrale, substituée dans I'équa-
tion (29), donnera :

U—27rE(K—K)( gg) (34)

Il sera bon d’introduire ici quelques changements de
notation. Comme nous n'aurons a considérer les fonc-
tions potentielles V et U que pour le milieu des deux
armatures, nous désignerons simplement par V et U les
valeurs des fonctions potentielles pour le milieu de
I'armatare A, et par V, et U, leurs valeurs pour le
milieu de 'armature B. Nous aurons donc & poser :

K=V+40U,
K1=V1+U1,

et en méme temps, comme le point p' doit se trouver au
milieu de I'armature A :
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U =T.

Par la, I'équation (34) devient :
U — 21K (V, +U,—V—U)(1 —%g). (35)

Afin d’obtenir 1'équation correspondante pour le cas
ou le point p' se trouve aun milien de l'armature B, il
suffira d'intervertir les lettres avec et sans indices dans
I’équation précédente, ce qui donnera :

Ul=2nEtV+U——V1-—-U1)( —gg). (36)

En soustrayant ces deux équations I'une de l'autre,
on obtient :

U—U,——4E(VA+U—V, —T,) (1 —%%),

d’oir résulte I'équation qui sert & déterminer la différence
de niveau potentiel U — U, et qui, en négligeant les
termes d’ordre supérieur, peut s'écrire sous la forme
suivante :

U—U,=—

4R ( 1

— e , )(v—v,). 57)

I ¢
2(1+4nE) a

Nous ferons usage, par la suite, de cette équation.

Nous avons encore une remarque essentielle a faire.
La différence V — V, qui entre dans cette équation, n’a
pas, pour un carreau de Franklin chargé, exactement la
méme valeur que celle qu'on obtiendrait dans le cas ou
les deux armatures seraient chargées des mémes quan-
tités d’électricité, mais ot le verre n’aurait acquis aucune
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polarité électrique. Cette polarité produit en effet, sur
les armatures, une disposition de 1'électricité un peu
différente de celle qu’elle prendrait sans cette polarité.
Mais cette différence ne peut étre que trés faible.

En effet, dans le cas méme ou le verre agirait sim-
plement comme isolant, I'électriciié se répandrait sur
les deux faces d’'une maniére tellement uniforme, qu'a
I'exception des points qui sont dans le voisinage immé-
diat du bord, la densité en un point quelcongue ne
différerait de la densité moyenne que d’une quantité

de l'ordre g par rapport 4 la densité totale. Or, la pola-

rité du verre ne peut produire d’autre effet que de
répandre I'électricité sur les armatures plus uniformé-
ment encore que cela n’aurait lieu sans cette polarité ;
les modifications qui en résultent dans la densité ne

peuvent donc étre que des quantités de l'ordre Z- La

modification que ces petits changements de distri-
bution de I'électricité occasionnent dans la différence
de niveau potentiel V — V| ne pourra donc étre qu'une

quanfilé du méme ordre, & savoir de l‘ordreg relati-
vement a sa valeur totale.

Dans les calculs qui précédent, nous avons tenu
compte des termes du premier ordre en(—(; dans les

développements en série, et nous avons négligé les
termes d'ordre supérieur. Mais, si nous nous contentons
d’'un moindre degré d’exactitude, et sinous négligeons
également les termes du premier ordre, nous pourrons
regarder la valeur de V— V  dans I'équation ainsi sim-
plifiée comme concordant avec celle que 'on obtiendrait
au moyen des mémes quantités d’électricité, sans pola-
rité électrique du verre.
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LEn outre, on peut dire que cette équation, ainsi sim-
plifiée, ne s'applique pas seulement a un carreau de
Franklin & armatures circulaires, mais encore a ceux
dont les armatures ont une autre forme, ainsi qu'aux
bouteilles de Leyde. On voit en effet, par les calculs
précédents, que les termes relatifs a la circonférence, et
qui dépendent seuls de la forme circulaire que nous avons

admise, sont de l'ordre Ec; et I'on peut dire en général
que les termes qui dépendent de la forme des arma-

¢ .
tures sont de l'ordre 7, cn représentant pars lasuper-
Ay

ficie des armatures. Pour ce qui regarde les termes
qui dépendent de la courbure des faces, ils ne pourront

A L] c
non plus étre que de l'ordre —=, pourvu que les cour-
S

bures ne soient pas tellement fortes que les rayons de
courbure deviennent trés petits par rapport a 1s. Il

résulte de 14, qu'en négligeant les termes de I'ordre 'Vc—;’

on ‘ohtient une équation qui est indépendante de la
forme et de la courbure des armatures.
L’équation (37), ainsi simplifiée, prend la forme :

—_— (V— V). (38)

Nous pouvons immédiatement joindre 4 cette équation
celle qui exprime la différence totale de niveau potentiel
existant réellement entre les deux. armatures. La
fonction potenticlle totale de toutes les quantités d'élec-
tricité décomposée (aussi bien de celles qui se trouvent
sur les armatures que de celles qui se trouvent sur les
particules de verre polarisées) est, & l'intérieur de la
premiére armature, V- U, et, & I'intérieur de la seconde,
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V. 4+ U, ; la différence totale de niveaun potentiel entre
les deux armatures scra done V 4- U — V, — U,. Nous
obtiendrons cette quantité en ajoutant V—V, aux deux
membres de P'équation précédente, ce qui donnera

1

V+U—V1—Ul=—l—m

V—V,). (39

Cette équation exprime que la différence de niveau
potentiel, qui surgit dans la charge d'un carreau de
Franklin ou d’'une bouteille de Leyde, est plus petite,

1 . )
dans le rapport de T - 402 1, que celle que l'on

obtiendrait en employant les mémes quantités d’élec-
tricité, si le verre n'acquérait aucune polarité, mais
agissait simplement comme isolant.

On peut encore transformer les deux équations précé-
dentes en introduisant dans le second membre, au lieu
de V — V,, une des quantités d'électricité considérées.
Pour le degré d’exactitude dont nous nous contentons,
nous pouvons regarder les quantités d’électricité qui se
trouvent sur les deux armatures comme égales entre
elles en valeur absolue, et par suite, les représenter
par Q et — Q. Pour déterminer Q nous emploierons
T'équation suivante, qui correspond 4 la premiére des
équations (38) du chapitre précédent, si I'on y néglige
d vis-4-vis de 1, ainsi que le terme qui ne renferme pas ¢
au dénominateur ;

S
Q= - (V—V). (40)

Au moyen de cette équation, les deux précédentes se
changent en :
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4mc  4ATE
U~y — _ 47c 4mE
U, s 14amE ¥ (41)
' 4me 1
VU= Vi—Ui="F s @ @?)

§17.

Equations complétes
pour les deux armatures d’une houteille de Leyde.

Aprés avoir déterminé dans le paragraphe précédent
la relation enfre la différence de niveau potentiel
V -+ U —V,— U, et les quantités d’électricité qui se
trouvent sur les armatures, en négligeant la petite
différence qui existe entre les valeurs absolues de. ces
deux quaniités d’électricité, nous pouvons également
former les expressions complétes des quantités d'élec-
tricité, dans lesquelles en réalité quelques constantes
restent indéterminées, mais qui correspondent entiére-
ment aux expressions que nous avons établies 4 la
fin du chapitre précédent, dans le cas ou la couche qui
sépare les armatures est considérée comme un simple
isolateur.

Désignons, comme alors, par F et G les valeurs de la
fonction potentielle totale sur l'armature intéricure et
sur 'extérieure, en posant:

V4+U=F et V,+U,=G; (43)
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désignons, en outre, par M et N les quantités d’élec-
tricité qui se trouvent sur les deux armatures; entre
les quantités F, G, M et N, doivent en tout cas subsister
les équations (30) obtenues au chapitre précédent :

M—=a({F — G) + aF
(44)
N = a (G — F) 4 8G.

Ces équations sont, en effet, valables pour deux corps
conducteurs quelconques, dans le voisinage desquels
peuvent se trouver d’autres corps conducteurs quelcon-
ques, qui sont en communication avec le sol, ou qui,
s'ils sont isolés, ne regoivent pas d'électricité du dehors,
Cette derniére condition de ne recevoir du dehors
aucune électricité est remplie pour les corpuscules
conducteurs qui se trouvent dans lintérieur du verre,
et la présence de ces corpuscules ne peut donc détruire
la validité des équations.

Quant aux constantes qui se présentent dans les
équations, la quantité a a été représentée dans le
chapitre précédent par I'expression suivante :

s .
’a=4_ﬁé(1+a>1

pour le cas ou un simple isolateur se trouve entre les
armatures ; ¢ est une quantité dont la valeur n’est pas
la méme pour toutes les bouteilles, mais qui est en tout
cas toujours trés petite vis & vis de 'unité. Nous devons
maintenant modifler un peu cette expression dans le
cas ou un diélectrique se trouve entre les armatures,
c’est-a-dire que nous devons, ainsi gu’on le reconnait
de suite par l'équation (42) domnnée au paragraphe

. S s
précédent, remplacer la quantité Imo P 1o (14 47E),
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tandis que nous pouvons conserver simplement ¢ comme
une quantité indéterminée, mais petite vis-a-vis de
I'unité. L’expression de @ prend ainsi la forme ci-apreés :

a=4—i—c(1+4nE)(1+a). (45)

D'aprés cela, nous obtenons les équations suivantes
pour une bouteille de Leyde :

M=%}(1+4nE)(1+3)(F—G)—{—aF
(46)
N = ;- (14 47B) (1 4 3) (6 —F) + G,

au lieu des équations (38), données dans le chapitre
précédent.

On peut répéter ici ce qui a été dit, au § 7 du méme
chapitre, sur la signification des constantes « et £,
c’est-a-dire que celles-ci représentent les guantités

d’électricité, que l'on devrait communiquer aux arma-
“tures de la bouteille, si on voulait les charger toules
deux au niveau potentiel commun 1.

Pour rendre les éguations ci-dessus plus commodes
dans l'application, nous introduisons de nouveau une
notation plus simple, comme dans le § 8 du chapitre
précédent. Faisons en effet :

4nc

T e )

7 =

alors ces équations deviendront, comme les équations
(40) du chapitre précédent :
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M=§-(F—G)+aF

(48)
—=2(@—F) + fo.

En outre, pour traiter le cas spécial qui se présente
trés souvent, ou l'armature extérieure est en commu-
nication conductrice avec le sol et ou, par suite, G = 0,
nous introduirons, outre la lettre grecque =, le caractére

latin %, dont la signification sera déterminée par
T'équation :

x| @»
I
X|®
+
)
™
L

d’ou il résulte :

B % _ 4e

e 0

1+<z— (l+4‘n‘E)(1+8)+u.——

Par 1a les équations (48) prennent de nouveau la
forme (44) du chapitre précédent, savoir :

M= E(F‘-G)—{—a(}

||

(% ) (G — F) + 86,

qui deviconent, dans le cas ci-dessus mentionné, ou
G=0:
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M=3F

x|«

(52)
N=— (% — a) F.

On voit ainsi que les équations qui expriment les
relations entre les quantités F, G, M et N ont la méme
forme pour une bouteille de Leyde, dans laquelle un
diélectrique se trouve entre les armatures, que pour une
bouteille de Leyde, dans laquelle elles sont séparées
par un simple isolateur ; la différence réside uniquement
dans les valeurs différentes des constantes qui se
présentent dans les équations.

§ 8.
Théorie des diélectriques, d’aprés Helmholiz et Maxwell.

Quoique les développements qui précéde soient déja
suflisants pour les applications 4 traiter dans le chapitre
suivant, il ne sera pas sans intérét de communiquer,
comme annexe, les extensions dues a4 Helmholtz et
Maxwell des équations relatives aux diélectriques.

Dans son beau mémoire bien connu « Suy le mouve-
ment de Uélectricilé dans des conducleurs aw repos »,
qui parut' quelques années aprés ma mnote sur les
diélectriques ci-dessus reproduite, Helmholtz a appliqué,

1. Journal de Borchardt, t. 72, 1870.
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tout comme je lai fait, aux diélectriques le méme
procédé que celui par lequel Poisson a essayé de
déduire la maniére dont se comportent des corps magné-
tiques sous l'influence de forces magnétiques.

Maxwell a exposé une idée entiérement neuve rela-
tive, non seulement & la maniére dont se comportent
les corps diélectriques, mais aussi & toute l'essence de
Télectricité ; il en avait déja communiqué les points prin-
cipaux dans un mémoire paru en 1865°, et il en a donné
le développement complet dans son important ouvrage
publié en 1873 « A Treatise of Electricity and Magne~
tism ».

Maxwell considére [D'électricité comme un fluide
incompressible qui remplit tout 'espace. Silon se figure
qu’'un corps est chargé, en outre, d'une quantité d'élec-
tricité qui lul est communiquée en particulier, I'élec-
tricit¢ du milieu ambiant est par 1a refoulée vers
I'extéricur, de sorte que, dans chaque partic de I'espace,
il existe simplement la méme quantité d'électricité
quauparavant, c’est-a-dire, que lorsque le corps était
encore non électrisé. Mais du refoulement de 'électricité
du milieu résulte une réaction élastique, qui tend a rame-
ner les particules d’électricité dans leurs positions primi-
tives. Maxwell explique, par cette élasticité électrique du
milieu, les forces qu'exercent les uns sur les autres les
corps électrisés. D'aprés lui, les divers milieux diélec-
triques se distinguent les uns des autres en ce que leurs
coefficients d'élasticilé électrique sont différents.

Malgré cette différence de notion fondamentale, les
équations, auxquelles Maxwell parvient, concordent
cependant tout-a-fait avec celles usitées autrefois, et
cela a lieu spécialement aussi pour les équations

1. Philosophical Transactions for 1863, p. 459.
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relatives aux diélectriques ; on doit seulement attribuer,
aux constantes qui interviennent dans les équations, les
significations correspondantes a la maniére de voir de
Maxwell.

Il définit une quantité fondamentale, qu'il nomme,
d’aprés Faraday, the Specific Inductive Capacity of the
dielectric medium, et qu’il désigne par K, comme étant
le rapport de la capacité d'un accumulateur, qui a
comme couche isolante le-.diélectrique en question, &
celle d'un accumulateur de méme forme et de méme
grandeur qui a de l'air comme couche isolante. Maxwell
admet, par 13, que la densité de l'air n’a pas d’influence
sensible sur la capacité d'nn accumulateur. Si I'on ne
veut pas faire cette hypothése, qui n'est qu'approxima-
tivement exacte, et si I'on veut aussi considérer les
petits écarts, qui peuvent étre causés par des densités
différentes de l'air, il vaut mieux se figurer que,
dans laccumulateur choisi pour la comparaison,
lintervalle n’est pas rempli dair, mais bien qu’il est
exempt de toute masse pondérable et occupé par
P’éther. Cette quantité K se trouve dans la relation
suivante avec son coeflicient d'élasticité électrique
désigné par p :

Pour déduire la relation de cette grandeur K avee la
grandeur E employée dans le paragraphe précédent, il
nous suffira de comparer les résultats des calculs que
nous y avons effectués, avec la définition donnée par
Maxwell. En vertu de (40) et (42), nous devons poser,
pour un carreau de Franklin ou une houteille de
Leyde:
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S
Q=i VW
S
Q={(1+4rE) iro V4+U—V, —1).

La quantité V -— V| représente ici la différence de
niveau potentiel, qui aurait lieu entre les deux arma-
tures chargées des quantités d’électricité -+ Q et — Q,
si la couche interposée ne contenait aucune matiére
pondérable; etla quantité V+ U — V, — U, la diffé-
rence de niveau potentiel qui se produit avec le con-
cours de la matiére pondérable contenue dans cette
couche. Les facteurs qui se trouvent devanti les paren-
théses expriment donc dans les deux cas les capacités
correspondantes de l'accumulateur ; et, en posant le
rapport de ces facteurs égal & K, nous obtenons :

K =1+ 4zE. (53)

Substituant & E Yexpression (19) que nous avons
déduite au § 4 dans certaines hypothéses, il vient :

1429

K= T—y

(54)

Dans la recherche des équations relatives aux
milieux diélectriques, on peut considérer aussi I'espace,
exempt de matiere pondérable et ne contenant que de
I'éther, comme étant un diélectrique, pour lequel la
capacité spécifique inductive de Maxwell a la valeur
particuliére 1, et les quantités E et g, 1a valeur 0.

On peut de méme déduire, des éguations précédentes,
celles qui ont lieu pour le cas ol I'on donne plusieurs
diélectriques de nature différente se limitant les uns
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les autres ; nous ferons connaitre aussi les formes que
Helmholtz et Maxwell ont données aux équations dans
ce cas général.

Soient donnés d’abord deux milieux diélectriques se
limitant I'un l'autre, pour lesquels E a les valeurs E, et
E,, et qui se sont polarisés électriquement sous
Iinfluence d'électricilés données, et en méme temps
sous leur influence réciproque ; il s'agit, de déterminer,
dans ces conditions, les fonctions potentielles U, et U,
des deux milieux. Nous utiliserons pour cela les
équations (22), mais nons devrons prendre garde 4
cette circonstance que, outre les électricités données
dont la fonction potentielle est V, chacun des milieux
agit sur l'autre. Nous avons donc a poser, a la place de
Vv,V + U, ,lorsqu'il s'agit du premier milieu, etV 4 U,
pour le second. Nous obtenons, d'aprés cela, les deux
équations :

. fE VU, +U)
U= [ S e,

IO [, O(VA+ T, + U
+fr2%(hl ox 1)dr“

| — E-z 0W+U1+U)
Uz‘f?‘*—arr‘“—d“’z

I 0 [ (V4 U, +U,)
+ [ 2 (v

dans lesquelles les intégrales en w, et r, se rapportent

a la surface et au volume du premier milieu, et celles

en w, et 7,, a la surface et au volume du second. Si

nous additionnons ces équations et désignons par U la
9
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fonction potentielle des deux milieux pris ensemble,
c'est-4-dire, la somme U, +- U,, nons obtiendrons :

E,f (V4 U)dm

2

+./ Zdw(la(v—jm)m‘
+/; de : Va:U))dTE' (55)

En ce qui concerne les intégrales de volume, il ne
résulte de cette équation rien qui ne se tire déja
de I'équation (22) donnée au § 5 et relative & un seul
milieu. On peut en effet réunir les deux intégrales
qui renferment d-, et dr,, et qui doivent s'étendre aux
espaces remplis par les deux milieux, en une seule
intégrale :

 [E, VU
U —‘/‘—7 oy

[iEa )

qui s'étend 4 'espace total occupé conjointement par les
deux milieux et ou E, qui s’applique anx deux milieux,
est égal A E; dans l'un, et & E, dans l'autre. Il résulte
de cette forme de l'intégrale que 1'équation (24) du § 3,
sétend aussi a deux milieux, et ajoutons-le tout
de suite, & plusieurs milleux quelconques. Nous
écrirons de nouveau cette éguation avec cette signifi-
cation généralisée :
,
AU=— —an 3.0 ( M)

0x o
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Quant aux intégrales de surface qui se présentent
dans (55), il intervient, pour la surface de séparation des
deux milieux, une circonstance dont il n’a pas été parlé
jusqu'ici. Puisque cette surface limite les deux milieux,
les deux intégrales superficielles s’y rapportent. Ainsi,
si nous voulons former Il'équation qui correspond 4
I'équation (23) du § 5 pour cette surface, nous devrons
poser deux termes dans le second membre, notamment :

U\ (W _ V4T, dV4T)
(d")+0 (dn)—o_ 4nE, on, ArE, dn,

On peut ici faire en sorte que la forme du premier
membre se rapporte encore davantage a celle du second.
Les notations #n, et n, représentent les normales 4 un
méme élément de surface dirigées vers les deux milieux.
Considérant comme positive la normale dirigée vers
le premier milieu, nous pouvons poser :

(), =, (1) o
onfro On,’ \onj-o  on,’

et 'équation précédente se transforme par la en:

v
on, ' dn,

0(V4-T) Eow+m

=—4H(E’ on, o By dn,

) &1

Cette équation a été6 déduite d’abord pour la surface
de séparation de deux diélectriques. On peut aussi
lui donner une signification plus générale. On peut
notamment traiter, comme un diélectrique dans lequel
E est nul, 'espace exempt de masse pondérable et ne
renfermant que de I'éther. On peut en outre traiter les
corps conducteurs comme des diélectriques dans lesquels
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E est infiniment grand. De cefte maniére, on peut
appliquer l'équation précédente & toutes les surfaces
limites qui se présentent.

Les équations (56) et (57) expriment des relations
entre la grandeur U et la somme V + U. On peut facile-

ment en tirer des équations qui expriment des relations
entre Vet V -+ U.

Dans ce but, ajoutons et soustrayons AV dans le
premier membre de I'équation (56) ; il vient:

—AV+A(V+U)=—4nZd‘;( _"(Vd;fU)),

cette équation peut se transformer comme suit :

ox
S 2 (2T

ce que I'on peut encore écrire plus simplement :

AV = Z — [(1 + 47E) M} (58)

Introduisant encore pour 1 4 4=zE la notation K de
Maxwell, il vient:

V=Zd ( Vjc'm) (584)

De méme, dans I'équation (57), ajoutons et soustrayons

|
dans le premier membre —:;—Y- -+ (;3: ; Duis, opérons
comme précédemment ; nous obtiendrons :

AV—A(V 4+ TU)+ 4r Z%(E—d—(v—w)
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ov ov 0{vV+41) (V41U
on, Tom, = K55, TR — ©9)

Nous pouvons encore introduire dans ces équations
les grandeurs qui expriment la densité que posséde, au
lieu considéré, I'électricité dont la fonction potentielle
est V. Désignons, comme précédemment, la densité par
rapport a I'espace par k et la densité superficielle a la
surface limite considérée, par & ; nous aurons & poser:

AV = —4rk
ov ov A% ov
dn, + an, (%)qu) _ (Eﬁ\‘—o=—4nh’

et les équations précédentes deviennent par la:

Z% (deai—_m) Y 4nk = 0. (60)

o (V41U v
K, 07;*:. + K, (r)nz

+-4nh=0. (61)
Telles sont les équations établies par Helmholtz et
Maxwell. Maxwell a écrit simplement V au lieu de
V -+ U, en désignant par V la fonction totale, dont les
coefficients différentiels négatifs représentent les com-
posantes de la force totale qui agit dans le diélectrique.
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CHAPITRE 1V.

EQUIVALENT MECANIQUE D'UNE DECHARGE ELECTRIQUE.

§ 1.
Eftet total d’'une décharge.

Il a été question, dans le chapitre précédent, des
charges électriques qui ont lieu dans différentes circon-
stances, et de la maniére correspondante de se com-
porter de la fonction potentielle ;nous devons maintenant
considérer la décharge et les actions qui en résultent ;
nous entendons ici par décharge électrigue, toute modi-
fication dans la distribution de 'électricité, par laquelle
I’équilibre s’établit en tout ou en partie dans I'état
¢électrique des diverses parties d’'un systéme de corps
conducteurs, auquel peut aussi appartenir 1a terre.

Pendant le changement qui a lieu dans la distribution
de V'électricité et le mouvement des particules d’élec-
tricité qui y est relié, il y a du travail effectué par les
forces électriques. Ce travail effectué par des forces,
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qui sont inversement proportionnelles au carré de la
distance, se détermine d'une maniére trés simple®. Ii
est entierement irndépendant de la maniére dont les
mouvements des particules d’électricité ont lieu ; il ne
dépend que de leurs positions initiales et finales, et
méme, il est représenté par la diminulion, qui se produit
dans la décharge, du potentiel de toute Uélectricité sur
elle-méme,

Au moyen de ce travail fait par les forces électriques,
il peut d’abord se produire certains effets, dans
lesquels d’autres forces doivent étre surmontées, et
dont les plus ordinaires sont les suivants. Des étincelles
jaillissent en un ou plusieurs endroits, o une couche
d’air, ou un autre corps non conducteur, est percé par
I'électricité, — Si, & un endroit, le courant électrique
traverse un fil trés mince, celui-ci éprouve des modifi-
cations mécaniques qui peuvent varier, depuis de petits
plissements 4 peine visibles jusqu'a une pulvérisation
compléte. — Si le courant traverse des corps électro-
Iytiques, il survient des décompositions chimiques. —
Dans des corps, qui se trouvent dans le voisinage des
conducteurs parcourus par le courant, il peut se pro-
duire des courants d'induction ou des actions magné-
tiques, — etc.

Une partie du travail total effectué par les forces
électriques est dépensée pour produire ces divers effets.
La partie restante du travail se transforme en chaleur
dans les conducteurs.

Si nous mesurons la chaleur en unités mécaniques,
c’est-4-dire, par le travail mécanique qui lui correspond,
et si de méme, nous exprimons les actions mentionnées

1. Voyez 4 ce sujet mon livre « La fonetion potentielle et le
potentiel, » 4¢ édition, § 65.
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ci-dessus par les quantités de travail y consacrées, nous
pourrons réunir toutes ces quantités dans une somme
algébrique, et désigner simplement celle-ci comme la
somme de tous les effets produils par la décharge
électrigue. Relativement a cetfe dernicre, nous aurons
alors, d’aprés ce qui préceéde, le simple théoréme
sulvanl, que nous prendrons comme -principe fonda-
mental dans les développements ultérieurs :

La somme de tous les effets produtls par une décharge
électrique est égale & la diminulion qui est survenue
dans le potentiel de la quantité totale d’électricité sur
elle-méme.

§ 2.
Potentiel d’'une bouteille de Leyde ou d’une batterie chargée.

Choisissons maintenant la houteille de Leyde comme
exemple d’'un systéme de corps, qui peut éire chargé
d’électricité, puis déchargé ; il s’agira, pour une bouteille
de Leyde chargée, de déterminer le potentiel de l'élec-
tricité totale sur elle-méme, en comprenant dans
I'¢lectricité {otale, non seulement les quantités qui se
irouvent sur les deux armatures, mais aussi toutes les
petites quantités d'électricité qui se trouvent dans
I'intérieur du verre sur les corpuscules polarisés élec-
iriquement.

Soient dg et dg' deux éléments quelconques d’élec-
tricité, et » leur distance mutuelle ; le potentiel de toute
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T'électricité sur elle-méme, que nous désignerons par W,
sera déterminé par I'équation suivante :

weif[E,

dans laquelle les deux intégrations indiquées sont &
effectuer pour toutes les quantités données d’électricité,
en partie positives, en partie négatives. Puisque main-
tenant, en désignant d’autre part par V la fonction
potentielle de toutes les quantités données d’électricité
au point (x, v, 2), ou se trouve l'élément dg, on a
I’équation :

on pourra aussi écrire I'équation précédente comme
suit :

W —1} [vdg. (@)

Mais, dans le cas actuel, il est utile de donner & cetle
derniére équation une forme un peu différente, en
séparant la fonction potentielle des quantités d’élec-
tricité, qui se trouvent sur les armatures de la
bouteille, de celle des quantités d’électricité se trouvant
dans l'intérieur du verre sur les corpuscules polarisés,
puis en représentant chacune d’elles par une notation
spéciale. Nous désignerons la premiére par V et la
seconde par U, de sorte que la fonction potentielle
de toutes les électricités, auxquelles il faut avoir égard,
sera représentée par V 4 U. Alors I'équation ci-dessus
prend la forme suivante :
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W =1 [V 4 ) dg, )

ou l'intégration est 4 effectuer pour toutes les quantités
d’électricité se trouvant sur les armatures et les parti-
cules de verre polarisées.

L'intégration s'effectue trés rapidement, en ce qui
concerne d’abord les quantités d'électricité qui sont sur
les particules polarisées du verre. Si une particule
conductrice du verre est devenue polarisée électrique-
ment par influence jusqu'a l'état d'équilibre, le niveau
potentiel est constant dans son intérieur. Puisque,
ensuite, les électricités décomposées qui se trouvent sur
la particule se composent de quantités égales d'électricité
positive et négative, la partie de lintégrale qui se
rapporte a ces deux quantités d'électricité est nulle. La
méme chose est applicable, de la méme maniére, a toutes
les particules conductrices du verre, et 'on peut, par
suite, sans entrer dans plus de détails, égaler a zéro la
partie enti¢re de lintégrale relative aux électricités
décomposées qui se trouvent sur les particules conduc-
trices du verre.

Ensuite, en ce qui concerne les quantités d’électricité
ge trouvant sur les armatures, on peut aussi introduire
une simplification, puisque le niveau potentiel de chaque
armature est constant. Désignons, comme au § 7 du
chapitre précédent, par F la valeur du niveau potentiel
sur l'armature intérieure, et par G, sur l'armature
extérieure. Appelons, de méme, M la quantité d’élec-
tricité se trouvant sur larmature intérieure, et N
celle qui est sur I'armature extérieure ; I'équation (4) se
transforme en :

W = FM -} 1GN. (5)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 139 —

Si I'on substitue ici, pour M et N, les valeurs dounées
dans les équations (48) ou (51) du chapitre précédent,
on obtlent W exprimé en fonction de F et G. De méme,
- on peut exprimer W en fonction de M et N, ou de
deux quelconques des quatre quantités F, G, M et N.

Si l'on suppose que l'armature extérieure de la
bouteille est en communication conductrice avec la
terre, on a & poser G = 0. Alors (b) devient
simplement :

W = LFM. (6)

On peut ici, 4 laide de l'équation (52) donnée au
chapitre précédent,

F, )

W:z—%s}?z (8)
kM
WA )

Si, au lieu d’une seule bouteille de Leyde, on donne
une batterie de n bouteilles égales, on peut aisément
déduire, des équalions précédentes, celles qui se
rapportent a cette batterie. Si l'on réunit toutes les
armatures intérieures et toutes les armatures exté-
rienres, apreés que les # bouteilles sont séparément
également chargées, il ne se produira, par 13, aucune
modification dans les valeurs de la fonction potentielle
sur les armatures (pour autant qu'on néglige la petite
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influence de l'électricité qui se trouve sur les piéces
de jonction). Les quantités d’¢lectricité se trouvant
sur l'armature intérieure et sur I'armature extérieure
de la batterie entiére sont, au contraire, naturel-
lement » fois aussi grandes que celles qui se trouvent
sur les armatures d'une seule bouteille. Ceci peut
s'exprimer simplement dans l'équation donnée sous le
n° 7, et qui se rapporte au cas ou 'armature extérieure
est cn communication conductrice avec le sol, en
remplacant la surface de l'armature intérieure d'une
bouteille, qui est désignée par s, par la surface totale
de l'armature intérieure de la batterie entiére, que
nous appellerons S, et en écrivant :

M =">F. (10)

S
%

Si, a l'aide de cette équation, on ¢limine M ou F de
I’équation (6), on obtient : '

W = 5 S (11
kM2

WV = — . o

W=353 (12)
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§ 3.

Diminution du potentiel lors de la décharge, et résidu.

Si nous considérons, d’'aprés cela, comme connu le
potentiel d'une bouteille de Leyde ou d'une batterie
chargée, la diminution qu’il éprouvera, lors de la
décharge, pourra aisément aussi se déterminer. Si la
batterie se décharge complétement, de sorte que la
valeur finale du potentiel est nulle, la diminution de ce
potentiel sera simplement égale & W. Mais si une
décharge partielle seulement a lieu, de sorte qu’aprés
la décharge il subsiste encore un potentiel W', on a &
former la différence W — W',

Si, dans une batterie dont I'armature extérieure est
en communication conductrice avec le sol, on produit la
décharge en mettant cette armature en communication
conductrice avec l'armature intérieure, et en laissant
subsister cette communication un certain temps, il y
aura une décharge compléte. Si, au contraire, on
n'établit la communication que momentanément et
qu'on l'enléve aussitot, la décharge n'a pas lieu complé-
tement, comme on le sait, mais il reste encore un résidu,
qui, aprés quelque temps, rend possible une seconde
décharge plus faible, lors de laquelle il reste de nouveau
un résidu d'importance moindre, qui peut alors donner
une troisiéme décharge, et ainsi de suite.

La formation du résidu s’explique sans aucun doute
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par ce fait, que le verre ne perd pas de suite compléte-
ment, au moment de la décharge, 1'état de polarité
électrique qu’il a pris sous 'influence des quantités
d’électricité se trouvant sur les armatures, mais qu’'une
partie de cette polarité intérieure continue & subsister
d’abord, et que par la une partie de l'électricité est
retenue sur les armatures. Cette polarité intérieure
encore existante immédiatement aprés la décharge se
perd ensuite en peu de temps, jusqu'a ce qu'il reste
encore une polarité d'intensité telle, qu'elle corresponde
aux quantités d’électricité qui se trouvent encore
actuellement sur les armatures, et qu'elle puisse étre
maintenue par ces quantités. Cette polarité plus faible
n’est naturellement pas suffisante pour retenir les
électricités se trouvant sur les armatures, quand on
rétablit une communication conductrice entre ces
derniéres ; c’est pourquoi il se produit de nouveau une
décharge, lors de laquelle il reste derechef une
partie de la derniére polarité existante : par suite
un certain reste d’électricité beaucoup plus peiit est
retenu sur les armatures, et ainsi de suite.

On ignore encore comment il se fait que la polarité
intérieure disparait en partie, en un temps presque
incommensurablement court, pendant la décharge,
c'est-a-dire simultanément avec la force qui la
engendrée, tandis qu'en partie, elle ne se perd au
contraire qu'a la fin petit & petit. Boltzmann a comparé
cette modification, qui se produit ensuite dans I'état
¢lectrique intérieur, & la rémanence élasiique’, et
cette comparaison a beaucoup en sa faveur, quoi-
quelle puisse encore donner lieu & diverses interpré-
tations quant au véritable fondement du phénoméne.

1. Sitzungsberichte der Wiener Academie; t. 68, juillet 1873.
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Pour juger plus exactement de l'état de la batterie
immeédiatement aprés la décharge et des quantités qui s’y
rapportent, il est nécessaire de passer encore par
quelques considérations spéciales.

§ 4.

Examen du cas ol les niveaux potentiels
des deux armatures sont égaux,
tandis qu’il subsiste encore une polarité intérieure.

Si I'on réunit entre elles, pour un temps trés court et
d'une maniére conductrice, les armatures d'une batterie,
il s'écoule de l'une a l'autre assez d'électricité pour
quelles aient toutes deux un méme niveau potentiel,
que nous pouvons poser simplement égal a zéro, en
négligeant un petit écart qui pourrait exister. Il s’agit
de savoir combien il doit encore rester d'électricité sur
les armatures lors de cette égalisation des niveaux
potentiels, si la polarité intérieure du verre subsiste
partiellement.

Si nous désignons par u et #, les niveaux potentiels
que les armatures auraient seulement 4 cause de la
polarité intérieure du verre encore existante, les quan-
tités d'électricité doivent éfre assez grandes pour que,
par elles seules, elles aménent les armatures aux
niveaux potentiels — » et — % . Nous pouvons appli-
quer, a la détermination’ des quantités d’électricité
nécessaires 4 cet effet, les équations (38) du chapitre 1I,
dans lesquelles nous avons & remplacer F et G par
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— u et, — u, et en outre, s par S, si nous considérons
une batterie d'un nombre quelconque de bouteilles au
licu d’une seule de celles-ci. En négligeant également
ici des différences relativement petites et laissant, par
suite, de ¢6l¢ la quantité 9 et les termes affectés des
coeflicients « et {8, nous obtenons, pour les deux arma-
tures, des quantités d’électricité égales et contraires,
que nous pourrons désigner par m et — m, m étant
déterminé par I'équation suivante:

S
m = Tme (v, — u). (13)

Pour pouvoir ensuite appliquer, a la détermination du
potentiel relatif a cet état de la batterie, nos équations
antérieures relatives a I'état d’équilibre, nous intro-
duirons encore, 4 c6té de la grandeur m, la grandeur
¢, qui aura la signification suivante; p et — p sont
les quantités d’électricité qui devraient se trouver sur
les deux armatures, pour amener et maintenir la
polarité intérieure dont il a été parlé précédemment,
et qui existe encore immédiatement aprés la décharge.
Cette grandeur p se trouve avec la différence u — u,
dans le méme rapport que celui qui est exprimé dans
I'équation (41) du chapitre précédent entre Qet U — U,
et nous pouvons, par suite, écrire:

S 14+ 47E

ire 4AnE (te, — u). (14)

H=

Si, aprés la décharge, les quantités d’électricité
p et — wu se trouvaient sur les deux armatures au lieu
des quantités » et — 2, nous aurions un état d'équilibre
de méme nature que celui auquel se rapportent les
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équations (46) du chapitre précédent. Nommons fet g
les niveaux potentiels totaux qui se produiraient, dans
ces circonstances, sur les armatures ; nous obtiendrons,
en vertu de ces équations, en négligeant la quantité
J et les termes affectés des coefticients « et 3 :

S -
p = g (1 - 47E) (f — g), (15)

et si nous remplacons » par I'expression donnée dans
(14), il vient :

U, —u
f—9= "8 " (16)

Le potentiel de toute 1'électricité sur elle-méme, qui
existerait dans ces circonstances, et que nous désigne-
rons par Q, se tire de l'équation (8), en y changeant
FetGen fetg, et Mat Nenpw et — p; ce qui donne :

Q=1iu(f—g) (17)

Remplacant x et f — g, par les expressions (14)
ot (16), il vient :

S
8re

0— S (14 45 (“ — “)2. (18)

41nE

- Pour passer de ce potentiel a celui que nous cher-
chons, imaginons-nous la grandeur p divisée en deux
parties © — m et m, et ensuite toutes les quantités
d'électricité, que nous avons considérées ci-dessus et
dont le potentiel est Q, décomposées en deux systémes.
Le premier systéme S, comprend seulement les deux
quantités d’électricité (u — ) et — (. — m). Le second
systéme §' comprendra, par contre, les quantités
10
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m et — m, et, de plus toutes les quantités d’électricité
se trouvant sur les particules polarisées du verre
(c'est-a-dire précisément ces quantités d'électricité,
qui sont présentes immédiatement aprés la décharge).
Ainsi le potentiel Q& se compose des trois parties
constitutives suivantes :

1o Le potentiel du systéme S, sur lui-méme, que
nous appellerons W .

2° Le potentiel du systéme §' sur lui-méme, que nous
nommerons W',

3° Le potentiel du systéme S, sur le systéme S, qui
s’appellera W',.

D'aprés cela, on peut poser :

O=W, +-W4 W,/

La valeur du dernier potentiel W', du second
membre, peut se déterminer immédiatement. Nous
Tobtenons en multipliant chacun des éléments d'élec-
tricité qui appartiennent & l'un des systémes par la
fonction potentielle de lautre systéme pour le point
considéré, puis en effectuant l'intégration. Mais tous
les éléments d'électricité appartenant au premier
systéme se trouvent sur les armatures, et la fonction
potentielle du second systéme est précisément nulle sur
ces derniéres ; en conséquence, lintégration conduit &
une valeur nulle, et nous obtenons :

W, = 0.
Par 13, I'équation précédente devient :

Q=WwW, + W,
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équation que nous écrirons sous la forme suivante :
W =Q—W,. (19)

Des deux quantités du second membre, la premiére
est déterminée par 1'équation (18). Pour déterminer
l'autre quantité W, il est 4 remarquer que si les quan-
tités d'électricité (u — m) et — (u — m) étaient seules
présentes, elles détermineraient sur les armatures les
niveaux potentiels / et g, puisque toutes les autres
quantités d’électricité donnent 4 ces armatures des
niveaux potentiels nuls. D’ol il suit :

W, =3 —m(f—g)
D'aprés (13) et (14), on peut ici poser :

U, — U
AmE

S
L

et pour f — g, on peut employer la valeur donnée par
(16) ; on obtient par 14 :

S Ju, —u\*
W1=8—m_( e ) (20)

En utilisant cette valeur, (19) se transforme en :

S (u, —up

8nc 4nE ' ®1)

équation qu'on peut aussi écrire en vertu de (13);

w=2.2 (22)
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Le potentiel cherché de toute I'électricité sur elle-
méme, existant immédiatement aprés la décharge, est
déterminé par ces équations.

Quand il s’est écoulé un certain temps aprés la
décharge, et que la polarité intérieure a déerd, jusqu'a
ce qu’il n'en reste plus que la partie qui peut étre main-
tenue par les quantités d’électricité m et — m se trouvant
sur les armatures, il existe de nouveau un état d’équi-
libre de méme nature que celui auquel se rapportent
les équations (5) a (12). On obtient le potentiel de toute
I'électriciié sur elle-méme, qui correspond A cet état et
que nous désignerons par W", en posant simplement m
au lieu de M dans l'équation (12), oi, de nouvean, on

4me
1 + 4=nB8
d’exactitude qui est suffisant pour le résidu; on a
ainsi :

peut remplacer % par , eu égard au degré

n__  2me m?
W s (23)
Substituant ici & m sa valeur (13), il vient :
i S (v, — u) (24)

= 8nc (1 + 4rE)
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g 5.

Travail des forces électriques
pendant la décharge et aprés celle-ci.

Aprés avoir déterminé, dans les paragraphes précé-
dents, le potentiel de toute l'électricité sur elle-méme
dans les divers états 4 considérer, il est facile d’expri-
mer aussi le travail que les forces électriques ont
effectué pendant la décharge et aprés celle-ci.

Imaginons que la décharge soit obtenue en appro-
chant, d'un endroit relié d'une maniére conductrice
avec l'armature intérieure, l'autre extrémité d'un
conducteur partant de l'armature extérieure, et en
établissant le contact pendant un temps trés court.
Nous avons ainsi, avant la décharge, I'état dans lequel
le potentiel est W, et, immédiatement aprésla décharge,
I'état dans lequel le potentiel est W'. Pendant la
décharge il s'est ainsi effectué le travail :

w - W,
Quand il s'est écoulé quelque temps aprés la décharge,
il a surgi un état, dans lequel le potentiel est W", et,
jusqu’'a ce que cet état se soit établi, les forces élec-

triques ont encore effectué, apreés la décharge, le travail:

W — W,
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Si on laisse maintenant s’effectuer de nouveau une
décharge, on obtiendra les deux mémes phénoménes
avec des proportions réduites, et ainsi de suite.

Pour pouvoir mieux indiquer les quantités de travail
dans leur rapport avec le pofentiel total primitivement
existant, on doit savoir comment W' et W" se comportent
vis-3-vis de W, et, pour cela, on doit connaitre
la relation entre la différence u, — u et la différence
F — G. On obtient tout de suite pour u, — % une
valeur limite, qui ne peut certes pas étre dépassée,
par ce fait que la polarité du verre, aprés la décharge,
ne peut pas étre plus grande que ce qu’elle était pendant
la charge. Par suite, si, comme dans le chapifre
précédent, nous désignons par U et U, les niveaux
potentiels que la polarité du verre, existant pendant
la charge, aménerait & elle seule sur les armatures,
u, — u ne peut en aucun cas étre plus grand que
U, — U. Mais on ne peut indiquer d’'une maniére précise
de combien il est plus petit. Cependant on peut toujours
admettre sans aucun doute que, dans une batterie
déterminée, u, — u croit aveec U, — U, et puisqu'il
n'est pas question d'une grande exactitude, dans
les quantités relatives au résidu, qui ne sont pas
importantes, il est permis de considérer les différences
u, — w comme proportionnelles 4 U, — U, et par
suite, de poser :

u, —u=p (U, —U), {25)

ou p représente un coeflicient dont la valeur est
comprise entre 0 et 1 et qui dépend de la nature
des bouteilles formant la batterie. En ce qui concerne
maintenant la différence U, — U,on déduit d’abord
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de l'équation (39) du chapitre précédent I'équation:
U —U=4rE(V+ T —V, —U),

et si nous y posons pour V 4 U et V, + U, les
notations I et G introduites postérieurement, il vient:

U,— U=4=E (F — G}; (26)
I'équation (25) se transforme par la en :
U, —u=p.4nE (F — G). 27)

De cette équation, on peut déduire la suivante a
laide de l'équation (46) du chapitre précédent et de
Péquation (13) de ce chapitre :

4TE

7n=p-mM.

(28)

Revenant maintenant aux ¢équations (22) et 23)
établies pour les potentiels W' ¢t W, et remplagant
m par l'expression précédente, il vient :

47K M2
"= g 2Th O NME
W= 2mept e - (29)
, ArEr  M?
= 2 _ oY - .
Wi = 2meh® S aeEp S (30)

Nous pouvons encore femplacer par g le produit 2rc

qui se présente dans ces deux équations, puisque nous
avons négligé jusqu’ici, en traitant des quantités relatives
au résidu, la petite différence existant entre % et 4re.

Nous pouvons maintenant utiliser ces expressions
de W' et W”" pour la recherche du travail, en déter-
minant W au moyen des équations développées au § 2.
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Pour effectuer le calcul dans un cas particulier, nous
choisirons celui ou 'armature extérieure de la batterie
se trouve en communication conducirice avec la terre,
et ou l'équation (12) est applicable & W. Alors nous
obtenons :

k 41E M2
— = = — |l —_— ©
W—W=3 (1 P (1+41rE)2) s ®
k ATE M2
| N=__ g ___ - - . - . DD
W =W =V i gmmp s (82)

Dans ce qui précéde, mous avons supposé que la
décharge a lieu de telle sorte que les extrémités de
I'arc de fermeture ne sont mises en contact 'une avee
Pautre que pendant un temps irés court. Si, au
contraire, on met en communication conductrice
permanente l'armature extérieure reliée au sol avec
Farmature intérieure, il y a décharge compléte.
Dans ce cas, cependant, il se produit aussi cette circon-
stance, que la décharge totale ne s’achéve pas au
moment méme ot la liaison s'établit, mais qu'une partie
de cette décharge ne s’accomplit qu’aprés qu'un certain
temps s’est écoulé. On peut, par suite, distinguer
aussi deux parties dans le travail qui est représenté
en tout par W, savoir la partie W — W' quli s'effectue
aussitét aprés I'établissement de la liaison, et la partie
‘W', qui ne s’effectue que petit a petit pendant que cetle
liaison subsiste.
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g 6.
Effets de la décharge.

Si nous examinons maintenant les effets produits
par la décharge, ils peuvent, comme nous I'avons déja
mentionné ci-dessus au § 1, étre de nature trés diverse.
En toute rigueur, il faut, aux effets indiqués, en ajouter
encore un autre qui a lieu déja avant la décharge
proprement dite. Ainsi, pendant que lextrémité de
larc de fermeture partant de l'armature extérieure
se rapproche de 'endroit relié d’'une maniére conduc-
trice & l'armature intérieure, il y a déja une petite
action de la part de 1'électricité, puisque les extrémités
de I'arc de fermeture s'attirent en vertu de I'électricité
qui 8’y trouve, ce qui facilite le rapprochement. Mais
cet effet est tellement faible dans ce cas-ci, ou la plus
grande partie de l'électricité est fixée sur les armatures
et ne peut contribuer & cette attraction, que nous
pouvons le négliger sans scrupule.

De plus, nous exclurons, pour le moment, de notre
recherche, pour plus de simplicité, la production de
courants d'induction ou de magnétisme en dehors du
systéme de corps considéré, ainsi que toutes les modi-
fications persistanties de nature meécanique, chimique
ou magnétique a lintérieur de ce systéme ; et nous
admettrons que le travail qui est dépensé aux lieux
ot le circuit est interrompu et ot doil jaillir une étin-
celle, ainsi que la chaleur engendrée dans tout le
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systeme soient les seuls effets qui se présentent. Alors,
en vertu du théoréme fondamental, la somme de ces
deux effets doit étre égale @ la diminution du potentiel.

Ce résultat théorique doit étre maintenant comparé
avec l'expérience. A cet effet, la série des essais que
Riess a exécutés avec beaucoup de soin, de circonspection
et de jugement nous présente particuliérement des
données aussi abondantes que sires, et la comparaison
avec la théorie est encore considérablement facilitée
par cette circonstance, que Riess lui-méme a déduit,
des faits qu'il a observés, des lois formulées d'une
maniére trés précise.

Supposons d’abord que, dans une série d’expériences,
la grandeur de la décharge, c'est-a-dire, la diminution
du potentiel, reste la méme, mais que l'on change le
circuit de fermeture; alors la somimne des deux effets
devra rester constante.

En ce qui concerne la production de chaleur, Riess
a donné, sur sa dépendance vis-a-vis du circuit, ces
deux théorémes trés importants® :

1° Les quantités de chaleur produiles par une méme
décharge dans deux fils continus différents, faisant
partie du circuil de fermeture, sont entre elles comme
les longueurs réduites de ces fils ; en entendant par

longueur réduite la quantité ii a, ou 4 est la longueur

réelle, g le rayon, et  une quantité dépendant de la
nature du fil, 4 laquelle Riess a douné le nom de force
retardatrice, et qui est inversement proportionnelle a
la conduectibilité.

20 81, les aulres circanstances restont les mémes, on

1. Ann. de Pooe., t. XLIII et XLV.
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allonge le circuil en y inlercalani un fil de longueur
réduite |, léchauffement dun autre fil faisant partie du
circuit est dimiuué dans le rapport de 1 + bl a 1, b
étant une constante & déterminer par lexpérience.

Ces deux théorémes peuvent s’exprimer par l'équa-
tion suivante* :

l!

C = m A, (33)

ou !' est la longueur réduite du fil considéré, C la
chaleur qui y est engendrée, tandis que & et ! ont la
signification indiquée ci-dessus, et que A représente
une_quantité dépendant de la grandeur de la décharge,
quantité qui est constante pour le cas actuel, ol nous
n'avons affaire qu'a des décharges égales.

Cette équation confirme la conclusion que nous avons
donnée précédemment. Le fil  intercalé est naturellement
aussi échauffé par la décharge, et, d’aprés I'équation

précédente, la quantité de chaleur qu’il regoit est
l

1 bl
il f_;—udra donc que les autres effets éprouvent une diminu-
tion, et celle-ci est en effet démontrée par le second théo-
réme de Riess et par I'équation. Nous devons nous
contenter pourle moment de cette concordance générale.
Il me parait impossible, sans nouvelles données expéri-
mentales, de rechercher si le décroissement de tous les
autres effets réunis est réellement égal a cette quantité

A. Pour que la somme des effets reste constante,

"de chaleur exprimée par ﬁ—b—l A.
Vorsselman de Heer déduit de cette équation (33) un

1. Ann. de Posa., t. XLV, p. 23.
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théoréme général qu'on pourrait regarder, au premier
abord, comme une confirmation compléte de notre
résultat. Dapres lui, la chaleur totale qui est produile
dans tout le circuit de fermeture par une décharge
électrique, serait indépendante de la nature du circuit’.
Helmholtz donne aussi ce théoréme comme concordant
en effet avec la théorie? ; cependant, je ne puis admettre
cette concordance, parce que le théoréme renferme
plusieurs inexactitudes.

D'abord, Vorsselman de Heer ne considére expres-
sément que « I'arc qui relie les deux armatures de la
batterie »3. Mais la production de chaleur s'étend
aussi aux autres corps du systéme; une partie de
celle-ci est engendrée a I'intéricur de la battgrie
elle-méme ; une autre partie, pour le cas ou la batterie
et le circuit ne sont pas isolés, mais sont mis en commu-
nication avec la terre, sera produite dans ce fil
conducteur et dans la terre elle-méme. Cette derniére
partie sera, en général, insignifiante, parce qu'il n'y a
gue l'excés de l'une ou l'autre électricité qui s’écoule
dans la terre, et que cet excés est faible, relativement
a la quantité totale d'électricité ; on pourrait peut-étre
méme admettre qu'il en est ainsi de la premiére partie,
a condition que le circuit ait une longueur réduite
considérable. Mais il n’en serait plus de méme pour un
circuit trés court, et nous devons jusqu'a présent, en
général, considérer cette partie comme inconnue.

Ensuite, il n'a pas pris en considération les endroits

" 1. Ann. de Poca., t. XLVIII, p. 298.

2. Ueber die Erhatiung der Kraft, p. 44 (trad. en fran¢ais par
L. PERARD, professeur & I'université de Liege).

3. Ann. de Poga., t. XLVIII, p. 297.
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ou le circuit de fermeture est interrompu et ou jaillit
une étincelle. En ces lieux, il se produit un effet
mécanique extérieur que lon doit commencer par
retrancher de leffet total, comme travail consommsé,
pour obtenir la partie qui est réellement transformée
en chaleur, 4 l'intérieur du systéme de corps considéré.

En ce qui concerne la grandeur de cette consommation
de travail et son influence sur la production de
chaleur, jindiquerai d’abord une nouvelle confirmation
de la théorie par l'expérience. Il est en effet évident
que le fravail consommé dépend de la résistance
quoppose la couche mnon conductrice, qui forme
linterruption, et qu'il sera par conséquent plus consi-
dérable, si les extrémités du circuit sont séparées par
un corps solide non conducteyr, que si de fair seul
est interposé entre elles. Il résulte de 14 qu'un thermo-
métre électrique & air qui se trouve en un autre
endroit du circuit, doit s'échauffer moins dans le
premier cas que dans le dernier, et c’est ce que confirme,
en effet, la série d'expériences entreprises par Riess’.

Au point d'interruption, il y avait, soit deux petits
disgues, soit deux sphéres, soit deux pointes en face
T'une de Vautre, chaque fois a4 la distance de 0,2 ligne.
On inifercalait entre elles successivement les corps
énumérés dans la premiére colonne du tableau suivant ;
et dans des circonstances identiques, on a observeé
dans le thermomeéire 4 air les échauffements indiqués.
dans les colonnes suivantes. Dans les cas ou Riess
donne plusieurs nombres, j'en ai pris la moyenne.

1. Ann. de PoaaG., t. XLIII, p. 82.
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ECHAUFFEMENTS

ANS LE THERMOMETRE A AIR

CORPS > '
) suivant que 1'étincelle juillissait entre

INTERCALES _
L¥S DISQUES. | LS BPHERES, | LES POINTES,

Couche d'air.......... 15,9 15,4 15,1
Unecarte.....oee..- 11,7 12,0 11,6

Deux cartes séparées par

une couche de tain. . .. 9.7 9.3 —
Deuxcartes.......... 8,0 8.8 10,4
Feuille demica. ... .... 6,8 4,7 4.8

Dans ce tableau, on voit clairement ressortir I'influence
de la solidité du corps intercalé qui doit étre traversé
par l'étincelle. Le cas seul, o deux cartes étaient
séparées par une couche de tain, parait d’abord former
une exception, puisque ces trois corps ont exercé un effet
moindre que les deux cartes seules. D’aprés cela, on doit
admettre que le tain, quoiqu’il ait été percé également,
n’a pas augmenté la consommation de travail, mais 1'a
au contraire diminué, ce qui parait impliquer une
contradiction. Je crois cependant que, quoiquon ne
puisse pas expliquer pour le moment ce fait, on ne doit
pas précisément le considérer comme contradictoire; car,
relativement a la consommation de travail, il ne sagit
pas seulement de savoir quels corps sont traversés,
mais aussi comment ils le sont, et un corps conducteur
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intercalé produit en tout cas une modification sous ce
rapport. On voit en méme temps, par la grande diffé-
rence des autres nombres de la table, combien le travail
consommé par 1'étincelle peut devenir considérable dans
des circonstances défavorables. Majs on ne pourrait
pas encore déduire de la upe mesure exacte de ce
" travail, et il me semble que, jusqu'a présent, nous ne
possédons pas encore une telle mesure, méme pour le
cas le plus simple et le plus important, celui ou I'étin-
celle jaillit & travers l'air seul.

Au premier abord, on pourrait peut-étre croire gue,
pour une égale densité de U'air, ce travail devrait étre
simplement proportionnel & U'épaisseur de lu couche
d'air traversée. Toutefois, si, sans changer la distance
des corps entre lesquels jaillit I'étincelle, on modifie la
charge de la batterie ou la nature du circuit, il se
présente dans les étincelles de si grandes différences,
déja reconnaissables a l'intensité de la lumiére et de la
crépitation, qu’il est impossible de regarder ces étin-
celles comme égales entre elles, relativement au travail
qu'elles consomment.

Ensuite, on pourrait vouloir tirer de quelques
expériences de Riess' la conclusion gque le travail
consommé par une étincelle qui jaillit & travers l'air est
en général si faible, qu'on peut le négliger. Riess a en
effet disposé ses expériences sur les petits disques et les
sphéres, de telle sorte qu'il mettait d’abord ceux-ci
en contact, puis a différentes distances 'un de l'autre ;
dans le premier cas, 'électricité passait sans étincelles,
dans le second, avec étincelles ; et il a observé dans les
deux cas la chaleur produite dans le circuit, quand les

1. Ann. de Poga., t. XLIIL, p. 78.
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autres circonstances restaient identiques. En général,
lors de I'écartement, cette chaleur ne s’est guére montrée
moindre que lors du contact, et méme, dans quelques
cas, elle a été un peu plus grande. Je crois cependant
que ces observations ne justifient pas encore la
conclusion précédente.

Outre les étincelles que 1'on produisait & volonté en
éloignant les disques ou les sphéres, nous devons en
effet encore examiner celles qui tenaient déja au
mode de décharge. Afin de rendre les décharges aussi
réguliéres que possible, Riess les produisait au moyen
d'un appareil construit exprés® et disposé de telle sorte
qu'il jaillissait chaque fois deuax étincelles. 1l résulte
d’autres expériences de Riess® qu'une interruption
apportée dans le circuit amoindrit la distance explosive
en un autre endroit : et, par suite, dans le cas actuel,
en méme temps que la nouvelle étincelle jaillit entre
les disques ou les sphéres, les deux aufres doivent étre
raccourcies dans I'excitateur, d’olt l'on peut conclure a
une compensation partielle de la consommation de
iravail. Dans certains cas méme, les deux dernidres
étincelles disparaissaient complétement, et «la décharge
n'avait lieu qu'au contact des sphéres de I'excitateur » >,
Il s’était produit wne nouvelle étincelle, et deuz des
précédentes avaient disparu, d’'oll 'on peut s'attendre a
une diminution du travail consommé, et par conséquent,
4 un accroissement de la chaleur produite ; et en effet,
ce sont précisément ces cas dans lesquels Riess a
observé une chaleur plus considérable dans le circuit.
On voit donc qu’il n'est pas nécessaire, pour expliquer
ces phénoménes, d'admettre que la grandeur du travail

1. Ann. de Poge., t. XL, p. 349.
2. Id., t. LIII, p. 11.
3. Id., t. XLIII, p. 79.
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consommé par une étincelle est trés faible ; au reste,
les expériences ne me semblent pas permettre une
conclusion certaine sur cette grandeur.

Sl est impossible, 4 cause des inconnues qui se
présentent dans leffet total, de prouver la concordance
gquantitativement exacte de l'équation (33) avec le
théoréme fondamental, on pourrait peut-étre essayer, en
les admettant et les combinant ensemble, de déterminer
ces inconnues ou du moins leur somme, et la forme de
I'équation (33) établie par Riess semble y engager. Mais
on doit remarquer que, comme elle est empirique, on ne
peut pas lui accorder une exactitude absolue, comme
le montrent du reste les nombres obtenus par Riess.
Dans deux séries d’expériences, il a intercalé dans le
circuit des fils de longueur et d’épaisseur différentes, ce
qui ne changeait que la quantité [ qui se trouve au
dénominateur dans le second membre de I'équation (33);
et il a chaque fois déterminé la constante & au moyen
de l'échauffement observé. Les valeurs ainsi trouvées
varient dans la premiére série entre 0,01358 et 0,01101
et dans la seconde entre 0,00000926 et 0,00000840';
et quoique ces différences puissent étre regardées
comme peu importantes 4 cause de la grande variété
des fils intercalés et de la difficulté des expériences,
elles méritent cependant qu'on y ait quelque égard,
parce quelles ont lieu avec une certaine régularité.
En effet, dans les deux séries les valeurs de & diminuent
en général lorsque la longueur réduite [/ du fil
augmente.

1. Ann. de Poca., t. XLIII, pp. 68 et 73. La grande différence
entre les nombres de la premicre et de la seconde série provient
d’un choix différent des unités.

11

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 162 —

§ 7.

Comparaison dans I'hypothése de charges diverses.

Nous passons au sccond point de comparaison entre
la théorie et l'expérience, c'est-a-dire au cas ou
le circuit reste le méme, mais ou la grondeur de la
batterie et de lo quantité d'électricité qui vy est accu-
mulde, vare.

Ici encore se reproduit linconvénient dont nous
venons de parler. Comme il y a une partie des effets
de la décharge que nous ne connaissons pas, nous ne
pouvons pas déterminer de quelle maniére cette partie
varie avec la grandcur de la batterie et la quantité
d’électricité, et par suite nous ne pouvons pas encore
conclure avec assurance de l'effet observé & un endroit
du circuit a leffet ftofal. Seulement, relativement a la
chaleur engendrée dans les parties continues du circuit,
nous pouvons admetitre comme certain que toute
modification obhservée dans une partic aura lieu
proportionnellement dans les autres.

Malis si le circuit a une grande longueur réduite, on
powrra admetire que la plus grande partic de l'effet
tofal est employée a Véchauffer, et, dans ce cas, si
méme les autres effels sécartent de cette propor-
tionnalité, les difféerences qui en résulteront seront
relativement faibles, de sorte que 'on pourra regarder
avec assez d'exactitude les échauffements observés &
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un certain endroit comme proportionnels a l'effet total
correspondant.

Or, d'aprés T'équation (12), leffet total pour une
décharge complite est exprimé par

2
% const.,

et c’est 14 précisément l'expression que Riess a trouvée
expérimentalement pour 'échauffement dans le circuit,
puisque I'équation (33) est sous sa forme compléte ':

al' M?2

C=1xm s

(334)

oll a désigne une constante ®.

§ 8.
Décharge incompléte.

Les cas considérés jusqu'ici se rapportent a la
décharge compléte. Nous examinerons maintenant le
cas de la décharge incompléte.

1. Ann. de PoGa., t. XLV, p. 23.

2. Helmholtz cite également cette contirmation de la théorie par
Texpérience (v. p. 43 de son ouvrage), mais je ne comprends pas
bien le développement de sa formule, parce qu’il y introduit une
grandeur qu'il appelle Ableitungsgrésse (valeur de déduction) et
quil dit étre proportionnelle 4 la surface de I'armature de la
batterie, mais sans s'expliquer davantage sur sa signification et
sur la raison de cette proportionnalité.
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Nous possédons aussi, sous ce rapport, des expériences
de mesure de Riess', qui déchargeait partiellement
unc batterie chargée, en reliant par deux ecircuils
ses deux armatures aux armalures correspondantes
d'une autre batterie non chargée, de sorte que les
quantités d’'électricité, qui étaient d'abord accumulées
sur la premiere batterie, se répandaient sur toutes les
deux. Il variait les expériences en composant les
batleries de différents nombres de bouteilles, et
observait chaque fois I'échauffement soit dans l'um,
soit dans les deux circuils. Les bouteilles de chaque
bhatterie étaient naturellement égales entre elles, mais
malheureusement les bouteilles de 'une n'étaient pas
écales a celles de T'autre. Il trouve comme résultat de
ses expériences que « la formule suivante représente
parfaitement les échauffements observés 4 un endroit
constant du circuit tant intérieur quextérieur? ».

W
c— —2 _ . (34)

(ﬁ + S—) ns

n' s

Jai seulement un pen changé les lettres de cette
formule pour pouvoir la comparer plus aisément avec
les miennes. C y représente la chaleur observée, M la
quantité d'électricité employée, s la superficie de
Parmature intérieure d'une bouteille de la premiére
batterie, et n le nombre de ses bLouteilles, s' et n'les
quantités correspondantes pour la seconde batterie, et
enfin @ une constante qui devait étre prise un peu plus
grande pour le circuit intérieur que pour l'extérienr,

1. Ann. de Poge., t. LXXX, p. 214.
2. Id., p. 217.
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ce qui s'explique par ce fait qu'il se trouvait un peu
plus délectricité sur l'armature intérieure que sur
Pextérieure.

Comparons maintenant cet échauffement 4 la dimi-
nution du potentiel.

L'équation (12) donne l'expression suivante pour le
potentiel de la premiére batterie avant la décharge, en
désignant par M la quantité d'électricité, et remplacant
la superficie totale S par sa valeur ns:

W =

(35)

| 3w
=
513

Pour déterminer maintenant de quelle maniére la
quantité totale d’électricité M se répand sur les deux
batteries par la décharge, on a la condition que sur les
armatures reliées entre elles, la fonction potentiells
doit avoir des valeurs égales. Soient, aprés la décharge,
I, et I, les valeurs de la fonction potentielle sur les
armatures intérieures, M, et M| les quantités d'élec-
tricité cherchées qui sont répandues sur elles ; on aura
d’apres (10) :

P Mo
ns
Fil=Fk 4 1’
1 ns

ou % représente, pour les bouteilles de la seconde
batterie, la méme quantité que représente Z pour celles
de la premiére. En égalant entre elles ces deux
expressions, et observant que :

M, + M/, =M,
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on aura :
ns
k
M, = ns n's'
TR
(36)
k!
o .
M1 - n_s N Zi'lsl
k k'

On déduira de 13, en représentant par W, le potenticl
total des deux batteries aprés la décharge :

1 Me
1M
n's'’

W, — L MF, 4+ M,F)——2M
s WS
TR

(37)

et l'on obtiendra ainsi, pour la diminution du potentiel :

R
W—W, — S (38)
n k= <
(nv +kv )

2

. 1A '
La quantité 5 ;— . %est constante pour toute la série

des expériences, et I'on peut done écrire :

2
W — W, — A.M

(%4—%5)713 (39)

Si l'on compare cette expression avec celle (34)
que Riess a donnde pour I'échauffement, on voit que,
pour les rendre proportionnelles entre elles, il suffit
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d’'admettre que, pour les bouteilles des deux batteries,
quoiqu'elles mne fussent pas égales, les quantités
% et &' avaient & peu prés les mémes valeurs; on est
d'autant plus fondé a I'admettre que Riess déclare plus
bas' avoir trouvé, par des mesures directes, qu'en faisant
communiquer les deux hatteries, I'électricité se répan-
dait dans le rapport de leurs surfaces, ce qui ne pouvait
avoir lieu, d'aprés les équations (24), que si & était
dgal a ' ®.

Ricss a varié également ses expériences en allongeant
le circuit, et il a observé le décroissement de chaleur
qui se produisait & un endroit déterminé. Les résultats
de ces expériences concordent en général avece ceux
que nous avons donnés plus haut, et nous ne nous y
arréterons pas, non plus qua quelques auires expé-
riences mentionnées dans le méme travail.

1. Loc. ci¢., p. 220.

2. Comme les quantités & et &' dépendent surtout, d'aprés ce qui
précéde, des épaisseurs de verre des deux batteries, il m'a paru
intéressant de connaitre ces épaisseurs, et pendant I'impression,
dans les Ann.de PoGe., du travail dans lequel y’ai donné ces dévelop-
pements, j'avais déja prié M. Riess de vouloir bien les mesurer;
il 2 eu la bonté de me faire la communication suivante, Dansles
petites boute:lles (celles de la seconde batterie) I’8paisseur varie
eonsidérablement, et est en moyenne de 14 ligne de Paris. Les
grandes bouteilles (celles de la premiére batterie) n'ont pu étre
mesurées parce qu'elles sont fermeées par le haut; mais il en a
mesuré deux de lo méme espéee quon avait fabriquées en surcroit
en méme temnps que celles qui étaient en usage; l'épaisseur de
verre y est a peu prés uniforme et égal 4 14 ligne. Comme on ne
peut pas attendre une égalité absolue des épaisseurs de verre dans
les circonstances que mentionne M. Riess, et qu'elle n'est du reste
pas nécessairement exigée pour I'égalité supposée de & et de %', qui
dépendent en outre, quoiqu’a un degré moindre, de la forme et de la
grandeur des bouteilles, qui sont différentes dans les deux batteries,
je crois qu'on peut regarder comme satisfuisante la concordance
des nombres 1§ et 14.
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§9..

Equations applicables a [a batterie a cascade.

Nous considérerons maintenant la batlerie a cascade
de Frankiin ou pile de bouteilles. Elle consiste en un
certain nombre de bouteilles ou de batteries, qui sont
isolées et ensuite réunies entre elles de telle sorte que
Parmature extéricure de la premiére est en communi-
cation conductrice avec l'intérieure de la seconde,
'extérieure de celle-ci avec I'intérieure de la troisiéme,
et ainsi de suite. L'armature intérieure de la premiére
batterie et 'armature exiérieure de la derniére sont
libres, et sont traitées pendant la charge comme celles
d'une batterie unique. ,

La charge ayant eu lieu, désiznons les quantités
d’¢lectricité qui se trouvent sur les deux armatures des
différentes Dbatteries, ainsi que les valeurs correspon-
dantes de la fonction potenticlle, suivant leur ordre
respectif, par:

{ M, N, ; M, N,5 M, Ny; ete.
(40)
¥,G,; F, G,; Iy, Gy ele.

Puisque, quand de l'électricité positive est transmise
par un conducteur a I'armature intérieure de la premiére
batterie, l'armature extéricure de celle-ci ne peut
recevoir d’électricité négative que de l'armature inté-
rieure de la seconde, qui se trouve ainsi chargée
positivement, on aura :
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N, =—M,;

comme en outre, dans deux corps reliés par un
conducteur la fonction potentielle doit avoir des valeurs
égales, on a, pour ces mémes armatures :

pour tout autre couple de deux armatures reliées, on
aura deux équations analogues, ce qui donnera la série
d'équations :

{ Ny=—M,; N, = — M;; Ny = —M,; elc.
‘ (41)
? G, =F,; G, =F,; G, = F,; etc.

En outre, pour chacune des batteries, les quantités
M, N, F et G sont dans une relation ielle que deux
quelconques d’entre elles sont déterminées par les deux
autres. On peut notamment, en vertu des équations (51)
du chapitre précédent, poser, pour une batteric qui se
compose de n bouteilles égales :

[

M=n 4 [F — G) 4 nG,

B

(42)

N = —a) (G — F) + nfG.

3
s
@

Au moyen des systemes d'équatlions (41) et (42), on
peut, aussitét que deux des quantilés (40) sont données, |
déterminer les autres, et calculer ensuite par 1a le
potentiel de toute I'éleciricité sur elle-méme.
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Pour comparer la théorie avec I'expérience, nous
possédons également des essais de mesure de Riess.
Les essais comportent deux séries. Dans la premiere, le
nombre des bouteilles était le méme dans toutes les
batteries relides entre elles, mais le nombre de ces
derniéres variait: dans ia seconde, le nombre des
batteries employées était toujours de deux, mais le
nombre des bouleilles variait dans chacune de ces
batteries.

§ 10.

Batterie a cascade de deux éléments inégaux.

Nous considererons d’abord la seconde des séries
d’essals et nous la comparerons avec la théorie.

Les expériences étaient disposées de telle sorte que
les deux batteries étaient isolées, et que l'armature
intérieure de la premiére communiquait avee la mmachine
glectrique, l'armature extérieure de la seconde avec
une bouteille de mesure de Lane. De cette maniére, la
quantité d’¢lectricité de la seconde armature extérieure
était donnée par le nombre des étincelles de la bouteille
de mesure; et en méme temps, on peut considérer
comme égale a zéro la fonction potentielle sur cette
armature, aprés chaque étincelle de la bouteille de
.mesure, puisqu'on ne néglige ainsi que la fonction
potentielle du résidu qui reste dans la houteille de
mesure aprés chaque décharge.
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Nous connaissons donc, comme cela est exigé plus
haut, dcux des quantités (40) ; et, pour en déduire les
autres, nous pouvons successivement passer de la
seconde armature extérieure 4 la seconde intérieure,
puis & la premiere extérieure, et enfin 4 la premiére
intérieure. Si l'on désigne par — Q la quantité
d’électricité déterminée au moyen de la bouteille de
mesure, par n, et n, les nombres des bouteilles des
deux batteries, toutes les bouteilles étant supposées
égales; et sl on néglige tous les termes d'un ordre
supérieur au premier par rapport & £, on obtiendra la
série des expressions suivantes :

2=Ov
N,= —Q,

E\ &
F2=(1+GE)@Q,
M,= (1+aﬁ)Q,
- S

E\ k
G‘=(1+a§)'nng’
N——(1+=2)q,

S

_d 7y g (1 1\%
PPz e 02 TG ) S

Si on forme maintenant, pour déterminer le potentiel
de toute la batterie composée, I'équation :
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W = 1 (F\M, + G,N, + F,M, -+ G,N,),

et si l'on y substitue les expressions précédentes, on
obtient :

n,+2n,

n,+7n,

k
s

wl14 (1 +1)E ey

ny ' on,2s

[2z+(u+@> Zﬂ

Si l'on se contente d’'un degré d’exactitude moindre, en
négligeant une quantité de lordre & par rapport &
Ia valeur totale, on peut écrire :

1 1\ 2
W= (i + E)Q—SQ% (43,)

n,

Comme le potentiel est nul aprés la décharge, W sera
la diminution du potentiel qui a lieu par cette décharge ;
et si nous admettons comme précédemment que, dans
des circonstances semblables, 1'échauffement en un
point déterminé du circuit est proportionnel & leffet
total, nous pourrons écrire :

1 1) Q®
C=A(n—l+772)§. (44)
ou C désigne la chaleur produite, et .\ une constante.

Si nous comparons cette formule avec les résultats
de l'expérience, nous verrons d’abord qu'ici, comme
dans tous les autres cas, la proportionnalité de la
chaleur produite au carré de la quantité d'électricité
employée, se trouve confirmée. En outre, en ce qui
concerne la dépendance qui existe entre la chaleur
et les nombres de bouteilles », et n,, la concordance
résulte des tables suivantes.

La premiére fois, »n, a été laissé constant tandis que
n, variait, de telle sorte que :
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n, = N, = 2N,, = 3n, et = 4n,;

une autre fois, n, a été laissé constant et =n, a varié de
sorte que :

n, =mn,=2n,=3n, et =4n, L.

Afin de pouvoir mieux comparer les résultats, j'ai pris
pour unité, dans les deux cas, I'échauffement observé
dans la premiére expérience oil n, était égal a »,, et
Jy ai réduit les autres échauffements. Jai pris la
moyenne des deux valeurs que Riess donne comme
résultats de chacune de ses expériences.

_(I.) m, VARIABLE, 72, CONSTANT.

ECHAUFFEMENTS
n, , —~
CALCULES. OBSERVLES.
My 1 1
2 ny 0,75 0,76
3 7y 0,67 0,69
4 Ny 0,63 0,66

1. Ann. de PoGG., t. LXXX, p. 356.
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(II.) », VARIABLE, 7, CONSTANT.

KECHAUFFEMENTS
7, - P —
CALCULES. ORBSERVES.
ny 1 1
2 n, 0,75 0,78
3 n, 0,67 0,72
4 1y 0,63 0,68

On voit que, dans le premier tableau, il y a une
concordance satisfaisanle entre les nombres de la
deuxi¢me et de la troisiéme colonne. Dans le second
tableau, les différences sont, a la vérité, plus considé-
rables ; mais sl l'on réfléchit combien il serait difficile
de réaliser complétement les conditious supposées dans
la formule théorique, surtout celle d'une isolation
parfaite, et qu'en outre, dans ce cas méme, la formule
n'cst quapproximalivement exacte, on {rouvera que ces
différences ne sont pas telles qu’elles doivent faire
douter de la théorie.
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Batterie a cascade de plusieurs éléments égaux.

Passons maintenant a la seconde série d'essais
indiquée plus haut, dans laquelle les éléments reliés
en batterie & cascade (bouteilles isolées ou batteries
se composant de quelques bouteilles) étaient égaux
entre eux, tandis que leur nombre variait. Dove et
Riess ont employé comme éléments trois ou quatre
bouteilles ou batteries égales, qui, dans la charge,
étalient tfoujours réunis en batterie & cascade; la
décharge, au contraire, se faisait soit pour la premiére
seule, soit pour les deux premiéres ensemble, soit pour
les trois premiéres ensemble, etc... Lors de chaque
décharge, on observait I'échauffement dans le circuit
de fermeture.

Pour déterminer, dans une batterie 4 cascade, com-
posée d'un nombre quelconque d’éléments égaux, les
niveaux potentiels des diverses armatures, ainsi que
les quantités d’électricité qui se trouvent sur celles-ci,
lorsqu'on connait deux de ces quantités, nous pouvons
utiliser de nouveau les systémes d’équations {41) et {(42).
Nous nous contenterons ici du degré d’exactitude moindre
que l'on atteint, quand on ne considére que le premier
terme dans chacune des expressions M ou N. Alors
on peut considérer comme égales en valeur absolue les
quantités d'électricité sur toutes les armatures; d’aprés
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cela, si nous désignons par — Q celle qui se trouve sur la
derniére armature extérieure, nous pourrons représenter
ces quantités par la série — Q, + Q, — Q, + Q, etec.
Si le niveau potentiel de la derniére armature extérieure
est nul, nous obtenons la série suivante des valeurs des
niveaux potentiels :

0.k 22 229 on
]

ou S est égal & ns.

En ce qui concerne le potentiel de toute I'électricité
sur elle méme pour une batterie 4 cascade d'un nombre
quelconque d’éléments, il est & remarquer que, pour le
degré d'exactitude dont nous nous sommes contenté, les
potentiels des houteilles seules ou des batteries utilisées
comme éléments sont égaux entre eux, chacun d’eux
étant représenté par g . %j . Si l'on emploie un seul

élément, ou une réunion de deux, trois, etc., éléments,
on obtient comme valeurs des potentiels :

Ce sont ces valeurs, procédant suivant les rapports
des nombres entiers 1, 2, 3, etc., qui représentent les
quantités de travail effectuées par les forces électriques
dans les décharges faites par Dove et Riess; on doit,
par suite, y comparer les échauffements observés.

Mais, dans cette série d’essais, on ne doit pas
s'attendre a une aussi grande concordance que dans la
précédente, parce qu'ici se présentent quelques inconvé-
nients dont les expériences antérieures n'étaient pas tout
a fait dépourvues, mais qui ne pouvaient pas y exercer
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une influence aussi considérable. I’un de ceux qui
méritent une mention plus particuliére consiste en ce
gque chaque batterie nouvelle, ajoutée pour la décharge,
allonge aussi le circuit. En effet, dans la premiére
série d’expériences, lorsqu’on augmentait le nombre des
bouteilles d'une batterie, les nouvelles bouteilles étaient
introduites & cété des autres ; et, si le systéme de corps
soumis & Paction de l'électricité était augmenté de ces
bouteilles et de leurs fils conducteurs, cette augmen-
tation ne devait pas compter, toutefois, comme un
allongement du circuit lui-méme ; c’est pourquoi jai
négligé plus haut cette circonstance, de méme que la
circonstance analogue, qui s’est présentée antérieurement
dans l'accroissement du nombre des boutecilles d'une
seule batierie. Dans la série d’expériences actuelle,
au contraire, chaque batterie ajoutée est placée &
la suife des autres, de sorte que son fil conducteur et
ses deux armatures font alors partie intégrante du
cireuit.

Il résulte de la que I'hypothése que nous avons faite
dans le cas d'un circuit consfant, & savoir, que la
production de chaleur, en un licu déterminé, est propor-
tionnelle 4 I'effet total, ne peut plus étre admise dans le
cas ol cet effet est augmentéd par l'accroissement des
éléments d’'une batterie & cascade, mais que, dans ce
dernier cas, le rapport des productions de chaleur
observées doit étre un peu moindre. Or, comme les
équations précédentes font voir que l'effet total, ou la
diminution du potentiel, est proportionnel au nombre des
éléments déchargés simultanément, on devra s’attendre
a ce que, quand le nombre des éléments augmentera
progressivement , les indications d’'un thermométre
électrique, placé dans le circuit, restent un peu au

dessous des nombres entiers successifs correspondants.
12
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Les expériences de Riess' montrent aussi en réalité
un écart assez notable, puisque, pour quatre batteries,
les nombres, au lieu de croitre de 1 4 4, ne vont jamalis
que de 1 4 3, et pour trois batteries de 1 a 2,5 seulement,
au lieu de croitre de 1 a 3. On ne peut naturellement
pas énoncer de loi déterminée relativement a cette
série de nombres, puisqu'elle doit dépendre de la
constitution des batteries employées, ainsi que de celle
des conducteurs qui les relient entre elles.

L'exactitude de I'’hypothése faite précédemment, que
chaque liaison entre deux éléments doit étre considérée
comme une partie intégrante du circuit, se vérifie
du reste encore spécialement en ce que, d'aprés les
observations des deux physiciens, 'échauffement a lieu,
dans ces fils intermédiaires, & peu prés comme dans le
circuit principal, et en ce que Ilintroduction d'un
mauvais conducteur dans 'une de ces liaisons diminue
I'échauffement, en un point quelconque du circuit
principal, presque autant que si ce conducteur était
introduit dans celui-ci méme.

On ne doit pas perdre de vue cette derniére circon-
stance, si l'on veut se rendre compte de I'accroissement
de la guantilé totale de chaleur engendrée, qui a lien
lors de l'augmentation des éléments d'unc batterie a
cascade. Sil'on a, par exemple, une batterie a cascade de
quatre éléments, il existe, dans celle-ci, quatre parties
distinctes du circuit de fermeture, savoir : le circuit
principal qui relie la premiére armature intérieure a la
derniére extéricure, ¢t les trois parties intermédiaires qui
relient une armature extérieure 4 I'armature intérienre
suivante. Puisqu’on peut intercaler dans chacun de ces
circuits un thermométre électrique a air, et qu'on

1. Ann, de Pogeé., t. LXXX, p. 351.
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obtient chaque fois une quantité de chaleur qui se
rapproche au moins du quadruple de celle qu'un seul
élément y elt produite, on pourrait peut-étre, comme
cela est en effet arrivé, en tirer la conclusion que I'on
obtiendrait une quantité de chaleur seize fois plus
grande en intercalant simultanément des thermométres
électriques & air dans tous les quatre circuits. Mais il
ne faut pas oublier que, si I'on n’introduit qu'un seul
thermométre, dont le fil a une longueur réduite
importante, presque toute l'action de la décharge s’y
concentrera ; si l'on introduit quatre thermomeétres,
T'effet se répartira sur les quatre, et deviendra moindre,
dans chacun, d'une maniére correspondante. La produc-
tion totale de chaleur ne peut pas étre plus grande que
la diminution du potentiel qui a lieu pendant la
décharge, et d'aprés ce qui précéde, cette diminution,
est, non pas seize fois, mais seulement quatre fois plus
grande dans une batterie de quatre éléments que dans
un élément unique.

En jetant un coup d'eeil d’ensemble sur le résultat de
toutes les explriences faites jusqu'a présent, nous
verrons que la plupart des cas sont, en gtnéral, trop
compliqués pour se préter 4 une comparaison rigoureuse
avec la théorie ; mals, pour autant que cette comparaison
fat possible, elle a toujours été a l'avantage du
théoréme fondamental, et je ne connais aucun fait
expérimental bien établi qui le contredise. Je pense
donc que l'on peut regarder ce théoreme comme
confilrmé par I'expérience, si tant est que cette confir-
mation soit encore nécessaire 4 c6té de son fondement
théorique.
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CHAPITRE V.

PRODUCTION DE TRAVAIL ET DE CHALEUR
DANS UN COURANT ELECTRIQUE STATIONNAIRE.

8§ 1.

. Caractére distinctif du cas a considérer.

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré
les effets du mouvement de T'électricité, dans un cas
particuliérement simple sous un certain rapport. Nous
avons supposé, en effet, que I'état initial de I'électricité,
aussi bien que I'état final, était un état de repos. Dans
ce cas, il n’est absolument pas besoin d’examiner la loi
du mouvement par lequel Iélectricité passe d’un état
4 l'autre ; il suffit de connaitre le potentiel de toute
Iélectricité sur elle-méme pour les deux états de repos ;
le travail effectué par les forces électriques pendant le
passage est représenté par la différence des deux
potentiels. Nous considérerons maintenant, au contraire,
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I'électricité dans son mouvement méme, mais en faisant
d’autres hypothéses pour simplifier la recherche. Nous
supposerons que le mouvement est stationnaire ; nous
entendons par 14, qu'il est tel, que I'état de mouvement
du systéme considéré reste toujours le méme dans
la suite du temps, ou tout au moins qu'il n’éprouve
que des modifications dont la durée est si petite,
relativement aux intervalles de temps que 'on considére
dans 'observation, qu'on n'a affaire dans celle-ci qu'a un
état de mouvement moyen, qui est invariable. Un
tel mouvement stationnaire a lieu dans un courant
galvanique ou thermoélectrique, et nous nous occuperons
maintenant de courants de cette nature. Mais nous
introduirons encore une restriction. Nous ne consi-
dérerons pas tout d’abord le circuit entier, y compris
les poinis ou les forces électromotrices agissent, et les
phénomeénes engendrant ces forces, mais nous restrein-
drons notre examen 4 une portion de conducteur dans
laquelle aucune force électromotrice n'a son siege, et
qui w’éprouve pas de modifications chimiques ou
mécaniques. Nous supposerons aussi gquil n'y a pas
d’'actions d’induction entre le conducteur considéré et
d’autres conducteurs ou aimanis.

Dans ce cas, l'échauffement du conducteur est le
seul effet produit par le courant électrique. Les
lois de cette production de chaleur ont été constatées
expérimentalement par Joule’, Lenz® et Becquerel®,
pour le cas le plus simple, ou le conducteur est un fil ;
ils ont trouvé que la chaleur, engendrée pendant 1'unité
de temps dans un fil, est proportionnelle & sa résistance

1. Phil. Mag., S. 3, t. 19, p. 264 et Sér. 4, t. 3, p. 486.
2. Ann. de PoGG., t. 61, p. 44.
3. Ann. de chim. et de phys., S. 3, t. 9, p. 21.
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4 la conductibilité et au carré de l'intensité. Il s'agit
maintenant de considérer, & un point de vue théorique
général, le travail fait dans le conducteur par les forces
électriques, et la chaleur engendrée qui s’ensuit, et de
les rattacher aux effets considérés dans le chapitre
précédent.

§ 2.

La loi d’Ohm, et son interprétation par Kirchhoff.

La loi d'Ohm, en tant qu'elle est relative aux
phénoménes qui se passent & l'intérieur d’'un conducteur
homogéne, peut s’énoncer d’'une maniére générale sous
la forme suivante. Soit dw un élément de surface &
I'intérieur du conducteur, N la normale & cet élément
et idw la quantité d’électricité qui le traverse pendant
I'unité de temps, ¢ étant positif ou négatif, suivant
que l'électricité se meut, relativement i N, du cété
négatif au cb6té positif, ou wvice-versd ; on aura
I'équation :

. av
i=—%k IN’ (1)
ol % désigne le pouvoir conducteur du corps, et V une
fonction qui ne dépend que des coordonnées, du
moment ou le courant est arrivé a l'état stationnaire.
En effet, en chaque point du conducteur parcouru
par le courant, doit agir une force qui maintient
I'électricité en mouvement, malgré la résistance qu’elle
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a continuelloment & vaincre; et le coefficient difté-

. . Y
rentiel négatif — N

posante de cette force estimée suivant la direction de
la normale N. Mais, 4 part ce point, la signification
physique de la fonction V était auparavant douteuse.
Ohm nomme la quantité représentée par cette fonction
la force électroscopique, et il la définit la densité de
Télectricité au point considéré du conducteur!. Mais
Kirchhoff? a objecté avec raison que cette maniére de
voir est en contradiction avec un théoréme connu
d’électrostatique. D’aprés elle, en effet, I'électricité
devrait rester en repos dans un conducteur, si elle était
répandue, dans tout son volume, avec la méme densité ;
tandis qu’il est bien connu que l'électricité libre d’'un
corps (c'est-a-dire celle qui n'est pas liée & une égale
quantité d’électricité contraire), la seule dont il puisse
8tre ici question, puisqu’elle est |a seule qui exerce une
action, que cette électricité, disons-nous, & l'état de
repos, n'est répandue que sur la surface du corps.

représente évidemment la com-

Cette objection pourrait peut-étre faire naitre des
doutes sur l'exactitude théorique de la loi d’'Ohm ;
toutefois Kirchhoff Jui-méme a démontré que cette loi
peut parfaitement se mettre en harmonie avec les
principes de '¢lectrostatique, et il a fait voir quelle est
la signification que l'on doit attribuer, dans ce but, &
la fonction V.

4
— le représente la compo-
sante, estimée suivant la direction de la normale N, de

Comme nous l'avons dit,

1. Die galvanische Ketle, mathematisch bearbeitet von Dr
G. S. Ohm, p. 95 et autres.
2. Ann. de Posa., t. LXXVIII, p. 506.
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la force agissant, au point considéré, sur une unité
d’électricité qu'on y suppose concentrée ; de.méme, les

composanties de cetle force suivant les trois axes seront
. . ov ov ov
naturellement représentées par — —, — —, — —.
ox oy 0z
Cela indique que celte force provient d'attractions et de
répulsions execrcécs par des points fizes, et dont I'inten~
sité ne peut élre fonction que de la distance, et non de
la direction dans laquelle se trouve le point agissant;
mais la loi de cette aclion reste encore arbitraire. Cette
loi peut sc¢ déduire d’autres considérations, puisque ces
attractions et répulsions ne peuvent étrc exercées, dans
le cas qui nous occupe, que par I'¢lectricité elle-méme;
et que, pour celle-ci, les attractions et les répulsions
sont ¢nversement proportionnelles au carré de la
distance. De 1a il résulte que la fonclion V doit éire
simplement considérée comme la fonction polentielle de
la quantité totale d'électricité libre*.

L’objection mentionnée plus haut est done levée;
car, au moyen de cette signification de la fonction V,
I'équation V = const., qui exprime, en vertu de (1),
quil 0’y a pas de courant, est la méme que I'équation
de condition que donne !'électrostatique pour I'état
d’équilibre.

1. C'est, pourquoi j'ai représenté cette fonction, que Ohm et
Kirchhoff désignent par %, par la lettre V, que j'ai déja employée
dans mes recherches antérieures sur la fonction potentielle.
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§ 3.

Distribution de Vélectricité décomposée
et état électrique dans P'intérieur du conducteur.

Au moyen de la signification donnée ci-dessus a V,
il est facile, comme Kirchhoff I'a montré, de déterminer
oll se trouve l'¢lectricité libre dans le cas d'un courant
stationnaire. En effet, pour que le courant soit station-
naire, il faut que la quantit¢ d’¢lectricité contenue dans
chaque ¢lément de volume soit constante ; et, par suite,
la quantité d’électricité, qui entre dans un élément
de volume pendant un certain temps, doit éire égale
4 celle qui sort de cet élément pendant le méme
temps. Si nous considérons un ¢lément dedydz en un
point (x, ¥, ), nous aurons, d’aprés I'éguation (1),
pour la quantité d'électricité qui entre dans cet élément
par la premiére des deux faces dydz :

ov
— kdydz Blm’ )

et pour la quantité qui sort par 'autre face :
ov | 0% .
—_ ]{dyd,u (a{t:} + %E dw) ’

L d
I'exces de la seconde sur la premitre sera donc :
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v
kdxdyd. 552 -

Pour les deux faces dodz on obtiendra de méme l'excés :

kdadydz v

dyr’

et pour les deux faces dady :
v
kdxdydz rrh

La somme de ces trois expressions donne l'excés de
toute la quantité d’électricité qui sort de I'élément sur
celle qui y entre ; et comme cet excés doit étre nul, on
aura :

arv v av
gz +ooyr T o =0 @

Or, d’aprés un théoréme connu sur la fonction poten-
tielle, cette équation prouve que le point (z, y, 2) est
extérieur 4 la masse dont V est la fonction potentielle ;
et comme ce résultat s'applique 4 tous les points du
conducteur, il s'ensuit que I'électricité libre ne peut pas
se trouver & lintérieur de celui-ci, et que, dans un
courant stationnaire, comme dans I'état d'équilibre, elle
est accumulée A la surface.

La circonstance que I'électricité en mouvement dans
Iintérieur du conducteur n’exerce ni attraction ni
répulsion, doit s'expliquer différemment, suivant qu'on
suppose qu'il existe deux électricités ou qu’il n’en existe
quune seule. Dans la premiére hypothése, on doit
admettre qu'il se trouve & chaque instant, dans chaque
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¢lément de volume 4 l'intérieur du conducteur, la méme
quantité des deux électricités. Dans 'autre hypothése
on suppose, comme on sait, qu'un élément de volume
d’un corps, qui renferme une certaine quantité normale
d’électricité, n'exerce aucune action sur une autre
particule d'électricité, parce que la répulsion de
I'électricité est compensée par une certaine autre
force, et, d'un autre c6té, qu'il ne se présente de
répulsion ou d’attraction effective que quard I'élément
de volume renferme trop ou trop peu d’électricité ; dans
cette hypothése, on doit admettre, pour le cas d'un
courant stationnaire, que chaque élément de volume
a l'intérieur du conducteur renferme constamment la
quantité d’électricité normale.

Dans la premiére hypothése, c'est-a-dire dans celle
des deux électricités, on peut encore faire différentes
suppositions relativement 4 la maniére dont elles se
comportent. Si I'on considére les deux électricités comme
également mobiles, on doit en conclure qu'elles se
meuvent avec des vitesses égales dans des sens opposés.
On peut aussi, comme C. Neumann l'a fait, admettre
quune seule des deux électricités, la positive, par
exemple, est mobile de telle sorte qu'elle peut se mouvoir
dans les conducteurs solides, et que l'électricité négative
est reliée invariablement aux atomes pondérables.
Cette hypothése concorde avec lautre, c’est-a-dire avec
celle d’'une secule électricité, en ce que le courant
galvanique ne consiste qu'en un simple mouvement,
celui de l'électricité positive ; mais elle est, quant au
reste, plus commode pour la théorie mathématique, en
ce que les forces exercées par l'électricité fixe en repos
se laissent exprimer d’une maniére mieux déterminée
et plus simple.

Nous admettrons toujours, dans ce qui suit, qu'il n’y a
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qu'une électricité en mouvement. Pour traduire foutes
les considérations, qui se présenteront ici, dans l'autre
hypothése, ou les deux électricités sont également
mobiles, on n'aura, au licu d’admettre un seul courant,
qui transporte pendant I'unité de temps & travers une
surface donnée la quantité d’¢lectricité Q dans une seule
direction, qu'a admettre deux couranfs qui transportent
les quantités d’électricité } Q et — § Q en sens contraires,
et & appliquer a ces deux courants séparémeni les
résultats qui se rapporient ici au courant unique.

En outre, il faul encore signaler ici une autre
circonstance. Dans ce qui précéde, nous mne nous
sommes occupé, en parlant des forces que 1'électricité
mobile subit, que de celles que l'on considére ordi-
nairement, et que les particules d'électricité exercent
les unes sur les autres indépendamment de leur
mouvement. Mais les particules é¢lectriques mobiles
exercent aussi, les unes sur les auires, des forces qui
naissent de lear mouvement et que nous nommerons
simplement forces édlectrodynamiques. Il y a lieu de se
demander si une particule électrique, se mouvant dans
le conducteur, éprouve, de la part de toutes les autres
particules en mouvement, une force électrodynamique,
qui, en s’ajoutant & la force dont il a été parlé jusqu'ici,
modifie les lois ci-dessus menfionnées.

Sous ce rapport j'indiquerai d’abord provisoirement,
comme résultat d’'une recherche qui sera faite dans
un chapitre ultérieur, que la force électrodynamique
qu'une particule d'électricité en mouvement éprouve
de la part d'un courant fermé, au repos, et constant, ne
peut avoir qu'une direction perpendiculaire a la direction
de son mouvement, et que, par conséquent, pendant
que celui-ci a lieu, elle ne peut effectuer aucun travail.
Dr’apreés cela, nous pouvons faire entiérement abstraction
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de la force électrodynamique dans la détermination du
travail ici considéré et de la production de chaleur qui
en dépend.

Mais, dans la question de savoir ou se trouve
T'électricité décomposée, et comment elle est distribuée,
la force électrodynamique doit étre prise, en tout cas,
en considération. On peut, en effet, se représenter,
si une telle force existe, quoutre I'électricité décom-
posée, dont la fonction potentielle est V, il existe
encore une autre électricité décomposée, dont la force
tient en équilibre la force électrodynamique. La
discussion plus précise de ce point ne seralt pas & sa
place ici, puisqu’il n’a pas encore été question de la
force électrodynamique, et c’est pourquol je me
contenterai d’indiquer, par une distinction dans la
terminologie, que je ne veux pas anticiper sur cette
discussion par ce que je dirai ici. Je nommerai V, non
pas simplement la fonction potentielle de 'électricité
décomposée, mais bien la fonction potentielle de
Péleclricité décomposée molrice ; par la, je veux
exprimer qu'outre cetie électricité décomposée, il en
existe encore une autre, qui n'agit pas comme motrice,
parce que la composante de la force gu'elle exerce
suivant la direction do la trajectoire est nulle.
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§ 4.

Détermination du travail effectué dans le conducteur.

Cherchons maintenant a4 déterminer le travail effectué
par la force qui agit, a l'intérieur du conducteur, dans
le mouvement de I'électricité.

Considérons, pour cela, un élément d'électricité dg,
se mouvant sur le chemin s. La composante de la force
agit sur une unité d'électricité qui, suivantla direction
de la trajectoire, sera représentée, en chaque point de

cette derniére, par — v , et la force qui agit sur

os oV
I'élément dg sera — dy . e I1 faut remarquer que

I'élément d'électricité se meut dans la direction dans
laquelle agit la force, et que, par suite, la composante
de la force dans la direction de la trajectoire est en
méme temps la force totale. Si nous imaginons main-
tenant comme donnée la trajectoire de l'élément
d'électricité dg, nous pouvons regarder V simplement

comme une fonction de la longueur s du chemin, et

. . . dV . ov
nous pouvouns, par suite, écrire aussi ds au lieu de I

et représenter, en conséquence, la force ci-dessus
par — dgq . Ofi—‘s[ Le travail effectué par la force, dans

la mouvement Je long de 1'élément de chemin ds, est,
par suite :
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—dg. d_V_ ds,

et le travail effectué ainsi sur le trajet de s, &4 5, :

— dg f——ds— o — V) dg,

ou V, et V, sont les valeurs de V correspondantes a
s, et s,.

On voit d’'abord par 14 que ce travail est compléte-
ment déterminé par les valeurs de la fonction potentielle
qui répondent aux poinfs initial et final de la portion
de trajectoire, sans qu'il soit nécessaire de connaitre le
chemin parcouru entre ces deux points. En outre, le
produit V. dg est le potentiel de I'électricité décomposée
motrice sur I'élément dg, de sorte que I'expression précé-
dente représente la diminution qu'a subie ce potentiel
depuis s, jusqu'a s, ; et, comme cette méme expression
s'applique a tout autre élément d’électricité, et peut
s'étendre, par suite, & une guantit¢ finie d’électricité,
on aura le théoréme suivant :

Le travail effectué pendant un mouvement déterminé
d'une quantité d'électricité, par la force qui agil dans
le conducteur, est égal a la diminution qu'a subie,
pendant ce mouvement, le polentiel de cetie quantité
d'électricité et de Uélectricité. décomposée motrice l'une
sur l'autre.

Dans ce qui précéde, nous nous sommes représenté le
mouvement de I'électricité comme si une quantité déter-
minée de celle-ci parcourait tout le chemin considéré ;
mais il peut se faire que ce mouvement affecte un tout
autre caractére. Si l'on suppose, par exemple, que
chague molécule matérielle soit pourvue d'une certaine
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quantité d’'électricité, et si 'on imagine un nombre de
molécules semblables 1, 2, 3, 4, etc., disposées a la
suite les unes des autres, le mouvement de I'électricité
pourra se faire de telle sorte qu'une petite quantité
passe de 1 & 2, qu'une autre quantité égale passe de 2
4 3, une autre égale de 3 & 4, et ainsi de suite. Mais,
pour la validité du théoréme précédent, il est indifférent
que I'on admette Yun ou l'autre de ces mouvements,
car il suffit que toutes les parties du chemin soient
parcourues par une quantité égale, mais non néces-
sairement, par la méme quantité d’électricité.

Au moyen de ce théoréme, il sera facile de déterminer
le travail effectué, pendant I'unité de temps, dans une
portion quelconque d’'un conducteur parcouru par un
courant stationnaire,

Soit donnée une surface fermée, limitant une partie de
I'espace occupé par le conducteur ; il suffira de déter-
mirner la diminution du potentiel pour chaque particule
d’électricité qui traverse cet espace fermé pendant
T'unité de temps ; ou bien, ce qui revient au méme, on
n'aura qu’a multiplier cette quantité d’électricité par les
valeurs que prend la fonction potentielle aux points
d’entrée et de sortie, et a soustraire ces deux produits
'un de Yautre. La somme de toutes ces différences
donne la quantité de travail cherchée, et I'on peut la
représenter aisément sous la forme suivante. Soient dw
un élément de surface de l'espace fermé, et idw la
quantité d’électricité qui le traverse pendant 'unité de
temps, quantité qui sera positive ou négative suivant
quelle sort de cet espace ou qu'elle y entre; enfin,
soit W le travail effectué a lintérieur de cet espace ;
on aura :

W — f Vide, M
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ol 'intégrale doit s'étendre 4 toute la surface. Silon y
fait, d'aprés (1) :

v

i=—koN

ou la normale N est comptée comme positive vers

I'extérieur, on pourra écrire cette équation sous la
forme :

ov
W=—kad—Ndm. (Ia)

§ O.
Détermination de la chaleur engendrée dans le conducteur.

A ces équations se relient immédiatement celles qui
déterminent la chaleur produite i I'intérieur de l'espace
fermé.

Le travail effeclué dans celui-ci doit, en effet, étre
accompagné d'un égal accroissement de force vive. Ce
travail, est représenté complétement, dans le cas actuel,
par I'équation (I) ou (I,), puisque nous avons exclu
tous les autres effets dans lesquels se présente un
travail, comme, par exemple, l'électrolyse. Dans la
force vive, nous devons, a la rigueur, considérer non= .
seulement la masse matérielle du conducteur, mais
encore l'électricité. Les particules d’électricité peuvent
étre, en effet, accélérées ou retardées sur leur trajec-
toire, car la condition de Vétat stationnaire exige
bien que la vitesse soit invariable en chaque lieu du

18
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conducteur, mais non qu'elle soit la méme en différents
lieux. Si, par exemple, le courant parcpurt un conduc-
teur présentant des sections trés différenies, le mouve-
ment de 1'électricité peut étre plus rapide dans les
sections étroites que dans les plus larges, de méme que
Yeau d’un fleuve coule plus rapidement aux endroits ou
son lit se rétrécit.

Il s’agirait done de décider si l'on doit attribuer de
Iinertie a I'éleetricité, et, par suite, de la force vive 4
celle qui est en mouvement, et comment on doit déter-
miner cette force vive. Sous ce rapport,il faut maintenant
remarquer qu'on a déja fait tacitement une hypothése
“en admettant la loi ¢Ohm. Car si 'équation (1) :

ov

z=——de

est exacte, la vitesse de T'électricité en un point donné
ne dépend, en grandeur et en direction, que de la force
qui agit en ce point, et par suite l'inertie de I'électricité
doit étre ou nulle ou tellement faible, que la force
nécessaire pour produire les accélérations qui ont lieu
dans le conducteur, est négligeable a c6té de celle qui
est nécessaire pour vainere la résistance & la conducti-
bilité. C'est pourquoi nous pouvouns faire abstraction de
_ toute considération de la force vive de I'électricité dans
la détermination que nous faisons ici.

Nous n’avons donc a considérer que la force vive de
Ia masse du conducteur ; et comme, par hypothése, il ne
se produit ancun mouvement appréciable dans sa masse,
il ne reste que l'accroissement ou la diminution de la
quantité de chaleur. Ce résultat peut s'exprimer brieve-
ment comme suit : tout le iravail est employé a vaincre
la résistance a la conductibilité, et il a pour résultat la
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production d'une quantité de chaleur équivalente,
absolument comme le travail qui est employé 4 vaincre
le frottement.

Si nous imaginons que I'on mesure 1a chaleur en unités
mécaniques, la quantité de chaleur produite est simple-
ment égale au travail fait par les forces électriques, et
les formules données pour W sont également applicables
a cette quantité de chaleur. Si nous supposons, au
contraire, quel'on mesure la chaleur en unités ordinaires,
et si nous nommons E le travail correspondant & 'unité
de chaleur, ou l'équivalent mécanique de la chaleur,
nous avons & poser, en désignant par H la quantité de
chaleur engendrée pendant I'unité de temps dansl'espace
limité :

1
H=1 W,

et de méme, dapres (1) et (I,)

1 .
- f Vidw (1)

f v 5N do- | (ITa)
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§ 6.
Examen de cas particuliers.

Les intégrales qui se présentent dans les équations (I),
(Iz), (IT) et (II,) se simplifient généralement beaucoup
dans lapplication.

Si la surface qui délimite I'espace considéré est en
partie celle du conducteur, et si nous négligeons la faible
quantité d’électricité que celui-ci céde 4 I'air ambiant,
vis 4 vis de la quantité d’électricité qui le parcourt,
nous n'aurons pas a tenir compte, dans l'intégration, de
cette partie de la surface. Si le conducteur, comme c’est
ordinairement le cas, est un corps de forme trés
allongée, que l'électricité parcourt dans le sens de sa
longueur, et si nous considérons, par exemple, une
partie de ce corps comprise entre deux sections, nous
n’aurons a étendre les intégrales quaux surfaces de ces
deux sections.

Si, en outre, le conducteur a une forme approxima-
tivement prismatique ou cylindrique, 4 I'endroit ou se
trouve l'une de ces sections, de sorte quon peut
admettre que les particules d'électricité se meuvent
toutes parallélement & T'axe, la force motrice devra
avoir cette méme direction. Si l'on choisit donc un
systéme de coordonnées rectangulaires tel que 'axe des 2

soit paralléle 4 'axe du conductenr, — g représentera
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0z
Il s’ensuit que, si la section est normale 4 laxe,

V doift étre constant a l'intérieur de celle-ci, et l'on

peut donc écrire :
fVidw = V/idm.

L'intégrale fz'dw, prise négativement ou positivement,

suivant que cette section est la premiére ou la seconde

relativement 4 la direction du courant, représente toute

la quantité d’électricité qui traverse cette section

pendant l'unité de temps; cette quantité sappelle-
habituellement I''nfensité du courant, et nous la repré-

senterons par J, de sorte que l'expression précédente

deviendra :

toute la force motrice, et % ainsi que N seront nuls.

4+ V.J.

Admettons maintenant que les mémes conditions soient
remplies pour lautre section, et désignons respecti-
vement par V, et V, les valeurs de V correspondantes &
la premiére et a la seconde section ; le travail effectué a
I'intérieur de toute cette portion du conducteur sera :

W:(VO__—VI)'Jr (3)
et la chaleur produite :

1

V, — V). 7. 4

Or, d’apres la loi d’Ohm :
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ou ! désigne la résistance a la conductibilité de la
portion comprise entre les deux sections; de sorte que
les denx équations précédentes deviendront :

V=1.J. (6)

1
Hez. 1.0 )

La derniére de ces équations renferme les deux lois,
trouvées par Joule et confirmées par Lenz et Becquerel,
que nous avons mentionnées au début de ce chapitre.

Aprés que, dans un Mémoire publié dans les Annales
de POGGENDORF', jeus déduit cette équation (7), dans
laquelle E est I'équivalent mécanique de la chaleur, en
me basant seulement sur la loi d’'Ohm?, comme je I'ai
fait ci-dessus, von Quintus-Icilius en a tiré une déter-
mination numérique de E(*). Par une série de mesures
trés soignées, il est parvenu a la valeur 399,7 ou en
chiffres ronds 400 kilogrammétres; eu égard a la
grande difficulté des observations a4 faire, cette valeur
concorde d'une maniére suffisamment exacte avec la
valeur424, déterminée par Joule au moyen du frottement
de Yeau.

1. T. 87, p. 164.

2. Dans une recherche sur ce sujet, (Phil. Mag., Sér. 4, 1. 2,
P. 551) Thomson a utilisé, outre la loi d’'Ohm, les lois de l'induction
¢lectromagnétique.

3. Ann. de Poga., t. 101, p. 69.
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§ 7.

Maniére dont se comportent, dans différents gaz,
des fils échauffés galvaniquement.

En 1854 ', Grove a fait cette observation, que, si 'on
porte un fil au rouge blanc a I'aide d’un courant galva-
nique, sa lumiére §'éteint brusquement, comme le ferait
la flamme d'une bougie, si on le plonge dans un vase
contenant de '’hydrogéne. Dans un travail ultérieur?®, il
a examiné plus spécialement ce sujet, pour lequel 'essai
suivant est important. Il intercala, dans le circuit de
fermeture d’une batterie de Volta, deux morceaux
entiérement égaux de fil de platine qui, enroulés en
spirale, étaient enfermés dans deux petits tubes de
verre, dont l'un contenait de l'oxygéne et l'autre de
Thydrogéne ; puis il placa les tubes ainsi disposés dans
des réservoirs contenant des quantités égales d’eau et
servant de calorimétres. Etablissant la communication
avec la batterie, de sorte que les deux fils étaient
traversés par le méme courant, le fil plongé dans
Voxygéne passa au rouge blanc, tandis que celui qui se
trouvait dans I'hydrogéne ne rougit pas visiblement. En
méme temps, la température monta d'une quantité diffé-
rente dans les calorimétres, par suite de la chaleur cédée

1. Phil. Mayg., Sér. 3, t. 27, p. 445.
2. Phil. Mag., Sér. 3, t. 35, p. 144 ¢t Ann. de Posa., t.78, p. 366.
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par les fils ; elle monta, de 60°F. jusque 70° dans celai
qui entourait le tube 4 hydrogéne, et de 60° 4 81° dans
celui qui entourait le tube & oxygéne.

D’une manicre analogue, Grove compara d’autres gaz
4 I'hydrogéne, et il trouva, entre wutres, les nombres
suivants, que j'ai réduits pour en faciliter I'examen, de
telle sorte que j’ai toujours pris comme unité la quantité
- de chaleur observée, dans le méme essai, pour I'hydro-
géne. :

Gaz dans lesquels Acide Gaz
/ ene, Hydrogene.
se trouvait le fil, Arote. Oxygime carbonigue,| oléfiant. yerosene
Chaleur eédée. 2,26 2,10 1,90

Alasuite delatraduction d’'un Mémoire qui contenaitla
premiére observation ci-dessus mentionnée, Poggendorff
a fait remarquer' que le refroidissement d'un fil,
rougi galvaniquement dans différents milieux, a lieu,
mutatis mutandis, d’aprés les mémes lois que celles
que Dulong et Petit ont établies pour le refroidissement
d’'un corps échauffé de la maniére ordinaire, et d'aprés
lesquelles le gaz hydrogéne a le plus fort pouvoir
refroidissant. Mais lorsque ['essai ultérieur de Grove
avec les deux calorimétires fut publié, J. Miller
repoussa la maniére de voir de Poggendorff, en disant? :
« Cet essai démontre catégoriquement que, si le fil
rougit plus faiblement dans I'’hydrogéne pour des

1. Ann. de PoaGa., t. 71, p. 197.
2. Rericht iber die neuesten Foritschritte der Physik. Broaun-
" schweig, 1849, p..397.
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intensités de courant parfaitement égales, cela ne tient
pas a ce que le gaz hydrogéne lui soutire plus rapidement
sa chaleur, sinon I'cau qui entoure le tube 4 hydrogéne
devrait précisément s’échauffer plus vite. Tout indique
quune production de chaleur moindre a réellement lieu
dans le fil, quand il est entouré d’hydrogéne. » Aprés
quelques autres considérations, il termine son expli-
cation par ce propos : « & mon avis, le phénoméne
est entiérement isolé et complétement inexpliqué. »

Ces remarques de Miiller me fournirent le motif d’'une
considération plus étendue du sujet?, ou, a c6té de la
différence du pouvoir refroidissant des différenis gaz
mentionnée par Poggendorft, je tins compte encore de la
dépendance de la résistance a la conductibilité vis
a vis de la t{empérature, et de la dépendance de
la production de chaleur vis a vis de cette résistance.

L'explication que j'ai donnée peut s'exposer briévement
comme suit. Si deux gaz, l'air atmosphérique et
l'hydrogéne, par exemple, agissent différemment, de
telle maniére que I'hydrogéne soutire, plus rapidement
que lair, sa chaleur & un corps chaud, le fil de plaline
s'échauffera moins dans'’hydrogene que dansl'air, méme
pour une égale production de chaleur. Mais, en outre,
la résistance 4 la conductibilité est moindre dans le fil
le plus froid, et par suite, & égale intensité de courant,
il y a moins de chaleur engendrée dans ce fil. De la
résulte, pour le fil de platine qui se trouve dans I'hydro-
géne, une temupérature encore plus basse que celle qu'on
obtiendrait pour une égale production de chaleur. De
cette manicére s’expliquent en méme temps, d’'une part la
température beaucoup plus basse, et d’autre part, la

1. Ann. de Poaa., t. 87, p. 501.
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quantité moindre de chaleur produite et cédée au
calorimétre.

Pour pouvoir faire également une comparaison
numérique approximative, on établit les calculs de
la. maniére suivante.

La quantité de chaleur H, qui est engendrée dans
le fil par un courant galvanique pendant l'unité de
temps, peut se représenter par I'équation (7) :

1
= —1J¢
H ElJ.

La résistance a la conduciibilité I qui se présente ici
est délerminée comme fonction de la température par
I'équation :

=1, (1 At),

dans laguelle {, estla résistance pour le point de congé-
lation de leau, et ¢ la température en degrés C.
comptée a4 partir de ce point, tandis que % est une
constante, que nous pouvons prendre égale a 0,00327
pour le platine, daprés Arndtsen'. D'aprés cela,
I'équation applicable 4 H se transforme en :

H:%Qﬁu+km )

En ce qui concerne maintenant la quantité de chaleur
H' que le fil perd dans l'unité de temps, en partie
par rayonnement, en partie par contact avec le gaz

1. Dans mon mémoire de 1882, cité ct-dessus, j’ai employé pour £
la valeur 0,0023, qui était alors la plus probable, d’aprés les essais
de Lenz; aujourd’hui, je crois devoir y préférer la valeur trouvée
plus tard par Arndtsen.
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environnant, et qu'il céde au calorimétre, nous avons a
appliquer, pour sa détermination, I'équation donnée par
Dulong et Petit. En réalité, je regarde cette ¢équation
comme totalement fautive, si l'on veut la considérer
comme applicable & toutes les températures; mais
pour l'intervalle de température, dans lequel les essais
de Dulong et Petit ont été exécutés, c’est-a-dire de 0° 4
300°, on peut bien la considérer comme approxima-
tivement exacte. L’équation est établie pour un corps
dont la surface est d'argent, mais nous admettrons qu'elle
peut s’appliquer au platine. Si, pour plus de simplicité,
nous faisons encore, en outre, la supposition que la
température des calorimétres ait 6t¢ constamment
égale a 0° (comme c’elit 6t¢ le cas, si Grove avait
utilisé le calorimétre a glace au licu du calorimdétre a
eau), nous pourrons écrire I'équation de Dulong et
Petit sous la forme suivante :

H =B (a2t — 1+ pi), )

ou B est une constante dépendant de la forme et de la
grandeur du corps employé (dans le cas actuel, le fil
de platine). Dans la parenthése, la difference o — 1 se
rapporte 4 la chaleur cédée au gaz environnant. Ici &
a, une fois pour toutes, la valeur 1,233, tandis que p
dépend de la nature du gaz, et a les valeurs suivantes,
sous la pression dune atmosphére, pour les gaz sur
lesquels ont expérimentés Dulong et Petit : '

Dans l'acide Dans l'air Dans le gaz Dans
carbonique. | atmosphérique. oléfiant. I'hydrogene.
D l 0,0220 l 0,0227 ‘ 0,0305 ‘ 0,0784
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Si maintenant, comme cétait le cas dans les essais
de Grove, létat stationnaire s’est établi relativement a
la température du fil, I'équation :

H—H =0

doit étre satisfaite ; et, par la substitution a H et H' des
expressions (8) et (9), et l'emploi de la notation C au

lieu de Ia fraction I?‘B , cette équation prend la forme

suivante :
C(l + kf) —at-+ 1 —ptt = 0. (10)

On peut caleuler, &4 laide de cette équation, les
températures que le fil prend, pour une intensité de
courant déterminée, dans les divers gaz, et cela, en
utilisant, pour une valeur invariable de la grandeur C,
les diverses valeurs de p indiguées dans la table. La
quantité C, qui dépend de l'intensité du courant, doit
avoir ici une valeur telle, qu'aucune des températures
ne soit plus élevée que 300°, parce que, sans cela,
Iéquation (9), et par suite aussi l'équation (10), ne
seraient plus applicables.

Jai effectué un calcul de cette nature pour lair
atmosphérique et I'’hydrogéne, en admettant que
I'intensité du courant soit choisie de telle sorte que le fil
prenne, dans l'air atmosphérique, précisément la
température

¢, = 300°;
j'al calculé alors la température ¢, qu'il prendrait, pour

la méme intensité, dans T'hydrogéne. Pour déterminer
d’abord la valeur de C correspondant & [lintensité
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choisie, on pose, dans (10), pour ¢ la valeur 300 et pour
p la valeur 0,0227 se rapportant a l'air atmosphérique.
L'équation qui en résulte donne a C la valeur 17,52.
Introduisant cette valeur de C dans I'éguation (10), et
prenant maintenant pour p la valeur 0,0784 applicable
au cas de I'hydrogéne, on peut calculer, a l'aide de
cette équation, la température ¢,, que prend le fil dans
I'hydrogéne, pour la méme intensité de courant ; on
obtient :

t, — 97°.

On voit par 14 qu'en réalité le fil doit prendre dans
Yhydrogéne une température beaucoup plus basse que
dans l'air atmosphérique.

Aprés avoir déterminé les températures ¢, et £,, on
peut aussi calculer aisément le rapport des quantités
de chaleur H, et H,, qui sont engendrées dans le fil
pendant I'unité de temps et cédées au calorimétre. On
n'a pour cela qua poser dans I'équation (8) successi-
vement pour £les valeurs 300 et 97 ; on obtient par 1a :

H,:H,—1,981:1,317=1,5: L.

Ainsi, le résultat du calcul concorde aussi, sous ce
rapport, avec l'observation de Grove, en ce sens que la
quantité de chaleur produite par le courant, et cédée au
calorimétre, se trouve étre moindre pour le fil qui se
trouve dans I'hydrogéne que pour celui qui est dans
l'air atmosphérique.

Tne comparaison exacte des nombres n’est, en tout
cas, pas possible, parce que, vu la validité restreinte
des formules empiriques, nous devons borner nos
calculs & des limites de température beaucoup plus
petites que celles qui se sont présentées dans les essais
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de Grove, ol le fil qui se trouvait dans l'air a passé au
rouge blanc. Puisque, cependant, pour ces limites
restreintes de température, l'explication répond d'une
maniére non douteuse 4 l'expérience, on n’hésitera pas
4 l'accepter comme exacte pour des limites de tempé-
ratures plus étendues. Cela faisant, on peut inversement
employer les observations de Grove a rechercher si la
formule donnée par Dulong et Petit peut encore étire
considérée comme admissible pour des températures
allant jusqu'au rouge blanc. Je ne veux pas entrer ici
dans ces considérations, et je renverrai, sur ce sujet, &
mon Mémoire cité plus haut.

Pour terminer, je ferai encore remarquer que tout
autre moyen, par lequel la chaleur cédée par le fil peut
étre modifiée, doit avoir essentiellement comme consé-
quence les mémes phénomenes que l'emploi de divers
gaz. Un moyen trés simple de cette espéce consiste a
modifier 1la grandeur de la surface du fil. Si I'on prend,
par exemple, deux fils de méme substance, ayant méme
longueur et méme section, et différant seulement I'un
de l'autre en ce que l'un est cylindrique et l'autre
aplati, le dernier possede une plus grande surface, et,
par suite, céde plus vite sa chaleur que le premier.
Ces deux fils se comporteront, dans un seul et méme
gaz, comme deux fils égaux dans divers gaz, le fil plat
s'échauffant moins et donnant licu a4 une moindre
production de chaleur.
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§ 8.

Accroissement de Ia résistance a la conductibilité des métaux
simples solides avec la température.

La résistance. & la conductibilité électrique des
métaux varie, comme on sait, avec la température.
Dans des alliages de deux ou plusieurs métaux, cette
variation est trés diverse; dans les métaux simples
solides, au contraire, l'accroissement proportionnel de
la résistance est approximativement le méme. Cette
derniére concordance se montre d’'une fagon particu-
liérement claire dans une recherche pleine de mérite,
publiée en 1858 et due & Arndtsen® ; il l'indique a la
fin de son Mémoire, sans cependant mettre en relation
la grandeur de cette action de la chaleur, exercée sur
les propriétés électriques des métaux, avec les autres
actions de la chaleur.

Lorsque je lus cette indication, il me vint a esprit
que, sl I'accroissement proportionnel de la résistance 4
la conductibilité est indépendant de la nature de la
substance, et ne dépend que de l'accroissement de
la température, il devait étre nécessairement dans un
rapport simple avee la température absolue. Jen
trouvai, en effet, la confirmation par une comparaison
des nombres. Si l'on désigne par ¢ la température en
degrés C. comptée & partir du point de congélation de

1. Ann. de Pocé., t. 104, p. 1.
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leau, la température absolue croit, comme on le sait,
dans le rapport de 1 + 0,003665¢ a l'unité. L’accrois-
sement de la résistance 4 la conductibilité des métaux
simples solides se comporte absolument de méme avec
la température. Pour cinq métaux (platine, aluminium,
argent, cuivre et plomb) Arndtsen put représenter cet
accroissement par une formule linéaire relativement 4 la
température ; pour le fer seulement il dut ajouter un
terme du second degré, qui toutefois, dans les limites
de température de ses essais, est insignifiant vis-a-vis du
terme linéaire. Les coefficients de ¢ (en prenant pour
chaque métal la résistance & 0° pour unité) se trouvent
compris, pour les six métaux, entre 0,00327 et 0,00413,
et leur valeur moyenne est 0,00366. Les essais, exécutés
un an auparavant par Matthiessen' sur le potassium et
le sodium, avaient donné des accroissements de la
résistance a la conductibilité tombant entre les mémes
limites.

Ceci me détermina, dans une courte notice publiée
dans les Annales de Poae. ?, & appeler lattention sur ce
fait, que la dépendance de la résistance a la conduc-
tibilité des métaux simples solides vis a vis de la tempé-
rature peut s’exprimer avec une certaine approximation
par cette proposition simple : la résistance a la conducti-
bilité est proportionnelle & la tempéralure absolue.Si cetle
proposition n’est qu’approximativement exacte (comme le
sont aussi la plupart des autres propositions physiques)
elle m’a paru propre & servir de point de départ & des
recherches ultérieures sur la résistance a la conduc-
tibilité électrique, et, en ce sens, & présenter quelque
intérét.

1. Ann. de Poge., t. 100, p. 178.
2. T. 104, p. 650.
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§09.

Rapport qui existe
entre I'action chimigue qui a lieu dans une pile voltaique,
et les effets produits par le courant.

Dans les considérations développées, en ce chapitre,
sur le travail effectué et la chaleur engendrée pendant
un courant stationnaire, il n’a été question que de
conducteurs homogeénes, et il a été admis que le
courant qui a lien dans ceux-ci n'exerce vers 'extéricur
aucune action et n'en subit aucune. Mais il ne sera
peut étre pas inutile, pour terminer, de jeter un coup
d’ceil sur la chaine galvanique dans son ensemble, et
de voir comment les forces chimiques, qui déterminent
le courant, doivent entrer en ligne de compte dans la
considération de l'équivalence de la chaleur et du
travail, et ce qui se passe, si le courant effectue un
travail en dehors du conducteur, et éprouve la réaction
correspondante.

Lorsqu'un courant électrique est produit par une pile
voltaique, il se passe dans celle-ci une action chimique,
qui ne développe pas immédiatement la chaleur qu'elle
pourrait développer, si elle avait lieu dans d’autres
circonstances. Nommons simplement éravail consominé
celui qui est effectué dans cette action par les forces
moléculaires, et qui, au lieu de produire immédiatement

14
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de la chaleur, engendre le courant électrique. Le
courant, de son c6té, en surmontant la résistance a la
conductibilité, engendre de la chaleus dans les conduc-
teurs. Pour autant qu’il ne produise pas d'effets
extérieurs, la chaleur produile cst équivalente au
travail consommé.

Si, au contraire, le courant doit produire un effet
extérieur, comme, par exemple, mettre en mouvement
une machine électro-magnétique, l'intensité du courant
décroit, et par 14, d'un cOté l'action chimique et la
consommadtion de travail qui y est liée, d'un autre coté
la chaleur produite en surmontant la résistance a la
conductibilité, deviennent moindres. Il s’agit de savoir
quel est le rapport de ces deux quantités entre elles, et
si la chaleur produite est encore équivalente au travail
consommé, ou bien si, en appliquant les lois de
Pélectricité, on peut démontrer qu’il y a dans la pile un
excés de travail consommé, qul peut étre considéré
comme 'équivalent des effets extérieurs produits.

On peut répondre trés briévement a la question de
la maniére suivante. Si lintensité du courant décroit
-dans un certain rapport, tandis qu'il effectuc un travail
extérieur, l'action chimique décroit suivant la simple
puissance, et la chaleur produite, suivant le carré de
ce rapport. Par conséquent, la chaleur produite doit
devenir moindre que le travail consommé. Il reste
donc dans la pile un exces de travail consommé, qui
est I'équivalent du travail extérieur effectué.

Ce fait deviendra encore plus clair au moyen de
quelques formules simples.

Soit a la quantité de zinc qui est dissoute, pendant
I'unité de temps, dans un élément galvanique, par un
courant d’'une intensité égale a l'unité. Si Z représente
la quantité de zinc qui est dissoute, pendant l'unité de
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temps, dans une pile de n éléments, Iiar un courant
d’intensité I, nous aurons l'équation :

Z=anl. (11)

Les autres actions chimiques, qui accompagnent la
dissolution du zinc, sont différentes dans les différents
éléments galvaniques, et 1l en est par suite de méme
du travail consommé dans ces éléments. Soit e 1a quantité
de travail consommée par unité de poids du zinc, quan-
tité qui différe d’aprés les éléments, et qui est plus
grande, par exemple, dans un élément de Grove que
dans un élément de Daniell. Soit, de plus, W le travail
qui est consommé pendant I'unité de temps dans toute
la pile, lorsque le courant a lintensité I; on aura
I'équation :

W =eZ = aen 1. (12)

La quantité de chaleur H, qui est produite par le
méme courant tandis qu'il surmonte la résistance a la
conductibilité, est déterminée par 1'équation :

H=— % L1, (13)

ou ! représente la résistance du circuit, et E I'équi-
valent mécanique de la chaleur, 4 supposer que
I'intensité du courant et la résistance soient mesurées
en unités mécaniques.

Si un circuit, qui renferme une pile galvanique, se
trouve dans des circonstances telles qu'il n’exerce ni ne
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subisse aucune action extérieure, le courant prendra
de lui-méme l'intensité nécessaire pour que la chaleur
produite soit équivalente au travail consommé. Si donc
W, et H, sont les valeurs particuliéres de W et H qui
répondent & ce cas, on aura :

W, (14)

¢quation qui sert 4 déterminer lintensité I, du courant
qui nait daus ces circonstances. En effet, elle devient,
au moyen des équations (12) et (13):

%:lIl2 = %}aenll, (15)
d’ou il résulte :
I, — f‘—i.’f (16)

L.a quantité aen qui entre dans cette équation est ce
que I'on nomme habituellement la force électro-motrice
de la pile.

Supposons maintenant que le courant effectue un
travail extérieur, et que, par 14, son intensité décroisse
de 7. Pour plus de simplicité nous admettons que ce
décroissement soit constant, car, s’il était variable,
nous devrions, au lieu de l'unité de temps, n’en consi-
dérer qu'un élément. L’intensité actuelle du courant est
donc :
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I=1 —14.

En substituant cette valeur dans les équations (12) et
(13), T'on obtient :

W = aen (I, — 7). (17

HeLog, —ip 1
'—‘E (1_2) (8)
—llI 1 ) i (I )
_E[l(l—z)_—z(l_z)]'

Si, dans cette derniére équation, on remplace la premiére
des quantités I, qui y entrent, par sa valeur tirée de (16),
on pourra écrire

H—Llaeni, — i) — 1 1, — 4],
E
et ensuite, en vertu de (17):
1 .
H = 2 [W— Ui (I, — 9. (19)

On voit, par cette équation, que la chaleur produite
est trop petite pour étre équivalente au travail
consommé. L'exces de ce dernier, a4 savowr la quantité

h (Il - 1'-)5

représente la consommation qui répond auw travail
extérieur effectué.
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On trouve de méme que, dans le cas ou l'intensité du
courant est accrue par une influence extérieure, la
chaleur produite surpasse le travail consommé dans la
pile. 1I suffit, pour ce cas, de donner le signe plus a la
quantité 7, et I'on obtiendra ainsi au licu de (19) :

H— %[w + (1, - 9. (20)

Si le circuit, dans lequel le courant ¢ est induit, ne
renferme pas de source de courant propre, on devra
poser W = O et I, = 0, ce qui changera la derniére
équation en :

1,,
H=Eli,

équation qui est, pour un courant induit, la méme que
I'équation (13) pour un courant quelconque.
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CHAPITRE VL

CONDUCTIBILITE ELECTRIQUE DANS LES ELECTROLYTES.

§ 1.

Travail effectué
et chaleur produite dans un conducteur électrolytique.

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les
effels d’'un courant galvanique & l'intérieur d'un conduc-
teur de Ja premidre classe (cest-d-dire qui conduit
I’électricité sans électrolyse), saus avoir égard au mode
de production du courant. 11 est résulté de cette ¢lude
que les lois, d’aprés lesquelles la production de chaleur
a lien dans ces conducteurs, sont une conséquence immeé-
diate de la loi d’'Ohm et du principe de l'équivalence
de la chaleur et du travail. Si 'on considére en lui-méme,
abstraclion faite des autres parties de la chaine, un
conducteur de la seconde classe, qui conduit par
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électrolyse, on pourra déduire, d’'une maniére analogue,
des conséquences, en partie rigoureusement fondées,
en partie au moins probables, qui me semblent intéres-
santes et que je donnerai ici, t~lles que je les ai
développées dans un Mémoire paru dans les Annales de
POGGENDORFF'. ,

D’abord, en ce qui concerne les lois du travail effectué,
les conclusions du chapitre précédent peuvent s’étendre,
sans aucune modification, aux conducteurs de la seconde
classe, si I'on admet que la loi d’'Ohm leur est appli-
cable. Pour maintenir l'électricité en mouvement,
malgré la résistance a la conductibilité, il faut qu'en
chaque lieu du conducteur agisse une force qui tende
a mouvoir, dans une direction déterminée, 1'électricité
qui I'occupe, ou qui, dans le cas ou l'on admet deux
¢lectricités, tende a mouvoir I'électricité positive dans
un sens, et la négative, avec la méme intensité,
dans le sens opposé. Cette force est exercée par
de Il'électricité libre qui s¢ trouve, comme Kirchhoff
Ta démontré, non 4 l'intérieur du conducteur, mais
seulement 4 sa surface, ou & la surface de séparation
de deux conducteurs différents, tandis que, dans I'inté-
rieur d’un conducteur homogéne, on peut admettre que
les particules électriques positives et négatives sont
mélées si réguliérement, que I'on peut considérer chaque
espace appréciable comme non électrique Le travail
effectué par cette force motrice peut se déterminer
par les mémes formules que celles qui sont développées
dans le chapitre précédent.

Si l'on voulait actuellement déterminer la chaleur
produite par le courant, il pourrait sembler, au premier
abord, qu’il doit y avoir sous ce rapport une différence

1. T. 101, p. 338.
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entre lcs conducteurs de ]Ja premiére classe et ceux de
la seconde. Dans ceux de la premiére, les molécules
matérielles restent invariablement dans leur position,
et I'électricité seule est en mouvement ; dans ceux de
la seconde, au confraire, les parties constituantes des
molécules matérielles sont aussi mises en mouvement,
et il se produit des décompositions et des recomposi-
tions dans lesquelles, sans aucun doute, les forces
moléculaires, que les parties constituantes exercent
les unes sur les autres, développent une activité
considérable. Mais, en examinant le phénoméne de plus
prés, on se convaincra toutefois aisément que, dans la
détermination de la chaleur produite, on n'a pas a
tenir compte des quantités de travail effectuées par les
forces moléculaires, quelqu'importantes qu'elles puissent
étre isolément, parce qu’elles se compensent mutuel-
lement.

Si, tandis que le conducteur est parcouru par un
courant stalionmaire, on examine, au commencement
et 4 la fin d’unc unité de temps, I'état de la portion
considérée, limitée par une surface fermée, on verra
quil n’a subi, pendant ce temps, aucune modification
essentielle. A la vérité, les parties constifuantes électro-
positives d’'un grand nombre de molécules se sont
séparées des ¢électro-négatives avee lesquelles elles
étaient combindes, mais, en revanche, clles se sont
combinées avee d'autres parties entiérement semblahles,
et le travail que les forces moléculaires effectuent dans
cette combinaison est indubitablement aussi grand que
celui qu'elles subissent (ou qu’elles effectuent négati-
vement) dans la décomposifion. Ne méme, antant il est
soril d'un cb6ié de particules matérielles de cet espace,
autant il en est entré de l'autre, de sorte que toute la
masse qui se trouve, a la fin de cette unité de {emps,
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dans T'espace considéré, a la méme densité, la méme
composition et la méme disposition moléculaires qu’au
commeucement. Sans connaitre les quantttés de travail
etfectuées par les forces moléculaires dans chacun des
phénoménes particuliers, on peut donc conclure avec
certitude que la somme algébrique de ces quantités est
nulle. 11 ne reste donc que le travail effectué par la
force motrice de ['électricité pour vaincre la résistance
a Ja conductibilité, travail qui doit s'étre transformé
en force vive, puisqu’il ne s'est produit aucune
modification persistante dans le conducteur, et par
conséquent en chaleur, puisquil ne se présente pas
d’autre force vive dans le phénoméne.

§ 2.

Etat électrique des molécules partielles.

Etudions maintenant plus particuliérement la maniéro
dont on doit se représenter la conductibilité élecirique
a lintérieur dun ¢lectrolyte.

Les molécules de I'électrolyte sont décomposées par
le courant en deux parties constituantes, qui peuvent
étre, ou des atomes simples, ou méme aussi des
molécules composées de plusieurs atémes; c’est ainsi
que, dans le sulfate de cuivre, l'une des parties
constituantes Cu est simple, tandis que l'autre SO, est
composée. Je nommerai ces parties constituantes,
quelles se composent d'un ou plusieurs atémes,
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maolécules partielles, et une molécule entiére de 1'élec-
trolyte, dans le cas ou la distinction sera nécessaire,
molécule totale.

De la. maniére dont la décomposition de I'électrolyte
est liée & la conductibilité, on doit conclure que les
deux molécules partielles ont, dans leur combinaison en
une molécule totale, des états électriques opposés qui
persistent aprés leur séparation. Si I'on part de I'hypo-
thése de deux électricités, on doit donc admettre que
I'une des molécules partielles a un excés d'électricité
positive, et I'autre un excés égal d'électricité négative ;
en partant, au contraire, de I'hypothése d'une seule
électricité, on devra admettre que l'une des molécules
partielles a plus, et I'autre, moins d'électricité qu’a 1’état
neutre.

On imagine aisément que deux molécules de nature
différente puissent prendre, au contact, des états élec-
triques opposés. De méme, il n'y a aucune difficulté &
imaginer que les états persistent aprés la séparation,
pourvu que I'on admette qu'en aucun lieu, a l'intérieur
du conducteur, il n'y ait une accumulation de molécules
partielles positives ou négatives séparées, mais qu'au
contraire les deux espéces de molécules soient répandues
uniformément, de sorte qu’il en existe un nomhre égal
des deux espéces dans tout volume appréciable. Dans
ce cas, en effet, les actions que la quantité d'électricité
inhérente a une molécule partielle éprouve de la part
des quantités d’électricité des molécules partielles qui
Penvironnent, ne peuvent, a cause des effets opposés
des molécules partielles positives et négatives, avoir
une résuliante capable de mouvoir cette premiére
quantité d’clectricité dans un sens déterminé, et, par
suite, de la séparer de sa molécule, sile mouvement de
celle-ci était empéché.
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Si, au contraire, il y avait, dans un certain volume,
un grand nombre de molécules qui fussent toutes
chargées de la méme électricité, la quantité d’électricité
de T'une d’entre ces molécules serait repoussée par les
quantités d’électricité de toutes les autres, et ces forces,
si la molécule n’était pas précisément au centre de la
masse, pourraient, par leur réunion, produire une force
considérable, agissant de lintérieur vers l'extérieur.
Comme les quantités d’électricité inhérentes aux autres
molécules seraient soumises a des effets tout a fait
analogucs, puisque chacune d’elles serait poussée vers
I'extérieur par laction totale de toutes les autres, il y
aurait, dans l'¢tat électrique de toute la masse, une
tension qui ne pourrait rester invariable, que si celte
masse n'était absolument pas conductrice. Mais, si elle
T'était, l'électricité libre de toutes les molécules se
répandrait avec plus ou moins de rapidité vers
Iextéricur, suivant le degré de conductibilité, d’abord
3 la surface de la masse, et de 14, si la masse n’était
pas compléetement isolée, dans les corps environnants.

§ 3.
Condition que Pon doit supposer satisfaite.

Considérons maintenant le phénoméne de la décom-
position lui-méme, tel qu'il a lieu dans e liquide qui
sert d’électrolyte ou qui renferme celui-ci en dissolution ;
on peut d’abord regarder comme établi, que ce ne sont
pas les molécules partielles devenues libres 4 I'une des
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électrodes qui se meuvent jusqu'a Y'autre a travers le
liquide, mais que, dans toute la masse de liquide qui
se trouve entre les deux électrodes, il y a partout des
décompositions et de nouvelles combinaisons, de sorte
que les molécules partielles positives qui arrivent 4 la
cathode pendant l'unité de temps, sont bien égales en
nombre 4 celles qui partent de l'anode, mais ne sont
pas les mémes ; 1l en est ainsi également des molécules
partielles négatives qui arrivent 4 I'anode.

Mais il faut encore déterminer d'une fagon plus
précise la maniére dont les décompositions, qui ont lieu
dans les différentes couches du liquide, sont reliées entre
elles; et, tout d’abord, nous avons, en particulier, a
exclure une explication qui semble assez naturelle, mais
qui est complétement inexacte.

On pourrait, en effet, imaginer que la décomposition
part de I'une des électrodes, de l'anode par exemple ;
que les molécules partielles négatives des molécules
totales décomposées y sont retenues, que les positives
au contraire passent 4 la couche voisine de liquide et
y opérent une nouvelle décomposition, en se combinant
avec les molécules partielles négatives de cette couche,
et rendant les positives libres ; que ces derniéres passent
ensuite 4 la couche suivante, ou elles produisent de
nouvean le méme cffet, et ainsi de suite. D'aprés cela,
la décomposition d'une couche scrail la cause de la
décomposition de la couche suivante, et 'effet de la
force motrice qui existe dans le conducteur se bornerait
d’abord & mouvoir les molécules pariielles positives,
devenues libres, d’'une couche & la suivante, et ensuite
4 faciliter la décomposition, en poussant en avant les
molécules partielles positives de cette couche.

Mais l'inexactitude de cette maniere de voir résulte
immédiatement de ce que, d'aprés elle, il y aurait a
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I'intérieur du liquide, pendant toute la durée du courant,
un excés de molécules partielles positives, et par suite
aussi d’électricité positive libre, ce qui est, comme nous
Pavons déja dit, tout anssi inadmissible pour un courant
statiounaire que pour l’état d'équilibre, en vertu des
lois de la distribution de I'électricité libre. On trouverait
de méme, si 'on admettail que les décompositions se
propagent de ceite maniére en sens opposé, de la
cathode a l'anode, un excés de molécules pariiclles
négatives A l'intérieur du liquide, ce qui est également
inadmissible.

Nous devons admettre, comme condition fonda-
mentale de toutes les considérations suivantes, qu'a
Uintérieur de tout volume appréciable du liquide, il
existe un nombre égal de molécules partielles positives
et négatives, que celles-ci soient combinées deux a deux
comme molécules totales, ou qu'un certain nombre
d’enire elles soient répandues, sans étre combinées,
parmi les molécules totales.

De 14 il résulte que, dans un liquide électrolytique qui
se trouve a l'état naturel, en ce sens qu'aucune espéce
de molécules partielles n'y prédomine, il peut se
présenter de ces décompositions et recompositions
alternatives, telles qu’elles sont nécessaires pour la
conductibilité électirique, sous la seule influence de la
force qui sert & vaincre la résistance & Ja conductibilité®.

L'explication de ce fait présente une diiliculté

1. Pour obtenir un cas dans lequel il ne se présente pas d'élec-
trodes, on peut faire ’hypothése suivante. Imaginons un anneau
complet formé d'un conducteur électrolytique. Faisons mouvoir dans
le voisinage de cet anneau conducteur un courant €lectrigue circu-
laire ou un aimant ; approchons-le ou éloignons-le, par exemple. Il se
produira par la, dans anneau, un courant d'induction, et I'on aura
ainsi dans I’électrolyte un courant ¢lectrique qui ne se meut pas
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particuliére, qui ne peut, me semble-t-il, éire levée
qu'en admettant que les liquides se comportent d’une
tout autre maniére qu'on ne l'a généralement cru
jusqu'd présent. Clest ce que je ticherai d'exposer dans
les paragraphes suivants.

§ 4.

Difficulté de Pexplication.

Soit donné un liquide, composé en tout ou en partie
de molécules électrolytiques ; commencgons par admettre
que ces molécules, dans I'état naturel du liquide, aient
pris une disposition déterminée, dans laquelle elles
persistent aussi longtemps qu'aucune force étrangére
n’agit sur elles, ¢’est-a-dire que les différentes molécules
peuvent bien osciller autour de leurs positions d’équi-
libre, mais ne peuvent pas en sortir entiérement ;
supposons en outre, comme on doit l'admettre pour
toute disposition de cette espece, que l'attraction des
deux molécules partielles qui forment, par leur combi-
naison, une molécule totale, et qui sont par suite trés
rapprochées l'une de l'autre, soit plus grande que
lattraction exercée par la molécule partielle positive
d’une molécule totale sur la molécule partielle négative
d'une autre. Si, dans I'intérieur de cette masse, agit une

d'une électrode a l'autre, mais qui parcourt en cercle un anneau
homogeéne, et qui est produit par une force électro-motrice qui n'agit
pas seulement en des lieux déterminés de l'anneau, mais dans
toutes ses parties.
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force électrique qui tend & mouvoir les molécules
partielles douées d'électricité positive dans un sens, et
celles qui sont douées d'électricité négative en sens
contraire, il s’agit de savoir quelle influence cette force
exercera sur la maniére d’étre des molécules.

Le premier effet, pour autant gue les molécules
soient supposées capables de rotation, consisterait
évidemment a les orienter toutes de la méme maniére,
de sorte que les deux parties constituantes de chaque
molécule totale, qui sont douées d’électricités contraires,
se tourneraient du coté vers lequel elles sont poussées
par la force motrice.

En oufre, cetle force tendrait a séparer les deux
molécules partielles qui constituent une molécule totale
et 4 les mouvoir en sens contraires ; puis, lorsque ce
mouvement se produirait, la molécule partielle positive
d’'une molécule fotale irait rencontrer Ia molécule
partielle négative de la suivante, et se combiner avec
elle. Or, pour séparer les molécules partielles cornbinées,
il faut que l'attraction qu'elles exercent 'une sur l'antre
soit vaincue, et pour cela, il faut unc force d'une
intensité déterminée ; on est ainsi amené & cette
conclusion que, ausst longlemps que la force agissante
ne posséde pas celte intensité, il ne peut y avoir aucune
decomposition des molécules ; qu'an contraire, lorsque
la force aura alteint celle inlensité, un grand nombre
de molécules devront se décomposer & la fois, puisqu'elles
sont toules sous linfluence de la méme force, et qu'elles
occupent & peu preés la méme position les unes par
rapport aux qutres. Relativement au courant électrique,
on peut énoncer cette conclusion sous la forme suivante,
en supposant que le conducteur ne puisse conduire que
par électrolyse : Aussi longtemps que la force motrice
qut agit dans le conducteur est au-dessous d'une certaine
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limite, elle ne produit pas de courant ; mais lorsqu'elle a
atleint cette limite, il nait fout & coup un courant intense.

Mais cette conclusion est tout a fait en contradiction
avec l'expérience. La moindre force' produit déja un
courant qui se propage par des décompositions et des
recompositions alternatives, et l'intensité de ce courant
croit, d'aprésla loi d’Ohm, proportionnellement a la force.

D’aprés cela 'hypothése précédente, consistant en ce
que les molécules partielles d'un électrolyte sont com-
binées d'une manicére stable en molécules totales, et en
ce que celles-ci ont une disposition réguliére déterminée,
doit étre inexacte. On peut encore exprimer ce résultat
d'une maniére plus générale sous la forme suivante.
Toute hypothése qui consiste en ce que 1'état naturel
d’un liquide électrolytique est un état d’équilibre dans
lequel chaque molécule partielle positive est liée d'une
maniére stable 4 une molécule négative, et en ce qu'en
outre, pour faire passer ce liquide de cet état d’équilibre
4 un autre, qui ne différe du précédent qu'en ce qu'un
certain nombre de molécules partielles positives sont
combinées avec des molécules négatives autres que les
primitives, il faut une force d’une intensité déterminée
agissant sur les molécules qui subissent ce changement,
toute hypothése de cette nature, disons-nous, est en
contradiction avec la loi d'Ohm.

1. Je ferai encore une fois remarquer expressément qu’ici, comme
dans tout ce chapitre, il ne s'agit pas des forces qui agissent aux
électrodes, ol les produits de la décomposition se dégagent et o la
polarisation doit étre vaincue, mais exclusivement de la force qui
agit & l'intérieur de l'électrolyte lui-méme, o0 chaque molécule
partielle, séparée de la molécule partielle avec laquelle elle était
combinée jusqu'alors, se recombine aussitét avec une autre molécule
partielle de méme espéce, de sorte que la masse reste invariable
dans son essence, et qu'il n'y a & vaincre que la résistance & la
conductibilité.

15
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Mais je pense que I'hypothése suivante, qui ne préte
pas a cette objection, et qui me semble également
conciliable avec les autres faits connus, mérite d’étre
prise en considération.

§ 5.

Autre hypothése sur I’état moléculaire des liquides électrolytiques.

Dans mon Mémoire « sur la nature du mouvement
que nous nommons chaleur’, » jai exprimé l'idée que
les molécules des fluides n'occupent pas des positions
d'équilibre déterminées, autour desquelles elles oscillent,
mais qu'au contraire leurs mouvements sont tellement
rapides, quelles se rencontrent dans des positions
variant sans cesse et toujours nouvelles, et qu'elles se
meuvent irrégulicrement les unes parmi les autres.

En nous basant sur cette maniére de voir, imaginons
quil se trouve dans le liquide électrolytique une
molécule partielle isolée, s0it, par exemple, une molécule
électro-positive ;nous supposerons que son état électrique
est encore tout 4 fait le méme qu'au moment ou elle
s'est séparée de la molécule totale. Je pense que,
tandis que cette molécule partielle se meut entre
les molécules totales, parmi toutes les positions qu’elle
peut prendre, il s’en trouve parfois dans lesquelles elle
attire la molécule partielle négative d'une molécule
totale avec une force plus intense que celle avec

1. Ann.de Poea., t. 100, p. 333.
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laquelle s'attirent en ce moment les deux molécules
partielles qui en constituent une totale, et qui, du
reste, n'occupent pas, l'une par rapport a4 l'autre, une
position tout & fait invariable. Aussitét que la molécule
considérée occupe 'une de ces positions, elle se combine
avec cette molécule partielle négative, et la molécule
partielle positive, qui était combinéejusqu’alorsavec cette
derniére, redevient libre. Celle-ci, 4 son tour, se meut
seule, et décompose, aprés un certain temps, de la méme
maniére, une autre molécule totale, et ainsi de suite ;
tous ces mouvements et ces décompositions ont du
reste lieu tout aussi irréguliérement que les mouvements
de la chaleur qui les occasionnent.

Si nous considérons en outre la maniére dont les
molécules totales se comportent les unes par rapport
aux autres, je pense qu'ici également il arrive parfois
que la molécule partielle positive d’'une molécule totale
se trouve dans une position plus favorable vis-a-vis de
la molécule négative d'une autre molécule totale, que
vis-&-vis de la sienne propre a4 ce méme instant. Alors
ces deux molécules, jusqu'a présent étrangéres 'une a
l'autre, se combineront en une molécule totale, et les
deux molécules partielles rendues libres (la négative
de la premiére et la positive de la seconde), ou se
combineront également entre elles, ou, si le mouvement
de la chaleur les en empéche, elles se méleront aux
autres molécules totales, et y produiront des décompo-~
sitions semblables & celles que nous avons décrites
plus haut pour une molécule isolée.

La fréquence de ces décompositions mutuelles dans
un liquide dépendra d’abord de la nature de celui-ci,
de la liaison plus ou moins intime des parties des
molécules totales entre elles, et ensuite de la rapidité du
mouvement moléculaire, c'est-d-dire de la température.
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§ 6.

Nouvelle explication de fa conductibilité électrolytique.

Considérons actuellement un liquide dont les molé-
cules ont déja d'elles-mémes un semblable mouvement,
dans lequel il s'opére un échange irrégulier de molécules
partielles, et supposons qu'a l'intérieur de ce liquide
agisse une force électrique, qui tende & mouvoir toutes
les molécules partielles positives dans un sens, et les
négatives en sens contraire ; on verra aisément quelle
est la différence que cette force doit apporter dans la
nature du mouvement moléculaire.

Une molécule libre ne suivra plus alors entiérement
les directions irréguliéres et variables dans lesquelles
elle est entrainée par les mouvements de la chaleur,
mais elle changera la direction de son mouvement
dans le sens de la force agissante, de sorte qu’entre les
directions des molécules partielles positives libres, tout
irréguliéres qu'elles sont encore, il y a une certaine
direction prédominante, el que les molécules négatives
se meuvent de méme, d’'une maniére prépondérante,
dans-la direction opposée. En outre, dans laction
d’'une molécule partielle sur une molécule totale,
et de deux molécules totales I'une sur lautre, les
décompositions qui permettront aux molécules partielles
d’obéir également a la force électrique seront facilitées,
et deviendront, par suite, plus fréquentes qu’elles ne le

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 229 —

seraient sans cette force, de fagon que, dans des cas ol
la position des molécules n’est pas encore assez favorable
pour que la décomposition puisse avoir lieu d’elle-méme,
l'action de la force électrique peut l'occasionner.
Réciproguement, les décompositions, dans lesquelles
les molécules partielles devraient se mouvoir en sens
contraire de la force électrique, sont contrariées par
cette force, et par la deviennent plus rares.

Si l'on considére & lintérieur de ce liguide, tandis
que la force électrique agit, une petite portion de
surface normale & la direction de cette force, elle sera
traversée, pendant 'unité de temps, par plus de molé-
cules partielles positives dans le sens positif que dans
le sens négalif, et par plus de molécules partielles
neégatives dans le sens négatif que dans le sens positif.
Or, comme, pour chaque espéce de molécules partielles,
deux passages qui s’effectuent en sens inverse se
compensent mutuellement quant a leur effet, et que
nous n'avons par suite & considérer que l'excés des
passages qui s’effectuent dans l'une des directions, on
peut donner & I'énoncé précédent cette forme plus
simple : la portion de surface est traversée dans le sens
positif par un certain nombre de molécules positives,
et dans le sens négalif par un certain nombre de
molécules négalives. Ces deux nombres nc doivent pas
nécessairement étre égaux, parce quils dépendent
non-seulement de la force électrique, qui a la méme
grandeur pour les molécules partielles positives ef
négatives, mais encore du degré de mobilité qui peut
étrc différent, pour plusieurs raisons, dans des
molécules d'espéces différentes.

Ces mouvements opposés des deux espéces de
molécules partielles forment le courant galvanique.a
I'intérieur du fluide. Pour déterminer lintensité¢ du
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courant, il n'est pas nécessaire de connaitre séparément
le nombre des molécules partielles positives qui
traversent la portion de surface dans le sens positif, et
le nombre des molécules particlles négatives qui la
traversent dans le sens négatif, mais il suffit de connaitre
la somme de ces deux nombres. Que l'on parte en effet
de I'hypothése qu'il existe deux électricités, et qu'une
molécule partielle électro-négative est douée d’une
certaine quantité d’élecricité libre négative ; ou que
Ton suppose qu’il n’existe qu’une électricité, et qu'une
molécule électro-négative en posséde une quantité
moindre que celle qui convient a 1'état neutre, on devra
admettre, dans les deux cas, que l'accroissement d'un
courant galvanique est tout aussi considérable par
suite du mouvement d’'une molécule partielle électro-
positive dans le sens du courant, que par celui d'une
égale molécule partielle électro-négative en sens con-
traire. En conséquence, pour le cas ot le mouvement
moléculaire serait de telle nature, que le mouvement
des molécules partielles positives fit prépondérant dans
un sens, et qu’il en passit » pendant l'unité de temps
a travers la portion de surface dans le sens positif, si
nous désignons par C.=» lintensité du courant produit
par le mouvemenf, nous devrons de méme, pour un
mouvement dans lequel il passe simultanément =
molécules partielles positives dans le sens positif
et n' négatives dans le sens négatif, désigner l'intensité
du courant par C (n + »n').
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§ 7.

Concordance de la nouvelle explication avec I'expérience,
et différence qu'elle présente avec celle de Grotthuss.

Dans cette maniére de concevoir I'état du liquide, la
difficulté mentionnée plus haut disparaif. On voit
aisément que l'influence, que la force électrique exerce
sur les décompositions et les mouvements de molécules
qui ont déja lieu d’eux-mémes, mais qui sont encore
irréguliers, ne se fera pas sentir seulement lorsque
cette force aura atteint une certaine intensité, mais que
la moindre force, agissant de la maniére décrite plus
haut, exercera sur eux un effet, et que la grandeur de
celui-ci croitra avec l'intensité de cette force. Tout le
phénoméne concorde donc trés bien avec la loi d’'Ohm.

On n'a pas encore pu expliquer d'une maniére
satisfaisante pourquoi le pouvoir conducteur électrique,
qui dépend de la facilité avec laquelle les décompositions
des molécules ont lieu & Yintérieur du liquide, est si
différent dans différents liquides ; pourquoi, par exemple,
les décompositions des molécules du sulfate hydrique
ont lieu beaucoup plus aisément que celles des molécules
d'’eau ; ni dou provient Il'influence considérable que
le délaiement de [l'acide sulfurique exerce sur le
degré de conductibilité ; mais je ne vois dans cette
difficulté rien qui puisse étre regardé comme étant
en contradiction avec la théorie précédente.
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Au contraire, cette théorie explique d’'une maniére
trés naturelle I'accroissement du pouvoir conducteur
avec la température, dans les conducteurs de la seconde
classe, puisque la rapidité plus grande du mouvement
intérieur doit contribuer a faciliter les décompositions
mutuelles des molécules.

Comparons I'ancienne théorie de Grotthuss avec celle
que nous venons de développer ; dans celle-1a, on admet
que le mouvement n’est produit que par la force
électrique, et n'a lieu que dans deux directions
déterminées, puisque les décompositions se propagent
réguliérement de molécule 4 molécule ; dans celle-ci,
au contraire, les mouvements déja existants sont seule-
ment modifiés, non de telle sorte qu'ils deviennent
complétement réguliers, mais de maniére que, dans la
grande variété de mouvements qui existe encore, les
deux directions détermindées sont prédominantes.

§ 8.

Relation de Pexplication précédente
avec Iétat chimigue des substances composées.

Lorsque, par mes considérations sur la conductibilité
électrolytique, je me vis obligé d'abandonner l'expli-
cation, jusqu'alors généralement répandue, qu'en avait
donnée Grotthuss, et de la remplacer par l'explication
exposée précédemment, j'étais confirmé dans ma maniére
de voir sur I'état moléculaire des liquides chimiquement
composés, qui lui sert de base, par ce fait qu’elle trouve
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une surprenante confirmation dans un phénoméne connu
déja longtemps auparavant et discuté & plusieurs
reprises par Berthollet. Le phénoméne dont il s'agit
est le suivant: si deux combinaisons, ayant deux
éléments électro-positifs et deux éléments électro-négatifs
différents, sont dissoutes dans un liquide, les deux
combinaisons primitivement existantes ne peuvent plus
simplement subsister, pas plus qil ne se forme une
autre distribution de nature telle qu'un élément électro-
positif soit combiné exclusivement avec 'un des deux
éléments électro-négatifs, et réciproquement ; mais
toutes les quatre combinaisons possibles se forment
dans une certaine proportion, d’ot il suit que, si l'une
quelconque des quatre combinaisons est insoluble, elle
se sépare. Cette propriété s’explique naturellement par
ce fait que les combinaisons de deux molécules partielles
ne sont pas stables, mais variables 4 un cértain degré,
et quune molécule partielle positive peut déplacer
non seulement une molécule partielle positive de
méme mnature, mais aussi une molécule positive d’autre
nature,d’ou résulte la formation des autres combinaisons
qui n'existaient pas primitivement.

Dans son fravail sur la théorie de la formation de
I'étheré, que je n’ai connu qu'aprés avoir,écril mon
Mémoire, Williamson a tiré la conclusion que les combi-
naisons des atémes en molécules ne sont pas stables,
malis variables ; il I'a déduite aussi bien des phénomeénes
gqui ont lieu dans la formation de l'éther que des
phénoménes dé&ja connus auparavant et discutés par
Berthollet. I1 va méme plus loin que je ne le crois
nécessaire dans la maniére dont il représcnte cette

1. Annalen der Chemie und Phormacie, t. 77, p. 31. Lu a la
Dristish Association, & Edimbourg.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 234 —

mutabilité. Il dit notamment, entre autres': « nous
sommes ainsi amené & admetire que, dans un agrégat
de molécules de chague combinaison, il s’effectue un
échange perpétuel entre les éléments qu’elle contient.
Supposons, par exemple, qu'un vase, renfermant de
l'acide chlorhydrique, soit rempli d'un grand nombre
de molécules de la composition ClH ; les considérations
que nous avons exposées nous conduiraient & admettre
que chaque atéme d’hydrogéne ne reste pas en repos dans
sa position par rapport a l'atéme de chlore avec lequel
il était d’abord combiné, mais qu’il change perpé-
tuellement de place avec d'autres atémes d’hydrogéne. »

Jene puis pas me rallier 4 cette maniére de s’exprimer,
4 savoir qu'un atéme d’hydrogéne échange continuelle-
ment sa place avec d’autres atdémes d’hydrogéne. Je
suis plutét d’avis, qu'en général.les atémes d’hydro-
géne restent avec les atdmes de chlore avec lesquels
ils se sont d'abord combinés, et que, lors des chocs
des molécules, le cas est relativement rare ou un atdéme
d’hydrogéne échange sa place avec un autre, et que la
méme chose a lieu pour les molécules partielles d’autres
combinaisons gazeuses et liquides. Puisque le nombre
des chocs entre deux molécules est extraordinairement
grand, le nombre des échanges peut encore étre
suffisamment grand, tout en étant minime par rapport
au nombre des chocs, pour pouvoir servir comme base de
Texplication que jai établie pour la conductibilité élec-
irique dans les électrolytes. A part ce point, dans lequel
nos vues exposées ci-dessus concordent entre elles
partiellement, le contenu du Mémoire de Williamson
est entiérement différent de celui du mien, en ce

1. Id. p. 46.
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qu’il se rapporte aux phénoménes purement chimiques,
lesquels n'ont rien a4 faire avec la conductibilité de
Yélectricité.

§9.

Conductibilité métallique dans les électrolytes.

On a récemment agité plusieurs fois la question de
savoir si, dans les conducteurs de la seconde classe, a
c¢oté de la conductibilité par électrolyse, il y en a
encore une de la méme nature que celle qui existe dans
les conducteurs de la premiére classe.

Au point de wvue théorique, il n'y a rien qui me
paraisse contraire & 'hypothése que les deux espéces de
conductibilité puissent exister simultanément dans le
méme corps. Mais 4 cause du mangque de faits bien
établis, qui pourraient servir de base & des déductions
théoriques, on devra laisser jusqu'a présent a l'expé-
rience de déterminer quel est le rapport des deux
espéces de conductibilité dans des cas particuliers.

Pour les corps sur lesquels on a fait des expériences
dans ce sens, et qui sont les plus importanis a cause de
la fréquence de leurs applicalions, il est établi que la
conductibilité sans électrolyse, pour aulant qu’elle
existe, est en tout cas trés faible ; et, par suite, il ne
sera pas nécessaire de nous arréfer A cette espéce de
conductibilité, gui du reste ne nous offrirait rien
d’essentiellement neuf pour la théorie.
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CHAPITRE VIL

COURANTS THERMOELECTRIQUES.

§ 1.
Etat électrique a la surface de contact de deux substances.

Tandis que nous n’avons traité, dans les deux chapitres
précédents, que des phénoménes qui ont lieu dans un
conducteur homogéne durant un courant ¢électrique
stationnaire, nous considérerons maintenant une réunion
de plusieurs substances, conduisant sans électrolyse, qui
donnent un courant thermoélectrique lorsquelles
forment un circuit fermé et que les points de réunion
sont maintenus 4 des températures différentes.

On admet généralement que les points de liaison sont
le siége des forces électromotrices qui produisent le
courant thermoélectirique, tandis quon ne suppose
aucune force électromotrice & I'intérieur d'une méme

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 237 —

substance, méme si ses parties sont 4 différentes tempé-
ratures. Nous ferons aussi cette hypothése, qui est la
plussimple, et nous rechercherons & quelles conséquences
elle conduit. La comparaison de ces conséquences avec
I'expérience établira alors d'elle-méme si cette simple
hypothése suffit pour l'explication de tous les faits
observés, ou si elle doit étre modifiée, et de quelle
maniére.

Nous ferons la supposition qu’il se produit une diffé-
rence de tension entre deux substances, a leur surface
de contact, I'électricité se partageant inégalement entre
elles. D'aprés cela, on doit admettre, pour I'état d'équi-
libre, que la fonction potentielle, constante 4 l'intérieur
de chaque substance, a des valeurs différentes dans deux
substances en contact' ; et, pour I'état qui correspond a
un courant continu, on devra admettre que la fonction
potentielle varie d'une maniére continue & l'intérieur de
chaque substance, et d'une maniére brusque 4 la surface
du contact. Si donc nous désignons par V, et Vy les
valeurs de la fonction potentielle & I'intérieur de deux
conducteurs, que nous nommerons ¢ et b, nous aurons
pour deux points situés respectivement de chaque c6té

1. Dans les recherches électrostaliques, on prend généralement
pour base ce théoréme : dans un systéme de conducteurs reliés
entre eux, la fonction potentielle a partout la méme valeur dans
T'état d’équilibre; ce n’est pas 4 dire que Yon nie les différences
produites par la diversité des substances, on les néglige seulement
a cause de leur petitesse, parce que dans l'électrostatique on
a habituellement affaire & des différences beaucoup plus consi-
dérables.
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de la surface de contact, trés voisins et vis-a-vis 'un de
lautre, I'équation

Vy — Va = Eau, (1)

ou E;y est une quantité qui dépend de la nature des
deux substances en contact, et que nous nommerons
simplement, par la suite, la différence de niveau
potenteel.

On ne peut naturellement pas regarder cette variation
subite de la fonction potentielle comme étant, dans un
sens rigoureusement mathématique, un saut qui aurait
lieu dans une surface idéale, mais seulement comme
une variation trés rapide dans le voisinage de cette
surface. Pour l'expliquer, on doit admettre, comme on
I'a déja fait plusieurs fois, et comme Helmholtz surtout
I'a exprimé récemment d'une maniére précise!, qu'il
existe, des deux coOtés de la surface du contact, deux
couches électriques opposées, ¢’est-i-dire une disposition
analogue a celle d'une bouteille de Leyde chargée, ou
d’un carreau de Franklin. Nous donnerons & l'espace,
qui renferme les deux couches ¢lectriques ainsi que
Fintervalle et qui forme en tout une couche trés mince,
le nom de couche intermédiaire des deux substances.

1. Ann. de Poge., t. LXXXIX,
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§ 2.
Origine de la différence de niveau potentiel.

Or, puisque ces deux couches ne sont séparées par
aucun corps non conducteur, il s'agit maintenant de
savoir quelle est la force qui les empéche d'équilibrer
leurs états électriques, et qui, méme dans le cas ou
Télectricité peut s’équilibrer par une autre voie, fait
constamment passer une nouvelle quantité d'électricité
du c6té négatif au cdté positif, et donne ainsi naissance
4 un courant continu.

Dans son ouvrage « Sur la conservation de la force »,
Helmholtz s’exprime de la maniére suivante (p. 47):
« En effet, tous les phénoménes qui se passent dans les
conducteurs de la premiére classe (c'est-a-dire dans ceux
ol le courant a lieu sans électrolyse), peuvent évidem-
ment se déduire de I'hypothése que les différentes
substances chimiques exercent des attractions différentes
sur les deux électricités, et que ces attractions n’agissent
qu'a des distances inappréciables, tandis que les deux
électricités agissent aussi I'une sur l'autre & de plus
grandes distances. D’aprés cela, la force de contact
consisterait dans la différence des attractions que les
particules de métal les plus voisines de la surface de
contact exercent sur les électricités de cette surface, et
Iéquilibre s'établirait lorsqu'une particule électrique
qui passe de l'une a l'autre des deux particules métal-
liques, ne perd ni ne gagne de force vive. »
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* Les idées de la plupart des autres physiciens concor-
dent, autant que je sache, avec cette explication,
quoiqu’ils s’expriment a4 ce sujet d’une maniére moins
claire et moins précise ; néanmoins, je crois devoir la
combattre, du moins en partie. Nous pouvons laisser
provisoirement indécise la question de savoir il existe
différentes attractions exercées sur I'électricité par
différentes substances chimiques, et produisant une
différence de niveau potentiel de la maniére qui vient
d’étre indiquée ; mais que l'on en puisse déduire, comme
on l'affirme, fous les phénoménes qui se passent dans
les conducteurs de la premidre classe, c’est ce que je
ne puis accorder. Pour lexplication des courants
thermoélectriques et de la production de chaleur et de
froid occasionnée au contact de deux substances par
un courant électrique, et découverte par Peltier, il ne
suffit pas d'admettre cette hypothése, mais on est
obligé d’adopter la suivante : gque la chaleur elle-méme
agit dans la formation ef dans la conservation de la
différence de niveau polentiel au coniact, en ce que le
mouvement moléculaire, que nous nommons chaleur,
pousse Uélectricité dune substance vers U'aulre, et que
son action ne peut éire conire-balancée que par l'action
contraire des deux couches électriques ainst produites,
lorsque celles-ci ont afleint une certaine densilé.

Pour le démontrer au moyen des courants thermo-
électriques, imaginons une chaine formée de deux
substances que nous pouvons supposer métalliques.
Si toute la chalne se trouve 4 la méme température, les
différences de mniveau potentiel, aux deux contacts
opposés, sont égales, et, par suite, 1a fonction potentielle
peut avoir une valeur constante dans chaque métal,
comme cela doit éire pour l'équilibre. Mais si les
températures sont différentes aux deux contacts, il
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naitra un courant, et I'on doit en conclure qu’il a surgi,
relativement a la distribution de 1électricité, des
conditions particuliéres, qui ne peuvent éire remplies
par aucun état d’équilibre.

Ces conditions ne peuvent pas se déduire de
I'hypothése, que les différences de niveau potentiel ne
sont dues qu'aux attractions diflérentes, exercées sur
I'électricité par des substances chimiguement distinctes.
Dabord il est trés peu probable que ces attractions
varient avec la température ; et si ce n'est pas le cas,
la distribution de la chaleur ne peut exercer aucune
influence sur celle de Télectricité. Mais en laissant
méme de cOté cette objection, et en regardant comme
possible la dépendance entre les attractions et la tempé-
rature, on n’y aura rien gagné pour l'explication d'un
mouvement continu de I'électricité ; car, alors, chaque
partie de la chaine attirerait simplement la quantité
délectricité qui correspond 4 sa force attractive
actuelle, et la conserverait aussi longtemps que les
températures resteraient les mémes dans la chaine. On
peut également exprimer la méme conclusion de la
maniére suivante. Si une substance exergait différentes
attractions sur 'électricité a différentes températures,
deux parties inégalement chaudes de la méme substance
se comporteraient, sous ce rapport, 'une vis-a-vis de
l'autre comme deux substances différentes & la méme
température ; de la sorte, il devrait naitre également
entre elles une différence de niveau potentiel, et cela
de telle maniére, qu'une différence de température
entre les parties d'une chaine thermoélectrique agirait
précisément comme un accroissemment de diversité de
.substances & la wméme température ; cette diversité
peut bien produire une variation dans I'état d’équilibre
¢lectrique, mais jamais un courant électrique persistant.

16
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Il en est autrement, si 'on admet que la chaleur
elle-méme intervient dans la formation des différences
de niveau potentiel aux points de contact. D’'aprés cette
hypothése, il est non-seulement possible, mais encore
trés probable, que la grandeur des différences dépende
des températures qui existent aux contacts; et il n'en
résulte cependant, en aucune maniére, qu'il doive
naitre également des différences de niveau potentiel
correspondantes entre les parties d'une seule et méme
substance, qui auraient des températures différentes.
Cette hypothése présente donc ce caractére particulier
que, d'un cdté, l'inégalité des différences de niveau
potentiel aux deux contacts fait que la fonction
potentielle a nécessairement des valeurs différentes,
dans les différentes parties de chacune des substances,
et que, d'un autre c6té, l'état électrique tend &
s’équilibrer & l'intérieur de chaque substance, de telle
sorte que, dans toutes les parties de celle-ci, la
fonction potentielle prenne la méme valeur. Ces deux
conditions ne peuvent pas étre remplies simultanément
par un état d’équilibre ; au contraire, elles exigent un
courant continu, ce qui est entiérement conforme a
I’expérience.

Abordons maintenant le second des phénoménes
mentionnés plus haut, découvert par Peltier, c'est-a-
dire, la production de chaleur ou de froid occasionnée &
la. surface de contact de deux substances par un courant
électrique. Nous pouvons naturellement dire de cet
effet, comme nous l'avons dit de la variation de la
fonction potentielle, qu’il ne peut pas étre limité & une
surface mathématique, mais qu'il doit se distribuer dans
le volume de cette couche, que nous avons désignée
ci-dessus sous le nom de couche intermédiaire. Pour
expliquer la production ou la destruction de chaleur
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qui a lieu dans cette couche, ¢ fout démontrer qu’il
y a un lravail mécanique correspondant, positif ow
négatif, qui est effectucé par une certaine force.

Pour voir comment les deux hypothéses, opposées
I'ume a Tlautre, se comportent par rapport a cette
exigence, nous partirons d’abord de nouveau de I'hypo-
thése émise par Helmholtz. D’apres celle-ci, deux forces
différentes agissent sur une particule d'électricité
renfermée dans cet espace : en premier lien, une force
purement électrique, provenant de ce que la particule
située entre les deux couches électriques est attirée
par l'une, et repoussée par I'autre ; en second lieu, une
force moléculaire, provenant de ce que la particule est
attirée avec une intensiié différente par les molécules
de nature différente qui se trouvent des deux cotés
de la couche intermédiaire. Lorsque l'équilibre s'est
établi, ces deux forces agissent en sens contraire avec
une méme intensité, de sorte que, dans la transmission
de la particule, I'une subit un travail égal 4 celui qui
est effectué par I'autre ; par suite, comme Helmholtz le
déclare lui-méme, il n'y a ni perte ni gain de force
vive. Dans un courant, au contraire, la force électrique
est un peu plus grande ou plus petite que la force
moléculaire, de sorte que la particule d'électricité doit
obéir 4 I'une ou & l'autre. La maniére la plus simple
d’exprimer ce rapport consiste & regarder comme
invariables les deux forces égales qui agissent dans
I'équilibre, et 4 y ajouter en outre une troisiéme force
électrique, dirigée dans l'un ou dans lautre sens, et
précisément capable de vaincre la résistance a la
conductibilité dans la couche intermédiaire, et &
maintenir ainsi I'électricité en mouvement. Cette force
est identique 4 celle qui doit exister dans chaque couche
d'un conducteur homogéne doué de la méme résistance,
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dans le cas d'une égale intensité du courant; et par
conséquent, le travail effectué par cette force, et la
chaleur produite, ne peuvent pas étre différents de ceux
qui ont lieu dans cette couche homogéne, et que nous
pouvons négliger ici 4 cause de la faiblesse de la
résistance d'une couche aussi mince. Le phénoméne
particulier qui a lieu au contact, et qui a été observé
par Peltier, reste donc inexpliqué dans cette hypothése.

Partons maintenant de l'autre hypothése, d’aprés
laquelle c’est la chaleur qui tend a faire passer l'élec-
tricité d’'un c6té & lautre de la couche intermédiaire,
et qui agit ainsi en sens contraire de la force électrique.
Dans ['¢tat d’équilibre, cette tendance est exactement
compensée par la force électrique ; dans un courant, au
contraire, cette derniére, comme nous 'avons dit plus
haut, est un peu augmentiée ou diminude, ce qui produit
la transmission d’électricité dans I'un ou l'autre sens.
La force électrique effectue ou subit alors un certain
travail, qui ne peut pas étre compensé par le travail
d'une autre force, puisque, par hypothése, il n'existe
pas de seconde force, et que les effets que Helmholtz
croyait devoir lui attribuer sont produits par la chaleur,
c'est-a-dire par un wmouvement. D'apres cela, tout le
travail doit avoir pour conséquence une augmentation
ou une diminution équivalente de la force vive, et nous
obtenons ainsi la production de chaleur ou de froid
constatée par Peltier, puisque la force vive ne se
manifeste ici que sous forme de chaleur.

Je crois pouvoir comparer l'état de la couche
intermédiaire avec celui d'une certaine quantité de
gaz, maintenu, par une pression extérieure, dans une
enveloppe extensible que le mouvement calorifique de ses
molécules cherche & dilater. Si la force extérieure,
qui faisait précisément équilibre a la tension produite
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par la chaleur, devient un peu plus forte ou plus faible,

. elle comprime le gaz ou le laisse se dilater ; elle effectue
ou subit alors un certain travail, et en méme temps une
quantité de chaleur ¢quivalente est produite ou anéantie
dans le gaz. :

Si I'on veut employer, relativement au travail, la
maniére de s'exprimer qui est usitée dans la théorie
mécanique de la chaleur, c'est-a-dire, si lon veut
désigner comme travail gagné celui qui résulte de ce
que la chaleur surmonte une force, et comme travail
consommé, celui fait par la force méme, on peut dire :
quand l'électricité se meut, sous I'influence de la chaleur,
dans le sens opposé a la force électrique, i1 .y a du
travail gagné, et une quantité de chaleur consommée
qui y correspond. Si, au contraire, le mouvement de
I'¢lectricité a lieu dans le sens de la force électrique,.
il y a du travail consommé, et, par suite, de la chaleur
gagnée, précisément comme quand un gaz se détend et
surmonte la contrepression, il y a du travail gagné et
de la chaleur consommée, tandis que dans la compres-
sion du gaz, il y a du travail consommé et de la chaleur
gagnée.
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§ 3.

Distinction a faire
entre [a différence de niveau potentiel ici admise el une autre.

Nous avons donc trouvé que si l'on admet, au contact
de deux substances, une différence de niveau potentiel
produite par la chaleur, il en résultera nécessairement
une production de chaleur ou de froid, selon la direction
du courant. Nous pourrons donc réciproquement consi-
dérer ce dernier phénoméne comme une preuve de
lexistence, et en méme temps comme une mesure de
cette différence de niveau. Mais il y a un autre fait qui
parait étre en contradiction avec cetie hypothése. Car,
comme c’est enire le bismuth et l'antimoine qu’'a lieu
la plus grande production de chaleur ou de froid, on
doit en conclure que c’est aussi entre ces métaux que
la différence de niveau potentiel est la plus grande ;
mais des expériences électroscopiques constatent de
plus grandes différences cntre d'autres métaux, par
exemple le cuivre et le zine, qu'entre le bismuth et
I'antimoine. Cette contradiction peut sexpliquer de
deux maniéres différentes.

En premier lieu, on peut admetire qu'outre la
différence de niveau occasionnée par la chaleur, il en
existe simultanément une autre, qui, dans I'explication
de Helmholtz, ne serait produite que par la différence
des attraclions moléculaires, et que ceite derniére
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ifférence de niveau, quoiqu'elle n'exerce aucune
influence sur les phénoménes thermoélectriques, a son
plein effet dans les phénomeénes électroscopiques, et s'y
montre méme, en général, la plus considérable des
deux. En second lieu, on peut admettre que la différence
observée dans les expériences électroscopiques, ne
résulte pas du contact immédiat des deux substances,
le cuivre et le zine par exemple, et n'appartient méme
pas, en général, au nombre des phénoménes qui ont
lieu au contact de conducteurs de la premiére classe
seulement, mais, au contraire, au nombre de ceux qul
sont dus a l'action de conducteurs de la seconde classe
(c’est-a-dire de ceux qui conduisent I'électricité par
¢lectrolyse). Sous ce rapport, on peut remarquer que,
dans une expérience électroscopique, méme lorsque les
métaux que l'on y soumet ne sont en contact avec
aucun corps étranger, comme la main, mais seulement
entre eux, l'action de substances étrangéres ne peut
cependant pas 4tre complétement exclue ; car les
métaux mémes sont couverts 4 leur surface d'une couche
de gaz comprimés, et peut-&tre aussi de vapeurs
condensées, qui empéche le contact métallique réel
entre des piéces qui ne sont pas soudées, mais seulement
pressées l'une contre l'autre, et qui modifie essenticl-
lement, par son interposition, les phénoménes électrosco-
piques.

Nous ne rechercherons pas ici laquelle de ces deux
explications est a4 préférer, parce que c'est indifférent
dans I'étude des courants thermoélectriques et de leurs
effets. Pour ceux-ci, il suffit que I'on admette, confor-
mément a la conclusion précédente, I'existence d'une
différence de mniveau potentiel occasionnée par la
chaleur ; car ce n'est qua celle-ci que nous avons
affaire ; et quand, par la suite, il sera simplement
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question de la différence de niveau potentiel, c'est
toujours de celle-1a qu'il s’agira, qu'il en existe du restc
une autre a c6té d’elle, ou non.

§ 4.

Intensité du courant dans une chaine thermoélectrique
formée de deux substances.

Considérons maintenant la chaine thermoélectrique
dans son ensemble, et, & cet effet, choisissons-en d’abord
une qui se compose de deux substances. Nous ferons
la supposition qu’elle n‘exerce ni ne subit aucune action
inductrice extérieure, et qu'elle est simplement aban-
donnée 4 elle-méme.

Appelons, pour simplifier, ¢ et & les deux conducteurs
supposés linéaires, p' et p" leurs poinis de contact,
et désignons par T' et T" les températures absolues
qui régnent en ces points. Considérons comme positive
une direction déterminée pour le courant, aussi bien
que pour la force électromotrice ; et choisissons
pour cela la direction p'a, p"6, p'. Désignons par V, la
fonction potentielle dans le conducteur a, et par
V'y et V", ses valeurs-limites aux points p' et p"; de
méme, soit en général Vy, la fonction potentielle dans
le conducteur &, et soient V', et V", ses valeurs-limites.
Les différences de niveau potentiel existant aux lieux
de contact, prises dans le sens du courant positif,
seront désignées par L'y, en g, et par Eyy, en g'; nous
avons ainsi 4 poser :
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Iy "
Eah—vb_vas

E'va ={V'a — V'.

Pour déterminer lintensité du courant causée par
ces différences de niveau potentiel, nous formerons
d’abord les deux équations suivantes :

Vi — V'

Intensité en @ = —————,
la

"o
Intensité en b = M,

A

en désignant par [, et [, les résistances a la conductibilité
dans les deux conducteurs a et &.

Ces deux intensités doivent éire égales enirc elles,
et nous désignerons par J leur valeur commune, que
nous nommerons simplement I'intensité du courant de
la chaine thermoélectrique. En égalant & J les deux
fractions précédentes, et en multipliant par Z, et /; les
équations qui-en résultent, nous obtenons :

Iy — Vg — V',
Jlg = V' — V'
L’addition de ces deux équations doune :
T la 4+ L) = Vg — Vi AV — V',
Si nous infroduisons ici, en vertu de (2), les notations
B, et E'va, et si nous désignons par L la somme {, 4 ,

qui représente la résistance totale de la chaine, il vient :

JL = E"sp + Epa,
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E”ab + E'ba

J = T

(3)

Il résulte de cette équation, d’aprés laloi d’'Ohm, que
la somme des deux différences de niveau potentiel,
qui forme le numérateur de la fraction, est la force
électromotrice totale de la chaine thermoélectrique.
Si nous désignons celle-ci par I, nous pourrons poser :

F = E"ab + E'ba.- (4)

§ 5.

Travail effectué et chaleur produite
dans la chaine thermoélectrique.

Puisque chaque particule d’é¢lectricité, circulant dans
la chaine, passe successivement en des licux de niveaux
potentiels différents, les forces électriques effectuent
un travail qui est positif en certains lieux, et négatif
en d’autres.

Si nous considérons d’abord une couche intermédiaire,
par exemple celle qui se trouve en 2", chaque particule
d'électricité dg passe du niveau pofentiel V"y au niveau
V", en se mouvant au travers de celte couche.
le travail ainsi effectué par les forces électriques,
étant représenté par la diminution du potentiel
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de T¢lectricité libre, présente sur la particule dg, est
dgal 4 (V'y — V") dg ou a — E'avdg. Si nous
appliquons ceciatoute I'électricité qui traverse la couche
dans l'unité de temps, et dont la quantité est égale a J,
nous obtenons l'expression — E',;,J pour le travail
efftetué par les forces électriques, dans cette couche
intermédiaire, pendant I'unité de temps. Nous obtenons
de méme l'expression — K, J pour le travail effectué,
dans la‘ couche intermédiaire, en p'. Substituant & J,
dans ces expressions, sa valeur (3), nous obtenons :

i i sdiai E'ap + E
Travail dans la couche intermédiaire en p" — — E/yp —2— — ba

.. . by . EH Ev
Travail de la couche intermédiaire en p' = — E'p, - ab 1‘ ba

Ces quantités de travail sont négatives ou positives
suivant que lélectricité qui traverse la couche passe
d'un niveau potentiel moindre 4 un niveau plus élevé,
ou inversement.

Si I'on réunit les deux expressions, on obtient :

Travail dans les deux couches intermédiaires = — I

Cette expression est, dans tous les cas, négative,
et le passage de l'électricité 4 travers les deux couches
intermédiaires, prises ensemble, a donc lieu a I'encontre
des forces électriques; ce qu'on peut s'expliquer par
la circonstance que les forces électriques sont surmon-
tées par l'action de la chaleur.

Si nous considérons ensuite les conducteurs homo-
génes a et &, les forces électriques y effectuent, lors du
mouvement de I'électricité, le travail qui est nécessaire
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pour surmonter la résistance 4 1a conductibilité. En verte
de l'équation (8) du chapitre V, ce {ravail est égal
a lad* dans le conducteur a et 4 {sJ* dans le conducteur b.
Nous obtenons done, pour 'ensemble des deux conduc-
teurs, l'expression LJ?, en désignant de nouveau par I.
la somme ls + Is; et si nous substituons a J sa valeur (3),
il vient :

" LAY
Travail dans les conducteurs = M}—M (7)

Puisque cette expression est ézale et de signe contraire
a l'expression (6), dounée pour le travail effectué dans
I'ensemble des dcux couches intermédiaires, il en
résulte que la somme de toutes les quantités de travail,
effectuées par les forces électriques dans la chaine
thermoélectrique, est égale a zéro. Ceci est aussi évident
a4 priori. Si les forces électriques devaient, pendant
un temps donné, effectuer ou subir un travail &
Tintérieur de la chaine thermoélectrique prise dans
son ensemble, cela ne pourrait avoir lien que par une
modification dans la distribution de l'électricité, ct une
telle modification est exclue par I'hypothése que le
courant est stationnaire.

Au travail, en partie positif, en partie négatif, dont
il vient d’étre question, et qui est effectué par les forces
électriques, se rapporte aussi une production et une
consommation de chaleur. Dans les couches interme-
diaires, il y a de la chaleur produite ou consommée,
suivant que le mouvement de lélectricité a lieu dans
le sens de la force électrique ou dans le sens opposé.
Pour l'ensemble des deux couches intermédiaires,
il y a consommation de chaleur, parce que, d’apres
ce qui précéde, la somme des quantités de travail qui
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y sont effectuées est négative. Dans les conducteurs
homogénes, ou les forces électriques ont & vaincre
la résistance & la conductibilité, il y a production
de chaleur. Quant aux quantités de chateur produite
et de chaleur consommée, elles sont équivalentes aux
quantités de travail ci-dessus déterminées, dans I'’hypo-
these faite par nous, que la chaine thermoélectrique est
uniquement abandonnée 4 elle-méme, sans exercer ou
subir aucune action extérieure, et qu'a co6té des
modifications calorifiques, il n'y a en elle aucune autre
modification de nature mécanique ou chimique. Si nous
supposons que la chaleur soit mesurée en unités méca-
niques, les quantités de chaleur seront représentées
simplement par les mémes expressions que les quantités
de travail, et il n’est pas nécessaire de nous y arréter
davantage. Il nous suflira seulement encore de signaler
que la somme algébrique de toutes les quantités de
chaleur produites dans la chaine thermoélectrique
(en comptant négativement les quantités de chaleur
consommées) est nulle, aussi bien que la somme de
toutes les quantiiés de travail effectuées par les forces
¢lectriques. :

Ces parties de la chaine thermoélectrique, dans
lesquelles la chaleur agit elle-méme, soit en imprimant
a Iélectricité un mouvement dans un certain sens, soit
en s'opposant & son mouvement, c’est-a-dire, dans le cas
simple actuel, les deux couches intermédiaires en p et @/,
peuvent étre comparées a une machine parfaite, mue
par la chaleur. De méme, par exemple, que la machine
souléve un poids, c'est-a-dire le meut en sens contraire
de la pesanteur, auquel cas la pesanteur subit un
travail, de méme ici, 1'électricité est forcée & se mouvoir
en sens contraire de la force électrique, de sorte
que celle-ci subit aussi un travail. De méme aussi
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qu'on peut laisser retomber le poids en 'abandonnant
a I'action de la pesanteur, auquel cas celle-ci effectue
un travail précisément égal 4 celui quelle a subi,
travail qu'on- peut utiliser a la production de différents
effets, de méme ici 'électricité retourne au point de
départ, en obéissant, 4 Tintérieur des conducleurs
homogénes, & la force électrique, et le travail, que
celle-ci effectue dans ce cas, peut, de méme, étre
employé 4 la production de différents effets, puisque
les courants ¢électriques peuvent produire une force
motrice mécanique. Si, pour rendre la concordance
encore plus parfaite, nous introduisons dans la machine
des conditions limitatives analogues a celles auxquelles
nous avons soumis plus haut les effets du courant,
nous devrons admettre que tout le travail de la machine
n'est utilisé qu'a vaincre du frottement. Dans ce cas,
le frottement engendre précisément autant de chaleur
que la machine en comsomme; et si, pour avoir un
systéme comparable a la chafue compléte, nous
regardons les corps frottants comme faisant partie
de la machine, il n'y aura, dans ce systéme, ni gain
ni perte de chaleur.
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Existence d’une transmission de chaleur
par lintermédiaire de la chaine thermoélectrique.

En comparant ci-dessus les parties de la chaine
thermoélectrique, ou la chaleur méme est active, c’est-
a-dire les deux couches intermédiaires, a une machine
thermodynamique, nous n’avons porté notre attention
que sur la consommation et la production de chaleur.
Mais, dans une machine thermodynamique, outre la
nmodification de la chaleur totale existante, il y a
un passage de chaleur d'un corps chaud & un corps
froid, qui est déterminé d'une maniére plus précise par
le second principe de la théorie mécanique de la
chaleur; c'est pourquoi nous devons aussi examiner
la chaine thermoélectrique & ce point de vue.

Recherchons d'abord, d'une maniére générale, s'il
existe réellement, dans la chaine, une transmission
de chaleur d'un corps chaud a un corps froid. Consi-
dérons, comme nous l'avons fait jusqu'a présent, une.
chaine composée de deux substances homogénes
seulement, et o la chaleur n’agit que dans les deux
couches intermédiaires. Nous avons montré plus
haut que l'expression de la chaleur engendrée dans
I'ensemble des deux couches est négative; on ne peut
pas conclure de 14 quil en est de méme dans chaque
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couche prise isolément, mais on doit plutét, du moins
pour de faibles différences de température, admettre
comme régle que les deux expressions sont de signes
contraires. En effet, 4 températures égales, les
différences de niveau sont, aux deux contacts, égales
et contraires ; si la température varie dans 'un d’eux,
la différence de niveau variera aussi, et comme cette
variation a lieu d'une mani¢re continue, elle ne peut
du moins pas produire tout d’abord un changement
de signe; et aussi longtemps que ceci n'aura pas lieu,
les différences de niveau conserveront des signes
contraires, de méme que les quantilés correspondantes
de travail et de chaleur. Nous supposerons qu’il en est
ainsi dans notre chaine, et nous reviendrons plus tard
sur les exceptions qui peuvent se présenter pour de
grandes différences de température. Comme, par hypo-
thése, I'état de la chaine entiére doit étre stationnaire,
et que, par suite, les températures des deux contacts,
que nous appellerons T' et T", doivent étre constantes,
imaginons que ceci soit di 4 ce que les deux contacts
sont mis en communication avec deux corps maintenus
aux températures T' et T', et dont I'un restitue a l'un
des contacts la chaleur détruite, tandis que le second
absorbe celle qui est engendrée a l'autre. De cette
manpiére, I'un des corps éprouve une perte, l'autre un
gain de chaleur, ¢t nous obtenous ainsi une transmission
réelle de chaleur, effectuée par la chaine, d’'un corps
A un autre.

Il s'agit de savoir si cetle transmission satisfait
également 4 la condition de s'effectuer d'un corps
chaud & un corps froid, ou si elle ne suit peut-étre pas
la voie inverse. Considérons sous ce rapport les deux
substances dont on a le plus étudié les effets thermo-
électriques, et qui, par suite, laissent le moins de prise
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au doute, c'est-a-dire le bismuth et 'antimoine; c’est, en
effet, dans le premier sens que s'effectue la transmission,
car, dans une chaine composée de ces deux substances,
le courant va, au contact le plus chaud, du bismuth
4 Tlaniimoine, et, au plus froid, de T'antimoine au
bismuth; et, d'un autre c6té, l'on sait qu'un courant
qui traverse les lieux de contact dans le premier sens
consomme de la chaleur, et que celui qui les traverse
en sens inverse en produit., Il en résulte, comme cela
doit étre, que le corps le plus chaud éprouve une
perte, et le plus froid un gain de chaleur; et les auires
subsiances sur lesquelles on a fait des expériences
conduisent également au méme résultat. On voit
aisément combien ceci rend plus parfaite encore
Panalogie que nous avons établie plus haut entre une
chafne thermoélecirique et une machine mue par
la chaleur, par exemple, une machine a4 vapeur;
car, ¢videmment, le contact maintenu chaud correspond
a4 la chaudicre, et celui qui est maintenu froid, au
condenseur de la machine a vapeur.

17
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8 7.

Application du second principe fondamental
de la théorie mécanique de la chaleur.

Aprés avoir ainsi démontré lexistence du passage
de chaleur, nous y appliquerons le second principe de
la théorie mécanique de la chaleur. On obtient une
forme trés simple de ce théoréme, si l'on considére
comme infiniment peu différentes les températures
des deux corps, qui cédent et absorbent la chaleur.
Nous désignerons simplement par T la température
en p', que nous supposcrons la plus élevée et
que nous avons désignée jusqu'ici par T", et nous
poserons égale & T — dT la tempéralure qui régne
en p', et que nous avons désignée jusquici par T'.
Pour le cycle complet, dans lequel une cerlaine
quantité de chaleur est transformée en travail, ou,
comme on peut le dire aussi, cousommdée par du
travail, et ol une autre quantité de chaleur passe d'un
corps plus chaud a un corps plus froid, nous aurons
alors 'équation :

Chaleur consommée (T 8)
Chaleur transmise T °

Pour détermincr maintenant les quantités de chaleur
se trouvant au numérateur et au dénominateur dans
le premier membre de cette équation, nous devons
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utiliser les équations (5), qui sont relatives aux deux
couches intermédiaires, et qui ont été d’abord établies
pour les quantités de travail y effectuées, mais qui sont
aussi valables pour les quantités de chaleur produites;
nous avons seulement a y substituer aux notations,
représentant les différences de niveau potentiel, les
valeurs qui se rapportent & notre cas. Nous désignerons
simplement par E la différence de niveau potentiel
en ', de sorte que nous avons & poser :

E",p, — E.

En ce qui concerne la différence de niveau potentiel
Ep.en p, il faut d’abord remarquer qu'elle a un signe
contraire 4 cause du renversement de la suite des corps
a et b; ensuite que sa valeur absolue différe de la précé-
dente de la quantité correspondante a l'abaissement de
température dT. -On doit done poser :

v dE
hba-r—(E —ﬁdT)-

De la combinaison de ces deux équations il résuite :

dE

E'ap + Epa = IT ar.

Substituant ces valeurs dans les équations (5),
il vient :

_EdE

{
\ .Chaleur engendrée en p" — i gt drT.
E dE d i’
A 3 1 [dE\?
Chaleur engendrée en ' — = == g1 — = {2 2
8 » L deI‘ L(dT) are,
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«’ou il résulte ensuite :

Chaleur engendrée en p' et p"' = — 1 (@E)g dr:  (10)
L\dT

Puisque la derniére expression est négative, il s’ensuit,
comme nous l'avons dit plus haut, que, pour I'ensemble
des deux couches intermédiaires, il y a une consom-
mation de chaleur: la valeur absolue de I'expression
représente la quantité de chaleur consommeée, c’est-a-
dire, la quantité qui forme le numérateur de la
fraction du premier membre de l'équation (8).

LEn ce qui concerne en outre la quantité de chaleur
transmise, qui filgure au dénominateur, il faut
considérer comme telle la quantité de chaleur produile
en p' et qui est délerminée par la seconde des
équations (9); et il est encore & remarquer que
nous pouvons ndégliger, dans cette expression, le
terme du second ordre en dT, vis-a-vis du terme lindéaire.
L’équalion (8) se {ransforme ainsi en :

1 (dE\®

i (n) o ar,
E JE A
L dT aT

cette équation se réduit a la suivante :

AR daT . .
d’ou il résulte par l'intégration :
E — T, (12

ot = est une constante dépendant de la nature des
substances en contact.
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Nous sommes ainsi parvenu, en ce qui concerne la
maniére dont varie, avec la température, la différence
de niveau potentiel qui se présente entre deux substances
différentes, a cette loi simple, que la différence de
niveaw potentiel est proportionnelle o la température
absolue. Mais il est & observer que l'équation (12),
exprimant la lol sous cette formie simple dans
laquelle ¢ est constant, ne peut étre considérée comme
valable que pour autant que soit exacte Phypothiise
prise pour base de notre développement ci-dessus,
savoir : quaucune force électromotrice ne se produit
A lintérieur des substances isolées.

Appliqguant cette expression obtenue pour E A une
chalne thermoélectrique, ou les points de contact p'
et p" ont des températures quelconques T' et T", nous
avons a poser :

E”ah = EabT"
' I N
E'va = epeT = — e T,

Par la, l'équation (4), qui donne la force électro-
motrice totale de la chaine, se transforme en :

F=ceupm(T' —T). (13)

Au lieu de la chaine thermoélectrique composée de
deux substances, imaginons-en une qui se compose
d'un nomhre quelconque » de substances conductrices,
que nous nommerons &, b, ¢... k. En partant de I'origine
du conducteur e, désignons par ¢, p", p”,... p(*) les
lieux de contact, de sorte que p" est le lieu de contact
entre @ et &, " celui entre b et ¢, et enfin p' celui
entre h et a. Appelons E'yy, Ee,-.. Eng les différences
de niveau potentiel en ces points. Comme pour
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I'équation (4), nous aurons & poser, pour déterminer
la force électromotrice de la chaine thermoélec-
trique :

F— E'% + E"% + .. + Enae (14)

Si nous désignons, en oulre, respectivement par
€ab, Ebe,... Eha, 1e8 facteurs constants qui se présentent
dans les expressions des différences de niveau potentiel,
et si nous nommons T', T", T",... T ("), les températures
des lieux de contact, en partant de ceclui que forme
Torigine du conducteur a, l'équation ci-dessus se
{ransforme en :

F = oy T + epcT" + . .+ 2naT (15)

§ 8.
Concordance entre le résultat ci-dessus et I’expérience.

Si I'on compare le résultat des développements précé-
dents, exprimé dans 'équation (12;, avec l'expérience,
on trouve une concordance non douteuse sous plusieurs
rapports. ’

Le premier point que je veux {aire remarquer, c¢'est
que l'expression donnée (12) satisfait & une exigence
générale. Si, dans une chaine thermoélectrique
formée d'un nombre quelconque de substances
a, b, c,... h, tous les liecux de contact ont une seule
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et méme température T, il n'en résulte aucun courant,
et la force ¢lectromotrice de la chaine doit, par suite,
étre nulle. En vertu de (14), on devra donc & poser
pour ce cas :

Eap + Epe + .. 4+ Eha = 0

el les différences de niveau potentiel doivent satisfaire
4 celte équation pour floule valeur quelconque de la
température commune T. Silonsubstitue aux différences
de niveau potenticl leurs expressions (12), en leur
appliquant a toules lJa méme {empérature T, I'équation
ci-dessus se transforme en :

(eap + e + oo+ tna) T =0,

et il résulte immédiatement de la forme de cette équation
que, si les constantes ont des valeurs felles qu’elles
satisfassent 4 1'équation pour une température donnée,
elles y satisferont pour toutes les températures.
Nous comparerons maintenant avec Llexpérience
quelques conséquences particuliéres qui résultent de (12).
1° Dapres (12) les différences de niveau potentiel
croissent avec la température et ne décroissent pos.
Pour vérifier l'exactitude de cette conclusion, rappe-
lons-nous que le courant prend toujours la direction
suivant laquelle la somme des différences de niveau est
positive, et par suite, dans le cas ou il n'y a -que deux
différences, la direction suivant laquelle la plus grande
des deux est positive. Pour prouver que c’est au contact
Ie plus chaud que la différence de niveau est la plus
grande, il suffit donc de montrer qu'elle est positive
relativement & la direction du courant; et c'est ce
que nous avons vu plus haut, puisque l'expérience
prouve qu'au contact le plus chaud il y a consommation
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de chaleur, ce qui correspond a un travail négatif,
et, par suite, & un accroissement du niveau potentiel
dans le sens du courant.

2° Dapreés (12), les variations de chague différence
de niveau sont proportionnelles aux variations de
température correspondantes. 1l en résulte, comme
on le voit aisément par (13), que, dans toute chaine
composée de deux substances homogeénes, la force
électromotrice® doit étre proportionnelle a la différence
de température qui a lieu entre les deux contacts;
ce que l'on peut regarder en général comme la régle,
dans le cas ou les différences de température ne sont
pas trop considérables.

3° Daprés (12), les différences de niveawu qui croissent
le plus rapidement avec la température doivent aussi
étre celles dont la valeur tolale est la plus considérable.
Considérons notamment deux combinaisons quelconques
de deux substances quelconques, soit ¢ et &, ¢ et d;
ous avons a poser :

Eap = ead T et Eceg = €471,
d’on résulte :

AEcq
dvr = fcds

" et de ces gquations résulte la proportion :

ABan . ABca ,

ar ar -

:Eap : Bea-

1. On ne pourrait pas remplacer simplement ici la force électro-
motrice par 'intensité du courant, parce que cette derniére dépend
aussi de la résistance a la conductibilité, laquelle varie avec
la température.
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Cetteconclusion est également confirmée par I'expérience;
les combinaisons de substances qui donnent les plus forts
courants, pour une différencede température déterminée,
comme la combinaison du bismuth et de l'antimoine,
présentent en effet aussi ce caractére qu'un courant qui
passe par leurs contacts y engendre ou y détruit plus

de chaleur; la premiére de ces propriétés conduit
dE

dt’
la seconde a une valeur considérable de la fonction K

clle-méme.

4 une valeur considérable du coefficient différentiel

§ 9.

Ecarts du résultat ci-dessus d’avec expérience
ef leur explication.

Ces confirmations ne permettient pas de douter que
lexpression donnée dans I'équation (12) n’offre pas tout
simplement, comme le ferait une formule empirique, entre
certaines limites, une ressemblance extérieure peut-étre
accidentelle avee la loi que sunivent les différences de
niveau, mais qu'elle est fondée sur la nature méme
des choses. Néanmoins, & elle seule, elle ne représente
pas encore les phénoménes avee une exactitude
compléte ; en analysant ceux-ci, surtout dans les cas
ou il se présente de hautes températures, on trouve en
effet, des écarts notlables, qui montrent que, dans la
production de ces phénoménes, il y a des circonstances
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accessoires qui agissent, et dont il n’a pas été fenu
compte dans la déduction de cette expression. Ce fait
se manifeste suriout dans une chaine composée de
fer et de cuivre : on sait que, lorsqu’on échauffe progres-
sivement I'un des contacts, l'intensité du courant,
au lieu d’angmenter constamment, décroit a partir
d'une certaine température, et qu'a la chaleur rouge
il y a méme un renversement du courant.

Ces écarts font conclure que I'hypothése prise
comme base de nos développements ci-dessus, savoir
que les forces électromotrices, qui se présentent dans
une chaine thermoélectrique, n'ont leur siége qu'aux
lieux de contact des différentes substances, tandis que
dans l'intérieur d’'une méme substance, méme quand
ses parties ont des températures différentes, il ne se
présente pas de forces électromotrices, que cette
hypothése, disons-nous, doit étre inexacte. Si lon
voulait, par exemple, expliquer la production du courant
dans la chaine fer-cuivre au moyen des seules diffé-
rences de niveau qui ont lieu aux contacts, on devrait
conclure qu'a la température a laquelle seffectue le
renversement du courant, la différence de niveau au
contact le plus chaud serait redevenue précisément
ézale 4 celle qui existe a l'autre contact, et se
trouverait ainsi a un point ot elle passe d'une valeur
plus grande & une plus petite ou wice versd. Dans ce
changement de valeur, elle garderait évidemment tout
d'abord son signe, et par suite, dans le renversement
du courant, les effets thermiques de celui-ci aux deux
contacts devraient également se renverser, de telle
sorte que, si d’abord la chaleur passait d'un corps chaund
a un corps froid, ce serait actuellement la transmission
inverse qui aurait lieu, résultat qui est en contra-
diction manifeste avec le second principe de la théorie
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mécanique de la chaleur. On est donc obligé d’admettre
que, dans lintérieur des deux mdétaux réunis dans la
chaine, ou de I'un d’enire eux, il a surgi des différences
de niveau qui concourent comme forces électromotrices
4 la production du courant; et la condition que le
second principe de la théorie mécanique de la chaleur
doit toujours se vérifier, fournit en méme temps un
moyen de tirer du moins une certaine conclusion sur
le rapport qui doit exister entre ces diverses différences
de niveau.

Mais cela ne veut pas dire que toute différence de
lempérature, par cela seul qu'elle existe, doive éire
nécessairement accompagnée d'une différence de niveau ;
je peuse, au contraire, que, pour expliguer les écarts
observés jusquaujourd’hui, il suffit de considérer la
différence de niveau, qui a lieu dans lintérieur d’un
métal, comme étant seulement un effet secondaire de
la différence de température, qui se produit lorsque
le changement de température d'une de ses parties
occasionne un changement dans Uéfal moléculaire de
celle-ci, de sorte que cetfe derniére partie du métal,
et celle qui n’a pas subi le changement, se comportent,
l'uune par rapport 4 'autre, comme des métaux différents.
Cela a naturellement lieu aussi, quand les deux parties
ont changé leur état moléculaire, et que les chan-
gements ne sont pas égaux.

DNans plusieurs cas, on peut prouver avec assez de
certitude qu’il se présente des modifications de ce genre
dans une mesure considérable; nous citerons comme
exemple lacier, dans lequel les effets de la chaleur
sont particuliérement remarquables. L'acier trempé
¢t l'acier doux se comportent, dans leurs propriétés les
plus importantes, telles que la dureté, U'élasticilé et la
fragilité, comme deux métaux tout a fait différents;
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et 'on sait qu'a leur contact il se produit une différence
de niveau, puisqu’on peut en composer une chajne
thermoélectriqgue, et méme, par une multiplication
convenable, une pile thermique assez  puissante.
Or, comme toute la différence qui existe enire eux
n’a pour cause que la rapidité plus ou moins grande du
refroidissement, on doit admetllre que la combinaison
du fer avec le carbone, qui a lieu & une température
élevée, et 1'élat moléculaire corrélatif de toute la masse,
tendent 4 se modifier pendant le refroidisscment, mais
que cefte modification a besoin d'un certain temps,
et que, par suite, elle peut ¢ire arrétée en tout ou en
partie par la rapidité du refroidissement, fandis qu'elle
s'cffectue par un refroidisscment lent. Conformément
a ce résultat, on peut conclure de la différence observéce
entre l'acier refroidi lentement et lacier refroidi brus-
quement, 4 une différence correspondante entre lacier
refroidi lentement et l'acier chaud; et, en effet,
Scebeck a tiré cette conclusion de ses expériences
ihermodélectriques. * '

Au reste, tous les courants thermoélectriques que l'on
obtient par 'emploi d'un seul métal, en en échautfant
des parties isolées, témoignent de la fréquence ainsi
que de linfluence électrique de ces différences daus
I'état moléculaire. Elles sont surtout considérables
dans des métaux qui offrent une texture cristalline bien
caractérisée. C'est ainsi que Seebeck? a observé qu'un
anneau d’antimoine, fondu d'une piéce, se comportait
comme g8l était formé de deux métaux différents,.
dont les limites pouvaient se déterminer exactement

1. Ueber die magnetische Polarisation der Metalle und Erz,
durch Temperatur-Differenz, von Dr T.-J. Seebeck. Mém. de
PAcad. de Berlin pour 1822 et 1823 ; ot Ann. de PoGé., t. VI, § 47.

Q2. Loc. cit., § 46.
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Lorsqu'il fut brisé, on constata que l'une des parties
avait une structure stelliforme, tandis que l'autre était
formée d'un grain fin, et une recherche subséquente
assigna comme cause de cette différence l'inégale
rapidité de leur refroidissement. Des expériences faites
avec beaucoup de soin par Magnus' sur les métaux
ductiles Yont également conduit & ce résullat, que les
courants qui naissent dans un seul métal ont pour
cause une différence dans I'état de ses parties, et surtout
dans leur dureté. Or, si la maniére dont on traite les
différentes parties d’un métal peut occasionner, d’une
facon permanente, une différence d’état telle que ces
parties se comportent comme des métaux différents
quant & la formation des courants thermoélectriques,
on pourra admettre comme une hypothése assez probable
quune différence de température peut aussi produire,
d’une manicére passagére, une différence d’état analogue.

Supposons que ce cas se présente dans une chaine
thermoélectrique, c'est-a-dire qu'une partic de I'un des
métaux change d’état moléculaire; il surgira d’abord,
comme nous venons de le dire, entre cette partie et
celle quin’a pas changé d’état, une différence de niveau
qui ne se présentait pas précédemiment; en outre,
au lieu ol cette partie est en contact avec un autre
métal, la différence de niveau qui existe déja éprouvera
une variation qui n’est pas comprise dans I'équation (12),
et que l'on devra introduire en outre dans le calcul ;
or ces deux circonstances se réunissent dans leur action
sur le courant. Pour rester d’accord avec le second
principe de la théorie mécanique de la chaleur dans
des cas semblables, on n’aura qu'a décomposer en deux

1. Mém. de ['Acad. de Berlin pour 1851, et Ann. de Poca.,
t. LXXXIIL, p. 469.
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parties les effets électriques’ produits par la chaleur
dans la chaine : les effets immédiats, et ceux qui sont
occasionnés par des changements dans I'¢tat molé-
culaire ; on traitera ces derniers comme s'ils étaient
dus 4 des différences réelles de substances ; quant aux
premiers, I'équation (12) y est applicable sans modifi-
cation; et il suffira de l'appliquer également aprés
chaque modification de l'état moléculaire & la chaine
dans son ¢tat varié, de la méme maniére qu'on l'a
appliquée précédemment a la chaine dans son état
primitif. Que le changement dans 1’état moléculaire
se fasse subitement & une température déterminée,
ou qu’il y ait un passage continu d’un état a l'autre,
cela n’occasionnera aucune différence essentielle ; dans
ce dernier cas, en effet, au lieu d'une différence de
niveau finie, on n’aura qu'a admettre une série infinie
de différences infiniment petites.

§ 10.
Extension de la théorie.

J'al exposé la théorie ci-dessus des courants thermo-
¢lectriques dans un Mémoire publié d’abord en 1853
et réimprim¢ plus tard; & la fin de ce Mémoire,
jal donné, pour les écarts existant encore entre les
résultats et l'expérience, Uexplication contenue dans
le paragraphe précédent, et jai indiqué en méme
temps comment il faudrait étendre les développements
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ci-dessus pour établir une concordance compléte avee
I'expérience. M. Budde a repris le méme sujet et effectué
cette extension dans un beau Mémoire publié en 1874,
Jen donnerai ici la partie essentielle, en renvoyant au
Mémoire méme, en ce qui concerne une exposition plus
détaillée.

Les différences de I'état moléculaire ou de la structure,
dont il a été question dans le paragraphe précédent,
qui se préseutent dans une substance de méme nature
chimique et peuvent alors agir de telle sorte que deux
parties de cette substance se comportent, l'une par
rapport & lautre, au point de vue lhermoélectrigue,
comme deux substances distinctes; ces différences,
disons-nous, peuvent dépendre, de deux maniéres diffé-
rentes, de la température.

Il y a des cas, ou une modification de la structure
de la substance est déterminée par un changement de
température, mais ol la température et la structure
ne se trouvent pas dans une relation déterminée I'une
avec l'autre, de sorte que la substance ne reprend pas
nécessairement aussi sa structure primitive, lorsqu'elle
revient a sa température primitive. Il est, par exemple,
connu que des corps, qui peuvent cristalliser de diffé-
rentes maniéres, éprouvent parfols une modification
de texture cristalline par une élévation de température,
sans que la texture cristalline primitive se rétablisse
par le refroidissement ultérieur. De méme, on sait que
l'acier peut éprouver une notable modification de
dureté, quand on I'échautfe et qu'on le refroidit ensuite
4 la température primitive. Il serait difficile de repré-
senter par des équations générales la maniére dont se
comportent des substances de cette espéce dansla chaine

1. Ann, de PoGG., t. 153, p. 243.
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thermoélectrique ; nous dirons seulement qu'on n'a qu'a
faire entrer en ligne de compte, pour chaque partie
d’une telle substance, les propriétés thermoélectriques
correspondant a la structure quelle a au moment
considére.

Maijs il existe aussi des substances, dont la
structure se modific avec la température de telle
sorte qu'une méme siructure, au moins approxima-
tivement, se représente aussi toujours a la méme
{empérature. Sil'on considére comme réellement exacle
cetie réapparition de la méme structure, on peut, pour
de telles substances, considérer les quantités dépendantes
de la structure comme des fonctions de la température,
ce qui est important quand on ¢tudic la manicére dont
ces substances se comportent au point de vue thermo-
¢lectrique. Les développements effectués par Budde
sc rapportent &4 des substances de cetle espéce.

§ 11.

Expression généralisée de la force électromotrice.

La différence de niveau potentiel E qui a lieu au
contact de deux substances a ¢été déterminée au § 7,
par I'équation (12) :

E =T,

dans laquelle ¢ a été considéré comme une constante
dépendant de la nature des substances en contact.
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Si la structure des substances change avec la tempé-
rature, il n’est plus nécessaire que ¢ soit une quantité
constante, mais elle doit étre considérée comme une
fonction de la température. Si, en outre, des parties
différentes d'une seule et méme substance sont diffé-
remment chaudes, et si, par 14, des différences se sont
produites dans leur structure, il peut aussi régner entre
elles des différences de niveau potentiel.

Pour pouvoir représenter commodément la différence
de niveau potentiel entre deux substances quelconques
ou entre deux pariies quelconques d'une substance,
nous comparerons d'abord toutes les substances avec
une substance, . pour laguelle nous admettrons qu'elle
a une structure toujours et partout uniforme et aussi
invariable par les changements de température, de sorte
quil ne peut exister de différences de niveau potentiel
entre deux parties différemment chaudes de cette
substance. Il est sans importance, pour la validité de
ce qui suit, de savoir si une telle substance invariable
existe réellement, puisqu’elle doit uniquement nous
servir & posséder, pour la détermination de tous
les niveaux potentiels, une origine commune dont la
position n'influe pas sur les équations relatives aux
chatnes thermoclectriques, dans lesquelles il ne s’agit
que des différences des niveaux potentiels existants.
Nous désignerons par #» cette substance hypothétique
de comparaison. Considérant maintenant une autre
substance quelconque a, imaginons qu’elle soit mise
en contact avee », et formons, conformément a (12),
P’équation :

Ery = €T, (16)

donnant la différence de niveau potentiel Era réenant

au lieu de contact a la température T.
.18
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D'une maniére entiérement correspondante, nous
avons alors aussi & former pour une autre substance b,
I'équation :

Erb = ErhT 3 (1Ga)
et de eces deux équations il suit :
Eap = Erp — Era == T (800 — Era)- (17)

Comame, d’autre part, en vertu de (12), on peut
poser :

Eap = ear T,
il vient :
Egp = Erdb — Zra, (18)

équation par laquelle la fonction de température ez,
qui dépend de la nature des deux substances a et &,
est ramenée 4 deux fonctions de la température, dont
chacune ne dépend que de la nature d'une de ces deux
substances. Pour obtenir une simplification dans la
notation, de telle sorte que nous n’‘ayons pas toujours
besoin d’écrire la lettre » relative 4 la substance
de comparaison, nous poserons, en introduisant la
nouvelle notation 7 :

Erg = Na €l e = 7, (19)

de sorte que nous pouvons écrire I'équation ci-dessus
comme suit :

€ap == Tp — Yg- : (20)
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L'équation (17) se transforme alors par-1a en :
Eap = T (Mp — 74)- (21)

Considérons maintenant une chaine thermoélectrique
formée de deux conducteurs linéaires a et 4, dont les
points de contact ont les températures T et T".

Déterminons d’abord, pour le conducteur @, dont
la température varie de T' jusque T" en allant de
Yorigine vers l'extrémité, comment se comportent entre
eux les niveaux potentiels en ses différents points, lors
du circuit ouvert. S'il régne en deux points du conducteur
infiniment voisins I'un de l'autre les températures T
et T 4+ dT, les deux valeurs correspondantes de 7y
dn,
daT
des niveaux potentiels, régnant aux deux points, est :

différeront de dT, et la différence correspondante

CJE d'fla
Dol il suit :
™
s ,
Vi — Ve—f T d—”{’ dar, 23)

si nous désignons par V'y et V", les valeurs initiales
et finales de V,.

Sile circuit est fermé, et que, par suite, un courant
électrique continu traverse le conducteur «, il régne
naturellement, sur ce condpcteur; d’autres niveaux
potentiels, qu'en circuit ouvert. Mais les différences de
niveau potentiel régnant, en circuit ouvert, suffisent
pour la détermination des forces électromotrices.
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Entre deux lieux, dont les températures sont T et

T +- dT, agit une force électromotrice représentée par
GA'

dT

dT ou par T2 d"“ dT, et par suite, 'expression (23):

™

f T d”“ dar,

donne la somme de toutes les forces électromotrices
agissant a lintérieur du conducteur a. Par la forme
.de cette expression, on voit de suite que sa valeur
dépend seulement de la température de l'origine et de
celle de l'extrémité du conducteur, et non de la maniére,
dont les températures intermédiaires sont distribuées
sur ce conducteur.

D’une maniére correspondante, pour le conducteur &,
qui a & son origine la température T" et &4 son extrémité
la température T', la somme des forces électromofrices
agissant en lui est représentée par l'expression :

f o % dY)b dT.

Si nous considérons maintenant la chaine thermo-
électrique entiére, outre les forces électromotrices
ci-dessus déterminées, agissent encore celles qui
régnent aux lieux de contact p' et p". Désignant par
7 6t 7'y et v, v", les valeurs des quantités n,, », aux
températures T et T, les forces électromotrices
agissant aux lieux de jonction sont :

T (Yi”b —_ 'ﬂ”a) et T ("l'u — W'b).
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En réunissant les quatre expressions ci-dessus,
nous obtenons, pour la force électromotrice entiére
de la chaine, I'équation :

™
d%
Fef T52dT 4+ Ty — ')+ [ T == dT
[T /[

n
4+ T (g — M), (24)
En effectuant l'intégration partielle, on peut poser :

™ T

f ‘é’?{f AT = Ty — T — f 7gdT
! T
™ d T
f T % ”" AT — Ty — Ty — f YodT.
T

Alors la plupart des termes disparaissent et il reste :

T T!
F=— [ 7dT — [ »,dT, (25)
=]

ou autrement :

™ ™

F = (ny — ng) AT = eapUT. (254)
/ /

Si l'on fait, dans cette équation, I'hypothése parti-
culicre que e, est constant, elle se transforme en
Téquation (13) :

F = ¢qp (T" — T').
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Si, au contraire, on considére ¢, comme une fonction
de la température encore a4 déterminer, on peut, par
un choix convenable de la forme de cette fonction,
expliquer trés bien, 4 l'aide de cette équation, les obser-
vations qui, pour différentes chaines, s’écartent de la loi
ordinaire en ce qui concerne la dépendance entre
la force électromotrice et la température.

Les équations (24) et (25) peuvent étre facilement
étendues, de telle sorte qu'elles soient valables pour une
chaine thermoélectrique formée d’'un nombre quelcongque
de substances. Si n conducteurs a, &, ¢... h, constituent
la chaine et si les températures de leurs lieux de
jonction sont respectivement T', T", T",... T™ 4 partir,
de l'origine du conducteur a, les équations généralisées
sont :

o’ T

d”“ AT + T (' — ') +fT@dT

(26)

4 T (" — ) +/ T2 dnh AT 4+ T ('z — 7).

T{D)
T TH

,___fnadT—/'nde— . —/‘de 27)
b

Nl yim)
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§ 12.

Chaleur consommeée et chaleur produite dans la chaine
thermoélectrique.

Arrés avoir exprimé les forces électromotrices qui
se présentent dans la chalne thermoélectrique, nous
pouvons aussi déterminer aisément la disparition
et la production de chaleur dans ses différentes parties.

Ains! que nous I'avons déja exposé au § 5, il y a lieu,
en cels, de considérer deux phénoménes : ‘d’abord,
celul dans lequel la chaleur est active, en produisant
des forces électromotrices qui ont lieu, en certaines
places, dans le sens du courant et, en d’autres, en sens
oppost; ce qui entraine alors une consommation ou
une production de chaleur ; ensuite, le phénoméne
gui conside a vaincre la résistance a la conductibilité,
dans lequel il y a de la chaleur engendrée tout comme
quand onsurmonte un frottement. Dans le cas simple
précédemnent considéré, ou les foreces électromotrices
n'ont leur sidge qu'aux surfaces de contact, les deux
phénoménss étaient distincts, dans 'espace. Mais si des
forces éledromotrices se présentent aussi a I'iniérieur
des diversgs substances, les deux phénoménes ont lieu
4 coté I'unde l'autre dans le méme espace. Malgré cela
on peut les séparer I'un de l'autre pour les considérer.

Ils se dstinguent essentiellement en ceci : que I'un
éprouve w renversement par un renversement du
courant, 123 consommation de chaleur et sa production
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se remplacant réciproquemcnt, tandis que l'autre ne
change pas lors du renversement du courant, parce
que, pour lui, il ne peut toujours y avoir qu'une
production de chaleur. I1 devicnt par la possible
de déterminer séparément, par 'vbservation, les quan-
tités de chaleur engendrées par les deux phénoménes
(les quantités de chaleur consommée étant comptées
comme des quantités négatives de chaleur engendrée).
Aprés qu'on a observé la quantité totale de chaleur
engendrée, dans la partie considérde, par le courant
produit par les forces thermoélectromotrices, on fait
parcourir la chaine par un courant de méme intensité,
mais de sens opposé, produit par des forces élzctro-
motrices étrangéres, et I'on observe alors de ncuveau
la chaleur totale engendrée dans cette partie. Si I'on
ajoute les deux quantités de chaleur, la moitié
de la somme représentera la quantité de chaleur
produite par le courant thermoélectrique en surmontant
la résistance a la conductibilité. Si, au confraire,
on retranche la quantité de chaleur engend:ée, dans
la partie considérée, par le second courant, de celle
qui y est engendrée par le premier, la mdtié de la
différence représentera la quantité de chaleur, tngendrée
rar le courant thermoélectrique, qui corespond A
P'action exercée par la chaleur elle-méme.

Ces deux quantités de chaleur peuvent iussi s’ex-
primer mathématiquement pour un conducterr linéaire.
La quantité de chaleir engendrée dans ine partie
quelconque du conducteur, qui correspoiwd 4 leffet
de la chaleur active par elle-méme, et dou dépend
par suite la production des forces électomotrices,
est représentée par le produit, pris néfativement,
de la force électromotrice agissant dans cette partie
du conducteur et de lintensité du courant. 2ar contre,
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la chaleur engendrée par le courant en surmontant la
résistance 4 la conductibilité est représentée par
le produit de la résistance de la partie considérée
et du carré de l'intcnsite.

Considérons maintenant d’abord la chaine thermo-
électrique dans son ensemble, et nommons F la force
électromotrice totale, L la résistance totale 4 la
conductibilité et J l'intensité du courant qui §'y produit;
la quantité totale de chaleur engendrée dans la chaine
par le premier phénoméne est :

— FJ,
et celle qui y est engendrée par le second :

LJ
Posant :

J = =,

L
les deux expressions se transforment en :

L

L L

Elles sont donc de signes opposés (la chaleur étant
consommée dans l'un des phénoménes et engendrée
dans l'autre), et égales en valeur absolue, de sorte
que leur somme algébrique est nulle, ainsi que cela
doit étre en vertu du premier principe de la théorie
mécanique de la chaleur.

Pour examiner ensuite s’il est satisfait au second
principe de la théorie mécanique de la chaleur, nous
avons 4 porter notre attention sur les quantités
de chaleur qui sont engendrées par le premier phéno-
méne, dans lequel la chaleur agit par elle-méme.
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Divisant les quantités de chaleur que produit ce
phénoméne, dans les différentes parties de la chaine,
par les températures absolues de ces parties, et formant
la somme des quotients ainsi oblenus, cette somme
doit étre nulle en vertu du second principe de
la thermodynamique.

Considérons d’abord le conducteur a, et prenons en
une partie infiniment petite, dont le point initial
a la température T et le point final la température

T -+ dT. La force électromotrice agissant dans cette
dr,

dar
chaleur qui y est engendrée dans l'unité de temps :

partie est T dT, et par suite la quantité de

g e
— JT T dT. Cette quantité divisée par T donné
— 7 Z—;f' dT. Imaginons que l'on forme ces expres-

sions pour tous les éléments du conducteur a, dont
le point dorigine a une température T et le point
final une température T”, et que 'on prenne la somme
de toutes ces expressions, laquelle sera dans ce cas
une intégrale, on obtiendra :

L
3 [ Fear i g

a

Nous obtiendrons de méme successivement pour les
conducteurs suivants 8, ¢, d, ... &, les expressions :

!

N . @) R
J (Y," b Y I))y . - - N J Y 17 .
h h

Nous avons ensuite a considérer les points de liaison,

des différents conducteurs. La force électromotrice
qui a lien au point de liaison des conducteurs a et &
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est T" (v, — n'), et par suite la quantité de chaleur
qui y est engendrée est + JT" (1" — n"y); la division
par T donne :

J (ﬂ”a— 1”1,).

Nous obtenons de méme, successivement pour
les autres points de contact, les expressions :

T —), . . ., d (fa— ).

Si nous formons maintenant la somme de toutes
les expressions applicables aux » conducteurs et aux »
points de. contact, les sommes s'entredétruisent et
on obtient une somme nulle. Il est donc satisfait
au second principe de la théorie mécanique de
la chaleur, et on ne peut par suite, en partant de cette
théorie, rien objecter contre les équations posées.

Budde les a également soumises 4 une vérification
expérimentale, en choisissant pour cela un cas parti-
culier, qui se rapporte & la chaine fer-cuivre. Comme
nous l'avons déja dit, la force électromotrice de cette
chaine ne croit pas quand on angmente continuellement
la température de la soudure chaude, mais elle atteint
un maximum & partir doquel elle décroit. Si Ton
considére en particulier la température ou la force
électromotrice a son maximum, on trouve pour celle-ci
une particularité caractéristique. Différentiant 'équation
(25,) par rapport a T”, il vient :

ar "
—_—
dTu abs .

0u €'y, est la valeur de e, correspondante 4 la tempé-
rature T". De 1a résulte, en vertu de I'équation Eap=¢,, T
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et en désignant par E'ap, la valeur de Ea, correspon-
dante ala température T" :

dF
E”ab —_ TH drr” .

Pour la valeur de la température a laquelle F est un

maximum, le coefficient différeuntiel %, doit étre nul,

et il en résulte que la différence de niveau potentiel
E",% est nulle. Si, d’aprés cela, a cette température,
il n'existe aucune différence de niveau potentiel a
la soudure du fer et du cuivre, le phénoméne de Peltier
(la consommation ou la production de chaleur lors
du passage du courant) ne peut y avoir lieu 4 cette
température. Budde a essayé de prouver expérimen-
talement ce résultat de la théorie et I'a trouvé confirmé,
pour autant que les difficultés des essais ont permis
de décider la question.

Pour terminer, je ferai encore remarquer que
W. Thomson et F. Kohlransch.ont émis, sur le fonds
méme de la production de la force glectromotrice d’une
chaine thermoélectrique, des vues qui s’écartent de mon
explication. Je les discuterai en détail dans le dernier
chapitre de ce volume.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE VIII.

FORCES PONDEROMOTRICES ET ELECTROMOTRICES
ENTRE COURANTS LINEAIRES ET CONDUCTEURS.

§ 1.

Les formules fondamentales d’Ampére.

Ampere a, comme on le sait, commencé le dévelop-
pement de sa théorie des forces pondéromotrices ,
en déduisant une formule pour l'action mutuelle de deux
éléments de courants. Pour cela, il est parti de certains
faits établis expérimentalement, mais il a en oufre
fait T'hypothése que les forces exercées par deux
¢léments de courant l'un sur aufre, ne peuvent
consister qu'en wune aftlraction ou une répulsion
mutuelle.

Il a donné a la formule déduite de cette maniére
différentes formes, dont tant6t l'une, tantét l'autre,
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est plus commode, suivant les calculs que l'on veut
effectuer avec son aide. Soient ds et ds’ les deux
éléments de courant, 7 et 7 leurs intensitéds, » la distance
des deux éléments l'un de lautre, et (ss') l'angle
compris entre leurs directions; la force que ces ¢léments
exercent l'un sur lautre est, d’aprés Ampére, une
attraction dont lintensité est:

1

gt
. . | cos (ss') 7
kit ds ds —= - t 7 dsos’ /2

ol %2 ¢st une constante positive. Une valeur négative
de cette formule représente naturellement une répulsion,
celle-ci pouvant étre considérée comme une attraction
négative.

Si l'on veut déduire de 1a la, force que I'élément
de courant ds éprouve de la part d’'un courant fini s', on
doit considérer les composantes de la force dans des
directions déterminées, et alors on peut, pour ces
composantes, effectuer lintégration. Choisissons pour
cela un systéme de coordonnées rectangulaires, dans
lequel les deux éléments de courant ont les coordonnées
x,y, %, et 2, ¢, . Les composantes suivant les axes
des coordonnées de la force quéprouve l'élément ds
de la part de ds', seront désignées par £ ds ds', n ds ds',
¢ ds ds' ; alors il résulte de la formule dattraction
ci-dessus
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qu'on peut écrire :

91 02;] O
E—=Fkid %cos(ss’)-&-(m"—m) pre g D

et de méme pour les deux autres directions des
coordonnées

PR 0&
n = kit le cos (s8) + (' — ) m%]'
(1)
E=ki?d [_0?7” cos (s8) + (3" — 3) d_s%]
Désignons maintenant les trois composantes de la

force quéprouve I'élément ds’, de la part d’un courant
fini s', par = ds, H ds, Z ds, nous aurons pour =

Iéquation :
== f £ds'.
-

Pour lintégration qui est indiquée ici, il est utile
de transformer l'expression (1) donnée pour £ dans
son équivalente :

9, Opow 0 [ ‘)}«]
E\:kll' %GOS(SS)_lW—()—E-_*——dTS‘T (@' —x) —— .

Dans celle-ci, le dernier terme peut étre immédiate-
ment intégré relativement & s’, et donne simplement
la différence des valeurs que prend lexpression
qui se trouve dans la parenthése carrée, pour les deux
valeurs-limites de s’, que nous nommerons s', et s’ ;
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nous désignerons ces valeurs en posant les indices
0 et 14 eoté de l'expression. Nous obtenons ainsi
I'équation :

[
f
=

(3)

Si nous admettons, que le courant s’ soit un courant
fermé,lesvaleurs-limites s, et s, du circuit se rapportent
4 un seul et méme point de l'espace, et les deux
valeurs, dont la différence se présente dans l'équation
précédente, sont égales entre elles et s'entredétruisent.
Il reste donc seulement le terme qui contient I'inié-
grale non encore effectuée. Ce que nous avons dit
de la quantité = est naturcllement applicable aux
quantités H et Z, et on obtlient par suite, pour déter-
miner les trois composantes de la force exercée par
un courant fermé sur un élément de courant, les
équations :

[ 1 d} ,
E=kit —7 cos (s8) — = LA s’
==kt J| gy o0 os 0ds
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Quant au degré de certitude des formules ci-dessus,
on doit dire que les formules qui se rapportent & la
force exercée par un élément de courant sur un autre,
sont entachées d'une incertitude notable. L’hypotheése
faite pour les déduire, savoir que la force ne peut
étre qu'une attraction ou une répulsion, et doit par suite
agir dans la direction de la ligne de jonction des deux
éléments, cette hypothése n’est justifiée par rien, ainsi
que H. Grassmann l'a déja fait ressortir, en 1845, dans
son beau Mémoire!. Pour deux points, on peut, en tout
cas, admetire d'avance que les forces qu’ils exercent
l'un sur Pautre, indépendamment de leurs mouvements
possibles, ne peuvent avoir que la direction de la ligne
de jonction puisque, pour deux points, si l'on fait
abstraction de leurs mouvements, il n’existe aucune
autre direction marquée. Au contraire, pour deux
éléments de courant, les directions des deux éléments
sont également des directions marquées, et il n’est guére
4 prévoir pourquoi les directions des forces doivent étre
indépendantes des directions des éléments de courant.

Cest pourquoi on ne peut considérer comme démon-
trée 'exactitude des équations (1) et (1,) qui déterminent
la force exercée par un élément de courant sur un autre
élément. La méme chose est applicable 4 I'équation (3)
qui se rapporte a la force exercée sur un élément
de courant par un courant non fermé. Au contraire,
les équations (4), qui déterminent la force exercée par
un courant fermé sur un élément de courant sont
accessibles 4 la vérification expérimentale, et peuvent
étre regardées comme suffisamment confirmées par
l'expérience, pour éire considérées comme certaines.
Cest pourquoi nous les prendrons comme base des
développements suivants.

1. Ann. de PoGa., t. 64, p. 1.
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§ 2.

Transformation des équations précédentes.

On peut encore donner aux équations (4),

d'autres

formes commodes pour les applications ultérieures.
Nous avons les expressions suivantes pour cos (ss')

1
5
et —0’8—

oo 0z’ oy dy' 0z 02'

008 (851 =55 95 " 9s o5 T 35 95

1 1 1 1
Tr _Orow vy Oroa
ds Odx ds ' oy Os ' 0z 0s

Si I'on substitue ces expressions dans les ¢quations (4),

deux termes

s'entredétruisent dans chacune d’elles sous

le signe d’intégration, et les autres peuvent se grouper

comme suif :

1
7'01_%07“ X rda,
dx 0s' 0y 0§ ds dz os'
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Dans les six intégrales qui se présentent ici, il y a
trois fois deux d’entre elles qui sont égales, de sorte
quil ne reste que trois intégrales différentes. Pour
abréger, nous introduirons, d'aprés Ampére, des nota-
tions simples pour ces Intégrales, multipliées par %7,

en posant :
r 03 r dy ,
A=hi f(ggﬁ‘%o—s)“

( r 0x' r dz’ . (6)
B =k f(dz o5 dmos /)™

Puisque maintenant en vertu de I'équation:

= Ve — & +—yr+ &—2),

on doit poser :

1 1 1
Yr__w—a v y—y %r_ _a—z
dr 73 dy s dz rs

o=mi f(LLE 2 i’ﬁ)ds'.
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Par lintroduction de ces notations, les équations (5)
prennent la forme simple suivante :

5=f(cdi/ Bf’f)

ds T as

. 0z da
mei(a%E— c%) )

[0 dy

S 3.

Réduction des trois quantités A, B, C, a une méme quantité.

Dans T'hypothése que nous avons faite, les trois
quantités A, B et C peuvent se ramener a une quantité
unique, dont elles sont les coefficients différentiels
partiels en @, y et z, pris négativement. On parvient
le plus aisément a cette quantité, en utilisant une
équation de transformation connue en géoméirie
analytique, équation que je ne démontrerai pas, mais
que je citerai simplement..

Soit donnée une surface limitée par une courbe
fermée. Soit ds un élément de la courbe et soit dw
un élément de la surface. Désignons par d»n un élément
de la normale élevée sur l'élément de surface dw,
dn étant compté comme positif d’'un cété, et comme
négatif de l'autre cbHté de la surface. Le sens de
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la normale, dans lequel nous comptons dn comme positif,
dépend de la direction de circulation relative & la courbe
fermée, dans laquelle nous comptons ds comme positif’;
de telle sorte qu'une circulation, ayant lieu dans la courbe
dans le sens positif, étant observée du c6té positif de
la normale, apparait comme une rotation positive,
c'est-a-dire apparait de la méme maniére que dans
le plan des xy, lorsqu'on observe du cdté z positif,
une rotation allant de l'axe & positif vers I'axe y positif.
Pour fixer plus compléetement les idées, nous ferons
encore une hypothése sur le sens positif des axes
des coordonnées; nous les choisirons de {elle sorte
que la rotation ci-dessus mentionnée du plan des xy
allant de l'axe @ positif vers 'axe y positif et vue des z
positifs, apparaisse comme une rotation & gauche,
laquelle est opposée a la rotation de l'aiguille d’une
montre. Représentons ensuite par L, M et N ftrois
fonctions de a, vy, z; alors nous aurons I'équation
suivante :

ds

'[(IN M\ dx . (0L ON\dy , (OM 0L\dz
=10 5) ot (5 =0m) e+ (5 Vo 2

da dy 0z
f(L—+M—03+Na§)ds (8)

ol la premiére intégrale s'étend a la courbe fermée
entiére, et la deuxié¢me a la surface linitée par
la courbe.

Nous appliguerons maintenant cette  équation
4 la transformation des intégrales (6,), en imaginant
une surface quelconque menée par la courbe de
courant §'. Puisque, dans (6,), les quantités relatives
au circuit ' sont désignées par les leltres avec accents,
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il est utile de faire de méme pour les quantités qui
se rapportent 4 la surface menée par s'; nous placerons
donc des accents & toutes les quantités qui se présentent
dans I'équation (8). Pour appliquer d’abord I'équation
ainsi modifiée a la premiére des équations (6a), posons:

A 3T Y=Y
U =0;M =22 N = — it
par 1a, (8) devient :
z2—2z' oy y—y' 05 , )
f( 95 e ds’) ds @)

. o0 (y=y'\_ 0 (3=2\]0x o (i/—y')‘if
_—./I [_d—y’( 73 )—()z'( 73 ) on' " o'\ B |on

0 [3— 2 ',
—‘_Ev'( 33 )()né dw

Le second membre de cette équation devient lorsqu’on
a effectué les différentiations indiquées :

oz — a')? 1\ dx' o —a) ly — y)_d_y_
/‘[(3 75 - FJ) W +3 -.-——_'7‘5,

J— (2 — z
+3 { xl-s 2 ——}dm’,

ce qu'on peut aussi écrire:

> 1 2 1 21
0 r ﬁ_zi+ 4 7 oy’ J r 0z oo’
- dwdx on | dwdy on’ T om0z on' @

ou enfin :
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On obtient des expressions correspondantes, si l'on
applique l'équation (8) aux deux dernidéres des équa-
tions (6a). Si l'on substitue ces expressions aux
intégrales contenues dans (6a), il vient:

/ y )
J -
. . () __7: '
A=—Fk wz) T dw
1
() B
__zn 0O _rg (10)
B =—ki a7 ) T dw
|
L — R ?—{.dm’
LT TR Ty ) o ¢
1
d —

. . . r oy, .
Drapres cecl, k¢ 7 dw' est Ja quantité mentionnée
au commencement de ce paragraphe, dont les coeffi-
cients différenticls partiels pris négativement repré-

senteni les quantités A, Bet C.
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La force magnétique et la fonction potentielle magnétique
d’un courant fermé.

Nous n‘avons déduit jusqu'ici que les expressions
mathématiques des quantités A, B et C; nous y relierons
maintenant une certaine maniére de voir, qui est trés
commode pour des études de physique.

Imaginons que A, B et C soient les composantes
d’une force exercée au point (@, y, z) par le courant
fermé s'; puisqu'une force agit sur quelque chose, nous
nous figurerons que la force est exercée sur 'unité d'un
certain agent qui se trouve au point (@, y, 2);
nous nomimerons cet agent : du magnélisme, en ne dési-
gnant préalablement sous ce nom que quelque chose
d’hypothétique commode pour nos considérations, mais
qui n'a pas besoin d’exister réellement. En introduisant
cet agent, nous pouvons wnommer la force dont les
composantes sont A, B et C la force magnétique
du courant fermé s'.

Ensuite l'expression, qui se préseute dans les équations
(10) et dont les coefficients différentiels négatifs repré-
sentent les composantes A, B et C de la force, est

I'intégrale du coeflicient différentiel de ; parrapportan';
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cetle circonstance permet de remplacer le courant
fermé exercant la force par une conception caracté-
ristique, déterminée seulement pour les considérations
mathématiques.

Nous imaginerons qu'il y ait, comme pour l'électricité,
deux espéces différentes de l'agent, que nous avons
nommé magnétisme, qui se comportent de telle sorte
que deux quantités d’'une méme espéce se repoussent,
et que deux quantités despéces différentes s’attirent.
En concordance avec la dénomination employée pour
I'électricité, on peut nommer les deux espéces de
magnétisme : magnétisme positif et magnétisme
négatif, ou encore, conformément a l'usage provenant
d’autres raisons: magnétisme Nord et magnétisme Sud.
Nous admetions que la force avec laquelle deux
quantités se repoussent ou s'attirent est inversement
proportionnelle au carré de la disiance, et, quant
4 la grandeur de la force, nous admetirons que & soit
1a force avec laquelle deux unités de magnétisme positif
se repoussent a l'unité de distance.

Revenons maintenant & la surface considérée au
paragraphe précédent et menée par la courbe fermée
du courant, et imaginons encore & coté d'elle, du coté
ol la normale est comptée comme positive, une seconde
surface paralléle, qui n’en soit éloignée que d'une
distance infiniment petite ¢. Nous imaginons que la
premiere surface est couverte de magnétisue négatif
¢t la seconde de magnétisme positif et ce, de la maniére
suivante. Sur la premiére, la densité superficielle est
coustaunte et égale 4 — ZE" de sorte que la quantité

1

1 . .
— . dw’ se trouve sur I'élément de surface dw'. Consi-

dérant maintenant I'élément de la seconde surface situé
normalement en face de celui-1a, il se trouvera sur cet
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éléement une quantité égale de magnétisme positif, et la
méme chose a lieu pour deux autres éléments quel-
conques situés normalement en face l'un de Tautre,
de sorte que la seconde surface renferme tout autant
de magnétisme positif que la premiére de négatif?.
Consid¢rons maintenant d’abord les deux quantités
de magnétisme infiniment petites, qui se trouvent sur
I'élément de surface dw' et sur I'élément situé normale-
ment en face sur l'auire surface, savoir les quantités

de' et + L dw Formons la fonction potentielle au

.,|~‘

pomt (e, v, z) pour ces deux quantités. Conformément
4 nos notations antérieures, » représente la distance
de l'¢lément de' au point (z, v, 2), et soit » la distance
de I'élément en face au méme point. Alors la fonction
potentielle des deux quantités de magnétisme est :

! Y]
_5”2 dw' + },‘ i dw'
7 e 7“l £
ou :
!
(} — f) ke dw' .
r ] €

Mais, puisque le second élément est distant du premier
de ¢ dans la direction n, on peut poser :

d;

1
+ dn

7 1
par 13, Vexpression précedente devient

. 07
ki % ’i(x)

1. Nole du Traducteur. — Unc telie disposition est habituel-
lement désignée sous le nom de feuillet magnétigue.
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Sil'on intégre cette expression pour toute la premiére
surface, c’est-a-dire, si 'on forme 'expression:

. o1
7
ki’ dw,

an’

celle-ci représentera la fonction potentielle, au point
(@, ¥, 2), de toules les quantités de magnétisme se
trouvant sur les deux surfaces. Il s’en suit en outre, que
les composantes de la force que ces deux quantités
de magnétisme exer¢ent sur une unité de magnétisme
supposée au point (z, y, 2), sont représentées par :

1 1
‘o ’E
v 0 r [ . ‘r ﬁ()f A ‘,
— dn’,’ on’ du’; ke d_?/_fdn' dv';

1

d,
. 0 o
_M(')—z_'fdn’ .

Ce sont 14 les mémes expressions que celles qui ont
été données en (10) pour les composantes A, B, C de la
force que le courant fermé s exerce sur lunité de
magnélisme. D'aprés cela, par rapport & la force
magnétique exercée, les deux surfaces magnétiques
et le courant peuvent se remplacer mutuellement,
et on peut rapporter au courant la fonction potentielle
déterminée ci-dessus pour les deux surfaces magné-
tiques, de sorte que nous la nommerons la fonction
potentielle magnéligue du courant fering.

Comme cette fonction peut étre souvent utilisée, il est
ufile, d’introduire pour elle une notation simple, et nous
poserons

a1
A 2r
P=~FK Wdh)'. (11)
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Alors nous pouvons écrire briévement les équa-
tions (10) :

gp P JpP
A=—jpiBe—gpi O — 5 12

Si 'on substitue ces valeurs de A, B et C dans les
équations (7), il vient :

Ainsi, la détermination de la force exercée par un
courant fermé sur un élément de courant est ramenée
4 la fonction potentielle magnétique du courant.
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8§ 5.

Introduction de surfaces magnétiques
pour le courant éprouvant {"action.

Supposons maintenant, que le courant s qui subit
laction soit aussi fermé, et qu'il s'agisse de déterminer
guelle action totale les forces pondéromotrices agissant
sur tous ses ¢léments exercent sur le courant entier,
le conducteur étant considéré comme rigide.

Cette action fotale peut se décomposer en deux
actions relatives au courant entier; l'une tend a déplacer
un point quelconque relié invariablement au conducteur,
et comme tel nous pouvons choisir lorigine des coor-
données, tandis que l'autre tend & produire une rotation
autour de ce point; il s’agit donc de déterminer
les trois composantes de la force de translation suivant
les axes coordonnés et les moments de rotation autour
des mémes axes.

La composante de la force de translation dans

la direction « est fEds, et en vertu de (13), nous
avons :

— e [(9P 9z  OP Jy
fuds = lf(dy oo 0 ds) ds. (14)
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Pour pouvoir transformer T'intégrale du second membre
de cette équation en une intégrale de surface, imaginons
qu’'elle soit d’abord écrite sous la forme :

[lleen s

ds

en attribuant aux lettres L, M et N, qui se présentent
ici, les significations suivantes :

Jap 0P
L———O,M———d;, —W‘
puis appliquons, a cette intégrale, 'équation de transfor-
mation (8). Nous obtenouns ainsi :

. . 0P | 0P\ ow P dy 0P 03
Zds = - | ) —_} d )
J=as ’f[( o on 0zdyon Ozdzonl’

équation a laquelle nous pouvons donner la forme
suivante :

f_(]s—zf[( +dd7+?;§:) i

02p Ox P Oy 0P ()z)
— - £ 1| de.
( ox® On ' Oz oy On  dx dzdn } ©

(15)

La quantité P qui se présente ici est la fonction
potentielle dont il a été parlé dans le paragraphe
précédent et qui est celle des quantités de magnétisme
qui se trouvent sur la surface délimitée parle courant s
et celle qui lui est infiniment voisine et paralléle.
Imaginons maintenant que la surface, dont I'élément dw
we présenle dans l'équation précédente, soit placée
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de telle sorte qu'elle ne coupe pas les deux surfaces
ci-dessus, ce qui est toujours possible, si les courbes
s et s' ne sont pas entrelacées l'une avec lautre ;
alors pour tous les éléments de surface dw qui se
présentent dans l'intégrale, nous avons I'équation :

s .

dar | Oy oz 0-

Ensuite on peut écrire :

0P dx 7P dy op dz 0 (()P)
oxt On oz Oy On do 0z On ~ on

ox

Par la I'équation (15) s¢ transforme en :

[Eds = — i/gj—z (%) deo. (16)

On a naturellement des équations correspondantes
pour les deux autres direction des coordonnées.

En ce qui concerne maintenant les moments, celul
qui est relatif 4 'axe x est représenté parf(yZ—zH) das,
et d’aprés (13), on a I'équation :

. opP 0 or dx

Pour pouvoir transformer de nouveau I'intégrale
du second membre en une intégrale de surface,
nous 'écrirons sous la forme :

f(L———%—M%Z%—N—S;)d,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 304 —

en attribuant maintenant a chacune des lettres L, M et N
les significations suivantes :

ap op Jp Jop
= - -~ =} M= — N 2 .
L (3’ oy ) Y o I

Si nous appliquons alors 'équation de transformation
(8), et si nous transformons l'éguation qui en résulte
d’'une maniére analogue a celle ci-dessus, nous obtenons:

.0 7 7}
f(yZ——zH) ds = ?-/Id—n (z 0—;——1/5[;) dw. (18}

On obtient naturellement des équations correspondantes
pour les moments par rapport aux deux autres axes
coordonnés,

On obtient les mémes expressions que celles qui sont
données par les équations (16) et (18) pour la composante
suivant 'axe des o de la force de translation et pour
le morent autour du méme axe, st I'on introduit aussi
pour le courant s, deux surfaces magnétiques, en pro-
cédant absolument comme cela a lien au paragraphe
précédent pour le conrant s'.

On imaginera pour cela a codté de la surface passant
par le courant s et dont I'élément est dw, une seconde
surface paralléle et en éloignée d'une longueur infiniment
petite ¢ ; on supposera que la premiére surface est
couverte de magnétisme négatif et la seconde de
magnétisme positif. Sur I'élément dw» de la premicre

se trouvera la quantiié de magnétisme

i
- do et sur
€

I'élément situé en face dans la seconde une toute aussi
grande quantité de magnétisme positif, en valeur absolue.
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La quantité — - dw qui se lrouve sur dw, subit une
£

force dont la composante suivant l'axe des x a pour
expression :

i0p
E’ ’dE d(x)’

et dont le moment par rapport au méme axe est

représenté par : .
)
e \Y 0z oy

La quantité de magnétisme ° dw, située sur I'élément
£

en face du premier & la distance : de celui-ci dans
Ia direction »n, subit une force dont la composante
suivant l'axe des x et le moment par rapport au méme
axe ont les expressions suivantes :

irop d (0P
— | — —(—} | dw,
E[dm+dn (dw)] ®

i[ op op d JpP dP
‘E_[ya—z@+%( 5;——,.-5;)6](1(0.

Pour l'ensemble des deux éléments de surface,
la composante de la force- suivant 'axe des x est donc
représentée par :

. 0 (dP
—_— ld—n-(%)dw,
20
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et son moment par rapport au méme axe sera :

9 [ 0P P

Par I'intégration de ces deux expressions on obtient
exactement les expressions (16) et (18), et il en résulte
quau point de vue de la force pondéromotrice qu'il
éprouve, le courant fermé s peut étre remplacé par
un couple de surfaces magnétiques, tout comme
le courant §', au point de vue de la force qu'il exerce.

Le potentiel magnétique de deux courants
fermés Pun sur Fautre.

L’action totale que subit le feuillet magnétique’
représentant le courant s, de la part du feuillet magné-
tique §', se détermine le plus commodément en formant
d’abord le potentiel de l'un des feuillets sur l'autre,
et en recherchant ensaite la wvariation qu'éprouve
ce potentiel lorsque le feuillet représentant le courant s
fait un mouvement infiniment petit quelconque.

On déduit irés facilement ce polentiel de la fonction
potentielle P, déja déterminée, du feuillet représentant

1. N. du T. On désigne habituellement sous le nom de fewillet
mugnétique un couple de surfaces magnétiques tel que celui que
nous avons rencontré jusqu’ici dans cette théorie.
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le courant s’. Le potentiel de ce feuillet sur la surface
magnétique négative appartenant & lautre feuillet est:

— fP ¢ dw,
[
et le potentiel sur la surface magnétiqu: positive
i
f( + 071 E) c (Z(l).

De 14, il vésulle pour le potenticl de 'ensemble des deux
surfaces, poteniiel que nous nommerons Q :

op
Q:zf()—n—d (19)

Substituant 4 P la valeur (11), il vient :

Q = /tz'i’J dw fﬁ duw',
on

ou, autrement :

o1

/e - 2
Q — kit J J ™ d’n de du'. (20)

Cette quantité, qui représente, d’aprés la maniére dont
elle a ¢t¢ déduite, le potentiel des deux feunillets I'un sur
l'autre, peut étre appelée le polentiel magnélique
des deux courants fermés Uun sur [loulre, puisque
les feuillets peuvent, par leurs actions mutuelles,
remplacer les actions mutuelles des deux courants
fermés.
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On peut encore donner a ce potentiel d’autres formes,
danslesquelles lesintégrations se rapportent directement
aux deux circuits.

Nous partirons pour cela de l'expression suivante :
dx Ox' 01/ oy’ 0z 0z
Y 7 d d ~J
e (o 5 o5 o8 Us ()s) ’
a 1aquelle nous appliquerons deux fois de suite I'éguation
de transformation (8), pour transformer les intégrales
relatives & des lignes en intégrales relatives a des

surfaces.
D’abord, nous lécrirons sous la forme :

1 dx odx 1()_1/ dy 1 92 dz)
2 x 0% ds,
L / oy " 05 "oy as Tragas)®

et nous obtiendrons, en vertu de (8) :

' 1 1 1 1
ds' ‘ 9% oz idz’ Az 95 ()va'__ﬁz'?i’ dy
» ; oy ds' 09z 0s o T\ 7 Os dx os' Jon
/1 1
0y 7 dy' drdw 0z do
T\ 9w o5 "oy ds J on )

Donnons maintenant & cette expression la  forme
suivante :

i 5 (?7/ 9, (7,, 95 (32. 0 dl)o ay'
@ 0z on~ Oy on dxon 0z 0n /ds
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et appliquons une seconde fois I'équation de transfor-
mation (8) ; nous obtenons ainsi :

1 1 1 1
.Z P 07 oy 5 Q§+ 7 o ox'
e dydy dn dwdy dn  0xdz' dn ' 0z 0% Oy ) on

1 1 1 1
s Proz Tram | Tr oy oy

r 0y 9z
\0z 0z dn~ Oyozon dyox dn ' dwda dn Jon’

1 1 1 1
T e T ),
T\ Szoz on  Tzowon dzdy' on ' dyoyon Jow | °

Cette expression peut étre considérablement sim-
plifice.
Nous porterons d’abord notre attention sur le facteur

+

de Ty > QUe 1ous pouvons écrire comme suit, en gjoutant
1
2z
et retranchant le t "y
retranchant le terme 5-—— -~

1 1 1
T T Ty e
dedx’ ' dydy ' dzdF J on
1 1 1

/ ()2_ 2

s _ —_
»r 0 d 7 9_2 r jLz_
- ‘\d;v dx on dx 0y’ dn dx 0z on /'

Maintenant il est a remarquer que, dans la quantité
l z ! { ! A
o les coordonnées x, ¥, %, &, ¥, & se présentent

seulement dans les combinaisons x— &', ¥y —1 et 2—2’,
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et que, par suite, on [peut remplacer tout coeflicient
différentiel relatif 4 une des quantités avec accent
par le coefficient différentiel relatif a4 la quantité
correspondante sans accent, pris en signe contraire,
et réciproquement, de sorte quon peut, par exemple,
écrire :

1 1 1 L1

”, Fp SOy

waw = & dxoy ~ ox'dy’

D'aprés cela, on peut donner & l'expression ci- dessus
la forme suivante :

w Po gy P
“r 0w ” dy r Jz
dm~+ dy2 ()z? du Sz oz on T ow dy on T oz on

Des deux termes de cette expression, le premier est nul
et le second peut s’écrire :

o5 02 P

0 » Ax 7y roz |
T BEW_*_r)ydn_‘Ld—z n/’

1
_a (%),
ox' \ on
()y' dz’

De méme, on peut mettre les facteurs de —Z et
on’ on’

ce qui revient a :

’

sous les formes simples correspondantes :
1 1
()J on dz' \on /’
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et lintégrale double totale ci-dessus prend par suite
la forme :

——J-dmf ( >0n’ + o7 oy <0n> o
J 9z’ o,
+ 57 ( > 072

qui peut s'éerire simplement :

- f fdn on' ’

ou encore :

d’—
_{’() o ——— dw dw'.

Par suite, comme résultat de la transformation
entreprise, nous obtenons 'équation :

R TR POy | LI

En appliquant cette équation a (20), il vient :

- g 1 dxdx' | dydy' 0z 0z
a=-si [ [ (r)s'dv ﬁsas+aeo)d”3 (21)
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Or, si l'on désigne par (ss’) l'angle compris entre les
deux éléments de courants ds et ds’, ona:

s sy 28y By s 0z
cos | ds 0s' ds 0s' ' Ods ds'

de plus I'équation
P=w— oY — YR 2
domnne :

g2 iy (dw do' | Oy Oy dz’) ,

08 0s' Os 0s' ' s 0s' | Os Os

et 'on peut, par suite, mettre I'équation (21) sous
les formes suivantes :

Q— — ki f f COST‘SS) ds ds', 21

Q=1 kii f/‘lg'g,dd' 21,)

Si 'on pose dans la derniére :

1 o2 (7.2> 2 0r Op ()2

rodsds  * ds O z)s ds'’

en faisant attention que T'intégrale du dernier terme
est nulle pour des courants fermés, on obtient :

10r or _ .
Q_kzz-//:—();rdd 122)
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Si T'on désigne ensuite par (rs) et (»s) les angles
compris entre la direction de », comptée positivement
dans le sens de ds' vers ds, et les directions de ds et ds/,
ona:

0
cOos (18) = 7 et cos (rs) = — —,
s

ce qui permet de donner a I'équation (22) la forme
suivante :

Q= ~ ki [ fEEENEND gy, 2

7

Les expressions (21), (21,), (21,), (22) et (22,) sont
celles que F. Neumann a d¢tablies pour le potentiel
magnétique de deux courants fermés l'un sur l'autre.

Comme il sera ulile, par la suite, de pouvoir
désigner briévement le facteur qui, dans lexpression
du potentiel, est indépendant des intensités des courants,
et qui, sauf la quantité %, dépend seulement de la
configuration des deux conducieurs, nous introduirons
la notation

w = kf /(—0—2—7&9—-] ds ds'. {23)

Alors nous pourrons écrire trés simplement I'équation
qui sert a la détermination du potentiel magnétique :

Q = — iiw. (24)
Si T'on imagine maintenant que le courant s fasse

un mouvement quelconque sous l'influence des forces
pondéromotrices que ses éléments subissent de la part
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du courant ¢, ees forces pondéromotrices feront par la
un travail, qui peut se représenter par la diminution
du potentiel magnétique. Cela a aussi lieu dans le cas
inverse, ou le courant s se meut sous l'influence des
{forces exercées sur ses éléments par le courant s,
‘et de méme pour le cas plus général, ot les deux
courants se meuvent sous l'influence des forces pondéro-
motrices qu'ils exercent mutuellement l'un sur l'autre.
Ici, on doit entendre par diminution du potentiel
uniquement celle qui est causée par les changements
de position des conducteurs, et non celle qui aurait
lieu en méme temps, comme cela est possible,
par le changement des intensités de courant. Si nous
désignons done par A, le travail fait par les forces
pondéromotrices, et par dA, laccroissement de ce
travail qui a lieu pendant un élément de temps d,
nous ne pouvons pas poser généralement :

dAp, = — dQ,
mais nous avons a former 'équation suivante :

dAp = ti'dw. (25)
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L'induction et le potentiel électrédynamique
de deux courants fermés 'un sur autre.

L'induction a été, comme on sait, traitée d'une
maniére trés compléte par ¥F. Neumann' ; nous nous
bornerons ici 4 la discussion du cas ol les deux
conducteurs sont fermés, parce que la loi posée par
Neumann, pour ce cas, peut étre considérée sans aucun
doute comme exacte.

Imaginons donc deux conducteurs fermés s et s,
et supposons qu'un courant d’intensité ¢ circule dans s'.
Si maintenant les deux conducteurs que nous considé-
rcrons, pour plus de simplicité, comme rigides, se
meuvent d’'une fagon quelconque, et si, en méme temps,
Iintensité ¢ se modifie, on peut se demander quelle est
la force électromotrice induite dans s. Nous pourrons
appliquer ici la Jol suivante de Neumann : La force
électromotrice induile dans le conducteur s est égale
au coefficient différenitel, pris par rapport au temps,
du potentiel smagnélique du courant ¢, circulant dans
le conduclewr §, sur un courant [ficlif dans le
conducteur 8, courant d'une certaine intensilé provi-
soirement nommee c.

1. Abhandllungen der Berliner Akademie, 1845 et 1347,
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Cette constante ¢, laissée provisoirement indéterminée,
est nommeée la constante dinduction.

Le potentiel magnétique des courants 7' et ¢ I'un sur
Pautre est représenté par — ci'w, d’aprés 'équation (24).
En vertu de la loi précédente, en désignant par E
la force électromotrice induite dans s, on aura donc :

. d(‘i'w)

EZ‘——-LT- (26)

Si maintenant le conducteur s, pour lequel, dans
ce qui précéde, on cousidére seulement un courant
fietif d'intensité donnée ¢, est aussi parcouru par un
courant- réel, qui peut éire variable avee le temps,
il y aura, dans le conducteur s, une force électro-
motrice induite, que nous désignerons par E’, et qui sera
de méme rcprésentée par:

d {110) .

DU
E c dl

(27)

La force électromotrice induite étant déterminée,
le travall fait par cette force dans I'élément de temps d¢
peut étre facilement exprimé. Il suffit pour cela
de multiplier la force électromotrice induite, d’abord
par l'intensité du courant dans le conducteur en question,
puis par I'élément de temps ; ainsi nous avons a former
pour le conducteur s le produit Eid¢, et pour le condue-
teur s' le produit E'dd¢, produits dans lesquels on peunt
substituer a E et E' leurs valeurs. En désignant par dA.
le travail fait, pendant le temps d¢, par les forces
électromotrices dans 'ensemble des deux conducteurs,
on obtient ainsi 'équation :

i d @w) d (1w)
dAe’f-V 4 a7 dl—-—lc—dt—dt,
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ou plus simplement :
dAe = — ¢ [2d (Tw) -+ 7'd (Tw)] (28)

On peut aussi donner 4 I'expression qui se trouve dans
la parenthése carrée une forme telle qu'un de ses termes
solt une différentielle exacte, savoir :

dAe = — ¢ [d (€i'w) + {i'dw). (29)

Nous ferons encore la somme de ce travail effectué
par les forces électromotrices, et de celui qui est fait
par les forces pondéromotrices et qui est déterminé
par (25). Appelons simplement A le travail total,
de sorte que :

AdAy 4 die = dA;
alors il vient :
dA = Wdw — ¢ [d (£iw) + 0'dw],
ou autrement :
dA = — cd (Tw) 4 (1 — ¢)ti'dw. (30)

Si nous admettons maintenant que le principe
de la conservation de l'énergie est applicable aux
courants électriques et au travail qu'ils effectuent,
il faudra que le travail fait, pendant I'élément de temps
par les forces pondéromotrices et électromotrices
ensemble, puisse se représenter par la différentielle d'une
certaine quantité qui ne dépend que de 1'état actuel
des courants, c'est-a-dire, de leurs positions et de
leurs intensités. Conformément au procédé employé
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dans I'électrostatique et dans le magnétisme, nous choi-
sirons une dénomination et une notation particuliéres
pour cette quantité dont la différentielle négative
représente le travail. Nous appellerons cette quantité
le potentiel électrodynamique des deux courants l'un
sur I'autre, et nous la représenterons par W, de sorte
que nous poserons :

dA = — dW. ' (81

Comparant cette équation avec I'équation (30), nous
voyons que, dans le second membre de la derniére,
le dernier terme, savoir (1 — c¢) éi'dw, qui n'est pas
une différentielle exacte, doit disparaitre ; d’ou il suit
que la constante d'induction doit avoir la valeur 1 dans
nos équations, ou nous employons la mesure mécanique
pour les intensités de courant. Le terme qui reste alors
seul dans le second membre de (30) doit donc concorder
avec — dW, et nous obtenons par suite, pour déterminer
le potentiel électrodynamique des deux courants l'un
sur l'autre, I'équation :

W = if'w. (32)

Ainsi, le potentiel électrodynamique des deux courants
T'un sur lautre est égal et de signe contraire au
potentiel magnétique des deux courants I'un sur l'autre,
celui qui est désigné ci-dessus par Q et qui est
déterminé par I'équation (24).
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CHAPITRE IX.

DEDUCTION D’UN NOUVEAU PRINCIPE
ELECTRODYNAMIQUE.

V/a]
—

Généralisation de 1a loi des actions électriques
et différentes maniéres de voir sur I'électricité dynamique.

Les forces pondéromotrices et éleciromotrices, dout
il a été question dans le chapitre précédent, dépendent
du mouvement de l'électricité, et I'on doit en conclure
que des particules électriques en mouvement agissent
autrement les unes sur les autres que des particules
au repos. La question est de savoir si l'on peut établir,
pour les forces qu'exercent l'une sur lantre deux
particules d'électricité en mouvement, une loi générale,
qui explique toutes les actions électrostatiques et
¢lectrodynamiques, sans qu’'elle soit en contradiction
avec aucun phénoméne connu.
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Le premier qui ait considéré les actious électriques
a ce point de vue général est W. Weber qui, comme
on sait, a établi, pour les forces que deux particules
électriques en mouvement exercent l'une sur lautre,
une loi fondamentale qui doit suffire a l'explication
de toutes les actions électriques. Soient e et ¢' deux
particules d’électricité supposées concentrées chacune
en un point, et » lear distance mutuelle au temps ¢;
I'action exercée par ces particules l'une sur l'auire
consiste, d’aprés Weber, en une répulsion mesurée
par l'expression :

ee' 1 fdr\? 2 dwr
r [l—c—z(d;) +@’“aﬁ]’

dans laquelle ¢ représente une constante.

Pour la déduction de cette formule, Weber est parti
de cette idée que, dans un courant galvanique,
des quantités égales d’électricité positive et d’électricité
négative se meuvent en sens contraires, avec des
vitesses égales, dans chaque ¢élément conducteur.
Cette idée est si compliquée, que déja beaucoup
de physiciens I'ont rejetée. Aussi longtemps, en effet,
qu’il n'y a pas de motifs impérieux d’accepter 'hypothése
de ce double mouvement, il n’est pas permis d’aban-
donner cette idée plus simple, qu'un courant cousiste
dans le mouvement d’un seul fluide, et I'on doit chercher
4 ecn  déduire l'explication des effets du courant
galvanique.

Cette idcée, qui a déja été exprimée souvent et depuis
longtemps, a re¢u récemment, de M. C. Neumann'.

1. Berichle der k. sichsischen Gesellschaft der Wiss.,Math.-phys.
Classe, 1871 ; p. 394 et 417.
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une forme plus déterminée; ce dernier ajoute, a ce sujet,
que ses réflexions concordent complétement avec celles
que Riemann a déja exprimées en 1854, dans la
trente et unic¢me réunion des naturalistes allemands.
M. Neumann admet quun conducteur métallique
renferme, a la vérité, dans chaque élément de volume,
de lélectricité positive et de 1'électricité négalive,
mais que la premiére seule eost mobile, en ce sens
quelle peut produire un courant dans le conducteur,
tandis que la derniére est invariablement lide aux
atomes poundérables.

Quant au point de savoir s'il est absolument néces-
saire d’admettre, 4 ¢o6té de 'électricité positive mobile,
une électricité négative lice aux atomes pondérables,
ou bien si les forces attribuées a cette derniére élec-
tricit¢ peuvent s'expliquer d’'une autre maniére,
il y aurait encore peut-étre différentes considérations
a faire valoir. Toutefois, en traitant le sujet au point
de vue mathématique, puisque les forces s'exercent
absolument de la méme maniére qu'elles le feraient
sl y avait une électricité négative lide aux atomes,
on peut admettre qu'ill en est ainsi, sans pour cela
rien décider quant a4 son existence réelle. Cest dans
ce sens que je prendral pour base des développements
suivants cctte maniére de voir, {clle qu'elle a &été
formulée par M. Neumann.

21
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Contradiction entre le principe de Weber
et 'hypothése d’une seule électricité mobile
dans un conducteur fixe.

Posons-nous d’abord la question de savoir si le prin-
cipe de Weber n'est pas en conlradiction avec l'idée
quil 1’y a quune seule électricité qui puisse parcourir
un conducteur fixe. Nous choisirons, a cette fin,
le fait expérimental qu'un couranl galvanique [fermdé
el constant, qui se lrouve dans un conduclewr au
repos, n'exerce aucune force wolvice sur de Uélectricilé
en repos, et nous rechercherons si'le principe de Weber
conduit encore a cette proposition, lorsque lon ne
considére que I'une des deux éleetricités comme mobile.

Imaginons, au point », ¥, 2, une certaine gquantité
d'électricité, par exemple, une unité d'électriciié positive,
et au point ', %', 2" un élément ds' d’un courant
galvanique. Désignons par 2'ds' la quantité d’électricité
positive en mouvement dans celni-ci. Cette quantité
exerce, d'aprés Weber, sur 'unité d’électricité au repos,
une répulsion qui est exprimée par :

s 1 fridr\? 2 Py
-2 () W

)

Z o S
¢t oAl
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expression qui, pour une valeur négative, indique
naturellement une attraction. Dans le cas actuel,
ou la quantité » ne varie que par le mouvement
de Télectricité qui se trouve dans I'élément de conduc-
tenr, nous pourrons poser :

dr  dr ds’
di ~ os dl’

ds dez’

aw 0% [ds’\? or dis’
e = g () a5 o

ct, dans cette derniére formule, nous devrons faire,

2

A8) -
pour un courant constant, E 0, sl nous supposons

le conductenr du courant homogéne et partout de
méme section, de sorte que A a, pour toutcs ses
parties, une seule et méme valeur. De celte manicre,
Pexpression de la répulsion devient :

hds'y 1 or\? L0 (ds\2
! +*[ —(g¢) 2 aser(?zz) ("

Silon admet d’abord, avee \Veber,'quc, dans I'élement
de conducteur ds', il se meut une aussi grande quantité
(¢lectricité négative en sens contraire, avee la méme
vitesse, on devra, pour obtenir la répulsion que celle-ci
exercerail sur lunité d’¢lectricité au repos, aflecler
du signe moins {oute N'expression préeédente, et en outre

:

. . iy . S .
changer le signe du coeflficient différentiel 7 - Mals,

comme ce coefficient différentiel n’entre qu'aun carré,
son changement de signe n'apportera aucune modifi-
cation dans l'expression. L'action exercée par l'élec-
tricité négative serait donc égale et de signe contraire
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a celle qui est exercée par I'électricité positive, de sorte
que ces deux forces se détruisent, et que 1'élément
de courant n'exercerait aucune action sur l'unité
d’électricité au repos. 1l en résulte donc que le principe
de Weber, combiné avec I'idée de Weber sur le double
mouvement de I'électricité, concorde avec la proposition
expérimentale énoncée plus haut, puisque la force
est nulle, non seulement pour un courant fermé,
mais encore pour tout élément de celui-ci en particulier.

Adoptons maintenant l'autre hypothése, a savoir
que l'électricité négative, qui se trouve dans le conduc-
teur, ne s'écoule pas, mais soit invariablement fixée
aux atomes pondérables. Alors laclion qu'elle exerce
sur l'unité d’électricité au repos est simplement repré-

' '

sentée par l'expression — _rT ,donnée en électrostatique.

11 s’ensuit que les deux forces ne se détruisent pas dans
ce cas, mais quil reste une répulsion donnée par
I'expression :

NGO C)

On trouvera la composante de cette force, suivant

’ I . x——x

l'axe des x, en multipliant cetle expression par ———,
”

et il en résulte I'équation suivante, si I'on représente

: X
cette composante par (cii—s' as' :

dax ., W {ds\vx—a or\? )
o & = ala) = [—Kw)+27

On doit intégrer cette équation, relativement a s,
dans toute l'étendue du courant fermé, pour obtenir.

0% .
03’2] ds'. (1)
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la quantité x, c'est-a-dire la composanie, suivant I'axe
des z, de I'action que le courant tout entier exerce
sur I'électricité au repos.

A cet effet, nous opérerons guelques transformations
dans le second membre de cette équation. On peut poser:

s ) T ose

0s'?
L’'¢quation (1) devient ainsi :

d"d'gxh (dq)z(n/; 0y r s 2)

ds dt ox  0s®

Dans celle-ci, on peut de plus poser :

0/ 7 0%y pr (0|/rd|/r)_d|/;d2|/?
T oS

dx 0s' O0x os' ds' 0s' dx
_i(()l/rdl/{)___li (dl/F)z
AN ds' 20z ds' !

ce qui transforme I'équation (2) en :

. 8W ([ ds"” (01/7 o/ r 10 [(d /7y
ds =2 (&2 — ——
$ c? <dt) ids . ()l ()-S ) ‘) d.%' ( ()S’ ) ds‘

Si l'on intégre cette équation pour un circuit ferms,
le premier terme de la parentheése, qui est un coefficient
différentiel, par rapport & s’, donnera une valeur nulle.
Le second terme, qui est un coeflicient différentiel
par rapport a @, peut étre intégré sous le signe

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

(3)



— 326 —

de la différentiation, puisque la varialle @ est indépen-
dante de la variable s'; on trouvera ainsi :

e () s S o

e (‘LS)’ e ({)’") _ 4

¢t \dt] ox
On aura des expressions analogues pour les composantes
de la force, suivant les axes des y et des 2

On voit immédiatement que lintégrale qui entre
dans ces expressions n'est pas nulle, et qu'en général
ses coefficients différentiels, par rapport a z, y, z,
ne seront pas nuls non plus. D’aprés cela, un courant
fermé et constant, dans un conducteur au repos,
devrait exercer une action sur de l'électricité au repos;
et cette action aurait un ergal, puisque ses composantes
suivant les axes seralent représentées, en vertu de
I'équation précédente, par les coefficients différentiels
négatifs d'une quantité qui dépend des coordonnées
de l'unité d’électricité au repos considérée. Le courant
galvanique devrait donc, & la facon d'un corps chargé
'un excés d’électricité positive ou négative, produire
une modification de la distribution de I'électricité,
dans tout corps conducteur qui se trouve dans son voi-
sinage . Sil'on explique le magnétisme par des courants
moléculaires électriques, on trouvera qu'un aimant
exerce des actions analogues sur les corps conducteurs
qui environnent.

I

1. L.a méme conclusion a déja été tirée par M. Riecke en 1873
rAnnales de Gittingue, 5 juillet 1873). Je ne connaissais pas cette
circonstance lorsque j'ai écrit mon travail, et ne l'ai appris que
pendant 'impression de celui-ci dans le Jowrnal de Borchardt,
par un nouveau Mémoire de M. Riecke, qui parut précisément
alors (Annales de Gattingue, 28 juin 1876), et dans lequel le
Mémoire précédent était cité.
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Or de semblables actions n'ont jamais été observées,
malgré les nombreuses occasions que l'on aurait eues
de le faire, et, par conséquent, on doit reconnaitre
comme une proposition expérimentale bien établie
la proposition précédente qui exprime qu’elles n’ont
pas lieu ; et puisque le résultat exprimé dans 1'équa-
tion (4) est contradictoire avec cette proposition,
on en déduit cette conclusion que le principe de Weber
est tncompatible avec Uidée que U'dlectricité positive seule
se meul dans un courant galvanique qui circule dans
un conducteur fixe.

§ 3.

Discussion d’une loi posée par Riemann relativement a la force,
et envisagée au point de vue précédent.

Tout récemment, aprés que ma premiére communi-
cation sur le principe que jal pos¢ avait ¢té publiée,
ila paru un ouvrage! dans lequel on expose une autre loi
électro-dynamique donnée par Riemann dans ses Lec¢ons ;
il sera utile, comme suite & cc qui précéde, de considérer
cette loi au méme point de vue, c’est-a-dire de recher-
chier si elle est compatible avee I'hypothése d'une seule
¢lectricité mobile dans le conducteur fixe.

1. Schwere, Electricitit und Magnetismus. Nachden Vorlesungen
von Bernhardt Riemann bearbeitet von Karl Hatterdorfl; Hanno-
ver, 1876
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Soient, comme plus haut, e et ¢ deux particules
d'électricité supposées concenirées chacune en un point;
x, y, 2 et &', ¢, 2' leurs coordonnées rectangulaires
au temps £; la composante suivant l'axe des x de
la force qui s’exerce sur e est, suivant Riemann (p. 327),
exprimée par :

2 (dx dx'
e’ @ [; (71,7 - W)-l

ee or
= T o7
ee' 1 or [f{da do'\? dy dy'\? dz ay\*] .
T [(Zﬁ —W) + (m - Z{E) + (m - 75” )

et les composantes suivant les autres axes sont données
par des expressions analogues.

Nous allons encore déterminer, au moyen de cette
équation, laction qu'un courant galvanique fermé
exerce sur une unité d'électricité au repos. Posons
donc :

e rade_dy_ s

A A

En outre, pour déterminer d’abord laction exercée
par l'électricité positive en mouvement dans 1'élément
du conducteur ds', remplacons €' par Z'ds'. L’expression
précédente deviendra :

d (2 Clz["—)
1 or 1 7 dt
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Iy 2
La derniére parenthése peut se remplacer par (%) ;

et, dans le second terme de 'expression, on peut consi-
dérer &' et » comme fonctions de ¢, et s’ comme fonction

24!

ats
courant est constant, et l'on aura :

2 dx'
% 1 or 10(;01—?) ds'\? 1 1 or /ds'\*®
5 s~ e (2) * e (%) J

Partons d’abord de I'hypothése que, dans l'élément
du conducteur ds', une méme quantité d’électricité
négative circule, avec la méme vitesse, en sens
contraire ; pour trouver la composante, suivant l'axe
des x, de la force exercée par cette quantité d'électricité
sur I'unité d'électricité au repos, nous n'aurons qu'a
prendre lexpression précédente en signe contraire.
Les deux forces se détruiront donc; et il en résulte que,
dans Thypothése de deux électricités qui se meuvent
dans le conducteur, la loi de Riemann est d’accord
avec notre proposition expérimentale.

Partons au contraire de l'hypothése que I'électricité
négative qui se trouve dansl'élément de conducteur s’
est au repos : la composante, suivant l'axe des w,
de l'action qu'elle exerce sur I'unité d'électricité au repos,
sera représentée par :

de ¢; cela fait, on devra poser

—- 0, puisque le

... 1 or
— hds = =—,
7
] . , dx ,
et nous aurons, par suite, en représentiant par I ds
s

la composante, suivant l'axe des &, de Taction que
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I'élément de courant (s’ exerce sur unité d'électricité
au repos :

(2427
ax ,, N yds'\? r ds’ 1 0r|,,
= (w) | ——F— +rm|e o

Si nous intégrons cette équation pour un courant fermé,
le premier terme du second membre donnera une valeur
nulle, et il viendra :

. W fds'\E Ll or
.‘———C—E(—(ﬁ)/‘ﬁd—wds.

ou bien :

h'fds'\? as'
== (W) sl

On obtiendrait naturellement des expressions analogues
pour les composantes suivant les deux autres axes.
L’intégrale précédenie n’est pas nulle, et ses coeffi-
cients différentiels ne le sont généralement pas non plus.
La loi de Riemann nous conduit donec au méme résultat
que celle de Weber, a savoir qu'un courant galvanique
fermé, de méme qu'un aimant, devrait exercer une action
analogue a l'influence électrostatique, sur tout corps
conducteur situé dans son voisinage. Et, comme ce
résultat est en contradiction avec notre propositlion
expérimentale, nous pouvons dire également de la 'loi
de Riemann qu'elle esl incompatlible avec U'hypothése
d'une seule électricité mobile dans un conducleur fixe.
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Admissibilité de certaines présuppositions
lors de la détermination des forces.

Si maintenant nous voulons cssayer de trouver
un autre principe fondamental, exempt de la contradic-
tion expérimentale ci-dessus mentionnée, nous devrons
d'abord nous convainere s'il est admissible, et jusqu'a
quel point, de faire certaings présuppositions relative-
ment 4 la direction et a la grandcur des forces,

Weber a considéré comme d¢évident en sol que
les forces gu'exercent l'un sur lauire deux parties
d'électricité supposées concentrédes en des points,
ne peuvent consister qu'en des attractions ou des répul-
sions réciproques; qu'elles sont done égales et opposces
et qu'elles doivent agir dans la direction de la ligne
de jonction des deux points. Sous ce rapport, je dois
revenir sur ce que j'ai dit déja, au § 1 du chapitre
précédent, au sujet des forces exercées par deux é1éments
de courants I'un sur l'autre.

SiNewton a considéré, sans entrer dans plus de détails,
les forces que deux points matériels exercent I'un sur
I'autre indépendamment du mouvement quils peuvent
avoir comme étant une attraction mutuelle, et si l'on
admet de méme, que les forces qu'exercent l'une sur
I'autre deux particules d’électricité au repos ne pouvent
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consister qu'en une attraction ou répulsion réciproque,
cela est parfaitement justifié ; car on ne peut certaine-
ment attribuer a deux points au repos aucune force,
qui sécarte latéralement de la ligne de jonction,
puisqu’il ne se présente aucune circonstance qui distingue
unc direction latérale d’'une autre. Mais lorsqu'il s'agit,
au contraire, des forces que deux particules d’¢lectricité
exercent I'une sur 'autre & cause de leurs mouvements,
il en est tout autrement. En effet, dans ce cas, outre
la ligne de joncilion des particules, il existe d'autres
directions prédominantes, notamment les deux directions
des mouvements des particules, et l'on peut trés bien
concevoir que ces directions exercent une influence sur
les directions des forces. Si Newton avait dd poser
une loi pour de telles forces qui sont causées par
les mouvements des points, il n’aurait pas certes admis
a priori, vu la précautlion.avec laquelle il évitait
des hypothe¢ses non justifiées, que les forces doivent
avoir une direction déterminée indépendante des direc-
tions des mouvements.

Je ne puis, par suite, reconnaitre comme un avantage
lasimplicité qu'asous ce rapport laloi de forcede Weber,
parce que cette simplicité ne correspond pas a la nature
de la chose, mais a é1é introduite arbitrairement par
une supposition étrangére a la question.

Aussi Riemann, en recherchant sa loi de force,
ne s'est-il pas astreint a la condition que les directions
des forces étaient celles de la ligne de jonction des
deux points. Mais il a pourtant maintenu cette autre
condition que les deux forces quexercent les deux points
I'un sur Paulre, sont égales et opposées. Par 14, il arrive
a4 cecl, que les deux forces ont une résultanie nulle
51 on les suppose transportées en un méme point d’appli-
cation, ce qui concorde avec la maniére de se comporter
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des forces que 'on considérait habituellement autrefois,
lesquelles sont indépendantes du mouvement. Mais je
crois qu'on ne gagne pas grand chose par 14, car, siles
deux forces ne donnent pas aussi une résultante
agissant suivant une direction détermince, elles donnent
pourtant un moment de rotalion, ce qui constitue un écart
essentlel avec la maniére dont se comportent les forces
indépendantes du mouvement. Si cependant un tel écart
essentiel peut étre admis sous un certain rapport, iln’y a
aucune raison, d’aprés ma maniére de voir, pour
considérer comme impossible I’écart correspondant sous
un autre rapport.

(C'est pourquoi dans la suite nous ne ferons tout
d’abord aucune-hypothése surla direction et la grandeur
des forces que deux pariicules d’éleciricité en mouve-
ment exercent l'une sur lauire; nous essaierons
seulement de parvenir a la détermination des forces
par un raisonnement basé sur des faits expérimentaux.

§ 5.

Expressions des composanies de la force dans un systéme
particulier de coordonnées.

Conformément a I'hypothése que cette force dépend
de la position mutuelle des particules, ainsi que des
conditions de mouvement déterminées par les compo-
santes de leur vitesse et de leur accélération, formons,
pour chacune des trois composantes suivant les axes,
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une expression générale qui dépende des coordonnées
relatives de l'une des particules par rapport a l'autre,
et des coeflicients différentiels du premier et du second
ordre, par rapport au temps, des coordonnées des
deux particules. Nous ferons entrer pravisoirement
dans cetle expression tous les termes possibles jusquau
second ordre Inclusivement, en entendant par la tous
ceux qui proviennent d'une double différentiation par
rapport au temps, et qul renferment comme facteurs,
ou un coetlicient dffférentiel du second ordre, ou deux
coeflicients différentiels du premier ordre.

Choisissons un systéme particulier de coordonnées.
Soit prise, pour l'un des axes, la droite qui unit les
deux points ou se trouvent les particules d’électricité
au temps ¢, qomptée comme positive dans le sens de ¢
vers e. Soient [ et ! les coordonnées, suivant cet axe,
des deux particules. Les deux autres axes peuvent étre
pris arbitrairement, pourva qu'ils soient perpendi-
culaires enfre eux et au premier. Si l'on représente
par m, n, m', n' les coordonnées des deux particules
suivant ces axes, on devra poser, au temps ¢,

r I

M= = =n" = 0.

Daprés cela, les coordonnées relatives, suivant
ces deux axes, m -— ' et n — #»', sont aussi nulles
au temps ¢, et l'ordonnée relative suivant la premiére
direction, I — I, a seule une valeur assignable, qui
est égale a la distance mutuelle des deux particules,
et peut étre, par suite, représentée par », conformément,
a la notation précédente. Il résulte de 1la que, dans
cesystéme de coordonnées, les fonctions des coordonnées
relatives, qui entrent dans les expressions des compo-
santes de la force, ne peuvent étre fonctions que de »-.
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Ce systéme de coordonnées offre encore l'avantage
d’autres simplifications; on voit immédiatement, en effet,
parla maniére dontles coefficients différentiels entreront
dans les termes de l'expression, que certains iermes
ne peuvent avoir aucune influence sur la composante
cherchée, et que certains couples de termes doivent avoir
une influence égale.

Commencons par chercher la composante suivant'axe
des {; représentons-la par Le¢' et formons 'expression
qui détermine la quantité L.

Cette expression doit d’abord renfermer un terme
qui est indépendant des mouvements des particules,
et qui représente la force électrostatique. Ce terme est

. , 1
parfaitement connu : c’est ol

Parmi les autres, considérons d'ahord ccux qui ne
renferment que des coefficients différentiels des coor-
données de la particule e.

Ceux qui ne renferment qu'un seul coefficient
différentiel du premier ordre seront en général
de la forme :

Ak, g dr s gedn
d!l di dt
ou A, A', A" représentent des fonctions de »; mais,
relativementaux deux derniers, nous poavons tirer immé-

diatement I'une des conclusions annoncées plus haut :

car le terme A’ % change de signe avec %7?-. Or, la

direction positive de I'axe des #= se comporte, relative-
ment a un point situé sur laxe des I, absolument
de la méme maniére que la direction négative ;
et, par suile, dans le cas actuel, ou les deux points
se trouvent sur l'axe des [, il ny a pas de raison
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pour gqu'un mouvement dans un sens ait pour consé-
quence suivant l'axe des I, une autre force qu'un
mouvement dans l'autre sens. IVaprés cela, ce terme
doit disparaitre de lexpression, c’est-a-dire quon doit
avoir A' = 0. On peut conclure de méme que A" = 0.

Des trois termes précédents, il ne reste donc que A C%{

La méme chose peut se dire des trois termes:

a , din an

ey A A

dont les deux derniers doivent aussi disparaitre,
rle sorte que le premier resie seul.

Enfin, en ce qui concerne les termes qui renferment
comme facteurs les produits de deux coeflicients
différentiels du premier ordre, 6gaux ou inégaux,
et dans lesquels entre par conséguent l'un des carrés
ou des produits suivants :

dive jdm\t [dn\t dldm dldn dmdn
(Et) ’ (W) ' (Ti?) Y dtdi’ dide’ de di’

on peut appliquer aux termes qui renferment les trois

derniers produits ce qui vient d'étre dit. En effet,

ces produits changent de signe avec %7;2 et %, tandis

que, dans la direction des s ou dans celle des =,
le c6té négatif se comporte, vis-a-vis des deux autres
axes, absolument de la méme maniére que le coté
positif. Des termes qui contiendraient ces produits ne
peuventdone pasentrer dansl'expression. De plus, comme
la position géemdétrique des axes des m et des 7 est
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o . . dm\?
la méme, relativement a l'axe des I, les carrés (_Jt—

dn
et (%) doivent avoir le méme coefficient. Les {ermes

considérés donneront donc une somme de la forme

8 ) 2

que nous transformerons en :

s () + (@) + () + ()]

A, remplacant la différence A’, — A,. Mais, si nous
désignons par v la vitesse de la particule e, nous

aurons :
dl\z din dn .
((Tz) + (‘dz‘) | (dz) vt
de sorte que la somme précédente pourra s’écrire :

() 4

Si nous composons ensemble fous les termes qui
ne renferment que des coefficients différentiels des
coordonuées de la particule e, el que nous en représen-
tions la somme par L, il viendra :

d al
L—a% o a s, (%) +ae @

De méme, nous pourrons écrire, si nous désignons
par L, la somme -des fermes qui ne renferment que
22
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des coefficients différentiels des coordonnées de la
particule ¢,

al' a | al'\? ,
4%‘*“&5%4‘1&6 (W) +A7’D2' (9)

IJ;! = A

Il reste encore a considérer les termes qui renferment

un produit de coefficients différentiels des coordonnées

des deux particules, c’est-a-dire un des produits
suivants :

i dldm dm' dn dn
dt dt’ dt di’ dt di’

gl_dm’ al din  dl dn'  dl dn  dm dn' dm' dn
dt di’ di diC dl dlt didt’ Tdl dt’ dt di’

Mais, de cette circonstance que les six derniers
dmn din' dn dn

dt’ de’ dr dr’
on peut de nouveau conclure, comme plus haut,
que les termes affectés de ces produits ne peuvent pas
entrer dans l'expression des composantes de la force.
Cette méme conclusion n'est pas applicable au deuxiéme
ni au troisieme produit, quoique le changement de signe
y ait lieu également ; car, quand le coefficient différen-

tiel dc;? change de signe, et que, par suite, la particule e

change de direction dans son mouvement estimé suivant
I'axe m, le nouveau mouvement se comporte a la vérité
de la méme maniére que l'ancien, relativement a I'axe /,
mais il se comporte autrement relativement au mouve-
ment de la particule ¢, estimé suivant l'axe m et

- din' .. . .
exprimé par i 8i ces deux mouvements avaienti lieu

produits changent de signe avec

d'abord dans le méme sens, ils ont lieu maintenant
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en sens contraires, et vice versa. Il n'est done pas
nécessaire que les coefficients de ces deux produits
soient nuls, mais il faut qu'ils soient égaux entre eux, -
puisque les directions sz et n ont la méme position
géométrique par rapport 4 l'axe I.

Si nous appelons L, la somme des termes qui renfer-
ment des coeflicients différentiels des coordonnées
des deux particules, il résulte de ce qui précéde que
NOUS aurons :

dal dl any dmn' dn dn’
vt dar + (m dt +mm)'

Nous allons procéder a la transformation de cette
expression d'une maniére analogue a celle dont nous
avons déja fait usage. Nous écrirons :

di dl’ dl dl’ dm dmw' dn dn'
Ly=As o7 7 +4s (Efm +ar ar +Ei7zz)’

en posani A, au lieu de A', — A,. Or, siedésigne I'angle
des directions des deux particules e et ¢, on a:

al dl dm dm' an dn’ ,
. — — v CoS ¢,

acdr Tar ar Car ar
et I'équation précédente s'écrira, par suite :

di dl’
s = A, - — ' £. (
L, = A Ll -+ A v’ cos (10)
Nous venons de déterminer les différents groupes
de termes dont la somme forme la quantité tout entiére
L, qui a pour expression : '

L=}2+L1+L2+L3. (11)
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Nous pourrons traiter d’'une maniére analogue les
composantes de la force suivant les axes m et n,
composantes que nous représenterons par Mee' et Nee';
il n'est pas mécessaire que nous entrions de nouveau
dans le détail du procédé, et il suflira d'éerire simplement
les systémes d'équations qui servent a la délermination
de M ¢t N. Ces systémes sont :

dm dzm dl dm
Moo= B¢ TBoe T By ap
dm’ ' dl’ dm’
M =By 7 + B e + B r s
(12)
o dl dm' dai’ dm
Mo=Bo gy~ B g
M=)Il +Ml+1\13!
. dan dmn dl dn
Ne=Bgr B Y B
. dan’ am’ al’ dn
Noe =B r +Begm + By o
(13)

di dn' dli' dn
No=Bs 7 "ur +8 5 o1

N:NI+N2+N3.
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Expressions des composantes de la force
dans un systeme quelcongue de coordonnées.

Ayant exprimé les trois composantes de la force dans
un systéme particulier de coordonnées, il nous sera
facile de les exprimer dans un systéme quelconque.

Considérons un systéme d’axes rectangulaires, dans
lequel les deux particules d’électricité ont les coordon-
nées x, y, 2 et &', ¥, /. Représentons par Xee', Yee',
Zee' les composantes, suivant les axeg, de l'action que
la particule €' exerce sur la particule e; il sagit
de déterminer les quantités X, Y, Z.

Pour exprimer X, désignons par (lx), (mx), (nx)
les angles que l'axe des x fait avec les axes primitifs
des I, m, et » ; nous aurons :

X = Leos{{z) + Mcos (smx) + N cos (nz). [(14)

Mais on peut aussi exprimer les différentes parties
constituantes de X, au moyen des parties correspon-
dantes de L, M et N. Si l'on représente par X, 1a somme
des termes de X, qui ne renferment que des coefficients
différentiels des coordonnées de e; par X, la somme
de ceux qui ne renferment que des coefficients diffé-
rentiels des coordonnées de ¢' ; par X, la somme de ceux
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gqui renferment des produits des coeflicients différentiels
des coordonnées des deux particules, X, sera donné
par 'équation :

X, = L, cos ({x) 4 M, cos (inx) 4+ N, cos (nx), (13)

et 'on aura des équations analogues pour X, et X,.

S1 T'on remplace, dans l'équatlion précédente, L,,
M, et N, par leurs valeurs données dans (8), (12) et (13),
¢t si l'on tient compte, dans l'addition, des relations :

di ‘ dx
Wcos(lm)ﬁ—hﬂ)co mx—}—dt cos (nx) = a’
16
A . A2m s L A "o
BT cos (lx) + i ©08 lna) i €08 (nw) = TR '
il viendra :
3 dx di dx \
Xo=B g7 5 dt2+B2dt dat ’
d?l ‘
Fla-mo +a, -8l a7

+ (A, — B)) <{ﬂ) + A“'I;E] cos (l.fz;).l

. . . @x —

Nous substituerons & cos ({z) sa valeur ——, en
. 1 " X

multipliant par e tous les termes de la parenthése

carrée, et laissant @ — «' en facteur commun.

En outre, nous introduirons, au lieu des coefficients
différentiels de I, ceux de ». Nous avons déja dit plus
haut que la distance mutuelle, au temps ¢, des particules
e et ¢' est simplement représentée par la différence [—10,
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parce qu'a cet instant les coordonnées m, n, m' et »' sont
nulles. Mais, pour différentier », on doit partir de
I'expression générale :

r=! {¢—{lp+m—mp+n—np,

et ce n'est quapres la différentiation qu'on peut faire
m—m' = n —n =0. 1l y a cncore & observer,
relativement 4 celte différentiation, que les coordonnées
{, m et n ne varient que par le mouvement de la parti-
cule e; I', m', n' par celui de la particule ¢, tandis que »
varie par le mouvement des deux particules. On pourra
distinguer les variations de » qui correspondent
4 ces deux mouvements particuliers, en regardant »
comme fonction des deux arcs des trajectoires s et s/,

et ceux-ci mémes comme fonctions de £. Les différen-

tiations qui ne se rapportent qu'au mouvement de la
particule e pourront alors s'effectuer comme suit :

{ — ' =7, et, en méme temps :

i\ dn\2 dn\* s \?
() +(G) + (@) = (&)
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on obtiendra, pour les coeflicicnts différentiels de {,
les expressions suivantes :

dl ~ dr ds
dt T Us dt’

daq o 1 /0r\2 17 /ds\? or dis
Ziﬁ=[0—si + () _r} () 5 s 0o

Substituons ces expressions dans (17), en y remplacant

(18)

asy? . <, .
£ par (Fd) pour l'uniformité, et désignons, pour

abréger, par C, C,, C,, C, les fonctions de » qui se
trouvent entre parenthéses carrées dans cette équation,
celle-ci deviendra :

: or dx ds \
Xi=B T Bige +t 5y war

or ds d27“ dr\? as\2
+ zC o5 i[O g (5) +Cs](dz) (20)

1o drd%‘f(

v osaE (WP

On obtiendra de méme :

dz' dex’ o7 da' ds'
Xo=Bagr T80 T Bgsurar

(. ords o C o
+Cogsa T ot “(()s) TG ]( ) 1)

or 0’28( )
& —&). |

O G5 dr | j
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I restc encore A4 délerminer les quantilés X, ;
on devra, pour cela, remplacer, dans I'équation

X, = L, cos {fo) 4+ M, cos (mx) + N, cos (nx),

L,, M, et N,, par leurs valeurs (10), 112) et (13).
Mais si, dans l'addition, on a égard a la premicre
des équations (16), il viendra :

or da' dl' da

Xy=Bs 551 v B a1

;=B
di dl’ et e o e (T,

+ [(A, — B; — B) Ti dl - Agve’ cos e cos (lw),
équation qui, conformément & ce qu'on a vu plus haut,

peut s'éerire :

x. —p 97 dx ds dr dx ds'
v = Be Gy ar gt T Peds di di
(22)
or or ds ds'
+(Cs%a?+c9“°“) @ - @) g @

Les quantités X,, X,, X, étant connues, on obticndra
X par Péquation :

X=2"% 1% X, + X, (23)

73

On pourra naturellement représenter de méme les
quantités Y et Z; on n'aura, pour cela, qu'a changer,
dans les ¢équations précédentes, les quantités qui
se rapporient & l'axe des x en celles qui se rapporient
aux axes des y et des z, sans rien modifier a celles qui
se rapportent 4 ».
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Il s’agit actuellement de déterminer les fonctions
de 7, qui entrent dans les équations (20), (21) et (22),
et qui sont, jusqu’a présent, indéterminées.

s 7.

Détermination des fonctions qui entrent dans X,.

Pour déterminer, tout d’abord, partiellement les fone-
tions qui entrent dans l'expression de X,, nous ferons
usage de la proposition qui a déja été employée
dans les §§ 2 et 3, savoir : qu'un courant quelconque
fermé et constant dans un conducteur fize n'exerce
aucune force motrice sur I'électricité au repos.

Pour &viter tout malentendu, il ne sera pas inutile °
d’ajouter encore gquelques commentaires a cette pro-
position.

Lorsque de l'électricité d’une espéce, par exemple
de lélectricité positive, est accumulée quelque part,
elle exerce par influence une action électrostatique sur
tout corps conducteur placé dans son voisinage, et elle
subit par suite la réaction de l'électricité accumulée
par influence sur le conducteur. Ce genre d’action
réeiproque a naturellement lieu aussi entre le conduc-
teur d’un courant galvanique et I'¢lectricité présente
considérée comme en repos. Mais cette action est
eniiérement indépendante du courant qui circule dans
le conducteur, et c’est pourguol elle ne doit pas éire
prise en considération.
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Ensuite, pendant qu'un courant parcourt un condue- |
teur, il se trouve, a la surface de ce dernier, une
certaine quantité d’¢lectricité décomposée, d'out provient-
la force motrice qui agit sur I'électricité en mouvement
et qui est npécessaire pour 'surmonter la résistance
a la conductibilité, Cette électricité peut également
exercer une action sur la quantité d'électricité pré-
sente considérée comme au repos; mais nous pouvons
encore ici faire abstraction de cetle force, car elle
n'a aucune relation avec la force que nous considérons,
et que l'électricité du courant exerce a4 cause de son
mouvement, et elle peut étre séparée de cette derniére
force, tant dans la théorie que dans lexpérience.
On peut notamment donner au conducteur du courant
galvanique une forme telle que les partics qui sont
le plus électriques positivement se trouvent trés voisines
de celles qui sont le plus électriques négativement ;
par exemple, on peut lui donner la forme d'une spirale,
comprenant deux rangs de spires enroulées de telle sorte
que les spires du second rang reviennent du c6té dont
partent celles du premier rang. Alors la plus grande
partie de la force exercée par l'électricité décomposée
disparait, tandis que celle qui est exercée par 'électricité
du courant demeure. En outre, il est & remarquer
que, dans un aimant, dont les courants moléculaires
peuvent, quant & la force qu'ils exercent, étre soumis
&4 la méme analyse que des courants galvaniques
fermés, cette ¢lectricité décomposée, qui fait mouvoir
I'éleciricité du courant dans le courant galvanique,
n'existe pas.

Par suite, nous pouvons faire complétement abstrac-
tion de ces actions secondaires, et nous limiter aux
actions exercées par le courant lui-méme.
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Imaginons donc, comme au §2, une unité d’électricité
positive au repos, au point x,y, 2, et, au point «', ', 7',
un élément de courant ds', qui s¢ compose de la quantité
h' ds' d’électricité positive en mouvement, et de la
quantité — 4' ds' d’électricité négative en repos. Ces deux
quantités d'électricité exercent, sur 'unité d'électricité
au repos, des actions dont les composantes, suivant
T'axe des @, sont :

rds’ (w_%g + X, ) et — h’ds’x—;—w-

La somme de ces derniéres est la composante,
suivant le méme axe, de action cxercée par I'élément
du courant sur T'unit¢ d'¢lectricité, composante que

‘ ax
nous représenterons, comme plus haut, par 75 ds'.

Nous aurons done 'équation :
0%
—— ds' = h'ds' X,,
os 2

expression dans laquelle nous devrons remplacer X,
par sa valeur (21). Mais en méme temps, nous écrirons,
au licu de

dz' ot d2x'
dt dez’

les expressions équivalentes

dx' ds' ; dr { ds' ax dxs'
s dar ° o \ar ) T ds e
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2

. (1~S . . L1
¢l nous pourrons faire = 0, & cause de I'hypothése

que le courant est constant. Nous obticndrons ainsi:

% 0 s 5.8 e O
ES—'ds = h'ds /[BSYZ?—*—C‘ (Cl;—w)ds,]dt

dux' or dx’ 04
+[B‘-CT§;+BEB_S—'ES‘T (24)

? 2 e
+ (csgﬁ + (gsf ) +¢) @ — m)}( %%) %

<

Cette expression, intégrée pour un courant fermé
quelconque, doit donner une valeur nulle, d’aprés
la proposition précédente. Mais, si lintégrale de l'ex-
pression compiéte doit étre nulle, quelle que soit
Iintensité du éourant, il faut que les intégrales des

ds' "2
termes multipliés par i et par (?[g) solent nulles
séparément. Les expressions entre parentheses, qui
forment ces termes, doivent, d’aprés cela, étre exacte-
ment des coeflicients différentiels par rapport a ¢', sans
qu’il s0it nécessaire d'admettre une relation particuliére
entre » et . . :

Pour que la premiére expression soit un coeflicicnt
différentiel par rapport a s', il faut, comme on le voit
immédiatement 4 I'inspection de sa forme, quelle soit
égale a :

D s i — ]
— o 1By (@ — )]
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et pour cela, il est nécessaire que 'équation :

dB,
Co=—Z

soit vérifiée.

De méme, si 'on considére les termes de la seconde
expression qui renferment des coeflicients différentiels
du deuxiéme ordre, on voit immédiatement qu’elle doit
étre idenliquement égale au coeflicient diflérentiel

il dx Lo |
BFLBK_T—PCS (fL—.fL)()?J,-

s

et, pour que cette condition soit remplie, il faut que
les équations

aB, |
Be=gp — % |

dc, ’ (26)
Co = dr’
C, =0

se vériflent.

De cette maniére, les sept fonctions indétermindes
qui entrent dans I'équation (21) se réduisent a trois,
et cette équation peut s'écrire :

X, — 2B lr— )] as 0[ dz' ,07-](45")”‘

s ﬁ+(75=7 a—d—§+cs(x_m)£ a_[

(27}

du’ . O {dis
+[B4 ay T ds]RF'
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8§ 8.
Détermination des fonctions qui entrent dans X,.

Pour traiter la quantité X, nous pouvons faire usage
d'une proposition expérimentale analogue a la précé-
dente, savoir : qu'une quantilé d'électriciié en repos
wexerce aucune action sur un courant quelconque
fermé et constant qui se meut dans un conducteur
en repos.

Les éclaircissements que nous avons donunés sur la
proposition dont il a été¢ fait usage au paragraphe
précédent sont également valables pour celle-ci.

Pour appliquer cette proposition, imaginons au point
', y, 2, une unité d'électricité en repos, et au point
x,y, zun élément de courant ds, qui renferme la quan-
tité d'électricité en mouvement Zds, et la quantiié
d'¢lectricité en repos — Ads. Les composantes, suivant
laxe des «, des actions que ces deux électricilés
subissent de la part de l'unité d'électricité au repos,
sont

x—a ' @*—ux
hds(—ra—a"+X1) et —h,ds—T-

Draprés cela, la composante de Paction que 1'élément
de courant subit de la part de l'unité d’électricité sera
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représentée par le produit ZdsX,, dans lequel nous
aurons & remplacer X, par l'expression (20). Et si,
en méme temps, nous écrivons de nouveau, au lieu de

da et @
dat T dit’
dods o Lo s\ do s
ds di dst \ di ds diz’
. Zs .
et que nous posions T 0, puisque le courant doit

étre constant, cette expression deviendra :

hdsg [B %‘—f + Clx — x) (())% %%

dr dx

+[B1%+B2§%+[Cl 'Z%"‘FC:I (%g)g + cs](w_w’)}(%})gg.

De 14 nous pouvons tirer des conclusions tout & fait
analogues & celle du paragraphe précédent. En effet,
si T'unité d’électricité ne doit exercer, sur le courant
tout entier, aucune action dirigée dans le sens de 'axe
des @, l'intégrale de cette expression, étenduc a tout
le courant, doit étre nulle, et l'on en conclut les équa-
tions suivantes, analogues aux équations (25) et (26) qui

précédent :
dB dB ac
C—Z7 By= " 24C, C="2, C=0. 8

En oulre, on peut tirer d’autres conclusions dans
le cas actuel. La proposition, en eflet, ne dit pas
seulement que I'unité d’éleciricité ne tend a mouvoir
le courant dans aucune direction, mais encore qu'elle
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ne tend 4 le faire tourner autour d’aucun axe, et de la
on peut encore déduire certaines équations.

Comme le choix de I'axe est arbitraire, nous pren-
drons pour celui-cila droite menée par le point &/, ¥/, 2/,
parallélement & I'axe des z. Déterminons le moment
de rotation autour de cet axe. L'expression précédente
de la composante, suivant l'axe des x, de l'action que
l'élément de courant ds subit de la part de I'unité
(’électricité, peut, en vertu des équations (28), se mettre
sous la forme : '

or
hds EE )

Pétantune quantité déterminge par I'équation

ds dx dary{ds\?

— ( . ! e g _ n 2o Rt 27\
P=B@ m)dt+[B‘ds F Ol m)ds](dt>'(9)
De méme on a, pour la composante de cette force
suivant I'axe des y, 'expression

2Q
hds % ’

dans laguelle Q est déterminé par 1'équation

e=sy -G +[BYLrey-nT](5) v

De 14 résulte, pour le moment de cette force autour
de I'axe considéré, I'expression :

9Q op

h [(m—m) o5 — Wy —vy) b—S—J ds.

23
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Or, si 'unité d’électricité en repos ne tend pas a faire
tourner un courant fermé, l'intégrale de cette expression
doit étre nulle pour tout courant fermé. Mais cette
expression peut s’écrire :

0

‘ , i dx dy
hd—s[(x—w)Q—(y—y)P]ds—h( o de>d8

et, comme le premier terme est une différentielle exacte,
qui donnera une valeur nulle par l'intégration, il faut
que le second donne aussi une valeur nulle. Celui-ci,
si I'on y remplace P et Q par leurs valeurs (29) et (30),
prend la forme :

h[“‘“? = ”de a7+ G g (Zf”d‘s

et I'on voit immédiatement que cette expression n'est
pas une différenticlle exacte, et que, par suite, son
intégrale ne peut étre nulle, pour tout courant fermé,
que si le second facteur cntre parenthéses carrées
devient lui-méme nul ; mais, pour quil en soit ainsi,
indépendamment de l'intensité du courant, il faut que:

B=0 et C, —0. B1)
Si I'on combine ces nouvelles équations avec cclles
données sous le nurméro (28), ces derniéres deviendront :

B,

J— — 2)
T =0, G =0. (32

C—0, B,—
De cette maniére, les sept fonctions indéterminées

qui entrent dans X, se réduisent 4 nne seule, et I'équa-
tion (20) se transforme en

J dx ds\? dx d*s o
X = o5 (Bm) (m) By ar B
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Détermination des fonctions qui entrent dans X,.

Pour déterminer les fonctions qui entrent dans
l'expression de X, nous considérerons I'action mutuelle
de deux couranis qui ont lieu dans des conducteurs
€1 repos.

Soient, aux points @, ¥, 2 et &' y', 2/, deux éléments
de courant ds et ds', qui reuferment les guantités
d'électricilé en mouvemeni hds et 7'ds', et les quantités
d'électricité en repos — hds et — h'ds’. Pour déterminer
l'action que I'élément de couranl ds’ exerce sur I'élément
ds, nous avouns a considérer les actions que la quantité
d'¢lectricité hds subit de la part de A'ds' et de — A'ds',
ct celles que la quantité d'électricité hds subit
également de la part de celles-ci. Les composantes,
suivant 'axe des @, de ces quatre forces, sont

hh'dsds' (‘”_ X, + X, + Xa) ,

73

. fr—x

— hh'dsds = +X1),
x—a

- X

— hh’dsds’( 2).
xr —o

hh'dsds p
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Leur somme donne, pour la composante, suivant
laxe des x, de laction que 1'¢lément de courant ds'
cxerce sur I'élément ds, le produit

K dsds'X,,

dans lequel X, doit étre remplacé par sa valeur (22).

Mais auparavant, nous donnerons & cette derniére
une forme plus commode pour l'intégration. Nous pou-
vons remplacer la quantité cos e, qui y entre, par
un coefficient différentiel. De 1'égalité :

=@ — s+ — YR+ — 2P

on tire, en effet, par une double différentiation ;

02(ry dax dx' dy dy’ du dz)
6sos 2(([\ ds” + ds ds T ds ds')’ (34)

et, comme lexpression entre parenthéses n'est autre
que cos ¢, il vient :

1 ’
2 0sos _ (35)

Si nous remplagons cos e par cette valeur, et, en méme

temps d—f et = o’x ardméﬁe @d—sr
DS Par s at & @ dar

les parag1 aphes precedents, I'équation (22) s’écrira :

comme dans

ds ds' or dx' or do
Xo= gt @t Begs 7w T By a5

dr or 1 02(r2)\ | ‘ n
+ ( s o5 2O ds(()s)') w - ac)]- (36)
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. . gr o
1l s'agit d’en faire disparaitre le produit C, —d% J;L’

Dans ce but, introduisons une fonction de r, liée a C,

par la relation :
E =f1"d7'/% dr,
il en résulte :

1dE G, d (1dEYy
g =) e ’”d—r(;d—?«)“(?s-

Si nous différentions cette fonction E par rapport a
s et 8, nous pourrons donner & ses coefficients diffé-
rentiels les formes suivantes :

JE dE o 1 dE d(r?)

ds  drds 2 dr ds

JR 1 dE 32(r?) 1d (1 dE) dr 0(rt)

0s0s  2r dr dsos | 2dr\rdr) 0s “ds
1 dE () or or
T 2r dr 0s0s' 8 gs ds'’

et nous obliendrons par 14 :

(0P or __1dugy o on
S gs os' 2 dr 0s0s' ' 0sos

.., . or dr .
8i T'on substitue cette valeur de G, -5 J5 dans I'équa-
tion (36), et que l'on dénote, pour ahréger, par E,
Vexpression :

1dE
_(cg o)
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il viendra :
ds ds or dx' or dx L 0% r?) J’E\ '
Xo = g Bogs @+ Bras a5 ( 1505 dsds') )] -7

En outre, on peut poser :

0E . PlE@w—a)] | JE dx' JE dx

59 T T T osay - T dsdy T o5 ds
et si lon éerit, pour abréger :

dE dE
Bs -1 dr = E, B7 dr = Es’
I'équation (37) deviendra :
X, = ds ds - o 02(7?) L Orda 0r dx | 02|Elx —a))

di di |“ P gy T gy 4y Beog s T osaw @

Nous aurons & multiplier I'expression ainsi transformée
de X, par Ah'dsds’, pour obtenir la composante,
suivant laxe des «, de laction que I'élément de
courant ds' exerce sur I'élément ds.

Si, pour obtenir la composante, suivant cet axe,
de l'action que le courant s'tout entier, supposé fermé,
exerce sur ds, on effeciue lintégration par rapport a s,
il se présentera quelques simplificalions. Le dernier
terme de l'expression précédente est, en effet, un coeffi-
cient différentiel par rapport a &', lavant-dernier

. do . . .
renferme le facleur g5’ indépendant de s', et qui peut
s
étre regardé comme constant dans l'intégration, et son
or . s
autre facteur B, pr est de nouveau un coeflicient diffé-
rentiel par rapport 4 s'. Ces deux termes donnent donc
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nne valeur nulle, lorsqu'on intdgre relativement & un
circuit fermé, et il reste :

§ ds ds’ 0*(r?) or da’
\ “s
hh dS‘/'X:;dS htv i dsf[ @—2) 5555 s T By s ] as'. (39)

S8i T'on intégre encore cette expression par rapport
a s, on aura la force avec laquelle le courant s tepd 4
écarter le courants toutentier dans le sens de'axedesz.
Cette intégration fait de nouveau disparaitre nn terme
dans le cas ol le courant s est aussi fermé. Dans

or da’

dow
le terme E, Era ok le facteur v est, en effet, indé-

v

ar
pendaut de s, et T'autre facteur B, 5o ¢tant un coefli-

cient différentiel exact par rapport & s, donne un
résultat nul, par lintégration. On a donc:

W [ fxasds =i 8 [ [B @~ C) dsds. (10)

Nous pouvons comparer ce résultat avec une
conséquence parfaitement établie de la théorie d’Ampeére,
puisque cette théorie peut étre considérée comme
tout a fait irréprochable, en tfant qu'elle se rapporte
aux actions exercées par des courants fermés les uns
sur les autres. Or, d’aprés cette théorie, la force avec
laguelle un courant fermé s' tend a mouvoir un autre
courant fermé s, dans le sens de Vaxe des &, est donnée
par l'expression :

=

cosz dsds’,
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dans laquelle 7 et ¢ sont les intensités des deux
courants, et £ une constante. S1 I'on xemplace dans
as’
cette expression, ¢ et ¢ par h et R ar et cose par
()2
; > (0 -, conformément a lldentlte (35), elle prendra

la forme :

ds ds' " 02(r2) ,
dt dt./‘fsz* - )(3808' dsds',

et, en la comparant avec l'expression (40), on voit qu'il
faut que :

E, — @ (41}

Pour déierminer encore l'autre fonction E,, qui entre

dans (39), nous ferons usage de cette proposition, bien
établie par lexpéricnce, quun courant galvanique
Jermé el constant, qui a licit dans un conducteur
en repos, ne lend pas a modifier, en inlensilé, un aulre
courant galvanique fermé qui a licu dans un conduc-
leur en repos.

L’expression (39), qui, aprés la substitution de la
valeur trouvée pour E,, s'¢crit :

ds ds ") g2 () .o da ,
Ly o’tl]/‘ 5,5 dsda+E2%W] s’

représente, d’aprés ce que nous avons vu, la composante,
suivant I'axe des «, de l'action que le courant fermé s'
exerce sur lélément de courant ds, c’est-a-dire sur
les deux quantités d'¢lectricité Ads et — Ads qui
se trouvent! dans l'élément de conducteur ds. Or,
la quantité®d'électricité négative — Ads est en repos ;
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et, d’aprés la proposition dontil a été fait usage au § 6,
le courant galvanique fermé ne peut exercer aucune
action sur I'électricité en repos. D’aprés cela, lexpres-
sion précédente peut aussi s'entendre en ce sens qu’elle
représente la composante, suivant laxe des =z,
de Taction que le courant fermé s' exerce sur la quan-
tité  d'électricité positive hds qui se frouve dans
lélément de conducteur ds.

Pour pouvoir représenter également, d'une maniére
commode, la composante de cette force qui est dirigée
suivant I'élément ds, et qui tend, par suite, a augnienter
l'intensité du courant, nous donnerons une forme un peu
différente 4 notre expression. De 1'égalité :

= (@w—a P+ Y—yP-- (5—2)

on tire :
0 2
) 2 (wx—a).
o
(42)
02) g
dxds is"
Eliminant & — a et lx, de I'expression précédente,

19 Oﬂi) au

au moyen de ces relations, et en écrivant 5 )
» 18

. or . .
lieu de 55 cette expression devient :

h ds ds’ s f k 00r%) 62 K, 0 d?(?"i)} ds.

dt dl ¥3 gx 0sds  r As dxds

Pour obtenir maintenant, au lieu de la composante
de la force suivant I'axe arbitraire des @, la composante
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dirigée suivant 1'élément ds, il suffira de remplacer
lescoefficients différentiels relatifs & x parlescoefficients
correspondants relatifs a s, et 'on aura :

—}]’

ds ds' /f a(re 9202 E2 g (#%) 02y
di di % ./ 73 0s dsds’ 1 Os dsds’}d

ou, plus simplement :

s s 0 L
;i: d; dfl9"3 7)—[_(;;;—.22] ds’.

Cette expression représente la force qui agit, en
un élément ds, dans le sens de l'accroissement
de lintensité du courant. Pour que celle-ci reste
constante, il faut que lintégrale de cette expression,
étendue 4 tout le circuit fermé s, soit nulle. L'intégrale
relative 4 §',

Y 3.\ 0 rd{rone
f(?ﬂ“n?)a?[%J as’,

qui entre déja dans l'expression, et qui multiplie
I'élément ds, doit done, ou bien étre un coeflicient
différentiel exact par rapport 4 s, ou bien étre nulle.
Et, comme la premi¢re de ces conditions ne peut étre
remplie par aucune forme de la fonction E, de r,
on devra déterminer cette derniére de telle sorte que
I'intégrale soit nulle, ce qui exige qu'on ait :

¢ désignant une constante ; car ce n'est qua cette
condition que la quantité sous le signe intégral
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est une différentielle exacte, et que I'intégrale peut,
par suite, étre nulle pour tout circuit fermé.
De cette relation, il résulie

N k
}‘42——‘_‘—;‘;—07";

mais, comme le terme — c¢r donnerait, dans l'expres-
sion de X,, un terme qui croitrait en méme temps
que 7, et quun pareil terme ne peut entrer dans
Pexpression de la composantie de la force, la constante ¢
doit étre nulle, et I'on obiient ainsi pour E, I'expres-
sion :

L2

E, =3 (43)

~

Des quatre fonctions indéterminées de », qui entraient
dans Yexpression (38) de X,, il y en a donc deux qui
sont déterminées ; et, si on les remplace par leurs valeurs
(38), cette expression devient :

_Vklz—2) 02 | & orda’ or dx | O[E{x—a) | ds

T ds0s' di

2473 dsds'+719 s ds’ + By s’ ds
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g 10.

Application des lois relatives & Pinduction.

Jusqu'a présent, nous n'avons considéré que des
courants constants dans des conducteurs au repos;
nous allons maintenant laisser de c¢6ié la restriction
relative 4 la constance du courant, et supposer,en outre,
gque le conducteur scst en mouvement. Pour plus de sim-
plicité, nous supposerons toutefois que le conducteur
ne change pas de forme, et guil se meut seulement
parallélement 4 lui-méme, de sorte que tous ses éléments
parcourent, pendant I'élément de temps df, un méme
¢lément de chemin de dans une méme direction.

Dans ce cas, chague particule d’électriciteé positive,
qui se trouve dans le conducteur s, est animée a la fois -
de deux mouvements, celui qu'elle a dans le conducteur,

et dont la vitesse est %, et celui du conducteur lui-

. . da , .
méme, dont la vitesse est 7 11 s’ensuit que les coedli-
¢

cients différentiels, par rapport au tfemps, qui sont
relatifs au mouvement de cette particule d’électricité,
doivent maintenant éfre exprimés autrement gqne nous
ne lavons fait plus haut. Au lien d’une expression
de la forme

os dt’
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dans laquelle U désigne une quantité qui dépend
de la position de la particule d'électricité, nous aurons
4 poser

o as 9 dz.
ds dt 07 dt’

et, au lien d'une expression de la forme

0 [ 0U\ jds\t , < dU dis
(v (G) +v o

dans laquelle V désigne une seconde quantité qui
dépend de la position de la particule d'électricité, nous
devrons poser :

9 (400 (@\_ [0 (U)o (y 00\ ] ds s
r)s(v ds) (dl) +[dﬂ(‘ ds)+b—s(‘ 07)] di dt

9 [ OU\ da\ . oU s . gU ds
~_ V‘ A - - - P
+as( 07)<dl) TVs ae TV os an

Si nous cherchons a déterminer la composante,
suivant l'axe des 2, de l'action que la particule d’élec-
tricité positive A'ds', qui se trouve en ds', excrce
sur la. particule d’électricité positive Ads, qui se trouve
en ds, nous aurons a former, comme plus haut, pour
exprimer cette composante, 'expression générale :

x

—u!
43 +X1+X2+Xs)’

hh'dsds’ (

dans laquelle X, X, el X, devront étre remplacés par
les expressions (33), (27) et (44), aprés que nous y aurons
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fait les modifications que mnous venons d'indiquer,
ce qui donnera :

0 r() 7_( oz | ds ds )
*= ()T(B ) dt [(? ) ! d«):l dt di
b (45)
7 AN A dx d2s dx d?s
o (B ) () s gE B e \
___O[Bjlw—a))ds dax' _ ,()_/ (d;s 2
X, = os' 1A + l: ds’ +0 @ x)ds' (lzf) e
’ “ (46)
dx' or' | des’
+[B4ﬁ+ Cslz— )dé] TE ’
g ko _m) R kO de | r 0
ST T oM Gsos T % ds ds s ds
P[E@—a)) | ds ds' sk(m——w_’) oy |k or dm’ A7
+ dsas' ; daé dit + 278 dsds | 7t 93 ;W7
e or dx | O*[E(x— ] E da ds'

95 oa 03 gs' \ dt dt’

Si nous cherchons, en outre, & déterminer la compo-
sante, suivant l'axe des «, de l'action que la particule
d’électricité négative — A'ds’, qui se trouve en ds/,
exerce sur la particule d’électricité positive hds, qui
se irouve en ds, nous n'aurons qu'a remplacer, dans
lexprebsmn precedente A'ds' par — A'ds’, et A faire

en oulire dt O puisque I'électricité négative qui se

trouve en ds' est en repos. On trouvera ainsi X, =0
et X, = 0, tandis que X, ne changera pas.
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L'expression de cette composante se réduit donc a:

— hivdsds (”—3“ + xl) .

De 1 résulte 'expression suivaute de la composante,
suivant I'axe des @, de 'action que la quantité d’électri-
cité positive Ads, qui se trouve en ds, subit de la part
del'élément de courant ds', c'est-a-dire des deux quantités
d'électricité A'ds’ et — #'ds" a 1a fois :

Rh'dsds (X, + X,).

Si I'on intégre cette expression par rapport 4 s,
on aura la composante, suivant l'axe des z, de l'action
que la quantité d’électricité positive 2ds, qui se trouve
en ds, subit de la part du courant s' tout entier;
et, s1 nous représentons cette composante par ¥/.ds,
nous aurons l'égalité :

Py /(XZ + X,) ds’, (48)

dans laquelle on devra substituer 4 X, et X, leurs
expressions (46) et (47). Si l'on effectue lintégration,
tous les termes de ces expressions, qui ont la forme
de coefficients différentiels par rapporta ds’, donneront
7éro, et pourront étre supprimés ; on aura ainsi :

, d2s ' or x.
x—h(m‘/‘[}h%—}—cs( )08}15 (
ds ds' rle—x 0% ) 1 or dm} \ ,
hatidiatell _ 49
+ A dt dt [ 253 d.sds 2 ds ds’ ds ) (49)

BRpYSE ds ds [m ' o (7"? l or (Z:{;’J ds'

i dt
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On peut transformer cette égalité au moyen des
équations

r—a =7 Jr 1 do’ _ —02(712)
g “Tow © ds’ dads’’

données au paragraphe précédent; elle devient alors :

_ Lpdis g 02 (r2) or 0ry \
s 1 f 1B iy O g ) \

*duw  Js'

1 1
J 0o 3uie
1,, dsds 7 0%(r?) ” (31(7‘2)] J :
t oG ar ["07,- gsas a5 dwas |95 ) 150)

1 1

J 9
1,, dods r 0%r?) r 027 .
g A g azﬂ—ﬂ 505 T U5 r)mds’] as’.

Pour déduire de cette expression, relative a la direc-
{ion @, 'expression correspondante relative 4 la direction
de 1'élément ds, nous n’aurons de nouveau qu’a changer
les coefficients différentiels relatifs & = en ceux
relafifs a s. Alors les deux termes qui figurent dans
la seconde intégrale se détruisent, et nous obtenons,
en désignant par ®hds la composante, suivantla direction
de Jélément ds, de l'action que la quantité d'électricité
h ds subit de la part du courant s, I'égalité

= ,1 ! dFZS: _ 0‘2(7-2) (z}" d(?"z):l ot \l
e =yt dﬁf[ Bigsos T %5 5] %
1 1 (61) -

T o= s, 0—
1 ds ds 7 0% 7 02(7'2)]
- = kA2 2 [ + P "
A 2 h dl aftfl: ds d79s' 0 0s0s' s J
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Le produit ®ds est ce qu'on appelle la force électro-
motrice induite dans Uélément de conducleur ds, ct,
par suite, 1’intégralef@ds est la force électromotrice
induite dans le courant s tout entier.

L'intégration, effectuée par rapport & s, fait de
nouveau disparaitre un terme. Considérons en effet
I'ntégrale double :

1

d_
7 02(/'2) .
J.fa ooy 28 as':

il est & remarquer que la quantité

02 (%) s oz da’ oy dy’ 0z dz’
g (dc ds’ do ds oo ds') ’

qui peut s'écrire — 2 cos (ss'), (¢s') désignant I'angle
compris entre 'élément de chemin do, parcouru par ds,
et I'élément de courant ds', est indépendante de s,
puisque le conducteur s se meut tout entier paralléle-
ment & lul-méme, et que tous ses éléments se meuvent,
par suite, dans la méme direction. On peut donc écrire
l'intégrale précédente sous la forme :

1
. (o
2 ¥ 02\712’\ (‘ 7
S 5 ) g s

L'intégration relative 4 s s'effectue ici immédiatement,
et donne un résultat nul pour un courant fermé.

24
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Considérons maintenant autre intégrale double :

1

(}_

7 0% .
ffa* g 95

. s . 0i(rt .
puisque le cocfficient différenticl Ts(% qui, en vertu

de 'équation (35), est égal 4 2 cose, ne varie pas
pendant le mouvement du conducteur s, et quil est,
~par suite, indépendant de ¢, nous pourrons poser :

1
0% gy 01 02(7'-2)]

dg dsds 0z |r dsds’
puisqu’en outre la guantité e, par rapport a laqguelle
la différentiation doit étre cffectuée, est indépendanie
des quantités s ¢t s, par rapport auxquelles nous aurons
A intégrer toute l'expression, nous pourrons effectuer

la. différentiation en dehors du signe intégral, et écrire, -
au lieu de l'intégrale double qui précéde:

(),f/rdada dsds’,

Nous aurons done, pour déicrminer la force électro-
motrice induite dans le conducteur s, 1'équation :

‘/“Eds_ a dtsz “daf)a kcsg%\;—ﬁ]dsds"

(52)
ds' do 1 02 )
+ kh dtdtda./‘/‘/dsdsdd

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 371 —

Nous allons maintenant appliquer a cette équation
la proposition suivante : st le conducteur sarréte dans
une position déterminée, dans le voisinage du conduc-
feur s, et que lintensité du courant croisse, dans ce
dernier, depuis zéro jusqu'a une valeur délerminde,
ou bien st Uinlensité du courant en s a constamment
celte valeur, et que s s'en rapproche jusqu'a cetle méme
position, & pariir dun point infiniment éloignd, dans
ces deuzx cas i se produit en s une égale [force
dinduction.

Pour déterminer la force d’induction qul se produit
pendant un certain temps, nous avons a multiplier
par d¢ lexpression de la force électromotrice, et a
intégrer entre les limites de l'intervalle de temps donné.
Dans le premier des deux cas énoncés plus haut on a
d=
di
disparait ; dans le premier terme, l'intégrale double
est indépendante dn temps, et le coeflicient différentiel

d*s' . :
—e qui entre comme facteur dans ce terme, doit seul

= 0, de sorte que le second terme de l'expression (52)

!
étre intégré par rapport a ¢, et donne % La force

('induction qui se produit dans ce cas est donc.:

ds c. (Y . ,
/ ﬂf//[ *d.sds'+ ds’JdeS'

4

drs .
Dans le second cas on a ar = 0, de sorte que le premier

terme de l'expression disparait ; le second sintégre
immédiatement par rapport 4 ¢, et donne :

ffi d; (;: dsds’.
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Ces deux quantités devant étre égales, en vertu de

la proposition précédente, leur différence sera nulle,
et I'on aura, par suite :

Ak 0% (1) or r)(r))
ff( [+ B, 555 — s 5o 7 ) dsds’ — 0. (53)

Le second terme de la parenthése carrée peat se
transformer comme suit :

csg:nd(;; = l)hﬂ /C ar]— dsd‘S./C dr,

et, puisque le premier des termes du second membre
donne un résultat nul, lorsqu'on effectue l'intégration
pour un circuit fermé, I'équation précédente devient :

/"/'[:f_ + B, -}—f05 er (;;(gsi) dsds' = 0. (54)

Si cette équation doit se vérifier pour deux courants
fermés quelconques, l'expression qui y entre comme
facteur du coefficient différentiel du second ordre doit
étre constante ; nous pourrons done éerire, o désignant
une constante :

. .
£+B4+fc,,dr=a. ©5)

Et, si nous représentons par un seul signe l'intégrale,
diminuée de la constante a, en posant:

Gr:_fC,i dr — a,
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nous aurons :

(56)

Nous avons ainsi ramené a une seule deux des
fonctions indéterminées qui entrent encore dans l'ex-
pression de X, , et I'équation (27), qui sert & la détermi-
nation de cette quantité X,, deviendra:

1B, (w—a')] ds' 0 da'  dG ]ds)
X= ﬁ*%[ ( +6) S5+ g -2 5o | G
dx N orldzs
[ ( +G>ds'+d, “>5ﬂm—
ou hien :

 O[Bylw—2a)] ds kda' | 0[G(z—a) I
Xo=— st' m+Us% rdy \ T o5 S( )

_kdx | 0[G( m .)c)] azs’
* e

T ds‘+
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§ 11.

Résumé des résultats obtenus.

Aprés avoir donné, au moyen des considérations
exposées dans les §§ 7 a 10, aux expressions de X,
X,, X;, les formes plus simples {33), (57) et (44), nous
les substituerons dans I'éguation (23)

@£ —

X =222 4L X, +X,+X,.

Nous obtiendrons ainsi I'équation suivante, qui déter-
minera la composante, suivant laxe des o, de l'action
qu’'une particule d’électricité, qui parcourt le chemin ds'
pendant le temps df, exerce sur une autre particule,
qui parcourt le chemin ds pendant le méme temps :

@x— daxy\ jdsy*? dx ds d[B,(x—2a")) ds’
X = +aslB @) T E T

J K k a’m % 3[(}(06—110')])(_@)2»!7 _kdw | dGlx—2) )]s
os' | 7w ods’ as’ dt » ds' dsdJs’ f dat
Elx—a') 0%(r?) kordx . Or do GE@ —a')]| ds ds'

+§T—°“05(35- rdsds Ty ds T 7 osas { dt dt
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On peut effectuer quelques simplifications dans cette
expression. Si I'on tient compte de ce que 2’ ne dépend
que de s', tandis que » dépend de s et de s', on voit
qu'on peut écrire :

o () (dey: B hordyay 1 de)
(7_?(7 _d?) dt) rds dit " s ds dt dt \» dt ]’

de sorte que trois des termes précédents se raménent
a un seul. En outre, on peut écrire, pour les mémes
raisons :

9 (B _@c) df) 4 opdrds __d (B dﬁ)_ dB, or dw ds as’
ds \""! ds (bft Yds dit T di\tdl dr ds ds dt dt’

Et si 'on pose, pour abréger :

o _dm, o 0¥
ds' dr s~ ds”’

E,

et qu'on remplace B, et — B, par les signes plus simples
Het J, I'équation qui détermine X prendra la forme :

x—a 4 oJ (x— )] ds' G (w—a").fds'\?
73 os' dt 0s'? ( )

dt

0[Glx—x)) d2s' d dx d (1dx’
R e a (0%) g ()

)

}
klx—a') 02 OF dor | *[Elx—a)] [ ds ds'

273 0sos ' 0s' ds osds | df dt’
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Dans la déduction de cette équation, outre I'hypothése
qu'il n'y a quune seule électricité qui se meut dans
un conducteur fixe, nous n'avens appliqué que des pro-
positions relatives & 'action réciproque de deux courants
fermés I'un sur lautre ; et, comme ces propositions
peuvent étre considérées comme parfaitement certaines,
il est permis d’aflirmer que l'expression de X, donnée
dans cette équation, est la seule possible dans I'hypo-
thése d'une seule électricité mobile dans un conducteur
solide.

11 est encore & remarquer que cette formule est
admissible, non seulement dans le cas ol l'on suppose
que, dans le courant, il n’y a qu'une seule électricité
en mouvement, mais dans le cas méme ou l'on admet
que le courant galvanique consiste en deux courants,
I'un d’électricité positive, lautre d'électricité négative,
se mouvant en sens contraire, auquel cas ilest indifférent
que l'on considére ces deux courants comme égaux ou
comme inégaux en intensité.

Si l'on voulait ajouter, aux propositions dont il a été
fait usage ci-dessus, la condition que la loi suivant
laquelle la force dépend de la distance a une forme
unique, on pourrait déduire, de la seule comparaison
des termes qui renferment encore des fonctions indé-
terminées de », avec ccux dans lesquels les fonctions
sont déja détlerminées, d’autres conséquences sur la
forme de ces fonctions ; on arriverait, par des considé-
rations de cette nature, & ce résultat que les fonctions

E, F, G et H doivent toutes avoir la forme rl const.,

de sorte qu'au lieu de ces fonctions indétermindes il ne
resterait plus que des constantes indéterminées dans
I'expression de X. Mais nous éviterons, pour le moment,
de tirer des conséquences de cette sorte ; nous allons
plutdt faire usage encore d'une proposition générale.
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§ 12.

Application du principe de la conservation de P'énergie.

Nous admettrons maintenant que les actions, que
deux particules d’électricité en mouvement exercent
I'une sur Iautre, satisfont, par elles-mémes, au principe
de la conservation de l'énergie; il faut, pour cela,
que le travail effectué par ces forces dans le mouvement
des particules, pendant 1'élément de temps df, puisse
se représenter par la différentielle d'une quantité qui
dépend des positions actuelles et de I'état de mouvement
des particules.

Afin de pouvoir déterminer ce travail, supposons
gue Yon forme, 4 c6té de Texpression de X, les expres-
sions correspondantes de Y et de Z; supposons de
méme formées les expressions des quantités X', Y', 7/
qui sont relatives 4 Yaction que la particule e exerce
sur la particule €', ce qui n'exige que la permutation
des lettres accentuées et non accentuées. Au moyen
de ces expressions, formons la quantité :

4 V Tt y' de‘
ec( (ﬂ+ydt+zdt+x +y é+Zdt)dt.

Pour que le principe de la conservation de I'énergie soit
vérifié, 1 faul que cette guantité soit une différentielle
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exacte, c'est-a~dire que la somme des six produits
entre parenthéses soit le coeflicient différentiel, par
rapport & ¢, d’'une fonction des coordonnées et des

vitesses composantes des deux particules.

Comme l'expression (58) de X est un peu longue,
nous allons en considérer les termes, soit isolément,
soit par petits groupes, afin de voir de quelle maniére

la somme des six produils en est formée.
Le premier terme est :

x—ua ou 7
73 ox

et la somme correspondanie des six produits sera :

1 1 1 1 1 1
N\ Yrdw gy Pvdz Oy Ordy v
daz di "y df T Uz dl T Jdx dE T oyl dl 98 dt

on peut la réduire & :

Le second terme est

0[] (x — 2] ds'
Js’ dt *

Pour le mulliplier par le coeflicient différentiel %’—ti’

p . .. dx
décomposons ce dernier dans le produilt s
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et multiplions sous le signe de la différentiation par

le facteur %050’ qui est indépendant de s'; nous aurons :

o W @—
s’ at dt

Formons les produits analogues relatifs aux axes
des y et des z, et commencons par ajouler ces trois
produits seulement, en tenant compte de la relation :

. n Ay . a3 or .
@—2) e T Y=Yl g T —2) go=r5;

nous obtiendrons :

or
d('h 5:) ds ds

ds . dt di

Les trois autres produits donneront de méme :

or
o1 55) ds ds' .
os dt dt

Ces deux expressions sont égales entre elles; car,
si nous posons :

K — f I dr, (59)

le coefficient différentiel qui figure comme premier
facteur dans ces expressions, pourra se représenter
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K

par ——=, et la somme des six produits prendra, en

conséquence, la forme :

K _ds ds
dsds’ dl di’

Le troisiéme et le quatriéme terme de (58), savoir :

2 Glx—x") (ds 2+ d[G (x—x)] d*s'
ds' (71?) Js' dae’

pourront se traiter d'une maniére tout a fait analogue.
La somme des trois premiers produits donne :

or 0
()E[GW'(TS_Jé LLS,)Z_‘_()[G?"% fd_S_{iZ'S'
0s’? dt (dt os’ dt de=’
si Pon pose
R — f Grdr, (60)

cette somme pourra s'écrire :

PR ds (ds'\* | JFR ds d¥s,
dsds? di (c’7> dsos di die’

et les trois autres produits donneront de méme :

SR () R de s
ds0s \dt] dt " 9sos di die

La somme des six produits sera donc :
( ?R s R ds) dsds' | 0?R (ds g’ | ds d%s*)_

I

0s0s® dt " 0stos dit) dt dt 7 osds' \dt de U dt di?
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cette somme peut se réduire a :

0’R )d&‘ds . 0*R d(@ﬁ
dt dsos' ! dt dt dsds di\ d d>

et enfin a :

/e,

(dzR ds ds'
J$08° di dz)

Le cinquiéme terme

d{ dw
ACE )

donne, si l'on effectue d’dbord la différentiation et qu'on

multiplie ensuite par dt

di (do ' de de
dl) df de

cette somme peut aussi s'écrire sous la forme :

1 d do '\’ 1dH (dm*”
2 dt [H(%) ] T\ @

On obtiendra de la méme maniére, pour l'autre produit
relatif & Paxe des «, mais renfermant o’ au lieu de «,

d A\ 1 du [ dat\
vl (%) | (7 )
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Formant enfin les produits correspondants, relatifs
aux axes des y et des z, on pourra réduire la somme
des six produits a :

A\ rpdsye | gdse] d
g™ @) + () |+ 2 % @)

Le sixieme terme

+ (G

d /1 do'
— k()
donne, si lon effectue la différentiation indiquée

et qu'on multiplie par lr%,

1
_pordeds g ldwda
di di dt T Ty dt de’

On obiient de la méme maniére, pour l'autre produit
relatif & 'axe des «, mais renfermant x' au lieu de 2 :

_p_rdwda 1 dedn
dat de dt T T e dl diET

La somme de ces deux produits peut s'éerire :

1
_ 4 (L dz dx' ,d% do du’
di\r dt dt) Cdlodldl

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 383 —

Formant les produits correspondants, relatifs aux axes
des v et des 2z, et tenant compte de la relation :

dedx’ | dy dy' | dz dF 1 g*r?) ds ds'

dWdl T arar Tl dt T T 2 gsos di di

on obtiendra, pour la somme des six produits :

@QFWM@@1+V%WMMM
2dt|» gsgs' dt di 3
Le septiéme terme :

kiz—a) 00 ds ds'
2 gsgs’ di o dt’

qui peut s'écrire

1
k9% 0 (r?) ds ds'

Cette expression, et une partie de celle que nous avons
obtenue pour le sixiéme terme, se détruisent: de sorte
que le sixiéme et le septiéme terme réunis donnent
simplement, pour la somme des six produits :

k d 1 ¢*tr?) ds ds'
2 dt [;- osos dt did’
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Lo Auiirémme terme

donne, pour la somme des six produits, comme on
le voit ailsément :

rdsyt ds B ds sds'
o (@) @+ 5 @ ()

Le neuviéme et dernier terme

2 Er—a)] ds ds'

0s s’ dt dt
peut s'écrire
0 dE , doy ds ds'
o5 Lgs @— @)+ st ar’

ou bien

A [,ﬂ dE or gr de ds dJds’
os' dr s dx dsldl dt’

da: d

s
En remplacant encore = —, nous cllectue-
prag ds dt’

dt par

rons la multiplication par %‘—f sous le signe de la diffé-

rentiation. Si nous formons ensuite les produits corres-
pondants, rolatifs aux axes des y et des z, et que
nous fassions la somme de ces trois produits, nous
obtiendrons :

d 2 g
ag (g_:) +E] (dt dst'
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et par suite, pour la somme des six produits :

0 1 dE or\? ds\2ds' aE  or ds {ds'\2

el Gs) () el o) +la()
Réunissant enfin toutes les expressions trouvées pour

la somme des six produits, dans les différents termes
de (58), nous obtiendrons la somme totale :

al
_irgp S deds | 400 s ds)
dait 0sos' dt dt dit\dsgs' dt dt
1d y H[/ds ds'\?
s [+ G Héaxmﬁ+bﬁ]
+§g(} 0t (r?) o’sds) dF(dS Qy_ois(gg 2
2 dt\r osos' dt dt dt dt | ds dt dt)

a or ds\:ds'  d r dE{or ds (ds'\*
[ — — P}l =
s G o)) w sl o) + R (%)
Cette somme pourra s'écrire, en réunissant les termes

qui sont des coeflicients différentiels par rapport & ¢,
et en ordonnant les autres :

LR FR(deds | 1y sy )
7 2rosos’  0sos'|di di 2 dt dt] |\

K ds ds' 1 0H /ds\3 1 0H /ds
25 osar @t éa;(‘) +é*((7)

a

at

os' 0s

os
PR e ()
)

Pl ) v
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Pour que les actions que les deux particules d'élec-
tricité exercent I'une sur l'autre satisfassent, par elles-
mémes, au principe de la conservation de l'énergie,
il faut que toute cette expression soit un coeflicient
différentiel par rapport & ¢. Or cette condition est déja
manifestement remplie par la premiére partie de
T'expression; nous n’avons donc plus qu'a en considérer
la seconde partie, composée de cing termes. Ces termes

sont tous d’un degré supérieur au premier rclatiwement

ds
aux coefficients différentiels du premier ordre et

tandis que les coefficients différentiels du second ordre
dis | d's

b et aE rY entrent pas comrhe facteurs. Il en
résulte que ni l'un de ces termes, ni aucun groupe
d’entre eux, ne peut étre un coeflicient différentiel
par rapport a ¢. La somme de ces cinq termes doit done
étre nulle, et il n’en peut étre ainsi, pour des valeurs

/
arbitraires de g‘; et (f; , gue si chacun des cinq termes

est nul séparément. Nous obtenons ainsi les cmq équa-
tions de condition suivantes :

2K \
— =0
dsds' ’

2y e v o

ipd(%)+E+F+%@=a
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La premiére de ces équations, qui peut s’écrire aussi

dK %r ) ﬂ(d_rd?‘_
dr 0sos' ' dir 9s 08

01

ne peut étre vérifiée, pour des trajectoires arbitraires
des particules d’électricité, que si

K _,

dr
d'ou il résulte, en vertu de (59),

T =0. 62)

La seconde et la troisi¢me des équations (61)

011 od
0 et 4
ds ¢ =0
donnent d’abord :
= consi.

Mais, comme l'expression (58) de X renferme le terme

d*x
H
assignable, représenterait une partie constituante
de la force, indépendante de la distance mutuelle
des particules d’électricité, ce qui ne peut pas étre,

on doit avoir :

qui, pour le cas ot H aurait une valeur

H=—0. 63)
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Les deux derniéres des équations (61) s'écrivent,
si Ton y fait H = 0, et si l'on effectue les différen-
tiations indiquées :

d(’%)(@)2@+2r@(3_;~ or dRLF) I

ar ds/ ds’ dr 0s dsds’ dr  gs' !
dE

d(’"d?)o_r(a_r_er_rggo_r rro dELW I
dr 0s ds’) " dr ds’ 0sos’ dr  gs '

Ces égualions ne peuvent étre vérifiées, pour des
trajectoires quelconques des particules d’électricité,
que si Yon a:

dE dF

=0 et —— =0, (64)

équations qui déterminent suffisamment E et T, puisque
“leurs coefficients différentiels seulement entrent dans
I'équation (58).

Au moyen de ces déterminations, l'expression du
travail effectué, pendant 1'élément de temps d¢, par
les actions mutuelles des deux particules d'électricité,
prendra cette forme simple :

A1 [R o0, PR dsds
o dt% » [27‘ 0s0s’ - dsds’} dt di }dt’

et 'équation (58) deviendra :

L AR o —o dRx — '
p—z 0 (%ﬁ Z 7155) (ds’ 2 0(37' = rx) dzs'
P8 o ost B a?l) + oas' dae (63)

d (1 dm‘) kElmw—a) 0*(r? ds ds

T at\rdt 278 dsds di di’
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Cette équation pourra encore s'écrire, plus simple-
ment :

1
. r k2 dsds™y . d (1 d__aa’)
X—_(E[1+20308’W7ﬂ kdt(r dt (66)
d [0%R [ds R d2s'
T oz [d? () + 3 W]

§ 13.

Le potentiel élecirodynamique.

D'aprés le résultat auquel notre exposition vient
de nous conduire, le travail effectué, pendant I'élément
de temps dtf, par les actions que deux particules
d’électricité en mouvement exercent l'une sur l'autre,
est représenté par la différentielle de l'expression
suivante :

E 0%(r?) dzR}ds ds'
—ee L — [27‘ dsd5 T osos | @t di

Or, dans la considération des forces électrostatiques,
on sait que la quantité, dont la différenticlle négalive
représente le travail, s’appelle le pofenfiel des deux
particules d’électricité I'une sur l'autre; par analogie,
on pourra donc envisager l'expression précédente,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 390 —

absiraction faite du signe —, comme un polentiel,
dans un sens plus étendu. On pourra, de plus,
considérer isolément la partie de ce potentiel qui se
rapporte aux forces électrostatiques, et celle qui
se rapporte aux forces dépendant du mouvement
ou ¢lectrodynamiques, cest-a-dire le potentiel électro-
statique et le potentiel électrodynamique. Si nous
représentons le premier par U et le second par V,
NOUS aurons ;

U:-‘—‘1 (61)

k2 R 1 ds ds'

2 dsds’ dsos'l dt dt’

Vz—wd[ (68)

L’expression du potentiel électrodynamique que
nous donnons ici est la seule possible dans I'hypothése
d'une seule électricité en mouvement dans un conduc-
teur solide.

La fonction indéterminée de #, qui y eutre encore,
et qui est désignée par R, ne peut pas se déterminer
au moyen des effets des courants fermés; par suite,
dans le cas oun Jon voudrait la déilerminer aussi,
on en serait réduif, pour le moment, & se fouder sur
des probabilités.

St T'on fait 'hypothése énouncée a la fin du § 11,
d’aprés laquelle la force dépendrait de la distance sui-
vant une loi unique, on arrive a la conclusion que

R = k,7, (69)

%k, désignant une constante. L’équation (68) devient
alors :

- v, 24 !
V= — [_k_ 02 (%) ot 1ds ds G0)

2 dsds’ Vdsos ddt dt-
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Si I'on cherche, en outre, par la détermination de
la constante %,, a rendre cette expression aussi simple
que possible, on trouve d’abord deux valeurs qui fixent
particuliérement l'attention en ce sens : ce sont les
valeurs £, —= 0 et £, = — £, qui donnent :

ee' 0*(r?) ds ds’

V= —ky 5505 dt at’

(71)

Vo ped 0 or ds ds -
r 0s 0s' dt di

Ces deux formules sont, dans leur aspect extérieur,
4 peu prés d'une égale simplicité ; mais, si Pon en fait
usage dans le calcul, pour en déduire les composantes
des forces, on trouve que la premiére donne des résultats
beaucoup plus simples que la seconde, et, par suite,
si U'on veut obtenir la loi de force qui est la plus simple
possible, tout en satisfaisant aux phénomeénes connus
jusqu'a ce jour, on devra poser 2, =0, ou, ce qui revient
au méme, R = (. '

Comme T'expression du potentiel électrodynamique
est plus courte et plus facile 4 embrasser que celles
des composantes des forces, elle est particuliérement
propre a4 la comparaison des différentes formules fonda-
mentales de I'Electrodynamigue posées jusqu'a ce jour
(& Yexception de celle de Gauss, qui ne satisfait pas
au principe de la conservation de I'énergic). Nous nous
proposons de faire ici cette comparaison. L’équation
qui sert & la détermination du potentiel élecirodyna-
mique est :

1° Daprés Weher!,

1 ee' [dr\?
V=—E7Wm%

1. Ann. de PoGa., volume jubilaire, p. 212.
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2° D'aprés Riemann?,

o lee| [dx dx'\* dy  dy'\? dz dz'?
V=—047 [(m——d?) o) + (@~ dz)J

3° Drapreés I'analyse que je viens de faire :
a) sous la forme la plus générale :

k02 0’R | ds ds',
V=—ee'[§;m+m]m E

b) sous une forme plus simple :

!
V=—-ee[k 02 (r?) d?deS‘_d_Q

27 0s0s' + Ry 0sos' | dt di’

¢) sous la forme la plus simple et, par suite, la plus
probable ;
ee' 02(r?) ds ds'

— %%

27 dsos dt dt’

On peut aunssi mettre la derniére expression sous
la forme :

o dx dx' dy dy' dz dz') )
V—h (dt ar T at at Tarar) ™
ou bicn, si Von représente par » et ¢ les vilesses
des deux particules d’'électricité, et par ¢ 'angle compris
entre leurs directions :

V==Fk ?:— v’ cos €. (74)

1. Schwere, Electricitdt und Magnetismus, nach den Vorlesungen
von Bernh. Riemann, bearbeitet von Hattendorff, Hannover, 1876,
p. 326.
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§ 14.

Recherche des composantes de la force au moyen du potentiel.

Pour déduire maintenant, du potentiel électrostatique
et électrodynamique, les composanies de la force,
on aura A& employer des équations, dans lesquelles
le potentiel électrodynamique intervient de la méme
maniére gue la force vive dans les équations fondamen-
tales de la Mécanique, données par Lagrange pour
un systéme quelconque de coordonnées. Pour la compo-
sante, suivant l'axe des x, de Paction subie par la
particule e, nous aurons 'équation :

d(V—") . g ov
Joe dl Liag
di

Xee' = (75)

Dans celle-ci, nous devrons remplacer U et V par
leurs expressions (67) et (68). De la premiére dc ces
cxpressions, on tire simplement :

1
00 o
AR (76)

La seconde devant étre traitée, dans la différentiation,
comme une fonction des six coordonnées et des six
vitesses composantes, nous la transformerons de telle
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sorte que les vitesses composantes y entrent explicite-
ment. Pour plus de facilité, nous décomposerons d’abord
V en deux parties, en posant :

V=V, +V,; (a7)

V, et V, représentent les expressions suivantes :

V. — kee' 02(rY) dsd_s kee (doc da! n dy dg/ + dz dz'
VT T Rp Osos di dt - \df dt U dt i dt)’
Voo R d5 8
z dsds' dt di
2R dax duy FR dw dy’ *R dx dz’

dwdx di di " dady dt di " owdd di dt

L PR dydw | R dydy | PR dy do
oydx' dt di dydy' dt dl dy oz dt di

= — €€
L_ PR dzdw’+J2R dz dy' | O°R dz d3'
\ 7" 0zdx’ di dt U 0zdy’ di di T 0z07 di di

Nous obtiendrons ainsi, pour la premiére partie :

1 )

Ny e (dﬁ dw | dy dy | dz d3
dr ~  odx\dt dt " di di WEZ)
dl
kK r 0*(r?) ds dsi (78)

3% 55 dsos di di’

AR kee’ da'
dx~ r  dt’

d_*.
d {1dx
0 =— kee' d_t(* dt) (79)
dl
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et pour la seconde partie :

ﬂz=_ee'i(.f’i_}‘. ds @.i’)
0x ox \dsos dt dt
Vo oy (LR 42 R dy' | PR dz' )
;@ dwdx dt T owdy df ' daoz' di
dt \ (g0)
. , 0 (R dx oRdy | dR'dZ
——ee?ﬁ(F"dT“LaJ i Tz d )
_ v 0 {0R ds |
_—ee%(()? \d—t)’ /
d/vg ol i(des)
Ea\'dg@ = %t | ow \gs’ i
t /

ce qui pourra s'écrire :

( ) ZlaE ]

ou bien enfin :

dZR dsds' (FR(ds) dR drs’ 81
dﬂ( ) dsdsdtdt+ + o5 aF | )
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Si l'on porte dans I'équation (75) les expressions
(76), (78), (79), (80) et (81), apres avoir substitué a v,
dans cette équation V, 4+ V,, on obtient :

"l k 3% ds ds’ d (1 da
o | (=)

L+ 5 Gsos dt df cht r di

+ oz [dZR( ) g? ogzz]

ce qui est I'équation (66) donnée plus haut.

Le calcul se simplifie évidemment beaucoup, si 'on
attribue & R la valeur zéro, que nous avons regardée
au §13 comme la plus probable. On obtient, dans ce cas:

X = —

1 |
05 E &) ds ds\ , d 1 da |
=_d.:;.(1_§ dsgv’cﬁg»{%)_ d_t(;' 7{1;—)
1
95 dede  dydy  dz dz 1d
:—(Tr[l k(d? da;—*—d%d_z EZE%)]—}‘@( df)(
ot
= da:(l — kovv'cose) — kidt (71' %Of—’) ;

/

Cest sous cette forme que jai d’abord donné, dans -
une commuunication du mois de février 1876, 'équation
qui sert a la détermination de la composante de la force
suivant l'un des axes coordonnés, ct qui se forme natu-
rellement d’'une maniére analogue relativement aux
deux autres axes.
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§ 15.

Loi de force pour des éléments de courant.

Si I'on veut déterminer la composante, suivant 'axe
des x, de I'action qu'un élément de courant ds' exerce
sur un élément ds, on devra appliquer I'équation (66)
aux quatre combinaisons suivantes des quantités d’élec-
tricité, prises deux a deux, hds et A'ds', hds et — A'ds,
— hds et h'ds', — hds et — W'ds', en considérant les
quantités Ads et A'ds' comme étant en monvement, et
— hds et — A'ds’ comme étant en repos. On aura
4 fairc la somme algébrique des quatre expressions
ainsi “obtenues. De cetic maniére on arrivera a
Texpression suivante de la composante cherchée :

01 01
, . 1 %% o2 7 da' | ds ds'
’Lhd&ds}ft“z 0w dsos 0s ds | di 4t

ou bien

1 1
/ 97 07 da' \ ds ds'

. . 7 ds'
hh'dsds' k \)71: cose — b5 ds ) @t di
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Si I'on représenie, pour les deux courants respecti-
vement, par ¢ ct par ¢ Iintensité du courant, c¢’cst-a-dire
la quantité d’électricité qui traverse, pendant I'unité de
temps, la section normale du conducteur, cette quantité
étant mesurée d’aprés la méme unité mécanique
que celle qui a €¢té usitée dans toutes les cCquations
précédentes, on pourra substituer ¢ et ¢ aux produits
n zj— cl A (ﬁz‘ ,
suivant 'axe des «, de l'action que I'élément de courant
ds exerce sur l'élément ds, 'expression :

¢t Pon trouvera, pour la composante,

/ 1 1
g 95 » do
kit'dsds' |\ —— cose — — ——
\\Oac 0s ds

Dans cette expression ne figure pas la fonction
ind¢terminée R, qui a disparu dans la formation de
la somme mentionnée plus haut. Nous sommes donc
arrivé, pour la composante, suivant une direciion
déterminée, de Paction qu’un élément de courant exerce
sur un autre, & unc expression cntiéerement déterminée,
dont nous pouvons dire gquelle est la seule qui soit
compatible avec les deux hypothéses suivantes : qu'il
n’y a quune scule éleciricité en mouvement dans
un conducteur solide, et que les actions réciprogues
des deux particules d’¢lectricité satisfont, par elles-
mémes, au principe de la conservation de I'énergie.

Déja, cen 1845 (Ann. de Pogg. t. 64, p. 1), H. Grass-
mann a déduit, par des considérations trés ingénieuses
d’un tout autre ordre, une expression de la force exercée
par un &élément de courant sur un autre, expression
quli concorde parfaitement avee la précédente; c'est une
heureuse conlirmalion de la théoric que nous avons
dévelappée ci-dessus.
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CHAPITRE X.

APPLICATION DU NOUVEAU PRINCIPE D'ELECTRODYNAMIQUE
AUX FORCES PONDEROMOTRICES BT ELECTROMOTRICES QUI ONT LIED
ENTRE DES COURANTS LINEAIRES ET DES CONDUCTEURS.

8§ 1.

Particularités qui distinguent
le nouveau principe d’électrodynamique.

Dans le chapitre précédent, nous avons déduit, relati-
vementalaction réciproque dedeux particules électriques
en mouvement, un nouveau principe qui se distingue
trés essentiellement des principes exposés antérieure-
ment. Au § 13 de ce chapitre, nous avons déja rendu
cette différence sensible en réunissant les formules
correspondantes du potentiel électrodynamique suivant
les différentes lois ; mais il ne sera pas inutile d’entre-
prendre encore ici cette comparaison & un point de vue
plus particulier.

Quand deux points se meuvent, on peut, comme on
le sait, outre les mouvements absolus des deux points
isolés, considérer encore leur mouvement relatif, Mais
on peut encore se faire deux conceptions essentiellement
différentes du mouvement relatif. Soient x,y, z et &',y , 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 400 —

les coordonnées rectangulaires des deux points, de sorte
d:)c dz/ dz ot 0% dct‘ dy d
de’ dt’ di Tt
santes des vitesses dans les deux mouvements absolus;
alors :

que 1epresentent les compo-

der _ dx’ dy _ dy' dz _ d¥
di wE Al T Al dt at’

sont les composantes de la vitesse du mouvement relatif
dans le sens usuel du mot. Mais plusieurs auteurs,
et en particulier W. Weber, n'ont entendu par ces mots
que laugmentation ou la diminution de la distance
des deux points, en sorte que, si » désigne cette distance,

au temps ¢, la vitesse relative est représentée par dﬁ

Pour exprimer cette dernicre vitesse relative, en fonction
des composantes des vitesses absolues, on doit différen-
tier I'équation :

r=i @—aF T y—y T+ —zP

par rapport a ¢, et l'on obtient :

dr 1 ~(dx  da’ dy _dy
at r[( o )( )

?ﬁ‘ﬂ)ﬂj ?“(de ar
iz az .
+ (2 —z)(dt m)] 9y

Les trois formules données par Weber, par Riemann,
et par moi, pour exprimer le potentiel électrodynamique
de deux particules électriques en mouvement l'une sur
l'autre, ne se distinguent essentiellement les unes des
autres qu'en ce que l'une ou lautre espéce de vitesce
relative ou les vitesses absolues s’y présentent.
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La formule de Weber ne contient que la vitesse
relative de la seconde espéce, cette formule étant :

V=_}_Q(dr)

Si Y'on remplace Z—? par l'expression ci-dessus, cetle

formule devient :

a5 Lo (= )+ =) (G =)

V=—Zp

=g~ )| e

Dans la formule de Riemann, c'est la vitesse relative
de la premiére espéce qui intervient, car cetic formule
est :

s T ) (F R e

Enfin, dans ma formule, se présentent les composantes
des vitesses absolues puisque

- dedx | dydy | dzdz .

V=% P (dt 9 Y uar T ar dt)' g

On reconnait tout de suite, par la comparaison des
formules (2a), (3) et (4), que la derniere de ces formules
est de beaucoup la plus simple, quant aux vitesses
absolues, puisqu’elle est homogeéne et du premier degré

o da dy dz . dx’ dy d' -
aussi bien en 7 d ct o awen e i t = » tandis
26
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que les deux premiéres formules contiennent les compo-
santes de la vitesse sous forme quadratique. Cette
circonstance contribue beaucoup 4 la simplification
des calculs & effectuer 4 I'aide du potentiel, et, & coté
de cela il y a cet avantage, que je considére comme
fondamental, que la loi de force exprimée par ma
formule est plus généralement admissible que les deux
autres.

Les lois exposées par Weber et par Riemann ne
peuvent, comme nous l'avons vu au commencement
du chapitre précédent, étre mises en harmonie avec
Texpérience que si Yon fait hypotheése particuliére
quun courant galvanique est formé de deux courants
opposés d'électricité positive et négative. Tl en est
autrement de la lol que jai posée. Dans la maniére
dont je l'ai déduite ci-dessus, j'ai, pour simplifier, fait
aussi une hypotheése particuliére sur la nature du mouve-
ment électrique dans les conducteurs, savoir que 1'élec-
tricité positive seule se meut, tandis que la négative
reste fixée aux atomes pondérables. Mais jai déja
montré au § 11 que la formule ainsi obtenue n’est pas
seulement valable pour le cas ou une seule électricité
se meut, mais qu'elle I'est encore lorsqu'on admet que
le courant électrique comprend deux courants d’électri-
cité positive et négative marchant dans des sens opposés,
et il est méme indifférent que ces deux courants aient
des intensités égales ou différentes. En effet, on peut
aisément se convainere qu'on satisfait encore a tous
les fails expérimentaux invogués dans le chapitre
précédent comme bases du calcul, lorsqu’on applique
Iexpression obtenue ypour la force 4 une combinaison
de deux courants opposés d'électricité positive et néga-
tive dont les intensités sont quelconques.
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Cette généralité plus grande de la validité de ma
formule est trés importante. Sil'on se rallie notamment,
comme je le fais, a 'hypothése faite par C. Neumann
gue l'électricité négative reste fixée aux atomes pondé-
rables, le courant d'électricité négative n'est exclu que
pour les conducteurs qui conduisent I'électricité sans que
les atomes se meuvent en méme temps. Au contraire,
dans les conducteurs électrolytiques, pour lesquels
la conductibilité a lieu par I'intermédiaire du mouvement
des molécules partielles positives et négatives, on doit
admetire des mouvements dans des sens opposés pour
les molécules partielles électrisées aussi d'une maniére
opposée, mouvements qui n’ont pas hesoin d’avoir lieu
avec des vitesses égales a cause de la mobilité différente
des différentes molécules partielles. Il s'ensuit gqu’une loi
de force, dont la validité est lie & une hypothése bien
déterminée sur le mouvement de l'électricité négative
(soit que cette électricité se meuve tout aussi vite que
la positive, ou qw’elle ne se meuve pas), qu'une telle loi,
disons-nous, ne peul étre appliquée 4 tous les courants
dans les conducteurs métalliques et électrolytiques ;
cela ne peut se faire qu'avec une loi de force dont
la validité est indépendante de la question de savoir
si J'électricité négative se meut et avee quelle vitesse.

Dans les développements généraux qui suivent, nous
introduirons par saite non-seulement un courant pour
Pélectricité positive, mais aussi un courant pour la
négative, mais nous laisserons indéterminé ‘le rapport
des vitesses des deux électiricités, en introduisant deux
notations différentes pour ces deux vitesses, auxquelles
nous pourrons uliérieurement donner des valeurs
quelconques. De la sorte, nous pouvons, pour chaque
conducteur électrolytique, admettre un rapport des deux
vitesses tel que le comporte la nature du conducteur,
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et pour les conducteurs métalliques, nous pouvons,
d’aprés la maniére de voir de Neumann, égaler 4 zéro
la vitesse de l'électricité négalive. On pourrait aussi,
silon voulait se rallier 4 la maniére de voir de Weber,
poser, pour les conducteurs métalliques, la vitesse de
I'électricité mnégative d¢gale a4 celle de la positive.
Les formules que nous obtiendrons de cette maniére
auront done I'avantage que l'on peut également bien
les accomoder aux diverses sortes de conducteurs
et aux diverses maniéres de voir sur le mouvement
de ['électricité.

o
[

Application du nouveau principe aux électricités se mouvant
dans des conducteurs linéaires en mouvement.

Appliquons maintenant le nouveau principe a déter-
miner les forces pondéromotrices s'exercant entre deux
courants linéaires, et les actions d'induction exercées
par un courant linéaire sur un conducteur linéaire.

D'aprés ce principe, si Xee' représente la composantle
suivant 'axe des 2 de la force qu'éprouve au temps ¢
une particule électrique e mobile, au point =, v, 2,
de la part d’une autre particule e’ mobile, au point
a’, iy, 2, distant du premier de =, on aura I'équation :

1

0 . ) ,

” dax dx dy dy dz dz :I
Xz_r)x[l_k(dz 7 Tar ar v al dt)

d /1 dx’ -
—_ oD =y, : (Z
ki (7' dl ) o)
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Pour pouvoir écrire plus commodément cette équa-
tion ainsi que celles qui suivront, nous introduirons
un signe sommatoire d'une signification spéciale.
Lorsqu'une somme comprendra trois termes se rappor-
tant aux trois axes coordonnés, mais identiques entre
eux pour le reste, nous n'écrirons que le terme relatif
4 la direction des @ et nous indignerons lexistence
des autres par le signe sommatoire, ainsi qu’on le voit
dans I'équation suivante :

dedz _ dedr | dydy | dzds
didi ~dtar T aiar Vaidt

Par 1a, I'équation ci-dessus devient :

1

0= .

7 dx dx’ d (1 dx .
Xz_dw(l"k di dt)_ko?t(% dt)' (Ba)

Appliquons maintenant cette équation aux électricités
en mouvement dans deux conducteurs linéaires. Soient
done donnés deux conducteurs s et s° parcourus par
des courants galvaniques ; ces conducteurs peuvent
se mouvoir et les intensités des courants peuvent étre
variables. Dans 'é¢lément de conducteur ds, imaginons
deux quantités égales d'électricité positive et négative,
gque nous désignerons par hds et — Ads. La vitesse de
circulation de l'électricité positive sera ¢ dans le sens
olt nous considérons Pare ¢ comme croissant, tandis que
la vitesse de circulation de l'électricité négative sera
-——¢,, dans le sens opposé. De méme, nous désignerons
par h'ds’ et — A'ds' les guantités d'électricité contenues
dans 1'élément de conducteur ds’, et par ¢’ et — ¢, les
vitesses des courants correspondants.
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Considérons d’abord deux particules électriques quel-
conques se mouvant dans les deux conducteurs et qui’
se trouvent, au temps (. aux points &, ¥, z el =, ¥, 2
a une distance » l'une de l'autre; chacune delles a
d’abord un mouvement dans le conducteur, que nous
appellerons simplement mouvement de circulation
et dont la vitesse sera désignée comme ci-dessus, pour
kélectricité positive, par ¢ dans l'un des conducteurs
et par ¢ dans lautre; oulre ce mouvement, chacune
de ces particules en posséde un autre du 4 ce gue
le conducteur se meut. Pour distinguer ce qui revicent
4 chacun de ces deux mouvements dans la variation
des coordonnées et de lu distance, nous introduirons
1a notation suivante.

Nous copsidérerons les coordonnées d'un point fixe
dans un des conducteurs comme étant simplement
des fonctions du temps ¢, tandis que nous imaginerons
que les coordonnées d’une particule élecirique circulant
dans s seront représentées par des fonclions de s et de ¢,
ou s sera de nouveau considéré comme une fonction de ¢.
De la sorte, la dérivée lotale par rapport & £ de la coor-
donnée o sera :

dx ox Jx ds .

at = ot os dt’

ou bien, en introduisant la notation ¢ pour le coeflicient
< s ., ds . J . . .
différenticl 77 dul représente la vitesse de circulation :

dx

0x 2 -
TJ=W+07}§' (6]

De méme, on aura pour la particule circulant dans
le conducteur s” avec la vitesse ¢ :

dx’ ox’ , 0%’
—_ = of +c T {7)

at
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On aura naturcllement a former des équations analogucs
pour les deux autres directions des coordonnées.

La distance » qui sépareles deux particules éleciriques
dépend immédiatement de £ & cause du mouvement des
deux conducteurs ct ensuite de s et de &, ot par la
intermédiairement de £, a cause du mouvement des par-
ticules dans les conducteurs s ct s'. La dérivée totale

de % par rapport 4 ¢ est donc :

a() o)  o( o>
ARCHE W

S

Comme il se présente dans I'équation (5,) une seconde
différentiation par rapport & f, nous avons encore &
examiner de prés les vitesses ¢ et ¢'. Dans un courant
galvanique, la vitesse de circulation des électricités peut
varier, avec le temps, en chaque lieu du conducteur,
parce que lintensité du courant peut étre variable,
¢t ensuite la vitesse peut étre différente en différents
licux du conducteur, dans le cas ol celui-ci n'est pas
partout identigue en scction et en nature. Si, conformé-
ment & cela, nous traitons comme une fonction de s
et de ¢ la vitesse de circulation dans le conducteur
de la particule électrique que nous avons considérée,
Ious aurons 2 poser :

glc
dt

nc dc
-=fi_t+00—s 9)

De méme, nous aurons pour la particule électrique
se mouvant dans le conducteur s :

de’ de’ , oc’
@ ot o (10)
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Aprés ces remarques préliminaires sur la maniére
de wraiter les quantités anxquelles nous aurons affaire,
nous déterminerons la force, qu'un élément de courant
ds' emercerait sur une wunité d'électricité supposde
concentrée en un point, si celle-ci circulail avec lu
vitesse ¢ dans le conducteur s.

Déterminons d’abord la force exercée, sur cetic unité
d’électricité, par la quantité d'électricité positive h'ds'
contenue dans I'élément ds' et circulant avec la vitesse ¢'.
La composante — « de cette force sera représentée par
le produit #'ds'X, ou X sera remplacé par I'expression
(5a), ce qui donne

{ p—

0.
dz da’ 'ds' 1dx
—nds' =~ (1_} d_“ﬂ) EH ds [7&(7' dt).

Examinons de plus prés le dernier terme. La quantité

717 %prend, par la substitution de I'expression (7) de —

a’t
1 /% AR
» ( dt + ¢ ds’) ’

elle doit étre considérée comme une fonction de ¢, set s';
et par suite, la différentiation totale par rapport a ¢
donne :

a{ldx 0 {1 dx' 0 {ldx .0 (1 ﬂ_m_)
(Yt(a" dt) dt(r dt)+ 0s(r de)+c%'(i ac )

On aura & multiplier cette équation par 2', et alors
Ic dernier terme pourra étre transformé comme suit :

la forme :

h'c’i(l dac) _d (ke dr) ldx diiic]
os’ \r dit _ds'(r dit]  r dt ods
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En méme temps, on aura a considérer dans les différen-
tintious indiquées dans le terme précédent que » seul
dépend de s. 11 viendra ainsi :

51
1 do' 1 da’ 7 do'

|d Vd (Fs)
hm(;«ﬁz)=h&(;«d7)+h“a?m

ok

Le coefficient différenticl 5 peut étre remplacé par

un auntre. L’élément de conducteur ds’ est limité par
deux scctions, qui se trouvent aux points déterminés
par les arcs s' et ' - ds’. Par la premicre section
pénétre, dans I'élément, pendant le temps d¢, 1a quantité
d’électricité positive k'c¢'df. Par la seconde section,
il en sort la quantité :

, dihve) oo
(hc’+ e ds) dt.

L’accroissement de la quantité d’électricité positive dans
I'élément est donc :

d(h'c)

J o7
s as' dt.

pendant le temps dt.
Mais cct accroissement est d’autre part aussi repré-
senté par :

on'

57 ds'dt,
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et 'on obtient ainsi I'équation :

ah'c) _ oh'
os’ ot (12)

ce qui permet de transformer I'équation (11) e

1

0
a (ldxy .. ¢ (1 dw » da' d [hc do
koTt(;-d )_ a(%‘a‘)* Pegs @ toas (T‘d?)
1 dx' ait
r di ot

On peut iei réunir, en un seul, le premier et le dernier
terme du second membre, ce qui donne :

1

, 0
, Ldx'\ ¢ (k dx , Yrde hic dx )
& (r dz)fd‘t(?%)“ Ts dt+ds(¢ dt) (13)

En substituant cette valeur dans le dernier terme

de Texpression ci-dessus de la composante de la force
celle-ci devient :

o1 r
’ L dx dx’ 10 (K do
—hdsd—w(l—k m—dtv)—kds K (?EZ)
1

0~
, v da }ﬁda:)]
+- ke Os dt+ds'(r di

. . .. “do |, dx
Nous avons encore enfin 4 substituer ici pour -, et

at
leurs valeurs (6) et (7), et nous obtenons ainsi I’ expressmn
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suivante de 1a force exercée par la quantité d’électricité
positive A'ds' :

x\ [0z , 02
_}”“'_[ 27+ T (G e )]
dl
|9 R ox | W ox ,dac , o O
~— kds li?)—t(? T 7 ds)+ Os (} ot +he _s)
hcd.'r h'c'zdm’
a5 (5 FW)]'

Sil'on veut ensuite exprimer la composante suivante,
l'axe @ de la force exercée par la quantité d’électricité
négative — A'ds' contenue dans I'élément ds’, sur l'unité
d'électricité supposée située dans le conducteur s, il
suffira de remplacer dans 'expression précédente 4’ et ¢
par — A’ et — ¢',, et l'on obtiendra :

1
v =k D%+ o) (5 - %)

1
' ' [ v 0— )
_ Vo, Wor  kciox » 0L ., , 0w
kds[d—z( L ES,)+c (-~ +h015§)

+ 2 (e o _’ic_dl)]

o8 gt r gs

En gjoutant ces deux cxpressions, nous obtenons
la composante suivant I'axe @ de la force a déterminer,
savoir celle que I'élément de courant ds' exercerait sur
une unité d’électricité supposée dans le conducteur s
et circulant avec la vitesse ¢. En faisant cette somme,
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on considérera que la somme A'c¢’ 4 X', ¢, représente
Yintensité du courant dans s, intensité que nous dési-
gnerons par ¢ et que nous supposerons la méme dans
toutes les parties du conducteur. Si nous représentons
cette composanie & par la notation rds', nous obtenons :

L ok
. LUn dx dx\dx' 9§ (i oz’ Ler o
v=k| oo (G e ) — S5 et s 5

0Ly ¢ i)
as’ ‘r dt 7 os ) |°

Les ¢équations qui déterminent les composantes x et
de la méme force ont naturellement des formes
analogues. .

Force pondéromotrice entre deux éiéments de courants.

A Taide de Ta force ainsi déterminée, qui est celle
quwexercerait un élément de courant ds’ sur une unité
d’électricité supposée dans le conducteur s, nous pouvons
facilement rechercher les forces que les quantités d’élec-
tricité hdset-—— Ads, réellement contenues dans I'élément
de conducteur ds, éprouvent de la part de I'élément
de courant ds'. .
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Pour obtenir la composante suivant l'axe des x de
la force que subit la quantité d’¢lectricité positive A ds,
dont la vitesse est ¢, il suffit de multiplier 'expression
ci-dessus de tpar Adsds', de sorte que cette composante
est représentée par :

1
wasar | ¢ 523 (%0 4 002) 221 _ 0 (192
1
e g (e ot |

Pour obtenir ensuite la composante x de la force
que subit la quantité d’électricité négative — Ads,
nous n’avons qu'a remplacer dans lexpression précé-
dente A et ¢ par — A et - ¢, et nous obtenons :

1
9. .
r ox oxy dx! d v ox
“"’“’s"s[ 2T ) e e
1
L, d",df__ - 6 1do | o—c, dw')]
Tat s s 0s’ (r ot T r os

La somme de ces deux expressions donne la compo-
sante « de la force pondéromolrice gue [élémeni de
courant ds subit de la part de Uélément ds'. Dans ceite
somme, tous les termes ou ¢ et ¢, n'entrent pas comme
fucteurs s'entredétruisent, et i} reste :

1 1

7, 0
’ , ox ox _ " r ox
khdsds'(c+c))t O Leut 95 G5 OS US
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On peut encore remplacer par Z le produit & (¢ + ¢,),
qui représente l'intensité du courant dans s. Conformé-
ment & notre notation antérieure, nous égalerons cette
expression a £dsds' et nous obtiendrons 'équation qui
détermine &, a laquelle nous adjoindrons les équations
correspondantes en » et £; nous aurons : '

1 1
£ — kid O dxa_“'_d_;'d_@
o 0w ds os ds 0¢
1 1
— kil d_; 9w 0 _ g_;' 9y (15)
& "\ 0y gs Os s o8
1 1
¢ — kid i;' d_xdﬂ_d_;ﬁii .
o 03 is 0s' ds 0s’ /

On peut encore transformer ces équations en substi-
tuant aux sommes qui y figurent des expressions
équivalentes. De 'équation :

=@ — Py — Y+ e — 2P

il résulte ;

02y dx dar’ | Oy dy' | i J3y Joc 0’
dsds’~—2(0_s gs’ _Osﬁ—}’ds d_s’)_——QZEd“s' :

Si I'on désigne ensuite, comme ci-dessus, par (ss') 'angle
des deux directions des ¢léments ds et ds', il vient :

, dxox
cos (s§') = PP
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En vertu de ces deux équations, on peut donner a la
premiére des équations (15) les formes suivantes :

1 1
d_ / ()_ '

. 17 »r 02y r ()_oc
E=—Fkii 2 oxdsgs 0s ds (16}
1 1
Q- 0~ .

.. 7 , 7 gx
E—=kii 7 cos(ss)—EE , (17)

et les deux autres équations (15) peuvent naturellement
aussi étre transforméces d’une fagon analogue,

En ce qui concerne les expressions que nous venons
d’obtenir et qui sont celles que nous avons déja déduites,
dans le dernier paragraphe du chapitre précédent, pour
les composantes de la force pondéromotrice que subit
I'élément ds de la part de I'élément ¢/, il est & remarquer
quelles ne sont pas influencées par l'une ou lautre
circonstance suivante, a savoir : que le courant galva-
nique consiste dans le mouvement d'une seule électricité
ou des deux, que les éléments de courants soicnt
au repos ou en mouvement, et que les intensités
soient constantes ou variables.

Quant 4 la direction, la force déterminée par ces
expressions se distingue essentiellement de celle admise
par Ampére, car elle n'agit pas suivant la ligne de’
jonction des deux éléments de courant.

On peut facilement déterminer géométriquement
la droite passant par le milieu de ds, suivant laquelle
la force agit. D’aprés la forme des cxpressions ci-dessus,
qui comprennent chacune deux termes, on peut décom-
poser la force en deux composantes, dont I'une est une
afrtraction dont la grandeur est

cos(ss)
7-2

kii' dsds’
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et dont l'autre a la dircction de ds’ et a pour grandeur :

o1
— kiirdsds — ou kit dsds’ i d_r
s 2 gs

Dr la résulte que la ligne d’action de la force.est dans
le plan passant par » et ds'. Dans ce plan, sa direction
cst déterminée par ce fait, qu'elle doit étre perpendi-
culaire a I'élément ds. En effet, la composante de la
force suivant la direction ds est représentée par :

. o 0z
dsds (" +T‘ds ”ds)

et si I'on substitue ici pourt, », & les expressions (15),
en tenant compte de I'équation :

1 1 1 1
Crix r oy i 70z 5
dax ds ' dyds ' 0zds  Os

tous les iermes se détruisent de sorte que l'expression
est nulle, et que la force ne peut étre que perpendiculaire
a I'élément.

Un autre point essenticl, dans lequel la force déduite
du nouveau principe différe de celle d’Ampére, est
le suivant. Quand deux éléments de courant sont diri-
gés de telle sorte quils coincident avec leur ligne
de jonction, ils exercent I'un sur lautre, d’aprés
la formule d’Ampére, une répulsion ou une attraction,
suivant que les courants les parcourent dansle méme
sens ou dans des sens opposés. Au contraire, d’aprés
la formule précédente, la force est nulle dans ce cas.
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Je ne pense pas quaucun fait expérimental bien établi
aille a4 I'encontre de ce résultat. On considére généra-
lement comme une démonstration de I'exactitude du
phénoméne déduit de la formule d’Ampére, le mouve-
ment que prend un flotteur métallique posé sur deux
rigoles paralléles remplies de mercure, lors du passage
d’'un courant; mais une telle conclusion ne parait pas
fondée, car ce mouvement peui aussi s'expliquer
autrement, notamment par laction que Télectricité
exerce sur les atomes pondérables, lors de son passage
du mercure dans le conducteur et inversement, action
gqui a lieu aussi dans les conducteurs cohérents, mais
qui ne peut alors produire aucun mouvement sensible,
et se transforme en chaleur.

Pour poursuivre la comparaison de la formule ci-
dessus avec celle d’Ampére, on peut se servir de
Péquation (2) du chapitre XIII qui est déduite de ceite
derniére:

1
P PE

= d_
, » 0 . 7
§ = kii { r}5:;—.005 (s8) — d; % % l:(w —x) ds] .

Cette équation ne differe de l'équation (17) que par
le dernier terme. Comme celui-ci est un quotient diffé-
rentiel en s', i1 donne un résultat nul lors de l'intégration
pour un courant fermé s', ou encore pour un systéme
(uelconque de courants fermés. De 14 il résulte que,
dans tous les cas ou il s'agit des forces pondéramo-
trices dues a des courants fermés (et par suite aussi
4 des aimants), les résultats déduits de la formule
d’Ampére concordent avec ceux qui se déduisent du
nouveau principe.

27
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Détermination de la force électromotrice induite.

Revenons maintenant a I'équation (14) :

1 1
0

o . . 2
g ox dw\ 0 g (7 0w L da!
T=’ﬂ[z —mZ(W+ C%)W‘ﬂ(i%)*“’ﬁﬁ
- -vi(l% ¢ —c' ox
Yo \» Tt + ” 05)

- La quantité t déterminée par cette équation est
définice de telle sorte que le produit v ds' représente la
composante de la force qun'exerce I'élément de courant
ds’” sur une unité d’électricité circulant dans le
conducteur s avec la vitesse c¢. Si l'on désigne
les composantes y et z de la méme force par Yds' et
zds’, les quantités y et z seront déterminées par des
équations enti¢rement analooues Silon désigne ensuite
par sds’ la composante de la méme force suivant
la direction du conducteur s, on aura 'éguation :

0
ds+q +3

ST——T B s
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Cette quantité, qui, comme on le verra par la suitle,
est ind¢épendante de ¢, est en rapport immédiat avee
une autre, de la détermination de laguelle il va étre
question. Le produit sdsds” représente en cffet la force
électromotrice induile par Uélément de courant ds’ dans
Uélément de conducleur ds. Silon désigne par E la force
électromotrice induite par un courant fini §' dans un

conducteur fini s, et par suite par ——— d d dsds' la force

électromotrice induite par I'élément de courant ds'
dans I'élément du conducteur ds, on devra poser :

8= Tsos"

L’équation ci-dessus devient done :

L0 dm dl/ [

gsos — Yos V0% T35 (18)

8ilon remplace T par l'expression donnée plus haut,
et 1] et 7 par les expressions correspondantes, les termes
affectés du facteur ¢ s'entredétruisent, et il reste :

1
8 b Oy b w9 (4 da
dsos Y G5 Lol Os' os 0t (’/‘ ds’)
L0 (1 dwdx’ | ¢'—dc, 0w dx'
AN = e ﬁﬁ?)]-
On peut poser :

1 :
; o 0w 0% __ 40 (1 o dm’) 7 J* dx’) )
f)—_ - I 1

ds ot os’ ot 08" otds 08
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puis :

_ 7 0*x ox' ox g (i'dx’\ 97 ox 600)
000s 05 Lt 05 Of (?W) - _(—9_(~ ds ds’

et Péquation ci-dessus devient :

B 0 /U0 ox' 1 ox 0x'

dsds —0_t<¢7 ds ds)+ ¢ ( 67%7)

.0 /1 ox dx' | ¢ —c, @_a_c‘d_x_'jl 19

— it 5 o5) | (9

On peut donner & cetie éguation une forme un peu

différente. Si do et do' sont les trajectoires infiniment

petites parcourues dans le temps d¢ par les éléments
de conducteur ds et ds’, on peut poser :

dx  dw dr " ox'  ox' dd
of ~ ds di & o T o7 dt’

en posant :

,_ ds ,  dd

Y=z & Y=
L’équation (19) se transforme ainsi en :
E 0/t oz dx' ' 0x 0%’
el R ED IS ERFACO I )

L0 '\ V0z 0 | I —C d_ag@g’}
08 ( ds 0a r 71 s ds') - (20)
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Si I'on désigne de nouveau par (ss') Pangle des deux
directions des deux éléments de conducteur ds et ds,
et ensuite par (sq') et (¢5') les angles des directions
de ds et de' d'une part et de do et ds' dautre part,
on pourra remplacer les sommes ci-dessus par les cosi-
nus de ces angles, et on obtiendra :

P*E 0 (¥ cos(ss) 5 0 (=5
0808,=k[__-0_£(1 cos;‘ss )_}_z’%\(YCO; s)

—

0 (Y'COS(SG') +(C'—C'1) COS(SS'))] 21)

as’ ¥ s

On pourra par l'intégration de I'équation différentielle
exprimée sous les formes (19), (20) et (21), calculer
la force électromotrice induite pour chaque portion du
courant inducteur et pour chaque portion du conducteur
induit.

Si le courant inducteur s’ est fermé, le dernier terme
donne une valeur nulle par I'intégration en s’, et Ion
obtient :

oE 0 [tcos(ss) . g [ycos(ss) .,
==kl [P e i & IS gy @)

Cette équation concorde avec les lois d'induction établies
par Fr. Neumann.

Si le conducteur induit est fermé, le deuxiéme terme
donne une valeur nulle par 'infégration en s, et il vient:

JE

? cos(ss'
‘W ——( ) das

r

. 0 Y cos(sa) | (c'— c'|) cos(ss) )
— ki 33-,/'( N L ) ds. (25)

0
——k5
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Eufin si s et s'sont tous deux fermés, les deux derniers
termes disparaissent dans la double intégration ensets’,
et l'on obtient ainsi, pour la force électromotrice induite
par un courant fermé s dans un conducteur fermé s,
P'équation trés simple :

s 3 0 i’ coslss) , .
E = kdt./‘./‘¥r dsds’, (24)

dans laquelle on peut anssi, dans l'indication de la diffé-
rentiation en ¢, faire usage du d droit au lieu du
0 rond, puisque l'expression a différentier ne dépend
que de £.

On peut naturellement, d’'une maniére analogue a celle
que nous avon$ développée pour déterminer la force
¢lectromotrice induite dans le conducteur s par le cou-
rant s’, déterminer la force électromotrice induite dans

le conducteur s” par le courant s. Si nous appelons E
2 1T,

cette derniére, et % ds ds', la force électromotrice

induite par lélément de courant ds’ dans l'élément
de conducteur ds, nous devrons poser :

o L [~% <z cos(ss‘}) 4 ifd— (Y' cos(s«'))

dsos 7 s’ r

.9 [vcos(ss) (¢ —¢,)cos(ss) =
s ( 7 + r )J - @
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§ 5.

Travail des forces pondéromotrices et électromotrices. -

Aprés avoir déterminé les forces pondéromotrices
quexercent I'un sur l'autre deux éléments de conduc-
teur ds et ds’ parcourus par des courants électriques,
ainsi que les forces électromotrices qu'ils induisent
réciproquement 'un dans l'autre, il est facile de recher-
cher le travail effectué par ces forces.

Les composantes de la force pondéromotrice exercée
par ds’ sur ds étaient représentées par fdsds’, ndsds’
et Ldsds’, les quantités &, », ¢ étant déterminées par
les équations (15); si l'on représente de méme par
Edsds', v'dsds' et §'dsds' les composantes de la force
pondéromotrice exercée par ds sur ds', on pourra
utiliser, pour déterminer ¥, »' et &', les mémes équations,
en y permutant les letires avec et sans accent.

Si 'on veut ensuite déterminer le travail que ces forces
effectuent, dans le temps df, par le mouvement des
éléments, on aura a former 'expression suivante :

asds at (%7 + %Y

, 92 ,0x' o0y’ 02
ot g Ve R G )
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Si I'on y substitue a &, n, & &, #, & leurs valeurs,
on obtient :

al o o) )
ox do U0z 0% 0 0
kii'dsds'dt os 08 08 ot 0s oS 0s ol
Ensuite, on peut poser :

1

Vrox o _ 9 (1N 0z 0 Fa g 1N0w 0
BE@“@‘(' ()TE) S0t 08’ 7 Le 05 05 01
1

V0 o (13 0wy 1 @ o'
7 _d_t?S")_ adsgt as'

95 ds g8  os\r

VPN ox _ 9 ox (m) 1Nz 0*a
09‘ s ot ds( ‘s ot 08 gs'ot’

d’ou il résulte :

0 (15om om0 (150w oz
kit dsds df [dt( st e ) s\ 37 o5
9, ey,
ds’ s ot

et si l'on effectue encore les mémes transformations
que pour (19), on obtient I'expression suivante pour
le travail des forces pondéromotrices effectué pendant
le temps dt entre deux éléments de courant :

7 os'\.  r

kiidsds dt [g (GOS(SS)> as(\Y cos (78’ ))_ 9T cos(s,r))}
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Pour exprimer le travail effectué, pendant le temps
dt, par la force électromotrice induite dans un conduc-
teur, nous avons 4 multiplier la force électromotrice
par l'intensité du courant dans le conducteur et par
I'élément de temps. Appliquant ceci aux deux forces
élémentaires, induites réciproquement par les éléments
ds et ds', il vient :

2 17
dsdsdt( ¢'E “3)

0s0s’ T dsos’

Sil'on substitue ici les expressions (21) et (25), plusieurs
termes se détruisent, et il reste :

-—kdsds’dtzidd ?_00_5(_))+ ,d(zcos Ss))

r r
4 [2 (mtdomiss)) | o (¢ d)enisi) |,

Les deux premiers termes de la grande parenthése
peuvent étre remplacés par les suivants :

d%(ii’co:(ss’)) 1y '%(W)’

de sorte que I'on obtient 'expression suivante du travail,
pendant le temps dt, des forces électromotrices induites
que les éléments ds et ds' provoquent l'un dans Uautre :

_kdsds'dtggt(” co: ) [di (009;3))

Q((c;c,)cos (ss') (d—dl)ﬂ(s‘s'))] $

d
+ds ” )+d—\- »
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Si 'on ajoute les deux gquantités de travail obtenues,
on obtient l'expression du fravail effectué, pendant
le temps dit, par toules les forces agissant enlre les
éléments ds et ds':

' 2.0 0 {12 cos(ss [0 {ycos(ss) [(c—e,)cos(ss)
hdsdsdt| 2 (L) iy [0 (1008(00) (ool coslss)

+ +

7 ”

d Y cos(sq)
o5 |

2 @=ejeosiss1,

$

Dans Tintégration de ces expressions en s et en s,
il se présente, pour le cas de conducteurs el de courants
fermés, les mémes simplifications que celles obtenues
pour d’aulres expressions dans le paragraphe précédent,
les termes qui sont des cocflicients différentiels en s
et en s' donnant des valeurs nulles lors de lintégra-
tion correspondante, quand le conducteur est fermé.
Si s et & sont fermés tous deux, il ne reste que les
intégrales des termes qui renferment des coeflicients
différentiels en ¢. Posant alors :

w = kffcos (ss) dsds’, (26)

»

et désignant par d.\, le travail des forces pondéromo-
trices, par dA, le travail des forces électromotrices,
et simplement par dA le travail de toutes les forces,
pendant le temps df, on a les équations :

dA, — ii'dw (27)
Ahe = — d(it'w) — it dw 28)
dA — — d(id'w), (29)

lesquelles concordent avec celles que nous avons données
dans les deux derniers paragraphes du chapitre VIII.
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Le potentiel électrodynamique de deux courants fermés
Pun sur l'autre,

En établissant le nouveau principe, j'ai formé une
quantité que j'ai nommaée le potentiel électrodynamique
de deux particules électriques en mouvement ¢ et ¢
et que j'ai représentée par : .

pee (do du' | dydy | dzd
7 (dt dit dt dt dt W}‘

expression que l'on peut écrire plus briévement

(o€ S dm
r dat di

En ce qui concerne cette grandeur, j’ai démontré que
son coefficient différentiel négatif par rapport & ¢ repré-
sente le travail effectué pendant le temps df des forces
qu'exercent 'une sur l'autre les particules.

Mais puisque, dans des courants fermés, les quantités
d’électricité qui sy trouvent 4 un certain moment
y restent, on peut, en appliquant U'expression ci-dessus,
former aussi le potentiel éleclrodynamique de deux
courants fermés lun sur Uautre; et ce potentiel doit
également satisfaire 4 la condition que son coefﬁcient
différentiel par rapport & £ représente le travail effectué,
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peundant le temps d¢, par toutes les forces que les cou-
rants exercent l'un sur l'autre.

Pour exprimer le potentiel, considérons d’abord
deux éléments ds et ds' des deux courants. Ces éléments
renferment les quantités d’électricité hds, — hds,
h'ds' et — h'ds'. Les vitesses de ces quantités d’électri-
cité ont été déterminées au § 2, et leurs composantes
suivant la direction « sont représentées

pour la quantité hds par + 9z
‘ dm dar;
= —hds = oL " Cigs
iy o' , 0%
» rds » 5T +c o5
. ox' ox'
» —_ h dS ” —d_‘ dl -J.;‘T H

on aura des expressions correspondantes pour les
directions des autres axes coordonnés. En formant
maintenant les quatre combinaisons de chacune des
quantités d’électricité contenues dans ds et dans ds’,
nous pouvons, pour chaque combinaison, exprimer le
potentiel électrodynamique des deux quantités l'une
sur I'autre. Ces potentiels sont représentés

] ) ]

pour hdset A'ds', par kw— E \dd?‘*“ (éf)(%f—{—c'%)
g hA dsds' 2 : dx o\ (Jx' ox'

L] hds » ——hds » k—’"- (E_*— c —d_s) (_t___c’l;)?)
o hh' dsds' ox dx\ (dx . 0ﬂm'

» ~hds - RdS - —k— Z(W—C‘WE)(?{—*—C ds“)

el © L hh'dsds' ox dx\ | dx’ 0&3’).

s hds w—has - BB Y (G- )G — g
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La somme de ces quatre expressions rcpréscnte
le potentiel des deux quantités d'électricité contenues
dans I'un des éléments de courant sur celles contenues
dans Pautre ; ceite somme est simplement

hh' dsds’ , ' dz ox'
k—T(C-*—Cl)(C +Cl) -(78_-0_,57'

ou cneore, en remplacant par ¢ et ¢' les produits 4 (e 4-c,)
et A'(c'+ ) qui représentent les inlensités et par
cos (ss’) la somme indiquée : '

kii'99§£§§) dsds’.

En intégrant cette expression pour les deux circuits
fermés, nous obtenons le potentiel des deux courants
Pun sur lautre. Désignons ce dermier par W, nous
trouverons

W=kﬁff9¥ﬂﬁﬁﬂ (30)

expression qui peut s'écrire plus simplement en faisant
usage de la notation (26) :

W = ii'w,. (31)

Dans le chapitre VIII, § 6, nous avons mentionné
une quantité introduite par Fr. Neumann, que nous
avons nommée le potentiel snagnéfigue de deux courants
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P'un sur lautre et que nous avons désigné par Q;
I'expression de cette quantité est :

R

— W,

ou

en appliquant la notation w.

En comparant cette expression avec celle trouvée
pour W, on voit que le potentiel électrodynamique de
deux courants fermés 'un sur 'autre, déduit du nouveau
principe, est égal en valcur absolue, mais de signe
contraire au potentiel introduit par Neumann.

Si nous considérons enfin I'expression, donnée 4 la fin
du paragraphe précédent, du travail effectué, pendant
le temps dt, par toutes les forces que des courants fermés
exercent l'un sur l'autre, nous voyons que ce iravail
est en effel représent¢ par la différentielle négative
de leur potentiel électrodynamique. L'expression obtenue
pour le travail des forces pondéromotrices seules 44" dw
n’est au contraire que la diftérenticlle négative du
potentiel magnétique, si les intensités des courants
sont constantes, ou tout au moins si leur produit
est constant.
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CHAPITRE XL

DISCUSSIONS SUR LA THEORIE MECANIQUE DE LA CHALEUR
ET DE L'ELECTRICITE.

§ 1.

Objection de Tait,
tirée de la considération des phénoménes thermoélectriques.

A la fin du premier volume de cet ouvrage, il a déja
été question de ce que Tait a motivé sa maniere d'agir
4 l'égard de mes travaux sur la théorie mécanique
de la chaleur, qu'il plagait aprés les travaux correspon-
dants des auteurs anglais malgré leur priorité reconnue
par lui-méme, en prétendant que Tlaxiome établi
par moi, savoir que la chaleur ne peut d’clle-méme
passer d'un corps froid dans un corps chaud, est faux.
Mails comme nous wavions pas cncore irailé alors
des phénomeénes éleciriques, je n’ai pu entrer dans
la discussion de son assertion tirée d’arguments relatifs
aux phénomeénes thermoclectriques, el jai réservé
ce point pour le second volume. J'y reviendrai done ici,
en communiguant la partie essentielle d’unc réponse
que j’ai publiée antérieurement .

1. Ann. de PoGa., t. 146, p. 208.
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Des deux phénoménes que cite Tait pour réfuter
mon axiome, j'examinérai d’abord celui dont il dit qu'il
fournit une preuve notoire de I'inexactitude du principe.
Cest notamment le phénoméne qui consiste en ce qu'une
batterie thermoélectrique, dans laquelle les tempéra-
tures des soudures sont celles du point de fusion et
du point d’ébullition de I'eau, est en état de porter
au rouge un fil fin.

Pour démontrer I'absence compléte de fondement
de cette objection, je n’ai qu’a rappeler ce que j'ai déja
exposé en 1853 dans mon Mémoire sur les phénoménes
thermoélectriques® et que T'on retrouve dans le cha-
pitre VII de ce volume. J'ai montré alors que 'on peut
comparer un élément thermoélectrique (et naturellement
aussi une batterie thermoélectrique) 4 une machine
4 vapeur, la soudure chaude correspondant & la chau-
diére, et la soudure froide au condenseur. A la soudure
chaude, de la chaleur est soutirée a un réservoir dont -
-nous appellerons ¢, la température, tandis qu’a la sou-
dure froide, de la chaleur est cédée & un autre réservoir
dont ¢, est la température. La quantité de chaleur cédée
est moindre que la chaleur regue; et nous désignerons
par suite par Q la chaleur recue et par Q -+ ¢ la chaleur
cédée dans I'unité de temps. L'une des partics g de cette
derniére quantité de chaleur est conscmmée par le
travail nécessaire 4 la production du courant électrique,
et l'autre partie Q passe dun corps de température ¢,
dans un autre de température ¢, .

Si I'on dépense le travail, qui est effectué par une
machine a4 vapeur, a vaincre des résistances de frotte-
ment oun d’autres résistances passives, on la retransfor-
mera en chaleur et I'on pourra, dans des circonstances

1. Ann. de PoGa., t. 90, p. 513.
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appropriées, engendrer une température bien supérieure
a celle de la chaudiére 4 vapeur. De méme, dans
la batterie thermoélectrique, le travail, qui devait étre
effectué pour mettre I'électricité en mouvement, peut
se transformer de nouveau en chaleur par leffet des
résistances 4 la conductibilité vaincucs, et l'on peut
aussi, dans des circonstances appropriées, produire
une température de beaucoup plus élevée que celle
des soudures chaudes. Par exemple, il se peut, comme
le cite M. Tait, quun fil soit échauffé jusqu'a l'incan-
descence, alors que les soudures chaudes n’ont que
la température de I'cau bouillante.

Si nous désignons par £, la température que le fil
prend et qui peut étre maintenue constante pendant
un temps quelconque, nous pouvons dire : une partie
de cette quantité de chaleur ¢, qui est consommée
en travail dans la batterie, réapparait comme chaleur
dans un autre corps de lempérature 4. Commie cetie
chaleur consommée en travail provient d’un réservoir
de température!,, nous obtenons, commeun des résultats
du cycle, le transport d’une certaine quantité de chalenr
d’un corps de température?, dansuncorpsdetempérature
plus élevée ¢,.

La question qu’il s'agit maintenant de trancher est
de savoir, si ce passage de chaleur, d’'une température
plus basse & une température plus élevée, a eu lieu
de lui-méme.

Souscette courte dénomination: de lui-méme, jentends
comme je I'ai souvent expliqué : sans qu'il se produise
en méme lemps une aulre wmodification servant de
compensation. Tant que lon a affaire a des cycles
fermés, il y a deux sortes de modifications qui peuvent
servir de compensation, dabord le passage de
chaleur d'un corps chaud dans un corps froid, ensuite

28
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la consommation de travail, ou pour étre plus précis,
la. transformation de travail en chaleur.

Si nous considérons & ce point de vue notre batterie
thermoélectrique avec le fil fin porté au rouge, nous
voyons que, d'une part, la quantité dc chaleur g est
en partie passée de la tempcérature ¢, & la température
plus élevée ¢,, mais qu'en méme temps 'autre quantité
de chaleur Q passe de la température ¢, a la température
plus basse 1,. Ce dernier passage dc¢ chaleur constitue
la compensation du premier, et nous ne pouvens done
pas dire que le premier passage aeu licu delui-méme.

Le cas que nous venons d'examiner est si simple
et si clair, qu’on pourrait le choisir comme un cxemple
bien approprié & lexposition et a la confirmation
de mon axiome, et c'est précisément ce cas que M. Tait
a choisi pour démontrer son inexactitude.

Comme autre cas, qui contredirait mon axiome,
M. Tait cite une chaine thermoélectrique dans laquelle
la soudure chaude a une température qui est supérieure
4 celle du point neutre. Il s’agit donc d'une chaine
thermoélectrique, dans laquelle le courant n'est pas
continuellement renforcé par 'échauffement croissant
d’une soudure, mais dans laquelle le courant décroit
a partir d'une certaine température, et change méme
de direction lorsque l'on dépasse encore suffisamment
celle-ci.

J'ai également discuté ce phénoméne dans le Mémoire
cité ci-dessus. J'ai cherché & Vexpliquer par ce fait,
que, dans un des métaux dont une telle chaine se
compose (ou méme dans tous les deux), la modification
de température améne un changement de I'état molé-
culaire, qui fait que la partie modifice du métal se
comporte, sous le rapport électrique, avec la partie
non modifiée, comme deux métaux différents. Aussitot
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quune modification de cette nature a lieu, des forces
électromotrices agissent, non plus seulement aux points
de contact des différents métaux, mais aussi la ol
des parties différemment constituées d'un méme métal
se touchent. D'aprés cela, de la chaleur est engendrée
ou consommée, non seulement aux soudures, mais aussi
en d’autres places, qui se trouvent & lintéricur des
métaux isolés, et, pour déterminer tous les passages
de chaleur existants, nous devons par suite considérer,
outre les températures des soudures, les températures
de ces autres places.

Par 14, la chose devient naturellement plus compli-
quée. Bien que lexistence de ces modifications soit
démontrée dans des cas particuliers, nous ne possédons
sur elles que des connaissances trop restreintes pour
pouvoir examiner isolément tous les phénoménes qui
ont lieu dans une chaine thermoélectrique de cette
nature. Cependant, on ne contestera pas qu'il y a,
dans I'hypothése que j'ai faite, au moins la possibilité
d’'une explication des phénoménes en question, et par
les développements de Budde, que jal communigqués
4 la fin du chapitre VII, on reconnait comment cette
explication peut étre conduite de maniére & étre entiére-
ment en concordance avec mon axiome. On ne peut
donc tirer de ces phénoménes aucune objection contre
cet axiome.
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§ 2.

Objections de F. Kahlrausch.

Dans un intéressant mémoire sur la thermoélec-
tricité et la conductibilité électrique et calorifique!,
F. Kohlrausch souléve contre ma théoric des courants
thermoélectriques, une objection sappuyant sur une
contradiction qui semble ressortir de la théorie méca-
nique de la chaleur, et qui exige par suite un examen
approfondi. Comme le passagcquicontientcette objection
est court, il vaut micux le citer textuellement.

Aprés avoir dit que la théoriec mécanique de la chaleur
n’a pas égard, dans la détermination du travail effectué
par la chaleur, a4 Végalisalion de celle-ci produite par
la conductibilité, et que si l'on regarde ce procédé
comme permis dans tous les cas, on en déduira une
objection importante contre son hypothése gqu’un cou-
rant de chaleur peut effectucr du travail, Kohlrausch
continue ainsi :

« Mais il se présente dans le domaine de I'électricité
un autre cas, qui d’aprés ma maniére de voir, ne peut
étre mis en concordance avec les principes de la théorie
mécanique de la chaleur ou, en d’autres termes,

1. Gdttinger Nachrichten; fév. 1874 et Ann, de Poga., t. 156;
p. 601.
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avec l'axiome de Clausius, & savoir que la chaleur
ne passe pas d’elle-méme d’'une température moindre
4 une température plus élevée, autrement qu'en attri-
buant 4 la conductibilité de la chaleur un rble essentiel
dans le phénoméne. Tait avait présenté le dif axiome
comme inexact, parce quon peut, au moyen d'une pile
thermoélectrique de température peu élevée, porter
un fil 4 lincandescence. Clausius réfute aisément cette
objection, I'é¢lévation de température de la chaleur
développée dans le fil étant accompagnée, d’aprés
Peltier, du passage d’une autre quantité de chaleur
de la soudure chaude & la soudure froide de la pile
thermoélectrique (Ann. de Pocé., t. CXLVI, p. 310).
Dans cette réfutation, on suppose cependant que la
température développéc dans le fil échauffé a une limite,
ce qui arrive toujours en réalité; si I'on pouvait accroitre
a volonté cette température, on pourrait, dans la pile
thermoélectrique, par le passage d'une quantité finie
de chaleur d’une température & une température plus
basse, mais différant de la premicére d’une quantité finie,
élever une autre quantité finie de chaleur a4 une tempé-
rature aussi haute quon le veut. »

Cest cette élévation d’'une quantité finie de chaleur &
une température arbitrairement élevée, que Kohlrausch
regarde comme une contradiction existant dans ma
théorie, et cela I'a porté 4 faire entrer la conductibilité
de la chaleur dans le champ de ses considérations
Mais je crois pouvoir démontrer que, par une conception
entiérement conforme a I'esprit de la théorie mécanique
dela chaleur, bien que n’ayant pas jusqu'ici été exprimés
d'une maniére aussi précise, cette contradiction dispa-
rait, méme sans faire entrer en ligne de compte la
conductibilité de la chaleur.
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Pour mieux juger de la nature du phénoméne en
question, que Kohlrausch a mis en évidence pour la pile
thermoélectrique, il ne sera pas inutile de montrer qu’il
peut aussi se présenter dans d’autres machines thermro-
dynamiques, par exemple, dans la machine & vapeur.
Dans celle-ci, la mati¢re médiatrice de l'action de la
chaleur ('eau) absorbe de la chaleur dans la chaudiére,
dont nons appellerons T; la température absolue ;
elle en céde au condenseur dont T, sera la température
absolue. Mais la quantité de chaleur cédée est moindre
que la quantité recue, et nous pouvons, en faisant
ahstraction des pertes causées par les imperfections
des machines, considérer l'excés de la chaleur recue
comme 1ransformé en travail. Si nous désignons par
Q + ¢ la quantité de chaleur absorbée dans la chaudiére
et par Q la quantité cédée au condenseur, pendant
I'unité de temps, ¢ sera la quantité de chaleur transfor-
mée en travail, tandis que Q scra la quantité de chaleur
qui passe de la température T, a la température T,.

Si maintenant le travail effectué par la machine
est utilisé a vaincre une résistance de frottement,
il se retransforme en chalcur et la quantité de chaleur ¢,
qul avait été consommée en travail, réapparait comme
chaleur dans les corps frottants, dont nous désignerons
par T, la température absolue. On peut done dire que
celte quantité de chaleur est passée de la température
T,, a laquelle elle a élé regue par la machine, a la
température T,. Comimne la température T, des corps
frottants peut étre arbitrairement élevée, nous parve-
nons également ici & ce résultat que, par le passage
d'une quantité finie de chaleur (Q) & une température
inférieure d'une quantité donnée (de T, a4 T.), on peut
élever une autre quantité finie de chaleur (g) & une
température arbitrairement élevée (Ts).
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Pour voir ensuite de quelle maniére la température T,
intervient dans les équations de la théorie mécanique
de la chaleur, nous avons a former l'cxpression de
la valeur déquivalence du passage de la quantité
de chaleur ¢, de la température T, & la température T,,

savoir :
(%—)
q 11\2 - T1 *

Cette expression représente, si T, > T, une quantité
négative dont la valeur absolue croit lorsque T, aug-
mente ; mais cet accroissement n'a pas licu dune
maniére indéfinie, puisque l'expression tend vers la
valeur finie et déterminée

— 4
T,

quand T, croit indéfiniment; cette derniére valeur est
la valeur d’équivalence de la transformation en travail
de la quantité de chaleuar ¢ de température T,.
Ce caractére des formules concorde enti¢rement avee
cetie circonstance qu'une quantité de chaleur transfor-
mée d’abord en travail, peut étre ensuite retransformée
en chaleur de température aussi élevée quon le veut.

Mais s'il s’agit ici de température arbitrairement
¢levée, on ne doit pas entendre par la une température
infiniment élevée dans le sens strictement mathéma-
tique; & cet égard, la nature méme de la chose implique
une limite.

Pour le reconnaitre, et pour nous faire une idée
approchée de la nature des grandeurs dont il est question,
imaginons que le travail produit par une machine
a vapeur soit d’abord utilisé & metire en mouvement
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un corps de masse donnée, par exemple, une unité
de masse, et que ce soit ce mouvement qui doive étre
transformé en chaleur. Alors nous aurons encore ici
simplement affaire 4 la transformation d’une espéce
de mouvement en une autre espece, de sorte que
la conclusion sur I'élévation de la température qui peut
étre atteinte sera simplifiée.

Si T'on entend par température absolue dun corps
la force vive moyenne des diverses particules du corps,
qui se meuvent indépendamment dans le mouvement
désigné comme chaleur, cest-a-dire des atomes, on peut
énoncer comie suit le principe qu'un corps ne peut
en ¢chauffer un autre 4 une température plus élevée
que la sienne : les atomes d’un corps ne peuvent
communiquer aux atomes d’'un autre des mouvements,
dont la force vive est en moyenne supérieure 4 la leur.
Appliquons ce résultal au cas ol unce unité de masse,
se mouvantcommeun tout, doit imprimer un mouvement
plus rapide aux parties les plus petiles dun corps,
par exemplé, aux molécules d’'un gaz, qui en vertu
de la chaleur sont animées d’'un mouvement progressif,
et engendrer par la de la chaleur; nous pourrons
dire que la plus haute température développée par
ce moyen serait celle par laguelle une molécule unique
aurail, par son mouvement progressif, unc force vive
précisément la méme que celle de lunit¢ de masse
entiere. Nous parvenons ainsi 4 une valeur extraordi-
nairement grande, mais pas précisément a une valeur
infiniment grande, de méme que la masse d’'une molécule
est excessivement petite vis-a-vis dune unité de masse,
mais pas précisément infiniment petite.

Naturellemen! cette considération ne peut pas servir
a nous donner, une fois pour toutes, unc valeur de la
limite de température.qui peut étre atteinte, puisqu’avec
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la grandeur du travail, change aussi la grandeur du
mouvement qui peut étre mis 4 sa place; néanmoins,
on obtient au moins ainsi une idée de l'ordre des gran-
deurs en question.

La restriction dont il vient d’¢tre question par rapport
aux températures accessibles m'est pas exprimée dans
les équations de la théorie mécanique de la chaleur.
Comme nous l'avons vu dans les valeurs d’équivalence
considérées ci-dessus, ce sont notamment les valeurs
réciproques des températures qui interviennent dans ces
équations, et les valeurs réciproques de ces hautes tempé-
ratures limites sont négligées a cause de leur petitesse.
Il y a naturellement 1a une inexactitude ; cependant
on reconnaitra sans doute que, vis-a-vis de I'énorme
¢lévation de ces températures limites, il n’y a 1a qu'une
inexactitude analogue & celle qui est inhérente 4 presque
chaque équation de la physique, en tant qu'il y a peu
d’équations de cette sorte qui, applicables dans les phé-
noménes qui se présentent dans la réalité, le soient
encore en toute rigucur jusqu'a I'infini.

Avant d’écrire, au sujet des objections de Kohlrausch,
les considérations communiquées ci-dessus et publiées
d’abord dans le tome 160 des Ann. de Pogé., je m’étais
déja du reste exprimé d’une maniére analogue & une
autre occasion. Dans un mémoire publié en 1865,
lorsque j'ai parlé de la notion introduite par moi de
la valeur de transformation de la chaleur, il a été
question de la maniére de déterminer la valeur
de transformation d'un mouvement d'une grande masse
pondérable qui se meut d'une scule piéce. Cette valeur

1. Ueber verschiedene fir die Anvendung bequeme Formen der
Hauptgleichungen der mecanischen Wirmetheorie. Ann.dePosa.,
t. 125, p. 353, et ZThéorie mécanique de lu chaleur, 1ve édition;
mém. IX; t. I, p. 377.
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de transformation est, ecu égard & sa petitesse, négligée
dans les formules de la théorie mécanique de 1a ehaleur;
je nal pas dit qu'elle élait nulle, mais je me suis
exprimé comme suit' : « Lorsquune imasse, a cOté
de laquelle un atome peut étre considéré comme
infiniment petit, se meut d’une seule piéce, la valeur
de transformation de ce mouvement peut de méme
étre considérée comme infiniment petite relativement
4 sa force vive. » De la sorte, je n’indique pas seulement
que la grandeur en question n’est pas infiniment
petite dans le sens strictement mathématique, mais
lordre de grandeur est fixé d’'une maniére bien déter-
minée par la comparaison citée de la masse d'un atome
avec celle de la masse enticre, du mouvement de
laquelle il s’agit.

§ 3.

Vues de W. Thomson et de F. Kohlrausch
sur les phénoménes thermoélectriques.

‘W.Thomson a publié plusicurs mémoires tres intéres-
sants, en partic de nature théorique, ¢n partie de nature
cxpérimentale, sur la maniére dont se comportent,
sous lc rapport thermoélectrique, les substances et
spécialement les métaux. Une premiére petite notice

1. Ann. de Poga., t. 125, p. 399, et Théorie mécanique de la
chaleur, 1% é&dition, t. T, p. 420.
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parut déja avant mon mémoire publié en 1853, et le
contenu sg’en trouve réexposé dans le chapitre VII',
Au contraire les mémoires plus élendus, qui renferment
ie développement de la théorie et qui donnent commu-
nication de séries d’essais trés nombreuses, parurent un
peu plus tard, notamment en 1854 et 1856°% Par les
recherches expérimentales, une série des faits relatifs
aux propriétés thermoélectriques des métaux jusqu’alors
connus partiellement et incomplétement, ont été établis
et étudiés en détail, et la grande valeur de ces recher-
ches ne peut naturellement étre influencée d’aucune
maniére par les divergences d’opinions qui peuvent
surgir au sujet des causes des phénomeénces en question.
Mais en ce qui concerne les considérations théoriques,
je dois avouer que je ne puis me rallier 4 quelques-unes
d’enire elles.

Dans l'étude des phénoménes thermoélectriques,
il s'agit d’abord de la production du courant thermo-
électrique, et sous ce rapport, on peut distinguer
deux choses. En premier lieu, il y a le processus
régulier, dans lequel, une chaine formée de deux métaux
ou autres conducteurs de la premicre classe, donne lieu,
par une différence de température des deux soudures,
4 un courant dont l'intensité croit réguliérement avec
la grandeur de cette différence de température. En
second lieu, il y a les anomalies 4 ce processus régulier,
qui se présentent dans maintes combinaisons de métaux,
particuliérement dans la chaine fer-cuivre, et qui
consistent en ce que le courant ne crolt pas toujours
pour une différence de température croissante, mais

1. Proc. of the Edinb. R. Soc., Déc. 1851 et Phil. Mag. Ser. IV,
vol. 1L, 1852,

2. Transactions of the Edinb. R. Soc. for 1854 et Phil, Trans.
for 1836. — Continué dans les Phil. Trans. for 1875.
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décroit des quunc des températures a atteint unc
certaine valeur, ¢t pcut méme changer de sens lorsque
cetle température est trés grande.

Un autre phénomeénc est li¢ 4 la production du courant
thermoélecirique ; oulre la quantité de chaleur engen-
drée de ce chef que le courant surmonte la résistance
4 la conductibilité dans toute la chaine, quantité
proportionnelle au carré de lintensité du courant,
il disparait & certains endroits de la chalcur, ¢t a
d’autres, il en apparait, et les quantités de chaleur
en question sont simplement proportionnclles & Yinten-
sité. S’il ne s'agit que du processus régulier, on n'a
besoin d’admettre de tels phénomeénes qu'aux points
de contact des différentes substances, et c’est en cela
que consiste ce quon a 'habitude d’appeler le phéno-
méne de Peltier. Mais si, au contraire, les irrégularités
mentionnées ci-dessus se produisent, on doit admettre
que ces effets dont la grandenr est proportionnelle
4 lintensité du courant, ont lieu en différents endroits,
méme dans l'intérieur des métaux séparés.

La théorie de Thomson se rapporte surtout a ces
disparitions et apparitions de chaleur a lintérieur
des métaux séparés. Il essaie de ramener ce phénoméne
aune action particuliére de I'électricité, ce qu’il exprime
en disant que par un courant, Uélectricité transporte
de la chaleur a travers un conducteur inégalement
chaud (carries heat vith it). En particulier, il s'exprime
comme suit au sujet du fer et du cuivre! : Pélectricité
résineuse transporte de la chaleur dans un conducteur
en fer inégalement chaud, et Uélectricité vitreuse agit
de méme dans un conducteur en cuivre, Par Uexpression
ici employée de transport de chaleur dans un conducteur

1. Transactions of the Edimb. R. Soc. Vol, XXI, p. 143.
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inégalement chaud, il faut entendre une chose que
je ne crois pas facile a saisir sans une explication
spéciale; savoir que, dans le cas ou I'électricité circule
d'un endroit plus chaud &4 un endroit plus froid du
conducteur, il y a de la chaleur développée dans
le conducteur, et inversement qu'il y a de la chaleur
soutirée au conducteur, dans la circulation inverse.

Conjointement & cette maniére de voir, Thomson
introduit une nouvelle grandeur qu’il nomme la chaleur
spécifique de Uéleciricité et qu'il définit comme suit' :
si un courant d’intensité infiniment petite » circulant
dans un métal, d'un endroit de température ¢ 4 d¢
vers un endrcit de température ¢, développe entre
ces deux points une quantiié de chaleur yo dt pendant
I'unité de temps, o est la chaleur spécifique de 'électri-
cit¢ dans ce métal. D’aprés Thomson, la quantité ainsi
définie a des valeurs différentes dans différents métaux,
et méme des signes opposés. D'apreés les conventions
ci-dessus, la chaleur spécifique de I'électricité vitreuse
est positive dans le cuivre; celle de I'électricité résineuse
est positive dans le fer, de sorte que celle de I'électricité
vilreuse y est négative.

Jignore si ces conventions et définitions ne doivent
servir qu'a exprimer d'une facon commode et simple
la maniére dont se comporient les différents métaux
relativement & la production ou la disparition de chaleur
quiy a lieu pendant qu'ils sont traversés par un courant
élecirique, ou si elles sont sensées contenir une explica-
tion réelle des phénoménes. Dans ce dernier cas, je dois
dire que je ne suis pas en état de me faire de cette
explication une représentation physique qui me paraisse.
acceptable.

" 1. Loe. cit., p. 133.
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De plus, dans ce cas, la production et laconsommation
de chaleur qui ont licu aux points de contact de diffé-
rentes substances, c'est-a-dire, le phénoméne de Peltier,
scrait de tout autre naturc que la production et la
consommation de chaleur a lintérieur dun métal,
et une explication spéciale serait encore nécessaire
pour ce phénoméne.

Enfin, en ce qui concerne la production du courant
thermoélectrique, Thomson n’en a, que je sache, donné
aucune explication.

F. Kohlrauseh ! a plus récemment exposé une théorie
plus compléte des différents phénoménes que nous con-
sidérons; cette théorie pose également en principe une
nouvelle propriété de I'électricité, et en méme temps
une nouvelle propriété correspondante de la chaleur.

Kohlrausch admet notamment, qu'a un courant de
chaleur est relié un courant électrique dans un rapport
déterminé dépendant de la nalure du conducteur,
et quinversement, la chaleur se meut par Ueffel dun
courant électrique. La derniére propriété atiribuce par
Kohlrausch a l'électricité, de faire mouvoir la chaleur
par le courant, doit étre entendue auirement que celle
admise par Thomson, savoir celle qu’il exprime cn
disant que Péleciricité transporte la chaleur. Daprés
Thomson, 'action du courant, dont il est guestion, n'a
lieu sur la chaleur existante dans le conducteur que
dans le cas ou il est inégalement chaud, et méme
cette aclion a liew dans des sens opposés, suivant
que l'électricité circule du chaud au froid, ou du froid
au chaud; il y a dégagement de chaleur dans un cas,
absorption dans l'autre. Au contraire, I'effet admis par
Kohlrausch doit avoir lieu aussi dans un conducteur

1. Gottinger Nachrichten. Février 1874, et Ann. de Poga., t. 156,
p. 601,
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uniformément échaufé, et il n’y a pas de renversement
de l'espéce mentionnée en dernier lieu.

A Tlaide des propriétés quil attribue a I'électricité
et 4 la chaleur, Kohlrausch explique la production
du courant thermoélectrique et 'absorption et la pro-
duction de chaleur aux points de contact de différentes
substances; il montre ensuite comment, 4 I'aide d'une
hypothése particuliére accessoire, on peut aussi expli-
quer 'absorptionet la production de chaleur & I'intérieur
d'un méme métal. Malgré cela, je ne puis pas me rallier
4 ce qui précéde, parce qu’il faudrait admettre autant
de nouvelles propriétés de la chaleur et de l'électricité
quil y a de phénoménes & expliquer; l'une de ces
propriétés, & savoir que la chaleur, peut effectuer
un travail dans le passage qui a lieu par conductibilité
d'une place chaude & une place froide, est en contra-
diction avec les hypothéses actuelles de la théorie
mécanique de la chaleur; ma théorie, au contraire,
est conforme aux hypothéses faites actuellement dans
la thermodynamiquesurles circonstances danslesquelles
lIa chaleur peut effectuer du travail.

En outre, je rappellerai que, dans le deuxiéme para-
graphe de ce chapitre, jai réfuté l'objection que
Kohlrausch a faite 4 ma théorie et 4 cause de laquelle
il a cru devoir se prononcer contre elle. Cest pourgquoi
je n'al aucune raison d’abandonner ma théorie qui rend
compte de tous les phénoménes observés, si on I'étend
de la maniére que javais primitivement indiquée, et que
Budde a développée ensuite.
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§ 4.

Objections de Zédliner
contre les considérations d’électrodynamique
contenues dans le chapitre IX,

Zollner a soulevé diverses objections, dont je reléverai
ici les principales, contre les considérations d’électro-
dynamique, contenues dans le chapitre IX, qui m’ont
conduit & formuler le nouveau principe d’électrody-
namique ",

J’ai montré que le principe de Weber conduit, dans
I'hypothése du mouvement d’'une seule électricité dans
un courant galvanique, 4 l'existence d’'une force exercée
par un courant fermé, au repos et constant, sur de
I'électricité au repos, force qu'on n'observe pas enréalité.
Zollner reconnait lexactitude des équations que jai
posées, et qui avaient déja précédemment été établies
par Riecke; mais il pense que la force qu’elles détermi-
nent est si petite, quelle échappe 4 I'observation,

La composante @ de cette force est déterminée par
I'équation (4) du chapitre IX, savoir :

' "2 Y
x_ 42 (ds\) J f(JV e,

¢ \dt) oz Js’

1. Ann. de PoGa., t. 160, p. 514, et Ann. de WiED., t. 2,p. 604.
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Une particularit¢ caractéristique de cette formule
. . . ds . )
cst que le coefficient différentiel b qul représente

A

la vitesse du mouvement ne 8’y présente pas en facteur
ala premiére puissance, mais bien au carré. Il résulte
de 1a que, si 'on se donne lintensité du courant,
c’est-a-dire la quantilé d’élecivicité qui traverse, pendant
P'unité de temnps, une section et qui est exprimée par

., ds . ,
le produit A’ L la valceur de la formule varie essentiel-
¢

lement avec la manicre dont on considére le courant,
c’est-a-dire suivani que lon atiribue une irés grande
valeur 4 la quantit¢ d’électricité qui circule et une valeur
minime & sa vitesse, ou que l'on regarde la quantité
d'¢lectricité comme winime et la vilesse coumme trés
grande,

Zillner sappuie, dans ses considérations, sur les
recherches bien connues de R. Koblrausch et Weber,
sur la réduction aux unités mécaniques des mesures
d’'intensité des courants', d’olt les auteurs ont, entrc
autres, tiré la conclusion (p. 281) que la vitesse de
circulation dans les conducteurs d¢lectrolytiques est
si faible, que I'on n'obtient qu'un mouvement progressif

1 . . \
de 5 mm. par seconde, en faisant certaines hypothéses

sur lintensité du courant et la section du conducteur.
C'est cetie valeur de la vitesse que Zollner utilise, el
il parvient par la 4 une valeur de X qui n'est plus
appréciable a l'observation, & cause de sa petitesse.
Mais il y a des objections trés sérieuses a faire a cette
manicre de proccder.

Si nous ne considérons d’abord que les conducteurs
électrolyliques, la conclusion de Weber et Kohlrausch

1. Abh. der. K. sichs. Ges. der Wiss. 111, p. 221.

29
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indiquée ci-dessus sc rapporte a la vitesse moyenne
de toules les molécules partielles contenues dans l'élec-
trolyle, cest-a-dire a celle vitesse que I'on ohtiendrait,
si 'on imaginait que touies les molécules particlles
positives et négatives contenues dans Vélectrolyte sc
meuvent de la méme maniére suivant les deux directions
opposées. Sil'on fait, au contraire, d’aprés ma maniére
de voir, 'hypothése beaucoup plus vraisemblable que
relativement peu de molécules partielles exécutent
Ie mouvement en question par lequel l'électricité est
transportée, et que par suite ces molécules ont par
cela méme des vitesses d’autant plus grandes, on obtient
naturellement aussi de plus grandes valcurs pour X,
qui dépend du carré de la vitesse.

8i, au lieu d'électrolytes, nous considérons ensuite
des conducteurs méialliques, on a pour ceux-ci a tenir
complie de cette autre circonstance que les molécules
ne se meuvent pas avee toules les quantités d’électricités
qui y sont adhérentes, mais quil y a un passage
d'électricité de molécule & molécule. Il n'est certes pas
nécessaire d’admetire quc toute la quantité d'é¢lectricité
appartenant & une molécule abandonne celle-ci et passe
4 la molécule voisine, mais il est beaucoup plus probable
que des parties relativement petites des quantités totales
d'¢lectricité se transportent, ct c'est ce qui nous conduit
4 de beaucoup plus grandes vitesses.

Si donc dune part, comme Webcer et Kohlrausch
Pont indiqué avec raison, on ne doit pas penser a consi-
dérer comme vitesse du mouvement de I'électricilé,
la vitesse prodigieuse de plusieurs centaines de milles,
que Wheastone et d’autres savants ont {rouvée dans
la propagation de l'action ¢lectrique, on ne doit pas,
d’auire part, d’aprés ma conviction, surtout il s’agit
de conducteurs métalliques, utiliser comme vitesse réelle
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du mouvement de Télectricité, cetie valeur minime
1 .
de 5 . que Weber et Kolilrausch ont caleulée comme

étant une certaine vitesse moyenne. Dans ce cas,
la vitesse est probablement plus grande, dans unc
proportion trés élevée, de sorle que la démonsiration
de Zollner tombe alors complétement.

La question s¢ présente encore sous un jour plus
défavorable 4 la démonstration de Zollner, quand l'on
considére les aimants au lieu des courants galvaniques,
On parvient alors 4 un résultat directement opposé
a celui que cet autcur a obienu.

Remarquons d’abord que, pour les courants molécu-
laires, par lesquels on explique daprés Ampére le
magnétisme, la double circulation admise par Weber
est encore plus invraisemblable que pour les courants
galvaniques dans des conducteurs solides. Que l'on
imagine que I'électricité positive se meut en tourbillon-
nant autour d’'un noyau ¢électrique négatif, il n'y a la
quune idée cntierement conforme aux autres phéno-
meénes mécaniques que nous voyons. Mais que deux
fluides différents se meuvent continuellement autour
du méme centre et dans deux directions opposdes,
cela me parait presque inconcevable.

D’ailleurs Weber lui-méme, qui, pour faire regarder
aun moins comme possible la double circulation moléeu-
laire, avait émis l'idée que peut-étre l'un des fluides
décrivait un circuit plus restreint et 'autre un circuit
plus étendu, s'est fait plas récemment des courants
moléculaires d’Ampére une autre représentation enticre-
ment conforme a celle que nous avons des autres
phénoménes mécaniques. Weber admet notamment’

1. Electrodynamische Maassbestimmungen, insbesondere iiber
das Princip der Erhaltung der Energie. Leipzig 1871, p. 41.
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quune particule électrique positive et une autre négative
tout aussi grande font partie d'un ustome pondérable.
Quand il considére le mouvement des deux particules
d’électricité I'une autour de lautre, il dit que le rapport
dans lequel ces deux parties participent au mouvement
dépend du rapport de leurs masses, et que, quand une
particule d’éleciricité adhére a un atome pondérable,
la masse de ce dernier doit entrer en ligne de compte
aveccelle de la particule électrique. Apresqu'il a désigné
par + ¢ la particule positive et par — ¢ la ndgative,
il dit expressément @ « Cest sculement a cetle dernicre
quadhére un atome pondérable, de sorte que sa masse
est tellement augmentce, que la masse de la particale
positlve peut éire considérée comme négligeable vis-i-
vis d’elle. La particule — ¢ peut done étre considérce
comme au repos, tandis que la particule +4- ¢ scule est
en mouvement autour de la premicre, »

Dans celte manicére de voir, la double circulation
adinise autrefois par Weber nexiste pas; il n’y & qu’un
simple mouvement rotatif de I'électricité positive autour
d’un noyau ¢lectrique négatif; et, 4 cette sorte de mou-
vewent, I'équalion déduite ci-dessus de la formule
de Weceber est applicable. Si T'on peut maintenant
démonirer que la force déterminée par cette équation
est si grande gqu’elle ne pourrait échapper a I'observa-
tion, si elle existait, il faut conclure, du fait que cette
force ne s'observe pas dans la réalité, que le principe
.adopté par Weber est en contradiction avee I'expérience
pour la nature du mouvement admise par lui-méme
dans les courants moléculaires.

Il est d’ahord A remarquer que Paction électrodyna-
mique lotale ordinaire des courants moléeulaires d’un
aimant est si grande que, si Ton voulait remplacer
un aimant tant soit peu puissant par un solénoide
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I'entourant extéricurement et d'égal effet électrodyna-
mique, on devrait utiliser un courant trés puissant,
ou un trés grand nombre de spires.

A cetle eirconstance favorable pour le cas de 'aimant
gen ajoute encore une autre gqui donne une telle
prédominance a la force, quil devrait exercer sur
de Uélectricité au repos d’aprés le principe de Weber,
que méme celle des plus forts courants dans des
conducteurs de dimensions ordinaires est complétement
néeligeable vis-a-vis d’elle.

De la formule obtenue précédemment pour la compo-
sante X, c'est-a-dire :

' AV 2
g 4h (ds \’ J (1}1,/7"

|
o ) os V0 )

il résulte que la force dont il sagit ici se comporte,
sous certain rapport, d'une toute autre manicére que
les forces électrodynamiques que 'on considére ordinai-
rement. Sil'on détermine la force qu’exerce un trés petit
courant fermé, que nous considérerons comine circulaire
pour la simplicité, sur un autre petit courant fermé
ou sur un pdle magnétique, cest-a-dire la force
¢leetrodynamique ordinaire, on la trouve proportion-
nelle & l'aire du circuit. Si I'on détermine, par contre,
la force exercée, d’apres la formule précédente, par le
courant circulaire, sur une unité d’électricité au repos,
on trouve qu’elle est proportionnelle au périméfre du
cerele. Le raisonnement suivant montre combien cette
différence est essentielle.

Conslruisons, a l'intérieur d'un grand cercle, un trés
grand nombre de petils cercles qui soient sl voising
les uns des autres quils remplissent, pour la grande
partie, Yaire {otale; imaginonsd’une part le grand-cercle
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et d'autre part 'ensemble des petits cercles parcourus
dans le méme sens par des courants d’égale intensité,
et comparons les forces exercées par les deux systéimes
de courants. Eu ce qui concerne la force délecirodyna-
mique ordinaire, nous trouverons que la force totale
exercée par tous les petits courants est moindre que celle
exercée par le grand courant, puisque l'cnsemble des
aires entourées par tous les petits courants est moindre
que laire entourée par le grand. Si nous faisons,
au contraire, la comparaison en ce qui concerne la force
qui, d’aprés la formule, est exercée sur de I'électricite
au rcpos, nous trouverons que la force exercée par
Tensemble des petits courants dépasse de Dbeaucoup
celle exercée par le grand, puisque l'enscmble des
longueurs des circuits des premiers dépasse de beaucoup
la longueur du circuit du dernier. Cette prédominance
de la force totale des petits courants sur celle du grand
cst d’autant plus forte que les courants sont plus petits
et que, par suite, leur nombre est grand.

Si nous en revenons maintenani & considérer un
aimant, et que nousimaginons un solénoide qui I'entoure,
ayant assez de spires ¢t parcouru par un courant assez
intense pour que, en tant qu'il soit question de la force
électrodynamique ordinaire, il agisse avec la méme
intensité que laimant, c'est-a-dire que Iensemble
de tous les courants moléculaires y contenus, cette
égalité d’action n'aura plus lieu, en vertu de la formule
ci-dessus, pour la force exercée sur de Iélectricité
au repos; 'action exercée par les courants moléculaires
sera de beaucoup supérieure a celle excrcée par le
solénoide, et cela dans un rapport excessivement grand
acausedunombre des courants moléculaires qui dépasse
toute imagination.
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Il résulte de ce qui précéde que, si méme on introduit
dans la forinule une vitesse de I'¢lectricité aussi petite
que celle que Zollner admet, et qui conduit pour le
solénorde & une force trés petite, on parviendra pourtant
inversement 4 une force trés grande pour laimant.
Le fait quunc telle force ne sobserve ni pour les
aimants permanents, ni pour les électro-aimants, dans
lesquels on peut produire et faire disparaitre subitement
lalinantation, peut étrc considéré comme une preuve
certaine que le principe de Weber est incompatible
avec I'hypothédse que, dans les courants moléculaires
des aimants, I'électricité positive seule se meut.

Dans ses deux écrits, dont nous venons de reproduire
les considérations les plus importantes, qui ont purement
rapport & la question, Zéllner, qui combat ouveriement
et avec une certaine violence mon principe, en arrive
a un autre endroit 4 essayer de montrer que ce principe
n'est pas, 4 proprement parler, nouveau, mais quil
concorde dans sa partic essentielle avee celui deWeber,
quelques « simplifications rationnelles » pouvant rame-
ner ma formule du potentiel & celle de Weber.

Sous ce rapport, je me contenterai de rappeler la
comparaison des formules du potentiel données par
Weber, par Riemann et par moi, que jai exposée
dans le premicr paragraphe du chapitre précédent
(p. 400). Un simple coup d’ceil jeté sur les trois formules
(2., (3) et (4) sufflt pour démontrer qu'elles différent
essenticllement 'une de Tantre, et que les opérations
que Zollner indique comne des simplifications ration-
nelles, pour ramener ma formule & celle de Weber, sont
des transformnations complétes de princijie.
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Objections de W. Weber,

Dans la deuxiéme partie du second volume des
Mémoires scientifiques de Zollner, paru récemment,
une autre objection a éié soulevée contre mon principe
d’électrodynamique. Zollner y dit qu’il cst redevable
de la recherche en question a Wilhem Weber, qui l'a
autorisé a la publier en cct endroit., En méme temps,
il annonce quune addition, qu’il avait faite 4 son
mémoire précédent et qui contenait également une oljec-
tion 4 mon principe, provenait aussi de Weber.

Dans ces conditions, il faut attribuer une importance
toute particulicre a ces objections, et nous les considére-
rons de prés. Dabord nous porterons notre attention
sur 'addition au mémoire antéricur de Zsllner.

Cette addition contient expressément ce qui suit :

« Clausius, dans sa formule du potentiel,

ee'
3 (1 + Eue' cos ¢),

désigne par v et ' les vitesses absolues des particules e
et ¢!, el par ¢ Pangle de leurs dircctions. Ces vitesses
peuvent se décomposer en deux autres u égales ef direc-
tement opposées, qui font entre elles I'angle s == =, et en
deux autres w égales et de mine direction qui font
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enfre elles 'angle e = 0. 8i u = 0, alors v = %' = w et
i

ee
cos s =+ 1; de sorte que le potenticl est = - (1 + Aew?).

Siw=0, v —= v =wu etcos s = — 1; alors lec potentiel
!

ee \ ;
est = — (1 — Au?). Le premier cas se préscnte pour
r

deux particules au repos sur la terre, qui se meuvent
avec celle-ci dans Pespace. Pour de telles particules,
la loi de l'électrostatique cst démontrée expérimentale-
. . ee' .
ment et, d’aprés cela, le potentiel est 7 ce qui est
en contradiction avec la loi de Clausius. Dans le second
casg, la vitesse relative des deux yparticules est 2u ct
la loi de Clausius est en concordance parfaite avec celle
de Weber si I'on prend la constante de Clausius & égale

v

4 . . . ,
a —~ En modifiant la loi de Clausius, conformément

au principe de Vélectrostatique, on en tirera celle de
‘Weber comme oz générale. »

1l y a, dans ces considérations, deux points & ren-
contrer.

En premier lieu, il y a cette circonstance que deux
particules d’électricité au repos sur la terre se déplacent
avec celle-ci dans Pespace et ont des vitesses égales et
de méme direction, dont Webcer désigne par w la gran-

ee!
_— 2
- (14 kw?)

pour le potentiel, et Weber dit que ceci est en contra-

diction avec la loi expérimentale de I'électrostatique,
!

d’apres laquelle le potenticl est-g—:-.

deur. Dans ce cas, ma loi donne la formule

Silon examine la chose de plus pros, cetle contradic-
tion apparente avee 'expéricnee disparait completement.
Désignons par z, y, z et X' y', 2’ les coordonnées, par
rapport & un systéme de coordonnees fixe dans I'espace,
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des deux particules électriques e et € au repos sur
la terre; comwe on peut, dans le cas de la recherche
expérimentale regarder la vilesse w du point de la terre
comme constante en grandeur et direction, ma formule
du potentiel donnera les expressions suivantes pour
les composantes de la force que ¢ exerce sur e :

)L ! 1

r r 9 o 7
—ee (1 —kw¥); —ee (1 —kw"); —ee' " (1—kw?),
it ) 7z ) L )

. ee' C .
tandis que la formule - - du potentiel électrostatique
r

donnerait les expressions :

1 1 1
Vi A

—ee -—; —ee —-; e —
Jr JYy VU3

Les expressions obtenues pour ces deux cas ne diffé-
rent par conséquent que par le facteur constant
1 — Aw® Ce factcur constant a, sur les formules,
la méme influence que si lunité avec laquelle on mesure
les quantités d'électricité e ct €', était un peu modifiée.
Mais puisque nous ne déduisons l'unité, avec laquelle
nous mesurons I'électricité, que de la force qu'elle exerce,
nous ne pouvons remarquer une modification de la force
qui a lieu d'une maniére constante, de sorte quo cette
contradiction disparait.

En second licu, Weber dit que, si I'on modifie ma
formule, en raison de cetic contradiction (supposée) avee
la loi d’¢lecirostatique, de lelle sorte qu’on ne considére
plus, dans sa formation, les dcux vitesses o égales
et de méme direction, et qu'on ne fasse enirer cn ligne
de compie que les vitesses w égales el de directions
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; oy o ee' '
opposées, ce qui lui donne ainsi la forme — (1 — Zu?),
r

cette derniére formule concorde avec sa formule du
potenticl de sorte que, par cette rectification, on tire,
de ma formule, 1a sienne comme loi générale. Mais cecl

2 . o ec’ L)
est une méprise, car la formule — (1 — Au?) n'est pas
.
cclle de Weber, mais bien celle de Riemann, puisque
L , . . dr
la quantité 2w n'est pas égale & i
la vitesse relative, dans le sens ordinaire du mot.

11 ne peut naturellement y avoir aucun doute que
cette méprise n’a ¢té causée que par Pexamen trop
superficiel du sujet, et, en effet, Weber lui-méme
a complété sa théoric dans un travail publié par Zollner

dans laseconde partie du second volume de ses mémoires.
A la vérité, il ne dit pas que son assertion antéricure,

, maijs représente

. ee'
d’aprés laquelle la formule — (1 — ku?) concorde avec
r

sa formule du potentiel, est inexacte, mais il entreprend
pourtant la décomposition de la vitesse u, qui est néces-

. . L dr .
saire, pour obtenir la quantité i qui intervient dans

[£
sa formule. Il décompose % en deux composantes, dont
T'une est dirigée suivant la ligne de jonction des deux
. . . 1 die ,
particules ¢t qui est égale a Elere et dont l'autre est
normale & cette ligne de jonction. Désignons dans la suite
par i, et u, ces deux composantes.

Aprés avoir fait cette décomposition, Weher émet,
une autre considération, de laguelle il déduit une nou-
velle objection contre ma formule du potentiel.

Tl forme notamment mon potentiel électrodynamique
aussi bien pour les vitesses totales © et ¥, que pour
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les composantes séparées de ces vitesses, puis il
compare les dernicres expressions avee la premicre.
Le potentiel électrodynamique relatif aux vitesses totales
est déterminé par I'¢quation :

ee!
V=—~%"— vV coss.
"

Si Pon ddécompose les vitesses dans les deux compo-
santes w ¢t u, et qu'on désigne par W ct U les polentiels
qui 8’y rapportent, on a les équations :

N '
w; U=—k s
r r

W =1

u2.

Si Pon décompose les vitesses dans les {7oés composantes
w, ¥, ot ue, et quon désigne par W, Uy, U, les poten-
tiels qui 8’y rapportent, on aura :

ee . ee' ee
we; IJ1=—*Ii>7: ul; Uy=— —k . us.

W=k

»

Weber dit maintenant quon doit sattendre & ce que,
dans la premicre décomposition, Ia somme W + U e,
dans la seconde, la somme W -+ U, + U, soil égale a V;
mals que ceel n’est pas le cas, car la quantité o' cos ¢
n'est pas égale aux sommes algébriques »* — u® et
v® — u] — w3, mais est représentée par une expression
beaucoup plus compliquée.

Si cela ¢tait réellement vrai, ma formule da potenticl
deviendrait, en effet, par 14 méme invraisemblable,
Mais en considérant la chose de plus prés, on trouve
que cela est inexact, et que lassertion de Weber n’a 66
causée que par un examen trop superfleiel du sujet,
puisqu’elle repose sur une simple faute de calcul.
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Des deux sommes algébriques w'—w? et w? —u] — s},
nous n’avons besoin de considérer en détail que la pre-
miére, pulsque la seconde peut éire ramence a celle-ci,
au moyen de U'équation uf + ul = uw’ qui cst évidente
par elle-méme, On peut aisément démontrer (malgré
Passertion contraire de Weber) que I'équation :

e’ cos & = w'— (1)

est exacte.
Pour ccla, considérons les composantes suivant
les axes coordonnés de v, ¢, w et w. Les composantes @

. . dx da! ,
des vitesses v et ¢ sont = et o Il en résulte que
les composantes x des vitesses w, égales ct de méme

dr | da
direction, sont pour les deux particules 5 (LTJ -+ W)
et que les composantes @ des vitesses u, égales et
l/dz dax'
de directions opposées, sont respectivement 2((&( B )
l/de  dx
o (=
On a des expressions analogues pour les autres axes
coordonndés. Dapres cela, on a pour w et » Jes ¢qualions
suivantes :

17/de | dre'\e dy | dy'\® ( dz')QJ
[P - L e
“ 4[((41 T ) +(d ) Fla T

Ade  dx'\E L qdy  dy (/L 754 "’J

el =) =+ ) )

En retranchant la seconde de ces équations de la pre-
micre, on obtient :

) pour la premiére et la seconde particule.

dr dx dy dy' dz 3
T YT R AU it
W g T de T i
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et I'expression contenue dans le second membre est bien
vo' cos s, de sorte que U'équation (1) est démontrée.

Au lieu de ce calcul trés simple, Weber en fait un
beaucoup plus compliqué, dont je ne donnerat ici que
ce qui est nécessaire pour montrer la faute de calcul.
Désignant par v 'angle compris enfre la direction de w
el celle d’'une des direetions wu, il forme les équations :

v — u® + w®— 2uw cosy

()
" = u® + w? + 2uw cosy.

Appelant ensuite « et 8 les angles formés par la
direction ¢ avec les directions » et ¢', il écrit les
équations :

. v . v
SIn Y= — Sl @ = — SIN 5;
) 22

d’ou il résulte :

weosy = ur—visintz = | @ —p2sin B, (3)

Puis Weber dit que, de ces déquations, résultent les
suivantes :

u? .
vt = u? | w? cos 2z ( 1+ \/—2 — sm?a)
- w

- u* . A
V2 =u? + w? cos 23 < 1+ \/I&E — s;m{j)’

(4)

et les valeurs de v et v déterminées par ces équations
sont celles qu'il pense devoir substituer dans ma formule
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. ee . .
du potentiel £ — v’ cose, de sorte que celle-ci prendrait
r
une forme trés compliquée.

En réalité, les équations (4) ne résultent pas des
équations (2) et (33), qui donnent plutét :

ut
v = u® | w? (cos 2a -+ 2 cosa \/—ZF -— sin?a)
- (3)
2
V=’ - w? (cos 25 4+ 2 cosp \/%)? —sin? {3). ’

De ces équations, on peut déduire la relation :
v’ cos (¢ + B) — w' — 1,

¢n tenant compte encore d'une certaine relation qui
existe entre les vitesses u et w et les angles « et 5;
on remarquera que la somme des angles « et 5 est bien
langle que j'ai désigné par . Ainsi, par ce développe-
ment, bien qu'l soit indirect, on parvient encore
A Téquation (1) contestée par Weber; Tobjection de
ce dernier tombe done.
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§ 6.

Recherche de Lorberg.

Dans la deuxiéme partie du second volume des
mdémoires scientifiques de Zpliner, que jai déja citée
au commencement du paragraphe précédent, lauteur
mentionne aussi le mémoire publié par Lorberg dans
le tome 84 du Journal de Borchardt, et il dit que, dans
ce mémoire, on démonire que ma loi est insoutenable
et (sous certaines suppositions évidentes d’elles-mémes)
que la loi de Weber est nécessaire. On verra clairement
ce qu'il faut retenir de cette affirmation en examinant de
plus prés le résultat obtenu par Lorberg.

Dans son mémoire, Lorberg applique d’abord la loi
de Weber et la mienne a quelques cas particuliers.
Dans cette application, il se présente naturellement
certaines différences dans les forces qui en résultent,
mais toujours seulement dans des cas tels, qu’il n'est pas
possible, par n’importe quelle expérience faite jusqu'ici,
de décider de lexactitude de I'un ou de lautre des
résultats divergents. Il ne peut donc étre question
de démontrer que ma loi cst insoutenable.

Ensuite, Lorberg effectue une recherche semblable
a celle que jai faite; et il déduit la forme mathématique
du principe en se basant sur certaines propositions.
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Celles-ci sont, pour autant qu'elles reposent sur des
expériences, essenticllement les mémes que celles que
jal faites; mais il y a en plus une proposition, qui va
expressément & 'encontre des vues que jai exprimées;
c'est celle d’aprés laquelle les forces électrodynamiques
ne dépendent que du mouvement relatif des particules
d’électricité et méme du mouvement relatif dans le sens
attribué a ce mot par Weber, c’est-a-dire, celui qui se
rapporte au rapprochement ou & I'¢loignement mutuel
des particules.

Jai dit de prime abord que mes développements se
distinguent des autres semblables faits antéricurement
en ce que jy considére, non seulement le mouvement
relatif, mais aussi les mouvements absolus des particules.
Pour montrer comment cette différcnce se manifeste
dans les résultats, j’ai fait une comparaison des formules
du potentiel données par Weber, par Riemann et par moi,
comparaison que j'ai reproduite dansle §Idu chapitre X;
jal montré, par la, que ces formules se distinguent,
en ce que celle de Weber renferme la vitesse relative
dans le sens lui attribué par cet auteur, en ce que celle
de Riemann renferme la vitesse relative dans le sens
ordinaire, et cn ce que la mienne renferme les compo-
santes des vitesses absolues. Quicongue, comme Zillner,
considére comme évidente par elle-méme I'hypothése
que les forces électrodynamiques ne dépendent que du
mouvement relatif, dans le sens attribué a ce mot par
Weber, n’a pas besoin de faire de nouvelles recherches
pour décider enire les troigs formules; il peut le faire
immédiatement a la simple lecture.

La recherche de Lorberg est cependant précieuse
pour la clarté du sujet, parce quelle établit dune
maniére plus nette quon ne lavait fait jusque la,
les conséquences qui découlent de certaines hypothéses;

30
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mais elle ne peut pas étre en contradiction avec ma
recherche, parce qu'clle repose précisément sur d’autres
hypothéses.

Ce qu’il y a de mieux pour faire voir clairement dans
quelle relation se trouvent les résultats des deux recher-
ches, cest de les mettre en regard sous des formes
aussisemblables que possible. Lerésultat de larecherche
de Lorberg peut s'exprimer comme suit : s¢ lon part de
Uhypothése que seul, le mouvement relatif, dans le sens
pris par Weber, peut avoir une influence sur les forces
électrodynamiques, on parvient a la conclusion que le
principe de Weber est le seul possible, et que dans un
courant électrique, les deux électricités doivent circuler
avec des vitesses €gales el opposées. Au contraire, le
résultat de ma recherche est le suivant : si Pon ne veut
pas faire hypothese que, dans les courants galvaniques
et dans les autres couranis célectriques, auxquels les
lois électrodynamiques sont applicables, les deur élec-
tricités circulent avec des vilesses égales el opposées,
on ne peul non plus admellre que seul, le mouvement
relatif (dans le sens pris par Weber ou dans le sens
ordinaire) a une influence sur les forces électrodyna-
migques, mais lon doil aussi altribuer une influence
aux mouvements absolus, et Pon parvient alors @ mon
principe, qut est le seul possible.

FIN DU DEUXIEME VOLUME.
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