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Die Curven vierter Ordnung mit drei doppelten 

Von 

Dr. C. BEYEL 
in Ziirich. 

Hierzu Taf. 1 Fig. 1-8. 

1. Erzeugung  aus e iner  Strahleninvolution und  einem Kegelschnitte. 

8at.z. G e g e b e n  s e i  e i n e  S t r a h l e n i n v o l n t i o n  Jl m i t  d e m  
S c l i e i t e l  Ml u n d  e i n  K e g e l s c h n i t t  KZ. C o n s t r u i r e n  w i r  i n  d e n  
S c h n i t t p n n k t e n  e i n e s  S t r a h l e s  x, d e r  I n v o l u t i o n  JI m i t  B2 
d i e  T a n g e n t e n  a n  d i e s e n  K e g e l s c h n i t t ,  s o  s c h n e i d e n  s i e  d e n  
S t r a h l  z f l ,  w e l c h e r  sl i n  d e r  I n v o l u t i o n  J1 c o r r e s p o n d i r t ,  i n  
z w e i  P u n k t e n  e i n e r  C n r v e  v i e r t o r  O r d n u n g  - C4. 

Beweis.' (Fig. 1.) Wir  zeigen, dass auf jeder Geraden g der Ebene 
vier Punkte  des durch den Satz bestimmten Ortes liegen. Sei mit Jlk 
die Involution harmunischer Polareu um iW1 und  mit ml f i e  Polare von 
M, in Bezug auf K B  bezeiühnet.** D a n n  gehort zu jeder Gcraden durch 
Ml  eiu Strahl der Involution Jlk und  ein Strahl der Involution JI. Letz-  
tere Strahlen sind somit einander eindeutig zugeordnet und  bilden eine 
Frojeütivitiit P i k .  Schneideu wir nun  ml mit den  Strahlen der Involu- 
tion Jlk u z d  g mit dcn entsprechenden i n  der Projectivitat Plk, 60 erhal- 
ten wir i n  ml und  g zwei projectivische Ileihen TIk u n d  Tl. Die  Ver- 
bindungslinien ihrer corresponâirenden Punkte  sind Tangenten eines 
Kegelschnittes Kg2. Itit dann t eine gemeiusame Tangente der beiden 
Kegelschnitte K2, hg2, 6 0  verbindet 1 ein Punktepaar  Tik T l .  Berülirt t 

* Der Reweis lisst sich auch mit Hilfe des Satzes von J o n c q u i è r e s  führen. 
Von di~sem Gesichtspunkte au8 er~cheint die angegehene Erzeugiingmveise als spe- 
cieller Fa11 der von A.  A m e s e d e r  entwickelten von Curven vierter Orduung mit 
drei L)oppelpunkten. (Sitzungsber. der kniserl. Akad. d. Wissensch., Bd. 7 9  II. Abth.  
S .  1 .  Vergl. auch: Ho ssfel  d ,  Ueber Unicursalcurven vierter Ordnung. (S ch lo-  
m i l c h ,  Zeitsühr. f. Math. u. Phjs. XXVIII, S. 296, 1883.) Desgleiclien meine Disser- 
tation: Centrische Collincation n t e r  Ordnung in der Ebene (Vicrteljnhrsschrift der 
Züricher natorf. Geeellech., Bd. XXVI S. 2 9 7 ,  1881), wo die Erzeugung von C4 f'ür 
den Fa11 behandelt ist ,  in welchem JI eine Reçhtwinkelinvolution k t .  

** In Fig. 1 is t  H e  al8 Krcis angenommen. Die Involutionen um Ml sind auf 
eiuen Hilfskreis l I P  durch Mi iibertragen und ihre Pole sind mit J,  , Jii bezeichnte. 
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2 Die  Curven vierter Ordn.  mi t  drei dopp. Inflexionsknoten. 
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d e n  Kegelschnitt K2 in D, , so ist Ml D , ,  Jf, Tik ein Strahlenpaar der 
Involution J i k ,  und  weil M l  Tlkr Ml  Ti ein I'aar der Frojectivitat P l k  ist, 
so  folgt, dass Ml Dl, Ml Tl ein Paar  der Involution JI ist. Also ist T, 
ein P u n k t  unseres Ortes. Seine Punkte  auf g siud mitliin zugleich a n €  
den gemeinsamen Tangenteu vou K 2  u n d  Ky2 gelegeu. I)a es vier sol- 
cher Tangenten giebt, so folgt,  dass der  in Rede stehende Ort  einc 
Curve vierter Ordnung ist. 

Wir  niehen aus  dem Gesagten einige Schlüsse über die Curve C4. 
a) Die  P u n k t e  der C 4 ,  welche auf einer beliebigen Geraden g  l irgen, 

sin& paarweise reell odei. imaginar. 
Denken wir un8 durch Y 2  die Ehene  in zwei Theila zerlegt, i n  

deren einem die Iuvolution harmouischer Polaren um jeden P u n k t  Lierum 
elliptisch ist u n d  in deren auderem sie reelle Uoppelstrublen Lat,  so 
liegen die  reellen Tangenteu von l i V m  liyperbolischen Fe lde  der Ebene. 
Mithin hefindct, sich in  dcmselhen auch der  reelle 'i'heil urjserer C4. Also 
k a n n  dieser Ii2 niçht schneiden. Umgekehrt kaun der imaginiire Theil 
der  C4 aus dem elliptischen Fe lde  der E h e n e  nicht in das hypertiolische 
übertreten. Bemerlren wir darin weiter, dass infolge der angegcbenen 
Erzeugungaweise K 2  mit C 4  die vier P u n k t e  gerneinsam ha t ,  in denen 
die Doppelstralilen ( g l h l )  der Involution JI  den Kegelschnitt K 2  treffen, 
so folgt, dam C4 in diesen vier Punkten von KQberührt wird. 

b) Auf jeder Geraden durch Ml liegen zwei Punkte  von C4.  Also 
ist Ml ein 1)oppelpunkt von C4. 

Sei m, m, das gemeinsame P a a r  der Involutionen JI Jlk und treffe das- 
eelbe rn, in  den resp. Punkten M 3 ,  M2, so sind auch diese Punkte  Uoppel- 
punkto von C 4 .  Mithin hat C q r e i  Doppelpunkto. 

1st Ri1 reel l ,  so musa auch ml s t e t , ~  reell sein. Dagegen konnen m,m3 
- also auch ~W~11.12 - imaginar werden oder zusammenfallen. Uement- 
sprechend werden wir bei den folgenden Untersuchungen stets%uerst den 
Fa11 besprechen, in welchem M 2 N 3  reell s ind ,  und dann die Modificatio- 
nen angeben, welche fur imaginare Punkte  M ,  JI3 eintreten. Dafi Ziisam- 

menfallen von M2 M, wird uns weiterhin zu den degenerirten Formen der 
C 4  führen. Lassen wir K q m a g i n a r  werden, so gelangen wir zu eiuer 
neuen interessanten Form der C 4 .  

c) Durch die gegebene Erzeugungswcis~ sind die Punkte ( A , .  . .) 
des Kegelschnittes K 2  den Punkteu ( A ' ~  ...) der Curve Cd eindeutig 
zugeordnet und diese Zuordnung wird durch die Tangenten an K 2  ver- 
rnittelt. 

Wir  kiinncn dies anch so ausdriicken: Zri jedem Punkte  von C4 
geh6rt d i e  Tangente an K" auf wclcher der eugeordnete I'unkt von Ii" 
liagt. Ausgezeichu~te Punkte diesrr Zuurdriung sirid Ml fil2 ,I.I,. I h n r n  
corrrspondiren j e  die zwei Berühriingspunkte der Tangenten ,  wclclie von 

Ml M ,  aus a n  U 2  gelien. 
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Von Dr. C. BEYEL. 3 
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2. C4 als  Leitcurve einer qnadrat ischen Transformation. 

Aus dem in 1 gegehenen Beweise folgt, dass zu jeder Geraden g 
der Ehene ein Kegelschnitt Ky2 gehort. E r  berührt ml und g - die 
Trager der Reihen Tik T l .  Ferner  muss er m2m, - die Doppelstrahlen 
der Projectivitat PIk - zu Tangenten haben. Die Geraden g und die 
Kegelschnitte Kg2 stehen also in der Beziehung eiuer quadratischen Trans-  
formation. Uieselbe ist dadurch specialisirt, dass jede Gerade d e n  Kegel- 
schnitt berührt ,  dem sie entspricht. 

Wenn ein Kegelschnitt Kg"dt?n Kegelschnitt K 2  beriihrt, so schnei- 
det die Tangente im Berülirungspunkte aus der zu Kg2 gehorendeu 
Geraden g zwei zusammenfallende Punkte  von  C4, d. h.: g ist Tangente 
an C4.  D~araus schliessen wir, d a s s  u n s e r e  C u r v e  v i e r t c r  O r d n u n g  
d i e  E n v e l o p p e  a l l e r  d e r  G e r a d e n  g i s t ,  d e r e n  e n t s p r e c h e n d e  
K e g e l s c h n i t t e  d e n  K e g e l s c h n i t t  K 2  b e r ü h r e n .  

Die Kegelschnitte Kg" welche in der quadratisclien Traneformation 
den &raden einm Büschels entsprechen, dessen Schsitel Tl sei,  bilden 
eine Kegelschnittschaar; denn sie haben ausser ni, m2 ni, noch die T a n -  
gente gemeinsam, welche Tl mit dem entsprechenden Pi inkte  Tlk in ml 
verbindet. Uoter den Kegelschnitten dieser Schaar heben wir diejeuigen 
hervor, welche K 2  beriihren. Ilire correspondireriden Geraden g niüsseu 
Tangenten aus T a n  K 2  sein. Nun ist bekanntlicb die Zahl der Kegel- 
~ c h n i t t e  einer Schaar , welche leinen gegehenen Kegelschnitt berühren, 
gleich 6. Mithin gehen durch einen I'uukt der  Ebene sechs Tangenten 
an C4, d. h.:  C4 ist von der sechsteu Classe. 

Betrachten wir speciell das Büschcl von Geraden g, dessen Scheitel 
ein P u n k t  A ' ~  von C4 is t ,  so correspondirt diesem Riischel in  der qua- 
dratischen Transformation eine Kegelschnittschaar, welche - ausser m, m2 m3 

- die zu A', geliürende Tangente a, [l ü] von K 9  zur geuieinsamen 
Tangente hat. Unter deu Kegelschnitten dieser Schaar ist einer, der K "  
in A, - dem Beri ihrung~punkte von a, - tangirt. Diesem Kegelschnitt 
Kg2 entspricht in der quadratischen Transformation eine Gerade -a', -, 
welche iu A', die Curve C4 herührt. Aus dieser Bemerkung ergiebt sic11 
eine C o n s t r u c t i o n  d e r  T a n g e n t e  in  einem Punkte A'l von C4. 
Wir bestimmsn die s u  A', gehorende Tangente a, an K%nd ihren Be- 
riihrungspunkt A, . D a n n  ist durch ml m, ni,a, A, ein Kegelschnitt Kg2 
gegeben. A n  ihn geht durch A', - ausser a, -- eine zweite Tangente.  
Sie ist a',. 

W i r  erwahnen weiterhin unter den Kegelschnitten Kga diejenigen, 
welche in der rluadratischen Transformation den Tangenten an K 2  ent-  
~precl ien.  Sei a, eine ~ o l c h e  Tangente und schneide sie m, in Tlk, 6 0  

correspondirt dem Punkte  Tlk ein P u n k t  Tl i n  a l .  Derselbe wird mit 
Hilfe  der Projectivitat Pik gefunden. E r  ist der  entsprechende zurn 

1 * 
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4 Die  Curven vierter Ordn. mit drei dopp. Inflexionsknoten. 
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Sçhnittpunkte der Trager  der  Reihen Tlkr  Tl; folglich muss er der Be- 
rührungspunkt von a,  an d e n  Kegelschnitt Kg2 sein,  welçher durch die 
erwiihnten Reihen hervorgebracht wird und welclier ul correspondirt. 
Zugleich ist aber - nach Construction - Tl ein P u n k t  der  Curvo C4. 
S o m i t  e r s c h e i n t  C4 a l s  d e r  O r t  d e r j e n i g a n  P u n k t e ,  i n  d e n e n  
d i e  ~ a ' n ~ e u t e n  a n  K 2  i h r e  c o r r e s p o n d i r e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  
Kg2 b e r ü h r e n .  

3. Darstellung der C4 von den  Punkten  A', in, N ,  aus. 

W i r  wenden uns zu den Kegelschuitteu Ky2, welche in der quadra- 
tischcn Transformation den Geraden durcli M , M ,  zugeordnet sind. Sei 
xp eine Gerade durçh ,%, sa erhalten wir den zu r, geliorenden Kegel- 
schnitt KgZ, indem wir die projectivischeu Keilien Tik,  T,  auf m, und  x2 
construiren, a l ~ o  letztero Geraden resp. mit der Projectiritat f'jk schnei- 
den. Da ahcr diese Pri?jcct,ivitat ni, m3 zu 1)oppelstrahlen hat und da 
M2 in  m3 l iegt,  so sind die Reilien J r i k i  Ti zu einander perspcctivisçh 
uud  ilir Perspectivcentrum - S2 - liegt in m,. Daraus folgt, d a ~ s  dt,r 
Kege.lschuitt K ,Vn die zwei Punkte  M, und  S, degenerirt. Zielien wir 
durch S, die Tangenten a n  K" so siud diese R 2  u n d  r i 2  gerneinsam 
und  schneiden daher x, iu zwei Punkten von C'4. Die Berührungspunkte 
dirser Tangenten mit K 2  liegen auf einer Geraden x ' ~  durch M , ,  weil S, 
in m, - der Pnlaren von ,Pl, - sich befindet. 

Drehen wir die  Gerade x, urn fil,, so  geliort zu jeder ihrer Lagen 
ein P u n k t  S, und mitliin eiu Strahl x'~. Folglich ist das Büscliel der 
x, zu dem der x ' ~  projectivisch. I n  beiden Büscheln entsprechen sich 
aber m,m3 vertanschbar; aleo sind die Riischel involutorisch. E s  werden 
daher nicht nur  die Tangenten in den  Sctinittpunkten von x', mit K 2  aus 
x2 Puukte  von C 4  scliueiden, sondem auch die Tangenten in  den Sçhnitt- 
punkten von x, mit K a  aus  x',. 

Wir  erkennen hieraus, dass C4  durch K 2  und die  letzterwahnte In -  
volution - sie sei mit J ,  bezeichnet - auf ganz analoge Weise hervor- 
gebraüht wird,  wie durch K 2  u n d  J I .  Stallen wir nun die analoge Ueber- 
legung für die Geraden dnrch fi4 a n ,  so finden wir, dass auch die  ihnen 
correspondirenden Kegelschnitte Kg2 i n  j e  zwei Punkten  dcgeneriren. 
W i r  werden auf eine Involution J ,  geführt,  welche rnlnr2 zu einem Paare 
hat  und mit deren Hilfe wir C 4  aus  K 2  erzeugen ktinnen. 

m i r  s ind somit zn zwei neuen Involutionen - J , ,  J ,  - galangt, 
welche i n  Bezug aiif E2 und C4 dieselbe Rolle spielen wie J,. Die Dop- 
pelstralilen dieser drei Involutioneu müssen sich also viarmal zu dreien 
in  den vier Punkten  schneiden, iu welchen K 2  von C4  berührt wird. 

Denken  wir uns die eindeutige Zuordnung der TJunkte von R2 und 
C4 [ l c ]  durch zwei dieser Iuvolntionen - etwa durch J,, J ,  - ver- 
mittelt ,  so künnen wir sageri: L a s s e n  w i r  d e n  S c l i n i t t p u u k t  z w e i e r  
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S t r a h l e n  d u r c h  Ml M, e i n e n  K e g e l s c h n i t t  PZ d u r c h l a u f e n ,  s o  
b e w e g t  s i c h  d e r  S c h n i t t p u n k t  d e r  i n  J, 'J,  e n t s p r e c h e n d e n  
S t r a h l e n  a u f  e i n e r  C u r v e  C4. 

Dabei ist JI J ,  in  dcr Weise von K 2  abhangig, dass der Schnittpunkt 
der entspreühenden Strahlen zurn Verbiudungsstralil der Scheitel mit diesen 
ein Tripe1 harmonischer Pole in Bczug a u €  K a  bildct. 

Uebertragen wir die Involutionen JI, J2, .13 auf einen Kegelschnitt 
A" der durch die Sclieitel der drei Involutionen geht,  so konnen wir 
beweisen, dass die Pole dieser Involutionen iu  Bezug auf H Z  in eiuer 
Gcraden liegen. Denn sci A, A', ein ~ o r r c s ~ o n d i i e n d c s  Piinktepaar von 
Il2 und C4, so sind die Strahlen aus M I M ,  M3 nach A, A ;  entsprecheride 
Paare der Involutionen JI ,  J,, J3. Sie schneiden H V n  sechs Punkten  
Pl P,I), ,  P', PPz P l S .  Verbinden wir diese in  der  Reihenfolge P, P', , 
P2 E', ,  P3 P',, so bildcu dime Verbindungslinien ein Dreieck, welches - 
wie wir anderen Ortes* bewiesen - zu dem Dreieck M ,  Ma IV, perspec- 
tivisçh liegt. Also sclinriden sicli Pl P', und m l ,  1; PR2 und nt2, % Pr3 
und m3 in Punkten  einer Geraden. Diese Schnittpunkte sind aber die 
Pole der resp. Involutionen JI, J2, J 3 .  

Nun kann eine Gerade das Dreieck m,m,m, entweder i n  drei Punk-  
ten schneiden, welche i n  Bezug auf II2 hyperbolisch s ind ,  oder in einem 
hyperbolisçlien und in zwei elliptischen Punkten. Dementsprechend sind 
entweder alle drei Involutionen J I ,  J , ,  Js hyperholisch nnd ihre Doppel- 
strahlen schneiden sich in  vier reellen Punkten von C4, oder nur  eine 
dieser Involutionen ist hyperbolisch. Auf ihreu reellen Doppelstrahlen 
liegen die vier imaginarcn Punkte ,  i n  welchen die Doppelstrahlen der  
drei Involiitionen sich schneiden und in welchen K 2  C4 heriihrt. 

W e n n  eiue Gerade s, diirch M ,  den Kegelschnitt K 2  in zwei ima- 
ginaren Punkten  scbneidet,  B O  sind diese durch die Involution harmoni- 
scher Pole in xL-, gegcben. Die 'I'angcnten in diescn Punkten  an K" 
gehen durch den Pol von x, i n  Bezug auf K 2  und werden durch die 
elliptische Involution Jt bestimmt, welche diesen Pol  zum reellen Scheitel 
Iiat urid zur  luvolution harmonischer Pole auf x, perspeütivisch liegt. 
Diese Tangenten trcffen x', - den zu x, in J I  gehorenden Strahl - i n  
swei Piirikten dcr  C4. Diese sind imaginar und durch die Punktinvolu- 
tion definirt, welche ;c', aus  der Involution J ,  schneidet. 

I)ie Stixhlen der Involutionen J2, J,, welche DIz resp. MS mit den 
imaginaren Punkten  auf lia und C4 verhinden, sind nach dem Gcsagten 
bestimmt und wcrden paarweiso imaginar. l h r e  Zuordnung in den Invo- 
lutionen J I ,  J3 wird durch K%nd C4 ebenso vermittelt, wie die von 
reellen Strahlen. Trn Kegelschnitt HZ, auf den  die Involutionen über- 
- ~ -~ - 

* Vergl. Bemerkungen iiber perspectivivche Dreiecke, XSIX. Jahrg. dieser 
Zeitsührift S. 350. 
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, ---b--n--.-* ~ ,-.. ~ - 

tragen s ind ,  macht sich diese Zuordnung in folgender Weise hemerkhar. 
Sei z. B. das Strahlenpaar au5 Mz iiber den irnaginaren Punkten von K" 
in xl durch eine Involution gegeben, deren Pol  Jk is t ,  und  habe das 
entspreçhende Strahlenpaar, dessen bestimmende Involution perspectivisch 
zur Punktinvolution auf x', is t ,  zum Pole J , ,  so müsscn Jk  J, anf ciner 
(;eraden liegen, wklche durch den P o l  der  Involution J, geht.* I n  
gleicher Weise finden wir, dass auch die  Involutionen J , ,  JI  imaginare 
Paare  besitzen, u n d  wir schliessen allgetuein : 1) i e i m a g i n a  r e n  P u  n k t  e 
d e r  C4 l i e g e n  p a a r w e i s e  a u f  r e e l l e n  G e r a d e n  d n r c h  e i n  iMuiid 
a u f  i m a g i n a r e n  G e r a d e n  d u r c h  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  M. 

Wir  setzen nun voraus,  dass M2M3 imaginar werde. Dann sirid J , ,  
J l k  hyporbolische Involutionon und ihre Doppelstrahlen trennen sich. Sie 
sind also Paare  einer elliptischen Involution und diese I~estirnmt das i m a ~  
ginare P a a r  m,m3 resp. M , M , .  I laben wir dann ails K und JI  die Curve 
C4 gezeichnet,  und übertragen wir die eindeutige Zuordnung der Punkte 
von K G n d  C4 anf die Involutionen J2, J,, fio siud damit zwci Involii- 
tionen definirt, welche imaginare Scheitel haben. Die reellen Punkte  
von Ba u n d  C4 sind reelle Scheitel der imaginiiren Strahlen dieser I n -  
volutionen. 

4. Inflexionstangenten. 

Sei g i k  ein Doppelstrahl der Involution J I &  Ihm entspreche in der 
Involution JI dcr Strahl i l .  Construireu wir nun auf i, die Punkte von 
C4 nach der  in 1 gegebenen Nethode,  so finden wir, dass diese Pnnkte 
i n  Ml liegen. il hat  also in .Wl mit C4 vier Punkte gemeinsarn. Folglicli 
ist il eine Inflexionstangente von C4. Indem wir dieselben Schlüsse für 
alle Doppelstrahlan der Involutionen JLk, J 2 k r  J3k und ihre entsprechen- 
den Strahlen in  den Involutionen JI, J2, J3 eiehen,  erhalten wir sechs 
Inflexionstangenten - eutsprechend der  Zahl von Inflexionstangeuten, 
welche eino C4 mit drei Doppelpunkten besitzt. Zugleich erkennen wir 
aber, dass diese Doppelpunkte in  unserem Fal le  d o p  p e l  t e  I n  f l e x i o n s  - 
k n o t e n  sind. 

Die P u n k t e  M l ,  M2, JI3 bilden, wie wir gesehen, ein Tripel  harmoni- 
scher Pole in  Bezug auf K2. Daraus folgt, dass in  zwpien dieser Funkt.e 
die  Involutionen Jk hyperbolisch sind. Dementsprechend müssen die In -  
flexionstangenten a n  C 4  in  zwei Punkten M stets reell sein. 1st  M,M, 
irnaginir, so  mus8 J l k  hyperbolisch sein nnd die Inflexionstangenten in 
fiIl sind reell. 

Wir  wollen nnn den degenerirten Kegelschnitt Kg2 untersuchen, wel- 
cher in der unter 2 besprochenen quadratischen Transformation einer 
- -- 

* Nach dem allgemeinen Satze: Conatruiren wir su den Strehlen einer Invo- 
lution die correspondirenden in einer zweiten, sa bilden diese eine dritte Involii- 
tion und die Pole dieser drei Involutionen liegan in einer Geraden. 
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Von Dr. C. BEYEL. 7 

I~ifiexionstangente - sagen wir i2 durch M2 - correspondirt. E r  bestelit 
aus M, und einem Puukte S S  auf m,. Von S, gehen zwei Tangenten a n  
Kal welche i, in zwei I'unkten von C4  treffen. Dicse fallen - weil i, 

Inflexionstangente ist - in Ill, zusammen. Also miiesen auch die er- 
walinten Tangenten aus S2 sich decken. Dies ist nur  dann moglich, 
wenn S, einer der Punkte  i s t ,  i n  denen m2 den Kegelschnitt K G c h n e i -  
dct,. 1)a es zwei ~ o l c h e  Punkte  giebt ,  hemerken wir, dass dcrjcnige z u  
i, gehort,  wclcher Perspectivceutrum der Reihen ist,  welche die Projec- 
tivitat Plk aus ml resp. i, schneidet. 

Rezeichnen wir nun (Fig. 2 )"  die Doppelstrahlen der Involution J lk  

mit g l k g l k * ,  mit SIS,* die Schnittpunkte von g l k y l k *  mit m, - also auch 
mit f i 2  - und seieri il, il* die Inflexiunstangenten in Ml, so sind g ~ k i ,  
undoglx.*il* Paare dei  ProjectivitLt P l k .  Bezeichnen wir weiter die Schnitt- 
punkte von i, mit il durch Tl, und von il mit il* durch Ti+z, so sind 
S,*T,, und  SI P;t2 Paare  der perspectivischen Reihen auf m, und i S .  Sie 
hahen S, m m  Perspectivce~itrnm. Also liegen SI* T12 sowohl wie Sl T1*2 
auf Geraden durch S E .  

Führen wir den analogen Gedankengang für i,* - die zweite I n -  
flexionstangente in iF12 an C4 - durçh,  so finden wir, dass SI* Tl,* und  
Si T1*24 auf Geraden durch S2* - dem zweiten Schnittpnnkt von m, mit 
K2 - liegen. W i r  schliessen daher:  - 

I l a s  V i e r e c k ,  w e l c h e s  d i e  G e r a d e n  m l m ,  a u s  d e m  K e g e l -  
s c h n i t t  K 2  s c h n e i d e n ,  i s t  d e m  V i e r e c k  d e r  P u n k t e  u m s c h r i e -  
b e n ,  i n  d e n e n  s i c h  d i e  I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  i n  Ml u n d  M, 
s c h n e i d e n .  

Dieselbe F igur  zeigt uns  noch, dass S, S,* durcli M ,  m, harmonisch 
getrennt s ind ,  folglicli auch Tl, und T L S * .  Also bilden i, i,*m, m, eine 
harmonische Gruppe. I n  analoger Weise fulgt , daes auch il i,*m2 mS eine 
harmonischo Gruppo ist. Daraus ergiebt sich weiter, dass die Punkte  
Tl, Tl.,* und  Tl,* Tl*, anf Geraden durch hls liegen. Wir  konnen dies 
kurz so ausdrücken: 

D a s  V i e r e c k  d e r  S h a t  m i t  d e m  V i e r e c k  d e r  T d e n  D i a g o -  
n a l p u n k t  g e m e i n .  

Wir  liaben bis jetzt stillschweigend vorausgesetzt, dass JI, IV, in  Be- 
zug auf I i 'Vypr rbo l i schc  Punkte  seien. Dann  ist M S  ein elliptischcr 
P u u k t  und  K 2  wird von m3 in bestimmten imaginaren Punkten geachnit- 
ten. Also sind aiich die Vierecke, welche ml m, u n d  m,m, aus K G c h n e i -  
den,  bestimmt und  ebenso die Viereçke, in welclien die Infiexionstan- 
genten i n  Ml und  JIp die in W3 treEeu. Auch diese Vierecke sind ein- 

* In F'ig. 2 siud die Irivolutioùen auf einen Kegelsçhuitt H z  übertraçen, der 
durch Mi 1W2 BI3 gcht. 
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P u n k t ,  so würde die P o l a r 8  desselben reell sein und durch den  Be-  
rührungspunkt der Tangente mit K 2  gehen. Also w l r e  letxterer reell, 
wag nach dem Gesagten ausgcschlossen ist. Auf diesen rein imaginaren 
Geraden liegen die P u n k t e  von C4, welche Berührungspunkte der Doppel- 
tangenten sind. Also müssen letztere irnaginar sein. Wir schliessen also: 

S i n d  d i e  d o p p c l t c n  I n f l c x i o n s k n o t e n  v o n  C4 ree11 ,  s o  
w e r d e n  d i e  v i e r  D o p p e l t a n g e n t e n  i m a g i n a r .  

m i r  untersuchen jetzt  den Fa l l ,  in welcliem in2, LW, irnaginar sind. 
Wir beginnen - wie oben - die Conbtruction von Kg2 damit ,  dass wir 
das gemeinsame Paar  - hlhl* - der Involutionen J l k ,  J i m  hestirnmen. 

Dasselbe ist stets reell, weil Ji, elliptisch k t .  Auf h,h,* liegen die Pole 
der gemeinsamen Beriibrungsselinen zwischen den Kegelschuitten Kg2 und 
K 2 .  Die Berührungssehnen selbst gehen durch die Pole von hlh,* in 
B e m g  auf K2,  d. II. durch die Punkte  H , * H l ,  in denen hlh,* die Gerade 
ml fichneiden. Folgender Gedankengang führt zur  weiteren Bestimmung 
dieser Sehnen. Wir zielien durch H, (E'ig. 3 )  ein Geradenpaar  TL^^^'^, 
welches durch h,*ml harmonisch getrcnnt wird, also einer Involution J,, 
angeliort, für welche h,*ml die D o p p e l ~ t r a h l ~ n  fiind. wlni', schneide K B  
resp. in OZ', O'P'. Construiren wir dann die Keg~lschni t t e  K,,,2, Ku,s2, welche 
Ii2 resp. in OP, 0'1" berühren und welche ml zur  'l'angente haben, so sind 
diesc eu einandcr centrisch collinear in  einer Collinration, für welche Ml 
das Centrum und m, die Axe ist. Folglich gehen durch 4 ein P a a r  
gemrinsamer Tangenten 1, t ' ,  a n  diese Hegelsclinitte. Ferner  erkennen 
wir, dase sowohl Km2 als K,,J mit sich selbst in centrischer Involiition 
stehen für H, als Centrum und  hl als Axe. Folglich müssen die T a n -  
genten t,, l ' ,  durch h, hl* harmonisch getwnnt  werdeo. 

Lassen wir nun das Paar  m, ru', die Involution Ji, durchlaufen und 
coustruiren wir die entsprechenden Werthe t,, t',, so bilden letztere eine 
Involution J l t ,  für welche h l ,  hl* die Doppelelcmente sind. Die  Paare  
der Involution Ji, sind also denen der Involution Jlt eindeutig zugeord- 
net. Zur Involution J i c  gahort auch das P a a r  m2 m,, weil dieses durch 
h,h,* harrnonisch getrennt wird. Construiren wir daher zu m 2 m ,  da~i  cor- 
respondirende Paar  in  der involution Ji,, so bestimmt dassclbe zwei 
liegelschnitte K," welche K 2  doppelt berühren und m l ,  m 2 ,  m3 zu T a u -  
genten haben. E s  stellt also zwei der gesuchten Berührnngsebenen vor. 
Die anderen zwei erhalten wir, i n d e i  wir die analoge Construction - 
von Hl* ausgehend - durchführen. 

Wir bernerken noch, dass von diesen zwei Paaren von Berührungs- 
sehneu nur  da8 eine reell sein k a n n ,  weun 1l.I,M3 imaginar sein soll;  
denn waren beide reell ,  so müssten ihre Pole reell seiu, also die Ver- 
bindungslinien der letztereu sich in reellen Punkten M,, JI3  schnei- 
den. Nun bilden die Pole diefier Sehnen auf einer der Geradan h mi t  
den resp. Sühnittpunkteu der  Sehnen Paare der Involution harmonischer - 
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Pole auf h in Beaug auf k2. Weil aber I I I ,  h, hl* eiu Tripel harmonischcr 
Polaren in Bezug auf K 2  ist und weil m l  den Kegelschnitt K 2  in reellen 
Piinkten sclineidet, so muss aucli eine - und nur eine - der Lihien 
h aus K' zwei reelle Punkte   chn ne id en. Buf dieser Linie h ist f~ lg l ich  
die Involution harmonischcr Pole hyperholisch, auf der andern elliptisch. 
Nun enthalt aber Dur die  hyperholisclie Inmlu t ion  der Pole imaginare 
Faare. Uaraus folgt, dass unter den iii Rede steheuden Uerütirurigs- 
schncn diejenigen imaginnr s ind,  welche durch den liyperbolisehen Punkt  
FI gehen. Die anderen müssen reell sein. 

Gehen wir jetzt von den Berührungssehnen zu den Doppeltangenten 
der C4  über, so schliessen wir: 

H a t  C L  e i n e n  r e e l l e n  u n d  z w e i  i m a g i n a r e  I n f l e x i o n s k n o -  
t e n ,  s o  m ü s s e n  v o n  d e n  v i e r  D o p p e l t a n g e n t e n  z w e i  r e e l l  u n d  
z w e i  i m a g i n a r  s e i n .  

6. Involutorische Lage der C4. 

Sei x,x', ein Paar  der Involution J , .  x1 treffe B2 in  A, B,. Con- 
struiren wir in  diesen Punkten  die Tangenten a n  K Z ,  so sehueiden diese 
sich in SI auf m,  und werden durch ml und  S, Ml harmonisch getren~it .  
x; trifft diese Tangeuten i n  zwei Punkten - A' , ,  B ' ~  - der C4. Algo wer- 
den auch diese durch M ,  resp. m,  harmonisch getrerint. D a s  Aualoge gilt für 
P u u k t o  von C 4 ,  welche auf Geraden durch & A l ,  liegen. Wir  sagen dalier: 

C 4  i s t  i n  d r e i e r l e i  W e i s e  z u  s i c h  s e l b s t  i n v o l u t o r i s c h .  
C e n t r a  d i e s e r  I n v o l u t i o n e n  s i n d  d i e  d o p p e l t e n  I n f l e x i o n s -  
k n o t e n .  I h r e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  s i n d  d i e  r e s p .  A x e n  d e r  
I n v o l u t i o n e n .  

Kennen wir also von C4 einen P u n k t  A ;  und  ferner 171, M 2 M 3 ,  so 
konneu wir drei waitere Punkte  B',, C' , ,  D', bestimmen. Dieselben bil- 
den mit A'1 eiu Viereck, für welches die Punkte IV die Diagonalpunkte 
sind. Wir  wallen dassclbe als ein Q u a d r u p e l  v o n  P i i n  k t e n  der C4  
bezeichnen. Der  duale Gedanke führt uns  zu vier Sangenten  a',, b',, 

c',, d ' ,  - e i n e m  Q u a d r u p e l  v o n  T a n g e n t e n  - der C4,  welche ein 
Vierseit bilden, das m1m2rn3 EU Diagonalen hat. 

Im Allgemeinen hait ein Kegclsclinitt mit eincr Cnrve viorter (3rd- 
nung  acht Punkte  gemein. Denken wir uns nun  durch ein Quadrupel 
von Punkten der  C4 einen Kegelscbnitt gelegt, sa ist fiir denselben Ml !Il2 171, 
pin Tripel  liarmonischer Pole. Sei dann E', ein weiterer gemeinsamer 
P u n k t  dieues Eegelschuittes und der Curve C4, so müssen die drci übri- 
gen gemeinsamen Punkte  P' , ,  G' ,  , B', mit E', ein Quadrupel von Punk- 
ten bilden. Wir sçhliessen daber: 

H a t  e i n  E o g e l s c h n i t t  - KyZ - m i t  C4 e i n  Q n a d r u p e l  v o n  
P u n k t e n  g e m e i n s a m ,  8 0  l i c g t  a u f  i h m  e i n  z w e i t e s  Q u a d r u p e l *  
v o n  P u n k t e n .  
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C4 ist von der sechsten Classe, hat  also niit einem Kegelschnitte 

zw6lf Tarigenten gerueinsam. M'ird dieser von eiueui Quadriipel von 
Tangenten der C' berührt,  so scliliessen wir - analog wie oben , dazs 
seine weiteren gemeinsamen Tangenten mit C4  zwei Qnadi i~pe l  bilden. 

C ~ n s t r u i r e n  wir in  einem Punkte  A ' ,  von C 4  die Tangente a',, so 
wird durch A', n', und die P u u k t e ,  welche mit A'1 eiri Quadriipel bilden, 
eiii Kpgelschnitt K q e s t i m m t ,  der C 4  in den Punkten dieses Quadrupcls 
b r i i l t  Nnn liegen auf C4  unendlich viele Quadrupe1 von I'unkten. 
Wir sagen daher: 

D i e  C n r v e  C4 w i r d  v o n  u n e n d l i c h  v i e l e n  K e g e l s c h n i t t e n  
K q e r ü h r t ,  u n d  z w a r  v o n  j e d c m  i n  d e n  P u n k t e n  e i n e s  Q u a -  
d r u p e l s .  

F ü r  den Fa l l ,  dass LM, fil2 M, reell s ind ,  werden die Elemente eines 
Quadrupels der C4 entweder alle reell oder alle irnaginar sein. Sind aber 
M , I ~ < ~  irnaginar, so konnen von den Elementen eines Qi iadrupe :~  nnr  
xwei reell sein und diese liegen auf einer reellen Geraden aus einem M, 
resp. sie schneiden sich in einem reellen P u n k t e  einer Geraden m. 

7. Kegelschnitte K 2. 

Wir wenden uns su den Kegelschnitten K 2 ,  welche C4 in den Punk- 
ten eines Quadrupels berüliren. Sei K,%in solcher Kegelschnitt, der das 
Punktquadrupel A', B', C', und das in diesen Punkten berührende 
Tangentenquadrnpel b'l cll d'l entlialt ,  so suchen wir - von KZ2 aus- 

gehend - einen Kegelschnitt Hel vermittelst dessen wir nach der in 1 
angegebeneu Methode die Curve C 4  erzeugen kounen,  welche von Kr2 
in A', Br,  C'l D', berührt wird. 

Zu diesem Zwecke kniipfen wir a n  die Tangeutenconstruction in 
einem P u n k t e  A', von C 4  a n ,  welche unter 2 entwickelt wurde. Dort  

bestimmten wir die Taugente a', in A', unter Zuhilfenahme der Tangente 
a, i n  A, a n  K2. Je tz t  suclien wir A,a, und  kennen A', a', . Nehmcn 
wir a n ,  es sei  eina beliehig durch A'I  gezogene Gerade a, die Tangente 
an einen Kegelschnitt K2,  60 müssen die Linien m l ,  m2, ,m,, a', , n, einen 
Kegelskhnitt hi2 umhüllen Zeichnen wir in ilim für a, den Berührungs- 
punkt A,,  so wird durch a, A, ein Kegelsclinitt bestimmt, welcher 
i l! ,f iISM3 m m  Tripe1 harmonischer Pole hat. m i r  kounen niin zeigen, 
dass dieser Kegelschnitt K*2 i n  Bezug auf C4 die Eigenschaften des ge- 
sucliteu Kegelscbnittes K 2  beaitzt. 

Bezeichnen wir namlich mit Bl bl ,  Clcl, Dl dl (Fig. 4) die Punkte  und 
Tangenten von K*" welche von A,a, durch die P u n k t e  iind Geradeu M m  

harmonirich getrennt werden, und liege A, BI auf einer Geraden xl durch M l ,  
CID, auf einer Geraden g1 durch M l ,  so Liilden 5, y, mit m,m, eine haruo-  
riische Gruppe Seien dann x', y', die Geradrn durch M , ,  welctl<: A', R', 
rcsp. c', D', mit einander verbindeu, so sind anch dieee durch nr2m3 harrno- 
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12 Die Curven vierter Ordn. mit drei dopp. Inflexionsknoten. - --- 
nisch getrennt. i laraus folgt nach einem bekaoiiten Gesetze, dass die Paare 
X ~ X ' , ,  y iy r i ,  m z m 3  einer nnd derselhen Tnvolut,ion J1 aiigeliiircn. Weiter 
hemerken wir, dass bl zu al und B', zu A',  centrisch collinear liegen i n  einer 
Collineation, dereu Centrilm Ml und deren Axe ml ist. D a  wir nun vor- 
ausgcsetzt habcn ,  dass nl durch A', gch t ,  so muss infolge der angedeu- 
teten Lage  auch 0 ,  durch B', gehen. In  analoger Weise konnen wir 
zeigen, dass Cf, in cl und Dl1 i n  dl liegt. MitIlin sind die Punkte  At l ,  
B ' ~ ,  C',, Drl und ihre Tangenten aPl ,  . . . d'l  mit Hilfe von K*2 und JI 
nach der in  1 reep. 2 cntwickelten Mctliode gefnnden. Nun giebt es 
aber nnr  eine C" ,welche durch M,M2 /In:, und die acli t  Elemente A ' , ,  . . . D', , 
all . . . d', gelit. Bestimmen wir also aus K*2 und  J1 nacli der Methode 
von 1 weitcre I'unkte einer C4, so müsscn dicse auch auf der Curvc 
vierter Orduung liegen, welche i n  A', . . .  D', von a', . . . d' ,  berührt wird. 
Mitliin fallt K*2 mit dem gesucliten Kegelschnitt K 2  zusammen. E r  he- 
rührt C4  in  den Punkten eines Quadrupels, das auf den I)oppelstrahlcn 
der Involution J I  liegt. 

Drelien wir jetzt a, um A ' , ,  so gehort zu jeder Lage von ci, ein 
Kegelschnitt K2 und wir gelangen so s u  den  unendliçh vieleu Kegrl-  
schni t ten,  welclie C4 in den Punkten eines Quadrupels berüliren. J e d e r  
dieser Kegelschuitte K 2  mit zugehoriger Involution JI  k a n n  den Kegel- 
schnitt K h n d  die Involution Jl in  1 ersetzen. Berücksichtigen wir, 
daas sicli analoge Resultate f'ür die Sçlieitel M ,  JIlls ergeben,  so schlies- 
sen wir: 

A n s  j e d e m  d e r  u n e n d l i c h  v i e l e n  K e g e l s c h n i t t e  K g ,  w e l c h e  
C 4  i n  d e n  P u n k t e n  e i n e s  Q u a d r u p e l s  b e r ü h r e n ,  l a s s t  s i c h  
d i e s e  C u r v e  n a c h  d e r  i n  1 a n g e g e b e n e n  M e t h o d e  e r z e u g e n  
u n d  z w a r  j e  m i t  I l i l f e  e i n e r  I n v o l u t i o n  J, (xzl, 2 ,  3) ,  d e r e n  
D o p p e l s t r a h l e n  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  v o n  Ji., m i t  d e n  Q , u a .  
d r u p e l p u n k t e n  a u f  K P  t i ind .  

Durch jcden der jetzt gefundcnen Krgelsçhnitte K-ird eine qua- 
dratische Transformation von der Art geleitet, wie die u n t ~ r  2 betrach- 
tete war. Construiren wir in allen diesen Transformationen die Kegel- 
schnitte &2, welche einer Geraden g correspondiren, so bilden diest! 
eine Schaar, welche g, ml m, mS zu gemcinsamen Tangenten hat. Dnrch- 
Iauft g die E b e n a ,  6 0  reprisentiren sammtliche Kegelschnitte Kg2 ein 
Netz ,  für welches m l ,  m,, niS die Grundtangenten sind. Greifen wir aus 
dieson Kegelschnitten Kg2 irgend einen heraus und  sei g eine sainer 
'Fangenten, so correspondirt e r  g in einer quadra t i sch~n  Transformation, 
deren Leitcurve auf folgende Weise gefunden wird. Wir  ziehen auc! den 
P u n k t e n ,  in  welçhen g die Curve C4 sçhneidet,  die zweiten 'I'angenteu 
a n  I;g2. Dicse müssen auch K"erühren, und  da überdica die Punkte  
M,,  M,, Ji, ein Tripe1 harmonischer Pole fur K 2  s ind ,  so ist dieser Kegel- 
schnitt bestimmt. 
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E s  ist also ein Kcgelschnitt Kg2 jcder seincr Tangenten in Bezug auf 
einen Kegelschnitt Il2 zugeordnet. Wir  konnèn dies auch so ausdrücken: 
Jede Tangente eines Kegelschnittes Kg2 correspondirt einem Kegelscliriitt 
K2 und C4 ersclieint als der Ort  der  Schnittpunkte dieser Tangenten uiit 
den gemeinsamen Tangenten von h2 und den resp. Kegelschnitten K2. 

8. Zusammenhang zwischen den Kegelschnitten X2 und den 
Involutionen J. 

Wir untersuchen n u n ,  in  welcher Weise die Krgelschnitte K 2  von 
de11 Involutionen J abhangen. Zuerst lieben wir hervor, dass m,m, ein 
gemeinsames P a a r  für alle Involutionen JI und  für alle Involutionen Jlk 
in Bezug auf die verschiedenen Kegelschnitte l i v s t .  Also schneiden 
letztere ml in Paaren einer Involution, für welche M , ,  M, die Doppel- 
punkte sind. Den  Strahlen aus Ml nach den Schuittpunkten von K 2  mit 
ni, correspondiren in den Involutionen J1 die Iiiflexionstangenten il, il* 
in Ml an C4. Sind letztere ree11, so müssen also auch die Schnittpunkte 
der Kegelschnitte K 2  mit ml reell sein. D a  das Analoge fü r  die Invo- 
lutionen ari den Scheitelu iW2,  hl, und für die Schnittpunkte von K2 mit 
m 2 ,  m3 gilt ,  ao schliessen wir: 

E i n e  G e r a d e  m s c h n e i d e t  e n t w e d c r  s a m m t l i c h e  K e g e l -  
s c h n i t t e  K Z  r e e l l  o d e r  i m a g i n a r .  

Das Viereck der Schnittpuukte eines Kegelschnitterj K 2  mit zweien 
der Geraden rn is t ,  wie wir oben (4) gesehen, dem Viereck der Schnitt- 
punkte der Inficxionstangenten i n  zwci rcsp. Piinkteri JI  eingesclirieben. 
Nun i s t ' d a s  letztere Viereck nur  von C4 abhangig. Ziehen wir daher 
durch eine seiner Ecken - sagen wir T12 in Fig. 2 - eine beliebige 
Gerade, so triEt diese ml resp. m2 in  zwei Punkten - SI, SI* - eines 
Kegelschnittes X G n d  derselbe ist durch die.se zwei Punkte  hastimmt. 
Zugleich erkennen wir, dass st,ets zwei Vierecke der S gezeichnet werden 
konneri, welche dem Vierecke der T eingeschrieben sind und welche sich 
in zwei Punkten  auf einer Linie  m schneiden. Zu jedem dieser Vier- 
ecke gehort ein Kegelschnitt K2 und es berührcn sich also diese Eegel-  
schnitte paarweise in je zwei Punkten  einer Linie m. 

F ü r  die Involution J1 ist  Ml A l ,  1% A ;  (Fig. 4) ein Paar. Lassen 
wir nun A ;  fest,  B O  hnugen die versclliedenen Werthe der Involutionen 
Jl nur vom Orte der Punkte  A, a h ,  da  wir oben gesehen, dass m2m3 
allen Involutionen Jl gemeinsam ist. m i r  untersuchen also den Ort  der 
Punkte A,.  A, wurde gefunden als BerüLrringspunkt eines Kegelschnittes 
fi;', der ml, m,, nl,, a , ,  a', zu Tangenten batte. Drehen wir nun al um 
A ' ~ ,  so bilden sammtliche Kegelschnitte Kg2 eine Schaar, für welche ml, 

m,, m3, a', die Grundtaugenten sind. Construircn wir nach dem Satze 
von B r i a n c h o n  - Fig. 5 - auf dem Büschel der  a ,  i n  den Kegel- 
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schnitten Ky2 die Berührungspunkte A , ,  so finden wir, dass letztere als 
Schnittpunktc des Büscliels der (il mit eineru xu ihm projeçtivischen 
erhalten werden. D e r  Scheitel dieses Büschels kann - entsprecliend der 
verschiedenen Anordnung der Beiherifolge der Taugenten im 13 r i  a n  c h  o n  - 
Sechsseit - in jedem der Punkte  M liegen. ( In  Fig. 5 liegt er in AT2.) 
Uaraus folgt,  dass die Punkte  A, sich auf einern Kegelschnitte Ka2 be- 
finden, der diirch A', N,  MM,A13 gelit. 1,iegt a, in cc', , so fallt A, mit A' ,  

zusamrnen, d. h .  der Kegelschnitt 82 wird iu A', von a', beriihrt. 
Mit Hilfe von Ka2 konnen wir sowobl die Kegelscliriitte K 2 ,  wie ihre 

zugehorigen Involutionen J zcichncn. J c d e  Gerade durch A', ist Tan-  
gente eines Kegelschnittes K 2  und trifft K,%um zweiten Male in ihrem 
fieriihrungspunkte mit K2. Durch p u n k t  und Tangente ist aber  K 2  be- 
stimmt, weil 2 i lM2M3 f'ür ilin ein Tripcl harmonischer Pole i s t  Ueber- 
tragen wir die Involntionen J ,  auf den Kogclsclinitt KSS, so liegen ihre 
Pole aiif m,, weil m 2 m ,  ein Paar  aller Involutionen JI ist. Sie liegen 
auch jeweilen auf' ?.PU Geiadrn n l ,  denn jede Lage von o, trifft Ks2 in 
I'unkten A ' , ,  A , ,  welche mit ml verbunden ein Paar  einer luvolution J1 
ergeben. 

Verfolgen wir nun den analogen Gedankeugang, indem wir von dpn 
Punktcln M2,  M3 ausgehen, sn werden mir auf denselben Kegelschnitt kb2 
gcführt wie oben,  und konnrn dernselben die Involutionen J,, J, cnt- 
nehmen. Die Pole der letzteren Involntionen liegen in den Sclinitt- 
punkten der Ocraden a, mit n;, resp. m,. 

Durch C4 werden - wie wir unter 3 geseheu - einern Kegelsclinitt 
K 2  drei Involutionen J , ,  J2, J, zugeordnet. Uebertragcn wir dieso auf 
einen Kegelsclinitt Ka2, der durch die drei Scheitel der Involutionen p h t ,  
so wird jetxt diese Zuordnung dadurçli vermittelt , dass die Pole von drei 
Involutionen, walçlie eu dernselben Kegelschnitt ti' gehoren, in einer 
Geraden - a, - liegen. 

G e b m  wir rinn von einer Curve C4 die Punkte  M l ,  M 2 ,  171, und 
einen weiteren P u n k t  A', mit ~ e i u e r  Tangente a',, s o  kOnnen wir C4  
nach f'olgeridem Gesetze construireu. Wir  legen durch Ml M 2 X 3  .4', orl 

eincn Kegelschnitt K,2. Sei  dann a, eino bcliehigc, Gcrade durch A', 
und schneide nie m,rn2ms resp. in T,  T2 T,, so coustruiren wir aus diesen 
Punkten die Tangenten a n  Ka2 und verhinden ihrs  Beriilirungspunkte 
resp. mit Dl lN2M, .  Auf diese Weise erhalten wir secbs Gerade,  welche 
sich viermal au d r e i ~ n  in einem Quadrupel von Punkten  der C4  schnei 
den. Ziehen wir speciell die Geraden durch A', nach den Punkteu  Ml, 
M2,  M, von C 4 ,  so erhalten wir mittels der angegebenan Construction 
die Inflexioustangenten in N ,  a-1, M . .  

Benutzen wir anstatt  der Pole die  Polaren der Involutionen J I ,  J 2 ,  J, 
in Bezug auf II," so ergiebt sich fü r  die  Constrcction von C 4  ein Gesetz, 
welches dem angeführten dual gegenübertiteht. 
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Sind Ni M2M3 reel l ,  so  erkennen wir leiclit mit Hilfe des Kegel- 
schnittes K,2, 011 ein Kegelschriitt K 2  die Curvt! C4  i n  einem reellen oder 
imaginarcn Quadrupel berührt. Ersteres wird eintreten, wenn die Doppel- 
stralilen der Involutionen J I ,  J 2 ,  J3,  welclie zu X 2  gehoren, alle r rel l  
sind. Dies hangt von der gegeuseitigen Lage der Punkte  A , ,  A ' ~  ab und 
wird iuirner stattfinden, wenn A, und A', zwischeu deu namliclien zweien 
der drei Punkte a î g e l e g e n  sind. Dann trifft 0, die Geraden nt in Punk- 
ten,  für welche die Involutiouen harmonischer Polaren in Bezug auf K,2 
hyperbolisch sind. Dementsprechend werden auch J, J2 J, liyperbo- 
lisch sein. 

In  jedem andern Fal le  ist das Quadrupel imaginar, liegt aber, da  
eine der drei Involutionen J I ,  J,, J3 stets liyperboliseh is t ,  auf den zwei 
reellen Geraden dieser byperholischen Involution und überdies auf eincm 
reellen Kegelschnitt K" Datier ist es durch reelle Elerriente vollkommen 
definiit. 

J e d e r  P u n k t  A' ,  der Curve C 4  f'iihrt auf die angegebene Weise zu 
eiuern Kegelschnitt K?. Wir  konnen denselben als Ort  aller der Puukte  
A, auffasseu, welche dem Punkte  A', iri Bezug auf sammtliclie Kegel- 
schnitte K 2  ziigeordnet siud. Uaraiis scliliesseq wir aber, dass jeder 
Kegelschnitt, der  dnrcli M,M2M3 und zwei i n  Hezug aiif einen Krge l -  
schnitt K 2  einander zugeordriete Punkte  A , ,  A'l geht ,  ein Kegelsclinitt 
K,2 ist und also C-n A', berührt. Kenuen wir dalier M, M 2 U 3  A~ A ' , ,  

so konnen wir den Kegelschnitt K , V e n u t z e n ,  um in A', die Tangente 
an C4 z u  constrniren. Wir  erhalten dann eine Coiietruction, welche der 
in 2 entwickelten dual gegenubersteht. 

9. Netz der  Kegelschnitte durch Ml M i P , X 3 .  

Wir  konrien dia Kegelschnitte KsZ einer allgemeinen Gruppe von 
Kegelschnitten iinterordnen und  gehen zu diesem Zwecke von zwei I'unk- 
ten A ' , ,  E r l  der C 4  aus. J e d e m  derselben entspricht in Bezug auf einen 
Kegelschnitt K 2  ein P u n k t  von K 2  - sagen wir A ' ~  der Puukt  dl und 
E' l  d ~ r  Pnnkt  El. D a n n  sind A', A, oder a, und E',E; odrr  el T a n -  
genten an K t  Lassen wir nun K%lle moglichen Werthe annehmen, 
so erhalten wir unendlicli viele einrrnder eindeutig zugeordnete Tarigen- 
tenpaare u l e l  durch A'l resp. E', ,  d.  h. zwei zu einander projectivisclie 
Büschel von Tangenten. D e r  Ort  der Schnittpunkte cntsprechender T a n -  
gcnten dieser Riischel muss also ein Kegelschnitt - Km2 - sein. Der- 
selbe geht durch A',  E ' , ,  weil diese punkte  die Sclieitel der erwahnten 
projeçtivischen Biiscliel sind. E r  enthiilt Dl BI2 M3, da wir diese Punkte  
- resp. die Infiexionstarigenten in ihnen -- alti degenerirte Kegelschnitte 

K z  auffassen müssen. K,,,Vst also durch Ml M2 ZK, /ifl E', bestimnit. 
Nun waren A ' ,  R', beliebige Pnnkte  von C4. Wir  scliliessen daher:  
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16 Die Curven vierter Ordn. mit drei dopp. Inflexionskuoten. 

L e g e n  w i r  d u r c h  z w e i  P u n k t e  A ' , ,  E', v o n  C4  u n d  d u r c h  
MlMzM3 e i n e n  K e g e l s c h n i t t  Km2, s o  s i n d  d i e  G e r a d e n ,  w e l c h e  
.4',E", m i t  e i n e m  E e l i e b i g e n  P u n k t e  v o n  v e r b i n d e n ,  T a n -  
g o n t e n  c i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  Ka, d e r  C4 i n  d e n  P u n k t e n  e i n e s  
Q u a d r u p e l s  b e r ü h r t .  

J e d e r  Kegelschnitt durch X l M 2 M 3  entlialt auoser diesen Inflexions- 
knoten noch zwci Punkte  dcr C4, also muss er von der  Ar t  der Kegel- 
schnitte Kme sein. Diese reprasentiren mithin das Xetz der Kegelschnitte, 
welche Ml M2M3 zii Grundpunkten haben. 1st Atl dem unendliçh 
henaehbart,  so berührt der zugehorige Kegelschnitt /i,,2 die Curve C4. 
E r  ist von der Art der i n  8 beçprochenen Kegelschnitte K,2. 

Gehen wir nun zn den Involutionen J I ,  J2, J, über und übertragen 
wir dieselben auf einen Kegelschnitt K,,,2, 60  wissen wir, dass ihre  Pole 
(3) i n  einer Geraden liogen. Diese Geraden gehen durch einen P u n k t  ï'. 
Denn constrniren wir z. B. die Pole der Involutionen JI,  J 2 ,  so liegen 
diese auf ml resp. niz. Jedem Kegelsclinitt K 2  ist  ein Pol  in  rn, und 
einer in m2 zugeordnet. Also bilden dietje Pole projectivische Eleiti~n. 
I n  denselben entspricht sich der  P u n k t  IV3 selhst; also sirid diese per- 
spectivisch und  die Verbindungslinien entsprechendrr P u n k t e  gehen durch 
einen P u n k t  T. Auf diesen Verhindungslinien liegen aber  auch die Pole 
der Involutionen J3 und  unsere Behanptung ist damit bewiesen. 

W i r  erhalten niin T diirch folgende Ueberlegung. Dcr  Strahl aus 

Zl nach A', ist ein Doppelstrahl einer Involution JI. Diese gehort zu 
dem Kegelschnitt K2, welclier in  At1  die Curve C 4  berübrt. Lu dem 
gleichcn Kegelschnitt K 2  gelioren aber auch dio Involutionen Jz resp. J 3 ,  
fiir welche MZ A', resp. M ,  A', j e  ein 1)oppelstralil ist. Also liegen die 
Pole von J I ,  J , ,  J ,  in der Tangente ,  welçbe K,,: in A', berührt. I n  ana-  
loger Weise sçhliessen wir, dass die Involutionen, für welche Hl E',, 
il& E'2, Wi E', j e  ein Iloppelstrahl ist , ihre Pole auf der Tangeutc haben, 
welche in B', a n  KnL2 geht. Folglich muss der Sclinittpunkt der T a n -  
geuten in A' ,  und  E'l an Km2 der gesuchte Pol sein. Wir  sagen daher: 

C o n s t r u i r e n  w i r  d i e  P o l e  d e r  e u  d e n  K e g e l s c h n i t t e n  P 2  
g e h o r i g e n  I n v o l u t i o n e n  JI, J 2 ,  J3 i n  B e z u g  a u f  e i n e n  K e g e l -  
s c n i t t  Km2, s o  l i e g e n  d i e s 9  P o l e  i n  d e n  G e r a d e n  e i n e s  B ü -  
s c h e l s .  U a s s e l b e  L a t  z u m  S c h e i t e l  d e n  P o l  d e r j e n i g e n  G e r a -  
d e n ,  w e l c h e  d i e  S c h n i t t p u n k t e  A ' , E ;  v o n  C4 u n d  K 2  v e r -  
b i n d e t .  

E s  ist durch dafi Gesagte jedem Kegelschnitt B G i n r .  Tangente ( i l  

durçh Af1 und eine Gerade t durch T zugeordnet. Also bilderi die G r -  
raden a,  und die Geraden 1 zwei zu einander projective Bijschel und der 
Ort  der Sclinittpunkte entsprrchender Stralilen ist ein Kegelschnitt. Der- 
selbe geht durçli AV1 TMl M2 3fS. E r  berührt in A ' ,  die Curve C4. Deun 
betrachten wir die Tangente in A', a n  K,,,2 als eine Gerade d r s  Uüsçtirls 
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iim T, so gehort zu i l i r  ein Kegelschnitt A-', der i n  d ' ,  die Curve C" 

berührt. Also muss dieser Tangente im Uüschel um A', diejenige Ge- 
rade a', cntsprechen, welche in  A', Tangcnte a n  C4 is t ,  d. h. a', muss 
den ails den Büscheln der 1 und a, erzeugten Kegelschnitt berühren. 
Dieser gehort zu den Kegelschnitten K,'. Wir  erganzen also da8 zuletzt 
Hervorgehobene dahin : 

D i e  K e g e l s c h n i t t c  Ka2, w e l c h e  d u r c h  T u n d  A', r e s p .  E', 
g e h e n ,  b e r ü h r e n  i n  l e t z t e r e n  P u n k t e n  d i e  C u r v e  C4. 

10. Erzengung der C 4  ans einem Kegelschnitt  Km? Lineare 
Construction von C4. 

Wir  knüpfen an das Vorhergehende eiliige Anwendungen. Zuerst 
heben wir eine Erzeugung der C4 hervor, welche eine Verallgemeinernng 
der i n  8 angefülirten ist und sich wio folgt aiissprechcn lasst: 

S a i e n  Ml; M 2 ,  34 d r e i  h e l i e b i g e  P u n k t e  e i n e s  K e g e l -  
s c h n i t t e s  - Km" u n d  mm,, m,, m, i h r e  r e s p .  V e r h i n d u n g s -  
l i n i e n .  Z i e h e n  w i r  d a n n  d u r c b  e i n e n  P u n k t  T d e r  E b e n e  
G c r a d e ,  s o  s c h n c i d c n  d i e s e  mlni2nt, i n  P o l e n  v o n  I n v o l u t i o -  
n e n ,  d e r e n  S c h e i t e l  M l ,  X2, M3 s i n d  u n d  d e r e n  D o p p e l s t r a h -  
l e n  s i c h  i n  j e  v i e r  P u n k t e n  e i n e r  C4 t r e f f e n .  D i e s e  s c h n e i d e t  
K,,2 i n  d e n  S c h u i t t p u n k t e n  d e r  P o l a r e  v o n  ï ' i n  B e z u g  a u f  il2. 

Dic  Geradcn durch T nach NI Jf2ïK, trcff'en resp. ml m 2 m ,  in  Polcn, 
deren Involutionen die Inflexioustangenten eu Doppelstrahleri haben. 
Operiren wir mit den Polaren der Involutionen anstatt  mit den Polen, 
so erhalten wir eine Erzeugungsweise, welche zu der obigen dual ist. 

D a  unter den  Kegelschnitten Km2 t i t~ t8  ein Kreis ist ,  so schliessen 
wir daraiis, dass die auf  angegebene Weise mit Hilfe dieses Kreises Km2 
erzeugte C4 die allgemeine Form dieser Curve ist. A l s o  k o n n e n  w i r  
C 4  s t e t s  a n s  e i n e m  K r e i s e  a b l e i t e n .  

Wir  werden vorstehende Construction benutzen,  wenn wir von der 
Curvc vicrter Ordnung die Pnnkte  M l ,  M2,  211, u n d  d', , E r ,  kennen und 
wenn M l ,  114, n;I, reell s ind.  Werden aber M2, X3 imaginar, so bestim- 
men wir zunachst die reellen Doppelstrahlen der Involution J, und  
dann auf  ihnen Punkte  von C4 mit Hilfe der Kegelschnitte K2, welçlie 
wir aus Km2 at~lei ten konnen. Dagegen lassen sich in  beiden Fallen - 
ob N2 M7 reell oder imaginar ist -- die Tangenten in A', resp. Et1 - ohne 
Renutxung eincs Kegclschnittes K 2  zeichnen. Wir  legco den Kegel- 
schnitt durch Ml M2 M3 A ' ,  E', , bestimnien in Bezug auf ihn zur Linie  
A', E', den Pol  T.  D a n n  berührt der  Kegelschnitt durch H, H2 M,  TA'^ 
die Curve C4 in A', . 

I m  Anschluss a n  diese Tangentenconstruction bemerken wir n o c h  
Folgendes. Halten wir A', feçt und durchlaufe E', die Curve C4, so 
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bilden alle Kegelsçhnitte K,,,2, welche durch A',  gehen,  ein Bü~cliel. \ l i t  
Hilfe jedes Kegelschnittes dieses Büschels konnen wir die Tangente in 
A', an C 4  construiren und erhalten dabei stets denselben Kegelschnitt K,2. 
Folglich ist dieser der Ort  der Pole sammtlichar Geraden A ' ~  E', in  Be- 
ziig auf die  resp. Kegeluchnitte Km2. Wir  k6nnen dahe,r die  Punkte  von 
C4 auch nach folgendem Gesctze finden: 

W i r  g e h e n  a u 8  v o n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t b ü s c h e l  m i t  d e n  
G r n n d p u n k t e n  M l ,  H z ,  JI3, A ' , .  Ks2 s e i  e i n  K e g e l s c h n i t t  d i e -  
s e s  B ü n c h e l s .  Z i e h e n  w i r  d u r c h  A ' ,  e i n e  G e r a d e  u n d  h e t r a c h -  
t c n  w i r  d i e s c  81s T a n g e n t e  e i n e s  K e g e l f i c h n i t t e s  - KT,: - d e ~  

' U ü y c h e l s ,  s o  i s t  d i e s e r  d a d u r c h  i n d i v i d u a l i s i r t .  S c h n e i d e t  
d a n n  d i e s e  T a n g e n t e  d e n  K e g e l s c h i i i t t  8.' e i n  z w e i t e s  Mal  
i n  T, s o  t r i f f t  d i e  P o l a r e  v o n  T i n  R e z u g  a i i f  K , , z V i e s e n  K e -  
g e l s c l i n i t t  i n  a i n e m  z w e i t e n  P n n k t e  - E", - d e r  C4. Wir  
konnen dies auch so ausdrücken: 

D i e  P u n k t e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  Ka2 s i n d - d e n  ü b r i g e n  
K e g e l s c h n i t t e n  Km2 d e s  B ü s c h e l s  i n  d e r  W e i s e  z u g e o r d n e t ,  
d a s s  d i e  P o l a r e n  d i e s e r  l ' u n k t e  i n  R e z i i g  a n f  i h r e  c o r r c s p o n -  
d i r e n d e r i  K e g e l s c h n i t t e  sic11 i n  e i n c m  G r u n d p u n k t e  A', d e s  
B ü s c l i e l s  t r e f f e n .  D a n n  l i e g e n  d i e  S c h n i t t p i i r i k t e  d i e s e r  P o -  
l a r e n  m i t  i h r e n  re , sp .  K e g e l s c l i n i t t e n  a u f  e i n e r  C4. 

Die  letzterwahnten Constructionen gestat,ten u n s ,  C4 durch Punkte  
und Tangenten rein l i n e a r  zu construiren, wenn wir NL, M2,  M3 und  
zwei weitere Purikte oder eirien Purikt mit seiner Tangerite kennen.  

11. Erzeugung von C "  aus Kegelschnittbüscheln und -Schaaren. 

Wir  gehen aus von den Kegelsclinitten Kqg, welche zwei Quadruprl  
von Punkten  der C4 euttialteri. E i n  Quadrupel - A ' ~  B'l Cf1 Dfl - lic~gt 
mit jedem andern auf einem solchen Kegclschnitte und die Get-ammtlieit 
dirser Kegelschnitte bildet ein Biisçliel B2, das A ' ~  A', C', Df i  eu Griind- 
punkten hat .  Uas Strahlenpaar, welches von einem der Punkte  M - 
sageu wir M, - aubgetit und das einen Kege l~ühni t t  des Uiischels B V n  
deu Punkten  eines Quadrupels sclineidet, wird durch m,m, harmoniscli 
getrennt. Mittiin hilden alle diese, Strahlenpaare eine Tnvolution - .rj, -, 
für welche m,, m, die Doppelstrahlen sind. Ordneu wir nun je,dem Qua- 
drupel d e n  Kegelsclinitt des Uüschrls B2 Z U ,  auf welchrrri d i ~ s e ~  Qua- 
drupel l iegt ,  so ist damit auch jcdem Strahleripaarc der Involution J ; ,  
ein Kegelschnitt des Büschels B2 zugeordnet. Be und .71, sind zu ein- 
ander  projcctivisch. I n  dieeer Projectivitzt correspondiren den Doppel- 
stralilen der  lnvolutiou Ji, d i e  K~gelsütinitte des Uüschels B2, welclie 
i n  die Geraden durch 1i23i, zerfallen. Der  Kegelschnitt aber, welclier 
i n  den  Grnndpnnkten .4 '1 ,  . . . Tl', des Riiscliels die Curve C4 beriihi-t, 
muvs den Stralilen diirch M, entspreclieu , w e l c l i ~  die Grundpunkte des 
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Büsçlie~lo verbirideri. Sciiueidi~ri wii  das Uüscliel IS2 u n d  ~ l i e  Iiivolutiou 
J i ,  mit ml, so  erhal tcn  wir in d i w e r  Gerriden zwei z u  e inander  projec- 
tivische Punk t invo lu t ionen ,  für welche N2M3 sich entsprecheride P a a r e  
sind. J c d e s  Quadrupe1 von P u n k t e n  de r  C4 fiihrt i n  Br.zug auf  r inen  
P u n k t  DI zu e iner  Projcctivittit d e r  erwzhnten Art. 

E i n e  nndere  Prnjcctivitat  erlialten wir, wenn wir i rgend zwei Rii- 

schel B2 durcli C4 aufeiriander bezogen denken.  Seien diese Büschel mit  
BI2, BZZ bezeiçhnet urid hsberi tiir A ' 1 ,  R' , ,  C',, 1)'1 resp. E' , ,  I."l, G I I ,  H f 1  
zu G r u n d p u n k t e n ,  so  fichneidct j r d r r  Krgelsclinit t  K , V e s  Biischels BI2 
die-Curve C 4  in einem zwr i t rn  Quadrupe1 vori P n n k t e n .  Durch  diesrs 
und die  G r u n d p u n k t e  des zweiteu Uüscliels UZ2 geht  ein Kegelschni t t  h Z 2 .  
Auf diese Weioe sirid durch C q i e  Uiisclirl R I 2 ,  B22 zueinander  projec- 
t i v i ~ c h  gernaclit. C4 ist  Erzeugniss  d e r  prnjectivischen Uüsc l i~ l .  

Untersuclien wir d ie  I)rojectivit%t nalier, so e r k r n n e u ,  wir, dass den 
drei degenerirten Kegelschni t t rn  des  eineu Biischels, welche durcli 31, , 
J&, g r h e n ,  dle degenerirten K e g e l ~ ü h n i t t e  des a n d e r n  entsprechen.  
Urittr den Kegelschnitten jedes  Biischcls ist  einer, d e r  C 4  in den Griintl- 
punktcn des Büsçlielu beriihrt. Ihrn correbpondirt  irn ande rn  Büschel 
jeder Kegelsclinit t ,  welcher durch di6 G r u n d p u n k t e  d r s  crstei.cn Büschelo 
geht. W i r  k o u n e n  dies aiich s o  a u s d r i i ç k e , ~ :  D e m  K e g e l ~ ü h n i t t  durch 
die aclit Gr i indpunk te  beider Büschel  cntspr icht  in jedem Büsrhel  d e r  
Kegelschnitt ,  welcher C4  i n  d e n  G r u n d p u n k t e n  diesrs  Büschels herührt .  

H a b e n  wir j e t z t  d i e  I'rojectivitat de r  Büschel  Bi2, R: du rch  C 4  ve.1.- 
mittelt gedacl i t ,  so k i jnnen wir umgekelirt  C 4  a u s  zwei solcbcn Büscheln 
arzeiigen u n d  dies  dah in  aussprechan:  

S i n d  z w e i  K e g e l s c h n i t t b i i s c l i e l ,  d e r e n  G r u n d p ~ n k t v i ~ r -  
e c k e  d i e s e l b e i i  D i a g o n a l p u n k t e  X,, SI2, M, h a b e n ,  i n  d e r  
W e i s e  a u f e i n a n d e r  b e z o g e u ,  d a s s  d i e  d e g e n e r i r t e n  K e g e l -  
s c h n i t t e  d u r c h  d e n s e l b e n  P i i n k t  N s i c h  e n t s p r e c h e n ,  s o  i s t  
d e r  O r t  d e r  S c h u i t t p u n k t e  c o r r e s p o n d i r e n d e r  K e g e l s c h n i t t e  
b e i d e r  B ü s c h e l  s e i n e  C u r v e  C4, f i i r  w e l c h e  BI, Hz, JI3 d o p -  
p e l t e  I n f l e x i o n o k n o t e n  s i n d .  

E i n  dualer  Gedankengang  wie der  jc tz t  durchgeführ te  ergiebt  Er- 
zeugungsweisen d e r  C 4  a u s  I < ~ g ~ ~ l s c h n i t t ~ c h a a ~ ~ n .  I l i c  T a n g e n t e n  e i n e ~  
Quadrupels  d e r  C 4  Sind Grundtar igenten e iner  Schaar .  D a n n  wird  du rch  
C 4  e ine  ein - zweideut ige  Prcjectivit i i t  zwischen d e n  Krgelsclinit ten dieser  
Schaar  u n d  den  I'aaren e iner  Involut ion vermit te l t ,  welche zwei P i ink tc  il1 
zu 1)oppclpunkten h a t ;  d e n n  jeder  Kegelschni t t  de r  Schaa r  en tha l t  ausser 
den G r n ~ d t a n ~ e n t e n  noch zwei Quadrupel  von  Tar igenten d e r  C4 u n d  
diese schneiden d i e  Geraden  m in d m  I'aaren d e r  angedeu te t en  Invol i i -  
tionen. 

Wei t e r  k a n n  C 4  durch zwei Schaaren erzeugt  w e r d e n ,  dcren G r u n d -  

tangmtenvierse i te  d i rse lben Diagonalen hnben  u n d  welche so  aufeinnnder  
2 * 
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bezogen s ind,  dass jedem Krgelschnitt  der  einen Schaar zwei der  andern 
entsprechen. C 4  ist Enveloppe der gemeinsxmen Tangenten entsprechen- 
der Kegelschnitte. 

12. Büschel der s ich doppelt berührenden Kegelschnitte K:. 

Wir wollen nun die Kegelsclinitte Kq2 uach einem neiien Gesichts- 
punkte gruppiren und schicken zu diesem Zwecke eine allgemeine Be- 
m ~ r k u n g  üher Kegelschnitte voraus. 

Sei  K%in heliebiger Kegelschnitt und  sei M l ,  ni, in Rezug auf deu- 
selben Pol und Polare. Ziehcn wir dann durch Ml zwei Gerade x,, x',, 
welche Ji2 in A, BI El FI treffen sollen, so sühneiden sich die  Verbiridungs- 
linien dieser Pnnkto  in eincm Tripel  harmonischer Pole i n  Bezug auf K2.  

Ml ist für dasselbe eine Ecke.  Die  beiden anderen - Z, Z' - liegen 
in ml. Construiren wir sodaun die Tangenten in A 1 B , E 1 2 j ;  a n  K2, so 
treffen dicse x', resp. x, in  Punktcn  -- A' ,  B',, E', F'l -, deren Verbin- 
duagslinien ebenfalls durch die 'I'ripelecken M , Z Z '  gclien. Mithin hahen 
alle Kege l~chni t t e ,  welche durch die vier Punkte  A ' , ,  R', ,  E' l ,  F', gehen, 
mit dem Kegelschnitt K q a s  'i'ripcl. 1 1 . 1 , ~ ~ '  gerneinsarn. 

Sei nun fi2 einer dcr  Kegelschnitte, welche C4 in den Punkten eines 
Quadrupels berühren,  und  sei x,x', ein Paar  der zu K 2  geh6renden In-  
volution .Il, so sind A ; ,  B', , E;, P", cier P u n k t e  von CL. Zeiclinen 
wir dann  zu x,x', die vierten harmonischen y, yf1 in Bezug r u f  m 2 n o ,  
so liegen auf y, y', d i e  Pnnktc? Cll I)', re3p. G',  H'l der C4, welche A', 8 ,  
resp. h", P', zii zwei Quadrupeln erganzen. Durch letztere geht ein 
Kegelschnitt $2, der mit If2 das 'I'ripel 7n17n2m3 gerneinsam hat.  Da aber 
aiif IC: auch die Punkte A' ,  , B t l ,  E',, F', liegen, so ist nach der oben 
gemachten Bemerkung auch N I Z Z '  ein Tripel harmonischer Pole für K2 

und KP2. Also ist die Involation harmonischer P o l a r ~ n  - Jlk - um hl, 
fiir I l 2  und K,"iesrlbe. Mithin müssrn sich K 2  und KyZ i n  zwei Punk- 
ten von ml heriihren. IIehen wir noch hervor, dass y, y'l ehenso wie 
a,x', ein Stralilenpaar der Involution J ,  ibt, so schliessen wir: 

Z w e i  S t r a h l e n p a a r e  e i n e r  I n v o l u t i o n  JI, w e l c h e  d u r c h  
m , m 3  h a r m o n i s c h  g e t r c n n t  s i n d ,  e n t l i a l t e n  z w e i  Q u a d r u p e l  
d e r  C4, d i e  a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e  liq2 l i e g e n ,  w e l c h e r  d e n  
z u  J ,  g e h o r e n d e n  K e g e l s c h n i t t  K 2  i n  z w e i  P u n k t e n  v o n  ml 
b e r ü h r t .  

Wir  erhalten so ein Büschel sich doppelt beriihrender Kegrlschnittc, 
B:, welche zu demselben Kcgelschnitt KGessp.  zu derselben Involution 
J ,  gehüren. Wir  ktinrieu nun zeigen, dass in  diesem Uüschel ausser K 2  
noch ein Kegelfiehnit,t - K*' - rorkommt, der C V n  den Punkten einee 
Quadrupels berührt. Wir  constrniren ihn und seine Involution JI* nach 
folgender Ueberleguug. E s  giebt in jeder Involution - also auch in .?, - 
stets ein Stralilenpaar, das mit einem gegebenen - sagen wir m2m3 - 
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eine harmonische Gruppe bildet. Haben wir die Irivolution J I  auf einen 
Kegelsclinitt H" welcber durch Ifl geht,, übertragen (Fig. 6) ,  so finden 
wir dieses Paar ,  indem wir m,m, als Duppelstrahlen einer Involution JI, 

betraçhten, ihren Pol Ji, mit dem Pole von JI verbinden und mit dieser 
Linie H 2  tichneiden. Die Stralileu g l f ,  hl* aus Ml riach diesen Sçhnitt- 
punktcn reprasentiren das gesuchte Paar. Auf ihm liegen viar Punkte  
A' , ,  B',, E',, F', der  G4. Erganzen wir dieselben zu zwei Q,uadrupeln 
d f l  . . . Dg, , E', . . . II',, so fallen C', D', mit E', P; uud G', Il'1 mit A', B', 

zusammen. Also mnss der Kegelçchnitt, welçher durch diese xwei sich 
deckendcn Quadrupel geht , dem Büschel der Kegelschnitte Kq2 angehoren 
uud C 4  in den Punkten Al1, R ' , ,  E', ,  F', berühren. E s  ist der gesuchte 
Kegelsclinitt (vergl. 8). 

Ueber die gegenseitigen Bezietiungen von K211*2 resp. JI JI*  macheu 
wir noch einige Bemerkungen. Im EIilfskcge1t;chnitt HQilden die Pole 
der Involutionen JI, Ji,, JI* ein l'ripe1 harmonischer Pole und es wer- 
den somit J I ,  JI* durch m 2 m 3  liarrnnnisch getrennt.  Daher kann  bei 
reellem 7n27n, nur  eine der Irivoliitionen J , ,  J,' reell sein;  dementspre- 
cheud wird nur  einer der Kegelschnitte K" die C4 in reellen P n n k -  
ten eines Quadiupels berühran, wolil aber ist es moglich, dass beide 
Kegelschnitte mit C4 imagiuaren Contact habeii. 

1st nz,tn3 imaginar, also Ji, elliptisch, so sind die beiden Involutionen 
J I ,  JI* hypcrbolisch. 

Sei nun A', ein P u n k t  von C4 auf z,, 80 gehort zu ihm sowohl ein 
Punkt  Al auf K 2 ,  als ein Punkt  Al* a u €  1i*2. A,,  A,* sind Berührungs. 
purikte von Taugenteu aus a n  K 2  resp. K * 2  und mütisen i n  den Ge- 
radcn x', r e s p  y', l iegen,  welche x, i n  der  Involution J, resp. JI* ent- 
sprecben. Kennen  wir daher K 2 ,  1, und 'haben wir auf angegebene 
Weise JI* bestimmt, so erhalten wir einen P u n k t  mit Tangente von K*2 
- unabliarigig davon,  ob Ietzteror Kegelschnitt die Curve C4 reell oder 
imaginar herührt - nach folgendcm Vrrfahren. V i r  gehen aus von A', 
aiif x,, suclien zu x, den entçprechenden y', in der Involution JI* u n d  
den entsprechenden in der Involution Jlk Letzterer triEt ml im Pole 
vou zl in  Uezug aiif B*l und durch dieseu Pol  und A ' ~  geht die T a n -  
gente, welche Y*a in einem Punkto Al* von y, berülirt. Damit ist dieser 
Punkt  mit seiner Tangente und  also auc.11 K*,  grgeben. 

l'ühren wir den analogen Gedaukengang durch, indem wir von N2 
resp. M3 ausgetien, so fiuden wir, dass sich die Kegelschnitte KyP auch 
in Büschel gruppiren lassen, für welche die Beriihrungspunkte in  m2 resp. 
m, liegen. ,Jedes dieser TIiischel enthiilt zwei Kegelsclinitte, die C4 in  
einem Quadrupel berühren. 

Nun haben wir unter 3 gweig t ,  dass eine Gerade m sammtliche 
Kegelschnitte K 2  entweder reell oder imaginar schneidet. J e d e r  Kegel- 
schnitt K 2  wird aber  von unendlich vielcn Kegelfictinitten Xq8 in diesen 
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Schnittpunkten berührt. Lassen wir K2  seine unendlich vielcn Werthe 
durchlaufen, so erlialten wir ihuen entsprechend unendlich viele Büschel 

von Kegelschuitteri Kq2 und dirse stellen uus die Gesarnuitheit der Krgr l -  
schnitte Kq2 vor. Es folgt a lso,  daas auch diese von einer Geraden m 

entweder alle r ~ e l l  oder alle imaginar geschnitten werden. 

1st Ml M2DI, reell ,  sa wird jeder Kegelschuitt K 2  von zweien der 
drei Linien m reell geschnittcn und dann reprasentiren die Kegelsclirlitte 
k 2 ,  Kg2 die Gesammtlieit aller der Krgelschnittc,  welche MlM2JT3 zum 
Tripe1 harmonischer Pole liaben nnd welclie dieselben zwei Linien î-tz reell 
scl~neiden.  Wird M2N3 iuiaginar, sa kounen alle Kegt.lsclinitte, welçtie 
M1M2Jf3 zum T r i p r l  harmonischer Pole Iiaben und wclche ml reell 
fichneiden, als Kegelschnitte Kg2 r e s p  K 2  auftreten. 

13. Die Tangenten von Ç4. 

Wir wenden uns zu den 'i'angeuten der C 4  und kniipfcn an das an,  
was wir in 2 und 8 üher dieselhcn sagten. Die Constructionen, welclie 
dort aus J I  und K"ntwicke1t wurden,  lassen fiich in analoger mTeise mit 
Hilfe i r g e n  d eines der Kegelschnitte K 2 ,  welche C 4  iu den Purikten eines 
Quadrupels berühren, und der zugehorigen Involutioncn J I  resp. J2, JI) 
ausfüliren. J e  nachdem wir dazu einen Kegelschnitt h2 oder (i,2 ver- 
wenden ,  bedienen wir uns des Satzes von U r i a n c l i o u  oder Y a s c a l .  
I n  beiden Fallen erhalten wir folgendes Schema der  Construction. Sei 
A', ein P u n k t  von C4,  .dl sein ziigeli6riger in Bczug auf einen Kegel- 
schnitt K 2 .  Dann ist A' ,  A, oder ul die Tangente in a, an k-! Nun 
bringen wir .W,A', mit A!, dl zum Schnitte. ( F i  7 Den Scliriittpurikt 
- 7'1'2 - verbinden wir mit S,, dem Scbnitte von (1, und m,. Zielien 
wir S2 q . 2 ,  sn schneide diese Gerade ni, in S',. TJetzterer P u n k t  ist der 
Schnittpuukt der gesucliten Tangente  CL'^ in A',  an C4 mit nt,. Zum 
iia~uliclien Resultat fülirt auch folgende Construction. Sei 7,. der  Schnitt- 
punkt  von IV, A, mit M2 A', , so verbindeu wir diesen I'unkt mit S,, dem 
Scbnitte von m, und 0,. Diese Verbindungslinie treEe m2 in  SI2. Danu 
ist SI ,  ein Puiikt von u', . 

Setzen wir an Stelli: von Ml die I'unkte H,, q, so crlialtcn wir 
vier neoe T a n g e n t e n c o n s t r u c t i o ~ ~ e n .  Also kiinrien wir im Ganzen auf 
seclis verschiedene \Yeisen (J?ig. 7) die Gerade u', bestimrnen. J e  zweirnal 
gelaugen wir dabci zu eiriem Puukte  S'. Kach der eiugeführten Uezrich- 
nung  liegen in Geraden die Purikte S,, S', , ï;,,. ferner SI, , q3, U. S.  f. 
Sr,  konnen wir aber auch finden, indem wir von einem beliebigen Puukte 

- 
P, auf m, ausgeheu. Wir  ziehen P2Sl (E'ig. 7). Diese Linie sçhneide 17f,A, 

- 

in A l p .  Letzteren P u n k t  verhinden wir mit M2. i n p A l p  werde von M , A ' ~  

oder Ml T1p2 in geschnitten. Dann geht die Gerade P2 P112 durch S', . 
Wir  haben namlich jetzt xu einei. der ohen gegebenen Tangentenconstruc- 
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tionen die centrisch - collirieare gezeichnet in  einer Collineation, für welche 
das Centrum und ml die Axe ist. Eutuprecheude Punkte  i n  dieser Col- 

lineation s ind:  S2 und Pz, A, und Alp,  ï ' y 2  und  Pis2. -4160 Sind S2T1,2 
und P, P1r2 elitsprechende Gerade und schneiden sich im Punkte S ' ,  aiif ml. 

I l u r c h l ~ u f t  nun der P u n k t  A', die Curve C4 und construiren wir 
siimnitliçhe I'unkte S ' ,  unter Bknutzuug des riiimlichen Punktes P2, so 
i'iagen wir nach dem Orte der Sclinittpuukte der Geraden P,S1,  und 
.Mldrl, also nach deni Orte  der Punkte  Plv2. 1)ieser ist abhangig vom 
01-te der Punkte  d i p  und  wir untersucben daller zunacliist letztaren. Wir  
~r l i a l t en  die Punkte Aip  als Sclinitto der Geraden P2Sl und M l A l .  S, 
ist stets Pol  von Ml A, in Beeug auf den Kegelschnitt I l 2 .  Folglich sind 
die Strahlen durcli Pz nach den S1 und durch Ml nach den resp. A, 
Linien über den Paaren der  Involution harmonischer Pole in  ml in  Bezug 
anf Also liegen die Schnittpunkte dieser resp. Linien auf eiuern 
Kegelschnitt Ki,,', der durch Pz und Ml geht. E r  ist  der  Ort  der  Purikto 
. M3 ist in Bezng aiif ilin Po l  der Garaden m,. E r  enthalt die 

Punkte ,  in denen K 2  von m, grschnitten wird. (Fig. 8.) 
Ziehen wir nun aus M2 nach den Punkten des Ilegelschuittes Klp2 

Gerade und sçhneiden wir diese mit den resp. Geraden M , A ' , ,  so orbal- 
ten wir I'unkte Der  Ort  der letzteren wird also aus Klp2 mit Hilfe 
der Iiivolutiun J, nach folgendem Gesetze abgeleitet. Wir  ziehen durch 
111, eiiie beliebige Gerade x 2 ,  welche Xll,%n zwei Punkten x,, y, (E'ig. 8) 
treffe. Ilire Verbindungslinien mit Ml seien x,, y,,  und  diesen Geraden 
sollen in der Involution J, die Geraden x',, y', eiitsprechen. Dann  
schrieiden letztere den Stralil xz  in zwei I'nnkten des Ortes der P. 
i l teheu wir x 2  uni M2 und bestimrnen wit die Strahlenpaare X, y,, so 
bilden diese r ine Involutiou J lp i  für welche m2, m3 die I)oppelstrahlen 
sind. Ueliertragen wir diese Involution auf den Kegelschnitt Klp2, so  

iut fil2 ihr Pol.  Nun ist aber  m,ni3 ein P a a r  der Involution JI und  da  
m3 den Kegelsclinitt l c t p 5 n  ilTl berülirt ,  so liegt der Pol  von J, in  Be- 
zug auf IClp2 in m2. Wenn wir also zu 2, y, die entspreçheuden x ' ~  y'l 
in J, hestimrnrn und ihre xweitcn Schnittpunkte mit Klp2 durch x', resp. 
y', bezeichnen, so müssen sicli X , X ' ~  und y, yfl im Pole .7, der Involution 
J,, also in einern Punkte auF m2 schueiden. Daraus folgt aber, dass 
x', y', auf einer Geraden clurüh M, liegen. Also sind aucli die Strahlen 
x',, y', <:in Paar  der Involution Ji,, und es ist jeder Geraden x2 durch 
Ml ein Paar  der Involution J I p  z n g ~ o r d n e t .  Ziehen wir dagegen eine 
beliebige Gerade x', durch H l ,  so correspondirt ihr i n  J, ein Strahl x , ~ ,  
Dieser trifft Ki1,' - ansser in X, - noch in einem zweiten Punkte  - 
x', -, durch den ein Strahl  x2 geht. Also correspondirt einem Strahle 
x', durch illl nur  ein Strahl  x,  durch aî,. 

Zwei Biischel n u n ,  welche iu  der bemerkten Weise ein-zweideutig 
aufeinander bezogen siud, erzeugen bekanntlich eine Curve dritter Ordnung 
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- Ci+' -, für welche B, ein Uoppelpunkt und M, ein eiufaclier Punkt  
ist. D i e  T a n g e n t e n  in J I ,  und M2 an Ci*29 fiind die resp. correspon- 
direnden zum Verbindungsstrahle der Scheitel Ml ,  N,. Fassen v i r  diesen 
Strahl als einen solchen des Büschels um auf ,  so decken sich iu 
unserem Fal le  seiue beiden entsprechenden Strahlen in  der  Geraden ni,; 
Also fallen die Tangenten in Ml an Cl~2%usammenl d. 11. il, ist Spitxe 
für  diese Curve dritter Ordnung. Gehore aber M I N 2  dem Büschel um 
NI a n ,  so correspondirt diesem Strahle im Uüscliel um M ,  die Gerade 

N, Pz. Also tangirt diese Crz3 in IV,. Suchen wir iliren dritten Schnitt- 
punkt  mit Cl*z3, so bernerken wir, dass M2P2 den Kegelschnitt K i p 8  be- 
rührt. Also miiss auch der  erwahnte dritte Punkt  in M, liegen. Daraus 
folgt, dass iW2 Pe eine Inflexionstangente in 174, a n  Cilz3 ist. 

Weiter erwiihnen wir, dnss x', y', durch m3m, harmonisch getrennt 
wird,  und  schliessen daraus,  dass auch die Punkte  von Ci.23, welche in 
aieben Geraden l iegen,  duïch 1 W 2  resp. m, harmonisch getreuut werden. 
Verallgemeinern wir dieee Bemerkung, so folgt,  dass Cip23 e u  fikh selbst 
centrisch-involutmisch liegt in einer Involution, deren Cent,rum Mz und 
deren Axe in2 iet. ml trifft die Curve C1,23 in denselben Punkten  wie die 
Inflexionstangenten il, il* in 111, a n  C4. Kip2 schneidet CitZ3 i n  den Punk-  
t e n ,  i n  welchen die Doppelstrahlen der  Involution 3, diesen Kegelschnitt 
treffen. 

Wenn wir jetzt in  analoger Weise wie oben Pz mit S f 3  - dem 
- - 

Schnittpunkte der Tangente und  ms - verbindeu und  P2S'3 mit M 3  A ' ~  

zum Schnitte bringen, so erhalten wir einen P u n k t  P3.z. Jler Ort  dieses 
Punktes  ist eine Curve dritter Ordnung - C3rZ3 -, für  welche M3 eine 
Spitze ist. m, ist Tangente  in  dieser Spitze, und in ni, ist eine In- 
flexionsstelle mit M, P, als Tangente. Analoges gilt für die Punkte  P 
auf ml u n d  m3. Sei  daher  mit Pz ein P u n k t  a u €  m, bezeichnet und 
nelime x die Werthe 1, 2 ,  3 in  der  Weise a n ,  dass E =  1 die Werthe 
y = 2 oder y = 3 correspondiren u. S. f . ,  so sctiliessen wir allgemein: 

1 s t  P, e i n  P u n k t  a u f  m, u n d  s c l i n e i d e t  d i e  T a n g e n t e  a', 
i n  AI1 a n  C4 d i e  G e r a d e  m, i n  s o  t r e f f e n  sic11 d i e  L i n i e n  
P,S'y u n d  MgAr1 i n  P u n k t e n  e i n e r  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  Cytzs, 

D i e s e l b e  h a t  i n  My e i n e  S p i t z e  m i t  d e r  T a n g e n t e  m,. S i e  b e -  
s i t z t  i n  M, e i n e  I n f l e x i o n s s t e , l l e  u n d  w i r d  i n  d i e s e r  v o n  
Pz M ,  b e r ü h r t .  

14. Biîachel d e r  Curven C3. 

Wir wollen jetzt die Gesarnmt,heit der Curven dritter Ordnuug zu 

überblicken suchen,  welche nach dem obigen Satze hervorgebracht werden 
k i h n e n ,  und betrachten zuerst die Curven,  welche den  Punkten  P, auf  
m,  in  Bezug 'auf Ml ziigeordnet s i n d ,  d. h. die Curven C1,i5. 
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I J a s s ~ n  wir die G ~ r a d e  ni2 dnrclilaiifen, so ge11oi.t zu jedr r  1,age 
dieses Punlites in Ileziig aiif K 5 i u  Kegelschnitt l i l pa ,  Alle diese liegel- 
sçhnitte /ii1,2 wrrden in i?l, von ni3 beriilii-t, sclinrideii sich in ni ,  mit K 2  

und liaben ,ll2rn, zu Pol  und Polare. Sie Sind zii einander centrisch- 
collinear in einer Collineation , deren Centriim Ml und deren Axe ni, ist. 
Aus jedem dirser I<egelschnitte leiten wir mit Hilfe von J eine 

h 
Curve CieZ3 ab. Alla diecie Ciirven bahen dieselbe Spitze Ml mit der 
Tangente m2 und dieselbe Inflexionçstelle 111,. Sie qind zu einander 
centrisch- collinear mit Ml als Centrnm, ml als Axe und  chn ne id en sich 
- aussar in M, W2 - noch i n  den Punkten ,  in welchen die Inflexions- 
tangenten in 1% an C 4  die Gerade m, treffen. 

Durch jedan P u n k t  X der Ebene geht eine Curve Ci,23. Wir  erhal- 
ten s ic ,  indem wir auf II.I,X einrn k'unkt A'1 der  C4 und seine Tangente 
a', bestimmen. Letztere  trifft IN, in S',  . Sr1 X aber schneidet m, in P, 
und zu P, gehort eine Curve Ci*2s. Wir  scliliessen daraus, d a s s  d i e  bis 
jetzt abgeleiteten C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  e i n  B ü s c h e l  - B1,2s- 

Iiil d e n .  Lassen wir a n  Stelle eines Kcgelschnittes K Z  dcn  Kegelschuitt 
1i" t re ten,  welcher IC-in zwei Punkten von ml berührt,  so fiihrt uns 
derselbe zu den  namlichen Kegelsclinitten K i p 2  w i c  K*2j  denn die Kegel- 
schnitte Kip2 hangen nur  von Ml, Pz und der Involution J l k  a b ,  welche 
für K a  und F2 dieselhe ist. Bestimmen wir dann aus diesen f i p z  mit 
Hilfe von .JI* die Curven 61*23, 80 rnüssen sie mit den oben aus K l p 2  
und J ,  construirten zusammenfallen; denn nach ihrer Definition sind sie 
nur von C4  abhangig. Aus demgelben Grunde erlialteu wir aucb keine 
anderen Curvcn C1.23, wenn wir von irgend einem der Kegelschnitte K B  
oder K * 2  ausgehen, welche C4  in den Punkten eines Qriadrupels be- 
rühren. 

I n  aualoger Weise konnen wir fiinf weitere Büschel von Curven 
dritter Ordnung ableiten. Nach der eingefülirten Bezeichnungsweise sind 
es die Rüschel &,23, Ry15, H393,  R1*33, R2133. Curven der Biischel, welche 
denselben u n g e s  t r i c l i  e n  e n  unteren Iiideu haben ,  gehoren zu Punkten  
P auf der Linie m, welche den gleicben Index  hat. Curven der Büschel, 
die denselben g e s  t r i c h e n  e n  unteren Index  haben,  sind Punkteu S' 
mit demselben Index  zugeordnet. 

W i r  werden diese Curven C v e n u t z e n ,  wenn es sich darurn haudrl t ,  
die Tangenten zu fiuden, welche sich aus einem Punkte  S' ,  auf m, an 
C4 legen lassen. Uatiei bemerken wir, dasx unter den Kegelsühnitten 
- 7 

n Z p a  stets ein Kreis ist. Also werdcn wir eur  Construction stets die- 
jenigen Curven C3 verwenden, welche sich ails den erwahnten Kreisen 
zeichnen lassen. 

Zum Schlusse dieser Gedankenreihe erwshnen wir, dass die bespro- 
clienen C u r v ~ n  dritter Ordnung degenerirte Formen von Curven vierter 
Ordnung sind,  wclche sich in folgcnder Weise ergeben. Sei P ein be- 
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2 6 Dic  Curven vier t r r  O r d n u n g  etc. Von Dr.  C. BIIPEI,. ------- -----,.- --- 
l iebiger l'unkt d e r  E b e n e ,  so  ziehen wir durch ihn e ine  heliebige Ge- 
r a d e  x, welclit: rri, i n  Sfl sciiueide. D a u u  geheu vori SI1 aus  oeclifi T a n -  
gen ten  an C4, deren Berührungspui ik te  aui' dre i  G e i a d c n  xl durch NI 
l iegen. E s  werden also auf  diese Weise  jeder  Geraden  x durcli f' drci 
G e r a d e  a., durch M l  zugeordnet ;  dagegen corre,spoudirt j ede r  Geraden x1 
riur eirie Gerade  z; derin x, sclirieidet C4  in  zwei P u n k t e u ,  dereri T a n -  
gen ten  eicli in S ' ,  auf  ml treffen. s', P abe r  i s t  d u  S t r a l i i .  de r  xl cnt-  
spriclit. E s  folgt mi thin ,  dass das Büsctiel de,r x zu dem de r  s, i n  einer 
e in  - dreideutigen Projectivitat  stelit. Z a e i  solclie Biiscliel erzeugon be- 

karintl ich e ine  Curve  v i r r t e r  O r d n u n g  - C,14. Fi i r  dieselhe ist  P ein 
e infacher  u n d  ,Tl, ein dreifaclicr I'unkt. Auf den  Geraden  PM2 u n d  PM3 
fallen in  ?If2 resp .  n/13 j e  dre i  P u n k t e  von C1e4 zusammen. Also i o t  PU, 
1nflexionstange.nte iri 1112 an C1n4 u n d  P M 3  i n  M S .  

Liegt  n u n -  P in  m,, so  entlialt  diese Gerade  fünf P u n k t e  an  Ci,4, 
namlich den  dreifacheii P n n k t  Ml u n d  die  Puiiktt :  ilil, u n d  E'. Also ist 
mz ein  l 'heil  d ~ r  Curve C1f4, welche zu P getiOrt, u n d  d e r  Res t  ist eine 
Curve  von d e r  A r t  de r  Curven C1.23. 1st 1' i n  Jf3 g e l ~ g e n ,  so  degenerirt  

d ie  z u  P gehorende Curve  in  d ie  Gerade  ntg u n d  eirie Curve  Cl's3 U. 8. f .  
D i e  Curven ~ i i n d  fitets ree l l ,  wenn  P recll  i s t ;  dagegcn werden 

die  Curven C l , z h n d  C1q33 imaginar ,  wenn JI2 tu3 imaginar  s ind.  Sie  entlial- 
ten darin i iur als reelle P u n k t e :  171, u n d  d ie  Schnittpurikte von ml mit 
i l  Gleichwolil oind s ic  nacli dern Vorhergeliendcn defiiiirt u n d  be- 
st immt. 

Ana loge  Betrachtungen führen u n s  z u  Curven  C214, L'y4. I h r e  de- 

gener i r ten  Formen  s iud Cz,is, ('2's3 u n d  C3,l3, CSvL3 und  j e  e ine  d e r  Ge-  
r aden  m. 

(Schluss folgt.) 
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Ueber die Integration linearer, nicht homogener 
Differentialgleichungen. 

Von 

\\'oLu. I ~ Y ~ I A N N  
iu Plauen i .  V. 

V o r b e m e r k u n g e n .  
Die vorliegende Abhandlung brêcliaftigt sich damit,  für Gleicliungen 

von der Form 

in welcher X,, bis X ,  ganze Functionen von x s i n d ,  das Supplement- 
iutegral ohne die K e r i ~ i t u i ~ s  der partikiilaren Integrale der r e k c i r t e n  
Gleicbiing hcrzulciten. Unter dern Supplement .  oder Ergiinzungsintegral 
einer linearen, nicht homogcnen Differentialgleicliung verstehen wir die- 
jenige einfacliste I;"uuction, die dem Integral  der reducirten Gleichung 
additiv beizugehen i s t ,  damit das Integral der  nicht reducirten Gleichung 
enteteht. I las  Supplementintegral ist daher ein von willkiirlichen Con- 
stanten freies partikulares Integral der nicht homogenen Gleichiing. 

Wenn in Glcichung 1) die Indices der Funct ionen zugleich den 
Grad angeben und  X eine Function pl"' Grades bedeutet, sa ist 

2) f=u,+a,s+a,x2+ . . .+ u p x ~  

das Supplementintegral. Uenu man erkennt leicht, dass sich die Coeffi- 
cienten n im Allgemcinen fio bcstimmcn lassen, dass der Gleichung 
partikular geniigt. Natürlich lasst sich das Supplementintegral nicht 
immer in  so einfacher Weise ableiten; docli werden die spateren Unter-  
suchungen zeigen, dass man fast ausnahuislos für alle lineareu Uiff'ereu- 
tialgleichungen, die in der reducirten Form integrirt werden konncn,  das 
Supplement finden kann - und  zwar nach eincrn Vcrfahren, welclies 
der im bestimmten Fal le  vorgelegten Differentialgleichung in einer Weise 
angepasst i s t ,  wie es die L a g r a n g e ' s c h e  Methode der Variation der  
Constariteu ihrer Allgemeinheit wegen n i e  sein kann. 

Wollte man das Supplement einer Diffe.ieutialgl~icliung, dereu re,chte 
Seite e i n o  ganze Fuuction i s t ,  z. B. das der 1)iiTereutialgleichuog der  
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28 Ueh. die In tegra t .  l i i icsrer,  niclit homog. Differentialgleicliungen. 

hypergoornetrischen Funct ionen nt81 O r d n u n g  nach  d e r  L a g r s n g e ' s c h e n  

Methode aufs te l len ,  so  würde eine seh r  complicirte Determinantenverbin-  
d u n g ,  gebi ldet  aus  bestiuiuiten In t eg ra l en ,  en t s t ehen ;  andererseits würde 
m a n ,  wie hei Gleichung l ) ,  als Supplement  

g =  a , + a l z + < r 2 z Z +  ... 
erliaiten. Durch Vergle ichung d e r  R e ~ u i t a t e  würde  m a n  sonach zu merk -  
wiirdigen In t~gra lbez iehur igen  ge langen ,  deren Ex i s t enz  sçliwerlich auf 
anderem Wege c rkann t  u n d  bewicsen werden.dürf te .  - D i e  Her le i tung 
des  Supplement in tegra ls  fiir e ine  nicht  homogene Differentialgleicliurig 
k a n n  selbstverstandlich nicht  im Allgerneinen gezeigt werden ,  sondern 

man liat sich immer a n  speçielle E'alle z u  halten u n d  gewimc Gruppen  
von  Glcichungen zii unterfiuclicn. Nicht se l ten  gclingt e s ,  d ie  Met,hode, 
welche bei In tegra t ion d e r  reducir ten  Gleichung in  Anwendung  kommt, 

so  z u  modificiren oder  zu e rwe i t e rn ,  dass  ein In t eg ra l  fü r  die complete 
Gleichung gewonnen wird. 

D ie  Ahl iandlung zerfall t  i n  dre i  Thci le .  S i e  hehande l t  
1. Supplement in tegra le  l inearer,  n icht  homogener  Differentialgleich- 

u n g e n ,  deren zweiter 'i'heil eine ganze Fuuc t ion  i s t ;  
II. Supp lemen t in t t~gra l e  l incarcr,  niclit homogcner  Differentialgleich- 

u n g e n ,  deren zwri ter  T h e i l  e ine  beliebige Func t ion  is t ;  
III. Supplement in tegra le  l inearer ,  niclit homogerier s imul taner  Diffe- 

rentialgleichungen. 

5 1. Snpplementintegral von 

1 )  -Y,, y'") + .Y,-I y+"+.. + .Y, y'+ x07/= A-@, 
worin 

TYir se tzen v o r a u s ,  dass  de r  G r a d  e iner  j eden  Func t ion  durch iliren 
I n d e x  ange,geben itit, u n d  fiihren riun auf  de r  l i nken  Seite als Ergiin- 
z1ingt;integral d ie  gariza Func t ion*  
-- - 

* Da (p-tl)  Potenzen zu identificiren sind, so müssen im I<rgiinzungsintegral 
( p  + 1) veriugbare Coefficienten vorkommen; t muss also ruindestens vom u'eD 

Grade sein. - Uass diese Function nielit, von hijiierem Gr:& zu sein braucht, ist 
unmittelbar klar. Denn ware sie vom ( p + i ) t e n  Grade, sa würde sich der Grad 
auf der linken Seite im Allgemeinen auch bis zum ( p  + l ) t c ~  erheben Nuu hstte 

man aber zucrst den Cocfficicuten von d'+' zum Verschwinden zu bririgen, und 
d a  dieser proportional dcm Coefficienten a p  + in 

[ = ~ ~ + < r , z +  . . . + ~ ~ < ~ ~ + a ~ + l z P + ~  

sein muss, so ist a!,+, = O ,  Ll ls  nieht unter den Cocfficienten der vorgelegten 
Gleichung Beziehungen stattfinden, was nicht vorausgcsetzt werden d l .  
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ein. Da vorausgesetztermasuen 

ist,  so entsteht durch Gleiclisetzung der  Coefficienten gleicher Potenzen 

von x folgendes G l e i c h u n g ~ s ~ s t e m  zur Be,rechi.ung der Zahlen or,, bis orp: 

Jr" OP = A p ,  

JLI: np - 1  + 1:- I up = Ap-li 
f i -  2 P 

JP-2 au-:! + JCL-2 ( ~ ~ - 1  + J i -  2 uw = Ap- 2, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

U - n  p - n + l  
J i , -nup-n+Jp-n  U~L-.+~+...+J;IA I + . ~ ; - n  UP = A p - "  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Jkk oik + J k k + '  C Y , + ~  + ...+ Jkr'+"-l C Y , ~ + ~ - I  + J ~ i " ~ ~ k + n =  A , ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
J,," a,, J '  + . . . + J h h I - n - '  ~ ~ ~ i + n - ~ + J h ~ + ~ a h + n ' A t i ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
JI1 +JI"., +...+ J," Cr, + J ln+ l  ~ " + l  = A l ,  

J," no +JO1 U, +...+ JOn-'  air - 1 +Ji? un do.  

Die J entlialten nur  linear die Coefficienten der l"unctiotien X, bis 
X ,  und gewisse au8 den Zahlen n und  p gebildete I'acult%teriverbin- 
dungen. Das  Glcichungssystem sol1 zeigen, i n  wclclier Weise die LY 

unteï einander verbunden s ind:  I n  die Gleichungen tritt der Reihe nach 
immer eine Unbekannte mehr e in ,  so dass die Auflosung hesonders ein- 
f'ach wird. Von der (12 + l ) l e n  Gleichung bis zilr (u +- 1)'" (letzteu Gleiüh- 
ung) finden sich im Allgemeinen in jeder  Gleichnng ( n + l )  Unhekannte, 
in den vorl i~rgehenden aber weniger. Bei der Auflosung des Systems 
konueri besondere F d l e  eintreten. 

Veruçlimindet uiiuiliüh einer der Coefficieriten von cr in  der ersten 
Verticalrcihe, etwa Jkk, 80 lasst sich ak au8 der IrtCn Gleichung" niclit 
bestimmen und  diese Gleichung ist überhaupt niclit zu befriedigen, da  
a, bis an+i ale bestimrnt gelten. 

I n  diesem Fal le  bleibt a k  unbestimmt, und es ist einleuclitend, dass 
der reducirten Differcntialgleichung cine ganze Function kten Grades par- 
tikiilar geniigen muss. Denn stellt man die Forderung,  es 6011 

ein partikiilares Integral der gegehenen Gleichung (ohne zweiten Tbeil) 
scin, so wird man bei Hestimmung cirr /3 offanbar auf ein Gleicliungs- 
system von der Form 

+ Wir bezeichnen von dieser St,elle ab die Gleichungen nach dem Index, 
welchen das A der rechten Seite tri@. 
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30 Ueb. die Integret.  lincarer, nicht h~imag.  I)iffercntialgleichungen. 
-. , -, .., , - -  - , ~  ,. . --* -- - 

Jklc ljk = O ,  
k - 1  k 

Jk-1 B k - ,  + J l r - 1 P k  = O ,  
k 

~ L z 2 ~ ~ k - 2  $ J ~ I :  p k - I  f J k - 2  P k  = O ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . .  

tgeführt, in welcbem die J dieselbe B e d e u h n g  haben wie vorhin. Da 

Pk O ,  so musa J k k  = O sein. 

Verschwindet noch ein Coefficient von oi in der ersten Verticalreihe, 
vielleicht J h h ,  wobei h < k ,  so lasst sich a h  aus der htcn Gleicliung nicht 
bestimmen. Indessen lasst sich diese Gleichung im Allgemeinen docb 
befriedigen u n d  zwar mit Hilfe de8 früher unbestimmt gebliebenen ah, 

welches dnrch die Grossen < Y ~ + I  bis IY~+,  i n  die ht"Glc.ichung linear 
eingeführt wird. Verschwindet aber der Factor von crk auch in der hlP" 
Gleichung,  so hleibt d i e ~ e  unerfüllbar, und  der reducirten Differential- 
gleichung geniigt partikular eirie ganze Function hten Grades. 

Verschwindet weiter Jtf, f < h ,  so lasst sich die f t e  Cileichmg durch 
das frülier unbestimmt gelassene a h  befriedigen, falls nicht der Factor 
von crh Nul1 wird. Im letzten Fallc aber würde der üiiTerentialgleich- 

u n g  ein drittes par t ikukres  Integral in Form einer Function f t e "  Grades 
genügen. Dieser Vorgang kann  sich n-mal  wicderholen, weil Jrr, wel- 

ches die Gestalt  hat :  
- - 

J r r = p n r ( r - l ) ( r - 2 )  . . . (  r - n - l ) + p n - i r ( r - l ) ( r - 2 )  . . . (  r - n - 2 ) + . , .  

. .+Pz ' ( r -1 )  + P ~ ~ + P O ,  

n u r  für n Wertho des r vcrschwinden ksnn .  
I n  einom solchen Fal le  wiirdo die reducirte Gleichung n partikulare 

Integrale besitzen, welche sammt und sonders ganze Functionen waren. 
Angenommen n u n ,  es lasseri sich q Coefficienten <uk,  a h ,  . . . ri, niclit 

be~t immcn*,  so bleibt nielits Anderes übr ig ,  als die Intcgration einer 
Gleichung 

2 )  X , Z ( ~ ) + X  n - l ~ ' n - i ) + . . . + ~ l ~ ' + ~ O ~ = ~ k ~ k + ~ h ~ h + . .  +nf.2,f 

zu versucben. Dieselbo Iasst sich jedoch, da q partikulBre lntegrale d e i  
ieducirten Gleichung tiekannt tiind, auf die ( r ~ - y ) ' ~  Ordnung bringen 
Das  vollstandigc Integral der Gleichung 1) lautet nun 

* Die Unbestimmtheit gewisser Coefficienten cx findet auch in der Form des 
Intcgrals ihre Bestitigung. 1)s niimlich, falls oik= O, eines der partikiilaren Inte- 
grale, e h a  yl, die Gestalt 

y , = p a + p l x +  . . . + p  kxk 
hat ,  so lûutct das allgemeine Integral 

y = CI ( B o  i Bi LC + . . . + P k  xk) + C2 yP + . . . + C,, yp) + (uo + LY, x + . . + upxp). 
Wcgen der Willkürlichkeit des G, kann nun immer vom crstcn partikoliiren In- 
tegral y,  ein Theil wie (?'(& + P,  x + .  . . + P i , x k )  abgelost und in das I<rginzungs- 
integral uo + (Y, x +. . .+ xr aufgonornmcn werden, wodurch sich die Unliestiiumt- 
heit erklart. 
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y = u o + n i x +  . . .  + < r l , s u + z l  

unter z das  complete ln tegra l  de r  Gleichung 2) verstanden. 
Eiu passendrs B e i u ~ i e l  zu den U n t e r s ~ ç h u n ~ e n  dieses Paragraphen 

liefert die Gleicliung 
x , p  + x,-, y(.-') = x P I  

f i i r  welche sich die Integration vollstiindig ausführen I i is~t .  Da dieser 
Gleichung (n-  1 )  gauze Furiç t iouen,  narnlicli 

y]== Co, y 2 = C 1 x ,  y ,=C2x2,  . . .  yn-l=Cn-21t.n-2 

geiiügen, go tritt h ier  gerade der  Ausnahmofall au f ,  in  welçhern das Er -  
ganzungs in t~gra l  kcine vollfitandige Funct ion pten Grades  ist. - Denkt  
man sich 8, i n  Factoren aufgelost 

X , = X ( X - E ~ ) ( X - E ~ )  . . . (  x-E,), 

u n d  setzt der  Einfacliheit halber X,  - 1  = O ,  so lautet das Integral der  
redlicirten Gleichung 

y = C o + C , x + c 2 " - S +  . . .+ Cn-i2"--' 

u n d  das ErgRnzutigsintegrd 

~ = c r o ( x - ~ , ) n ~ , l l ( ~ - ~ , )  + cr1(.?:-~Z)n-i1(z-~2) +. . .  
. . + a , - ~ ( 3 ; - ~ ~ j ~ ~ - ' Z ( ~ - ~ ~ ) + a , ~ ~ + a , + ~ ~ n + ~  + . . . + ( Y ~ X ~ ,  

(P 'n). 

E s  sol1 d ie  Rechnung ,  welche im vorigen Paragraphen n u r  schema- 
tisch angedeutet werden kourite,  a n  dieseru Beispiel in extenso ausgefülirt 
werden und zwar mit. Bcriicksichtigung aller Aiisnahmefiille, welche b r i  
der Restimmiing de r  Caefficienten des Erganzungsintegrals eintreten konnen .  

Aus Bequemlichkeitsriicksichten nehmen wir aZ= O ,  was imrner er-  
laubt i s t ,  sobald nicht vorliegt 

5 
a, y"+ (al + blx) y'+ no y = A, + A -- + . . ., 

' l !  
welche Gleicliung naclitr#glich betraclitet wird. 

Das Ergiinzungsiritegral sei 

und wir setzen der  Kürze  halber 

n , + h , k + ~ , ( l ~ - l ) l i = , l l k ,  n , + h , k =  N k ;  

dann 1antc.n die Bestimmung~gleichiingen für die a folgendermassan: 
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32 Ueb. die Integrat.  linearer, nicht Liornog. I)iEerentialgleicliungen. 
_X^_X_---- .- ............___......... "-. _.^,.^^^Y^Y --,-1-11 -- --- 

f i  ab = A,, 
f i 1 p - 1 5 ' - l + f l p - 1 f f L L  - A  p - , ,  

M , - 2 ~ ~ - 2 +  A',-zup-~= A U - 2 ,  

i ? 1 p - 3 ~ L i - 3  + h ' p - 3 ~ p - 2 =  A p - 3 ,  

. . . . . . . . . . .  
Na f f k  + N k  U k + ]  s A k ,  

1V.l-1 f f k - 1  + g k Y k - 1  f f k  = d k - l ,  

M k - 2  ffk-2 + N k - 2  a k - i  = A k - 2 ,  

. . . . . . . . . . .  
fifh f f h  + K h  a h + ,  = A h ,  

f i lh-1  "h-1  + Nh-1 f f h  = 4 - 1 ,  

f!lh-2 a h - 2  + n r h - 2  f fh-1 = Ah-2,  

. . . . . . . . . . .  
1 cri + NI f f 2  = A , ,  

'Pr" tYo + No f f l  = A". 

a)  Sollte Mk = O sein,  so l%st sich u k  aus der kten Gleichung niclit 
bestimmen , und diese Gleichung kann überbaupt nicht befriedigt werdcn, 
d a  uC, bis a h +  1  als bestirnmt gelten. Man berechne nun  weiter ans der 
( k -  l ) t e n  bis nullten Gleichung die Coefficienten ah bis <y,. Vcn diefien 
bleibt einer unbestimmt. 

b) 1st auch M,, = 0 ,  so Iasst sich o h  ails der Gleichung ( h )  nic'nt 

bestimmen. Man fiilire die Rechnung jetzt folgendermassen. Aus Gleich- 
ung (k- 1) berachne man u k - 1 ;  man findet 

wobei m k - 1  und n k - ~  b ~ k a n n t e  Grossen sind. Aus Gleichung ( h + l )  
ergiebt sich unter Benutzung aller früheren Gleichungen 

W + L  = ~ + i  + n h + ~ a k ,  

und  dieses giebt, in die Gleicbung ( h )  eingasetzt, i n  welçher also M n =  O 
i s t ,  Folgcndes : 

~h.(mh+i+ n h + l @ k ) = A h  

Lasst sich hieraus L Y ~  bestimmen, so ha t  die weitere Rechnung keine 
Scliwicrigkciten. Es folgen namlich aus den Gleichungen ( h - 1 )  bis O 
die Coefficienten a h  bis a, ,  doch bleibt von diesen einer uubestimmt. 

c )  E s  lasst sich ock nicht bestimmen, wenn Nh oder n h + ~  verschwin- 
den. Dies letztere hat  den Wer th  

und da die GrOssen fiZk-i bis A'h+i siçher niclit verschainden konnen, 
weil schon Mk = O und Mh = O ,  so kann cuk nur daduroh unbestimmbar 
werdeu,  dass eine der Grossen bis Nh verschwindet. Wird aber 
eine dieser Grossen nul1 (nnd es  kann hocbstens eine dersclben .ver- 
tichwiuden, wenn niçlit etwa a, = b ,  = O ) ,  so kann die hte Gleichung 
nicht befriedigt wrrdon. Aus der ( I L - 1 ) i e n  bis nullten Gleichnng findet 
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Von W o r . ~ .  HEYMANN. 33 

man, wie bei F a l l  b ) ,  die Coefficienten cri, bis ru,, von denen einer un- 
bestimmt bleibt. Ausserdem ist jctzt auch,  falls vcrschwindet, wo 
2 eine der Zahlen 1 bis k -  h ist ,  einer der Coefficienten ak bis ak- , , .+ l  

nicbt bestimmt. 

Bilden wir nun die Integrale  der vo l l s thd igen  Differentialgleichung. 
1. Lassen sich sarnmtliche Coefficienten des Erganzungsintegrals be- 

stimmen , so  genügt der Gleichung 
x xP 

( h , z + r , ~ 2 ) y " + ( a , + h , ~ ) y ' + u o y = ~ , + d , - +  . . .+  Ap- 
l !  l !  

Y=CY,+C~Y,+L=, 
wobei 

und y, und y, die partikularen Integrale der reducirten Gleichung sind. 
2. Treten die Ausnahmef;ille ein, BO gilt k'olgendes. 

a) E s  moge im Gleichungssystcm der  a Mk = O sein; 
dann genügt der  reducirten Gleichung partikular 

5 2 k  
Y,=&+  B k k ! '  

Denn fiihrt man dieses i n  dio reducirto Gleichung e in ,  so entsteht 

Mk Bk = O ,  
fi1.4-1 P k -  1 f f l k - f  Bk  = 0, 
M k - 2  B k - 2  + f l k - 2  B k - ]  = O ,  . . . . . . . . . . .  
Mk-q Bk-* + N k - q  Bk-*+i  = 0,  . . . . . . . . . . . .  
l n h  p h  +flh p h + i  "0,  
M h - 1 p h - 1  + N h - 1  P h  = O y  
a l h - 2  p h - 2  + Nh-2 P h - 1  O Y  . . . . . . . . . . .  

Bi + Ni Bz = O ,  
Mo Bo + % P l  = O. 

Dieses Syetem erfordert JIk = 0,  und nnn ergiebt sich der  Reihe nach 

. . 

B k - 2 :  n k - 2 p k r  
= ( P x  nnbestimmt), . . . . . . .  P i  = ni flk 

wobei. n i e  früher 

Der-redncirten Gleichung genügt also partikular 

Zeitachrift f, biathematik u. Physik XXX, 1. 3 
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34 Ueb. die Integrat.  linearsr, nicht homog. D i f f e r ~ n t i a l ~ l e i c h n n ~ n .  
-------,------------. 

Um das allgemeine Integral der vollstandigen Gleicbung zu bildnn, 
führe man i n  selbige ein 

x XJ' 
l / = . o t . i l i + . . . + q - + z ,  

P! 
bestimme die a au8 dem früher aufgestellteri Gleichungssystem ohne Be 
riicksichtigiing der kten Glrichung, fin dass zurückbleibt 

xL 
(h2x + c2 x2) z"f ( ~ 1 ~  + hl 2) z'+ u0 z = Bk - 9 

k !  
wobei 

Bk=  A k - ' V k u k + l .  

I l ie  letzte Difkrentialgleictiung integrire man mit Hilfe der Variatiou der 
Constanten unter Beachtung, dass 

5 xk-' 3.k 
z , = n , + ~ ~ , i i + . . . + ~ k - l , , I + G  

ein partikuliires Integral der  reducirten Glaiühung ist. 
H a n  fiudet allgemein aus einer Gleichung 

x2zrr+ X1z'+ X0z = X, 

falls z, der reducirten genügt, 

b) Es  m6ge ausser Mk = O auch IMh = O ,  (k > h )  sein. 
1 s t  dann i n  Gleichung ( h )  Rh O ,  MO muss P a + i  = O*, 
,, anch ,. , ( h f l )  - ~ h + i $ h  ,, ,, P h + z = O ,  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
ist auch i n  Gleichung ( k - 1 )  I V ~ - ~ ~  O ,  so muss Sk = O sein. 

Dagegen ergiebt sich aus Gleicliung ( h -  1) bis (O)  

P h - l = ! l h - l  P h ,  P h - 2 = n h - 2 S h r  a P O = n o P h -  

Sonach genügt der reducirten Differentialgleichung jetzt partikular 

Von dieser Stelle ab verl2uf't die Kechuung wie bei E'all a). 

c) Verschwindet endlicli Mk, 1T1h und auch l Y k - q ,  

\ IO  4 eiue der Zahlen 1 bis k -h bedeutet und k >IL ,  so eutnehme man 
der ( k  - 1)ten bis (k - y + 1 ) ' e n  Gleichiing 

P k - 1  = f l k - l P k r  P k - 2 =  n k - ~ p k ,  . .  . = n k - p + ~ P k .  

Die (k - y)te Gleichung verlangt,  dass Bk-q = 0,  und  infolge dessen 
muss auch P k - q - ~  bis P h + l  gleich Nul1 sein. Die hte Gleicliuug ist von 
selbst erf'üllt und nun ergiebt sich aus der  ( h -  1)ten bis nullten Gleictiung 

* Wir bczeichnen die Gleicliungen zur Bestimrniing der P nach dcm Index 
des lx. 
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Sonach genügen jetzt der  reducirten Gleichung 

Cm das allgemeine Integrxl der vollstandigen Gleicbung aufzustrl- 
leu, substituire man in die vorgelegte Differentialgleichung 

x xp 
~ = ~ ~ + f f ~ ~ + . . . + c r , ~ + ~ '  

so bleibt zurück 
xh xk 

(b ,  x + c, x2) z"+ (a, + b ,  x) 2' + a. z = B h  - + Bk 1 

h !  
wobei 

R h = A h - N h " h + l ,  R k = A k - h i , a k + l .  

Da non von der lrtzten Differentialgleichung, ohne zweitee Glied ge- 
dacht', zwei partikulare I n t e p a l e  zl und z,  bekannt s ind,  so erledigt sicli 
die vollstiindige Integration leicht. Man bildet nach L a g r a n g e  und 
A b e l  für eine Gleichnng 

x2z"+x1z '+x0z  = x 
aus den partiknlaren Integralen folgendes complete Integral:  

lui vorliegendeu Fal le  ha t  x den Wer th  

, l - ~ X . d z  
z', z, - z z1 = e X- 

für x = O leicht abgeleitet wird. 

A n m e r k u n g  1. 
Retrachten wir auch kurz den F a l l ,  bei welchem der  Grad des Er- 

ganznngsint~grals  holier angenommen werden darf als der Grad des 
zweiten T h e i l e ~  der DifTerentialgleichung. A m  bequernsten ist e s ,  wenn 
wir das Erganzungsintegral wio  vorhcr in  dor Form 

voranssetzen, dagegen in XN den Grad dnrüh Nullsetzen von Ap bis A k + ,  
auf den Rte" herabbringen ( k < p ) ;  denn dann konnen wir den jetzigen 
Fa11 als Specialfal] des früheren auffassen. D a  jetzt nothwendig Mp = O 
sein muss, so geniigt der reducirten Di f fe ren t ia lg le i~hun~ partikular eine 
ganze Function rlp" Grades 

3 * 
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u n d  nmgekehrt:  Nur d a n n ,  wenn der reducirtcn Gleichung cine ganzo 
Function geniigt,  deren Grad hoher k t ,  als der Grad des zweiten Theiles 
der Gleichung, hat es S i n n ,  für das Erganzungsintegral eine ganze Func- 
tion anzunehmcn,  deren Grad h6her ist ,  als der zweite Thei l  der Gleich- 
ung ,  namlich so hoch, als der Grad des partikularen Integrals der redu- 
cirten Gleichuug. 

a) Man überzeugt sich nun  leicht, dass die Annahme des pte" Gra- 
des statt  des Irtftn Grades im Rrganzung~intcgral  im Allgemeinen keincn 
Vortheil gewahrt. Wird  das complete Integral aufgestellt ,  sa zeigt sich, 
dass der überflüssige The i l  des Erganzungsintegrals 

&fl XP 
W + l  

(k + 1) ! + . . . + . p z  
von dem partikularen Integral yl verschluckt wird.' 

b) 1st jedoch ausser M p  = 0 auch bfk= 0 ,  so iut es vortheilha'f't, 5 
vom p.ten Grade anzunehmen. D e n n  d a  wcgen Mk = O die kIe  Gleichung 
nicht mit Hilfe von .uk befriedigt werden kann ,  so findet hierzu der noch 
unbestirnmte Coefficient <uu Verwendung. Stellt man das complete Inte- 
gral der Differcntialgleichung auf ,  so erscheint auch kein Thei l  des Er -  
ganzungsintegrals als überflüssig, weil das partikulare Integral y, sich 
jetzt auf den  k'e" Grad zusanimengezogen hat u n d  keinen Thei l  des E r -  
ganzuugsintegrals in  eich aufnehrnen kann.  

c) W i r d  die Bestimmung von orp im Fal le  b) dadurch illusorisch, 
daas der Factor  von or, in  der ktPn Gleichung verscbwindet,  so genügt 
der  reducirten Differentialgleichung ausser einer Function Grades 
auch eine kLen Grades ,  und  es ist [wie bei Fal l  a)] nur  nothig, das Er -  
gnnzungsintegral vom /(ten Grade vorausziisetzen. 

A n m e r k n n g  2. 
W i r  haben im Anfang  unserer Betrachtungen den Fa11 

ausgeschlossen. F ü h r t  man in diese Differentialgleichung für y 

e in,  so bestimmcn sich die au6 folgendem Gleichungssystem: 

+ Man beachte nur, dass nach der früheren Bezeichnung 

a , ~ - i = r n ~ - i + n ~ - l ~ i < , ,  fip -1 = n/t -1 PP 
und dass 

mk+ 1 bis mrt verschwinden, 
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. . . . m . . . . . , . . . . .  

( f l , + b , k )  a k  + a , a k + l + a z a k + 2 = ' 4 k l  
. . . . . . . . . . . . . . . . .  
(ao+bl)i ~1 + a l u e  +a,a.q = A i ,  

aomo + al a, + a2 a2 = 4. 
Hier kann nur  der AufinahmefaIl in Eietracht kommen, wo 

a , + b l k = O .  

Dann ist es nicht moglich, die kte  Gleichung mittels des Coefficienten ur, 
zu bef'riedigen, und die reducirte Uifferentialgleichung besitzt das  parti- 
knlare Integral  

x  xk  
~ , = P ~ + S ~ ~ f . . . + B k f i -  

Der vollstandigcn Gleichung genügt nun 

aobei im Ausnahmefalle z ans der Gleichung 
x 

a2 z"+ (a ,  + hl X )  z'+ a. z = S k  - 
k !  

unter Benutzung der  bekannten partikularen Losnng zu herechnen ist. 
Bk hat folgenden Werth:  

B k  = B k  - (a luk+1+a2w+21 .  

8 3. 
Vollst&ndigee In tegra l  von 

1 )  ~ , ( a + b s ) " ~ ( " ) + n ,  - 1 (  a + b ~ ) " - ~ ~ ( ~ - ' ) +  . . . + a l ( a + h x ) y ' + a o y = X ~ l  

1. Schliessen wir zuerst d e n  Fa l l ,  in  welchem 6 = O  i s t ,  a u s ,  so 
Iiisfit ~ i c h  dieso Diffcrcntialglcichnng dadurch,  dass man fü r  a+ 6s eine 
neue Variabele, etwa wieder x setzt, auf die einfachere Form 

h , ~ ~ ~ ~ ( " ) +  b , - l x " - l y ( n - ' ) +  ...+ h l x y l +  boy= X p  

bringen, wobei Xp wiederum die frühere Form hat. 
Sei 

das Ergauzungsintegral und  cg eiue Fuuction von folgender Beschaffenheit: 

bk-l 
r e , = k !  /$+A+..,+ (lc-l)! 

( k - - 1 )  (k-n)! 

dann bestimmen sich die ar aus folgenden Gleichnngen: 
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38 Ueb. die Integrat. linearer, niçht homog. Differentialgleicliilngen. 

' P ( p ) w = A p ,  cp(p-l)q'-l=-+-i, . . . . 1 

v ( k ) ~ ~ = A ~ ,  . . . ' p ( l ) r u l = A l i  v ( 0 ) y , = A o -  

Das allgemeine Integral der  vollstiindigen Gleichung lautet 

y = c l s ~ ~ + ~ , x ~ + . . . + + C , x " + + ,  

wobei Al bis A, die Wurzeln der Gleichuug nten Grades 

'P (4 = 0 
Sind.* 

Auch hier konnen sich boi Bestimmung der  a Aiisnahmefiillo oraignen., 

a) E s  verschwinda der Factor von ak,  es sei also q ( k )  = O .  Dann 
wird eine der Wurzeln der Gleichung < p ( r l )  = O ,  etwa die Wurzel  lk ,  
gleich der ganzen positiven Zahl k ,  und sonach genügt der reducirten 
Di f fe r~nt ia l~ le ichnng  partiknliir die Potenz yk = xk. In  dem Erganziings- 
integral wird hingegen der Coefficient ak von zk unendlich gross. Durch 
eine Grenzbetrachtung liisst sich nun zeigen, dam in 5 a n  Stelle von zk 
der Ausdrnck xklz zu treten hat. 

Sei  im Aiigenblicke A k  noch von k verschieden, Irk = k +  S, und  man 
greife au5 dem vollsttindigen Integral der Differentialgleichung die in 
E'rage kummenden Glieder, n ~ m l i c h  

[çk  
Ck xRk + Cik - = T,  

k! 
heraus. Nun ist 

oder weil g > ( A k )  = O ,  so ist  

Bei Veranderung der  Constanten C k  kann  man aber schreilen 

oder für B = O 
xk Ak 

T= Crk zk + aPk - Ix wobei a 'k  = -. 
k! 'p'(k) 

Verschwinden noch andere Factoren,  etwa die von ah,  ak, . . . uq, so 
tritt  im Erganznngsintegral a n  Stelle von 

* Eine gleiche Behandlungsweise ist anzuwcnden, wcnn dcr zweite Theil der 
Gleichung allgemeiner die Form X,  = Aoxvo + Al z v ,  +. . . hat. Das Ergiirizunga- 
intogral lautet dementsprechend t = I Y , X ~ O  + or,~çri f. .. . 
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Von M'ordo. H E Y M A N N .  39 

Uebrigens kann dieser Fal l  hochstens n -mal  eintreten, weil die vor- 
gelegte Diiferentialgleichuug nt" Ordnung nur  n von einander wesentlich 
verschiedeue partikulare Iiitegrale besitzt, oder auch weil r p ( d )  nur für 
n Werthe von A vemchwindeu kann. Die Gleicliung, in  welctier dies 
stattfindet , ist 

2 sp  
X " ~ ( " ) = A ~ + A , - + . .  .+ APT 

l !  W .  
und ihr vollstandiges Intcgral 

b)  Die Bestimmung von n'k im Fal le  a) ist unmoglich, wenn rp'(k) = 0, 
d. h. wenn q ( A )  eine mehrfache Wiirzel besitzt. Wir  beginnen mit dem 
Falle einer l)oppelwurzel; die gleiclien Wuraeln m6gen A k  und A k + i  sein. 
So lange diese noch von k verschieden Sind, lautct das vollstandige In-  
tegral bekanntlich 

fJ=c,.~'l+ C 2 z S +  ...+ ~ ' k ( C k + C k + L l x ) +  . . . + C n x A n + 5 ,  

uuter 5 einé reine ganze Functiou Grades verstanden. 

Um nun den Fal l  Ak = = k au  erledigen , setze m a n ,  wie früher, 
Ak = k+ 6 und greife aus dem vollstandigen Integral die Glieder heraus, 
welche alterirt werden. Man erhalt 

Ag xk 
X ~ + ~ ( C ~ + C ~ + ~ ~ X ) + -  -=Tl  

g>(k) k !  
odcr weil 

und  

so ist 

oder, bei Veranderung der Constanten und f ü r  8 =  0 ,  

oder 
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40 Ueb. die Integrat. linearer, nicht homog. Difîerentialgleichungen. 

W i e  man sich zu verhalten ha t ,  wenn die Gleichnng ~ ( b )  = O  eine 
violfache Wurzel  hcsitzt, ist jetzt unmittelbar klar. Besitzt sie etwa .s 

gleiche Wurzeln und sind diese gleich der ganzen positiven Zahl h- 

I rk = A.k+l =.. . = A k S s - i  = k ,  

so lautet das vollstandige Integral der Differentialgleichung 

y = C 1 ~ ' l f  C 2 ~ " + + . . f  xk (Ck+  C ~ + ~ E X $  C k + 2 1 2 ~ + . . . +  C k + ~ - l  l s - l ~ ) + . . .  
...+ Cn-ixAn-' + cnxan+ g, 

wobei jedoch cr'k den besondern Werth 

hat. 
2. 1st  i n  der Gleichnng 1) 6 = 0 ,  so schreibe man a s  für X ;  dann 

liegt vor 
x x p  

~ , y ( ~ ) + a , _ i y ( " - ' ) +  ...+ a l y ' + a , y = A , + A  -+...+ A p - .  
Il! u! 

Uie Coefficienten des Erg%nzungsiritegrals 
5 x p  

f = o r , + a , I I + , . . + f f P -  
P !  

bestimmen sich ans  folgendem Gleichungssystem: 

Das vollstandige Integral der Differentialgleichnng lautet 

y = C 1 e l l z + C , e k z +  ...+ C n e Z n x + t ,  

nnter  II  bis 1, die Wurzeln der Gleichung 

a , I r " + a , - ~ I " - ~  S.. .+ a , l + a o = O  
verstanden.* 

Die Coefficienten a lassen sich nicht bestimmen, falls a, = O ,' oder 
a,, = al = 0 ,  oder a,  = al a a2 = 0 etc. Verschwinden etwa sammtliche 
Factoren von a, bis a@-1 ,  so setze man 

de y -- 
d xe - 'v> 

dann  geht die Gleichnng 

* Eine ahnliche Behandlungsweise gestattet die Differentialgleichung, wenn 
ihr xweiter Theil die Form A, e v 0 3 f  Ai ewlx i-. . . hat. Das Ergiinzungsintegral 
lautet dements~rechend % = u,er.x + u, P I S  + . . .. 
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u , , ~ ( ~ )  $ C I , - ,  +. , . + apy(QJ - XCL 
über in 

a,$-@ + a,- @-e - 1 )  

Integrirt man jetzt @ - m a l  hinter einander, sa entsteht 

Dieses ist das vollstXndige Integral der ~orge1egtenl)ifferentialgleichun~ 
für den erwahnten Ausnahmefall. E s  sei noch bemerkt,  dass sich die 
Annalime eines Supplementintegrals in Form c h e r  ganzcn Function f ü i  
die linearen Differentialgleiclrungen mit constanten Coefficienten bereits 
in  franzosischen Lehrbüchern vorfindet. E ine  Discussion des Integrals 
wird aber daselbst niübt gegeben; auch sind meines Wiseens andcre 
Gleichungen i n  dicser Wcise nicht behandelt wordcn. Man verglcichc 
M o i  g n O ,  Leçons de  Calcul Llifférentiel e t  de Calcul Intégral. Paris  1844. 
T. 2 p. 626; - S t u i r n ,  Cours d7Aualyse de  l'ficule f'olytechnique. Paris  
1873. T .  2 p. 133. 

9 4. 
Bei den bisher betrachteten L)ifferentialgleicllungen genügte es im 

Allgemeincn, dem Integral der  reducirten Gleichung eine ganze F u n c -  
tion additiv heizugeben, um das Integral der completeu Gleichung her- 
zustellen. 

In  den Fal len,  welche nun  zu betrsicliten s ind ,  gestaltet sich die 
Sache waniger einfach. E s  sei vorgclegt 

X,y(") + X,-,p(n-') + . . . + X I  y'+ X o y = : X E L ,  

nnter X, bis X, ganze Funct ionen beliebigen Grades, nnter XFI. eine 
ganze Function Grades verstanden. 

Uebersteigt der Grad der Funct ionen X ,  bis X, die Ordnung der 
mit ihnen multiplicirten I)ifferentialqiiotientcn im Maximum urn die Zahl h, 
und ist h < - y ,  so besteht das Supplementintegral ans einer ganzen Func-  
tion ( ~ - h ) ' ~ ~  Grades u n d  aus einem additiven Bestaridtheile z ,  welcher 
partikulare 1,osnng der Gleichung 

X n ~ ( n ) $ . X n - l ~ ( " - ' J + , .  + X l ~ r + X 0 2 S k ' h - l  

ist, wa XhPl einc Function vom hochstens (h-3)ten Grade bedeutet." 
Die Bestimmung von z für gewisse Klassen von Differentialgleich- 

ungeri bildet den Gegenstand dieses und  der  nachsten Paragraphen. 

* Hierbui ist  jedoüh ~orausgesetzt - und da8 geuügt für uuscre spateren Un- 
tersnchungen -, d m 8  bereits X ,  den &en ürad besitzt. 
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42 Ueb. die Intcgrat. l inrarer,  nicht homog. Diffcrentialgleichungenn 
- ~ _ Y Y ~ ^ ^ _ ^ ~ - Y I Y _ - , . - , . - ~  -XCMYM--YYYYI-~ 

--\ 

Sei  vorgelegt die R i  c c  a ti 'sche Gleichung 

unter  rn und n gnnze positive Zahlen gedacht. 
Man setze, falls p > 1 2 ,  

und wkble die LY s o ,  dass Gleichung 1) übergeht in  

dm z x x n - ~  
- - + ~ x " z =  B , + R I  -+...+ B, -1 -  
d x m  l !  (n-l)! 

Eine  Bestimmung der or ist immer mtiglich, und zwar schon aus dem 
Grunde,  als der reduüirten Diff'erentialgleichurig bei positivem n nie eine 
Potenz partikular genügen kann. - Unbestimmtlieiten bei Ermittaluog 
der Coefficienten des Ergiiozungsintegrals treten namlich nur  danu au€, 
wenn in dem letzteren gewisse additive Uestandtheile voikommen, welche 
sich schon in dern Integrale d w  reducirten Differentialgleichung finden. 
I n  den bisher betrachteten Gleichungen waren diese Bestandtheile Po- 
tenzan. 

D e r  üleicliung 2) geniigt, falls die R Nul1 tiind, wia K u m m e r  im 
XIX. Bd. von C r  e l  1 e ' s  Journa l  gezeigt ha t ,  folgendes n - fache Integral: 

worin u = m + n ,  und  E ~ ,  E ~ .  . . E" die Wurzeln der Gleichung 

bedeuton. Cl bis C, sind (m+n)  Constante, von denen jedoch nur  m 

willkürlich s ind;  es unterliegen daller die Constanten noch si Beding- 
ungsgleichuugen, welche sofort erhalten werden, wenn man bedeukt, 
dass für  x = O 

z(m) = 0 ,  z ( m  fi) = O ,  . , . 2(m+n- l i  = 0. 

E s  ist nun einleuchtend, dass das oben aufgeschriebane Integral der 
Gleichung 2) auch dann genügen wird,  wenn die rechte Seite derselben 
nicht verschwindet, sondern der Ausdruck 

x x n - l  
Bo+ B I - + . . . + B , - 1 -  

l !  ( 7 1  - l)! 

ist. Man hat namlich die letzten Bedingungen dahin abüuandern, dass 
für x = O  

d m ) = B o ,  d m + ' ) =  B I ,  . . .  Z ( m + n i )  = Bn-i. 

Da nun 
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Von W o r , ~ .  HEYMANN. 43 

so hat man zur  Bestimmung der n überflüesigen Constanten n Gleiçh- 
ungen von der Gestalt 

nSL_ q V + .  .unv 

Y ulk u2k+1. . . unk+n-I ~ C , E , ~ +  G ' , E , ~ + . . . + C ~ : , F , ~ ~ ~ U ~  ... dun  

O = Bk-rn 9 

worin für k  der Reihe nach 

m ,  m + 1 ,  rn4-2 ,  . . .  m f n - 1  
zu setzen ist. 

Gehraucht man folgende Abkürzung: 

711V +...+ u m V  

ulk uZkf  l .. . unk+"-' d u l  du, . . . du, = 9 . ( k ) ,  
O 

so lautet die letzte Gleichung einfacher 

Das Integral 9 ( k )  kann durch ein Product von Gammafunctionen aus- 
uT 

gedrückt werden, denn  es  ist  für - = 5 
v 

mithin erlialt man durch Multiplication für alle ganzen Zahlen x von k 
bis k + n - 1  

Diese Formel benutzt man zur  BerecLnung der  n  Ausdrücke ~ ( m )  bis 

9 ( m  + n - 1); übrigens bedient man sieh hierbei noch zweckmkiig der 
Relation 

- " 4*+:+l) 
9 . ( k + l ) = v *  . S ( k ) ,  

1 k+l, ) 
deren Richtigkeit unmittelbar einleuchtet. 

B e i s p i e l .  

d2 Y 5 xp - + a ~ ~ y =  d o + A  - + - . . + A w G -  
ds' ' l !  

Diese Gleichung k a n n  mittols 
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44 Ueb. die Integrat. linearer, nicht homog. Differentialgleichungen. 
____XI_^ _ ^  -_^ -̂,.- Y^^^^^^-.~-_^^^M^^^^^^^^^~^^-.^~^^^-^^_._^ 

x xw-2 
y = ~ + a ~ + " ~ -  +.. .+ Up-2--- 

l!   CL-^)! 
vereinfacht werden zu 

und  weil hier 
m = 2 ,  n = 2 ,  v = 4 ,  

so genügt  der letzten Differentialgleicbuug 

O 0 

F ü r  k = 2 und k = 3 erhalt man die beiden Bedingungsgleichungen 
für die willkürliclieu Constanten,  nzmlich 

( ; E , ' + ~ & ~ + ~ $ ' + C ~ E ~ = B ~ : ~ ( ~ )  , 
c 1 ~ 1 3 +  C2r:+ L 1 3 ~ ~ , ~ +  c4&43= RI  : 3 ( 3 )  

und hier ist 
I 

a ( 2 )  = A  /2r($), a ( 3 )  =+ 7 / 2  IQ). 
Uei den jen igm Integralen, mit welchen K u m m e r  die R i c c a  t i -  

schen Gleichungcn integrirt ,  tritt also der eigenthümliche Umstand ein, 
dass diese Integralformen gewissermassen eine grossere Capacitat besitzen, 
als man ursprünglich von ihnen gefordert bat. Diese Erscheinulig erklart 
sich in  dem Ueberfluss der willkürlicheu Constanten, von denen eine 
bestimmte Anzahl zweckmassig verweudet w e r b n  kann. 

Uehrigens Sind es nicht nur  die  R i c c  a t i 'scben Gleichungen, welche 
sich i n  der vorgetragenen Weise behandeln lassen. Betrachten wir z. B. 
dio Differentialgleichung' 

( b ,  + b,) (x - a,) (x - 03) 
f (b3+bl)(,x-u3)(x-al) 

3) + ( b ,  + b, )  (x - a,) (x - 0,) 

i n  welcher 
1 - ( l i ,+b ,+b , )  = A 

und X eine ganze Function ist. Mittels der Substitution 

y = z + < r " + a , x + ~ , x 2 + ~ . .  

bringt man ezi dahin, dass sich die rechte Seite der Gleichung auf eine 
Constante B reducirt;  es  sei daher von Anfang an X= B. F ü r  diesen 
Fal l  genügt der  Gleichuug 3 ) ,  wenn die Zahlen b l ,  b2 und  I i 3  positiv 
grdaclit werden , folgendrr Ausdruck: 

* Diese Glcichung hat Verfasser in einer Arbeit ,, Ueher Difierentialgleich- 
ungen, welche durch Liypergeometrische Functionen iutegrirt werden k6nnen1' auf- 
gestellt; Zeitschrift für Mathematik und Physik, XXIX. Jahrg. 3. Heft. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



00 

y =  C ? / ~ ~ ~ + C ~ J ~ ~ ~ + C ~ . / " ~ ~ ,  

a, a2 as 
wobei 

R = (U - al)fJl - 1  (11 - uZ)bz- l  (U - a3')ba-1 

und die Integrationsconstanten an die Redingung 

C , + C , + C 3 =  E : b  
gebunden sind. 

Denn führt man die Werthe von y, y' und g" in die DiEereiitinl- 
gleichnng e in ,  so entsteht 

[Ck 1 (U - al)al ( u  - az)" ((u - a # O  - x ) A - l ] ] G  = B 
.. . 

oder. da 

und nach Einführung der Grenzen 

C l + C , + C , = B : A .  

9 5. 
Supplementintegral der Laplace'schen Cfleichung 

Man hat  nach dem Früheren das Supplement in der  Form 

vorauezusetzen, dann  ergeben sich die a nach folgendem Schema: 

alqA-l  + b , ( ( * - l ) a p - 2  
b O p ~ p - i  = AIL, = Ap-l etc. 

i- 61h-l)q'-1 
und die Bestimmung kt, da  b , s  O vorausgcsetzt werden darf ,  immcr 
moglich. 

Der zmeite Bestandtheil z des Supplements ist partikulare Losung 
der vereinfachten Gleichung 

2) (a, + 6, x) dn) + (anui +b,- l  x) z ("- I )  + . . . + (ao+ b,, x) z = 8 ,  
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46 Ueb. die Integrat.  linearer, nicht homog. Differ~ritialgleicliungen. 

w o  'B eine Constante ist ,  deren Werth sich nacli Ermittelung der ci von 
selhst ergiebt, niimlich k = n  

B =  ~ ~ - 2 . ~ ~ ~ .  
k = V  

Um die Gleichung 2) zu integriren, schlagen wir denselben Weg 
ein,  den L a p l a c e  bei der Integration der reducirten Gleichung nabm. 
W i r  setzen nach dessen Vorgang 

% 

J7du,  

Ul 

daun  geht die Gleichung 2) über in 

eux(U,,+ U 1 5 )  V d u =  B S 
Ml 

oder, nach geringer Reduction, in 

211 
Hierbei bedeuten 

U o = a n ~ ~ n + a ,  - i ~ n - i + . . . + a l i l + a o ,  
U l = b n e l n + b  n - i u n - l + . . . + b , u + b o .  

Wahlt  man V sri, dass 
d 

U,V-- (VI V )  = 0 ,  
du 

und  die Grenzen so,  dass 
[ e u s  U, VI:= R I  

so ergiebt sich 

y f Z d u ,  y = cons!,, V = - e  
'JI 

und die  Gleichung znr Bestimmung der Grenzen erlangt infolge dessen 
die Gestalt 

N u n  ist im Allgemeinen 

u1 

und für  die Integratiorisgrenzeu 

Die Grossen IY haben in diesem Paragraphen eine doppelte Bedeutung, 
doch kann dies hier nicht, zu Verwechslungen führen. 
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y [eu ("+ ") ( U  - U J P L  ( 1 1  - or2 )P l  . . . (u  - orn)Pn]"' = R .  
QI 

Wir haben jetzt zwei Fallo zu nnterscheidan. 
E s  sei ork kleiner als alle andaren or u n d  

a) Pk resp. sein reeller Bestandtheil p o s i t i v. 

Uarin walile man U ,  = O uud u, = o r k ,  wodurch die Gleichung für die 
Grenzen übergeht in  

- y (- orl)P1 (- or,)Pl . . . (- a n ) P n  = B 

und sich die bisher nnbestimmte Constante y ergiebt. Man findet 

y = (- 1)P+'  B .  cr l -P l  o r 2 - & . .  . 'orn-pn wobei fi = Pi + Pz + . . . + P n i  
auch riei bemerkt,  dass sammtliche or von Nul1 verschieden s ind ,  weil 
0,s o. 

b) Pk resp. sein reeller Bestandtheil sei n e g a t i v .  

Dann setze man znnachst 
z = z1 eakZ 

und es entsteht 

Üi 
unter Uk das Product 

(u - o r l ) h -  1 (u - u 2 y -  1 . . . (u - orn)Pn  - 1 

varstanden, wenn in selbigem der Factor  (u - E L ~ ) P , - ~  fehlt. E ine  v-  malige 
Differentiation von zl nach x liefert 

Wahlt man für v diejenige ganze positive Zahl, deren Werth un-  
mittelbar dem absolut genommeuen f i k  folgt,  so dürfen dem letzten 
Integral wieder die Greneen ul = O und  11,  = ork ertlieilt werdeu. Bück- 
warts ergiebt sich jetzt für das Integral der in  Redo stehendeii Differen- 
tialgleichung 

z = y e a k X v  e u i m + x ) ( u - l r k ) p k + v - l u  d u .  J ' J '  
O 

Der Factor y bestimmt sich durch 
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oder 
Y (- 1)P+'. .,Pl u2P9. . . Q P k  . . . (y,p:= B ;  

er hat  also, wie früher, den Werth 

y = (- l ) P + I .  B.rul-Pl u 2 - b . .  . ci,-Pn. 

Obwohl nun  das Supplementintegral für den allgemeinen Fa11 auf- 
gestellt is t ,  so bleiben doch noch viele specielle Fal le  zur  Discussion 
übrig, welche auftreten, wenn die Gleichung Dl = O  mehrfache oder un- 
endlich grosse Wurzeln besitzt. W i r  führen nur  einen dieser Special- 
Salle a n  und  zwar den  einfachsten. Es sei vorgelegt 

3) a, dn) + a,-1 d m - 1 )  +...+ a , z ' + ( a , + b , x ) z = B .  

D a n n  is t ,  wenn b,  = 1 genommen wird, 

D e r  Auedruck zur Bestimmung der Grenzen 

kann  in (n  + 1 )  - facher Weise znm Verschwinden gebracht werden, nam- 
lich für Werthe von u ,  welche der Gleichung 

anUnSI  3- 00 

entnommen sind. 
Denken wir Un8 in die Gleichung 3) die Summe 

eingeführt,  wo E, bis E.+I die Wurzeln von 
a ,  p i - 1  = - 1 

bedeuten,  BO mnss sich Folgendes ergeben: 

ader  nach Einsetzen der  Grenzen 

C , + C , + . . . + C , + i = - B .  

Da n Constante willkürlich bleiben, so stellt der vorige Ausdruck für z 
das complete Integral de r  gegebenen 1)ifferentialgleichung dar. U m  
diefien Ausdruck noch etwas zu vereinfachen, schrcibe man in den ( r i  + 1) 
Quadraturen der  Reihe nach 

E I U ,  EzU, ... E n + 1 U  

statt  u.  Dann erlangen sammtliche Integrale als obere Greuze den Wertli 
cn, u n d  setzt man noch abkürzend 
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Von WOLD. IIEPYANN. 49 

R O  gestattet das Integral der Gleichung 3) folgende Schreibweise: 

= ~ > ~ { ~ w , + c , w , +  . . . + ~ ~ + ~ w ~ - , , ] d ~ .  

O 

Supplementintegral von 

Ua in dieser Gleichung der Coefficient des y vom zweiten Grade ist, 
so kann der algebraische Theil deti Erg%nzunpintegrals  itn Allgemeinen 
hochstens den ( p - 2 ) ' "  Grad erreichen, und es wird sich daher der  
zweite Tlieil der Gleichung nur  auf eine lineare Function Bo + R,s 
reduciren lassen. Die weitere Integration unterliegt deshalb grosseren 
Schwierigkeiten, als dies bei den früher betrachteten Gleichungen der  
Fa11 war, wie dies schon das einfaclie Beispiel 

a,y''+ ( ( 1 ,  + h l  .?) Y'+ (0, + ho x + c, x2) Y = X,u 
zeigen wird. 

Setzen wir also das Erganzungsintegral in der  Forrn 

voraus und  bestimtueu die  or nach dern Schema 

was irnrner moglich is t ,  w m n  c, () O vorausgesntzt wird, so ist der  an- 
derc Theil z des Ergansungsintegrals partikulare Ltisung der vereinfach- 
ten Gleichung 

in welclier B,, und H, bestimmte Zahlen s iud ,  die  sich nach Ermittelung 
der a von selbst ergeben. 

Fiihrt man in die  Gleichung l a )  das  Integral 

u2 =fiux P'du 

211 
ein, R O  entsteht 

Zsitachrift f.  Matnsmntik u. Physik XXX, 1. 
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50 Ueb. die Integrat. linearer, nicht homog. Differeutialgleichungen. 
. - - _ n y ^ ^ _ _ _ U ~ . - - - - - ~ - - - - - - - I I M F _ Y _ V I L I  

wobei 211 

U 0 = a n u n + a n - l u n - * +  . . .+ a I u + a ,  

D 1 = b n u n + b n - l u n - ' +  . . .+ blu+hn 

u 2 = C n u n + ~ . - i ~ n - 1 +  ...+ c l u + c o  

Nach einiger Reduction findet man weiter 

oder, wenn aus nahelicgcndcn Gründen die Substitution 

gebraucht wird, 

N a n  suche n u n  W so zu bestimmen, dass 

dann ergiebt sich, falls die letzte Differentialgleichung iiberhaupt voll- 
standig integrirt werden k a n n ,  

w =  Y i  f l ( 1 1 )  + Y s f z ( ~ )  , 
worin y, und y, noch unbestimmte Constanten sind. Die vorhergehende 
Gleichung aber zerfallt in  die beiden anderen 

Gelingt es ,  für 11, und u, gewisse constante Zahlen ausfindig zu machen, 
fio de88 diese Gleichungen von a: unahhangig werdrn,  daun lassen sie 

sich mit Hilfe der noch unbestimmten Grossen y, und  y, identisch er- 
füllen. 

Wahlt man u, = O und wenn moglich u, H O ,  dase die linken Seiten der 
enaan ten  Gleichungen verschwinden, so hat  man 

und  hieraus folgt 
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Nun besteht aber nach A b e l  zwischen den  partikuliiren Integralen einer 
linearen Differentialgleichuiig 

q?f"+ q f f +  U,f= 0 
folgende Relation : 

1 -p.. 
f ' 1 ( u ) f 2 ( ~ ) - f 1 2 ( ~ ) f 1 ( u ) = ; e  "l , 

wobei x eine gewisse Constante is t ,  die sich durch Specialisirung des u 

ergiebt; sonach hat  man einfacher 

~ 1 = " I R o f , ( O ) + ~ , f ' , ( O ) t ,  Y , = - ~ 1 ~ , f l ( O ) + ~ I f ' l ( O ) l -  
Nach diesen Bestimmungen lautet das Erganzungsintegral der Gleich- 

nng 1 a) folgendermassen : 

'-4 '4 
vorausgesetzt, dass dieser Ausdruck für  die ermittelten Grenzen einen 
Sinn hat. 

Lm Allgemeinen ist 

/-+J'2 du = eU(m+z)  (u -  LT,)P~ ( u  - a,)P=. . . (u- a n ) p n ,  

und nennt  man a k  das kleinste aller a ,  so hat m a n ,  falls Bk positiv ist, 
für ul = O und u2 I= ak das Integral 

1 s t  Bk negativ, oo kommt man mit Hilfe von vielfachen Integralen zum 
Ziele; ist f i k  cornplex, so bezielit sich die Vorzeiçhenbestimmung aiif den 
reellen Theil.  (Vergl. 5.) 

(Schluss fol@.)  
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Kleinere Mi ttheilungen. 

L Construction der  von  einem beliebigen Punkte d e r  Ebene aus- 
gehenden Normalen einer  Ellipse. 

(IIierzu Taf. II Fig. 1.) 

1. 
I n  der  Abhandlung , ,Ueber die Normalen der Ellipse" (diese Zeit,- 

schrift XXVI, 6) gelangte ich mit Hilfe des Satees: 
, ,Werden uuter  a, p ,  y, 6 die exçentrioçhen Winkel der E'uss- 

punkte der Normalen verstanden,  welche von einem Punkte  der Ebene 
aus anf eine Ellipse gefallt werden konnen ,  dann ist die Summe der- 
selben eine constante Grosse uud ewar gleicb 180'" 

zu einer einfachen Ltisung des J o  a c h  i m s  t h al 'schcn Prohlems: von 
einem P n n k t e  der Normale einer Ellipse die noch iihrigen drei moglicben 
Normalen auf diese Curve zu fallen. 

Ich erlaube mir, im Naehfolgeuden den allgemeinen Fa l l  dielies 
Problems in Betracht zu ziehcn, für  welchen der  Ausgangspunkt der 
Normalen irgend ein heliebiger P u o k t  der Ebene ist' seine Lage also 
nicht durch die Bedingung beschrankt erscheint, e r  sol1 einer echon con- 
struirten Normale angeli6ren. 

1. Wenn wir die Gleichung der Ellipse in  der Form 

1) b2 kB + a"9 = a2 b2 

annehrnen, so gehtiren die Fusspunkte aller Normalen, welche von einem 
P u n k t e  a m ,  z. B. P ( g ,  h )  (Fig. 1) auf die Ellipse 2 gefallt werden kon- 
nen ,  einer gleichseitigen Hyperbel  a n ,  deren Glcichung 

2, a 2 g y - b 2 h x = c 2 z y ,  a 2 - b 2 = c 2  
kt .  Mit der Construction dieser IIyperbel ware im Grunde genommen 
die Losung nnserer Anfgabe schon herbeigeführt. 

E s  Iiisst sich jedoch zeigeu, dass man auch ohne 13enützung der- 
sclben und  zwar mit Hilfe eines Xreiscs die Kormalencoustriiction durch- 
znführen vermag, welche IJ6siing des I'roblems iiberdies die Vortheile 
grosserer Gcnauigkeit u n d  Eleganz für sich in  Anspruch nimmt. 

Betrachten wir namlich die oben citirte Relation 

3) a !+p+y+rS=  180' 
in Verbindung mit der von J o  a c h i m  s t h  a l  angcgebenen Gleichung 
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welche den Zusammenhang von vier Kreispunkten der Ellipse m m  Ans- 
druck bringt uiid besagt,  dass die Summe der excentrischen Winkel dieser 
Punkte ein gerades Vielfaclies von 180° sein muss,  so erkennen wir, 
dass es jederzeit moglich k t ,  durch geeignete Transformation der Winkel 
a ,  p ,  y, à' Systeuie von Kreispunkten or', Br,  y', d' auf der Ellipse zu 
bilden, in  der Wcisc, dass ein j edr r  Piinkt eines solchen Systems mit 
einem bestimmten Normalenfusspunkte correspondirt. 

Wir haben zu diesem Zwecke nur  nothwendig, den excentrischen 
Winkeln der Normalenfusspunkte derartige Zuwachse zu ertheilen, daas 
die Gesammtsumme derselben ein ungerades Vielfaches von 180° betragt; 
denn dann werden die den neuen Winkeln entsprectienden Punkte  wirk- 
liüh Yuukte eiu und desselbon Kreises sein, d a  aie ja die Bediugung 4) 
crfüllen müssen. 

Die nachfolgenden Formen a )  und b ) ,  in  welchen für m  und n en t -  
weder Nul1 oder jede beliebige ganze Zahl gesetzt werden k a n n ,  k i h n e n  
alti der allgemeine Ausdruck dieser Transformation angesehen werden. 

a )  
a'= ( 2 m + l j a f  ( 2 n f  1 )  45", 
p'= , 2n i+1) /3+  i 2 n + 1 )  45O, 
y ' = ( 2 ~ 1 + 1 ) ~ +  i 2 n + l )  45", 
ô'= ( Z m + l ) r J +  ( 2 n f 1 )  45'. 

Der  Werth des excentrischen Winkels nach der Transformation setzt  
sich zusammm ails einem ungrraden Vielfachen des ~'iiikclwertheti in 
der n r ~ p r i i n ~ l i c h e n  Lage ,  mehr einem ungeraden Vielfachen von 45'. 

b) 
a '=2(m+l)or+  2n.4!i0, 
p '=2(m+1) /3+2n .45° ,  
y ' = S ( m + 1 ) ~ + 2 n . 4 5 ~ ,  
d ' = 2 ( m + 1 ) 6 + 2 r 1 . 4 5 ~ .  

Der  VCTertli des exccntrischcn Winkels nach der Transformation setzt 
sich ziisammen ans einem geraden Vielfachen des Winkelwerthes in der 
urspriinglichen Lage ,  mehr einem geraden Vielfachen von 45'. 

lu  beideu Falleu ergiebt die Addition der Qleiçhuugen 

u '+ j3 '+y '+S '=2~m+n+1)180° ,  

was der Bedingung für Kreiepunkte gleichkommt. 
Denken wir uns nun einen Kreis construirt ,  welcher den Anforde- 

rungen einer der beiden Transformationen genügt, dann haben wir in  
den Schuittpunkten desselben mit der Ellipse ein Mittel, um zu den 
Normalenfusspunkten zu gelaugen , ohne von der  erwahuten gleiühseitigen 
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Hyperbel Gebrauch machen eu müssen. Und dies ist auch der Weg, 
den wir zunachst einschlagen werden. 

2. Wir nehmen a n ,  dass 
c = a c o s g > ,  y = b s i n < p  

die Coordinatensymbole für die E 'us~punkte der von P(g, h )  ausgehenden 
Normalen sind. 

Unter Anwendung d m  Transformation a mit den speciellen Wcrthcn 
rn = 71 = 0 ergeben sich Coordinatensymbole für die Kreispunkte mit 

& = a ~ o s ( 4 5 + ~ ) ,  r l = b ~ i n ( 4 5 + ~ )  
oder 

a (cos QI - sin cp) b (cos gi + sin cp) 
k =  1 q =  9 

JZ J'z 
die dann auch i n  der  F o r m  

& X Y  Js-= J~?=.Z+!!  
a u b  b a b  

geschrieben werden konnen. d u s  diesen Gleichungen folgen nun  wieder 
für x und y die Werthe 

- x 5 f J2-=?+- ,  JZY,?_-, 
a b a  b b a  

und  wenn wir dieselbcn in 2) snbstituiren, so gelangen wir schliesslich 
zu einer Gleic.hung zweiten Grades zwischen u n d  q von dcr F o r m  

welche natürlich nnr  einen Kegelschnitt darstellen k a n n ,  der  durch die 
vier Kreifipunkte geht. 

Allgernein wird also, wenn O einen constanten Factor bedeutet,  

die Gleichung des Büschels der Kegelschnitte sein,  welche die vier Ereis- 
punkte  der Ellipse gemeinschaft,lich liaben. 

Aus dieser Gloichung gewinnen wir dnrch die Substitution 

Oc2= a2+b2, 

durch welche die  Coefficienten der hochsten Potenzen gleiche Werthe 
erhalten, die Gleichung des gesnchten Kreises 

Urn diesen Krnis z u  construircn, beachten wir, dass derselbe, wie aus 
seiner Gleichung hervorgeht, die Mittelpunktssehne 

in denselben zwei Pnnkten trifft, in  welchen aie auch von dem Kreise 
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- 
Die Construction des Kreises KI unterliegt keincn Schwiarigkeiten; 

denn bekanntlich bat derselbe mit der Ellipse das Paar  conjugirter 
Uurchmesser gemeinschaftlich, welches zu den Verbindungsgeraden der  
Ellipsenscheitelpunkte parallel 18uft. Aber auch die Sehne ss, kann leicht 
hefitimrnt werden, wie ans nachfolgender Betrachtung hervorgeht. 

l h r c h  partielle Differentiation nach 5 und 7 ergeben sich aus 6) die 
Coordinaten des Krei~rni t te lpuuktes  m in der Form 

8 2 J 2 n l o = b h + a g ,  2 J F b r l o = b h - a g .  
Ilividiren wir diese Gleichungen durch einander, so erhalten wir i n  

9) (bh-agia&,-(hh+ag)bq,=O 
die Gleichung der Geraden,  welche den Mittelpiinkt m des Kreises K mit 
O verbindet. 

Offenbar werden wir an der Bedeutung der Gleichung 9) auch nicht 
dns Geringste andern ,  wenn wir derselben durch gleiehzeitige Addition 
und Subtraction des Productes a h g h  die Gestalt 

10) b h ( a ~ o - b q O - n g )  - a g ( a & + b r l o - h h ) = O  
geben. 

Es  ist altio 10) ebenso wie 9) die Gleichung der die Punkte  m und  
O verbindenden Geraden;  aber in der neucn Gestalt giebt sie uns An- 
haltspunkte zu einer einfachen Construction. 

Wir bemerken namlich, dass die erwabnte Gerade auch den Schnitt- 
punkt der durch die Gleichungen 

11)  a l , . -bqO-  o g = O ,  
12) a(,,+bqo-bh = O  

reprasentirten Geraden in sich enthalt,  da die Coordinaten 

13) 2 n k l =  bh+crg, 2 h r l l =  b h - a g  
desselben die Gleichungen 9) und 10) identisch auf Nul1 führen. 

Schreibt man 11) und 12) in der Form 

.i,=;(l,-g), 7 0 - h = - 0 5  b O' 

so Iasst sich Folgendes aus denselben berauslesen : 
Die Gerade 11) geht durch die Horizontalprojection pz des Normalen- 

ausgangfipnnktes P und steht senkrecht auf der Vorbindnngslinie der 
Ellipsenscheitelpunkte a, fi1; die Gerade 12) geht durch die Vertical- 
projection pl von P und  stelit senkrecht auf der Verbindungsgeraden der  
Elliysenscheitelpuukte a,, Pl. 

Oie b ~ i d e n  Geraden Sind dernnach leicht zu constrniren. 
Verbindet man nun den  Schnittpunkt p dieser Geraden mit dem 

Kittelpunkte O der Ellipse, so ist die in O auf o p  errichtete Senkrechte 
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die Sehne  ss ,  und ihre Schnittpunkte mit K, sind zwei Punkte des 
Kreises K. 

E s  erübrigt lins noch die Construction des Mittelpunktes m von K. 
Aus  den Glrichungen 8) erfolgt durch Quadrirung und  nachherige 

Addition 

ebenso ergiebt sich aus den Gleichungen 13) 
( b h + a g ) 2 + ( h h - n g l a  

o p 2  = 
4 u2 4 6" 

worauli schliessliüh 

folgt. 
Die Entfernung des Mittelpunktes m von O ist sonach der Seite 

einea Quadrates gleicb, desam Diagonale op ist. 
Nun  sind wir in der L a g e ,  den E r e i s  K e n  construiren, u n d  unsero 

Aufgabe besteht weiter dar in,  von den  Schnittpunkten A ,  B ,  Cl D des- 
selben mit der Ellipse -- von welchen ein jeder, wie wir gcsehen haben, 
einem Normalenfusspunkte eindeutig entspricht - zu den letzteren über- 
zugehen. 

Zn diesem E n d e  dividiren wir die in 5) arigefülirten Gleiçhungen 
durch einander und gehen der dadurcli erhaltenen neuen Gleichung durch 
Addition und Subtraction des Productes a b  511 die Gestalt 

14) a q ( h r - a y - b c )  - h c ( h r + a y  - a q ) = O .  

Sonach reprasentirt 14) die Gleichungeu der Geraden,  welche die Nor- 
malenfus~piinkto mit dern Mit,t,clpunkto der Ellipse verbindcn. Durch 
ganz ahnliche Schlussfolgerungen, wie wir sie bei der  Construction der 
Sehne  s s ,  angestellt h a b e n ,  gelangen wir auch hier wieder zu einem 
Hilfspnnkte, dargestellt durch den  Schnitt  der Geraden - 

welcher, wie aus den  Gleicliungen 15) und 16) erschlossen werden kann, 
sich folgenderrnassen finden Iasst: 

Durch  dio Horizontalprojection des Kreispuuktes führe man eine 
Gerade parallel zn ai,, und bringe dieselbe mit einer zweiten Geraden 
zum Schnitte,  welche paraIlel au c i ,  Pl ist  und durch die Verticalprojec- 
tion des erwahnten Punktes  gelit. 

Nun  ha t  man ,  um zu dem Normalenfusspunkto zu gclarigen, dcn 
Hilfspnnkt mit dem Mittelpunkte der  Ellipse eu verbinden und diese 
Verbindungslinie in jenem Quadranten mit der Curve zum Schnitte a u  

br ingen,  in  wclchem sich der Hilfspunkt befindet. 
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Fassen wir die gewonnenen Resultate noch einmal in kurzen Worten 
nusammen, 80 erlrdigt sich die Aufgabe, von P (Fig. 1) die Normalen 
auf die Ellipse zu fallen, diirch folgende einfache Construction. 

Man fiille die Perpendikel Pp, ,  P p 2  von P aus  aiif die Axen und 
bestimme den P u n k t  p als Schuitt z ~ r e i e r  Geraden, von denen die eiue 
dnrch pl geht iind normal e u  a1PI ilit, die xndere durch pz geht und  auf 
a &  senkreciit steht. Kun  verbinde man p  mit O und errichte in O anf 
op die Senkreclite, welche den Kreis /(1 in s, sl schneidet. 

IMcht man ferner o m  gleich der Seite eines Quadrates ,  dessen Diago- 
nale o p  is t ,  u n d  h~scl i reiht  von m aus mit dern Halbmcsscr m s =  ms, 
den Kreis K ,  der die Ellipse in  den Punkten A ,  B ,  C,  D schneidet, so 
gelarigt man von einem d e r s ~ l b ~ n  - z. B. A - zu dern ihui eutsprechen- 
den Normalenfusspunkte 1 durch folgende Construction: 

a 2 n l l ~ i B 1 ,  ~ i a / / u S i .  
Die .Verbindungsgerade o u  schneidet 2 in  1. 

KARL LAUERMANN. 

II. Reciproke Maxima und Minima. 

,,Sind 
1)  u = F ( x , y ) ,  v=t ' (x ,y )  

Functionen von der  Beschaffenheit, dass bei constantem x einer Z u -  oder 
Abnabme von u auch eiue Z u -  oder Ahnahme von v entspricht,  so tritt  
bei constantem v ein Maximum oder Minimum von u un te ï  derselben 
Bedingung e in ,  als bei eonstantem u ein Minimum oder Maximum von v." 

Ueweiri. Elimiuirt rnau y aus den Gleicliungen 1 )  und  differentiirt 
die erhaltene Gleichung 

2 )  (u,  11, = 01 

so ergiebt sich unter  Voraussetznng eines constanten x 

a 9 - 
a v 
- 

au ---- .  
a u  9 

a u  
Dieser Differentialquotient mnss wegen des gleichzeitigen Wachsens oder 

a (P Abnehmens von u und  v positiv se i s ,  daher - das entgegeugesetzte a u  
a 9, Vorzeichen haben wie -- - 
2 u 

Sotzt man v=cnnstant ,  so erreicht u einen Culminationswertli für 
jene Werthe von z, welche der  Gleichnng genügen 

u wird ein Maximum oder IvIinimurn, je nachdem für diese Werthc 
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au  
negativ oder positiv ausfallt. 

Setzt man jedoch u = cons lnn l ,  so erhjilt man die mTertlie von x, 
welche v zu einem Maximum oder Miuimum machen, aus derselben 
Gleicliung 3) und es entscheidet das Vorzeichen des Aiisdrucks 

a2 m 

- 
a v 

deriiber, ob ein Maximum oder ein Minimiirn eintritt. Dieses Vorzeichen 
ist aber nach der eingangsgernachten Remerkung das entgegeiigesetzte 
von dem des Anedrucks 4). I laraus geht hervor: 

1. dass die eine der Groseen i d ,  v bei conetantem Wertlie der an- 
dern unter  derselben Hediuguug 3 )  eineu Culuiiuationswertb 
erreicht als die andero, u n d  

2. dass diese Culminationswerthe stets entgegmgesetater Art sind, 
so  dass also einem Minimum von u ein Minimum von v und 
umgekehrt entspricht. 

D e r  Beweis l a s ~ t  sich auch auf elernentarem Wege erbringen, wie 
folgt. 

E s  sei  
6) 11 = qJ (v, x) 

die  Auflosung der  Gleichung 2) und  X ein Werth von x ,  der bei cnn- 
stantem v u su einem Maximum = U macht; dann bestcht für beliebig 
kleine positive 6 und 6, die Crigleiçliung 

7 q ( v ,  x- d )  < si (v, X )  > q ( u ,  x+ 6,). 
Dcnken wir uns  nun v variahel, so kiinnen wir diese Urigleichi~ng in 
eine Gleichung überführen, indem wir ohne Aenderung d r r  Werthe von r 
v vergrtisseru, d a  hierdurch nacti der Voraussetzung auch eine Vergrtisse- 
rung von u erziclt wird. 1st hiernach 

8) ' P ( ~ + E ,  X - q = . l i i ( v , X ) = q ( v + ~ i ,  X + V =  U ,  
so ist ersichtlich, dass unter den benachbarten Wertlien v + E ,  v, v +  E ,  

der mittlere der klr inste ,  somit ein Minimum ist und ferner, dass d i ~ s e s  
Minimum bei constantem r c =  U fur  jenen Werth X eintritt ,  der bei con- 
stantem v = v u zn einem Maxirniim = ü rnacht. 

Dieser Satz brgrünclet die Keçiprocitat der Satze über die Figuren 
grossten In halts und kleiusten Umfangs, und ermogliclit e s ,  aus einem 
diescr Satze eiiien mciproken direct abzuleiten, z. B. : 

1. ,, Unter allen isoperimetrischen Dreiecken iibe.r derselten Basis hat 
das gleichschenklige die  grosste Flache." 
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Nun Sind Flachm wie Umfang eines Dreiecks von gegebener Baçis 
Fnnctionen der beiden V i n k e l  A und R an der Basis. 

Bei cou~tan tem U'iiikel A nehmen Fliiclie und Umfang gleichzeitig 
zu oder a b ,  dahcr gilt auch der reciproke Satz:  

,,Unter allen I)reiecken über derselben Bmis und von gleichcm I n -  
halte hat clas gleiclischi~nklige den kleiristen Umfang." 

2. ,, Unter allen gleichseitigen ir - Ecken mit gleichem Umfange ha t  
das regelmassige 13 - E c k  den grossten Inhalt." 

Flaclie und Umfang eiues gleichseitigen n - E c k s  nehmen bei gleichar 
Gestalt gleichzeitig zu oder ab ;  daher der  Satz:  

,,Unter allen gleichseitigen n-Ecken  mit gleichem Inhalte hat das 
regelmassige den kleinsten Urnfang." 

3. , ,Unter allen isoperiinetrischen Figiiren hat der Kreis den grossten 
Inhalt." 

Flache und Cmfang einer Figur  nehmen hei unverandertar Grstalt ,  
somit gleichen I<rümmungsverhaltniüsen gleichzeitig zu oder ab. Llaraus 
folgt : 

,,Unter allen Figuren' gleichen Inhalts ha t  der Kreis den kleinsten 
UmFang.'L 

T r a n t e n a u ,  22. Mai 1884. F. HALUSCHKA. 

IIi. Znr  Gleichung von Kege l  und Cylinder. 

Sind die Gleichnngen zweier Ebcncn 

u ~ ~ ~ ~ L L . + ~ , ~ + c ~ z + ~ ~ = O ,  u 2 ~ a z x + b 2 y + c z z + d 2 = O  

und sind die Coefficienten beider Gleichungen constant,  so schneiden sich 
die E b ~ n e n  in einer Geradera der  Richtung (b c) 1 (ca)  l(a 6)  und  der Stel- 
long (ad)  1 ( bd )  1 ( c d )  (vergl. diese ZeitsçliriTt, Jahrg.  1S83 S. 315). I m  
orthogoualen Systcm ist d a n n ,  wenn 2's die durch s parallel z gelegte 
Projectionsebene is t ,  

tqz 'sAYz=-(bc):(ca) ,  igx ' sAzx=-  (ca ) : (ab) ,  iqy 'sAxy=-(ab):(bc)  
oder 

t g y ' . s A y ~ : t g x ' ~ A t g x ~ : - l = ( b c ) : ( ~ a ) : ( a b ) .  

1st aber ein Coefficient, z. B. a,,  ein vertinderlicher Parameter, so stellt 
die erste Gleichung ein Ebenenbüschel, d. 11. eine einfache Ebenenserie, 
welche durch eine Gerade gtlht, dar.  Die feste Gerade erhalten wir, wenn 
wir die Ebene dcm Einfliiss des vcrandcrlichen a, entziehen und z= O setzen. 
Diese Gbene z= O enthalt von der Ebene a 1 s + b l  y+c,z  +dl  = O die Ge- 
rade 6, y + c,  r + dl = O ,  welches die gemeinschaftliche Gerade des Iiü- 
schels ist. Auf der zweiten Ebene wird durch dies Süschel von Ebenen 

ein Strahlenbüschel erzeugt mit dem Centrum O und so 
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e n t ~ ~ r e c l i e n d ,  wenn b,  und cl variabel sind. 1st dl variabel,  so entsteht 
ein Bündel parallelcr Ebenen,  deren unendlich ferne Gerade die der 
Ebene  u,x + 6, y  + c,z = 0 ist. Dies Büiidel erzeugt auf der zaeiten 
Ebene  ein Stralileribündel mit nnendlich fernem Centrnm; die Stralilen 
haben die Riclitung ( h c )  : ( c a )  : ( a b ) .  

Sind zwei Coefficienten einer Glt~icliurig veriinderlich, so erlialten 
wir eine Doppelserie von Ebenen ,  vorausgesetzt, rlass die t~ciden Cûeffi- 
cienten von einander unabhangig sind. Das Centruui der  Doppelserie 

wenn n i  und bl die Veranderlichen sind. 

1st jedoch je ein Coefficient jeder Gleichung, z. B. a, und h,, cer- 

Xuderlich, so eutfitetit als Sçhriitt beider El~eueusc~rieu eine Iloppelserie 
von Geraden,  ' u n d ,  sind beide Co~fficicritcn durch eine Gleichung a n  
einander gebiindcn, eine e in fache  Serie von Geraden,  eine geradlinige 
Flache [Regelflaclie]. Diese Itegelfl&he wird nun zu rinem Kegel ,  weun 
alle Geraden durch eineri P u n k t  gilhen, zu einem Cylinder, wenn ~ i e  
para1101 siud,  d. h. ein nnendlich fernes Centrum haben. 

E s  werde demnach zunachst vorausgesetzt, class die Coefficienten 
Einer  Gleicliung unter  einander unahh%ngig s ind ,  und zwar constant, 
wenn nicht dafi Gegentheil dnrch eine weitere Gleichung horvorgelioben 
wird; ferner sei f eine Function nten Grades. Dann stellt 

zll = 0 , t lZ = O ,  f (al,  a,) = O 1 (c: d)  1 - ( h  (1) 
stets einen Kegel  nLel Ordnung dar  mi t  d e m  Centrum O -- ---. 

( 1 )  (Oc) 

Denn zu jedem willkürlich gewahlten a, gehoten n bestimmte a,; zii 
jeder  Ebene  u, = O  gehoren demnacli n Kbenen u, = O ,  welche auf' ul 
eine besondero Linie ntor Ordnung ,  bestehend aus ri Gcrriden eiues Punk- 
tes ,  erzeugen. »as beweist, dass die Regelfkche, wrlclie eiitstelit , jeden- 
fallu riter Ordnung iet. Von den Geraden der Ebenen sind nun unah- 
hangig von den Veriinderungeu von a, resp. u2 die Geraden 

x = O / b l y + c l c f  rZ,=O iind x = O j b 2 y + c g z + d , = 0 ;  

dieselben l i ~ g e n  beide auf einer Ebcne ,  hahen also cincn P u n k t  gemcin, 
und dieser muss auf allen Ebenen ,  also aiich auf allen Geraden der 

Serie liegen. 
Eutsprecliend stellt 

u, = O ,  u, = 0, f (O, b,) = O einen Kegcl mit dem Ccntrurn -- 

iind 
( h  d )  - ( n d )  

uI = 0, t12 = 0,  f j r ,  c2) = O einen Kegel mit drm Centrum -- --- 
(il") I O )  I o  

dar. Endlich wird 
u, = O, 21, - O ,  / ( d l  d,) = 0 

einen Cylinder reprasentiren. Denn die unendlich ferne Cerade der 
Ebenen wird die Axe der Serie sein und beide liaheu einan Sçhnitt- 
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p n k t  hestinimter Richtung,  welcher zugleich die Riçlitiing der Axe des 
Cylinders ist , namlich 

(b c )  : ( c  a) : (ab). 

1st nun aber die  Regelflache 

gegehen, so ist dieselbo nicht nothwendig ein Kegel. Die  Axen der 
Serien 

x = O I b l y + c l z + d l = O  und  y = O I u , : ~ . + c , z + $ = O  

haben niimlich nicbt unbedingt einen P u n k t  gemein, sondern niir unter 
der Bedingung (cd)  = O ;  das Centrum musa auf x = O und y = O liegen, 
d. h. auf der z - Axe. Dieselbe wird von der ersten Geraden in - dl :cl, 
von der zweiten in  - d,:c, geschuitten, welche Punkte  unter der Be- 
dingung (cd) = O zusammenfallen und das Centrum liefcrn. Dement- 
~prechend  stellt das  System 

einen Kegel dar  mit dem Centrum -- " 1010. 
O1 

Ebenso wird nun 
U , = O ,  U2=0,  f ( a i d 2 ) = 0 ,  ( b c ) = O  

eiuen Cylinder darstellen; denn die Axe der ersten Serie .r = O 16, y + rl z 
+ (1, = O bat mit der Axe der zweiten Sorie t = O / a, .r + b2y +rz  z = O d a m  
und nnr dann einen I'iinkt gemein, wenn der iinendlich ferne P u n k t  
beider aiif der Ebene x = O liegt und derselbe is t ,  d. h. hl y + c , z  = 0 
und b,y + c , z =  0 gleicbzeitig riçlitig sind. Die Richtung der Axe ist 

Sind nun aber die Coefficienten Eiuer  Gleichung nicht unabhangig 
von einander, so lassen sich eiuzelne PBlle auf die vorigen zurückführen. 

Es sci dl = 6, - n, al und  entsprechend d, = 6, - a2a,,  dann  lauten 
die Gleichungen 

Sind a, und a, verschieden, so kann f ( n , n 2 )  offenhar keinen oder nur  
einen &gel mit unendlich fernem Centrum erzeugen, d. h. eiurn Cylin- 
der unter der Uedingung ( l ie)  = O ,  ein Fa l l ,  der schon früher betiandelt 
wiirde. 

> 1st entsprechend z. R .  6, = y, -pl a l ,  b, = g, -p,a2, pl p2 ,  so 
stellen die Gleichungen 

~ I ( X - P ~ Y ) + Y ~ Y + ~ , ~ + ~ ~ = O ,  a , j z - ~ ~ y ) + q ~ y + r ~ z + d ~ = ~ ,  
f (a, a,) = O 

einen Kegel dar  unter der Bedingung ( c d )  =O; das Centrum liegt 
der gemcinschaftlichen Geraden von x -pl Y 2 0 und r - p 2 y  = O ,  d. i., 
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da  pl nnd p,  von einander verschieden s ind ,  die z -  Axe,  ein Fa l l ,  der 
oben erledigt ist. Entsprecliend ist z. B. 

das GIeicbungssystem eines liegels mit dem Centrurn -5 10 1 O. 
dl 

E s  sei nun dl = dl - wal und d, = d, - ma,, dann  erscheinen die 
Gleichungen uL = O und u, = O i n  der Form 

a l ( r - a ) +  b1y+clz+61 = O ,  a l (x -c r )+b2y+c2z+S2=0 

u n d  die Z u s a t z g l e i ~ h u n ~  f (alrr,) = 0 stellt wiederum unbedingt einen 

Kegel  dar mit dem Centrum a . Die  Znsatzgleicliung f(nlh , )  

= O erfordert noch die Bedingung (c6) = O und liefert dann das Centrum 

a O 1 -2 ; und die Gleiehung f(olS,) = O liafert einen Cylinder unter 

der  Bedingung (hc) = 0. 

Die  Analogien für dl = 8,- , !?I I ,  n. S. W. sind leicht zu bilden. 

1st b, = 8, - IY al und h, = p2 - u a 2 ,  so stellt 

f (a, 0,) = O 

wiederum nnbedingt einen Kegel dar  mit dem Centrum a 

f (al h,) = O oder f (a, PL>) = O fülirt auf die Bedingung (cd) = O und das 

f (alc2) = O verlangt die Bedingung ( P d )  = O ;  das 

Cont,rum i ~ t  - a -  / -  O. f (a, d2i = O erzeugt eineo Cylinder unter 
Pl Pl l 

der  Bedinguug ( p c )  = O ,  dessen Axe parallel der Geraden x - d y  = O 1 pl y 

Die weiteren Zwischenfalle bieten nielits, das sich nicht auf das 
Vorliergehende raduciren oder auf die folgrnden allgrineinen Falle bringen 
Iasst. Es sei dl linear abhangig von al 6,c1, d ,  von n, b,c,, so werden 
sich einfaclie Etesultate nur  e rge len ,  wenn die Abliaugigkeit durüh die- 
selbe lineare Gleichung d = 6 - u a  - ! b - y c dargestellt wird. Unsere 
Ebenen haben dann  die Gleichung 

" l ( x - - < Y ) + b , ( ~ - p ) + ~ i ( ~ - y ) + ~ 1 = U ,  
a 2 ( ' 7 : - a ) + 6 2 ( ~ - 8 ) +  ~ , ( ~ - y ) + 8 , = 0 ,  

und  auf diese Form wird man aie auch bringen, wenn 1;. B. neben 
f (a, b,) = O nur  gcgeben dl = d', -un, und d2 = d', - p h , ,  indern 8, und 
8, so gewahlt werdeu, daas = dl-!hl - y c l ,  a', = d2- au,-yc,, was 
moglich ist und für  y sogar die m'ah1 noch frei l a s ~ t .  
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l 'rit t  zu dieuen zwei G l e i c l ~ u n ~ e n  die dirigirende f (nla2) =. O ,  so ent- 

steht unbedingt ein Kegel mit dern Ceutrum cc 

sprechend bei f (hl h,) = 0 ,  f (c,c,) = O. 
f(8,6,) = O liefert einen Cylinder, dessen Axa die Richtung (bc) 

: (CU) : ( a  6) hat. 1st uun aber f(a ,  h, )  = O, so erfordert der Kegel die 

Redingung (cd) = O  nnd das Centrum ist a 

Der  Cylinder mit f(ald,) = O  als Directrix und  (bc) - O als Reding- 
ungsglcichung ha t  die  Bxeniiclitung x = O ] bl y +c l  z = 0. 

D a ,  wie oben bewiesen, y willkürlicli gewalilt werden k a n n ,  wenn 
nur al und b,  und nur  dadurch dl und $ veranderlich s ind ,  kann man 
bei geeigneter W a h l  von cl und c2 stets die G l e i c l ~ n n ~ e n  in die Form 

bringen, vorausgesetzt eben , dass niçht nielir wie j e  ein Coefficient jeder 
Gleichung veranderlich k t .  

Damit ist nun ziemlich der  Anschluss a n  die übliche Form erreicht 
[ S c h l o m i l c h ,  Anal. Geom., Cap. VI; B a l t z e r ,  Anal. Geom., 5 531. 
hlan braucht nur  die zwei Ebenen durch diejenigen ilirrs Uüschels zu 
erfietecn, welche den Axen parallcl laufen und  dercn zwei schon unser 
System darstellen 

(bc)(z-y)= ( a b ) ( z - a ) ,  ( c a ) ( z - r r )  = (bc)(y-p) ,  

( a b ) ( ~ - P )  = (ca)(z-y) .  
Da S = 0 k t ,  sind die eventuellen Bedingungen (ad) = O, (68) = O, 
(cg) = O  von vornhercin erfüllt ,  rine Gleichung zwischen zwei Coefficien- 
ten stellt unhedingt einrn Kegrl  dar  mit dem Centrum al pl y. Die 
Directrixgleichungen f (a, h,) - 0 etc. konnen nun ersetzt werden durch 
f ((CU), (ab)) = O oder besser durch homogene Gleichungeu F((h c), (ca), (ah)) 
= O  [vergl. B r i o t - B o u q u e t ,  Ghom. anal. ,  Kr.  462; S a l m o n - F i e d l e r ,  
Raiimcorven , Art. 174). 

Die Formel al (x - a )  + b ,  ( y  -6) + cl (2- y) = O konnte nicht ge- 
walilt werden, wenn S', selbst noch variabal, und  es ist hier schon die 
allgemeinste Form dio folgende: 

~ , ( x - I Y ) + ~ ~ Y  + c i z + d 1 =  O ,  a,x+O,y + c 2 z + d 2 = 0 ,  f ( a l d 2 ) = 0 ;  

diesc erforderte die Bedingung (hc) = O und  stcllte dann einen Cylindcr 
dar, dassen Axenrichtung a: = 0 / b, y + cl z = 0 war. 

Um auch für  den Cylinder den Anschluss a n  die übliche Form zu 
gewinnen, benutzen wir die IIauptebeuen der Geraden ul = 0 lu, = O, d. i. 

( 6 c ) z = ( a O ) z - ( b d ) ,  ( c a ) x = ( b c ) y - ( c d ) ,  ( a D ) y = ( c a ) z - ( n d ) .  - 

Zwei diescr Gleichungen, i n  Vt.rbindung mit einer Gleichung für  ihre 
dritten Gliedrr, z. B. f ( ( b d )  , (cd)) = O ,  liefern nnbedingt einen Cylinder 
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mit der Axenrichtuug ( b c )  : (CU)  : ( ~ b ) ,  woraus eràiçlitlich k t ,  dass b und c 
in  der Gleichnng f = O nur als Const,ante auftreten dürfen. [Verg]. 
S c h  l o m i l c h  a. a. O. Cap. V.] 

Hiermit ist  der Fa11 erledigt, davs von den Constanten der Gleich- 
nngen u, = O ,  u, = O vier in der Weise variabel waren,  dass zwei au8 

verschiedenen Gleichungen durch eine Gleichung nten Grades, je zwei 
sus  derselben Gle,ichung durch eine lineare Gleichung verknüpft sind. 
Letztcre  Bcdingung grstattct oine Erweiterung, dcren allgemeiner Aus- 
druck in den  Gleichungen 

rii (aei  x + (3'1 y + y'l + J', 1 + h l  (a'z x + $2 Y + y 'g  2 + 6'2) 

$ $ Be3 Y + $ al3) $ '1 ("'1 + ?'4 Y + /4 + "4) = i 

n, (a", x + Brel y + Y", z + a",) + bda'', x + P::, Y + Y " ~  2 + 
+ cr x + y + ynr3 z + d'13) + dr (a''., x + p , y + + = O 

entlialten i s t ,  für welche die hier befolgte B~handlnngsweise s u  umsttind- 
lich wird. [Vergl. J O  s c h  i m  s t h a l ,  Anwend. d. Diff.-Rechn.,  S. 102; 
S t u r m l  Cours d'Analyse, Nr. 667.1 

B e r l i n ,  April  1884. A. THAER. 
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III. 

Die Curven vierter Ordnung mit drei doppelten 
Inflexionsknoten. 

Cou 

Dr. C. BEYEL 
in Zurich. 

Hierzu Taf. III u. IV Fig. 9-24. 

15. Eintheilnng der  C4 und Darstellung der  Hanptformen. 

Wir erhalten eine Uebersicht über die verschiedenen Pormen der Ca1 
indern wir von den einfjchsten derselben ausgehen. Ftir diese ljcgt cnt- 
weder ml oder M, unendlich ferne und E2 ist  ein Kreis oder eine gleich- 
seitige Hyperbel. Aus diesen speciellen Formen k6nnen wir die allgemeinen 
durch eine üentrische Collineation erster Orduung ableiten. 

1st m, unendlich fern, so halbirt Ml die Strecken, welche zmischen 
zwei Punkten der C4  liegen, die sich auf Geraden durch Ml befinden. 6' 
hat in hl1 einen Mittelpunkt. Btinimtliche Kegelschnitte Kg2 sind Parabeln 
(1) , und die quadratischen Transformationen (2), welche durch C'% geleitet 
werden, zeichnen sich dadiirch aus, daes jeder G e r d e n  eino Parabel ent- 
spricht. 

1st Al, unendlich fern, so halbirt ml die Strecken zwischen Punkten 
der C4, welche auf Geraden von der Richtung Ml liegen. C4 ist  zu sich 
eelbst symmetrisch mit rn, als Axe und fil, cx> als Richtung der Syrurnetrie. 

In  Taf. III Fig. 9-16 sind nun dem Gesagten entsprechend die ein. 
fachsten Typen der C4 zusammengestellt. Fig. 9-12 zeigen Nittelpunkts- 
curven, Fig. 13-16 Curven, welche zu orthogonal symmetrisch liegen. 
In Fig. 9, 10, 13, 14, 15 sind M, ,  rl l , ,  PIS reell, in  Fig. 11, 12, 16 sind 
M , ,  ill, imaginiir. Wir fügen den Figuren einige Bemerkungen bei. 

Fig. 9 ist so disponirt, dass Ml ein isolirter Punkt  von C4 ist. Also 
muss die Involution Jik um Ml elliptisch sein. Daher ist K2 ein im End- 
lichen geschlossencr Kegelschnitt, in unserem Falle ein Kreis. Jik ist  also 
~ i n e  Rechtwinlielinvolution und folglich sind rn,, nz3 xi1 einander normal. 
C4 ist zu diesen Geraden orthogonal symmetrisch. 1st JI durch g,hl ge- 
geben, tio schneiclen diese Uoppelstrahlen K 5 n  einem Quadrupe1 von C4. 

Zoitaohrift f. Matticniirtik u. Ybysik XXX, 2. 5 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



66 Die Curven vierter Ordn. mit drei dopp. Inflerionskiioten. 
- ,. - ., ? -. . . . . , - -- - - -, . - -- - -- -. . - 

Die wcitcren Verbindungslinien dieser Qiia,drupclpunkto sind die rcsp. Dop- 
pelstrahlen g, h,, g, h3 der Involutionen J2, J3.  AUS ihnen und den Doppel- 
strahlen der Involutionen $2 ~ - r .  , J3 k bestinimen wir die Irrflexionstangenten 
* * In  unserem E'alle sind diese zugleich die Asÿmptoten der C'I. 
Sie schneiden sich paarweise in Punkten T der Sehnen, welche die Schnit,t- 
punkte von mpm, und I P v e r b i n d e n .  (4.) - Der Kegelschnitt K*2, der 
K 2  in  ml beriihrt (12), ist eiu zu K%onceutrischer Kreis. Wir  erhalten 
einen seiner Peripheriepunkte, indem wir aus einem der Rcrührungspunkte 
von K 2  mit C4 - sagen wir aus einem dieser Punkte in 11, - die Nor- 
male zu g, ziehen. Sie trifft g, in dem gesuchten Punkte. (12.) 
berühr t -C4  in einem imaginsren Quadrupel. - Die Taugente in  Al1 au C4 
erhalten wir nach folgendem Gesetze. Lient A', aiif der Geraden xl diirch 

hl,, so ziehen wir durch A', die Parallele zu m2 (oder m,) und schneiden 
mit derselben den deui z, iu JI correspondireriden Strahl x r l .  In  letzterein 
Schnittpunkte errichten wir eine Normale zu x', , wt:lche m, (oder m,) in 
einem Punkte der verlangten Tangente trifft. ( 1  3.) - Samrntliche Kegel- 
schnitte Kg2, welche nz, iii K 2  berühren, sind zu If' conceiitrische ICreise. 
In Taf. III Fig. 9 is t  ein solcher Kreis cingczcichnct, der die zwci Qnadru- 
pel A', . JI', e n t l d t .  Die Kegekchnitte K%ind Ellipsen, welche Ml zum 
Nittelpunkte haben. Kein ïeeller Pnnkt  von C4 kaun im Innern einer 
solchen ' ~ l l i ~ s e  liegen - ausgenommen JIl. (1.) C" theilt also die Ebene 
in zwei Felder, in  dereu eincm siinimtliche Ellipsen K v i c g e n .  Diese sind 
von C4 eingeschlossen. 

Die Kegelschilitte K,,,2 und KAe sind gleichseitige Hyperbeln. 
Taf. III Fig.  10.  ,Ji, Eat reelle Inflexionatangcnteii. -4180 muss JIk  

hyperbolisch sein und E 2  ist eine Hyperbel, in  unserem E'alle eine gleich- 
seitige. JI ist  dadurch specialisirt, dass rn,, m, als Axen clieser Ilyperbel 
angenommen sind. C q i e g t  mithin zu 1 1 5 ~ ~  ort110goual syrrirrietrisch. Weiter 
ist J,  so ciisponirt, dass IIe die C4  imaginar berülirt. 

IIaben wir an€ bekannte TVeise die Inflexionstangenten i l ,  il* bestimmt, 
so zeichnen wir aus ihnen mit Hilfe der Sehncn, in  welchen IL2 die Geraden 
m l ,  m, schneidet, die Punkto 112, T,,* (4). Uurch diese gehen i2, i,*, die 
Asymptoten von C t  K*2  ist  eine glcichseitige Hyperbel. Sie schneidet. 
w,m, in einer Sehue, welche durch 1;p  gehen muss. Also trifft diese 
Sehne, welche paraliel eincr A s y p t o t c  der Hyperbel K 2  i s t ,  wa2 iu einem 
Scheitel von K*" und somit ist, dieser Kegelschnitt bestimmt. Auch er 
berührt C4 imaginai-. 

Siimmtliche Kegelsçhnitte Ky2, welche 11' in zwei Punkten von ml lie- 
rtihren , fcrner die Kcgclschnitte En?, Ks%ind gleichseitige Hyperbeln. Die 
Regelschnitte E'! sind Hyperbeln, welche von C4 ausgeschlosseri werden. 

Taf. III Fig.  11 otellt eine Mittelpunktscurve C4 (resp. deren eine 
Halfte) dar, fü r  welche IV, 11.1~ imaginiir ist. Die Involution J t k  wuss a h  
hyperbolisch sein, il. h. K V s t  Hyperbel, in iiiiserem Falle eine gleichseitige. 
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g, ,  hl .  - die Uoppelatrahlen von JI - müssen die Asymptoten a , ,  a,* 

dieser Hyperbel trennen. F ü r  den dargestellten Fa11 ist J, so disponirt, 
dass g , ,  h, die Axeu der gleichseitigen Hyperbel E2 sind. Uaraus ergiebt 
sich, dass ml , m, die Strahlen nach den iniaginaren Kreispunkten der Ebene 
sind. Also geht C 4  dilrch diese Kreispunkte - i,i,* f'illt mit den Asym- 
ptoten der Hyperbel zusammen und diese reprasentiren auch den Kegel- 
schnitt K*s, welcber K q n  m, berührt. 

Nach der in 5 besprochenen Xethode sirid die zwei reellen Doppeltan- 
genten von C4 construirt. H l ,  17,* liegen in g, resp. h, unendlich fern. 
Wir ziehen daun durch den in g,  gelegenen und in Bezug auf K 5 l l i p t i -  
schen Punkt Hl* die Geradeu wl wI1, w2 w ' ~ ,  W ~ W ' ~ .  Diese siud Paare der 

Involutionen .Il, und liegcn in unscrem Palle zu g, orthogonal symmetrisch. 
Wir schneiden sie mit einer beliehigen Geraden g und erhalten dadurch drei 
Paare einer Punktinvolution. Diese ist auf einen Ililfikrgelschnitt LIQber- 
tragen, der durch M l  geht und y , ,  g su Tarigenten hat. Danu siud die 
Verbindiingslinien entsprrcheiidcr Palare parallel zii g, und schneiden g in 
den Punkten w , ,  w,, w,. Kun constriiiren wir die Kegelschnitte K,," die 
K 2  in den Schiiittpnnkten mit den Geraden zu, w' berühren, und bestimmen 
die Sa.iigeiitei1 aus i?l, an diese Kegelschnitte. Sie sind Pasre der Involu- 
tion .Tt .  Auch diesr, i i h i t r ~ ~ g e n  wir aiif H q i n d  xiehen die Verbindungs- 
linieii eutsprechender I'uiikte. Wir  erhalten dadurch drei weitere Gerade 
t , ,  t y r  t 3 ,  welche g, parallel sirid iiiid g in den Purikten Tl, ï;, T3 schnei- 
den.  Nu11 sind die Punkireihcn zir,w,w,, !I', T2 TS zu einander projectivisch. 
In dieser Pmjectivitiit constriiiren wir zu Tm den entsprechenden Punkt  W .  

Er führt uns zii einem Geradenpaare W ~ W ' ~ ,  welches die Hyperbel Kg in 
Punkten trilR, dereu correspo~idireride auf C4 mit Hilfe von Jl gefunden 
weiden und die Berührungspunkte der geuuchten Doppelbangenten - dl ,  cl,* - 
sind. Die Construction in Pig. 1 1 ist dadurch vereinfacht, dass w, im TTn- 
endlichen un$ zila in gl angenoninien wurde. 

Siimmtliche Kegelschnitte K2 sind gleichseitige Hyperbeln und liegen 
aussei-halb C4. Uesgleicheu sind alle Kegelschnitte KqX gleiühseitige Hyper- 
beln. Die Kcgelichnitte K,' ~ i n d  K,,,"ind This(:. Ans dieser Reinerkiing 
ergiebt sich die Const~rnction der Tangcnte i n  einem Punkte F'I - von 
C4 mit IIilfe des bcrührenden Krelses K?. Wir  legeu einen Kreis IL,,,," 
durch IM,~"', und eiuen weiteren P u ~ i k t  der C4. Nehmen w-ir als letztereii 
den zu P', orthogonal symmetrischen Piinkt E',, so liegt der Mittelp1inkt 
von K,2 i n  g , .  Nnn bcst,inirnen wir den Pol T von E' ,F' ,  in Beï.ug auf 
TC,:. Durch 1' und IW,F', geht ein Kreis - Ks2 -, der C4 in F', berührt. 

Taf. I I I  Fig. 12 giebt - wie 11 - eine C4 mit einem reellen und 
zwei imeginaren Inflexionspunkten. Im  Gegensatze zu I l  befinden sich aber 
g, , h, in allgemeinei Lage, so dass also C4 niçtit durch die inmginsren 

Kreispunkte geht. 
5 * 
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Nachdem i,, il* bestimmt ist , benut~en  wir diese Geraden, um aus Re 
und J, die Involution JI* zu zeichnen. Mit Hilfe von JI* finden wir (12) 
einen Punkt  und eine Tangente von Pz. Letzterer Kegelschnitt ist gleich- 
seitige Hyperbel und berührt - wie K" die C4 in  zwei reellen Punkten. 

Taf. III Fig. 13 stellt die zu ml o r t b ~ g o n a ~ l  symmetrische Curvc C4 dar, 
für welche Pllm ein isolirter Punkt  ist. M ,  ist ~ l s o  in Bezug auf K%in 
elliptischer Punkt  und folglich muss jede Gerade durch Ml den Kegelschnitt 
K 5 e e l l  scbneiden. Unter diese Geraden geh6rt auch die unendlich fcrne 
und daraus folgt, daas K 2  eine Hyperbel ist. I n  Fig. 13 ist dieselbe als 
gleichseitig angenommen. Die uneiidlich ferne Gerade trifil aber C4 ausel. 
in Ml noch in zwci Punkten. Wir  erhalten sie, indrm wir i n  der Involii- 
tion Jl zur unendlich fernen Geraden die entsprechende - u - bestimmen. 
Diese liegt in  der Mitte von g l  h l .  Die Tangenten in ihren Schnittpuukteu 
mit I L 2  baben die Iiichtung der gesuchten Punkte. I n  lstzteren zeichnen 
wir auf bekannte Weise die Tangenten a n  C4. Diese sind Asymptoten - 
a ,  a* - der Curve. 

In Taf. III Fig. 14 hat  Ml, 
Kreis angenommen. il ilt sind ein 
halten wir wie bei Fig. 13. 

I n  Taf. 111 Pig. 15 ist K h l s  

reelle Inflexionstangenten. K2 ibt als 
Paar Asymptoten. Das andere Paar er- 

gleichseitige Hyperbel angenommen. C4  
hat  ausser i l ,  il* keine weiteren Asymptoten. Aus K 2  ist mit Hilfc von 
Tl,  der Kegelschnitt K*2 gezeichnet, der K 2  in zwei Punkten von m, und 
C4 in den Punkten eines imaginsren Quadrupels berührt. 

Taf. III Fig. 16 stellt eine zn m, orthogonal symmetrische C4 dar, für 
welche in,, M, imaginar sind. K2 is t  als Kreis angenommen. Ki%ergicbt 
sich daraus als Hyperbel. i l ,  il* silid die beiden reelleii Asymptoteu. 

Ein Ueberblick übcr die bis jet,zt erwiihnten C4 ergiebt, dass nur die 
in  Taf. III Fig. 9, 10, 12 und 16 gezeichneten Formen wesentlich von ein- 
ander verschieden sind. Fig. 14 und 15 kann aus 9 dadurch abgeleitet 
werdan, dass wir eines der bei Fig. 9 im Unendlichen liegenden M ins End- 
liche rücken lassen. I n  analoger Weise erbalten wir die in Fig. 13 dar- 
gestellte Curve aus der in Big. 10 gezeichneten. C4 von Fjg, 11 endlich 
ist eine specielle Form der Ci von Fig. 12. Bus den Fig. 9, 1p, 12, 16 
leiten wir die allgemeinen Formen der C h i t t e l s  cincr centrisohen Collinea- 
tion erster Ordnung a b ,  und zwar die C4 mit drei reellen Inflexionsknotcn 
aus Fig. 9 oder 10 und die C4 mit eiuem reellen Inflexiousknoten a u  
Fig. 12 oder 16. Wollen wir aber solche Formen direct ails cinem Kegel- 
schnitt zeichnen, so bedienen wir uns dam der in  10 entwickelten Methode, 
bei der wir von einem Kreise durch ilIl JI, .rM, ausgehen. Mittels derselben 
sind die Curven vieïter Ordnung von Taf. IV Fig. 17, 18, 19 construirt. 
Es sind dies C4 mit drei reellen Inflexionsknoten. 

Taf. IV Pig. 17 giebt eine C4, welche durch die imaginiiren Pnnkte des 

Kreises Kma geht. T muss also der Mittelpurikt vori KnI2 sein. Ueberdies 
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ist fil2 -Tl3 so gewahlt, dass M ,  M, gleich Ml M,, ist. Infolge dessen ist C4 
zur Linie fil, T orthogonal symmetrisch. C4 hat zwei reelle Asymptoten. 
Zu ihrer Construction ziehen wir eine Mittellinie des Dreiecks ml mzm, - 
sagen wir u3 - parallel m,. Dann trifft u3 die Curve C4 in zwei Punkten 
U,, Ti, und es müssen die vierten harmonischen zu diesen Punkten in 
Bezug auf U3nz3 unendlich fern liegen. Also geben uns U1 und H3 Uz 
die Richtiingen der Asymptoten a,n. T,etztere aber erhalten wir, indem wir 
die IIyperbel I(,*z constrniren (9), welche durch fill U, U3 geht und M3 Ul , 
Pl3 U2 zu Asymptotenrichtungen hat. Sie schneidet C4 auf der unendlich 
fwneii Gcraden. Also ist der Nittelpunkt - T* - dieser .Hyperbel ein 
Punkt von der Art der Punkte T. Nun bestimmen wir einen Kegelschnitt 

durch T C  NI NB MS und den unendlich fernen Punkt  auf M3 Ul. Die 
Asymptote in letzterem Punkte ist e i n e  der gesuchten Asymptoten von C4. 
Die a n  d e r  e erhalten wir mit Hilfe des Kegelschnittes durch Ml M, IM, T* 
und den unendlich fernen Punkt  auf BI3 TTr 

Taf. IV Fig. 18 stellt ejne Cnrve C4 dar, welche vier reelle Asympto- 
ten besitzt. Zur Construction der !&teren sind die vier Punkte Ul, U2, 
l J3 ,  U, benutzt, in  welchen die zu m, parallele îditt,ellinie u l  des Droiecks 
m,m,m, die C4 trifft. 

Taf. IV Fig. 19 zeigt eine C4, welche einen parabolischen Ast besitzt. 
Cm diese zu construiren, gehen wir von einer Parabel R2 aus,  welche C4 
in der unendlich fernen Geraden der Ebene berührt. F ü r  dieselbe muss 
&i,IM,M, ein Tripe1 hasmonischer Pole sein. Sie muss C4 i n  den Mittel- 
linien u,, u,, zc, des Dreiecks m,m2m, berühren. Damit ist C4 bestimmt 
und wir k6nneii aus K Z  und J I  meitere Punkte dieser Curve zeichnen. 
Lcgcn wir sodann durch DflMzJl,  einen Kreis Km" so erhalten wir seine 
Schnittpunkte mit  C4, indcm wir die Pole von zwei Grnppen von Involu- 
tionen J I ,  J2,  J3 in  Bezug auf E%uchen. Diese Pole liegen auf zwei 
Geradeu (3j, deren Schnittpnnkt T der Pol zur Verbindungslinie der Schnitt- 
punkte von KmZ mit C4 ist. Dnmit kennen wir diese Schnitf;punkt,e. 

16. Die imaginare Cnrve vierter Ordnnng mit drei reellen 
Inflexionsknoten. 

Wir wollcn nun die Curve untersuchen, welche nach der in 1 gegebe- 
iien Methode aus eiuem Kegelschnitt E2 erzeugt werden kann,  der ima- 
ginsr ist. 

Wenn wir festsetsen, dass von R2 ein Tripe1 harmonischer Pole - 
X, JI2 Jf, resp. m, m2m, - gegeban ~ e i  und überdies um Ml und M, ein 
weiteres Paar - u ~ , w ' ~ ,  w,w'~ - der Involutionen harmonischer Polaren 
- J l k i  Jllc -, so is t  dadurch E2 bestimmt und wird imaginkir sein, wenn 
die Involutionen J l k  , JzL  elliptisch sind. 
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Sei dann x, eine beliebige Gerade durch JI ,  (Taf. IV Fig. 20). Ihr 
correspondire in der Involution J l k  die Gerade x', . x, schneidet den Kegel- 
schnitt K Z  in  zwei imagiriiiren Punkteri. Dieselben sind durch eine ellip- 
tische Involution definirt, für  welche M l  und der Schnitt,punkt A!', von n:, 

mit ml ein Paar ist. Sei der Schnittpunkt Z, von x, mit wVz als ein Punkt 
eines zweiten Paares angenommen, so wissen wir, dass die Polare von %, 
in  Bezug auf Hz die Verbindiingslinie der Schnittpunkte x',m, und ul,m, 

ist. Sie trifft x, in dem zu 2, gehorenden Punkte Z',. Niin ist der Pol 
von x, in I3ezug aiif B Q e r  Schnittpunkt XI von xl mit ml.  Durch ihn 
gehen die Tangenten, welche P i i n  zwei I'unkten auf x, Lerühreu. Diese 
Tangenten sind also bestimmt diirch die Geraden ails x, nach 171, .W,Z,%', . 
Geben wir jetzt die Involution J I  und entspreche in derselben dern Strahle 
x, ein Strahl z,*', so schneiden die erwalinten iuiaginaren Tangenten aus x,*' 
zwei imagingrc Punkte. Diese werden dufch eine elliptische Involutioii 

- 

definirt: deren eines Paar  die Schnittpunkte Z,*, Z,*' der Geraden x, Z , ,  z, %', 

mit x," sind; das andere Paar  besteht aus Ml und Ml*', dem Schnittpiinkte 
von na, mit q*'. Der Ort a,ller auf diese Weise construirten Punktepaare 
in den Geraden x,*' ist eine imaginare Curve vierter Ordiiung - C4*. 

Der 13eweis für letztere Dehauptung wird analog dern in 1 gegebenen 
geführt. Eine beliebige Gerade g schneidet den Ort  in vier Punkten. Sie 
liegen aiif vier beatimmten imaginaren Tangenten, welche dem k'egelschi~itl 
K z  und einem reellen Kegelschnitt Eg2 gemeinsam sind. Letzterer wird 
aus projeetivischen Reihen erzeugt, welche die Projectivitiit Pik aus M, resp. 
g ausschneidet. 

Wir ziehen nun einige Schlüase fiir die imaginiire Curve C4*, welche 
analog denen sind. die oben für die reelle Ctirre C4 entwickelt wurden. 

a)  M ,  ist  ein reeller Uoppelpiiukt von G4**. Zwei weitere Uoppelpunliti. 
- M , ,  IW:, - sind die S~hnitt~piinkte von m, mit. dem gemeinsamen Paaie 
der Involutionen J I ,  Jik. Dieses gemeinsame Paar  ist stets reell, weil J l k  

elliptisch ist. Also ruuss auch ML, und IV, reell seiu. C4* hat mithiu drei 
reelle Doppelpunkte. 

b) Wir  haben uuter 1 a) gesehen, daas die Punkte von X 2  und C4 
mittels der Tangenten an K 2  eimnder eindeutig zugeordnet werden. Diese 
Zuordnung hat auch danu einen bestimmten Sinn. wenn K%nd C4 irria- 
giniir werden. Trennen wir namlich des conjiigirt - imaginare Punktepaar 
von K s ,  welches auf einer reellen Geraden x, durch Ml liegt,  indem wir 
den Sinn der bestimmenden Involutiou berücksichtigen, so eind dement- 
sprechend auch die Tangenten an K V n  diescn imaginsrcn Punkten unter- 
schieden, mithin auch die Punkte von C4*, welche diese Tangenten aus x,*' 
ausschneiden. Also correspondirt dern Berührungspunkte einer Tangente an 
K e  ein ganz bestimrnter Punkt von C4*, der auf dieser Tangente g-elegen ist. 

Indem wir nun die auf solche Weise zngeordneten Punkte von E 2  und 

C4" mit M2 resp. M3 verhiilden, erhalten wir um diese Scheitel Büschei. 
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deren imaginare Strahlen einander correspondiren. Die Strahlen eiries sol- 
clieri Büschels - sageri wir um M2 - sind so angeordnet, d a s  eincm 

Strnhlenpaare, welches durch die Geraden sus N, nach JI, M , Z 1  B,* definirt 
ist, ein solches entspricht, das durch die Strahlen aus M, nach .V, IV, Z,*%,*' 
bestimmt wird. Uebertragen wir die Involutionen, durch welche diese Strah- 
lenpaare gegeben sind , auf einen durch Y, Me M, gehenden Kegelschuitt H 2 ,  
so müssen ihre Pole in m, liegen. Sie bilden in dieser Geraden zwei pro- 
jectivische Reihen. In  denselben entsprechen sich Ml M, vertauschbar. Also 

bilden die projectivishen lteihen eine Involution. Ilir entsprecherid k6nrien 
nir anch die Yrojectivitat der Büschel um M ,  als eine Involution - J ,  - 
t~ezeichnen. Projiciren wir die Involution der erwahnten Pole in m, aus M..? 
so erhalteri wir eine Strahleninvolution. l h r  Pol in Bezug auf II2  sei als 
Pol der Jnvolntion J2 definirt. Indem wir den analogen Gedankengang für 
clas Rüschel urn M ,  durchführen, gelangen wir zil einer Involution J 3 .  Es 
siiid also die reellen Strahlen von 3, durch C4* mit Involutionen J,, J ,  
verknüpft, deren bis jetzt gefundene Siratilen imaginar sind. 

e) Eine Folge der angegebenen Erzeugungsweise von C4* ist es, dass 
die reelleu Doppelstrahlen - g,? hl - der Involutionen .Il den Kegel- 
schnitt P i n  vier Punkten çchneiden, in  denen X-on C4 beriihrt wii-d. 
Diese Punkte sind durch elliptische Involutionen in g , !  hl bestimrnt. Weil 
niin Ml M ,  !ifS ein Tripe1 harmonischer Pole in  Rezug auf K q s t  und weil 
IR, rrz, durch g, hl harmouisch getrenrit wird, so folgt , dass die - ausser y, 
iind h l  - iioeh moglichen Verbiudungslinien der Punkte A ,  R, C, I) p a x -  
weise durch Pl2 resp. IV, gehen müssen. Also liegen die elliptischen Invo- 
lutionen auf g,h, ,  welche A B  CD bestimmen, sowohl zu M ,  als zu M ,  per- 

spectivisch. Bilden wir daher über diesen Involutionen die Strahlenbüschel 
am ln, resp. Mg, so wcrden diirch dieselben zwei imaginsre Strahlenptiare 

definirt, welche wir als die Doppelstrahlen der Involutionen J,,  J ,  zu be- 

tracliten haben: 

d) Wie durch die reelle Curve C4, 50 wird auch dnrch C4* eine qua- 
ctratische Trausforniation geleitet. I n  derselben correspondirt jeder Geraden 

g eiii Kegelschnitt Kgs. Geht diese durch eineii der Punkte IV - sagen 
wir Ne -, so finden wir. dass ihr zugehoriger Kegelschnitt Kgz in 1% und 
einen Punkt S2 auf m, degenerirt. Ziehen wir aus S, die Tangenten an K2,  
so sind cliese imaginiir, berühren aber K e  in zwei Punkten eiuer reellen 
Geradeu a,*' - der Polaren von S, - iind schneiden jcne Gerade - x, - 
durch ilil, i n  zwei imaginaren Pnnkt,en von C". Die Geraden n:,, x,*' bilden 
eine Tnvolution, deren Strahlenpaare sich nach demselben Gesetze correspon- 
diren , wie die i m a g i n b n  Strahlenpaare der oben besprochenen In~oliit~ion 

f2, d. h. es sind die reelleri Strahleri dieaer Involution. I n  arialoger Weise 
werden wir auch zu den reellen Strahlcu der Tnvolution .f3 gcfiihrt. Ails 

den reellen Strahlen von J2 J ,  ergeben sicb imaginsre Strahlenpame von J ,  . 
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Wir erkennen also, dass die Involutionen JI,  J,, J J  sowohl reelle wie ima- 
ginBre Strahlen enthalten. Weitcr erkenncn wir, dass C4*' &US K2 und J, 
oder J3 auf dieselbe Weise erzeugt werden kann,  wie aus K Z  und J I .  

Cebertragen wir J I ,  J,, J ,  auf einen Kegelschnitt B z ,  der durch Ml Ji2 M3 
geht ,  so liegen die Pole dieser Involutionen in eincr Ceradcn. (3.) Ferner 
liegen sie resp. in  m1m,m,. Nun schneidet eine Gerade die Seiten eines 
Dreiecks , das H%ingeschrieben is t ,  entwedcr in drei Punkten, welche in 
Dezug au€ I l2  hyperbolisch sind, oder in  einem hyperbolischen und in zwei 
elliptischen Punkten. Wenn C4 imaginar sein soll, ist  nur  der zuletzt an- 
gedeutete Fal i  moglich. Dementsprechend m u  s s eine der Involutionen I - 
und nur  eine - hyperbolisch sein. Unter c) haben wir vorausgesctzt, d m  
J ,  hyperbolisch sei. 

e) Die quadratische Transformation, welche durch C4* geleitet wird, 
führt zur Construction der D o  p p e l t  a n g e n t  e n  dieser Curve. Wir be- 
stimmen zu diesem Zwecke die vier Kegelschnitte Ky2, welche tY2 doppelt 
berühren. Verfahren wir dabei nach der in 5 erwiihnien Methode, so haben 
wir die gemeinsamen Paarc der Involutionen J l k J l m r  J 2 k J 2 m ,  J 3 k J 3 m  zu 
suchen. Diese Paare müssen in unserem Falle reell sein, weil J l k i  .72ki J 3 k  

elliptisch sind. Folglich sind die Schnittpuukte - Pl, P,, P,, Pd - dieser 
Paare reell (Taf. IV  Fig. 21). I n  den Polaren von Pl, Pz, P, , P, in Bezug 
auf K a  liegen die Berührungspunkte der Kegelschnitte Kg2 mit Fi! Von 
diesen Polaren ist in Fig. 21 die zu Pl gehorende - pl - eiugezeichnet. 
Auf ihr  ist die elliptische Involution bestimmt, welche die Schnittpunkte 
von pl mit K2 definirt. I n  letzteren berührt K 2  einen Kegelschnitt Kg2. 
Dieser hat überdies ml, m,, m, zu Tangenten, ist also durch mehr Ele- 
mente als nothig bestimmt. Seine Darstellung wird durch die Bemerkung 
orleichtert, dass c r  ml, m,, m, resp. in den Punkten berührt,  in  welchen 
diese Geraden resp. von Pl M l ,  Pl M,, Pl Xd geschnitten werden. (5.) Aus 

und Jl konnen wir nun eine Doppeltangcnte - dl - zeichnen. Wir 
wissen, dass KgZ durch zwei projcctivische Reihen auf ml und dl hervor- 
gebracht wird. In  diesen Reihen entspricht dem Schnittpunkte von d, mit 
11.1, der Berührungspunkt von K; mit ml. Da aber letzterer der Schnitt- 
punkt von Pl Ml mit ml is t ,  so haben wir zu Pl Jf, den correspondircn- 
deil in J i k  zu suchen. Zu ihm construiren wir den zugeordneten Strahl in  
der Involution J I .  Dieser schneidet ml in einem Punkte Tl, der der Schnitt- 
punkt von ml mit d, sein muss. I n  analoger Weise bestimmen wir zu 
P, ïif2 den entsprechenden in .J2 und zu letzterem den zugeordneten in J,. 
Dieser trifft m2 in T2, einem zweiten Punkte von dl. Damit ist letztere 
Liiiie bestimmt. Wir  bernerken bei dieser Construction, dass die entspre- 
cheiide Gerade zu P,M, in  der Involution ein Strahl des gemeinsamen 
I'aares der Iiivolutionen Ji,,, Jik ist. Ferner ist der Strahl,  welcher P , X 2  
i n  J 2 k  eorrespondirt, einer der gemeinsamen Strahlen zwischen den Involu- 
tioncn J g k  und J z , .  Indem wir unter Rerücksichtigring dar analogen De- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



uierkungen für die Doppeltangenten d,, d3, d, letztere construiren, kbnnen 
wir das Geaagte dahin zusammenfassen: 

D i e  c o r r e s p o n d i r e n d c n  S t r a h l e n  zu d e n  g e r n e i n s a m c n  P a a -  
r e n  d e r  I n v o l u t i o n e n  Jk u n d  J m  i n  d e n  r c s p .  I n v o l u t i o n e n  .l 
s c h n e i d e n  d i e  r e s p .  L i n i e n  m i n  s c c h s  P u n k t e n  T. D i e s e  l i e g e n  

v i e r m a l  z u  d r e i e n  i n  d e n  v i e r  r e e l l e n  D o p p e l t a n g e n t e u  v o n  
C4* .*  

Wir unterlassen es: hier Alles, was oben fur die reellen C4 bewiesen 

wiirde, nach dem Princip der Continuitit für die imagiiiaren C4 zu inter- 
pretiren, und hcbcn nur noch Folgendes herior.  

f )  J e  vier Pnnkte von C4*, welche aiif einem reellen Strahlenpaa,r g72 
einer Involution J ,  liegen, bildeu ein imaginares Quadrupel von Punkten. 

l n  ihnen wird C4 von einern imaginaren Kegelschnitt K 2  berührt. g, h 
lassen sich als die Doppelstrahlen einer Involution J betrachten. Ails K "  
und J kann C4* nach der oben entwickelten Methodc erzeugt werden. 

g) Die in 9 dargestellte Ableitung einer C4 aus einem dureh Mi !YI, HI, 
gelienden Kegelschnitt kms führt zu einer imaginaren Curve C4*, menn Y' 
im Innern des Dreiecks LW, M , M ,  liegt. Denn in diesern F a l k  schneidet, 
jede Gerads durch T die Seiten des erwahuten Dreiecks in drei Punkten, 
von welchen zwei in Beeug auf l 2  elliptisch sind. Die Schnittpiinkte von 
Lnt2 mit C4* liegen auf der reellen Polaren von T in Bezug auf Km2 und 
sind hestimmte irnaginare Piinkte. 

h) Die Tangenten in den Punkten von C4* sind natürlich imaginar. 

Co~st~ruiren wir aber zu einem Punkte - sagen wir P, - i n  m, die Curre 
C1'23 (13), so hangt dicse nur von den Involutionen J l k  und JI  ab. Nit  
Hilfe von J l k  haben wir KlPe  erzeugt und es muss dieaer Kegelschiiitt stets 
reell sein, wenn Ml. M 2 ,  I, reell sind. Daraus folgt. dass auch reell 

sein rriuss. Ziehen wir dann durch Pz eine Gerade und schneide dicse 
in X und m, in S',, so müssen nach der Definition von C l f 2 8  auf q X  
zwei Punkte von C4 liagen, deren Tangenten sieh in  S', schneiden. Wird 
die Cnrve vierter Ordnung imaginar, so sind auch jene Punkte auf M I X  
hagingr  und durch eine elliptische Involu1,ion bestirnrut. Bilden wir über 
ihr da$ Strahlenbüschel aus S ; ,  so definirt dasselbe zwei Tangenten von G4*. 

i n  aneloger Weise schliessen wir, dass sammtliche Ciirven Cs, die in  
14 besprochen wurden, in  unserem .speciellen Palle reell werden und dazu 
dienen, die imaginiiren Sangeuten von C4* zu bestimnien. 

* Enter 5 haben wir gezeigt, dass die Doppeltangenten einer reellen ( 2 4 ,  für 
~ e l c h e  X,, &, M, reell sind, imaginiir werden. In Erganzung des dort Gesagten 
bemerken wir, da,s~ in jenem Fnlle stets eines der ~emeinsamen Paare zwischen 
einer Involiition J k  und J ,  reell kt. Construireri wir zu ihm die entuprechenden üe- 
rnden in der Involution Ji, 30 schneiden sie das resp. m in zwei reellen Pnnkten. 
Durch dicse gehen paarweise die erwBhnten imaginiiren ll.ingenten. Sie schneiden die 
aiideren ni in bestixumten irnaginiiren Yunkten 1' und siud somit vollstandig definirt,. 
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Dabei bemerken wir, dass diejenigcn Punkte von C4*, welche auf ciner 
reellen Geraden durch ein ïil liegen , Tangenten besitzen, deren reeller Punk t  
aich i n  d e ~ n  gleichnar~iigeri m befindet. 

17. Degenerirte Formen von Ci. 

A m  Schluss<: von 1 liaben wir angedcutct, dass rra,, m, zusainnienfallen 
kiinrien, und wir wollen nun untersuchen, wie sich in diesem Falle C4 ge- 
sf.altet. Da m,w, das gemeinsame Paar  der Involutionen J,  und J i k  kt, 
so k m n  ein Zusammenfdlen von m,, m, nur dann eintreten, wenn J ,  und 
J l k  einen Doppelstrahl gemeinsam haben. Uerselbe muss Tangente an K" 
sein. In  ihm decken sich m,, nz, und wir wollen ihn mit m bezeichnen. 
E r  berührt K 2  in cinem Punkte -- M -, in welchem III,, M g  zuwnrnen~ 
hllen. Also liegen aiif m die drei Punkte dl,, M2, ,V,, d. h. m ist eiii 
Shsil von C4 und der Rest dieser Curve muss von der dritten Ordnung 
sein. Wollen wir dies direct beweisen, so gehen wir von einer beliebigen 
Geraden g mis. Wir construiren - wie in 1 - ails J lk  und J ,  die Pro- 
jectivitat Pik. Sie schneidet na, resp. g in projectirischen Reihen. Diese 
erzeiigen einen Kegelschnitt gg2, der mit Ba die Tangente m geineinsam 
hat. Die drei iihrigen gemeinsamen Tangenten t,reffen g in Piinkten der 

erwahnten Restcurve -- C3. 
lndem wir das über C4 Gesagte Sur C3 specialisiren, ergiebt sich für 

letztere Curve Polgendes: 
C3 berührt K S  in und in den zwei Punkten, in welchen der zweite 

Doppelstrahl hl der Involution J ,  den Kegelschnitt K 2  trilft. - NI ist In- 
flcxionspunkt für  C3. Seine Tangcntc - i, - wird erhalten als die cor- 
respondirende zum aweiten Doppelstrahle von Jik in der Involution J,. - 
C3 ist zu sich selbst centrisch involutorisch mit Ml als Centrum und m, 
als Axe. 

Die quadratische Transformation, welche durch C-eleitet wird, ist 
dadurch specialisirt, dass die Kegelschnitte K / ,  welche den Geraden der 
Ebene correspondiren, die Linie m in  Ml berühren. Die Kegelschnitte 1i,2 
a,ber, welche den Geraden X' dilrch 111 in  dieser Transformatiori entsprechen. 
degeneriren in zwei Punkte,  nkimlich in 17.f und einen Punkt S auf m (Taf. IV 
Fig. 20). Diirch S geht an K 2  - ausser rn - eine weitcre Tangente, 
welche K 2  in A, berühre. Sic miiss e' in einem Pnnkt,e A', von C3 schnei- 
den. Sei dann der Strahl MA, mit x bezeichnet und drehen wir x' urn N ,  
so entspricht jeder Lage von z' eine Lage von x. Lassen wir aber an Stelle 
von x' die Gernden m, odcr m treten, so corrcspondiren ihnen resp. die 
Geraderi m ,  rn,. .41so bilden die P a r e  x? x' eine Stiahleninvolutioii, J 
und C3 wird aus K 2  urid ./ auf dieselbe Weide erzeugt wie aus K 2  urid J I .  
Die Doppelstrahlen von J sind die Gcraden aus IM nach den Schnittpnnliteii 
von h, mit li? J I l  ist  also der Pol von J in Bezug auf den Kegelschnitt h", 
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Indem wir die let~terwiihnte Erzeugungsweise der C3 unab1;Bngig von 
G 4  betrachteii. kihnen wir sagcn: 

K 3  s e i  e i n  b e l i e b i g e r  R e g e l a c h a i t t  i ind  e i n e r  s e i n e r  P u n k t e  

- 111 - s e i  S c h e i t e l  e i n e r  I n v o l u t i o n  .l. C o n s t r u i r e n  w i r  i n  
deil z w e i t e n  S c h n i t t p i i n k t e n  d e r  S t r a h l e n  v o n  J d i e  T a u g e n t e n  
a n  X h n d  s c h n e i d e n  w i r  m i t  i h n e n  clic c o r r e s p o n d i r e n d e n  
S t r a b l e i l  v o n  J, s o  i s t  d e r  O r t  d e r  S c h n i t t p u n k t e  e i n e  C3. 

Auf jeder Geraden dnrch il.! lie@ eoniit ein Punkt von C:'. Also ist 

dl fur diese Curve ein Doppelpunkt. Uemerken wir weiter, d.a.ss der reelle 
Theil von C3 üus dern in Uezug auf / ; ' " ly~>erb~li~~hen Felde der Ebenc? 
nicht in das elliptische übergehen kann,  so folgt,  dass C3 in .4f eine Spitze 
hat. ml ist ihre Tangente. 

Seien 4, B'] zwei Piinkte von C b u f  einer Geraden 7~ diirch M ,  und 
scien ufl , brl ihre Tangenlen, so mird durch A', a', , B', Op,, Xnz itls Punkte 
iind Tangentcn cin Kegelschnitt 17Vestirnmt. Solchcr Kcgelschnitt,~, giebt, 
es unendlich viele. Aus jedem derselben kann C S  mit Hilfe einer Involu- 
tion erzeugt ae rden .  deren einer Doppelstrahl m uud deren anderer die 
Verbindungslinie der Schnittpunkte von K 2  und C q s t .  

Die Kegelschnitt,e K: beriihren m, in 111 und enthalten zwci Punkte- 

p a r e  von C" welche auf Geraden durch ,VI liegen. Die Kegelschnitte kS2, 
h',,,2 gehen durch Ml und berühreu ml in M .  Mit Hilfe eines Kegelschnittes 
hF,,,"konnen wir C3 erzeugen, wenn wir den Pol - T - der Verbindungs- 
linie der Schnittpunkte von C3 nnd Kme kennen. Wir ziehen durch T 
beliebige Gerade. Eine solche schneide ml in S, und m in S. Durch S, 
geht - ausser nt, --  àine zweit,e Tangente an K,,;. Sie berïthre diesen 
Kegelschnitt in Al. Aus S k6nncii wir zwei Tangenten an K,nhieheii.  
Ihre Berührungspiinkte verbinden wir mit IV. Rringen wir dann diese Ver- 
bindungslinien mit H,A, zum Schnitte, so erhalten wir zwei Punkte von 
C! Sppeciielisiren wir diese Construction für die Gerade T M l ,  so erhalteu 
wir die Inflexionstangente in  fil, an G3.  

Wenden wir uns zu den Tangenten von CS, sa zeichnen wir dieselben 
mit Hilfe der Kegelschnitte kg2. Sind A,A', ein I'aar zugeordneter Punkte 
eines Kegelschnittes h'-iind der Curve C3, so construiren wir den Kegel- 
schnitt hi2? der m in fill, AlAr,  in A, beïührt und der m, xur Tangente 
haf. Seine Tangente durch A', berührt CJ in A',. Fiihi-en wir diese Con- 
struction mit Hilfe des Satzes von B r i  a n c  h o  n durch, und seien S ,  S, die 
Schnittpunkte von A, A', a i t  m. resp. m , .  so ziehen wir die Geraden Ml A,, 
M1A', (Taf. I V  Fig. 22j. Ihren Schnittpunkt - T,  - verbinden wir mit 

SI ,. Dann t,rifft 8, Tl die Gerade m in A", einem Punkte der gesucht,en 
Tangente a', . Eine andere Construction ist folgende: Wir bringen BI?, Arl 
mit Ml A, in Ttl a u m  Schnitte und verbinden T', mit S. Dann schneidet 

T , S  die Gerade m, in eiriem Punkle - SI1 - vou a '& ,  
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76 Die Ciirven viert,er Ordn. init drei dopp. Inflexionsknoten. 
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Sei P ein beliebiger Punkt der Ebene, so verbinden wir ibn mit S', 
und schneiden diese Verbindungslinie mit XI AV1 . Wiï k6nnen nun zeigen, 
dass der Ort  der so erhaltenen Schnittpunkte ein Kegelschnitt KipZ ist. 
Denn sei x eine Gerade durch P und echneide sie ml in S',, so gehen - 
weil C 3  von der dritten Classe ist - duich S', ausser ml noch zwei wei- 
tere Tmgcnten a n  C" Die Rerülirungspunkte derselben liegen suf einer 
Geraden rl aus .Ml ,  welche x in einem Punkte unseres Ortes schneidet. Es 
ist a180 jeder Geratieii z durch P eine Gerade xl durch i l i l  zugeordnet. Um- 
gekehrt erkennen wir, dam jcder Geraden xl eine Gerade x entspricht. Mit,- 
hin steht das Rüschel der x zu dem der x, in  einer eindeutigen Reziehung 
und beide Büsehel erzeugen den oben erwalinten Kegelscliuitt Gp2. Der- 
sclbe geht durch P, Ml, M. 

Befindet sich P auf m, so liegen also auf dieser Geraden drei Punkte 
von k71p2, d. h. m iet ein Sheil dieses kegelschnittes und der Best desselben 
besteht ails einer zweiten Geraden p. Wir  schliessen daher: 

V e r b i n d e n  w i r  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  T a n g e n t e n  v o n  C" 
u n d  ml m i t  e i n e m  P u n k t e  a u f  m u n d  b r i n g e n  w i r  d i e s e  V e r b i n -  
d u n g s l i n i c n  m i t  d e n  r e s p .  G e r a d e n  & U S  Ml n a c h  d c n  P u n k t c n  
v o n  C-um S c h n i t t e ,  s o  i s t  d e r  O r t  d i e s e r  S c h n i t t p u n k t e  e ine  
G e r a d e .  

p gcht durch den Schnittpunkt der Inflexionstangente in  Ml mit nr,. 
In  Taf. I V  Fig. 23 und 24 sind zwei >'ormen der jetzt besprochcnen 

Curve C3 dargestellt. 
Pig. 23 ist  so disponirt, dass M l  unendlich fern liegt und nz, zu n~ 

senkrecht steht. C 3  ist  also zii ml orthogonal sÿmmetrisch. i, ist eiue 
Asymptote von C3. Die anderen werden gefunden, indem wir die Linie u 

bestimmen, welche in der Involution J ,  der unendlich fernen Geraden ent- 
spricht. u liegt in der hlit,te von m und hl und schneidet K2 in zwei Punk- 
ten U l ,  U2,  deren Tangenten die Richtungen der gesuchten Asymptoten 
haben. Diese selbst werderi also nach der aben  gegebenen Sangentericon. 
struction fiir Punkte von C3 bestimmt. 

Die C3 von Pig. 24 ist aus einem ICreise L2 hervorgebracht und 
dadureh specialiuirt, dass sie durch die irnagiriareu Pnnkte dieses Kreises 
geht ,  welche aiif der unendlich fernen Geraden liegen. T ist also Mittel- 
punkt von KmZ. Die reelle Asyniptot,e von C q s t  mit Hilfe einer Geraden 
zc bestirnmt, welche zu ml parallel ist und den Abstand zwischen 17f1 uud 
ml halbirt. v, trifft C 3  in U. Dann ist ML U die Richtung der gc~uchtcn 
Asymptote. Wir  erhalten letztere: indem wir einen Kegelschnitt Km*2 zeich- 
lien, der ml in  M berülirt, durch M, U und einen Punkt  A', von C3 geht. I n  
Hezug auf diesen Regelsohnitt construiren a i r  den Pol - T* - der Gc 
raden UA',. Durch U T * N l  geht ein Kegelschnitt h-R2, der m, in il./ und 
C3 in U berührt. Also ist seine Tangente in U auch Tangente an C3 und 
trifft m, in S r l .  Durch S', geht die in Rede stehende Asymptote. 
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Schliesslich bemerken nrir, dass die in 13 und 14 behandelten Curven 
dritter Ordnung von der Art der zuletzt besprochenen sind und dass die 
allgemeine Form einer solchen Curve in Taf. 1 Fig. 8 geeeiühnet kt. - Fallt 
J, mit J lk ziisammen, so degenerirt C4 in die Polare von M ,  in Sezug auf K2.  

18. Beziehung von  C4 zu einem Biischel von Flachen zweiten Grades, 

Es bleibt uns noch übrig,  auf tien Zusammenhang hinzuweiuen, der 
zwischen den discutirten Curven vierter Ordnung und einem Büschel von 
Flacheii zweiten Grades besteht. Bekanntlich enthalt jedes solche Büschel 
vier Kegel - KI2, K22, KJ2, Kq2. Seien die Spitzen derselben Ml, M,, M,, J I , ,  
so schneideii die Ebcnen, welche diirch je drei der Spitmn bestimmt wer- 
den, die Developpable der Grundcurve des Rüschels in  Curven der betrach- 
teten Art.* Derin wir k6nnen beweisen, dass die Construction dieser Spur- 
eurven mit der in 1 für die Erzcugung von C4 gegebcnen Methode über- 
einstimmt. 

Zu diesern Zwecke gehen wir von der Ebene P4 aus,  welche M , ,  i13,, JI3 
euthslt. Der Kegel mit der Spitze i11, schneide diese Ebene im Kegelschnitt 
K 2 .  Wir construircn die Durchdringung von zweien der vier Kegel, sagen 
wir von KIZ, If4?, indem wir ein Ebenenbüschel diirch Ml M4 legen. Sei Z?, 
eine Ebene dieses Uüschels, su trifl't sie KI2 in  zwei Erzeugenden el, fl und 
Ir;2 in zwei Rrzeugenden e,, f,. Diese vier Geraden schneiden sich in vier 
Punkten der Durchdringungscurve und wir haben nun in denselben die 
Tarigenten zu bestirnmen, resp. die Spnren derselben in der Ebeue P,. 
Tletetere Ebene werde von El in X, und von e,f, in A,B, ge~chnit~ten. 

. ~ a n n  geht z, durch M l ,  und Al,  BI sind die Schnittpunkte von xl mit R2. 
Construiren wir die Tangeniialebenen l h g s  e, f4  an K4" so haben diese au 
Spuren in P, die Tangenten a,, bl ir i  AIBl an fi-? Die Tangentialebenen 
Iangs el fi an I i 2  miissen sich in einer Geraden x', durch IM, treffen, welche 
in P, liegt, weil die Punkte von el f, sich auf Geraden durch AT4 befiuden. 
Die gesiichten S p r e n  der Tarigenten sind also die Schnittpunkte A',, B', 
von a, b, mit 2', . I n  ihnen t,reffen sich je  zwei Tangentcn an Punkte der 
Grundcurve, die auf einer Geraden durch ,kl, liegen. 

Drehen wir nun El um fiIl M,,, so erhalten wir dementsprechend in P4 
ein Büschel von Geraden x, und zu jeder Lage von x, geh6rt eine solche 
von x', . Spcciell die Ebene IV, 'FI4 M3 trifft P4 in Ml ;lf, und dieser Geraden 
correapondirt als x', die Gerade Ml JI3. Die Ebene !Il, #14 fil, schneidet 
in M I M ,  und dieser Geraden ist 111, M3 zugeorduet. Also eritspreclien sich 
in der Yrojectivitit der Geraden x,x', die Strahlen X, Xd, X, X2 vertausch- 
bar, d. h. die Geraden z,, z', bilden eine Involution J I .  Die Construction 
der Spiir der Developpablen von der Grundcurve des Büschels wird also in der 
Shat aus h - h n d  J, nach der in 1 entwickelten Methode durchgefülirt. 

* Vergl. F i e d l e r ,  Darstellcnde Geometrie, II. rlufl., S. 309 flgg. 
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78 Die Curven vierter Orduung ete. Von Dr. C. BEYEL. 

Die analoge Derstellung von C4 erhalten wir, indem wir von ill,ill, 

oder von M 3 M ,  ausgehen. Die Doppelstrahlen der Involutionen J , ,  J,: J ,  

sind die Erzeugenden der Kegel KI" K2', KS2, welche in P, liegen. 
Kennen wir zwei dieser Cnrvcn viert,er Ordniing, et,waCd4 in der Ebeue 

P4 und Cl4 in  der Ebene AI2 '11, M ,  oder Pl, so ist dadurch die Develop 
pable der Grundcurve besiiuimt. Derin sei A', der Punkt  von Cq4, welcher 
in dem Schnitte von x', mit a, l icgt,  so müssen die Tangentcn an die 
Grundcurve, welche in A', die Ebene P, tretfm. sich in  der Ebene M,n, 
befinden. Diese Ebene schneidet P, in  eiiler durch I ) I ,  gehendeii Geraden, 
welche den Schnittpunkt SI von a, mit dl,~V:~ enthslt. In  S, M, nun sind 
zwei Punkte von Cl4 gelegen. Verbinden wir clicse mit A', , so erhalten 
wir zwei Gerade der Developpablen. 

Zu jedem der unendlich vielen Kegelschnitte K2, auà dentin C44 erzeugt 
werden kann ,  gehtirt - wenn wir JI,, M2,  M,, M ,  festhalten - ein anderes 
Büscbel von Flacheii zweiter Ordnung. Die Developpablen der Grundcurven 
aller dieser Büschel scliiieiden die Hberien des Quadrupels Ml 111, M3 M ,  in 
denselben Ciirven. 

Zum Schlusse erwahnen wir, dass durch imaginiire Cnrven vierter Ord- 
nung in den Quadrul~eleberien irnaginire developpable Fllcheri bestimnit 
werden, auf deneu die Grundcnrven von 13üscheln liegen, die aue imagiug- 
ren Fliichen zweiteri Grades bestehen. 

Zi i  r i  c h ,  August 1884. 
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Ueber die Intsgration linearer, nicht honlogener 
Differentialgleichungen. 

Von 

Worn .  I-Iii;~aian'r\l 
i u  Plaueri i V. 

9 7 .  
Supplementintegral v o n  

1) (a,  +0,x jy '+(a ,+b,x+c,x2)?~=X,~,*  

Sobald die Coefficienten der Gleichung 1) resp. l a )  in  § 6 den zweiten 

Grad nicht übersteigen, so gilt dies auüh von den Coefficienten der Diffe- 
rentialgleichung fur W, welche lautete 

U, W " +  O', W ' f  Un W- O, 

und es bieten sich daher sogleich zwei Falle dar, für welche die Intekration 
vullstiindig durchführbar sein wird, niirnlich eràtens wenn c, = O, = c, = O 
und zweitens wenn a, = a, = h, = O. Wir  betrachtan hier den crst,cii Fa11. 

Ils sei alao .n = 2 und 
1. c , = O ,  b,=O, c,=O, 

d a m  liegt die Gleieliung 1) vor, iiud es handelt sich nur daruin, ein par- 

tikulircs Integral der vereinfachtcn Glcichung 

1 a) a,c"+ (cc, + blx)rr+(a,,+ b o x + c o a ~ z  =Il,, +R,T 
aufiostellen. Die Gleichung fur W lautet jetzt 

coW"+(O,+b,u) W ' + ( ~ r , , + a , t i + u , ~ u ~ )  W=O, 
und es ist seit L i o u v i l l e  bekannt, dass selbige durch die beiden Siil~sti- 

tutionen W = e a u " + P u w  und y u + 6 = 6  
anf die eiufachere Form 

* Es ist leicht, einziisehen, d a ~ s  die recl~te Seite der Gleichung 1) mit einein 
Piictor eux+h.z2 behaftet seiu dürfte, da dieser durcli die Siibutitution y = ytegr+/lx? 
beseitigt werdm Bann, oline dass hierbei die Gleichung ihre Form inderte. 
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80 Ueb. die Integrat. linearer, niçht homog. Differentialgleichungen. 

gebracht werden kann,  unter a, p ,  y, S, 1 gewisse eonsbnte Zahlen ver- 
standen. Uer letzten Gleiçhung genügt 

Y v2 w=je-yv2-1 lyleuc+ y 2 ~ v ( I  dv, I > O ,  
- 
O 

sonach ist 

so erhalt man das Erganzungsintegral der Gleichung l a )  in  der Gestalt 

Als Grenzen für das erste Integral hat man u, = O ;  u, ist die L6si11ig der 

und es ist a' zufolge der Bedentung von <y, wie man sich leicht tiberzeugt, 
imrner eine von N d 1  verschiedeue endliche Grosse. 

E s  bleibt noch übrig, die Grossen y ,  und y2 zu bestiinmen. Sie siud 
iefinirt ,  wie früher gezeigt worclen is t ,  durçh 

und im vorliegendcn Falle ist 
,i2 - - + i ' i y u + d )  pe 2 fi (u)  = @ u Z f P ~  d v 

O 
u2 J:-, e- - ~ J ' Y ~ + &  

1 

f2 (u.) = e a ~ ~ ' + P ~  d v 
O 

, 
woraus unmittelbar folgt 

so dass also fiir y, und y, folgeiide Ausdrücke gewoniien werden: 
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Die Constante x kt zu entnehmen aus 

worin für u. irgendwclcher specicller Werth gesetzt werden darf. F ü r  u = O 
ergiebt sich 

1 
- = f', (0) fa ( 0 )  - fJ, (0) f l ( 0 )  ? 

oder nach Einführung der betreffenden Integralwerthe 

oder auch, weil nach G a u s s  das Product der Gammafunctioneu durch 
(2 n)%. 2'h-"(A) ersetzt werden kann, 

Sollte A<O sein, so hat  das fiir w aufgestellte Integral keinen Sinn; als- 
dann ist aber folgender Ausdruck brauchbar: 

to = fieJ-f u+v-l ly levd + ( - I j ' y , e - z ' ~ ~  dv, 

O 

wobei v diejenige positive gauze Zahl bedeutet, welche dern absoluten Werthe 
von 1 folgt. 

* Dies Reniiltat folgt, wenn in der von Abel aufgestellten Formel 

folgende Buchstabenveriinderung vorgenommen wird : 

x = L i  u = ~ ,  a : - ~ V 2 .  
Y:l 

Man vergl. Abel ,  Sur quelques intégrales definies; Crelle 's Joiirnsl Bd. LI. 
Zeitschrift 1. Mathamatik n. Physik XXX, 2. ' G 
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Wir  haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, dass y 2 O, denn an- 
dernfslls konnte die Substitution 

y u + a = t  

nicht gemacht werden. Nun besitzt aber y in den ursprünglichen Coeffi- 
cienten ausgedrückt folgenden Werth: 

J- co 
und dieses verschwindet, wenn 

In  diesem Falle kann man aber die Grossen or, p, y und 6 so bestimmen, 
dass sich die Gleichung 

c, W"+ (bo + bl u) Wr+ (a, + a, u + a, u2) W = O 
vermittelst der Substitutionen 

W =  eaU'+Pu un2  y u  + 8 = 5 
vereinfacht in 

d2 w  
- + n ~ w  = O ,  
d5" 

und dieser genügt 

wenn 
Yi + Y 2  + Y3 = 0 

und c l ,  E ~ ,  e, die Wurzeln der Gleiühung 

~ ~ 4 -  A = O  

sind. Nunmehr ergiebt sich für e ahnlich wie vorhin 

1 = 3  =E $i u B u +  d i ) ,  
i= 1 

zt, = 0,  und u, aus der Gleichung 

a;. = - a3 , (d= 2) 
folgt. Zur Bestimmung der Grossen y , ,  y2 und y, dienen die Gleichuilgen 

yi  + y2 + Y s  = 0 
und 

Nach Einführung der Grenzen und des Ausdruckes 
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lauten die letzten beiden Gleicliungen 

f ' ( O )  + f (O)  = 1 ,,der f ' O =  B,+PBl , 
f (01 = - BI f(0) = - B, I 

Setzt man zur Abktirzung 

O 
dann ist 

wobei die Ableitungen der s nach d zu nehmen sind, und nurimehr lnuten 
die Gleichungen zur Bestimmung von y , ,  y, und y, folgendermassen: 

Y1 + Y 2  + Y3 = 0, 
% Y I  + s,y,+ % y , = - B I ,  
sr1yl +sfz y z  + s ' ~ Y ~  = (BO+ PB1): y .  

Es ist bemerkenswcrth, dass sich die IIauptdeterminante dieses Gleich- 
ungssystems auf eiue Determinante reducirt, welche nur noch Potenzen der 
Wurzeln E ~ ,  F~ und f, enthiilt und von dem Integralparameter 6 ganz u n -  
abhiingig ist. Man kann namlich zeigen, dass 

2% 
1 1  1 

s 1  S 2  s3  

Da diese merkwürdige Tntegralbeziehung sich allgemeiri fur eine Determi- 
nante ntBn Grades aiissprechen lssst ,  so wollen wir die Tramformation an 

wenn sk durch das bestimmtc Integral 
6 * 

einer solchen zeigen. 
Wir behaupten, dsss 

... . . .  l 1  1 1 1 1 I 

. . I Sl 

= . . .  . . .  s'1 s 2  EnB 

. . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . .  
S ~ ( R - ' ~  s (71-2) , . .  in-2) 

. . . . . . . . .  
m . . . . . . . .  

€ln-i . . .  znn- l  
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- V - ^ - - Y I - Y N - - I M M Y W L I W - - \ M N C I W W - M U - M ^ N - p  

definirt is t ,  E ,  bis E ,  die Wurzeln der Gleichung 

P + À = O  
bedouten und 9. ein gewisser numerischor Factor ist. 

Bekanntlich gentigt der Differentialgleichung 

Lasst man die letzte Bedingung fort ,  sa stellt der Ausdruck ftir s das In- 
tegral der Gleichung 

dar. Nach A b  e l  besteht nun für eine Differentialgleichung 

daren partikulsre Integrale sl ... sn sind, folgcnder Dcterminantcnsatz: 

wobei x eine von x unabhhgige  Integrationsconstante bedentet. 
Fiir die vorhergehendo Diffcrentialgleichung ist = O ,  daher redu- 

cirt sich die rechte Seite der letzten Gleichung auf x .  

Weiterhin ist 

Führ t  man dies in  die letzte Determinante ein, so zerfàllt dieselbe in die 
Summe zweier, von denen die eine identisch verschwindet, wshrend die 
andere den Factor - I ausscheiden lasst , welcher in x eingehen rnoge; man 
erhalt also 
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Die letzte Determinante ist aber nichts Anderes, als die zu hestirnmende dl 

und daher ist A = %  e i n e  v o m  I n t e g r a t i o n s p a r a m e t e r  a; u n a b -  
h i i n g i g e  G r o s s e .  Um diese genauer zu fixiren, sei x = O, dann ist 

und man bemerkt, dass in  der Determinante d 

-- 

die erste Horizontalreihe den Factor va " ' l 17(+) ausscheiden 
2 -- 

,, zweite 
2 

7 7  2 7  7 7  m n  I r ( _ )  1 7  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

die (TL - l)'e Horizontalreihe den Factor 

lësst. I n  der Determinante verweilen daher nur die entsprechenden Poten- 
zen von E~ bis E,, ,  und vor dieselbe t r i t t  der Factor 

Das Product der Gammafunctiouen kann nach dem Theorem von G a u s s  
uoch durch 

ersetat werden, und hiernach hat  man als Schlussresultat folgendes: 

wobei 

Der Fa11 TZ = 3 ,  welcher uns anfinglich beschaftigte, liefert dernuach 

wie bercits sngegehen worden kt.* 

* Diese Untersuchung bildet ein Supplement zu dem früher citirten Auf- 
satze Abel's. - Es lassen sich nach dem Vorgange Abel's noch manche andere 
interessaute Integralbeziehungen aufdeüken. 

Geht man etwa von der Diffcrentialgleichung 

deren partikularo Integrsle in der Form 
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II. 
Snpplenientintegrale linearm Differentialgleichuizgen . deren 

sweiter Theil eine beliebige E'unction ist. 

E u l e r  hat  im zweiten Rande seiner Integralrechnung (2. Abschnitt 

Capitel 111 -V) die Gleichungen 

mittels Factoren integrirt. Wir  wenden uns daher sofort an andere Gruppen 
von Differentialgleichungen, insbesondere an diejenigen, denen die Integrale 

(u-xjm TJ d u  und eu" V d u  f 
u1 UI .r 

genügen; das ist aber die Diflerentialgleichung der hypergeometrischen Func- 

tionen, resp. dit: L ap lace ' sche  Gleichung. - Man darf wohl behauptcn, 
dass ouf diese Gleichungen die meisten der liuearen Differentialgleichungen, 
welche bisher integrirt wurden, ziirückkommen. 

§ 8. 
Snpplementintegral der  Differentialgleichnng d e r  hypergeometrischen 

Fnnctionen ntor  Ordnnng. 

Die Gleichung* lautet 

und hierin haben die Functionen cp und .iCi nachstehende Bedeutung: 

O 

enthalten sind, aus, wobei A und E aus den Oleicliungen 

zu berechnen sind, so erhalt man nach einiger Reduction 

Auch hier ist die Ueterminante der Integrale unabhangig vom Parameter s, aus- 
genommen den Fa11 n= 2,, i n  welchem neben 4 der Factor e - ' / ~ ~ , ~ '  tritt. Die 
letzte Entwickelnng begreift die frühcre als speciellen Fa11 in fiich. 

* Ueber die reducirte Gleichung vergl. die Arbeit von L. Pochhammer ,  
,,Ueber hgpergeometrische Functionen hoherer Ordnungu, im 71. Bd. des Journals 
f. d. reine u. angew. Mathematik. 
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c~ (x) = (x - a,) (x -a,) . . . (x - a,,) 1 

Dm ein Supplementintegral der vorgelegten Differentialgleiohung her- 
ziileiten, kann man zwei Wege einschlagen. 

1. Yan verhalt sich anfinglich so, als ob die reducirte Gleichung zu 
integriren sei, und sucht der Gleichung durch ein Integral 

zu genilgen. Nach Einführung dieses Ausdruçkes entsteht 

iinter F(u)  eiiie noch zu bestimmende Ii'unction verstanden, und wshlt, 
wenn mBglich, die Grenzen so ,  dass 

q I~~(uj(u-z)"nI:=o, 
hingegen F S O ,  dass 

- q (u-~j ' -"  P(u)  d u  = X. S' 
u.1 

Weil 

wobei-unter u, eine solche Grenze zu verstehen i s t ,  für welche das Integral 
ver~chwindet, so lautet das gesuchte Supplementintegral 

vorausgesetzt, dass dieses Integral für die ermittelten Grenzen einen Sinn 
hat. Hier dient zur Abkürzung 
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2. Man setzt y  in  Form eines Doppelintegrals voraus: 

--s 

y = S [ ~ ( u ) / u ( u - ~ ~ ) ' - l  du] d u .  

und dann entsteht durch eine analoge Rcchnung wie vorhin 

211 Uo 

Jetzt wahle man U so, dass 

a 
- [U (24);- 27 1c, (u) = O du 

und % so ,  dass 
~ ~ ~ p , ( ~ ) . ( ~ - ~ ) ~ - " 1 , ' ~ = ~ ,  

dann bleibt zurück 

q S(u) u<p(u)(u-x)'-ntlzl=X. .r 
u1 

Verfügt man endlich über S(u) so,  dass 

wo nun F(u), abgesehen vom Vorzeichen, wieder genau die frühere Re- 
deutung h a t ,  so ergiebt sich als Supplementintegral der Gleichung 1) 

und unter Benutzung der früher gcbrauchten Abktirxungen auch fdgender- 
massen geschrieben werden kann : 

In  beiden Fallen 1) und 2) ist also, abgesehen von einem const,anten Fac- 
tor, eine Function F(u) von der Beschaffenheit zu errnitteln, dass* 

* Ueber diese Functionalgleichung vergl. A b e l ,  Cre l le ' s  Journal Bd. 1. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Als ein Beispiel sei der Pal1 

Ul 

angeführt , welcher auftritt , wenn der zweite Theil der Differentialgleichung 
eine gebroctiene Function ist. Man bemerkt Iciclit, dass man durch die 
Annahme 

F(u)  = x (U - h)Q 

zum Ziele gelangt; denn transformirt man 

u, 

riJu-x)~-. (u- h;Q du 
u1 

mittols 
U-h= (x-h)v,  d. h. U - X =  (2 -h) (v- l ) ,  

so entsteht 

VI 

und sol1 dasselbe identisoh sein mit 

so mtissen die Zahlen g und x so gewahlt werden, dass 

Q = n - A - v - 1 ,  x = g :  ~Q(v-l)~-"dv. .r' 
Vi 

Was die Wahl der Grenzeu anbelangt, so hat man darauf zu achten, 
dasb: das zuletzt aufgeschriebene Integral eirien bestimmten, von x unab- 
hangigcn Werth erlangt und dass für dieselben Grenzen auch das Supple- 
mentintegral einen Sinn hat. 

Sol1 aber der Integralausdruck fur x von x unabhangig sein, so  bieten 
sich für u ,  bez. v, welche Variabelen durch 

an einander gebunden waren, folgende drei Werthesysteme dar: 
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90 Ueb. die Integrat. linearer, nicht homog. Differentialgleichiingen. 

I n  diesen drei Fallen l k s t  sich x durch vollstindige Gammafunctionen aus- 
drücken; man findet in der ent,sprechenden Reihenfolge 

oder 17(n- k) 
= (- 1) ' s .  v > O ,  TL-A-v > O ;  

~ ( v I  Z - ( ~ - L - V ) '  

Die erhaltenen u -  Grenzen sind unter den aufgestellten Reschriinkungen 
auch zulassige Gremen für das Supplementint.egra1. 1st v eine positive ganze 
Zahl (Exponent des Nenners von einem Partialbruch), so ist  die dritte 
Gruppe der Grenzen, für welche 1 - v > O, ausznschliessen. Die durch die 
Argumente der Gammafunctionen nothwendig gewordenen Reschriinkungen 
lassen sich durch vielfache Differentiationsproeesse und Integrationsprocesse 
beseitigen. Doch erfordern diese Discuosionen zuviel Raum, al6 dass sie 
hier angeführt werden k6nnte.n. 

Supplementintegral der Laplace'schen Ctleichung 

Zu dem Supplemeutintegral gelangt man wiederum auf zweifaühem 
Wege. 

1. Man ftihrt, wie bei der Integration der redueirten Gleichung, da!: 
Integral 

ein, wodurch die Gleichuug 1) in 

'4 

Iibergeht, und hierbei ist (vergl. 5 5) 
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U O = a n u n + a n ~ u n - l +  ...+ alzc+ao, 
U 1 = b , u n +  bn-lun- '+ ...$ blzc+bo. 

Nun setze man 
d 

u o v - - ( u l s ) = F ( u ) ,  
d u  

iinter F(u) eine noch zu bestimmende Function verutanden, und suche die 
Grenzen so auszumitteln , dass 

( e u -  0, s y= u1 O ;  

P(u) hingegen ist so zu wiihlen, dass 

$ x z y u )  d u  = x. 
"1 

Beachtet man, dass u 

0, v=- e ~ ~ d u ~ s . S ? * u  F(,) d u ,  

u.0 

wobei zc, ein solcher Werth ist, für  welohen das Integral versühwindet, so 
ergiebt sich als Supplementintegral der L a p l a c e ' s c h e n  Gleichung 

'% 
vorausgesetzt, dass die Grenzen zc, und zc2 aiich für das letzte Integral 
aulassig sind. n i e r  dient, wie frtiher, zur Abkürzung 

1 (u) = (u - al)pl-i ( u  - a2)!2-' . . . (zc - a , ) P n - l ,  

9(u) = (u- a,)-e (u- or , ) -Pz  . . . (U - 'Yn)-P.. 

Die Grossen a ,  /3 und m sind durch die IdentitLt 

B Lnz+' +- -- P n  +..,+- 
bestimmt. VI U-al .-a2 U-an  

2. &an kann y auch in Form eines Doppelintegrales 

t,h Zd 

y =J [S(~)JU. va.] d u  

"1 210 

voraussetzen, und denn entsteht durch eine analoge Rechnung 

Ul uo 

Jetzt wahlr man B so,  dass 

und u, 80,  dass 
feux u, vfh=O, 

daun bleibt zurück 
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'4 

Verfügt man endlich über S(u) so l  dass 

S(u)  Ul v= %(?A), 

wo uun E'(zi)  genau die vorige Bedeutung hat ,  so ergiebt sich als Supple- 
mentintegral der Gleicliung 1) 

Y =J''["~J;"~  du] d u ,  

und unter Benutzung der früher gebrauchten Abkürzungen auch folgender- 
massen geschrieben werden kann : 

u 2  tb 

u1 uo 
Die Wahl der Grenzen uo,  u,, u, kann auf verschiedene Weise erfolgen, 
und ist dabei stets der speciell vorgelegte Fa11 massgebend. 

I n  beiden Fgllen 1 und 2 kt also eine Function P(u) von der Be- 
schaEenheit zu ermitteln , dass * 

'% 
Nan benutzt hierbei vortheilhaft die aus der Theorie der Fourier'schen In- 
t.egrale bekannte Formel 

Rehandeln wir auch hier als Beispiel den Fall 

sein, so findet sich leicht, dass 

* Veber diese Fun~tional~leichung siehe auch: Oeuvres complètes de Niels 
Henrik Abel, Tome second, XI, ,,Sur les fonctions gdnératrices et leurs déterrni- 
nantesu. Abel  nennt X die fonction génératrice von F, und F die determinnwte 
von X. 
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F ( w )  = x chu UV-l, 

denn das Integral 

geht für 

über in 

(X - h)' 
81 

und sol1 das identisch sein mit 9 r so muss 
(X - h)' 

Vl 

sein. Man ist offenbar veranlasst, die Grenzen folgendermassen zu wahlen: 

u 1 = 0 ,  a,= O; 

U, = + , Wenn 1 x - ~ < o /  , v2 = + W. 
tep = - CI) X - ? & > O  

Nun hat man ~ = ( - 1 ) ~ g : r ( ~ ) ,  V > O ,  

und man überzeugt sich, dass die Wcrthe von u, und TL, auch zul%ssige 
Grenzen für  das Supplementintegral der Gleichung 1) sind, wenn v  > O. 

1st v ausserdem eine ganze Zahl (Exponent des Nenners eines Partial- 
bruches), so ha t  man 

(- 1 P g  x=-' 
(v-l)! 

Der Fa11 negativer v erfordert eine umstandlichere Discussion. 

A n m e r k u n g .  

Wenn der zweite Theil einer linearen, nicht homogenen Differential- 
gleichung X,y(n)+Xn-iy(n-l) f . . .  +XIy'+Xoy = X  

in eine Summe von p -  Functionen zerlegt werden kann : 

X = f l ( x )  +fi(.> + . * . + f f i ( ~ > r  
sa ist auch das Supplemcntintegral additiv sus pFunctioncn zusammengosetzt : 

L = % , + t 2 + . . . + l p ,  
und zwar muss Ck so beschaffen sein, davs es ,  an Stelle von y in die linke 
Seite der Differentialgleichung eingeführt, diese umwandelt in fk(x).  Wir 
nennen kurz lk das zu fk gehorige Supplement (oder Erganzung). 

1st also z. B. X eine unecht gebrochene Function 

so xerlege man dieselbe in 
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94 Ueb. die Integrat. linearer, nicht homog. Diffcrentialgleicl~ungen. 

Si X = A , + A , î - + A , . ' +  . . + A w - v ~ - w + z -  (x - 

und bestimme das zu der ganzen Punction gehorige Supplement, sowie auch 
' alle Supplemente, welche au den ein~elnen Partialbrüchen gehoren. Die 

Summc diescr Supplemcnte ist dann das der F~inction X entsprechende Supp 
lementintegral. 

Mit Benutzung frtiher gewonnener Resultate ($5 1, 5, 8 und 9) kann 
man hiernech das Supplementintegral der Po c h  h a  mm e r u ~ d  L a p l  a c e'schen 
Gleichung angeben, wenn deren zweite Theile gebrochene Functionen sind. 

III. 

Supplementintegrale linearer simnltaner Differeiitial- 
gleichuirgen. 

5 10. 
A. Qleichungen mit  constanten Coefficienten. 

Es sei das Gleichungssystem 

vorgelegt, die X als ganze Functionen vorausigesetzt, und von diesen Func- 
tionen moge X,  den hochsten (yten) Grad besitzen. Sind a,, a,, . . . z, die 
Integrale des reducirten Systems, so genügt dem vollstiindigen 

y l = z l + r l >  y q = z 2 + r y r  ... Y " - Z r i + r n i  

wobei 5 ; ,  &, . . . ln ganze Functionen bedeuten, von denen im Allgemeinen 
jede bis m m  Grade aiifsteigt. Denn fiihrt man die letzten Ausdriicke 

i n  die Differentialgleichungen ein, so wird es erfordcrlich, r, ganze Func- 
tionen vom plen Grade mit den Functionen Xl bis X ,  zu identificiren, und 
hierzu rcichcn die ( p  + 1) f i  Coefficientcn der S im Allgcmcinen aus. Die Be- 
stimmungsgleichungen für diese Coefficienten sind linear. - Es  ist Ieicbt 
einzusehen, dass das Verfahren auch bei Gleichuugen hoherer Ordnung mit 

çonstanten Coefficienten sngewendet werden kann. 

B. Cileichungen mit veranderlichen Caefficienten. 

Sind die Coefficienten der vorgelegten simultanen Gleichungen, sowie 
deren zweite Theile ganze Functionen, so ist die Annahme der E r g h n n g ~ .  
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integrale in Form ganzer Functionen immer angezeigt, und sollte man auch 
nicht irn Slande sein, die Ergiinzungsintegralc vollutiindig anzugebcn , so 
lasst sich doch auf diesem Wege aus dem gegebenen Gleichungasystem ein 
anderes ableiten, in  welchem der Grad der rechten Seiten herabgedrückt ist. 

Liueare simultane Gleichungen mit veriinderlicheii Coefficienten sind bis 
jetzt in so geringer Anzahl integrirt worden, es schwer hLlt, ein 
passendes Beispiel zu geben. Ein Fall,  bei welchem die Integration be- 
kanntlich vollstandig durchgeführt werden kann,  ist folgender:* 

1) 
a!!, dy2 - ------ d y ,  d z  . , . -  - 

XI-NI X,-N2  X , - N ,  X 1  

wobei die Functionen X,  XI, . . . X ,  nur von x abhangen und die N lineare 
homogene Ausdrücke der abhangigen Variabelen sind 

h T h = h j ~ l +  hg2/a+. .  +hnYn. 
Sind XI bis Xn ganze Functionen und übersteigt X den ersten Grad nicht, 
so sind siimmtliche Erganzungsintegrale des Systems ganze Functionen. 

Ein zweites Beispiel ist folgendes: 

Sind hier X und X' ganze Functionen, so sind es auch die beiden Ergan- 
zungsintegrale. 1st  etwa 

so lauten die Integrale 

wo y, und a, die Integrale des reducirten Sgstems vorstellen und die Co- 
efficientmen nt, rn' etc. ans folgenden Gleichungen zu berechnen sind: 

PB+E) p+ 12D+FI p ' = 4  
(2  B'+ E')p + ( 2  D'+ F'jp'= A', 

( B f E )  m+(D+E') .n'+Ap+ Cp'=Al , 

(B'f  E') n + (D'+F1).n'+ A'p + C'p'= A', 
E m f  Fni+ Am+ Cm'= A, 
E'w + F1rn'+ A'n + C'd = A', 1 

Das Integralsystem der reducirten Gleichungen konnte, soviel ich weiss, 
bisher nicht aufgestellt werden, weil für die Differcntialgleichung zwischen 
zwei Vergnderlichen, welche auf verschiedene Art aus obigen simultanen 
Differentialgleichungen abgeleitet werden kann , die Integration nicht bekannt 

* A Treatise on Differential eqiiationa hy  G e o r g e  Boole,  London 1877, 
Ch. XII1 Art. 10. 
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96 Ucb. die Integrst. linearer, nicht homog. Differentialglcichungen. 

war. Ich will nun zeigen, dass sich das gegebene System durch hyper- 
gcometrische Functionen integriren lësst. 

d z 
L6st man dio Gleichungcn 2) nach - und - auf ,  so folgt 

d x  d x 

und hierin sind X, und X2 beliebige Functionen von x ,  wenn wir von jetzt 
ab auch über X und X' keine bestimmten Voraussetzungen mehr machen. 

Um auf eine Gleichung mit nur zwei Veranderlichen zu kommen, mul- 
tipliciren wir die zweite Gleichung mit einem unbestimmten Factor O und 
addiren sie zur ersten. ( d ' A l e m b e r t ' s  Methode.) Es  entsteht 

wobei zur Abkürzung 
a+bx+cx2=<p,  

a, + b,x =pl! %+Blx=ql7 
a,+b,x=p,, ~ z+Bax=q% 

geschrieben wurde. Setzt man ,  um y zu eliminiren, 
y+ Q z = t ,  

so geht die letzte Differentiltlgleichung über in 

und dies kann zerf'illt werden in 

F ü r  die letzte Gleichung suche man zwei part ikukre Integrale O, u ~ d  02 
auf; aus der vorletzten Gleichung findet man nach Substitution dieser Func- 
tionen zwei entsprechende Werthe für t ,  von denen jeder eine willkürliche 
Constante mit sich ftihrt. Die Integrale der sirnultanen Gleichungen sind 
sonach gegeben durch 

y+O,a=t ,  und y+O2z=t , .  

Die Gleichung b) hat  die Gestalt 

und lësst sich auf folgendc Weise integriren .* 

* Vergl. meine Arbeit: ,,Ueber Differentialgleichungen, welche durch hyper- 
geornetrische Functiouen iutegrirt werden k6nrierii', diese Zeitschrift XXIX. Jahrg. 
s. Heft. 
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Man seize 
l + A v  , v' O = - --- 7 O = - l  

v plL' 

wodurch entstcht 

Bestimmt man I so ,  dass der Factor von x v 2  verschwindet, d. h., dass 

b2AZ+ ( & - b , ) A  - B i = O ,  
d a m  bleibt cinc Gleichung zurück, welche Specialfall der von mir integrir- 
ten Cleichung * 

dy c) ( a + b x + c x " - + A x " + y 2 + 2 C x y +  2 D x + 2 E y + P = O  
d x  

ist. Ich habe frtiher mehrere Wege angegeben , wie diese Differentialgleich- 
ung in die Differentialgleichung der hypergeometrischen Eeihe transformirt 
werden kann. Es sei hier ein sehr kurzer angedeutet. 

Ertheilt man der Gleichung c) die Form 

und substihirt  

so entsteht 

Es lassen sich die Zahlen g und h so bestimmen, dass die linke Seite 
der  Gleichung den Factor 

a +  b z + c z 2 =  c ( x - E , )  ( z - E , )  

audschciden Iasst. Die Bedingungen hierfür sind nsmlich 

~ g + ~ ~ 1 ) 2 + ( a , $ - b , ~ , ) ~ g + h ~ l ) + a , + b , ~ , + c o ~ , 2 = ~  
(9 + cnI2 + ( a ,  + b ,  4 (g + h 4 + a, + b, c, + c, E , ~  = 0 

und man findet aus diesen Gleichungen 

g + h r , =  A , ,  g + h s , =  4, 
wo 4, und J, bekannte Grossen sind. Schliesslich hat man 

9 =  
~ 1 4 - ~ " d , ,  h -  

€1 - E2 €1- €2 

und die Differentialgleichung geht für 
d w 
- 

dx 
f l=-  

W 
über in  

* Vergl. meine A u f ~ a t ~ e  in dieser Zeitschrift XXVII. Jahrg. IIeft 1 urid 6. 

Zeitachrift f hlatliematik u Phyiik XXX, 2. 7 
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Wegen der Ausnahmefalle und weiterer Transformationen vergl. a. a. O. 

Wenn nun auch das Integrationsproblem für  die simultanen Gleichungen 
2) und 3) als gel6st zu betrachten i d ,  so l iss t  doch die Form der Inte- 
grale zu wünschen übrig. Insbesondcre gilt dies von dcm Integral dei 
Gleichung a ) ,  welches lautet 

und i n  welches die hochst complicirte Function O, ein Quotient aus hyper. 
geometrischen Integralen, eingegangen ist. 

Wir sehen uns daher veranlasst, für die Integration einen directen 
Weg aufzusvchen. I n  der That kann man den Calcul so anstellen, dass 

man sogleich zu einer liriearen DiEerentialgleichu~ig zweiter Ordnung mit 
zweitem Gliede gelangt; die Gleichung erster Ordnung a) fallt dann ganz 
weg. Ueber die Functionen cp , p, , q, etc. brauchen hierbei keine speciellen 
Vorausàetzungen gemacht zu werden. Sind diese Functionen so einfadi wk 
im vorliegenden Reispiele, so gclangt man aiif diescm Wege zur Diffcrcii- 
tialgleichung der hypergeometrischen Reihe - mit zweitem Theile -, und 

danri tritt  das Integratiorisverfahren eiri, welches in $ 8 angedeutet wnrdi.. 

5 11. 
Directe Integrationsmethode für ein System von zwei  simultanen 

linearen Differentialgleichungen erster Ordnung 

A. Die Coeflicienten seien beliebige Fiiiictioiieii vuii x 

Wir substituiren 

und bestirnmen die Punctioiien +,, vn und t so,  dass die Gleichuirgeu a)  

und /3) identisch werden. Diese Gleichung& veraandeln sich in 
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wobei zur Abkürzung 
(Pa - P i )  + (Yz - G'i) = 6 

gesetzt wurde. Nach Einfiihrung diedcr Werthe gehen beide Gleichiingen 
a )  und p )  über in 

6) f o c p 2 q " + f 1 Y r l ' + f 2 ~ + X o = ~ ) >  
wo sich die Coefficienten f,, f , ,  f, und Xo von selbet ergeben. LWt  sich 

diese Gleichung vollstandig integriren, so sind d a m  die Ausdrücke unter y) 
das vollstiindige Integralsystem der Gleichungen 4). 

B. Die Coefficienten <P, p, Y seien gnnze Functionen. 

Sind p l ,  y , ,  y,: q, und rp ganze Functionen, so sind auch die Coef6- 

cienten f,, f ,  und f.2 der Gleichung 6) ganze Functionen,' und danu lasst 
diese Gleichung eine wesentliche Reduction zu. Man kann sie namlich so 
transformiren , dass ihr homogener Theil 

f" 'P22 qp'+ fl T'+ f 2  7 
den Factor cp aut;schciden liisst, mibhin der Coefficientengrad der rediicirten 
Crleichung uin den Grnd von rp nicdriger wird. 

Sei <p vorn nten Grade, 
~ = C ( X - E ~ ) ( X - E ~ )  . . .  (x-E,), 

d a m  setze man J$ 
7 = w e  , 

[inter G eine Function (n- l ) ten  Grades 

G = g o + g , ~ + g 2 ~ 2  + ...+g,~-ix"-' 
verstanden. Kun geht Gleichung 8 )  über i n  

und sol1 der homogene Theil durch- <p theilbar werden, so muss 

* Man hat sich die Gleichungen u) und P)  mit  8.' = fo multiplicirt zu denken. 
7 
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100 Ueb. die Integrat. linearer, nicht homog. Differentialgleichungen, 

f, G2 + [fi - Ip'fo) G + f 2  = 0 
sein ftir jeden der .n Werthe 

X = Q ,  i = 1 ,  2, 3, . . . m .  

L6st man die quadratischc Gleichung für G auf und liezeichnet eine 
der beiden Wurzeln mit G ( x ) ,  so ha t  man zur Bestimmiing der TA Coeffi- 
cienten go bis g,-1 ebensoviel lineare Gleichungen der Form 

go $ g1 + ~ i ~ g ~  +. . . + €in-'gn-l = G ( E , ) .  

Nach dieser Transformation vereinfacht sich die letzte Differentidlgleichung zu 

Die Function P ergiebt sich durch die Division von selbst; sie kt 
mindestens vom (a - 2)ten Grade.* 

C. Die Function 6 reùucire sich auf eine Constante. 

Die Substitutionscoefficicntcn 

welche i n  die Differentialgleichung d j  eingehen , erhohen diese bezüglich de. 
Grades der Coefficienten hauptsachlich infolge Auftretens der Grosse 

6' 
'PZ' 

E s  verdient daher der Fa11 4 = const., in welchcm dieso Grosse verschwin- 
det , besondere Beachtung. - 

9 wird zu einer Constanten, wenn sich in  

8 = (P, -PL) + (Y, - q,) 
dia Coefficienten gleicher Potcnzen von x gcgenscitig aufheben.** Man kann 
aber aiich in  anderer Weise die gewünschte Constanz herbeiführen. 

Setzt man in dem ursprünglichen Gleichungssystem 

* Ich habe diesa Transformation bereits bei andercr Gelcgenhcit mitgetheilt. 
Hier musste sie des Zusammenhangs wegen kurz wiederholt werden. Rlnn vergl. 
diese Zeitschrift XSVII. Jahrg. Heft 6. - An dieser Btelle ist auch des Falles 
Erwahnung gethan, in welchem gewisse der Wiirzeln s, einitnder gleich sind. 

" Der Fa11 6 =  0 bildet eine leicht zii erledigeude BusriaLime. S~ibtraliirt 
man niimlich dann Gleichung p )  von a), so erhiilt inan wegen 

91 - 92 = - (Pt -Pz) 
eiue Gleichung, die folgendermassen geschriebeu werden karin: 

und nun kann die Integration in einfachster Weise vallzogen werden. 
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Von WOLU. HEYMANN 101 

py ,  an Stelle von y, unter E( eine uubestimmte Constante verstanden, so 
entsteht 

a') 
dy1 r n ~  + PiYi + ( Y ~ : P ) ~ + ; x , : P = ~  / 

Es stehen dalier jetzt a n  Stelle der Buchstaben 

die anderen: 

Mithin ist fiir des jcteige System 

9 = [Pz ,P2 + (qz -pl)  P - 911 : p  3 

und damit dies convtant sei , müssen die Punctionen p, , p, , dl und q, spe- 
cieller, ntimlich folgendermassen beschaffen sein: 

P ~ = ~ ~ + ~ ~ P ( X ) + ~ ( X ) ,  p 2 = a , + b 2 p ( x ) ,  
!ll = u1 + B, P (4 , a, = a, + P d . )  + a(%)  

wo p ( r )  und q ( x )  beliebige Functionen sind. 
I7 

Die Grosse p muss sodann an die Bedingung 

% y 2 +  +(Bz-bI)P-Bi=O 
geknüpft werdon. Non bcmerkt, dass diese Gleirihung für u g e w u  dieselbe 
als diejenige k t ,  welche wir frtiher für die Rcstimmiing des Factors A 

erhielten. E s  besteht thatsachlich zwischen diesen Grossen der innigate 
Zusarnmenhang. 

Die Constante 6 hat  nun den Werth 

~ = [ a , ~ ~ + ( ~ ~ - a , ) p -  - 1 1 : ~ ,  
und weiter hat  man 

V I = ( V C I ~ - Y ~ ) : E L ~  & 2 = - ( p ~ 2 - ~ I ) i  { = ( X I - p X J : p a .  
Folglich lauten die Substitutionen y unter Beachtuug, dass y = yg , ,  

und 7 endlich ist das vollstandige Integral der Gleichung 

8') fo rp2  v"+ fi rP rl'+ fi 7 + X ,  = 0, 
in welcher 

L=lr  f i =  ' p ' + ~ l + % ,  fiJc'p(p'1- ~ ~ ' ~ ) + ( ~ l q 2 - ~ 2 4 ~ ) ~  
x ~ c c p t ' + i p ~ ~ + ~ ~ ) l + X 2 .  

Die Diffcreiltialgleichung 6') ist  im Falle ganecr Funciionen wieder zu trans- 
formiren durch sF ci -  

= we 

und die Bestirnmungsgleichung ftir G ist 

@+ (P ,  + q2)G + ( ~ 1 ! ? : , - ~ 2 q , )  3 O. 
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102 Ueb. die Integrat. linearer, nicht homog. Differentialgleichungen. 
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D. Vollstiindiges Integral  von 

a Y 
( a + b x + ~ x ~ ) ~ + ( a , + b , z ) y  + ( q + P 1 x ) z + X l  = O  

3) d a  
( a+bx+cx2 ) -+(a ,+b , x ) y+(<r ,+&x) z+Xp=O 

d x  

Man setze in der vorigen Untersuchung (C) 

pb)=., q ( x ) = O ,  
so dass man hat  

pl =al+blz ,  p ,=a ,+b ,x ,  
q1=a1+j91x, n,=a,+B,x. 

Hierauf berechne man p aus 

bà p2 + ( P I  - U I j  - 81 = O 
und 9. mittels 

O = [a, pz + (a2 - a,) p - a,] : p. 

Man wende sich nun an die Differentialgleichung 

und 

so dass entsteht 

Die lctzte Gleichung integrire man in der Wcisa, als in  5 8 die Differcn- 
tialgleichung der hypergeometrischen Functionen mit zweitem Theile inte- 
grirt  worden ist (ohne Variation der Constanten). 

Das Integral des vorgelegten Gleichungsaysternü wird vermittelt durch 

drl z =  ( a + b x + c ~ ~ ) - - I p ( a , + b , ~ ) - ( u , + b ~ x ~ ! n + ~ x ~ - r ~ ~ ) : ~ ~  / -  
d x 

Mit'den Gleichungen 3) sind nun auch die Gleichungen 
d z  

( A + B ~ ) : ; + ( C + D X ) - + E ~ ~ +  F Z = X  

2) 
d x 

1 1 ~  d e  (Af+ B'x) + (Cr+ D'x) - i- E'y f F'z = X'  
d x  

integrirt. X und X' konnen beliebige Functionen sein. Sind diesellien 
ganz, so ist  es für die Einfachheit der Rechnung wesantlich, die Ergan- 
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zungsintegrale, welche ganze Functionen sind, zu bestimmen, bevor man 
d y  d z  

die Gleichungen 2) nach - und - auflost. 
dx d x 

Diese Auflosnng kommt nicht in Frage,  wenn 

vorliegt. Um diese Gleichungen auf dem vorigen Wege zu integriren, ruul. 
tiplicire man die erste mit Cr+ D's,  die aweito mit A + B x ,  dann erhalt 
man'Gleichungen der Form 

iiud es ist speeiell 
v = = ( A + B x ) ( C ' + D ' x ) ,  

p, = E(Cf+D'x),  q,  = F (Cf+ De), 
p, = E f ( A  +Bx), q2 = F'(A + Bx). 

Ua jetzt 
p,qz -p ,q ,  = (EP ' -E 'F )  r p l  

:, wird die Gleichung für q besonders einfach, ngmlich 
- 

X"O, IP v"+ ('P'+& + "le) 4+ I(p'1- P P ' ~ ) +  (EF'-EtF)  1 1 + - - 
<P 

uncl die Reduction mit Hilfe der Exponentialgrosse fallt hier weg. 
Endliçh sei noch erwahnt, dass auch das System 

durch hypergeometrische Integrale befriedigt werdeu kaun. Denn substituirt 
man in die Gleichungen 5) 

so eutsteht 

- \au" b b 2 ( l  + XU)   CU.(^+ XU)' f d ( l f  XU.) '~ q = O  7 

\. + { a 2 ~ + b 2 ( l + x u ) i y +  I a z ~ + & ( 1 +  ~ U ) \ Z + U ~  
Wahlt man statt  x eiiie der Wurzeln der cubischen Gleichung 

a + b r . + c ~ ~ + d ~ ~ = O ,  

ao verbchwindet in den Gleichuugen der Factor von zc3, und &nu liegt wieder 
d h  früher betrachtvte Srstem 3) vor. 
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__YY___Y_^^YI_Y____M_---*C^IYILL^-----.. 

Schlnssbemerkung.  
Durch die vorigen Cntersuchungen ist gezeigt, dass sich die Supplc- 

mentintegrale der linearen Differentialgleichungen in bedeutend einfacherer 
Woise aufschreiben lassen, als dies nach der L a  g r  a n g  e'schen Methode der 
Variation der Constanten zu erwarten stand. - Da nun das complete In- 
tegral einer n i c h  t r e d u c i r  t e n Differentialgleichung als das Integral einer 
r e d u  c i  r t  e n Gleichung von hti h e r  e r  Ordnung angesehen werden kann, so 

ist nunmehr auch für  die Integration gewisser linearer r e  d u c i  r t  e r Glèich- 
ungen ein Vortheil gewonnen. 

Nehmen wir a n ,  es sei vorgelegt 

1) <pn (2) y(n) + y,-I (2) Y("-') + . . . + PI (2) y'+ V O  (x) Y = .z, 

und es bedeute a das vollstandige Integral der Gleichung 

2) vrn (2) dm) + v m - i  ( x )  z ( ~ - ' )  + . . . + q1 (x) z'+ VI, (2) z = 0. 
8ubstituiren wir den Ausdruck für z  aus 1) in 2 ) ,  so entsteht 

3) firn+n)(x) ~ ( ~ + " ' + f i m + n - i , ( ~ ) y ( ~ ~ + ~ - ~ ) + . .  . + f i ( ~ ) y ' + f o ( ~ ) y : O .  

Iet nun 
Y = ~ I Y ~ + ~ ~ Y , + . . . ~  anyn 

das vollstandiga Integral der redncirten Gleichung l) ,  

z = P l z l + P z z 2 + . . . + P r n ~ r n  
das vollstandige Integral der Gleichung 2 ) ,  und sind l i ,  c,, . . . 5, die zu 

z, , z , ,  . . . z ,  gehorigen Supplemente der Gleichurig l), so ist , wie ohrie 
Weiteres einleuchtet , 

Y = f f i Y i + % ~ h  .+  en?/ ,+  P i L i + B z 5 2 + . . . + i S r n ~ m  

das vollstandige Integral der Gleichung 3). Diese Gleichung ist eine redu 
cible und hat  mit der reducirten Gleichung 1) lz partikulare Integrale 
gcmein.* - Kennt man sonach die vollstlindigen Integralc von 1) und 21, 
so kann man auch das Integral von 3) angeben. - Sollte 3j einen zweiten 
Theil = X besitzen, so würde auch 2) e b e n d e n  s e l b  e n  zweite~i Theil haben; 
man hatte dann von 2) ein Supplernentintegral aufiustellen und dieses bei 
der Integration von 1) zu berücksichtigen. 

Analoge Bemerkungen gelten für lineare sirnultane Differentialgleich- 
ungcn. Man kann auch hier die Integration gewisser Differentialgleichungen 
h 6 h e r e r Ordnung abhangig machen von n i  c h  t r e d u  c i  r t e n Gleichungen 
n i e d e r e r  Ordnung. 

* Vergl. K o n i g s  b e r g e r ,  Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der 
Differentialgloichungen , 1888, § 4. 
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Szi vorgelegt 

a> -+P,Y as + I ~ S ~ > )  

b ) 
d 2 
- + P Z Y + Y % Z ~ S  d x 

und seien q und f Functionen von s, definil-t diirch die Gleichungen 

Substituirt man die Ausdrücke f ü r  q und l aus a) und b) in o) und P ) ,  
so entsteht 

1st nun 
Y = al fi + a2 f 2  3 B = QI q + a2 F 2  

das vollstindige Integralsystem der reducirten Gleichungen a ) ,  b ) ,  

r l = f f l < P i + " z < ~ z ,  t=ffl%+%$$ 
das vollstandige Integralsystem der Gleichangeri u) , 8) , so besitzen die 
n i c h t  reducirtcn Gleichungon a ) ,  b) ein Integralsystem von folgender 
Gestalt : 

~ = a , f , + a , f ~ + a ~ ~ ~ + ~ ~ ~ ~ ,  "aa iF1+  a , F z + u , 3 , + ~ , 9 , ,  
und dieses ist zugleich das vollstiindige Integralsystern der Gleichungen (A, 
B). Das System ( A ,  B) hat mit dem reducirten Systcm (a, b) ein Integral- 
syatem erster Ordnung gemein; es ist also ein reducibles. - Sollten die 
Gleichungen A) und B) zweite Theile besitzen, so kommen dieselben zmeiten 
Theile den Gleichungen u) und p )  zu. Man hatte in  diesern Fallc noeh die 
heiden Supplementintegrale der Gleichungen a) und /3) zu bilden und diese 
bei der Integration des Systems ( a ,  b) zu berücksichtigen. - Liegen Systeme 
mit beliebig vie1 linearen Gleichungen von beliebig hoher Ordnung vor, so 
Zndert sioh in der Art und Weise der Schlüsse nichts Wesentliches. 
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Zur R e s u l t a n t e n b i l d u n g .  

Von 

Prof. Dr. C. REUSCHLE 
i n  Stuttgart. 

Neben der Weiterentwiekelung der mathematischen Theorien ateht als 
Factor von kaum geringerer Bedeutung die Notliwendigkeit, bereits be- 
kannte Probleme in einfaeherer und rationellerer MTeise zii gestalten, und 

um so wichtiger wird das sein, je fundamentaler das betreffende Problem ist. 
Eine derartige Aufgabe ist die Aufstellurig der S i m  u l t  a n i t ii ts - 

b c d i n g u n g  oder B e d i n g u n g  e i n e r  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  Wurzel  
(Xliminalzte, Resulfalztc) für zwei beliebige Gleichangen mit einer Verander- 
lichen. 

Die E u l  er'schc* und die dialytischc Methode von S y l v e s t e r  f liefern 
beide die Resultante in Form derselben Determinante, die man etwa als 
,,liiicku~zgsde2errninanteL' [vergl. Determinante 4)] bezeichnen konnte. Wah- 
rend aber die Herleitung dieser Determinante nach E u  l e  r's Methode ziem- 
lich umstandlich k t ,  I5sst die dialytische Mcthode an Klarheit und Duroh- 
siçhtigkeit Nichts zu wünschen übrig, sie tragt den Stempel absoluter Ein. 
fachheit. 

Dagegen ist es wiederum ein Vorzug der E i i l e r ' schen  Methode, dav~ 
sie sich unmittelbar darauf anwenden lasst, d i e  B e d i n g u n g e n  z w eier 
u n d  m e h r e r e r  g e m e i n s û h a f t l i c h e r  W u r r e i n  b e i d e r  G l e i c h u n g e i i  
z u f i n d  e n ,  welcho Bedingiingen durch eine varsehwindende Riickzqs- 
matrix" sich ausdrücken lassen. 

Die zweite wichtige Porm der H e  s u i  t a n  t e  ist die Bézout 'sche;  um 

diese für zwei g l e  i c  h g r  a d  i g  e Gleichungen, x. B. für  

1) I a,IG4 +a ,d+a ,x2+u ,x+a ,=0 ,  
h,x4+b,x3 + b p x 2  f bgx+h,=O,  

zu erhalten, multiplicirt man der Eeihe nach''" 

* Vcrgl. utwa S a l m o ~ i ,  Iutroductory lessons to the modern liigher hlgebra ,  
Diit~lin 1876, S. 73 und 74. 

*" Vergl. S a l m o n ,  ibid. S. 73. 
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die erste Gleichung mit :  die zweite Gleichung mit: 

1. bol 1- a09 
2 .  box +b, ,  9. a,x + a, ,  
3. b,x2+b,l:  +b , ,  3. a , x 2 + a , x  +a,,  
4. box3+ 61x2+ b p x +  by, 4. a, ,x3+a,x2+a,xf a s ,  

und subtrahirt die jedesmal erhaltenen zwei Gleichungen, wodurch man vier 
csbisrhe Gleichungen [S. die Gleichungen 2))  erhiilt, ails denen man unmit- 
telbar die Resultante der zaei  gegebenen Gleichungen 1 )  in der Bkz O u t - 
schen Form 3) anschreiben kann. 

Dicse Hcrleitung macht aber den Eindruck einer Iiüiistlichen, man sicht 
nicht a priori ein, warum man so verfihrt;  der Nethode fehlt die genetische 
Katiir. Es lassen sich aber durch eine leichte Modification diese vier cubi- 
schen Gleichungen [allgemein für zwei Gleichungcn fiten Grades die a 
Gleichungen (n - l ) t V u  Grades] in folgender einfacher, rationeller und auch 
zugleich principiell neuer Weise gewinnen. 

Schreibt man niimlich die Gleiohungen 1) in den vier Formen 

30 erhalt, man durch Flimination des explicifen x4 aus l , ) ,  des expliciten x3 
aus l,), des expliciten x%us 1,) und des explicites x aus I I )  die vier cubi- 
scheu Gleichungen 

+ (uO bd) xZ + (a,, 6,) x + (ao b4) = 0 
!a" hn) x" [(a, 6,) + ia, b2)l x2 + [(a0 b4) + (a, b3)l x + (a1 bJ = 0 ,  
(ao os) x3 + [(a0 b4) + (al bJl x" [(a1 b4) + (a, b,)lx + (a ,  b I )  = 0, 

+ (a, b4) x2 + (a,b,) x +  (a,b,) = O ,  

Man heachte, daus im Vorstehenden Alles geschrieben steht,  was zur 
'iollstandigen genetischen Entwicklung der Resultante n6thig ist. Aus den 
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Gleiehungssystemen Il) bis 1,) lassen sich die vicr cubischen Glcichungen 
unmittelbar , ,mit  d e m  A u g e  a b l e s e n " ;  denn aus 1,) z. B. liefert die 
Elimination des expliciten x3 ziiq5chst 

es ist aber gar nicht nothwendig, diese Determinante aiizuschreiben, da sie 
unmittelbar in cien Gleichungen 1,) steht und nur mit dem Auge festgehal- 
ten zu werden braucht. Die Zerlegiing dieser Determinante in  

lasst sich nach dem Zerlegungssatz der Determinanten ebenfalls lediglich mi: 
dem Auge vornehmen. Hat  man die Berechniing der Resultante nach dieser 
Xethode einmal vcrgenornmen , so kann man,  die Anschreibung der Gleich. 
ungen 2) umgehend, die Bk z o u  t'sche Determinante 3) direct aus dem 

System 1,) bis 1,) ablesen; ja  es ist nicht einmal nothig, dieses System 
vollst%ndig anzuschreiben, man braucht sich nur die Klammern in den 
Gleichungen 1) angebracht zu d e n  k e n ,  was für 1,) und 14) gar keine 
Schwierigkeit ha t ,  so dass man allenfalls nur  die Systeme 1,) und 1,) zii 

sclireiben hiitte. 
Die vorstehende Methode schliesst sich auf's Engste der bekannten ele- 

mentaren Kethode* a n ,  g c m k  der man,  um x  LUS zwei Gleichungen nt"' 
Grades eu eliminiren, erst das xn-Glied,  dann das Absolutglied clirninirt, 
wodurch man zwei Gleichungen (w - l)ten Grades erhalt , mit denen man in 

ciersrlben lT7eise verfihrt u. S. W. Uan k61iriLe letztere Methode die iBelhode 
dm szcccessi.cen Elimimatiolz nennen. F i i r  z w e i  q u a d r a t i s c h c  Gleic1:- 
u n g e n  i s t  d i e s e l b e  m i t  d e r  o b i g e n  i d e n t i s c h .  Aber echon für zwei 

ciibieche, und rioch rriehr für zwei h6here Gleichungen liefert die Xetl!oilz 
dm- ,successiven XZiminntion - abgesehen von der vie1 grosseren Weitliufig- 
keit der Rechnung -- bekanntlich überschüssige Factoren, wahrend d:e 

B éz o wt 'sche Nethode und die oben gegebene Modification derselben (ne- 
t7~ode der EZimi.nation c.xplic.lter Patenxem) die Resultante frei von überschtissi- 
gen Factoren giebt. 

Um sodann die Resultante für  zwei u n  g l  e i  c h g r  a d  i g e Gleichungen 
zu finden, combinirt man die Nethode der Elimimution expliciter Potenmi 
mit der dialytischen Methode volz Sy lves ter ,  indern man für zwei Gleich- 
ungen mt" und n t e n  Grades (m) lz) die m ersten Reihen der Resultante 
nach der ersteren Methode mit Berücksichtiguug der Nul1 seienden Ceeffi- 
cienten anschreibt; die (m- lz) iibrigen Horizontalreihen sind die nach 
der dialytischen Methode angeschriebenen Coefficienten der Gleichung  PL^^^ 
Grades [vergl. die Rückungsdeterminante 4jl. 

* Vergl. Sa lmon,  ibid. S. 71 und 72, 
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Bei dieser Gelegenheit erwiihne ich noch, dass ich in den Lehrbüchern? 
der Determinanten einen directen und einfachen Nachweis der IdentifAt der 
Resultante in der B é z o u  t'schen und S y l v e s  t er'schen Form vermisse. 
Letztere Iasst sich durch eine einfaehe Umformung auf erstrre zurückführen. 

Für awei cnbische Gleichungen, z. B. 

j a,x3+ alx"aa,x + a,=0,  
) b o z 3 + b l x 2 + b 2 x + b 3 - ; 0 ,  

ist die Resultante in  der S y 1 v e s t e  r7schen Form (Riic7îungsdefer~ninnfitc) : 

-a, 

4) 
o. 

Man beachte, dass diese Umformung diirch successive Reduction der 
Determinante auf eine Determinante nachst niedrigeren Grades (zugleich 

* Eine von B r i l l  herrührende, in D o l p ' s  Lehrbiich iiber Determinanten, 
1874, S. 90 mitgetheilte, hierauf bezügliche Trausforniation i s t ,  kiinstlich und 
wcsentlich umstindlicher als die hier gegebene. 

no a, a, a, 

- b,  

. 
7 

0 ,  

-b.  

4i 

a0 a1 a2 a ,  
U0 al aB a3 

bu bl a ,  6, 
bo b1 6,  b3 

bo bl b2 b, 
addirt man dic mit - b, multiplicirte erste zu der mit a,  rnilltiplicirtrii 
vierten Horizontalreihe , so reducirt sich die sechsreihige Determinante au€ 

die fiinfreihige : 

addirt man endlich hier die mit - O ,  multiplicirte erste zu der mit a, mul- 
tiplicirten vierten, ferner die mit a ,  multiplicirte vierte und die mit - b, 
multiplicirte erste zur dritten Horizontalreihe, so e r h d t  man, abgeseheii 
vom Vorzeichen, die Bk a O u t  'sche Resultante : 

a0 a, a, a3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
(a ,  b,) ( a ,  b3) (a,'bij. 

(aob,) , (a ,  b,) (aob,) 
bu O1 O2 b, 

( d ~ o  l ~ c r o n  Gtellcn siiid mit 
Nullcw auagefiillt  zu denkprii , 

l a0 a1 a2 a, 
an al a, a3 

(a0 "1 '"0 63) 
b1 b, b, 

b, b, b, b, 

b, 

1 

-a3 

zddirt man in dieser Determinente die mit - a ,  multiplicirte fünfte zu der 
mit 6, multiplicirten zweiten Hor i~ontdre ihe ,  so erhzilt man: 
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ein ganz schones Beispiel für Graderniedrigung von Determinanten) log&, 
geboten is t ,  wie überhaiipl angeführt werden darf, dass eine vollstiindig 
rationelle Urnformiing einer Determinante stets den St,cmpcl der logischen 
N o t h ~ e n d i ~ k e i t  an sich tragen m u s ,  was in einer Vorlesung über Deter. 
minanteritheorie den Stiidirendeu nicht oft  geriug eirigeschKrft werden kann, 
Sol1 z. B. ein Biichstabenausdruck unigeforint werùen, der ursprüiiglicb 
nicht in  Form einer Determinante vorliegt, sich aber leicbt als solche dar. 

stellen lasst, so wird die Sra~nsforrriation in den xrieisteri Fiilleu natürlicher, 
dnrchsichtigcr und logisüh bindender sich ergoben, wenn man dieselbe an der 

neterminante, statt  ail dem urspriinglicllen Ansdruck vorniinint. 
S t u t t g a r t ,  irn Scptcrnber 1884. 
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Kleinere Mittheilungen. 

IV. Geometrische Beweise des Satzes von der Minimalablenknng 
im Prisma. 

(Hierzu Taf. 1V Fig. 25 il. 26.) 

Beweis 1. 
G e o m  e t  r i s c  hes .  Es  sei M (Fig. 25) der Mittelpunkt eines Kreises, 

B ein ITunkt ausserhalb desselbon; die Verbindungslinie MB schneide den 
zwiachen M und R liegenden Theil der Peripherie in A ;  E,, El E, scie11 
von A aus aufeinander folgende Punkte der Peripherie zmischen den Be- 
rührungspunkten der von B aus moglicben Tangenten, und es sei L E,BE 
= %'BE2; dann ist in  den Dreiecken M E I B ,  MEB, MB2B BEl >BE 
> BE2. 1st X ein Punkt  der Verlangerung v6n E, E über 3,' hinaus, so 
ist f X E B  > EE,B, mithin, da El auf der von B abgewandten Seite der 
Goraden E X  liegt, um so mehr L 1Cl J;B > EE;, B, iiud beide Winkel siud 
stumpf. Legt man nun A EBE, mit dem gleiclien Winkel, ohne es um- 
zuklappen, auf A El B E  , etwa in die Lage EB E ~ ,  und zieht durh E ,  zu 
REL die Parallele E ~ D ,  so ist EIE > D E , ,  weil EIE: D E ,  = EL?: E,B, 
und U E~ > E E,, weil L L) E, B > E E~ B und beide stumpf sind. Weil hiernach 
Sehnc: 3, E > EE, ist,, so folgt , düss Centriwinkel E, ME > X M X ,  ist. 

P h  y s i k a 1  i s c h e S.  1st 2 b der brechende Winkel eines Prismas, el 
und e, Eintritts- und Austrittswinkel, b, und b, die im Innern gegen die 
Ebenenlothe gebildeten Winkel eines Lichtstrahles, der in der zur brechen- 
den Ksntc normalen Ebene hindurchgeht,, so ist  b, + b, = 2 b, also b, - O 
= b - b, . Die Ablenkung des Strahles ist  cr = el - b, + e, - b, . b ist auch 
der Winkel, welchen der gleichschenklig diirchfallende Strahl im Innern 
gegen die L o t h  bildet. 

Sind nun in der vorigen Figur  L E, BM= O, , EBM = b ,  R, BM = b,  , 

El BE = EBE, = b, -- b = b - b,, und ist d;ts Verhaltniss $: glcieh dem 

Rrechungsindex .n des Prisnias gewalilt, so haberi wegen des constmteu 
Sinusverhaltnisses die bei E,EE, liegenden Aussenwinkel der Dreiecke 
NEIB,  M E B ,  ME,B die Crossen elee,, und es ist  L E , M B = e , - h l ,  
B X B = e - b ,  l & X B = e , - b , ;  L E ~ M E = ( ~ , - ~ , ) - ( ~ - ~ ) ,  E M E ,  
= (e - b) - (e, - h,). Demriach ist nach obigem Satze (el - b,) - (e - b )  

>(e-b)-(e,-b,) oder e l -b ,+e , -b2>2(e-b) ,  cl. h.: d i e  A b l e n -  
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k n n g  j e d e s  S t r a h l e s  i s t  g r o s s e r  a l s  d i e  d e s  g l e i c h ~ c h e n k l i ~  
d u r c h f a l l e n d e n .  

Beweis 2. 

Seien, wie oùen, e, , b, , b, , e, (Fig. 26) die Winkelwertlie für  einen be- 
liebig durchfallenden St iahl ,  e,  b, b, e für den gleichschenkligen. Tst e, > e, 
so ist b, > b, b, < b, e, < e, wegen des Sinusgesetzes und wegen b, + b, - 2 b, 
d. h.: trit t  ein Strahl 8 B F G  mit grosserem Winkel' ein, als der gleich- 
schenkligc A R  CD, so t,rit,t er mit kleinerem aus. Kun kann aber ein 
Lichtstrahl auch den umgekehrten Weg G F R E  machen, also mit e, ?in- 
und mit el austreteu. Denke ich mir eineu solcheri Strahl,  Eintrittewinkel 
e,, Austrittswinkel e,, an den Punkt B vcrlegt, ITBJK,  so hat dicscr 
Strahl dieselbe Ablenkung wie der Strahl EBFG, da die Ablenkung 
M = el - b, + e, - b, = e, + e, - 2 b ausser von dem brechenden Winkel nur 
von der Summe el + e, abhangt. D e  also auf beidcn Seiten des glcich. 
achenkligen Strahles die Ablenkungswerthe paarweise gleich auftreten, eo  
muss d i e  A b l e n k u n g  d e s  g l e i c h s c h e n k l i g  d u r c h f a l l e n d e n  Gtrah-  
l e s  s e l b s t  e i n  M a x i m u m  o d e r  M i n i m u m  s e i n .  

Eine Rntscheidiing zwischen den beiden Maglichkeiten liefert dieser 
Beweis nicht; indessen dürfte er bei seiner Einfachheit vielleicht auch so 

nicht ohne Nutzcri sein, da ja auch die praktischen Benutzungen des gleich- 
schenklig durchfallenden Strahles meist eino solche 
erfordern, sondern sich nur auf die hier bewiesene 
geaeichueten WerLhes stütxen. 

B r e s l a u .  

Entscheidung nicht 
Thatsache des aus- 

V. Ueber collineare r&nmliche Systeme. 

Verschiedene Lehrbücher der dnrstellcndcn Geometric cnthalten den 
Satz:"* Wenn von drei raumlichen Systemen je zwei mit einander centrisch 
collinear sind, so liegen die drei (iollineationscentra i n  einer geraden Linie. 

Dieser Satz bedarf einer Erganzung, da die Lage der Sgsteme obiger Eigeii- 
schaft eine vie1 speciellere sein muss, wie in  Folgendem gezeigt werden soll. 

Des Weiteren werden wir uns beschiiftigen mit der Herstellung eines 
Systems, welches zu zwei beliebigen anderen collinearen Systemen in cen- 
trisch collinearer Lage ist. Damit ist dann,  mit Rücksicht auf die Arbeiten 
des Herrn Hauck;'** der geometrische Beweis erbracht, dass in zmei 

* Nach derselben Seite des Lothes positiv gerechnet, nach der andern negativ. 
** Zuerst wohl bei R a l t x e r ,  Elemente d. M. Bd. II, 5. Aufl., S. 194, 5 1 3  Anm. 

Der nicht richtige Satz 13, aus clem der obige gefolgert wird, geht auf M a g n u s ,  
Analyt: geomctr. Aufg. 1, S. 61 zurück. 

*** ,,Grundzüge einer allgem. azonom. Theorie der darst. Persp.", diese Ztschr. 
XXI ,  S. 402 flgg., insbes. 407; ,,Ceber Glcichstimmigkeit und Ungleichstimmigkeit 
der raumlichen Collineation", ibid, Bd S X l V  S. 381. 
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raumlichen Systernen die entsprechenden Gebilde entweder siimmtlich gleich- 
stirnmig oder sammtlich iingleichst,immig sind, mit zndcren Worten , dass 
die Eintheiluiig der raumlichen Collineationen in gleichstimmige und un- 
gleichstimmige einen Sinn hat. Schlieeslich geben wir ein einfaches Krite- 
riiim für die Gleichstimmigkeit von zwei Systemen, welche durch fünf Paare 
entsprechender Rlernente definirt sind. 

Drei r5umliche Systeme P l ,  Pz,  P, mogen paarweise in  centriach col- 
linearer Lage für die Collineationsebencn Z i 2 ,  Zes, Eai und die Collineo- 
tionscentra Cl,, C,,, C3, sein, d. h. P, und Pz collinear in Reziig auf Il, 
und Cl, etc. Denken wir uns einen Punkt  A der Schnitt,linie von ZI2 und 

Xi,. Dann entspricht dieser Punkt in Pl und Pz sich ~ e l b s t ,  weil er anf 
I,,, iind in Pz, P, sich selbst, weil er auf E,, licgt, d. h. er entspricht 
auch in Pl und P, sich selbst und gehort folglich auch XI, an. Daràus 
ergiebt sich, dass die Collineationsebenen mindestens eine Gerade g gemein 
haben müssen. Ebenso Endet man, dass eine beliebige Ebene a des Bü- - 
schels C,,C2:,, auch den Pnnkt  Cs, enthtilt, also die Collineationscentra anf 
einer Geraden g* liegen. 

Seien nu, ml ,  m,, rn, drei sich entsprechende Geradc. Dann trifft 
jede von ihnen die beiden anderen und sie liegen daher alle drei ent- 
wcder in eincr Ebene durch g* oder gehcn durch einen Piinkt ~ u f  g. Mit- 
liin lassen sich überhaupt nur  zu solchen Geraden entsprechende construire& . 
welche wenigstens eine der beiden, g oder g*, schneideu. Folglicli: 

Drei raumliche Systenie konnen nicht paarweise centrisch collinear sein 
11ei gctrennten Collincationsebenen u n d  gctrennten Collinea.tionscenti~eii. 

Man e r k e n n t  v i e l m e h r  d i e  R i c h t i g k e i t  d e s  f o l g e n d e i i  
S a t z e s :  S i n d  d r e i  r i i u m l i c h e  S y s t e m e  P l ,  P,, Py p a a r w e i s e  c e n -  
t r i sc l i  c o l l i n e a r ,  s o  s i n d  e n t w e d e r  d i e  C o l l i n e a t i o r i s e b e n e n  v c r -  
e i n i g t  u n d  d a n n  l i e g e n  d i e  C e n t r a  a u S  e i n e r  G e r a d e n  g*, o d e r  
- d i e  C e n t , r a  s i n d  v e r e i n i g t  u n d  d a n n  g e h e n  d i e  C o l l i n e a -  
t i o n s e b e n e n  d u r c h  e i n e  G e r a d e  g. I n  b e i d e n  F a l l e n  s i n d  a u c h  
d ie  U n i k e h r u n g e n  r i c h t i g .  B e i d e  N o g l i c h k e i t e n  s i n d  i n  d e r  
s ~ e r : i e l l s t e n  Z u o r d n u n g  e n t h a l t e n ,  b e i  d e r  C o l l i i i e a l i o n s ~ b e n e  
uiid C o l l j n e a t i o n s c e n t , r n m  a l l e i l  S y s t e m c n  g e m e i n s a m  i s t .  

Irn Falle gemeinsamer Collineationsebeiie schneiden sich je drci ent- 
sprechende Gerade in eiiiem Piinkte von XI,, und die Ebene von je zweien 
enthiilt das zugehorige Centrum; im anciern Falle liegen drei solche Gerade 
in einer Ebene des Bündels C,,, und jc zwei von i h e n  sclineiden eich auf 
der zugehorigen Collineationsebene. Die Bcziehung ist eine in sich wider- 
spruchsfreie geworden. 

Durch Detrachtung der Collineationen in drei sich entsprechenden eùe- 
iipn Systemen I l ,  X,, t, der vorliegenden RBnme, dereil Trager sicli im 

Xei twl i r i f t  1. Alntlicniatik u i'liysib- X X X ,  2. 8 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ersten Falle in einer Geraden von Tiz3,  im letzten in einem. Punkte von g 
treffen , ergiebt sich noch: 

Wenn drei ebene Systeme paarweise centrisch collinear sind und ihre 
Collineationsaxen gemein haben, so liegen ihre Collineationscentra auf eirier 

Gcraden und umgekchrt. Wenn drei ebene Systeme paarweise centrisch 
collinear sind und ihre Collineationscentra gemein hahen, so gehen die Col- 
lineationsaxen diirch einen Punkt. A l l g e  m e i n  e r e  L a g e  n g i e b t e s 

n i c h t .  
Der oben angefiihrten speciellsten Ziiordnung der R,2ume enhpricht hier 

die Vereinigung der Axen und Centren, die Systeme sind Schnitte eines 
Bündels mit drei Ebenen eines Büschels. 

Die dualen SMtze über Strahlenbündel sind minder wichtig und iibri- 
gens leicht auszusprechen. 

Die abgeleiteten Satze über r%umliche Systeme lassen noch eine etwaa 
andere , wenn man will , allgemeinere Ausdrucksweise zu. 

Cegeben seien Pl und P,, welche beide centrisch collinear P:, für die 
nsmliche Ebene E und die Centra CI3 und $:, sind. Dann entspricht sici 
jeder Punkt von Z selbst in allen drei Systemen, insbesondere im ersten 
und zweiten, d. h. auch diese sind centrisch collinear, und man hat mit 
Rüeksicht auf das Friihere die erste Halfte des folgenden Doppelsatzes, 
dessen andere Halfte aus dem Dualitatsprincip folgt: 

Sind zwei riiumliche Systeme centrisch collinear einem dritten fùr 

dieselbe Collineationsebene , aber ver- dasselbe Collineationscentrum , aber 
sehiedene Collineationscentra , versehiedene Collineationselienrn , 
so sind sie paarweise centrisch collinear und 

die Collineationscentra liegen auf die Collineationsebenen schneiden sic11 
in 

einer Geraden. D i e s e  L a g e n  s i n d  d i e  a l l g e m c i n s t e n .  

Es seien jetzt zwei Systeme Pl und Pz gegeben, welche centrisch col- 
linear einem dritten P, sind, und zwar rnogen wedcr die Centra, noch die 
Ebenen der Collineation vereinigt sein. Dann sind die Baume unter sic11 
collinear, aber Pl und P, werdeu im Allgemeinen nicht i n  ceritrisch col- 
lincarc Lage gebracht werden konncn. 

Die Centra, seien CIS und C2,, ihre Verbindungslinie heisse g*, dic 

Ebenen Z,3 und t,, , ihre Schnittlinie heisse g. Dann entspricht jeder 
Punkt  von y und jede Ebene von g* sich selbst in  allen drei Systenien. 
Polglich: Sind zwei riiumliche Systeme centrisch collinear einem dritten, sii 

haben sie ein gerades Gebilde und einen Ebencnbüschel ent,sprechend gr- 
rnein. W i r  b e w e i s e r i  n u n :  H a b e n  z w e i  c o l l i n e a r t !  r a u m l i c h r  
S y s t e m e  e i n  g e r a d e s  G e b i l d e  e n t s p r e e h e n d  g e m e i n ,  s o  habel1 
s i e  a u c h  e i n e n  E b e n e n b ü s c h e l  e n t s p r e c h e n d  g e m e i n .  Man k ~ i l ~ j  
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auf  m3 v e r s c h i e d e n e  W e i s e n  d i e s e  L a g e  e r z i e l e n  u n d  e s  l ü s s t  
s ich d a n n  n o c h  a u f   ersch chie de ne A r t e n  e i n  S y s t e m  c o n -  
s t r u i r e n ,  w e l c h e s  z u  b e i d e n  c e n t r i s c h  c o l l i n e a r  i s t .  

Folglicli lasst die Aufgabe, zu ~ w e i  raumlichen Systemen ein drittes 
zu construiren, welches zu beiden centrisch collinear ist, m5 Losungen m.* 

Man wiihle zum Beweise in den gcgebcncn r~umliclien ~ j k x m e n  zwei 
sich entsprechendc ebene Systeme, welche nicht affin sind, aus und bringe 
eiries der bcideri Paare ihrer sich entsprechenden congruenten geraden Ge- 
bilde zur Deckung; ihr gemeinschaftliüher Trager heisse g. Das ist aiif ffi3 

verschiedene Arten moglich. Die beiden projectivischen Ebenenbüschel der 
Axe g haben zwei Doppelelemente (reell oder imagiriar) und jedes derselben 
ist Trager von centrisch collinearen ebenen Systeruen, deien Collineations- 
axc natiirlich g ist. Dic Verbindungslinic :der Col1int:ationsccntra heisse g*; 
sie entspricht sich selbst als Verbindungslinie zweier sich selbst entspre- 
chender Punkte. Aber auch jede Ebene des Büschels g* entspricht sich 
seltist, da  sie einen I'uukt von g enthZlt. Ditmit ist der  erste Theil unseree 
Satzes bewiejen. 

L 

Die Elemente: g* mit den beiden auf ihr liegenden Doppelpunkten A,'A2 
iiiidB,'B,, und g mit den durch sie (und Al'A2 bez. B,'B,) gehenden Doppel- 
ebenen u1 [Y, und P2 reprasentiren vier Bestimmungssbücke":", man muss alto 
noch ein Elementenpaar znr vollstiindigen Restinimung geben , entweder ewci 
Punkte Pl, P, in einer Ebene von g*, oder zwei Ebenen TT,, TT, durch einen 
Purikt von g. Wir  nehrnen etwa das Erstere an und betraehten zuniichst die 
Collineatioii in der sich selbst entsprechenden Ebene Pl P2g*. Von dieser kennen 
wir ausser P, und P, die Doppelelemente A,'A2, R,'R2 und SI'S2 aiif g. Zur 
Construction von Pg lege man durch SI'S, zwei willkürliche gerade Gebilde 
u, urid u,, zc, perspectivisch dem Btischel P l ,  u, perspectivisch Pz. Dann 
ist auch u, perjpcctivisch w, für  ein Centrum P3.  Nimrnt man nun dieten 
Piinkt als den zil Pl und Pz bez. entsprechenden in P,, ferner u, und u, 

- -- 

b e ~ .  als Collineationsaxeii s13 und s,, , so bestimmen die Geraden Pl P3 und 
-- 
lJ2)3 auf g* zwei Punkte C13 und CZ3, die gesuchten Colli~ieationseeutrrt. 
Sofort hat man dann in den Verbindungsebenen von g mit s13 und s,:, die 
Collineationsebenen t13 und t,,. Da nnch der Wahl der Geraden sl3 und 
s,, alles bestimmt is t ,  so hat  man m2 Moglichkeiten. 

Am einfachsten wird die Construction, wenn man,  was ersiclitlich 
ziilassig, als Col!iueationsebeneu al a, und Pl p, , ais Centra A,'Az und BlmB,  
wBhlt. 

Wir geben schliesslich noch a n ,  wie man auf einfache Weise erkennen 
kann, ob zwei durch fünf Paarc eiigeordnetrr Elcmcnte definirte RHnme 

* Vcrgl. H : ~ u e k  in der zweiten der eitirten Arheiten. 
** Vergl. Reye ,  Geometrie der Jjage, II. Thl. 3. A i i n ,  S 127. 

8 * 
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gleich- odcr ungleichstimmig sind, und schicken hierbei folgende Bemerkung 
voraus. 

Zwei Tetraeder konnen, so lacge nicht gesagt is t ,  welche Streckeu - 
die endlichen oder unendlichen - auf ihren Seitenkanten sich entsprechen 
sollen, stets als gleich- oder ungleichstimmig betrachtet werden. 

Vier Punkte besti~nrnen in diesem Sinne acht Tetraeder, die sich in 
zwei Gruppen theilen. Die Tetraeder einer jeden Gruppe sind unter sich 
gleichstirnmig, je zwei Tetra,eder verschiedener Griippen sind ungleichstim- 
mig. Ein endliches Tetraeder ist z. B. ungleichstimmig mit jedem der vier 
Erg2nzungstetraeder mit endlicheui Dreieck, oder, was dasselbe is t ,  drei 
sich durch's Unendlichc ziehendcri Kanten ciner und derselben Ecke, - 
hingegen gleichstimmig mit den drei übrigen, bei denen zwei Paare Gegeii- 
seiten von der unendlich fernen Ebene getroffen werden. Solche acht Te- 
traeder enthalten die ssmmtlichen Punkte des Raumes. 

Sind nun die Riiume erstens gegeben durch fünf Paare entsprecheuder 
Punkte, so nehme man beliebige vier derselben und bilde in jedem Raume 
dasjenige Tetraeder, welches den fünften Punkt enthalt. Diese miissen dan11 
einender entsprecheb, da die Zuordnung eine stetige ist ,  und die Gleicli- 
oder Ungleichstimmigkeit der Tetraeder bildet daher das Kriterium ftir die- 
selbe Eigenschafl der Rii~ime. 

Sind zweitens fünf Ebenenpaarc gegcben, so nehine man beliebigc vier 
derselben und bilde in  jedem Raume das.jenige Tetraeder, dessen Ka.iit,en- 
strecken die fünfte Ebene nicht schneiden. Daun hat man eberifalls eiit- 

sprechende Tetraeder und dasselbe Kriterium wie vorhin. 
F ü r  die Anschauung i d  es nun keineswegs gleichgiltig, ob man es mit 

endlichen Gebilden oder solchen zu thun hat ,  deren Theile im Uneudlicheii 
zusammenhZngen , und daher mag die Bemerkiing von Kut,zen sein, dais 
bei Reriicksichtigiing des oben übcr den Sinn von 'i'etraedern Gesn,gten die 
Betrachtung endlicher Tetraeder ausreicht, so lange nicht einige der gegebe. 
nen Elernente selbst im Uneiidlichen liegeri, welche Aniiahme übrigws 
durchails keine Schwierigkeiten bietet,. 

H a n n o v e r ,  den 1. September 1884. Prof. Dr. C. ROUEXBERG. 

VI. Weitere  Bemerkungen über  den Zusammenhang einer Steiner'schen 
Aufgabe mi t  d e r  Hexaederconfiguration. 

I n  einer Note im 5. Hefte des XXIX. Jahrganges dieser Zeitschrift 
habe ich gezeigt, dass die acht Kreise, welche vier gegeberie Kreise uuter 

einerlei Winkel schneiden, in Verbindung mit den vier Kreisen. welche je 
drei der gegebenen orthogonal schneiden, als Elemente des ebenen Kreio- 
systems betrachtet, die bekannte Rexaederconfiguratioi1 (12,, 16,) bildec. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 117 - ̂,.^^--*---<~XMMMM,e^^^,.~^^2^^-\-^MMYY_-.MIM^XIICYC^ 

Eine Bemerkung dea Herru N e h m k e  in dessen Inauguraldissertation: 
Anwendung der Grassmann'schen Ausdchnungslehre auf die Geometrie der 
Iireise in der Ebene, veranlasst mich, noch einmal auf den erwiihnten Gegen- 
stand zurückaukommen. I ierr  N e h m  k e  sagt auf S. 47: 

.Wenn man au€ die Plache 3' ais ,absolute Blacheu oder Fundamen- 
talflache eine projectivische Maassbestirnrnung gnindet,  so wird bis auf cine 
Constante die Entfernung zweier Punkte im Raume gleich dem Bogen des 
Winkels, welchen die jenen Punkten zugeordneten Kreire in der Ebene ein- 
s~hliessen.~ 

Verstelit man unt,er F die Abbildungakilgel, welche die eindeutige Re- 
zitihung zwischen den Kreisen einer Ebene und den Punkten des Raumes 
vermittelt,': Y O  gewinnt nun irn Liühle projectivischer Maassbestimmung die 
Geometrie der Kreise in  der Fibene nicht wenig an Durchsichtigkcit. Indem 
wir besonders ein Corollar des oben citirten Satzes betonen: Allen Punkte- 
p;careu im Raurne , welche ,,gleiche "'* Strecken begrenzen , entsprechen im 
I<reissyst,ern Krcispaarc, welche sich unter gleichen Winkeln ochneiden - 
erkennen wir die S t e  i n e r 'sehe Aufgabe : diejenigen Kreise 211 finden, welche 
vier gegebene Kreise unter einerlei Winkel trcffen, als im Wesentlichen 
identiseh mit der andern : die Mittelpunkte" derjenigen ,,Kugelnu zu finden, 
welche durch vier nicht in einer Ebene liegende Punkte hindurchgehen. 
Zahl und Gruppirung der Losungen der S te iner ' schen  Aufgabe sind das 
unmittelbare Bild der Zahl und Gruppirung jener ,,KugelnU und ihrer 
,,Mittelpunkteu im Baume. 

Bevor wir zur Construction der 1etzt.ercn schreiten, wollen wir etwas 
naher auf die oben behauptete Correspondenz zwischen Winkelgleichhcit und 
Strecken - , gleichheit " eingehen. 

Auf eine Flsche P zweihn Grades eine projectivische Jlaassbestimrnung 
"riinden "** 
6 , heisst : 

1. die durch zwei Punktepaare X und Y, X' und Y' - dcren Ver- 
binduugslinien P bezw. in Z und T, 2' und 1" lreffeu - begrenz- 
ten Strecken ,,gleichL' nennen, sobald 

( X  Y Z  2') \ (X'Y'Z'T') 
k t ;  

2. die von zwei Strahlenpaaren z und y, x' und y' - aus deren 
Ebenen a n  3' bezw. die Tangentcnpaare z und t ,  z' und t '  gelegt 
werclen konnen - eingeschlosseuen Winkel ,,gleichu nennen, sobald 

(x y z t )  I\ (x'y'z' t '). 

* Thom a e ,  Das ebene Kreissystem und seine Abbildung auf den Raum. 
Diese Zeitschrift XXIX. Jahrg. 5. Beft, XV. 

** Aile Bezeichnungcn für Naassbcgriffe in übertragenem Sinne mogen ferner- 
liin durch Aufiihriingsstriche gekennzeichnet werden. 

"* Klein, Ueber die sogenannte Niüht-Euklidische Geometrie. Math. h- 
nalen, Bd. IV S 573. 
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Setzt man nun fest, dass der von zwei Ebenen $, q eingeschlossene 
Fliichenwirikel durch den Linienwiukel gemessen wird, welcher entsteht, 
wcnn man durch die Paiare der Schnitt,linie Erj in Uemg auf F eine be- 
liebige Ebene legt ,  so folgt, dass die von zwei Ebenenpaaren 6 und 7 ,  4' 
und rl' - aus deren Schnittlinien an I" beew. die Tangentialebenenpaare [ 
und t ,  b' und T' gelegt werden konnen -- gebildetcn Fliichenwinkcl ,,gleich" 
zu nennen sind. sobald 

Nach Massgabe dieser Begriffsbestimmung kann man,  unter Verwen- 
dung solcher Bezeichnungen, welche in der E~iklidisohen Geometrio lîaajs- 
verh:iltnissen zukommen, jede Flache 7weiten Grades, welche .F langs eines 
liegelschuittes berührt,  eine ,,Kugel" und den Pol der den Berührungs. 
kegelschnitt enthaltenden Ebene ihren ,,Mittelpunkti' neunen. 

Es rn6gen nun 6, 7 ,  [, t; :', T' ,  t', tf bezw. die Polarebenen der 
Pnrikte X, Y, 2, T i  X', Y',  Z', T', und ihre Schnittciirven mit Ii' hem. 

Ift, K?,  If;, j 61, K7,, k-ç., /iZ. sein; ferner mag je eine aus deu Ge 
raden X Y und X'Y' an F gelcgte Tangentinlebene da5 entsprechende 
Polarebenenyua~drupel in  dem Tangentenquadrupel t ; ,  t,], tc, ti resp. t?, t,;, 
t;., t,. treffen. Unter solchen Voraussetaungen hat  man 

( X Y Z ï ' )  (675~) /\ (iti,t&) und (X 'Y f%'T ' )  \ (5'q'l ' i ') /\ ( f E . t I . t ~ t , , ) .  
Wenn nun (X Y Z T )  R ( X ' Y ' Z ' 7 " )  ist ,  d. h .  wenn die beiden Gtrecken 

X Y und X'Y' ,,gleichU sind, so folgt ( fEtgf i t , )  r\ (7$t,,tr t,,), d. h.: die 
Winkel (t~l,,) und (tr t,,) oder, was dasselbe i s t ,  die W n k e l ,  unter denen 
sich h'; und K q 1  Kr und Kq. schneiden, sind ,gleichU. 

1st jetzt F eine K u g e l ,  so werden für je zwei Tangentialebenen die 
Tangenten tt;, 1, resp. tc,, Id durch die vom Berührungspurikte nach deri 

imaginaren Kreispunkten laufcnden Strahlen gehildet, mithin die Winkel, 
unter denen sich Ki und K,, Kr und Kq. schneiden, auch im gewohnlichen 
Sinne g 1 e i c h  , folglich auch die Schnittwinkel ihrer stereographischez Pro- 
jectionen wegen der Conformitat dcr Ahbildung. Hicrdurch ist die unum- 
schrankte Moglichkeit erwiesen , gleiche Schnittwinkel in der Kreisebene 
durch ,gleicheU Strecken im Raume zu ersetocn. 

Nun liegt es uns ob,  durch vier willkürlich gcgcbcne, nicht in einer 
Ebene liegende Punkte 1,  2, 3, 4 bei projectivischer Maass73estirnmung 
,,Rugelnu zu legen und ihre ,,Mittelpunkteu zu finden. Das will aber niclits 
Anderes heissen, d s :  durch 1, 2 ,  3 ,  4 Flachcn zwcitcn Grades legen, 
welche F, die Fundamentalfliiche der Maasshestimmung, 1S;ngs Kegelschnitten 
berühren. 

Wir  wollen unter ik die Combinationen 12 ,  1 3 ,  14, 23,  24,  34 
verstehen; die Verbindiingslinie i7~ moge F i n  den beiden Punkten Aik unil 

Bpik treffen, und die beiden Punkte auf i k ,  welche sowohl i und k ,  als 

auch Aik und AVik harmoniech trennen, mogen Bik und B ' i k  heissen. Greifen 
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wir dann drei durch einen Punkt  gehende Verbinduilg~linien i k  heraus, 
z. B. 12,  1 3 ,  1 4 ,  so schneiden die acht Ebenen 

und nur diese acht,  die Flache F in deu Berührungskegelschnitteri der ge- 
sucht,en Fltichcn zweiten Grades odcr ,,KugelnU, und ihre Pole in Bezug aiif 
F sind die gesuchten ,,Mittelpunkte1'. Die Richtigkeit dieser Construction 
leuchtet sofort e in,  wenn man sich folgenden Satï. vergegenwartigt: Be- 
rühren sich zwei Pl%ühen zweiten Grades F und FI Fangs eines Kegel- 
schnittes, der in der Ebene E gclegen ist, und trifft eine gerade Linie die 
Flache FI in den beiden Punkten i und k ,  die Flache P i n  Aik und Aliki 
die Ebene E endlich in Bik3 so t,rennen Bik und Brik die Punkte Aik und 
A ' i k  harmonisch, sobald B'ik so construirt is t ,  dass er nebst Bik die Punkte 
i und k harmonisch treniit. Zugleich lehrt uns diese Construction, dass 
die oben aufgezahlten acht Ebenen, in  Verbindung mit den vier Flachen 
des Tetraeders 1234 ,  eiile Coriiiguration ( 1Z6 ,  16,) bilden*; und ist E' die 
Kiigcl, welche die Abbildung des Punktraumes auf dic Kreisebcno vcrmit- 
t e l t ,  so ist wieder der Renreis geliefert, dass die Ilosungen der S t e i n e r  - 
schen Aufgabe eine Kreisconfiguration (12,, 16,) bilden. (Vergl. des Verf. 
Note, XIX im 5. l-iefte des XXIX. Jahrgangs dieser Zeitschrift.) 

J e n a ,  den 30. December 1884. Dr. CAKL HOSSYELD. 

VU. Znr Bestimmung der  Intensi ta t  des Erdmagnetismns. 

Im XXV. Jahrgange dieser Zeitschrift S. 271- 279 behandelt Herr 
P fan  n s t i e l  die von P o i s  s o n  ~orgeschlagene Nethode für Bestimmung der 
Iiitensit$t des Erdmagnetismus, bei welcher im Gegensatz zur G a u s  s'schen 
Ircine Ablenkungs - sondern Schwingiingsbcobachtungen zu maehen sind, und 
gellit dabei sogar so weit,  auch den Torsionscoefficienten durch Schwing- 
ungen zii bestimmen! wodurch er allerdings genothigt is t ,  drei Xagnete zu 
vernenden, wiihrend G a u s s  und l ' o i s s o  n deren nur zwei bedürfen. Ich 
habe frühcr einrnal, veranlasst durch Herrn Geh. Rath H a n  k c l  i n  Leipzig, 
die beiden Nethoden theoretisch miteinander rerglichen; Beobachtungen habe 
ich nicht gemacht. Nachdem nun Herr  P f a n n s t i  e l  nach der Schwing- 
ungsrnethode Beobachtungen angestellt hat ,  welche gute  Resultate ergabcn, 
habe ich meine Arbeit nochmals vorgenommen. Xan kann niimlich gegen 
die Anwendung der Schwingungen ein Bedenken haben. Der die Schwing- 
-- - - ~  

" K e j  e, Die Heaaeder- und die O~taederconfigurat~ionen (1Z6, le3). Acta 
mitthematics, Bd. 1 S. 97. 
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ungen beeinflussende Magnetstab liegt stets so, dass sich seine magnetische 
Axe im magnetischen Meridian lef i idet ;  der Nordpol ist theils nach Norden. 
theils nach Siiden gerichtet. In  diesen Lagen wird der Magnetismus des 

Stabes durch die inducirende Wirkung des Erdmagnetismus und des zweiten 
Magnets nicht zu vernachlassigende Aenderungen erfahren, und es fragt sich, 
ob dieser Umstand auf die Resultate von merklichem Einfluss ist. 

Man kann nun nachweisen - und dies ist der Zweck des Folgenden-. 
dass dieses Bedeuken der Anwendung der Schwingungsmethode uicht eut- 
gegensteht, dass vielmehr der durch Indiletion entstehende Fehler wcniger 
in Betracht kommt, als bei der G a u s  s'schen Methode, bei welcher man 
einen solchen Fehler nicht vermut,hen sollte, weil der ableukende Magnet- 
stab senkrccht eum magnetischen Mcridian liegt. Diesen Fehler in den 

Ablenkungsbeobachtungen sucht man nach W. W e b e r  durch Bestimmung 
des Inductionscoefficieriten zu beseitigen; es wird sich zeigen, daas bei der 
Methode der Schwingungcn das Resultat eincr solchen Corrcctur nicht bcdarf. 

Laçst man einen Magnetstab (1), für welchen man das Tragheits- 
moment und den SorsionscoefEcienten des Aufhaugefadens bestimmt hat. 
untcr Einwirkung des Erdma,gnetismiis schwiiigen, so findet man aus der 
Schwingungsdauer das Product MT, aor in  M das magnetische Hauptmoment 
des Stabes und T die horizontale Componente der Iiitensitat des Erdmagne- 
tismus bedeutet. Dabei sei vorausgesetzt, der Torsionscoeffioient werde in  
der gewohnlichen Weise diirch Ablenkungen bestimmt, eo dass zwei Magnete 
ausreichen werden. 

Wahrend nun G a  u ç s durch den Magnet 1 einen zweiten (II) ablen- 
ken lasst , versetzt P o i s  s o n letzteren in  Schwingungen und benutzt die au; 
dem Einflusse des Erdmagnetismus u n d  des ersten Stabes resultirende 
Schwingungsdauer, um zur Kenntniss des Quotienten X : T  zu gelangen. 

1st m das magnetische Moment des Stabes II, I sein Triigheitsmonient, 
4 der Torsionscoefficient des Aufhangefadens und t die auf unendlich kleine 
AusschlBge reducirte Schwingungsdauer, so gi l t ,  falls der Stab lediglich 
unter Eiiiwirknng des Erdmagnetismus schwingt, die Pendelgleichung 

Wir lassen jetzt ausser den schon vorhandenen Kriifien den Yagnetstab 
I die Nadel beeinflussen. Die Verbindungslinie der Xittelpunkte der beiden 
Wagnete hebe die Lange R und bilde mit ricm rnagnetischen Jleridian, 
welcher diirch die Mitte von T I  geht,  den Winkel ?p. Die magnetische Axe 
des Stabes I sei um den Winliel U, die von 11 um u aus dem magne- 
tischen Meridian herausgedreht. Alle Winkel sollen vom nordlichen Theile 
des Yeridians nach Osten gerechnet aerden. 

Das von dem festen Magneten auf den schwingenden ausgeübte Dreh- 

ungsmornent, welches den Winkel u zu verkleinern strebt,  berechnet Gaush 
in der Abhandliing ,,Intensitns vis nmgneticae etc.'; es ist 
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Die Angabe des Werthes der Coefficienten S3,  S,, . , . mag hier unterblei- 
ben. Bei vollkommen symmetrischer Beschafienheit der Nagnet'e vcrschwin- 
den S,, S,, .. . Verrnehrt man 111 um 180°, so bleiben S,, S5, . . . un- 
geandert, , S,, s,, . . . aber wechseln das Vorzeichen. Da man II! sehr gross 
p g e n  die 1)imensionen der Magnete wiihlt, so braucht man die Glieder, 
welche durch hiihere Potenzen als R" dividiit sind, nicht zil heachten. 

Um die Pendelgleichung verwenden zii konnen, muss das Drehungs- 
momeut proportional sinw sein. Dies ist bei deni ersteri Gliede AS'~R-~ nur 
der Pall, wenn 11 = 0, 90°, 1%0°  oder 240° und Ti= O odcr 180U. Wiihrexd 
sich also bei G a u s  s der Magnet T immer senkrecht zum Meridian befindet, 
muss er hier parallel d a m  liegen. Eine genauere Untersiichung zeigt, dass 
erstens auch JI, und S, für die angegebenen Lagen nahezu proportional sinu 
sind und dass zweitens kleine mit rnsu proportionale Glieder die Schwing- 
ungs d a u  e r  von II nicht veriindern. Wir  setzen daher 

Das Sloment s ist zu den übrigen auf den Magnet 11 einwirkendcn KrLften 
- Erdmagnet,ismus und Torsion - zu addiren, so dass die Gleichung ent- 
steht 

4) 

wenn t die entsprechende Schwingungsdauer bedeutet. AUS den Gleichungen 
1) und 4) folgt durch Elimination von f 

Da die Wirkung am grossten is t ,  wenn der feste Nagnet nordliçh oder 
siicllich vom schwingenden liegt (d. h wcnn = O  odcr l B O O  ist),  so wer- 
den nur diese Lagen hei Versuchen und also auch im folgenden zu berück- 
sichtigen sein. Der Coefficient s,, dessen Bedeutung aus Gleichung 3) er- 
siclitlich ist,  haî, für diese F a l k  die Grosse + 2Brn und es entstehen daher 
folgende Gleichungen 6) : 

fer 0 = 0 ,  U = O :  +=+- +J, =nz~(,+- , , ) ( :$-l) ;  
R3 h? B5 1t2 1 

bddiren wir die erste und dritte Gleichung, ziehen die Summe der zweiten 
und vierten davon ab ,  dividiren diirch 4 und setzen 
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Wiederholen wir die Versiiche bei einer Entfernurig P statt R uuil 
be~eichnen den dem D entsprechenden Ausdruck mit A ,  so wird 

Durch Elimination des zweiten Gliedes aus 8) und 9) erhalt nian 

Nittels dieser Formel kann man das gewünschte N :  T berechneii. 
Es  ist nun die anfangs aufgeworfene Frage zu erortern, oli nicht die 

P o i s  s O n'sche Mcthode zu verwerfen k t ,  weil bei ihr ein Magnet verschie- 
ilene Lagen einnehmen muss, in denen er verschiedcnen die Gtarke seine. 
Nagnetismus beeinflussenden Kraften ausgesetzt iat. Wenn zwei Maguete 
sich in derselben Gcraden befinden, so wird ihr Magnetismas durch die 
gegenseitige Einwirkung geandert; so gross wird auch irn be~t~eharteten 
Stahl die Koercitivkraft nicht sein, dass dies ganz verhindert würde. Der 
Nagnetismus wird vergrossert, wcnn ungleichnamige Pole einander ziigekehrt 
sind, er wird vermindert irn entgegengesetzt'en Palle; gar  keine Aenderung 
erlcidet er, wenn die Axe des einen Magneten senkrecht gegen die des 

andern liegt, wenigstens brauchen wir die Aenderung in diesem Falle nicht 
zu berücksichtigen. Das Gesagte hat natürlich seine volle Giltigkeit, wenn 
ein Rlagnet durch die Erde vertreten ist. Ueberlegen wir uns, welcheu 
Einfluss diese Thatoachen auf die flestimmung der Intensitiit des Erdmagiie- 
tismiis haben. 

Die Methode von G a u  s s sowohl , wie die von P O i s s  o n  beginnt damit, 
dass ein Magnet iiriter deni Ninlliisse des Erdmagnetisrnus schwingt, woiiei 
c r  immer nur einen kleinen Tlrinkel mit dem magnetischen Meridian bildet. 
E r  besitzt daher nicht nur das Moment îK, das er haben wtirde, wenn er 
senbrecht zum Meridian liige, sondern der Erdmagnetismus vermehrt dieaea 
Xoment iim eine gewisse Grosse M ,  so dass wir schliesslich nicht M T ,  
sondern (X+ M) T erhalten. G a n  s s bringt nun diesen Xagnetstab in ver- 

schiedene Lagen, aber so ,  dass e r  immer senkrecht zum magnetischen l i e -  
ridian gcrichtet is t ,  und lenkt damit eine zweite Nadel a b ,  auf deren 
Moment es nicht ankommt. Das Moment der ersten Nadel ist  jetzt Muiid 
das Resultat M :  T. Durch Division in den früher erhaltenen Werth be. 

kommt man daher nicht das gewünschte T2, sondern T2 1 + - und findct ( 3 
den Erdmagnetismus etwas zu gross.* 

* S. K o h l r a u s c h ,  Leitfi~den der praktischen Physik, 5. A d . ,  S. 185. 
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Bei P O  i s  s on  hefinden sich beide Xagnete stet,s wenigstens nahezn im 
magnetischen Meridian. Wir  wollen uns wiederum auf die bei praktischen 
Versnchen stets zu w5hlenclen B'iille beschriinkeu, in denen der feste N a p e l ,  
nordlich odcr südlich vorn schwingenden licgt. Es sei zunnchst + = O ,  
Cr=- O. Das Moment des festen Magnets wird vergrossert, und zwar durch 
den Erdmagnetisinus uni M ,  durch den schwingenden Magneten um MI, es 
steigt also auf III+ M + Ml. Die entsprechenden Vergrosserungcn des 
Vomentes 9 8  der beweglichen Nadel seien p (durch die Erdc) und y, (durch 
den fcsten Magneten), so dass daç Gesammtmoment m + p + ist. 

Hat dagegen der fsbe Magnet die Lage v=O, U =  180°, wahrend 
die Entfcrnung der Mittelpunkte dieselbc wic vorhin ist,  so wird das Mo- 
ment des feçten Magneten M- M - Ml, des schwingenden m + p - p, . 
Für 9 i,= 180' sind die Momente dieselben. Stellen wir jetzt die vier Gleich- 
iiiigcri 6) mit Berücksichtigurig des Vorhergehenden noçhmals auf, so müssen 
wir bedenken, dass die Schwingungsdaner t durch Schwingen dt:s Nagneten 
11 lediglich unter Einfluss des Erdmagnetismiis bestimmt worden ist. Das 
JIoment der Nadel ist hierhei m + p  und Gleichiing 1) heisst daher 

11) 
n2f 

( m + p ) T + @ =  F i  

Gleichnng 4) aber lantet für J, = O ,  U = O, wenn wir für s deu Werth 

wobei wir natürlich die Aenderung der Magnetismen in s4 uricl sS veriiach- 
1;is;jigen. Setzen wir ails 11)  d m  Wert,li von z2f i n  12) ein und sl,ellen 
die Gleichnng anch für die drei anderen Iiagen aiif, in denen beobachtct 
wird,  so erhalten wir folgende Gleichungen 13): 

Kir @ = O ,  U=O:  (m+p+,u,)T+9.+ 
2(M+ M+M,)  ( m + r  + p l )  

R3 

2(Jf-M - M,) ( m +  p - p , )  
für ~ = l S O O ,  U =  18O0: ( m + , « - p , ) T + ~ - -  

- - - 

K 3  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Durch Addition der ersten und dritten, Subtraction der zweiten und vierten 
Gleichung, Division durch 4 und Benutzung der durch Gleichung 7) ein. 
geführt,en Abkiirzung wird 

2 (M+M) (m+p )  2Mm 2 M p  2M,u, e M , , ,  
- -  - -- - -  

R3 R3 ~3 +-~3+- 
14) 

MJ 

' "-"= <wL+p) y 7 [ 1 +  6 +T'R" (FTiz' 
Das vierte, fünfte und sechste Glied der linken Seite dieser Gleichuiig 
brauchen wir niüht au berücksichtigen, da im Ziihler zwei der kleinen 
Momentengnderungen miteinander multiplicirt sind; gegen das zweite Glied 
werden diese Brüche ausserordentlich klein. Storend für die weitere EecE.- 
nung sind aber das erste und dritte Glied; in der entsprechenden Gleicliun~ 
S) sind diese Glieder nicht vorhanden. Wir  werden jcdoch weiter untcr 
nachweisen, dass sich dieselben gegenseitig aufheben. Nehmen wir dier 
sçhoii jetzt als bewiesen an ,  d. h. setzen wir 

so geht Gleichung 14) nach Division durch (m+v)  37 über in 

Wahlt man eine andere Entfernung P statt  R ,  so sind die durch die Ede 
bewirkten Aenderungen M und p dieselben; man erhalt eine zweite Gleichuug 

so dass 

8 
Die in dieser Gleiehung vorkommende Grosse - is t  das durch d i e  

@+PI T 
Versiiche erhaltene Torsionsverhaltniss~ da auch bei diesen das Moment der 
Nadel nicht m, sondern m + p  ist. 

Da man im ersten Theile des Versuchs ( M + M ) ï l  gefunden hat, eo 
ergiebt sich diirch Division mit dem aus Gleichiing 18) resnltirenden 
( M +  M): T das gesuchte Y' selbst ohne einen durch Induction verursachte~ 
Fehler. Es  fragt siüh nur, ob Gleichung 15) richtig ist. 

I n  der Theorie über die drehbaren Molecularmagnete und die Abhangig 
keit des Magnetismus im weichen Eisen von der magnetisirenden Kraft steU 

W. W e b e r  * die Gleichung auf 

* Klektrodynam~sclie AI~aassbeütiuirnu~~geu, iribbesundere über L)iümagiietisnius. 
Abhandluugen der konigl. sikhs. Ges. d. Wissensch., math.-phys. Cl.,  Bd. 1 S. 572, 
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Darin ist m (bei W e b e r  p) das der Axe eines Molecularmltgneten parallel 
genominene Moment desselben (dieses Moment ist für alle Moleküle gleich 
vorausgesetzt), .n die Anzahl der Moleküle in  dern zu magnetisirenden Stück, 
Z (hei W E ~  e r D) die Besullante der auf das Xolekül wirkenden Moleciilar- 
kriifte, X die magnetisirende Kraft (Magnetpol, elektrischer Strom) und Y 
das in dem Eisen in Richtung der Kraft X durch dieselbe hervorgerufene 
~Ioment. 1st X klein gegen 2. so kann man in Gleichung 19) die Fac- 

X 
toren im Nenner nach Potenzen von - entwickeln und die hohcren Poten- 

Z 
zen vernachliissigen. Man erhllt  dann 

20) 
2 X 

Y = n m  - fur  X < Z .  
3 2 

1st dngegen X gross gegen X, so entwickelt man nach 

~ = ) z m  ( I - ~  lg2) für X > Z .  

I h s e  beiden Gleichnngen haben auch durch Versuclie irn Weseiitlichen Ue- 
stiitigiing gefunden. Aus der ersten derselben geht hervor, dass, wenn X 
klein gegen Z, das entstehende magnetische Moment proportional der eiii- 
wirkenden Kraft ist. Die Gleichung gilt zwar für weichev Eisen, und in 
iinaerem Falle handelt es sich urn giit gehartete Stahlmagnete; aber da 
g e d e  1)ei diesen die Directionskraft der Molekiilr? sehr gross gegeniiber d m  
einwirkenden Kraft i s t ,  so wird es gestattet sein, Gleichung 20) als richtig 
anzusehen und demnach die Aenderung des Moments im Nagneten propor- 
tional der einwirkenden Kraft zu setzen. E s  sei dies Hypothese 1. Darauf, 
dass diesellie ahsolut richtig is t ,  kommt, es nicht a n ,  da die Folgernngen 
daraus nur dazn dienen sollen, die Gleichheit der Grilissen pl T und 2 M mR-3  
naclizuweiseu, u ~ i d  ùiese a n  und für sich nicht sehr gross sind. Die Voraus- 
seteung, dass das entstehendc magnctischc Moment der einwirkenden Kraft 
proportional ist ,  liegt auch der P O i s s O n'schen Theorie der Induction zii 
Grnnde, welche z .  B. von B. N e u m a n n  (Vater) weiter entwickelt worden ist,." 

Die MomeritenBnderungen y und pl, welche die schwingende Nadel 
durch die Erde und den festcn Nagncten erf ihr t ,  werdcn sich dcmnnch 
verhaltcn wie die Rriifte, welche Erde und Magnet auf ein magnetisclies 
Theilchen a der Nadel ausüben. Die erstere Kraft ist T e ,  die letztere be- 
rechnet man leicht, indem man die durch hohere Potenzen als R3 dividirten 

2 M  
Glieder wegliisst, zii .e. Es erçiebt sich a180 die Proportion 

R3 

oder 

* Vorlesungen iiber die Theorie des Magnetisinus, namentlicli über  die 
r 1 llicorie der magnetischen lndiiction. Herausgegeiren von C. Ne uni a n  n (Solin) 
Leipzig 1881. S. 30 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Diese Cleichung würde mit 15) übereinstimmen, wenn statt M p  das Pro- 
duct Mm dariii stünde. Wir müssen daher weiter untersuchen, wie die- 

selbe Kraft X auf vcrschiedcue Eisenmassen wirkt. Wir konnen roraue- 

setzen, dass die beiden zu Verçachen benützten Magnete aus gleich giiteni 
Stahle bestehen (so dass die Kraft Z in  beiden dieselbe Grosse hat) und 
dass sie mit gleicher Sorgfalt magnetisirt worden sind. Uann wird unzwei- 
felhaft der grossere Xagnet durcb eine gewisse Kraft eine grossere Momen. 
tenanderung erfahren, als der kleinere Magnet durch dieselbe Kraft, es 
werderi mit anderen Worten die ~ ~ o m e u t e n ~ n d e r u r ~ g e ~ i  M und p proportional 
den Momenten M und m sein (Hypothese II). Disse Behauptung konnen 
wir noch in anderer Weise stützen. Wenn auf das Eisen eine unendlich 
grosse Kraft X einwirkte, so würde nach Gleichung 21) das hlonieiil seiii 

Maximum rz m erreichen , in  dem einen Nagneten a190 92 . m l  in  dcm anderu 
n . nr , venu  9i und n die Anzahl der Moleküle im festen und schwingenden 
Nagneten bedeuten. Nun sind zwar unsere Magnete nicht bis m m  &xi- 

mum magnetisirt; aber vorausgesetzt, dass ihre Magnetisirung mit gleicher 
Sorgfalt vorgenommen is t ,  wird der Magnetismus der Nadeln um analoge 
Werthe vom Xaximum entfernt sein, die vorhandenen Momente werden 

gleiche Bruchtheile der Maxirnalmomeiite bilden, d. h. 

N :m=( !R ,m) : (n .~n ) .  
Ferner ist  aber das entstehende Noment oder die Nomenteniinderung nacl] 
Gleichung 20) und 21) proportional mit m.m, d. h. 

M :  p-(YL.m):(n.m). 
Aus beidcn Proportionen folgt 

M : , u = M : r n  
oder 

23) M p = M m ,  

und dies ist wieder obige l3ehauptung. Dass die Gleichnng gaiiz gerixii dei 

Wirklichkeit entspricht, ist  für unsern Zweck nicht nothig. 
Nunmehr gcht Gleichung 22) über in 

2 M 112 
piT=~ 

B3 
iind dies ist Gleichuiig 15), dcrsn Richtigkeit frühcr varausgese1,zt wurde. 
W i r  erhalten aldo durch die Methode der Schwingungen direct das wahrc 1: 
wahrend es bei Anwendung der Ablenkungsmetliode mit dem unbekaiiiiten 

M 
Factor J I  + multiplicirt is t ,  dessen G r h s e ,  wenn man die mügliebde 

Scharfe des Resultats erreichen will, durch besondere Versuche febtgestellt 
werden rnuss. 

G r i m m a .  Dr. 'ru. ~ ~ X I ~ I ~ E K .  
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VUI. Notiz znr DifTerentialgleichnng 

Rekanntlich ist für  diesc nicht unipichtige Gleichung die Integration in 
einigen speciellen Fallen geleistet worden. Nan  vergl. die Arbeiten 17011 

H o v s e n f e l d e r  - Annalen Dd. IV; P o c h h a m m e r  - Joiirnal f. d. reine 
u. angew. Mathematik Hd. LXXI;  T h  o m a e  - Zeitschrift f. Math. u. Pliys. 
Ilri. XXT. 

Wir machen hier auf folgenden neuen iutegrablen Fa11 aufmerksan~ : 
G e n ü g t  d e r  G l e i c h u n g  1) p a r t i k u l a r  

y = ( X  - xj2, 
unter x einc Wurzel dcr Gleichung 

verstanden, s o  k a n n  j e n e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  m i t t e l s  d e r  S u b -  
s t i t u t i o n  

y = (æ - x)l/(r - x ) - ~ - l  c (17 

iii die  D i f f c r c n t i a l g l e i c h u n g  d e r  h y p e r g e o m e t r i s c h e n  R e i l l e  
t r a n s f o r m i r t  w e r d e n .  

Sotzt man,  was keine Beschrankung ist,  a, = O voraus und walllt 
x = O ,  50 lautet Gleichung 1) eiilF~cher 

l a )  x j b , , + c , x + 1 1 , ~ ~ ) 1 / ' + ( a ~ + b , x + c ~ ~ ~ ) y " +  (a ,+b,x)y '+n,y=O, 

iiiid iliese letzte Gleichung kann man sich entstanden dcnken durcli Elirrii- 
nation einer Variabelen z aus folgenden beiden Gleicbungen: 

a )  xy'-ky=z, 

8) (~,+P,x+~,x~)z"+ (a1 + & z ) z ' +  a0c=0. 
Pür die auf diese Weise hergeleitete (reducible) Differentialgleichung ist riun 
charakteristisch, dass sie mit der reilucirten Gleichung oc) ein Integral gc- 
mein haben m u s ,  d. h. dass ihr y = x n  partikular genügt. -- Gleichzeitig 
folgt aus a) 

y = x z  2-"-'zdx, S 
durçh welclien Ausdruük die Gleichurig dritter Ordnung - ihrer Entstehung 
gcinass - not.hwendig auf die Gleichung 8) zuriickführbar ist. TIiermit ist 
unsere anflinglich aufgeetellte Behauptung erwiesen. 

Iim nun die Transformation an der Gleichiing 1 a) auszuführen , stelleri 
wir zunBchst die Bedingiingen fest, dass jeuer Gleichung y = x2 partikular 
genügt,. Man findet 

(73A(A-l)(A-2) +c2A(A-1) + O I A  +no=O 
2 c , in-1)(~-2)  + b, (1,-1)+a, = O  i . 

6,(A-2) +a, = O  ( 
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125 Kleinere M i t t h e i l ~ n ~ e n .  
?----?--" --, . . 

Aus der letzten dieser Gleiühungen folgt e i n  Werth für  A ,  die nnderen 
beiden Gleichungen geben zwei Coefficientenbedingiingen, unter denen die 

partikuliire Losung y = xz überhaupt existirt. 
Subatituirt man weiter in Gleiühnng 1 a) auch 

so entsteht nach passender Anordcung der Glieder und Uerücksichtigung 
der Part,ikularlosung 

x2 (b3 + + d3x2)8"+ x [(A - 2) (b3  + cg 3: + d3x2) + (az + + cax2)] 2' 

+[(A-l!( l , -2)(b,+c,z+d,x2) + ( A - 1 ) ( a 2 + b , x + c , x 2 ) + ( a , + ~ , x ) x ] z = ~ .  

Beachtet man, dass zufolge der Bedingungen 2) die letzte Differeutial- 
gleicliung durch x2 thcilbar wird, so kommt man zii der Gleichung 

jh ,+c ,z+ d,z"zP1+ [ ( A - 2 ) ( c 3 + d ~ x ) + b 2 + c y ~ ] ~ '  
3)  

+[(A-1)(1.-2)d,+ (A-l)c,+ b , j z=O,  
wie vorausbeslinirril war. Sind zl und z;, die partikuliiren Integrale voti 3), 
so geniigt der Gleichung 1 a) folgender Aiisdriick: 

I n  ahillicher Weiee gelangt man auch zu folgendem Satxe: Ceuiigt [ le i  

Dilferentialgleichtiiig 

so liisst sie sicli durch die Substitution 

y = 2~ e-1.r  J' z d x ,  = c i =  1 2 = 1 ,  2 ,  3,  

in eine Gleichung von der Forni 

i., + P,x) z"+ (a1 + Pl 2' + (au + Pux) z = 0 
vcrwandeln. 

Es sei schliesslich noch ausdrücklich darauf hingewiesen, dass der Vnr. 
tlieil der angegebeuen Transformation niclit dariri zu suchen is t ,  dass eine 

Gleichung dritter Ordnung mit Hilfe eines erst,en Intcgrals auf eine Gleicli 
nng zweiter Ordnuiig herabgesetzt werden kann - was scll~stverst~ndlicl 
ist -, sondern darin, dass man in den erwzhnten Fallen auf Gleichurigrr 

geführt wird,  deren Integration bereits erledigt ist. 
WOLI~EMAR F~er'ir~~ii. 
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VI. 

Beziehungen zwischen den Krümmungen reciproker 
raumlicher Gebilde. 

Von 

Dr. L. GEISENHEIMER, 
Iiergschuldirector i n  Tarnowitz 

-- 

Hierzu Taf. V E'ig. 1. 

In einer früheren , ebenfalls in dieser Zeitschrift veroffentlichten Ab- 
liaudlung wiirde die Beziehung zwischen den Krümmungsradien reciproker, 
collinearcr und inverser cbener Curven nnteraucht.* Zweck dcr vorliegen- 
den Arbeit i s t ,  diese Untersuchung auf reciproke raumliche Systeme, also 
auf die einer beliebigen Raumcurve oder Flache entsprechenden reciproken 
Gebilde auszudehnen. Als Specialfille der erhaltenen Resultate werden sich 
Beeiehungen zwischen den Krümmungen der auf einer Flache zweiter Ord- 
nung enthalteneii Curve und ihrer Abwickelungsfl~che, ferner Eigenschaften 
der KrUmmuugsliuien und der Centra5Lche fur die genannten quadratischen 
Fliichen, insbesondere eine Construction für das Centrum der xu einer Krtim- 
miingslinie gehorigen S c h  m i e  g u  n g s k u g e  1 ergeben. 

Im Folgenden werde immer vorausgesetzt, dass die betrachteten reci- 
proken Gebilde in involutorische Lage gebracht seien, das eine derselben 
also das Polarsystem des andern in Beoug auf eiue als Directrix dienende 
Flache zweiter Ordnung darstelle; die Allgerneinheit der Untersuchung wird 
diirch diese Annahme nicht beschrankt. 

Urn die einer Haumcurve entsprechende reciproke Pigur xu erhalten, 
küniien wir die Curve sowohl als den Ort ihrer Punkte, wie als die Ein- 
hüllende ihrer Schmiegungsebenen betrachten. I m  ersten Falle bildet das 
reciproke Gebilde eine von den entsprechenden Polarebeneu umhüllte ab- 
wickelbare Fliclie, im zweiteu Falle die Ruckkehrkante (Cuspidal- oder 
Strictionscurve) derselben. Wenn , was im Weitern gesühehen soll, unter 
den Krümrnungen einer abwickelbaren Blëche liings einer Erzeiigenden die 
- - ~~ 

* Bd. XXV S. 300. 
Zeitaclirift P. N a t h e i n a t i k  ii. l'li!sik X X X .  3. 9 
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- 

Krümmungen im berührten Elemente dieser Rückkehrkante verstanden wer- 

den, braucht in der vorliegeiiden Cntersuchung diese versohiedenartige Bil- 
dnng des einer Raumeurve reciproken Systems nicht beachtet zu werden cnil 

k6nnen wir uns k~i rz  dahin ausdrücken, dass eiiier Raumcurve als reciprokes 
System wieder eine solche Curve eritspreche. Beztîglicli der Krümmungen 
in einem Elemente der Ranmc~irve unterscheiden wir :  1 die KrIirnrnucg 
des Elements i n  s e i n e r  S c h m i e g i i n g s e b e n e  gleich dern reciproken 
Werthe des (ersten) Krümmungsrltdius; 2. die Krümiriuiig des Elementù: in 
s e  i n  ein P u n k  t e gleicli dem reciprok~n Werthe der Neigung des Schmie- 
gungskegels, so dass, fidls dieber Kegel in eine Gerade degenerirt, seine 
Krümmung unendlich gross, aie einer Eberie ni111 wird ; 3. das Product 
tiieser beiiicii Kriimmungen gleich den1 rcciprokcn Werthc des Windiinge- 
radius (Radius der zweiten Krümmung). 

Die xu einern Purikte Pl der Itrtumcurve 75  çehorige Schmiegungsebene 
merde mit n,, der in ihr liegende Krümmungsrndius mit p,, der Wiuàungs- 

n 
i;i,dius mit R, , die Neigung des Schmiegnngslregcls mit tg H, = A 3 die 

P l  

glcichnamigen Grossen der reciproken Curve durch gleiche Buchstaben mit ,  

dem Index 2 bezeichnet, sn davs also P, und n,, l', und ml polare Lle. 
mente darstellen. 

Wir  denken un$ die Schmiegungsebene n, verlaiigert und vom oscu 
lirenden Elemente des Schniiegiingskegels des entsprec,henrlen F:lerneiit,s in 
der reciproken Curve durchsetzt, so ist bei Vernachl%ssigung unendlich kleiner 
Grossen va11 rriindesteris dritter Ordnung , also bis auf die Krümmungsiadieii 
genau, das in n, fallende Element von 7;, dern 1:leinent der Gchnit,ifipiir 
reciprok, wobei die Sclinittcurve der Schmiegungsebene 7cl mit der Directril- 
fl!iclie der raumlicheii Involution die Directrix des j e t ~ t  bestimmteri ebeiieii 
1'ol:tisysterna bildet. Daher ist  iiach der vorhin angeführten Abhandlung:': 

wo den Krümmungsradius flir das Schnittelement des Sehmiegungskegela, 
n, b ,  die halben Hauptaxcn der in 8, liegenden Directrix, n, und n', die 
Entfernungen der Tangenten t ,  und t', der reciproken Curvenelemente vom 

>litteIpunlit,e dieses Kegelschiiittes bedeuten. Die Tangente t', fallt mit dein 
Srhniite der beiden Schmiegiingsebenen K, und TC, zusanimen. 

Die von P, bis zii ihrer Spur in n, mit  t ,  bezeichnete Tangente an  1:: 
bilde mit n, den Winkel x 2 ,  m i t  der Geraden n,n, 1 den winkel +,, C O  

wirtl der Hauptkrümmiingsracliiis des Sohrniegungskegels ir r i  Fhdpunlite m i  

i,, d s o  der Krümmiinp-adius des eu 1, normalen Sclinittes, t,.lg H z .  Dk 
i l 1  dieser Normalebene und in z, liegenden Schnittelemente des zweitzli 

Schniiegungskegels diirfen bis auf  uneiidlich kleiiie Grossen eirisciiliesslitl~ 
- 
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~weit,er Ordnung als affin betracht,et werder,, und zwar is t  t, der  Affinitata- 
strahl. Das Verhaltniss zwischen den Krümmungsradien entsprechender 
Punkte in zwei affinen Ciirven ist  gleich dem Cubus aus  deni Verhaltnisu 
der entsprcchenden Tangen tcns t r cck~n ,  dividirt durch das Bffinit~t,sverhiilt- 
niss':. ELiernach ergiebt sich : 

und in Verbindiing mit  der  vorstehend entwickelten Gleichung: 

Eine entsprcchende Gleicbung kann für  g,.tgEIl sufgestellt werden. Die 
Formel la& sich in  verschiedene Formen iiberfiihren, von welchen wir  zwei 

naher betrachten. 
Wir legen durch dcn Mittelpuilkt 5' der Dircctrixfliiche eine zu n, pa- 

rallele >:bene nIl; die halben Haiiptaxen des in cierselben indiicirten Mit,tel- 

I~unktsliegel~chnittes seien a', und b', , die von ihr  und P, begrenete Strecke 
a:if der Tangente ari 1~~ bei 1 2 ,  ferlier die normale En t fe rn~ ing  der  Schnitt-  
geradeii In', n, von S glcich n",, so wird nach bekannten Riitzeii: 

Die voin Involutionsrnittelpunkte S auf  die Schmiegungsebe~ien n, ond z:, 

@iillteii Senkrechten tieien mit 11, und y,, der 13;ngs SI3 ,  failende H:tlb- 
nirsser iler DirectrixflLche mi t  c, hezeichnet. Es i s t :  

c sin. Qi 
,w'12 = il2. _-- und 1, siqz x 2  = -- - si?z2(rrl , r , ) .  

szn x 2  Pl 

1 ) i w  \Ver the in  Porniel 1 ) einsetzeiid , koinrnt : 

a' " b' c (nl ,  cl) t g f l  - -'.l'-'-'-.------. 
2-  pl" p," 12,. n13 

1)er ZHliler des reclitsstehenden Ausdruckes i s t  constant,  niimlich gleich 

O,,'. bO4.  cg4, wo a , ,  b , , ,  c, die halben Hauptaxen der  1)irectris sind. Dem- 
nach wird: 

~ e l c h e  Cileichuiig auf ihrer rechten Seite keine Winkelgrossen euthAt.  Unter 

n, kiinn auch die L2nge der  Senkrechten ven tanden  werden,  welche vom 

Iiivaliitionsinittel1~1~11kte S auf die Schnittgerade der  Ebene 7 ~ ' ~  mit der deni 
Ehidpunkte vo:i l2 entsprechenden Polarebene gefallt wird.  - 

Eine anclere benierkenswertlie U~riSoririurig folgt aus  de r  Uetrüclitiing 

de> iler Geraden 1 n, a- 1 conjugirten 1Tittelpiiuktskegelsclinittes in der Ebrne  
SP, P, ( F i g  1) ;  clip in tiipse E h ~ n e  f;i,llendrn Mit,tclpiiiiktr d r r  in T,, n_ 

- - -- 

* a. a. O. S. 216. 
9 * 
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und In, z21 inducirten Ilivolutiolien seien beztiglich mit O,, 0, und 0, der 
zu 1 nl n, 1 parallele Halhmesser der Directrixfl&che mit d bezeichnet. Da 

O, p, t - 1  - - 1  

wird nach Formel 1): 
,- S Y ,  

sin?., al4. hl4 SP? 
p l . f g n 2 . 1 , . 7 3 = - 3 - , - - .  

szn ?/le ml . n id O1 P2 

Weiter ist a,'. a,' = (0 ,O.  O, Pl)" (ci2- i d  ( a ,  O P l ) ,  da 0 , O .  O, P, 
6 P, 

die Potenz des nach O,Y, fallendeii Uurchmessers, die Poteni d i s  
sr2 

liicrzu conjugirten l)urchmesàers in n, darstellt. Ferner ist:  

nl = Oi Pl. sin cp, , 
wo <pl den Winkel der Tangente t ,  mit 0 ,  Pl bedeiitet, 

fi ' ,= 0,O. s i n ( d ,  OP,). 

Diese Werthe einsetzend , kommt : 

sin n, - OlI'~.cZ' s i n ( d , O Y )  
Q,.tfJ~,.i,._:,------- - , -  l- . 

s a n v ,  0, O. O, Pl .SP,  sin3<p1 

Der um das Tripe1 P10P2 gelegte Kreis schneide S P ,  ziim zweiteli &laie 

0 ,0 .0 ,P ,  
in Q ,  so ist 

OP, 
= O,Q, und 0,Q.SP2 =SP,(SQ-SO,)=SP,.S(J 

- S P ,  .SOI. Nun ist S P ,  .SQ die Potenz des Mittelpunktes S iii R e s i i ~  

auf den dem Tripe1 urnschriebenen Kreis und daher nach einem bekannteu 
Satze gleich cl2 + Cl2, wenn cPl der im l'olarsysterri der Ebene SP,P,  ZII 

cl conjugirte Halbmesser ist; ferner ist SP,.SO, =cl" und somit wird 

. - O& z-p - 1 -P. 
O,O.O,P,.SP, cf," 

2 

\Veiter k t ,  wie vorhiri schon benutzt wurde, 1, si fi^, = si,n2(m1 , cl) , dahei. 
Pl 

8. Pp, sin (dl O Pl ) .  sin - .  . i ~ 1 , ~  
PI .tg% = 4 2 .  dl' , cl) - sin3 <pl 

Indem der rechtsstehende Ausdruck mit de. sin2 (Pl O,  P,) erweitert und he. 
riicksichtigt wird, dass für die bei 0, gebildete korperliche Ecke die Glcith 
ung stattfindet : 

s i n  (dl Pl O, P,) . silz (P l  O, Pz) = sin ( c ,  , n,) . s i n  id, O, Pl) 
und dass 

cl? cri? sSinZ(Pl O, P,) . d2.  sinB ((1, Pl O1 P2) = aoa . boy c:, 
ergiebt sich die umgestnltete Formel: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr.  L. GEISENHEIMLR. 133 
- - , -- A- -- 

In diescn Formeln bedeuten also die Bestimmungsstücke <pl ,  <pz, +, , qs der 
reciproken Ciirventangenten die Winkel derselben mit den Halbmessern OIP, 
bezüglich O,P, der in den Suhmiegungsebenen inducirten Involutionen und 
mit In,n,', bezüglich den aus 0, und O, hierzu gezogeneu Parallelen. 

Ein weiteres interessantes Resultat wird durch Multiplication der beiden 
letzten Formeln gewonnen. Xan erhalt: 

d E  s in (&  O P , )  .sin (ci ,  Of',) .s in+,  .sinq, " 
II,. R, = ---- - -- ( a,:. bo4. c04 sin 9, . sin 9, ) .Pl&? - 

Ueaeichnet man die Potenz der auf 1 n1n2 1 hervorgerufenen Involution mit 
I;" so ergiebt sich 

~ i m ~ ~ . s i n ~ ~ - O P , . O P ,  2 d ( P , 0 P 2 )  
-- - -- - 
sin rp, . sin cp, k2 k2 s i n  (Pl O Pz) 

Tvir drücken d (PIS Pz) in  folgendcr Weise aus: Bedeuten s, , s,, s, 
die aus S aaf die Seiten des Tripels O P l ,  O P, , Pl PB gefallten Senkrech- 

- - 

Leu, a ,  6 die lialben IIauptaxen des zu diesem Tripe1 gehorigen Kegel- 
sclmittes, so ist bekanntlich, wenn r der Radius des dem Tripe1 umschrie- 
benen Kreises" : 

2s,s,s,r = u2b2;  
Pl f'2 und da r =  wird 

2 sin (Pl O P,) 
a2 b2 s in  (PI O  P2) 

A (P, S P,) = 
2 . r -  ' 

Die Ebene Pl OP2 xrerde im Folgenden mit (u bezeichnet. Es  ist 

S, = . . ,  s 2 = ,  daher: 
s t n ( p ,  7%) S ~ ~ ( C L  ne) 

Wird Zaliler und Nenner der rechten Seite mit d"in2(dp) multiplicirt, so 
folgt : 

5) 
sin @, .sin Q, - - .- -~ - 

a,? - bO2. c,2 
sin 9, .sin 9, d4p,p, sin (d,  O P,) si,n (d ,  O  P,) ' 

Die in de'n Ebenen sl-, und n, liegenden, durch Pl und P, laufenden 
reciproken Tangenten bilden zwei projectivische Strahlbüschel, so dass P2 O 
einer Parallelen zu d ,  die aus P, parallel zii d gelegte Gerade mit P,O 
projectivisch ist. Gleichung 5) liefert den constanten Werth des Doppel- 
schnittverhaltnisses, welches durch die Strahlen t,, t, mit den ebenerwiihn- 
ten Strahlen der Büschel gebildet wird. Falls P, und P2 auf ihren bezüg- 

-- - - - - - 

* Vergl. Schro te r  , Theorie der Kegelschnitte, S. 194. 
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134 Bezieliiingen zwischeri den Kriimmuiigen etc. 

lichen Diirchmessern SPI und S P 2  fortrücken, wobei m, und rr, parallel 

zu sich selbst verschoben werden, bleibt Winkel PL OP:, und A ( / ' l S / ' o ~ ,  

datier auch p,p ,  und uach Formel 6 )  der Werth dieses Dopljelschiiittrc!r- 
hiiltnisses urigenndert. Wird sein Wertli in den für RI. II, erhaltenen .Ili- 
druck eingesetzt , so kornmt : 

D a s  P r o d u c t  a u s  d e n  R a d i e n  d e r  z w e i t e n  K r ü m m i i i i g  rii:ini- 
l i c l i  r e c i p r o k e r  i n v o l u t o r i s c h e r  C u r v e u  i s t  den i  Q i i a t i r x t  au.. 

d e m  P r o d u c t  d e r  i h r e n  S c h m i e g i i n g s e b e n e n  a n g e h o r i g c u  Ent-  
f e r n u i i g e n  v o m  I n v o l i i t i o n s m i t t e l p i i n k t e  i i m g e k e h r t  p ropor -  
t i o n a l .  l i ü c k e n  b e i d e  s i c h  e n t s p r e c t i e n d e  P u n l i l e  d e r  i n v o 1 1 , -  

t o r i s c h e n  C u r v e n  a i i f  i h r e n  b e z ü g l i c h e n  D u r c h r n e s s e r i i .  f o r t ,  
s o  b l e i b t  d a s  l ' r o d u c t  d i e s e r  K r ü m m u n g s r a d i e n  c o n s t a n t .  

Der vorsteliende Sali. bildet ein Analogon zu den1 für die Ki-üniniuiigz 
radieu etiener involutorisüh-reciproker Curven hergeleiteten. 

Wird der aus Formel 5) fiir d zu eiitnehmende Wertli in 3) eiiigesotzt, 
so nehmen diese Gleichungen die spater' zu verwendende Form a n :  

Aiia den voratehenden Gleichiiogen ergicbt, sioh ferner: 

S i n d  d i e  S c h m i e g u n g s e b e n e n  u n d  R i c h t i i n g e n  z w e i c r  r e c i -  

p r o k e n  C u r v e n e l e m e r i t e  g e g e b e n ,  s o  i s t  d i e  e b e n e  Krüinmung 
d e s  e i u e n  d e r  r i i u r n l i c h e n  K r ü m m u n g  d e s  e n t s p r e c h e n d e n  J31e. 
m e n t s  u m g e k e h r t  p r o p o r t i o n a l .  D a s  P r o d u c t  z w e i e ï  o i c h  de i -  
a r t i g  e n t s p r e c h e n d e r  K r ü m m u n g e n  b l e i b t  u n g e a n d e r t ,  wenn 
d i e  C u r v e n e l e m e n t e  p a r a l l e l  z u  s i c h  s e l b s t  a u f  d e n  U u r ç l i  
m e s s e r n  d e r  n i r e c t r i x  v e r s c h o b e n  w e r d e n .  

D i e  R e z e i c h n u n g  d e r  b e i d e n  b e z ü g l i c h  e i n e r  F l a c h e  zwei- 
t e r  O r d n u n g  p o l a r e n  S y s t e m e  a l s  , , r e c i p r o k e  F i g u r e n i '  findet 
h i e r n a c h  d u r c h  d i e  B e t r a c h t u n g  d e r  K r ü m x n u n g e ?  i h r e  Recht-  
f e r t i g u n g .  

3 2. 

Zur Be~t~irnmung des zwischen den Hogenelcmeiiten ris, iintl ds,, Iierr- 
schenden Verhaltnisse~ gelieii wir wieder von der Bet,rltchtung der iii nl 

liegenden involiitorischeu reciproken Curveneleniente aus. Das Elemeiit, 
welches clurch den an Fr:, gelegten Schrniegnngskegel in n, ausgesrhnitten 
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f 2 . d a 2  
wird, ist gleich - 3 w o  d a 2  den ebenen Contingenzwinkel der Curve 

szn qCi, 
f i ,  bedeiitet. Hiernacli wird : " 

s l n v , =  Jsz J Q n sin ipz3 
1 - L  ----. 

t , d 3 ,  B 2m2 t ,  IglT2 m', sin 1, 

d s,  1 . s in l ,  Es i , , !K = 1.- = L ad b,4 CL 
PI  .t.(7JH2 = p,zp,q2a .,s [Forrnel2), pL n'2 n", p,. sinv, 

pli~.:ition der lieideil letzteii Formeln ergiebt : 

0,: bO2 cn2 
(12 92,) ( 1 ,  n2) = - 

Pl P2 
und mit Hilf'e dieser Beoiehung folgt: 

aOi b,4 
(1, n ,  i 3  = und entsprechend (1, = 0,; 4; CO4 

FI t g f &  P I ~ P ~  ~r tg Hi ~ 1 ~ ~ 2 "  
ilaher 

welche Formel der für ebene Systerne eutwickelten analog ist. Dieselbe 
Iisst sich in folgender Weise iimformen. Redeuten d q , ,  dq,  die rliim- 
lichen Contingenzwinkel (Winkel der unendlich nahen Schrniegungsebenen) 
iii beiden reciproken Curven, so x i r d  

 il^ d O  [Zrl bedeutet aber die normale Entfernung des iim d s  weiter liegeu- 
den Punktes eiiier Rsumuurve von der vorhergehenden Schmiegungsebene. 
Formel 11) liefert hiernach den Sah: 

I n  r i i u m l i e h - i n v o l u t o r i s c h e n  S y s t e m e n  v e r h a l t e n  s i c h  d i e  
i iuendl ich  k l e i n e u  S t r e c k e n ,  urn w e l c h e  z w r i  r e c i p r o k e  C u r v e n  
bei e n t s p r e c h e n d e m  F o r t s c h r e i t e n  a u s  d e n  S c h m i e g u n g s e b e n c n  
l i e r a i i s t r e t e n ,  w i e  d i e  E n t f e r n u n g e i i  d i e s e r  S c h r n i e g u n g ç e b e n e n  
Tom J I i t t e l p u n k t e  d e r  I n v o l i i t i o n .  

- -  

* Diese Zeitochrift Ud. X K V  S. 310. 
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Der entsprechende Satz für ebene Systeme lautet: 
I n  e b e n e n  i n v o l u t o r i s c h  l i e g e n d e n  r e c i p r o k e n  C u r v e n  v e r -  

h a l t e n  s i c h  d i e  B o g e n h o h e n  u n e n d l i ü h  k l e i n e r  e n t s p r e c h e n d e r  
C u r v e n e l e m e n t , e  w i e  d i e  E n t f e r n u n g e n  d e r  i h n e n  z u g e h o r i g e n  
T a n g e n t e n  v o m  M i t t e l p u n k t e  d e r  I n u o l u t i o n .  

Gleichung 9) giebt noch zii der E:ntwickelung Anlass: 

woraus sich unter Renutzung von 2) und 6) ergiebt: 

S i n d  d i e  S c h m i e g u n g s e b e n e n  u n d  R i c h t u n g e n  z w e i e r  reci. 
d s 

p r o k e n  C u r v e n e l e m e n t e  g e g e b e n ,  s o  i s t  d e r e n  V e r l i i i l t n i s s  -' 
d s, 

d e m  W i n d u n g s r a d i u s  R, p r o p o r t i o n a l ,  v o m  K r ü m m u n g s r a d i i i s  
Q ,  u n a h h a n g i g .  

H e i  i n v o l u t o r i s c h e n  S y s t e m e n  i n  d e r  E b e n e  w i r d  d a s  Ver- 
cl s 

h a l t n i s s  2 d e m  K r ü m m u n g s r a d i u s  Q ,  p r o p o r t i o n a l .  -- 
d s, 

Der vorhin entwickelte Satz über das Verh%ltriiss der Abweichurigeu 
von der Schmiegungsebcne ist nur der specielle Fa11 eines sich auf eridlich~ 
Werthe bezielienden und für beliebige reciproke Systeme giltigen Gesetzes, 
welches irn Folgenden unter Voraussetzung orthogonaler Coordinateri her- 

geleitet wcrden soll. 
Die Gleichung einer dem ersten System angehorigen Ebene n, sei 

xcosb, +ycos ,u,  + z C O S V ,  =pl, 

die Gleichung einer zum zweiten involutorisch - reciproken Syetern geredi. 
neten pbene /?, sei 

x c o s b , + y  cosp, + z c o s v , = p , .  

Fallen die Coordinatenaxen mit den Hauptaxeu der Iuvolutiou Zao ,  2 4 ,  
2c0 zusammen, so werden die Coordinaten der diesen Ebenen entsprecheu- 
den Punkte A? und B, bezüglich: 

Die von B, auf die Ebene a, gefallte Senkrechte sei B,cY,, so mird: 

a$ b 2  co2 
$3,- - c o s 4  @SA,-"cosp, cosp2 - - C O S V ,  COSVi 

BI a, = P2 Pi! Pn -- 

- a - 1 - 0  cos A, cos 1; - bh COS ,pl COS p, - -~ cn2 - COS v1 COS v 2 .  
Pl P2 Pl P2 Pl P2 

Ans der symmetrischen Bildung des letzten Ausdrucks folgt: 
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B, <y, AA,B,. 
1'1 PL 

D i e  E n t f e r n u n g  i r g e n d  e i n e s  P u n k t e s  v o n  e i n e r  h e l i e b i g e n  
Ebene  v e r h a l t  s i c h  z u r  E n t f e r n u n g  d e r  r e c i p r o k e n  E l e m e n t e ,  
wie d i e  B b s t a n d e  d e r  b e i d e n  s o  e r h a l t e n e n  Eber ie i i  Yom N i t t e l -  
p u n k t e  d e r  I n v o l u t i o n .  

Dieser Satz ist  die Verallgemeinerung des in Formel 11) gefundeuen 

BI% -A,& Gesetzes; die für circular-reciproke Systeme benutzte Proportion - -- - -- 
S B ,  SB, 

ist ein specieller Fal l  desselben; ebenso benutzt G r a v e s  in C r e l l e ' s  Jour- 
nal Bd. XLII S. 279 einen speciellen Fa11 dieses Satzee. 

5 3. 

Falls das Curvenclcment 75 die Flache der Directrix berührt, vercin- 
fachen sich die vorstehend entwickelten Formeln. Die Tangente t, fiillt als- 
dann mit der Schnittlinie ln, n,( ,  t ,  mit OP,, Purikt P, mit O zusaninier: 
und es wird: 

<):(a,OP,)=rp,, q,=0, viCi ,=~): ( t , t , )=c): (d ,OP,) ,  c p , = O ,  
Z1=m, nz=o. 

Die au den conjiigirten Tangenten tl und t2 parallelen Halbmesser der 
Directrix seien d, und a,, so ist 

d,d,p,sin~p,=a~b,c,,. 
Nach Formel 3) wird: 

Ferner wird 
3 -PR- - 

pi4 ds1 - - ~ 1 ~ 2 ' 2  dI2HI P i e l  1 = ~ , d , 2 ~ i ~ ~ , p ~  -- - - -- 

as,  -= J T x  aOe h: c02 (RI . Ri)'. p2 au2 bgB c02 

- - pI2Rl 
pz d,%sin q+ 

Anderseits ist uach Formel 12) 

und da im vorliegenden Falk die Proportion stattfindet 

t 2 :  Z2 = nl:n'l, 
kommt 

Die Vergleichung beider für  das Verhaltniss der Rogendifferentiale gefun- 
denen Formeln liefert : 

d," . 
t - - s2nxP' 2 - 

Pi  
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138 Uc~iehnngen zwisciieii den K r ü m ~ i i n g e n  etc. 
\ - 

1'1 eine sich auch ails der Figiir leicht ergebentle Gleichurig. Y bedcu~et 
s m  1 2  

den Abschnitt der n ,  auf d,. 

Wenn endlich ri., in die PirecLrix fiillt, gcht die reciprake Curve in 
die Strictions- oder Rückkehrciirve der aliwickelnden Plache über, deren 
Krürninurigeu iirid Dogeiidifiéreiitial sich alscj nach den vorstehenden  for^ 
mcln ails denen der abzuwickclndcn Curve 74 bcstimmcn. Setzt man in die 

welche für die Abwickeliiiig irgend eines Curvenelenientt. von eiiier beliel~i. 
gcii Flacht~ gillige Gleichiing wie Formel 1) durch die 13etrsclitiing d ~ s  

abwi~kelnden Kegels abgeleitet werden kann. Hierbei ergiebt bich weiter 

die Gleichunq: 
ds,  ds ,  -- - f 2 - p2 = .--~~ - , 
d 6, ds, s m q ,  

welche Rezieliiing mit den früheren Gleichungen iibereinstimmt. falls fiir p! 

der sich nach deru Vorstehenden ergebende Werth eingesetzt wird. 

In samn~tlichen Formcln dieses Paragraphen treten p, , y, und die v o r ~  
konimeuden Siniis als positive Grijssen ein, so dass mit der Wahl eiiies 
Voraeichens für d s ,  die weiteren Variablen der Grosse und Richtung nach 
bestiuimt sirid. Für eine parabolische Directrix, fur welche die Diirclimesser 

p,  und p, nnendlich werden und dahcr die Gleichungen in unbe~tirnnit~rr 
Form a~iftreten, litssen sich durch sehr einfache Grenzbetrachtungen statt 
der I)urclimesser die Parameter der durch die Hauptaxe gelegten Schnitte 

a" 
lim - 7 statt der Eutferriungeu pl und p, die Winkel der Schrriiegurigs. .=, a 
abenen rc, und mit dern Uuichmesser der Directrix eirifüliren. Hierbei 
ergiebt sich in entsprechender Weise wie für ebene Systeme der Satz: 

D a s  P r o d u c t  ; tus  d e n  W i n d u n g s r a d i e n  z w e i e r  p a r a b o l i s c l i -  
r e c i p r o k e n  C u r v c n e l e n i e n t e  b i l d e t  d e n  r e c i p r o k e u  W e r t h  ails 
clcm g e o m e t r i s c h e n  M i t t e l  d e r  I C r ü m m u n g s m c t a s e e  i n  den jen i -  
g c n  P u n k t , e n  d e r  I ) i r e c t , r i x ,  w e l c h e  m i t  d e n  C u r v e n e l e m e n t e n  
i n  e i n e n  D u r c h m e s s e r  f a l l e n .  

U'ird die Directrix eine KugelflXclie mit dem fiadius a,,. so wird 
rp, + z, = 90°, rp, + ?y = Wu, daher die in Formel 5) gefundene Beziehiq 
fiir dm Doppelschiiitt~sverh&ltniss der reciproken Tangent>cn: 

Die übrigen P(irme1n nehrnen folgencta (hstal t  an .  
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1. Für  helieliige Lngc eincs C'i~rvenelement~s: 

cos 

2.  Fsils ein Curvenelement dia I)irect,ris berührt:  

3. Liegt die Curre ii, in der nls Directrix benu t~ ten  Kugelflliclie, so 

P ergiebt sic11 ails der Formel tg Hz = 2 r dass die abwickelnde llegelflache 
P 1 

stets normal zu dem Jiegel s teht ,  weleher diirch k, und den Jiittelpunkt S 
gclegt wird, welche Folgeriing sich auch unmittelbar au5 der k'igur her- 
leitet.. 7;, ist bekanntlich in diesem F d l e  eine geodiitische Linio eines diiich 
dei1 Kugelmittelpiinlit a!s Xcheitel gelegten Kegels. - 

Die für die Abwickelung einer Curve von einer Flache zweiter Orduung 
gewonnenen Formeln werden im Nachsteherden fur dio Rctrachhng der . 
Kriimniungslinien solclier Fliichen Vermendimg finden. I n  einem Punkte P 
miigen sich die drei confocalen Fliichen Fr, E"', F"', deren primiire lialbe 
Axen bezüglich mit a', a"! cc"' bezeiclinet seien, durchschrieiden; die Uurch- 
schnittscurve der Fliichcn E" und F" weidc mit li,, , dcr Fliichen F' iintl F'"' 
mit k13 angedeutet. Aus der Eigenachaft confocaler Systeme, dass fü r  jeclen 
Punkt die Hsuptebenen der diirch die Flaclien des Systems in ihiri induçir- 
ten Polarsysteme coincidiren, folgt,  dass sich E", E"', F"' in P orthogonal 
diirehschneiden iind dalier fi,, normal z i i  E"" steht. Wird k,, von .F"' ab- 
gewickelt! so bilden die Erzeugeuden der Abwickeliingsfl~che ein Syùtem 
von Normalcn z u  E", von welchen sich zwei benactibarte bis anf uiiendlicli 
kleine Gr6ssen clritter Ordnung sehneiden. Dei S~hni t t~pi inkt  zwaier der- 
artiger benaclibart,er Normalen lieiose M',,; derselbe billlet den Kriimmungs- 
mittelpunkt des k,, iangirendan Korriialschiiittes auf 17'. Der Krümrnungs- 
radius dieses Normalschnittes w e d e  mit, der Krümmungsradius cines 
anderu durch P gelegteu IFaupt~chnitt,es :~uf  einer clcr di-ei Flacheri diircli 
entsprectiende Indices bezeicliriet Hiicken wir auf von 1' ans um eine 
unendlich kleinc St,reck<: rizich derjenigen Kichtung fort,  welche susserhalb 
F"' fiillt, und bildeii alsdann fur den zu P beiiachharten Piinkt gleichfalls 
die Normale zu F'. Die zur neuen Normalen bezüglich eiiier der Plachen, 
also auch bezüglicli der E"", conjugirte Gerade fallt in  die Tangentialebene 
des ncuen Punktcs an F'. TJm die conjiigirte Gerade zii finden, ziehen wii- 

eine beliebige Tangente dieser Ebene. welche F"' schneidet. Ilierbei bilden 
sich auf der Tangente irn Polarsystern von a'"' vier harmonische Purikte, 
von welabcn drei unendlich nahe liegen; bis aaf Grossen holierer Ordnung 
wird also die Streclie zwisehen dern Reriihrungspi~nkt~e iintl dem diesem he- 
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züglich Pu' conjugirten Punkte von Fr" halbirt ,  und hieraus folgt, dass 
die Gerade, welche sich durch diesen conjugirten Purikt uud den ursprüng- 
lichen Punkt  P Iegcn I m t ,  stctç nur  einen unendlich kleinen Winkel mit, 
der an E" gelegten Tangente bilden kann. Der geometrische Ort der er- 
wahnten conjugirten Punkte ist die zur Nachbarnormalen conjugirte Gerade, 
die hicrdurch und P gelegte Ebene daher die Polarebene des Schuittpunk- 
tes M',, , in welcliem sich diese benachbarten Norinalen treffen, heztiglich 
F I " ;  und da nach dern Vorstehenden diese Polareheue i n  der Greuze mit 
der Sangeritialeberie au 3" in P zusarrimenfillt, ergiebt sich in  s y n t h e -  
t i s c h e r  H e r l e i t u n g  der bekannte Sat,z: 

D i e  I I a u p t k r ü m m r i n g s c e n t r a  s i n d  d i e  P o l e  d e r  T a n g e n t i a l -  
e b e n e n  i n  B e z u g  a u f  d i e  b e i d e n  d u r c h  d e n  B e r ü h r u u g s p u n k t  
g e h a n d c n  c o n f o c a l e n  F l a c h e n .  

M',, fallt also mit dem Po! der Sangentialebene an F' bezfiglieh Y"', 
Ai',, mit dem Pol dieser Ebene bezüglich E"' zusammen. 

Wird die Krümmungscurve k,, von F" abgewickelt, so bilden die Er- 
zeugenden der Abwickelungsfliiche als Xormalen zu F' eine der von Mann- 
h e i m als ,, Normalie '' beeeichneten Fliichen*. Die Strictionscurve dieser 
Normalie ist also der Ort  der Krlimmungscentra J l ' , 2 ;  dervelbe iot bekannt- 
lich eine geodatische Linje auf der zii F' gehorigen Centraflache. Die Nor- 
male LU F' berührt diese Centrafiache ausser in M',, noch in M',,, wel- 
ühem letztern Punkte die Tangentia!ebene z, als Polarebene in Bezug auf 
F" entspricht. Und da diese Ebenen z' die Flsche zweiter Ordnung P' 
umhüllen, sa liegen auch diese Krümmungscentra X',, auf einer Flache 
zweiter Ordnung, namlich der Reciproken von 2" bezüglich E" als Direcm 
trix. Hicrbei entsprioht dem Punkte P, zu E" gerechnet, in der Reciproken 
die Ebene s", welche die Flache der zu F r  gehorigen Krürnmungscentra in 
JI',, berührt. Demnach bildet die betrachtete Normalie die Abwickelungs- 
flachc einer Schaar Flachen zweiter Ordnung, und hiernach ist der geome- 
trische Ort  der Kïümmnngscentra M',, eine Raurncurve vierter Ordnung, 
langs welcher sich die Centraflache zu F ' ,  die Normalie und eine Flache 
zweikr  Ordnung (namlich die ebenerwahnte Reciproke eu E" in Bezug auf 
Pu) berühren. 

Dem Hauptschnitte langs k, ,  g e k r t  auf F" Punkt  H",, als Kriim. 
mungscentrum an. Wickeln wir mit Hilfe der Tangentidebene z"' an F"' 
die geodiitische Linie der Hf,, von der ebon genannten Centraflache ab, so 

erhalten wir in  der Geraden IM'iz il"",,I eine Erzeugende der an die Centra- 
flache l ings der geoditischen Linie geführten lleveloppabeln, welche auch 
die zu F" gehorige Centraflkhe in der durch 2l1",, geheiiden, ebcnfails 
der Kriimmungslinie k,, entsprechenden geodatiachen Linit: beriihrt. Fiir 
die Centraflache der F' sirid, da (IV',, MU,,J ein Curvenelement derselben 
.- . ~- -. 

* M a n u t i  eirn, Cours de Géorri6trie Descriptive, p. 273. 
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l i n@ der Normalen P M',,J abwickelt , diese Normale und ( M t l 2  M",, 1 con- 
jugii-te Tangenten. 

Wird diese beide Centrafiachen einhüllende Developpable abgewickelt, 
so gehan die erwahnten geodatischen Iinieii  der Centraflachen in ewei 211 
einander senlirechte gerade Linien, die Normalen au  F' und Fu,  über. Da 
die abwiokelnden Ebenen die Normalebenen der Krüinmungslinie Ali! bilden, 
fallen die Erzeugenden 1 M ' ~ ~  Jfrl2I mit den Krürnmungsaxcn , die S t r  ic  - 
t i o n s c u r v e  d e r  a u s  i h n e n  g c b i l d e t e n  D e v e l o p p a b e l n  m i t  d e m  
g c o m e t r i s c h e n  O r t  f ü r  d i e  C e n t r a  d e r  S c h m i e g u n g s k u g e l n  d i e -  
ser K r ü m m i i n g s l i n i e  z i i s a m m e n .  Durch diese Betrachtung ist eiu 
Weg gebahnt, um den Krümmungs- und Windungsradius wie das Centrum 
der Schrniegungskiigel für k,, aufznfinden. 

Wir bezeichnen im Folgenden : 
mit f I z 1  n,,, R I Z ,  ds,, die Tangente, die Schmiegungsebene, den Win- 

dungsradius und das Bogenelement der Krürnmnngslinie k12; 
mit p"', p,2 die stets positiv au  rechuenden Entfernungen der Tan- 

gentialebencn =', =", z"' und der Schmiegungsebane ml, vom Xittel- 
punkte S; 

mit d'13, die in  den Flachen E", 1 7 ' "  parallel den xu t,, senkrechten 
Tangentcn diescr Flachcn gezogenen Halbmesser. 

Den Krümmungsradius von k, ,  erhalten wir in der vom Punkte P aiif' 
die Krümmuogsaxe 1 M ',, N",, 1 gefallten Benkrechten. Projicirt man p' und 
p" auf diese Gerade, so folgt: 

P ' Q ' ~ ~  - P " Q " ~ ~  = I M1,,  M"12 I PI, - 
Nach den bekannten Formeln ist: 

Pl, = 
'1 ,? 

] Mtl2 w12( 
' 

welche Formel die EntfBrnung der Schmiegungsebene n12 von S bestimrnt. 
Behufs der Restimmung des Windungsradius R,, gehen wir vori den 

Cleichungen aus: 
a'2 - 

e n =  und p'?(a'" ~ " ' 2 )  - Const. Iangs k,, , 
P' 

dsher llings dieser Krümmungsliilie : 

, Const. Co&. , 
e12=- und rl (,? = - 3 -- d p  . 

P'" Pt' 
Au9 der Pigur folgt dp'=p"'da, wo d~ die Projection des zur Kriim- 

miingsliiiie k , ,  gehorigen Contingenzwinkels auf die Ehene s" becleutet, also 
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142 Uezietungen swischen den Krünirrilingeli th, 

Colzst. ,,, d s , ,  
d(3',,--3 - - p  -7=- 6, P"' 3 1 d . s l o ,  

PT4 e 1s P 

Indeni man k , ,  von 3'" abwiükelt, eïh&lt man d<,, als Bogenelernent dei 
Y U  k, ,  reciproken Curvr nnd daher ulitcr Anwcnilung von Gleichi~ng 10) 11 

der nach fj 3 urngewandelten Gestalt: 

Die Vcrgleichung beider Gleiçhungen liefcrt: 

welche Forniel sich mit Hilfe von 14) umwandelt in :  

Das durch diese Gleichung sich ergebende Vorzeichen von RI, stimiut mit 
dem durch Gleichung 14) erhaltenen von 1 M',,  M",2 1 überein und giebt ail, 

ob bei einem Fortsühreiten auf k12 sieh die Schniiegiingsebene dieser Ciirve 
dam Nittelpunkte S ab - oder audreht. 

Um das Centrnm der Schniiegungakugel zii finden, wickeln wir die 
Krürnmungslinien kl,, einmal von & I V ,  dann von E' ab. Die Eleiuente der 
hierbei erhaltrnen, zu h.,, reciproken Curven sind dg',, und dp" , , ,  wo sicti 
die Differentialzeichen anf die Veranderung der Krüinmungsiadien 'oei eineiu 
Fortrücken nach der ihneii zugehorigen Krür~irriungsrichtung beziehen. Seiieii 

wir def, ,  und d?",, al5 die Geschwindigkeiten der Endpunkte der Gerailen 
1 ICl',,ICf",,I a n ,  so erhalten wir nacb dem Vorstehenden irn Schnitt zneier 
iinendlich nahen Lagen dieser Geraden, also irn Gleitpunkte derselben, das 
Centru~n der Schmiegungskiigel, in  der Gleitungsgeschwindigkeit (las hd!ir 
Bogenelcment für den Ort  dieser Centra. Nun ist nach 15) 

$,'" P"' 
d @',, = - 3 ds,, und entsprechend de",, = - 3 7 as,,, . 

P 11  

Bei der Aufsuehung des Gleitpunktes konneii de ' l z  und duich die 
ilinen proportionaleri Grossen und p' ersetzt werden. Der Gleitpiiukt drr 

Geraden \,W',, M",,1 kann dann bestinimt werilen, indem men diese C e r n d ~  
:LIA ein Shnlich - verinderliches Systeln auffasst. Eine anf andereni Princip 
beruhecde Constiuctiori liel'erl folgende Ueberlegmg. Lassen wir iii der 
Ehene t"' auf P die Krafte p' iind p" scnkrecht zu den gleich bczeiclinetrii 
Abstanden wirken, so theilt dereii Ilesultarite, also auch die in f , ,  ziir Ehfiic 

ISt,,] normal errichtete Ebene, die Gerade 1 JI',, X",, 1 nach eine~ri Yerliiilt- 
nisse, welches gernass den Gesetzeu des Hebels der reciproke \Verth de; 
durch den Cf1eit)punkt hervorgcriifmen Sc~init~tverliZltnis~c- ist;  =Ilri \Tc~i.tai:. 
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srliiing der Abaehnitfe ergiebt sich also dieses Sohnittverlisltniss f selbst. 
7)' 

Zusaminenfassend kommt : 

D e r  G l e i t p u n k t  d e r  G e r a d e n  ~ M ' , , I 1 2 " , , ~ ,  a i i f  d e r e n  E n d -  
p u n k t e  H',, u n d  M",z l i i n g s  d e r  z u g e h o r i g e n  N o r m a l e n  z w e i  
den A b s t a n d e n  u n d  y' g l e i c h e  G e s c h w i n d i g k e i t e n  w i r k e n ,  
b i l d e t  d a s  C e n t r u m  f ü r  d i e  S c h m i e g i i n g s k u g e l  d e r  K r i i m m i i n g s -  
l in ie  k,,. D a s s e l b e  w i r d  a u c h  e r h a l t e n ,  i n d e m  m a n  z u  d e i n  
S c h n i t t p u n k t e  d e r  G e r a d e u  1 M',? 1 m i t  d e r  z u r  B b e r i e  [St,,] 
in t,, e r r i c h t e t e n  N o r m a l e b e n e  b c z ü g l i c h  d e r  E n d p n n k t c  d e r  
g e n a n n t e n  G e r a d e n  d e n  s y m m e t r i s c h e n  P u n k t  s u c h t .  

Die letztgenannte Construction liefert bei Krümmungslinien einer Kugel 
deren Mittdpunkt, bei l'arallelkreisen einer 1lot;ttionsfliiühe eirien variablen 
Puiikt der Rotationsaxe als Mittelpunkt der Schmiegungskiigel, welcher mit 
der Projection des Flachenpunktes auf diese Drehaxe in einer Involution 
stelit ,  deren Iloppelpunkte die reelleri oder iuiaginiiren Brennpunlite des 
Meridians in dieser 4 x e  ~ i n d .  Der Involiltion gehoren also auch JI',, iind 
Nu,, als conjugirte Purikte an. Die Uebertragung der so erhaltenen spe- 
ciellen Bigur auf den allgemeineu Fall liefert den Satz: 

D a s  C e n t r u m  d e r  S c h m i e g u n g s k u g e l  iirid d e r  K r ü i n m u n g s -  
m i t t e l p u n k t  f ü r  k , , .  f e r n e r  M',,  u n d  Iil",, b i l d e n  z w e i  P a a r e  
a u g e o r d n e t e r  P u n k t e  e i n e r  I n v o l u t i o n ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t  i n  
die  E b e n e  [St,,] f a l l t  

Die voratehendeii Entwickclurigen lassen ferner ein Element,, also di<: 
Iiidicatris bezüglich die Krtimrnungen der au einer Fliiche zweiter Ordnung, 
etwa F', gehorigeu Centrafliiche b e h m m e n .  Rei Abwichelung dei k, ,  von 
1;'' kt naçh Formel 13) ,  wenn der Krümmungsr,zdius des Scbriittes der 
Cent.rrtflache mit Ebene s" in M',; durch P bezeichuet wird: 

Das positive oder negative Vorzeichen von P bestimmt, ob die Curve der 
Centraflkhe von dereri Tarigeritialebene r"' in zu p"' entgegengesetztern oder 
gleichcrn Sinne sbweicht. Um den Krürnrnungsra,diiis eiiies weiteren Schnittes 
L U  gewinnen, rückeu wir auf der zweiten Krürnmungslinie kI3 um die Strecke 
tls,, weiter und xiehen danu wiedcr die Fliictienriorrnale, welche die vorher- 
gehende bis aiif unendlich kleine Grossen dritter Ordnang in M',, trifft, 
Auf der neuen Normalen erhiilt mau einen dem Punkie X',, benachbartrn 
Punkt der Ceiitraflkhe, indeni rrian aus durch W',, einen Kreis schlzgt 

iind von desseii Schnittpunkt mit der zweiteri Norrrialen Ôp9,, a b t r a ~ t ,  wo 
sich also dep,, auf die Variaticin von bezieht, welche ein Fortschreiten 

- a"'4 - a  al2 "'2 , wirtl d ?',? = - auf Ii,, lwdingt. Il:% Q' ie  = -- 8j1'. Ana t1t.r 

2" IJ'? 
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144 Beziehungen zwischen den Krümmungen etc. 

ds , ,  - a"'" 
T I  as,, - P" é12 

Figur folgt <Fpl=p" ,- r daher Se',, = - p T : - - i 7  
Q i a  PI" P l ,  P P i s  

ds,,. 
- - 

ds,," 
Die, Abweichung der Krümmungslinie k13 von der Ebene /" kt - 1 dem- 

2 Blrr13 

nach die Abweichung der Centraflache in dem zu M',, benachbarten Puukte 

~ ' i s  - ~ ' i  2 2 5 2  
p"' 

du  = --- oder d IJ = - Der Kreisbogen zwischeii den 
3 2~"'1, 7,' B@'13 

zwei betrachteten unendliçh nahen Normalen ist gleich -̂ -* ds13 = 
I I  I I  6 1 3  

- e , l ~ d s , , ~  dnher die Ehtfernung der beimchhart,en Punkte der Centra. 
P' @ 13 

fliiche als Hypotenuse des aus diesern Bogen und 6 gebildeten rechtwink- 

ligen Dreiecks gleich '" -= ' ds,, und sornit der Kriimmungiradiur 
Y Q 13 

des durch diese Strecke gelegten Normalschnittes der Centraflache gleich 
r 2  C r B  

- - + ' - - i ~  . Fiir die Neigung dieses horrnnlsçhnittes gegen dis nsih 
P'P"' e 1, -- 
dern Krümmnngsmittelpunkte M',, gerichtete Normale der F' ergiebt sich 

'q; der Normalschnitt geht also diirch 1 MI,, N",, 1, ist  zu dem erst- 
e i e  

betrachteten, in der Ebeiie i;" liegenden Schnitte conjugirt und hiermit die 
Indicat,rix der CentritPiche im Punkte M',, bestimnit. Ftir das der Scheitel- 
hohe d v  entsprechende Element der Indicatrix IYngs der Normalen von F' 

ds,, . Falls der in  diesern Ausdruck enthal. 

tene Wurzelwerth iniaginar wird, besitzen die Scheitelhohe d v und die 
Bogenhohe des letztberechneten Elements cntgegcngesetzte Richtung; die 
Indicatrix der Centraflache wird also eine Hyperbel. Hiermit folgt: 

D i e  s i c h  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  a u f  e i n e r  P l a c h e  zweiter  
O r d n u n g  u n d  i h r e r  C e n t r a f l x c h e  s i u d  s t e t s  v e r s c h i e d c n e r  Art ,  
s o  d a s s  e i n e m  e l l i p t i s c h e n  P u n k t e  e i n  h y p e r b o l i s c h e r  u n d  um- 
g e k e h r t  e n t s p r i c h t .  

Eincm ebenen unendliüh kleineu Schnitte oder der Indicatrix der eiuen 
kann daher niemals ein gleichfalls ebener Schnitt der andern Flache ent- 
sprechen. Der ferner bei der vorstehenden Entwickelung benutzte Satz. 
dass 1 1 und die Normale von 3" conjugirte Tangenten der Centra- 
flache sind, findet seine Verallgemeinerung in dem schon a n  anderer Stelle" 
hergeleiteten Gesetze, nach melchem die Verbindungslinie des Krümmungs. 
miltelpunktes eiiier KrümrnungJinie mit dern zugehürigen Krümuiurigsceii 
t,rum der Flache, also die von letzterem aiif die Schmiegungsebcne der 
Krümmungslinie gefdlte Senkrechte, bezüglich der Centraflache zur Nor- 
nialeii conjugirt kt. 

* Zeitschr. f: Math. u. Phys., Bd. XXVIII S. 56 
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Die in 5 1 gelkndenen Forrneln, obgleich für die Systeme reciprokcr 
Raiirnciirven entwickelt, haben eine weitergehende Bedeutung. Die Schnitt- 
linie zweier sich folgenden Schrniegungsebenen bildet mit der Tangente den 
halben Contingenzwinkel; dies berücksichtigend, gelten die dort gebildeten 
Gleichiingcn übcrhaupt für  die unendlich kleinen Ortsveriinderungen reciproker 
Elemente. 

Wir recapituliren die .gebrauchten Beaeichnungen nochmals. Bedeuten 
Pl und P2 zwei conjugirte Punkte,  n, und TC, deren Polarebenen, tl und f 
zwei in TC, bezüglich n, liegende, durch Pl bezüglich Pz gehende gerade 
Liuien ; d BI, d 3, die sich ents~rechenden unendlich kleinen Drehungen 
dieser Gcradcn in der Ebene TC, , n2 um Pl ? P2 j d ql , d v ,  die Neigung (der 
Torsionsminkel) zweier durch diese Geraden gelegten, von xl und n, un- 
endlich wenig abweichenden Ebenen gegen n, und ne; ds ,  und ds, die 
uncndlich kleinen Entfernungen der den neuen Ebenen zugehorigen Pole von 
Pl im ersten, bezüglich von Pz im zweiten System; ferner d den zur Schnitt- 
linie 1 z, rc, 1 parallele ITalbmesser der Directiix , O die Spur dieser Schnitt- 
h i e  mit der zu d conjugirten Durchmesserebene [.P,SP2]; c p , ,  die Winkel 
der Geraden t ,  mit OP, und 1 TC, TC, 1 ;  rp2, qZ die entsprechenden Grossen 
für t 2 ,  so gelten, menu wir noch der Kürze wegen die Winkel von 1 Z,TC, 1 
mit OP, und OP,  durch pl und p z  bezeichnen, nach 5 1 folgende Formeln: 

sin q, .sin q2 - aO2 21: c: - 
sin. rp, .sin cp, d4p,p2 sivt p, sin p, 

wo a,, b,, c,, die halben Hauptaxen der Directrix, p l ,  p, die Entfernungen 
der Ebenen q, n2 vom Mittelpunkle S der Involution sind. Bus diesen 
Gleichungen folgt : 

d -- D2 s?r,sin -- c p ,  s in - Q, - 
d 6, sin p z  sin cp ,  s in 'Ji, ' 

ds, (A, b c sin pl sincp, sin lli2 -- 
-y ( -- 

dllz PI" sin y, sin cp ,  s i ~ ~  V I  

welche Beziehungen sich auch i n  die fortlaufeude Proportion zusammenfassen 
lassen: 

Zeitsohrift f. Mathernatik o. Physik XXX. 3. 
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146 Bcziehungen zwischen don Krtimmungen etc. 

d 8, .a&a,, : du 
ds,: - (sin, ,   sin^,)'^.. 

pl2 
~ 1 ' 1 2  sin pl 

wo d u  irgend eine Ijrvariable bedeutet. 

Die zu dB1 gehtirige Richtung von d 4 ,  bestimmt sich am einfachsten 
durch die auf lx, m2 1 durch t, und f2 gebildete Involution, wodurch auch 
die Vorzeichen von sintp, und s i n p z  bcstimmt sind; die Richtung von d.c, 
entweder durch die auf t, inducirte Involution oder nach dem durch Formel 
11) entwickelten Satze tiber das Verhaltriiss entsprechender Abstànde in 

.reciproken Systcmen. pl, b2, sifi pl , sin p z ,  sin. 71, und s in  v2 acrdcn atets 
positiv genommen. (Vergl. S. 138.) 

F ü r  ebene involutorisch-reciproke Systeme findet man: 

wo p l ,  p2 wieder die Entfernungen der entsprechenden Tangenten vom 
Involutionscentrum bedeuten. - 

Nach dieser vorgiingigen Entwickelung wendcn wir uns zur Betrachtung 
reciproker Flaclien. Lassen wir bei der ersten Flache ml die Tangential- 
ebene langs einer Curve k, glcitcn, so bildcn die den Tangcntialcbenen 
reciproken Punkte auf der entsprechenden Flache O2 eine zweite Curve $; 
in  diesem Sinne k6nnen wir sagen, dass jedem Punkte auf CD, ein solcher 
auf CD,, jeder Curve kl auf a, eine solche k ,  auf Oz entspreche. Die Tan- 
gente an k, als Verbindungslinie unendlich naher Punkte auf di, entspricht 
hierbei der Schnittlinie benachbarter Belührungsebenen langs k2. 

B e i  s i c h  e n t s p r e c h e n d e n  C u r v e n  z w e i e r  r e c i p r o k e n  FlB- 
c h e n  s i n d  d i e  T a n g e n t e n  d e r  e i n e n  C u r v e  r e c i p r o k  a u  d e n ,  d e n  
E l e m e n t e n  d e r  e n t s p r e c h e n d e n  C u r v e  c o n j u g i r t e n  Rich tungen  

Hieraus ergiebt sich sofort: 
D i e  i n  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e n  z w e i e r  r e c i p r o k e n  Flacheu 

d u r c h  d e r e n  T a n g e n t e n  g e b i l d e t e n  S t r a h l b ü s c h e l  s i n d  projec- 
t i v i s c h  v e r w a n d t ,  u n d  z w a r  e n t s p r i c h t  e i n e r  A s y m p t o t e  d e r  
e i n e n  e i n e  A s y m p t o t e  d e r  p r o j e c t i v i s c h e n  S t r a h l i n v o l n t i o n .  

D a  hiernach zu einer reellen Haupttangente an 0, eine gleiçhe an Do 
reciprok ist , folgt : 

B e i  z w e i  r e c i p r o k e n  F l i i c h e n  e n t s p r i c h t  e i n e m  e l l ip t i schen  
o d e r  h y p e r b o l i s c h e n  P u n k t e  d e r  e i n e n  s t e t s  e i n  P u n k t  gleicher 
A r t  a u f  d e r  z w e i t e n  F l i i c h e ;  h i e r n a c h  i s t  d i e  R e c i p r o k a l f l i c h e  
e i n e r  R e g e l f l a c h e  w i e d e r  e i n e  R e g e l f l a c h e .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. L. GEISENIIEIMER. 147 

Da die Ordnung und Classe ciner Regelfliiche stets durch dieselbe Zahl 
ausgedrückt werden, i s t  d e r  G r a d  d e r  R e c i p r o k a l f i i i c h e  g l e i c h  dern 
der e r s t g e g e b e n e n  R e g e l f l L c h e ,  ein von C a y l e y  aufgefundener Satz. 

Im Punkte einer Flache fallrm drei Schnittpunkte für jede Haupttan- 
gente dieses Punktes ziixmnmen; nach dcm Vorstehenden coincidiren in der 
Tangentialebene eines PlLchenpunktes drei durch eine Haupttangente des- 
selben an die Flaçhe gelegte Berührurigsebenen. 

Legen wir durch CD, in  unendlich kleinem Abstande zweiter Ordnung 
von der Tangentialebene nl eiue hierzu parallele Schnittebene, so entspricht 
dieser im reciprokcn Systcm cin der Fliichc Q2 unendlich naher Punkt ,  aus 
aclchem sich ein reellcr Tangentialkegel an letztere Flache legen lasst, des- 
sen halbe Oeffuung unendlich wenig von einem Rechten abweicht und dessen 
Berührungscurve mit a, bis auf GrGsscn hoherer Ordnung ein zur Indica- 
trix in x, iihnlicher Kegelschnitt ist ,  dessen Ebene bis auf einen Winkel 
zweiter Ordnung zur Tangentialebene z, parallel ist. Da nun n2 die Iiohe 
tiieses Xegels zwischen seinem Scheitelpunkte und letzterer Ebene halbirt, 
folgt nnter Renutzung des S. 137 hergeleiteten Satzes: 

E i n e m  u n e n d l i c h  k l e i n e n  e b e n e n  S c h n i t t e  d e r  e i n e n  e n t -  
s p r i c h t  e i n  g l e i c h a r t i g e r  e b e n f a l l s  e b e n e r  S c h n i t t  d e r  R e c i -  
p r o k a l f l a c h e ;  d i e  S c h e i t e l h o h e n  d e r a r t i g e r  s i c h  e n t s p r e c h e n -  
den u n e n d l i c h  k l e i n e n  F l a c h e n t h e i l e  v e r h a l t e n  s i c h  w i e  d i e  
E n t f e r n u n g c n  i h r o r  T a n g e n t i a l e b e n e n  v o m  M i t t e l p u n k t e  d e r  
I n v o l u t i o n .  

Der vorstehende Satz wird für diejenigen Fliichenpunkte, welche in  
einer der Haupttangente benachharten Richtung liegen, hinfallig. Für der- 
artige Punkte gilt überhaupt der Satz nicht mehr, dass sie bis auf Grossen 
hoherer Ordnung in einem der Indicatrix iihnlichen Kegelschnitte liegen. 

Um eine Bcziehung zwischen den Krürnmungen sich entsprechender 
Flachendifferentiale zu gewinnen , gehen wir von den Coordinatengleichungen 
derselben aus. Als 2 - A x e  werde in  beiden Systemen die bezügliche 3'1% 
chennormale, als X- und Y- Axe zwei sich entsprechende Paare conjugirter 
Fliichentangenten gewiihlt; es mDgcn sich also die Richtungen von X, und 
X,, Y, nnd Y, auf den reciproken Flachen entsprechen, in welchem Palle 
XI und Y,, Y, und X,  rcciproke Gerade sind. ITiernach laute die Gleich- 
ung von @,: 

r s E , = $ x , ~ + $ ~ , ~ + . . .  
und diejenige von Q2: 

Nach dem eben gefundenen Satze über die Scheitelhohen reciproker Elemente 
muss sein: 

10 * 
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148 Beziehungen zwischen den Krtimmungen etc. 
- - _ Y Y _ P - - - - - P - - - v  

- - 1 

Pl Pz 
wo p, und pz nach früherer Bezeichnung die Entfernung der Tangential- 
ebenen ml und na rom Involutionsmibtelpunkte darl;tdlen. Ua i'ür y, = O  s~ch 

nach der Wahl der Coordinatensysteme y2 = O wird, kommt - - 

Anderseits erhalt man,  wenn der Berührungspunkt der Tangential- 
ebenc a n  @, 15ngs X, um x, verschoben wird, al:: Gleichiing der letatern: 

8-2 ,  = r , x , ( x - ~ ~ ) ~  

dernnach als Torsionswinkel der um Y, gedrehten Tangentialebene gegen n,: 

dl7 - . 
'-252 . 

" szn ( X ,  Y,) 
Dieser Drehung um Y, entspricht im ersten System die Verschiebung ds, =r, 
langs XI; daher wird nach Formel 18) in abgekürzter Schreibweise: 

d s g2 = A,,,, 

wo sich die in A,,y, auftretenden Winkelgrossen q,, Q, auf XI a13 Ter. 
schiebungs -, qz ,  I /J~ auf Y2 als Drehaxe beziehen; oder: 

5= '-2 
x, s in(X,  Y,) Az, y, - 

Der Vergleich mit dem vorhin entwickelten Werthe fiir *' gicbt: 
x9 

Pl * sin ( X ,  Y,) . 
f==& A.,,, 

Die Krümmungsradien der Normalschnitte von @, uud Qi2 langs der 

Coordinatenaxen XI, Y,, X , ,  Y, seicn Q,,, pr, pz,, py,; nach letzter 
Gleichung wird : - 

vox,. pz, = JP" . y7 . 
Pl sin ( X ,  Y,) 

Indem wir in dieser Gleichung einmal die Indices 1 und 2,  dann x  und y 
vertauschen, ergeben sich die entsprechend gebildeten Gleichungen: 

Nennen wir die sich entsprcchenden uncndlich kleinen Drehungcn der 3. 
und Y- Axen innerhalb der Berührungsebenen da,, , dayi, da,, , di?,,,, E O  

konnen diese vier Gleichungen nach 18) auch geschrieben werden: 
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Von Dr. L. GEISENHEIMER. 149 

Die Gleichsetznng der ersten und zweiten oder der dritten und vierten dieser 
Gleicliungen liefert die Proportion: 

d s,= . d a,, - sin ( X ,  Y,) sin ( X ,  Y,) 
sin ( (X, Y,) ' sin. ( X l  Y,) - da,, d 8 ' 

welche Proportion auch aus der Projectivittit der reciproken Strahlbilschel 
der Tangenten hatte erschlossen werden konnen. 

Die Multipliüation aller vier Gleichungen liefert: 

D a s  P r o d u c t  a u s  d e n  t o t a l e n  K r ü m m u n g e n  z w e i e r  r e c i -  
p roken  F l a c h e n e l e m e n t e  i s t  d e r  v i e r t e n  P o t e n z  d e s  P r o d u c t e s  
ih re r  E n t f e r n u n g e n  v o m  I n v o l u t i o n s r n i t t e l p u n k t e  p r o p o r -  
t iona l .  

Bezeichnen wir die Absolutwerthe (Noduln) des geometrischen Mittels 
aus den Hauptkrümmungsradion für die beiden reciproken Flachen mit R I ,  
R,, so fol@: 

Für einen elliptischen Punkt  bedeuten R I ,  R2 dio Radien xweier die 
reciproken Elemente berührenden Kugeln, auf welche sich die erwahnten 
Flachenelemente abwickeln lassen; für  einen hyperbolischen Punkt erhalten 
wir in Rl und R, die Windungeradien der auf CD, und CD, verlaufenden 
und zu e i n  a n  d e r  r e c i p r o  k e n asymptotischen Curven, deren Tangenten 
und Schmiegungsebenen also mit den Haupttangenten und nerührungsebenen 
der reciproken Flachen zusammenfallen. I n  der letztentwickelkn Gleiühung 
ist durch die Wahl des Vorzeichens in beiden Fiilleu dio Richtung von RI 
und R, berücksichtigt. Für reelle asymptotische Linien folgen die vor- 
stehenden Satze ohne Weiteres aus Formel 6). Der vorstehend geführte 
Beweis ist von dieser Keellitit unabhangig. Der Satz selbst liefert wieder 
eine Bestitigung für die Berechtigung des für  die untersuchte Art  der Ab- 
hingigkeit gewahlten Namens der ,,Reciprocit%t u ; b e i g e  g e b e n  e n  T a n -  
g e n t i a l e b e n e n  b l e i b t  d a s  P r o d u c t  a u s  d e n  K r ü m m u n g e n  d e r  
F l a c h e n e l e m e n t e  constant. 
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Sowohl aus den allgemeinen Rezichungen zwischen den Verschieb~n~en 
sich beliebig entsprechcnder Punkte,  wie aus den bisherigen Entwickelungen 
folgt, dass sich die Schnittlinien beider reciproken Flachen mit einer i h e r  
Tangentialebcnc parallelen und nnendlich nahen Ebcno als a f f i n e  Curven 
entsprechen. F ü r  das Verhaltniss entsprechender Fliichentheile der beiden 

P , R  ebenen Systeme und hiermit für  ihren Affinitatscoefficienten folgt 2. 
PZ R2 l 

das Verhaltniss entsprechender Bogendifferentiale ergiebt sich nach Seite 148: 

F ü r  Bogenelemente, wclcho die asymptotische Curve b c r ü  h r c  n ,  gclten 
diese Entwickclungen nicht mehr. In diesem Falle erhalt man die entspre- 
chenden Beaiehungen, wenn man die Haupttangenten der Fliichenelemente 
als Coordinatenaxen annimmt und ,  unter Berücksichtigung der Glieder 
dritter Ordnung, wieder von dem Satze über das Verhal tnis  zwischen den 
Entfernungen reciproker Elemente Gebrauch macht. Diese Rechnung liefert 
folgendes Resultat : 

D a s  V e r h a l t n i s s  z w e i e r  e n t s p r e c h e n d e n ,  d i e  A s y m p t o t e n  
b e r ü h r e n d e n  C u r v e n e l e m e n t e  i s t  c o n s t a n t ,  a l s o  g l e i c h  dem . 
n a c h  F o r m e l  10) o d e r  12) a u s d r ü c k b a r e n  V e r h a l t n i s s e  zwischen  
d e n B o g e n d i f f e r e n t i a l c n  d e r  r e c i p r o k e n  a s y m p t o t i s c h c n  Curven. 

Beaeichnen ferner R(') ,a(1), Ri=) @(=) die Windnngs - und Krümmungs- 
radien der berührenden , R, pl , R, Q, die entsprechenden Grossen für die ein- 
ander reciproken asymptotischen Curven, so gi l t  noch folgende Gleiçhung: 

Falls zwischen der betrachteten Curve und der Haupttangente an CD, 
bezüglich diz eine z w e i p u n  k t i g  e Berührung stattfindet , fiillt die Sühmie- 
gungsehene der  ersteren ebenfalls in  die Berührungsebene der Fliiche und 
es finden die weiteren Gleichungen statt:  

Wir  entnehmen diesen Beziehungen einige Folgerungen. 

Eine beliebige durch die Haupttangente gelegte Ebene schneidet 0, in 
einer diese Tangente osculirenden Curve, für  welche also P(I) = m ist. Daa 
reciproke Gebilde i r t  der aus einem Punkte der reciproken Asymptote an 
@, gelegte Tangentialkegel, für  dessen Herührungscurve sich nach dem Vor- 

4 2  stchenden ~ ( a '  =zy R(=)= - 9 also b c i d e  G r o s s c n  a l s  c o n s t a n t  er-  
2 2 

g e b e n .  
Falls die Spitze dieses Begels i n  die Flache m2 selbst fallt, wird diese 

Betrachtung hinfiillig. In diesem Falle ist die Sehne der Kegelberührungs- 
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c m e  su deren Tangente conjugirt; und da die conjugirten Halbmesser einer 
Hyperbel bei der Annaherung a n  eine Asymptote in der Grenze mit dieser 
glciche Winkel bilden, folgt, dass der Contingenzwinkel der asymptotischen 
Curve das arithmetische Mittel zu den unendlich kleinen Drehungen der 
eiuander conjugirten Sehne und Tangente, also 4- des Contingenzwinkels 

der Kegelberührungscurve bildet. Yür letztere ist daher = a q2 und 
somit E("J = 4 R2. P ü r  das reciproke Gebilde , namlich für  den entsprechcn- 
den Zweig des Schnittes von @, mit der Berührungsebene, folgt e(l)=$ei, 

R(I) = cc. Die Krümmungen der beiden durch einen hyperbolischeu Flachen- 
pnnkt laufcnden asymptotischen Curven bestimmen also i n  sehr einfixher 
Weise die Krümmungen i n  den sie berührenden Zweigen der erwahnten 
ebenen Schnitt- und der Kegelberührungscurve. . 

5 5. 
Die bisherigen Entwickelungen sind für  den Fall, dass der betrachtete 

Flichenpuukt auf @, ein p a r a b o l i s c h e r  (e in  W e n d e p u n k t )  sei,  zu 
ergamen, wobei zunachst einige Eigenschaften der Flache in der Nghe dieses 
Punktes entwickelt werden. 

Die Gleichung einer Flache in  der Nahe eines pirabolischen Punktes 
kann stets in der Porm gegeben werden: 

wo die Doppelasymptote des Wendepunktes zur Y-Axe und, was immer 
v 

moglich is t ,  die X-Axe ùerart gewahlt wurde, dass der Coefficient - des 
2 

Gliedes x y-erschwindet. 
Sammtliche Wendepunkte der Flache bilden deren W e n  d e c u r  v e  , 

welchc die weitcre Gleiehung erftillt. ~ l s  zwcite 

Gleichung dicscr Curve erhalten wir hiernach: 

r . w y = u 2 x ~  ... 
Die g e a a h l t e  X - A x e  i s t  a l s o  d i e  T a n g e n t e  d e r  W e n d e c u r v e .  

Wird aus einem beliebigen Punkte k q  der Berührungsebene ein Tan- 
gentialkegel an die Flache gelegt, so ergiebt sich als zweite Gleichung 
seiner Berührungscurve: 

a z a z 
z = - - ( x - & ) + - ( g - 7 ) .  al :  a Y 

Die Ausführung der Rechnung liefert, indem wir uns auf die niedrigsten 
Potenzen beschranken: 

w 
r-,x=-,qy2+ ... 

2 
Die Berührungscurve tangirt hiernach die Doppelasymptote; für alle Punkte 
einer durch den Wendepunkt laufenden Geraden q = m& wird ihr  Krümmungs- 
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152 Reziehungen zwischen den Krtimmungen etc. 

r 
radius gleich - I der Parameter Iangr der X- Are (lin;) 

w.msin.(xy) 

gleich - Das Strahlbüschel der Tangenten durch den Wendepunkt 
w m  

ist  der Punktreihe der Kr~immungsmittelpunkte projectivisch zugeordnet; 
9. 

jede Tangente schneidet auf der zur X - A x e  parallelen Geraden y =-- 
w 

den Parameter a b ,  welcher den Berührungscurven der aus ihren Punkten 
a n  die FlZche gelegten Tangentialkegel angehort. Die der Tangentse der 
Wendeciirve angehorigen Berührungscurven osculiren die Doppelasyrnptote. 

Die vorstehende Entwickelung wird für m =cm, also für die Punkte 
der Doppelasymptote, ungiltig. In diesem Falle ergiebt sich für die Be- 
rührungscurve die Gleichung : 

Die Berührungscurve besitzt diesmal im parabolischen Punkte der Flache 
einen isolirtcn oder Doppclpunkt, dessen Tangenten eine Involution mit der 
X- und Y-Axe als Asymptoten bilden. Die Doppelasymptote ist ein iso- 
lirter oder Doppelstr~hl des Berührungskegels , dessen beide Miintel einander 
osculiren, da ihre 8-Ordinaten sich ltings der X-Axe nur  um Grossen dritter 
Ordnung von denjenigen der Wendecurve unterscheiden. Die Schmiegungs- 
ebene dieser Berührungscurve f i l l t  im Allgemeinen nicht in  die XY- Ebene, 
EO dass auch der Tangentialkegel diese Ebene nicht osculirt. Falls die 
Zweige der Berührungscurve sich den Asyrnptoten der Involution nahern, 
geht die Schmiegungsebene in die Berührungsebene der Flache über. 

Die diesen Asymptoten entsprechenden Punkte der Doppelasymptote Y, 

ntimlich q = O und 71 = -L 8 verlangen eine besondere Betrachtung. Für den 
2C 

ersten , also für  den parabolischen Flachenpunkt oelbst , ergeben sich die 
Gleichungen der Berührungscnrve : 

Die Curve bildet langs des positiven oder negativen Theils der Y- Axe eine 
Schnabclspitze (Cuspidalpunkt) , für  welche die Schmiegungsebene mit der 
XY-Ebene zusammenfiillt. Die Singularitat stimmt mit derjenigen überein, 
welche der Schnitt der Flache mit ihrer Berührungsebene im Wende- 
punkte zeigt. 

r 
Fiir den zweiton Ausnahmefall, q = - 9 wird für  die Berührungscurve 

1l. 

des Tangentialkegels gefunden : 
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r o  $ den Coefficienten von x3y in der Flachengleichung bedeutet. Die 

Curve bildet diesmal Iangs der X- Axe eine Spitze, deren Schmiegungs- 
'r 

ebene wieder in  die Berührungsebene der Flache fsllt. Im Punkte 7 = - 
u 

selbst schneiden sich drei aufeinander folgende, lBngs der Wendecurve gelegte 
Berührungscbenen der Flache; derselbe gehort also der Cuspidallinie der 
aus den Doppelesymptoten gebildeten abwickelbaren Flache an. 

7 - U r i  
Die Discussion der Gleichung zeigt , dass, wenn zc und 

Y w g l  e i c h e s Vorzeichen haben, - für alle Punkte zwischeri 7 = 0 und 
x 

r 
7 = - reell, für alle ausserhalb liegenden imaginiir wird; besitzen aber u 

?A 

Y und w u n g l e i c h e s  Vorzeichen, so wird umgekehrt - und hiermit der 
x 

r 
zugehorige Berührungskegel filr die Punkte der Y-Axe zwischen O und - 

U 

imaginar, fur alle Punkte ausserhalb dieser Strecke reell. 
Für eine Regelflache fallen die parabolischen Punkte in die unendlich 

ferne Ebene. Die Flache der Doppelasymptoten wird in diesem Falle durch 
den Ort der zur Begelfliiche gehorigen Aaymptoten, die Cuspidalcurve des 
letztern durch den geometrischen Ort der Centra der die Regelflache oscu- 
lirenden Hyperboloide ersetzt. - 

Um das einem i ni E n d  1 i c h e n gelegenen Flachenwendepunkte ent- 
sprechende raumliche Gebilde zu erhalten, ouchen wir zuniiçhst im ebenen 
Çystem das Curvenelement, welches dem eine Gerade osculirenden ebenen 
Curveneleinent reciprok ist. Lautet die Gleichung des letztern für orthogo- 
nale Axen y13 = 3 al xl , so ergiebt sich für  den normalen Abstand der zur 
mendetangente benachbarten Tangente vom Coordinatcnanfangspunktc n, 

Bezieht man das reciproke Element gleichfalls auf orthogonale 

Axen, so dass seine Y- Axe dom Wendepunkte entspricht, so folgt: 

ferner für den Contingenzwinkel a2 des zweiten Elements: 

und somit als Bedingung des zweiten Elements: 

woraus sich dessen Gleichung in Coordinaten ergiebt: 
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E i n e m  e b e n e n  C u r v e n e l e m e n t  m i t  W e n d e p u n k t  yI3=3a,r ,  
e n t s p r i c h t  a l s  r e c i p r o k e s  G c b i l d e  e i n  e b e n e s  E l e m e n t  m i t  cineni 
C u s p i d a l p u n k t e  y,"?= i a , x 2 .  

P ü r  e i n e  r a u m l i ç h e  I n v o l u t i o n  f o l g t ,  d a s s  e i n e m  K e g e l  mit  
W e n d e b e r ü h r u n g s e b e n e  d a s  E l e m e n t  e i n e r  ebenen C u r v e  mit  
C u s p i d a l p u n k t  e n t s p r i c h t .  

Hiernaüh lasst sich des dem parabolischen Punkte entspreçhende Gebilde 
hestimrnen. Itiickt die Spitze des Rerührungskegels auf einer beliehigen 
Tangente dieses Punktes [mit Ausnahme der Doppelasymptote) fort, so 
osculirt der Tangentialkegel die Berührungaebene der Flache. D a  s r e c i -  
p r o k e  G e b i l d e  e n t s t e h t  a l s o  d u r c h  d i e  B e w e g u n g  e i n e s  C u r v e n -  
e l e m e n t s  m i t  C u s p i d a l p u n k t ;  d i e  C u r v e ,  w e l c h e  z u  d e r  a u s  den 
D o p p e l a s y m p t o t e n  v o n  cD1 g e b i l d e t e n  U e v e l o p p a b e l n  r e c i p r o k  
i s t ,  b e s t i m m t  i n  d e r  r e c i p r o k e n  F l a c h e  a, e i n e  C u s p i d a l c u r v e ,  
w e l c h e  i n  d e m  f r ü h e r  e r l i i u t e r t e n  S i n n e  d e r  W e n d e c u r v e  auf 
cD, e n t s p r i ç h t .  

Um die Gleichung der Flsche O2 in  der Xahe eines derartigen Cuspi- 
dalpunktes au bestimmen, wiihlen wir die Tangente der Cuspidalcurve zur 
X-, die zur Tangente der Wendecurve auf al reciproke Gerade our Y-Axe 

/ 

und nehmeu die %-Axe in de r  Schrniegungsebene der Curpidalcurre ( l o t z -  

tere reciprok zum Punkte 11 = beliebig an. J e  drei sich folgende Be- 

rührungsebenen an m2 sehneiden sich in einem Punkte y, der Y-Are. Das 
Element der Cuspidalcurve habe die Gleichung z2= 2p.2, so lautet die 
Gleichung des ails y, durch dieses Element gelegten Kegels: 

-2 

Indem den Strahlen dieses Kegels eine Cuspidalspitze aufgesetzt wird, er- 
giebt sich als Gleichung der Flëçhe 0, in der NShe eines Punktes ihrer 
Cuspidalcurve : zv 

2ps=y,-- + a x 3  + . . .)'/a, 

Yo-Y 
wo a und c Constanten; oder nur die-Glieder niedrigster Ordnung nehmend: 

x2 - 2 p  2 = /;(y + ax3):12. 

Das Krümmungsmaass dieser FlLche und jedes durch den betrachteten Punkt 
gelegten Schnittes ist unendlich gross; eine Ausnahme bilden die Schnitte 
durch die Cuspidaltangente, deren Krümmungen endlich sind. Für  den 
Coordinatenanfangspunkt wird : 

3 JC îi2s a2z P Z  2- 

zmV-(2iay) 8y2 zim (y + a 27-55, 
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Hieraus folgt duroh Transformation auf ein beliebiges Coordiuaten- 
system: . 

F ü r  j e d e n  P u n k t  i n  d e r  C u s p i d a l c u r v e  e i n e r  F l ü c h e  w e r d e n  
a22 a P s  a S z  

d i e  z m e i t e n  A b l e i t u n g e n  - ,  -- u n d  d a s  K r ü m m u n g s -  a x e  d z 6 - l  ay2 
m a s s  u n e n d l i c h  g r o s s  i n  d e r  iten O r d n u n g  e i n e s  A u s d r u c k s ,  
w e l c h e r  f ü r  d i e  C u s p i d a l c u r v e  v e r s c h w i n d e t  u n d  i n  d e r  G r c n z e  
d ie  z u r  C u s p i d a l c u r v e  c o n j u g i r t e  E n t f e r n u n g  d e s  P u n k t e s  v o n  
d i e s e r  C u r v e  d a r s t e l l t .  D a s  V e r h S l t n i s s  z w i v c h e n  e i n e r  b e l i e -  
b i g e n  l i n e a r e n  V e r b i n d u n g  d e r  z w e i t c n  A b l e i t u n g e n  u n d  d e m  
K r ü m m u n g s m a a s s e  b l e i b t  i m  d l l g e m e i n e n  e n d l i c h .  

Im Folgenden sind die sich auf die Singularitaten der Wende - und der 
ihr entsprechenden (nicht reciproken) Cuspidalcurve beziehenden Satoe gegen- 
übergestellt, wobei unter Osculation eine Berührung zmeitcr Ordnung, unter 

einer Cuspidalspitze die mittels der Gleichung l i m e  = Const. definirte Sin- 
x2 

gularitkt verstanden wird. Unter der ganzen oder gebrochenen Ordnung 
einer Rerührung ist die Ordnung dcs unendlich kleinen Winkels gemeint, 
welchen xwei aus dem Berührungspunkte der  Curveo gezogene, gegen Nul1 
couvergirende gleiche Sehnen bilden. 

Die Schnittcurve jeder die Doppel- 
asymptote enthaltenden Ebene oscu- 
lirt die Doppelasymptote im Wende- 
punkte der Flache 0,. 

Der Berührungskegel ans jedem 
Punkte einer im Wendepnnkte a n  die 
Flache 0, gelegten Tangente osculirt 
die Bertihrungsebene von a, im Wen- 
depunkte. 

D i e  E r ü m m u n g  d e r  K e g e l -  
b e r ü h r u n g s c u r v e  i s t  . f ü r  a l l e  
P u n k t e  e i n o r  s o l c h e n T a n g e n t e  
i m  W e n d e p u n k t e  c o n s t a n t ,  s o  
dass  d i e  P u n k t r e i h e  d e r  K r ü m -  
m u n g s m i t t e l p u n k t e  dem S t r a h l -  
b ü s c h e l  d e r  T a n g e n t e n  d e s  W e n -  
d e p u n k t e s  p r o j e c t i v i s c h  i s t .  

Der aus einem beliebigen Punkte 
der Cuspidaltangente an a2 gelegte 
Berührungskegel besitzt in der ge- 
nannten Tangente einen Cuspidal- 
strahl. 

Jede durch einen Cuspidalpunkt 
gelegte Ebene schneidet i n  einer 
Curve mit Cuspidalpunkt. D i e  d e 2  
l e t z t e r n  e n t h a l t e n d e n  S c h n i t t -  
c u r v e n e l e m e n t e  d e s  d u r c h  e i n e  
T a n g e n t e  g e l e g t e n  E b e n e n b i i -  
s c h e l s  w e r d e n  a l l e  d u r c h  d a s -  
s e l b o  E l e m e n t  e i n e r  K e g e l -  
f l a c h e ,  w e l c h e r  d e r  C u s p i d a l -  
p u n k t  a l s  S p i t z e ,  d i e  C u s p i d a l -  
t a n g e n t e  a l s  S t r a h l  a n g e h o r t ,  
v o n  a b g e w i c k e l t ,  s o  d a s s  
d i e  K r t i m m u n g  d i e s e r  K e g e l -  
e l e m e n t e  ( b e z ü g l i c h  d i e  P u n k t -  
r e i h e  d e r  K r ü m m u n g s m i t t e l -  
p u n k t e ,  w e l c h e  d e n  S c h n i t t e n  
d e r  K e g e l e l e m e n t o  m i t  e i n e r  
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b e l i e b i g e n  E b e n e  e n t s p r e c h e n )  
z u m  S t r a h l b ü s c h e l  d e r  T a n -  
g e n t e n  i m ~ u s ~ i d a l ~ u n k t e  pro-  
j e c t i v i s c h  i s t .  

J e d e r  T a n g e n t e  i m  W e n d e -  J e d e r  T a n g e n t e  e i n e r  F l % c h o  
p u n k t e  e i n e r  F l a c h e  (r tusser  i m  C u s p i d a l p u n k t e  ( a u s s e r  der 
d e r  D o p p e l a s y m p t o t e )  i s t  a l s o  C u s p i d a l t a n g e n t e )  i s t  a l s o  ein 
e i n  d i e  D o p p e l a s y m p t o t e  irn d i e  C u s p i d a l t a n g e n t e  i m  911- 
A l l g e m e i n e n  z w e i p u n k t i g  b e -  g e m e i n e n  a l s  e i n f a c h e n  S t rah l  
r ü h r e n d e s  C u r v e n e l e m e n t  c o n -  e n t h a l t e r i d e s  K e g e l e l e m e n t  mi t  
j u g i r t .  d e m  C u s p i d a l p u n k t  a l s  Sp i t ze  

c o n j u g i r t .  

Ferner folgt aus dem letzten Satze: 

Jedem die Doppelasymptote z w ei  p  u n  k  t  i  g b e  r ü h  r e n d  e n  Curven- 
element erster Ordnung in @, entspricht ein gegen die Cuspidaltangente 
g e n  e i  g  t e  s Currenelenient unendlich klein sweiter Ordnung in D 2 .  

Als specieller Fa11 ergiebt sich: 

Dzs zur Taugen te der Wen decur ve Für die Erzeugende der die Cus- 
coojuq>te Curveuelement osc u l i r t  pidalcurve von m2 abwickelnden Flathe 

di6 Doppelasymp.fote, bildet das conjugirte Kegelelement 
langs der Cuspidaltangente eineu Cus- 
pidalstrahl. 

F ü r  die Punkte der Doppelasyrnptote bezüglich der Ciispidaltaligente 
folgt : 

D e r  a u s  e i n e m  b e l i e h i g e n  
P u n k t e  d e r  D o p p e l a s y m p t o t e  
a n  @, g e l e g t e  B e r ü h r u n g s k e g e l  
x e r f a l l t  i n  z w e i  r e e l l e  o d e r  
i m a g i n a r e  s i c h  o s c u l i r e n d e  
Z w e i g e ,  w e l c h e  b i s  a u f  G r o s s e n  
d r i t t e r  O r d n u n g  d a s  E l e m e n t  
d e r  W e n d e c u r v e  e n t h a l t e n  u n d  
d e r e n  B e r ü h r u n g s r i c h t u n g e n  
a u f  O, e i n e  h y p e r b o l i s c h e  I n -  
v o l u t i o n  b i l d e n ,  w e l c h e r  d i e  
D o p p e l a s y m p t o t e  u n d  d i e  T a n -  
g e n t e  d e r  W e n d e c u r v e  a l s  A s y m -  
p t o t e n  a n g e h o r e n .  D i e  D o p p e l -  
a s y m p t o t e  w i r d  d u r c h  d e n  
W e n d e p u n k t  u n d  i h r e n  S ü h n i t t -  
p u n k t  m i t  d e r  b e n a c h b a r t e n  

E i n e  b e l i e b i g e  d u r c h  d i e  Cus- 
p i d a l t a n g e n t e  g e l e g t e  E b e n e  
s c h n e i d e t  @, i n  d e r  N a h e  d e s  
C u s p i d a l p u n k t e s  i n  z w e i  r e c l -  
l e n  o d e r  i m a g i n a r e n ,  s i c h  os-  
c u l i r e n d e n  C u r v e n e l e m e n t e n ,  
w e l c h e  e u f  o i n e m  C y l i n d c r  
l i e g e n ,  d e s s e n  S t r a h l e n  m i t  
d e r  E r z e u g e n d e n  d e r  d i e  C u s p i -  
d a l c u r v e  a b w i c k e l n d e n  F l a c h e  
p a r a l l e l  l a u f e n .  D i e  z u  den 
E l e m e n t e n  d e r  S c h n i t t c u r v e n  
c o n j u g i r t c n  R i c h t u n g e n  ( in  den 
E r z e u g e n d e n  i h r e r  A b w i c k e -  
l u n g s f l i i c h e n  e r h a l t e n )  b i l d e n  
e i n e  h y p e r b o l i s c h e  I n v o l u t i o n ,  
d e r e n  A s y m p t o t e n  d i e  C u s p i -  
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D o p p e l a s y m p t o t e  i n  z w e i  A b -  d a l t a n g e n t c  u n d  d i e  d c m  E l e -  
s c h n i t t e  g e t r e n n t ,  s o  d a s s  s i c h  m e n t  d e r  C u s p i d a l c u r v e  c o n -  
a u s  d e n  P u n k t e n  d e s  e i n e n  n u r  j u g i r t e  R i c h t u n g  s i n d .  D i e  
r e e l l e ,  a u s  d e n e n  d e s  a n d e r n  B e r ü h r u n g s e b e n e  d e r  F l a c h e  
A b s c h n i t t e s  n u r  i m a g i n a r e  R e -  Oz u n d  d i e  S c h m i e g u n g s e b e n e  
g e l z w e i g e  d u r c h  d e n - W e n d e -  d e r  C u s p i d a l c u r v e  t r e n n e n  d i e  
p u n k t  l e g e n  l a s s e n .  E b e n e n ,  w e l c h e  d i e  F l z c h e  i n  

r e e l l e n  C n r v e n e l e m c n t e n  t r e f -  
f e n ,  v o n  d e n  i n  i m a g i n a r e n  
Z w e i g e n  s c h n e i d e n d e n .  

Dcmnaeh entspricht einem gegen die Doppelasymptote g e n e i g t e n  
Cnrvenelernent in 0, ein die Ciispidaltstigcntc im Allgemeinen z w c i p  11 ii k - 
t i g  b e r ü l i r e n d e s  C u r v e n e l e m e n t  g l e i c h e r  O r d n u n g  i n  @,. 

Für die Grenzpunkte bezüglich Grenzebenen findet man:  

Der Tangentialkegel au8 eiriern pa- Die Tarigeritialebene der b'lache @, 
raboliechen Punktc der Flache hat mit im Cuspidalpunkte schncidet die Flache 
deren Berührungsebene langs der Dop- in  einer Cnrve, welche den Cuspidal- 
pelasymptote eine 13erührung dritter punkt iind die Cuspidaltnngente als 
Ordnung. Seine I3erührungscurve mit singulsre Elemente enth3lt. Die Ab- 
der Fliirhe @, bildet langs der Dop- wickelangsfliiche dieses Schnittes be- 
pelasymptote einen Cuspidalpunkt in rührt 13ngs der Cuspidaltangente die 
einem niclit ebenen Elemente. Berührungsebene der PlXçhe in einem 

Cilspjdalstrahl. 
Die Gleichung dieses Kegelelements Die Gleichung dieser Curve in der 

lautet unter Anwendung der für a, Nahe des Cuspidalpuuktes lautet nach 
fruher gebrauchten Bezeichnungeu: den auf S. 154 angewendcten Re- 

Die Berührungscurve des aus dem 
Schnittpunkte zweier sich folgenden 
Doppelasymptoten a n  die Plache @, 
gelegten Tangentialkegels bildet langs 
der Wendecurve eine nicht in  der 
Ebene liegende Cuspidalspitze. Die 
beiden Zweige des Berührungskegels, 
dessen Kriimmung sich wieder dnrch 
das bis auf Grossen hoherer als zweiter 
Ordnung von x in ihn falIende Ele- 
ment der Wendecurve ergiebt, be- 
rühren sich langs der a,ls singularer 
Strahl enthaltenen Doppelasymptote 
naoh hfiherer (gebrochener) Ordnung. 

zeichnungen : 
z4'.=6,. Y. 

Die Schmiegungsebene der Cus- 
pidalcurve schneidet die Flache CD, in 
einer Curve, welche in  der Nahe des 
Cuspidalpunktes in zwei die Cuspidal- 
curve osculirende Zweige zerfiillt, die 
sich in dem der Schnittcurve als siu- 
gularer Purikt arigehtirigen Cuspidal- 
punkto nach hoherer (gebrochener) 
Ordnung berühren. Ihre Abwicke- 
lungsflache osculirt die der Cuspidal- 
curve rangs der Erzeugenden (der 
Y- Axe). 
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158 Beziehungen zw. d. Krümmungen etc. Von Dr. L. GEISENHEIMER. 
_ X _ _ . I _ I _ I X _ _ _ _ _ _ Y - ~ - - - -  - 

Uie Schnittcurve dieses Kegelele- Die Gleichung dieser Schnittcurve 

ments mit der X Z -  Ebene besitzt die heisst: - 
Gleichung : 2 2  - 2p  z = Jc a3 . xg13. 

r C0nst.r 
a - 22 + - . 2'19, Sowohl aus dieser Gleichung wie aus 

2 2 v der Betrachtung der Figur folgt, dass 
W O 

u t  - % beide Zweige der Schnittcurve, ent- r 
q=-7 

u 
fhnst .  = (' Q w T  ) . sprechend den beiden Zweigen des 

nebenstehend erwahnten reciproken 
Kegels , irn Cuspidalpunkte abbrechen. 

Endlich crgcbeu sich noch die Satze: 
Die Tangentialebene des parabo- Der von einein Cuspidalpunkte an 

lischen Punktes schneidet die Flache die Flache @, gelegte Tangentialkegel 
@, i n  einer die Doppelasymptote be- osculirt die Berühriingsebene diesee 
rührenden Cuspidalspitze. Punktes langs der Cuspidaltangente. 
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VII. 

Uebcr einige Flachen, welche Schaaren von Kegel- 
schnitten enthalten. 

Von 

Dr. A. ~ V E I L E R  
ln Hottingon - Zürich. 

1. Bringt man die Flachen zweiten Grades eines einstufigen Systems 
in Zuordnung mit den Eberien einer Torse und schneidet man die entspre- 
chenden Flachen und Ebenen, so entsteht eine Schaar von Kegelschnitten 
und als deren Gesammtheit eine Flache. Sind die Ebenen der Torse nte' 
Classe und die Flachen des Systems, von denen je p durch einen Punkt  
gehen, je v eine Ebenc bcrühren, [1,1] -deutig aufeinander bezogen, s o  
i s t  d i e  F l a c h e  d e r  K e g e l s c h n i t t s c h a a r  v o n  d e r  O r d n u n g  % + p .  

Die Anzahl der Geradenpaare der Kegelschnittschaar ist gleich derjeni- 
gen der Ebenen der Torse, welche ihre entsprechenden Flachen berühren. 
Eine Fbene E der Torse heriihrt v Flachen P des Systerns, denen v Ebencn 
E' der Torse entsprechen. Umgekehrt entspricht der Ebene E '  eine Flache F, 
an welche 211. Ebenen E der Torse gelegt werden konnen. Die ,,berühren- 
denU Ebenen E und die ,,entsprechendenU Ebenen E '  sind somit in [Zn, v J -  

deutiger Beziehung; es sind 2% + v Ebenen , welche die ihnen entsprechen- 
den Flichen berühren, und d i e  E e g e l s c h n i t t s c h a a r  e n t h i i l t  s o m i t  
2n+ v P a a r e  v o n  G e r a d e n .  - 1st  irn Palle der Berührurig F eine 
Kcgelflache, so vercinigcn sich die Geradeii des Paares-und mail erhslt auf 
der erzeugten Flache e i n e  G e r a d e  m i t  s t a t i o n a r e r  T a n g e n t i a l e b e n e .  
Da3 Namliche wird eintreten, wenn F i n  ein Ebenenpaar ausartet und die 
entsprechende Ebene E durch die Schnittlinie geht ,  oder wenn F zu einer 
Doppelcbcnc wird. - Wenn eine Flache F in zwei Ebencn E,, E, zerfillt 
und ihr in der Torse die eine dieser Ebenen, E,, entspricht, so erniedrigt 
sich die Ordnung der entstehenden Flache um 1. und die Zahl der Geraden- 
paare in der Kegelschnittschaar um 2;  E, berühit die entsprechende Flache 
doppelt und gicbt bci der Bestimmung der Geradenpaare eine doppclto (weg- 
fallende) Coincidenz. 

Wenn eine Curve e allen Flacheu des Systems gemeinsam is t ,  so muss 
sie eine n-fache Curve der entstehenden Flache P'"+P sein. Denn durch 
einen Punkt P auf c gehen r, Ebenen El, . . ., En der Torse, dcnen r, F1B- 
chen FI ,  . . , F, des Systerns entsprechen; durch P gehen alsdann rn Kegcl- - 
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160 Ucber einige Flëchen, welche Schaaren v. Kegelschn. enthalten. 
IC-S-YIY--*M^---p./P ---. 

schnitte E,F,, . . ., En F,, und keine anderen. Legt man in P an c und an 

E,  Fi die Tangenten, so bestimmen beide zusammen eiue Tangentialebene 
a n  F n n + P  in P. Diese stimmt überein mit der Tangentialebene in P an 
Fi, d. h.:  d i e  n M i i n t e l  d e r  P l a c h e  F 2 " f ~  i n  e i n e m  P u n k t e  P der 
f i - f a c h c n  C u r v o  c b e r ü h r e n  d i e  R F l a c h e n  z w e i t e r  O r d n u n g ,  
w e l c h e  d e n  d u r c h  P g e h e n d e n  E b e n e n  d e r  T o r s e  e n t s p r e c h e n .  
- So oft dieser Punkt  P von c auf der durch die Torse gebildeten deve- 
loppabeln Flache l iegt ,  fallen zwei dieser Tangentialebenen zusammen und 
P wird zu einem P i n c h p u n  k t (hierbei abgesehen von den n - 2 übrigen, 
durch P gehenden Manteln). 1st c jener developpabeln Flache aufgeschrie- 
ben,  so ist sie eine Rückkehrcurve der erzeugten E'lache. 

2. Zu den hier erzcugten Flachen gehoren immer die Pz"+', welche 
eine n- fache Curve vierter Ordnung erster Species, c4, haben. Jede Fliche 
zweiter Ordnung F durch c4 schneidet aus F2"+' ausser c4 einen Kegelschitt 
heraus; hierdurch wird jcder Flache F cine Ebene E zugcordnet, die auch 
jenen Kegelschnitt enthiilt. Die Torse jener Ebenen muss von der nts" Classe 
sein, ihr Geschlecht ist gleich 0. 

Ftir diese Flache ergeben sich unmittelbar folgende Eigenschaften. Weil 
durch einen Punkt  im Ranme nur eine Flache des Büschels geht ,  so geht 
durch jeden Punkt  auf F2"+ '  iiur ein Kegelschnitt der Schaar, durch einen 
Punkt auf c4 dcren n. Weil die von der Torse eingehüllte Developpable 
von der Ordnung 2 (n - 1) ist, so liegen auf c4 im Ganzen 8 (n- 1) Pinch. 
punkte. Die Kegelschnittschaar enthiilt 2% + 3 Geradenpaare, von denen 
hochstens vier aus coincidirenden Geraden bestehen konnen. Jeder Kegel- 
schnitt der Schaar trifft c4 in vier Punkten, jede Gerade in zweien. Eine 
beliebige Ebene der Torse schneidet F2"+1 in einem Kegelschnitt c2 und in 
einer Curve c2"-1. Beide schneiden sich i n  vier Punkten auf c4, welche 
n - 1- fache von cZn-1 ~ i n d .  Von siimmtlichen Schnittpunkten beider Cur- 

ven sind ausser jenen vier nur noch zwei einfache, welche Berührungspunkts 
jener Ebene mit Pn+ 1 sind. Die Ebenen der Torse sind also doppelte, 
die der 2 m  + 3 zerfallenden Kegelschnitte dreifnche Tangentialebenen von 
-p" i -1 .  

Langs c4 hat F2"+1 eine umschriebene Developpable, deren Classe be- 
stimmt werden soll; wir uutersuchen, wieviele ihrer Ebenen durcli eineu 
Punkt  O des Baumes gehen. Sci P ein Punkt  auf cZ; die Gerade OP wird 
in P von einer Flache F des Büschels berührt,  dieser entspricht eine Ebene 
E der Torse, welche c4 in  vier Punkten P' schneidet. Fallt einer diese1 
Punkte P' nach Pl so erhalt man jedeamal eine Ebene der gesuchten De- 
veloppaheln. Zii P' gehoren nun n Ebenen E der Torse, denen n. Fliichen 
F entsprechen, an welche aus O im Ganzen 412, sie a n  c4 (in Punkten P) 
berübrende Linien gehen. Die Beziehung der Punkte Pl P' ist also [412,4]- 
deiitig, woraus folgt, d a s s  d i e  d e r  Pz"+' l i ings cg u m s c h r i e b e n e  
D e v e l o p p a b l e  v o n  d e r  4 ( . n + l ) t e n  C l a s s e  i s t .  
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Jede Cierade, welche c4 zweimal schneidet, trifft F 2 " + '  noch eininal. 
Daher sind die Punkte der FlLche eindeutig auf die Strahlen der Congrnenz 
der Secanten von c4 bezogen, also im Allgemeinen auf eine Congruenz 
zweiter Ordnung seohster Classe. 

Für 1 2 =  1 entskh t  eina Fliiche drittcr Ordnung F3; die Torse ist jctzt 
ein Ebenenbüschel. Wenn seine i4xe a die Grundcurve c q e s  Flacheu- 
büschels schneidet, so ist der Schnittpunkt beider ein Doppelpunkt von P3, 
die Seitcn dos zugehorigen Berühriingskegela ergeben siçh sehr einfach als 
Schnittlinirn piojectiver Ehcnenbüschel. Sind diese Ebenenbüxhel in  per- 
spectiver Zuordnnng, so wird der Knoten biplanar u. s. f. Umgekehrt führt 
jeder Büschel von Flachen zweiter Ordriung, dessen Grundcurve eirie c4 auf 
F3 ist, auf eine Schnar von Kegelschnitten, dcren Ebcncn einen Riischel bilden. 

Für n = 2 entsteht eine Flache F5, auf welcher nach C l e b s  c h * Ci4 
nicht zu der Schaar gehorende Kegelschnitte liegen. Diese Flache entsteht 
dadurçh, dass man die Flachen zweitcr Ordnung eines Rüschelu in projec- 
tivische ~i iordEung bringt mit den Ebenen eines Kegels zweiter Classe. Unter 
den sehr zahlreichen Bpecialfallen sol1 hier nur  einer naher betrachtet wer- 
den: W i r  s e t z e n  v o r a u s ?  d e r  K e g e l  z w e i t e r  C l a s s e  K%ei e i n  
d o p p c l t  p r o j i c i r e n d e r  K e g e l  d e r  G r u n d c u r v e  c 4  d e s  F l 5 c h e c -  
b i i sche l s .  Aus Kr. 1 folgt, dass jetzt c4 eine R ü c k k e h r c u r v e  v o n F 5  
k t .  In bekannter Weise findet man: D i e  T o r s e  d e r  T a n g e n t i a l e b e -  
n e n  a n F 5 1 B r i g s  c q s t  v o n  d e r  s e c h s t e n  C l a s s e ,  s i e  b e s i t z t  e i n e  
D o p p e l c i i r v e  d r i t t e r  C l a s s e  m i t  D o p p e l t a n g e n t e  (weil sie vom 
Geçchlecht O sein muus). Die Ebene S der Doppelcurve i d  diejenige, welche 
der Spitee S des Kegels K h i t  Bezug auf c4 und mit Bezug auf alle FI%- 
chen dcs Büschcls conjugirt ist. 

Es sei E die Tangentialebene von K2 langs der Seite e ,  e sclineide c4 
in zwei Punkten E,, Et,  in denen t,, t, die Tangenten a n  c4 sein mogen. 
Die der Ebene E entsprechende E'liche F schneidet E in einem Kegelschuitte 
? d e r  Scliaar: welcher t , ,  t ,  in 3,. E, berührt Daraus folgt, dnss zwei 
Piinkte auf e2, welche auf  einem Strahl aus S liegen, dureh S und S har- 
monisch getrennt sind. Und weil durch jeden Punkt  auf P5 ein Kegel- 
schnitt eZ geht, welcher stels einen vierten harmonischen mit Beaug auf S, S 
liefert, welchcr mit jcnem auf eincm Strahl aus 8 liegt, so folgt: D i e  
F l a c h e  F 5  e n t s p r i c h t  s i c h  s e l b s t  i n  e i n e r  i n v o l u t o r i e e h e n  c e n -  
t r i s c h e n  C ' o l l i n e a t i o n ,  d e r e n  C e n t r u m  d i e  K e g e l s p i t z e  S u n d  
d e r e n  El-iene S d i e  g e m e i n s a r n e  P o l a r e b e n e  v o n  S f ü r  a l l e  B I $ -  
~ l i e i i  d e s  B ü s c h e l s  i s t .  

Die Ehene E hat a imer  e2 mit F h o c h  eine Curve e3 gemein Die- 
>ellie ergiebt sich wie folgt. Die Fliichen des Büschels schneiden E in 
~p - 

* Gottinger Nachrichten 1369; Abliancllungcu d e r  k6nigl. Ges. zu Gottingen, 
XV,  1870. - I ïo  t h e r ,  IJeber Blachen, welche Schaaren rationder Curven besitzen; 
Math. Annaleu 111, S. 98. 

7eitsclirift  f Iilatlicrnntik II I'hpik XXX, 3. 11 
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162 Ueber einige Flachen , welche Schaaren v. Kegelschn. enthalten. 

Kegelschnitten c" welche in Z l ,  .E2 die Linien t,, t ,  beriihïen. Die ent- 
sprechenden Ebenen von KZ schneiden E in Geraden g ails 8, die Regel- 
schnitte c\nd diese Geraden g bilden zwei projective Büschel, wobei er- 

sichtlich dcm früher genannten Kegelschnitte e2 die Linie e = E 1 A 2 S  ent- 
spricht. Die Schaittpunkte gc2 hilden nun in ihrer Gesammtheit eine Cime 
dritter Ordnung e" welche in S einen Wendepunkt hat. Sie geht durch 
die Grundpunkte des Kegelschriittbüscheis, berührt also tl , 1, in E, , E,. 
Mit cr hat sic E, und E, doppelt ziihlend und die beiden Punkte gc-ge- 

mein. F ü r  den Kegelschnit,t e2 des Büschels fallt g in e ,  die Punkte gc3 
fallen hier nach El, E, . Hieraus folgt , dass e3 mit e2 in den beiden Punk- 
tcn E l ,  E2 je drei gemeinsame Punkte ha t ,  dass also e2 und e3 sich in E , ,  
E, herühren und schneiden.* Wenn somit in einer Ebene li: der Kegel- 
schnitt e-er Schaar zu einem Geradenpaare wird, so sind diese Geradeii 
in El, E2 Wendetangenten an e3. 

Unter allen Ebenen E des Kegels ist  diejenige ausgezeichnet, welche 
dem Kegel E2, als Flache des Büschels betrachtet, entspricht. I n  ihr zer- 
fiillt e2 in ein coincidirendes Linienpaar, e doppelt gezahlt. Hieraw folgt, 
dass die in dieser Ebene gelegene e3 in  Er,, E, Wcndctangentcn hat ,  welche 
mit e = E,E, zusammenfallen. Also ist jetzt e ein Bestandtheil von e3,** 
d e r  R e s t  i s t  e i n  K e g e l s c h n i t t  f 2  a u f  F5, w e l c h e r  d e r  Schaar  
n i c h t  a n g e h 8 r t .  Er geht durch E l ,  E2 und lasst sieh construiren, wie 
früher e3 construirt wurde. Auch die Punkte von f e  (wie friiher von e3) 
sind durcli S S  paarweise harmonisch getrennt. Durch Einführung von f "  
ergiebt sich sofort folgende Erzeugungsweise der Kegelschnittschaar aiif F5:  
E i n e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  e r s t e r  S p e c i e s ,  c4,  h a t  e i n e n  dop- 
p e l t  p r o j i c i r e n d e n  K e g e l  K 5 0 n  d e r  S p i t z e  S ,  d e r e n  c o n j u g i r t e  
E b e n e  n a c h  c4 S s e i n  so l l .  I n  e i n e r  f e s t e n  E b e n e  v o n  K 2  l i eg t  
e i n  K e g e l s c h n i t t  f2 ,  w e l c h e r  c 4  i n  z w e i  P u n k t e n  s c h n e i d e t  und 
f u r  w e l c h e n  d i e  P o l a r e  v o n  S i n  S f i i l l t .  N u n  l e g e  m a n  alle 
E b e n e n  a n  K a  u n d  c o n s t r u i r e  i n  j e d e r  v o n  i h n e n  d e n  Kege l -  
s c h n i t t ,  w e l c h e r  c 4  d o p p e l t  b e r ü h r t  u n d  f y i n  zwei Yuukteri) 
s c h n e i d e t  D i e s e  K e g e l s c h n i t t e  s i n d  d i e  a u f  P5 g c l c g e n e  

* Hat allgemein eine FlBche F einc llückkehrcurrc c und liings dcrselben 
eine berührende developpable Fliiche D ,  sa schneidet eine Ebene diirch eine Tan- 
gente t an c aus F daselbst zwai Aeste, die sich berühren und  schneiden. Die 
Beriihrung beider Aesto folgt ails der Bcriihrung mit t .  Heide schneiden sicli, 
denn wenn man auf dem iiussern Mantel der Fliche h' Iiings der Tangente t i iber  
den Berührung~piinkt liinwcgschreitct, so gelangt man aiif den innern Mantel, 
weil innerer und ausserer Mantel liings c ziisammenhiingen. 

** Nese ausgezeichueten Elemente E, e liefern für tielieljige Qiiersçlrinitte voii 

F q e  einen Wendepunkt mit  seinor Tangente und speciell E fiir die m'  Curvcn e 3  
je die Wendetangente in S. Die Schaar der Ciirven e3 entsteht ihnlich der 
Schaar der Curven e2 durch einen Büschel von Flachen dritter Ordniing in pro- 
jectiver %iiordniing mit den Ebenen von K. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Schaar .  Der Kegelachnitt der Schaar wird bei seiner B e w e p n g  zweimal 
f q e r ü h r e n ,  viermal mit d' vier consecutive Punkte gemein haben und vier- 
mal zu einem Geradenpaar werden, e inmd zu einer Doppelgeraden. 

3. Es sei wieder ein Büachel von Flachen zweiten Grades mit, den 
Ebenen einer Torse Classe in projectives Entsprechen gebracht. Jedoch 
sol1 im Büschel eine in zwei Ebenen P, Q zerfallende Flache vorkommen, 
melcher die eine ihrer Ebenen, P, entsprcche. Abgesehen von P entsteht 
als Erzeugniss eine Plache 2 n t e r  Ordnung Pz". In  der, Ebenen P, Q seien 
pzr die Grundcurven des Fl%chenbüschels, sie sind auf F2" bezüglich 
rn - 1 - fache und .n-fache Curve. Die Flache ist die allgemeiriste dieser 
Art. Langs pz,  q2 besitzt sie bertihrende Developpabeln von der Classe Z n ,  
2 ( f i  + 1) , auf p2, q2 liegen  PZ - 2), 4 (PZ - 1) Pinchpunkte. Die Kegel- 
schnitte der Schaar schneiden p2, q2 je in zwei Punkten, unter ihnen sind 
211, Geradenpaare, jede Gerade trifft p2 und q2. Die F'" wird von der Schaar 
einfach iiberdeckt. - Die Punkte der Fliiche sind i~mkehrbar  eindeutig be- 
zogen auf die Strahlen der Congruenz zweiter Ordnung vierter Classe der 
TrelFgeraden von pz, qZ.  

Eine solche Flache ist die F l ë c h e  v i e r t e r  O r d n u n g  m i t  D o p p e l -  
k ege l  s c h  n i t t. Jede Doppeltangentialebene schneidet ails ihr zwei Kegel- 
schnitte k2,  Z2. Zwei Schnittpunkte k2, P l i e g e n  auf dem doppelten Kegel- 
schnitte cZ, die übrigen sind die Uerührungspunkte der Ebene. Aus k2, l2 
lassen sich zwoi Schaaren von Kegelschnitten herleiten , wclcho aus P4 durch 
Fliichenbüschel herausgeschnitten werden mit c2, k2;  c" Z 2  als Grundcurven. 
Alle Flachen durch ce und 7cL schneiden F4 in Kegelschnitten der Schaar, 
zu welcher l2 gehort; in der That wird 1 V u r c h  die Flache herausgeschnit- 
ten, welche in die beiden Ebenen von c%nd k2 zerfallt: J e  z w  e i  K c g c l -  
s c h n i t t e  (eventuell Geradenpaare) d e r  b e i d e n  a d j u n g i r t e n  S c h a a r e n  
l i e g e n  m i t  d e m  D o p p e l k e g e l s c h n i t t  a u f  e i n e r  F l a c h e  z w e i t e n  
Ci r a d  e S. Hierbei kommt es ml - mal vor, dass zwei adjungirte Kegelschnitte 
in einer Ebene liegen , und die Enveloppe solcher Ebcnen ist ein K u  m m e r - 
scher Kegel. Die letzteren Kegelschnittpaare haben allemal zwei Schnitt 
punkte auf c2, die anderen liegen auf der Berührungslinie ihrer Ebene mit 
dem Kegel, weshalb dieser Kegel die F4 langs eirier Curve vierter Ordnung 
crster Spccies berührt. Auf c2 sind vicr Pinchpunkte, namlich die Schnitt- 
punkte mit dem genannten Kegel. - Jede Kegelschnittschaar enthalt vier 
Paare von Geraden. Ein Geradenpaar wird von den vier Geradenpaaren 
der andern Schaar geechnitten. Daraus folgt,  dass eine der 16 Geraden 
allemal von 5 anderen geschnitten wird. 

Nach Ku m m  e r  hat die FlLche fiinf Kegel doppelt berührender Ebenen.* 
Zii jedem gehoren ( m'-mal) zwei Büschel von Fliichen zweiter Ordnung, 
-- -- 

* Vergl. S e u t h e n ,  Math. Annal. X ,  S. 540. - Folgende Betrachtuug führ t  
sofort auf des Vorhandensein der fünf Kegel. Eiue Kcgelschnittschasr hat eirie 
,,adjungirte", weil die Ordnung der Flüche gleich 4 ist;  j ede  Schaar ha t  vier Ge- 

11' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



welche mit cien Ebenen des Kegels in bekannter Weise die Blache erzeugen.' 
Alle diese Kegel gehon durch die Pinchpunkte, weshalb z. B. die 16 
Schnittpunkte der Geraden auf der Flache mit ce auf ftinf Arten zn je awei 
verbunden acht Tangenten eines durch die Pinchpunkte gehenden Kegel- 
sehnittes liefern. 

Die Punkte der Flache lassen sich hier ausnahmsweise eindeutig be- 
zieben auf die Strahlen einer Congruenz erster Ordnung zweiter Classe, 
deren Brenncurven dur doppelte Kegelschnitt und eine Gerade der Flache sind. 

W e n n  s p c c i e l l  d i e  S p i t z e  e i n e s  K u m m e r ' s c h e n  K e g e l s  i n  
d i e  E b  e n e  v o n  c2  f a i l  t (was hiichstens dreimal eintreten kann), so wird 
einer der vorhin genannten fünf Kegelschnitte zu einem Doppelbüschel, die 
16 Schnittpunkte der Geraden auf F4 mit cZ und die Pinchpunkte bildeii 
alsdann zehn Pa,are einer Involution und umgekehrt. (Die beiden adjungir- 
ten Kegelschnittschaaren , welche zu diesem ausgezeichneten Kegel gehoren, 
schneiden c2 in Paaren der genannten Involution.) Wie in  Nr. 2, folgt, 
d a s s  i n  d i e s e m  F a l l e  F 4  s i c h  s e l b s t  e n t s p r i c h t  i n  e i n e r  invo.  
l u t o r i s c h e n ,  c e n t r i s c h e n  C o l l i n e a t i o n ,  d e r e n  C e n t r u m  die 
S p i t z e  j e n e s  a u s g e z ~ i c h n e t e n  K e g e l s  i s t .  

Zurückkommcnd auf eino bcliebige ,F4 mit  Doppelkegelschnitt, mag 
noch bemerkt werden, dass jede Kegelschnittschaar die Flache einfach über- 

deckt, dass aber der doppelte Kegelschnitt keiner Schaar angehort. - Wenn 
ein Kegelschnitt einer Schaar iu  zwei coincidirende Gerade ausartet, so bc~ 
riihren alle adjungirten Kegelschnitte die zii der Geraden gehorende statio. 
n5re Ebene a n  der Geraden selbst, die Geradenpaare in  der adjungirten 
Schaar schueiden sich auf dieser Geradeu. 

4. Wenn im Flachenblischel zwei in Ebcnenpaare zerfallende Flacheu 
vorkommen, so ist seine Grundcurve ein windschiefes Vierseit. Den in die 
Ebenenpaare A ,  B ;  C, D zerfallenden Fliichen sollen in  der Torse die Ebenen 
B und D entsprechen, so besteht das eigentliche Erzeugniss aus einer F2"-'. 
welche die Gerade AC zur fi - fachen, die Geraden A D  und R C au fi - 1 - 
fachen, endlich B D  zur m-2-fachen Geraden hat. Deshalb lassen sich die 

raderipaare, beide zusammen ergeben die 16 Geraden der Flache. Da jede Gerade 
von fünf ündcren geschiiitteri w i r d ,  so bat man 40 Schuittliunkte oder 40 fiich 
schneidende Geradcnpaare im Ganzcn. Je  zwci sich ~chneidcnde Geraden fiihren 
aber auf eine Kegelschnittschaar, mit lIilfe der Flachen durch sie und den doppcl- 
ten Kegelschnitt. So erhalt man 40 Schaaren von Kegelschnitten, jede Schaar 
aber viermal, weil in jeder Schüar vier sich schneitleude Geradenpaare sinri. A ~ E O  
giebt es x e h  Schaaren resp t'ürif adjuugirte Schaareri und dam geh6reiid fiini' 
Kummer'sche Kegcl. 

* Der Qucrschnitt der Fliche mit einer Ebene des Kegels wird gefunden rrie 
in Nr .  2 ;  er besteht am zwei Kegelschnitten, von denen zwei Schnittpunkte in dei 
Reriihrungsseite der Ebene mit dern Kegel liegen; die übrigen fallen in den Dop- 
pelkegelschnitt. (Von den erstereo ~ c h r i i t t ~ k k t e r i  liegeu auf jeder Kegelseite 
zwei, keiner von allen Pdlt in die Kcgclspitxe.) 
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Von Dr. A. ~{'EILER. 165 

Punkte der Flache umkehrbar eindeutig beziehen auf die Strahlen der linearen 
Congruenzen mit den Directricen A C  und B D  oder A D  und BC. Die 
Ikgelschnitte der Schaar treffen im Ailgemeinen alle Seiten des Vierseits 
(für f i  = 1 nur A C  , für  m = 2 aile ausser B D ,  auf welcher alsdann dio 
Kegelspitze S liegt); unter ihnen sind 212-3 Geradenpaare. - Die Deve- 
loppabeln von Fhn ' l b g s  A C ,  A B  und B C ,  B D  siud bezüglich von der 
Chase n + 1, n , n -1 ; auf diesen Geraden sind bezüglioh 2 n - 2 ,  2 n  - 4, 
2 îa - 6 Pinchpunkte. - F16chen zweiter Ordnung durch drei und Flachen 
dritter Ordnung durch die vier mehrfachen Geraden ergeben mit F z n - l  
bemcrkenswerthe Schnittcuiven. 

5. Der Büschel von Fliichcn zweiten Grados enthalte eine Doppelebene 
P, welche der Torse nt01 Classe angehoren und sich selbst entspreehen soll. 
Dau Erzeugniss ist eirie Fe", welche die in  P gelegene Grundcurve pe des 
Büschels zur n-fachen Curve hat. (Wir betrachten hier im Vergleich zu 
Nr. 3 den zweitcn Fal l ,  dass sich gegenüber Kr. 2 von FZn+l eine Ebcno 
absondert; dieser Fa11 ist allerdings als ein specieller von Nr. 3 aufzufassen, 
wenn niimlich dort P und Q ausammeufallen. Die Verariderungen gegen- 
über Nr. 3 eind aber so intensiv, dass cine bcsondcro Behandlung des vor- 
liegendan Falles berechtigt erscheint.) Durch einen Punkt  Q aiif pZ gehen 
n-1 von P verschiedene Ebenen der Torse; die Tangentialebenen in Q an 
die n - 1 entsprechenden Flachen fallen zusammen: D e r  K e g e l ,  w e l c  h e r  
l a n g s  p z  a l l e  F l a c h e n  b e r ü h r t ,  i s t  f i - 1 - f a c h  g e z a h l t  f ü r  Pz? 
e i n e  l a n g s  pz u m s c h r i e b e n e  D e v e l o p p a b l e .  A u s s e r  d e m s e l b e n  
e x i s t i r t  a b e r  n o c h  e i n  e i n f a c h  z a h l e n d e r  K e g e l  z w e i t e r  C l a s s e  
d u r c h  pzl w e l c h e r  e b e n f a l l s  z u  d i e s e r  D e v e l o p p a b e l n  g e h o r t .  
Namlich es entspricht der P consecutiven Ebene der Torse ein Kegelschnitt, 
welcher durch diese Ebene aus einer unendlich schmal gewordenen Flache 
des Büsçhels herausgeschnitten wird. Dieser Kegelschnitt ist  p h n e n d l i c h  
benechbart, er tsifft pz i n  zwei Punkten und bestimmt mit p z  eincn Kegol, 
wclcher in der Nahe von pz  einen einzelnen hlautel der Flache F h  dar- 
stellt. (Man erkennt, d a s ~  nunmehr p-er Kegelschnittschaar angehort.) 
Der n - 1 - fache und der einfache Xlantel an pz  berühren sich in  zwei Punk- 
ten, welche auf der zu P gehtirenden Berührungsseite der Torse liegen. Es 
kann der Fall eintreten, dass die beiden betrachteten Kegel zusammenfallen. 
dlsdann gehen durch p2 f i -  1 Mantel der Flache, welche an pe denselben 
Kegel berühren; zudem ist p%ine Bückkehrcurve von FZn. 

In der Kegelschnittschaar sind 212 üeradenpaare. Jede Gerade berllhrt 
in ihrem Schnittpunkte mit p8 den n- 1 -fach berührenden Kegel der 
Flache. 

Die a n a l y t i s c h e  D a r s t e l l u n g  des allgemeinen Falles ist  hier fol- 
gende. Der FlLchenbtischel sei darçestellt durch 

1) A T - p 2 = 0 ,  
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166 Ueber einige Flachen, welche Schaaren v. Kegelschn. enthalten. 

cp = O eine beliebige Flache des Büschels, p  = 0 die Ebene P ist. Die Torse 
Classe sol1 ftir 1  = 0 die Ebene p  = O liefern , ihre Gleichung sei demnach 

2) A n a + A n - l b + . . . + A Z k +  I i + p = O ,  
,orin a ,  . . ., 2 lineare AusdrIicke sind. Die Gleichung von F" ist 

3) apZn-1  + bp2n-3  (P + . . . + 7~p'cp~-~ + l p  ( P " - ~ +  pn = 0. 

Langs p2 (p = p = O )  wird F2" von g> = 0 berührt , resp. n - 1 Min- 
tel von F Z n  berühren dort g> = 6. Um den letzten Mante1 zu finden, setm 
man in 1) und 2) an Stelle von I einen uncndlich kleinen Werth d l ,  80 
entsteht der Kegelschnitt der Schaar 

q3c.I-p"ldA+p=O, 
welcher pz unendlich benachbart ist Durch ihn und dureh pY geht die 
Flache zweiter Ordnung cp + lp = O, welchc cp = O nicht langs p-erührt; 
dagegen berührt sie F Z n  langs p2 einfach. [Lasst man in 3) p  und p au 

Nul1 werden , so bleiben als niedrigste Glieder Zp (P"-'+ qn = (lp $ cp) 

übrig.] Der w - 1- fache 3fantel ( g >  = 0 )  und der einfache (g> + l p  = O )  be- 
rühren sich in den singul%ren Punkten rp = p  = l =  0 und beide Mantel 
sind identisch , wenn 1 = 0 mit p  = 0 zusammenfiillt. 

F ü r  n = 2  erhalt Inan wieder eiiie F l i i c h e  v i e r t e r  O r d n u n g  mit  
D O p p  e l k  e g  e l  s c h n i t t  , auf welcher zunachst eine K~gelschnittschrtar liegt 

4, Ag>-p"0, A 2 a + 2 % b + p = 0 ;  
die Gleichung der Flache ist 

5, a p 3 + i ? b p ~ + g > 2 = a p S + g > ( c p + 2 b p ) = 0 .  
Zu der Schaar 4) giebt es eine adjungirte, welche man erhalt,  wenn 

mail 5) mit der Ebene in 4) schneidet und den Schnitt mit i cp -pz  = 0 
weglasst. Diese adjungirte Schaar ist 

6) l ( g > + 2 b p ) + p 2 = 0 ,  k2a+ 2 i b + p = 0 .  
Offenbar wird F4 Iangs p2 von (P = O und von g> + 2  bp = O berührt: 

D i e  D e v e l o p p a b l e  l a n g ~  d e r  D o p p e l c u r v e  z e r f a l l t  h i e r  i n  znrei 
I i e g e l  z w c i t c r  C l a s s e .  Bcide bcrühren sich in  zwei Punkten (cp=b 

= p  = O), in welchen je zwei Pinchpunkte sich vereinigt haben. - Die 
beiden Kegelschnittschaa.ren haben p2 gemeinsam und durchschneiden sich 
in demselbeii (für die übrigen Schaaren ist dieses riatürlich niclit der Fall). 

Die Ebenen 1% + 2 Si b + p  = 0  umhüllen cincn K u  rn m e r 'schen Kegel, 
dessen Spitze in der Ebene der Doppelcurve liegt,  als Folge davon, dass 
die Developpable langs p2 zerf'illt. Wenn umgekehrt die Kegelschnitte von 
zwei adjungirten Schaaren auf F4 den doppelten Kegelschnitt p2 in Paaren 
einer Involution schneiden und die Pinchpunkte sich paarweiso so vercinigcn, 
dass ein Paar  derselben Involution entsteht, so muss die Developpable langs 
p-n zwei Eegel zerfallen. 

Damit endlich die F4 langs pZ beriihrenden Kegel zusammenfallen, hat 
man O = p  zu setzen. Die Gleichung der Flache wird zu 
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sie enthalt die Kegelschnittschartren 

Die F lkhen  zweiter Ordnung in 8) gehoren demselben Düschel an, 
indcm alle cp = O an p = O berühren. Die Torse der Ebenen A2u + 2 11, 
+ p  = O wird zu einem Ebenenbüechel. Dieser Büschel erscheint zweimal 
mit dem Flachenbüschel i n  solche Zuordnung gebracht, dass je einer Ebene 
ein Fliichenpaar, einer Plache eine einzelne Ebene entspricht und wobei die 
Flichenpaare cine Involutioii bilden. Diese Involution ist beidemal dieselbe, 
weil in einer Ebene des Büschels nur zwei Kegelschnitte von P4 liegen. 
Man kann deshalb die Gleichungen 8) auf eine andere Porm bringen, indem 
man eine Ebene des Büschels mit Q U  + p = 0 (an Stelle von A2a + 2 Ap + p  
= 0) bezeichnet. Alsdann gehen 8) übereinstimmend über in  

9) e a + p = O ,  I Q + ~ ~ ( ~ + Q ) ~ ~ P - P ' = O -  

Offenbar handelt es sich jetzt um eine F l a c h e  v i e r t e r  O r d n u n g  
mi t  C u s p i d a l k e  g e l  s c h n i  t t. Gegenüber F4 mit Doppelkegelschnitt ist hier 
die Erzeugungsweise ausgeartet. An Stelle der Ebenen des ausgezeichneten 
Kegels treten die Ebenen eines I3üschels; die getrennten Fl5chenbüschel sind 
die zu Paaren einer Involution geordrieten Plachen, welche sich (und F4) 
Iangs des Cuspidalkegelschnittes bcrührcn. In  d e ~ E b c n e  des Cuspidalkegel- 
schnittes fallt eine Ebene zusammen mit dem entsprechenden Plachenpaar. 
I n  jeder Ebene des Büschels liegen zwei Kegelschnitte von F4, heraus- 
geschnitten aus dem der Ebene entsprechenden Fliichenpaar. Diese Kegel- 
schnitte berühren sich in  den Schnittpunkten der Axe des Ebenenbüschcls 
mit dem Cuspidalkegelschnitt, welche infolge dessen Clospunkte sind. Die 
Axe liefert für  beide Kegelschnitte denselben Pol und der Ort dieser Pole 
ist die Bchnittlinie der Tangentialebeneli a n  F4 in den Clospunkten, nennen 
wir sie die ,,Conjugirte der AxeU. Wenn somit ein Kegclschnitt der  (In- 
volutions-) Schaar zu einem Paar  von Geraden wird, so schneiden sich die- 
selben auf der Conjugirten der Axe. - E s  mag hier im Voraus zusammen- 
fassend gesagt sein, dass die Iuvolutionsschaar, welche die Stelle von zwei 
adjungirten Schaaren vertritt ,  folgende ausgezeichneten Kegelschnitte ent- 
halt: 1. p\ 2. ein Kegelschnitt, der mit dem in seiner Ebene liegenden zu- 
sammenfallt, weil in  der Involution von Flachen noch eine selbstentspre- 
chende Flache vorkomrnt; 3. vier Geradenpaare; 4. drei Kegelschnitte, in  
denen jedes Mal F4 von einem Kegel zweiter Classe berülirt wird, dcssen 
Scheitel auf der Conjugirten der Axe liegt. - Bus dem Vorstehenden gaht 
auch hervor, dass die Flache mit sich selbst in involutorischer Centralcol- 
lineation steht für  jeden Punkt  der Axe (wobei die Collineationsebene durch 
die Conjugirte der Axe geht) und für jeden Punkt  auf der Conjugirten der 
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Axe (wobei je die Collineationsebene durch die Axe geht). Daraus folgt 
aiich, dass die Punkte der Flache in geschaarter Involution aind für die 
Axe und ihre Conjugirte.* 

I n  der Involutionsschaar kommen nach Vorigem acht, gerade Linien vor 

a,, b,, . . ., a,, b,. E s  sollen die ai in  der einen, bi in der andcrn Tan- 
gentialebene in den Clospiinkten liegen und die Linien von übereinstimmen- 
dem Index sich auf der Conjugirten der Axe schneiden. Alsdann laçsen sich 
die K u m  rn er'schen Kegel ableiten wie folgt : Fliichen zweiten Grades durch 
pz ,  a i ,  bi schneiden P4 in Kegelschnitten, deien P:hcnen deni Riischel a = p  
= O  angehoren; sie führen immer auf die Involutionsschaar und damit auf 
den zerfallenden (doppelt zahlenden) K u  m m  e r'sclieu Kegel. Legt mari 

d a g ~ g e n  einen Büschel von Fliichen zweiten Grades durch p" a i ,  ak, so 
erhalt man eine Kegelschnittschaar, zu welcher al a,n , ferner bi bk als zer- 
fallende Kegelschnitte gehoren. Zu der adjungirten Schaar gehoren ebenso 
ui ak, bi b,  (i, 76, 1 ,  nz = 1 ,  2, 3 ,  4). Beide Schaaren veranlassen deuselben 
doppelt berührenden Kegel, dessen Spitze auf der Conjugirten zur Axe liegen 
muss (die Ebenen A der ai und B der bi sind Ebenen des Kegels). Stellt 
man die a; (oder die bi) auf alle Weisen xu je zweien zusammen, s o  e n t -  
s t e h e n  s e c h s  K e g e l s c h n i t t s c h a a r e n ,  w e l c h e  d r e i  d o p p e l t  be-  
r t i h r e n d e  e i g e n t l i c h e  K u m m e r ' s c h e  K e g e l  v e r a n l a s s e n .  

Ein solcher Kegel Ke geht immer durch den Cuspidalkegelschnitt p h o n  
Fa, zu ihm gehoren m'-mal zwei Fl~chenbüschel durch pZ etc. Jeder Kegel- 
schnitt einer dieser sechs Sühaaren berührt daher den Cuspidalkegelschnitt. 
Zwei adjungirte Kegelschnitte in  einerlei Ebene haben an pz drei consecii- 
tive Punkte gemein (Nr. 2) ,  ausserdem einen Punkt auf der zugehorigen 
Berührungeseite des Kegels K! Huckt ihre Ebene, unter Beibehaltuug des 
Kegels Ka, naeh eincr Tangentialcbene in eincm Clospunkte, so zcrfallen die 
adjungirten Kegelschnitte in zwei Geradenpaare aus dem Clospunkte; in 
dieser speciellen Lage fallen also alle vier Schnittpunkte der Kegelschnitte 
in  den Cluspunkt. Betrachtet man daher die Berührungscurve von KZ mit 
F4, welche im allgemeinen Falle eine Curve vierter Ordnung war, sa findet 
man, dass sie in den Cuspidalkegelschnitt und einen Kegelschnitt durch die 
Clospunkte zerfiillt: D i e  d r e i  e i g e n t l i c h e n  K u n i m e r ' s c h e n  K e g e l ,  
w e l c h e  i h r e  S p i t z e  a u f  d e r  C o n j u g i r t e n  d e r  A x e  h a b e n ,  gchen  
d u r c h  d e n  C u s p i d a l k e g e l s c h n i t t  u n d  b e r i i h r e n  F4 a n  d r e i  Kege l -  
s c h n i t t e n  d e r  I n v o l u t i o n s s c h a a r .  

Diese Flliche mit Cuspidalkegelschnitt wird auch erzeugt durch einen 
Büschel von Fliichen zweiten Grades, in welchem ein Ebenenpaar vorkornmt 
und eine Torse zweiter Classe von Ebenen, die den Cnspidalkegelschnitt 
berührt,  wobei eine ~elbstentsprechende Ebene aiiftritt. Geht man aus 

* Vergl. T o t o e s y ,  Mathem. Annalen XIX 
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von einem beliebjgen Kegelschnitte einer de r  sechs Schaaren , so hat man 
als Grundcurve des Fl&91enbüschels zwei sich berührende Regelschnitte pz, 
k" die Kegclspitze liegt in der Ebene von 721iind diese Ebene ent- 
spricht sich selbst bci der noch festausetzenden projectiven Zuordnung. 
Ereutzt man hierbei k2 durch zwei Geracle Tcl, 7c2, welche, in einer San- 
gentialcbcne von pz liegond, siüh aiif pz schneidcn,  so entsteht die n#m- 
liche Flache. 

d u f  die Fliiclie~ vieïter Ordnring mit Cuspidalkegelsclinitt, welche 
auesordem Doppelpunkte habcn oder vereinigte Clospnnktc bcsitzcn, werdo 
ich irn nachstehcnden Aufbatze zuriickkomrnen. 
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VIIL 

Ueber Flachen vierter Ordnung mit Doppel- und 
mit Cuspidalkegelschnitt. 

Von 

Dr. A. WEILEK, 
in  IIottingen- ABrich. 

Hierzu Taf. V Fig. 2 .  

In dem vorangegangenen Aufsatze habe ich auf eine mcthodische Un- 
teïsuchung der obgenannten Flachen hingewiesen, welche hier niiher aus- 
geführt und ergiinzt werden soll. Ich beschranke mich irn Wesentlichen 
auf drei Hauptfalle, niimlich auf die allgemeine FlLche mit Doppelkegel- 
schnitt, m i t  Cuspidalkegelschnitt und den Specialfall der letzteren Flache, 
i n  welchem die Clospunkte zusammenfallen. Die Untersuchung f6rdert einigr 
neue Resiiltate zu Tage und setzt bereits bekannte Eigenschaften in leicht 
übersehbaren Zusammenhang. - Specialfàlle der drei genannten Typen wer- 
den gelegeutlich berührt. Allerdings ist die angewandte Methode derart. 
dass aus ihr alle Spccialf%lle entspringen würden; aber eine solche Dürch- 
führung wLre augenscheinlich mühsam und es würden in den meisten Fallen 
verschiedene Dispositionen bezüglich der erzeugenden projectiven Gebildo auf 
nicht von einander verschiedene Plachen führen. Eine systematische Clas- 
sification diesor Plachen ist übrigens socben durch Herrn S e g r e  ausgefiihrt 
worden," seine Methode giebt weiterhin das Mittel, die Frage nach der 
Realitat dieser Gebilde zu erledigen. 

1. Uelier die F l a c h e  v i e r t e r  O r d n u n g  m i t  D o p p c l k e g e l s c h n i t t  
habe ieh untcr Andcrem folgendo Eigcnschaft,en angegeben. Die Flachc 
wird von jeder Kegelschnittschaar eiufach überdeckt, somit haben im All- 
gemeinen zwei Kegelschnitte derselben Schaar keinen Punkt  gemein. Zwei 
Kegelschnitte, welche einer Schaar und ihrer adjungirten entnommen bind, 

schneiden sich stets in  zwei Punkken, deren Verbindungslinie durch den 
Scheitel S des zugehorenden K u m m e r ' s c h e n  Kegels K2 geht. Liegen sie 

* Mathem. Annalen XXIV, S. 313, woselbst eine vollstandige Literaturaugabe 
xu finden kt.  
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zudem in einer Ebene, so schneiden sie sich in vier Punkten. Zwei davon 
liegen auf dem Doppelkegelschnitte ce, die übrigen auf der Berührungsseite 
s ihrer Ebene E mit dem Kegel KY Aho wird ein Kegelschnitt von allen 
Kegelschnitten der adjungirten Schaar in Punktepaaren einer Involution 
geschnitten, deren Pol in  S fallt. - Durch einen beliebigen Punkt auf 
unserer FlLche F 4  gehen zehn Kegelschnitte, nBmlich fünfmal je zwei ad- 
jungirte, welche sich nochmals in  einem Punkte treffen. Andere Kegel- 
schnitte unter diesen zehn gelangen nicht fernerhin zum Schnitt. Zwei 
Kegelschnitte, welche verschiedenen, aber nicht adjungirten Schaaren zugb- 
horen, haben stets einen Punkt  gemein. 

Es seien nun a l ,  a2 in  der Ebene A ,  b , ,  b, in B ,  c,, c, in C drei 
Geradenpaare der ervten Kegelschnittschaar I ,  sa schneiden sich A ,  13, C 
in SI; aile Kegelschnitte der adjungirten Schaar 1* liegen in Ebenen aus 
S, und schneiden die sechs Geradan a i ,  b , ,  ci*. Hierdnrch ist die Schaar 
I* vollig bestimmt und e s  i s t  F 4  d i e  F l a c h e  d e r j e n i g e n  K e g e l -  
s c h n i t t e ,  d e r e n  E b e n e n  d u r c h  e i n e n  P u n k t  SI g e h e n  u n d  w e l c h e  
die  i n  d r e i  E b e n e n  a u s  S, l i e g e n d e n  G e r a d e n p a a r e  a,, a,; b , ,  6,; 
c l ,  c2 s c h  n e  i d  en. In den drei Ebenen sind die Geradenpa,are in allgemei- 
ner Lage, womit sich die Zahl der Constanten der Flache auf 21 belauft. 

Eine Ebenc E schneide nun a i ,  b i ,  ci in sechs Punkten eines Kegel- 
schnittes. Diese Punkte sind drei Paare der Involution vom Pol SI. Con- 
struirt man zu SI mit Bezug auf die drei Paare die vierten harmonischen 
Punkte, so liegen dieselben auf der Polaren des Punktes S, mit Bezug auf 
diesen Kegelschnitt. Indem man aber die Paare a, ,  h i ,  s mit allen Ebenen 
aus 8, schneidet und j e  den vierten harmonischen Punkt von SI fur jedes 
herausgeschnittene Punktepaar bestimmt, entstehen die drei Geraden a,, b,, 

c,, die Polaren von S, mit  Bezug auf die drei degenerirten Kegelschnitte 
a,a,, b, b , ,  c,c, der Schaar I. Bei der Erzeugung der Schaar 1* aus S,, 
ai,  bi, ci hat man offenhar Ebcnen durch S, zu legen, welche a,, 6, , c, je 
in drei Punkten einer Geraden schneiden; eine solche Ebene schneidet als- 
dann die sechs Geraden ai, . . . in sechs Punkten eines Kegelschnittes. Man 
construire somit die GU' Transversalen zu ao, b,, c,, sie sind die Polaren 
von S, für die Kegelschnitte der Schaar 1* und die aus SI nach ihnen ge- 
legten Ebenen bilden den Knmmer ' schen  Xegel 1Y:: D i e  P o  1 a r e  n d e s  
S c h e i t e l s  e i n e s  K u m m e r ' s c h e n  K e g e l s  m i t  B e z u g  a u f  d i e  K e g e l -  
s c h n i t t e  d e r  e i n e n  z u g e h o r i g e n  K e g e l s c h n i t t s c h a a r  b i l d e n  s t e t s  
e ine R e g e l s c h a a r  z w e i t e n  G r a d e s .  (Der ScheitelS, desKegels liegt 
nur dann auf dieser Regelschaar, wenn SI auf F4 liegt; ein soleher Punkt  
ist nach Friiherem ein Knotenpunkt der Flache, durch welchen alle Kegel- 

* Dass die beiden adjungirten Schaaren 1, I* genannt werden, sei der Be- 
quemlichkeit des Ausdrucks wegen gestattet; die hier abzuleitenden Resultate 
kaunen auf gleichliereïhtigte Kegelschnittschaaren übertragen werdeu. 
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schnitte der Schaar hindurchgehen; die genannte Regelschaar geht über in 
seinen Berührungskegel.) 

Der Kegelscheitel SI liefert für die zugeordneten Schaaren 1, 1* zwei 

solche Regelschaaren zweiten Grades. Da aber jeder Kegelschnitt von 1 
jeden von 1* in zwei Punkten auf der diiruh 5; gehendeu Schnittlinie ilirer 
Ebenen schueidet, so schneiden alle Polaren von 8, fiir die Kegels~hnit~te 
der Schaar I alle Polaren der Schaar 1*: D i e  P o l a r e n  e i n e s  Kegel- 
s c h e i t e l s  f ü r  d i e  K e g e l s c h n i t t e  d e r  b e i d e n  z u g e o r d n e t e n  ad- 
j u n g i r t e n  S c h a a r e n  b i l d e n  d i e  h e i d e n  E r z e u g u n g e n  derselben 
F 1 a c h e  z w e i  t e  n G r  a d e  S. - Die Anzahl dieser covarianten Flachen ist funf;  
nennen wir sie einfach , P o l a r e n h  y p e r b o l o i d e U .  - Ails Vorsteheudem 
crhcllt nunmchr folgcnder Zusammenhang : D c r K ii m rn el-' s c h e  K e g  el KI2 
i s t  d e r  B e r ü h r u n g s k e g e l  a u s  SI a n  d a s  z u g e h o r i g e  Pola ren .  
h y  p e r b o l o i d .  E s  tritt  damit der Kegelschnitt auf, Iiirigs welühem K,e 
und dm Polarenhyperboloid sich bcrühren; seinc Punkte sind die conjugir- 
ten von SI für beide, in  derselben Ebene von KI3 liegende adjungirte 
Kegelschnitte. Dieser Kegelschnitt trifft die Raumcurve vierlcr Ordnung 
erster Species cl4, langs welcher KI2 die FlAche F4 derührt,  in vier Punk- 
ten; die Tangenten an c,4 in  diesen Punkten gehen durch S, und es folgt: 
U n t e r  d e n  K e g e l s c h n i t t e n  v o n  z w e i  a d j u n g i r t e n  S c h a a r e n ,  
w e l c h e  j e  i n ' e i n e r  E b e n e  l i e g e n ,  s i n d  v i e r  P a a r e ,  w e l c h e  sich 
a u s s e r h a l b  d e s  D o p p e l k e g e l s c h u i t t e s  b e r i i h r e n * ;  d i e  Rerüh-  
r u n g s p u n k t e  l i e g e n  i n  d e r  d e r  P o l a r e b e n e  d e s  K e g e l s c h e i t e l s  
f ü r  d a s  P o l a r e n h y p e r b o l o i d .  

Irgend eine Gerade g aus Si schneide zwei Kegelschnitte der Gchaar I 
(und auch der Schaar 1*) in den beiden Punktepaaren A,B, , A, B,. Die 
vierten harmoniscten Punkte Pl, P2 von SI f'ür diese zwei Punktcpaaie sind 
die Schnittpunkte von g mit dem Polarenhyperboloid. Man erkennt hieraus. 
dass das Polarenhyperboloid keineswegs die quadratische Polarfliiche von S, 
für F4 sein kann. Construirt man aber endlich den vierten harmonischen 
Punkt Q von SI fiir das Paar P,P,, so ist Q auf der Polarebene von SI 
fiir F4 gelegen: D i e  P o l a r e b e n e  d e s  S c h e i t e l s  d e s  Kummer ' schen  
K e g e l s  m i t  B e z u g  a u f  d e s s e n  P o l a r e n h y p e r b o l o i d  i s t  d i e  Po la r -  
e b e n e  d e s  g e n a n n t e n  P u n k t e s  f ü r  d i e  E'lache v i e r t e r  Ordnung. 

Man kann beweisen, dass F4 von einem Polarenhyperboloid in zwei 
getrennten Curven geschnitten wird, wovon die eine sehr bemerkensmerth 

* Dei dieser Berührung ist die gemeinsame Tangente eine Seite des Kegds 
K12. - Es giebt vier weitere Ebenen an KIE, welche c2 tierühren; die darin liegen- 
den Kegelschnittpaare berühren sich und c2 in demselben Punkte. Endlich 
berühren siçh diese Kegelaçhnittpaare auçh in den vier Ebenen von K,', deren 
Berührungsseiten durch die Pinchpunkte gehen. Der Beriihrungspunkt iat der 
Pinchpunkt und die gemeinsame Tangente ist die Schriittliuie jener Ebene mit der 
singuliircn Tangentialebene des Pinchpunktes. 
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kt .  - ES seien E eine Ebene an KIP; el2, e: die in R liegenden Kegel- 
schnitte; s die Berührungsseite von E mit RIe; p l ,  p,  die Polaren von S,  
für e," eZ2. Der Schnitt von E mit dem Polarenhyperboloid besteht aus 

p l ,  p,. Die Schnittpunkte von p, mit el2 und von p,  mit e22 sind Purikte 
auf F4, in  welchen die Tangentialebenen dnrch SI gehen ; sic sind die Dop- 
pelpunkte der bereits erwahnten Involutionen auf el" e:. Diese vjer Punkte 
liegen auf dem Berührungskegel vierter Ordnung, welcben man aus SI an 
Fi (ausser K,2) lcgcn kann. (Den Schnittpunkten von p, mit eZ2 und von 
p, mit e,"ommt diese Eigenschaft nicht zu.) Jene vier Punkte, sagen wir 
kurz e,2pi, beschreiben bei der 13ewegung von E um K,%ine Curve vierter 
Ordnung, welche, auf dern Polarenhyperboloid liegend, jede seiner Erzeu- 
genden zweiuial schneidct. Let,ztercs gilt auch ftir den Ort der Punkte 
e t p k  u r d  es folgt: D i e  S c h n i t t c u r v e  d e s  P o l a r e n h y p e r b o l o i d s  m i t  
F4  z e r f i i l l t  i n  z w e i  R a u m c u r v e n  v i e r t e r  O r d n u n g  e r s t e r  S p e -  
cies. D i e  e i n e  d a v o n  i s t  d i e  B e r ü h r u n g s c u r v e  d e s  a u s  d e m  
K e g e l s c h e i t c l  a n  F 4  (ausser KI2) g e l e g t e n  B e r ü h r u n g s k e g e l s  v i e r -  
t e r  O r d n i i n g ;  i n  j e d e m  i h r e r  P u n k t e  b e r t i h r e n  s i c h  z w e i  K e g e l -  
s c h n i t t e  d e r  z u m  K e g e l  g e h o r e n d e n  a d j u n g i r t e n  S c h a a r e n . *  
Weun eine Ebene A an KI2 einen zerfallenden Kegelschnitt u,u, der Schaar 1 
(oder 1*) enthslt, so fallen die Doppelptinkte der Involution auf a,a, in 
dem Schnittpunkte dieser Geraden zusammen: D i e  1 e t  z t g e n a n n  t e  R a  um-  
c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  g e h t  d u r c h  d i e  a c h t  S c h n i t t p u n k t e  d e r  
in  d e n  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t s c h a a r e n  e n t h a l t e n e n  G e r a d e n p a a r e  
und b e r ü h r t  i n  j e d e m  S c h n i t t p u n k t e  d o n  v i e r t e n  h e r m o n i s c h e n  
S t r a h l  d e s  K e g e l s c h e i t e l s  m i t  B e z u g  a u f  d a s  G e r a d e n p a a r . * "  

Schneidet man F4  und den K u  mm e r  'schen Kegel KI2 mit der Polar- 
ebene des Kegelscheitels SI, so erhalt man eiue Curve vierter Ordnung mit 
zwci Doppelpunktcn und cincm Kegelschnitt, welcho beide sich in vier 
Punkten berühren. Diese Punkte liefern mi t  KIQie Ehenen, in denen sich 
je zwei Kegelschnitte der Gchaaren 1, 1*, die in derselben Ebene von KIe 
liegen, berühren. 

Nehmen wir wieder a n ,  man kenne von der FlZche F4 die drei Gera- 
denpaare a, a,, h, O,, cl c,, deren Ebenen yich im Kegelscheitel SI schneiden. 
Es sei t eine Transversale der vierten harmonischen Strahlen a,, b,, c, von 

" Lur Erganzung des gegebenen Beweises betrachte man ii-gend eiuen Quer- 
~chnitt von F4, dessen Ebme P durch S, gelegt ist. Der Schnitt bestcht au8 eincr 
Ciirve vierter Ordnung p4 mit zwei Doppelpunktcn, SI ist der Schnittpunkt zweier 
Doppeltangenten tl , t2 von p% Aus Si gehen an p4 noch vier Tangeriten, welche 
P, Q, R ,  S au Berührungspunkten haben mogen. D~irch P, Q, R, S 1Zsst sich ein 
Kegelschnitt legen , welcher t ,  , te je im vierten harmonischen Punkte von SI für 
die Berührungspuukte dieser Doppeltangeuten berührt. Er ist der Schnitt niit deni 
Politrenhgperboloid. Die Punktc von p4 sind durch SI und die Punkte dieses 
Kegelschnittes paàrweise harmonisch getrennt. 

+* Vergl. Clcbsch ,  Crelle 's Journal Bd. 69 S. 25. 
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174 Ueber Flschen 4. Ordn. m. Doppel- u. m. Cuspidalkegelschnitt. 
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SI f ü r  die Oeradenpaare a i ,  b i ,  c,. Uie &bene S,t schneidet die sechv 
gegebenen Geraden in Punkten eines Kegelschnittes, welcher augenschein- 
lich dann und nnr dann zerfallt, wenn die sechs Punkto zu je droicn in 
zwei Geraden liegen. Weil aber die Geraden eines Paares, z. B. b, b,, sich 
schneiden , diejenigen verschiedener Paare windschief sind , so miissen jedes- 
mal drei Geraden, welche von der Ebcne S,t in  Punkten einer Gcraden ge- 
schnitten werden, allen drei Paaren ni, h i ,  ci entnommen sein. Die Ebene 
S, t z. B., welche a , ,  b , ,  cl in  Punkten einer Geraden schneidet, thut da9- 
sclbe für a,, b,, c,; diese Ebene enthëlt einen zerfallenden Kegelschnitt der 
Schaar IV.  Kan findet diese Ebene eindentig wie folgt. Die Geraden a,b,c, 
und a, b ,  cl bestimmen (durch ihre Transversalen) zwei Regelschaaren , an 
welche aus S I  im Ganzen vier gemeinsame Tangentialebenen gelegl werdeii 
khmen.  Drei davon, nBmlich die Ebenen A (von a, a,), B , C sind bereits 
bekannt und fallen ausser Betracht. Die vierte gemeinsame Ebene E schnei- 
det alsdann a, ,  b,, cl in drei Punkten der Geraden e l ;  a, ,  b, ,  c, in drei 
Punkten der Geraden e,. - Ebenso findet man drei weitere Ebenen F, G, 
H ,  welche beziiglich 

a,b,c,, a,b2ci; a,b,c, ,  a,b,c,; a,b,c,, a,b,cl 

je in drei Punkten der Geraden 

fi i fi i 9 1  i gz; hl1 I% 
schneiden, und es sind damit die in der Schaar 1' enthalteilen Geraden- 
paare linear eonstruirt. 

Umgekehrt bonrite man etwa ails e,, e,; f,, f,; g , ,  g, die Geradeu- 
p a r e  der Schaar I finden. Nach der eingeführten Uezeiehnung werden 

e , f , g , ,  e,f ,g, ,  e,f,.!7,, e,f29,, %f2.%, e,f ,g,  b e z W c h  von a , ,b l l c ,>a , ,  
b,, c, geschnitten. Es verbleiben die Ternen el f ig, ,  e, f, g,; erstere sollen 
von d l ,  lctatere von d, geçchnitten werden. So erhilt  man folgende Tabelle, 
in  w ~ l c h e r  neben jeder einzelnen Geraden diejenigcn fünf angegehen s id ,  
welche erstere schneiden. 

Die folgende Tabelle enthalt die Geradenpaare, welche jedesmal zu der- 

selben I~egelscl~nittschaar gehoren. 
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Von Dr. A. WEILER. 175 

Die Linienpare einer ganzen Horizontalreihe bezeichnen zugleich je 
acht Ebenen des zu den adjungirten Schaaren gehorenden K u m  ni er'schen 
Kegels KIa. . . KFiP. 

Wenn der Scheitel SI eines K u m  mer'schen Kegels in die Ebene C des 
Doppelkegelschnittes fallt, so ist S, ein Diagonalpunkt des Vierecks der 
Pinchpunkte. Fi ist dann sich selbst entvprechend in einer involutorischen 
Collineation voin Cent,rum SI, dcren Ebenc 8, dia Punkte a, o z ,  b ,  b , ,  . . . 
euthiilt. Das Polarenhyperboloid des Scheitels SI degenerirt in den Kegel- 
schnitt, welchen S, aus Ki2 schneidet. Aus der letzten Tabelle fol@, dass 
die Scheitel S,, . . ., S, der übrigen Kegel in SI liegen, so dass aoch diese 
Kegel und ihre Hyperboloide ihre eigenen Rilder in  der Collineation sinil. 
S, schneidet aus F4 eine Curve vierter Ordnung c4 mit zwei I h o t e n  und 
mit acht Doppeltangenten. Diese Doppeltangenten gehen zu ,je sweien durch 
die vier Kegelscheitel. - Wenn ein zweiter Kegelscheitcl, S,, in C fsllt, 
so tritt eine neue Collineation vom Centrum f& und der Ebene S2 auf. Die 
c4, welche durch S, aus F4 geschnitten wird, hat nunmehr folgende Eigen- 
schaften. Zwei ibrer Doppeltangenten schneiden sich in Sz, also auf der 
Verbindungslinie der Knoten; S2 ist ein Homologiecentrum für d, die Homn- 
logieaxe ist die Schnittlinie SIS,,  auf ihr schneiden sich die verbleibenden 
sechs Doppeltangenten paarweise in den Scheiteln der tibrigen K u  m m  e r  - 
schen Kegel. - Rückt endlich auch von diesen drei Scheiteln einer in die 
Ebene C (in den Punkt  C SI S,), so fallen die beiden übrigen im Schnitt- 
punkte der nunmehr vorhandenen drei Collinentionsebenen zusammen. Dieser 
Punkt ist alsdann der Scheitel eines siuguliiren Kummer ' schen  Kegels, 
lie~üglicli ein Knotenpankt der Fliiche Fa. 

Wenn wiederum in C f'illt, KIe aber C berührt,  so geh6rt ? d e n  
adjungirten Schaaren I, I *  an. Beide Schaaren ,durchschneidcn sich" in 
c2 und die Developpable an F 4  langs c2 zerfallt in zwei Kegel zweiter Classe. 
In diescm Falle kann kein weitcrcr Kcgelscheitel in C liegen, es sei denn, 
dass gleichzeitig c2 selbst zerfallt. 

2. D i e  F l a c h e  v i e r t e r  O r d n u n g  P 4  m i t  R ü c k k e h r k e g e l s c h n i t t  
c2 wird durch c2 und einen beliebigeu ihrer Kegelschnitte g%rzeugt wie 
folgt. Die Kegelschnitte ? u n d  gZ, welche sich hier nothwendig berühren 
müssen, sind die Grundcurve eines Büschels von Flachen zweiten Grades. 
Ein Kegel K2, diirch c2 gehend, habe seinen Scheitel S in der Ebene G von 
g2, seine Ebenen E sind den Flachen F2 des Büschels ?gg" projectiv so zu- 
geordnet, dass der Ebene G die in die Ebenen C G  zerfallende Fiache ent- 
spricht. Die Kegelschnitte, in welchen die Ebenen E ihre entsprechenden 
Flichen F2 schneiden, bilden eine Schaar, welche F4 einfach überdeckt. 

Von F V i e g t  in  E zuniichst der Kegelschnitt e,2 = EF% Die übrigen 
Eberien von KZ und ihre entsprechenden Fliichen des Büschels schneiden E: 
in einem Strahlbüschel aus S und einem d a m  projectiven Kegelschnitt- 
Iiüschel; der Berührungsseite s von E mit K2 entspricht el? Der Ort der 
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Schnittpunktr: dcr Strahlcn aus S mit den ent,sprccheiiden Kegelsçhnittcn i p t  

ein weiterer Kegelschnitt eZ2 (vergl. Nr. 2 des vorigen Aufsatzes);. es b e ~  
rühren el2, eZ2 die in  dem BerülirungspuukLe E von E mit c' an c2 gelegie 
Tangente e im Punkte E; sie haben in 2i: drei consecutivc Punkte gemcin," 
der vierte gemeinsame Punkt  XI liegt auf der Berührungsseite S. Der zuletzt 
genannte Funkt  XI ist der eigentliche Berührungspunkt von E resp. von s 

mit F4, er kann anch bezeichnet werden als der Schnittpunkt von s mit F', 
kelcher nicht auf c2 liegt. 

Bewegt man E um K2, 80 beschreiben el" eey2 dit: beiden au Ke gehoreii 
den adjungirten Kegelschnittschaarm. Der Ort ihres Schnittpunktes El =sF2 
ist die Berührungscurve von K%it F4, also ein auf K2 gelegener fester 
Kegelschnitt k2, welclier c2 in zwei Punkteu A ,  B  chr rie id et. Die in A,  B 
an R Q c l e g t e n  Ebeneri berührcn ihre entsprecbcnden Flzchcn eweiten Gra- 
des, A" RB", in ebendiesen Punkten,  weshalb die Kegelschnitte al2, bl"n 
A ,  B Doppelpunkte besitzen. Alle vier Schnittpunkte vou aze mit a l2  falleii 
in A ,  somit hat auch a: in A einen Doppelpunkt. Das Analoge gilt fi ir  

b,2, bZ2 und es folgt: Z w e i  E b e n e n  A ,  B v o n  K 2  b e r ü h r e n  i h r e  e n t -  

s p r e c h e n d e n  F l a c h e n  il2, U 2  i n  j e  e i n e m  P u n k t e  A ,  B auf e'; 
i n  d i e s e n  E b e n e n  z e r f a l l e n  d i e  a d j u n g i r t e n  K e g e l s c h n i t t e  a,?, 

aZ2 r e s p .  b,", bi2 i n  Q e r a d o n p a a r e  a u s  A ,  R u n d  a u s s e r d e m  k o m -  
m e n  i n  d e n  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t s c h a a r e n  k e i n e  Geradenpaare  
v or. Hieraus folgt unmit,telbar, dass alle Geraden in A durch A uni; 
in  B durch B gehend, daselbst F 4  in vier zusammenfallenden Purikcin 
treffen; es sind A ,  B die C l  os  p u n k  t e der Flache, A ,  B ihre singuliren 
Tangeutialebenen.** 

Die Verbindungslinie A B  = a der Clospunkte sol1 wieder die A x e  d e r  
F l ë c h e  genannt werden. Ebene Qnerschnitte dureh a h b e n  in A,  D 
Selbstberührungspunkte und zerfallen somit iii Kegelschiiittpaare. Iiieraua 
folgt,  dass dio in  A und B gelegenen Geraden von F4 sich pxdr~eise auf 
der Schnittlinie A B  = a,, der G e g e  n a x  e l  schneiden. Diese Gerad~n seieii 

a , ,  a,, a,, a,; b,, b,, b , ,  b,, w-obei jedesmal die vom selben Index au! 
a, zum Schnitt gelmgen. Wenn alsdann bei der oben gcnttnnt,en Erzeugnng 
der Flacbe a,, ak der Schaar von Kegelschnitten (el2) angehoren, die man 
direct als Schnitte E F G r h a l t ,  so gehort auch bl b,, dieser Schaar au;  al a,,,, 
b; b k  sind die zerfallenden Kegelschnitte der adjurigirt,eii Schaar (e22j. 

* Die Ebene F: schneidet am dem Kegrl Ko2, welcher F4 l b g s  c2 b e r ü h t  
einen Kegelschnitt eD2, welcher e,\ud eZ2 ebenfdls in E osculirt Dieser &gel. 
schnitt eo2 beriihrt rwifiserdcm die Ebencn A i:nd 1'; durch c' und  ist 11: ein 
deutig bestimint. - Die Uestirnmung von Ko2 ails Ç'~, a, uud eirieni Kegelsclinitte e,' 
ist eindeutig. Umgeke'nrt erkennt man, wie Ko2 z n r  Construction einer Kegelsc11ui:t- 
schaar dient. 

** Z e u t h e n .  Math. Annalen Y S. 446. 
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Ari dieser Stelle werde aiigenomruen, es seien von der F I S ~ ~ ~  F4 be- 
kannt der Cuspidalkegelschnitt, die Axen und ihre Schnit,tpunkte mit P4, 
mit anderen Worten c-nd die vier Geradenpaare ai bi (i = 1, 2 ,  3,  4). 
Dann lassen sich die sechs Kegelschnittschaaren, die drei K u m  m e r  'schen 
Kegel und die Polarenhyperboloide direct finden. Die Kegelschnitte der 
ersten Schaar (berühren c2 und) schneiden die vier Geraden a,, a,, b,, b, ; die 
der adjuugirten Schaar schneiden a,, a , ,  bl, b, u. S. f. Die Bestimmung der 
ersten Schaar ist folgende. 

Es habe c v n  einem seiner Punkte E die Tangente e (Fig. 2). Um e 
dreht man eine Ebene E ,  welche a , ,  a,, b,, b, in A,, A,, B,, B, schneidet. 
Wenn diese Ebene i n  einer beatimmten Lage einen Kegelschnitt der Schsar I 
enthalt, so ergeben die Seiten des Vierccks A, A,B,B, mit e geschnitten 
drei Punktepaare einer Involution, welche in E einen selbstentsprechenden 
Punkt haben muss. Die Gegenseiten A, A2,  B, B, liefern nun ein fesb 
liegendes Paar M, N ;  sol1 daher E der cine Doppelpunkt der Involution 
sein, so fallt der andere in O = ae. Wenn daher die Schnittpunkte P, P' 
von A,B, und A2B4 mit E die Strecke OE harmoniech theilen, so befindet 
siüh ii in der richtigeu Lage. - Bei der Drehung von E um e beschreiben 
P, P' zwci projcctivo Reihen, für E: = C fallen beide in  O zusammen, und 
es kommt also nur e i n  mal vor, dass OEPP' eine harmonische Gruppe ist 
(abgesehen von E = C , welche Ehene ausser Betracht fallt). Diese eine 
Ebene El schneidet alsdann a, in dem Scheitel Hl des Kegcls KI2. Con- 
striiirt man in dieser Ebene El die vierten harmonischen Punkte A,z r  B,, 
von SI für Al A z ,  B, B,, so ist deren Verbindungslinie die Polare von SI 
für den in El gelegenen Kegelschnitt der Schaar 1. - Lasst man nun E 
den Kegelschnitt c2 durchlaufen, so beschreibt E den Kummer ' schen  Kegd  
KIe = S,  c 2 ;  die Polare A,, B,, schneidet A ,  B in zwei projectiven Reihen, 
deren Triiger die Polaren von Sl für  al a,, b,b, sind. Indem man beide 
Kegelschnittschaaren beachtet, die KI2 zukomnien, ha t  man: D i e  P o l a r e n  
von S, f ü r  d i e  G e r a d o n p a a r c  a,a,, a,,a,, blb,, b,b, s i n d  e i i i  w i n d -  
s c h i e f e s  V i e r s e i t  d e s  d e m  K e g e l  KI2 z u g e o r d n e t e n  P o l a r e n -  
h y p e r b o l o i d s .  

Bei der Uertimmung der Cloçpunkte ha t  sich herausgestellt, dass die 
Ebenen durch die Axe aus F4 Kcgelschnittpaare ausschneiden , welche A ,  B 
in A ,  R herühren. Daher kann man durch c2 und irgend zwei dieser Kegel- 
schnitte jedesmal eine Fliiche zweiten Grades legen (welche F4 weiterhin 
nicht mehr schneidet). Unigekehrt schneidet eine Flache zweiten Grades F2, 
durch c2 und einen von diesen Kegelschnitten gelegt, F4 in einem weiteren 
Kegclschnitte durch A ,  B. Denn sei P irgend ein, F2 und P4 gemein- 
eamer Punkt ,  so muss der Kegelschnitt durch P, welcher A und E in A 
und B berührt, auf F2 und auf P liegen. Legt man daher durch c2 und 
einen lieliebigeu dieser Kegelschnitte, k2, dessen Ebene durch die Axe geht, 
einen Büschel von Fliichen zweiten Grades, so werden durch diese Flachen 
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alle Kegelschnitte aus F4 geschnitten, deren Ebenen die Axe a enthalten. 
Zu jeder Ebene durch a gehoren aber zwei Bl~c l ien ,  welche sich innerhalb 
des Büschels vertauschungsf&hig entsprechen mtissen. Darans folgt die schon 
früher (analytisch) hergeleitete Erzeugung der , , I n v o l u  t.i o n  a S C  h a a r "  von 

Kegelschnitten au€ F4. Unter den zu einer Involution gepaarten Flachen 
des Büschels c2g2 sind zwei selbstentsprechende (Uoppelfliichen). Der einen 
entspricht die Ebene C von cviind es erweist sich der Ciispidalkegelschnitt 
c2 a13 , , R Ü c k k e h r k e g e l s c h n i t t  d e r  I n v o l u t i o n s s c h a a r " ;  die dies- 
bezügliche Doppelfiiiclie wird mit F4 l k g s  c2 von demselben Kegel zweiler 
Classe b2 bcrührt. Ka2 enthalt die Ebenen A ,  R I  weshalb sein Scheikl 
in die Gegenaxe a, fallen muss. - Der zweiten Doppelflache entspricht ais 
Ebene durch a offenbar die D o p p e l t a n g e n t i a l e b e n e  von F4. Diese 
Ebene schneidet aus A ,  B d i e  s i n g u l a r e n  T a n g e n t e n  i n  d e n  C l o s -  
p u n k  t e n  und ist gleichzeitig für  die beiden letzteren die ausgezeichnete 
dureh sie hindurch gelegte Ebene; an Stelle des Contactes zweiter Ordnung 
der Aeste in dieser Ebene, an den Clospuriklen, tritt  Identibiit dieser Aeste ein 
(Z  e u t h e n  , 1. c. S. 480). - Der einfachste Fliichenbüschel, welcher bei Rr- 
zeugung der Involutionsschaar auftritt ,  ist augensclieinlich derjenige, wel- 

cher an c h n d  den c 5 n e n d l i c h  nahen Kegelschnitt dieser Schaar gelegt id 
(dessen Flachen Koe langs c2 berühren). 

Besitzt die Fiache F4 mit Cuspidalkegelschnitt einen c o n  i s c h  e n Kno- 
t e  n S ,  so ist  e r  der Scheitel eines K u  m m e r'schen Kegels K2 = Sc2, er liegt 
auf der  Gegenaxe ao. Von den vier Schnittpunkteu von a. mit F 4  Mlen 
zwei in S u n d  damit werden je zwei von den Geraden ai ( b , )  mit A S  (BP) 
identisch, z, B. a, = a,, b, = b 2 .  Die Kegelschnittschaaren , welche (c2 be- 
rühren und) a,, a,, b,, b,, und die, welche a,, a,, b,, b, schneideu, si113 
hier identisch, ebenso ihre adjungirten (welche entweder a,, a l ,  b , ,  b, oder 
a,, a,, b,, h, schneiden). Es erweist sich S selbst als Scheitel des zu diesen 
vereinigten Schaaren gehtirenden Ku m m  er'schen Kepels. Der Kegel Sc2 = Ii" 
ist  hier ein s i n g u l i i r e r  K n m m e r ' s c h e r  K e g e l ,  welcher diirch Vereini- 
gung aus zweien entstanden kt. Die zngehorigen adjungirten Kegelsclinitt- 
schaaren sind durch Vereinigung aus je zwei Schawen entstanden; ibre 
Kegelschnitte gehen siimmtlich durch deno Kegelscheitel, sie sind s i n  g u l i r e  
K e g e l s  c h n i  t t s c  h a a r  eri." - Ausser deu hier abgeleiteien Kegelschnitt- 
schaaren und der Involutionsschaar hat man noeh zwci adjungirtc Scliaaren, 
welche zu eiuem Ku m m  e r 'schen Kegel KI" SI c2 gehoren, dessen Scheitel 
S, ebenfalls auf a, liegt. Dieee Kegelschnitte, welche c-erühren, schnei- 
den entweder O,, b, und berühren A a n  AS, oder sie schneiden a,, a, und 
berühren B a n  BS. - Der singiilare Kegel R-eriihrt F4 IBngs dcm in 

AS, B S  zerfallenden Kegelschnitt, wahrenddem K,e die Flache Iangs einem 
irreducibeln Kegelschnitt der Involutionsschaar berührt. 

-. 

* Jedcr Kegelschnitt dieser singularen Schaaren bcriihrt in S eine Seitc drs 
xu diesem Knoten S gehorenden Uerühruugskegels zweiter Ordnung S2. 
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Diese Plache wird offcnbar durch folgende Erzeuguilgsweisen erbalten. 
Liegt bei der zu Anfang dieser Nummer gegebenen Erzeugung S auf gZ, 
so erhslt man unsere Flliche mit conischem K~iot~en mit Hilfe des singularen 
Kegels. Hiarbei zeigt es sich, dass der (nach Früherem lsicht construirbare) 
Berührungskegel S2 im Knoten S die Ebenen A,  B an AS, BS berührt. 
Die zerfallenden Kegelschnitte al2, aZ2 in A baben AS gernein und ebenso 
ist BS eine den zerfallenden Kegeldchnitten bI2; bZ2 in B gcrneinsame Ge- 
rade. - Wird diese Flache wieder erzeugt wie die allgemeine dieser Num- 
mer, und liegt S nicht auf gZ, so muss in A (B) der eine der Kegelschnitte 

a," an,Z (b," bbze) zu einer Doppelgeraden werden, welche nicht durch den 
Kegelscheitel geht. E s  ist das die Erzeugung mit Hilfe des Kegels KIz. - 
Erzeugt man endlich die Flache aus der Involutionsschaar, so giebt es zwei 
consecutive Flachen im Büschel , welche von ihren entsprechenden Ebenen 
bcrührt werden. 

Die Clospunkte dieser Plache mit Knoten haben die weitere besondere 
Eigenschaft, dass zwei von den vier fünfpnnktig berührenden Geraden zii- 
ssmmenfallen. - W e ~ n  der Berührungskagel S2  im Knoten mit dcm singii- 
iiiran Kegel Ke ziisammenfiallt, so zerfiillt F4 in K%nd eine Flache zweiten 
Grades, welche K2 langs c2 berührt. Dieser Fa11 tritt  ein , w e n n  i n  A (Il) 
d i e  e i n z e l n e n  G e r a d e n  a,,  a, (b,, 6,) d u r c h  d i e  d o p p e l t e  G e r a d e  
A S  (BS) u n d  d i e  T a n g e n t e  a n  d e n  C u s p i d a l k e g c l s c h n i t t  h a r -  
inonisch  g e t r e n n t  s i n d .  

Wenn oben S2 in zxei Ebenen zerfallt, so konnen nur  A ,  B diese 
Ebenen sein. Die Fliche hat  alsdaun eineu b i p 1 a n  a r e n  K n o  t e  n. Indern 
man dicse Ebencn A ,  B bei der Construction dcr Kegelschnittschaaren be- 
nutat (die zwei Kegelschnitte el" eZ2 in der Ebene E an K2 berühren die 
Schnittlinien Al3 resp. B E  in S ) ,  so findet man ,  dass drei von den vier 
Geraden ui (bi) in AS (BS) fallen, etwa a, = a, = a3 = AS,  b, = bz = b, 
= BS. Daraus schliesst man,  dass F4 nebcn der Involutionsschaar nur noch 
zwei adjnngirte , doppelt singulzre Kegelschnittschaaren hat ; der einzig exi- 
stirende doppelt singuliire Kegel hat  seinen Scheitel im biplanaren Knoten. 
(Dieser Kegel und seine Kegelsühnittschaaren sind durch Vereinigung aus 
dreien hervorgegangen.) - Die Construction der Kcgelschnittachaarcn ist sehr 
einfach folgende. Eine Ebene E des Kegels Ke beriihre ce in  E und schneide 
A ,  B in m ,  TL. Der eine Kegelschnitt i n  E berührt c2 (e) in E, rn in S 
und geht durch den Schnittpunkt von b, mit R. Der zweite berührt c2 in  
E ,  n in S und enthalt den Schnittpunkt von m mit a,. - Aus dieser 
Construction geht nnmittelbar liervor, dass, wenn a l l e  vier Geraden ai (hi) 
zusammenfallen, F4 zu einem doppelt,en Kegel zweiter Ordnung wird. 

3. L ~ s s t  man in voriger Nummer B, B nach A ,  A rücken, so erhiilt 
man die P l a c h e  v i e r t e r  O r d n u n g  m i t  C u s p i d a l k e g e l s c h n i t t  u n d  
mi t  v e r e i n i g t e n  C l o s p u n k t e n .  Die Axe u kt hier d i e T a n g e n t e a n c Z  

im Clospunkte A. 
12. 
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Jede F4 mit Cuspidalkegelschnitt c2 wird langs c 9 o n  einern Kegel 
zweiter Classe q,P bertihrt und die Flachen zweiten Grades Fe, welche K t  
ltings c2 berühren, schnciden F4 in den Kegelschnittcn dcr Involutionsschaar. 
Ordnen wir daher die b2 langs c2 berührenden Flachen zu einer Involution, 
so dass die Ebene C von c2 die eine selbstentsprechende (Doppelflgche) ist. 
Die Pliichenpaare bringt man in bekannter Weise in  projective Zuordnung 
mit den Ebenen E durch die Tangente a an ce. Die in E liegenden Kegel- 
schnittpaare haben bei A stets vier consecutive Punkte gemein. Unter diesen 
Ebenen entspreche D der zweiten Doppelflüche, so is t  I) die Doppeltangen- 
tixlebcne von P4. Vor Allcm aber ist die Ebene A nii.cgczeichnct, welche 
Ko2 Iangs SoA berührt: d i e s e  E b e n e  A s c h n e i d e t  i h r  e n t s p r e c h e n -  
d e s  F l i i c h e n p a a r  i n  v i e r  G e r a d e n  a,, a,, a,, a,, w e l c h e  d i e  ein-  
z i g e n  d e r  S c h a a r  u n d  d e r  F l a c h e  s i n d .  Da nun'alle Flgchen Fe des 
genannten Büschels aus A die Geradenpaare einer Involution schneiden. 
deren Doppelstrahlen a und die Berülirungsseite a, von A mit K: sind, sa 

folgt: D i e  v i e r  G e r a d e n  ai d e r  P l a c h e  s i n d  d u r c h  d i e  A x e  u und 
d i e  G e g e n a x e  a, p a a r w e i s e  h a r m o n i s c h  g e t r e n n t .  D i e  Gegen- 
a x e  a, f a l l t  i n  d i e  s i n g u l i i r e  T a n g e n t i a l e b e n e  d e s  C l o s p u n k t e s ,  
ihre S~hni t t~punkte  mit F4 sind im Clospunkt vereinigt. - In bekannter 
Weise findet man: D i e  F l S c h e  e n t h a l t  z w e i  K u m m e r ' s c h e  Kegel  
KIZ, KZe u n d  d a z i i  g e h i j r e n d  z w e i  P a a r e  a d j u n g i r t e r  Kegel-  
s c h n i t t s c h a a r e n ,  e n d l i c h  d i e  I n v o l u t i o n s ~ c h a a r .  

Kegel aus Punkten auf a, nach c2 gelegt schneiden F4 in Paaren von 
Kegelschnitten der Invulutionsschaar." FIir KI2, Kae erhglt man bekannter- 
weise je nur einen Kegelschnitt doppelt. Für  K , V i l l t  der eine die~er 
Kegelschnitte in c2. - Zur Erzeugung der Kegelschnittschaaren dient übri- 
gens K: wie folgt: Eine Ebene E des Kegels K,"erühre ca in  E: Diese 
E t e n e  enthslt zwei Kegelschnitte der Schaaren 1, f* ,  welche c v n  E be- 
rühren, K: (bezüglich dessen Schnitt mit E)  bei E osculiren und von 
denen jeder zwei der Geraden ai schneidet, welche nicht mit Bezug auf a, 
a, conjugirt sind (so dass durch beide Kegelschnitte alle vier Geraden ai ge- 
troffen werden). 

I m  Clospunkt fallt die singuliire Tangente mit der Tangente an den 
Cuspidalkegelschnitt zusammen.** - Weil die Axen a ,  a, sich schneiden, 
sind die Elemente der Flache nicht mehr in geschaarter Involution, dagegen 
entsprechen sie sich noch für ool involutorische Centralcollineationen aus 

Punkten auf a und mit Ebenen durch a,.*** 

* Dasselbe gilt für die Flache mit getrennten Clospunkten. 
** Ebenso wenn bei einer Flache mit Doppelkegelschnitt awei Pinchpunkte 

sich vereinigen. 
*** Bieraus fol@ 11. A. ,  dass die Geraden ai paarweise durch a und a, har- 

mouiscb getrenrit sind. 
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1 a i  

Indem man die Geraden ai in  A mit a, oder unter sich zusammenfalleu 
ISast, erhiilt man folgende S p e c i  a l  f a i l  e : 

a) Wcnn eine Gerado a, in a, fiillt, so geschiehk das gleichzeitig für 
eine zweite Gerade a, und es bleiben a,, a,, welche durch a ,  a, harmonisch 
getrenut sind. Die früheren Kegel K," KK,Vallen hier zusammen und bil- 
den den eirizig vorhandencn singularen K u m  m er'schen Kegel R", dessen 
Scheitel S ein c o n i s c  h e r  K n o  t e n  der Flache ist. Der Berührungskegel 
an F4 im Knoten, S2, und der singulare Kegel K2 haben an a, = A S  vier 
consecutive Erzeugende gemein. - Bei der Erzeugung der Involutionsschaar 
entsprieht hier der Ebene A (an K," cin Fliichenpaar, ciesscn eine Flache 
der Kegel Ku2 selbst ist. 

b) Die Qeraderi ai vereinigen sich paarweise, so dass a, =a,, a, = a,; 
F4 besitzt also noch zwei Geraden, wclche durch a, a, harmonisch getrennt 
sind. Daraus folgt,  d a s s  z w e i  a d j u n g i r t e  K e g e l s c h n i t t s c h a a r e n  
mit d e r  I n v o l u t i o n s s c h a a r  z u s a m m e n f a l l e n  und es verbleibt noch 
ein Kegd mit seinen adjungirten Schaaren. (Der hier wegfallende Kegel 
wird zu einem doppeltcn Ebcnenbüschel; sein Scheitel ist, zu einem un- 
bestimmten Punkte der Axe gewordeu.) - Bezüglich der Erzeugung der 
Fiachen aus ihrer Involutionsscbaar ist hier massgebend, dass der Ebene A 
die eine, hier irreduoible Doppel&&che des involutorischen Büschels ent- 
sprieht; die Doppeltangentialebene fillt  mit der singuliiren Tangentialebene 
i m  Clospunkt zusammen. 

c) Alle Geradeu i n  A fallen mit a. zusammen , al  = as = a, = a, = a,. 
Die ~ ü s c h e l  von Flachen zweiten Grades durch c2 und irgend zwei der Ge- 
raden al sind identisch und es folgt: A l l e  K e g e l s c h n i t t s c h a a r e n  f a l -  
l eu  m i t  d e r  I n v o l u t i o n s s c h a a r  z u s a m m e n .  - Das Flachenpaar, 
welches bei der Erzeugung der Involutionsschaar der Ebene A entspricht, 
besteht ails dem Kegel h q o p p e l t  gezahlt. 

In alleu diesen Specialfallen behalt A seinen Charabter als Clospunkt bei 
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Kleinere Mittheilungen. 

IX. Conjugirte Reciprocit'dten. 

Der  Begriff ,,conjugirte ReciprocitiitenY ist durch die von Herrn Prof. 
R O s a n  e s in Breslau verijffentlichte Abhandlung ,, Zur Theorie der recipro- 
ken Verwandtschaftu, C r  e l 1  e's Journal Bd. 90, erweitert worden. Herr 
Prof. R e  y e in  Strassburg spricht in seiner ,,Geometrie der Lageu, 1. Ab- 
theilung, 2. Auflage, S. 194 flgg., von sieh stützenden Kegelschnitten. Die 
vorliegende Arbeit hat  den Zweck , analog den K e y  e'scheri Auüfülirun,oeii, 
den Begriff sich sttitaender Reciprocitaten aufzustellen und deren Tdcnt,itiit 
mit den von Herrn R o  s a  n e  s betrachteten conjugirten Reciprocitaten nach- 
zuweisen. 

Es m6gen a, a,. . . , b, O,  . . . die Geradcn zweier Ebenen A und 3, 
cr, or, . . ., 8, 8, .. . deren Punkte bedeuten. Vermoge der ReciprociM Il! 
entspricht der Geraden ai ein Pol Pai und dem Punkte cii eine Polare p,,; 
vermoge der Reciprocitst R, ist  der Geraden ai ein Pol Qai und dem Punkte 
ai eine Polare p,, zugeordnet. 

Wie gewohnlich , werden zwei Punkte conjugirt genannt , wenn der eine 
in der Polaren des andern liegt; ebenso heissen zwei Geradtt conjugirt, 
wenn die eine durch den Pol der andcrn gcht. Stat t  conjugirter Punkte 
oder Geraden einer Reciprocitat wird anch oft der Ausdruck ,,Nullpaare' 
dieser Reciprocitat Anwendung finden. 911e ührigen vorkommenden Be- 
zeichnungen oind in der erwahnten R o s a  n e s'soheu Abhandlung erklart. 

0 1 -  
Sind (a, b,) und (a, b,) zwei Nullpaare der R, , derart,  dass a, den 

Pol Pb, = ryl und 6, den Pol Pa, = 8, enthzlt, und construiren wir z~ 

a ,  la, = ru, die Polare p,, = b, und zu b, 1 b2 = P, die Polare p,gl = a3, s o  kt 
a a a  

ein Paar  polarer Dreiseite der R,, dercn entsprechende Seitenpaare 
4 b, b3 
(ai b,)  und (a, b,) conjugirt in R, sind. 

Lassen wir a, das Büschel erster Ordnung u, durchlaufen, so beschreibt 
b, das Strahlenbüschel erster Ordnung P l ,  a3 das Büschel ci, und vu,- die 
gerade Punktreihe p., . Die beiden conceritrischen Büschel p,' und 
B,' $,' = 6,' sind projectivisch, sie haben daher nwci Strahlen bS1 und t,' 
entsprechend gemein. 
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a,  a,' a,' 
Für bji = b,' und b,"st !Q,i in  b," gelegen, es sind daher 

b,  6,' b,, 
ul  aZ2 as2 

und zwei Paare polarer Dreiseite der Reciprocitiit RI, deren ent- 
b, bz2 bS2 

sprechende Seitenpaaïe ( a ,  b,) , (a,, hl1),  (a,' b,') , (a,":), (a,2 b,2) conjugirt 
sind in R,. 

ai a,' a,' a l  uZ2 as2 
Die beiden .Ureiseitenpaare und miissen nicht voll- 

b, b,' bgl b, b,"bS" 
standig real sein, denn die Seiten bS1 und h,". B. konnen als Doppel- 
strahlen zweier projectiviaclen Büschel, die concentrisch liegen, imaginiir 
wyden. 

,,Sind daher R, und R, zwei beliebige Reciprocitaten, 80 giebt es eine 
a a a  

Dûppelsrrie von Panrcn politrer Dreiseito ' ' der R, , deren entsprechende 
b, b, b3 

Seiten (a, b i ) ,  i = 1, 2 ,  3 ,  c ~ n j u g i r t  sind i n  R,.' 

§ 2. 
,,Entli$lt die Reciprocitiit R, ausser dieser Doppelserie von Paaren po- 

1zrt.r Dreiseite, deren entsprechende Seitenpaare conjugirt in R, sind, noch 
a a a  

ein einxiges Paar ' ' "olcher pokrrer Dreiseite, so sind die entsprechen- 
b, O2 b3 

alm aZna a3m 
den Seiten (ain' t ~ , " ~ ) ,  i = 1, 2 ,  3, aller polaren Systeme dcr RI, 

him b? bJm 
welche auf die in S; 1 angegebene Art convtruirt werden, Nullpaare der R,.u 

B e w e i s .  

1. e l .  Hier zeigen wir, dass bei festgehaltenen ( a ,  b,) a,' einen . . 
a ,  a,' a,' 

Lieliebigen Strahl des Punktes cr, bcdeuten kann, und stets wird 
6 ,  b,' b,' 

ein Paor polarer Dreiseite der R, vorstellen, welche die in unserem Satze 
gewiinschten Eigenschaften haben. 

Wenn (a, b , )  festgehalten wird,  so beschreibt, wie wir in 5 1 gesehen, 
u,' das Büschel cr,, b,' das Büschel pl und V,i eine gerade Punktreihe, 
wenn a2i sich um (Y, dreht. F ü r  ist P,,i = 9, nach Voraussetzung 
in b3i = b3 gelegen; die beiden concentrischen Strahlenbüschel (3,' &,r und 
b,' haben daher, ausser ihren zwei Doppelstrahlen, noch den Strahl b,  ent- 
sprecliend gemein, sie sind also identisch, d. h. i&,t liegt stets in  b,', und 

a a i a i  
alle polaren Dreiseitenpaare ' von RI genügen unserem Satze. 

b, b,' b,' 
II. !Z7ieiE. Wir weioen jetzt nach, dass unser Satz für die ganzen Ebe- 

nen A und B besteht. 
a,' konnte ein beliebiger Strahl des Büschels a, sein, und stets gc- 

a a i a i  
nügte ' nnserem Satze. In ganz analoger Weise l a s ~ t  sich zeigen, 

b, b,' b,' 
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dass ali ein beliebiger Strahl des Punktes a, sein kann ,  und immcr rvird 
a,' a,' a,' 

da,s polare System von RI die in unserem Satze gcwünschten 
1 2 3  

Eigenschaftcn besitzen. 

Sind (alm bIm)  irgend zwei in R, conjugirte Strahlen der Rüschel n, 
resp. & ,  so kann Pa,m = plrn und P 6 , m  = alm jeden Punkt  der Geraden p ,  
resp. pp2 vorstellen. Construiren wir jetzt,  gemass den Vorschriften des $1 ,  
alle Paare polarer Dreiseite der RI ,  deren Seiten aZm durch LY,'" gchen, sa  

kommt unter diesen ein Paar  vor (dessen Seite a," = alm al ist), dessen 
drei entsprechende Seitenpaare (aim him), i = 1, 2 ,  3 ,  conjugirt sind in R,; 
es haben daher auch, nach dem im 1. Theil Bewiesencn, allc dieee Dreiseitm- 

alm aZrn a3m 
paaro dieselbe Eigenschaft. 

blm bZm 

Weil alm irgend ein Punkt der Geraden p ~ ?  und aZm ein beliobiçer 
Strahl des Punktes alm sein kann, so stellt aZm jeden Strahl der Ebene var. 
I n  gleicher Weise liisst sich zeigen, dass auch a," einen beliebigen Strahl 

alm u2"' a3m 
der Ebene bedeuten kann,  und stets wird das polare System 

bLm b,'" b,"' 

der R, die in  unserem Satze gewtinschten Eigenschaften besitzen. q. e. cl. 

,,Von ~ w e i  Reciprocitaten Hl und R,, welche dem soeben be- 
wiesenen Satze Genügo lcistcn, sagt man,  sie seien einander con-  
jugirt." 

,,Sind daher zwei Reciprocitsten R, und R2 einander conjugirt und 
man construirt ein Paar polarer Dreiseite der BI, deren zwei Paare ent- 
sprechender Seiten conjugirt sind in R,, so ha t  auch das dritte Paar ent- 
sprechender Seiten diese Eigenschaft." 

§ 3- 
Suchen wir zu a, die Pole Pa, = P, iind va, und construiren zu p, - p, 

die Polare a,, zu Q,, = /3, =Pa, die Polare a, und schliesslich zu u, den 
a a a  

Pol Pa, = /?, , so ist ' ein polares System der R, , dessen entsprechende 
bl bz b3 

Seiten (ai bi), i = 1, 2,  3, Nullpaare der zu R, conjugirten Meciprocitiit RY 
sind, und zwar ist speciell q, = Pl, va, = pz , aber 9, im Allgcmeinen 
nicht = P. D. h.: 

,, Sind R, und R2 zwei conjugirte Reciprocitaten, so ist es im 811- 
gemeirien unmoglich, ein Paar polarer Dreiseite von EL1 zu construiren, 
deren Seitcnpaare (a,, b;) , i = 1, 2, 3, conjugirt in R, sind, so dass glcich- 

a a a  
zeitig ' \in Paar  polarer Dreiecko von R2 vorstellen, dercn entsprs- 

Pz  P, 4 
chende Eckenpaare dann conjugirt in  R, sind." 
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,,Komrnt es dagegen vor, dase die Reciprocitat R I  ein Paar  polarer 
a a a  

Dreiseite ' der eben erwahnten Beschaffenheit enthalt, so enthiilt aie 
4 b2 ' 8  

eine Doppelserie derselben." 

B e w e i s .  

Durchlauft a ,  das Büschel a,, so bewegt sich P,,i= p,' in b,, q,,. in 

h l .  Da pii= Pa,i und $,, = p,' ist , so beschreiben a3i und azi die Büschel 

crster Ordnung O, und a, ,  also Y,: = pzi und zwei gerade Punktreihen, 
die projectivisch sind und in derilselben Triiger h2 liegen. 

Diese Punktreihen B:,' und va,, sind identisch. Deiin alle auf die an- 
a , i a 2 i a  ' 

gegebene Weiae construirten polaren Dreiseitenpaare der I I ,  haben 
b,' b,' b3 

die Eigenschaft, dass ihre entsprechenden Seiten Nullpaare der R, sind; es 
muss daher Vu,' steta ein Punkt  der Geraden b,' sein. P a  aber alle qa, in 
der Geraden b, licgcn, so ist Q,,i = b, 16,' = p,'. 

Bedeut,et daher a,' irgend einen Btrahl des Rüschels a,, so Iasst sich 
ali aZia,' 

stets ein Paar polarer Dreiseite der R, construiren, welche un- 
6,' bAi b,' 

serem Satze genügen. 
1st alm ein beliebiger Strahl der Ebene und wir construiren in  der 

alm agm a," 
obigen Weise alle Paare polarer Dreiseite der R I ,  deren Seiten 

blm bâm b," 
al0 a,O as0 

aim durch den Punkt usrn gehen, so ist  für  G , ~ = ~ , O =  usm'uY,  
b10 b,O b; 

ein Paar polarer Dreiseite der R,, die unserem Satze geniigen. 
Kach dem zuerst Bewiesenen haben daher alle polaren Dreiseitenpaare 

alm aàm asrn 
die in unserem Satze geforderten Eigenschaften. 

blm b," b,m 

a a a a  
80 nennt man ' ein polares S p t e m  von awei Vierseiten der Reci- 

4 6 2  b3 b4 
procitat R, , wenn die sechs Punktepaare (ai 1 ak , bll b,,), wo i k l m 
Anordnung der vier Zahlen 1 2 34 vorstcllt, d. h. wenn 

(al 3 Bg) , (a3 Pfi) 7 (0.4 PI) (% 8 2 )  7 

Nullpaare dieser Reciprocitat sind." 
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a a a a  
Ein solches System von zwei polaren Vierseiten ' der n, ist 

61 b, b, b4 
vollkomrnen bestimmt , sobald zwei zugeordnete Seitenpaare (u, b,) , (a, b,), 
einc dritte Seite a, und von der zugeordneten Geraden b, eiu Punkt n ge- 
geben ist. Man hat  dann 

cr1=al la2,  orZ=alla3, cr,=azla,, &=bi1b3 .  

f i 3  wird in der Geraden bl , & i n  b 2 ,  fi,, in fiy' P5 = bl und u, in a, so 

construirt , dass 
(ao fi3), (or, P5), (fflBJ und (04 81) 

conjugirte Punktpaare der Reciprocitat R, bilden, d. h. es wird 

& = b i I ~ q j  P S = b p l ~ u , r  P , = P S ' & j l ~ a i r  a g = a g l ~ j p , .  
VCTeiter ist  
Z I , = ~ , ~ ' Z ,  &=bi1b3, f i o = b z ) b B r  a 3 = a , 1 p P l . u e = ~ , ' a ,  und u 5 = a , n , .  

or, ist danu zu /3, conjugirt, denn es besteht der Satz: 
,,Sind fiinf Eçkenpaare zweier Vierseite Nullpaare einer Eeciprocitat, 

so ist aiich da3 sechste Eckenpaar conjugirt in  Bczug auf diese KeciprocitRt." 
Um diesen Satz zu beweisen, sprechen wir ihn in der Form aus: 
,Hat man zwei Dreiseite a, a,a, nud b, b, b3 und sind die in t,, O, 

und b3 liegenden resp. zu cr,, 0, und ci1 conjugirten Punkte P,, P5 und 64 
Punkte einer Geraden b,, so liegen auch die in  u , ,  a, und a, befindlichen 
resp. zii p,, P, und pl coiijiigirten Punkte cc,, n, und or, in einer Cernden a,,." 

B e w e i s .  

Die beiden Ureiseite b, b, b, und p, p,  p,, liegen ~erspectivisch, weil 

b, 1 pa6 = fin, b2 1 p,, = Pa und b3 1 P,, = Punkte einer Geraden b ,  sind; die 

drei Verbind~in~sl inien der entsprechenden Erkpunkte beider Dreiseite schnei- 
den sich folglicb in einem Punkte. Bezeichnen wir daher p, lp,,= P l , ,  

p., 1 p,, = PPz und y, 1 pu,  = so gehen die drei Geraden p, , p2 P', und  
p, plti durch einen Punkt  S. 

Der Pol der Geraden P, ist  a,, der von f i ,  @', ist  or5.und der von P,  $', 
ist as;  die drei Punkte or,, or, und or6 liegen daher in  einer Geraden a,, q. e. d. 

Ails der angegebenen Construction der polaren Vierseite der liecipro. 
citat RI ergiebt sich, dass b,, b, und n; so gewahlt werden konnen, dass 
(ai b,) , (a, b,) , (a, b,) Nullpaare der Reciprocitiit R, werden. Wir haben 
zu dieçem Zwecke nrir festzusetiien, dass b ,  den Yol v a , ,  b, den Pol va, 
enthalt und da . s  der Punkt n mit dem Pol @,, identisch wird. 

;,Sind (al b,) und (a2 b , )  zwei Nullpaare der Reciprocitat R,, so kann Inan 

a a a ' a,' a, a 2  as2 a 
mindestens zwei Paare polarer Vierseite ' " und ' der fi, 

b, b2 b31 bql , b, b, bS2 b,2 

coustruiren, deren Seitenpaare (a, b,) , i = 1, 2 ,  3, 4 ,  oonjugirt sind in R,.' 
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Beweis .  

Wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, lassen sich unendlich viele 
Yaare polarer Vierseite der ill coristruircn, die (a, b,) und (a, b,) zu Seiten 
haben und bei dcnen drei Paarc cintsprechcnder Seiten (a, bi), i = 1, 2 ,  3, 

a a a a  
conjugirt in R, siiid. 1st ' " ' ein solches Paer, und a, durchlauft 

b, 6 ,  b, b, 
das Rüschel a,, so beschreihen P,i und zwei projectivische Punktreihen 
in bl resp. b,, die zu einander perspectivisch liegen, weil für a S i = p p ,  
- - & = b, 1 b, wird. P . ' - P  '- 

Für a,'= a,;~, ist n i =  O,'= a l ,  daher p,' = b, Ipa,, (jgi - b2 Ip,, und 

Bgi  ' /35i = Pa, - 
Wenn also a,' das Büschel a, beschreibt, bewegt sich P,'',!I,'= b,' i n  

einem Strahlenhüschel erster Ordniing, dessen Schcitel der Scliuittpunkt der 
Gmden b, und p,, , d. h. dcr Puiikt p, ist. 

Da bsi= ' $,i is t ,  so beschreibt unter diesen Cmstiinden 8,' = l),Ib,' 
die gerade Puuktreihe b , ,  a: = a2 Jpg2i die projectivische Punktreihe a 2 ,  
&,'=ci,' u,i das Büschel erster Ordnung a,,  welches dcm Büschel 0,' pro- 
jectivisch iat. Die Punktreihe gZi,h ist  demnaeh projectivisch dem Büschel 
b,', die beiden concentrischen Strahlenbüschel p,. puai und b,,' haben daher 

a, a, a,,' a,' a a a 3a,2 
~wei Strahlen b,' und b,%ntsprechend gemein; und ' 

b, h, h,' b,' hl b, b,"," 
.,tellen daher zwei I'aare polarer Vierseite der R, vor, cleren entsprechende 
Seitenpaare conjugirt in R%ind, q. e. d. 

5 6. 

,Enth%lt die Reciprocitat RI, ausser den iin vorigen Paragraphen er- 
wihnten Paaren polarer Vierseite, deren vier entsprechende Seitenpaare con- 

a a a a  
jugirt in M, sind, noch ein einziges Paar ' " derselben Beschaffenheit, 

b, b, b3 b, 
und wir construiren nach den R e g e h  des 5 5 irgend ein Paar  polarer Vier- 

alm apm asm 
seite der R,, so sind die entsprechenden Seiten (a," b,"), 

blm bsm bSm bqtR 
i = 1, 2. 3 ,  4,  dieser Vicrseite conjugirt in R,. 

B o w e i s .  

I. Theil. Wir zeigen zunachst , dass bei festgehalteuen a,, a , ,  b, und b2 
a, irgend ein Strahl aBi des Punktes a, sein kann,  und stets wird das 

a a u i a i  
polare System ' b4i der RI unserern Satze genügen. 

b, b2 63 4 

Wie wir gesehen, bewegen sich fi,'!&: und b,' in  zwei concentrischen 
und projectivischen Strahlenbüscheln erster Ordnung, wenn adi das Büschel a4 
durchliiuft. Die Büschel (j4 !JJ,*i und bJ' haben, ausser ihren beiden Doppel- 
strahlen, noch den Strahl b, entvprechend gemein, denn ftir asi =a, ist 
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nach Voraussetzung go, ein Punkt von b,. Die beiden Büschel P,'$,j und 
b,' sind daher identisch, d. h. der erste Theil unseres Satzes ist bewiesen. 

II. Theil. m i r  weisen hier nach, dass unser Satz für  alle Geraden der 

Ebenen A und B besteht. 
a, konnte ein beliebiger Strahl des Hüsehels a, sein, und stets geiiiigte 

al a, a,' a,' 
unscrem Satze. I n  analogcr Wciso lesst sich zcigen, dass a, einen 

b, b, b,' b,' 
bcliobigen Strahl azi des Büschels a, und a,' irgend einen Strahl des Punktes 

a , i a  i a  i Q  i 
a, bcdcuten kann,  und immer wird sich ein Paar polarer Vierseite 

b&i b3i b'i 1 2 3 4  

der R, construiren lassen, deren entçprechende Seiten Nullpaare der K ,  sind. 
1st nim ein beliebiger Punkt  der Ebene A ,  so schneiden pich in dem- 

selben zwei Strahlen v lm und a," der beiden Büschel a, und a,. Bezeichnet 
cuZm einen beliebigen Funkt der Geraden alm, so geht durch ihn der Strahl 

alrn aem aSm a/ 
a,rn des BHschels a,. Es  lasst sich dann ein polares Systern 

bIm bLm b3rn bgm 
der R I  construiren, dessen entsprechende Seitenpaare (aim bim) , i = 1 , 2,3,4, 
conjugirt in Bezug auf dio Reciprocittit R, sind. 

1st daher alm irgend ein Strahl des Punktes alm, a,"' ein beliebiger 
Strahl von asm, crym ein beliebiger Strahl von a,'" und bedeuten blm resp. b,"' 
zwei beliebige Geraden der Punkte '$?,,m resp. p,,m, so lasst sich ein Paar polarer 

alm aem a3m adm 
Vierseite der R, finden, welclie unserem Satze gentigen, q. e d. 

b,'" b," b," b," 
Auf Gruud uneeres Satzes stellen wir die Definition auf: 

,,Die ReciprocitBt Rl stützt oder tragt die Reciprocitat R,, und 
umgekehrt R, stützt sich oder ruh t  auf R I ,  wenn R, ,  ausser den 
im 5 5 erwahnten Paaren polarer Viereeite , deren ent,sprechende 
Seiten conjugirt i n  R, sind, noch ein eimiges Paar  polarer Vierseito 
derselben Beschaffenheit enthalt.' 

,,Stiitzen sich die beiden Reciprocitaten a, und R,, und wir 
construiren nach den Vorschriften des 5 5 irgend ein System polarer 

a a a a  
Vierseite ' ' der R , ,  so sind dessen vier entsprechende Seiten- 

61 b, bL3 b, 
paare (ai b i ) ,  i = 1, 2,  3, 4, congruent in R,." 

9 7. 
,Stützen sich die Reciprocitaten Rl und R,, so sind sie auch einander 

conjugirt. '' 
B e w e i s .  

a a a a  
Von dem System polarer Vierseite ' d e r  RI ,  dcssen entspre. 

blb, b, b4 
chende Seitenpaare (a,  hi), i = 1 ,  2, 3, 4, conjugirt in  K, sind , wiihlen air 

a, und a, beliebig und definiren: 
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bl = $LI' Pa , ,  b2 = Qa,' Pa,. 
a, bestimmen wir so , daas Pa, = b, / b, = fil wird. In diesem ' Falle ist 

f15=b,Ipo=b,IPa,'Pa,=Pa,, B , = b , I p , = b l I P n , ' ~ ~ = P c , ,  
b,=b, '&=P,,-Pa,,  ,3,=b,lPa,'P,, (d.h. unbestirnmt in b,). 

\iris wiihlen B4 in b4 so, dass b3 = Pa,' va, wird. E s  ist  dann 

P z  = Bs = Bi 

also 
u4=a31yP,=aJa3,  ~ ~ = a ~ l ~ ~ = a ~ I a ~ = a ~ ,  ~ 3 = a l l ~ p s = ~ l l a 3 = ~ 2 ;  

a, ist daher identisoh mit a,. 
Weil wir bei unserer Construction die Regeln des $ 5 befolgt haben, 

müssen (a, b,), (a,  b,) , (a,  b,) , (a, 6,) Nullpaare der R, sein. Da a, = a, 

ist, so muss va, eiu Punkt der Geraden b4 sein, d. h. va, = b3 1 b4 = P, 
a a a  

Die beiden Dreiseite ' 3 von denen zwei Seiten a, und a, beliebig sind, 
bl bz b., 

bilden daher ein polares System der Reciprocitiit R I ,  dessen entsprechende 
Seitenpaare (a,bl), (a, b,) und (a4bd) conjugirt in R, sind, q. e. d. 

Zwei conjugirte Reciprocitiiten R, und R, sttitzen sich. " 

B e w e i s .  

Um die Richtigkeit dieses Satzes nachzuweisen, zeigen wir zunhchst: 
a a a 

.Ein Paar polarer Dreiseite ' der ReciprocitLit H, wird durch jedes 
bl b2 63 

a a a a  
beliebige Geradenpaar (a,b4) zu einem System polarer Vierseite ' ' " 

b, b, b, 64 
dieser Reciprocitat erganzt. 

a a a 
Denn ist ' ein System polarer Dreiseite der RI, BO muss 

4 b2 b3 ? 

& = p a s ,  Be=Pa,, /36=p=, 
sein. Es sind daher 

a , a  a a 
conjugirte Punktpaare der R folglich ein System polarer Vier- 

b, 0,  b3 b4 
seite der RI. 

1st die Eecipsocitiit RI conjugirt der Reciprocitat R,, so sind die ent- 
a a a  

~prechendan Seitenpaare (ai bi), i =  1, 2, 3, des polaren System~i ' ' von 
b, b, b3 

a a u  R, eonjugirt in R2. ' " wird durch jedes beliebige Seitenpaar (a,h4) 
bl b2 b, 

a a a a  
zu einem System polarer Vierseito ' der RI erganzt. Bestimmen 

b, b2 63 b4 - - 

wir daher (a,b,) so, dass es ein Nullpaar der H, vorstellt, so bilden 
a a a a  ' a ,in Pmr polarer Vierseite von RI ,  deren entsprechende Seiten- 
4 4 b, b, 
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190 Rleinero Mittheiliingen 

paare (aiOi), i =  1, 2 ,  3, 4,  conjugirt in  Ii, sind;  nach 5 (i stütat deshalb 
R1 die Reciprocitiit R 2 ,  q. e. d. 

§ 8. 
,,Stützcii sich die heiden Reciprocitiiten RI und Hz, ilnd sind a , ,  ap,  a3 

drei beliebige Geraden, so kann ma,n mindestens zwci Paare polarer Vier- 
seite der H, finden, welche a , ,  a, und' a:, zu Seiten haben und deren sechs 

entsprecliende Seitenpaare (ui bi), i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 (wo a5 = cw,'n,, b5 = 

P1'P4, ac =  lu,'^,, hi; = P3'& ist), conjugirt in R, sind." 

B e w e i s .  

Die sechs entsprechenden Seitenpaare (a i  b,), i =  1 ,  2 ,  3, 4, 5, 6, zweier 
Vierseite sind Nullpaare einer Reciprocitat, sobald fünf Paare derselben 
diese Eigenschaft haben ($ 4). Bei der Construction unserer polaren Systeuie 
befolgen wir die Regeln des 5 5, deshalb sind vier Seitenpaarc unscrer 
Vierseite eo ipso Nullpaare der R,. Um unsern Satz zii beweisen, müsseu 
wir zeigen, dass man diese Constructiori so specialisiren kann, dass auch 

(a57),) ein Nullpnar der B, wird. 
Stellen a , ,  a , ,  a,  drei beliebige Geraden vor, sa sind dadiirch a , ,  u , ,  

uG, go,, Qn,, !&, bestimmt. Sind bl und b;, irgend xwei Stralilen der Punkte 

V a ,  resp- '%a, 7 so i ~ t  P:3 = bi 1 PU, S5 = bi 1 pul b4 = Pn'P5, Ba = 6.i 1 pa, und 
a, = a, I ~ , 8 ,  - 

Durchliiuft pl die Gerade pa4,  so bleibt der Punkt  rr, fest, folglich 
auch dio Gerade al N~ = uj und der Pol dieser Geraden va, ; dagegen Le- 
schreiben O, und b, zwei percpectivische Strahlenbüschel erster Ordniing y,, 
resp. !QO2, S3 und & zwei projectivische gerade Punktreihen Pgi und Pgi ic 
pu, resp. y U 2 ,  b,'=P,"P,' daher ein Strahlenbüschel zweiter Orduiq 
P45,f =pa, I),' eine gerade Piinktreihe in  p ,  und Q,,'~,' schliesslich cineu 
Strahlenbüschel erster Ordnung Qu5,  der zu der geraden Punktreihe pro. 
jectiviscli ist ; es kommt daher zweimal var, dass @,,'&' durch den ert- 
sprechenden Punkt P,' geht, namlich für pii = Pl1 und Si2. 

Bezeichnen wir die beiden polaren Systeme der RI, welche diese Punkte 

a, a, a, a,l a,a  a a 2  pi1 resp. P,2 zu  Ecken haben, mit resp. 7 so sind 
b,' b,' bJ1 b41 b12 b , q S 2  b,2 

Eünf Paare entsprechender Seiten derselben (a, b,') , (a, b,') , (a, b,'), (a,'hdl), 
(a5b,l) resp. ( a ,  b12), (a,b,'), (a, b,=), (a,'"b,2), (a, bj2) Nullpaare der 8,. 
cl. e. d. 

a, ff, a, (Y', 
,, Zwei Viereckenpaare heissen polar in Bezug auf eine Reci- 

81 192 83  P 4  

procitst,  wenn ihre sechs Seitenpaare (ui'<uk, Pl'pni), wo i ,  k ,  1 ,  na eine 
Ailordnimg der Zahlen 1, 2 ,  3 ,  4 vorstellen, Nullliaare dieser liecipro- 
citiit sind." 
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,. Sind (a, b , )  , (a, 11,) zwei Kullpaare der R,, so kami i u m  ein Syst,em 
a a a a  

polarer Vierseite ' " d e r  R, construiren , dereri vier Seiteripaare (a, b,),  
b, b, b, b, 

N a c t N  
i = 1, 2 ,  3 ,  4 ,  conjugirt in R, sind, so dass gleichzeitig ' " ein Paar  B, P, Pl P, 
polarer Vierecke der R, bedeuten, deren vier entsprechende Eckenpaare 

( e l  P,) , (a3 PSI , (a4 PL) , (a , ;  Pg)  conjugirt in 4 sind-" 
B e w e i s .  

LYLYaIY ' ' ist ein Systcrn polarer Vierecke der H,, sobald (a, O , ) ,  (a, bi),  
8 4  B 6  BI  B3 

(a, b,) , (a, b,) und ( a ,  b,,) Nullpaare dieser Reciprocitit sind. 
a a a a  

Das polare System ' von zwei Vierseiten der H , ,  dessen vier 
O1 b2 b3 b, 

Seitenpnare (ai b , ) ,  i = 1, 2, 3, 4 ,  Nullpaare der R, vorstellen, genügt daher 
unserem Satze, wenn noch (a,b,)  conjugirt in A, sind; dieses tritt  ein für 

b 6 =  V O , ' ~ I . .  
Sind die beiden Kullpaare (a,b,), (a ,b , )  der R, gegeben, so sind da- 

durch die Punkte a , ,  $, , !$,,, q,, festgelegt; & wird zu &,, wenn wir a, 
in az so wahlen, dass ct ,  der Schnittpunkt der a, mit der Poleren des 
Piinktes $,, in  R, wird. 1st a3 eine Gerade dieses Punktes O, ,  so con- 

a a a a  
struiren wir nach den Regeln des 5 5 die Paare polarer Vierseite ' Y ' 

b ,  b, b, fi4 

der R , ,  deren vier Seitenpaare (a, b , ) ,  i =  3 ,  2,  3, 4,  conjugirt in H, sind. 
Beschreibt dann a,' das I3üschel <y,, so bewegt sich b, in dern Büschel &Pt, 
6, in deni Rüschel P,'$,,c und ,8,' in der geraden Puriktreihe O, ; es kommt 
daher einmal vor, dass B,'= = B,;0 wird. In diesem F a l k  ist b, = Q,,' $,, 

n, a, a,O ado 
und ist ein Paar polarer Vierseite der R,, welches die in unse- 

b ,  O, b,O O," 
rem Satze geforderten Eigenschaften hat. 

Durch Specialiçirung der gegebenen Entwickelungen folgen Siitze, die 
interessante Streiflichter auf die Theorie der conjiigirten Kegelschnitte werfen. 

R o m r o d ,  den 12. April 1885. Dr. GOLDSCHMIDT. 

X. Eine Verallgemeinernng des binomiechen Satzea. 

Kach Analogie des bekannten Verfahrens zur Summirung der Binomial- 
reihe kaun man folgende Aufgabe stellen: Die ganzen algebraischen Func- 
tionen fl ( p ) ,  f, ( p ) ,  f i  ( p )  etc. sollen so bestirnmt werden, dass der Sumrne 

1) F(P)  = 1 + f , ( ~ ) x + f , ( ; ~ ) ~ ~ + f a ( ~ ) z ~ + . . .  
die Eigenschaft 

2) F ( p )  F(v)  = F ( P  + V )  

srikommt, aus welchcr daun folgt 

3 1 F(p)  = [F(1)IP. 
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192 Kleinere Mittheilungen. 
--_M̂ ŶY-V-N-YM̂M̂Y------ _ 

Die Gleichung 2) giebt zunachst wegen Nr. 1) und durch Coefficienten- 
vergleichung 

f, (,P + v )  = fi (P) + fi (Y )  7 

4 1 r ; , ( E L + v ) = f 2 ( ~ ) + f i ( P ) f i ( ~ )  + f 2 ( v ) 9  r, (P + v) = f 3  (P) + f2 (P) fi ( Y )  + fi ((1.) f2 (VI  + 6 ( V I  9 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . .  Ftir p = v = O findet sich fi (O) = f2 ( O )  = f3 (O)  = O ;  ertheilt man feriier 

den Gleicliiingen 4) die Formen 

f l ( ~ ~ + " ) - f i ( q "  - f J 4 ,  
I I  1' 

-- L2 (VI 
II 2' 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  : 
liisst v in Nul1 übergehen und setzt zur Abkürzung 

f k ( ~ )  , Lim- = f  h ( 0 )  = c t ,  

worin c l ,  c2, c3 etc. wilikürliübe Constanten bedeuten. Das allgemeine Bil. 
dungsgesetz dieser Gleichungen wtirde noch zu erortern sein. 

F ü r  c , = l ,  c 2 = - + ,  c 3 = + $ ,  c 4 = - a  u. S. W. kommt man auf 
den binomischen Satz zurtick; für c, = 1, ci = 4,  c3 = -, c, = 35, c - 1 

3 ', 5 - 5  
u. S. W. entsteht die gleichfalls bekannte Entwickelung 

1 . 2  1 . 2 . 3 . 4  

Eine weitere Untersuchimg dieser Frage behalte ich mir Tor. 

SCHLOXILOH. 
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IX. 

Ueber die Bewegung ahnlich-verSnderlicher ebener 
Systeme. 

Von 

P A ~ L  SOMOFF, 
Dncent a m  K. Forat inst i tut  in  St. Petersburg. 

Durch die Untcrsucliungen von Cr r O u a r  de, B u r  m e s  t er** und G e  i - 
a en h e i  in e r *** sind die meisten Eigenschaften der Bewegung iihnlicli - ver- 
ünderlicher Systeme bekannt geworden. Diese Untersuchmgen, wie aucli 
die allgemeinen Untersuchungen von B u r  rn e s t e r  über die Uewegung col- 
linear-veranderlicher Systeme, wurden auf geometrivchem Wege durchgefülirt,, 
wobei die bekannten Eigenschaften collinearer Figuren als Crundlage dien- 
ten. Obgleich die geometrische Xethode sehr oft schneller zum Ziele führt, 
als die Untcrsuchung auf analytirchem Wege, beabsichtige ich in diesem 
Artikel gerade den zweiten Weg zu wiihlen, weil dadurch ein etwas anderer 
Gesichtspunkt gewonnen und vielleicht auch eine grossere Einheit der Cnter- 
sucliuug erzielt wird. 

Es sei mir daher erlaubt,  bevor ich m m  eigentlichen Gegenstandt? 
dieser Mittheilung , der Zuiammensetxnng der Bewegungen und der relativen 
newegung ahnlich -veranderlicher ebener Systeme übergehe , einige Grund- 
for~rieln, sowie auch einige analytische Beweise schon bekannter Siitae an-  
auführen und dabei auf gewisse Einzelheiten einzugehen. 

1. Die Bewcgung eines ahnlich-vcrtinderlichen cbencii S y ~ t e m s  kann 
durch folgende Grossen vollstandig bestimmt werden: 

a) durch die Coordinaten (x, , y,) eines Systempunktes M, , 
b) durch die momentane Winkelgeschwindigkeit r und 
c) durch den Ausdehnungscoefficienten ô, 

alle vier Grossen als Functionen der Zeit t betrachtet. 

* L'Institut 18fi5, S. 159 und 179. 
Diese Zeitschrift Bd. XIX S. 154. 

**+ Daselbst Bd. XXIV S. 345. 
Zeitschrift f. Mathemetik m. Phgsik XXX. 4. 
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194 Ueber die Bewegnng iihnlich-veranderlicher ebener Systeme. 
-----,.., -- ----- *. -- . 

Indem wir entsprechenrl durcli (z", yyO) und (zlO, y,") die Aiihiig,coor. 
dinaten eines Systempunktes ( 2 ,  y) und des Grundpunktes 171, bezcicliii~ri, 
erh;tlt,en wir folgende Grundgleichiingen: 

Diese Aiisdrücke konnen aiich als 1,iiaiiiigrn folgentlri siniii1t.nnt.r 1)iffi~rrii 
tinlgleicliiingen bet,racht,et werdeii: 

welche auch als Grundgleichungen fiir die Rewegung des lietraclitetin 
Systems angenommen werden ktinnen. 

Die Bewegung eines ghnlich-verMnderlichen ebenen Systems liann be- 
kanntlich auch durch die Bewegung zweior beliebigen Systempunlrte I l ,  
iind 171, bestimmt werden. Wenn wir durcli (x,, y,) und (xgr y2) die Co- 
ordiiiaten dieser f'nnkte und durch (ul, bl)  und (a z ,  Oz) die Gesohwiiidigkeith- 
componcnten dersclben bczeichiicn, k6nnen wir folgendermassen die Fiinctio- 
nen E und r darstellen: 

Ziir Bestimmnng der Coordinaten AInes Systempunktes J 4  erlialten wir aller, 
i d e m  wir die permanente Aehnlichkeit des Dreieckv Ml M2 M ausdrückeu 
und mit k ,  und k ,  die Tangenten der Winkel (N2 M , M )  und (M,llf,bf 
bezeichnen: 

4) 

Diese Formeln beweiscn unmittelbar den folgcnden Satz von Rnrmes te r :  

R e s c h r e i h e n  z w e i  P u n k t e  e i n e s  a h n l i c h  - ver8nder l ichen  
e b e n e n  S y s t e m s  a f f i n e  P u n k t r e i h e n  a u f  z w e i  a f f i n e n  Curven,  
s o  g i l t  d a s s e l b e  v o n  a l l e n  S y s t e m p u n k t e n .  
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Xan ersieht sofort die Richtigkeit dieçes Satzes, indcm man beachtet, 
ilass, wenn zwei Punkte Ml und M, affine Punktreilien auf zwei affinen 
Curven beschreiben, zwischen den Coordinaten dieser Punkte die Beziehungen 

5)  x 2 = 4 ~ , + B , ~ , + ~ l ,  ? ! 2 = A , x , + B , ~ l + ~ ,  
Imtehen rnüssen. 

Der analoge Satz von B u r m e s  t e r ,  die einformige Bewegung des 
Syitcms betreffend, kami hierüus als specieller Pal1 abgeleitet werden. 

2. Bctrachten wir in der Ebene einen Puiikt,  dessen Coordinat,en durcli 
die Grassen E und r bestimmt sind. Der geornetrische Ort solcher Punkte, 
welche verschiedeneu Werthen der Punctionen E und r entsprechen, stellt, 
eiiie Cutve dar, welche bei der Uritersuchung der Bewegiing eines ~hnliçl i -  
veriiilderlichcn ebcnen Systcms von Bedcutung ist Diese Curve sol1 im 
Folgenden die C h  a r a  k t, e r i s t i k genannt und mit i, bezeichnet werden. 

Wir bemerken vorliufig Polgendes über diese Curve. 
a) Der aus dem Coordiriateuanfangsp~~nkte gezogene Radius vector spielt 

überall in der Kinematik iihnlieh-veranderlicher cbener Systeme diesellie 
Rolle, wie die momentane Winkelgeschwindigkeit in der Bewegung eines 
ebenen unverinderlichen Systems. I n  der Folge wird dies nfiher gezeigt 
werden. 

b) Der Winkel, den dieser Radius vcctor mit der Abscissenaxe bildct, 
stellt den von B u r m e s t e r  als G e s c h w i n d i g k e i t s w i n k e l  bezeiehneten 
Winkel dar. 

c) Die Schnittpunkte der C h a r  a k t e r i s t i k mit der Abscissenaxe ent- 
spreehen denjenigen Systemphasen , bci wclchcn die Drchung des Systems 
ilire Richtung wechselt. 

d) Die Rchnittpunkte dieser Curve mit der Ordinatenaxe entspreehen 
denjenigen Systemphasen, bei welehen die Ausdehnung des Systeiris ihr 
Maximum oder Ninimum erlangt hat. 

Cm einige Beispiele mzufiihren, bemerken wir folgendes. 
Bei der gleichformigen geradlinigen Bewegung des Systems ist die 

Charakteristik ein die Abscissenaxe im Anfangspunkte der Coordinaten be- 
rührender Kreis. 

Bci dcr gleichformigen kreislinigcn Bewcgung des Systcms ist die Cha- 
rakteristik auch ein Kreis, dessen Centrum aiif der Coordinatenaxe liegt 
und welcher entweder die Abscissenaxe schneidet oder nicht,  je nachdem 
das System eirie bestiindige Drehuug urn den Geschwindigkeitspol besitzt 
oder ihre Bewegung eine oscillirende ist. 

3. Die Formeln 2) erlauben sehr einfach die Vertheilung der Gcschwin- 
digkeiten irn Syst,em zu bestimmen. Wir  wollen nur  Einiges knrz darüber 
sagen. Setzen wir 

[b ,  + €(y-y,) + r (x-x,)] C O S A  - [a ,  + E (x- x,) -?-(y -yi)] sinL 
t g t  = -- - -- - - - - - 

[a,+ E ( Z - x l )  - r (y -y l ) ]  C O S A +  [bl + E ( Y - Y , ) + ~ ( X - X ~ ) J  s ~ ~ z L  
13* 
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196 Ueber die Bewegung Phnlich-veranderlicher ebener Syijtenie. 

iind I~ezeichnen wir mit u den Gescliwindigkeii,bwinkel und mit s den Rndiiih 

vector der Charakteristik, so ersehen wir leicht, dass d i e  P u n k l e  eiiirls 
S h n l i c h - v e r a r i d e r l i c h e n  e b e n e n  S y s t e m s ,  d e r e n  G e ~ c l i w i n d i g  
k e i t e n  i n  d e m  g e g e b e n e n  A u g e n b l i c k e  d e n  W i n k e l  t m i t  e i n e r  

g e g e b e n e n  G e r a d e n ,  d e r e n  R i c h t u n g  d u r c h  d e n  W i n k e l  I mi4 
d e r  A b s c i s s e n a x e  b e s t i m m t  i s t ,  b i l d e n ,  a u f  d e r  G e r a d e n  

l i e g e n ,  w e l c h e  m i t  d e r  H i c h t u n g  (A) e i n e n  W i n k e l  b i l d e t ,  d e r  
d u r c h  d e n  W i n k e l  z w i s c h e n  d e r  G c s c h w i n d i g k e i t s r i c h t i i n g  der 
b e t r a c h t e t e n  P u n k t e  u n d  d e m  R a d i u s  o e c t o r  d e r  C h a r a k t ~  
r i s t i k  g e r n e s s e n  w i r d .  

d bedeutct hier den Winkel,  welchen dic Geschwindigkeit v, des Piiiik- 

tes M, mit der Abscissenaxe hildet. 
Alle Geraden 6) schneidea sich in einem Punkte, deni Gesr:hwiiiilig 

keitspole. Die Coordinaten (5, g) dieses'Punktes k6nnen auoli iininittelliai 
aus den Redingiingen 

7) 
a,, + E (& - xl) - r ( q  - y,) = O ,  

gefunden werden und ergeben folgende Werthe : 

Tridem wir die Gleichungen 7) von den Gleichungen 2) abzieheti, çtrli:di,ri. 
wir für  die Gesühwindigkeit eines Systempunktes 

cl. h.: die Geschwindigkeit eines Systempunktes ist gleich dem Prodncte ans 
der Entfernung dieses Punktes von dem Geschwindigkeitspul in den Iladiw 
vector der Charakteristik. 

Wenn die Bewegung des Systems durch die Bewegung zwejer Gruiid- 
punkte NI und X2 bestimmt is t ,  so k6nnen wir die Coordinaten 5 ,  q da- 
durch bestimmen, d a s ~  wir die Ausdrticke 3) für E und r in die Gleicli 
ungen 8) einsetzen. Es seien 

das Verhaltniss der Geschwindigkeiten der Punkte Nl und N,, und (r dei' 

Winkel zwischen diesen Geschwindigkeiten. Es  ergiebt sich dann 
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Verschiedene andcre Satze, welche sich auf die Vertheilung der Ge- 
diivindigkeiten im System beziehen, konuen mittels derselben Formeln sehr 
leicht abgeleitet werden. Wir wollen aber darauf weiter nicht eingehen. 

4. Polbahn und Polcurve. Urn die Gleichung der Polbahn zu erhal- 
kn ,  müssen wir offcnbar dic Zcit t aus den Gleichungen 8) oder 10) eli- 
miniren. 

Um die Gleichung der Polcurve zu finden, wollen wir zuerst die CO- 
ordinaten des Geschwindigkeitspols auf ein bewegliches Coordinatensystem, 
welches mit dem iihnlich-veriinderlichen System verbunden ist,  beziehen. 

Rechtwi~klige, aus den Punkten des ahnlich - verSnderlichen Systeins 
gebildete Axen werden immer reuhtwinklig bleiben. Wenn wir den Anf"irigs- 
piinlit dicses Coordinatenaystcms im Punkte Ml wiihleu, mit E, H di(: 
neucn Coordinaten des Geschwindigkeitspoles und mit A, ,  B, die Compo. 
iieiiten der Geschwindigkeit des Punktes N, in  Bezug auf diese Axen be- 
~eichnen, 80 finden wir 

\Vir werden nicht die Gleichung der Polcurve erhalten, wenn wir direct dic 
Zeit t aus dieseu Gleiühungen elirniniren; denn jeder Punkt  der Polüurvc 
wacliorlt mit der Zeit seine Lage in Rexug aiif das heweglichc Coordinat,cii- 
hysteiu infolge der Ausdehnung des ahulich-veranderlichen Systenis, wahrend 
wir, uni die Gleichimg der IJolcurve zu bekommen, die Lage aller ihrer 
lJiiiikte auf ein und dieselbe Ausdehnungsphasc des Systems bezieheri müssen. 
Um zu zeigen, wie das zu thun is t ,  bilden wir zuerst die Amdi.ücke fiir E 
iirid H für deu Fal l ,  dass dit: Bewegung des Systems durch die 13ewegiiug 
tlcr Oi.uridpuukte Ml und N2 bestirrirnt jst. Zieheri wir die bewegliche Ab- 
scisscnaxe durch den Punkt  M x ,  so dass jetzt 

x ,=o ,  Y1=O, x = =  Y,=O 
iat und folglich 

A,=A,+EX, ,  R , = U , + r X ,  

wird. Es ergicht sich dann 

ES sei C ein Punkt der Polcurve in ihrer Lage zur Zeit t. Uas Dreicek 
3 4  CM, bleibt walirend der Bewegung sich selbst ahulicki. Wollen wir dic 
Litge dcs Punktes C in cinem andern Mornciite t, erhalten, so miissen wir 
die Coordinaten clieses Funktes in demselben Verhiiltnisse verkleinern, in wel- 
cliem diese Coordinaten im Zeitmume t - t ,  infolge der Ausdehnun:: des 
Systems sich vergr6sserL liaben. Hieraiis folgt, dass rrian, um die Gleiçhiing 
der Polcurve, auf das Moment to bezogen, zu bestiinrnen, der Coordiii:~lc 
,Y, dcii Wertli X," welcher dieaern hlonioiit ciitsl)riciit, g ~ \ ~ e l l  und tiaiiii a i i b  

Icn Gleiüliuiigen 12), welche jetzt 
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- l - g w s p - ,  H _ X L -  (I sin u -- 
13) =0=X2"I -2ycosr+p '  U " - - : ! ~ C O S ~ + ~ "  

sein werden, die Variable t eliminiren muss. 
Dieselbe Ueberlegung zeigt, dass, wenn die Coordinaten z, H duicii 

die Gleichungcn 11) gegeben sind, wir anstatt dieser Gleicli~iiigeii folgciiili~ 
nelimen müssen : 

uni dann die Zeit t aus ihnen zu eliminireii. 

5. Untersiichen wir einige specielle Falle. 
a) Aus den Gleichungen 13) folgt 

und wir sehen, dass die Polcurve ein Kreis wird, welchcr den Pniikt d l ,  
zum Centrum ha t ,  wenn das Verhiiltniss der geometrischen Iliffercnz dei. 

Geschwindigkciten zweier Systeinpunkte zur Geschwindigkeit eines dieser 
Piinkte consLant ist. Das wird z. 13. in einer salchen I3ewegiing des Xlinlicli- 
verSnderlichen Systems vorkommen, in welcher der P~inl i t  Hl sich gerad- 
linig bewegt, wghrend der Purikt M4 eine Cycloide (welche audi eirie ver- 

kiirate oder verl&ngerte sein kann) befichreibt. Dieee Cycloide muss d i i ~ l i  
das Rollen eines Kreises auf der Hahn des Piinktes ilTl mit  einer d e i  G e -  
sçliwindigkeit dieses Punktes gleichen Geschwindigkeit erzeugt werden. 

b) Die Gleichungen 13) ergeljen weiter 

worans man ersicht, dass die Polcurve eine Gerade i s t ,  wenn die geo. 
iiietrisclie Differenz der Geschwindigkeit zwcier Systempurikte eirieii conbtan- 
tcii Winkel mit der Geschwindigkeit eines dkser  Punkle loildet. 3lan ei.li;ilt8 
z. B. eine solche Bewegung, wenn der eine Punkt sich gcradliuig und gleich 
formig bewegt, wahrend der andere Punkt  eine Parabel beschreibt, tlercii 
Axe zur geometrischen Differenz beider Punkta parallel ist. Die übrigeii 
Ponkte werden dabei auch Parabeln beschreiben. . 

c) Indem wir p aus den Formeln 13) eliminiren, erhalten ivir dic 
Gleichung 

moraus wir ersehen, dass die Polcurve ein Kreis i s t ,  wenn d m  Verliiiltiiib> 
der Geschwindigkeiten zweier Punkte des Systems coustant ist. D;is werdcu 
mir z. B. in  jeder solclien Bewegung des Systems finden, in welclier ewi 
Pankte gaiu beljebige Bahiien glciclirnbsig beschreiben. Man firidot kiliei 
leicht', dass der ICreisbogen, we1chr:ii der Gc~chwiiidigkeits~ol auf der Pol  
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m v e  in ciner gewissen Zeit beschreibt, durch den Winkel gemessen wird, 
iim welçhen sich i n  dieser Zeit der Winkel zwischen den Gescliwindigkeiten 
der beiden Punkte geandert hat. 

cl) Durch Eliinination von q aus den Gleichungen 13) erhalteri wir 

h o  cl;iss die Polcurve ein durch die Punktc Ml und N2 gehender ICreis wird, 
wciiii dit? Gescliwindigkeiten der Punkte Ml und ïlf2 miteiiianiler eiiieii coii- 
stanteu Winkel bilden, d. h. wenn die Geschwindigkeiten dieser Punkte den 
l<rümrnungsradien ihrer Trrljectoriw proportional sind. Uas wird auch eiii- 
trefen, wenn zwci Sy.jt,cmpunkte aiif irgcnd einc Weisc sich geradlinig 
l~ewegen. 

e) Die Formeln 13) konnen auch d a m  dienen, deii von G e i s e i i -  
Iieirner ausgesprochenen Bats, dass die Polcurve bei eiuer affiuen Be- 
wegung eines ahnlich-ver!indcrlichen Systems ciii Krcis is t ,  zu beweiseu. 
Das kann jedoch bei Betrachtung der Beschleunigung anf einem kürzereii 
Wege nnchgewiesen werden. 

6. IIerr B u r m e s t e  r hat darauf aufmerksam geniaclit , dass die 13a- 
wegiiiig eiiies iilinlich-veranderliclien Systems durch clas Rolleii der ver- 
iinderliclien Polcurve auf der unbeweglichen Polbahri erzeugt werden kaiin. 
Der Boweis, dass dabei wiïklich ein Rallen olme Glcit,iing besteheii wiril, 
scheiiit uus niçht vollkornmen unnothig zu sein; wir wolleii ihn daher hier 
~~JlsüLlreu. 

Wcnn wir durch cp den Winkel,  welcheil die bcwegliche Absçiseen~tre 
mit der uiibeweglichen bildet, bezeichiien und die Werthe vnri -z, und 
11 -yi  aus den Formelri 8) in die Gleichungen 

- - - --- (6-x,\ cosq+(ul-yl) s i n y ,  

H = - ( ~ - z , ) s i l ~ ~ +  ( r j - y l ) c u s ~  
~ i i i iü t~eu  . erhCrltcri wir 

a , ~ + h , r  . O I ~ - a l r  
H = S m  QJ - 7 - (2)s q -  

t2  + rL E~ + r2 
Iiiileiii wir 

sct~en,  fiiidcii wir 

14) t i t ~ ( a l - P ) d t ,  l l q = ( b , - C ! ) d l .  
I':s i k i  olTc~ii1i;ir 

daher 
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Weiiu man bemerkt, dass infolge der Glcichungen 8) und 14) 

a, E + hl r 

ist,  erhYlt man - 
t a = =  d$cos (p+dl l s i .nq+ E d t . [  ( g - x , )  cosy  + ( l i i - y , ) s i ~ ~ y ] ,  

d H = - d k s i n ( p +  d v  c o s v +  € d t . [ - ( ~ - ~ , ) ~ i l z f p +  ( q - y , ) c o s c p ] ;  

uder, durch d G und d 1  entsprechend die Bogendifferentiale der Polbaliii iiiid 

der Polcurve bczeichnend, 
d z  c o s ( X ,  d 1 )  = d ~ c o s ( X ,  d a )  + z ~ d t ,  
d x  szlz(X, d 1 ) = d o s i n . ( X ,  d ~ )  + H ~ d t .  

[iieraus ereehen wir, dass d Z  eine geometrische Siininle des Bugcris d u  u n d  
der uncndlich kleinen, von der Ai~sdchniing des Systerns abhangigcn Trans- 
lation des Geschwindigkeitspoles k t .  Es ergiebt sich also die Cleichheit 
der Bogen d X  und d o ,  wenn wir annehmen, dass irn Zeitrauni dt  keiiie 

Ansdehnnng stattfindet. E s  geschieht also wirklich ein Rollen der Poleurvc 
aiif der Polbahn; die Polcurve aber erleidet dabei eine Ausdehnung, welche 
clem durch die Function c bestimmten Gesetze folgt. 

7. Die Beschlennigung eines Systempunktes kann diirch folgeridu For- 
nieln bestimmt wcrden : 

i laraus ersehen wir, dass die Beschleunigung sich folgendermassen zusaiii- 
mensetzt : " 

a) aus dcr Beschleunigung, welchc der Systempunkt besitzen wüidc,  
wenn das System unveriinderlich ware; 

b) aus der 13esehleunignng1 w e l ~ h e  nur von der Ausdehnung des Systems 
d  E 

abhangt und der Function a2 + - proportional ist ; 
l i t  

G )  ails ciner Beschleunigung, welche ougleich von der Aiisdehiiuiig iiiiti 

von der Urehung des Systems abhangt und dahcr g o m  i s c h t e  H e -  
S C  h l e u n i g u n g  (ncce'Zératiovi m & ~ * * )  genaniit werdcn kann; sie ist 
zu der vorhergehendcn Beschleunigung senkrecht gericlitet. 
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Die Deschleunigung kann noeh auf eine andere Weise zerlegt werden, 
woùei die Analogie zwischen der Bewegung eines ebenen iihnlich-veriindcr- 
lichen und eines unveranderlichen Systems sichtbar wird, nzmlich: 

;t) in die Besclileunigung, welche das Systern haben würde, wenn der 
Geschwindigkeitspol unbeweglich w2re und welche die Grossen 

gesetzt ist ,  z u  ihren Projeetionen auf den Coordinatenaxen liat, und 
b) in die Beschleunigung, welche daron abhiingt, dass der Gesçhwiii- 

digkeitspol seine Lage wechselt. 
Diese letztere Beschleunigung setzt sich ziisammen aus einer Besclileii- 

d 15 
uigung 1. - 3 welche der Richtung der Normale zur l'olbahn im l'unktc, 

d t  
welcher im betrachteten Augenblicke als Geschwindigkeitspol dient,  parallcl 
ist, und aus einer zu dieser Beschleunigiiug senkrechten Beschleunigung 

d 6 - d a  
r - Diese beiden Uesehleunigungen bilden die Beschleunigung JtZ+r'. - 1 

cl t d t  
welche mit der Tangente xnr  Polbuhu im Punkte, der im hetrachteten 
Augeulilicke als Geschwindigkeitspol dient , einen dem Gesçhwindigkeits- 
winkel gleichen Winkel bildet. Dassclbe finden wir für ein unveriinder- 
liclies System, wenn wir nur den Eadius vector der Charakteristik durch 
die momentane Winkelgeschwindigkeit und den Geschwindigkeitswinkel dnrcli 
einen rechten ersetzen. 

8. Mittels der Formeln 13) kann sebr einfach die Vertheilung der 
Besclileiinigungen im System untersucht und die Gleichungen der B r  e a s e - 
schcn Kreise gefunden werden , wie auch der P a  s c al'sehen Schnecken, fiir 

dereu Punkte die Tangcntial- oder die Normalbeschleunigung einen constan- 
ten Werth hrtt, u. dergl. m i r  wollen darauf weiter nicht eingehen, son- 
dern niir einiges den Reschleunigungspol Betreffendes bernerken. 

a) Der Beschleunigungspol fallt in1 Allgemeinen nicht mit dem Ge- 
achwincligkeitspol znsamnen; wir konnen aber leicht die i3ediiigurig a d -  
slcllcn, unter welchcr ein solches Zusammenfullen stattfindet. Diese Be- 
iliiigiing besteht darin , dass die Bewegung des Systems eine e i n f O r m i g e 
bein muss. 

b) Daruit der 13esühleunigui1gs~)ol bestandig mit einem und derrisell~cii 
I'crikte A der Ebene zusnrnmenfalle, ist es nothwcndig, dass die Ucschleu- 
iiigiiiigen zweier Punkte ML und JI2 den Entferuungen dieser Punkte voiri 
l'iinkte A proportional ,sind und dass diese Beschleunigungen mit den G u -  
mlen A 21, und A X 2  eritsprealiend gleiche Wiukel bildeii. 

Diescr Bedingung wird z. B. eine solche Beweguiig des Systeins gc 
iiügeii, in welchcr der l'uukt 1I1, eine Curve zweiten Grades, von der ein 
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Bïennpunkt mit dem Punkte A zusarnrnenfallt, beuchreiht, wzhrend der 
Punkt  M2 sich so anf einer Geraden bewegt, dass das Verhiltniss aejiier 
I3esuhleuniguiig zu seiner Eiitfernnng Tom Punkte A umgekchrt propor- 
tional dem Cnbus der Entfernung des Punktes Ml vom T%eachlciiiiigung~- 
pol A ist. 

Sol1 der Beschleunigiingspol bestiindig mit eiuem und demselben I'ixlite 
7i  des Systems zusainmenfallen, so mtissen die Besclileunigongen dei I)iiiikii. 

il& und N2 denselben Bedingungen genügen, welchen die Geschwindigkeiteii 
iiieser Punkte irn Falle der einforniigen Bewegung des Systeuis genügeii; 
d. h .  das Verhaltniss der Bcschleunipngen diescr Punkte und der IT'iiiId 
dfl BM2 müssen constant bleiben. 

Als ein Beispiel dazu konnen wir eine solche Uewegiing aiifiihreu, Lei 
welcher der Punkt  M ,  gleichmLssig eiiien Kreis beschreibt, der l'urikt JIJ 
aber eine Cycloide, welche durch das Rollen eines Kreises, der sicli mit 
derselben Winkelgeschwindigkeit wie der Punkt ;II, dreht ,  lieschriclxn wirtl. 

9. Znsammensetzung d e r  Bewegnngen ahnlich-veranderlicher ebener 
Sgsteme. Wir stellen uns zwei Bewegungeu eines Zhnlich-veranderliclieii 

ebeneri Systeuis vor uud bezeiehneri mit (z,. y , ,  t , ,  r , )  und (E-, y , ,  E , ,  

r,) die Elemente, welche diese Beweguiig bestimmen, wobei die beicleii 
Uewegiingen auf ein nnd dasselbe Coordinatensysteni bezogen werdeu. 
Jeder Punkt  der Ebene wird infolge der gegebeneu Uewegungen zwei ver 

sçhiedene Geschwindigkeiteu besitzen; weiin wir für jeden Punkt diese Ge 
schwindigkeiten geometrisch addireil, erlialtcn wir eine ncue Bewcgiiug ilc, 

verauderlichen Systems, welche den Aehnlichkeitsbedingungen ofTenbw wictlei 

genügen wird. 
Die Elcrnentc eincr so zusanirnongesetztcn Bew-egiing ktiririen üiis fol- 

geiiden Gleicliungen bestiinmt werden: 

A , + E ' ( x - X i ) - B i y -  Y l ) = u , + ~ L ( x - x l ) - r , ( y - y l )  
+(12+z2(x-x2)-r2(y-y2), 

B , + E ' ~ J - Y ~ ) + ~ ~ ( X - X , ) = ~ , + E ~ ( I / - ~ ~ ) + T , ( ~ - Z , )  
+ b , + ~ ~ ' y - y , !  +r2(x-r,j. 

D a  diese Cleichungen für alle uioglichen Werthe von x und y ert'üllt bciii 

niüsseri, so zerfalleii sic in fo lpnde  vier: 

E =  z ,  + F ? ,  

R==rl+l.y, 

~ , - ( ~ 1 + ~ 2 ) X 1 + ( ~ 1 + ~ 2 ) Y , = a l + a , - ( ~ , ~ , + ~ , ~ , ~ + ( r l y l + ~ 2 ~ , ) ,  
. E Z , - ( ~ , + ~ , ) Y ~ - ( r , + r ~ ) X , = b , + b ~ - ( i , y , + ~ , ~ ~ , ) - ( r , x , + r , ~ , ) .  

Die ersten zwei vou diesen Gleichungen kenrien aul' f'olgerido Weise au. 
i;esprocht:n wertitxi : 

n e r  R a d i u s  v e c t o r  d e r  C h a r a k t c r i s t i k  d e r  z u s a n i ~ i i e i i g e ~ e i ~ -  
t e i i  U e w e g u u g  e i i i e s  i i h n l i c h - v e r a n d e r l i c h e n  e b e n e i i  S y s t e i u '  
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i s t  d e r  g e o m e t r i s c h e n  S u m m e  d e r  R a d i i  v e c t o r e s  d e r  C h a r a k -  
t e r i a t i k e n  h e i  d e n  C o m p o n e n t e n  g l e i c h .  

Wollen wir die Lage des Gesühwindigkeitspols in der zusammcngesetzten 
Uewegiing aus den Lagcn der Gesüh~vindigkeitspole der Componeuten ab- 
leiten, so müssen wir die Coordinaten eines solchen Punktes aiifsuchen, 
dessen Geschwindigkeit, aus den beiden Componenten zusammengesetzt. 
gleich Nul1 ist. Wenn wir cntsprechend durch (i, H) , (g, , ql) und (g2, qe) 
die Coordinaten der drei Geschwindigkeitspole hezeichnen, niüssen wir clnher 

sct#zcri und durch cp den Winkel zwischen den Radii veetores s, u ~ i d  s:, be- 
c,eic.liiien, crlialteri wir 

I)iese I-orrneln geben uns folgende Beziehungen: 

17) (1 - 61)" f(H -?,y = *z, 
(Z - + ( H  - q2)2 - 

1Sj (H-,ql)( i-E2)-  (H-q2)(=-t1) - 
- f L 7 P  

(:-il)(=- 62) + (H - ri,)[H-72) 

üic: ersto von ibncn heweist, dass d i e  E n t f e r n u n g e n  d e s  G e s u l i w i i i -  
i l i g k e i t s p o l e s  d e r  z u a a m m e n g e s e t z t e n  E e w e g u n g  v o n  d e n  G e -  
s c h w i n d i g k e i t s p o l e n  d e r  C o m p o n e n t e n  d e n  ~ r o s s e n  s, u n d s i  
u in g e k e hi- t p r O p O r t i O ri a l  s i u d.  Wir erblicken darin eine Analogie mit 
der zusnmmengcsctztt.n Hewegung eincs uriver&nderlichen ebenen Systems. 
Die Gleichung 16) spricht a m ,  dass d e r  W i n k e l ,  w e l c h e r  d u r c h  d i e  
V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e s  G e s c h w i n d i g k e i t s p o l e s  d e r  z u s a m m e n -  
;csetc.teii  E e w e g u n g  m i t  d e n  G e s c h w i n d i g k e i t s ~ ) o l e ~ i  d e r  C o m -  
lioiicnten g e b i l d e t  w i r d ,  d c m  W i n k e l  z w i s c h e n  d e n  L i n i e n  s, 
i iud s, g l e i c h  i s t .  
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Man bekommt also den Geschwindigkeitspol der zusammengesetzteu 
Ilewegung als einen der Durchschnittspunkte zweier Kreisc, von denen ilcr 
eine die Verbindungslinie der Geschwindigkeitspole der Componenten har- 
monisch im umgekehrten Verhaltnisse der Grossen s, und s, theilt und dcr 
andere durch diese Punkte geht. 

10. Wir wollen einige Resultatc ar:geben, welche sich auf specielle 
Fallc beziehen. 

a) Wenn die Componenten der zusarnmengesetzten Bewegung einfirmig 
sincl und ihre Geschwindigkeitspole zusarnmenfallen, so ist die znsammen- 
gesetzto Bewegung auch einformig und ihr Geschwindigkeitspol ftlit mi t  
den Geschwindigkeitspolen der Componenten ziisammen. 

b) Wenn die Componenten einformig sind, aber die C+eschwiildigkeits- 
pole derselben nicht zusammenfallen, so wird im Allgemeinen die zusam- 
mengesetzte Bewegung nicht einfikmig sein. Damit d iex  dieselbe einf6rmig 
wird , ist es nothwendig und hinreichend , dass die Charakteristiken dei. 
Cornponenteii ahriliche Curven seien mit dem Aelinlichkeitspol irn Bnfarigs- 
punkte der Coordinaten und dass dic Pnnlcte derselbcn in verschiedeneil 
Zcitmomenten entsprechend ahnliche Punktreihen bilden. 

c) Die zusammengesetzte Bewegung karin auch d a m  einftrrriig aeiri,  

wcnn die Componenten nicht einformig sind. Die Coordinaten 1 und H 
Iiangeu von sechs Grossen &, , &,, q ,  , q 2 ,  p und rp ab ; von denselben lr6niien 
vier willkürlich gegeben und die übrigen zwei der Iledingung gemass, ~ i i ~ s s  
- 

und H constant bleiben, beütimmt werden. Auf diese Weise finrleii wir 
z. 13.: wenn die Charakteristiken der Componenten ghiiliche Ciirveii siiitl 

und in entsprechenden Momenten ahnliche Punktreihen bilden, so ist es, 
damit die zusammengeaetzte Bewegung einformig sei, nothwendig und 
hinreiohend, dass die Gescllwindigkeit~spole der Componenten so ihre Lagc 
andern, wie zivei Punkte eines ahnlich - verinderlichen ebenen Systerns, wel- 
ches sich einformig bewegt und zum Geschwindigkeitspol den Geschwiriciig- 
keitspol der zusammengesctztcn Bewegung hat. 

11. Die relat ive Bewegung des ahnlich-vertinderlichen ebenen Systems. 
Es sei 8, ein ahnlich -veranderlii:hes ebenes System, dessen Beweguiig 

iliirçh die Elemente x, ,  y l ,  E ~ ,  rl bestimmt ist,  und es ni6gcn X ,  y und 
LU, y'' entslrcchend die'Coordinaten eiiies Systempunktes und ihre Anfimga 
weitlie bedeuteri. Wir  haben d a m ,  den Formeln 1 ) gemiiss: 
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Stellen wir uns ein anderes i ihnlich-vei~iiderliches System S vor, dessen 
I3euegung in derselben 1i;benr vorgeht 1111~1 dureil die Elemeiite X,, Y , ,  E, 
R liestiniint ist. Danu konnen wir, durcli X, Y iitid X O ,  Y0 eiitspieclieiid 
die Coordinateu eines Systempui~lites und ilire Anfangswerthe bezeielineiid, 
ebenso wie oben schreiben: 

I 
O O 

Wenn wir  diese Bewegiing auf ein Coordinlttcnsystem beziellen, welches aus 
de11 Putikten des Systems SI gebildet is t ,  so konnen wir diese Bewegung 
als die relative Bewegung eines iihnlich-veriiiiderlichen ebenen Systems be- 
tracliten. Tndem wir mit 5 , .  vil, E ~ ,  r2 die Elernente dieser relativen l h -  
wcgung und mit E l  7 und i", entsprechend die Coordinaten eines System- 
punktes und ihre Anfangswerthe in Rezug auf das bewegliehe Coordinaten- 
system bezeichnen, konneu wir setzen: 

0 O 

Uei Betrachtiing dieser Formelii müseen wir uns vorstellen, dass das Systeni 
SI sich in einer bestimmten Ausdehnungsphase befindct ; denn sonst werden 
alle daIrin stehende Coordinaten, abgesehen von allen übrigen Umstandeu, 
ihre Grosse noch infolge der Deformation des Systems S,  andern. Wir wer- 
den dalier voraussetzen, dass die Porineln 21) sich auf diejenige Phase des 
Systems SI beziehen, welche dem Moment t = O entspricht. 

Wahlen wir die beweglichcn Coordinatenaxen so,  dass der Anfangs- 
punkt (x,, y,) f d l t  und dass zur Zeit t = O diese Axen den uubeweglichen 
parallel sind, so werden zwischen den Coordinaten &, q und X, Y folgende 
Ueziehungen bestehen : 
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Wenn wir diese Ausdriicke mit den Gleichungen 20) vcrglricli,-11. 
finden wir :  

O O 

Diese Forrnolii werderi mit den Formeln 21) iden t i s~ l i ,  wenn gese t~ t  wiiii 

I F ~ = R - E ~ ,  r2 = B - r l .  

Dadiirch siad die Elernente der relativen Rewegiing vollkommen hestimmt. 
Die beiden letzten von den Gleiehungen 23) zeigen, dass der Radius vector 

der Charakteristik in der relativen Bewegurig die geometrische Uifferenz id 
der Radii vectores in der absoluten und in der Führungsbewegnng. 

Mit Hilfe der letzten Formeln, wenn wir aus denselben die Eleineiite 
der absoluten Bewegung bestimmen, konneu wir leicht folgende allgemeinc 
Forrneln aufstellen, durch welche die Coordinaten eiiles I'uriktes in dei. 

absolut,cn Rewegung dureh die Elemcnte der relativen und der Füliiiings- 
bewegung bestimmt werden konneri: 
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12. Nach dem Geset,ze der Znsarninensetzung der (;esçhwindigkeit,eii, 
welches belra.nntlicli nicht nur  aiif die iinveriinderlichen Systeme, soiidein 
auch ai i f  continuirlich-veiinderliche Systeme anwendbar i s t ,  kenrien w-ii 
unriiittelbar Ausdrücke für die Componenten der absoluten Geschwindigkeit 
aufst,ellen. Indern wir durch v, und v 2  entsprcchend die Führungsgescliwiii- 
cligkeit, und die relative Geschwindigkeit &es Pnnktes bezeichnen und 

setzen.  finden wir, den Formeln 2) gemans: 

7 i l z = a ~ I + ~ 1 ( X - ~ , ) - r l ( Y - 7 1 , ) ,  
25) 

1 

f E ,  

In den Formeln 26) ist der Factor ei' eiugeführt, weil infolge d e i  
van der Fiihrungsbewcgung abhBngigen Ausdehnung jedes Linienelement jr i  

iler relativen newegnng zur Zeit t e t  -mal  grosser geworden is t ,  nls es 
iin Anfangsrnomente, auf welches sich die Formeln 2 1 ) beziehen , geweçeri 
kt. Somit müssen wir schreiben: 
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208 Ueber die Bewegung iihnlich-ver8nderliclier ebener Systeme 

13. Wir wolleii zuletzt die Reschleiinigiingen der relative11 iind rlrr al). 
soliiten Bewegiing untersuchen. Wenn wir 

setzen iiiid durch zu, und w2 ent.spreeliend die Führiings- und tlit: re1:~i.ivr. 
I~oscl i l~i inigi~ng bezeiclinen , werden wir haben : 

0 /*, r l t  

wobei wieder der Factor PO &US dernselben Grnnde wie obrii piil- 

geführt ist. 
Wenn wir die Qleichiing 27) nach t differenxiren und die Fornielii 231, 

%), 27), 28) und 29), sowie die Reziehungen 
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Somit setzt sich dio absolute Reschlei~nigung ails drei Reschleunigungen 
zusammen: aus der Führungsbeschleunigung, der relativen Beschleunigimg 
und einer Reschleunigung, welche der zusammengesetzteri Centripetal- 
beschleuniguug in der absoluten Bcwegung cines unvcr5nderlichen ebenen 
Systems ganz analog ist. Ihre  Grosse 

2 V ( E ~  0JX - VI ?lq y)4 + ( E ~ V ~  y f 'ïl ~ 2 ~ ) ~  = 2 J E ~ ~ + V ~ ' -  V z  

ist dem doppelten Product der relativen Gescliwindigkeit in den Radius vec- 
tor der Chnrrtkteristik der Führungsbewegung gleiçh. lhre Richtung bildet 
mit der relativen Geschwindigkeit des betrachteten Punktes einen Winkel- 
welcher dem Geschwindigkeitswinkel der Führungsbewegung gleich ist. 

Somit sehen wir, dass der Sata von C o r i  0 1  i s  auch für ein ahnlich, 
veianderliches Syetem giltig ist;  es rnuss iior dahei die Winkelgeschwindig- 
keit durch den Radius vector der Charakteristik und der rechte Winkel, 
welchen die zusammengeset~te Centrifugalbesclileunigung mit der relativen 
Geschwindigkeit bildet, durch den Geschwindigkeitswinkel der Führungs- 
bewegung ersetzt werden. 

Zeitsclirift f .  l a themat ik  IL Physik XXX, 4 .  
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Ueber die Bedingungen, unter denen zwei linears 
homogene Differentialgleichungen mehrere partiku- 

lare Integrale gemeinsam haben. 

Von 

Dr. E. G R ~ N F E L D ,  
AsiisLent an der techn. Hochsohule in Wien. 

Sind 

lineare hornogene Differentialgleichungen der mten, beziehungsweise nien Ord- 
nung ,  und man bildet das System von nh +n. Gleichungen 

so wird bekanntlich durch das identische Verschwinden ihrer Determinante 

0 0  O O . . .  qn-i 
d = l  

1 pl p n - 1 ,  l p n - 1 . 2  . .. P n - i , m + n - 3  

in welcher, wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird : 
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ist, die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür ailagedrückt, dass 
die beiden Differentialgleichungen 1) ein partikul$res Integral gemeinsam 
haben. 

Die Bedingungen, unter denen diesen Gleichungen zwei oder mehrere 
Integrale gemeinsam sind , lassen sich, a i e  Herr v. E s c h e r i c h  gezeigt 
hat," dnrch die Uetrachtung der Unterdeterminanten in der Determinantc d 
lierleiten; man kann dieselben jedoch aiich aus dem Gleichungssystem 2) 
selbst erhalten,** zu welchem Zwccke mir das nachstehende Verfahren sehr 
angezeigt scheint , welches iihnlich domjenigen i d ,  mit dessen Hilfe Herr 
Hioux*" die analogen Erdingiingen fiir ewei algebraische Gleichungen 
gemonnen hat. 

Das System der Gleichungen 2) besteht aus zwei Gruppen, deren erste 
m und dcrcn zwcito n Glcichungen enthalt. 

Tan unterdrücke in jeder Cruppe die .n - i ersten Gleichungen : dann 
bleiben k + i  in der ersten und i in der zweiten librig. I n  diesen zurück- 
bleibenden Gleichungen bilden die k + 2 i  ersten Colonrien zur Linken eiue 
Determinante (k + 2i)tor Ordnung, in  welcher die Elemente der ersten Co- 

d m + ' - l  
lonne aus den Cocfficientcn von dxm+,- l  Y und dio der letzt,en Colonnc ails 

p - i  
Y i n  den übrig bleibenden Gleichungen bestehen. den Coefficienten von - d x n - i  

Für i =  n kommt das ursprüngliche System 2) wieder zum Vorschein. 
Diese Deterininauten (k + 27Jter Ordnung mogen mit Di,o bezoichnet werdcn. 

Es bezeichnen ferner 
m i , i ,  Di,2, Q , n - i  

Determinanien, welche aus Di,o hervorgehen, wenn darin die letzte Colouile 
von Coefficienten nach und naoh durch jede dcr n- i  folgenden Coefficien- 
tencolonnen ersetzt wird. 

Es werde die Determinante 6 i , o  nach den Elementen ihrer letzten Co- 
lonne geordnet, und seien die denselben zugehorigen Unterdekrminanten 
dio Grossen 

%,O, qi,li qi,2i'..- qi,k+i-1 
und 

 pi,^, pi.1, P i , 2 ,  P i , i - 1 -  

Von den zurückgebliebenen Gleichungen , multiplicire man die erste mit qi ," ,  

die zweite mit qi, 1 ,  . . . , die letzte mit p i ,  i - 1 und addire: die so erhalteno 
Sunime ist offenbar nichts Anderes als der Ausdruck 

* Siehe die Denkschriften der kai~erl .  Akademie der Wissenschaften zu Wien, 
Bd. 46 8. 61. 

** Siehe die Note von L e m o n n i e r  in den Comptes Rendus, t XCV p. 47G 
*** Siehe die Annales de l'École Normale SupBrieure, t. X p 383-390. 

14* 
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indem in derselben die Coefficienten der hoheren Ablcitiingen von y als der 

(n - i)ten identisüh verschwinden. 
Fi kann andererseits, wie leicht zu erschen is t ,  auch in der Form 

geschrieben merden: 
d k + L - 2  d + .. . + ~ f , i + i - . - + q i , h +  i - i ) ~ ( Y  d x 

d i - 1  d i -2  d 
+ ( P i , i , T + p L , i m + . - . f P i , i - 2  d - + P i , i - l  x ) p ( ~ I  

gevetzt mird , 
Fi Pi (&(Y)) + Q i  ( P ( Y ) )  

oder kürzer 
5 )  f i  = P,Q+QiP. 

Aus der Gleichiing 5) ergiebt sich der Satz: 
1. ,,Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, dass die beiden 

Differentialgleichungen P ( y )  = 0 und &(y)  = O x und nur x Inte- 
grale gemeinsam haben, sind 

6) D n - X + I , O  n +  0 . . r  B n - x + ' , x - i  = T J  
und 

+O.u 
I n  der Tha t ,  aus der Gleichung 

4) Fi  (Y) = Pi Q ( Y )  Qi P(Y) 
folgt allgemein, dass für jcdes Integral,  welches P ( y )  = 0 und Q (y) = O  
gleichzeitig zukommt, auch Fi "i= O wird. Nun ist 

E-.+I = D . - x + ~ , o y ( X - ' ) +  D 3 ) , - x + ~ , i y ( x - 2 ) + . .  .+ . D - x + i , x - i y ;  

für  jedes der x den Gleichungen P ( Y )  = O und Q (y) = O gemeinsarnen In- 
tegrale rnüsste 3'"-,+! = O sein, d. h. es liesse diese Diff~rcnt~ialgl!iich.~ng 
(ï. - l ) t e r  Ordnung x von einander linear unabhLingige Integrale z u ,  nae 

nieht moglich is t ;  es muss daher Fn-.ti identisch verscliwinden, somit seiu: 

* C ) n - k S 1 , 0 = O ,  a n - x + l , l  = O i  * - . y  B n - x + i , x - 1  =o. 
Haben also l'(y) = O und & ( y )  = O x Fundamcntalintegrale gemeinsam, so 
finden nathwendig die letzteren Glcichungen statt. Sol1 die Anzahl der 
gemeinsamen Integrale x nicht übersteigen, so muss ausserdern die Ueaing- 
ung 5 D , - x , o  =pO erfüllt sein. Denn es ist  

F n - x = E n - x , ~ ~ ( X '  + <3)n x , i  I / ( ~ - " +  . ..+ D , , - x ,  X I /  
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ein homogener linearer Differentialaiisdruck xt" Ordniing, welcher für  die x 

den Gleichungen P(y) = O  und Q ( y )  = O  gemeinsamen Integrale verschwin- 
det, wom nothwendig B,, - ,, u  rl= O ,  und der andererseits auch nicht idcn- 
tisch verschminden kann , da alsdann den Gleichungen P ( y )  = O  und Q (y) = 0, 
der Voraussetzung entgegen, mehr als x Integrale gemeinsam sein konnten. 

Die aufgeatellten Bedingungen sind also nothwendig. Dieselben sind 
ahei auch hinreichend. nestehen nainlich dia Gleichungen 

6) D n - x + i , o = O ,  X L x + i , i = O ,  .., % - x + l , x  1 

so folgt, dass 
Pr -  x + ~  Q  + &ri-x+i P=O; 

der Audruck & , t - , + l  Y(y) varschwindet für die m fun dam enta lin te gr al^ 
von P ( y )  = O ,  für ebcndiesdben muss daller auch Pn-kS 1 Q ( y )  = O  sein; 
veil aber der Aosdruck Pn - .  + 1 (c) ,  der von der Ordnung m - x k t ,  für 
uiclit iiiehr als WL- r, linear unabliangige Functionen s verschwinden kann, 
so  mtissen die übrigcn x Integrale der Gleiehnng &(y)  = O angehoren. 
Fiilden demnach die Gleichungen 6 )  statt  , so habcn P ( y )  = O und Q (y) = 0 
wenigstens x Integrale gemeinsam. 1st nebstdem die Bedingung erfüllt, 
class ;Dn - ., 0 von Nul1 verschieden, so folgt, dass die Gleiohung 

F n n x , ~ ~ ' X ' +  . . .  + a n - x  , y = ( )  
von der %'en Ordnung ist und dass somit wegen 

P m - x Q  + Q n - x  P=Fn-x 
den Gleichungen P ( y )  =O und &(y) = O  x und nicht mehr als x Ir'unda- 
ment.alintegralo gemeinsam sein konnen. 

Aus dem Obigcn folgt noch: 
II. ,,Diejenige homogene lineare Differentialgleichung , welche die deri 

beiden Diff~rential~leichungen P ( y )  = O  und Q  (9) - O  gemeinsamen 
Losungen zulaest, ist 

Qz-x ,~g 'X)  + a n - x , i  y'X-" + ...+ D m - x , n y = O . u  
Der Satz 1 kann diirch den folgendcn ervetzt werden: 

TTT. ,,Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, dass die beiden 
Differentialgleichungen P(y) = O und & ( y )  = O x und nur x linear 
uriabhürigigt! Integrale gerneinsay liaben, sind 

7) S ) n , 0 = 0 ,  D n - j , U = O >  . , . r  D n - x + l , ~  = O  
und 

i3),-,,0 $= 0. 
Bemeis .  

Nimmt man x = 1 a n ,  so ist  der Satz III von 1 nicht verschieden, 
da alsdann die Bedingungen 7) mit denen in 6) zusammenfallen und die 
Bedingung %I,-,,o O  fiir jedes in Betracht kornmende x in beiden Satzen 
enthalten ist. 

Der Satz III gilt also für  x = 1. 
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Angenommen, derselbe ware für den Fa11 von x gemeinsamen Integra- 
lcn erwicscn , so ist zu zeigen, dass er auch noch für  x + 1 Geltiing hesitzt. 

Enter  der gemachten Voraussetzung ist klar, dass die nothweridigen 
Bedingungen für &au Vorhandensein von wenigstens x + 1 gemeinsarnen In- 
tegralen aiisgedrückt werden diirch die Gleichungen 

Dn,"=O, 9 n - 1 , 0 = O i  - m . ,  Dn-x+1,0=0 
und 

a n  - X , "  = 0. 
Dieselben sind aber auch hinreichend; denn es kann einerseits die Anzahl 

der gemeinsarnen Integrale nicht unter x herabgehen, andererseits ist 

8) F n - 4  = Pn-, Q + Qn-x P 
und der Ausdruck 

Fn-,=Dn-x,~~(X)+'3)n- . , iy  ( ~ - ~ ) + . . . + D ~ - x , ~ y  
wegen 5an- x , o  = O  von niederer als der xten Ordnung; der zweite Theil 
der Gleichung 8) verschwindet fü r  die der Annahme nach vorhandenen v, 

gemeinsamen Integrale von P ( Y )  ;7 O und &(y) = 0, daher auch der erste 
'i'heil. Dieser ist jedoch, viie eben bernerkt, von niederer als der ntB" 

Ordnung, muss also identisch verschwinden , woraus folgt : 

En-r?,~ = O ,  Dn-x,~ = O ,  m . . ,  Dn-x,x=O 
und somit diejenigen Bedingungen erfiillt sind, welche der Satz 1 fiir das 

Vo'rhandensein von wenigstens x + 1 gemeinsamen Integralen als nothwen. 
dig und hinrcichend vorschrcibt. 

Hiernach . haben P ( y )  = 0  und Q (y) = 0  wenigstens x + 1 Integrale 
gemeinsam; damit sie nicht noch eines mehr haben, muss gleichfalls nach 
Satz 1 

sein. 
Gilt demnach der Satz TI1 fiir den Fa11 von x gemeinsamen Int.egralen, 

so gilt er auch noch für x + 1 derselben. Nun gilt er für x = 1 ,  daher 
auüli fü r  x = 2 ,  und allgemein. 

Was das Rildiingsgcsetz der im Satze III auftretenden Determinanten 
betrifft, so ist  Folgendes zu bemerken: 

Die Determinante %),,O, deren Verschwinden anzeigt, dass den Gleich- 
ungen P ( y )  = O und &(y) = 0  überhaupt gemeinsame Integrale zukommen, 
ist mit der Determiuante d des Gleichungssystems 2) identisch. Die Deter- 
niinante Dn-i,o geht aus a,," hervor, indem man in jeder der beiden 
Gruppen, aus denen das System 2) besteht, die erste Gleichung unter- 
drückt - wodurch die erste Colonne von ausfillt -, und hierauf 
noch die letztc Colonne in b , , o  weglasst. Verfiihrt man hinsichtlich 52,-i,o 
in  iihnliclzcr Weiso, wie zuerst hinsichtlich 9,; 0 ,  so wird dic Determinante 
~ D , - L , ~  gebildet , u. s. f .  

Es ist demnach jcde dieser Determinanten von einer urn zwei Einheiten 
oiedrigeren Ordnung als dic unmittelbar vorhergehende. 
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1st z. B. m=3 und ~ = 2 ,  demnach: 

9) 

so ist 

O 1 
% , O  = O O 

1 Pl 
O 1 

und 

Im Falle, dass die obigen xwei Differentialgleichungen zwei linear un- 
abhiingige partikulare Intcgrale gcmeinsem haben, muss 

10) m 2 , o  = 0 
und 

11) si,,, = O 
sein. Aus der Gleichung 11)  ergiebt oiüh 

12) P e = . P ~ q i - q ~ ~ + d ~ + q z r  
und wenn für p, dieser Werth in die Gleichung IO), nachdem ziivor noch 
die im ersten Theile derselben stehende Determinante Q 0  ausgerechnet 
nordeu, substituirt wi rd ,  so erhalt man nach gehoriger Reduction die 
Gleichung 

13) c.r 
+O = ($73 -Pl 42 4-91 q2 - q'2Y = 0. 

Es drücken daher die Gleichungen 12) und 13), für welche aueh die zwei 
folgenden : 

14) ~ , - ~ , 4 1 + 4 1 ~ - 9 ' i - q 2 = 0 ~  ~ 9 - l ) l ~ Z + ¶ I q 2 - 4 1 2 = 0  
geschrieben werden konnen, die nothwendigen und hinreichenden Beding- 
ungen aus, damit siimmtliche Integrale der Differentialgleiçhung 

auch der Differentialgleichung 

angehoren. Sind die Bedingungen 14) erfüllt, BO ergiebt sich in  der That 
a u  denselben die Bexiehung 
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XI. 

Die Ebene als bewegtes Element. 
Von 

D. ING. F. WITTEKBATTER, 
Docent nn der k. k. techn. Hochschule in Qraa. 

Hierzu Taf. VI Pig. 1-6. 

Die Lehre der Rewegung pflegt den Piinkt als bewcgtes Elernent vor- 

auszusetzen, selbst dann, wenn es sich um rein geometrische Eigenschaftin 

derselben handelt. 
Ebenso wie der Piinkt,  kann jedoch auch die Rbene als bewegtes gco- 

metrisches Element betrachtet und auf ihre Bewegung irn Raume hin unter- 

sucht werden. Insbesondere lassen sich die Begriffe der Geschwiridigkeit 
und Reschleunigung. sowie die aus ihncn folgcnden Bczichungcn in bcide:~ 
Fallen vollkommen klar zur Anschauung bringen. Da Piinkt und Ebene 
die einander entrprechenden Elemente des Raumes sind, eo steht zn ernar- 
ten , dass auch die mechanischen Folgerungen einander dual gegenüberstehen. 

Obwohl sich diese Vermuthung thatsiichlich bewahrheitet, eo erfordert 
die Ebene dennoch eine ihr eigenthümliclie analytische I3ehandlnnç1 welche 
in ihren hauptsBchlichen Grundzügen im Folgenden gegeben werden soll, 

Etwas Aehnliches gilt  für die Bewegung eines Strahles in der Ebeiie 
und jene des Gtrahlensystems, bezüglich welcher Untersuchung auf einen 
bereits gemachten Versuüh hingewiesen werden mGge.* 

1. Die elementare Ortsveranderung einer Ebene im Ranme kann nnr 111 

einer Drehumg um eine i n  i h r  liegcnde Gerade, die Drehaxe, bestehen. Dei 
Voraussetzung einer allgemeinen Bewegung wird in  jedem Zeitelemente eiiie 
andere Gerade der Ebene als Axe aiiftreten; alle dicse Axen bilden in ihicr 
Aufeinanderfolge eine abwickelbare Pl iche,  da  jede Lage der Axe die beiden 
unmittelbar benaehbarten Lagen schneiden muss. Durch die Bewegung der 
Ebene wird aleo eine Curve erzeugt, die Wendecurve jencr Flache; dio auf- 
einanderfolgenden Lagen der bewegten Ebene werden zu Schmiegungsebenen 
der erzeugten Curve. Uas Resultat dieser Bewegung ist somit dasselbe, 
wie bei der Bewcgung des Punktes; wir wollen deshalb iibereinstimmciid 
jene Curve die Bahn der Ebene nennen. 

* Kinematik des Strahlee. Graz 1883. 
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Beeiehen wir nun sofort den elementaren Drehungswinkel d a  der Rbene 
um eine in ihr liegende Gerade auf die wahrend der Drehung verflossene 
Zeit d t ,  sa entsteht nach Analogie mit gelzufigen Begrifkn jerier der Ureh- 
geschwilzdigkeit der Ebene : 

2. Im Allgemeinen wird wiihrend der Bewegung der Ebene die Dreh- 
geschwindigkeit jederzeit eine andere sein und zwar wird sich sowohl die 
Grosse als auch die Drehaxe derselben stetig andern. Diese zweifache Aen- 
derung wird hervorgerufen werden durch das Auftreten einer eleuentareil 
Drehgeschwindigkeit I ' d t  um eine ebenfalllls in der Ebene gelegene Axe, 
welche mit jener der. Drehgeschwindigkeit einen Wiukel a einschliessen 
moge. Denn nach dem beliannten Princip der Zusammensetzung von Dreh- 
gcschwindiglreiten nm sich xhncidende Axen wcrden jene V und I ' d t  sich 
z u  einer Resultirenden T' (Fig. 1) vereinen, deren Grosse und Axe durch 
die Diagonale eines Parallelogramms Omprz über jenen beiden ale Seiten 
dargestellt werjen. 

Wir nennen r die Drehbesc7~leunigung der Ebene. Der Effect, den sic 
hervorruft, ist die Verrückung der Drehaxe der Ebene und die Veranderung 
der Grosse der Drehiing. Es bleibt noch eu beleuchten, welcher Theil der 
Drehbeschlcunigung den eincn Einfliiss und wclcher den andcrn hervorbringt. 
Dies sind offenbar die Couiponenten voü r d t ,  senkrecht und parallel zur 
iir~prünglichen Drehgeschwindigkeit, also pq und mp;  wir schreiben hierfür 

Die erstere dieeer Componenten verandert nur die Grosse der Drehgcschwin- 
digkeit, es ist also 

Die meite verrückt die Drehaxe urn den Winkel d.c; nnch dem Princip der 
Zusammensetzung von Drehgeschwindigkeiten gilt nun die Relation 

oder mit entsprechender Vernachliissigung von Grossen niederer Ordnung 

Construirt man nun den Kreiskegel, dessen Spitze in O liegt und der drei 
unmittelbar aufeinanderfolgende Lagen der bewegten Ebene berührt, nennt 
man ferner Z Q  den Winkel seiner OeEnung, sa gilt 

dz=tamgng.du, 

somit mit Hinweis auf Gleichung 1) 

3) r, = V 2 .  fange .  
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Durch Angabe der Reschleunigung T und ciiics bestimmtcn anfiinglichen 
Bewegungszustandes ist  die Bewegung der Ebene jedcrzeit vollkommen 
bestimmt. Die Losung des allgemeinen Bewegungsproblems erfordert aber 
aueh hier die analytischc Rezichung der Drchgeschwindigkcit, aowie dei. 
Drehbeschleunigung der Ebene auf ein als ruhend gedachtes Coordinaten- 
system. 

m i e  dies zu geschchen hat ,  zeigt nachfolgendc Untcrsuchung. Dcr 
bessern Uebersicht halber sol1 die Bewegung der Ebene im Ebenenbündel 
(entsprechend der ebenen Bewegung dos Puriktes) vorausgeschickt werden. 

Bewegung der  Ebene im Ebenenbifndel. 

3. Die bemegte Ebeno wird stets durch den Mittelpunkt O des Bündels 
gehen; wir wahlen denselben als Schnittpunkt dreier aufeinander senkrecli- 
ten Coordinatenaxen &, y ,  l, bezeichuen die Winkcl der Ebene mit den- 
selben durüh A ,  p ,  v und verstehen unter den Coordinaten der Ebene (lie 
drei Grossen 

4) & = s i n A l  $ = s i n p l  t = s i n v .  
Sie siud nicht unabhangig von einander, sonderu genügen jederzeit der Be- 
dingung 

5) ( 2 + 1 1 ' 2 + g 2 =  1. 
Wir  geben ferner diesen Coordinaten das gleiche oder entgegengesetzte Tor- 
zeichen, je nachdem sich die Coordinatenaxen auf derselben oder auf ver- 
schiedenen Seiten der Ebene befinden. 

Es sei nun OG (Fig. 2) eine in der Ebene liegende Gerade, um velche  
d G 

die Drehgeschwindigkeit V =  - herrschen m6ge. Ihre Componenten nach 
d t  

den drei Axen seien 
Vt=VcosLY, V q = v c o s p I  V5=Vcos*/, 

worin or, p ,  y die Winkel der Drehaxe O G  mit den Coordinatenaxen be- 
zeichnen. 

Projicirt man die Coordinatenaxen serikrecht auf die Ebene nach 05'. 
OV', 05' und bezeichnet die Winkel 

G O k ' = a ,  GOll '=ù ,  G O [ ' =  c,  

vorausgesetzt, dass dieselben in gleicher Richtung gezahlt werden; bedenkt 
ferner, dass die Winkel 

kO&'=A, q O q ' = p ,  Solr= v 

sind, so folgt zunachst aus dem bei 1' rechtwinkligen spharischcn Dreiecke 
GU' 
6) cosor=cosA.cosa und ebenso cosp=cosp.cosb,  cosy=cosv.cosc. 

Betraühtet man ferner die Ebene nach einer unendlich kleinen TTerdrehung 
d a  um O G ,  bezeichnet mit die neue Projection der O f  auf die Ebene 
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und beachtet, dass Z',r = d l  gesetzt werden darf, so folgt aus dem recht- 
winkligen spharischcn Dreiecke G r  1 ', 

d ~ . s i . n a = d A  und ebenso d c i . s i n b  = d p ,  d o . s i n c  = clv. 

Werden diese Gleichungen yuadrirt ,  der Reihe nach mit coseÀ, c o ~ ~ ~ ,  cos2v 
multiplicirt und addirt,  so ergeben sie 

- - - 
d ri2 [sim2a cos2A + s i n 2  b cos2 p  + s in2  c cos2v]  = d simi' + d s i n  + d sin v 2 ;  

der in der Klnmmer stchendo Ausdruck ergicbt sich nach Gleichung 6) der 
Einheit gleich und es ist somit mit Hinweis auf die Gleichung 4) 

d f i 2 =  d p + d q " d l Z  

oder die Drehgeschwindigkeit der Bewegung 

Um Ausdrücke für die Componenten Pt, V?, Vc der Drehgeschwindig. 
keit nach den Coordinatenaxen zu erhalten, bcachten *ir die drei Gleich- 
ungen 

cosci.cosa + cosp.cos/3 + c o s y . c o s y  = 1, 
g .cosci+ 11 . cosp+ f . c o s y = O ,  

d <  .cosci+ d q  . cosp+ d l  . c o s y = O ,  

von denen die erste eine bekannte Bezieliung ausspricht, wshrend die xweite 
und dritte aus dem Grunde g i l t ,  weil die Drehaxe sowohl vor als nach der 
Drehung d~ der Ebeue angehürt, also zu deren Perpendikel seukrecht bleibt. 
Tlezcichnet R die Determinante der Coefficienten von c o s n ,  c o s p ,  COS y in 
obigen drei Gleichungen, so folgt dnrch Aufl6sung 

8) R c o ~ c i = q d t - p d q ,  R c o s B = S . d t - & d l ,  R c o ~ y = t ; d q - ~ d & .  

Diese Gleichungen, quadrirt und addirt,  ergeben mit Benutzung der Rela- 
tion 5) 

nnd, da der Ausrlruck in den Klammern vcrschwindet, 

R2 = d ciZ. 

Wir wahlen R = - d CS, wodurch die Gleichungen 8) in folgende über- 

Die Vorzeichen dicser Ausdrücke sind richtig unter der Vorausset~ung,  dasb 
die Dreliungsrichtung eritgegen der Uhrzeigerbewegung als die positive be- 
aeichnet wird. 

4. Da sich die Drehgesühwindigkeit und Drehbeschleunigung einer 
Ebene in gleichcr Weise combiniren, wie die Geschwindigkcit und Bcschleu- 
nigung eines Punktes, so werden auch für die Componenten der Beschleu- 
nigung r nach den drei Axen analoge Resultate gelten wie dort,  namlich ; 
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_____-. - - -Y-  - - - - V V V V - T V W I - ~  - ,>.̂  

oder mit Einführung der Gleichungen 9) 

5, Es  sol1 noch auf die cigcntlichc Bedcutnng der Componenten der 
Drehgeschwindigkeit und Drehbeschleunigung hingewiesen werden. Projicirt 
man die drei Componenten V E ,  Vq ,  Vt auf die bewegte Ebene, so erliilt 
man drei neue Drehgeschwindigkeitt.n Vt cos A ,  V,, cos p , Vt cos v urn d i e  
Axen O & ' ,  OV', O[', welche in der Ebene liegen. Projicirt man hiiigegen 
Vi,  Vq,  V ,  auf eine Gerade senkrecht zur bewcgten Ebene, so ist die 

Sumnie dieser Projectionen 

'1) tV;+7Vq+LVt=O, 
wie sich aus 9) unmittelber ergiebt. 

Die Urehung der Ebene um O G  wird also eigentlioli durçh drei andere 
Drrhungen ersetzt, welche um die Projectionen der Coordinat,enaxen aiif 

die Ebene stattfinden. 
Gleiches gilt von der Drehbeschleunigung der Ebcne. Auch diese k m n  

jcdcrzcit ersetzt wcrden durch drci andcrc Drelibeschleunigun,rren, die niau 
der Grosse und Axe nach erhalt, wenn man die Compouenten I;, r?, Ii 
auf die Ebene projicirt. 

Dia Projectionen diescr Componentcn senkrccht zur Ehenc crgel-ien al3 
Summe 

12) 5 Q + v  rq+c q = o ,  
wie aus deu Gleiühungen 10) zu entnehmen ist. 

6. Multiplicirt man von den letztgenannten Gleiçhungen die erste mit 
9 ,  die zweite mit 6 und subtrahirt dieselben, so folgt 

Multiplicirt man diese Gleiçhungen der Rcihe nach mit cl[, d i ,  d t )  und 
addirt sie, so erhalt man mit Berücksichtigung der Relation 

E d t + v d r i + f d S ' = O  
die Gleichung 
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, .- ,X_ -. ,.,.- _ .. - 

dLC: d' 1; d 2 5  
d j .  d t  + + d r / ~ d 7 + d ~ . T = ( ~ ~ ; - ~ l ~ ) d ~ + ( t ~ ~ - ~ 1 ~ ) d v  

d t 

Nun ist nach Gleichung 7 )  + ( E  r, - r7 Tt)  d l  

es folgt somit 
13) ~ d ~ ~ ( 0 ~ ~ - ~ 1 ~ ) d ~ + ( ~ ~ ~ - j l ~ ) d ~ + ( ~ I ~ - ~ 1 ~ ) c l ~ ,  

eine Beziehung , welche für Bewegungspi oblenie der Cbene von ahnlicheiii 
Nutzen k t ,  wie das Princip der lebendigm Kraft für die Beweguug des 
Punktes. 

Die bis hierher abgeleiteten Relationen sollrn zuuachst in einigen speciel- 
len Fallen Anwendung finden. 

7. Die Besclileunigung der Ebene bleibe constant der Grosse und Axe 
nach; cs seien also 

r & = a ,  TV= b ,  r c = c .  
Die Gleichnng 12) liefert dann 

a k + b q + c C = O ,  
d. i. die Gleichung ciner Geraden. Die Ebcnc beschreibt eomit bci ilircr 
Bewegung einen Ebenenbüschel, und zwar gleichformig heschleunigt. 

8. Die hewegte Ebene werde in jedem Augenblicke urn zwei Axen 
gleichzeitig beschleunigt und zwar um ihre Schnittlinien OB und O C  mit 
den beiden Coordinateuebenen 6 Oq und 605. Die Grüesc jeder der Be- 
çclileimigungen sei proportional dem Sinus des Eeigiingswinkels der bcweg- 
ten mit der hetreffenden Coordinatenebene. Man untersuche die Bewegung 
der Ebene. 

Bezeichnen wir mit <g und ((Fig. 3) die IetzterwBhnten Neigungs- 
winkcl, im Sinne dcr Drchbeschleunigung geziihlt, so sind zunachst die 
gegebenen Beschleunigungen um die Axen OB, OC 

und sonach die Componenten der gesammten Beschleunigung 

I ) = r B c a s p + l ' c c o s y ,  r , = r ~ s i n p ,  T g = r c s i n y ,  

weun man die Winkel 
koB=p, koc= y 

beeeichnet. Beschreibt man nun aus O eine Kugel, welche das sphiirische 
Dreieck A B  0 auaschneidet, und f d l t  aus A das Bogenperpendikel BA' auf 
die Basis BC, so folgt auu dem rechtwinkligen sphiirischen Dreiecke ABA' 

sin/3.sincp = s i n i  = 6 
und eLenso aus ACA' 

sisz y . s i n v  = sin b = 6. 

Analog wird man erhalten, wcnn man statt  05 die Axen Oq und O f  auf 
die Ebene projicirt und die durch sphzrischen Schnitt ent~t~ehenden Dreieeke 
untersucht , 
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daher wird nach Substitution 

14) Tg=- ( b q + c 5 ) ,  r , = b E ,  Tc= CE, 
welche Ausdrücke wieder der Bedingung 12) 

5rg+vr, + f Q = O  
genügen müssen. 

Um die Geschwindigkeit der Drehbcwegung zu ermitteln, benutzen nir 
Gleichung 13); dieselbc nimmt nach Substitution obigor Ausdrücke für dic 
Componenlen die Porm a n  

$ d V e = ( c q - b b ) ( t d k + ' 1 1 d l 1 + 5 d S ) - c d r l + b d b  
oder, da der zweite Klammerausdruck verschwindet, 

+ d V 2 = -  c d g  +.b d l ,  
woraus nach Integration 

P= 22(bc- cri) + k. 

Um die Gleichung der Bahn zu finden, bemerken wir, dass 

cT',=bîg oder c.dV,= b . d V c ,  
woraus 

cV,= bVc. 

Die Integrationsconstante verschwindet, wenn wir annehmen, dass die 
anfZngliche Geschwindigkeit der Ebene nul1 ist. Mit Benützung der Gleich- 
ungen 9) wird çomit 

c ( k d S - t d E ) = b ( q d t - 6 d ~ )  
oder 

9- b d q  + c d 5  
5 - -b r l+cc  ' 

woraus dureh Integration 
a5 + bri+ c f  = 0, 

d. i. die Gleichung einer Geraden, folgt. Die Ebene bewegt sich also wieder 
in  cinem Ebcnenbüschcl; die Axe dcsselben besitzt die Richtungscosinusse 

Mil Benutzung obiger Gleichung des Ebenenbüschels gehen die Gleichungen 
24) jetzt über in 

r t = a 6 ,  Q = b & ,  r , = c g  

und es ist somit die Drehbeschleunigung der Ebene 
-- -p 

r=t Jav+b'+cz. 

Sie verschwindet , wenn die Eberiti bei ihrer Drehung die 0 6 -  Axe passirt. 

9. Die Bewepng einer Ebene entstehe dadurch, dass sich eine um die 
06-Axe  wirkende Drehgesohwindigkeit von constanter Grosse a in jedem 
Xoment auf die Ebene projicirt; die Grosse und Richtung dieser Projection 
werde zur Drehgeschwindigkeit der Ebene. Man untersuche den Beschleu- 
nigungszustand und die Bahn dieser Ebene. 
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Zunachst ist 
V=acosA 

und 

15) V,= P c o s I = a ~ o s ~ A = a ( 1 - & ~ ) .  
Renützt man nun die bekannten Beziehungen 

und nach Einführung der Werthe aus 9) 

Die Ebene bewegt sich somit langs einer Kreiskegelfliiche um die O& als Axe. 
Schreibt man Gleichung 15) in der Form 

d l  d l l  - 7 - + c - = a ( l - c 2 )  
d t  d t  

und bemerkt, dass 

oder im gegenwartigen Falle 
q"Sp=l-c2, q d q + 5 ' d l = O  

ist, so folgt 
3- -- 

d t  d t  a q l  
woraus nach Integration folgt 

q =  J I - c P s i @ ( a t + k ) ,  5=/1- c%os(at+k). 

Hierin bezeichnet k eine Constante. 
Die Componentcn der Beschleunigung crgeben sich jotzt folgendermassen : 

TE=O, r q = - a 2 c S ,  TC=a2cyI ,  

woraus die Drehbeschleunigung selbst 

r= a 2 c  J1- v2 ta mg^. 

Sie bleibt also der Grosse nach constant; ihre Axe liegt etets in der Co- 
ordinatenebene 7 0 1 ,  sie ist der Schnitt der letzteren mit der bewegten 
Ebone und dreht sieh wilhrend der Rewegung der Ebene mit constanter 
Winkelgeschwindigkeit um den Punkt  O. 

10. Flir gewisse Bewegungen der Ebene erscheint es vortheilhaft, der 
analytischen Cntersuchung eine Art  Polarcoordinatensystem zu Grunde zu 
legen. Wir nehmen zu diesem Zwecke eine fixe Ebene, die Grundebene, 
an und in dieser eine Axe 08 mit dem Pole 0, welch' letzterer zugleich 
der Scheitel des Ebenenbündels ist ,  in  welchem sich die Ebene bewegt. E s  
bezeichne O S  den Schnitt der letztern mit der Grundebene, @ den mTinkel 
808, von 08 aus entgegen dem Uhrzeiger gezahlt, <p den Neigung~winkel 
der beiden Ebenen, von der Grundobene eus gomessen, und zwar positiv 
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2 24 Die Ebene als bewegtes Element. 

oder negativ, je nachdem die Drehung der Grnndebcne iu die bewegte 
Ebene um O S ,  von S a m  gesehen, entgegen otier mit dem Uhr~eiger çe- 
schehen müsste. Wir  nennen die Winkel cp und ii, die Coordinaten der 
Ebene im Eberieubündel. 

neschrcibt nun die Il:b~no im Raume eine unendlich kleine Dreliung do 
um eine in  ihr liegendc Axe O G  (Fig. 4 ) ,  so liisst; sich dieselbe nach dem 

bekanriten Princip ersetzen durch zwei andere uuendlich kleine Drehungen 
d q  und d o  um die Axen O S  und OR, welche ebcnfalls in  der Ebene liegrii 
und aufeinander senkrecht stehen sollen, so zwar, dass die Relation gilt 

d o 2 = d P 2 + d w 2 .  

Diese beiden Drehungen werden die Coordiuaten der Ebene vcrandcrn, und 

zwar die Drehung d<p die Coordinate <p, da ,  die Coordinate q; bezüglich 
letzterer ist leicht ersichtlich, dass 

sobald man untersucht , welcher Veranderung unterliegt , wenn die Ebene 

urn OH gedreht wird. Man hat also 

dri" d d 2  + sin2gi  d v 2  
und wenn man durch 

17) 
d  G v= - a~ d m  d t  9 TV= z> V w r d t  

die Drehgeschwindigkeit und ihre Componenten nach O S  und OR bezeiclinet: 

Bei fortgesetzter Tlrehung der Ebene um O G  werden Vv und Vm gewiw 
Aendcrungen erleiden, selhst wenn <p constant bleibt; dies rührt von der  

Veranderung des Winkels a ,  welchen die Axe der Drehgeschwindigkeit O G  
mit OR einschliesst, hcr E s  ist niimlich 

V,,, = 7. sin a ,  V ,  = V. COS a ,  
soruit 

a v , , , = v c o s o l . o u =  V ~ . S N ,  i:vm=- V s i n a . a a = - ~ ~ . a ~ .  

Nun lehrt eine einfache Betrachtung. dass 

3 0  = c o s 9  . d q ,  

es ergiebt sich also mit Hinweis auf die Gleichungen 18) 

vorausgesetzt, dass aich die Drehgeschwindigkeit 7 nicht andert. 
Tri t t  nun noch eine Drehbeschleunigung Z' um eine Axe OB Liinzu 

welche mit OR einen Winkel P einschliessen mage, so werden die Geschain 
digkeitvcomponenten V,,, und Vu neuerdings verandert und zwar um die 

Betrage 
F s i m @ d t =  T v . d t l  r c o s / 3 d t =  r , . d t ,  

so zwar, dass die Gesammtveranderungen jetzt betragen werden 
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dVq= I;p d t + s i n p  c o s ~  
dl? dili 

( % ) ' d t ,  c l % =  Ilm d t -  C O S I J -  - d t ,  
d t  d t  

woraus sich mit Beziehung auf die Gleichungen 16) und 17) ergiebt 

Oder naüh Einführung des Winkels q~ 

Man diirfte den analogen Bau dieser Formeln mit jenen fur die Beschleu- 
nigungscomponenten eines Punktes in Polarcoordinaten sofort erkennen. 

11. Bildet man mit IIilfe obiçer Formeln den Ausdruck 

I',p dp, + 1; s i n v . d * ,  
so findet man hierfür 

und dies ist identisch mit 4 d V 2 ,  wenn man nach 18) 

berücksichtigt. Es  ist also auch 

12. Die soeben abgeleiteten Formeln gestatten eine besonders passende 
Anwendung in dem Falle, wenn die bewegte Ebene jederzeit um ihre Schnitt- 
linie mit einer festen Ebene beschleunigt wird, d. h. wenn sammtliclie Be- 
schleunigungsaxen in einer Ebene liegen. Wiihlt man diese letztere mir 

Grundebene eines Coordinatensystems von eben behandelter Ar t ,  so bleibt 
wiihrend der Bewegung 

I d .  d v  
IY == d t ( s m z v d J )  = O ,  

woraus unmittelbar folgt 

21) 
dlCi sion" - = c = const. 
d t  

Oder mit Beziehung auf Gleichung 18) 

V,.sinp, = c ,  

d. h.: die Projection der Drehgeschwindigkeit V auf eine Gerade senkrecht 
zur Grundebene bleibt wahrend der Bewegung constant. Diese Gattung von 
Bcwegungen der Ebene bildct eine Analogie zu der Centralbewegung des 
Puuktes. 

13. Ein specielles Interesse ha t  in der erwiihnten Cruppe von Be- 
wegungen jene, bei welcher die Ebene verkehrt proportional dem Qiiadrat 
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226 Die Ebene als bewegtes Element. 

des Sinn3 ihres Neigungswinkels mit der Grundebene beschleunigt wird. 

Hier sei also 
a 

1 -  r,=o. 
'P-szlz2Cp 

I n  diesem Falle liefert Gleichung 20) unmittelbar die Drehgeschwindigkeit 
der Ebene: 

22) V"=b-2ucolg<p, 

worin b die aus dem Anfangszustande der Rewegung zu bestimmende Con- 
stante 

b =  POZ+2acotgcpo 

bezeichnet. Beachtet man nun,  dass nach den Gleichungen 18) und 21) 

so ergiebt sich durch Combination mit Gleichiing 22) 

Multiplicirt man diese I)ifirentialgleichung mit der folgenden: 

d S r = c  
d t sin" ' 

so erhalt man in 
c a 9  d v =  

sin cp f b sin" - 2 a sin cp cos cp - c2 

die Differentialgleiühung der Bahn der Ebene, welche uach Iritegration die 
Form annimmt : 

23) 
a + c2 cotg <p 

CO&. - y, = arcsin -- . 
Ja" b c"T4 

Wir wahlen nun die Anfmgslage der Ebene derart,  dass dieselbe mit 
der Grundebene den kleinsten Winkel rp = rp, einschliesst , und vedegen 
sodann in ihre Spur auf der Grundebene die Axe OA; es ist sodann aer 
Anfangszustand der Ebene gekennzeichnet durch 

( p = < P o ,  v = o >  - d t 
Ferner ist jetzt 

24) 
ce b z -  

sin2 y?, 
+ 2 a  cotgcp, 

und somit 
a2+ bcz- d'= ( a + ~ ~ c o t ~ ~ , ) ~ .  

Unter Berücksichtigung dieser Vereinfachiingen nimmt die Integrationscon 
7E 

stante in 23) den Werth , a n  und wir konnen somit der Gleichung de: 
2 

Bahn der Ebene die Form gebeu: - 

a+c2cotgcp 
cos q = 

a + c2 cotg po 
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Diese Gleichung gehort einer Kegelflache zweiter Classe a n ,  welche die 
Eliene bei ihrer Uewegung umhüllt. Bemerkenswerth ist  die Lage dieser 
Kegelflache; es ist niimlich eine ihrer Schaaren von Kreisschnittsebenen zur 
Grundebene parallel, wie eine einfache Untersuchung lehrt. 

Um eine Beziehung zwischen der I3ahn der Ebene und der aufgewen- 
deten Zeit zu ermitteln, schreiben wir Gleichung 25) in der Form 

26) A cos 1 ~ )  - a = c2 cotg 9 , 
 ori in 

A= a+c2co@rp0  
bezeiehnet , und beachten, dass 

Es wird sich dann Glcichung 26) durch Elimination von cp in  der Form 
schreiben lassen : c3 d l )  

d t =  
c4 + ( A  cos 11 - al2 ' 

welche mittels der Substitutionen 

i=l/'=ï, 
üliergeführt werden kann in 

woraus sich durch Integration ergiebt 

COS - COS - 

COS - cos - 

Hierbei verschwindet die Integrationsconstante unter den für den Anfangs- 
zustand gemachten Voraiissetzungen und wurde fcrner 

1(+1)=0 
gesetet. Die Zeit eines vollen Umlailfs der Ebene an der Kegelflache ergiebt 
sich hieraus für T/J = 22 mit 

Setzt  man hierin 
1 

k = -  
1 +- und l ( + l ) = 2 n i ,  

s i n e  s in@ 

d. i .  den nach O folgenden ~ e r t h ,  so wird 
c k n  y'---. 
A 

k ist eine reelle Constante, man findet für si0 mittels der Substitutionen 27) 

- A  J b +  j i q ~  
k = f 2 -  

Jb2+4ae 
und es wird .demnach die Umlirufszeit 

16"  
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Um die kleinste Oeffnnng 2 0 der Kegolflache zu erhalten, deren Gleich- 
ung in 25) gegeben i d ,  ermitteln wir aus letzterer jene Werthe q = (ç, 

d (?J und 9 = cpl ,  für welche = 0 und 9 = n ,  oder kürzer: für welche --=O 
d i  

is t ;  es wird für dieselben die Beziehung gelten 

ca cotg2g, + 2 a  colgcp - b + cZ = 0 
oder auch 

30) 
b 

cotg qo . cotg ml = 1 - c, - 
Es  ist nun 

s i n 2  m = s i n  (9, + cp,) 
und da nach 29) 

s i n ( 9 , + 9 , ) -  - - 2 a  - 
s i n  y,. s i n  cp, c2 ' 

sowie nach 30) 
ca sin cp, cos y, 

s i n  9,. sin rp, = -- - 7  

Jc4 - (2 b c2 - h" 

so ergiebt sich mit Renntzung der Relation 24) 
- 2 a  

sin 20 = =--- 
{b" +aa" 

und daher 
b 

c o t g 2 m = - - .  
2a 

Mit Hilfe dieser Beziehung nimmt jetzt Gleichung 28) die Form an 

Besitzt die Ebene im Beginn ihrer Bewegung eine andere Neiguug cpo 

gegen dieselbe Grundebene, BO wird auch die Regelfl%che, wclchc jenc um- 

hüllt, und die Urnlaufszeit eine andere werden; es gilt. fü r  letztere 
2% ---- 

T~ = - Jq Jsim ml . cosJ ml 

und es bestehf für die beiden Umlaufszeiten das VerhBltniss 

T2 s i n  m.  cos3 m -- 
Tl2 - s i n  w, . C O S ~ ~ ~  

Das hier behandelte Beispiel, eine Analogie zu der Centralbeweguiig 
a 

des Punktes nach dem Anziehungsgesetze y = - 7  liisst die Dualitat der Be- 
T' 

wegung des Punktes und der Ebene sehr deutlich erkennem* 

* Vergl.: Die Linearbewegung des Strahles a. a. O. S. 53. 
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Bewegnng der Ebene im Ranme. 

14, Die allgemeine Bewegung einer Ebeiie im Raume, deren Griirid- 
züge in der Einleitung bereits gegeben wiirden, kann behufs ihrer analyti- 
schen Einkleidung stets auf zwei einfache Bewcgungen zurückgeführt wer- 
den, namlich auf: 

1. die Bewegung der Ebene im Ebenenbündel, 
2. die parallelo Vcrschiebung oder T r a n  s 1 a t i  O n der Ebene. 

Führt man durch einen beliebigen Punkt  O des Raumes eine Parallele 
zu der bewegten Ebene und ebenso zu der in letzterer gelegenen Geschwin- 
digkeits- resp. Ueschleunigungàaxe, und iibertragt die Grossen der Dreh- 
geschwindigkeit und Drehbcschlcunigung jederzeit ungeiindert auf die neue 
Ebene, so wird sich diese hinsichtlich ihrer Richtung genau so bcwegeu, 
wie die Ebene im Raume, d. h. die beiden Ebenen werden wahrend ihrer 
Bewegung stets parallel bleiben. Wir  wollcn die so hervorgerufene Uc- 
megiing einer Ebene im Ebenenbündel die lzach O redzlcirte Bewegung der 
Hiene am Baume nennen. 

15. Projicirt man die Ceschwindigkeitsaxe der reducirten Bewegung 
jcderzeit orthogonal auf die Ebene im Maume, so wird diese Projection 
awar zur Geschwindigkeitsaxe der rKumlichen Bewegung parallcl sein, jedoch 
in einem Abstande p von ihr liegen. Um a180 die Project,ion der rediicir- 
ten Drehgeschnindigkeit in  die wirkliche der Ebcne überzuführen, ist die 
Ilinzufügung einer Translationsgeschwindigkeit nothwendig , welche die Ebeiie 
parallcl zu sich verschieht und deren Grosse 

31 1 B =  v.p 
ist. Bezeichnen wir nun mit Q den Abstand der Ebene im Raume von O, 
so wird für eine unendlich kleine Drehung d u  der Ebene um ihre wirkliche 
Geschwindigkeitsaxe die Beziehung stattfinden 

und mit Berücksichtigung von 
d ri v= - 
J t 

erhaltcn wir jctzt für dic Trmslationsgoschwindigkeit dcr Ebcno 

16. Aehnliche Ueberlegimgen gelten für  die Drehbeschleunigung der 
wirklichen Bewegung und ihre Bezieharig zur Drehbeschleunigung der redu- 
cirten Bewegung. Projicirt man nsmlich die Beschleunigungsaxe der lctz- 
tern auf die Ebene im Raume, so wird diese Projection zwar parallel sein 
zur wirklichen Beschleunigungsaxe der Ebene, aber in  einem Abstande q 

von ihr entfernt liegen; um desbalb die Projection der reducirten Dreh- 
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230 Die Ebene als bewegtes Elcment. 

beschleunigung in die wirkliche zu überführen, ist eine Translationsbeschleu- 
nigung senkrecht zur Ebene hinzuzufiugen. Die Grosse derselben ist 

34) x = r . q ,  

wenn r, wie bisher, die Drehbcschleiinigung der Ebene bezeichnet. 
Es  erübrigt noch, einen analytischen Ausdruek für q zu gewinnen, und 

hicrzu dient folgende Ueberlegung. 
Bezeichnen V und r (Fig. 5) die Geschwindigkeits- resp. Besehlcuni- 

gungsaxe der Ebene, V' die aus beiden resultirende Geschwindigkeitsaxe. 
OR =. e das aus O auf die Ebene errichtete Perpendikel, Rr = p ,  Rs= q, 
Rr'=p die Abstande jener Axen vom Fusspunkte K ,  so gilt zuu%clist nach 
einem bekanntcn Gcsetze (analog dem Momentensatze in der Mcchanik dcs 
Punktes) 

oder 

35) I'q d t  = Tri; - Pp. 
Nun bleibt aber die Ebene nicht in  ihrer Lage,  sondern wird sicli 

wahrend des folgenden Zeitelementes um ihre ueue Axe V' drehen; es 
kame hicrdurch der Fusspunkt R nach R', wahrend der Fusspunkt r' scincn 
Ort nicht andert. Bezeichnen wir jetzt 

I I OR'=p' ,  R r Z p ' ,  
so gilt  offenbar 

@"-tpZ z p'= +$ 
oder 

e f ~  - = p z  -pl de" (5 +P') (j3 -Y') 
und mit erlaubter Annaherung 

e d e = p ( F - p f ) :  
woraus 

- e p = - d p + p P .  
P  

Führt  man diese Beziehung in Gleichung 35) ein, so wird 

VQ r q d t = d ( V ~ ) + ~  d e ,  

woraus sich mit TIenütxung der Gleichungcn 31)-34) 

fiir die Translationsbeschleunigung der Ebene der Ausdruck ergiebt 

Es sollen im Folgeüden noch einige Anwendungen dieser Theorie çe 
macht werden. 

17. Eine Ebene besitze ausser einer anfiinglichen Drehgesühwindigkeit 
c um eine beliebige Axe nur eine Translationsbeschleiinigung von constanter 
Grosse, d. h. es sei 
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r=O, X = a .  

nie reducirt,e Bewegung der Ebene ist dann eine solche im Ehenenbüschel. 
Wahlen wir die Axe des letzteren zur OE- Axe, so ist  

g = O  oder ,12+12=1 
die Gleichung deu Ebenenbüschels. Die Drehgeschwindigkeit um die Axe 
06 bleibt constant, d. h. 

V =  v c = c  
oder aucli 

{ d q -  v d C = c d t .  

Geht man nun von der reducirten Bewegung auf jene im Raume über, 
so erhiilt man durch Bcnütixng der Glcichung 36) euntichst 

woraus eich durch einmalige Integration ergiebt 

Hierbei ist die Integrationsconstante 
k = c 2 g O 2 - 2  aQol  

msnn angenommen wird, dasa die Ebene irn Bcginne der Bewegung den 
hlistand go von O besitzt und ihre Drehaxe anfànglich mit der Projection 
der 05 zusammenfàllt, d. h. wenn p,, = O wird. 

Die zweite Integration giebt sodann die Ueziehung 

3 8) 
e 3 - a  

s inct  = --- 
poc2 - a 

zmischen der verflossenen Zeit und der Entfernung p vom Ursprunge. 
Vergleicht man ferner die oben abgeleitete Relation 

mit  der hier geltenden 

so findet man 

und nach Integration 

wenn das Coordinatcnsystem so gelegt wird, dass ausser der 06- auch noch 
die 0 7 - A x e  zur Anfangslage der Ebene parallel ist. Durch Vergleich mit 
38) erhiilt man jetzt die Beziehung 

cca -a  
v = '  poc"a 

welche in Verbindung mit der bereits bekannten 

& = O  

die Balin der Ebene charakterisiren. Man überzeugt sich leicht, dass die 
Ebeue bei ihrer Uewegiing eine Cylinderfliiche umhüllt, deren Erzeugeude 
parallel zur O& sind. 
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Giebt man noch der Gleichung 37) die Porm 

d p  1 - 
- = - ~ ( ~ 2 ~  - - - * cosct 
d t  c  c 

und besitzt die Drehgeschwindigkeit der Ebene die Grosse 

oder es bleibt 

Die Ebene nmhüllt i n  diesem Falle eine K r c i s c ~ l i ~ z d e r ~ Ü c 7 ~ e .  

18. Eine Ebene werde bei ihrer Bewegung diiïeh eine Drehbesclileu- 
nigung von constanter Grosse b angeregt, deren Axe stets die 06-Axe 
sclineiciet und zu ihr senkrecht bleibt. Die arifingliche Geschwindigkeitsase 
der Ebene sei znr Rcschleunigungsaxe senkrecht. Xlan nntersiiche die 13e- 

- - 

wegung der Ebene. 
Reducirt man dieselbe xunLehst nach O (Fig. 6), so hat man es mit 

dem in Art. 9 behandelten Falle zu thun. Die Ebene umhüllt dann bei 
ihrer Bcwegung eine Kreiskegelfliiche mit der Axe O <  und es gelten sowohl 
fur die reducirte als für die wirkliche Bewegung der Ebene die an erwahnter 
Stelle gefundenen Relationen 

V =  Vol r =  VO2tangA, 
woraus sich in unserem Falle für die halbe Oeffnung A der KegelflBclie 
ergiebt 

b 
t a n g I =  -. vo2 

Geht man nun dazu tiber, die Translation der Ebene zu untersuchen, so ist 
zunachst im gegenwiirtigen Falle 

q = g cotg A. 

Beachtet man,  dass naeh Gleichung 34) und 36) 

und weiter ans der reducirten Bewegi~ng 

gefolgert werden kann,  so bleibt 

woraus nach Integration und mit Rücksicht aiif die Gleichungen 31) und 

33) folgt 
- V0y, 
d t  

und weiter 
E> = Vopot ,  
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- - -\* - --- . - - "  

wenn p ,  den consta,nt bleibeilden Abstand der Geschwindigkeitsaxe vom 
Fusspunkte R bezeichnet und angenommcn wird, dass die Ebene im Reginn 
ihrer Bewegung durch O geht. Die Ebene entfernt sich somit gleichformig 
vom Pole O. 

Um noch die Gleichung der Bahn zu ermitteln, benütze man die Be- 
ziehung 

und verbinde sie mit der oben gefundenen 

de = Vop, d t .  
Es ergiebt sich dann 

woraiis man mit Berücksichtigung von 

Die Iiitegration ergiebt jetzt 
7 5 C> = pi, cos A arc siw - = po cos A arc cos - i 

cos A cos A 
weun für die Anijngslage der Xbene 

eo=U,  &,=simk: v o = O ,  &=cosrl 
gcwahlt wird. Mit Hilfe obiger Gleichungen erhalt; man endlich in 

7 = pn COS A a r c t a n g  - r 6 = const. c 
die Gleichung der Bahfi  der Ebene. Es ist dies eine gemcimc Schraubewlinie, 
welche die 06 xur Axe hat. 

19. Ebenso, wie es hier mit  den Griindziigen der Bewegiing gescbah, 
konnte eine grosse Anaahl der Probleme aus der Bewegungslehre des 
Puuktes und Punktsystems, soweit sie eben von dem BegriU'e der Masse 
absehen, auf die Bewegiing der Ebene übertragen werdcn und man wiirde 
auf diesern Wege zii manchen geometrisch interessanten Resultaten gelangen. 
So kann z .  B. eine Ebene gezwungen werden, bei ihrer Bewegung eine be- 
atmrnte vorgeschriebene Curve zu beschreiben oder aber eine bestimmte 
vorgeschriebene FlLchc fortwiihrend zil berühren, und man wird 711 analo- 
Ken Resultaten gelangen, wie bej der Bewegung eines Punktes auf gegebener 
Bahn oder auf gegebener Flache. 

Die Bewegungslehre der Ebene, auf den oben skizzirten Grundsatxen 
erbaut, wird gewiss im Stande sein, die gelaufige Vorstellung von der Re- 
wegung im Raume im dualen Sinne zu erganzen. 
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XII. 

Ueber n sirnultane Differentialgleichungen der Form 

Von 

Dr. OTTO BIERMANN, 
Uocont a. d. doutschen Univorsitat in Prsg. 

Das P f af f 'sche Problem besteht darin, einem gegebcnen Diffcrential- 
ausdruck 

in welchem die X. irgend Functionen der Variablon .T, bedeuten, dic Ge- 
stalt zu geben x x 

2 ùe d q  resp. u d u  +z C$ due, 
p =  I e= L 

wo die Grossen Ue, U7 ue wieder Funetionen der 2, sind und zc einc gaiie 
willkürliche Function der Veranderlichen bezeichnet. Die Integrale der 
Differentialçleichungen 

2 x  2X+l 
Ex.~~.=o, ~ ~ , d x , = O  
x = 1 x = 1  

sind 
u 1 = C I l  Z l Z = C 2 >  . . . y  u z=cx  

beziehimgsweise 
u = c l  u l = c l ,  'lCZ=cz> ..., u , = c x l  

wenn die c beliebige Constante sind. 
Wir  wollen für ein System von rz Differentialnusdriicken mit m f  nl 

Pariabeln 
(1)  X l ( 1 ) d z , + X , ( 1 ) d x 2  + . . . + X , a ( l ) d x , , + ~ ! T ~  d ~ , + ~  + ...+ X , , + , d x , + , , ,  

X , ( 2 ) d x 2 + X 2 ( 2 ) d x e  +.. .+ X , ( ' ) d x , + ~ ~ , d z , + ~  +.. .+ x , ' ~ , ~ z , + . , ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

X l ( n ) d x ,  + X 2 ( " ) d x ,  + ...+ X,(")dz ,  + x Z ,  d x , + \  + .  . + ~ ~ ~ . , d x , , + ,  

das eritsprechende Problem aufstellen. Dabei werden wir dam von N a t  au  i 
bci Behandlung des P f a f f'schen Problems eingehaltenen Gedankerigange 
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Ueb. n simultane Differentialgleich. etc. Von Dr. O. BIERMANX. 235 

folgen. (Siehe U o r c  h a  r d  t ' s  Journ. Bd. LVIII.) Wir werden vor Allern 
fragen, welches die Dcfinition eines Integrals des Glcichungssystcms 

ist und wieviel Integrale diese llifferentialgleichungen im Allgemeinen be- 
sitzen - wenn zwischen den n(n+rn) Functionen Xp'v) der Varialieln xp 
keine Redingungsgleichungen bestehen. 

Dann werden wir das dern P f a  f f 'schen analoge Problem erkennen. Wei- 
terhin sol1 uns die Frage nach der Eruiitteluug der Integrale beschaftigen. 

Statt der PZ + m  Grossen xp denkcn wir cbcnsoviel neuc Variable v,, 
v2 ... vp;  u1 u2 . . . U, eingeführt, die Functionen der xW sind. Die be- 
liebigen Aenderungen d x p ,  für welche die lz Ausdrüclte 

niclit Null zu sein brauchen, sind daInn in der Form 

darstellbar. Drückt man die Functionen Xp(v )  auch durch die neuen Va- 
riabeln u,, urid u~ aue, so erhiilt man lz identische Gleichungen: 

in denen die Functionen Vniv) und Zrefv) in folgender Weise bestimmt sind: 

Ex v,(.i = zx IV) r , (1,) - zxpw a 5. 
p SV, e a %e 

Ersetzt man die allgemcinen Aenderungen Sxp wieder durch die be- 
bonderen dx,, so resultirt mit, dem gegebenen Gleichong~system l) das fol- 

und dieses ist erfüllt, wenn entweder alle Differentiale cl?;, und Null, 
d. h. die v, und u~ constant gesetzt werden, oder die Coefficienten der nicht 
vcrschwindcnden Diffcrentiale NuIl sind. 

Sind die Functionen v, und up derart gewahlt, dass alle Grossen V,(V) 
verschwinden und die U Q  constant sind, so bestehen die wp Gleichungen: 

und diese crsetznn das gegebene System. Fassen wir nainlich in  dem letz- 
teren die v, als die nothwendig vorkommenden unabhangigen Variablen auf 
und differentiiren nach dieser, so ergiebt sich das neue Systern 2). 

Die r Grossen zce Constanten gleich gesetzt, erfüllen die Gleichungen 
1) und Z ) ,  darum nennen wir diese Fiinetionen UQ die Integrale des vor- 
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gelegten Systems von Differentialgleichungen. J e  geringer die Anzahl der 
Integrale i s t ,  um so mehr Variable bleiben willkürlich und um so allgemeiner 
ist die Losung. Dahcr kommt die Frage nach der allgemeinsten Lihnng 
der Differentialgleiehungen mit der nach der kleinsten Anzahl von Integralen 
überein. Diese wollen wir jetzt aiifsuchen. 

und aus diesen n( .n+m) Gleichungen sind die r ( m + l )  Grossen LrJv) und 

ue zu bcrcchnen. 
1st zuerst n (.n+m,) durch (m + l ) r ,  also anch w+ m durch pz+ 1 

theilbar, etwa 
n + m = k ( n + l ) ,  

so k a m  r nicht kleiner sein als k l z ,  s ~ n s t  ergsben sich Bedingiingsglcicli 
ungen zwischen den Grossen Xu("), was ausgeschlossen werden mag. 

I m  Falle die Anzahl der Variabeln xP durch die um Eins vermehrte 
Zalil der gegebenen Gleichurigen theilbar ist, besteht daher das allgemeinste 
Pioblem der Integration in einer Transformation, durch welche die Iden- 
titliten 

eutstehen , und die Anzahl der Integrale zcp = ce der Gleiüliungen: 

ist dasjenigc Vielfache der Anzahl der Gleichungen, welches der Quoticnt 

1st aber 
m + m =  k ( r a + l ) + x ,  

wo x die Werthe von 1 bis r, annehmen kann,  dann giebt es nebeu lin 

bestimmten x willkürlichc Integrale. Hier dienen namlich die m(fi+m) 
Gleichungen 4) dazu , w ( m k  + x )  G r h e n  U 1.11 bestimmen ; doch weil dann 

für die rzk+ x Grossen U Q  nur mehr n k  Gleichungen übrig sind, bleiben 
x willkürli& Wir  bezeichnen dicse mit q,, 9, . . . <pz und die zugehorigen 
Coefficienten U@') mit A('). Nun kt das Problem der Integration der 
Glcichungen : 

k l n + l i +  x 

B) X,iv) dz, = O (U = 1.. 8 . . . la) 
p=1 

in einei. Transformation zu suchcn, durch welche die Identitsten: 
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hergestellt merden. Die Integrale sind : 

lJll=Cli (Parc2> lJlx=Cxi U l = c , ,  ?.4z=f2Z, . a . ,  U n k = C , z k ,  

wo die C und c willkürliche Constanteu liedeuten. 
1st die Anaahl der Variabeln k ( ~ +  1) - x ,  so giebt es ( k -  1)n  be- 

stirnmte und B + l - x aillkürliche Integrale. 
Die Integrale andern sich nicht, was für Fuuctionen von xp auch für 

dic k als unabhzngig bctrachteten Vnriabeln v, gewshlt wcrden m6gen; 
denn nehmen wir p = n+ m Gleichungen 

= fp  ( v ~ ,  va . . . 'ük , UL, th2 . . . thr) 

an, in denen die v willkürlich sind, aber die UQ die in den Identitüten 

ausgesprochene Bedcutung haben, so ist  

Doch weil die hierauf folgenden Tdentitaten 

ist, so sind die zce Integrale, was immer die un fiir Funetionen der xB sein 
m6gen. - 

In den obengenannten Transformationsproblemen erkennen wir die den 
Pf a f f'schen analogen Aufgaben. 

Die Integration der Gleichungen B) is t  mit Hilfe der Elimination von 
x Variabeln und deren Differentialen aus den willkürlich zu wLhlenden 
Gleichungen 

9i=Ci> < P 2 = c Z 7  . . . i  v x = c x  
und 

d Y , = 0 ,  d q , = O ,  ..., d q X = O  

auf die Integration eines Systems der Form A) zurtiekzuführen, indem in 
den Identitaten I I )  links nur k (n + 1) Variable x und deren Differentiale 
stehen bleiben und rechts die x ersten Glieder ausfallen. 

Die Integrale der Gleichungen A) sind 

U L = C l ,  U Z = C p ,  . n . p  ? h n k = C n k .  

Differentiirt man diese Gleichungen und addirt die mit gewissen Grossen 
multiplicirten Differentiale d oc, so entstehen die Gleichungen A). Mit Hilfe 
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de r  Integrale kann man auch 22XN(v)  6 x p  auf die Form 2 U i v )  SuQ bringen, 
und zwar sind die f i2k GrOssen 7 7 e ( ~ )  durch die Gleichungen 

definirt, in welchen die x, als Functionen der u p  und der k willkürliclien 
va auf~ufassen sind. 

Es  giebt noch Integrale, welche s ts t t  der willkürlichen Constanten 
willkürliche Functionen enthalten. 

Alle Deziehungen zwischen den U und u ,  welche die n. Ausdrücke rum 

Verschwinden bringen, haben die Gleichungen A )  zur Folge und geben auch 
ein System von Integralen ab. Bestehen nun etwa die 7 ~ ~ 2 -  q willkürli~heu 
Relationen : 

~ g + l = f i ( ~ l , u ~ . . . ~ q ) ,  u y + 2 = f 2 ( u I , Z C 2 . . . ~ ) ,  

. ,  Ukn=fkn-q(2dl ,u2 . . .up) ,  
so werden die Ausdrücke: 

und diese verschwinden, wenn 

Null sind. Die neuen k f i  + ( f i - l ) q  Relationen sind auch Integrale, ent- 
halten aber statt  Constanten k f i  - q willkürliche Functionen von q  Variabeln. 

J e  grosser p ist,  um so weniger willkürliche Functionen giebt es, aber 
desto mchr Integrelo. Blos im Balle eincr Gleichung A) mit 2 k Variabeln 
bleibt die Anzahl der Integrale constant 2k.  

Die Ausdrücke Z ' U P )  due konnen endlich dadurch zum Verschaiuden 
gebracht werden, dass itlle Up(v) Null sind, und dieses System von Inte- 
gralen ohne willkürliche Constante und Functionen heiase das singiiliire. 

Wenn wir in den Gleichungssystemen A) und B) k = 1 seteen, so 
gelangen wir einerseits zu dem System totaler Differentialgleichungen 

X,'*) d z, = O,  
p= 1 

andererseits zu dem System 

Das erste Sysleru sclireibt man nach Berechnung der f i  Verh%ltuisse 

dx, :dx, : . .  . :dx,+i= YI: Y,: . . .  : Y,+1. 
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Dieses System ist integrirt ,  wenn man lz von einander unabhangige Inte- 
grale 26, = cl , zc2 = c, , . . ., zc, = c, der linearen partiellen Diffcrential- 

kennt. Dasselbe ist aber auch integrirt, wenn man IÛ aus den angenomme- 
nen Gleichungen 

ableitbare identische Beziehungen 

Y, 6 x p  - Y!' S x1 = A 1 ( ~ )  8 u1 + A2(Y) B 2t2 + . . . + A,iP) 8un 
( p = 2 ,  3 ... m+1) 

aufstellen kann, in denen A,(fi', A,W . . . Anfu) Functionen der x sind. 
Nach Multiplication der letzten m Identititen mit geeigneben Factoren und 
Addition derselben ergiebt sich ein System der Gestalt 1). 

Das zweite der obigen Systeme besitzt k millkürliche Integrale und ist 
aiif das System totaler Differentialgleichungen zurückführbar. 

Setzen wir in den Gleichungen A) und 13) TZ = 1, so kommen wjr auf 
die beiden P f a  f f 'scheu Gleichungen. Die Uebertragung der bekannten 

- - 

2 k 

Methode der Lüsung der Gleichung EXp dzp = O  auf das System 
FL 

( n + l ) k  2 Xp(v)d%=O ( v = l ,  2 . . ,  TL) 

= 1 

würde verlangen , dass mir die n Gleichungen i n  n. andere mit k (m + 1) - 1 
neuen Tariabeln x(l)  transformiren, welche Fuuctionen der k (n + 1) Varia- 
beln x sind. Gelingt das, so kann man n derselben Constanten gleich 
setzen und die entstehenden Gleichungen mit (k - 1) (fi. + 1) Variabeln wieder 
auf ein System von m Gleichungen mit (k - 1) jn + 1) - 1 neuen Variabeln 
x ' ~ )  zu transformiren suchen und wieder m Bunctionen Constanten gleich setzen, 
da j a  PZ willkürlicho Integrale existiren werden. Fahrt man in gleicher Weise 
fort, so erhalt man schliesslich rn Gleichungen mit la+l Variabeln, welche 
fi Integrale besitzen. I m  Ganzen hat  man k.n Functionen der Variabeln 
zY Constanten gleich gesetzt und diese sind Inlegrale des Systems. 

Man überzeugt sich jedoch leicht, dass eine Transformation der ver- 
langten Art ohne Redingiingsgleichungen für die Fnnctionen Xw(v) nur dann 
m6glich ist,  wenn die Anzahl der Gleichungen Eins ist. Auch wenn wir 
das gegebene System in ein anderes mit gleichviel Variabeln überführen, 
ist irn Allgemeinen nicht zu erreichen, d a s  das neue System die verlangte 
Transformation zdasst.  

Wenn darnach die Integrationsmethode von P f a f f  nicht verwendet 
werden kann und offenbar auch die Verallgerneinerung der Methode von 
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240 Ueber n sirnultane Differentialgleichungen etc. 
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C l e b s  c h niclit rnoglich ist,  beschranken wir uns darauf , aus den TZ Gleich- 
ungen 

k ( n  1) k n  2 &(") dxri =z Op(" d ue 
,,=l (J = 1 

Differeritialgleicliuugen iïir die Functioneu UP(") und UQ abzuleiteri, welclie 
dm , ,ers te  Pfa f f ' sche  Systern" als speciclles Systern enthalten. 

Mit Hilfe der mk (.n + 1) Grossen Xfi(") konnen wir [nk (n + 1))' Grossen 

5) 
a x,iV) a xP(vf) ----= 

ax, a x ,  
de finiren und darnach lassen sich durch die n k (fi + 1) linearen Gleichiingcn 

n A(n+l) 

6, xprvi =z 2 ~ ~ ~ " 4 v 8 - i i k ( n + l ~ + 2  
v'=l 1=1 

ebensoviele Crossen s bestimmen. Die Determinante dieses Gleichungs- 
systems : 

D = ,P + ~ ( 1 1 )  a b i l )  . . . a(11)  
1 1  k ( n + l ) , k ( n + l ) '  a?)"' a k n , ~ ~ l ) , k ( n + i > v  

ist eine schiefe und symrnetrische, da 
( Y U )  - ( V U ' )  = - 

alC< -0,  anp a?' 

is t ,  und ohne eine Bedingungsgleichiing i n  den XP(~' )  verschwindet sie aucli 
nicht, da ihre Ordnungszahl .nk (n + 1) jedenfalls gerade ist. 

Beachtet man die TZ k ( f i  + 1) Gleichungen : 

au 
x , ~ )  = u,~i  2 + u ivi a *2 

Û u k n  

3% 2 à5;+..-+O:.ajl; 
und die Darstellungeu : 

so lassen sich die Gleichungen 6) auf die Borm bringen: 

oder bei anderer Anordnung der Summandon auf die Form: 
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Diesc Gleichungen fassen wir als linear in den nk Grossen 

und den n 2 k  Crossen 

aiif und losen sie nach diesen Unbekannten. 
Die Determinante bes Systems 7) laiitet nach Einführung der Zeichen 

(1) ~ = ( - l ) n ' k ~ + ( ~ i ( ? l  & ? . - - ~ k n , k n j  & 1 , k n + l ,  &2,kn+2i.- &k,k(n+l)i 
o1 9 0 2  . . . Ok(n-1)) QI, &(TL-l)+1 9 &2, k ( n - l ) f  2 &2k, k ( n + l ) ;  . . . 
01, 02 O k ,  & 1 , k + l ,  &2,k+2 - . -  &nk,k(n+l)) 

(wo den Nullen Indices beigesetzt sind, dass man deren Anzahl ersche), 
und wird im Allgemeinen nicht verschwinden. Sie ist in eine Summe von 
Producteil von je  n Determinanten der Ordnung k ( n  fl) zerlegbar, und 
awar sind diese Producte so gebildct, dass eine crste Determinante lautet: 

pl:;: O .. P:;":,, &il .. . Qkn, 1 i 
wo A, ,  A, . .. L irgend k Zahlen der Eeihe, 1, 2 .  .. kva und vl eine der 
Zahlen 1, 2 . . . ni bedeutet. Dic wcitcren n - 1 Dcterminantcn sind ebenso 
gebildet, nur bedeuten A, . . . Ak dort andere und andere der Zahlen 1, 2.. . kn 
und auch v' hat in jeder Determinante einen aildcrn Werth. 

Bezeichnet man mit cLP) die Anzahl der Combinationen Ter Classe mit 
rr Elementen, so gicbt es offcnbar 

Eeitschrift f. Mithematik n. Physik XXX. 4. 16 
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242 Ueber n sirnultane Differentialgleichungen etc. 

Producte besagter Art. Die Summe dieser Glieder - jedcs mit dem ge- 
horigen Zcichen versehen - ist gleich d, wio man bei Beachtung des 
Satzes: ,,Wenn ein System von n2 Elementen in m Zeilen mehr als 9%-m 
Colanuen Nullen ha t ,  so ist seine Determinarite Null" leiclit ereieht. 

Bei  Bereühriung des Zihlers uon (-l)n'k YQ hat  man in den ebeii be- 
(12 k )  ! 

schïiebenen -- Producten die Colonnen 
( k  

P:: . . . ~ k ) ~ ( ~  + 1 )  (V = 1, 2 . . . 'Yb) 
durch 

zu ersetzen, wo unter A:) die Doppelsurnme auf der rechten Seite der 
Gleichung 7) zu verstehen iat. 

(.n k )  ! 
I n  dem Zahler von (-l)n'k-lZpl kommcn vor Allem -- Glieder 

( l c ! ) "  
Tor, die aus der f rüher  zerlegtcn Determimnte d dadurch hervorgehen, dass 
man in denjenigen Determinanten der TZ - gliedrigen Producte, welche Elc- 
mente enthalten, die Verticalreihen 

ersetzt. - Daueben gicbt es andere n - gliedrige Producte von Detcrminaii- 
ten k (fi + l ) t e r  Ordnung , die folgendermassen gebildet sind. Eine erste 
Detcrminante lautet : 

P C ! ~  . m .  PCV, lk, 1 ' Q,, . . Q ~ - i , i ,  ~ i v )  l k + - 1 ,  1 '  Q e + i , i  . . , Q k r i , ~  

( v )  (v ( v i  
Pl,, h ( ~ + i )  . . . pl,, k ( n + l )  i Q I ,  k(n+l) . . Q Q - 1 ,  k ( n + l ) ~  p ~ k J - i , k < n + i )  1 Q Q 4 - 1 ,  k ( n - k l )  . . Q k n , ~ ( ~  

mo A , ,  A , ,  . . . A k f t  irgend k + 1 Zahlen der Reihe 1, 2 . . . k n  bezeichueu. 
Die zweite, dritte . . . jn -2)" Determinante des Productes hat die Form: 

und darin bedeuten A', . . . A l k  immer andere und andere Zahlen der Reilie 
1, 2 . . . t;n und Y' nimrnt der Keihe nach m- 2 yori v vcrschiedeue Wertbe 
aus der Réihe 1, 2 . . . n, an. Blcibcn dann unter den Zdilen 1 , 2 ... k n  
resp. 1 ,  2 . . . n noch die folgenden übrig: A", . . . A " k - i  resp. v", so hat die 
letzte Determinant,e des Productes die Form: 
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__ I_ -~___ l~ - - -__ I_____ I_____ lX_ I_ I____Y_____X_ 

--. 

Solcher Producte lassen sich 

bilden, darum giebt es im Zahler von ( - l ) " l k - l  2;) irn Ganzen 

(12 k )  ! 
-- [ ( k + l ) . ( k - l ) ! + ( n - l ) !  k ! ]  

( k + l )  (k!). (k - l ) !  

n-gliedrige Producte von Determiiianten der Ordnung k ( m  + 1) und weitere 
Glieder dcr Ordnimg kommen nieht, voï. 

Aus dieser Beschreibung des Baues der Werthe für die . nk (n+ 1) 
Uiibekannten FE> nnd .Zr) ersieht man,  dass diese Werthe im Allgemeinen 
versehieden ausfallen, ausser in  dem Falle n =  1, wo alle Grosseil 8:' ver- 
schwiuden. Die L6sungen des Sgatems 7) sind dam: 

weil die Determinante 
au, au2 a u k  au,  au, a uk A = ( - l ) k  2 + - -- . . . - - - . . . L- 
a ~ ,  a ~ ,  a ~ .  axk+l a ~ ~ + ~  a x z k  

im Allgemeinen nicht verschwindet. (Hier ist CL für I J $ )  geschrieben.) 
Die k Gleichungen p )  ziehen die folgenden k - 1  nach sich: 

( g =  3, 2 ... 7 c - l ) ,  
u1 u2 U k - , l  

und darum geniigen die 2 k  - 1 Functionen u, , u2 . . . u k ,  - Y - . - 
u k  uk uk 

alle derselben linearen partiellen Differentialgleichung: 

deren allgemeine L6sung cp eine willkürliche Function der letztgenannten 
Functionen ist. Diese ist aber auch eine L6sung des erstcn Pfa f f ' schen  
Problems nnd cp = c ist ein erstes Integral der Pf a f  f 'schen Gleichung 

2 X, dx, = O. Wie man mit dessen Hi lh  die Bestimmung weiterer In- 
u=1 

tegrale einzuleiten und diirchzufühen hat , ist  von C l e  b s c h  gezeigt worden 
(Borc h a r  d t ' s  Journal Bd. LX). 

16* 
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Hier ist klar geworden, warum man bei dem Pf aff'schen Problem 
einen successiven Portgang von einem Intcgrsl cp = c zu einem zweiten, 
von dem zweiten zu einem dritten II. S. W. nehmen musa. Wegen des Zii- 

sammenfallens de r  Werthe für Y@ und Zp oder wegen der Uebereiqstim- 

U@ mung der Differentialgleichungen für die Functionen up und - kann man 
Uk 

nimlich ein Systern zusarnmengehtiriger Functionen up und 'Q 7 welche dis 

Problem losen, nicht finden. 
s 

Der Umstand, dass man in dem allgemeinen Falle von 11, Gleichungen 

A) mit k (a + 1) Variabcln pz k(a + 1) Differentialgleichungen, die man in 
den .n k (m + 1) Losungen des Systems 7) findet, gleichzeitig betrachten und 
diesen ein System zusamrnengeh6riger Functionen uq und u?' entnehmeil 
muss, welche das Problem lbsen, erschwert natürlich gerade die fernere 
Untersuchung, und die Complicatim der Differei~tialgleichungen, welche iii 

Bezug auf die Functionen UQ von der zweiten, in Bezug auf die Funetioneu 
u;' von der ersten Ordriung sind, laast selbst bei niedrigen Wertlien für 

IÛ und k nicht leicht cine Discussion zu. Hier kam CS darauf an ,  dss Ver- 
h%ltriiss des P f a f f'schen Problerns zu dem allgemeiuen zu charakterisiren. 

P r a g ,  den 18. December 1884. 
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Kleinere Mittheilungen. 

XI. Der Doppelpnnkt symmetrischer rtiumlicher Systeme. 

Die Thatsache, dass der Schnittpunkt der normalhalbirenden Ebenen 
der Strecken, welche entsprechende Ecken zweier in verschiedenen Ebenen 
iiegenden congruenten Dreiecke verbinden , mit diesen Dreiecken z w e i T e - 
t r a e d e r  b e s t i m m t ,  die i m  A l l g e m e i n e n  s y m m e t r i s c h ,  n i c h t  c o n -  
g r u e  n t  sind, ist zwar schon langst bekannt (vergl. u. A. h1 a g n u s ,  Aufg. 
aus der arialy t. Geomelrie des Raumes , sowie Ba 1 t z e r , Die Gleichheit und 
Aehniichkeit der Figuren und die Aehnlichkeit derselben, Dresden 1852) ; 
wegen der Einfachheit des Gedankenganges erschien trotzdem die folgende 
Darstellung der Mittheilung werth. 

1. Zu  z w e i  g l e i c h e n  S t r e c k e n  A B  u n d  A'B', d i e  a u f  d e r s e l -  
ben E b e n e  Q e n t h a l t e n  s i n d  u n d  n i c h t  z u s a m m e n f a l l e n ,  g i e b t  
e s  i m m e r  a u f  O e i n e n  e i n d e u t i g  b e s t i m m t e n  P u n k t  S, w e l c h e r  
mit  AB u n d  A'B' g l e i c h s i n n i g  c o n g r u e n t e  P i g u r e n  b i l d e t .  

1st S der Schnittpunkt der Normalhalbirenden von A A '  und BB' ,  so 
ist SA = SA', SB = SB'; hieraus und aus AB = A'B' folgt SAB SA'B'. 

Angenommen, die beiden Dreiecke S A B  und SA'B' waren ungleich- 
sinnig congruent, so ware, unter Berücksichtigung des Sinnes, 

1) L A S B  = B'SA'. 
Wird eine durch S gehende Gerade MN durch die Glcichung bestimmt 

2) L BSM= M S B ' ,  
so folgt aus 1) und 2) 

Hieraus und aus der gleichen Lange der Strecken S A = S A ' ,  SB= S B  
folgt, dass A und A', sowie B und B' symmetrisch gegen SiIf iiegen; 
dahcr iet MN die gemeinsame Normalhalbirende von AA' und BB', und 
für jeden Punkt  I' derselben ist PA= PA', PB = PB', L'AB ungleichsin- 
nig congruent PA'B'. Der Schnittpunkt So von A B  und A'B' liegt auf 
N X ;  die verschwindenden Dreiecke S o A B  und S,AfB' k6nncn als gleich- 
sinnig congruent angesehen werden. - 

Wenn die Strecken AB und A'B' gleichsinnig parallel sind, so ist  
ABA'B' ein Parallelogramm und der Punkt  S lie& unendlich fern in der 
in BA' und BB' normalen Richtung. 
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2, Zwei auf derselben Ebene 6 liegende gleichsinnig congruente Systeme 
E und 2' haben nach 1. einen eindeutig bestimmten, endlich oder unend- 
lich fernen selbstentsprechenden Punkt S und kiinnen diirch Drehung um 
denselben zur Deckung gebracht werden. 

Zwei auf & symmetrisch liegende Sysleme 2 und 2"' haben eine selbst- 
entsprcchendc Gorade, dic Symmetrieaxe; jeder Punkt  dereelben ist Doppel- 
punkt. W e n n  z w e i  a u f  @ l i e g e n d e  G y s t e m e  2 u n d  8" u n g l e i c h -  
s i n n i g  c o n g r u e n t  s i n d  u n d  n i c h t  s y m m e t r i s c h  l i e g e n ,  s o g i e l i t  
e s  k e i n e n  P u n k t ,  d e r  v o n  d e n  E c k e n  e i n e s  n i c h t  v e r s c h w i n d e n -  
d e n  D r e i e c k s  ABC i n  2' e b e n s o  w e i t  e n t f e r n t  w a r e ,  wie  von 
d e n  e n t s p r e c h e n d e n  P i i n k t e n  A", Bu,  C" i n  8". Denn sind die 
Systeme 8' und 8" symmetrisch und halien sie A"B1 zur Symmetrieaxe, 
so ist  durch PA = PA' und PR = PB' der selbsteutsprechende Punkt von 
Z und 8' bestimmt; für  denselben ist P C =  P C'. WLre nun P C -  PC",  
so ware PC'= PC" und daher P auf der Symmetrieaxe A"B" gelegeii; 
dann würde P auch auf A B  liegen, im Widcrspruchc damit,  dass E und I" 
n i c  h t  symmetrisch liegen. 

3. Zu zwei congruenten Dreiecken ABC und A'B'C', die auf parallelen 
Ebenen 0. und Q' liegen und von einem Punkte i m  I n n e r n  der Schicht 
O O' aus geschon ungleichsinnig erscheincn, gicbt CS cincn Punkt S ,  der 
mit ihnen s y m m e t r i s c h e  T e t r a e d e r  SABC und SA'B'C' bestimmt. 

1st A"B" C" die Normalprojection von A'D' C' auf Q ,  so sind ABC 
und A"Bf'C" g l e i c h s i n n i g  congruent. 

Wenn A"BWC" mit ABC zusammenfiillt, so hildet jeder Punkt der 

Ebene 8, welche die Schicht (3 Q' halbirt, mit ABC und A'B'C' sym- 
metrische Tetraeder. 

Wenn A" B" C" und A R C  nicht zusammenfallen , so bcstimme man 
den selbstentsprechenden Punkt T der congruenten Systeme A"B" C". . . und 
A B C . .  . ; die Iïormalprojection von T auf die Ebene 8 ist der Punkt S. 

Wenn AB C und A'B' C' entsprechende Dreiecke symmetrischer raum- 
licher Systeme sind, so ist S selbstentsprechender Punkt derselben. 

4. Wenn die auf @ und @' enthaltenen Dreiecke ABC und A'B'C' 
von einem im Innern der Schicht Q Q' gelegenen Punkte aus gleichsinnig 
congruent erscheinen, so sind A"B "C" und AB C ungIeichsinnig congruent. 
W e n n  n u n  A"B"C" u n d  ARC s y m m e t r i s c h  l i e g e n  und t die Sym- 
metrieaxe i s t ,  so bildet jeder Punkt  S der Normalprojection s der Geraden 
t auf die Ebene 8 mit A B C  und A'B'C' c O n g r u  e u t  e Tetraeder; die con- 
gruentcn ebcnen Systcme 2 r ABC.. . und 8 ' ~  A'B'C'. . . kommen alsdann 
durch Drehung um die Axe s zur Deckung. 

5. Wenn die Dreiecke A"B"C1' und ABC nicht symmetrisch liegen, 
so kann es keinen Punkt  S geben, der mit A'B'C' und A B C  symmetrische 
oder congruente Tetracder bcstimmt; denn die Normalprojectionen von S 
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248 Kleinere Nittheilungen. 

=SB', S C = S C '  ware, aleo giebt es dann keinen Punkt ,  welclier mit 
A B C  und A'B'C' c o n g r u e n  t e  Setraeder bestimmt. 

W e n n  d a h e r  d i e  S y s t e m e  B u n d  2"' n i c h t  s y m m e t r i s c h  
l i e g e n ,  s o  h a b e n  d i e  n o r m a l h a l b i r e n d e n  E b e n e n  d e r  S t r e c k e n  
e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  d e r  S y s t e m e  2 u n d  2' e i n e n  P u n k t  
g e m c i n ,  d e r  a u f  Ja i n  e n d l i c h e r  o d e r  u n o n d l i c h e r  E n t f e r n u n g  
l i e g t  u n d  n i c h t  i n  d i e  S c h n i t t l i n i e  @ C S 9  f a l l t .  

Wenn die Systeme X und 8" nicht zusammenfallen und Z' und 2"" 
gegen eine Gerade t symmetrisch liegen, :O hestimme man die Gerade s auf 
Q', deren Normalprojection auf @ mit t zusammenfiillt. Jeder Punkt Ton t 
giebt alsdann mit A B C  und A'B'C' c o n g r u e n t e  T e t r a e d e r  und Zund  
X' kommen durch Drehung um s zur Deckung. Der Schnittpunkt der 
Geraden C S @ '  mit t ist in diesem Falle der selbstentsprechende Piinkt von 
2 und E", da 2 und 2"" symmetrisch gegen t und 2"' und 2"' symme- 
trisch gegen C S @ '  liegen; drther verschwiuden in diesem Falle die s y m  
metrischen Tetraeder mit gemeinparn~r Spitze und den Basen ABC und 
A'B'C'. Rieraus folgt : 

W e n n  d i e  S y s t e m e  X u n d  2'"' s y m m e l r i s c h  l i e g e n  u n d  88" 
n i c h t  z u s a m m e n f a l l e n ,  s o  h a b e n  d i e  n o r r n a l h a l b i r e n d e n  E b e n e n  
d e r  S t r e c k e n  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  d e r  S y s t e m e  Z u n d  Z ' e i n e  
g e m e i n s a m e  G e r a d e  s ,  w e l c h e  d i e  K a n t e  E Q ' t r i f f t ;  j e d e r  P u n k t  
v o n  s b e s t i m m t  m i t  e n t s p r e c h e n d e n  D r e i e c k e n  v o n  2 und  8' 
c o n g r u e n t e  T e t r a e d e r ;  d e r  S c h n i t t p u n k t  v o n  s u n d  @ @ '  k a n n  
a l s  g e m e i n s a m e  S p i t z e  v e r s c h w i n d e n d e r  s y m m e t r i s c h e r  T e -  
t r a e d e r  b e t r a c h t e t  w e r d e n .  

D r e s d e n .  R. HEGEL 

XII. Ueber einen Satz von Burmester. 

Herr B u r m e s  t e r  hat  folgenden , die Rewegung ebener veranderlicher 
Systeme betreffenden Satz ausgesprochen : " 

,,Die Curve, welche von den Llahnen der Punkte einer Systemcurve umhüllt 
wird, ist  sugleich die Enveloppe verschiedener Phasen derselben Sy~temcurve.~ 

Dieser Satz , welcher ursprünglieh nur auf collinear - vertinderliche ebene 
Sysleme bezogen wurde , kann nicht nur auf jedes continuirlich - verander- 
liche e b e n e  System übertragen werden, wie es Herr G e i s  e n  h c i m  e r  
bemerkt hat  , ** sondern auch auf ein r a u  m 1 i c h  e s  , continuirlich -verander- 
liches System bezogen werden. 

Die Richtigkeit dieses Satzes is t  auf geometrischem Wege nicht schwer 
einzusehen; ich erleube mir aber, grosserer Genauigkeit wegen , einen ana- 
lytischen Beweis desselben anzuführen. 

* Diese Zeitechrift Bd. XIX und XX. 
** Diese Zeitschrift Bd. XXIV. 
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Es seien a ,  6, c die Anfangscoordinaten eines Systempunktes, x ,  y, B 
dessen Coordinaten zur Zeit t und 

1) ~ = f l ( a , h c , t ) ,  9 = f , ( a , b , c l t ) ,  a = f 3 ( a , b , c , t )  
die Bewegiingsgleichiingen. E s  sei weiter eine Systemflkhe 

2) F ( a ,  b, e)  = O  
gcgeben. Es  m6ge die Lage dieser Flache zur Zeit t durch die Gleichung 

3) @ ( X I  y, 2, t )  = O  
bestimrnt werden; wir erhalten bekanntlich diese Gleicliung, wenri wir a. 
b, c aus den Gleichiingen 1) nnd 2) eliminircn. Die Enveloppe, welche von 
den Bahnen verschiedener Punkte der FlLche 2) gebildet wird,  wollen wir 
im folgenden Siririe verstehen. E s  seien M ( a ,  b, c) und H f ( a  + d a ,  b + d b ,  
c+dc)  zwei Punkte der gegobenen Flache, G und ri' die Bahnen derselben. 
Diese Rahnen schneiden sich im Allgemeinen nicht; a i r  kijnnen Jedoch die 
Differentiale d a ,  d b, d c  so wahlen, dass der Dnrchschnitt derselben statt- 
findet. Da der gesuchte Durchschuittspunkt Q zugleich den beiden Curven 
<i und 6' 'angchort, so müssen wir die genannten Diffcrentiale so nehmen, 
dass die Coordinaten des Punktes liT auf der Curve G zur Zeit t den Co- 
ordinaten des Punktes M' auf der Curve G' zur  Zeit t + d t  gleich seien. 
Es ist also 

f , ( a + d a ,  b + d %  c + d c ,  t + W  = f , ( a ,  b, c, 0 ,  
f, ( a + d a ,  b + d b ,  c + d c ,  t + d t )  =f , (a ,  b, c, t ) ,  
f , ( a + d a ,  b + d b ,  c i - d e ,  t + d t ) = f , ( a ,  O, c, t )  

und folglich 
a f, ~ a a + ~ a b + $ d c + - d t = o ,  a a a t 

4) 
a f i 2  a h  a f ,  -da+- d b + - d e + - d t = 0 ,  a a a O a a t 

- d a + - d ) + $ d c + - d $ r o .  a a a b  a t 

Die Differentiale d a ,  db,  d c  müssen ausserdem der Bedingiing 

genügen. Eliminiren wir aus den Gleichungen 4) und 5) die Differentiale, 
so erhalten wir die Glcichung 
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welche, mit der Gleichung 2) verbunden, diejenige Curve auf der gcgehenen 
Systemfliiche bestimmt, für deren Punkte die Bahncurven mit den Bahn- 
curven uneudlich riaher Punkte derselben Systemflzche sich zur Zeit t 
schiieiden. 

Alle der Zeit t entsprechende Durchschnittspunkte bilden im Rrtume 
eine Curve und wir erhalten die Gleichung derselben, wenn wir ans fünf 
Gleichungen l ) ,  2) und 6) die drei Coordinatcn a ,  b und c eliminiren. 
Wenn wir aus den so erhaltenen zwei Gleichungen die Zeit t odei., was 
dasselbe ist,  a ,  b, c ,  t ans den fünf Gleichiingeu l ) ,  2) und 6) eliminiren, 
so erhalteii wir die Gleichung einer Flache K, welche durch allc solche 
Curven gebildet wird. 

D i e  V e r a l l g e m e i n e r u n g  d e s  S a t z e s  v o n  B u r i n e s t e r  b e s t c h t  
d a r i r i ,  d a s s  d i e s e  F l i i c h e  m i t  d e r  E n v e l o p p e  v e r s c h i e d e n e r  
P h a s e n  d e r  g e g c b e n e n  S y s t e m f l i i c h e  z u s a m m e n f i i l l t .  In der 
Sha t  kann die Gleichung dieser Enveloppe auch folgeudermassen abgeleitet 
werden. Die Verschieburig eines Systempunktes, welclier zur Zeit 1 sich iu 
der Envcloppc brfindet, goschicht in  der Tangentinlebene aiir Flache 3);  sie 
mnss daher der Bedingung 

7 )  
am a x  a m  a y  a m  a2 - - + - - + - - = O  
Ô X  c t  a 9  at a a  ct  

genügen. Das erste Glied diesur Glcichung wird mit der Dct,erminante 6 )  
idcntisch, weim man niir in  diese Gleichung anstatt X ,  y, .e die Variablen 
a ,  71, c einführt. Wenn man namlich in  die Function D (x, y, a ,  t )  mit 
Hilfe der Gleichungen 1) wieder a ,  bl c einsetzt, so verwandelt sich diese 
Function in E ' ju ,  b ,  c); dahcr 

~ O B X  m a y  F ~ Ô Z  ÔF - -+--+ --=- 
a~ a b  ay a a  ô~ a b  a b '  

a @  a @  a 0  
Wenn wir hieraus - 9  - - bestimmen und in die Gleichung 7) e h -  - a x  a y  a z  
sctzen, erhalten wir die Gleichung 6). E s  kann also die Gleichung der von 
der Systemfkche gebildeten Enveloppe durch die Elimination von a ,  O ,  c, 1 

ans den Gleichiingen l), 2) und 6) erhalten werden, wodurch die Identittit 
dieser Enveloppe und der Flache K bewiesen ist. 

S t .  P e t a r s b u r g .  P. SOMOFF. 
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XIII. Ueber einen aus der  Potentialtheorie hergeleiteten 
geometrischen Satz. 

Auf einer Geraden X Y  seien die Punkte A ,  B ,  C etc. gegeben iiud 
zwar in der Reihenfolge X, A ,  B, C . . . Y. Wir setzen die zwischen je 
~ w e i  benachbarten Punktcn liegenden Entfernnngen AB,  B C ,  CD etc. resp. 
gleich a,. a, ,  a, etc. Die Gerade X Y sei gleichmiissig mit Masse helegt 
und zwar auf jeder Langeneinheit mit der Masseneiriheit, Uas Poteritial 
jeder Strecke a , ,  a, . .. für  eincn aiisserhalb dcr Geradcn X Y licgcndcn 
Piinkt P l&sst sieh leieht angeben, weim man die Strecken P A ,  PB, P C  . . . 
be~üglich mit Y,, r 2 .  r3 etc. bezeichnet. Durch Iiitegration findet mail, dass 

dris Potential von a, für den Punkt P den \TTerth log + ':) besitit, 
r , + r , - a  

uiid das Potential von a, den Werth log -  as Potential 

- . - -  

Potential der Summe zweier Nassen gleich der Summe der Potentiale der 
beiden Massen is t ,  so muss die Summe der beiden crsten Logarithmcn 
gleich dern drittcn Logarithmns sein. Hieraus folgt die Relation: 

Diese Beziehung Iasst sich aueh direct nachweisen. 
Wir wollen Gleichung 1) noeh auf andcre Form bringcn. Das Drcieck 

ABP habe den Umfang S,, das Dreieck B C P  den Umfang S2, das Dreieck 
A C P  den Umfang S ,  so ist 

Sei nun d, der Durchmesser des dem A A B P  einbeschriebenen I h i s e s ,  so 
ist S,d, = 4 J =  2a,  h l  wo h den Abstand des Punktes P von der Geraden 

X P  hedeutet, also 3 = 4 .  Demnaeh geht 2) ilher in 
S. h 

wo d der Diirchmesser des dem A A C P  einbeschriebenen Kreises ist. 
Dio Relation 1) lasst eieh sofort verallgemeinern, wenn man statt der 

zwei Potentiale von a, und a, gleich n. Potentiale der Strecken a, bis a, 
eiuführt. Man erhalt so folgenden Satz: 

W e n n  i n  e i n e m  D r e i e c k e  9 2 - 1  G e r a d e  v o n  d e r  S p i t 7 ~  C n a c h  
d e r  B a s i s  A B  g e z o g e n  w o r d o n ,  s o  g i l t  f ü r  d i e  D u r c h m e a s e r  
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d,, cl, ... d, d e r  i n  d i e  .n T h e i l d r e i e c k e  e i n g e z e i c h n e t e n  K r e i s e  
d i e  G l e i c h u n g  

4) 
d 

w o r i n  h d i e  H 6 h e  d e s  D r e i e c k s  A B C  u n d  d d e n  D u r c h m e s s e r  
d e s  i h m  e i n b e s c h r i e b e n e n  K r e i s e s  b e z e i ü h n e t .  

Von Interesse ist  folgende Bemerkung, die aus der Vertausclibarkeit 
der Factoren in 4) folgt. Zeichnet man im A A B C  n - 1 andere Cerade 
von Cf nach A B  und zwar so, dass m - 1  in der neuen Figur gezeichnete 
eiiigeschriebene Kreise mit PZ - 1 Kreisen aus der alten Figur  übereinstirn- 
men,  so muss anch der fiLe Kreis in der neuen Figur gleich den nten in 
der alten Figur sein. - Mit Hilfe von 4) liisst sic11 eine Reihe geometri- 
scher hufgaben losen. Wenn verlangt wird, dass im A A B C  von C nach 
AB lz - 1 Gerade so gezogen werden sollen, dass die in den fi entstehendeii 
Dreiecken gezeichneten eingeschriebenen Kreiae gleich g r o s  sind, so findct 

a 
sich der Durchmesser x jedes dieser Kreise ans = 1 - - 9 also ist 

h 
die Con~t~ruct ion geometrisch nur ausführbar, wenn m eine Potenz von 2 ist. 
- Vergleicht Inan die identische Gleichung 

d 1 
mit 4), s i  kann man die n Kreise so whhlen, dass 2 = k ,  5 = - 

h 
etc. 

12 l l _ k  
d d 

is t ;  iiur muss dnnn .nk = - oder lu = - sein. 
h n IL 

Zeic,hnct man fur die .II Drciecke die die Besis bcrührendcn angeschric- 
benen Kreise und nennt ihre Durchmesser a,, 8, . . . 8 , ,  so ist 

wie sich leicht geometrisch nachweisen 15sst. Man kann demnach statt 4) 
auch folgende Gleichung aufstellen: 

wo 6 der Durchmesser des die Basis berührenden angeschriebencn Kreises ist. 

L e i p z i g .  Dr. NIENOLLER, 

XIF. Bemerkung m m  vorigen Aufsatze. 

Den von Herrn Dr. N i e m  611 e r  gefundenen Relationen 4) und 5) lasst 
sich eine dritte Gleichung von besonderer Einfachheit zugesellen, namlich 
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Dieselbe ist geometrisch leieht herzuleiten und führt mittels der Formelii 

d - d 1 - 1-. -=- 
6 h iS 

auf die Resultate 4) und 5) zurück. 
l+h 

SCIIL~,MILCH. 

XV. Zum Schwering'schen Liniencoordinatensystem. 
(Hierzu Taf. VI Fig. 7 u. 8.) 

§ 1- 
lin Nachhehenden werde ich zeigen, wie die im obigen System liachet 

einfuhen Gleichungsformen der Centra,lkegelschnitte uv = + h2 und der Pa-  
rabel u2 - va = e2 (vergl. Ud. XXI S. 278 dieses Journals) durch Satze der 
projectirischen Geometrie zu erklaren sind. Die duale Herleitung der ent- 
spreühenden Gleichungcn in Cartesischen Punktcoordinaten giebt die Ver- 
wandtschaft beider Systeme zu erkennen. 

1. Man denko sich zwei projecti- 
vische Punktreihen. Auf jedem Tra- 
ger ist  der unendlich ferne Punkt  
bemerkenswerth. MGgen die beiden 
Punkte g ,  ql heissen, die ihnen ent- 
sprechenden e,, q. Dann ist 

eiff1.q1Y=~0~st., 

wenn ct, entsprechende Punkte sind. 

2. Die unendlich fernen Punkto e 
und q, konnen zusammenfallen. Die 
Triiger sind dann parallel. (Fig. 7.) 

51Y1=u, q a = v ,  gp,=Tn. 

Es ist ( u - m ) v  = const. 

3. D i o  o i n f e c h s t e  G l e i c h u n g  
u v = t e  r e s u l t i r t  n u r  d a n n ,  w e n n  
d e r  d i e  T r i i g e r  b e s t i m m e p d e  
u n e n d l i c h  f e r n e  P u n k t  r i c h t i g  
g o w a h l t  w i r d .  Hier kann jedcr 
der unendlich fernen Punkte der beiden 
Kegelschnittsaxen gewllhlt werden. 

1. Man denke sich zwei projeeti- 
vische Strahlbüschel. I n  jedem der- 
selben ist ein rechtwinkliges Strahlen- 
paar bemerkenswerth. Es  seien dies 
die Strahlen st und slt l .  Dann ist 

tg(tz)  tg (s,z,) = wnst., 
wenn a und al entsprechende Strah- 
len sind. 

2. Der Strahl s kann mit t,  zn- 
sammenfallen. (Fig. 8.) 

A B  = Za ,  

PlI a-x 
tg(s, zl) = - = -> 

Y 
ae-xz a2 xz y9 -- 

Y~ 
- 3 7  g+-==lm b" 

3. D i e  e i n f a c h s t e  G l e i c h u n g  
r e s u l t i r t  n u r  d a n n ,  w e n n  d e r  
A n f a n g s p u n k t  d e r  Z L h l u n g  d e r  
x u n d  y r i c h t i g  g e w a h l t  w i r d ,  
namlich der Mittelpunkt. 
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I n  d i e s e m  V e r h a l t e n  e r b l i c k e u  w i r  d e n  w a h r e n  Z u s a m m e n  
h a n g  b e i d e r  S y s t e m e .  

4. Beim Kreise ist die Wahl des 4. Beim Kreise bestimmt die For- 
unendlich fernen Punktes heliebig. clernng, dass s mit t, zusammenfallen 
Immer kommt man zur einfaçhsten soll, uicht die Axen. Die Wahl der- 
Gleicliungsform. selbeu ist willkürlich und ftihrt immer 

zur einfachsten Gleichungsform. 

5. Ueim Centralkegelschnitt be- 5. Reim Centralkcgelschnitt he- 
stimmt die Forderung: ,,pl soll mit 71 stimmt im Allgemeinen dieForderung: 
zusammenfallen und die Gleichungs- ,,s sol1 mit 1, zusa~umenfallen und 
form moglichst einfwh sein" zwei die Glcichungsform moglichst einfach 
allein mû'gliche Systeme. seinY zwei allein mogliche Systeme. 

6. Piir die Parabel wird die vorige Darstellung illusorisch. In Linien- 
coordinaten haben wir die Gleichung u2 - v 2  = e2. Wenn mir den Analogie- 
schlusu ruachen, so müssen wir setzen 

E s  resultirt sodanu 

odcr 
y2 = 2ex. 

7. Wir  wenden dasselbe Verfahren auf die Gleichungen des Punktes 
und der geraden Linie an. 

E s  sei gcgeben 
Au+Bv+C=O. 

E s  fol& 
A t g m + B t g m + C = O  

oder 

oder 

A - B  
( A + R ) x + C y + T e = O  

als Gleichung der dem Punkte entsprechenden Geraden. 
Umgekehrt sei die Gleichung einer Geraden gegeben 

ax+ b y + c = O .  
e 

F ü r  x, = - sei 
2 

* Vergl.: Theorie und Anwendung der Liniencoordinaten, von K. Schwe- 
r ing .  Leipzig, Teubner. 1884. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 
-^_N____MX-____MNW__IY^^^-.^I^^-_^YY^^^*-~l 

255 
__I 

2-2, = X 1 - X o  Es folgt dann aus - 
Y-Y" y,-Y0 

e s + q ~  - e t = ( )  

als Gleichung der dem Punkte ( k ,  V )  entsprechenden Ceraden. 

5 11. 

Es sei noch gestattet,  hier einige kleine Bemerkungen zum System 
anauschliessen. 

1. ,Die unendlich ferne Gerade ist Doppeltangente einer Curve nt01 

Classe, wenn die Glieder nt" Grades den Factor ( U - V ) ~  und die Glieder 
(a - l ) t e n  Grades den Factor - v enthalten. 

Der Beweis folgt sofort aus dem Umstande, dass die Punkte der un- 
endlicli fernen Geraden durch die Gleichung u - v = ct dargestellt werden. 

2. Der Krümmungsradius der Curve F(u,  v) = 0 wird gefunden durch 

(pl q ,  r, s, t sind Abküreungen für die ersten und zweiten partiellon Ab- 
leitungen von F(u ,  v) nach u und u.) 

3. Um eine Gleichung in Cartesischen Punktcoordinatcn in  S c  h w e - 
r i n g  'sche Liniencoordinaten tiberzuftihren, dienen die Gleichungen 

Bekanntlich lautet die Gleichung der Tangente 

Nirnmt man nun fur x = 2 a y = er, resp. V ,  so folgert man dieselben 
sofort, wenn man noüh 
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G 
sctzt. 

Hierzii ein Beispiel. Die Gleichung (z2 - T J ~ )  (y2 + 4 ba) = 4 b4 sol1 i~ 

Liniencoordinaten umgeformt werden. Man setzc für den Augenblick t~ = 1. 
Durch die Substitutionsformeln 

c o i  2 w x=- fin2 w , y-- 
cor a, CO! w 

erlialt man mit E l f e  des Parameters 1 - die verlongte Gleiohung in 
der Form 

[3(u.-e)" 44v - 16h2I3 = 27 ( M ~ - v ~ ) ~ ( z G + v ) ~ .  

F ü c h t o r f ,  20. Mlirx 1885. W. KRIMPHOFF 
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XIII. 

Ueber die Vertheilung der inducirten Elektricitat 
auf einem unbegrenzten elliptischen Cylinder. 

Von 

Dr. RUDOLF BESSER 
in Dresdsn. 

Die Untersuchungen über die Vertheilung der Elektricitit und Wtirme, 
welche irn Wesentlichen auf die Integration der Differentialgleichung des 
Potentials A T =  O hinauskommen, sind auf fast alle Korper, die von Flachen 
zweiten Grades hegrenzt werden, ausgedehnt worden. Nachdem schon frilher 
die geschlossenen Flachen zweiten Grades behandelt worden waren, hat man 
sodann auch ungeschlossene F l k h e n  in das Bereich der Betrachtung gezogen, 
so z. B.: den Kreiscylinder durch K i r c h h o f f  und H e i n e * ,  den Kreis- 
kegel durch Herrn M e h  1 e r **, das Rotationsparaboloid *w, bei welchem Herr 
R a  e r die Theorie der Wtirmevertheilung behandelte , wahrend sich die Por- 
meln frir die elektrische Vertheilung, wie ich mich Uberzeugte , ebenfalls 
sehr leicht aufstellen lassen, und schliesslich auch das zweitheilige Rota- 
tionvhyperboloid durch Herrn A r  e n d  t t. 

Ich versuche i n  den nachstehcnden Zeilcn einige der Fundamentnlauf- 
gaben, betreffend das Flachenpotential eines e l l i p  t i s c h e n  C y 1 i n  d e r s , in 
iihnlicher Weise und mit Anwendung derselben Methoden zu bearbeiten, 
wie dies von H e i n e  a. a. 0. mit den entsprechenden Aufgaben für den 
Kreiscylindcr gethan wordcn ist. 

Diese Aufgaben sind im Wesentlichen folgende: 
1. Das Potential einer durch ihre Diehtigkeit gegebenen Fliichenbelegung 

eines elliptischen Cylinders f t r  Sussere und innere Punkte desselben zu be- 
atimmen ; 

2. des Potential fiir aussere und innere Punkte zii ermitteln, wenn 
sein Werth auf der Oberflache des Cylinders gegeben ist. 

Im Anschluss au  diese beiden Aufgaben wird noch die Green ' sche  
Belegung und G r  e e n  'sche Function eines elliptischen Cylinders aufgesucht 
und damit das Problem der inducirten Elektricitat gel@. 

* Crelle'e Journal, Bd. 48 S. 348-376; - Heine ,  Kugelfunctionen, LI. Bd. 
S .  173 flg. 

* Programm des üymnauiums zu Elbing. 1870. 
*** Frogramm des Gymnasiums zu Cüstrin. 1881. 

-f Dias. Dessau, 1884. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Pbysik XXX, 5. 
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Die Auflosung dieser Aufgaben bedarf einiger Vorbereitungen. 
Es  ist  zunachst die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

welcher jedes Potential zu geniigen h a t ,  für der. elliptischen Cylinder zu 
integriren. Die Integration erfolgt durch Reduction obiger Glcichung aiif 
gewohnliche Differentialgleichungen. Die hierbei entstehende Frage , bei 
welchen Cylinderflachen eine Reduction dieser Gleicbung auf gewohnliche 
Differentialgleic'hungen moglich is t ,  wird dahin bemtwortet , dass nur Cylin- 
clerflachen zweitcn Grades eine Reduction zulassen. - -. Nachdem wir den 
allgemeinen Ausdruck für B hergestellt haben, entwickeln wir die reciproke 
Entfernung zweier Punkte unCi gelangen dann zur LGsung iinserer zwei 
Houptaufgahen. 

Von besonderem Interesse wird die Aufgabe dadurch, dass zu ihrer 
Losung die wohl zuerst von II e i n  e eingeführten , von ihm als F u n  c t i  one  n 
d e s  e l l i p t i s c h e n  C y l i n ù e r s "  bezeichneten Punütionen angewandt wer- 
den,  welche sich zu den allgcmcineren L a m  E'schen Functionen dmlich ver- 
halten, wie die Cylinder - oder B e s s e  l'schen Functionen zu den L a p  1 a c e  - 
schen Kugelf~nct~ionen. Ich bemerke, dess diese Funclionen, wie a priori 
zu erwarten war, auch bei der L6sung der auf das elliptische Paraboloid 
sich beziehenden Potentialaufgaben auftreten, dessen Cntersuchung ich spater 
auszufiihren gedenke. 

Il e i n e  behandelt von Potentialaufgaben , betreffend den elliptischen 
Cylinder, nur  eine: das Potential für innere Punkte zu beutimmen, wenn 
sein Werth auf dem Mantel und den beideu Grenzfliichen gegeben ist. Icii 
beschranke mich aiif die Retrachtung eines unendlich langen Cylinders. 

8 1- 
Integration der Gleichung dP- O. 

Man integrirt bekanntlich die Differentialgleichung des Potentials 

d d u r c h ,  davs man zunachst statt  der rechtwinkligen Coordioaten x ,  y, s 
orthogonale krummlinige Coordinaten Q , Q, , p, von solcher BeschafYenheit 
einführt, dam die den betrachteten Korper begrenzende ll!'liche zu einer der 
Schaaren p = comst., p, = const., Q, = CO&. gehort. Dann versucht man der 
Gleichung 1) durch eine partikukre Losung von der Fnrm U (Q) . P(g1) .  W(,o,) 
zu genügen, wo die Functionen Lr, V, W nur von je einem Argumentfi 
abhangen und sich durch gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung bestimmen. Nicht für alle Fliichengattungen ist eine solche Re. 
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duction moglich. Herr M T a n g e r i n  fand*, dass sich für  Itotationsflachen 
z. B. die Gleichung 1) nur dann in der angegebenen Weise behandeln l a ~ s t ,  
wenn zwischen den rechtwinkligen Coordinaten x und r der Meridiancurve 
die Beziehung : x + i r = F ( t + i u )  

besteht und die Function F(t + iu)  Iiberdies BO beschaffen ist,  dws  

Fr(t+iu).F'(t  -iu) 
r4 

in  zwei Thei!e zerfillt ,  deren einer nur  von t ,  deren anderer nur' von u 
abhiingt. Die Discussion obiger Bedingung führt dann zu dem Ergebriisse, 
dass a+ f l  sinam(t +iu) 

x + i r = -  ~- 
u'+j3'simam(t + iu) 

sein muss, wo rechts an Stclle von sinam auch cosam oder tamam stehen kann. 
Die Fr~ ige ,  fur welche C y l i n  d e r  f l a c  h e u  die Glaichung 1) auf ge- 

wohnliche Differentialgleichungen zurackführbar k t ,  Iasst sich mit Hilfe der 
von Herrn W a n  g e r i  n benutzten Methode beantworten. 

1st die x - Axe des Coordinatensystems zugleich die Cylinderaxe , sind 
ferner in der y z  Ehene zwei orthogonale Curvenschaaren durch ihie Para- 
meter Q und g,  gegeben, deren einer die Leitcurve des Cylinders angehort, 
so definiren die Gleichungen: 

2) x = x ,  ~ = f ( e , e , I ,  . e=f , (e ,e , )  
die Cnordinaten eines Punktes der betrachteten Cylinderflache. 

Setzt man nun:  

3) V=ahcoshx. V A  + bh s inhx.  W h ,  

wo ah, O h  und h beliebige Constanten, Vh und Wh aber Functionen sind, 
die ausser von A auch von p und Q, a b h h g e n ,  so ergeben sich für diese 
die ideutiechen Differentialgleichungen: 

oder, wenn man e und p, statt  y und B einführt: 

2. (JB 
a e  A 

aap(JZ 
wo sich A und B aus der Gleichung: 

5, d y 2 + d z e = A d $ + B d g l o  
bestimmen. 

* Monatsber. d. Berl. Akad. d. W. 1878, S. 152-166. 
17 -  
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Macht man nun mit W a n g e r i n  die Annahme: 

v h  = =1 R(e) -R, (el), 
wo A von p und el, aber nicht von h abhangt, so findei man, dass sich R 
und R, nur dann aus gewohnlichen Diffcrentialgleichungen zweitcr Ordnung 
bestimmen lassen, wenn erstens zwischen y und s die Gleichung: 

6 a> y + i z =  F ( t + i u )  
besteht und zweitens F(t + i u )  so beschaffen is t ,  dass 

6 b )  F ' ( t + i u ) . F ' ( t - i ~ . ) = ~ ( t ) + h ( u ) .  
t und u sind dabei gewisse nur von p bez. el abhangende Functionen. ?ilan 
erhalt also ganz ühnliche Redingungen wic bci den RotationsflSchen. Die 
Einzelheiten der Untersuchung glaube ich hier tibergehen zu diirfen, da die 
W a n g  e r i n 'schen Formeln fast unverhder t  angewandt werden, und ver- 
weise deshalb auf die schon citirte Abhandlung des Herrn W a n g e r i n .  

1st zur ~ b k ü r ; u n ~ :  
t + i u = o ,  t - i u = W ,  

so führt die Bedingungsgleichung 6b) leicht zu der Differentialgleichung: 

oder : 

Die Integration dieser Differentialgleichung dritter Ordnung aber liel'ert: 
<Y 

F ( w ) = F ( t + i ~ ) = ~ + - e  m c r + i . )  +te- r n ( t + i u )  
m m 

worin lu, p ,  y neue beliebige Constanten bezeichnen. Somit folgt: 
Die Differentialgleichungen 4) oder 4a) lassen siüh nur  daun auf ge- 

wohnlicho Diffcrentialgleichungen rcduciren, wenn zwischen den rechtwink- 
ligen Coordinaten y und a der Directrix des Cglinders die Gleichung: 

7) 
B y +iz = y + E e m V + i u )  + - e - m ( t + i u )  

m m 
besteht. Dann sind t und zc die Parametcr confocalc:r Kegelschnitte. 

Dies giebt also das weitere Resultat: 
D i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  d e s  P o t e n t i a l s  

d V = o .  

l a s s t  s i c h  n u r  b e i  C y l i n d e r f l i i c h e n  z w e i t e n  G r a d e s  a u f  g e w o h i i -  
l i c h e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  r e d u c i r e n .  

Die Aufstellung dieser Differentialgleichungen, welche keinen Schwie- 
rigkeiten unterliegt, moge hier unterbleiben , da es bequemer k t ,  die Cylin- 
derfiachen zweiten Grades gesondert zu betrachten." 

* Der Nachweis, dam die Differentialgleichung 4): 
a2vh a2vh --+ -- - h2Vh = O 
ôy2 a z e  
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Reirn elliptischen Cylinder kann die Gleichung 7) durch die einfachere 
Gleichung : 

8) y + i z = c . c o s ( t  + i u )  
ersetzt werden , aus welcher 

9) y = c c o s t c o s i u ,  z= ics i rn t s i rn iu  
folgt. 

Aus 9) ergiebt sich: 

so dass die Gleichung u = const. confocale Ellipsen mit den Halbaxen c cosiu 
und i c sin i Z L ,  die Gleichung t = const. confocale Hyperbeln mit der gemein- 
samen Excentricitlt c derstellt. 

Die Gleichungen : 

11) x = x ,  y = c c o s t c o s i u ,  z = i c s i n t s i r n i u  
repriisentiren dahor 

für x = const. parallele Ebenen, 
für  u = CO&. elliptische Cylinder, 
für t = consl. hyperbolische Cylinder. 

Aus ihrien folgt filr das Quadrat des Liiiienelements ds  der Werth: 

12) 
wenn : 

Da allgemein : 
7) = P'(t + i u ) .  ~ ' ( t  - i u ) ,  

so ist die Bedingung 6b )  erfiillt, und zwar ist: 

Wir sind niin im etande, die Differentialgleichungen, welche fur  die 
unbekannten Functionen bestehen , aiifzustellen. 

Die Gleichung 4a)  für  Vh geht, wenn man darin die Coordinaten p 

und pl mit t und u vertauscht, da 

sich nur dann, wenn y und z durch eine Gleichung von der Form 7) verbunden 
sirid, auf gew6finliche Differentialgleichungen reduciren Iasst, ist zum Theil schon 
von Hcrrn Weber  in seiner Abhandlung ,,Uebcr die Intcgration der partiellen 

aZu a2u 1)iffereritialgleichung z2 + -z + k'u = 0" (Math. Annal., Bd. 1. S. 1-32) gefiihrt a Y 
wordcn (1. c. S. 27). Herr Weber  nimmt indessen von vornherein an, dass die 
neuen Coordinaten 5 ,  7 mit den gegebenen x, y durch eine Gleichung 

4 x + i y = f ( & + i q )  
verbunden sind, und bestimmt unter diescr Anaahme die Form von f ( 4  + iq:, 
aâhrend  wir die Nothwendigkeit jenes Zusammenhanges a) gezeigt haben. 
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so ergeben sich fiîr U und T die Gleichungen: 

~ - ( h $ c o s ~ i u + k s )  du8 U =  O ,  

worin k eine neue willktirliche Constante bezeichnet, welche neben h als 
Parameter in  U und T eingeht. 

Die Gleichung 15) geht durch dio Substitution u = i w  in die der 
Gleichung 16) analog gebaiite Gleichung: 

über; die Integration von 15) wird daher durch die von 16) geleistet. 
Die durch die üleichungen 15) und 16) definirten F~nc t~ ioncn  sind 

zuerst von H e i n e  niiher untersucht und von ihm F u n c t i o n e n  e r s t e r  
A r t  d e s  e l l i p t i s c h e n  C y l i n d e r s  genannt worden.9 Wir  bezeichnen 
sie nach ihm durch @ ( i u ) ,  bez. @ ( t ) ,  und die zweiten partikularen Inte- 
grale von 15) und 16), die F u n c t i o n e n  z w e i t e r  A r t  d e s  e l l i p t i -  
s c h e n C y 1 i n d e  r s , durch 3 ( iu )  , bez. 8 ( t ) ,  indem wir einstweilen von der 
Abhangigkeit dieser Functionen von den Paiametern h  und k noch absehen. 

H e i n e  nimmt c  = 1 an und fiibrt zwei Constanten ,8 und z statt h 
und k ein, welche mit h  und k durch die Gleichungen: 

zusammenhiingen. 
Die Gleichung 14) wird nach dem Obiçen durch Producte: 

& ( t )  CS ( i u ) ,  Qr ( t )  S (i u), C5 ( iu)  S ( t ) ,  5 ( t )  8 (iu) 
integrirt. Mit  Rücksicht auf die Gleichung 3) finden wir dann, dass sich 
die L6sung der Gleichung: 

A?'= O 

aus Partikularl6sungen von den Formen: 

w s h ~ @ ( i u ) Q ( t ) ,  cosAxQ(iu)5( t ) ,  e o s h x ~ ( i u ) C f ( t ) ,  c o s h x S ( i u ) ~ ( t ) ,  
s i nhx@( iu )Q( t ) ,  s i n h z @ ( i u ) ~ ( t ) ,  s i nhxS ( iu )G( t ) ,  s i n h x ~ ( i u ) ~ ( t )  

zusammensetzt. 

Kugelfunctionen 1, S. 401, 404, 405 flg. 
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Die allgeuieine Losung V erhiilt man durch Sumrnatio~i aller besoride- 
ien Losmgen, die dadurch entstehen, dass man don Parametern h und k 
alle zul5ssigen Werthe beilegt. Denkt man sich V, als Function von x 
betrachtet, in ein F o u r  i er 'sches Integral entwickelt, so folgt, dass man 
nach h integriren darf, wührend man für jedes einzelne h eine unendliche 
Mcnge von k findct und also alle Partikularl6siingen, die zu dcmselben h 
gehoren, zu summiren sind. 

J' liisst sich sonach unter der Form: 

V =  d h ( a h C ~ S h ~ v h + b h S i l z h ~ W ~ )  S 
O 

darstellen, wo V h  und Wh Aggregate von Prodiicten der und 5 sind. 

5 2. 
Entwickelung d e r  Funct ionen e rs te r  Art d e s  eiiiptischen Cylinders.* 

Zur weitercu Entwiekelung der Punetionen & gehen wir am bequem- 
sten von der Gleichiing 16) aus, welche lautet: 

H e i n e  integrirt diese Gleichung durch die trigonometrische b i h e  

Die Substitution von 17) i n  16) ergiebt die Gleichung: 

wobei zur Abkürziing h c =  A gesetzt worden ist. Hieraus erhalt man fol- 
gende Gleichiiugen zur Bestirnrriung der c, und S.: 

* Ueber d i e  Integration der Gleichung 16) handelt neuerdings IIerr L i n d e -  
mann (Math. Anri., Bd. 22,  S. 117-123). Er betrachtet aber nicht unsern Fall, bei 
welchem die Auswahl der Constanten li bcechrankt ist, sondrrn integrirt die Glcich- 
ung mit Anwendung Hermite'scher Methoden für beliebige h und k. 

Vorher ist  diese Gleichung auch von Herrn & m i l e  Math ieu  in seiner A b -  
handlung ,Sur lc mouvement vibratoire d'une membrane de forme elliptiqueY 
(Journ. r. Liouville, .II.  Serie, T. XII1 8. 157-203) behandelt worden. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



264 Ueber die Vertheilung der inducirten Elektricitat etc. 
-----A 

Diese Gleichungen, sus denen man alle c. und S. durch co, c, bez. so und 
s, ausdrticken kann,  zeigen, dass fur  jedes h die Punctjonen @ in vier 
Classen zerfallen, von denen die erste und zweite nach den Cosinus der 
geraden und ungeraden, die dritte und vierte nach den Sinus der ungeraden 
und geraden Vielfachen von t fortschreitet. Bezeichnet man daher durch 
QI, Qn, QIY und Ew diese vier Classen, so ist: 

QI ( t ) = ~ c , + c , w s 2 t + c 4 ~ ~ 4 t + . .  , 

19) 
@II ( t )  = c,cost +c3cos3t+. . . ,  

.... Ern (t) = s,sint  + s,sin3t+ 
@IV ( t )  = s,sin2t+ s4sin4t+ ... 

Die Coefficienten c und s jeder Reihe hingen vom ersten Coefficienten ab 
und sind im Uebrigen ganze Functionen von ka und A-a.  

Man erkennt leicht die Analogie der vier Classen der 6 mit den vier 
Classen der Lamé'schen Functionen; sie lassen sich aber nicht wie diese 
durch endliche Reihsn darstellen. Denn setzt man in d ie  Gleichung 16) 
etatt der unendlichen Reihe 17)  eine mit cosnt und sinnt abbrechende end- 
liche Reihe ein, bestimmt dann die Coefficienten c und s aus den Gleich- 
ungen 1 8 ) )  so würden diese, was z. B. die c anlangt, mit 
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abschliesscn. c ,  ist  der Coefficient von cos(n + 2) t , c. qn + c, - 2  der Coeffi- 
cient von coslzt. Diese Gleichungen sind aber nur diirch c, =O, c n - 2 =  0 
zu erfüllen, und dann würden auch alle anderen c ,  also c , - 4 ,  c .-6,  ... 
gleich Nul1 sein mtissen. Das Gleiche gilt von den S. Hierdurch ist 
die Richtigkeit der vorigen Rehauptung erwiescn. Damit aber die Reihen 
19) convergiren, müssen in ihnen die unendlich weit entfernten Coeffi- 
cienten verschwinden. Diese Bedingung , welche sich, wie H e i n e  zeigt, 
auch als das Verschwinden der unendlich entferntcn Nsherungsnenner und 
- Ziihler zweier Kettenbrüche darstellen 1Lsst , giebt eine Gleichung un- 
endlich 'nohen Grades in k und h,  aus der sieh für jedes h unendlich viele 
L6i;ungen k ergeben. Dieselben mogen der Eeihe nach mit ko, k,, k2, ... 
Iiexeichnet werden. Es ist nicht schwierig, die ungefiihre Form dieser 
Gleichungen festzustellen. So findet man z. B., dass sich cz, durch eine 
Gleichu~ig der Form 

20) ~ ~ , n = c o [ ( q 2 m - 2 ~ > r n 4 . . . q 0 ) + G m - 2 + G l , i - 4 + . . . ]  

ausdrtickt, worin die G Aggregatt: von p-Producten sind, deren jedes aus 
soviel Factoren q besteht, als der Index von (7 angicbt. Der erste Posten 
beeteht aus na Factoren q ,  in den folgenden fallt die Factorenxahl immer 
um 2 ,  mithin, da jeder Factor q vom zweiten Grade in k und A-' is t ,  der 
Grad in k und A-' urn 4 .  Hebt man A-2'" aus ,  so kann man auch 

setzen. Aehnlichs Formen besitzen auch die Werthe fiir cz,+j, sz, und 

S~m+l. 
Die Integrale der Different,ialgleichung 15) ergeben sich nach fruheren 

Bemerkungen aus denen der Gleichung 16) durch Vertauschung von t mit iu. 
Sie lauten also: 

6' ( iu )  = f ç , + c 2 ~ s 2 i u + c , c o s 4 i u +  ..., 

22) @I1 (iu) = c, ws  i u  + c3cos3iu +.. ., 
aU1 (iu) = s,sin iu+s3s in3 iu+  ..., 
Erv(iu)= ~ s , s i n 2 i u + ~ ~ ~ i l z 4 i u +  ..., 

worin die Coefficicnten c und s genau dieselben Werthe wie in 19) haben. 
Noch sei bemerkt, dass man durch die Substitution: 

csi%t=z 
die Integrale 19) in Form von Potenzreihen darstellen kann, namlich: 

($1 (2) = a, + a , x e + a 4 d + . . . ,  

23) 
QI1 (x)  = u i x  + a , 2 + a 5 d ' + . .  , 
QIlI(z) = / c y - ~ " ( b , + b , x ~ +  b4z6+ . . . ) ,  

= x  Je"-z2(b,+b,x'+ b 5 x 4 + + - - ) -  
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266 Ucher die Vertheilung der indiicirten Elektricitüt etc. 

Da fiir jeden Werth von h unendlich viele Constantcn Ic oxistircn, 60 

findet man für jedes h unendlich viele Punctionen Q(t) .  Das zn k ,  gehorige 
G m6go ausführlich durüh Er ( t ,  h ,  k.), kürzer in  der Begel durch @, (t)  
hezeichnet werden. 

H e i n ;  zeigtx, wie man angeniihert die Parameter k fiaden kann. 

Am Schlusse dieses ~ a r a g r a ~ h e n  m6gen noch einige Specialwerthe der 
Q (t) und Qr (iu) angegeben werden. 

n 3 n  
Für t = O, - J  n, - 7  d. h. in den Endpunkten der Axen der Ellipse 

2 2 
u = const,, erhalten die @ [ f )  folgende Werthe: 

czl < O ) = ~ c , + c , + c , + . . .  =cl,  G1 ( z ) = ~ c o + c z + c , +  . . =  Cl, 
@I1(0)=  C , + C , + C , + . . . = ~ ~  CYII(,)=-Cl-c3 - Cs- . . .  =- (4 9 

24' C ~ ( O )  = O ,  Q1I1in) = O, 
@IV (O) = O ,  @IV (z) = O , 

fcrner : 

Die Werthe der CF: in symmetrisch gelegenen Punkten einer Ellipse 
konnen siçh nur irn Voraeichen iinterscheiden, da  ftir solche Punkte t die 
Werthe 2 ,  n - t ,  z + t ,  B n  -t hat. Folgende kleine Tabelle sol1 dies dar- 
stellen. Dabei sind die Q frir Winkel im ersten Quadranten positiv an- 
genommen worden. 

7~ 3 n  
Classe: O: 1. Quadr. : -. 2. Quadr. : TL  : 3. Quadr.: - 

2 .  
- 4. Quadr.: 

2 -  
1. c, + C', + Cl + c '1 + 

26) II. C, + O - -C2 - O + 
III. O + S, 6 O - - 5'1 - 
IV. O + 0 - O + O - 

Endlich findet man noch für u = O: 

@= (0) =fco+c,+c,+ . . .  =cl,  
27 

@II (O) = c i+cs+  . . .  = c,, 
G1I1(O) = O,  
E" (O) = 

wie I$. f t )  für t = O. 
0, 

* Kugelfunctionen, 1. Rd S. 406 -41.2. 
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Ails diesen Gleichiingen folgt, dass das Product Q ( t )  . Q(irb) im CO- 
7c 

ordinatenanfang, also für t =, v .u = O ,  oder auch für Punkte auf der 
2 

Cylinderaxe verschwindet, wenn die Functionen @ von 2., 3., 4. Classe 
sind, dagegen fiir ($- der 1. Classe = C , V s t .  Für Punkte, die auf den 
Asen der Directrix oder einer zu ihr parallelen Ellipse liegen, verschwindet 
dies Prodiict aber nor  für  zwei Classen der @. 

§ 3- 
Integraleigenschaften d e r  Funct ionen % mit reeiiem Argumente. 

Entwickelung gegebener  Funet ionen n a c h  d e n  @. 

Die Functionen Q ( t )  bcsitzen zwei Arten von Intcgraleigenscliaften, 
welche sie, ebenso wie die trigonometrischen, die Kiigel- und L a m  h'schen 
Functionen, zur Vornahme von Entwickelungen gegebener Functionen ge- 
eignet machen. Ich betrachte hier nur  die erste Art  dieser Integraleigen- 
schaften, welchc auf die Vcrmandtechaft der @ mit don Kroisfunctionen 
hinweist, und welche auch H e i n e  erwahnt (Kugelfunct. 1, S. 4131, ohne 
sie indess abzuleiten. 

Seien Fr und Lç, zwei Functionen Qr ( t ) ,  die zu gleichem 71, aber zwei 
verschiedcncn Werthen k p  und k,  von k gehoren sollen. Sie genügcn den 

mithin diirch Integration nach t zwischen O und 2 n :  
Zn 

O 

Nun verschwindet aber die rechte Seite dieser Gleichung, wie eine einfache 
Rechnung lehrt, an den Grenzen O und 2 n  stets, sofern nicht die Func- 
tionen &, und 0." derselben Classe angehoren und k,  = k, ist. Dann ist 
aber die Gleichung an sich identisch. Man findet also, da  kp2 - kVa nicht 
= O ,  dass: 

Für IL = v besteht diese Gleichung nicht mehr, da dann die zu integrirende 
Function , [@p( t ) ]2 ,  stets positiv is t ,  das Integral also nicht verschwinden 
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268 Ueber die Vertheiliing der inducirtm Elektricitiit etc. 

kann. Es ist vielmehr gleich einer gewissen Constanten, deren Werth von 

dem Werthe des Anfangsgliedes in der Entwickelung von Q, abbzngt. Wir 
denken uns dasselbe so bestirnmt, dass die Constante =TC gesetzt werden 
kann,  so dass: 

O 

Die Gründe ftir diese Wahl werden spater erhellen. 

Man bemerkt, dass diese Formeln den hekennten Integraleigenschaften 

dcr Kreisfunctionen : 

?." 

entsprechen. Für  m = n nehmen die beiden ersten Integrale den gemein- 

samen Werth x a n ,  mit Ausschluss des Falles m = n =O.* 
Mit Renutzung der Gleichungen 28) und 2 8 a )  lGst man die Aiifgabc: 

Die von t abhangcnde Function f ( t)  in eine nach den Funetionon & (t) 
fortschreitende Reihe zn entwickeln. 

Setzt man nimlich: 

* Yür die Functionen @(iw,) scheinen Shnliche Integraleigenschaften uicht 211 

existiren. Aue der Differcntialgleichung 16) für @(iu): 

15) 

erhalt man zwar 
denten : 

gerade wie vorher, falls CFp und (3, zwei verschiedene 8(iu) be- 

aber es lassen sich keine Gren~en a und b angeben, für die die linke Beite dieser 
Glcichung verschwande. Dies abweichende Vcrhalten der Functionen Qiiu) ist 
darin begründet, dass fiir e = O  sich die @ (i u) in t3 e s  sel'sche Functionen mi t  ima- 
giuiirern Argnmente verwandeln, wiihrend die Q(1) in Kreisfunctionen übergehen. 
Für die Cylindcrfunctioncn existiren aber Intcgraleigenschaften, die dcnen für die 
Kreisfunctionen entsprechen, nicht. 
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wo alle @ ( t )  zu demselben h  gehoren und die Summation sich auf alle zu 
jenem IL geharenden unendlich vielen Werthe von k bezieht, so folgt so- 
gleich : 

2 a 

womit die gestellta Aufgabe gel6st ist. 
1st f ( t )  identisch Nii11, so verschwinden alle av,  d. b.: 1st die Reihe 

2 a. E u  ( t )  = O fiir a l le  t im Intervalle Null bis 2n. so mussen die Co- 
u 

efficienten a, einzeln verschwinden. 
Damus folgt weiter: 
Stimmcn zuwi nach den Q(t) fortschreitende Reihen für alle t tiberein, 

so müssen die Coefficienten gleicher Q(t) gleich sein. 

Znaatz. Durch die Formeln 29) und 30) wird eine Function f ( t )  
entwickelt, dercn Argument t zwischen O und Z z  variirt, oder welche für 
alle Puukte einer Ellipse gegeben ist. Ich füge noch die Entwickelung 
einer auf der Oberfiache eines unendlich langen elliptischen Cylinders ge- 
gebenen Function bei, welche neben t  auch von x  abhaiigt, wobei x zwi- 
schen - ao und + ca sich bewegt. 

Wir entwickeln die vorgelegte Function E'\x, t )  nach z iu ein F o u r i e r -  
sches Integral. Hierzu ist , wie Herr C. N e  u m a n  n zcigte ,* im Allgemeinen 
erforderlich, dass F ( x )  im Intermlle - m bis + m endlich und abtheilungs- 

weise stetig , und t) 2s endlicti sei. Diese Entwickelung ist also 
-m 

ftir eine von x  unabhiingige Function nicht mehr giltig. - Man findet: 

8) F ' ( x , t ) =  J~ A h ( t ) c o s h z d h +  R h ( t ) s i n h x d h ,  
O J~ O 

wo Ah und Bh nur noch von t abhlingen und sich durch Integrale aus- 
driicken. Beide Functionen sind nach dem Vorigen durch eine nach den 
E'unctionen Q,(t)  fortschreilende Reihe darstellbar. Nach Substitution der 
Reihen in a) erhalt mari das Rcsulht :  

Fiir jedc auf der Oberflsche eines elliptischen Cylinders gegebena Func- 
tion F(x,  t) existirt eine Entwicke!ung: 

31) F ( q  1)  =FI1 $v [B. (h) m s h x  + B .  $1 s inhx]  Br ( t ,  IL, k W ) ,  
O 

wobei : 

* Ueber die nach Kreis-, Kugel- und Cylinùerfunctionen fortschreitenden 
Entwickelungen etc. Leipzig 1881. S. 70. 
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(j -w 

1 
2,z + w 

b u t h )  = - / .@,( t )  i n h z  F(x.  t )  di dz. 
nB. , 

Man kann der Gleichung 31) auch folgende symboliecl~e Furm gcben: 

§ 4- 
Die Funct ionen  eweiter  Art 8 (iu) d e s  elliptischen Cylinders. Verhalten 

v o n  E(iu) u n d  g(iu) % s e h r  grosse Argumente. 

Wir geben der Differentialgleichung 16) für O(iu)  und 3 (iu) diirch 
die Substitution : 

a) ics iniu = q  
die Forrn: 

Aus ihren Integralen, welche mit E ( q )  und S ( Q )  bezeichnet werden sollen, 
khmer, wir durch die Substitution a) sofort E(iu) und 5(iu) bilderi. - 

Q .  

Zur Bestimmung der Constanten r setze man in c) oder d) fiir Q einen 
unendlich grossen Werth ein. Dann lassen sich die Betrige von F(Q) und 
3 ( q )  a priori angebcn, da man in der Gleichung b) bei dem Factor ee+cs 

@Y von - c2 gegen das unendlich grosse e%ernachlassigen kann und so die 
de" 

ein fachere Gleiühung : 
d2y d y  4 ' - z + p ~ - ( h e q a + k , " y = 0  
d @  d e  

erhiilt. Deren Integrale sind aber die Cyliiiderfunctionen Jk, (hie) uud 

Yk,(kie).  F ü r  sehr grosse Werthe von nehmen also dio Functionen des 
elliptischen Cylinders (3 t e )  und 5 (e) angenabsrt die Werthe der Fiirictio~en 
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Von Ur. R. BESSEK. 271 
-- ----X^________ ----------- 
des Krciscylinders Jkl (h iQ) ,  yk , (h ip)  an. Und d a ,  wie aus a) folgt, mit p 

aucli u unendlich wird, so gilt das Gleiche auch von den Functionen C5 ( iu ) ,  

3 (;MI- 
Nun giebt H e i n e *  folgende Formeln, in  denen s h t t  des Index v k , ,  

statt K ftir die Function zweiter Art Y geschrieben worden ist:  

giltig fiir positive unendlich grosse p. I n  unsereni Falle iat q=  hp, also 
positiv, da h  und Q es sind, mithin k6nnen beide Formcln angewandt wer- 
den, und geben, wenn p = O, p = hp gesetzt wird : 

Dieselben Werthe haben also auch Cs. (e )  und S ( Q ) .  - Setzt man dies in 
d) ein, führt rechts die Integration auu, wobei irn Nenner des Integrandmi 

~ 

einfach p statt {p"c2 geschrieben werden darf ,  90 erkennt man,  dass 

r= 1 
wird. Dasselbe Ergebniss liefert auch Gleichung c\. 

Ersetzen wir in c) und d) p durch u ,  so resultirt: 

Setzt man endlich i n  e) Q = cm, 90 fol@ : 

34) Q(izc)=m, %(iu)=O, u = m  
fiir jedes h und k. 

5 5. 
Betrachtung zweier Specialfaiïe. 

1st h - O oder c = O ,  so lassen sich die Integrale von 15) und 16) 
sofort augeben, was des Folgenden wegen hier geschehen 9011. 

Ftir 8 = 0 lauten die Gleichungen 15) und 16): 

also gehen die Furictionen 6, (t) in  coskt  , s ink t ,  
caskiu, sinkizc über. wobei für die Constanten 

die Functionen Qr,(iu) in  
k die ganzeii Zahlen au 

Kugelfuiictioncu Ii. Bd., Anhang 8. 367. 
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nehmen sind, wie au8 den Gleichungen 18), die man sich zuvor mit I L ~ C ~  
multiplicirt xu denken ha t ,  hervorgeht. Der constante Factor, mit dem die 

1 
@ (t) noch behaftot sind, sei = 1 ; dagegen setze man fur k = O @, ( t )  = - I 

i2 
dnmit die Integralformel 

j;k(t)12 d t  = 7c 1 

auch fur k = O gelte. O 

1 1 
S(iu) verwandelt sich in - c ~ ' ' ,  wobei der Factor - der Gleich- 

k k 
ungen 32) und 33) wegen nicht fehlen dnrf. 

1st c = O ,  d. h. tritt  an die Stelle des elliptischen Cylinderri ein Kreis- 
cylinder, so sind statt  der elliptischen Coordinaten t ,  u die gew6hnlicheu 
Polarcoordinaten r ,  rp einzuführen, was durch die Substitutionen 

u=w+logr, t=rp, c = 2 r m ,  
al=m 

geschieht. I n  den Gleichungen 9) darf c nicht = O  gesetzt werden. Die 
AusdrUcke : 

C C 
(eu + e- ") , (eu - e-") , 2 

welche die Axen der Ellipse .u = wnst. reprasentiren , gehen fur a =  oo beide 
in r tiber, wshrend ftir ein endliches a, r die halbe Summe der Axen be- 
deutet. 

Gloichung 15) lautet in r: 

Demnach werden die Funetionen Eu (iu) , 5, (au) ersetzt durch die Cyliuder- 
functionen J k ( h i r ) ,  Yk(hir),  v a s  ohne Weikres  evident ist. - Die @,( t )  

gehen, wie im ersten Palle, in  c o s k p ,  sin k p  Uber. 
Denkt man sich das Product: 

@Y (iu) 9,, (iuJ GY ( t )  @Y ( tJ  
ertsprechend den vier Classen der Qr i n  seine vier Theile zerlegt, so erkenut, 
man, dass für c =  O sich dasselbe in: 

verwandelt, wobei s = 1 für k = O,  zk = 2 fur k = 1 , 2, . . . Die Hinzu- 

frigung jenes Factors wird durch das sbweichendc Verhnlten von &,(t) noth- 
wendig. k ist gerade ftir die Q 1. und 4., ungerade ftir die 6 2. i ind 

3. Classe. 
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Wir haben hier die einfacheren Functionen, in  welche die (S für c =  O 
übergehen , durch Betrachtung der Differentialgleichung gefunden. E s  ist 
nicht ohne Interesse, auch an den von uns gegebenen Entwickelungen diese 
Ueberginge zu verificiren. Die Entwickelungen der &(izc) nach den wskiu 
und sinkiu sind hierzu nicht verwendbar. Man gelangt m m  Ziele, wenn 
man die Liisung der Gleichung b) ,  S. 270, in eine nach Potenzen von p fort- 
schreiteride Reihe entwickelt und in deren Coefficienten c = 0 setzt , oder 
noch einfacher, wcnn man das Integral gedachter Gleichung durch eine 
Cylinderfunctionenreihe Ba, J,  (h i p) darstellt. Wie H e  i n e  zuerst bemerkte, 
bestimmen sich die Coefficienten dieser Reihe aus denselben Gleichungen, 
welche die Coefficienten in der trigonometriocheu Reihe liefern.' F ü r  c = O  
hleiht von der Reihe nur  das Glied J k ( h i g )  oder Jk(hir )  stehen, da die 
übrigen Coefficienten verschwinden. 

* Vergl. Kugelfunct. 1, S. 414. Heine  betrachtet daselbst nur Cylinderfunc- 
tionen ($. ( cp )  , nach unserer Bezeichnung O ( t )  , und entwickelt aie in Be s se  l'sche 
Fiinctionen mit dem Argument il cosrp; doch erhalt man dieselben Resultate auch 
für Cyliuderf'unctiouen F ( i u ) ,  deren Entwiçkelung, wie oben bemerkt wurde, nach 
den J,(hi~) fortschreitct. 

Zeitschrlf? f. Mathematik II. Physik XXX,  5. 
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XIV. 

Ueber die Lage der Verschwindungspunkte einer 
ganzen Function. 

Von 

A. WITTING, 
Cand. math. iu Leipzig. 

In G a u  s Y '  Werken* findet sich in einer Anmerkung der Sata: 
Sind a ,  b, cl . . . , ml n die Wurzeln einer Gleichung f (x) = O. 

d f (4 a', b', c', . . ., m' die Wurzeln der Gleiohung f l ( x )  =O, wo f'(x) = --- 
d x  

und werden durch dieselben Buchstaben die entsprechenden Punkte 
in plano bezeichnet , so i s t ,  wenn man sich i n  a ,  b ,  cl . . ., m l  n 
gleiche abstossende oder anziehende Massen denkt ,  die im umgekehr- 
ten Verh$ltniss der Entfernungen wirken, in a', b', c', . . ., m' Gleich- 
gewicht. Y 

Herr B. L u c a s  sprach denselben in den Comptes rendus*" in einer 
Form aus,  durch welche ein bekanntes Theorem über Gleichungeu uiit n x  
reellen Wurzeln auf das complexe Gebiet ausgedehnt wird: 

,,Tout mtau r  fermé cowexe envirofinafit le groupe des points 
racines de l'équation proposée environne aussi le groupe des points 
racines de l'équatiorz dérivée." 

Der Beweis ist  daselbst mit Hilfe mechanischer Principien im Sinne 
des G eu s s'schen Satzes geftihrt.*** 

Ein geometrischer Beweis, der zugleich eine strengere Passung des 
Satzes liefern wird, is t  folgendermassen moglich. 

Betrechten wir die Gleichung: 

* Gauss '  Werke Dd. III S. 112. 
** Comptes rendus, t. 89 p. 224: Sur une application de la mécanique ratio- 

nelle à, la thEorie des bquations. 
*** Eine nicht ganz correcte Fassung des Theorems gahen Herr Legebeke 

mit einem auf functionentheoretische Betrachtungen gegründeten Reweise und 
'; .m S t i  e l t j  e s ,  dessen Entwickelungen der Alzalysis situs angehoren; Arch. néerl. 
t. XVI p 273-278 und t. XViiI p. 1. 
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deren linke Seite eine ganze transcendente Function ist,  bei welcher die 
Summe der reciproken Moduln der Verschwindungspnnkte 

convergirt, und nehmen wir weiter an ,  dass sknmtliche Punkte a, in  einer 
Ralbebene liegen. Dann Iasst sich nach Analogie des Pu iseux ' schen  Ver- 
fahrens bei der Untersuchung algebraischer Functionen in den kritischen 
Punkten derselben ein ganz bestimmtes Polygon construiren, dessen Ecken 
Wurzelpunkte von f (a )  sind. Ein Eckpunkt, welcher mehrfacher Verschwin- 
dungspunkt von f ( z )  i s t ,  heisse kurz v i e l f a c h e  E c k e .  Auf jeder Seite 
des Polygons befinden sich nur zwei Nullpunkte der Function, es k6nnen 
aber mehrere aufeinander folgende, j a  alle Seiten in eine Gerade fallen. 
Das Polygon zerlegt die Ebene in zwci Theile, i n  dcrcn einem alle Wurzel- 
punkte von f ( a )  gelegen sind. Dieser Theil heisse das Innere des Polygons, 
welches letztere wir d a  s Wu r z e l  p O 1 y g O n v O n f ( a )  nennen. Dasselbe ist 
nach aussen überall convex. 

Es  llisst sich nun zeigen, dass die Wnrzelpunkte der Ableitung f l (a) 
nicht ausserhalb, noch auf den Seiten des Wurzelpolygons von f ( z )  liegen 
konnen. Dazu ordnen wir jederri Punkte a durch die Gleichung: 

einen Punkt zu. Liegt z ausserhalb des Polygons, das wir zunachst als 
nicht ganz in eine Gerade fallend voraussetzen, so verbinden wir den Punkt  
mit einer Ecke a, des Wurzelpolygons, so dass letzteres ganz auf einer 
Seite der Verbindungsgeraden sicb befindet, und wahlen die Indices der 
Wurzelpunlrte von f (a! so , dass von der um 2 rotirenden Geraden beim 
Durchstreichen des Polygons der Reihe nach die Punkte a,, a,, .., a,, . . . 
getroffm werden. Construiren wir dann geometrisch die convergente Sumnie: 

so erhalten wir einen vom Coordiiintenanfang ausgehenden, sich nicht selbst 
durchschneidenden Linienaug , dessen Endpunkt 5 ist. Da bei der Lage von 
a ausserhalb des Wurzelpolygons die Drehung von Fa; bis xum Austritt 
aus dem Polygon immer kleiner als rr is t ,  so kann der zur Construction 
von z dienende Linienziig niemals ein geschlossener werden. Dies ist aber 
erforderlich, wenn z eine Wurzel von f'(.z) i s t ,  denn dann fallt 5 i n  den 
Coordinatenanfang. Es kann also keine Wurzel z von f ' ( a )  = O ausserhalb 
des Polygons gelegen sein. Ebenso wenig kann aber auch s auf einer 
Polygonseite liegen, sondern nur noch in einer vielfachen Ecke. Wir  erhalten 
also den Satz: 

Die Wurzelpunkte der Ableitung f ' i z )  einer ganzen transcenden- 
ten Function von der Form 

18 * 
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liegen im Innern des Wurzelpolygons von f ( 2 )  , soweit sie sich nicht 
in desaen vielfachen Ecken befinden. 

Reducirt sich das Wurzclpolygon auf eine einzige Gerade, so liegt jener 
Punkt a, im Enendlichen und < dreht sich um z, wenn z ausserhalb der 
Geraden liegt; die Wurzelpunkte der Ableitung befinden sich also auf der 
Geraden. 

Betrachten wir nun die ganze transcendente Function : 

.k . +- 
kami, 

deren Wurzelpunkte die Eigenschaft haben, dass 

convergirt, wenn G > O. Die Ableitung der Function iat 

l l z  - l 

woraus ersichtlich, dass die Ableitung unabhangig von den un einen 
k-fachen Wurzelpunkt im Coordinatcnanfang besitzt und dass schon dcshalb 
die früheren Satze nicht allgemein gelten kiinnen. 

Seien daher speciell die a, sSmmtlich r e e l l .  Es  kann dann 

keine complexen Wurzelpunkte besitzen. Zur Construction des Punktes [ 
für  einen complexen Punkt  z verbinden wir den letzteren mit den an und 
addiren, vom Unendlichen anfangend, die Glieder obiger Summe wieder in 
der Reihenfolge, wie sie von einer um z rotirenden Geraden getroffen wer- 
den. 1st nun k gerade, so kt  ank immer positiv und es gestaltet sich die 
geometrische Summation wie obcn; 5 kann nie in den Coordinatenanfangs- 
punkt gelangen, hochstens wird die letzte Strecke des Linienzuges der reellen 
Axe parallel. 

1 s t  k u n g e r a d e ,  
k = 2 n a + l ,  

so construiren wir die Summe: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Auf eine Strecke 
I 

folgt daun die positive oder negative, der 
anam (a, - z )  

1 

reellen Axe parallele Strecke - G1 I so dass man einen Linienzug erhslt, 
an 

der sich nicht durchsetzt und auch njçht schliesst; denn die Strecken 
1 

vollführen wieder hochstem eine Drehung um n, so dass jede 
aZ7" (a, - z )  

1 

der Parallelen -* weiter von der reellen Axe abliegt, als alle vor- 

her construirten. E s  ergiebt sich mithin der Satz:' 
Desitzt die ganze transcendente Function: 

nur rcelle Wurzelpunkte , sa verschwindet auch ihre Ableitung nur  
auf der reellen Axe. 

Einen rein algebraischen Deweis statt  des geometrischen kann man mit 
Hilfe einer Betrachtungsweise führen, welche von F. C H  i O herrührt und 
schon haufig zur Ableitung verwandter Satze benutzt wurde.** 

mir nehmen d a m  von den Wurzeln 

an. dass die Coefficienten von i s%mmtlich positiv oder wenigstens nicht 
alle Nul1 sind, kejner aber negativ ist. D a m  sind für die Ableitung a l l e  
f l  > O  - wenn man von den in die mehrfachen reellen Wurzelpunkte von 
f ( z )  fallenden Verschwindungspunkten absieht. 

Durch die Gleichung 
1 

a n - Z  

erhiilt man, dass f f ( z )  i n  einem k -  fachen Wurzelpunkte von f [z) ( k  - 1)- 
mal vprschwindet. Aus einer Wiirzel 

also insbesondere 

Für 7c= 1 ist der Satz von Herrn L a g u e r r e  in den Comptes rendus t .  91 
ohne Beweis gegeben. Ein algebraischer Beweie findet sich bei E e r m i t e ,  Cours 
prof. à la fac. des sciences de Paris, p. 70. 

** H e r m i t e ,  a. a. O.; L a g u e r r e ,  Nouv. Ann. de Math. II, 19, p. 224 u. 241. 
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was unmoglich is t ,  da die P,, + B sammtlich positiv sind. Ehenso wenig kann 
aber bei endlichem ar 

-- - 

P rr = O  
U n  - US + p,,z 

sein, d. h.: die Ablcitung kann im Endlichen auch keine reellcn Wurzel- 
piinkte besitzen - die vielfachen reellen Verschwindungspunkte von f ( z )  
ausgenommen. Man erkennt auch, dass die Wurzelpunkte der Ableitung 
im Endlichen nicht beliebig nahe an die reelle Axe heranrücken konnen; 
verschwinden aber alle 8, der Wiirzeln von f ( z )  = O ,  so werden für die 
Ableitung alle 8 gleich Null. 

Durch Coordinatentransformation erhiilt man demnach folgenden Satz:* 
Befinden sich die Wurzelpunkte einer ga.nzeri transcendenten 

Function 

entweder innerhalb, oder doch nicht alle auf der Grenze einer Halb- 
ebene, sa liegen innerhalb derselben auch siimmtliche Wurzelpunkle 
der Ableitpng f'(0) - mit Ausnahme der in  die vielfachen Ver- 
schwindiingspnnkte von f ( z )  auf der Geraden fallenden. 

Als Grenze einer Llalbebene, in  welcher sich alle Wurzelpunkte von 
f (2 )  befinden, kann man aber jede Seite des Wurzelpolygons von f ( z )  an- 
schen, und es ergiebt sich somit auch hier der weiter oben ausgesprochene 
Satz. Pür  die Function 

.k 

1 

ist der Beweis mutatis mutandis derselbe. Bei ungeradem k = 2rr~ + 1 bat man 
wieder die Summe : 1 

zu betrachten. 
Nimmt man statt der ganzen transeendenten Function ein Polynom d e n  

Grades, so ist  das Wurzelpolygon im Endlichen geschlossen; der Satz bleibt 
ersichtlich bestehen, gestattet aber hier noch eine Umkehrung. Wenn die 
Wurzelpiinkte der Ableitung nicht alle auf einer Geraden licgen, so muss 
auch f ( z )  ein wirkliches Wurzelpolygon besitzen, welches mithin wenigstens 
ein Dreieck ist. Wir  haben also die Umkehrung: 

I m  Innern des Wnrzelpolygons der Ableituug eines Polynoms 
den Grades f (x) licgcn hochstens (12- 3) Wurzelpunkte von f(8). 

Durch das Auftreten von vielfachen Ecken wird diese obere Grenze 
noch reducirt. 

- 

* Im Wesentlichen findct sich dieser Satz schon bei Herrn L a g u  e r r e a. a. O. 
S. 250. Etwas anders giebt Herr B e r lo  ty den Beweis: C. R. Nr. 18, 3. Nov. 1881, 
t. XCIX p. 745-747, Sur les équations d g . ;  nur ist die Fassung des Setzes nicht 
correct, dass die Wiirzelpunkte aiich auf dem Perimeter des Polygons (polygme 
des racines) liegen ktinnen, was bei eiuer algebraischen Bleichung unrii6glich ist. 

D r e s d e n ,  April 1885. 
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xv. 
Bemerkungen mm PascalYschen Satze über 

Von 

R. IIEGER 
in I h s d e n .  

. 
1. Sind T,, T l ,  T, lineare Fundiionen in P u n  ktcoordinaten , so erzeugen 

die projectiven Strahlbüschel 
ro-nq=o, T , - A T ~ = O  

einen Kegelschnitt, der von T, und T2 in den Punkten berührt wird, welche 
auf Tl liegen. Wird der von den Strahlen To - ATl = Tl - AT, = 0 erzeugte 
Punkt mit A bezeiühnet, so ist* 

Ta-  (Ai+Ak)TI$AiAkTz=O 

die Gleichung der Geraden A i l k .  Die Seiten des Sechsecks 

A l h h h b  ' 6  
haberi daher die Gleichungen 

wcgen ststt  A, ,  A,, . . . gesetzt) , so gelten folgende Identitaten: 

O 
1 3 5 1 3-1 6-1 1-3 3 5 - 3  1; 1 * )  1: 6-4 4 4 2«61 

Hieraus folgt ,, (3 -1 ) (2 -4 )  +(5-1)(4-6)=(3-5)(6-4)+(1-3)(6-2) 
~ ( 1 - 5 ) ( 6 - 2 ) +  (2-4)(3-- 5). 

Ferner ergiebt sich aus den beiden Identitaten 

* Sa1 mon- F i e d l e r ,  Kegelschnitte, 3. Aufl. 1873, S. 353. 
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die folgende: - 
(1-3)(5+2)+(3-5)(1+2)+ (5-1)(3+2)rO.  

Ebenso ist 
(2-4)(6+5) + (4-6)(2+5) + (6-2) (4+5) =O. 

Wenn man von diesen Identitaten die vorletztc mit (6 - 4) ,  die letzte mit 
(1-3) multiplicirt und addirt,  so erhalt man 

(3-5)(6-4)(1+2) +(l-3)(6-2)(4+5) 
(5-1)(4-6)(2+3) + (3-1)(2-4)(6+5). 

In gleicher Weise ergiebt sich, wenn man die Identitaten 

(1-3)(5+6)+(3-5)(1+6)+ (5-1)(3+6j = O ,  
(2-4)(6+3) +(4-6)(2+3) + ( 6 - 2 ) ( 4 + 3 ) ~ 0  

der Reihe nach mit (2-4) und (1 -5) multiplicirt und addirt,  

(5-1)(4-6)(2+3)+(3-1)(2-4)(6+5)  
~ ( 2 - 4 ) ( 3 - 5 ) ( 1 + 6 )  + (1-5)(6-2)(4+3). 

Daher hat  man 
(3-5)(6-4)(1+2) + (1-3)(6-2)(4+5) 

11) (5-1)(4-6)(2+3) f(3-l j(2-4)(6+5) 
(2-4)[3-5) ( l+6)  + (1 -5) (6-2) (4+3). 

Wenn man die Identititen 

(1-3)5+(3-5)l  +(5-1)3=0, (2-4)6+ (4-G)2+(6-2)4-0 
zuerst nach einander mit (6 - 4) 2 und (1 - 3) 5 und dann mit @ - 6) 4 und 
(3 -5) 1 multiplicirt und dann addirt,  so erhalt man 

(3-5)(6-4)12+ (1-3)(6-2)45 
III) ~ ( 5 - 1 ) ( 4 - 6 ) 2 3 + ( 3 - l j ( 2 - 4 ) 5 6  

~ ( 1 - 5 ) ( G - 2 ) 3 4 +  (3-5)(B-4)61. 
Setzt man nun zur Abkürzung 

m,,=(3-5)(6-4), na,,-.(l-3)(6-2), 
m 2 3 ~ ( 5 - l ) ( 4 - 6 ) ,  ~ ~ ~ ~ = ( 3 - 1 ) ( 2 - 4 ) ,  
ma4-(1-5)(6-2;, m,,,-(2-4)(3-5), 

so ha6 man aus 1 ) ,  II) und III)  

m l , +  m 4 5 = m 2 3 +  m 5 , =  m34 + m611 

IV) (1+2)m1,+(4+5)m4,~(2+3)m,,+(5+6)m,,~(3+4)m,4+(6+l)m,,, 
12m,, + 45m4, - 23m,, + 5 6 ~ ~ ~  34m34 t 61m,,. 

3. Ersetzt man hierin 1, 2, . . . durch die gleichbezifferten A ,  so erkennl 
man die Identitaten 

X = m12 TI2 4- m45 T45 - mZ9 T23 4- 112% TS6 - m34 T31 + m,, Tbl. 
Hierin ist der Beweis des Pasca l ' schen  Satzes enthalten; wenn man die 
Multiplicationen aueführt und alsdann A durch I :  y ersetzt und Ai und 
pi durch i und i' andeutet, so erhalt man fiir die Pascal ' t iche Gerade & 
die Gleichung 
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4. Wenn man zwei projective Curvenbüschel hergestellt hat ,  die eine 
gegebene Curve C erzeugen, so werden durch dieselben auf C Punktgruppen 
ausgeschnitten; jede solche Gruppe kann als Vertreter einer bestimmten 
Zahl A angesehen werden, namlich des Doppelverhiiltnisses, welches die durch 
diese Gruppe gehenden Büschelcurven mit drei festen Grundcurven des Bü- 
schels bestimnen. Es  gelingt alsdann immer, eine Function in der Weise 
zusammenzusetzcn : 

F i k = p o -  (Ai+Ak)F, + Ailkp2, 

und zwar so, dass F i k = O  die Gruppen 1; und Ak enthalt,. Man kann als- 
d a m ,  ganz Lhnlich wie beim F a s  c a 1 'schen Sechseck , von sechs Gruppen 
A , ,  A,, . . ., A, ausgehen und die sechs Curven Flz, Fz3, . . ., F6, erzeugen. 
Die soeben für den P a s  cal 'schen Satz gegebene Ableitung Iasst sich dann 
auf das Curvensechseck anwvenden, und man erhalt h m i t  den Satz, dass 
alle Schnittpunkto, welche von den Gegenseiten FI, und Fd5, FZ3 und F5, , 
F,, und F,, des Curvensechsecks bestimmt werden, auf einer Curve 8 
liegen, die, ebenso wie die F i k ,  alle Punkte enthalt, fü r  welche 

F o = F , = F 2 = 0 .  

5. Sind T,, T l ,  So, S, lineare Functionen, also T, - A Tl = 0, 
S, - ASl = O entsprechende Strahlen zweier projectiven Büschel, se enthtilt 
der Xegelschnitt 

Fik 5E ToSo - (Ai+ lk)T1S, + lilkT,S1 = O  
die Punkte Ai und Ak des von den Büscheln erzeugten Kegelschnittes K 
und die festen Punkte 

T 0 = T , = O ,  s',=s,=o, T,=S,=O, 
von denen die beiden ersten auf E liegen; zwei Fik haben ausser diesen 
drei Punkten noch einen realen Schnittpunkt. Hieraus folgt: W i r  d e i n  e m  
K e g e l s c h n i t t e  K e i n  S e c h s e c k  e i n g e s c h r i e b e n ,  d e s s e n  S e i t e n  
K e g e l s c h n i t t e  s i n d ,  d i e  e i n e m  N e t z e  a n g e h t i r e n ,  d s s  z w e i  T r i i -  
g e r  a u f  K h a t ,  s o  l i e g e n  d i e  d r e i  P u n k t e ,  d i e  d u r c h  d e n  S c h n i t t  
g e g e n ü b e r l i e g e n d e r  S e i t e n  d e s  C u r v e n s e c h s e c k s  n e u  b e s t i m m t  
w e r d e n ,  a u f  e i n e m  N e t z k e g e l s c h n i t t e .  

6. Zwei Punkte eincr Curve dritter Ordnung Cs, die mit einem Punkte 
A der Curve in einer Geraden liegen, sollen als ein Begleiterpaar des A 
bezeichnet werden. H a t  C, einen Doppelpunkt A ,  so werden alle 13egleiter- 
paare des A von A a i s  durch eine quadratische Strahlinvolution projicirt, 
die mit dem Strahlbüschol A projectiv ist. 

1st T, die Tangeute in  A ,  wird mit Tl der Strahl LIA bexeichnet, ist  
T, der nach dem Begleiter von A gehende Doppelpunktsstrahl, und sind S,, S, 
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die Doppelpiinkt,stangenten, so sind T l ,  T, und SI. S, Paare der Involution 
d und entsprechen den Strahlen To und T l ;  entsprechende Strahlen von A 
und Strahlenpaare von d Sind 

To-ATl=O, T,T,-AS,S,=O. 
Dcr Kcgelschnitt 

Fik- TOT2- (Li+ A,+)T1TTZ + AiAkS18, = O  
enthalt die Punktpaare 1; und l k  der C, und berührt T2 im Schnittpunkte 
mit Si und S,, d.  i .  in A. J e d e r  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  z w e i  B e g l e i t e r -  
p a a r e  d e s  A u n d  d e n  D o p p e l p u n k t  d e n t h i i l t ,  w i r d  d a h e r  i n  A 

v o n  d e r  G e r a d e n  b e r ü h r t ,  w e l c h e  A m i t  d e m  B e g l e i t e r  d e s  A 
v e r b i n d e t .  

Zwei F,k haben a imer  A noch zwei gemeinsame Punkte. Daher folgt: 
W i i h l t  m a n  a u f  e i n e r  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  m i t  D o p p e l p u n k t  
s e c h s  B e g l e i t e r p a a r e  1, 2 ,  3 ,  4 ,  5, 6 e i n e s  P u n k t e s  A d e r  C u r v e  
u n d  c o n s t r u i r t  d i e  K e g e l s c h n i t t e  PIF,,, F,,, ..., F,,, w e l c h o  zwci 
b e n a c h b a r t e  B e g l e i t e r p a a r e  m i t  d e m  D o p p e l p u n k t e  v e r b i n d e n ,  
s o  l i e g e n  d i e  d r e i  P u n k t p a a r e ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  g e g e n ü b e r -  
l i e g e n d e n  Fil, b e s t i m m t  w e r d e n ,  a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e ,  d e r  
i n  d m i t  d e n  Fik e i n e  e i n f a c h e  B e r t i h r u n g  h a t .  

7.  Drei Begleiterpaare eines realen Wendepunktes A einer Curve dritter 
Ordnung sind immer auf einem Kegelschnitte enthalten; daher ist A Triiger 
eines Strahlenbüschels und irgend zwei Uegleiterpmre des A sind TrLger 
eines projectiven Kegelschnittbüschels , das mit dem Rüschel A zusammen 
die C, erzeugt. Der Wendetangente T,, in  A entspricht ein Kegelschnitt, 
der aus den beiden durch A geliendeu, die l'rager enthaltenden Strahlen 
Tl und T, bestcht; dem Strahle 9; des A entspricht ein Kegelschnitt KI, 
der in den auf T, enthaltenen Tragern des Kegelschnittbüschels mit C, eine 
einfache Berührung hat; die Punktpaare der C3 werden bestimmt durch 

To-ATl=() ,  FIT2- AKl =O. 
Der Kegelschnitt 

Ftk E ToT2-(Ai+i.k)Tl T2 + AiALKl = 0 
enthzlt die Punktepaare Ai und lk und das a u î  T, und KI enthaltene Be- 
gleiterpaar. D&cr folgt: S e c h s  B e g l e i t e r p a a r e  A,, ... A, e i n e s  
W e n d e p u n k t e s  A e i n e r  C3 g e b e n  m i t  e i n e m  f e s t e n  B e g l e i t e r -  
p a a r e  z u s a m m e n  A n l a s s  z u r  E n t s t e h u n g  v o n  s e c h s  K e g e l -  
s c h n i t t e n  F I P ,  FZ3, ..., F,,; d i e  d r e i  P u n k t p a a r e ,  d i e  d u r c h  den 
S c h n i t t  d e r  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  Fik ne11 b e s t i m m t  w e r d e n ,  Sind 
m i t  d e m  f e s t e n  B e g l e i t e r p a a r e  z u s a m m e n  a u f  e i n e m  K e g e l -  
s c h n i t t e  e n t h a l t e n .  

8. Durch ein Kegelschnittbiischel, dessen Trager auf einer Cs enthalten 
sind, werden Punktpaare auf C, ausgeschnitt,en, die von einem Punkto der 
C, ails durch ein dem Kegelschnittbüschel projectives Strahlbüschel projicirt 
werden. Sind 
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Gleichungen entsprecherider Straliltiri und Kegelsc:hnitte, so enthalt die Curve 
dritter Ordnung 

~ i k ~ T o ~ o - ( A ; + A k ) T l ~ o + l i l k T , ~ l = O  

dia Puuktpaare li und Ak der C3, sowie die sieben festen Punkte 

T 0 = ï ' , = O ,  K0=K1=O, K0=T1=O,  

von denen die beiden ersten Gruppcn von zusnmmen fünf Punkten auf C. 
liegen; die übrigen vier Schnittpunkte von C, und Fik sind die Paare Li und 
A k .  Da die sammtlichen Fi& sieben Punkte gemein haben, so bilden sie 
ein Netz von doppelt unendlicher Machtigkeit. 

D i e  d r e i  P a a r e  S c h n i t t p u n k t c ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  P a a r e  
g e g e n ü b e r l i e g e n d e r  C u r v e n  

F,, u n d  Fd5 ,  F23 u n d  F56, q4 u n d  F6, 

neu  b e s t i m m l  w e r d e n ,  l i e g e n  a u f  e i n e r  C u r v e  d e s  N e t z e s .  , 

9. Ein Strahlbüschel und eine projective cubische Involution 

T , - A Y ; = O ,  ï;1',2:,-AV,E217Y=0 

bestimmen Punkttripel einer Curve vierter Ordnung; dieselbe bat den Trager 
A dea Büschels m m  einfachen Piinkte und den Strahl To des Biischels zur 
Tangente; der Trager d der Involution iut dreifacher Punkt der Curve; 
T, und T3 verbinden d mit den Punkten, welche IL; ausser A noch mit  
der C4 gemein ha t ;  V I ,  V, und V3 sind dic Tangcnten in A. Dio Curve 
dritter Ordnung 

F , r ~ T o 2 ~ T , - ( A i + I k ) T l T 2 T 1 ; + A i A k ~ l V z V 3 - 0  

enthiilt die beiden Tripe1 A, und A & ,  sowie die festen I'unkte T, 5!\ = VI Vz V3 
= O ,  hat also d m m  Doppelpunkte, Tl uiid T, zu Tangenten in d. Bei 
den sechs Curven 

FlZ? F M 3  F4,l 
haben die gegenüberliegenden ausser dem sechs einfache Schnittpunkte er-  
setwuden Punkte n o c h  j e  d r e i  S c h n i t t p u n k t e ,  u n d  d i e s e  n e u n  
P u n k t e  l i e g e n  a u f  e i n e r  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  d z u m  
D o p p e l p u n k t e  u n d  Tl u n d  T2 z u  D o p p e l p u n k t s t a n g e n t t i n  h a t .  

10. Zwei projective Kegelschnittbüschel 

Ko-LKl=O,  L,-AL,=O 

erzeugen eine Curve vierter Ordnung, welche die acht Trager der Büschel 
enthalt, und zwar als einfache Punkte, ausser wenn die Büschel einen oder 
rnehr Trager gemein haben. Die Curve vierter Ordnung 

F i k = E , L o -  (A;+ A ~)~~L,,+ A ; A ~ K ~ L ~ = O  
enthalt die Q u a d r u ~ e l  Ai und Ai, der C, und die zwolf festen Punkte 

X O -  - K  1- -0,  Lo=L,=O, El=L,=o.  

Daher bilden die siimmtlichen F,k ein Netz. 
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284 Bemerkungen zum Pascal'schen Sat>ze etc. 

&Fan erhalt nun: D i e  d r e i  Q u a d r u p e l ,  w e l c h e  v o n  j e  zmci 
g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  d e r  s e c h s  C i l r v e n  

15;e ,  El,,, F34, F 4 5 1  F557 F u  
b e s t i m r n t  w e r d e n ,  s i n d  a u f  e i n e r  C u r v e  d e s  N e t z e s  e u t h a l t e r i .  

11. In dem Aufsatza: ,,Ilas Tmaginare in der Geometrie und das Rech- 
nen mit Würfen" (Math. Ann. Bd. VI I I ,  1575) beweist L ü r o t h  für die 
geometrisch definirten Begriffe der Summe und des Produc1.e~ von Würf'en 
auf Kegelschnitten die Giltigkeit der Satxe 

u + b + c = a + c + b ,  a b c = a c b  
mit IIilfe des Pasca l ' schen  Satzes. Sehr einfach ist das umgekehrte Ver- 
fahren, auf analytisch -geometrisçhem Wege reale ( u d  imaginare) Zahlen 
durch Punkte eines Kegelschnittes darxustellen ; alsdann crscheint der P a s  - 
cal 'sche Satz als der geometrische Ausdruck der beiden arithmetischen 
Fundamentalsatze. 

Hat  man auf einem Kegelschnitte R die Punkte O, a ,  O ,  c (d. i. die 
diese realen Zahlen repriisentirenden, rergl. Nr. l ) ,  und ist T, die Tan 
gente im Punkte oo, so erhiilt man die Punkte a + 6 ,  a +  c ,  wenn man die 
Spuren der Geraden a ,  b und a ,  c auf IT, von O ails auf K projicirt. Die 
beiden Geraden, welche c mit, a +  b und b mit a + c  verbindcn, treffcn T2 
i n  demselben Punkte,  weil a + b + c = a + c +  b. Dies ist  aber der P a s  - 
cal 'sche Satz, niimlich fiir das Sechseck a ,  b ,  a + c ,  O, a + b ,  C. 

1st ferner Tl die Gerade, welche die Punkte O und a, verbindet, und 
projicirt man die Spuren der Geraden a ,  b und a ,  c auf der Geraden T, 
Tom Punkte 1 aus auf die Curve, so erhiilt man die Punkte a .  6 und a .  c ;  
verbindet man diese der Reihe nach mit c und b, so schneiden sich dieze 
Geraden auf T l ,  weil a . b . c = a . c . b .  Auch hier ha t  man den P a s c a l -  
schen Satz vor sich, nanilich fijr das Sechseck a ,  b ,  U . C ,  1, a . b ,  e. 

Derselbe Gedankengang bleibt verwendbar, wenn die P a s  cal'sche Ge- 
rade weder zwei reale zusamnienfallende Punkte enthalt , wie T2, noch zwei 
reale getrennte, wie Tl . 

12. Hat  die Gcrade Tl mit dom Kegelschnitte zwei C O  n j  u g i r t  co rn  - 
p 1 e x  e S c h  n i t t p u n  k t e , so sind auch die Curventangenten in denselben 
conjugirt cornplex; haben dieselben die Gleichungen U +  iV:O, so ist die 
Gleichung der Curve T12-7J2- p = o ;  
in der That  ha t  jede der Geraden U +  iV= 0 mit der Curve zwei zusam- 
menfallende, auf Tl liegende Punkte gemein. Setzt man ,  wie früher, 

T,,=U+iV, T 2 ~ U - i V ,  
und ist 

b = p + i v ,  

so haben die entsprechenden imaginaren Strahlen der beiden Strahlbüschel 

To-l.!l',=O, Tl-AT,=O 
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einen realen Schnittpuukt, wenn für dic Coordinaten desselben und für y 

uud v die Gleichungen erfüllt sind, welche durch Sonderung des Realen 
und Imaginsren sus 

u + i V - ( p + i v ) T , = O  und T , - ( p + i v ) ( 7 J - i V ) = 0  

hervorgehen , namlich 
l?-FLTl=O, V - v T 1 = O ,  Tl- P U - v V = O ,  U U - ~ V = O .  

Die letzte folgt ohne Weiteres aus den beiden ersteu, uud die dritte gelit 
aus den bcidcn ersten hervor, wcnn man in dcr Curvci-iglcichung 

r 1 2 -  U 2 -  p = O  

durch Tl dividirt und die Quotienten U :  Tl und V:  T, durch y und v 

ersetzt. Es bleiben daher nur  die ersten zwei Gleichungen übrig; dieselben 
liefern für gegebene Werthe von x und y die zugehorigen Werthe von p 
und v ;  sie zeigen also, welche complexe Zahl I,  r ,u + i v durch jeden realen 
Punkt des E reprasentirt wird , wenn man die aiif Tl gelegenen imaginaren 
Curvenpunkte als Iieprasentauten der realen Zahlen O und cm annimmt. 

Dic Glcichung 
T,  - (Ai f Ak) Tl + hi ik  T2 = 0 

der Geraden Ai Ai; trit t  zwar, wenn 1; und Ak die complexen Argumente 
zweier auf dem Kegelschnitt enthaltenen realen Punkte sind, in complexer 
Form auf; man überzeugt sich aber leicht, dass es die Gleichung einer 
realen Geraden ist. 

Zum Beweise des P a s  cal 'schen Satzes kann man in diesern Falle den 
Einheitspunkt nicht verwenden; man kommt aber ebenso leicht folgender- 
massen zum Ziele : Wenn A B  C D  EF ein Kegelschnittsechseck ist und die 
Gerade mit Tl bezeichnet wird, auf welcher die Schnittpunkte von A F  und 
CD, ~ o w i e  von AB und DE liegen, so ordne man die Kegelschnittpunkte 
in der angegebenen Weise realen oder complexen Parametern z u ,  so dass 
die realen oder complexen Schnittpunkte der Curve und der Tl die Para- 
meter O und cm erhalten; werden alsdann die Parameter von A B F D  der 
Reihe nach mit ci, /?, y, d bezeiçhnet, so haben nach der Voraussetzung E 
und C die Parameter arp: 8 bez. n y :  6; da nun die Parsmeter von E und 
F, sowie die von B und C dasselbe Product cipy: d ergeben, so folgt, dass 
auch EF und B C  sich auf T, schneiden.* 

13. Die letzteren Betrachtungen k6nnen auf Raumcurven dritter Ord- 
nung übertragen werden. Sind Y", ï3 Osculationsebenen einer 14 in den 
Punkten Y,, und Y3, sind ferner Tl und T ,  die Ebenen, welche Y, bez. Po 
mit der Tangente in Po bez. P3 verbinden, so sind die Punkte R, durch 
entsprechende Ebenen 

1) T,-AT,=o, T l - 1 T , = o ,  T , - l T 3 = 0  

* Vergl. Kotanyi ,  Constr. algebr. Ausdriicke mit  Hilfe von Involutionen auf 
Kegelschnitten, diese Zeitschr. Bd. XXVTI S. ?18, 1882. 
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dreier projectiveu Ebenenbüschel bestimmt. Sind P, und P, real, eo wird 
durch 1. jedem realen Curvenpunkte ein realer Parameter A zugeardnet; 
ist dagegen P,P3 e i n e  i m a g i n a r e  S e c a n t e  der RQl so sind Y, und P, 
und damit auch To und T3, sowie Tl und T, conjugirt complex. Setzt man 

To=Uo+iV,, ,  T , = U , + i V l l  T2=Ul- iVl l  T Q = U o - i T o l  

so hat man für die Gleichungen entsprechender Ebenen 

Uo+iV0-A(Ul +iYl) = O ,  
Ul+iV1-A(Ul-iPl)=O, 
0,-iVl-A(U,-iVo)=O. 

Diesen drei Gleichungen genügt ein realer Punkt  unter Bedingungen, die 
sich durch Elirnination von A aus je zweien dieaer Gleichungen und Son- 
derung des Realcn und Imaginëren ergeben. Man erhalt so die drei Gleieh- 
ungen 0;" U,2 + Vo2 - FIL> = 0, 

uo Y1- u1 V0+2U1 VI = O ,  
uo u1 + -vo v1 - U12 + VIZ = o. 

Die beiden letzten laesen folgende Schreibweise zu: 

, ( , + 1 - , , - 1 = 1  - v 1 ( ~ , + - v 1 ) + ~ 1 ( U , - U , ) = ~ .  
Die zugehorigen Flachen zweiter Ordnung haben daher die Gerade VI= U, 
= O gemein. F ü r  alle Punkte, welche beiden Flachen gemeinsam und nicht 
auf VI 7 Ul = 0 enthalten sind, besteht die Gleichung 

dies ist die erste der obigen dre,i Gleichungen. Aus den Coordinaten eines 
realen Curvenpunktes erhalt man für den Parameter A die drei gleichbedeu- 
tenden Formen 

Co+iVo U , + i F  Ul-il7, A =  - -  - 1 - - 
Ul+iVl Ul-iVl Uo-iV, 

Die Secante LIA, liegt bekanntlich in den Ebencn 

T , - ( n , + ~ , ) T , + I , ~ , T , = O ,  T,-(A,+~,)T,+A,1,T3=O; 
die Ebene h,  1 2 A Q  hat die Gleichung 

TO - (Al + a2 4- Tl 4- ( A l  A2 4- A3 + a d  A,) T2 - a l  A2 A3 1'3 = 0. 

14. Haben die Parameter or und /3 zweier Punkte ein constantes Pro- 
duct p, so gelten für  die Secante dieser Punkte die Gleichungen 

T " - ( ~ + B ) T , + P T ~ = ~ ,  T ~ - ( ~ + P ) T ~ + P T ~ = O .  
Eliminirt man a+ j3, so erhalt man 

T, T2 - Tl2 - p (T3 Tl - TZ2) = O. 

Daher folgt: D i e  S e c a n t e n  e i n e r  R,, w e l c h e  P u n k t e  d e r  Il, v e r -  
b i n d e n ,  d i e  e i n  c o n s t a n t e s  P r o d u c t  h a b e n ,  e r f ü l l e n  e i n e  R e g e l -  
f l ë c h a  z w o i t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  R, u n d  d i e  S e c a n t e  Om e n t -  
ha1 t (vergl. Nr. 16). 
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15. Hahen die Parameter n, 8 ,  y dreier Punkte das Product pl so hat 
die Ebene dieser Punkte die Gleichung 

dieselbe enthalt den Punkt der Ebenen 

Hieraus folgt: D i e  E b e n e n ,  w e l c h e  P u n k t e  v e r b i n d e n ,  d i e  e i n  
c o n s t a n t e s  P r o d u c t  h a b e n ,  t r e f f e n  d i e  S e c a n t e  Ocx: i n  e i n e m  
f e s t e n  P u n k t e .  

Ein Tetraeder sei einer Rs eingeschrieben und werde von einer Secante s 
der Curve durchsetzt. 

Mau ertheile den realen oder imaginaren auf der Secante enthaltenen 
Curvenpunkten die Parameterwerthe O und m und richtr nun in der an- 
gegebenen Weke eine Parametervertheilung auf der Curve ein; dabei m6gen 
die Eckpunkte des Tetraeders die Parameter a ,  p ,  y, 6 erhalten. Durch 
die Spuren der Setraederebenen p y 6, y b a ,  iS a @ ,  a 8 y auf s und durch die 
Secante t der bcliebig gewahlten realen oder çunjugirt complexen Curven- 
punkte e 5 lege man Ebenen und erhalte dadurch auf der R, der Reihe nnch 
die Punkte a', p', y', 6'. Alsdann hat man die gleichcn Producte 

Dies crgiebt den Satz: W e n n  m a n  d i e  S p u r e n ,  w e l c h e  e i n e  S e c a n t e  
s e i n e r  RJ a u f  d e n  F l a c h e n  e i n e s  e i n g e s c h r i e b e n e n  T e t r a e d e r s  
e r z e u g t ,  v o n  e i n e r  a n d e r n  S e c a n t , e  t a u s  a u f  d i e  C u r v e  p r o j i -  
c i r t ,  Y O  s i n d  d i e  G e r a d e n ,  w e l c h e  d i e s e  P r o j e c t i o n e n  m i t  d e n  
g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  T e t r a e d e r e c k e n  v e r b i n d e n ,  m i t  s auf  e i n e r  
B c g e l f l a c h e  z w e i t e r  O r d n i ~ n g  e n t h a l t e n .  

16. S e c a n t e n  e i n e r  Ry, w e l c h e  P u n k t p a a r e  e i n e r  I n v o l u t i o n  
e n t h e l t e n ,  e r f ü l l e n  e i n e  R e g e l f l g c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  Fe.* 

Denn au3 den Gleichungen 

5 S c h r o t c r ,  Theorie der Oberflachen zweiter Ordriung, Leipzig 1880, S. 235. 
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enthalten die R,. 
Umgekehrt: D i e  S e c a n t e n  e i n e r  R,,  w e l c h e  a u f  e i n e r  d i e  R, 

e n t h a l t e n d e n  & l i e g e n ,  b e a t i m m e n  a u f  d i e  P u n k t p a a r e  
e i n c r  I n v o l u t i o n .  

Denu jede die R3 enthaltende F2 hat  eine Gleichung von der Form 1). 
Sind A, und A2 die Parameter zweier Punkte auf B,, welche eine au1 F, 
enthaltene Secante s bestimmen, so gelten für jeden Punkt von s ausser 1) 
noch die Gleichiingen 

2)  TC,-(~,+A,)T,+A,~,T,=O, Tl-(A,+~,)T,+A,A, T,=O. 

Multiplicirt man i n  1) die zweite und dritte Columne mit - (A, +A,) und 
1, b, und addirt dieselben dann zur ersten, so folgt unter Bücksicht auf 2) 

a - b (1, + A,) + c A, A, = 0. 

17. Den Identitaten Nr. 2, IV) kann man den Satz entnebmen: Die  
d r e i  I n v o l u t i o n e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  E l e m e n t e n p a a r e  

I,A, u n d  A,&, A,A, u n d  & A 6 ,  A 3 A 4  u n d  l,il 

b e s t i m m t  s i n d ,  h a b e n  e i n  g e m e i n s a m e s  ( r e a l e s  o d e r  c o m p l e x e s )  
P a s r .  Bczeiehnet man die Zahlcn dieses Paares mit p und ,u', so erfor- 
dert der Satz, dass sich die Zahlen a ,  b, c; a,,  b,, c,; a,, b,, c, so bestim- 
men lassen, dass folgende drei Systeme erfüllt sind: 

so erkennt man,  dass den Systemen l ) ,  2 ) ,  3) durch die Annahme ge- 
nügt wird: 

l : ( p + p ' ) : p ~ ' = A o : d l : ~ .  

18. Der letzte Satz in  Verbindung mit dern vorletzten ergiebt sofort: 
D i e  d r e i  F l a c h e n  z w e i t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  d u r c h  d ie  P a a r e  

G e g e n s e i t e n  e i n e s  u n e b e n e n  S e c h s e c k s  u n d  d i e  d e m s e l b e n  um- 
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g e s c h r i e b e n e  RS b e s t i m m t  s inc i ,  h a b e n  e i n e  S e c a n t e  d e r  Rs g e -  
m e i n  (bilden also ein Bl%chenbiischel). 

19. Die Gleichung der Flache, welche eine Secante einer R, beschreibt, 
wenn sie sich entlang einer Geraden P,P,  bewegt, kann auf folgendem 
Wege gewonnen werden. 

Bezeichnet Tik den Werth,  welchen Ti für die bomogenen Coordinaten 
eines Punktes Pk annimmt, so liegt der Punkt P, für  den 

auf der Secante L I A , ,  wenn die Gleichungen erfüllt sind 

Hieraus folgt die gesuchte Gleichung durch Elimination von pl und p2 zu 

But; den Gleichungen der Secante 

To- (A ,+A2)1 ;+A1A2T2=0 ,  T l - ( b l + A 2 ) T z + A 1 A e T 3 = 0  

folgcn die Verh%ltnisse 

2) 1 : (A, + À,) : A A - Tl T2 T2 To To Tl . ' ' - 1  T2 T 3 1 ' - l T l  T3i ' lT l  i'il 
Wird dies i n  1 )  substituirt, so ergiebt sich die gesuchte Flachengleichung. 
Sie ist vom viertcn Grade. Liegt Pl auf a,, so zerfiillt dio Flacho in den 
Kegel zweiter Ordnung, der R3 von Pl aus projicirt, und die durch R3 und 
P I P ,  bestimmte Friche zweiter Ordnung; liegen Pl und Pz auf R,, so 
besteht die Flache aus den beiden Kegeln, welche die R, von P, und P2 
aus projiciren. 

Die Secanten, welche zwei Gerade Pl Pz und P,P4 treffen, ermittelt 
man, indem man zu 1) noch die Gleichung Wgt, die aus 1) hervorgeht, 
wenn Pl und P2 gegen P, und P, vertauscht werden. Für dio Unbekann- 
ten Ll + A, und A, A2 erhalt man so zwei qiiadratische Gleichungen: zu jedem 
der vier Wurzelsysteme gehort eine Secante der Rs. Daher folgt: Z w e i  
G e r a d e  w e r d e n  v o n  v i e r  S e c a n t e n  e i n e r  R3 g e t r o f f e n .  

20. Das Achteck 1, 2 ,  3, 4,  5, 6, 7, 8 (wobei die Ziffern statt  gleich- 
bezifferter 1 stehen) sei einer R, eingeschrieben. Die Gegenebenen 1 2 3  und 
5 6 7 bestimmen eine Gerade a ,  die Gegenebenen 2 3 4 und 6 7 8 bestimmen 
eine zweito Gerade b.  Diese Geraden werden von dcn Secanten 23 und 6 7 
getroffen, begegnen also ausserdem noch zwei Secanten der R3. Eine der- 
selben sei als Trager der Punkte O und ca gewiihlt. Nach Feststellung des 
(willkürlichen) Einheitspunktes i d  aladann jedem Punkte ein Parameter zu- 

Zeitiohriït t Msthamatik II. Phyeik XXX. 6 .  18 
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gewiesen, und diese Parameter seien durch die Ziffern 1 . . . 8 beaeicimet. 
Dann gelten, weil O m die Geraden 123,  56  7 und 234,  8 7 8 trifft 
(Nr. 15), die Gleichungen der Producte 

1 . 2 . 3 = 5 . 6 . 7 ,  2 . 3 . 4 = 6 . 7 . 8 .  
Hieraus folgt 

1.8 - 4.5. 
I n  Riicksicht auf Nr. 14 fol& daher: 

C o n s t r u i r t  m a n  d i e  b e i d e n  S c h n i t t l i n i e n  v o n  z w e i  P a a r e n  
G e g e n e b e n e n  e i n e s  e i n e r  R, e i n g e s c h r i e b c n e n  A c h t e c k s ,  s o w i e  
d i e  b e i d e n  S e c a n t e n  d e r  R,, w e l c h e  d i e s e  G e r a d e n  t r e f f e n  u n d  
n i c h t  z u g l e i c h  S e i t e n  d e s  A c h t e c k s  s i n d ,  s o  l i e g e n  d i e v e  be i -  
d e n  S e c a n t o n  m i t  d e n  a u f  d e n  c o n s t r u i r t e n  G e g e n e b e n e n  n i c h t  
e n t h a l t e n e n  b e i d e n  S e i t e n  d e s  A c h t e c k s  a u f  e i n e r  d i e  R, e n t -  
h a l t e n d e n  P l a c h e  z w e i t e r  O r d n u n g .  
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XVI. Ueber einen von  Steiner entdeckten Satz und einige verwandte 
Eigenschaften der  PlLchen z d e i t e r  Ordnung. 

Der Satz, welchen ich beweisen will, wurde von S t e i n e r  Bd. XXXI  
S. 90 des C r  e 11 e   che en Joiiriials * gcgcben ; von dernsell~en kenne ich keinen 
Reweis und ich halte es daher nicht für unnothig, die folgenden Zeilen zu 
vertiffentlichen. 

Der Gedankenqang, welcher mich zu den1 obengenannten Lehrsatze 
führte, zeigt die Verbindung desselben mit den Resultaten neuerer Unter- 
suchungen über die Tnvarianteneigenschaften einiger algebraischen Formen 
gegen gewiese speciclle liueare Sransformationen und der entsprechenden 
geometrischen Piguren. Derselbe Gedanke hat mich auch zu einigen ver- 
wandten Satzen 'gefiihrt, die mir hemerkenswerth scheinen und welche theils 
C h a s l e s  angehoren, theils neu sind; sie konnen als eiu Beitrag m m  Studium 
der metrischen Invarianten** des von einer Flache zweiter Ordriung und einem 
Punkte zusammengesetzten Systems angeselien werden. 

9 1. 
Ich îiihre hier sogleich den folgenden Hilfssatz a n ,  von welchem ich 

in Nachstehendem mehrmals Gebrauch machen werde: 
1 s t  f ( x ,  y, f i )  e i n e  a l g e b r a i s c h e  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  r e c h t -  

w i n k l i g e n  C o o r d i n a t e n  e i n e s  P u n k t e s  i m  R a u m e ,  u n d  f ü h r t  m a n  
e i n e  C o o r d i n a t e n t r a n s f o r m a t i o u  a u s ,  b e i  w e l c h e r  d e r  A n f a n g s -  
p u n k t  f e s t  b l e i b t ,  s o  b e h a l t  n i c h t  n u r  d i e  g e g e b e n e  F u n c t i o n  
sel l - is t ,  s o n d e r n  a u c h  j e d e  d e r  f o l g e n d e n  F u n c t i o n e n :  

i h r e n  W e r t h  f l i r  j e d e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  b e i .  
Der Fall,  auf welchen wir diesen Satz anweuden wollen, ist derjenige, wo 

1) 
f ( x , y ,  z )=a , , x2+a , , y~ua , , z2+2a , , y z+2u , , z z+2a , , xy  

+2a,lx+2a, ,~+2a, ,z+a, ,  (aik=aki) 
k t ;  setzt man der Kürzo halber 

* Vergl. J a c o b  S te iner ' s  Gcsammelte Werke, II. Bd., 1882, S. 357. 
** Siehe: E l l i n g  H o l s t  , Ein Paar synthetischer Methoden in der metrischen 

Geometrie mit Anweudungen. Archiv for Mathematik og Naturvideuskab. Sivende 
Bind, 1883, S. 240 flgg. 

*** L a m é  , Leçons sur les coordonnées ciirvilignes, Paris 1859, S. 6. Die Fiinc- 
tioncn di f und d, f sind die D i f f e r e n t i a l p a r a ~ u  e t e r  der Function f. 

19' 
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ihren Werth beibehalten; insbcsondere kann man sühliessen, dass die Summe 

6148 + ~ 2 :  + a342 
diese Eigenschaft hat. 

Der folgende Sate wird in vorliegender Arbeit keine Anwendung findèn; 
doch werde ich ihn auseinandersetzen, da er hemerkenswert,h ist und als eine 
Verallgemeinerung eines Theiles obigen Hilfssatzes angesehen werden kann. 

S i n d  x ,  y ,  s d i e  C a r t e s i s c h e n  C o o r d i n a t e n  e i n e s  R a u m -  
p u n k t e s  i n  B e z u g  a u f  e i n  C o o r d i n a t c n ~ y t e m ,  d e s s e n  A x e n  d i e  
W i n k e l  y z ,  z x ,  x y  z u  z w e i e n  b i l d e n ,  u n d  h a b e n  f ( x ,  y, a ) ,  f , ,  f,, 
f,, f4 d i e  v o r h e r g e h e n d e n  D e d e u t u n g e n ,  s o  b l e i b t  d e r  W e r t h  
d e r  F u n c t i o n  

10 fl f2 3 l 

If, coszx coszy I 

I f 1  1 cosxy cosxz f,2 sin8x y z : 

b e i  a l l e n  C o o r d i n a t e n t r a n s f o r m a t i o n e n  u n v e r a n d e r t .  

, 

I n  der T h a t ,  geben wir diesem Ausdrucke das entgcgengesetzte Zeichen, 
so eihalten wir das Quadrat der Entfernung des Punktes (x, y, a) von seiner 
Polarebene i n  Bezug auf die Flliche zweiter Ordnung f (3, y, a) = O,  und 
da dieses vom Coordinatensystem unabhangig ist, so schliesst man den Lehrsatz. 

Setzt man insbesondere voraus, dass der betrachtete Punkt der Anfmgs- 
punkt sei , und erinnert man sich, dass eine Coordinatentransformation, bei 
welcher der Anfangspunkt fest bleibt, das constante Glied von f ( x ,  y, b) 
unverhder t  l h t ,  so kann man folgendcn Zusata crhalten: 

F ü h r t  m a n  e i n e  C o o r d i n a t e n t r a n s f o r m a t i o n  a u s ,  h e i  wel -  
c h e r  d e r  A n f a n g s p u n k t  f e s t  b l e i b t ,  s o  b e h t i l t  d i e  F u n c t i o n  

sila2xya: 

O '14 '34 

1 cosxy cosxz 
a,, cosy x 1 cosy z 

a,, coszx coszy 1 

* Es ist, wie gewohnlich: 

i h r e n  W e r t h  b e i .  

si7azxyz= 
1 cosxy cosxz 

cosyx 1 cosyz .  
coszx coszy 1 
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Sind endlich die Coordinatenaxen reehtwinklig, so wird diese Funetion 
- (ai42 + ugqa + a342) ; dàher kornrnt man zu 
zurück. 

§ 2. 
Mit Hilfe des angeführten Hilfvsatzes 

S;ttz leicht zu beweisen. Derselbe lautet:  
W i r d  e i n e  g e g e b e n e  F l a c h e  F 

r e c h t w i n k l i g e s  C o o r d i n a t e n s y s t e m  

einem schon erhaltenen Resultate 

ist der fraglichc S t e i n  e r ' d i e  

z w e i t e r  O r d n u n g  a u f  e i n  
X Y Z  b e z o g e n ,  d e k s e n  A n -  

f a n g s p u n k t  A b e l i e b i g  l i e g t ,  s o  e n t s t e h e n  in  j e d e r  A x e  X, Y, Z 
z w e i  A b s e h n i t , t e ,  d i e  b e z i e h e n t l i c h  d u r c h  x, u n d  x2 ,  yi u n d  y2, 
z, u n d  z, b e z e i c h n e t  w e r d e n  s o l l e n ,  u n d  f e r n e r  d r e i  A b s e h n i t t e  
o d e r  S e h n e n  z w i s c h e n  d e n  S e h n i t t p u n k t e n ,  d i e  a, B ,  y h e i s s e n  

mogen .  W i r d  d a s  r e c h t w i n k l i g e  C o o r d i n a t e n s y s t e m  u m  d e n  
i i i m l i c h e n  f e s t e n  A n f a n g s p u n k t  A a u f  b e l i e b i g e  A r t  h e r u m -  
b e w e g t ,  s a  b l e i b t  d e r  A u s d r u c k  

* Hcrr C a t a l a n  lcgt in scinem Manuel des candidats à l'école polytechnique 
(T. n, Paria 1858, S. 38) folgende Aufgabe vor: 

,, T h i o r  E m e. Si l'on disigm pur x', x"; y', y"; z', z" les distances con~~r i se s  
ctitre le sommet d'un. angle trièdre trirectaagle et les poits ozi les arêtes de ce triédre 
rcnco?ztrenl une surface du second ordre, la fomtion 

(x'+ x")2 (y'+ y"? (z'+ z")~  
X,2 +T + S.2  + f2 + 

est invariable, quelle que soit la position de l'angle trièdre. (Théorème  d e  31. 
Steiner.)" 

Dieser Satz hat einige Aehnlichkeit mit demjenigen, welcher uns jetzt he 
schiftigt; doch wurde et  nie von S t eirier ausgesprocheu, wie man sich ans seinen 
,,Gessmmelten Werlren" sehr lcicht überzcugen kann. Ueberdics ist er unrichtig: 
das folgende Raisonnement heweist in der That, dass die Flachen zweitcr Ordnung 
die obige Eigensehaft nicht haben. 

Betrachten wir das Trieder in  einer gewissen Lage, halten seinen Scheitel- 
punkt A und eine seiner Kanten, z. B. A B ,  fest und lalisen es um diese drehen. 
Die Punktc, in denen A Z  die Flache fichueidet, werden auch fest sein, wiihrend 
die Schnittpunkte von A X  und A Y  sich hewegen werden und als die Durchschnitte 
eiries reçhten Winkels, welcher sich um A und in der Ebene X A Y  dreht, mit dem 
Kegelschnitte, in welchem XAY die gegebcne Plache schncidet, angcsehen werden 
konnen. Daraus fol& dass, wenn der Catalan'sche Satz wahr wiire, jeder Kegel- 
schnitt die folgende Eigenschaft haùen würde: 

,,Sind x', x"; y', y" die Entfemnngen der Spitxe eines rechten Winkels von 
den Schnittpunkten seirier Seiten mit eiuern in derselben Ebene gelegenen Kegel- 

" 2 

schnitte, BO hat die Function %,P + $2 + p (Y'+' ) einen von der Lage d c ~  Winkels 

unahhangigcn Werth." 
Y-+ 
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Seien x ,  y, B die Coordinaten des Punktes A in einem Coordinaten- 
system, dessen Axen den Ksnteri des gegebenen Trieders in seiner urspriiiig- 
lichen Lage parallel sind; sei 

f ( x , y ,  4 = O  
die Gleichung der gegebenen Flacho F, wo der Ausdruck von f (x ,  y, z) aus 
1) zu nehinen ist. 

Die Abscissen g1 und t2 der Puiikte, in welchen die Gerade A X  die 
Flache F schneidet, werden die Wurzeln der Gleichung 

Schreibt man der Kürze wegen f statt f ( x ,  y, 8) und hezeichnet die 
Werthe, welche die Ableitungen von f (x ,  y, 8)  im Punkte A annehmen, mit 

Um am leichtesten zu sehen, dass dieser Satz falsch ist, setzen wir den Scheitel- 
punkt des beweglichen Wiukels in eine ausgezeichnete Lage, z. B. in  den Brenn- 
punkt dea gegebenen Kcgelschnittes. 1st 

a 
pz- 

l + e  cosq 
die Polargleichung derselben, und betrachtet man den beweglichen Winkel iin 
Augenbliçke, wu eine seiner Seiten mit den Axen deu Winkel a, die andere den 

Winkel 2 + a! bildet, so findet man 
2 

und dieser Wertli ist von a! nicht unabhiingig, wie es sein miisste, wenn der Ca- 
talan'sche Satz richtig ware. 
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Aus diesen drei Gleichungen folgt: 

Aus dem schon mgcführten Hilfssatze kann man nun schliessen, dass 
die Grosse zur rechten Hand dieser Gleichung bei einer Drehung des Co- 
ordinatensytems um seinen Anfangspunkt ihren Werth beibehiilt; dasselbe 
gilt also von der Grosse linker Haud. Und da endlich die Drehung des 
Coordinatcnsystems um scincn Anfangspunkt einer Drehung des gegebonen 
Coordinatensystems um den Puukt  A entspricht, und umgekehrt, so k t  
damit die Wahrheit des S t e i  n e r  'schen Theorems nachgewiesen.* 

Demselben mogen hier folgende Bemerkungen beigeftigt werden. 
Wenn eine Fliiche eweiter Ordniing gegeben ist,  so kann man jedem 

Punkte des Raumes eine bestimmte Zahl beilegen, diejenige niimlich, welche 

d f  den werth der Function (-f) -2$f in diesem Punkte ergiebt. Der 

Ort der Pnnkte,  in  welchen diese Function einen gegebenen Werth (-4c) 
bat, ist die Flache vierter Ordnung, deren Gleichung 

f12 + fJ2  + fJe - (a,, +a,, + a,,) f + c f 2  == O 
oder 

cf  = (al1 + a,, + a,,) f - ( f12 + fz2 + fae)  
ist. Aus dieser letzteren folgt sogleich**, dass diese Flache eiuen Doppcl- 
kcgelsclinitt ha t ,  niimlich dcnjcnigen, in  welchem die unendlich ferne Ebene 
von der Plache F geschnitten wird. LSsst man c variiren, so erhiilt man 
ein ganzes Büschel von Fliichen dieser Art ,  welche die Doppelcurve gemein- 
sam liaben und durch dit: (imaginiire) Curve vierter Ordnung erstcr Species 
gehen, in  welcher die gegebene Flache von dem (imaginaren) Qnadrikegel 

geschnitten wird. f," f? + f," 0 

0 3. 
Setzen wir jetzt voraus, dass die gegebene Plache einen Mittelpunkt 

habe und dass man in denselben den Anfangspunkt A dos Coordinatcn- 
systems lege, so wird man folgende Gleichungen haben: 

* Will man den Steiner'schen Satz beweisen, ohne Lamé's  Ililfssatz zu 
gebrauclien, BO nehme inan die Kmten des gegebenen Trieders in seiner ursprüng- 
lichen Lage als Coordinatenaxen; man wird dann die Gleichung erhalten: 

dercn rechte ~ e i t ;  aus den Functioncn: 
a44, al1 + a22 + a38 1 a,: + a 2 d 2  3 as2 

zusammengesetzt k t ,  deren lnvarianz bekaunt ist. Analoge Bemerkungen kann 
man su den folgenden S%tzen machen. 

** Siche K u m m e r ,  Ueber die Flachen vierten Grades, auf welchen Schaaren 
vou Kegelschnitteri liegen, Mouatsberichte der Beil. Akad. 1863 S. 327. 
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woraiis man schliessen kann,  dass 

constant ist. Das driickt die bekannte von C h a s  1 e s  entdeckte Eigenschaft aus : 
D i e  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  d e r  r e c j p r o k e n  W e r t h e  i r g e n d  

d r e i e r  z u  e i n a n d e r  r e c h t w i n k l i g e n  D u r c h m e s s e r  e i n e r  P l a c h e  
z w e i t e r  O r d n u n g  i s t  c o n s t a n t . *  

E s  ist beiuerkenswerth, dass es ausser dem S t einer 'schen noch einen 
nndern Satz gicbt , wclchcr a h  eine Vcrallgemeinerung des C h  a s  l c  s'sehcn 
Satzes angesehen werden kann. Es  ist  der folgende: 

W i r d  e i n e  g e g e b e n e  P l a c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  a u f  e i n  r e c h t -  
w i n k l i g e s  C o o r d i n a t e n s y s t e m  X Y Z  b e z o g e n ,  d e s s e n  A n f a n g s -  
p u n k t  b e l i e b i g  l i e g t ,  s o  e n t s t e h e n  i n  j e d e r  A x e  XYZ z w e i  A b -  
s c h n i t t e ,  d i e  b e z i e h e n t l i c h  d u r c h  x, u n d  x2, y, u n d  %, Z, u n d  z2 
b e z e i c h n e t  w e r d e n  s o l l e n .  W i r d  d a s  r e c h t w i n k l i g e  C o o r d i n a -  
t e n s y s t o m  u m  d e n  A n f a n g s p u n k t  a u f  b e l i e b i g e  A r t  h o r u m -  
b e w e g t ,  s o  b l e i b t  d e r  A u s d r u c k  

1 1 1 --+-+-- 
cons tan t . ' *  SIX, YlY, 21% 

I n  der That haben wir im vorigcn Paragraphen [Gleich. b)] gesehen, 
&as s 

1 - al1 1 
ist ,  ebenso ---- 

- a11 - 1 - a1 1 5) --- -- -- 
XI "2 f ix, Y, 2 )  ~~y~ f h  Y, 2) ' 2188 f (x, Y, 2) 

und daher 

woiaus mittels des Hilfssatzes unser Theorem uumittelbar folgt. 
Der Ort der Punkte des Raumes, für welche ohige Function einrn 

gegebenen Werth ha t ,  ist  eine Flache zweiter Ordnung, ahnlich und ahn- 
lich gelegen mit der gegebenen. 

Chasles ,  Propriétés des Uiamèt,res de l'ellipsoïde, Corresp. sur 1'Ec. Polyt. 
T. III, 1810, S. 305, und Aperçu historique u. S. W., 2. Aufl. 1875, S. 824. - Vcrgl. 
auch: Démonstration de deux th6orèmes par un Abonné, Annales de Mathématiques 
de' M. G e r g o n n e ,  T. XVIiI  S. 369. 

Die Function 1 2 f 
1 

= -  kann wohl d iePoten2  des Punk- 
1 1 d,f' -+-+- 

xi x, U, VP Zi b. - - -. - -  - - 
t e s  xyz  i n  Bezug  a u f  d i e F l i i c h e  Fgenannt  werden; denn wennFeineKuge1 
ist, so misst aie da8 Dreifache der Potenz, im Steiner'schen Sinne, des Punktes iu 
Uezug auf aie. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 297 

a 4. 
Zu einem andern Lehrsatze, welcher, wie die vorigen, von der gegen- 

seitigen Lage eines rechtwinkligen Trieders und eincr Fkche  zweiter Ord- 
nung handelt, gelangt man mittels folgender Betrachtungen. 

Wie gewohnlich, seien x ,  y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines 
festen Punktes Y, welcher die Spitze eines rechtwinkligen Trieders k t ,  
dessen Ranten den Coordinatenaxen parallel sind; seien noch A l ,  A,; BI, B2; 
Cl, C, die Punkte, in denen die Kanten des Trieders die Flache schneiden, 
deren Gleichung 

1) 
f(z, Y, z) = a , , x V  a2,y2 + a,,z2+ 2a2,9z + 2 a s l z z  + 2aI,xy 

+ 2al,x + 2a,,y + 2a34z + a, = 0 
ist; seien endlich E,, &, die Werthe der c-Coordinate der Punkte A l ,  A,; 
v l ,  q2 die Werthe der y -  Coordinalt: der Punkte BI, B,; cl ,  t die Werthe 
der 8-Coordinate der Punkte Cl, C,. Sehr leicht findet man [vergl. 5 2 
Gleich. a)J 

& i r =  f-2xf1+a&'. Ll+&=-2- 1 

a11 a1 1 

6) 
2fz-aa2Y, f -  Syfi2 + a d 2 .  

TI+%=- ---- "11 7 2  = 
a22 a, 2 

1 

f - 2 . ~ f ~ - a ~ ~ f i ~ ,  t + s ,  =-2  f 3 - a q  cl&=- 
a33 a33 

wo f, f i ,  f 2 ,  f3, f4 die Bedeutung haben, welche in  5 1 auseinandergesetzt 
wurde. Da man nun annehmen kann, dass f,, f,, f 3 ,  f4 die Coefficienten 
der Gleichung der Polarehene x des Punktes P seien, so ist es nicht schwer, 
die Entfernungen zu finden, welche die Punkte A,, A,, BI, B,, Cl ,  C, 
von der Ebene n haben. Führt  man diese Rechnung aus, so kann man mit 
leichter Mühe folgende Gleichungen erhalten: 

wo überhaupt % die Entfernung des Punktes 2f von der Ebene v be- 
zeichnet. Hieraus folgt unmittelbar: 

Geht man zu einem andern rechtwinkligen Coordinatensystem, welches 
denselben Anfangspunkt habe, über, so bleibt der zweite Theil dieser Gleich- 
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ung unverandert (§ 1); dasselbe kann man daher betrefs des ersten sagen. 
Andererseits entspricht die Bewegung des Coordinatensystems einer Bcwegung 
des gegebenen Trieders , und nmgekehrt. Infolge dessen kihnen wir end- 
lich schliessen : 

1 s t  P d i e  S p i t x e  e i n e v  b e w e g l i c h e n  r e c h t w i n k l i g e n  T r i -  
e d e r s ,  TC d i e  P o l n r e b e n e  v o n  P i n  B e z u g  a u f  e i n e  g e g e b e n e  
F l a c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  3, s i u d  e n d l i c h  A,, A,; B I ,  B,; C,, Cz 
d i e  D u r c h s c h n i t t t :  d e r  K a n t e n  d e s  T r i e d e r s  m i t  E', so  h a t  d i e  
F u n c t i o n  

2 - 2 7 -  2 - A, 71 A2z  B~ n B,TC' C2 z" +--- +--,+--+-+y 

8,' A,@ B, P B, P' Cl P' C ~ P '  

d e n s e l b e n  W e r t h  b e i  j e d e r  L a g e  d e s  T r i e d e r s . *  
Der Ort der Punkte des Raumes, in  welchen diese Function eineii 

gegebenen Werth hat , ist eine Flache zweiter Ordnung , welche denselbcn 
Mittelpunkt und dieselben Axen wie 3' hat. 

Auch die Eigenschaften der conjugirten Durchmesser, die L i v e t  und 
I3 i n e t , wie analog den wohlbekannten Apollonischen Lehrsiitzen über die 
Kegelsühnitta, gegeben haben, konnen verallgeuieinert werden? \vie ich jetzt 
beweisen will. 

Die Gleichung jeder centrischen Flache zweiter Ordnung kann auf die 
folgeude Form gebracht werden: 

8) f ( ~ , ~ , ~ ) = a ~ , ~ ~ + a , , ~ ~ + a , , ~ ~ + a , , ~ + 2 a , , y + ~ a , , a + a , , = ( J ;  
es ist dazu nothwendig und hinrcichend, dass man zu Coordiilatcnaxen drei 
Gerade wahlt, welche zu drei conjugirten Durchmessern parallel sind. Drei 
solche Geraden bilden ein Trieder, das wir c on  j u g i r t e s T r i  e d e r in 
Bezug auf die gegebene Flzche neiirien wollen. 

Sind y z , z x ,  x y die Winkel, welche die Coordinatenaxen je zu zwcien 
bilden , so bleiben die Werthe der Functionen: 

a , ,  sin2y z + a,), sin2 z x + u,:, s i n 5  y 
sin'x y z 

wenn man von einem Coordinatensystem, dessen Axen ein conjugirtes Tri- 
eder bilden, zu einem andern Coordinatensystem derselbeu Art und mit 

demselben Anfangspunkt tibergeht, iinvergndert.** Nemen wir B, C, D 

* Ch as les ,  Aperçu historique u. B. W., S. 713. 
Siehe das vortreffliche Lehrbuch meines verchrtenLehrers Pr0f.E. D 'Ovid io :  

Le proprietà fondamentali delle superficie di seçoud'ordine (Turin 1883), S. 16-22.  
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resp. die Werthe dieser Functionen, so ist B 3 0 ,  und daher konnen wir 
schreiben: 

a,,a,,a,,, C - 1  1 1 D sin2yz sifi2zx s h 2 x y  B = 7  - +-+-, - - +- +p. - 
s z n 5 y z  B a,, a,, a,, B a,,aSa,, u,,ul, a,,u2, 

Nun haben wir aus der Betrachtung eiiles Srieders, dessen Spitze der 
Punkt (x, y, a)  ist und dessen Kantcn den Coordinatenaxen p a r a l l ~ l  sind, 
erhalten [§  3 G1. 5 ) ]  : 

f f 
a,, = - a,, = - 

f 
> a 3 3 = - * ;  

x~ %z YI% 4 $2 

daher gehen die vorigen Glcichungen in die folgenden über: 

Nach dem früher Auseinandergesetzten folgt nun unmittelbar, dass die 
GrOssen rechter Hand iinveriindert hleiben, wenn wir dm conjugirte Trieder, 
welches unserem Coordinatensystem zu Grunde liegt,  veriindern; somit blei- 
ben auch die Grossen liriker Hand condant. Hiermit ist  der folgende Satz 
bewiesen: 

W i r d  e i n e  g e g e b e n e  F l I c h e  z w e i t e r  O r d n u n g ,  d i e  k e i n  
P a r a b o l o i d  i s t ,  a u f  e i n  c o n j u g i r t e s  T r i e d e r  X Y Z  b e z o g e n ,  
d e s s e n  A n f a n g s p u n k t  P b e l i e b i g  i s t ,  s o  e n t s t e h e n  a u f  j e d e r  
Axe z w e i  P u n k t e ,   di^ w i r  b e z i e h u n g s w e i s e  A, u n d  A,,  BI u n d  
B,, (;: u n d  C2 n e n n e n  w o l l e n .  W i r d  d a s  c o n j u g i r t e   ried der 
um d e n  P i i n k t  P g e d r e h t ,  s o  b l e i b e n  d i e  f o l g e n d e n  G r o s s e n  
c o n s t a n t :  

1. d a s  P r o d u c t  d e r  V o l u m i n a  d e r  T e t r a e d o r  PA,B,Cl  u n d  

PA2 $2 C2 i 
II. d i e  S u m m e  d e r  P r o d u c t e  d e r  F l a c h e n  d e r  D r e i e c k e  P B I C ,  

u n d  YB,C,, PCIA,  u n d  P C 2 A , ,  P A I B ,  u n d  YA,B, ;  
III. d i e  S u m m c  d e r  P r o d u c t e  PA, .PA, ,  PB, .PR, .  PC,.PC,**. 

1st Y insbesondere der Mittelpunkt der Flache, so schliesst man: 

I n  e i n e r  F l i i c h e  z w e i t e r o r d n u n g ,  d i e  e i n e n N i t t e l p u n k t  h a t :  

1. d a s  T e t r a e d e r ,  w e l c h e s  d r c i  c o n j u g i r t e  H a l b m e s s e r  z u  
s e i n e n  K a n t e n  h a t ,  h a t  e i n e n  c o n s t a n t e n  I n h a l t .  ( L i v e t ' s  
Satz) ; 

-- 

* f = f(x, y, z) ist aus 8) zu entnehmen. 
** Die Wahl der Benennimg der Piinktc A, ,  B,,  C, Iiat keinen Einfluss aiif 

diese Resiiltate. 
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II. d i e  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  d e r  F l i c h e n  d e r  D r e i e c k e ,  d i e  
d r o i  c o n j u g i r t e  H a l b m e s s e r  z u  j e  z w e i e n  b e s t i m m e n ,  i s t  
c o n s t a n t .  ( B i n e t ' s  Batz); 

III. d i e  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  d r e i e r  c o n j u g i r t e n  H a l b m e s s e r  

i s t  c o n s t a n t .  ( L i v e t ' s  Satz.) . 

Urn xu einem Lhnlichen Satze über die PlBchen zweiter Ordnung ohne 
Mittelpunkt eu gelangen, bemerken wir, dam die Glejcbung eines Parabo- 
loids immer auf die folgende Porm gebracht werdcn kann: 

10) f ( x , y , a )  = a , l ~ 2 + a , , ~ 2 + 2 a , , ~ + 2 a , , y + 2 a , , ~ +  a,,=(); 

es ist zwar die s -Axe  parallel der Axe des Paraboloids und die zwei anderen 
Axen sind parallel xweien conjugirten Uurchmessern eines ebenen QuerschniLtes 
der Flache. Drei solche Geraden bilden ein Srieder, das wir wieder ein 
c ~ n j u g i r t ~ e s  T r i e d e r  neniien wollen, wovon die a -Axe  die H a u p t -  
k a n t e ,  die anderen die N e b e n k a n t e n  genannt werden mtigen. Geht 
man von dem gewiihlten Coordinotensystem zu einem andern derselben Ar t  
und mit demselben Anfangspunkte über, so hleiben die Werthe der folgen- 

constant. Andererseits hat uns die Betrachtung eines Trieders, dessen Kan- 
ten den Coordinatenaxen parallel sind und dessen Spitze ein fester I'unkt 
ist  , zu folgenden Gleichungcn geführt : 

Uaher karin man schliesseri, dass 
D f  z i x 2 ~ i n 2 x x + y , y 2 s i m 2 y ~  =- - C 

is t ;  und es ist  leicht zu schen, dass diese Gleichung als der analytisclin 
Ausdruck des folgenden Satzes angesehen werden kann: 

W i r d  e i n  g e g e b e n e s  P a r a b o l o i d  a u f  e i n  c o n j u g i r t e s  T r i -  
e d e r  b e z o g e n ,  d e s s e n  S p i t z e  Y b e l i e b i g  l i e g t ,  s o  e n t s t e h e n  a u f  
j e d e r  s e i n e r  N o b e n k a n t e n  z w e i  P u n k t o ;  s i n d  h l ,  hz u n d  k,, k ,  
d i e  E n t f e r n u n g e n  d e r s e l b e n  v o n  s e i n e n  H a u p t a x e n ,  s o  i s t  die 
S u m m e  hlh,+k,kz v o n  d e m  g e w a h l t e n  c o n j u g i r t e n  T r i e d e r  u n -  
a b h a n g i g .  

Endlich will ich noch bernerken, dass alle die Satxe, mit welchen wir 
uns beschaftigt haben, ihrc entsprechenden nicht nur  in  der Theorie der 
Eegelschnitte haben (wie schon S t e i n e r  für  sein Theorem bemerkte), son- 
d e r ~  auch i n  derjenigcn der Pltichcn zweiter Ordnung in oincm linearen Raume 
von beliebig violen Dimensionen mit einer Euclidischen Maassbestimmung. 

* f = f ( x ,  y, 8 )  ist ails 10) eu entnehmen. 

M a n t u a ,  Juli 1885. Dr. GINO LORIA, 
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XVII. Ueber gewisse Schaaren von Dreieckskreisen. 

Es bezeichne e den Radius des in  ein Dreieck ABC beschriebenen 
Kreises, r den Halbmesser desjenigen Aussenkreises, welcher A B  nebst 
den Verlangerungen von CA und CR berührt, endlich R den Radius des 
um A B C  construirten Kreises; nach bekannten Pormeln ist dann 

-- c2 - (a -  b)" 

oder, wenn man das arithmetische Mittel zwischen e und p. mit p bezeichnct 
und die Seiten durch die Winkel ausdrtickt, 

1) = cos a + cos p. 
R 

Ebenso leicht findet man 

Von diesen Relationen lassen sich folgende Anwendungeii machen. 
Auf der Seiie A B  wahle man beliebig die Punkte P,, P2, P3, . . ., P,,.i,  

ebenso willktirlich auf A C den Punkt QI, auf Pl QI den Punkt Q,, auf P, Q, 
den Punkt Q3 u. s. W., endlich heisse D der Durchschnitt von P , , , ~  Qn-1 
und BC;  wendet man nun mutatis mutandis die Gleichung 1) auf die lz 
Dreiecke A Pl Q I ,  Pl P, Q,, Pz P, Q,, . . ., Pn- 1 B U  a n ,  so erhiilt man 

. . . ,  ~ = = c o s D P n - ~ B + c o s / 3 .  
Rn 

Durch Addition dieser Gleichungen unter Berücksichtigung des Umstandes, 
dass die Summe der Cosinus zweier Nebenwinkel verschwindet, ergiebt sich 
rcchtcr Hand wsu + wsp, d. i. nach Nr. 1 

In analoger Weise kann die Relation 2) auf die vorhin genannten n 
Dreiecke angewendet werden; zunkhs t  erhiilt man 

Multiplicirt man d i e x  Gleichungen und beachtet, dass das Product der Tan- 
genten zweier halben Nebenwinkel = 1 ist ,  so findet man rechter Hand den 
Ausdruck tan+a.taniP, mithin nach Nr. 2) 
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302 Kleinere Mittheilungen. ----- - -  

I n  dem sehr speciellen Falle , mo die beliebigen Punkte Q, . Q, . . . . .  Qn-i 

durch den einen Punkt  C vertreten werden, geht die Gleichuug 4) in den 
auf S. 252 des laufenden Jahrgangs dieser Zeitschrift erwahnten Satz über. 

XVIII. Zwei Satze tiber die  Integrale  simnltaner Differential- 
gleichnngen. 

Sind 
y k = ~ 1 ~ k 1 +  ~ ~ ~ / k 2 $ . . . f  c k y k n ,  k T 1 ,  2 ,  . . m .  'Y& 

die Tntegrale des Systems linearcr Diffcrentialgleichiingen 

Y i i  - .. Y i n  Y ' ~ I  . . .  y i n  
r d y i k  

( . . . . . / = O ,  1 . .  y =  -, dx 
Y n i  S . .  !Inn y'ni ... y'nn 

so lasst sich zeigen, dass diese Integraldeterminanten in einfacher Weise 
durch die Coefficienten des Gleichungssystems a) ausgedrüekt werden kon- 
non, und zwar ergiebt sich* 

1) D = c e  , c = const.; 

Die Richtigkeit des ersten Satzes wird folgendermassen erkannt: 
Man setzt die entsprechenden partikuliircn L5suugen iu die PB Diffe- 

rentialgleichung des Systcms a) ein und gelangt dadurch zu n identischen 
Gleichungen der Porm 

b ~ ~ ' k l + ~ k l ~ i i + - . . + P k n ~ n i ,  i = l i  S r  ..., 12. . 

Eliminirt man aus diesen die Coefficienten p k i  mit Ausnahme von p k k ,  so 
erscheint eine verschmindende Ueterminante 

* Vergl. D a r b o u x ,  Comptes Rendus XC, p. 526. Es findet sich daeelbst, 
wie ich nachtraglich ge~eheii  habe, die Forinel 1) - oline Beweis - aiigegeben. 

P Y ' ~ ~ + z I ~ ~ Y ~ I ,  Y I ,  ... y n 1  . . . . . . . . . . . .  
~ y ' k n +  p k k y k n i  y ~ n  Y n n  

= O ,  

in welcher die Colonne ykl . . .  y k n  fehlt. 
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Die letzte Gleichung gestattet aiich folgende Schreibweise: 

und solchcr Gleichungen giebt es fi; dieselben unterscheiden sich - ab- 
gesehen von p k k  - insbesondere dadurch, dass der Reihe nach die Ele- 
mente der verschiedenen Colonnen differenzirt sind. Addirt man alle diese 
Gleichungen, so hat man o h m  Weiteres 

Sehr leicht lasst sich nun i 

stituirt man ntimlich in 

Dl = 

nacheinander die Ausdrücke 

* 1 
~ ' k f " - - [ p k l l / l i  

P 

Der durch die letztc Formel ausgedrtickte Satz kann als eine Verallgemei- 
nerung des bekannten A b  e l  - L i  ouvil le 'schen Satzes gelten. 

auch der zweite Satz verificiren. - Sub- 

so zerfiillt die Determinante Dl in das Product zweier Determinanten, so 
davs man unmittelbar zu der Formel 

Es verdient noch Folgendes bemerkt zu werden. 
1st ein System linearer simiiltaner Differentialgleichungen htiherer Ord- 

nnng gegeben, so kann man dasselbe immer dnrch ein System von ent- 
sprechend mehr Gleichungen der ersten Ordnung ersetzen und hierauf die 
erwahnten Satze anwenden. In die Determinanten treten alsdann auch dia 
hoheren Ableitungen der partikularen Integrale. 

So findet, man beispielsmcise fur  die Gleichungen 

deren partikulare Integrale YI r a l ,  . . . , y,, a, sein mtigen, Folgendes : 
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D, - 
P l a u e n  i. V. 

XIX. Berichtigung. 

9'1 Y'2 9'3 ~ ' 4  

& <2 Y"3 ~ " i  

a', a', ar3 P'., 

Soeben finde ich bei Durchsicht von D o s t o r ' s  É l ~ m e n t s  de la thkarie 
des Dhterminants, Paris 1877, S. 116, dass die von mir in dieser Zeitschrift, 
Jahrg. 1885 Heft 2 S. 106 als neu gegebene Herleitung der B & z  O u t'schen 
nesultante bereits von C a u c h y  herstammt. D o s  t O r nennt die C a u c h y  - 
~ c h e  Methode mit Recht ,,Methode de Bézout perfectionnée". Es ist nur zu 

verwundern, warum nicht schon langst i n  den in Deutschland gebriuchlichen 
Lehrbtichern der Determinanten diese wcsentlich einfachere und gcnetische 
IIerleitung von C a u c h y  a n  Stelle der B b z O u t  'schen Ex$wickelung getreten 
kt. Eine Hauptaufgabe für die fortwahrende Neuproduction von Lehr- 
bilchern ist es doch, tiberell das Einfachero und Durchsiehtigere an Stelle 
des Mindereinfachen und Schwulstigen zu setzen. 

S t u t t g a r t ,  1. August 1885. Prof. Dr. REUSCHLE. 

= L 1 1 3  q4 ~ . D. 
p2 ~3 r.1 
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XVI. 

Ueber die Vertheilung der inducirten Elektricitat 
auf einem unbegrenzten elliptischen Cylinder. 

Von 

Dr. RUDOLF BESSER 
in Dresden. 

( S c h l u  8s.) 

S 6. 
Entwickelung d e r  reciproken Ent fe rnung  sweie r  Punkte.  

Zwei Punkte O und 1 seien durch ihre Coordinaten xtu, x,t, u, ge- 
geben, und zwar sei 

d.  h. der Punkt  1 liege innerhalb des Cylinders u =  Cmst. Denkt man 
sich den Punkt 1 als fest, so ist die reciproke Entfernung T beider Punkte 
eine auf der Oberfliiche des Cylinders u = Comt. allenthalben endliche Func- 
tion von x und t ,  und kann daher zufolge der Formel 31) folgenderrnassen 
in Bezug auf diese Variabeln entwickelt werden: 

Die hierin vorkommenden Constanten hLngen ausser von h und k auch von 
u :  sowie den Coordinaten z,, t , ,  u, des Punktev 1 ab. Da T der Gleich- 
ung A T =  O gentigt, so haben mit Rücksicht auf S. 262 a, und bu ,  als 
Fiinctionen von u betrachtet, die Formen: 

wo jetzt, und auch im Folgenden die Parameter h und kp. in  und 5, 
nicht besonders bezeichnet werden solien. 

T ist in  Bezug auf z, xi; u, u,; t,  t, symmetrisch, von seiner Ent-  
wickelung gilt demnach das Gleiche; nur in  Rezug auf u und zl, hGrt die 
Symmetrie auf, da u > u, sein soll. Die Vertauschung von u und zc, ist 

Zeitschrift f. Mathenistik u. Physik XXX, 6. 20 
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daher nur  in der.Differentialg1eichiing A T =  O ,  nicht aber in  der fertigen 
Entwickelung zulassig. Dagegen dürfen auch in der Entwickelung z und 
x,, t und t ,  vertauscht werden. 

Gehen wir nun zur Bestimmung der a und B über. 
Fallt der Punkt  O unendlich weit oder ist u = m, so wird T= O. Da 

aber nach Gleichiing 34) ftir unendliche u Qr(iu.) glcichfalls unendlich gross 
wird,  so miissen i n  den Gleichungen b) die Coefficienten O, (h)  und u',,(lz) 

identisch verschwinden. Also : 

C) a, (h)  = O ,  or', (h)  = 0. 
Da fcrner T nur von x- x, abhiingt [denn es ist  

X e  = ( X  - x1)' + R2, R' = (I/ - y,)' + (Z - 2,)" , 
so diirfen i n  der Entwickelung x und x ,  aueh niir in der Verbindung x-z, 
enthalten sein; ein Vorkommen des Sinus ist  ausgeschlossen, da EZ, also 
auch I' eine gerade Function von x-x, ist. Hieraus folgt: 

d) pu ( h )  = A, ( h )  cos h x, , Br, (h)  = A ,  (h)  sin hz,. 

Die Constante Au hangt nur noch von t, und zc, ab. Ails Gründeri 
der Symmetric schliesst man ,  dass t, nur in der Verbindung f i v ( t , )  in A, 
vorkommen darf,  so dass die Annahme: 

e) A ,  (h, t ,  , u,) = Bv (h, u,) . 6. (4) 
berechtigt ist. Wegen der Gleichungen b) , c) , d), e) erhiilt die Entwicke- 
lung a) die Form: 

Zur Ermitteliing der hierin noch vorkammenden Fiinction B v ( u l )  setzc man 
f )  in die Cleichung d T = O ein, nachdem in derselben u mit u, vertauscht 
worden is t ,  d. h. in die Gleichung: 

Dies giebt: 
<J) w 

h2 c2 J ; l h m h ( x - x , )  zw ~ . ( t , i  3 , ( i u )  I(aP3-- cas2 i zi, . B,] CL ( t )  
U l_d?A12 2 

O d",, h2 cB 

d t 
Wegen der Differentialgleichung: 

i s t  aber: 

demnach lautet obige Gleichung: 
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Das Integral kann nur  verschwinden, wenn die zu integrirende Function 
verschwindet; da diese eine nach den Functionen (3, ( t )  fortschreitende 
Reihe k t ,  muss jedes Glied der Reihe einzeln gleich Nul1 sein (S. S. 269). 
Es ist also: 

d'B.-(h;i-oos2iul+k,' du," B,=o, 

d. h.: 
) 

- 0 , ( 4  = y y @ j  E v ( i 4  + S Y ( i 4 .  
Nun laest sich nachweieen, dass die Functiori zweiter Ar t  '&,(au,) nicht 

in Rv(u, )  vorkommen darf; wir wollcn~ um den Gang der Untersuchuiig 
nicht unterbrechen zu müssen, diesen Nachweis am Ende des Paragraphen 
führen. E s  ist  also 6, = 0 zu setzen und es bleibt nur:  

B v ( w l )  = Y,(JO Qv ( 2 ~ 1 ) ;  
substituirt man diesen Werth in die Entwickelung von 1 ,  so folgt: 

Darin bedeutet y eine niir noch von h abhangende Constante. Zu deren 
Bestimmung beachte man ,  dass die Formel g) fiir c = O in  die Entwicke- 
lurigsformel der reciproken Entfernung zweier Purikte i n  gewijhnlichen Cy- 
lindercoordinaten übergehen muss, wiihrend die Constante y, bci dieser 
Specialisirung ihren Werth nicht andert. Nach S. 2 7 2  verwandelt sich nun 
für c =  O das Product : 

in : 
@" ( t )  @V(tl) 5v(iu) @v ( i % )  

Ek 
- Jk (hir,) Y k  ( h i r )  c o s k ( q  - q,), 

so dass: 
2 

wird. Die Fonnel aber, welche die Entwickelung der reciproken Entfernung 
zweier I'unkte in  Cylindercoordinaten giebt,  lautet: " 

und durch Vergleich der Formeln g) und h) erkennt man,  dass: 

sein miiss. Setzt man enrllich diesen Werth von y,(h) in die Gleichung g )  
eo erhalt man als Ergebniss dieser Erorterungen: 

* S. H e i n e ,  Kugelfunctionen , L[. Bd. S. 174, G1. 17). 

20 * 
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Die reciproke Entfernung zweier durch ihre cylindrischen Co- 
ordinaten xt u ,  x, t, u, gegebener Punkte hat  den Werth : 

1st u < u, , so lautet die Entwickelung : 

Wir  haben nun noch den Nachweis zu führen, dass die Function 
zweiter Art &,(iu,) in der Entwickelung von T nicht vorkommen darf. 
Beim Kreiscylinder ergiebt sich dies sofort daraus, dass die Cylinderfiinc- 
tion zweiter Art  Yk(hir,) für  r ,  = O unendliçh wird. Hier scheint ein ahn- 
lich einfacher Umstand nicht vorzuliegen. Wir  wenden deshalb zum Beweise 
der Richtigkeit unsercs Ansatzes ein Verfahren a n ,  das wir Herrn P. N c u -  
m a n  n verdanken.. 

E s  muss namlich nicht blos T, sondern auch jeder Differentialquotient 
von T, nach irgend einer Richtung genommen, endlich sein. Denken wir 
uns also den Punkt  1 beweglich und differenziren T nach der Normale ds,, 

dT 
auf dom Cylinder u,, so muss - endlich sein, wo auch der Punkt  1 liege. 

dsu. 
dT 

Kame nun S,,(Zu,) in der Entwickelung von T Tor, so enthielte - den 
as,, 

Differentialquotienten : 
d A,, 'iu,) 

d SU, 

oder, ftir as,, seinen Werth /& dul gesetzt, wo: 

c2 q, = a (cos2iu, - eos2t,) [S. 261 Nr. l3)], 

* Cr  el1 e's Journal Bd. 37: ,,Entwickelung der in elliptischen Coordinaten 
ausgedrückten reciproken Entfernung zweier Punkte'l, S. 21-50. 
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--_YY_M__-----> 

w 

----. - 
1 1 d 5 v ( i u , )  1 d @ v ( i u i )  du, . -. 

as.. jw, d u ,  h ~ ~ ( i q ~ ~  f~ ev ( iu i )  
Ul 

Setzt man nun zuerst t, = O, verlegt also den Punkt 1 auf das rechts 
von dem einen Brennpunkte gelegene Stück der grossen Axe der Directrix, 
so wird: 

c2 v,= ;-(cos2izc,-l)=-cZsin%u,, 
L 

also ist: 
f< = i e  s i n i u ,  

d"("l) stets durch J'Z und dann ist im d n u e n d e n  obiger Differenz - 
d u ,  

theilbar. Denn für  t, = O verschwinden laut den Gleichungen 24), S. 266, 
die &,(t,) der dritten und vierten Classe, mithin enthalt die Entwickelung 
von T nur iioch Punctionen erster und zweiter Classe. Die Gleichungen 22), 

d e  (' 
S. 265, zeigen nun, dass der Differentialquotient 2 'q fiir Functionen 

d u ,  
erster und zweiter Classe eine nach den Sinus der ~ i e l f a c h e n  von iu, 
fortschreitende Reihe ist,  und daraus folgt die Richtigkeit unserer Behaup- 
tung. Setzt man nun noch: 

u1 =O, 
d. h. verlegt den Punkt  1 i n  den Rrennpunkt der Directrix selbst, so wird 

d  8,, (i u,) /c = O,  also wird der Subtrahend obigcr Differenz, mithin auch ---- 
d su, 

uncndlich gross. Der Minuend bleibt endlich, da fi>, nach dem Vorigen 
durch Division entfernt worden ist. 

d T  
Somit mürdc -- unendlieh werden, wenn der Ausdruck fi T die 

d s,, 
Functionen zweiter Art  3, (iu,) enthielte, und zwar, wenn der Punkt  1 in 
den Brennpunkt der Basisellipse fallt. Demnach darf 8,(izc,) in dem Aus- 
drucke für T nicht vorkommen. 

9 7. 
Bestimmung d e s  Potent ials  einer auf der Fliiche des eiliptischen 

Cylinders ausgebrei te ten Massenbelegung. 

Der elliptische Cylinder u sei mit Masse von der Uiehte qa belcgt. 
Diese Belegung erzeugt in  einem beliebigen Punkte 1 (z, t ,u , )  das Potential: 

4 17- q a T i o d a  

oder, für das Flachenelement d u  seinon Werth /$ d z  d t  gesetzt: 
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Zur Vereinfachung dieses Ausdruckes machen wir für  die Function 
( P .  90 nach der Gleichung 31), S. 269, folgenden Ansatz: 

wo die Coefficienten U, und 8, auf bekannte Weise ails q gefunden werden 
kihnen. E s  sei hier daran erinnert,  dass dieser A n s a t ~  nur  dann brauçh- 
bar is t ,  wenn q, ausser gewissen Eigenschaften bezüglich der Eudlichkeit 
und Stetigkeit auch noch die besitzt, dass: 

eudlich i s t ,  so dass z. B. die folgenden Betrachtungen sich uicht mehr au- 
wenden lassen, wenn q von x unabhiingig ist. 

Setzcn wir dann für Ti, seinen Werth aus 36a) in 37) ein, wobei wir 
den Punkt 1 als innerhslb des Cylinders gelegen ançehen, und ihn deshalb 
durch j (zj tj uj) bezeichnen wollen , so folgt : 

Das nach z zu nehmende Integral l k s t  sich mit Hilfe einer von Hcrrn 
Professor C. N e  u m a  n n angegebenen Integralformel ausfiihren , der Formel 
namlich : 

welche auch noch gi l t ,  wenn links statt  coshx s i f i h x  steht,  wogegen die 
rechte Seite Nu11 k t ,  wenn links verschiedene Functionen in den nach h zu 
nehnienden Integralen stehen. - Deukt man sich uamlich den cosh(z-zj) 
aufgelost, so zerfillt 5 in vieï Theile, von denen xwei verschwindcn, 
wiihrend der Werth der beiden anderen nach a) angegeben werden kann. 

I n  dem verbleibenden Doppelintegral lasst sich die Integration nach t 
mit Benutzuug der Integralformeln 28) und 28a). S. 267 und 268, erledigen, 
so dass man als Endresultat findet: 
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Diese Formel giebt das Potential der Belegung p auf einen beliebigen in- 
nern Piinkt des Cylinders an. 

' Liegt nun zweitens der Punkt  1 ausserhalb des Cylinders, in a (xatau,), 
bedeutet V. das auf ihn ausgeüble Potential, so liefert dieselbe Rechnung 

Die Formeln 39) und 40) unterscheiden sich nur rliirch die Vertauschung 
von Q mit 5. Fallt der Punkt  1 auf die Flache des Cylinders, so werdèn 
die Gleichungeu 39) und 40) identisch. Wir haben also: 

Denkt man sich einen elliptischcn Cylinder mit Masse von der  belie- 
bigen Dichte p belegt, so besitzt das Potential der Belegung auf innere und 
iiuasere Punkte die durch 39) und 40) ausgedrückten Werthe. Darin be- 
deuten a ,  (h) , P, (h)  gewisse , bei der Entwiokelung von /G .  q, auftretende 
Constanten, welche sich diirch Integrale ausdrücken. 

An  den Formeln 39) und 40) lasst sich auch die bekannte L a p l a c e  - 
sche Relation : 

av, avj 
-4icq,= -+- 

a m ,  an, 
verificiren. In  der That erhalt man durch Ausführung der Differentiation, 
wobei die Werthe: 

sowie die Gleichung 32): 

ara 215 
zu benutzen sind, sofort den Werth - 4 n q, für -- + -- a ma a PZ, 

Jene  L a p l a c e 7 s c h e  Gleichung giebt aber auch den Grund a n  für  die 
2 x 

auf S. 268 çetroffrne Wahl der Werthea z ftir das Integral f[($.(t)]'iIt. 
O 

Bezeichnet man wieder mit r und y, die bei der Entwickelung der Func- 
tion zweiter Art '& und der der rcciproken Entfernung T auftretenden 
Constanten (S. S. 270 u. 307), und setzt jenes Integral = c,, berechnet dnnn 
die Potentiale Va und V j ,  so erhalt man durch die L a ~ l a c e ' s c h e  Gleich- 
ung folgende Beziehung xwischen den drei Constanten I', c, und y,: 

gefunden wurde, so muss: 
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C, = n 

sein. Denselben Werth giebt auch H e i n e  , ohne weitere Ableitung (Rugel- 
funct., II. Bd. S. 204). 

Best immung der Potent iale  Va und P, a u s  d e n  gegebenen Potential- 
w e r t h e n  Vu an d e r  ManteMBche d e s  Cylinders. 

Wir losen jetxt die zweite der auf S. 257 angegebenen Hauptaufgaben: 
Beliebig gegebene Massen erzeugen auf dem Mante1 eines elliptischen Cylin- 
ders vorgeschriebene Potentialwerthe Pa; man sol1 die Potentiale und 
6 ftîr Lussere und innere Punkte ermitteln. 

Den gegebenen 0bei.flacheiiwerth Vo =. fa konnen wir in die Porm: 

uns gebracht denken, welche indess erfordert , dass V(X) d x  endlich , also S - w 

z. B. Yvon x nicht unabhzngig sei. Die folgenden Erorterungen sind also 
auf den Fal l  Va = Const. nicht anwendbar. 

Das gesuchte Potential V wirti, als Function von x und t betrachtet, 
durch einen Zhnlichen Ausdruck , etwa: 

dargestellt. Hierin ~ i n d  nun die Constanten a, und B, so su bestimmen, 
dass 1. V der Gleichung dV= 0 genügt, 2. Pn den gegebenen Werth 41) 
annimmt. 

Die Coefficienten 3, und 23, hiingen von u ab. Damit d V =  O sei, 
mnss, wie aus früheren Betrachtungen folgt:  

sein. - 1st nun 1. der Punkt ,  für den P zu bestimmen is t ,  oin ausserer, 
a (x, ua t a ) ,  so darf i n  obigen Ausdrücken @, (izc,) nicht vorkommen, de 
für unendliche zc, diese Function unendlich gross wird, wahrend P end- 
lich bleiben muss. Also ist a, und b, = O zu setzen, und man findet als 
allgemeinen Ausdruck eines ausseren Potentials: 
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Befindet sich 2. der angezogene Punkt  im Innern des Cylinders, in 
j (gujfj) ,  so darf in den Aiisdrücken für MV und Bv & , ( iu j )  nicht vor- 

d v. 
kommen, weil sonst 2 nicht für alle inneren Punkte endlich bliebe.* 

d uj 
Der allgcmeine Aiisdruck eines Potentkls für  innere Punkte ist daher: 

Nun sol1 für: 

= 26, x, = x, ta= t ,  resp. uj = u ,  x, = 2 ,  t, = t 

(wenn wir Punkte auf dem Cylindermantel ohne Index bezeiehnen) Va bez. 
6 in Pm = f, übergehen. Dies geschieht , wenn : 

Av a -- 
Bv 

3 bv=- 
- GV( iu )  6, (4 

gesetzt wird. 
Es ergiebt sich d a m :  

Diese Formeln losen die Aufgabe. 

Man kann dieselben auch in der Form: 

darstelien und drückt damit Pa bez. I;. direct durch f,, nicht durch die 
Entwickelungscoefficienten von f, aus. Die Integration d a  bezieht sich anf 
den ganzen Cylindermantel. 

Liegen nun die Massen m f  der Oberflache des Cylinders selbst, BO 

lssst sich ihre Ilichte q, an der Stelle X, t durch die Gleichung: 

* vergl. den Beweis am Ende des 5 6. 
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bestimmen. Die Ausfiihrung der Rechuung giebt: 

d. h.: Masscn, welche auf der Obcrfliiche eines clliptischen Cylindcrs ein 
vorgeschriebenes Potential f, erzeugen , konnen durch eine Fla~henbelegun~,  
deren Dichtigkeit q ,  durch 46) angegeben wird, ersetzt werden. 

LGst man mit dem jetzt gefundenen Werthe von q, [46)] die im vori- 
gen Paragraphen behandelte Aufgabe, so müssen die dort gefundenen Re-  
siiltate wieder erscheinen. 

Der Vergleich von 38) und 46) zeigt, dass man in  38) 

zu setzen habe, um 46) zu ierhalten. Giebt man aber in 39) und 40) 
den or und diese Werthe, so erhalt man genau die Gleichungen 44a) 
und 44b). 

Natürlich lasst sich auch die im vorigcn Paragraphon bchandeltc Auf- 
gabe auf die jetzt geloste zurückführen; und es verdient das in diesem 
Paragraphen eingeschlagene Verfahren einen Vorzug sch'on deèhalb, weil 
dabei von der Entwickelung von T, sowie von der Integralformel a), S. 310, 
kein Gebrauch gemacht wird. Man würde auf diese Weise direct zu jcner 
Integralformel hingeführt werden, welche Herr C. N e u m a n n  auf einem 
wesentlich andern Wege abgeleitet hat. 

0 9. 
Best immung d e r  Qreen'schen Func t ion  und Green'schen Belegung 

eines eiiiptischen Cylinders. 

Wir  wenden die in den beiden vorigen Paragraphen gewonnenen Re- 
sultate zur Ermittelung der Green'schen Function und Belegung eines ellili- 
tischen Cylinders an und verstehen dabei, nech Herrn C. N e u m a n n ,  
unter der G r e e n '  schen Belegung einer Fliiche diejenige Belegung, deren 

innerhalb 
Potential für nusserel . Punkte gleich ist dem Potentid eines 

innere ausserhalb 
der Flache gelcgcnen Punktes, des sogenannten Centralpunktes, der je nacb 
seiner Lage durch 1 ,  n bezeichnet werden m6ge. Die G r  e en'sche Belegung 
für einen iiusseren Centralpunkt n wird demnach diirçh die Gleichung 
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a) vj. = T a j ,  
und ftir einen inneren L ciurch 

11) v a  = T , ,  

definirt; , j  und a sind dabei beliebige innere bez. aussere Punkte. Die 
Gleichungen a )  und b) gelten noch, wenn j bez. a auf die Flache selbst fallt. 

Die G r  e en'sche Punctiori ist das Potent id der' gefundenen Belegung 
fiir Punkte, die mit dem Centralpunkte gleichartig liegen. Sie werde durch 
G,j bez. Ga, bezeichnet. Sie ist  symmetrisch in  Bezug auf r und j ,  ct und a. 

Die Ermittelung der G r  e e  n'schen Belegung , wobei für's Erste der 
Centralpunkt ein Susserer Punkt u (satau~,i tiei, Iasst sich auf doppelte 
Weise vornehmen. Man kann erstens die in  5 7 geloste Aufgabc aiiwenden, 
indem man die Constanten a, und 8, in der Gleichung 38) so specialisirt, 
dass der für  diese Uelegiing sich ergebende Potentialwerth 39) identisch 
mit Ta,  wird, wie a )  es vorschrcibt. 

Da 

so liefert die Bedingung 
vj = Tai 

soeleich: w 

1 %=,cos~x, v a )  3 a )  , p = - 1 stn . ' Z v  (ta) &(i ua) 
7 I  3" (4 zz fi, (iu) 

und die Substitution dieser Werthe in die Gleichung 38) giebt d a m  für die 
gesuchte Belegung v, den Ausdruck: 

Und setzt man dieselben Ausdrücke fiir <y, und 13, in  die Gleichung 40), 
welche das Potential der diirch 38) dargestellten Belegung auf einen aiisse- 
ren Punkt darstellt, so ergiebt sich: 

Man erkennt die Symmetrie in  Bezug auf a und ru. 

Eine zweite Methode zur Bestimmung von 7 ,  und Ga. bcstcht in der 
Anwendung der Resultate des 5 8, indem man die dort gegebene Function 
f,, = Tc, annimmt, daraus die Constanten A, und B, bestimmt und end- 
lich durch Substitution der erhaltenen Werthe in  46), sowie 44%) die 
Ausdrücke filr 7 ,  und Ga, aufstellt. - Für  A, und B, ergeben sich un- 
mittelbar die Werthe: 
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4 
A, = -- n C O S ~ X ,  Eu ( ta)  Cçv (iu) S,, (iu,), 

verfihrt man mit diesen, wie angegeben , so erhzlt man 47) und 48) wieder. 
Ganz ebenso ergiebt sich für einen inneren Centralpunkt L als G r e e n -  

und als G r e e n  'sche Function : 

5 10. 
Best immung der Massen d e r  in d e n  gg 7 und 9 betrachteten 

Belegungen. 

In  fj 7 16sten wir dio Aufgabe: das Potential einer durüh ihre Dich- 
tigkeit q gegebenen Massenbelegung des elliptischen Cylinders für Siissere 
und innere Punkte desselben aufzusuchen. Jetzt sol1 die Gesammtrnasse ïll 
dieser Belegung bestirnmt werden. Die erhaltene allgemeine Formel wenderi 
wir dann ouf die im vorigen Paragraphen betrachtete Green 'sche Bs- 
legung an. 

Es  ist 

F ü r  q wurde i n  38), S. 310, der Ansatz: 

waren , gemacht. Damit ergiebt sich : 
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Die Functionen A(h, t )  und B(h, t )  drücken sich in  bekannter Weise durch 
die gegebene Function q aus; sie Sind als endlich und stetig im ganzen 
Werthbereich von h und t anzusehen. 

In  51) wird nun die Integration nach x und h durch eine von Herrn 
C. N e u m a n n  in seinem schon mehrfach citirten Werke: ,,Ueber die nach 
Kreis-, Kugel- und Cylinderfunctionen fortschreitenden Entwickelungeq etc." 
angegebene Integralformel ermoglicht. Dieselbe lautet:  

Darin bedeutet y eine ganze positive Constante, F(h) eine im Intervalle 
h = O . .  . y abtheilungsweise stetige und abtheilungsweise monotone Punction 
von h. Nehmen wir in  obiger Gleichung ,das Integral nach z zwisehen - m 

und + cn, so ergiebt sich : 

Dagegen ist evident, dass: 

ist. Diese beiden Formeln dürfen rtuf 51) angewandt werden, und xwar 
darf man y = ao setxen, da ,  wie schon bemerkt wurde, A(h) und B (h) Func- 
tionen von h sind, welche die geforderten Eigenschaften be~itzen. Man erhiilt: 

Nun iut : 
m 

A (h  , f )  =z a, (h) CS, (t, h, k,) , 
O 

also: 

Wie aber S. 271 gezeigt wnrde, nehmen für A = O die Functionen G, ( t )  
die Werthe s ink t ,  coskt  an ,  die Constanten k,  gehen in die natürlichen 
Zahlen 0 ,1, 2, . . . über und fur k = O  erhiilt die Function Q ( t )  den Werth 

* B. 1. c. Gleich. C), S. 80; es ist q durch h eroetzt worden. 
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$2 - .  
2 

Dann lasst sich die Integration nach t ausführen und giebt das Re- 

sultat : 
5 2 )  M=J.&.Z~.U~(O). 

Machen wir eine Anwendung von dieser Formel zur Bestimmung der 
Masse der G r  e e n'schen Belegiing. 

Nach Gleichung 49) ist für einen inneren Centralpi~nkt L: 

O 

also, mit Bcibehalt.ung uuserer Bezeichnungen: 

Hieraus folgt : 

und nach 5 2 ) :  
ML = 1, 

so dass ein für  beliebige geschlossene Flüchen gelknder  Satz aiich auf die 
hier vorliegende ungeschlossene Flache Anwendung findct. 

Die Masse der auf einen ausseren Centralpiinkt CY sich beziehenden 
Green 'schen Belegung Iiisst sich ebenso leicht bestimmen. 

Nach Gleichung 47) war: 

Ftir h= O ,  v = O verwandelt sich: 

also wird: 
1 J 2  ., U. .op)=-.--- und Mu = ; - 

7 9  2 u 

Hierin liegt das bemerkenswerthe R.esultat, dalis die Masse der auf einen 
iiussern Centralplinkt or sich beziehenden G r e e n  'schen Bclegung eines ellip- 
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tischcn Cglindcrs lcdiglich von der Coordinate u, desselben abhangt, also 
ungeandert bleibt, wenn sich LY auf einer zur Basis des Cylinders confocalen 
Ellipse bewegt. 

3 11. 
Bestimmung d e r  durch Einwirkung eines elektrischen Massenpunktes 

auf dem Cylinder inducir ten Belegung. 

Wir stellen jetzt folgende Aufgabe: 

Ein unendlich langer elliptischer Cylinder soll in solcher Weise mit 
Masse belegt werdcn, dass deren Potential nebst dcm cines mit der Masse 
+ l behafteten inrieren Punktes für alle Busseren Punkte den Werth Nul1 
annimmt. 

Oder physikalisch ausgedrückt : 

Es soll die Vertheilung der Elektricitjlt auf einem unendlioh langen 
Cylinder erniittelt werden, der von einem inneren Punkte + 1 influenzirt 
wird und zur Erde abgeleitet ist. 

Dabei kann von einer dem Cylinder vorher mitgetheilten Ladung ab- 
gesehen werden, denn da derselbe unendlich lang i s t ,  so wird die durch 
jene Ladung erzeugte Dichte nnendlich klein. 

1st nun j der gegebene innere Punkt ,  a ein beliebiger tiusserer Punkt, 
so muss die an der Stelle G des Cylinders sich hildende Dichte g, dei. He- 
dingung : 

Tja+ q , T u a = O  S 
geniigen. Dies bedeutet , dass : 

po Y - 

zu setzen k t ,  wodurch die gestellte Aufgabe gel6st ist. 

Nach Gleichung 49) ha t  man also: 

Und auf innere Punkte tibt diese Belegung ein Potential aus,  welches 
- - - GLj ist [S. G1. 50)]. 

Liegt dagegen der inducirende Punkt  ausserhalb des Cylinders, in  a, 
so ist ganz entsprechend: , 

= - t/aar 

d. h. : 
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und das Potential dieser Belegung auf iiussere Punkte = - G,,. 

Die Gesammtmassen der sich bildenden Belegungen werden durch die 
am Schlusse des vorigen Paragraphen aufgestellten Formeln gegeben. 

Die Dichtigkeit q der durch einen elektrischen Massenpunkt +1 auf 
der Oberflache eines unendlich langen elliptischen Cylinders inducirten Elek- 
tricitst stimmt also mit der negativen Dichto v der auf jcncn Punkt als 
Cent,ralpunkt sich beziehenden G r  e e n'schen Belegung überein. Dasselbe 
Resultat ergiebt sich auch bei anderen, geschlosseuen Plachen. E s  verdient 
indessen Beachtung, dass nach einer Bemerkung von H e i n e "  in unserem 
Falle q genau durch - 7 ausgedrtickt wird , wahrend bei geschlossenen Fra- 
chen diese Annahme eine nur angenaherte Giltigkeit besitzt. 

Die Gleichungen 53)  und 54) gestatten vorlaufig keine weitere Verein- 
fachung. 

F ü r  besondere Lagen des inducirenden Punktes dagegen laesen sich 
einige Eigenschaften der inducirten Belegung angeben, die ich in Kürze 
ableiten will. 

Der Formel 53) ,  i n  der man ohne Beschriinkung der Allgemeinheit 
xj = 0 setzen darf, entnimmt man,  dass die Dichte q für  Punkte, die sieh 
uur  im Vorzeichen von x unterscheiden, dieselbe ist. Kimmt x seinem ab- 

soluten Werthe nach zu, so nimmt y ab. Denn ftir einen zweiten Puukt 
a,, dessen 2,) x, hst man: 

und da ftir jeden Werth von h:  

so folgt dess: 
coshx, < coskx, 

q ~ ,  < !?a. 

Diese Abnahme von q, erfolgt bis in  die Unendlichkeit, so dass an den 
unendlich entfernten Enden des Cylinders die Dichtigkeit der Elektricitat 
= O  ist. Genauer tiberzeugt man sich hiervon durch Anwendung des Du 
B o i s  - R e  y m O n d'schen Mittelworthsatzes, wclcher 

+ Kugelfunctionen, II. Bd. S. 89 Anm. und S. 278. 
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kt, sobald F(h)  den Bedingungen. im Intervalle O bis oo abtheilungsweise 
stetig und abtheilungsweise monoton zu sein, gentigt. Diese Bedingungen 
werden aber von F(h)  jedenfalls erftillt. Die Maximaldichte findet also ftir 
die Punkte, deren x = 0 ,  stat t ,  d. h. die in der Ebene des inducirenden 
Punktes gelegen sind. 

Bei diesen Erorterungen, welche noch für jede Lage des inducirenden 
Punktes gelten, berlicksichtigten wir nur  die Abhangigkeit der Dichte q 
von x. Es m6ge jetzt q als Function von t betrachtet, es m6ge also die 
Vertheilung der Elektricitiit auf dem Umfange einer zur Basis des Cylinders 
parallelen Ellipse untersucht werden. Hierzu ist eine Discussion des Aus- 
druckes : 

nothig, von welchem jene Vertheilung abhsngt. 
Wir zerlegen 3 ( h )  i n  vier Theile, entsprechend den vier Classen der 

Functionen @, etwa i n  folgender Weise: 

no nun M, die Functionen @ erster Classe enthitlt, also gleich 

ist u. S. W. 

Betrachten wir jetzt vier symmetrisch gelegene Punkte auf der Peri- 
pherie der Ellipse, so finden wir, Gebrauch machend von der Tabelle 26), 
S. 266, folgende Werthe ftir F ( h )  in  den vier Quadranten: 

1. Quadrant: F ( h ) = H l + N , + M 3 + M 4 ,  
II. ,, F ( h ) = M , - N 2 + M 3 - M d ,  

III. ,, F(h)  = .MI - M, - M3 + Md, 
IV. , F ( h ) = M l + M 2 - M 3 - M 4 .  

Man braucht also nur die Dichte q fur  Punkte eines Quadranten, etwa 
des ersten, zu kennen, um sie ftir Punkte der iibrigen Quadranten zu be- 
stimmen. 

n: 37c 
Für die Enden der Axen, d. i. für  t = O ,  21 n, ergiebt sich 

mit Anwendung von 25), S. 266: 

Z e l t s ~ h r i f t  f .  Mathernntik n. Physik X X X .  6. 2 1 
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Die oben angefiigten Marken (O) bez. (G) sollen die Substitution dieser 

Werthe von t in die IM bezeichnen. 
Von Interesse ist es ,  Punkte der Ellipse aufiusuchen, in  denen die- 

selbe Dichte herrscht, was darauf hinauskommt, zwei Werthe von t zu be- 
stimmen, fur welche P(h)  gleiche mTerthe annirnmt. Eine solche Unter- 
suchung , die beim Kreiscylinder zu sehr einfachen Resultaten führt , lawt 
sich jedoch hier wohl nicht ausfiihren, so lange die Lage des inducirenden 
Punktes j allgemein bleibt. 

W u  specialiviren deshalb die Lage von j und nehmen a n ,  dass erstens 
n 3 n  

j auf der kleinen Axe der Ellipse liege, d. h. dass tj = oder = - sei. 
2 

Dttnn ist aber:  
O.,.'' ( t j )  = 0 , OvIV (tj) = 0 

folglich auch : 
M,=O, n P 4 = o ,  

und man bemerkt, dass B(h) für  eymmetrisch gelegene Punkte des 1. und 
2., sowie des 3. und 4. Quadranten gleiche Wertlie annimmt; für diese 
nsmlich Ml - N3, fur jene Ml + M3.  Die Vertheilung ist also symmetrisch 
in Rezug auf die kleine Axe der Directrix. 

Liegt zweitens j auf der grossen Axe der Ellipse, so ist entweder 
uj = O ,  oder tj = O oder = R ,  je nachdem j innerhaib oder ausserhalb der 
Brennlinie liegt. I n  beiden Fallen verschwinden die Functionen @,(iuj) 
resp. C5,(tj) der dritten und vierten Classe; es ist also: 

M,=O, X 4 = 0 ,  
d. h.: die Vertheilung ist symmetrisch in Bezug auf die grosse Axe der 
Ellipse. 

Liegt endlich drittens j im Coordinatenanfange selbst, so verschwinden 
die Aiisdrticke fil2, In,, M , ,  d. h.: die Elektricitiit ist  symmetrisch in Bezug 
auf beide Axen der Ellipse verlheilt, denn in allen vier Quadranten besitzt 
F(h) denselben Werth M l .  

\ 

Anhang. 1st  die Excentricitat c der Basis des Cylinders so klein, dass 
h6here als zweite Potenzen derselben vernachlassigt werden konnen, unter- 
scheidet sich also der elliptische Cylinder nur  wenig von einem Kreiecylin- 
der, so gelten folgende Niiherungsformeln für die Functionen Q, ( t ) ,  F,( iu) ,  

59 
1. und II. Classe: 

1 hZc2 . 
@O ( t )  = - ( l + s ~ s 3 f ) ,  

J2 
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III. und IV. Classe: Dieselben Ausdrücke, nur tritt  der Sinus fu r  den 
Cosinus ein. 

Diese Naherungsformeln, deren Ablei tuni  hier libergangen werden 
mage, befriedigen die Different ialgleich~n~ für  @ ( t j  bis auf Grossen der 
Ordnung c2 und genllgen mit deuselben G e n a ~ i ~ k e i t s g r a d e  auch den Inte- 
gralformeln des 5 3. 

Als Anniiherungen ftir die Constanten k,, welche sich als Wurzeln 
einer Gleichung unendlich hohen Grades darstellen, ergeben sich bis auf 
Grossen vierter Ordnung genau die ganzen Zahlen O, 1, 2, . . . Weiter folgt : 

worin : 

Mit Benutzung dieser Werthe wird vj ftir einen auf der Axe des Cylinders 
liegenden Centralpunkt j durch folgenden Ausdruck ditrgestellt: 

Das erste, von c2 freie Glied reprieentirt die Dichte der Green'schen ne-  
legung oder der inducirten Elektricitiit eines Kreiscylinders, dessen Basis den 
R,adius r besitzt, falls der mit der Masse + 1 geladcne Punkt  auf der Axe 
liegt. Das zweite Glied drückt daher die Abweichung der Dichte des ellip- 
tischen von der des Kreiscylinders aus. Dieselbe ist verschieden ftir die 
Puukte einer Ellipse; doch besitzt sie, da sie nur von c o s 2 t  a b h h g t ,  fur 
symmetrisch gclcgcnc Punkte denselbcn Werth. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass die auf den vorstehenden Blët- 
tern behandelte Aufgabe auch dadurch gelGst werden kann, dass man den 
elliptischen Cylinder als Specialfall eines Ellipsoids oder eines elliptischen 
Kegels betrachtet. Die erste Methode hat  sich mir nicht als erfolgreich 
gezeigt. Die zweite fordert zur Untersuchung der bis jetzt noch nicht b e ~  
haridelten Fuuctionen dea elliptischen Kegels auf ,  deren Grenzfiille die 
Functionen des elliptischen Cylinders sein wordcn, genau so ,  wie die von 
Herrn M eh l e r  eingeftihrten Kegelfunctionen die B e  s s el'schen Functionen 
als Grenzfalle besitzen. , 

41* 
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Mit Anwendung der Methode der reciproken Radien erhalt man noch 
die Losung der Aufgabe: die Vertheilung einer ohne Einwirkung &usse- 
re r  Kriifte auf dem Bildo des Cylinders sich befindenden Elektricitats- 
menge zu bestimmen. Legt man den Mittelpunkt der Kugel, in Bezug nu? 
welche der Cylinder abgebildet wird, in die Cylinderaxe, so k t  das Bild 
des Cylindcrs eine geschlossene Fliiche, welche von Ebcnen, die durch die 
Axe gehen, in Kreisen geschnitten wird. Diese Kreise, von verschiedenCr 
Grosse, berühren die Axe. Bei einem Kreiscylinder sind alle Kreise gleich 
gross und man kann dessen Bildflzche dann als einen besondern Pal1 des 
Kreisringes ansehen, namlich den, dass der rotirende Kreis nicht ausserhalb 
der Rotationsaxe liegt , sondern dieselbe tangirt. 
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Naheningsformeln für Inhalt und Oberflache 
niedriger Flachenabschnitte. 

Von 

Dr. L. GEISENHEIMER, 
Bergaohd-Direator in Tsrnowitz, O.-S. 

Hierzu Taf. VU Fig. 1. 

Die Planimetrie besitzt in den Ausdrticken flir den Inhalt J und die 
angeniiherte Bogenlange 1 eines beliebigen Parabelsegments , J = Hg h und 

I = g [1 + + (+)'] 1 wo g die Sehne, h die Scheitelhohe des Segments be- 

deutet, zwei fur die Praxis des Peldmessers werthvolle, vie1 angewendete 
Formeln. In  nachstehender Entwickelung sollen die entsprechenden stereo- 
metrischen Formeln, also Ausdrlicke ftir die naherungsweise Berechnung des 
korperlichen Volumens, welchen irgend ein kleiner Theil einer Flache iiber 
der schiefen oder orthogonalen Projection seines Umfanges bildet, und der 
Oberflache dieses Fliichentheils hergeleitet werden. Durch mchrere Be- 
ziehungen, welche sich hierbei bezüglich der Tragheitsmomente einer ebenen 
Figur ergeben, gewinnt die Entwickelung vielleicht ein weiteres Interesse. 

Berechnung des Inhal ts  eines mi t  flachem Qewblbe tiberspannten 
Raumes. 

Irn Scheitel der überwdbenden Flache wahlen wir zwei beliebige con- 
jugirte Tangenten als X- und Y-Axe; die nach Richtung des Projections- 
strahles fallende Z-Axe  bilde mit der- Scheitel- (Tangential-) Ebene der 
Fliiche den Winkel ( a ,  x y )  = y .  Die Flachengleichung kann dann in der 
Form gegeben werden: 

und fiir den Inhalt des dnrch die Scheitelebene, die Projectionsstrahlen und 
die Fliche umschlossenen Rsumes ergiebf sich, indem wir uns auf die zweiten 
Potenzen beschranken . 
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A- ---A --A-. 

Werden die Tr2gheitsmomente der Projection bezüplich der X-  und 
Y-Axe mit T=* und Tyy bezeichnet, so wird: 

J =  
1 

2 sin"xy) 
.(r siny TV, +ssilûy T,,). 

Bedeuten q, und qy die Krümmungsradien der langs der X-  und Y-Axs 
fsllenden Normalschnitte , so ist 

2~ 1 1 
r . s iny=siny l im-=-I  ebenso s . s iny=- i  

x2 PZ e Y 
daher 

Dieser Ausdnick ist von der Neignng der Z-Axe  unabhangig; subtrahirt 
man ihn vom Inhalte des prismatischen Baumes, aelchen die Scheitelebene, 
die Projectionsstrahlen und irgend eine Grundebeue begrenzen, so folgt der 
Inhalt des liber der letzteren liegcnden, durch dio Fiache tiberspannten 
Raumes. 

Da der Werth fur J von der Wahl der X- und Y- Axe unabhiingig 
sein musa und Q,.Q, . s i d ( x y )  einen festen Werth,  n h l i c h  das Reçiproke 
des Kriirnmungsmaasses der Flache im Scheitelpunkte bildet, folgt: 

welche Gleichung sich auch, u n a b h h g i g  von der vorstehenden Entwicke- 
lung , folgendermassen herleiten lssst : 

a und 71 seien die nach Richtung der X- und Y-Axe fallenden Halbmesser 
der Indicatrix der Fliiche, p, beztiglich q und R die A b s t b d e  eincs beliebigen 
Punktes der X Y- Ebene von den Axen X, Y und dem Coordinatenanfangs- 
punkte; so gilt bekanntlich für conjugirte Halbmesser der Indicatrix die 
Formel : 

as s i f i va ,  R) + &%sina ( b ,  R) = Coast. oder pz. p, + q2. ey = Gonst. RZ, 

womit, da R von der Wahl des Coordinatensystems u n a b h b g i g ,  die eben 
gefundene Gleichung bewiesen kt.* 

Falls der Scheitelpunkt der Flache hyperbolischer Natur kt, die Scheitel- 
ebene also die Flache schneidet, haben Q, und Q,, entgegengcsetztes Vor- 
zeichen. Formel l), welche in diesern Falle unbestimmt werden kann, la& 
sich alsdann in eine andere Form tiberführen, indem man die X- und Y- 
Axe in die Asgmptoten der Indicatrix verlegt. Sind Q,,  Q, die absoluten 
Werthe der Heuptkrümmungsradien , Q, > Q, , so liefert diesc Transformation 
auf die Inflexionstangenten die Gleichung: 

* Der entsprechende planimetrische Satz lautet: Sind a, b zwei conjugirte 
Halbmesser eines, a,, b, die nach gleicher Richtung fallenden Halbmesser eines 

a2 2i2 beliebigen andern concentrischon Kegelschnittes, so i a t  ,+ - - Cûnst. 
al bi2 - 
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z = a , z y +  ..., wo a =  
2 

(el - e d  s i ~ y  ' 
ferner kommt für den Winkel a der neuen Axen: 

Je, es s i f ia  = 2 .  
el - e2 

AUS dieser Form ergicbt sich : 
P 

Das Integral lBsst sich mit Hilfe des zur Projection auf die Scheitel- 
ebene gehorigen Centralellipsoids, bezüglich seines Durchschnittcs mit ge- 
nannter Ebene, leicht durch Tragheitsmomente ausdrücken. Bezieht man 
die Gleichung des Centralellipsoids auf beliebige conjngirte Halbmesser, so 
folgt, da die Gleichung stets nur rein quadratische Glieder der Coordinaten 

enthiilt, dass für einen beliebigen K6rper x y  d m  (wo d m  ein Massentheil- S 
chen bedeutet) verschwindet, wenn dies Integral für zwei conjugirte Durch- 
messerebenen gebildet wird. Man schliesst hieraus : 

B e i  F l a c h e n  m i t  h y p e r b o l i s c h e r  I n d i c a t r i x  w e r d e n  d i e  
k l e i n e n ,  n a c h  v e r s c h i e d e n e r  S e i t e  d e r  S c h e i t e l e b e n e  f a l l e n d e n  
k o r p e r l i c h e n  R i u r n e  e i n a n d e r  g l e i c h ,  w e n n  d i e  I n f l e x i o n s t a n -  
g e n t e n  c o n j u g i r t c  H a l b m c s s c r  d e s  z u r  P r o j e c t i o n  g e h o r i g e n  
C e n t r a l e l l i p s o i d a  s i n d .  

In diesem Falle überspannt also die krumrne Flache denselben Raum 
wia ihre Scheitelebene. Eine Lage des Scheitels, für welche J bei gegebe- 
ner Grundfliiche ein Minimum oder Maximum wird, lasst sich nacb Formel 
Z ) ,  also bei hyperbolischen Flachen nicht bestimmen. D a g o  g e n  z e i g  t 
F o r m e l  1) f ü r  e l l i p t i s c h e  F l a c h e n ,  d a s s  d e r  I n h a l t  d e s  a b e r  
d e r  S c h e i t e l e b e n e  l i e g e n d e n  K o r p e r s  e i n  M i n i m u m ,  a l s o  d e r  
ü b e r s p a n n t e  R a u m  e i n  M a x i m u m  w i r d ,  w e n n  d i e  P r o j e c t i o n  d e s  
S c h e i t e l s  i n  d e n  S c h w e r p i i n k t  d e r  G r i l n d f l a c h e  f a l l t .  

Sol1 der Inhalt eines niedrigen Abschnittes der elliptischen Flache be- 
reehnet werden, so lautet die Gleichung der Grundfliiche als eines der 
Scheitelebene parallden Schnittes in erster Aunkherung, wenn wir die X- 
und Y-Axe in die Ebenen der Hauptkrtirnmungsradien verlegen und die 
2- Axe hierzu senkrecht wiihlen : 

daher : 

3) 
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wo F den Inhalt der Grundfiache, ia die Scheitelhohe des Abschnittes ba 
deutet. Diese bekannte Nkiherungsformel wird gewohnlich mit Hilfc der 
S i m  p s O n'schen Regel hergeleitet , wobei sich auch die Bedingungen ibrer 
genauen Geltung ergeben. 

Rllherungsformel Nr den kubischen Inhalt eines korperlichen 
Zweiecke. 

Durch die Sehne g einer Flache werden unter beliebigem endlichen 
Winkel zwei die Flache schneidende Ebenen gelegt; der Inhalt des durch 
diese Ebenen und die Flache begrenzten korperlichen Zweiecks sol1 gefunden 
werden (Taf. VI1 Fig. 1). 

Wir  legen durch die Scheitel der begrenzenden Schnittcurven die zu g 
parallelen Tangenten derselben. Die Strecken, welche diese Scheitel mit 
der Mitte der Sehne g verbinden (und welche im Allgemeinen zu g nicht 
senkrecht stehen), seien m, und m2. Setzen wir voraus, dass m, uùd m, 
im Verhaltniss zu g klein genug seien, um die begrenzenden Bogen als 
Parabeln betrachten zu darfen, deren bezügliche Parameter p, und pz seien, 
so folgt unter Vernachl8ssigung der Fl%chenkrürnmung i n  den xu [m,m,] 
parallelen Ebenen als erste Anniiherung des gesuchten Inhalts J: 

J = f (n, - $-) (m2 - 6) ci  y .  sin (ml m,i .sin (g, m, ni,), 

wo y die von der Mitte der Sehne g gemessene Lange bedeutet. E s  ist 

g8 g2 
Pl=%' Pz's,~' 

Die Ausrechnung liefert: 

4) J=~5m.n.g.~in(m,m,).sin(g, m,m,). 
Der vcm Zahlenfactor befreite Ausdruck rechts stellt den doppclten In- 
halt des dem Zweieck umschriebenen dreiseitigen Prismas dar, und da 
letzterer nur  vom Normalschnitte und der RantenlZnge g des Prismas ab- 
hgngt, ergiebt sich : 

D e r  k u b i s c h e  I n h s l t  e i n e s  k t i r p e r l i c h e n  Z w e i e c k s  i s t  i n  
e r s t e r  A n n B h e r u n g  g l e i c h  & e i n e s  d e m  Z w e i e c k  i n  d e n  G r e n z -  
e b e n e n  u m s c h r i e b e n e n  d r e i s e i t i g e n  P r i s m a s .  

Indem man das Zweieck durch Schnittc langs seiner Axe g in solche 
mit unendlich kleinem Ebenenwinkel theilt, folgt nach diesem Satze in 
weiterer, die Krtimmung der Plache in der Ebene [ml m,] berücksichtigender 
Annaherung, d a s s  d e r  I n h a l t  d e s  Z w e i e c k s  g l e i c h  ,$ d e s j e n i g e n  
P r i s m a s  m i t  d o r  K a n t e n l a n g e  g i s t ,  w e l c h e s  ai ls  d e n  b e i d e n  
B e g r e n z u n g s e b e n e n  d u r c h  g u n d  d e n  z u  g p a r a l l e l e n ,  d i e  
k r u m m e  F l a c h e  b e r t i h r e n d e n  T a n g e n t e n  g e b i l d e t ,  a l s o  dem 
Z w e i e c k  s t e t i g  u m s c h r i e b e n  i s t .  F ü r  Z i v e i e c k e ,  d e r e n  Axen-  
s c h n i t t e  P a r a b e l n ,  i s t  d i e s e  K u b a t u r  e i n e  g e n a u  r i c h t i g e .  
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Operflache einer beliebig begrenzten flachen Knppe. 

mird das Coordinatensystem wie bei Formel 1) gewahlt, so dam X 
und Y conjugirte Richtungen des Scheitelpunktes, Z beliebig; bedeutet 
ferner m die Normale der Flache, ( n x ) ,  ( n y ) ,  ( n a )  deren spitze Winkel 
mit den Axen, so erhlilt man für  die Oberfische O: 

Aiis der Fl%chengleichung : 

Sind a, /3, y 
perlichen Dreiecks , 
Normalen mit den 

aF - - -1. 
a 2  

die H6hen des aus den Coordinatenrtxen gebildeten k6r- 
a180 (Y = L ( z ,  ya) u. S. f., so findet man die Winkel der 
Axen durch die Gleichungen : 

a F  aF aF 
cos( .nx):cos(ny):cos(12z)  = - . - . - y  a~ - a y  ' a2 

cos2 (n  x) cos2 (12 y) cos2 (12  2 )  
-- - -- COS Z 

sinz. + sim2p + sin2 y 's in. .  sinp 
- ws (n. x) COS (12 y )  

cos y COS x - 2  - cos (nx)  COS ( m 2 )  - 2 c o s ( n y )  ws(na)= 1 ,  
sin a .  sin y sin. p .  simy 

wo x, y, e die Winkel des erwahnten korperlichen Dreiecks. 
Hiernach wird : 

w s  (na)  

= 1 

cosa aF ûF - . -  WSY E+2 . wsx aF 
m i ~ s i n p a ~  ~ ~ ~ ~ s i m a s i n ~ û x  n f i p ~ i m y a y  

oder 
sin y 

cos (lz e) 

aF . Da - uncl - m der  NPbe des Scheitels gegen Nul1 oonsergiren, 
az a Y 

kann der binomische Satz aagewendet werden. Nach Einsetzung der ffh 
die partiellen Ableitungen bestimmten Werthe kommt: 
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sin2 y sin2 + :J(= sin2 y rg. x2 - 2 . s i n x  silzy cos(xy)rs.3;y 
szn a sin 

sin" . 
+,wsznsxss.y2 

1 c o s , )  c o s z )  
+ y s i n y J ( ( z ~ t + s u  x-+2 szn cr =u+:-v szn /3 z y  

Bezeichnen wir den Inhalt der durch die 2- Axe erhaltenen Projectioii 
des die auszurechnende Flache begrenzenden Urnfanges auf die Scheitelebene 
mit FI die Schwerp~inktacoordinatcn dieser Projection mit t; und 7 ,  ihre 
TrSgheitsmomente beztiglich der X- und Y-Axa wieder mit Tz, und Gy, 

ferner sin2 (x y)  x y  . d x  . d y .  sin ( x  y ) ,  also die Summe aus den Flachenthei- S 
len multiplicirt mit ihren s e n  k r e c h t e n  Abstanden von der X- und Y-Axe, 
mit Tzy so ergiebt sich nach einigen einfaahen trigonometrischen Umi'or- 
mungen : 

sin y sin y 
l + c o s y ~ r . ~ + c o s x ~ s . ~  

sina szn ,6 

sin y 
+ 2 sin3 ( z  y )  

I(c0tgy.t + cotgx.u)Tyy + 2(cotgy.u.+cotgx.v).T,, 
+ (c0tgy.v + co@x.w)1',,~. 

Bedeutet v die Normale des Iiber dem Schwerpunkte der GrundflLche 
(der Projection) liegenden Flachenpunktes, so wird: 

sin y -- sin y sin y 
- l + c o s y T r .  g +  c o s x ~ s . q  

cos ( Y  z )  s m  a san 

sin y 
+ 8 .sén jxy)  

{ ( c o t g y . t + ~ ~ f g x . u ) t ; ~  + 2 ( c o t g y . u + c o f g x . û ) ~ ~  
+ (cotgy v + c o t g x . ~ ) ~ ~ ~ ,  

welche Gleichung in Verbindung mit der vorletzten liefert: 

sin y sin2 y 
O =  F --- 

cos(zv)+2 s in4(zy )  
{ T ~ T , , ,  - 2 c o s ( x y ) r s T ~ ,  f s 2 T t ~ t  

5) sin y 

+ 2 sin3 ( z y )  
I(c0tgy.t +cotgx.u)T,,  + 2 ( ~ 0 t ~ ~ . u + ~ o t g ~ . ~ ) T ~ ~  
+(wtgy.v+cotga: .w)T€€l ,  

wo TSE, Ttq , T,,,, die entsprechenden , auf den schn,erpunkt bezogenen 
Surnmen darstellen. 
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Die in genau entsprechender Weise für die vom Scheitelpunkte gemessene 
Bogenlange 1 einer ebcnen Curve, deren Coordinatenaxen den Winkel y 

r t 
bilden und deren Gleichung y = ,x"+. xS lautet,  herzuleitende Gleich- 

2 6 

Die vorstehenden Formeln enthalten bei be  1 i e  b i g e r  Wahl der 2 - A x e  
die Coefficienten t ,  zc, v, w der Glieder dritter Ordnung; in  diesem Falle 
unterecheiden sich also im Allgemeinen die zu derselben Projection (in der 
Scheitelcbene bez. Tangente) gehorenden Flachcnraiime einander osculirender 
Flachen um Grossen rierter, die Bogenlangen osculirender Curven um Grossen 
dritter Ordnung. Der von diesen meist unbekannten Coefficienten abhangige 
Theil der Correctiou verschwindet , wenn die Z -  Axe mit der Flachennor- 
malen zusammenfüllt , die Projection also o r  t h O g o  n a  1 wird. F ü r  diese in  
der Praxis fast ausschliesslich angewendete Art der Projection nimmt die 
Formel 5) die einfachere Gestalt an :  

oder, wieder die Krümmungsradien p, und py der conjugirten Normalschnitte 
durch die X- und Y- Axe einfiihrend: 

Beide Formeln lassen sich in  zwei wesentlich verschiedenen Weisen verein- 
fachen. Zunachst k6nnen die X- und Y-Axe so gewahlt werden, dass Tzy 
bez. TE,, verschwindet, indem man zwei Richtungen siicht, welche sowohl 
ftir die Indicatrix, wie für das zum Scheitel- oder Schwerpunkte der Pro- 
jection gehorige Cent.ralellipsoid conjugirte Durchmesser bilden. Da die 
Involution der zum Centralellipsoid, bezüglich der zu dessen Schnitt mit 
der Scheitelebene gehorigen Durchmesser stets elliptisch k t ,  existirt immer 
ein und riur ein Paar  solcher Axen, falls nicht dieser Schnitt und die Indi- 
catrix ahnliche Curven sind, in  welchem Falle c, bez. Tt, fur jedes Paar 
conjugirter Tangenten Nul1 wird. I n  der Praxis wird sich dieses Axen- 
paar oft als Mittellinie und die hierdurch halbirte Richtung der Projection 
srgeben. 

Ferner k6nnen die Hauptkrümmungsrichtunggn als Coordinatenaxen 
'JZ 

genomman werden, wodurch L (xy) = - wird und die Formeln die Gestalt 2 
annehmen : 
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Bus den verschiedenen Geâtalten der Formel ergiebt sich der auf die bereita 
oben hergeleitete Eigenschaft der Trligheitsmomente leicht zurtickzuführende 
Satz : 

2 cos(xy)T, ,  g,py + Ty9gyZ=  Const. 

Auf weitere Beziehungen, welche sich nach Gleichung 5) zwischen den 
Triigheitsmomenten und den Coefficienten der Glieder dritter Ordnung 
ergeben, gehen wir hier nicht weiter ein. 

Ans den zuletzt gewonnenen Formeln folgt: 

D i e  O b e r f l a c h e  i s t  b e i  g e g e b e n e r  o r t h o g o n a l e r  P r o j e c t i o n  
i n n e r h a l b  d e r  h i e r  b e a c h t e t e n  G r e n z e n  d e r  G e n a u i g k e i t ,  b i s  
a u f  G r o - s s e n  e i n s c h l i e s s l i c h  v i e r t e r  O r d n u n g * ,  v o n  d e r  R i c h -  
t u n g  d e r  K r t i m m u n g s r a d i e n  u n a b h a n g i g ,  a l s o  f t i r  F l l i c h e n  m i t  
g l e i c h  u n d  e n t g e g e n g e s e t z t  g e r i c h t e t e n  K r ü m m u n g e n  d i e s e l b e .  

D i e  z u  e i n e r  b e s t i m m t e n  P r o j e c t i o n  g e h o r i g e  O b e r f l a c h e  
e i n e r  s t e t i g  g e k r ü m m t e n  F l l i c h e  w i r d  e i n  M i n i m u m ,  w e n n  d e r  
S c h e i t e l  m i t  d e m  S c h w e r p u n k t e  d e r  o r t h o g o n a l e n  P r o j e c t i o n  
d e s  U m f a n g s  a u f  d i e  S c h e i t e l e b e n e  z u s a m m e n f t i l l t .  

D a m i t  b e i  g e g e b e n e m  I n h a l t  d e s  t i b e r w o l b t e n  R a u m e s  d i e  
O b e r f l a c h e  e i n  M i n i m u m  w e r d e ,  miissen die Gleichiingen stattfindcn 

D i e  i i b e r w o l b e n d e  F i a c h e  i s t  a l s o  a l s  K u g e l  z u  b e t r a c h t e n .  
Wird das polare Trligheitsmoment des Grundrisses, TzZ + Tyy, mit Tp 
bezeichnet, so folgt für  das korperliche Volumen J über der Scheitelebene 
und die Oberfliiche O, wenn e der Krlimmungsradius des Gewolbes (der 
, , B o h r n i s c h e n  K a p p e " ) :  

* Bei der Rectification ebener Curven gelten die entsprechenden Entwicke- 
lungen bis auf Glieder von hochstem dritter Ordnung. 

** Die allgemeine Behandlung der Aufgabe: diejenige Flache z u  bestimmen, 
welche, indem sio ein bcstimmtes korperlichcs Volumen überspannt, die kleinste 
Oberfiache besitzt, fühd bekanntlich auf die Bedingung, dam die Summe der 
Hauptkrümmungen in der gesuchten Flache constant sei. Eine specielle Losung 
bietet, in Uebereinstimmung mit der obigen Entwickelung, die KugelKache. 
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Oberfi&che einee elliptieohen Fltichenabschnittee. 

Bedeuten wieder, wie früher, h die Hohe des Abschnittea, a und b die 
Halbaxen der zur Indicatrix ahnlichen GrundHache F, so wird: 

Bei Anwendung dieser Formel ist nicht nothwendig, dass der Scheitel des 
Abschnittes genau tiber dem Schwerpunkte der Grundflache liege, da in 
diesem Falle die Verschiebungen 6 und des Scheitels gegen den Schwer- 
punkt proportional mit h  sind und somit die hierdurch bedingte Correction, 

gleich f F (5 + $), ausaerhalb der Orenzen der hier beachtetin Ge- 
L 

nauigkeit fallt. 
Flir die Calotte einer Kugel mit dem Radius Q ergiebt sich hiernach: 

1st der Radius des Grundkreises a ,  so wird (genau): 

" a 2 ( 2 e + h )  rr h3 a " h ( 2 ~ - h ) ,  daher O = -  ----=2?ceh -- - 3  
2 e 2 e 

welcher Ausdruck in seinem ersten Gliede den genauen Werth fiir die Ober- 
flache des Kugelabschnittes giebt; das den Fehler der Entwickelung dar- 

?G h9 
stellende Glied - - ist von sechster Ordnung. Der Ausdruck von O fiir 

2 P 
den Abschnitt einer beliebigen Flache wird aus dem für die Calotte erhal- 

ten, indem man statt  der Krümmung der Kugel ( )  die mittlere krürn- 

mung der Plachc - 
1 (:; + ;) einsetzt. Rei gleiaher Grundflache besitzt 

die Kugelcelotte die kleinste ~ b e r f l ~ c h e .  
Die entsprechende Formel für die Lange 1 eines Bogens mit dem Krüm- 

mungsradius p aber  der Sehne g lautet: 

Die vorstehcnd entwickelten Formeln für  die Flkiche (den Bogen) eines 
Flachen- oder Bogenabschnittes lassen sich noch in der bemerkenswerthen 
Form aufstellen : 

9) 
J J 

O = F + - 1  
Q e 

1 
wo J den Inhalt des Abschnittes (Segments), - die (mittlere) Krümmung 

e 
bedeutet. 
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Inhalt und Oberfliiche eines über  einem Kreise oder Bechteck 
liegenden Fltichenstiickes. 

Xach Formel 1) folgt für das Volumen über der Scheitelebene, dcn 
Radius des Grundkreises a nennend (der Scheitel liege im Mittelpunkte des 

Für Inhalt und Ober5Bche tib e r  e i n  e m  R e  c h  t e c k ,  dessen Seiten Z a  
und S b  symmetrisch zum Scheitelpunkt parallel den Hauptkrtimmungsrich- 
tungen liegen , kommt : 

wo p, und pb die Krümmungsradien der zu a bez. b parallelen Normal- 
schnitte bezeichnen. Diese Formeln konnen Verwendung finderi, welin enge 
Rohren eine Fkche  durchsetzen. 

Berechnnng der krnmmen Oberflache eines Zweiecks. 

Wir  legen wieder die zur Axe des Zweiecks parallelen Tangenten der 
begrenzenden Curven und verbinden deren Scheitelpunkte; der Scheitel der 
zu ermittelnden Oberflachc liegt bis auf Grossen hoherer Ordnung über der 
Mitte letztgenannter Geraden senkrecht zu der durch diese und die Sangeuten 
bestimmten Ebene. In diesem Scheitel wahlen wir eine zur Axe des Zmei- 
ecks parallele Gerade zur Y-Axe, eine Parallele zur Vcrbindiingslinic ist 
die conjugirte X-Axe. Die Projectionen der Grenzcurven auf die Scheitel- 
ebene dlirfen hei Berechnung der Correction als parabolische Segmente be- 
trachtet werden. Da Tyy eine Grosse sechster Ordnung, kann dieser Werth 
vernachlassigt werden; für T,, ergiebt sich nach bekannten Formeln 
F &g2 sin2 (x y) ,  wo F den Flacheninhalt der Projection des Zweiecks auf 
die Scheitelebene, y dessen Axe bedeutet. Hiernach wird 

9': und gy = - >  wo h die Senkrechte aus g zur Scheitelebene oder (angenghert) 
8 h  

zur Ebene der Scheiteltangenten der Grenzcurven bedeutet. F darf hier im 
Allgemeinen nicht durch die für ein Parabelsegment geltenden Naherungs- 
werthe ausgedrückt werden, da der hierdurch begangene Fehler mit g2 pro- 
portional, also mit der Correction vos gleicher Ordnung wBre. - 

Die entwickelten Gleichungen mogen noch auf einige zusammengcsctzte 
Flachen Anwendung finden. 
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Berechnnng einee flachen Kreuzgewolbes.* 

Die Projectionen der einzelnen Kappen sind Dreiecke, deren Mittel- 
linie~i die Axen der Wolbung ergeben. Eine Seite des überwolbten Vielecks 
hcissc a ,  die zugehorige Mittellinie der Kappe rn, die Scheitelhohe des 
Gewtilbes sei h ,  die X-Axe parallel a ,  die Y-Axe parallcl m. Da pu = m, 
folgt ftir das Volumen einer Kappe unter der Scheitelebene: 

..-us. 

, J =  + A h ,  wo d die Projection der Kappc bcdeutet. 

Für  den von den Kampferpiinkten aus überwolbten Raum folgt dem- 
nach 4F.  h l  F der Inhalt des überwolbten Vielecks. Dieses Voliimen ist 
also von der Lage des Scheitels iinabhangig. Weiter ergiebt sich für die 
Oberîlache des Gewolbes: 

h" 
d 

Dieser Ausdruck wird fur regulire Figuren nnd Parallelogramme ein Mini- 
miim, wenn der Scheitel tiber debm Schwerpunkte der GrundflLche liegt. 

Berechnung des flachen Klostergewôlbes. 

Die Projectionen der einzelnen Kappen sind wieder Dreiecke; die Ueber- 
w6lbuug steht xu den Seiten der Grundfiache senkrecht, wahrend ihre Axe 
letzteren parallcl lauft. 

Bezeichnet p die auf die Seite a des überwtilbten Vielecks geftillte Senk- 
rechte, ist f'erner X parallel a ,  Y senkrecht X ,  so wird Q, = cm, somit das 
Volumen unter der Scheitelebene: 

1 P" 

doher 
J = $ A h ,  wo d und h die vorige Bedeutung besitzen. 

Ftir das von den Kiimpferlinien aus überwolbte Volumen kommt 4 F . h .  
Weiter wird : 

Existirt ein der Grundflache P eingeschriebener Kreis, so ist f i r  dessen 
a  

hlittalpunkt - constant, daher 2 $, d d  = 0; in dieaern Falle wird also O 
A 

ein Minimum, wenn der Scheitel über dem Mittelpunkte des der Grundflsche 
eingeschriebenen Kreises liegt. Dasselbe findet bei dern Parallelogramm statt, 
wenn die Projection des.Scheitels in den Schwerpunkt der Grundflache fallt. 

* Ueber die praktische Anwendung dieaes und anderer flacher Gewolbe siehe: 
B ~ e y m a n n ,  Allgemeine Bau-Constructionslehre, 3. Aufl., Thl. 1 S. 44 S 10. 
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XVIII. 

Ueber die relative Bewegung eines Punktes in einem 
in contiquirlicher Deformation begriffenen Medium. 

Von 

Dr. BOBYLEW, 
Proforsor an der Univorsitnt in St.  Petersburg. 

Hierzu 2'af. VU Fig. 2. 

Der vorliegende Aufsatz enthtilt einige Yerallgemeinerungen der Kine- 
matik der relativen Bewegungen, namentlich einige Sstze iiber die relative 
Bewegung eines Punktes in Bezug auf ein verfinderliches Medium. 

5 1. Denken wir uns ein ver2riderliches Medium IZ, welches sich bei 
der Bewegung so deformirt, dass eine jede durch die Punkte desselben ge- 
zogene uniinterbrochene, endlich gekriimmte und endlich gewundene Curve 
alle diese Charaktere im Laufe der Bewegung behglt. 

Es  sei ferner ein Purikt M gegeben, welcher in dem vom Medium Li 
erfiillten Raume irgend eine absolute Bewegung hat ,  und das Medium IZ 
sei frir diesen Punkt  vollstandig durchdringlich. In  jedem Zeitpunkte der 
Bewegung wird der Punkt  M sich in einem Punkte des Raumes befinden 
und zugleich mit einem Punkte p des Wediums zuuammenfallen. 

Unter absoluter Bewegung des Punktes M verstehen wir ein mit der 
Zeit erfolgendes stetiges und continuirliches Fortschreiten des Punktes N 
durch die Punkte des Eaumes. 

Dem entsprechend werdcn wir unter relativer Bewegung des Punktes 
in Bezug auf das Medium IZ das stetige und continuirliche Fortschreiten 
desselben durch die Punkte des Mediums verstehen. 

Die durch alle Punkte des bfediumd gezogene Curve, mit welchen der 
Punkt  M im Laufe seiner Bewegung zusammuntrifft, heisst d i e  B a  h n  der  
r e l a t i v e  n B e  w e g  u n g .  Diese Rahn andert im Laufe der Bewegung nicht 
nur  ihre Lage im Raume, sondern auch ihre Gestalt. 

5 2. Jede continuirliche Bewegung und Deformation eines continuir- 
lichen Mediums kann folgendermassen ausgedrtickt werden: L 

1) E = ~ , ( a , P i ~ r t ) ,  V = T B ( ~ , B , Y , ~ ) ,  C = T ~ ( ~ , B , Y , ~ ) ;  
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hier hedeuten u l  p l  y die Anfangscoordinaten (ftir den Zeitpunkt t = O) 
eines beliebigen Punktes des Mediums, 4 ,  7 ,  { die Coordinaten desselben 
Punktes ftir den Zeitpunkt i ;  y , ,  <P~,  ys sind continuirliche Functionen von 

a ,  p l  y, t ;  diese Functioncn sollen derart sein, dass die Ausdriicke 1) fiir 
alle Punkte des Mediums gelten und ihre Bewegungen ausdrticken. 

Die Gleichungen der Bahn der absoluten Bewegung eines beliebigen 
Punktes des Mediums werden wir erhalten, indem wir in den Ausdriicken 
1) die u ,  B, y den Anfangscoordinaten dieses Punktes gleich machen und 
aus diesen Ausdriicken die Zeit t eliminiren. 

5 3. Die relative Bewegung des Punktes M ist bekannt, sobald wir 
angeben konnen, mit welchen Punkten des Mediums dereelbe in jedem be- 
liebigen Zeitpunkte der Bewegung zusnmmentrifft. 

1st die absolute Bewegung des Punktes ïlf gegeben und durch die 
Formeln 

2) X = fi (0 1 Y = fS ( t)  1 fi = fg (0 
ausgedriickt, so bestimmen sich : 

die Anfangscoordinaten a,, Bol y, des Punktes po des Mediurns, mit wel- 
chem der Punkt M im Zeitpunkte t.= O zusamrnentrifft; 

die Anfangscoordinaten O,, Pl ,  yl des Punktes pl des Mediums , mit wel- 
chem der Punkt M im Zeitpunkte t, zusammentrifft u. S. W., 

tiberhaupt die Anfangscoordinaten (Y;, pz, yz desjenigen Punktes p, des 
Vediums, mit welchem M im Zeitpunkte t = z zusammentrifft. Die Grossen 
u,, pzl yz miissen bestimmt werden aus den Gleichungen 

1 f1(.)= PI(% Be1 Y#, ~ ) l  

3, f2(.) = (P,(% Pb, Y*> TI, 
f 3  (z) = 9 3  ('Y< 1 1 i i 

welche bedeuten, dass in  dem Zeitpunkte z die Punkte M und p, in einem 
Punkte des Raumes zusammenfallen. 

Indem wir aus den Gleichungen 3) a,, B e ,  y, ermitteln, erhalten wir 
die Ausdrticke ftir a*, Bel y* als Functionen von z: 

4) a , - F 1 b ) ,  P,=F,(z),  y t = F , ( t ) ,  
welche ftir jeden Zeitpunkt gelten und die Anfangscoordinaten des zugehorigen 
Punktes p, bestimmen; sie mlissen als e x p l i c i t e  A u s d r t i c k e  d e r  r e l a -  
t i v e n  B e w e g u n g  d e s  P u n k t e s  X i m  M e d i u m  IZ betrachtet werden. 

Wird aus den Gleichungen 4) die Zeit s eliminirt, 60 erhalten wir die 
Gleichungen der Curve, welche durch die ursprtinglichen Orte aller jener 
Punkte pol  p l l  .. . p des Mediums gebildet ist ,  durch welche der Punkt  
wahrend der Rewegnng hindurchgeht; diese Curve stellt alsa d i e  L a g e  
d e r  r e l a t i v e n  B a h n  i m  R a u m e  f u r  d e n  Z e i t p u n k t  t = O  vor. 

5 4. Wiihrend der Bewegung wird die relative Bahn durch dieaelbe 
Reihe von Punkten po, pi . . . des Mediums gebildet, durch welche sie 
im Zeitpunkte t = O ging. 
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Die Beweguugen dieser Punkte werden durch die Ansdrücke 1) be- 
stimmt, wenn wir in letzteren für  rr, p l  y die Anfangscoordinaten dieser 
Punkte einführen; die Ausdrüüke für die Bewegung des Punktes p, werden 
sornit: 

5 = Y ,  (li; (d , F 2  b), F, (4 , t )  , 
A r = E é ( 4 ,  F : $ b ) ) t ) ,  

t =  c ~ , ( ~ I ' ; ( z ,  3 ' 2 ( 4 ,  F , ( d , t ) ,  

wenn man t als constant und t als variabel betrachtet; nach Elirninat,ion 
von t aus diesen Gleichuugen A) werden die Gleichungen: 

5) q ( E , r j , t i 4 = O ,  @ : ! ( t , v > l i z ) = = O  
der a b s o l u t e n  B a h n  d e s  P u n k t e s  p, erhalten. 

Wird aber in denselben Ausdrücken A) t als eine Constante betmchtd 
und werden dem z alle moglichen Werthe gegeben; so werden die Aus- 
drücke A) die Coordinaten zur Zeit t aller die Bahn der relativen Beivegung 
bildenden Punkte po, p i ,  . . - pz darstellen. Indem wir also z aus den 
Gleichungen A) eliminiren , erhalten wir die Gleicliungen : 

6 )  @ l ( 5 , q , t , t ) = 0 ,  @ 2 ( j , q , S , t ) = 0  
der L a g e  d e r  r e l a t i v e n  B a h n  i m  Z e i t p u n k t e  t im Raume. 

Die Gleichungen A), bei constantem t und variablem z ,  drücken die- 

jenige ahsolute Rewegung aus, welche der Punkt  X gehabt h&tte, wenu: 
1. da8 Medium von Anfang an unbeweglich und unverinderlich ware und 
diejenige Lage im Raume aufbewahrt hiitte, in welche es wiihrend seiner 
wirklichen Bewegung zur Zeit t gelangt war;  und 2. w e m  der Punkt 31 
dabei seine relative Bewegung i n  Remg auf da,s IbTedii~m vollkommen bei- 
behalten hiitte, d. h. wenn i n  dieser f i n g i r t e n  B e  w e g u n g -  der Punkt M 
mit einem jeden Punkte der Beihe y,, pl, . . . p,, . . ., und zwar in den- 
selben Momenten wie bci der wirklichen Bewegung zusammengefallen wiire. 

3 5. Die absolilte Bewegung des Punktes 211 kann als zusammengeàetat 
aus seiner relativen Rewegung in Rezug auf das Nediiirn II und a m  seiner 
F ü h r u  n g s  b e  w e g u n  g* mit diesem Nedium im liaurne betracbtet werden. 

U n t e r  r e l a t i v e r  G e s c h w i n d i g k e i t  u n d  r e l a t i v e r  U e s c h l o u -  
n i g u n g  d e s  P u n k t e s  M i n  e i n e m  b e l i e b i g e n  Z e i t p u n k t e  t i s t  d i e  
G e s c h w i n d i g k e i t  u n d  d i e  B e s c h l e u n i g u n g  d e r j e n i g e n  B e w e g u n g  
z u  v e r s t e h e n ,  d i e  d e r  P u n k t  JI g e h a b t  h i i t t e ,  w e n n  d i e  F ü l i r -  
u n g s b e w e g u n g  v o n  d i e s e m  Z e i t p u n k t e  a n  a u f g e h o r t  h a t t c .  . Die Führungsbewegung wird im Zeitpunkte t durch den in diesem 
Moment plotzlich eintretenden Stillstand des Mediums Il aiifgehoben. 

Indem dann der Punkt  M seine relative Eewegiing in Beziig auf das 

ruhende Medium fortsetzt, wird dieser Punkt  M diejenige fingirte Beweguug 
ausfüliren, von der mir am Ende des vorigen Paragraphen gesprochen haben. 

* Mouvement d'entrainement. 
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Um also die relative Geschwindigkeit und die relative Beschleunigung 
des Punktes iur  den Zeitpunkt t zu erhalteri, muss man die Glejchungen 
A) im Sinne der fingirten Bewegung für den Zeitpunkt t  nehmen und aus 
ihnen die Geschwindigkeit und Beschleunigung dieser fingirten Bewegung 
ftîr r =, t bestimmen. 

Wir werden daher den Ausdruck für die Projection der relativen Ge- 
schwindigkeit u auf die X -  Axe findcn, wenn wir von der ersten Gleichung 
A) die Derivirte nach z nehmen und dann r = t setzen; es wird: 

a g a 6 a 6 
?A COS (U 9 X) = aa F'l (t)  + - Fre ( t )  + - F' ( t )  a P a~ 

oder 

7 a) 
a6 d a  a6 d p  a5 a y  

ucos(u, X ) =  - - 
a u  a t  + ~ d t  + ~ d t  

und in derselben Weise: 

7 
a g  d a  ag a p  a l  a y  

ucos(u,Z)=- - +- - +- -. a u  d t  ag d t  a y  d t '  
hier sind: 

d a  

dt 
- F ( )  +;(t). -- 2; - F; (f). 

Die Richtung der relativen Geschwindigkeit is t  zur relativen Bahn tan- 
geritiell. 

Um die Ausdrücke für die Projectionen der relativen Beschleunigung u 
auf die Coordinatenaxen zu erhalten, muss man die zweiten Derivirten von 
den Gleichungen A) nach T nehmen und dann z gleich t setzen; wir erhalten: 

. . 
Die Auçdrücke für  u cos (u, Y )  und cos (l, Z )  enthalten partielle Dif- 

ferentialquotienten von 7 und k anstatt solcher von 6 .  

5 6. U n t e r  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t u n d  d e r  B e s c h l e u n i g u n g  d e r  
F ü h r u n g s b e w e g u n g  d e s  P u n k t e s  Jf i m  Z e i t p u n k t e  t i s t  d i e  G e -  
s c h w i n d i g k e i t  u n d  d i e  B c s c h l e u n i g u n g  d e r j e u i g e n  B e w e g u n g  
z u  v e r s t e h e n ,  d i e  d e r  P u n k t  M h a b e n  w ü r d e ,  w e n n  d i e  r e l a t i v e  
B e w e g u n g  v o n  d i e s e m  Z e i t p u n k t e  a n  a u f g e h o b e n  w a r e .  

Die relative Bewegung h6rt im Zeitpunkte t auf ,  wenn der Punkt M 
von diesem Moment an in demjenigen Punkte des Mediùrns bleibt, nach 
welchem er  wiihrend der wirklichen B e w e p n g  ziir Zeit t gelangt ist. 

22*  
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Um also die Projectionen der Führungsgeschwindigkeit w und der 
Flihrungsbeschleunigung W m f  die Coordinatenaxen ftir den Zeitpunkt t zu 
erhalten, muss man die erste und zweite Derivirte der Gleichungen A) n ~ c h  
t nehmen und danu z gleich t setzen; man erhglt: 

$ 7. Die Projectionen der absoluten G e s ~ h w i n d i ~ k e i t  v des Punktes nI 
auf die Coordinatenaxen sind gleich den Derivirten nach der Zeit von den 
Functionen 2), welche das Gesetz der Veranderung der Coordinaten X, Y, a 
des Punktes Jf mit der Zeit ausdrücken. 

Andererseits werden die Coordinaten x ,  y, a durch die Functionen ql, 
va, rp3 [l)] ausgedrückt, wenn man i n  die letzteren FI (t), F z ( t ) ,  F,(t) 
anstatt  a, p ,  y einführt. E s  ergiebt sich: 

Zieht man die oben angeführten Gleichungen 7) und 10) in Betracht, 
so drücken die Formeln B) folgende bekannte Abhangigkeit zwischen den 
Geschwindigkeiten v, zc, w aus: 

D i e  G e s c h w i n d i g k e i t  d e r  a b s o l u t e n  B e w e g u n g  d e s  P u n k t e s  
2 i n  e i n e m  b e l i e b i g e n  M o m e n t  t i s t  d i e  g e o m e t r i s c h e  Surnme 
d e r  g l e i c h z e i t i g e n  r e l a t i v e n  u n d  F t i h r u n g s g e s c h w i n d i g k e i t .  

5 8. Die Projectionen der absoluten Beschleunigung v des Punktes M 
auf die Coordinatenaxen sind gleich den zweiten Derivirten der Coordinaten 
x ,  y ,  a und k6nnen ausgedrückt werden entweder durch die zweiten Deri- 
virten der Functionen f, (t), f, ( t )  , f, (t) oder durch die zweiten totalen Uife- 
rentialquotienten der Functionen cpl, q,, cp ,  nach der Zeit, wobci a, f i ,  y 
als Functionen F, (t) , F, ( t )  , F, ( t )  zu betrachten sind. Daher erhalten wir 
mit Rlicksicht auf die Ausdrticke 9) und 11) folgende Gleichungen: 
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. . 
a cos (v, 2) = W COS (W., 2) + Zt COS (U, 2)  

Man ersieht hieraus, dass d i e  a b s o l u t e  B e s c h l e u n i g u n g  v a l s  
g e o m e t r i s c h e  S u m m e  f o l g e n d e r  d r e i  B e s c h l e u n i g u n g e n  b e -  
t r a c h t e t  w e r d e n  k a n n :  

1. zc - der relativen Beschleunigung, 

2. w - der Bührungsbeschleunigung , 
3. der entgegengesetzt genomrnenen R t i c k k e h r b e s c h l e u n i g u n g .  

R ,  deren Projectionen auf die Coordinatenaxen sich durch die 

ausdrtieken lassen. 
Hier bedeutet E die Zeiteinheit und El ,  q l ,  & sind: 

Denkt man sich ausser dem Medium IZ noch ein anderes, ebenfalls 
verlinderlichea Medium II,, dessen Bewegung durch die Forrneln 13) aus- 
gedrtickt wird, - denkt man sich ferner einen Punkt  M l ,  welcher in Bezug 
suf nl dieselbe relative Bewegung 

a = FI ( t )  , S = PP ( t )  , y = Fs ( t )  
wie ïlf in Bezug auf Il ausführt,  so ergiebt sich aus den Formeln 12), 
dass die R ~ c k k e h r b e ~ c h l e u n i ~ u n ~  als verdoppelte, mit der Zeiteinheit divi- 
dirtc und entgegengesetzt genommene Geschwindigkeit der relativcn Bewegung 
des Punktes Ml in Bezug auf Tl, betrachtet werden kann. 

Dies gilt  jedoch nur. wenn die Formeln 13) die Bewegung eines sol- 
chen Mediums darstellen, welches continuirlich bleibt und dieselben Anfangs- 
dimensionen wie das Medium IT hat. Letzteres ist  unentbchrlich, damit 
der Punkt Ml stets innerhalb des Mediums II, bleibe. Im  Palle die For- 
meln 13) diesen Bedingungen nicht entsprechen, muss die Bedeutung von R 
ftir jeden speciellen Fa11 besonders hestimmt werden. 

B e i s  p i  e l  1. Das bewegliche Medium II sei zwischen zwei pamllelen 
Ebenen 2 = + A und x = - A so enthalten, dass es in der Riehtung der 

* Diese Beschleunigung ent~pricht der mAccé16ration centrifuge composéeY, 
welche in der Kinematik von S O ni o f f  (übersetzt von A. Ziw et) flückkehrbeachleu- 
niguiig genannt ist. 
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X- Axo eine Dicke S A  hat; die anderen Dimensionen des Mediums sind 
unbegrenzt. Seine Bewegung sei durch die Formeln: 

t 
& = a ,  q = p + B ( A 2 - a ' ) - ,  [ = Y  

A2 
und die absolute Bewegung des Punktes M durch die Formeln: 

kt" 
$ = k t - A ,  y =  B(3A-kt)-,  a = O  

3 Aa 
gegeben. 

I n  diesem Falle findet man die Gleichungen: 

als explicite Ausdrücke der relativen Bewegung; die Gleichungen A) wer- 
den hier : 

t ; = k s - A ,  l = O ,  
k z t  k t "  

( 2 ~ - k r ) - - ( 3 ~ - 2 k z ) ~ ) i  Aa 3 8  

die Bahnen 5) der Punkte p,,, p l ,  . . . sind hier die der Y- Axe parallelen 
Geraden : 

& = k r -  A ,  l = o  
und die Gleichungen 6) der Lage der relativen Bahn im Haume m m  Zeit- 
punkte t werden sein: 

In  Taf. VI1 Fig. 2 sind die Lagen der relativen Bahn ftir die Zeit- 

momente t = O ,  t,, 2 t l ,  3 t , ,  4t1, 5t1, 6 t ,  t - - abgebildet; die Curve 
( 1 - 3  

A E D  stellt die Bahn der absoluten Bewegung des Punktes M vor. 
Die relative Geschwindigkeit ist  i n  diesem Falle stets der X-Axe 

parallel und der Constanten k gleich, die relative Beschleunigung ist der 
Y-Axe parallel und andert ihre Grosse im Laufe der Zeit riach dem Gesetze: 

Die R~ckkehrbeschleunigung ist ebenfalls der Y-Axe parallel und hat 
die Grosse der verdoppelten relativen Beschleunigung. 

- Die Ausdriicke 13) werden in diesem Beispiele: 

Diese Formeln konnen in keiner Weise eine stetige Bewegung eines solchen 
Mediums ausdrücken, welches im Anfange der Bewegung denselben Theil 
des Raumes einnimmt, wie das Medium II. Somit ist  die im letxten Para- 
graphen angeftihrte allgemeine Deutung von R in unserem jetzigen Falle 
unanwendbar. 
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B e i s  p i e l  2. Der Punkt  M habe eine beliebige absolute Bewegung 1) 
und dws Medium cleformire sich nach dern Gesetze: 

und x , ,  Hz,  x:, irgendwelche co~itinuirlichen Functionen der Zeit; A, ,  A,, A, ,  
p i ,  p z ,  pu, vi ,  v 2 ,  v3 die Cosinusse der Winkel, welche drei unter einander 
rechtwinklige, sich lm den Urspriing O drehende Axen OX',  OY', OZ' 
mit den festen Axen OX, OY, OZ bilden. Diese Cosinusse, welche unter 
sich durch die sechs bekannten Reiationen verbunden sind, konnen durch 
trigonomctrische Functionen dreier Winkcl 9, 8, 9 ausgedrückt werden; 
die Winkel c p ,  3, I/) seien in unserem Falle als irgendwelche continuirliche 
Functionen der Zeit gegeben. 

Iiide~ri man die Iielationen, durch welche die Cosiriusse A,, A,, . . . v, 

unter siuh rerbunden sind, berücksichtigt, wird man leicht aus den gegebe- 
nen Ausdrücken 14) folgende Formeln finden : 

~ ~ 1 z 5 ~ 1  4-71? f 5 1 3 z g ~ ~ ~ ( Q , X ' ) ,  
15) P ~ ~ ~ E P ~ + ~ P ~ + ~ P ~ = ~ C O S J ~ ,  y'), 

y q3 = & Y 1  + + 5vg = g cos(p, 2'); 

g bedeutet hier die Grosse und Riülitiirig des Radiusvectors desjenigen Punk- 
tes, welchem die Coordinaten $, 7 ,  5 zugehoren. 

Setat man dis Functionen f , ,  fi2, f, statt  g ,  7 ,  5 in  die Pormeln 15) 
ein, so erhalt man die expliciten Ausdrücke der relativen Bewegung: 

Die Ausdrücke für die Projectioncn von u auf die Axen X, Y, Z wer- 
den in unserem F d l e :  

hieraus folgt, mit Rücksieht auf die Bedeutung der Cosinusse A,, A,, . . . us: 

Die Aiisdrücke der Projectionen der Geschwindigkcit eines Punktes des 
!Jediüma auf die Axen X, Y, Z sind: 
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oder, mit Rticksicht auf die Formeln 15): 

woraus ferner : 

Hier bedeuten : 

a,, = x1 1,' + p l Z  + q2, 
a,, = x1 a,S + x ,  pl2 + x ,  v,', 

a,, = x1 A,Z + %, ~ , 2  + x3v32, 

an= ~ ~ ~ i b + % ç ~ i ~ n  + % 1 ~ 1 ~ 2 9  

a a s c ~ 1 A 2 b  + % - P 2 ( 1 3  + % 3 ~ 2 ~ 3 ,  

a31 = % y 1  + x , p 3 ( 1 1 +  ~ 3 ~ 3 ~ 1 ~  

P = A, 1 3 + PZ ~ ' g  + ~ 2 ~ ~ 3  = - 0's ''a + t ~ s  ~ ' a  + ~3 ~ ' 2 )  3 

4 = 1, A', + Ps $1 + v3 v'1 = - (A1 A's + Pl ,P83 + YI ~ ' 3 )  i 

Y = 1, A', + pl ~ ' s  + v1 ''2 = - (a, A', + P Z  (1'1 + v, v'J. 

Ftir die Ausdrlicke der Projectionen der Rückkehrbesehleunigung auf 
die Axen X i  Y, Z ergiebt sich: 

oder, mit Rkks ich t  auf die Pormeln 17): 

Der eingeklammerte Theil dieser Formel unterscheidet sich von dem zweiten 
Theile der Gleichung 18 a) darin, dass in  19) anstatt  der Projectionen von 
Q diejenigen von u vorkommen; hiermit driickt sich in diesem Beispiele 
die Rlickkehrbeschleunigung durch die verdoppelte und entgegengesetzt ge- 
nommene Geschwindigkeit devjenigen Mediumpunktes aus, dessen Radius- 
vector die relative Gesehwindigkeit darstellt. Mit anderen Worten hat R 
in diesem Beispiele dieselbe Bedeutung , wie im Falle eines unverinderlichen 
Medium.  
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XX. W a n n  besitzt e ine knbieche Parabe l  eine Di rec t r ix l*  

1 .  Nach AnalogieY* mit der ebenen Parabel konnto man orwarten, 
dass auch die riiumliche (knbische) Parabel eine , D i r e c t  r i x besiisse, 
d. h. dass eine Gerade existirte als Ort der Punkte, von deuen Tripe1 je 

zu einander senkrechter Ebenen (Osculationsebenen) an die Parabel gingen. 
Dies ist aber im Allgemeinen nicht der Fall,  wie zunachst g o  o -  

m e t r i s c h  so zu ersehen ist. 
Eine kubische Parabel bat bekanntlich (vergl. z. B. S c  h r  6 t e r  , Theorie 

der OberflLchen zweiter Ordnung, S. 307) die Eigenschaft , dass , wenn man 
durch einen beliebigen Raumpunkt zu den Tangenten und Ebenen der 
Parabel P a r  a l  1 e 1 - Strahlen und Ebenen legt , diese die Kanten und Ebenen 
eines K e g e l s  *'* (zweiter Ordnung) sind. 

Existirte nun im Allgemeinen eine Uirectrix der Parabel, so müsste 
dieser Kegel ein g l e i  c h s e i t i g  e r  scin, d. h. es wiirden ihm unendlich viole 
Tripe1 je zu einander senkrechter Tangentialebenen angeh6ren 

Es ist aber bekanntlich (vergl. z. B. S c h r 6  t e r ,  Theorie etc., S. 76, 
78 flgg.) eine Bedingung erforderlich, damit ein Kegel e i n ,  u n d  d a m i t  
zu g l e  i c h u n  e n d  1 i c  h viele solcher Ebenentripel besitze. 

Dass unser Eegel aber in der That  e i n  g a n z  b e l i e b i g e r  is t  (im 
Allgemeinen), ist leicht zu erkennen. 

* Diese Note, ein Wiederabdruck aus den ,,Mathematisch. naturwissenschafb 
lichen Mittbeilungen von Dr. O. B 6 k l  en " (Heft 1, erschienen Ostern 1834), bezieht 
sich auf die in d ie~er  Zeitschrift (Jahrg. 1884, Heft 4) publicirte Arbeit des Herrn 
Dr. U 6  kl en,  der bei seinen Arbeiten über das Ellipsoid auf kubische Parabeln mit 
Directrix stiesa und dabei die im Tite1 gestellte Frage gel6st zu wissen wünschte. 

*+ In der That besitzt ja das z w e i t e  raumliche Gebilde, das der ebenen 
Parabel entepricht, daa P a r a b  o l o i d ,  eiue , , D i r e c t r i x u ,  d. i. eine Ebene als Ort 
der Piinkte, von denen Tripe1 je zu einander senkrechter Ebenen (Tangentialcbe- 
nen) an da8 Paraboloid gehen (vergl. Re y e, Geometrie der Lage II, S. 268 Nr. 37). 

**+ Die Punkte des Kegelschnittes, in dem dieser Kegel die unendlich ferne 
Ebene trifft, sind die Spuren der Tangenten der Parabel und die Tangenten dieses 
K~gelrchnittes die Spiiren der Ebenen der Parabel. Denn die Parabel osculirt j a  
die-uncndlich ferne Ebene. 
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E s  sei ein solcher beliebig gegeben*. 
Dann lege man irgend eine Ebene, doch so,  dass sie i r g e n d  e i n e r  

X e g e l e  b e n e  p a r a l l e l  is t ,  und verzeichne in dieser Ebene irgmd eine 
P a r a b e l .  D a n n  s i n d  d i e  s a m m t l i c h e n  E b e n e n ,  d i e  d i e s e  e b e n e  
Y a r a b e l  b e r ü h r e n  u n d  e i n e r  K e g e l e b e n e  p a r a l l e l  s i n d ,  d i e  
S c h m i e g u n g s c b e n c n  c i n c r  k u b i s c h e n  P a r a b e l ,  z i i  d e r  d e r  K e g e l  
i n  d e r  o b e n  d e f i n i r t e n  B e z i e h u n g  s t e h t .  

S. Umgekehrt ist, aber die e i n  e Redingung, die erforderlich kt. damit  
unser Kegel (er heisse einfach ,,P a r  a l  l e 1  k e g e l  d e r  P a r a  b e l  lL) ein, und 
damit unendlich viele Tripel von je auf einander senkrechte~i Eberien lie- 
sitze, a u c h  hilûreichelûd,  d a m i t  d i e  P a r a b e l  e i n o  D i r e c t r i x  b e -  

s i t z t .  
Man weiss (vcrgl. z. B. R e y e ,  Geometrie der Iiage 1, S. 122) ,  dass, 

wenn ein Kegel (zweiter Ordnung) diese Eigenbchaft besitzt, seine Ebenen 
eine , , I n v o l u t i o n  d r i t t e r  O r d n u n g "  bilden, d. h. sie sind s o i n  Tripe1 
getheilt, dass jeder Ebene i m m e r  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  z u g e o r d n e t  
aind, die mit ihr eines der (orthogonalen) Tripe1 bilden. 

Sodann sind die Ebenen des Kegpls verruoge ihrer Construction den 
Ebenen der Parabel p r o  j e c  t i v  i s c h  zugeordnet, mithin bilden auch die 
Tripelebenen der Parabel eiue aolche Involution. 

D a n n  a b e r  l i c g e n  n a c h  c i n e m  a l l g e m e i n e n  S a t z o  (vergl. z. B. 
meine Schrift ,Apolaritat und rationale Curven" 5 14) d i e  E c k e  n d i e s e r  
E b e n e n t r i p e l  i m m e r  i n  e i n e r  Geraden. 

Dies ist  dann die D i r e c t r i x  der Parabel. 

Arialytische Belianùlung. 

3. Eine kubisehe Raumcurve (als Curve dritter C l a s s e )  kann immer 
dargestellt werden in der Forrn: 

1) w ( A ) = f ; ( A ) ,  .ocp(A)=f,(k), wcp@)=f,(b). 

Hier sind die u ,  v, w die Coordinaten einer E b  e n e  der Curve, die f und 
<p g a  n e e  Ausdrticko dritten Grades in A. 

Jeder  Ebene der Curve kommt dann e i n  Werth A eu und umgekehrt. 
Sol1 die Curve eine kubische Parabel sein, eo muss die unendlich ferna 

Ebene 

2) u = o ,  v = O ,  w = o  

eine Ebene der Parahel sein. Es komme ihr dann der Werth A-; a zu, so 

müssen die drei f den Factor A -  or gemein haben, wie folgt: 
- - - -- . 
* Die folgende Construction ist nur das D u a l i s t i s c h e  zu der bekapnten 

Erzeiigiin~ der kuhischen Haumcurvcn mittda zweier Kegcl, die eine Rante ge- 
mein haben. 
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ursprung liegt , roprssentirt durch 

4, X ~ + Y U +  z w  x ~ l ( A )  + ~ g z ( ~ ) + ~ g , ( ~ ) = O  
oder auch durch 

5) u : v : w = gl (A) : g2 (2) : g3 (A). 
Die Elimination von 1 liefert (vergl. meine Schrift ,Apolarit$t etc.u 

S. 4 3  oder auch meine Note im Württembergischen Correspondenzblatt 1883) : 

6) 
u2!AWA02 - Aloz)* + v2(4OAI2 - Ail2) + w2 (AJOA22 - 41 ' )  

+ z c v ( ) + u w ( ) + v w ( ) = O .  

Soll nuu dieser Parallelkegel 6) die Bedinguug erfüllen, eiri Tripe1 von 
je auf einander senkrechten Ebenen zu besitzen, so besteht dicso bckannt- 
lich (vergl. z. B. H e s s e ,  Analytische Raumgeometrie) im Verschwinden der 
Summe der drei Coefficienten von u2, ve, w2; sie lautet also: 

4. Wir  wollen nunmehr die P a r a b e l  n e b s t  i h r e r  D i r e e t r i x  u n d  
dor I n v o l u t i o n  d e r  O r t h o g o n a l t r i p e l  in einer cnnonischen Form nna- 
ljtisch darstellen. 

Es m6gen namlich die drei Coordinatenebenen 

8) x = O ,  y = O ,  z=O 
eines der Orthogonaltripel bilden. Dann muss die Directrix durch den Ur- 
sprung hindurchgchen , also in  der Form dargcstellt sein : 

9) x : y : ~ = a : @ : y  oder x = p a ,  y = e P ,  z = e y ,  
wo Q veriiuderlich ist. 

Den drei Coordinatenebenen als Ebeuen der Parabel migen die resp. 
Werthe A = A,, k2, 1, entspreühen. 

Dann ist die kubische Parabel, wie leicht zu erkennen, folgender beider 
Darstellungen fahig: 

10) 
a u=- b c 

1 .  v=-i w=--,  
A-A, A - A2 1-1, 

11) x=A(A-A,)3, Y = B ( A - A ~ ) ~ ,  d=r(k-A$**. 
Daboi ist der unendlich fernen Ebene der Werth A = m  beigelegt. 

* Die Air sind, wie üblich, die zu den Elementen aik der D e t e r m i n a n t e  
der let~teren gehorigen U n t e r  de te rmin  an ten .  

** Eine einfache Rechniing, nach der Clebsch'scheii Regel (vergl. Cl e b sch, 
,,Deber die rationalen Curven", Cre l l  e  Bd. 63) a u s g e f ü h t ,  liefert zwisclien den 
a, b, c und A, B, r die Beziehungen: 

1 1 
aA b B =  cr=---- - (n, - A,) (A, - A,) &=A;) - o 
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W i r  suchen die Grossen or, p ,  y, d. i. d i e  N e i g u n g e n  d e r  D i r e c -  
t r i x  g e g e n  d i e  C o o r d i n a t e n a x e n  zu bestimmen. 

Vom u n e  n d 1 i c h f e r  n e n Punkte der Directrix , dessen Gleichung ist : 

gehen (ausser der unendlich fernen Ebene) noch zwei weitere (zu einander 

senkrechte) Ebenen s n  die Parabel. 
Die zugehorigen Werthe A fiir sie erhalt man durch Combination von 

12) und 10): 

13) 

Andererseits ist  die Bedingung, dass i r g e n d  z w e i  E b e n e n  (u, v, w ;  

u,, v , ,  w,)  d e r  P a r a b e l  (mit den Werthen A ,  p )  a u f  e i n a n d e r  s e n k -  
r a c h t  s t e h e n ,  gegeben durch 

Halt man hier p f e s  t , so ergeben sich aus dieser Gleichung g e r  a d e  d i e  
b e i d e n  E b e n e n ,  d i e  m i t  d e r  E b e n e  p e i n  O r t h o g o n a l t r i p e l  b i l -  
d e n  (d. h. , , j e d e  S c h n i t , t l i n i e  z w e i e r  a u f e i n a n d e r  s e n k r e c h t e r  
E b e n e n  d e r  P a r a b e l  muss die D i r e c t r i x  t r e f f e n u ) .  

Uebrigens seigen die Gleichungen IO), 11) sofort dits weitere Resultat, ditss für 
jeden Punkt der Parabel die Producte 

ZU: yu3, 2w3 
j e  d e n e e l b e n  W e r t h  haben, und zwar ist 

Mit Rücksioht auf die Wcrthe dor Constmten or, p, y in 9) [vergl. 16)] haben 
wir aleo: 

, ,Für j e d e n  P u n k t  d e r  kubiechen  P a r a b e l  (für welche die drei Coordi- 
natenebenen ein Ebenentripel bilden) s i n d  d i e  P r o d u c t e  xua,  yvq ewa con- 
stant und  v e r h a l t e n  s ich  s u  e i n a n d e r ,  wie d i e  Q u a d r a t e  d e r  Cosinus 
d e r  N e i g u n g s w i n l c e l  d e r  D i r e c t r i x  gegen  d i e  C o o r d i n a t e n a x e n . "  

Aus den Gleichungeu 10) fliesst sofort eine sehr einfache Construction einer 
kubisçhen Parabel mit Directrix. 

,,Man nehme eine beliebige Gerade an. Eine jede Ebene durch dieselbe 
schneidct aus den Coordinatenaxen, vom Anfangspiinkt an gerechnet, drei Abschnitta 

e l 1  '321 e3 
aua." 

Construirt man die reciproken Abschnitte 

1 1  1 
- > -> - 
el % Ca 

und verbindet deren drei Endpunkte durch eine Ebene, so umhiillen alle diese 
Ebenen eine.kubische Parabel mit Directrix, für die das Coordinatenebenentripel 
ein Orthogonal -8chmiegungsebenentripel k t .  
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Jctzt iiehme man für die Ebene y die unendlich fcrne Ebcne, flir die 
p =cr> ist. Dann miiss ftir diesen Werth von p. die qnadratische Gleichung 
14) mit 13) i d e n t i s c h  sein. 

Für diesen Werth (p  =m) geht aber 14)  liber in: 

S o l l e n  d i e  G l e i c h u n g e n  15) u n d  13) ,  u n d  zwar  f u r  g a n z  b e -  
l i e b i g e  W e r t h e  v o n  A, ,  L,, A3 i d e n t i s c h  s e i n ,  s o  i ~ t  dazu noth-  
weadig und hinreichend,  dass 

16) a :b :c=or :@:  y. 

Daher stellt sich die Involution aller Orthogonalebenentripel der Parabel 
vermoge der Gleichungen 10) und 15) so dar:  

Endlich ist noch zu bernerken, dass, wenn man statt  des alten recht- 

winkligen Coordinatensystems (2 :: :) i r g e n d  e i n  n e u e s  r e c h t w i n k -  

l i g e s  (2 z) mittels bekannter Formeln einführt, und drilckt dann in 

10) resp. 11) die alten Coordinaten d u r c h  d i e  n e u e n  aus, s o  e r h i i l t  
m a n  d i e  allgemeinste D a r s t e l l u n g  e i n e r  k u b i s c h e n  P a r a b e l  m i t  
D i r e c t r i x .  

Die Rechnung ist dabei so einfach, dass sie hier unterbleiben m6ge. 

T i i b i n g e n ,  1883. Dr. F. MEYER. 

XXI. Die Ortsflkche der  Spitzen gleichseitiger Tetraeder zu gegebener 
Oeraden d e r  Zeichenebene. 

(Hierzu Taf. VLI Fig. 3.) 

Angeregt durch den Aufsatz des Herrn Dr. A. S c  h m  i d t liber g l  e i  c h -  
se i  t i g  e T e  t r a e d e r  *, erlaube ich mir, nachstehend einen Ueberblick Iiber 
die Ortslinien der Spitzen solcher Vierflache zu bieten, welche einer gegebe- 
nen Strecke als Basis enteprechen. 

Zu einem Dreieck ABC, der Zeichenebene findet man die Spitzen con- 
gruenter Dreiecke (Cl d2 A ,  d, Cl B) auf dem Umkreise von A B  Cl in 
1 B411 AC, 1, 1 A d ,  Il B Cl 1 und erhalt durch Drehung jener beiden Dreiecke 
nm 1 AC,, BU, 1 die Spitze (D,) znm gleichseitigen Tetraeder, dessen Grund- 

+ Zeitschr. f. Math. u.  Phys., Jahrg. 1584 S. 341. , 
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350 Kleinere Mittheilungen. 

flBche A U  Cl. Die Spuren Id, d f l  . d2d' ,  1 der Lothebenen, in nelclien sich 
(d l ,  d,) bewegen, konnen auch mit Hilfe der Durchmesser / A d ' , ,  Rd',] des 
ITmkreises bestimmt werden, indem (d',, d',) auf den Senkrechten 1 ACO, BDo 1 
jenen Spuren angehoren. Verschiebung von (Cl)  a u f  IBCI hat Fortrücken 
des Mittelpunktes ( O , )  auf der senkrecht Halbirenden 1 Oyl zur Folgc, was 
anzeigt , dass die Büschel Al Ooo cno, ( B  - auf 1 B Do, ACo 1 perspectivische 
Punktreihen beschreiben: 1 B D o ,  m d ' ,  / \ A C ,  oo 1, deren Mittelpunkt 
(AB, )  ist. 

Die Umkreise zu den Dreiecken ABC, über der gcmeinsamen Grund- 
linie 1 A B  1 bilden ein Büschel mit den Grundpunkten (A,  B) .  Da 

1 d ' ,  dl 1 B C l ,  d P 2  d, 1 AC,  1 mit einauder Winkel bilden, welche zu AI!?, B 
supplementSr sind, so erscheincn dic Spitzen ( D , ) ,  welche gleichcn Win- 

keln A 6, R entsprechen, in einem Xreise durch (d', , dP4)  und gleich dem 
Umkreise A C, B. 

1 d', D, 1 1 1 AC, 1 geht ftir (Cl)  in 1 Co D, 1 1  A B  1 über, für ( C )  = (A C I  BC) 
dagegen in 1 A E ,  I(B Ci. Da nun des Parallclstrahlcnbüschpl B E ,  1 BD,, md',  1 
mit der Axe der Parabel parallel ist, welche die Strahlen 1 A E ,  Co D,,, , ml d',Dl ) 
umhüllen, beide Büschel unter sich projectivisch siud und in (il,,) entspre- 
chende Punkte zusammenfdlen, so wird IXUOl m Dl 1 ,  ihr perspeütivisclier 
Schnitt, eb~nfal ls  eine Tangente jener Parabel sein. 

Man kann 1 Do,E, 1 auch als Ort der Theilpunkte von gleichwinkligen 
Bogenabschnitten erkennen, auf einer Kreisreihe, welche dem Büschel der 

A 

Umkreise congruent ist und die (Di) e ~ t h a l t ,  die gleichen Tlrinkeln ACi B 
entsprechen. 

(il,,, , El) bezeichnen Grenzlagen für  1 Di 1 ,  indem sie den rechtwinkligen 
Dreiecken LI C O B ,  A C B  entsprechen. 

Die Parallele zu ( B C ,  1 durch (DU1) ergiebt auf 1 A B (  den Brenn- 
pnnkt (F) der von den Ortsgeraden 1 DoiEi  1 umhüllten Hyperbel, da 
I B D o , I A B ,  B E , ~ ( x , h , ~ D , , F ~ ~ U C , ~ ,  folglich: IFh,CID, , ,x , I .  Die 
Brennweite der Hyperbel betragt demnach $ A B .  

%'ahrend (Ci) die lBCl diirchl~uft ,  bewegen sich die Spitzen (Dl) in 
der Lothebene [D,,E,]. Da das rechtwinklige Dreieck, wie gezeigt wor- 
den,  die Grenze f ü r  die Moglichkeit gleichseitiger Tetra,eder bildet, so 
firiden sich reelle Spitzen nur  zwischen (Do,,  E,) orthogonal-symmetrisch 
zu dieser Spur. Aus der Congruenz dcr rechtwinkligen Dreiecke A E , B ,  
Co 1 no, ergiebt sich, dass der Schnitt (m,) von 1 B Cl D,,Rl die Mitte 
von 1 Do,E, 1 bezeichnet Da xugleich der (nz,) entsprechende (cl's,) in die 
Mitte der Streake 1 U,,BI Siillt und die Hohen der Basisdreieçke AC, B in 
Rezug auf den feston Strahl B C  stets dieselben bleiben, so stellt der  Ort 
der Spitzen (D) den Schnitt der Lothebene [Do,E,] mit einem Rotations- 
cylinder der Axe 1BCl und vom Iladius / B E ,  1 dar, welüher stets eine 
Ellipse ist. 
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Die Ortsflache der Spitaen gleichseitiger Tetraeder, welche die 13ild- 
ebene zur gemeinsamen GrundflBche und l AB1 zur Kante liaben, wird also 
d u r c h  l o t h r e c h t e  E l l i p s e n  e r z e u g t ,  d e r e n  S p u r e n  e i n e  H y p e r -  
b e l  u m h ü l l e n .  

Die symmetrische Anlage der Zeichnung (Taf. VI1 Fig. 3) weist darauf 
hin, dass in  den Lotliebenen [Do, Do,*, Do, Do,*] jedesmal noch eine zweite 
Ortscllipse licgc [C'D,,,*, CD,,'], welche den Strahlen 1 A. E, , AE2 ( ent- 
sprechen und mit [D,,X,, D,, E2] sich i n  den Lothen 1 xl ,  r, 1 dei. [AB] 
schneiden; denn jene congrueuten Ellipsen stehen sich wecl~selweise in 
Kegeln der Spitze (O) syrnmetrisch gegenüber und die Lothebeue [AB] ist 
eine Symmctrieebcne der beiden Kegel zugleich. 

Die Symmetrie zeigt ferner, dam die Endpunkte der Lothe 1x1 eine 
Ellipse bilden, welche durch den Schnitt der involutorischen Büschel ( A ,  1)) 
in [AB] erzeugt wird; deren eine Axe lA BI, w+hrend die andere durch 
den Schnitt der Lothcbenen zu  den Asymptoten der Grundhyperbel be- 
zeiclinet k t .  Diese Schnittcurve begrenzt mit dem I-Iauptkreise über l AB1 
einen mittlern Raum, welcher von den beiderseits zum Rreise sich senlren- 
den Ellipsenbogen eingeschlosàen ist. 

Von der Gestalt des rohrenfijrmigen Restes erhalt man eine genauere 
Vorstellung durch den Ort  der MitBlpunkte der erzeugenden Ellipsen. Der- 
selbe geht aus dem Schnitte der Büschel (B, A) (C, Cr, . . .) mit dem Tan- 
gentenbüschel D,,El, D,,E,, . . . II hervor und verlauft symmetrisch zu den 
Bxen / A B ,  y ) ,  von welchen die erstere Rückkehrtangentt:, die letztere Asyrn- 
ptote kt .  Dieso ~Iit,tclpiinkt,scurve bezeichnct die Culminationen der erzeu- 
genden Ellipsen, wihrend die Badien vectoren deren Brennweiten damtellen. 

Uzsere Zeichnung gewahrt sornit einen Ueberblick über das Bereich 
der Spitaen gleichseitigtx Setracder, deren Grundflache in  der Zeicheuebeue 
liegt und in welchcn zwci Gegenkanten von gegcbener LBnge sind. 

H o t t i n g e n  - Z ü r i c h .  F. GRABERG. 

XXII. Notiz über Ungleichungen. 

I n  den Lehrbüchern und Beispielsammliingen für Elementarmathematik 
begegriet man sehr selten Aufgaben tiber Cngleichuugen, obschon diese 
besondera instructiv sind, weil sie mehr Ceberlegung verlnngen, a18 das 
zicinlich mechanische Aufloçen von Gleichiingen. I m  Interesse des Unter- 
richts m6gen hier ein paar derartigc Aufgaben folgcn, deren beigefügte 
Losungen nicht schwer zu finden sind. 

Für das Dreieck sollen die Bedingungen errnittelt werden, unter deiien 
es moglich ist,  
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a)  ails den Abstanden des ITmkreismittelpiinktes von den Seiten, 
b) aus den Abachnitten, welche die Berührungspunkte des Inkreises 

auf den Seiten bilden, 
ein neues Dreieck zu construiren. 

a) Sind a <  p <  y die Dreieckswinkel, so ist im Falle y <  90" das 
neue Dreieck nur unter der Bedingung <y > 42 56' 29" moglich; liegt ci 

zwischen 4z0 56' 29" und 45O, so muss 
COS ci 

@ > angsin. --- - + CY 
2 sin.Ja 

genommen werdeii; für a > 4j0 genügt > a. 
Sol1 das ursprüngliche Dreieck stumpfwinklig sein, so müssen die Be- 

dingungen 
COS rY 

t ~ < 4 5 ~ ,  /l<angcosi---4ar 
L 

eingehalten werden. 
b) I m  Palle a ( 38O 56' 33", ist 

a < ~ < a m ~ s i w ( 3 s i n . $ u ) - + u  

zu nehmen ; für or > 38 56' 33 " genügt a. 

Auf die Seiten bezogen, lassen sich diese Bedingungen einfacher aus- 
drücken durch 

b > + c l  a > g ( b + c ) .  
Die Hoheu und dio Schwerlinien des Drciecks geben Gelegenheit ziir 

Bildung analoger Aufgaben. 
S C H L & ~ C H .  

B e r i c h t i g n n g .  
Auf Seite 211 im 4. Hefte (Jahrg. XXX) ist zwisühm den Zeilen 15 und 16 

der pas su^: ,,Es sei  m - n = k" einzuschalten. 
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Historisch - literarische Abtheilung. 

Die mathematischen Instrumente des Brescianer 
Grafen Giambattista Suardi. 

E i n e  bibliographisch-historiüche N o t i z  

von 

Prof. Et: GEX GELCICH, 
Director der nautischen Schule in  Lunsinpiccul~. 

Hierzu Taf. Il Fig. 2 - 7. 

Gelegentlich der Pflege gewisser nautisch-historischer Studien gelangt 
uns ein Werk zu Hkclen ,  welches unsere Aufmerksarnkeit in  besonderen 
Anspruüh nahm und betitelt ist: Nuovi istromenti per la descrizione di 
diverse curve anlicho e modcrne, e di molte altre che servir possono alla 
speculazione de' Geometri ed all'uso de' Pratici. Col progetto di due nuove 
macchine per la nautica ed una per la meccanica, e con alcune osservazioni 
sopra de' poligoni rettilinei regolari. Del Conte G i  a m  b a t t i s  t a S u a r  d i .  
In Brescia NIIDCCLII. Obwohl dieses Werk noch durchans nicht so alt  ist, 
im zu vermuthen, dass selbes ào iiusserst selten sei,  so üherzeugten wir 
uns doch, dass S u a r d i  in der Gecchichte der Mathematik uur  zu wenig 
bekannt ist. Seine Versuclie, verschiedene Curvengattungen, und zwar sowohl 
Curven hoherer Ordnung, als auch solche, welche i n  das transcendente 
Gebiet fallen, durch mechanische Instrumente zu construiren, erscheinen 
uns aber um so beachtenswerther, als gerade auch in neuester Zeit die 
Losung iihnlicher Aufgaben melirere Mathematiker beschiiftigte. Wir  finden 
in der Geschichte mehrfache E r w i i h u n g  von den Instrumenten, die xur 
Verzeichnung der Kegelsehnittlinien bestimmt sind, und etwasmeniges über 
Werkzeiige, durch welche alle oder niehrere Falle einer gewissen Prohlem- 
gattung erledigt werden konnen. Der Schopfer der letzteren Nethode war, 
nie S c h a n z *  und mit Bezug auf Letzteren auch G ü n t h e r * *  berichten, 

* S c h a n e ,  Der Cardinal Nicolaus von Cusa als Mathematiker. Rottweil 
1872. S. 22. 

** Dr. S. Giin t h e r ,  Ptudien zur Geschichte der mathcmatischen Gcographie. 
IIalle 1879. S. 348. 

Hkt.-lit. Alithlg. d. Zeitschr. f .  Math. n. Phys. XXX, 1. 1 
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N i c o l e u s  von  Cues .  l n  ietztercr Z e i t  eind von E m s m a n n  Trunspor- 
teure mit fest  a u f g c t r a g s n e n  C u r v e n  dritter utid hoherer Ordnring ziir 
LDsung des Problemes der Winkeltheilnng ancmpfohlen worden;* aber 
von Versnchen ; die sich denjenigen des Grafku S u a r d i  nNheru spricht die 
Crescliichto der hlaliriemiztik fast gar nicht. Was sclilie~slich die Person des 
'Verfasserç anbelangt, so denken wir, dass ilim selion ans dem Gruride 
eiuc verdienstvolle Stellr unter dcu Erfinderli z~igedacht werden muss ,  als 
wsnigstenu einer scincr Appamte bei ver~chicdwrn  Maschinen eine sch6ne 
praktische Anwendung fand. Enseres Wisijens ha.t. es rloch einen Butor 
gegeben, der sich bei VerFa8ssung eines grbbseren Werkes bemüsaigt £and, 
dem' Bresoianer bcsoncicree Lob zu spenden. Es war dies der auf dem 
Gebiete der Jnstriimentenkiinde sowohl in thooretischcr, als inItechrijscher 
Aimiclil verdieustvolle Englsnder G e O r g e A d a m  s ,"* dessen Urtbeil wir 
spater aneufihren habon wcrderi, 

Zu den voriznstehenden Z e i l e ~ i  , welche den nachfolgeslden Bkttern so 
zu sagen eino gewisse Existenzlicrccht-ig~~ng zu verscliaffen haben, mage 
noch die S3emerboüg dasu gesellt rvercieri, dasi das Werk Suard i ' s  Z W B ~  

Brjefe des Jcsuiten B os  c o v i c b über die inlzthernal;isclie,n Eigcrisclisf1,en der 
Cartesischen O v d c n  und eine Reihe von Untersuchungeu über die segel- 
rniissigen Vielecke eiiit,tiiilt, die uianches Intereasante eritlialteu. 

Zndem wir ziir Beachreibang einigrr d u  wiühtigsten 1nstrument;c von 
S u a r  d i iibergehcn, bemcrken wir,  dam die d w c h  einfacbe Linien skixzirten 
Apparate aller .teehnischen DetniIs entblosst erscheinen, da es sich hier 
nur um die ErklBrimg der Priuüipien - der Theorie der Funchionsweise - 
handeln kann. Der Technilier iind Nechaniker: der nahme Renutnisse über 
constructive Details verlangt, iuuss sicb wohl das Ûrigiralwerk ~erschaffm, 
welches 283 Cross - Quartseilen mit 23 l'afeln enthtilt und in jeclcr Binsicht 
erschijpfcnde A~scina~ndersetzungr:~ liefcrt,. 

Zweifelsohne ist die g e o m e tri s c 11 t: Fe d e r das wichtigste der Iu- 
strumente. A d a m s  iiussert sich über dieselbe folgeridcrmassen: ,, Obscbon 
verschiedene Echriftsieller der Krümrnungeu erwaliut haben, welche ver- 
mage einer zusammengesefzten Flemegutig ewcier Zirkel entstchen, deren 
ciner sich um den andern rund herclm bcwegt, sa scheiut doeh keiner 
diesen Grundsa t~  a u g e w e ~ ~ d e t  urid in  Ai~sIïihrurig gebracht z u  haben, als 
J. B. S u a r d i .  S e i t  e in igcr  Z c i t  i s t  or s c h r  v o r t h e i l h a f t  b e i  d e r  
D a n i p E m a ç c h i n e  v o n  d e n  N e r r e n  Watt n n d  B o l t o n  a n g e w e n d e t  
w o r d e t r :  e in  R e w e i s  u n t e r  v i e l e n  a n d e r e n ,  n i c h t  blos in R ü c k -  

* a a, O. 
** Geometrieclie und graphische Versuche oder Geschreibung der msthema- 

tischen ln.qt~umcnte,  dezeu mari b i ~ h  in der Gcüuietrie, der Civ i l -  und blilitkr- 
Vermcssuug etc. bedient. Von G e  o r g  c A d a m  S. hlitthemiztisch~r Instrumrriten- 
macher Sr. Majestiit und Opticus Sr. K6nlgl. Hüheit des Prinzen von Wales 
Deutsch von 5. G. G eies l  C r .  Leipzig 1795 
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sic.ht d e r  A n w e n d b a r k e i t  d i e s e r  S p e c u l a t i o n e u ,  soudern auch in 
Rücbsicht der Vortheile. welche die hohere Mathematik in den Handen 
e i n e ~  sinnreichen Mechanikers gewiihrt. Vielleicht hat es noch nie ein In-  
strument gegeben, welches so verschiedene Krümmungen zeichnet , als eben 
die g e O m e t  r i s c h  e F e  d e r ;  der Verfasser erwBhnt deren 1273, welche 
dadurch in einfachercr Form,  und vcrmoge der wcnigcn Radcr, die dazu 
gehoren , beschrieben werden konncn." 

Die geometrische Feder bat a180 jene Curven zu verzeichnen, welche 
durch die zusarurrieugesetzte Bewegung zweier Zirkel entstehen, deren einer 
sich um den andcrn rund herurn bcwegt. Unscrc Fig. 2 hat die Bcstim- 
mung, dieses Instrument durch einfache Linien erkliirlieh zu machen.* 

Man denke sich eine um Q drehbare Alhidade M N ,  und über dem 
Mittelpunkte Q derselLeri eiuen fixen Cylinder TZ. Die verticale Axe des 
Cylindeis liegt genau über dem Drehungspunkt der Alhidade. d m  sei ein 
zweiter beweglicher Cylinder, welcher bei einer eventutllen Drehung den 
Stift S mitnimmt. Der Cylinder r mit dem Stifte S sind durch den 
Schieber u n  mit einander verbunden, der liings des Aussclinittes . ry  der 
Alhidadc hin und hcr vcrschoben und durch die Druckschraube C in jcder 
heliebigen Lage fixirt werden kann. Von einem Punkt,e des grtisseren 
Cylinders T führt eine Schnur T m  ziim kleineren Cylinder: die mehrere 
Male urn letzteren gewickelt und endlich an denselben bcfestigt ist. Dreht 
man nun die Alhidade ?rlN im Kreise herum, so beschreibt der Punkt r 
den Weg 2 ,  3 ,  4: 5, 6 etc. Gleichzeitig wickelt sich aber der Faden 
auf die MantelflZche des Cylinders T Z  auf :nd von der Mantelfiache des 
Cylinders r ab. I n  dern Maasse also als r um Q herumgeführt wird, beschreibt 
auch der Stift S eine Curve, deren Form und Eigenschaften durch folgende 
Factoren bestimmt; werden. Erstens durch das beljebig einziistellende Ver- 
hiltniss der beiden Ealbmesser R r  : S S ;  zweitens durch den Halbmesser 
der Çylinderbasis; dribtens durch die Lage des Fadens. je nachdem dieser 
von T über m oder über d um den kleinerrn Cylinder gewickelt wird. 
Man sieht ohne Weiteres, dass die Curven, welche damit zu verzeichnen 
s i id ,  bis ins Unendliche wachsen konnen. Die durch A d a m s  angegebeen 
Zahl bezieht sich somit auf ein ganz bestimmtes Exemplar. Bei der wirk- 
lichen Ausfühïung des Apparates werden Schnur und Cylinder besser durch 
Zahnreder crsetzt. 31an hst  drei der Ictztcren, indem das dritte Zahnrad 
die Verbindi~ng zwischen Q und r herstellt. Jeder  Leser erkennt sofort, 
dass dieses Princip bei zahlreiclien Instrumenten jeder GattungVerwendung 
findet, so bei den Dampfmaschinen. bei den Planetarieri, bei den Dromo- 
skopen von P a u g g e r  und G a r b i c h  etc. etc. 

* Einicge dieser Curven wurden durch den P. C a s t e l  mathematiach unter- 
sucht. Traité 50 m e  de hlathematique. Des Especes des Courbes de divers 
ordres Liv 1. 

1 * 
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4 Ristorisch - literarische Abtheiliing. 
------A 

Einfach wie moglich im Princip ist ein Apparat, welcher die II on  c h  O ide 
des N i c O m e d e s  verzeichnet. 

A R in Pig. 3 ist ein Reissbrett, worauf sich ein Geste11 C D E ' F  
senkrecht dartiber aufgeschraubt befindet. D h", G B stellen zwei zum Brett 
parallele Etagen vor ,  welche mit einer Furche versehen sind. Ein Arrn 
N T  1 D E ,  der bei I V  einen Stift N O  J- N M tragt ,  kann liings der DE 
verschoben und in jeder beliebigen Lage durch die Druekschraube iM fixirt 
werdcn. Ein zweiter Arru QS, dessenArmliingen inuerhalb der durch dieDimen- 
sionen des ganzen Apparates gcstatteten Grenzen bclicbig eingcstcllt werdcn 
konnen, greift mit einem Stift P in  die Furche G H .  Die Seite Q P des 
Armes enthalt ihrerseits eine zweite Furche, durch welche der fixe Stift NO 
hindurûhgeht. An den Enden Q und S befinden sich zwei senkrechte 
Stifte 012 und SE. Die Function dcs Apparates ist einfach. 1st A'T 
durch die Schraube M senkrecht auf D E  unverrückbar eingestellt, so bildet 
O den Pol  der Curve. 1st 0'm die Projection der h 7 M ,  n die Projection 
von P, O'E die Projection von Q S, so bildet m O'n den veranderlichen 
Polarwinkel, tiE die constante Lange des Radiusvectors von der Leitlinie bis 
zur Curve. Verschiebt man somit den Arm QS langs der HG, so beschreiben 
die Stifte E und R zwei Konchoiden. Mit diesem Instrument kounen auch ver- 
schiedene andereKonchoiden, so jene mit kreisf8rmigerBasis: entworfen werdeu. 

Dieser Maschine ist eine andere sehr ahnlich, welche die L o g a r i t  h .  
m i c a  von N e p e r  und die T r a j e c t o r i e  von C l a u d i u s  P e r r a l t o  z u  

verzeichnen hat. Die Leitlinie ist ,  mie früher, ein I'arallelopipedon mit ein- 
gwchnittcncr Furchc. Au€ diesern bewcgcn sich zwei Schicberlinealc, ciiies 
senkrecht auf die Leitlinie und durch eine Druckschraube feststellbar. Das 
audere hat  eine Furche und gleitet lëngs eines a m  Parallelopipedon ver- 
schiabbaren Pivots. Diese Maschine wurde jedoch früher schon durch den 
Marchese P O 1 e n i  erfunden und S u a r  d i  giebt a n ,  nur eine Modification 
derselben eingeführt zu haben. 

Die Fig. 4 veranschaulicht ein Instrument, womit die Ci  s s O i d e von 
D i o c l e s  und such die Curvcn von Ca r r b  gezogen werdcn. C m  den Jiittel- 
punkt C eines gedachten Kreises L N P R  ist eine Kurbel CR drehbar. An  
einen Funkt P desselben Kreises ist; die Tangente P D  angelegt: welche 
aus e i~ ie r  Sühiene besteht. Kin aus durchbrocheuen Linealen gebildeter 
rechter Winkel ist  mit dcm Schcitel und um diesen drehbar in P befestigt; 
ein zweiter, ebenso gebilgeter rechter Winkel gleitet mit einem Pivot 
oder Schielier D langs der Schiene Px.  I n  die Furchen der P P  und L D  
greift der Zapfen R ,  welcher sich am beweglichen Ende der Kurbel CR 
befindet. Das Lineal L D  erh&lt cine zwcitc Führung durch das Pivot L 
noch, welches in  die Furche des ersteren eingreift. Endlich kreuzen sich 
die Arme t ' y ,  D B  mit ihren Furchen in einem (beweglichen) Punkte '71, 

der den Trager eines Stiftes bildet. Wird nun die Kurbel derart gedreht, 
dass R C über CP falle, so hat man folgende Stellung des Instrumentes. 
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Die mathemat.ischen Tn3trumente des Grafcn G. Suardi. 6 

R und D vereinigen sich in P. D B  ist  senkrecht auf L P ,  somit bildet D B 
die Verlangcrung der Tangente Px. Die Pb' deckt sich mit der Px und 
die P y  mit der P Z .  Der Stift M liegt iiber P. Dreht man die Riirbel 
von P über R bis L, so offnen sich die Arme P D  und D R ,  der Sehieber 
M gleitet langs der P y  (oder D B) und der a n  demselben befestigte Stift 
beschreibt die Cissoide. E s  ist in  der That immer P M  = RD, somit die 
Curve Pa M eine Cissoide; denn da für jede Stellung L P = LD = $IO0 ist und 
der Winkel im Halbkreis L L R P auch 90' betragt , hat  man auch f. P R  D 
= 90° und daher L PM D = 360 - 270 = 90°. R P M D  ist somit ein 
Parallelogramm, ergo immcr PIM = RD, yuod erat demonstrandum. Nimmt 
man vom Instrument L D  B und Pz hinweg, versetzt man den Vertex D 
nach Il und giebt man den Schenkeln L D  und D B  eine Pührung in L 
und P, bringt man endlich auf den Arm D L  einen Stift a n  in einer Ent-  
fernung von D = Z P ,  so würde letzterer Stift bei der Drehung der Kurbel 
die Curve von C a r  r & * beschreiben. 

Schon der P. M i l l i  e t"* hatte gemeint, dass die mechanische Construc- 
tion der Q u a d r a  t r i x  von D i n  o s  t r  a t u s leicht ausfallen rnüsse; wie man 
eine solche vornehmen konnte, hat er aber nie gezeigt. Der Lfisung 
dieser, bei den alten Bestimmungen des Kreisumfanges wichtigen Curve 
widmet S u  a r  d i das folgende Instrument. 

KA E N ist ein Rahmen, CL) eine um C drehbare, wieder mit einer 
Fnrche vcrsehene Alhidade, die bei C einen Quadranten x C a  tragt. P T  
ist eine ebenfalls mit einer Fnrche versehene, parallel zu K N  oder zu A E 
bewegliche Querleiste, deren Bewegung durch die Hülse TQ eine Führung 
l&ngs der E N  erhalt. (Fig. 5.) An dem Punkte x ist eine Schnur be- 
festigt, welche bei y um eine Rolle geführt wird und an dem Ohr b der 
Hülse TQ das zweite sin -Ende hat. Die Dimensionen sind derart gehalten, 
dass wenn C Il mit H A tibereinfallt, P T in  M den Quadranten CM tangirt. 
Erîaust man die Alhidade bei I, und drelit man sie von M bis V herunter, 
so  zieht die Schnur die Querleiste von M bis C herab. Dann beschreibt 
ein St ift S ,  der sich im Kreuzungspunkte der Furchen C D  und P T  befindet, 
die Quadratrix. Selbstverst%ndlich liegt S in M, wenn . die C D  mit der CM 
übereinf'allen. 

Iutercssant sind die Ciirven, welche durch den folgendcn Apparat ge- 
zeichnet werden, da sie zu Formen führen, nach welchen in der Natur 
die Bliitter der Pflanzen gezeichnet zu sein scheinen. Da diese Curven 
keinen besonderen Namen erhielten, so wollen wir kurz angeben, wie sie 
entstehen. Man nehme in Zirkeloffnung eincn bcliebigen Bogen V,  (Fig. 6) 
und trage denselben von F gegen A und von iîl gegen '1 eiuige Nale auf. 
Jlan e rhd t  die Punkte 1, 2, 3 und beziehungsweise 11, 1, G. Führt trian 

" Mémoires de YAcademie. 1705. S. 56. 
** Lib. II. De indivisib. prop. 1. Descriptio Lineae Quadratricis. 
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6 Historisch -1iterarische Abtheilung. 
b ---A-- -- 
die Radien 0 1 ,  02, 0 3 und die Sehnen V g ,  V I  VIZ, so sind die Durch 
schnittspunkte V,  a ,  b ,  O Punkte der fraglichen Curven. Nennt man dm 
Halbmesser des Kreises a ,  und legt man ein senkrechtes Coordinatensystem 
mit dem Ursprung im Mittelpunkte des Kreises und zwar derart an ,  dass 
die O V die Abscissenaxe werde, so ist die Gleichung dieser Curve: 

I n  Fig. 7 hahen wir ein Instrument zu ihrer Erzeugung. A R  ist ein 
Ring, welcher auf die Papierebene gelegt und unveranderlich darauf festge- 
halten wird. Die innere Peripherie desselben enthslt einen zweiten beweg- 
lichen Ring Vn d rn , der mit einem Halbmesser m n versehen ist. Halbmesser 
und Ring tragen eine Furche und diejenige des letzteren ( x y z )  ist der 
Trager eines in jeder Lage durch eine Stellschraube fiairbaren Schiebers il. 
Eine Alhidadc VD kann durch einen Haken naeh Belicbcn in V an den 
festen Ring eingehakt oder wieder von demselben entfernt werden. Die 
Alhidade hat eine Langenfurche; im Kreuzungspunkte S befindet sich, wie 
fast bei allen diesen Instrumenten, der gewohnliche Stift. Der Bühieber d 
und ein an demselben angebrachtes Pivot dienen der Alhidade ale Biihrnng. 
Stellt man den beweglichen Ring und die Alhidade (letztere vermoge der 
Führung d) derart ein, dass, wenn V M einen Halbmesser des fixen Ringes AB 
voratellt, Centriwinkel Fz = Centriwinkcl Ji D glcich sei,  und flihrt man 
um den beweglichen Ring im Kreise herum, so beschreibt der Stift S die 
fragliche Curve. 

Wir  unterlassen die Beschreibung eines weiteren Apparates zur Be- 
schreibiing der Cykloiden, da die vorangeführten Instrumente im dllgemeinen 
die Charakteristik der Erfindungen S u  a r  d i's znr Cenüge bezeichnen. Origi- 
neller ist  erat sein C o m p a s s o  l o x o d r o m i c o ,  ein Apparat, womit die 
Loxodrome auf der Kugel und ihre stercographische Polarprojcction, die 
logarithmische Spirale, erzeugt werden konnen. Da aber daseelbe zu den 
nautischen Diagramm -1nstrumenten oder zu den nautischen nechenmaschinen 
gezahlt werden kann, die wir in der Central-Zeitung für  Optik und Ne- 
chanik Nr. 21, Jahrg. 1884 beschrieben haben, so untcrlassen wir, das dort 
Gesagte hier noch zu wiederholen. 
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Recensionen. 

Lehrbnch der Theorie  der periodischen Functionen einer  Variabeln mi t  
ciner endlichen Anzahl wesentlicher Discontinuittttspunkte, nebst 
einer Einlei tnng i n  die  allgemeine Functionentheorie. Von Dr. 
OTTO RAUSEKREKGER. Nit in den Test  gedruckten Figuren. 8O. 
VlII  u. 476 S. Leipzig, B. G. Teubner. 1884. 

Ein gutcs Buch zur richtigen Zeit! Gcrade jctzt, wo die Theorie der 
t,ranscendenten eindentigen Functionen durch W e i e r s t r a s s  neii gegründet 
ist und insbesondere die Functionen mit linearen Transformationen in sich, 
von verschiedeneu Seiten her behandelt, zu einem der wichtigsten Capitel 
der ncueren Analysis sich gestalten, ist  eine gcschlossenc, von den Ele- 
menten ansgehende erste Einleitung in dieses ganze Begriffssystern für  
den Studirenden nothwendig geworden, und eine solche bietet das vor- 
liegende Werk. 

Der Verfasser versteht unter ,, periodischcr" Function bine Function, 
welche bei eindeiitiger, insbesondere linearer Siibstitiition fiir das Argument 
sich nicht iindert, und behandelt hauptsachlich die Exponentialfunction 
und die einfach multiplieativ - periodischen Functionen , aus welcli' letateren 
die doppelt additiv-periodischcn Functionen mit einem wesentlich singul5ren 
Punkt , die elliptischen Functionen, durch einfache Umgestaltung des Argu- 
ments hervorgehen. 

Der Ausgangspunkt ist die W e i e r  s t r a s  s'sche Definition der analy- 
tischen Function durch die Potenzreihe; und die Darlegungen gehen einfach 
und ~ystema~tisch diirch die Haiipttheile der Analysis hindurch bis zu den 
eben genannten Functionen hin,  wabrend alle weiteren Betrachtungen der 
Fnnctionentheorie , insbesondere die lntegration im complexen Gebiete, bei 
Seite gelassen werdcn. 

In  der Behandlung der ellipt,ischen Functionen selbst schliesst sich 
der Verfasser mehrfach ziemlich eng a n  die K O n i g s b e r g  e r'schen ,,TTor- 
lesungen" an. Deren Auffassung als Function des Moduls, die Theorie 
der elliptischen ,,Modulfunctionen" und überhaupt der Functionen mit 
mehrercn nicht vertauschbaren Transformationen in sich und mit unend- 
lich vielen wesentlich singuliiren Stellen, worüber in diesem Buche nur  
erst kurze Andeutunçen gemacht werden, scheint der Verfasser sich auf 
eine Fortsetzung des lJ7erkes vorbehslten zu wollen. Dann werden hoffent- 
lich anch die interessantesten Theile dieçer Thcorien , der Zusammenhang 
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der Transcendenten mit der Sheorie der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung - zu dessen volliger Elarlegiing freilich die Integration 
im cornplexen Gebiete unerlasslich wird -, die zugehorigeu geometrischen 
Gebietseintheilungen etc., zur Geltung kommen. 

Zu dern ~ o r l i i g o  des Ruches, bei begrenztern Thcma eine gcschlossene 
Einleitung in wichtige Capitel der neueren Analyçis zu liefern, kommt der 
weiteie, dass die Darstellung überall klar und correct gelialten ist. Eur 
mit der Einleitung über den Zahlenbegriff und die Rechnungsoperationen 
ist Referent nicht einverstanden; denn auch die algebraische Grund- 
legung erfordert es nicht,  dass die Einführung der irrationalen Zahlen Tor 
Einführung ins Unendliche fortgesetzter Operationen vorgenommen und auf 
die Umkehrung algebraischer Gleichungen, diese %ber auf die A n s  c h a u  un  g 
gegrtindet wird. 

E r l a n g e n ,  im September 1884. 3. NOETHER. 

Leitfaden d e r  Kartenentwnrfslehre für Studirende dcr Erdkunde und 
deren Lehrer , bearbeitet von Dr. KARL ZOPYRITZ, ord. Professor 
der Erdkunde an der Universitat zu Konigsberg i. Pr .  Mit Figuren 
im Text und einer lithographiüchen Tafel. (VI11 u. 162 S.) gr. au. 
geh. n. Mk. 4.40. Leipzig 1884, B. G. Teubner. 

Das vorliegende Buch ist laut seinem Vorworte dern Bedürfniss des 
Universititsunterrichts entsprungen. Es  will die Kenntniss der geometri- 
schen Methoden, auf denen der Kartenentwurf beruht,  und einen gewissen 
Grad von Uebung in der Handhabung derselben vermitteln, soweit er für 
jeden unerlasslich is t ,  der Karten mit Nutzen gebrauchen und Geographie 
nicht blos dilettantisch betreiben will. Es stellt unter Verzichtleistung 
auf eingehendere Rechnung die elemcntar-geometrischo Construction Qurch- 
aus i n  den Vordergrund. 

Der erste Abschnitt über Ortsbestimmung beschrankt sich auf das für 
die Zwecke der Karthographie Nothige und Unentbehrliche, zeichnet sich 
durch grosse Klarheit und Priacision ails und behandelt auf nur 20 Seitlen 
der Reihe nach die Hauptmomente der geometrischen, astrononiischen und 
graphischen Ortsbestimmung. Der folgende groasere Abscliuitt ,, Netzent- 
wurfslehre" giebt zunachst den Begriff der Abbildui~g im Allgemeinen und 
geht d a m  sofort auf die Abbildung der Erde auf die Ebene ein, wobei es 
sich etwas befremdend ansieht, die Erde  so g u t  wie immer als Kugel in 
Betracht gezogen xu finden, nachdem kurz zuvor wortlioh gesagt worden 
ist, es solle im vorliegenden Werk mit der bisher fast ausnahmslos be-  
obachteten und im Elementarunterricht auch nicht wohl zu umgehenden 
Praxis, dass man anfangs die Xeridiane zwischen Aequator und Pol in 
gloicho Theile (Grade) eintheilt, um in eincm spgteren Abschnitt zu lernen, 
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dass diese Theile ungleich sind, gründlich gebrochen, d. h. von vornherein 
darauf verzichtet werden, die Erde als Kugel zu betritchten. 

Vielfxh wird auf T i  s s O t 's epochemachendes Werk : Mkmoire sur la 
reprkscntation des surfaces et  les projections des cartes gbographiques, 
Paris, Gaiithicr-Villars, 1881, hingewicsen, die T i  s s O t 'sche Terminologie 
wird neben der sonst gebrauchliclien eingeführt, und nach den drei wich- 
tigsten Anforderungen, die man an eine Abbildung stellen kann,  werden 
die Gruppen der wirikeltreuen, flschentreuen und mittelabstandstreuen (con- 
fornien, 5quivdenten und aquidistanten) Abbildungen iinterschieden. 

Diesen Hauptprincipicn der Projectionslehre gegenüber charakterisirt 
sich die ganze Stellurig des Buches clurch die worte (S. 26): ,,Vom mathe- 
matischen Gesichtspunkte aus betrachtet, liefert die Winkeltreue die intcres- 
santesten Abbildungsprobleme. Für  die praktische Kartographie i d  aber 
die Fliichentreue weit wichtiger , weil geographiirche Vergleiche zunzchst an 
Ersçheinungen anknüpfen, die über fiachenhaft ausgedehnte Gebiete ihre 
Gleichart,igkcit odcr Verschiedenhcit oEcnbarcn, und wcil das Planimeter 
in der Hand der Geographcn ein Instrument von znnehmender Wichtigkeit 
ist." Von diesem leitenden Gedanken ausgehend sind nun auf S. 31-102 
die wichtigsten Abbildungsarteri Lehandelt, erst die aziniutalen oder zeui- 
talen , namlich von den perspectivischen die gnomonischc , orthographischc, 
sterographische und externe; von nicht perspectivischen P o  s t e l ' s  mittel- 
abstands - und L a m b  e r t ' s  Pichentreue Azimutalprojection, sowie die ge- 
wühnliclie und N e l l ' s  modificirte ülobularprojection. liieran ïeiheri sich die 
Abbildungen auf abwickclbaren Fliichcn und zwar zunachst auf einen Cylin- 
der. Wir finden behandelt die Plattkarten, die C a s s i n i  - S O l d  n e r 'sche, 
die flkehentreue, die N e r c  a t or'sche und die Centralprojection auf den 
Cylinder, die S a n s o n - P l a m s t e e d ' s c h e  und M o l l w e i d e ' e  homalogra- 
phische Projection. An-cchten Kegelprojcctionen finden sich die gew6hriliche 
$+distante, diejenige von D e 1' I s l  e ,  die fliichen - und winkeltreue; an 
unechten die B o n n e  'sche, die gewohnliche und die orthogonale polykouische, 
endlich die preussische Polycderprojection. 

Bei allcn zur Besprcehung kommenden Abbildungsarten ist auf ihre 
Vorzüge und Mangel hingewiesen, und es wird ihre Verwendbarkeit oder 
Nichtverwendbarkeit für bestimmte Zwecke hervorgehoben. Getreu dem 
Programm des Buches tritt  die geometrische Construction durchaus in den 
Vordergrund und cs is t  auf Entfaltung des mathernatischcn Apparatcs so- 
oie1 als irgend m6glich verzichtet. Dieses Fehlen mathematiacher Entwicke- 
luzigen maeht sich aber da und dort recht empfindlich wahruehmbar, Z.B., 
iirn nur eines hervorzuheben, bei der M e r  c a t o r - Projectiori. Von ihr wird 
einfaeh gesagt, sie sei winkcltreu, und man findc den Abstand y des Pt0" 
Parallelkreises vom Aequator nach der Formel: 
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Die Redeutung dieser vielgebrauehten Abbildungsart wird sodann für 
die Darstellung physikalischer Verhaltnisse auf der (fast) gauzen Erdober- 
flüche uud für die Schifffahrt charakterisirt, wobei auch kurz der Loxo- 
drome Erwahnung geschieht. Hier hatte nun ganz entschieden mehr ge- 
sagt werden müssen. Eine elementare Ableitung der obigen Gleichung: 
ausgehend von der Definitiou der Loxodrome, wie sie z. B. in  G r  e t s c hel 's 
vorsüglichem Lchrbuch der Xarienpiojectian S. 114-~ 120 gegebcn wird, 
nebst einem Hinweis auf 31 e r c a t n r 's eigene Erklsrung seines Abbildungs- 
prineips (Gradus latitudinum versus utrumque polum auximus pro incre- 
mento parnllelorum supra rationem , quam habcilt ad acquinoctialem) ware 
fü r  eincn Uuiversitatsstudenten, bei dem man Gymnasial- oder R,ealschul- 
reife voraussetzt, nicht zu hoch und gewiss anregender gewesen, als eine 
üleicliung, die ohne Ableitung ganz absolut hingestellt wird. Auch da3 
Naass der Flachenvergrfisseri~ng und  die Eigenschaft der Winkeltrcue der 
vorliegenden Abbildung h8tte sich leicht entwickeln lassen. 

Dieses Beispiel s ta t t  mehrerer. Wenn auch G r  e t s c h e 1's treff liches 
Buch mit seincr rcichcn Entfaltung mathcmatischer Hilfmittel manchem 
Studirenden vielleicht etwas zu schwer erscheinen dürfte, so ist es eben fur 

den mathematisch einigermassen Vorgebildet,en bezüglich der eigentlichen 
Projectionslehre doch ganz anders als das Z o p p r  i t' z 'sche geeignet , zum 
Studium der theoretischen Kartenent5vurfalehre anziiregen und dasselbe zu 
vertiefen. Ja; selbst S t e i n  h a u  s e r 's ,, Grundzüge der mathematischen Geo- 
graphie und Landkartenprojection" acheinen, wenn denn doch eiuuial wahr- 
haft clementar vorgegmgen werden soll, den Xweck, die gcometrischen 
Methoden der Kai-tenentwurfslehre zu entwickelu und dem Etudirenden 
einen gewissen Grad von Cebung in ihrer Eandhabung zu verschaffcn, ebenso 
gut  zu erreichen, als das Z 6 p pr  i t z'sche Buch, bei dessen Litcraturver- 
zeichniss nebeubei bernerkt auch das verdieustvolle ;jLehrbuch der wichtig- 
steu Kartenprojectionen von O. %I 6 I l  i n  g e r ,  Zürich 1882 " Erwalinung 
verdicnt hatte, besonders wegen seiner eingehenden Vergleichung zwischen 
der stereographischen und IIonne 'schen Abbildnngsweise und seiner aus- 
führlichen Behandlung der Dl e r c a t O r - Projection und der auf dieselbe 
bezüglichcn Constructionsaafgaben aus der Schifffithrtskunde. 

Bedeutend werthvoller, als die Da,rstelluug der einaelnen Abbildungs- 
arten, erscheint der Abschnitt mit dem Titel: ,,Die Projectionen geringster 
V e r ~ e r r u n g  ", der eine Heihe von allgemeinen SZtzeii über Deformation 
überheupt und ciiic Auswahl von Projcctionen gcringst.cr Verzcrrung für 
bestimmte Zwecke enthalt. Dieser Abschnitt schliesst sich an das schon 
erwiihnte T i s s  O t'sche Werk a n ,  i n  welchem, ausgehend von dem Satze, 
dnss einem System orthogondcr Curvcnschaaren dcr cinen Fliiche im 811- 
gemeinen nur ein einziges ebenvolches System auf der andern Flache ent- 
spricht, als Maass derVerierrung a n  jedem Punkt  der Karte eioe Indicatrix 
genannte Ellipse eingeführt wird, deren Axcnverhaltniss sowohl in Bezug 
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auf die Lange als die Winkel den Maassstab ftir die Grosse der Verzerrung 
abgiebt. Einige kleine Sabellen stellcn je nach den an die Karte ge~tel l t~cn 
Anforderungen die Fchler derselben für einxelue verglichene Projections- 
arten zusammen , bei welcher Tergleichnug mit vollem Recht wiederholt 
auf die bedeiitendeu Miingel der von den Kartograplieu so oft angewandten 
Bo un  e'schen Projection hingewiesen wird , die cndlich cinmal aus unseren 
Kartenwerken verschwinden sollte. 

Befremdend bei diesem an sich werthvollen Theil des B~iches ist 
zweierlei. Einrnal die auffallende Hevorzugung der fiachentrouen Abbildung 
vor der winkeltreuen, die, wie schon erwahnt, gleich z i i  ,4nfang des Ruches 
gewissermassen als eine Art von Programm desse lbe~  hingestcllt wird. 
Niin hat aber die Winkeltreue nicht nui. deshalb Bedeutung, weil sie dem 
Matherriatiker die interessantesten Abbildiingsprobleme bietet; vielmehr ist  
sie genau betrachtet diejenige Forderung, die einer kartographischen Dar- 
stellung gar  nie  erlassen werden darf. Es  sollten, wenn anders die Karten- 
zeichner ihre Aurgabe richtig erfassen wollen, nur noch wiukeltreue Abbil- 
dungcn geschaffcn wcrdon, und dau aus dem cinfachen Grundc, weil dic 
erste und Hauptforderung an jede Karte die i d ,  dass sie ein moglichst 
treues Bild des dargestellten Erdrauiues gebe. Dem wird aber nur genügt 
durch die Winkeltreue im Einzelnen, wobei man sich diirch etweige Ver- 
zerrungen dcr Contonren im Grossen und z ~ i  starkc Krümmung der küizesten 
Linien nicht abschrecken zu lassen braucht, da diesen beiden Miingeln, wie 
sofort gezeigt werden soll. abgeholfen werden kann. Die Fliichentreue hat 
dem gegenüber i n  den Hintergrund zu treten; denn was nützt es, denver -  
hrcitungsbczirk irgcnd eincr physikalischen Erscheiniing auf der Erde fliichcn- 
treu abgebildet zu sehen, wenn dabei jeder eiuzelne Winkel verzerrt, also 
das ganze Uild durchaus entstellt is t?  Dass ferner die fliichentreue Abbil- 
dung wegen ihrer Verwendbarkeit zur Flachenberechnung mittels des 
Planimeters unenthehrlich sei,  scheint durchans unstichhaltig. Reim Karten- 
maassstab derjenigen LLnder, bei denen der Flacheninhalt nui- mit dem 
Planimeter bestimmbar erscheint, kann das Resultat doch nur hochst un- 
genau ausfallen; bei den Landeru aber, über die wir Karton in grossem 
Maassstabe besitzen, liegen auch directe Inhaltsmessnngen var ,  so dass in 
beiden Fallen das Planimeter entbehrt werdcn kann. 

m a s  weiter an dem genaunten Abschnitt tadelnswerth eracheirit: ist 
das vollstandige Ignorircn zwcicr schon seit liingerer Zeit vcrtiffentlichten 
hierher gehorigen Arbeiten von F r .  E i s e n l a  h r.* Die erste derselben 
leitet mathematisch ab ,  dass, wenn man bei conformer Abbildung alle 
Kartenpunkte gleichen Maassstabes durch sogenannte isometrisehe Linien 

* 1. Ueber FlBchenabbildung. Journal fiir reine und  angewanrlte Mat,heiuatik. 
Bd. 72 S. 143  flgg. 2. Ceber Karte~i~rnjectiori. Zeitschrii't der  Oesellschaft für 
Erdkunde zu Berlin, Bd. 10 S. Y05 flgg. 
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verbunden ha t ,  die a u l  diesen senkrecht stehenden geodiitischen Linien 
keine, die ihncn pardlelen aber die grossto Krümmung crleiden. Dieser 
Krümmungswerth der geodiitischen Linien empfiehlt sich daher als sehr 
geeignetes Maass des Kartenfehlers in jedem P u n k t ,  und es ergiebt sich 
nun ferner, dass dieser Fehler im Innern der Karte am kleinsten wird, 
wenn die Vcrgrosserung auf dem Rande derselben einen constanten Werth 
annimmt, d. h. wenn die Begrenzung der Karte mit einer isometrischen 
Linie zusammenf~llt .  F ü r  den Aequator als Begrenzungscurve erhalt m m  
die st,crcog~aphischc, für  ewei gleichwcit vom Aequator abstchcndc Paral- 
lelkreise die M e r  c a t  o r  - Projection als Specialfall. F ü r  zwei Meridiane als 
Hegrenzungscurven E s t  E i s e n  10 h r die Aufgabe neu. Die zweite Abhand- 
lung  behandelt unter Vcrzicht auf die mathemlttische Ableitung die Uedcu- 
tung  der conforinen .4bbildung überhaupt und die oben dargestellten Resul- 
tate im Besonderen. Sodann giebt sie eine Tabelle für das Gradnetz der 
ganzeri Erdoberfi%che von 10 zu 10 Grad, und führt  weiter aus,  dass der 
Netzentwurf eino wesentlichc Erleichterung durch dio Beschrankung crf'àhrt, 
dass jeder Meridian und Parallelkreis als Kreis abgebildet werden und dass 
man unter den noch moglichen Abbildungsarten diejenige auswahlen soll, bei 
weleher eine isometrische Linie annBhernd mit der Uegrenzung tîberein- 
stimmt. Am Schlusse folgen Tabellen für  verschiedene Kartenmittelpunkte 
bei verschiedener Ureite, z. B. auch für die Karten von Asien und Amerika. 

Cm es riochuials zu wiederholen, die auffillige Zurücksetsung der winkel- 
treuen Abbildung vor der flachentreucn und die Nichtbeaclitung der citirten 
E i s e n  10 hr 'schen Arbeiten, die sicherlich hochst bedeutend für die wahr- 
haft wissenschaftliche Grnndlage der Kartographie sind, und die darum in 
einem für den Studirenden der Erdkunde bestimmten Werke über Karten- 
entwi~rfslehre eiiie eingehende Darstelliing durchaus verdienen, berührt bei der 
Lecture des Z o p  p r i t z'sehen Buches storend. Diesem Vorwurf gegenüber ist 
aber zu constatiren, dass der folgende Abschnitt ,,Sopographie" sehr zweck- 
mzssig und lehrreich ist und Alles bictct, was billigcrweise verlangt werden 
kann. Nach den Vorbildern von N e u m a y e r  und K a l t b r u n n e r  ist es 
uicht ganz leicht gewesen, die zur Behandlung kommenden Fragen auf 
originelle A r t  zu bcarbeiten. Allein die Paragraphen über Routenconstruc- 
tion, die Anleitung m m  Zeichnen, zum Reduciren der Maassstiiba u. S. f. 
sind geradezu voraüglich. Dasselbe gilt von der Gehandlungsweise der 
Terrainlehre. Der Anhang, welcher einige Gr~indregeln für das Zeichnen 
mit Lineal und Zirkcl giebt ,  wird manchem i n  solchen Dingen weniger 
Geübt'en willkommen sein. So bietet demnach unser Werk im Ganzen des 
Guten sehr viel. Bei einer hof'fcntlich recht bald nothig fallenden Neu- 
auf lage wiire nur  zu wtinschcn , dass obigen Ausstellungen einigermassen 
Rechnung getragen würde,  dass also die mathematischen Partien mehr dern 
Stand der Universititsstudeuten augapasst und dass die ainkeltreuen Abbil- 
dungsartcn mehr in. d m  ihncn gebührende Recht cingesetzt würden. - Die 
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Ausstattung is t ,  wie bei der berühuiten Verlagsbuclihaudluog nicht anders 
erwartet werden kann, mustergiltig. 

H e i d e l b e r g .  Prof. Dr. LUDW. NEUMANN. 

Ueber die nichteuklidischen Raumforrnen v o n  r. Dimensionen. Fest- 
gabe für das Uriloner Gymnaeium zum 23. October 1883 von Dr. 
WIT,HET,M KTLLING. Braunsberg 1883, Huye's Buchhandlung. 

Bereits seit langerer Zeit, beschaftigt sich Herr  K i l l i n g  erfolgreich 
mit der Ausbildung der Theorie nichteuklidischer Raumformen. Charak- 
teristisch für seine Untersuchungen ist die ausgiebige Verwendung geo- 
metrischer Betrechtungsweisen im Gegensatz zu der ausschliesslich analy- 
tixhen Rehandlung desselben Gegenstandes von Seiten anderer Autoren. 
Hierdurch ist es IIerrn K i l l i n g  in  mehreren Fallen moglich geworden, 
uugenaue oder fehlerhafte Resultate früherer Forscher richtig zu stellen. 
Es sei namentlich erinnert a n  die von ihm gegebene Unterscheidung 
zaischen der R i e  m a n  n'schen Raumform und ihrer Polarform , an dcn Nach- 
weis, dass diese beiden die einzigen constant positiv gekrümmten Raum- 
formen sind, und dass für das reale Gebiet (in unserem Denken!) ausscr 
ihnen nur noch die Euklidische und L O b a t  s c h  e w s k y 'sehe existiren , ferner 
auf die Verwendung der vom Verfasser als We i e r s  t r a s s 'sche eingeführten 
Coordinaten z u  analytischen Untersuchungen. 

Wiihrend diese frühercn Arbeiten des Vcrfassers sich auf die Gebiete 
von z ~ e i  und drei Dimensionen beschriinken, giebt er in der vorliegenden 
Abhandlung eine Verallgemeinerung verschiedener Resultate der nichteukli- 
dischen Geometrie für das n -  dimensionale Gebiel. Veranlassung zu diesen 
Untersuchungen gab die Bemerkung, dass der Anfbau der Mcchanik für 
nichteuklidische Raiimformen , wie ibn der Verfasser plant,  die vorherige 
Entwickelung einer Anzahl rein geometrischer Ilesultate nothig macht. Vor 
Allem wird bemerkt, dass die vier oben erwiihnten B a u m f  o r m  e n  in be- 
licbiger Dimensionenzahl cxistiren , und dass die früher mittels We i e r - 
s t r a s s  'scher Coordinaten gefuhrten Untersuchungen sich ohne Weiteres 
auf nvariable ausdehnen lassen. Auch der Begriff der Polarform, welcher 
ursprünglich auf der lieciprociiit von Punkt und Ebene beruhte, erweitert 
sich im n-dimensionalen Gebiet durch Gegenüberstellung eines rn-fach und 
eines ( n  - m) - fach ausgedehnten ebenen Gebildes. F ü r  die Nichtexistenz 
weiterer constant positiv gekrümmter Raumformen, ausser den beiden oben 
erwahnten , wird ein neuer, georrietrisher Beweiv von grosser Einfachheit 
gegcbcn. E ü r  die im n - dimensionalen cuklidischen (d. h. ebenen) Gcbiet 
auftretenden W i n  k e 1 hat  bereits J o r d a n  analytische Definitionen gegeben. 
Diese Definitionen lassen sich, wie der Verfasser bemerkt,  auch auf die 
nichteuklidischen Raumformeu übertragen; er giebt aber ausserdem eine 
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rein geometrische Ableitung des Winkelbegriffs, welche den Vorzug besitzt, 
unmittelbar als Verallgemeinerung des gewohlichen Winkelbegrifs erkennbar 
au sein. Sehr einfach gestaltet sich die Untersuchung der m -dimensionalen 
K u  g e 1 g e b i l  d e. Dieselben stellen hohei-e R i e  m a n  n'sche Raumformen 
dar, dereu Krümmungsmaasse ein Niuirriurn besiteen, welches gleich ist deu  
Krümmungsmaasse desjenigen n - dimensionalen Gebietes , in welchem die 
Kugelgebilde betrachtet werden. Hervorzuheben ist die Bemerkung, dass 
in jeder n - dimensionalen L O b a t  s c h  c w s k y'schen Raumform R i e  m a nn'sche, 
cuklidisühe uiid L O b a t  s c h  e w s k y 'sche Raumformen von geringerer Dimen- 
sionenzahl enthalten sind , dagegen in jeder R i  e m a,n n'schen wieder nur 
R i e m a n n ' s c h e ,  ein Resultat, welches man sich übrigens durch die auf 
dem einschaligen Hyperboloid einerseits, auf der Kugel andererseitv m6g- 
lichen Linicn verdeutlichen kann. Weiter wird gezeigt, wic die von D a n -  
d e l i n  und Q u e t e l e t  gegebene Ableitung der K e g e l s c h n i t t e  aus dem 
geraden Kegel (mittela zweier die Schnitteberie und den Kegelmantel be- 
rührenden Kugeln) sich unmittelbar auv der euklidischen in eine nicht- 
eiiklirlische Rmmforin iibertmgen iind daselbst zur Grundlage einer elemen- 
taren Theorie der Kegelschnitte machen lisst. Unter q u  a d r  a t i  s c h en 
G e  b i l d  e n  von  n - 1 Dimensioneu versteht der Verfasser solche , welche 
durch eine homogene quadratische Gleichung zwischen W c i  e r  s t r a s s'schen 
Coordinaten dargestellt werden. An diese Gebilde schliesst sich natur- 
gemass die Polarentheorie nebst der Darstellung der Gleichung durch Qua- 
drate linearer Functionen der Coordinaten. Von der Zahl der hierbei 
auftretenden negatiren Quadrate han$ die Anzahl der auf dem Gebilde 
liegenden Ceraden. Ebenen und ebenen Gebilde ab. Der Verfasser wendet 
sich dann zu den metrischen Eigenschaften dieser quadratischen Gebilde: 
zunachut im cndlichcn Raume. Diesc Eigenschaftcn hiingcn mit der von 
W e i  e ;s t r  a s s gelEsten Aufgabe zusammen , die beiden quadratischen Forrnen 

rp (xO 2 l... 5,) und w = k ' . r , 2 + ~ , ~ + . . . + ~ , ~  

durch die Surnmen derselben Quadrate darzustcllen [Berlin. Monatsber. 1868, 
S. 310 flgg.). Der Verfasser zeigt im Einzelnen , welche Eigenschaften des 
quadratischen Gebildes mit den verschiedenen !?%Ileu von Gleichheit und 
Ungleichheit der (von W e i e r s t r a s s  bei der Behandluug jener Aufgabe 
eingeführten) ,, Elementartheiler " zusammenhBngen. Dicse geometrischc 
Deiitung analytischer Thatsachen ist eine der interessantesten Particn der 
K i l l i n g 7 s c h e u  Arbeit und beweist gleichzeitig, wie wenig es ohne die 
Eesultate der transceridentalen üeornetrie müglich sein würde, für gewisse 
analytische Thatsachen das geomctrische Aequivalent aufzufinden. Es  werden 
weiter Zbnliche und confocale quadratische Gebilde betrachtet und die Ver- 
Snderungen dargelegt, welche die Theorie der quadratischen Gebilde er- 
leidet, wenn man von den endlichen zu den L o b  a t  s c h e w s k y 'schen Raum- 
formen übergeht. Specielle Beispiele werden hier wie in der sonstigen 
Theorie der quadratischen Gebilde aus dem dreidimensionden Gebiet her- 
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genomrnen. Ziim Scliluss wircl bemerkt, dass n. A. auch die von J o r d a n  
für euklidische Ilaumformen gegebene Theorie der Krümmungen einer Raum- 
curve durch den Ueberganp in nichteuklidische Haumformeu sich nur un- 
wesentlich anrlert. 

Es sei schliesslich noch erwahnt, dass Herr K i l l i n g  in einer neueren 
Abharidlung (Programm des Lyceum Hosiauuiu in Braunsberg, Michaeli 
1884) eine wcitere, auf dcm Rcgriff der Bewegung beruhende Verallgemei- 
nerung des Raumbegriffes gegeben hat,  die ihn zil  nichtprojectivischen 
I<aumforinen führt ,  Formen, von denen bisher nur eine eirizige (iu einer 
Abhandlung des Verfassers in U o r  c h  a r d  t ' s  J., Ud .89 S. 284) betrachtot 
zu sein scheint. 

Waren .  -- 

Elementar- synthetische Geometrie der gleichseitigen Hyperbel. Von 
A. MILINOWSKY (Weissenburg i. E.). Leipzig, Teubner. 1883. 

!,Unter allen Kegelschriilten ist keiner der elementaren Behandluug so 
zughglich, wio die glcichseitigc Hypcrbcl! und trotzdem bcsitzt uilsere 
mathernatische Literatur kein Buch, welches die Eigenlchnften derselbcn 
in elementarer und einheitlicherweise im Ziisammenhange darstellt. Dieves 
Ziel hat sich der Verlisser i u  vorliegendcm Werkcheu gcsteckt und hofft 
dadurch Allen, welche Bcruf oder Neigung zur element'arcn Betrachtung 
der Xegelschnitte fiihren, keine unwillkommene Cabe darzubringen. Famcnt- 
lich aber hoEt er dadurch auch dem Gedanken, dass das harmonische Ge- 
bilde cin durehaus elenlentares k t ,  weitere Geltuug und der Auweri~luiig 
dessell~en in der elementaren Geometrie g r i h e r e  Ausbreitung zu ver- 
schaffen." 

Mit diesen Worten schliesst die Vorrede des vorbezeichneten 133 Seiten 
starken Schriftchenü. Cnter alleri Kegelschnitten ir;t zweifellos dcr K r  e i s  
die einfachste und der elementaren Uehandlung zugang:ichste Curve. Dann 
zeichuet sich die P a r a b e l  durch viele hochst einfache Eigenschafteu a m  
und hat zudem den (nicht ganz zu ignorirenden) Vortheil, dass einfache 
physikaiieche Betraçhtungen auf diese Curve fühïen. Manche Eigenthüm- 
lichkeiten derselben jedoch, insbesondere die d o x h  dio Lage ihres Mittel- 
punktes bedingten, liegen dem von der Kroisgeomctrie kommenden An- 
finger weiter a b ,  und somit ist  es doch mindcstens zweifelhaft, ob nicht 
der g l  e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l ,  diesem Zerrbilde des Kreiscs , wirklioh 
die Siegeçpalme grosserer Einfachheit und leichteren Zuganges gebülirt. 

Der Pnhalt unseres Buches gliedert eich in sieben Paragraphen, von 
denen der erste die Ueberschrift: ,, Punkte und Taugenten" führt. Uei der 
fundamentalen Bedeutung dieses ersten Abschriittes mag es gestttttet sein, 
demselben eine eingehendere Besprechung zu widmen. 1 s t  so der Plan des 
Verfassers deutlieh gewordeii, so dürfen wir uns irn Uebrigen küieer fassen, 
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16 Historisch - literarische Abtheilung. 

da die aorgetragenen Materien im Ganzen nicht neu sind und dies ja auch 
keineswegs sein wollen. 

Den Ausgangspunkt bildet der Sache nach die G l e i c  h u n g  der auf 
die Asymptoten bezogenen Curve, namlich xy = q2. Dann werden in sehr 
einfacher Weise die Begriffe P o t e n z  (= y"), i n n e r e s  und i i u s s e r e s  Ge- 
b i e t ,  A s y m p t o t e n ,  M i t t e l p u n k t ,  D u r c h m e s s e r ,  A x e n  gewonnen. 
Es  folgt der einfacbe und in den Anwendungen fruchtbare Satz: ,, J e  d e 
S e e a n t e  d e r  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l  w i r d  v o n  d i e s e r  u n d  d e n  
A s y m p t o t e n  i n  a q u i d i s t a n t e n  P u n k t e n  g e s c h n i t t e n .  Zu den 
T a n g e n t e n  içt, cbenfdls der Zugang ein natiirlicher: J e d  e T a n g e n t e  
d e r  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l  b e g r e n z t  m i t  d e n  A s y m p t o t e n  ein 
D r e i e c k  v o n  c o n s t a n t e m  I n h a l t e .  Man erkennt nun durch einfache 
Ueberlegungen, dass die Tangenten in den Endpunkten eines Diameters 
parallel sind, und  den wichtigen Satz, dass eine beliebige Sehne der gleich- 
seitigen Hyperbel den Endpunkten eines Diameters unter gleichen bez. 
supplernentiiren Winkeln ersclieiut. Die Umkehrung dieses Satzes, welche 
als selbstverstiindlich nicht bewiesen, ja nicht einmal als besonderer Satz 
erm-ahnt ist:  geaiihrt nun die Einsicht, dass d e r  H o h e n p u n k t  e i n e s  
j e d e n  d e r  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l  e i n g e  s c h r i e b e n e n  D r e i e c k s  
a u c h  a u f  d e r s e l b e n  l i e g t .  Aus denFolgerungen heben wir besonders 
zwei hervor. Erstens den theoretiçch wichtigen Satz, dass eine gleichseitige 
IIyperbel von einem Kreise hochstens in vier Punkten geschnitten wird; 
zweitcns den f'ür Auïgaben fruchtbaren Satz: Wenn ein Kreis eine gleich- 
scitigc Hypcrbel berührt ,  so schneidet er sie noch in zwei Punkten, deren 
Verbindnngslinie auf dem Durchmesser des Berührungspunktes senkrecht 
steht. Dei dem Herrn Verfasser erscheint dieser Satz als Umkehrung eines 
andern, wie uns scheinen will , weniger anschaulichen. Hiermit gelangl 
man nun zum I C r ü m m u n g s k r e i s e  und zu dem F e u e r b a c h ' s c h e n  Kreise, 
der durch den Mittelpunkt der IIyperbel geht.  - Die Beziehungen der 
liyperbel ziirn Kreise sind hierulit dargelegt. Analytisch gewiouen die- 
selben cine besonders merkwürdige F o r m ,  wcnn man von der Daratcllung 
der Coordinaten durch h y p e r b 01 i s c h e F u n  c t i o n e n  Gebrauch macht. 
Setxt man niimlich x = ci O o j u ,  y = a Binu, so ist jedern Punkte der 
Hyperbel ein Argument u zugeordnet. Schneidet nun ein Kreis die Hyperbel, 
so ist die Summe der hyperbolischen Argumente der vier Schnittpunkte 
Nul1 (oder 2 n; i). 

Insbesondere schneidet der Krümmungskreis mit dern Berührunpspunkte, 
desscn Argument z r  ist ,  dic Hyperbel i n  einem ferneren Punkte, dessen 
Argument - 3 u  sein muss. Dahcr komtnt die Aufgabe, wclche Herr 
M i l i n o w s k y  Seite 55 Nr. 83 lvst,  auf die D r e i t h e i l u n g  e i n e s  g e -  
g e b e n e n  h y p e r b o l i s c h e n  S e c t o r s  hinaus. (Vergl. hierzu S a l m o n -  
F i  ed l  e r, Kegelsehnitte, Art. 252, wo der entsprechende Sa,tz fiir die Kreis- 
functionen ausgesprochen is t ,  und bezüglich derverwendung hyperbolischer 
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Argumente u. A. die interessante Schrift von S. G ü n  t h e r ,  ,, Parabolische 
Trigonometrie ", Teubner.) 

Der Verfasser wendet eich nunmchr den gegenseitigen Beziehungen 
gleichseitiger Hyperbeln zu. Die früher gewonnenen Satze lassen hier 
leicht erkennen, dass durch v i e r  P u n k t e  e i n e  g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b e l  
b e s t i m m t  i s  t und dass zwei gleichseitige Hyperbeln, welche sich in drei 
Punkten schneiden, den Hohenpunkt des eingeschriebenen Dreiecks zum 
vierten Schnittpunkte haben. Die Gesammtheit aller gleichseitigen Hyper- 
beln, welche einem Dreiecke umschrieben sind und durch dessen H6hen- 
piinkt gehen , bilden ein B ü s c h el.  Die Nittelpunktc dieses Büschels liegen 
auf einem Kreise. Es  folgen einige h a r m O n i s  c h  e (projectivische) Eigen- 
schaften, von denen wir den Satz, dass eine Asymptote und zwei Tangen- 
ten z w e i  gleichseitige Hyperbeln bestimmen, erwahnen. 

Die j e h t  folgenden Satze ziehen die bekannten Eigenschaften des 
Kreisbüschels heran und so gelangen wir zu der Einsicht, dass der 
Ort der X i t t e l p u n k t e  aller einem Dreiecke e i n g e s c h r i e b e n e n  gleich- 
seitigen Hyperbeln ein K r e i s  um den Hohenpunkt dieses Dreiecks ist, 
welcher den U m k r  e i  s desselben r e c h  t w i n k l i  g schneidet. Als leichte 
Folgerungen erhiilt man dann die wichtigen Satze, dass durch vier Tan- 
genten z w e i  gleichseitige Hyperbeln bestimmt sind und zwei gleichseitige 
Hyperbeln sich mindestens in z w e i  r e e  11 e n  P u n k  t e n  schneiden. Der 
letztere Satz ist um so interessanter, als wir hier offenbar den Specialfall 
n -= 2 des bekannten G a u s s  'schen Beweises von der Anzalil der Wurzelo 
einer Gleichung nten Grades vor uns haben. Diese Bemerkung hatte auch 
der Verfasser machen und erharten dürfen. 

Mbgen einige Randbemerkungen hier beigefügt werden. S. 7, in  9c ,  
ebenso S. 21 i n  Nr. 26, S. 24 in Nr. 30 und S. 56 in Nr. 84 giebt Verfasser 
die Buchstabeii iihnlichcr Dreiecke nicht in richtiger, ahnlicher Reihenfolge. 
Ferner muss es wohl S. 5 in Nr. 7a statt 2g"eissen 4y2, wie auf S. 24, 
wo sogar auf diese Stelle verwiesen wird,  richtig zu lesen ist. I n  Fig. 4 
fehlen die im Text vorkommenden F, F,. Durch 1 4 a  wird 12 eingeschrkkt,  
was nicht ausdrücklich bernerkt wird; bei 1.2 hatte also der Zusatz , , im A11- 
gemeinen" nicht fehlen sollen. Der Beweis des Satzes in Nr. 19 geht wohl 
noch einfacher aus der Aufgabe hervor, einen (zwei) Punkt  zu bestimmen, 
der von drei gègebenen Punkten Atistande h a t ,  die sich verhalten wie 
m : rr :p. Ebenso oder noch mehr macht der Beweis des Satzes i n  21 e 
einen etwas ,,mühsamen " Eindruck. 

fiiermit glauben wir den ersten Abschnitt des Buches hinreichend 
charakterisirt zu haben und worden uns von jetzt a b  aus oben angegebenen 
Grtinden grosster Kürze befleissen. 

Der zweite Abschnitt behandelt die c O n j u g i  r t e n D i  a m  e t e r , die 
G l e i c h u n g  der Hyperbel und in etwas langweiliger Darstellung den Sehnen- 
satz Kr. 27  d. 

iii8t:lit. Aùthlg. d. Beitschr. f. Math. n. L'hys. XXX, 1. 2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Wir heben aus dem e r s t e n  C u r s u s  das Folgende hervor. 
Es werden die Begriffe G e r a d e ,  S t r a h l ,  S t r e c k e  definirt und dann 

der Winkel im 5 10 crkliirt. , ,Der Theil der Ebene, welcher zwisuhen 
zwei von eiuem Purikte ausgehenden S h h l e n  liegt;, hcisst ein Winkel oder 
Knkelraiim." In 5 19 wird der Grundsatz aufgestellt : ,, Durch einen Punkt, 
aiisscilialb eirier Geraden liisst sich in  der Ebene stets eine aber auch nur 
eina gcrade Linie eichen, welche belielsig a e i t  verlsngert , die erstere nicht 
scbneidet." Hierdurch ist die Definit,ion der P a r  a l l e l e n  ziigleieh gegeben. 
Uenn es heisst sofort weiter: ,,Zwei gerade Linien in einer Ebene, welche 
belieliig weit verlingert sich nicht schneiden, heissen parallel." Den Schluss 
bilden 27 Tiebiingsa,iifgal,en. 

Die Darstellung halt sich von trockener Kürze ebcnso fern,  wie von 
ermüdender Ausfüliruiig selbstverst?hdlicher Kleinigkeiten. Durch den Druck 
ist das Wichtige vom Unwichtigen p s s e n d  fur den Anfaiiger gesçliieden. 
Ti1 d m  Ucbungaaufgaben kc:hrt derselbe Gedankc: in vrwxhicdencr Fassung 
nieder und fordert so zur priiciben, logisch scharfen Behandlung gebie- 
teriach auf. 

Dieselben glücklichen Eigensçhaftcn kann man den Iibrigen Abschnitten 
des ersten Cursus irn Allgemeinen nachriihmen. lnsbesondere liefern die 
65 Uebungsaufgaben des dritten Abschriittes eiii treffliches Mittel, den In -  
halt des Lchrvortrages 211 miederholen und lebendig zu machen. 

Im z w e i t e n  C u r s u s  handelt der erste Bbschnitt von der g e o m e -  
t r i s  c h e n A u f g a b e im Allgemeinen. Der Vc:rfa.iser len t  die vier gewohii- 
lichen Eequisite, als Analysis , Construction, Beweis , Determiiiation dar und 
giebt als Hilfsmittel der erstgenannten, insbesondere L e  h r  s t z e ,  g e  o m e - 
t r i s c h e  O e r t e r  uud R e d u c t i o n  diirchL)ata und Zerlegung an. Hierrnit 
ist fiir den Anfiinger das Nothige g e ~ a g t ,  und Beispiele sorgen für Ver- 
t1el;tlichiing. Cielbst~verstindlich gelingt dem Sehüler darurn nicht die Losung 
einer ihm bis daliin unbekannten Aufgabe von selbst. Dazu kann nur das 
Stiidium der 11 e t  h o  d e n ,  wie dies P e t  e r  s e n  in seinern trefflichen Uuche 
so d~nkenswerth gefordert, liat, in Verbindung mit zahlreichen Uebungs- 
beispielen füliren. Auch ist es keineswegs Absicht unseres Verfassers, 
besonders an dieser Stelle das lebendige W-ort des Lehrers überflüssig zu 
machen. Zum erst.en Abschnitte 101 Anfgaben. 

Dcr zweite Abschuitt behandelt den K r c i s .  Wir findcn die gew6lin- 
liclien elementaren Satze über Sehne , Tangente, Peripheriewinkel u. S. W. 

Der Btoff ist ,  wie überhaupt in  unserem Buche, uicht in trockener Brachyo- 
logie, sonderu mit einer gewissen angeuehmen Behaglichkeit vorgetragen 
und insbcsondere den Satzen, welche zu Aufgaben führen, Aufmerksamkeit 
zugewandt. Dazu 130 lleispiele. 

Die folgenden Abschnitte behandeln der Reihe nach die r e g  u l a r  e n 

P o l y g o n e ,  die G l e i c h h e i t  d e r  F i g u r e n ,  P r o p o r t i o n a l i t a t  und 
A e h n l i r h k e i t .  d ~ r  Figiircn, P r o p o r t i o n e n  a m  K r e i s e .  A u s m e s v u n g  

2 * 
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g e r a d l i n i g e r  I i ' i g u r e n  und des K r e i s e s .  Jeder dieser Abschnitte 
enthtilt zahlreiche Uebungsbeispiele. Wir heben besonders die interessante 
Behandlung des Pythagoreischen Satzes, die hochst einfache und lelirreiche 
Einführung des Coordinatenbegriffes in 5 193 hervor und,  um zu zeigen, 
wia sehr derVerfasser bemtiht ist, auch die historisch interessanten Gegen- 
s t h d e  dem Rchüler deutlich zu machen, die Erorterungen iihcr den A r  - 
b e l u s  und das S a l i n u m  des A r c h i m e d e s .  Der Tangenten-, Sehneu-, 
Secantensatz erseheint in doppelter Fassuug, einmal als Proportion S. 165 flg., 
dann auch als Rechteck S. 179. Bei dem Streben nach Vollstiindigkcit, 
welches der Verfasser so glücklich bethiitigt, wollen wir hierüber nicht mit 
i h ~ n  rechten. 

Der d r i t t e C u r s u s handelt in vier Abschnitten von den T r a n s r  e r- 
s a l e n ,  der h a r m o n i s c h e n  T h e i l n n g ,  den A e h n l i e h k e i t s p u n k t e n ,  
C h o r  d a l e n  (Tactionsproblem) und den K r e i s p o l a r e n .  

Die Lehre von den Trausversalen geht selbstverstiindlich von den 
Satzen des C e v a  und des X e  n e 1 a u s  aus. Dic Darstellung zcigt insofcrn 
didaktisches Geschick , als die Einführung der Vo r z e i c h e  n bei den abge- 
messenen Strecken vermieden ist. Leider ha t  der Verfasser aber nicht den 
Muth gehabt, t r o t z d e m  a n  dem Begriffe der T h e i l r e r h a l t n i s s e  fest- 
xuhalten. Vielmehr ist nnn auch die Gleichheit der Producte der nicht 
anstossenden Seiteuabschnitte behauptet. Im Gegensatze (?) zu dern ge- 
ehrten Herrn Verfasser halten wir es erstens für  durchaus wissenschaftlich 
richt,ig, zu sagen: eine Strecke wcrde im Verhaltnisse m :  n durch zwei 
Punkte getheilt, von denen der eine iunerhalb, der andere ausserhalb der 
Endpunkte liegt. Zweitens behaupten wir vom Standpunkte der Schul- 
praxis aus ,  dass die Einführung der Theilvcrhiiltnisse beim Umlaufcn des 
Dreiecks dem Lernenden die Sache leiehter macht. Wir  würden an einen 
Gegensatz zum Verfasser nicht recht glauben, wenn nur 5 232 und nicht 
auch die Bemerkungen S. 201. und 212 vorhanden wzren. Rcferent würde 
also, und damit sei diescr Gegcnstand crledigt, die Thesis S. 212, iin- 
b e k ü m m e r t  u m  S t r e c k e n v o r z e i c h e n ,  schreibeu wie folgt: 

Wer als Primaner mit den M a  t e  r i e  n in  dieser Form bekannt ge- 
worden ist, dem wird die Einführung der Streckcnvorzeichen kcine Sohwierig- 
keiten machen. Vielleicht aber wohl umgekehrt. 

Die früher gerühmten Vorzüge des Lehrvortrages konnen wir im 
Uebrigen in besondero lebliafter Betonung an diaser Stelle wiederholeu. 
Namcntlich angcsproehen haben uns die schonen Uebungen zum v ie r  - 
z e h n  t e n Abschnitt und die Behandlung des f ü n f t e n merkwürdigen 
Punktes am Dreieck. Der Verfasser versteht daruuter den Schnittpunkt 
der drei Ecktransversalcn nach den Berührungspunkten der angeschrie- 
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benen Kreise. Das T a c t  i o n  s p r  o b 1 em erschcint i n  Slterer und neuerer 
Losung. 

Der v i e r  t e C u r s u s  t ragt  einen mehr rechnerischen Charakter. E r  
oerfiillt in vier Abschnitte, welche die A n w e n d u n g  d e r  A l g e b r a  a u f  
g e o m e t r i s c h e  P r o b l e m c ,  m e t r i s c h o  R e l a t i o n e n  a m  D r e i e c k e ,  
die K r e i s b e r e c h n u n g  und v e r m i s c h t e  U e b u n g e n  enthalten. 

Die a l g e  b r a i s  c h e  A n  a l y  s i  s geometrischer Probleme ist ein ebenso 
interessanter wie nützlictier Gegenstand des Gymnasialpensunis. Der Ver- 
fasaer behandelt ihn ebenso gründlich wie klar. Die Discussion der Formeln 
ist durchweg musterhaft. 

Fassen wir unser Urtheil xusammen, so eind die eingangs ausgespro- 
chenen Erwartungen des Referenten durch dasselbe erfiillt, ja  übcrboten 
worden. Nach unserer besten Ueberzeugung wird es sich dem Unterrichte 
an hoheren Lehranstalten mit Erfolg zu Grunde legen lassen, wobei selbst- 
verstindlich der vorsichtige Lehrer sich nicht darauf steifen wird, Alles 
durchzunehmen. Insbesondcre empfehlen wir es den Herren Collegen ziim 
Selbstgebrauche und als Aufgabensammlung. 

C o e s f e l d ,  den 8. Mai 1884. K. SCHWERIKG. 

Ueber einem Dreieck nm- und eingeschriebene Kegelschnitte. Inaugural- 
doetordissertation von K. DORHOLT. Münster, 1884. 

Verfasser beabsichtigt, einen Theil der von S t e i  n e r  i n  C r e l l e ' s  
Journal Bd. 55 S. 356 gcmachten Mittheilungen zu beweisen. Auf andere 
kbeiten des berühmten Geometers , insbesondere die Abhandliing : ,,Teoremi 
relativi alle coniche inscritte e circoscritte ", C r  e 11 e Bd. 30, ist ebenfalls 
Rücksicht genommen. 

Die Dissertation ziihlt 88 Seiten Octav mit recht hübschen beigegebenen 
Figuren. Der Inhalt iat im Allgemeinen ansprechend, das Material wohl 
geordnet und im Ganzen übersichtlich. Die Darstellung vermeidet trotz 
vorwiegend synthetischer Richtung nicht iingstlich die Rechnung. Darf 
man aus der Schrift auf den Studiengang des Verfasscrs schliessen, so hat  
er die Vorlesungen von Professor S t u r m  in Xünster mit Fleiss und 
Nutzen gehort. K. SCHWERINB. 

Lettre de Charles -FrBderio Gauss au Dr. Henr i  - Qnillanme -Mathias  
Olbers en date de ,, Braunschweig den 3. September 1805 pub1it:e 
par B. BONCOMPAGNI d 'aprh  l'original possédé par la sociétt: royale 
des sciences de Gtittingen. Berlin, Institut de Photo - lithographie des 
Frères Burchard, Imprimerie de Gustave Schade (Otto Francke), 1883 

Der in  der Ueberschrift genannte, vier grosse Seiten füllende Brief 
von G a u s s  an O l b e r s  ist nicht ganx unbekannt gelilieben. Schon 1877 
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hat  Herr S C  h e r i  n g Theile desselben der Oeffentlichkeit übergeben. Man 
wird sich nichtsdestoweniger freuen dürfen, in dem meisterhaft gelungenen 
Abdruck des ganzen Bricfcs eine Erinnerung a n  die zierliche, deutliclie 
Handschrift des grossen Yathematikers zii besitzen , welche bis in seine 
letzten Lebensjahre sich nur sehr unwesentlich veranderte. Ausser dem 
photolitographischen Abdrucke hat  Fürst  B o n  c O m p  a g n i  auch einen Ab- 
driiek des Rriefes, im Urtexte, sowie in einer von Hcrrn S p a r a . g n a  be- 
sorgten italieniechen Uebersetzung, im Aprilhefte 1883 seines Bulletino di 
Hibliografia 11. S. W .  anfertigen lassen und hat endlich am 20. Mai 1883 
dcr Accademia Pontificia de' Nuovi Lincei in  Rom eine Abhandlung vor- 
gelegt,  welche in den Atti  dieser Gesellschaft (Tomo XXXVI) erschien und 
in besonderem Abdrurke unter dem Titel: ,, Intorno ad  Lira lettera di Carlo 
Pederico Gauss a1 Dr. Enrico Guglielmo Mattia Olbers. Memoria di B. Boncorn- 
pagni " (95 S.) in iinseren Hiinden ist. Mit gewohnter peinlicher Sorgfalt sind 
in dieser Abhandlung die Worte des Briefschreibers einaeln mit Belegstellen 
versehen. Unler Anderem macht der Verfasser darauf aufmerksam , dass 
die Ehe zwischen M i n n a  ü a u s  s ,  der Tochter ü a u  s s '  aus erster Ehe, 
und dem Orientalisten E w a l d  am 15. September 7830 geschlossen wnrde, 
und dass der Todestag der zweiten Frau  von G a u  s s ,  M i  n n a  mTaldeck,  
auf den 12. Septeniber 1830 Gel, zwei Daten,  welche, wie es schcint, noch 
in keinem Buche abgcdruckt waren. CANTOR. 

Die Entwickelung der Mathematik in den letzten Jahrhunderten. Von Dr. 
IIERMAPTZT HANKEL, vorm. ord. Professor der Mathematik in Ttibingen. 
II. Auflage mit einem Vorwort von Dr. P. uu BOIS - REYHONU , urd. 
Professor der Mathematik an der TJniversitiit Tiibingen. Tiibingen, 
Verlag und Druck von Franz Fues (L. Fr. Fues'sche Sortiments- 
Buchhandlnng), 1885. 27 S. 

Die Antrittsvorlesung H a  n k e l ' s ,  mit welcher er am 29. April 18G9 
für seine Aufnahme in den akadcmischcn Senat der Universit,$t Tübingen 
dankte,  ist  seit einer Reihe von Jahren vergriffeu, so dass die Buchhand- 
lung ,  welche dieselbe verlegt hatte, wiederholt in der Lage war, Bestel- 
lungen ablehnen zu müssen. Lohnte es einen neuen Abdruck zu vcran- 
stalten? Herr P. d u  B o i s - R e y m o n d  hat die an ihn grrichtete Frage 
bejaht,  und Referent schliesst sich dieser seiner neantwortung gern an. 
Schon Herr  D u B o  i s - 1% e y m O II ù hat  allerdings in  seinem Vorworte be- 
tont ,  dass ncuc scit H a n k  cl 's Tod gernnchtc Fortschritte, die natürlicli 
1869 noch nicht berücksichtigt werden konnten, einer Rede des Charakters, 
wie H a n  k e l  sie damals beabsichtigte , heute ein anders aas&sprechendes 
Ende geben müssten. Nan kann getrost hinzufügen, dass nicht minder 
wesentliche Aenderungen auch in jenen Theilen der Rede, welche anf 
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frühere Zeiten sich beziehcn, vorzunchmcu wiiren, da die heutigen Auffas- 
sungen der Geschichte der Mathematik betrzchtlich von denen abweichen, 
welche I I a n k e i  sich gebildet hattc. Aber immerhin handelt es sich doch 
nur um noihige Aenderungcn, oder sprechen wir es mit dem hiirtesten 
Worte aus : um Icleine TJnrichiiigkeiten im Einzelnen. Die geschichts - philo- 
sopliische Idee der Rede bleibt davon unberührt, unberührt also auch der 
TVerth, den diese für deri Leser behslt und so lange behalten wird, als antike 
iind moderne Mathematik als nicht blos dem Grade, sondern auch der 
Natur nach verschieden dastehen und eine Darlegung ihres inneren Gegen- 
satzes verlangen. In  diesem Siune iihnelt die Rede manchen Einleitungs- 
capitelu L a g  r ar ig e'scher Schriften und wird gleieh diesen ihre Entatehungs- 
zeit m i t  überdanern. CANTOR. 

Einleitung in d ie  Analysis des Unendlichen. Von LEOXHARD EULER. 
1. Theil. Ins Deutsche übertragen von H. MASEH. Berlin 1885, 
Julius Springer. X, 319 S. 

Dcr Band, über desscn Erscheinen wir berichten, ist nur der erste 
einer Sammlung von klasaischen Werken, die, im Original liingst vergriffen 
und auch in Uebersetzungen schwer erhaltlich, überdies durch die ver- 
altete Form der Uebersetzung fast ungeniessbar, gleichwohl verdienen, auch 
von 3Iathcinatikcrn der Jctztzeit gelesen und studirt zu werden. Glaube 
doch ja Niemand, der die Vorlesungen auch unserer berühmtesten Univer- 
sitàtslehrer gehort und ausgearbeitet hat ,  er sei jetzt so erhaben über dem 
Standpunkt jener Mariner, auf deren Schultern seine Lehrer selbht stehen, 
dass er von ihnen nnmittelbar Nicht,s mehr lernen konne! Selbst die 
Mangel, welche e r  in den Musterschriften vergangener Zeiten zu erkennen 
im Stande ist, werden ihn belehren, und sei es auch nur über die noth- 
wendige Mangelhaftigkeit der Gegenwart. Wenn so Vieles nicht mehr 
wahr is t ,  was die bedeutendsten Schriftsteller der Vergangenheit in unserer 
Wissenschaft lehrten, wer m6chte da so zuversichtlich sein, an die für 
alle Zeiten gesicherte Wahrheit dessen zu glauben, was manche Eintags- 
fiiege unteï den mit uns Lebenden Vaut ausposaunt? Doch auch die 
Kehrscite fehlt nichi. Wenn jeiic Klassiker, trotzdem sie Hilfsmittel und 
Prüfsteine nicht kannten, die heute jedem Anfinger zu Gebote stehen, so 
Vieles schufen, was seinen Werth behielt, so wird auch der Zweifelsüchtigste 
des Trostes nicht entbehren, daso neben dem Wechselnden das Bleibende 
in unserer Wissenwhaft doch weit überwiegt, und dass der Fortschritt, 
dessenVerdienst wir damit wahrlich nicht zu schmalern beabsichtigen, viel- 
fach nur dari11 besteht, einen lückenlosen Weg naeh Gipfelpunkten zu 
führen, wohin daa Genie über Abgründe und unwegsam steile Wiinde vor-  
ausgeflogen war. 
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Die Schriften, welche in neuer deutscher Uebersetzung zuniichst der 
Oeffentlichkeit Ilbergeben werden sollen, sind der 1. Band der Euler 'schen 
Introductio in analysin infinitorum, C a  u c h  y's Analyse algébrique, D i  O - 
p h  a n  t 's Arithmetik mit den F e r m a  t'schcn Anmerkungen, die Abhand- 
lungen von V a n  d e r  m o n  de. Vor einer Uebereilung der D i o p h a n  t - 
Ausgabe mochten wir warnen. Von diesem Schriftsteller thut  zuerst eine 
gereinigte Textausgabe Noth, und bevor diese erschienen is t ,  was , wie wir 
anzunehmen Grund haben, nicht gar  lange mehr anstehen dürfte, ist es 
sehr gewagt ,  eine neue Uebersetzung herauszugeben. 

Heute haben wir den Eule r ' schen  Band vor uns. Von ihui gilt in 
ganz hervorragendem Maasse, was wir oben allgemein sagten. Das lateinische 
Original von 1748 ist ziemlich selten und durch zahlreiche Druckfehler 
entstellt. Mi  c h e l s  e n 's  Cebersetzung von 1788 ist in einem Deutsch ge- 
halten, dern man L e s s i n g ' s  Einwirkung auf unsere Sprache noch nicht 
anmerkt. Es gehb'rte ein Entschluss d a m ,  das Werk  i n  dieser Gestalt zu 
lesen. Und doch ist es der Keim, aus welchem die ganze moderne alge- 
braischo Analysis hcrvorgegangen ist nnd aus welchem noch weitcre Fol- 
gerungen zu ziehen einem heutigen fachkundigen Leser vielleicht nicht 
unmoglich, j a  nicht einmal allzu schwierig sein dürfte. Die neue Ueber- 
setzung is t ,  suviel wir üie anseheu konuten, recht geschmackvoll und 
keineswegs so modernisirt, dass sie eine blosse Bearbcitung darstellte. Auch 
eine solche hztte ja beabsichtigt werden konnen, aber wir stimmen dem 
Uebersetzer und derri Verleger bei, dasv es zweckrnBssiger war, die Treue 
an das Original vollstiindig zu wahren. Gestattete man sich einmal Acn- 
derungen, so war es schwer, denselben Grenzen zu ziehen, und der Leser 
hfitte alsdann nicht vor sich gehabt, was er vor sich haben soll: ein 
E u l e  r 'sctiea Werk. 

Warum nur der erste Band übersetzt wurde, der zweite dagegen a m -  
gesehlossen bleibt? Wir konnen diese Frage nicht genügend beantworten. 
Uns echeint auch die analytische Geometrie E u 1 e r's , iind diese bietet der 
II. Band der Introductio , keineswegs des heutigen Studiums unwürdig, 
und insbesondere diejenigen Capitel, welche Cnrven hoherer Ordnung ge- 
widrnet sind, mochten als vergleichende Nebenstudien dem Lesen der 
Schriften von M 5 b i  u s und P l ü c k e r  vortheilhaft a n  die Seite gestellt 
werden. CANTOR. 

Geometrische Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerthe. Von EMAXUEI, 
CZUBER. Mit 115 in den Text gedruckten Figuren. Leipzig, Ver- 
lag von 13. G. Teubner. 1884. V I I ,  244 S. 

Vor fünf Jahren hat  der Verfasser eine deutsche Bearbeitung derVor- 
lesungen über Wahrscheinlichkcitsrechnung veranstaltet , welche A. X e  y e r 
in den Jahren 1849-1657 an der Universitat Lüttich gehalten und 
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welche nach dessen Todo Herr F. F O 1 i e cbcndasclbst herausgcgebcn hatte. 
So reichhaltig der Inhalt jener Vorlesungen war , eine Lücke zeigten sie 
doch beim ersten Anblick. E s  fehlten jene geometrischen Betrachtungen 
zur Losung gewisser Aufgaben der Wahrscheinliühkeitsreohnung, welche, 
von einigen vorzugsweise franzosischen und englischen Schriftstellern beniitzt, 
eine Brauchbarkeit enthüllten, die ganz geeignet war, das theoretische In- 
teresse an dem geistigen Zusauimenhang scheinbar so verschiedener Gebiete 
zu erhbhen. Das heute in  unscren Handen befindliche Ruch hnt den Zweck, 
jene Lücke auszufüllen, indem es gerade mit den geometrischen Wahr- 
scheiulichkeitsbetrachtungen sich ausführlicher beschiiftigt, als es moglich 

'und gestattet gemesen ware, wenn es nur um eine Abtheilung eines groseercn 
Werkes sich handelt. 

Die erste Vorfrage , welche sich aufdrangt , ist die, ob jener Zuçammen- 
hang zmischen den geometrischen Gebilden und den Wahrsçheinlichkeits- 
grossen, die sie zu versinnlichen bestimmt sind, ein nothwendiger oder cin 
nur hypothetischer k t ,  und der Verfasser selbst ist ihr nicht aus dem Wege 
gegangen. E r  gesteht S. 7 : ,,Es i d  wiederholt vorgekommen, dass Pro- 
bleme über geomctiische Wahrschcinlichkeitcn und Mittelwcrthe abweichende 
Losungen gefunden haben. Der Grund hierfür lag immer in der verschiede- 
nen huffassung des Begriffes w i l l k ü r l i  c h ,  dessen Bed eutung thatsachlich 
nicht immer so klar zu Tage liegt,  um Meinungsverschiedenheiten auszu- 
 chl lies sen." Rin willkürlicher Punkt auf einer Curve z. B., erlzutert Herr 
Czuber ,  kann heissen: entweder ein Punkt ,  der von dem nachstgelegenen 
ebenso willkürlichen Punkte eine curvenmZssige Entfernung ds  besitzt, oder 
ein Punkt, dessen Abscisse um de von der des nachstgelegenen willkür- 
lichen Punktes sich unterscheidet, oder ein Punkt ,  dessen TTerschiedenheit 
von dem nachstgelegenen willkürlichen Punkte durch den Winkel d 6  ge- 
messen wird , welchen die beiden rom Coordinatenanfangspunkt dorthin 
gerichteten Leitstrahlen mit einander bilden u. S. W. Jede dieser Annahmen 
setzt eine verschiedene Dichtigkeit von gewissen unendlich kleinen Raum- 
grossen, eine gleiche Dichtigkeit von anderen als nothwendig voraus, aber es 
sind nicht immer die glcichen Raumbestandtheile, welche die gloichc Rolle 
spielen. So m u s s ,  je nach der getroffenen Wahl ,  hald dieser, bald jener 
Werth sich ergeben. Welcher aber ist der richtige? Wir  fürchten, es 
dürfte eine Entscheidung darüber rneistens unmUglich und die geometrische 
Betrachtung dadurch viclfach mehr geistrcich als zweckmiissig sein. Schon 
der Satz (S. 6), dass der Inhalt eines Gebietes von n Variabeln als ein 
Maass für die Anzahl der Werthverbindungen anzusehen sei, welche dieses 
Gebiet ausrnachen, also die Grundlage aller Betrachtungen ist nur dann wahr, 
wenn die Punkte des Gebietes in  eincr g a n z  b e s t i m m  t e n  Weise als gleich 
dicht verbreitet gedacht werden. Froilich hat dieses Bedenkeu Jlathema- 
tiker allerersten Ranges nicht abgehalten, den erwahnten Batz alç selbst- 
verstandlich wahr anzuwenden, und wir benutzen diese Gelegenheit zur 
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Veroffentlichung einer iihnlichen, so weit uns bekanilt? uoch niclit gedruckteu 
Rotiz, welche aus einer Vorlesung von G a u s  s tiber die Methode der 
kleinsten Quadrate aus dem Jahre 1850 stammt. Der Gegenstand ist zwar 
in  der Recension von G a u  s s : Einige Bemerkungen zn Ve g a ' s  Thesaurus 
Logarithmorum (Astronomische Nachrichten Nr. 756 vom 2. Mai 1881 und 
Werke, Iki. III S. 257- 264) kurz berührt , der Wahrscheinlichkeitsbetrach- 
tung aber d o r t  nicht gedacht. 

G a u s s  verglich die Endziffern von je 900 aufeinander folgenden Loga- 
rilhrrien vori Sinus, Cosinus uucl Tangente der gleichen Winkel auf ihr 
Geradsein oder Ilngcradsein. ZunSchet betrachtcte er jedc Cdumne für 
sich und fand, wenn y, u gerade und ungerade, 1, II, III der Reihe nach' 
die drei Columnen bedeuten, in 1: 449g +451,it, in II: 45gg $44111, 
in 111: 4378 + 46311, also durehschnittlieh ebenso oft y als u.  Uetraclitele 
er T und II gemeinschaftlich, so fand e r ,  wenn die Stellung der I3och- 
staben den Columnen entspricht, welchen die jedesmaligen Endziffern 
angehoren : 23Oy g + 2 1 9 g u  + 229 u g  + 222 11 u ,  also wieder jede der vier 
?11Bglichkeiten anniihernd gleich oft;  daaselbe traf zu, wenn 1 und I I I ,  so- 
wie wenn II und III gemeinschaftlich betracl~tet wurden. Nun untersuchte 
er die drei Colurnnen gleichzeitig und fand l 7 3 g q  y + 167 y u  rt + 176 u g u  

+ 159 urcg + 57 g  g zc + 52yug + 53 u g g  + 63 11 IL u ,  also eine so bedeutende 
Verschicdcnhoit, dass die vier ersieren Comhinationcn eusamnien 675ma1, 
die vier letzteren zusammen 225mal im Hiufigkeitsverhiltnisse 3 : 1 vor- 
kamen. Diese im ersten Augenblick auffallende Abweichung von dern 
Gleichmaasse der 3loglichkcitcn beruht auf der Abhangigkeit der in den 
drei Columnen stehenden Zahlen von einander (l»y sin = l ogcos  + l n y  /riy), 

von welcher auch bei der wirklichen Berechnung Gebrauch gemacht wird. 
Man müsste sogar infolge dieser Abhangigkeit erwarten, dass nur die 
Combinationen ggg ,  g  u I r ,  u g  u ,  u u g  vorkommen, und xwar anniihernd 
gleich oft. Dass auch die vier anderen Combinationen vertreten sind, hat 
seirien Grund darin,  dass in allen drei Columnen nicht genaue, sondern 
abgekürzte Zahlcn stehen, mithin die Endziffern n ,  h, c dreier nebcneinandcr 
befindlicher Zahlen eigentlieh a + a, 6 + /3, c + y bedeuten, wo n, /3 y 
das zwischen - + und + h liegende bei der Abkürzung Vernachlassigte be- 
deutet,  und nicht n = b + c ,  sondern cc + a = b + P + c + y die geiiaue 
Beziehung zwischen den Columnen darstellt. 1st ,B mit y verschiedenen 
Zeichens , so ist sicherlieh 1 ,f3 + y 1 < a, mithin cc = b + c. Dasselbe P + y 1 <a- 
kann auch eintreten, wenn und y gleichen Zeichens sind, und hat als- 
dann wieder die Folge a = b + c. Aber im Falle gleichgezeichneter /3 und y 
kann auch 1 /3 + y 1 > 4 sein, worauf a = b + c $- 1 entsteht. Diese wohl 

xu unterscheidcnden Ii'iille zeichnete G a u s s  in  einer Figur. Auf einem 
rechtwinkligcn in O sich schncidendcn Coordinatenkreuz ist OB = S auf der 
positiven Seite der Abscissenaxe aufgetragen. Die Stücke gleicher Lange 
O R', O C, OC' sind auf der negative~i Seite der Abscissenaxe, auE der posi- 
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tiven und negativen Seit'e der Ordiiiatsnaxe abgemcsscn. Parailcl zu den 
Coordinatenasen sind diirch R die ED, diirch C die D D', diiich R' die 
D'E', durch C' die E'E gezogen, die das aus vier kleinen Quadraten Le- 
steheride grüssere Qiiadrat L)U'EfE' bildeu. Eudlich sind die beiden kleineu 
Diagonalen R C ,  B'C' gezogen. Auf der Abscissenaxe sind die Wertlie von 
,I, auf der Ordinatenaxe die von y aufgetragen. F u n  ist sofort klar, dass 
ungleichgezeichnete p und y in den kleinen Quadraten 0 BE"? und O C B ' I ~ ' :  
glcichpezeichiiete /3 und y mit der nicht übersçhreitenden Summe iri dei1 
Dreiecken O B C und O G'C' statkfinden. Gleichgezeichnete P und y mit der 
zwischen + und 1 wechselnden absoluten Summe finden sich i n  den Dreiecken 
H CD und R'C'E'. Die beiderlei Gebiete haben deher Pliichenriiurrie, die sich 
wic 3 : 1 verhaltcn, und cbenso verhklt sich demnach das Eintreffen von 
ri = b + c zn dem von ri = h + c + 1 , d. h. von den vier ursprünglichen 
Combinationen zu den vier nachtriiglich hinzugekomrnenen. Es  liegt auf 
der H m d ,  dase dabei die nicllt ausgesproçhene IIypothcse mi t  unterlsuf't, 
allc irgcnd moglichcn Werthepaare P ,  y seien in genaii gleichem XTaaqse 

moglich. 
Solcherlei Methoden sind es auch, die begreif licherweise in verschie- 

denen Abarten, bald durchnus elementargeometrisch , bald Lehren dcr 
analytischen Geometrie der Ebene und des Raumes voraussetzend, die erste 
Hauptabtheilung des C z u b e r'schen Buches füllen. Ein zweiter kürzerer 
Theil (S. 184-244) handelt von den geonietriscfieu Nittelwertheu. Die 
Llerechtigung dicser Aufgaben, an dem gedachten Orte behandelt su werden, 
beruht darauf, dass kihnlich wie bei Wahrscheinlichkeiten es sich urn einen 
Quotienten handelt , desçen Zahler die Summe der Einzelwerthe , dessen 
Nenner deren Anzahl bedeutet. So ist der Mittelwerth einer Funclion 
y = 3 (z) im Intervalle a < x S b  sofort 

- - a 
Llx 

und bei stetig aufeinander folgenden z wird der Mittelwerth 

a 

Analytisch betrachtet, handelt es sich also in  diesem Theile um die 
Auswerthuug bestimmter lutegrale, und wirklich ist der gleiche Gegenstaud 
von anderen Schriftstellern (2. B. S c h  l 8 m  i l c h ,  Uebungsbuch zum Studium 
der hoheren Analysis, II. Theil: Aufgaben ails der Integralrechnung $5 33 
und 34) zur TJebung auf diesem Gebiete b e n u t ~ t  worden. Freilich geht 
Herr C z u  b e r  weiter als diese seine VorgSnger, indem er ein vie1 reicheres 
Material an Beispielen zusammenzustellen wnsstr. ' CANTOK. 
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Lehrbnch der  Differential- und Integralrechnung. Von J. A. SERRET, 
membre de l'institut e t  du bureau des longitudes. Mit Genehmigung 
des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. AXEL HAI~NACK, Profes~or 
am Polyt,echnikum 211 Dresden. E r s  t e r B a n d .  Differentialrechnung. 
Mit in  den Text gedruckten Piguren. Leipzig, B. G. Teubner. 1834. 
X, 567 S. 

Nicht leicht wird ein Lehrer an einer Hochschiile sich in seinen yor- 
lesungen a n  ein im Drucke vorhandenes Werk  genau anschliessen, wobei 
wir nicht einmal den FaIl ausnehmen, dass e r  selbst ein solches verfasste; 
aber nicht leicht wird er auch darauf verzichten, seinen Schülern ein 
Druckwerk zu empfehlen, welches ihnen m m  Nachlesen und Nachsehlagen 
diene. I n  kaum irgend einem Gebiete der Mathematik wird dabei die 
Qua1 der Wahl  eine 80 grosse sein, als in  der Differential- und Integral- 
rechnung. Sollcn wir dic Wahrhcit dicscr Bchauptung durch Namcns- 
nennung empfehlenswerther und vielfach empfohlener Schriften bestiitigen? 
Wohl kein Leser dieser Zeitschrift wird ~ o l c h e r  Bestatigung bedürfen. 
Heute hnbcn wir niin ein Werk anzuzeigcn, welches sioherlich bald zu den 
nieistempfohlenen gehoren wird. Herrn S e r r e  t 's Lehrbuch geniesst in 
Frankreich eines wohlverdienten gliinzenden Rufes. I n  Russland wird es, 
menn wir recht berichtet sind, officiel1 dem Uuterrichte in  der Differential- 
und Integralrechnung zu Grunde gelegt. I n  Deutschland war es ,  so lango 
nur der franzosische Text zuganglich war,  vielleicht etwas weniger ver- 
breitet als der gleichfalls nur franz6sisch vorhandene Cours d'analyse von 
S t u r m .  Wir  glauben, dass ihm damit Unrecht geschah. Gewiss war das 
Ruch von S t u r m  einmal vortrefflich. Wir  berenen kein Wort  , welches 
wir 1864 im IX. Bande dieser Zeitschrift zu dessen Lob gesagt haben. 
Gewiss würde S t u r m ,  wenn er niclit im Alter von erst 52 Jahren 1855 
durch den Tod aue seiner Schaffenslust gerisscn worden waro, scin Werk 
in neuen Auflagen auf der Hohe der Wissenschaft erhalten haben. Aber 
den Herausgebern des nachgelassenen Werkes verbot die Pietat selbst jede 
wesentliche Aenderung, und so konnen wir heute nur noch sagen : S t u r m ' s  
Buch w a r  vortrefflich. Der Lehrer wird stets ein nachahmungswürdiges 
Muster in demselben erkennen, dem Gebrauche des Schülers aber ist es in 
ein~elrien Capitelri riicht mehr zu geriügen im Standc. Herr S e r r e t  da- 
gcgen hat erst 1879 - 1880 die II. Auf lage seines Werkes ncuesten An- 
forderungen angapasst, und dass die Zusatze, dnrch welche der deutsche 
Bearbeiter seine Uebersetzung bereiehert h a t ,  die Strenge der Beweisfüh- 
rungeu nur xu verstarken dientcn, wird Nieniand zweifelhaft sein, der Herrn 
H a  r n a  c k 's  Richtung aus seinen Originalarbeitcn kennt. Sollen wir aus 
dem 1. Bande, der heute allein fertig vorliegt , beaonders gelungene Capitel 
hervorheberi, so bieten sich die Einleitung und die geometrischen Anwen- 
dungen der Differentialrechnung von selbst dar. Dort wird namentlich das 
Unendlichkleine und seine verschiedenen Ordnungen so genügeùd behandelt, 
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dass die weitere Rechnung mit Differentialen eigentlichem Bedenken nicht 
mehr unterliegt, wenn auch liefereut nicht verschweigen will, dass e r  per- 
sBnlich es vorzieht, Anfinger niir mit Differentialquotienten rechnen zu 
lassen, und also darin IIerrn S e r r e t  nicht beipflichten kann. Die geome- 
trischen Anwendungen sind weitaus vollstXndiger als in irgend anderen 
Differcntialrechnungcn und konnen voraugsweise empfohlen werden. Der 
1. Band heisst der der Differentialrechnung und enthiilt noch kein Integral- 
zeichen; dagegen kommen Intcgrirungen i n  grosser Menge ohne jenes 
Zeichen vor, statt,haR geruacht diirüh den frühe geführten Beweis des Satzes, 
dass Functionen , welche gleiche Ableitungen besitzen, sich nur um eine 
constante Diferenz unterscheiden konnen. Die letzten vier Druckbogen ent- 
halteu bereits eine Einleitung in die Lehre von den Functionen complexer 
Veranderlichen. -- CANTOR. 

Qraphisch - mechanische Methode zur Anflosung der numerischen Gleich- 
ungen. Von Dr. C. REUSCHLE, Professor an der technischen Hoch- 
schulc in Stuttgart. Stuttgart,  J. B. Nctzler. 1884. IV, 84 S. 

Herr M a t  t h i e s s e n hat in seinem bekannten , ungernein reichhaltigen 
Werke .Grundzüge dcr antiken und modernen Algebra der litteralen Gleich- 
ungen" (S. 921- 963) eine Anzahl graphischer Nethoden zur Construction 
der Wurzeln von Gleichungcn zweiten, dritten und vierten Grades zusam- 
mengestellt. Sie alle, so bemerkt Ilerr R e u  s c h 1 e mit Recht, verlaugen 
für jede besonders gegebene Gleichung eine besondere Construction. Gra- 
phisch-mc~ha~nisch konntc man dagegen eine Xethode nennen, welche ge- 
wiwe Zeichnungen anf Palispapier ein, fiir alle Mal herstellen würde, die 
alsdann über anderen gleichfalls, zum Voraus gezeichneten Figuren ver- 
schoben, durüh diesea rriechariische Verfahren die Gleichungswurzeln kenneil 
lehrte. Eine dcrartige Methode ist  die von Herrn R e u s  c h l e  erfundene. 

Sei die quadratische Gleichung x2 + O a + c = O  zu losen. Ihre Wurzeln 

stimmen iiberein mit den s-Werthen des Gleichungspaares y - C-- ( 4) 
= (z 44 9)' und y = .O Die zweite Curve ist die Absciiseiaxe des n c h t -  

winkligen Coordi~iatensystems , die erste ist eine Parabel q 2  = 5 ,  deren Axe 
der früheren Ordinatenrichtung paralld lauft und deren Scheitclpuniit in 

6 t e 
s, = - 2, y, = c - - liegt. Zeiülinet man aIso jene Parabel q 2  = 6 auf 4 
Pauspapier, sowie ein rechtwinkliges Coordinatensystem aiif Millimeterpapier 
und legt jene vorgeschrielienermassen auf dieses, so schncidet die Parabcl 
die Abscissenase in den beiden die reellen Wurzeln darstellenden Punkten. 

Sei die cubische Gleiehung x3 + b x2f c x  Z: d zu losen. Das Gleichnngs- 

p a r  y - (. (. - - ) L ( x + - l)' i ~ n d  x y = d steilt dir gleiche Parabel Ile= 6 
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ir! der gleichen Lage, wie sie eben besprochen wurde, und eine Hÿperbel 
dar ,  dcren Asgmptoten unsere Coordinatenasen sind. Le t~ te re  wird auf 
Nillirneterpapier gczcichnet , erstere darauf gelegt. Vier Durchschnittspunkt~i 
erscheinen allerdings , von denen aber nur drei die reellen Wurzelwerthe 
der gegebenen Gleichung als Abscissen besitzen, wiihrend der vierte Piinkt 
(der w-fe rne  Punkt der Ordinatenaxe) ausser Retracht blcibt. 

Sei eine biquadratische, auf die Form a4+ b r" c x 2 =  e çcbrachte 
Gleichung zu losen. Sie wird wieder durch zwei Curven ersetzt, durch die 

auf Pauipapier gezeichnete Parabel y - ( c -  g) = (, + i)' und durch die 

auf Millimeterpapier construirten Curven drittcn Grades z 2 y  = c .  Von den 
seclis Ilurchschnittspunkten korrimen zwei nicht in  Betracht, niimlich der dop- 
pelt auftretende ao - fcrne Punkt der Ordinatenaxe , welchcr Rückkchrpunkt 
der Unicursalcurven z2y  = e  ist. Der algebraische Ursprung diesor bcideu 
und des im vorigen Beispiel erwahnten einen unendlich eritfernten Puuktes 
ruht augenscheinlich darin , daas die Gleichungen dritten und vicrtcn Grades 
hier als Sonderfalle von Gleichungen vierten und sechsten Grades mit Kull- 
coefficienten des hochsten, beziehungsweise der beiden hochstcn Glieder 
auftreten. 

Herr R e u  s ch1  e begnügt sich selbstverstandlich nicht mit den hier 
gegebenen Andeutungen. E r  erortert genau die verschiedenen Sshwierig- 
keiten, welche sich darbioten konnen. E r  dehnt seine Methode aiif 
Gleichungen fünften, sechsten, siebenten Grades ans, bei denen weniger 
einfache Curven m m  Schnitte gelangen. E r  zeigt, wie auch noch audera 
als hier besprochen, eine Gleichung als Eliminationsresultante zweier Gleich- 
ungen aufgefas,~t werden kann ,  so dass die Pauspapiercurve anders ge- 
staltet nicht rnehr jene einfache Parabel ist. Der Grundgedanke bleibt 
aber stets unverindert urid dtirfte in seiner Einfachheit dem anspruchslobeu, 
hübsch ausgestatteteu Büchlein Leser und Freunde z i ~  erwei.ben irn 
Stande sein. CAKTOR. 

Ueber Beta-  und Uammafunctionen. Von Dr. J. AETON ~ C H O R I , O C U .  

Halle, Louis Nebert. 1884. 4O. 11 S. 

Ausgehend von den bekannten Gleichungen und Porrneln für die 

Eu le r ' schen  Integrale leitet der Verfasser unter Zuhilfeziehung 1011 

h . .  
og- einige neue Integralformeln a b ,  z. B. die 

a 
O 
für ganzzahlige a, b und k giltige Gleichung: 

I l ( . ,  i l + $ )  i l + ; ) . . .  B ( a ,  h+- /L . 

B b rd+- A b a+- B hl ( /+ - - -  ( '  :)' ( ) ( k 
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Das Jlaiiptgewicht legt der Verfasser auf eine Funclion 9 ( m l  7 1 )  

C1: 
n 

=J .--l e-zn 
d z ,  welche, wie sie eine Verallgemeinerung der Gamma- 

O 
function k t ,  in die sie bei n = 1 ühergeht, auch a,uf Gammafiinchionen 
sich zurückführt. Die Substitution xn=y führt nainlich jenes Integral in die 

1 Y"-, 1 . m .  
Forrn --J i/n e -  y dy  tiher, mithin ist ~ y ( m ,  pz) = - I - Biir die +lime- 

'n n 1û 

O 
tionen wird das Producteritheorern bewieseri: 

Ilaraus folgt dann wieder durch Umsetzung in Gaminafunctionen 

fine Erweiterung des G a u s s  'schen Produetentheorems , aus welcher let,zt.ei.es 
durch q =1, k = l ,  p = T L ,  m== an hervorgeht. CANTOR. 

Ueber die quadratischen und  cubischen Gleichungen mit hesanderer 
Berücksichtigung des irreducibeln Falles bei den letzteren. Von 
Professor C. HELLWIG, Oberlehrer am Realgyrnnasiurn zu Erfurt. 

. Frfiirt ,  Verlag von Car1 Villaret. 1884. 41 S. 

Wer diese Schrift zu beurtheilen wünscht, ist durch den Mange1 jeg- 
licher Vorrede in eine missliche Lage versetzt. E r  karin namlich nicht 
die hhsichten des Verfassers aus dessen eigenen Erklarungen entnehmen, 
und ebenso wenig gehen dieselben aue dem Schriftchen selbst hervor. Einem 
Gymnssialschiiler wird man  niclit leicht ein hesonderes Büchelchen als T,eit- 
faden für den Unterricht in  einem einzelnen Capitel in  die Hand geben. 
Einem Gymnasiallehrer sagt das Büchelchen zu wenig Neues; sol1 es ihm 
aber ein didaktisches Muster geben, wie er vorschlag&eise den behandelten 
Gegcnstand untcrrichten solle, so miissten wir ihn doch mahnen, dem h i -  
spiele nur vorsichtig und nicht unter strenger Naehahmung zu folgen. Was 
braucht es S. 13 eine Reihenentwickelung, um die eine unendlich grosse 
Wurzel der Gleichung a x 2  = bz + c bei a = O kennen zu lehren , wo die 

lantlliiufige Umformung der beiden Wurzelwerlhe x: = 
2 c 

/bS+4a c - 7, 
und 
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- 2 c  
x 2- - -_- - vollkommen ausreicht? Wem sol1 S. 16 die Ableitung 

V b " 4 ~ c +  b 
des M o i v r e  'schen Theorems genügen? Beachtenswerth dagegen dürfte die 
S. 33 gelehrte Herleitung der Fer ro ' schen  Formel sein. Die aufzul6rende 
cubische Gleichung ist in der Gestalt x3+ 3 ax = 2 b gegeben , aus welcher 
auch x 3 + 3 a x - v 3 = 2 b - v 3  folgt. Nun k t  ( x - ~ ) ~ = ~ ; ~ + ~ v ( ~ - x ) x - v ~ ,  
folglich liefert die Voraussetzung v (v  -x )  = a  die neiie Gleichung (X - v)$ 

1. 
= 2 b - v3 und diese x = v + i / d  b - v". Der eben gefundene Werth von 

3 -  x  giebt aber jener Voraussetzung die Gestalt - v J2 b - vS = a ,  woraus 

v6 - 2 bv3 = u3, v3 = b  - + p'b2+ a3, 2  b - v3= b T f b l  2 + a3 folgt, und diese 

Werthe ~ k d e r  in X = V + y2 b - V Y  eingesetzt , licfert, endlich eben die 
F e r  r O 'sche Formel .  Die Auflosung der cubischen Gleichungen mit Hilfe 
trigonometrischer Functiorien S. 35-41 hatte wohl in etwas mannich- 
faltigerer Weise behandclt werdcn dürfen, wozu es a n  Stoff sicherlich nicht 
fehlt , wie M a t  t h i e s s e n ' s  Crundzüge der antiken und modernen Algebra 
der littcralen Gleichungen S. 888 - 912 beweisen. CANTOR. 

Théorie des approximations num6riqnes. Notions de calcul approximatif 
par CIL GALOPIN-Scuacn, Docteur &s sciences mathha t iques  (de la 
PacultO de Paris). Genève, H. Georg. 1884. 60 S. 

mir haben Bd. XXVI , hist.- lit. Abthlg. S. 149 - 150, über Ruchonnet, 
elements de calcul approximatif, berichtet. Ohne mit jenem sehr ernpfehlens- 
werthen Büchlein sich zu decken, is t  dit? uns heute vorliegende Abhandlung 
doch nicht als ganz unabhiingig von dernselben zu bezeichnen. Herr 
G a  1 o p  i n  verweist sogar wiederholt und mit Recht auf seinen Vorganger. 
W i r  wolleri die Veroffentlichung des Herrn G a l o p i  n nicht gerade als 
überflüssig bczeichnen, allein wir ziehen die &ltero Schrift von etwa dop- 

, peltem Cmfange der jüngeren vor. Letztere ist naturgemass etwas dürf- 
tigeren Inhaltes und empfiehlt sich auch nicht durch die für unseren Ge- 
schmack schr schwerf'illige Bczeichnung. Man denke m.e  als genauen 
Werth einer Zahl, m .  a als angenaherten Werth derselben, e .  a als den 

absoluten, e . r als den relativen Fehler. Nun kommen Formeln vor wie 
1 m . e  

e.r<- und wie m .  e - .n . a <-. E s  wird wohl jedem Leser 
IOP."., rn 

sehwer fallen, dabei die erwühnten stenographischen Zeichen von den ge- 
wohnlichen Operatioriszeichen, mit denen vermischt i;je auftreten, zu unter- 
schciden. CANTOIL 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 33 

Saggio d i  aritmetica non  decimale con applicazioni del calcolo duode- 
cimale e trigesimale a problemi sui numeri complessi. Monografia 
di VITTORIO G R ~ N W A L D .  Verona 1884 ,  H. F. Münster. 69 pag. 

Wir haben im XXVII. Bande dieser Zeitschrift , hi&- lit. Abthlg. 
S. 192, cin Programm von Herrn 11 u n  r a t h : ,, Aufgaben zum Rechnen mit 
Sy~temzahlen", angezeigt, mit dessen Inhalt die i n  italienischer Sprache 
verfasste Abhandlung des Herrn G r ü n w a l d  nahezu tibereinstimmt, gleich- 
zeitig a u ~ h  die Frageri behandelnd, welche bei Herrn H a a s  ,,Theilbarkeits- 
regeln" (angezeigt Bd. XXIX hist.-lit. Abthlg. S. 146) zur Sprache 
kommen. Von dieser Abhandlung gilt in gleichem Maasse, dass sie ganz 
iuteressante Satze in  sich scliliesst, die der Lehrer an der Mittelschule als 
Beispicle beim Rechenunterricht zu verwcnden in die Lage kommm kann. 
Auch in einer Vorlesung über Zahlentheorie mogen, falls die Zeit d a m  
reicht, ein bis zwei Stunden füglich damit auszufüllen sein. Die numeri 
comples~i, von welchen der Titel spricht , sind aogenannte b e n  a n  n t e  
Zahlen und haben mit unseren complexen Zahlen Nichts zu schaffen. Die 
geschichtlichen Remerkungen wird man ,  als einer langst überholten Zeit 
geschichtlicher Forschurig angehorend, am besten überschlagen cANTOR. 

Tables de logari thmes à six décimales construites sur un plan nouveau 
par ADOLPHE BENOIST, docteur en droit, membre de la société mathé- 
matique de France. Paris,  Librairie Ch. Delagrave. XXXIV, 391 S. 

Die zweisprachig , franzikisch und deutsch , je einen Druckbogen fül- 
lende Vorrede erlautert die drei neuen Gesichtspunkte, auf welche d e r v e r -  
fasser sein Augenmerk richtete, und welche ihm wichtig genug schienen, 
sie im Titel als einer neuen Einrichtung entsprechend ausdrücklich zu er- 
wihnen. Erstlich sind die sogenannten Proportionaltheile im Drucke so 
angeordnet, dass auch bcim Aufsuchen der Zahlen zu gegebenen Logarithmen 
ihre Benutzung erleichtert erscheint; zweitens sind die Logarithmen der 
Sinus und Tangenten kleiner Winkel in  der den Zahlenlogarithnien ge- 
widmeten ersteren Abtheilung des Bandes abgedruclit, wo ihnen der jewei! 
sechste Theil jeder Seite unten eingeraurnt ist;  drittens sind die Logarithmen 
der trigonometrischen Punctionen in Winkelzwischenr%umen von 10" derart 
gedruckt, dass fur jede Function eirie Seite doppelten Eingaugs vorhanden 
ist, die Winkelminuten jedes Grades unter einander, die 10 Secunden- 
Unterabtheilmgen in parallelen Columnen neben einander. Nattirlich iet die 
Seite eines Sinus zugleich die eines entsprechenden Cosinus, z. B. dem 
Kopfe der Seite sin 83' entspricht am Fussende cos 6O mit rechts auf- 
steigendcn Minutcn und von rechts nach links sich crhohenden Columnen. 
Wir ktinnen nicht sagen, da's diese Neuerungen uns sehr entxticken, wenn 
wir damit auch n u r ,  wie bei allen Geschmackssachen, eiu personliches Ur- 

1iint.-lit. Abthlg d. Zeitschr. f. math. u. Phye. XXX, 1. 3 
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theil ,  keinen Sadel aussprechen wollen. Prcportionaltheile schlagen wir 
üherhaupt niemals anf, sondern rechnen sie in jedem einzelnen Falle selbst 
aus. Die Logarithmeu kleiner Dogen, beziehungsweise deren trigonometrischer 
Punetionen scheinen uns in die xweite, nicht in  die erste Abtheilung des 
Bandes xi1 gehoren. Endlich die erwiihnte Anordnung diespr zweiten Ab- 
theilung hat  allerdings die nicht unbedeutende Bequemliehkeit, dass man 
proportionelle Zwischenrechnurigen fast vollst2ndig zu umgehen im Stande 
i s t ,  wenn die Winkel,  wic dies dio Praxis mit sich bringt,  hochstens auf 
Secunden genau bekannt sind; dafür tritt  aber die unseres Dafürhaltens 
groasere Unbequemlichkeit e in,  dass, wenn der Cosinus eines Winkels zu 
suchcn i s t ,  der durch oeine Tangente etwa gegeben is t ,  was bei Hilfs- 
winkeln gar  nicht so selten vorkommt, regelmtissig umgeblattert werden 
muss. Der Preis der neuen Tabelle betragt 10 Francs, die Ausstattung 
ist gut. Ca'r~oir.  

Fünfstellige logarithmische und  trigonometrische Tafe ln  nebst einer gros- 
scren Anzahl von Hilfstafeln. Herausgcgcben von Dr. AUOLF GREVE, 
Oberlehrer am Karls - Gymnasiurn zu Bernburg. Bielefeld und Leipzig 
1884, bei Velhagen & Klasing. IV, 171 S, 

Wenn diese Tafeln an Correütheit ebenso den anderen Tabellenwerken, 
dwen der Gchulgehrai~ch sich au bedienen pflegt, gleich kommen, wie sie 
dieselben an vollendeter Ausstattung, zu der wir insbesondere die grossen, 
fetten , das Auge uieht ermüdenderi Typeu reehneri , übertrilft , so werdeu 
die G r e  ve'schcn Logarithmen sich bald verbreiten, um so mehr, als die 
Verlagshandlung den gebundenen Exemplaren den Preis von nur 2 Xark 
aufgedruckt hat. Ob die nothige Correctheit aber vorhanden i s t ,  dass muss 
die Lebung oder eine mühsame und zeitraubende Verglcichung zeigen, zu 
der Referent sich nicht eignet. Nur in den ziemlich zahlreichec Hilfstafeln 
ist uns bei flüchtigem Durehbldttern a ~ i f  S .  36 ein garstiger Drnckfehler 
in der Reihe für log, (1 - z) aufgefallen. Hoffen wi r ,  die Correctur der 
eigentlichen Logarithmen moge sorgfiiltiger aiisgefiihrt sein. CAuri~nP,. 

Lehrbuch der  Experimentalphysik. Von Dr. W ~ L L N E R .  2. Band : L e  hr e 

v o m  L i c h t .  4 Aufl. L e i p ~ i g  1883. 704 S. 

Die Lehre vom Licht wird in  zwei Abschnittcn dargcstellt: der crstc 
behandelt die Ausbreitung und Wahrnehmung des Lichts, der xweite die 
theoretische Optik. Zuerst kommt die geradlinige E'ortpflanzung des Lichts 
und seine Geschwindigkeit; wie man sich in der Undulationstheorie die 
qeradlinige Bewegung zu denken ha t ,  wird erst spater bei der Beugung 
auseiuandergesetzt. Die Zurückwerfung und Brechung des Lichts wird ic 
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der gewohnlichen Weise behandelt, ohne Rücksicht auf die geometriache 
Aenderunç der Lichtbüschel , für  welche nur  in Anmerkungen ein Theil der 
Literatiir angegeben wird. Auch das Bild eines leuchtenden Punktes i n  
einem dichteren Mittel wird immer noch behandelt, als ob nur Strahlen in  
der Einfallsebene von demselben ins Auge gelangten. Bei der Dispersion 
werden die neileren Theorien von S e l  1 m e i  e r  und H e l m  ho1  t z auseinander- 
gesetzt und an beobachteten Brechungsexponenten und an den anomalen 
Spectren geprtii't. Die Brechung in einem System centrirter Kugelfliichen 
und die Lehre von den Cardinalpunktcn wird analytisch behandelt; doch 
kommen bei den Linsen auch einige Constructionen vor, wobei nur die Falle, 
a o  Knotenpunkte und Hauptpimkte zusammenfallen und wo nicht,  zu wenig 
scharf getrennt sind. In  den Figuren 8 4  87 ist bald angenommen, dass 
beide Punktepaare zusammenf~~llen, baid nieht; daher ist aiich der letzte 
Absatz S. 249 schwer zu verstehen: sol1 er eine Correctur oder eine Er -  
weiterung enthalten? I n  Wirklichkeit hat ja  das System der Fig. 87 be- 
sondcrc Knotenpiinkte. 

Ein folgendes Capitel ist der Absorption und Emission des Lichts 
gewidmet und der Spectralanalyse, einem Gebiete, auf dem der Verfasser 
var Allem zu Hause ist. Daran sehliesst sich die Fluorescenz und Phos- 
phorescenz, sowie die chemische Wirkung des Lichts. E s  folgt die Wahr- 
nehmung des Lichtes und die Beschreibung des Auges, das Stereoskop wird 
kurz berülirl, auch Einiges über Mikroskop und Fernrohr mitgetheilt (auf 
9 Seiten von den 100 des ganzen Bandes). Wir  vermissen hier n a m e ~ t l i c h  
die Anwendung der Cardinalpunkte, um den optischen Unterschied von 
beiden klarzulegen. 

Der zweite Abschriitt enthalt die theoretische Optik. Der F r  e s  n e l'fiche 
Spicgelversuch wird gegenüber den Einwendungen von H. F. W e b c r  als 
reine Interferenzerscheinung festgehalten. Bei den Beugungserscheinungen 
werden die Beobachtungsarten von F r  e s n e 1 und F r  a u  n h o f  e r  aufgeführt 
und die Wirkung der durchsichtigen Schirme nach Q u i n c k e  dargelegt, 
auch die Grosso der Wellenlangen angegebcn. Bei der Polarisation werdcn 
die bei der Zurückwerfung und Brechung auftretenden Erscheinungen an 
durchsichtigen Korpern und an Metallen und stark absorbirenden Mitteln 
ausführlich besprochen. Dann folgt die Doppelbreühung des Lichts, die 
Satze von H u y g h e n s ,  die Theorie F r e s n e l ' s .  Das letzte Capitel ist der 
Interferenz des polarisirten Lichts gemidmet, wozu auch die Circularpolari- 
sation und die Saccharimetrie gezogen wird. P. ZECH. 

Repertorinm der deutschen Meteorologie. Von G. BELLMAXN. Leipzig 
1883. 992 Halbseiten. 

Diese verdieustliche Arbeit ist aus einem Plane des internationalen 
Neteorologencongresses i n  Rom 1879 hervorgegangen, eine allgemeino me- 
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teorologische Bibliographie hcrauszugcben. Dr. H e l l m a n  n war mit den 
Vorarbeiten für  Deutschland beauftragt und giebt nun seine Arbeit,  da der 
ganze Plan nicht zu Stande kam,  als selbststiindiges Werk  ins Publicum. 
Der erste Theil enthalt den Katalog der Schriften und Erfindungen, und 
zwar zuerst die Autoren mit kurzen biographischen Angaben, ihre Schriften 
und Erfindungen; dann ein Sachregister zu den Schriften und Erfindungen. 
Im zweiten Theile folgt ein Katalog der Beobachtungen, zuerst die Stationen 
und ihre Beobachtungsreihen, dann ein Sach- und Personenregister, die 
Beobachtungsstationen und die Beobachter. Der dritte Theil endlich ent- 
halt den Umriss einer Geschichte der meteorologischen Beobachtungen in 
Deutschland. 

Bei diesem Umriss wird die Geschichte in drei Perioden getheilt, die 
Periode der Aufzeichnungen der Witteriingserscheinungen ohne Instrumente 
zu verwenden, bis zur Erfindung von Thermometer und Barorneter, also 
bis gegen die Mitte des 17. Jahrhunderts; die zweite Periode instrurnen- 
teller Beobachtungsreihen Einzelner (als erste wird die vom Tübiuger Pro- 
fesser Ca m e r  a r  i u  v herrührende seit 1 6 9 1  angeführt) und die dritte Periode 
der Organisation des meteorologischen Dienstes durch den Staat,  beginnend 
mit der Societas meteorologica Palatina 1780-1792. 

Zurn Schlusse sind noch statistische Resultate augehangt über Zahl und 
Berufsart der Beobachter, die Daucr ihrcr Beobachtungareihen u. S. W. 

Das Werk in seiner praktischen Anlage erleichtert jedem Meteorologen 
seine Aufgabe und giebt ihm liiiufig Aufschluss, wo alle anderen Mittel 
fehlgehen. Die meteorologischcn Beobachtung.cn namcntlich früheror Zeit 
sind so zerstreut, dass dem Xeteorologen selbst für die ihm niichstliegenden 
Gebiete ein Quellennachweis hocherwünscht ist. P. ZECH. 

Elemente der  reinen Mechanik. Von Dr. FINGEB. Wien 1884. 
Bis jetat ist  erst eine Lieferung ausgegeben von dem Werke, das als 

Vorstudium fiir analytische Nechanik und mathematische Physik dienen sol1 
und ails Vortriigen des Verfasaers entstanden ist. Der Verfasser betrachtet 
die Mechanik als physikalische Wissenschaft, die auf den drei empirischen 
Grundsatzen N e w  t O n's fusst , auf dem Princip der Tragheit, dem der 
unver%ndcrlichen relativen Wirkung und dem der Wechselwirkung. Die 
erste Lieferung behandelt die Statik und Dynamik des materiellen Punktes. 

P. ZECH. 

Die Function des parabolischen Cylinders. Von Dr. UAER. Cüstrin 1883. 
32 Seiten. 

Die Abhandlung enthiilt die Integration der Potentialgleichung (LIT=@ 

fiir eirien wulstf6rmigen Korper, der eine Cardioide zur Directrix und ihren 
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Rückkehrpunkt zum Pol ha t ,  d. h. einen Korper, der durch Kreise, senk- 
recht zur Ebene der Curve über der Verbindungslinie des Pols mit den 
Purikien der Curve als Durchmessern beschrieben, gebildet wird. Die bei 
der Intcgration verwendcten Functionen werden als Functionen des parabo- 
lischen Cylinders bezeichnet. P. ZECII. 

Versuch eines allgemeinen Gesetzes über die specifische Warme. Von 
JOACHIM SPERBER. Zürich 1884. 32 S. 

Der Verfasser sucht das Gesétz von D u l o n g  und P e t i t  über Atom- 
wsrrne und specifische Warme durch ein allgemeineres und allgerneiner gcl- 
tciid~s zu ersetien. E r  setzt voraus: jedes Molekel ist eine Kugel, deren 
Durchmesser ist die Molekelgrosse, d. h. die Anzahl Atome im Molekel. 
Jedes Molekel ist von einer Aetherhülle von gleichern Durchmesser, wie das 
llolekel, umgeben (wie das zu verstchen is t ,  ist nicht gesagt). Eincn 
Korper erwkrmen heisst die Aetheratmospharen verdünnen: die dazu nothige 
-4rbeit ist um so grosser, je çrosser die Aetherhülle, um so kleiner, je 
dichter der Aether is t ;  denn ,,dichterer Aether 18sst sich leichter verdünnen". 
Somit ist die spccifischc Wiirme umgekehrt proportional dem Molekular- 
gewicht, und direct proportional dem Quadrat der Molekulargr6see, oder 
dem Atomgewicht umgekehrt, der Molekulargrosse direct proportional. Dieser 
Satz wird nun nach verschiedenen Richtungen, insbesondere auf dem Ver- 
darnpfungsgebiet auszuführen gesucht. Das Schriftchen geh6rt zu denjeni- 
gen, in welchen die Phantasie überwiegt (vergl. auch die Figur am Schlusse). 

Die elektromagnetische Theorie des Lichts. Von TUMLIRZ. Leipzig 1883. 
158 Sciten. 

Das Buch sol1 dem Studirenden cin moglichst v~llst~andiges Bild von 
dem gegenwartigen Stande der elektromagnetischen Theorie des Lichts geben. 
Dasselbe behandelt die Haupteigenschaften der Dielektrica, die Potentid- 
function der elektromagnetischen Krafte und daa elektrodynamische Poten- 
tial im ersten Theile nach den Arbeiten von M a x w e l l  und H e l m h o l t z .  
Der zweite, grossere Theil ist dem Lichte gewidmet. E s  werden die im 
ersten Theile gewonnenen Ausdrücke für Strtimungen auf die Ausbreitung 
des Lichtti angcwendet und die Gleiçhheit der in W e b e r  's elektrodyna- 
miecher Formel enthnltenen Geschwindigkeit mit der des Lichts nachgewie- 
sen, ferner dass das Quadrat des Brechungscoefficienten gleich der Dielek- 
tricitiitsconstante ist. E s  wird die Reflexion und Brechung des Lichtsjtls 
identisch mit dem Verhalten elektrischer Stromungen a n  der Grenze zweier 
Uittcl nachgewicsen, es werden die F r  e s n c  l'schen Formeln für die Tnten- 
sitat des Lichts aus den elektrischen Formeln abgeleitet, die ContinuitLts- 
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bedingungen und die Erhaltung der Energie untersucht. Den Schluss bildet 
die Reflexion und Rrechung a n  der Grenae einer senkrecht zur Axe ge- 
schnittcnen einaxigen Krystallplatte. Bci den noch so weit anseinander- 
gehenden Anscbauungen über die Lichtbewegung in krystallinischen Mitteln 
ist eine Bearbeitung von anderer Seite her zur Aufkliirung von grosser 
Bedeiitnng. Der Vcrfasser hat  sich das Verdicnst crworben, eine solche 
Aufkliirung den Gtudirenden zuganglicher gemacht zii haben. 

ZECH. 

Das Mikroskop und seine Anwendung. Von Dr. DIPPEL. 2. Auflage, 
dritte Abtheilung des ersten Theils. Braunschweig 1883. 289 S. 

Die zwei ersten Abtheilungen sind früher bcsprochen worden. Die 
vorliegeride dritte Abtheilung beschaftigt siçh mit der Praxis des Uikro- 
skops , mit der Rerrichtung der PrBparate , Methode der Reobachtung , Mes- 
Sung, Anwendung des polarisirten Lichts und des Spectroskops, endlich 
der Zeichnung und Aufbewahriing der Priiparate, uud giebt eiue Fülle von 
Anweisungeri f'ür den eigentlichen Praktiker. P. ZECEI. 

Bibliographie 
vom 1. November bis 15. December 1884. 

Periodische Schriften. 
Sitzungsberichte der mathem.-phys. Classe der konigl. bayer. Akademic der 

Wissenschaften zu Muuchen. Jahrg. 1 8 8 4 ,  Heft 3. Miinchen, Franz. 
1 Xk. 20 Pf. 

Deukschriften der kaiserl. Akademie der Wisseneçhaften in  Wien,  mathem.- 
naturwissenschaftl. Cl. 48. Bd. Wien , Gerold. 45 Mk. 

Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften, mathem.-natur- 
wisuenschaftl. Cl. 2. Abth. 90. Bd., 1 .  u. 2. Heft. Ebendas. 

5 Mk. 60 Pf. 
Verhandlungen der vom 15. bis 24. October 1883 in Rom abgehaltenen 

7. allgemeinen Conferenz der europaischen Gradmessung, redigirt von 
A. HIRSCH und TH. V. OPPOLZEB. Berlin, G. Reimer. 30 Mk. 

Annalen der Münchener Sternwarte. 14. Supplementband. Miinchen, Franz. 
4 Mk. 60 Pf. 

Beobachtungen , angestellt am astrophysikal. Observatorium in O - Gyalla, 
herausg. von N. v. KOKKOI.Y. 6. Bd. (Reob. v. 1883.) Halle, Schmidt. 

18 Mk. 
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Astronomische Nachrichten , herausgeg. v. A. KBÜGER. 110. Bd. (24 Nrn.), 
Nr. 2617. Hamburg , Maukc Sohno. compl. 15 Mk. 

Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft, herausgeg. v. E. Scnoiu- 
FELD U. H. SEELIGER. 19. Jahrg. ,  3. Heft. Leipzig, Engelmann. 2 Mk. 

Repertorium der Physik, herausgeg. v. F. EXNER. 20. Bd. (12 Hcfte), 1. Hcft. 
München , Oldenbourg. compl. 24 Nk. 

Mtrnoires de l'académie de St. Peterebourg. 7. série, t .  32, livr. 6 -12. 
Leipzig, Voss. I l  Xk. 50 Pf. 

M6langes mathha t iques  e t  astronomiques, tirés du  hiilletin de l'académie 
de St. Petersbonrg. T. 6 ,  livr. 2. Leipzig, Voss. 1 Nk. 20 Ff. 

Yelauges physiques et  chimiques etc. T. 12, livr. 1 et  2. Eberidas. 
1 Mk. 60 Pf. 

Qeschichte der Mathematik. 

C a v r o ~ ,  M . ,  Ueber den sogenannten Seqt der agyptischen Mathematiker. 
(Akad.) Wien , Gerold. 20 Pf, 

Reine Mathematik. 

EULER, L. ,  Einleitung in die Analysis des Cnendlichen ; deutsch von II. 
MASER. 1 . Shl. Berlin, Springer. 7 Mk. 

BOBEK, K. ,  Einleitung in die Theorie der elliptischen Eunctionen. Leipzig, 
Teubner. 4 Mk. 80 Pf. 

KII~JGER , L., Die Verwendung des Kettenbruchs zu einer bequemen Berech- 
nung der Quadratwurzelfunction. Wolfenbüttel , Zwissler. 60 Pf. 

GEGENUAUER, L., Ueber Determinanten hbheren Ranges. (Akad.) Wien, 
Gerold. 50 Pf. 

AILRAY, C., Exposition nouvelle de la théorie des formes linéaires et des 
dktcrminans. Paris, Gauthier -Villars. 3 Frs. 

K ~ T T E B ,  E., Beitriige zur Theorie der Osculationen an ebenen Curven dritter 
Ordnung. Berlin, Mayer & Müller. 1 Mk. 80 Pf. 

DAVID, M.,  Ueber eine geometrische Verwandtschaft zweiten Grades und 
deren Anmendimg aiif Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten. 
(Dissert.) Breslau, Preuss LE Jünger. 2 Mk. 

D'OVIDIO, E., Geometria analytica. Parte 1. Sur in ,  Loscher. 10 L. 
PISCHER - BEXWN, B. v., Die geometrische Constructionsaufgabe. Kiel, 

v. Maack. 1 Mk. 60 Pf. 
WIENER, CHR., Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 1. Bd. Leipzig, 

Teubner. 12 Mk. 

Angewandte Mathematik. 
BGrisc~, O. ,  Anleitung zur Berechnung geodlitischer Coordinaten. 2. Aufl. 

Kassel, Preyschmidt. Ci Mk. 
HIMSTEDT, A.,  Ueber Lissajous'sche Curven. (Disswt ) C6ttingen1 Van- 

denhoeck & Ruprecht. 80 Pf. 
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KRAF'? F., Sammlung von Problemen der analytischen Mechanik. 4. und 
5. Lief. Stut tgar t ,  Metzler. 4 Mk. 

OPPOI.XF.R , TH. v., Rahnbestimmring des Planeten Colestiua (237). (Akad.) 
Wien , Gerold. 20 Pf. 

GYLDÉN, H., Theoretische Untersuchungen über die intermediiren Bahrien 
der Kometen in der Nahe eines stürenden Korpero. (Akad.) Peters- 
burg und Leipzig, Voss. 80 Pf. 

STECHERT, C., Definitive Restimmung der Bahn des Kometen 1881, IV. 
Kiel, v. Maack. 1 Mk. 20 Pf. 

Physik und Meteorologie. 

CLAUSIUS, R.. , Ceber den Zusammenhang zwischen den grossen Agentien 
der Natur. Bonn, C o h ~ n  & S. 1 Mk. 

SECCHI, A., Die Einheit der Naturkriifte; ein Beitrag zur Naturphilosophie. 
Uebers. v. R. L. SCHULZE. 2. Aufl. 5. Lief. Leipzig, Frohberg. 2 Mk. 

FLE:ISCHEL, E. v., Die doppelte Brechung des Liehts inFlüssigkeiten. (Akad.) 
Wien , Gerold. 35 Pf. 

LINDEMANN, E., Helligkeitsmeçsungen der Bessel'schen Plejadensterne. (Akad.) 
Petersburg und Leipzig, Voss. 80 Pf. 

A ~ E N D R O ~ ~ H ,  W., Leitfaden der Physik mit Einschluo~ d. einfaühsten Lchren 
d. Chemie u. d. mathem. Geographie. 2. Rd. (Ciirsiis d. Prima). Leipzig, 
Hirzel. 4 Mk. 
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Die Ferrari-Cardanische Auflosung der reducirten 
Gleichung vierten Grades. 

Von 

K. HUNKATH. 

Die , ,Ars  magna" liat mir in zwei Ausgaben vorgelegen: 
1. H. C a r d  a n i ,  . . . opus novum de proportionibus numerorum . . . 

praeterea artis magnae sive de regulis algebraicis liber iiniis . . . 
item de aliza regula liber . . . , B a s i l e a e ,  1570, und 

2. H. C a r d e n i ,  . . . operum tomus quartus, quo continentur arithmetica, 
geometrica, musica , . . . L u g d  u n  i ,  1683. 

' 

Wenn letztere Ausgabe sich aiif dem Tite1 ,,editio et  caeteris elegaii- 

tior ita et accuratior" rierint, für die ,,Ars magna" kann sie das Lob gr& 

serer Genauigkeit nicht bcanspruchen: hier bringt sie dieselben Druckfehlcr 
und Redactionsversehen, wie die altere Aiisgabe, nnd noch einige mehr." 
Da die Baseler Ausgabe nicht die alteste is t ,  so ist es denkbar, dass auch 
 si^ die gedankenlose Wiedergabe eines frühereri Druckes ist. E s  i s t  ferner 
iiicht aiisgeschlossen, dass die Leydener Ausgabe unabhiingig von der Baseler 
kt , r l a~s  heide auf derselben frühereu Ansgabe beruhen. 

Die Darstellung von F e r r a r i ' s  Methode giebt C a r d a n  im 39. Capitel, 
das iui. Index die Ceberschrift : ,,De regula duplici, qua per iteratà posi- 
tioiiem iuuenirnus ignotam quantitatcm, ubi habentur 20 capitula, alia gene- 
ialia qd ijd. <çs qd. k rerum & nunieri", im Text die verkürzte Ueberschrift: 
,,De regula qua pluribus positionibiis inuenimns ignotam quantitatem" 
tri&.*' Uie dort gegebene liegula 1 kommt ihrern Inhalt nach fur meineri 

Zweck nicht in Betracht. Dic Rcgula II beginnt mit den einleitenden 
Worten : 

a Ausser den bei der Anführung von Textstcllcn angebrachten Verbessc- 
riingen fiiehe das Verzeichniss am Sdilusse des Aufsatzes. 

** In der Baseler Auogabe; in der Leydener enthalt der Index dieselbe kürzere 
Inlialtsangahe, wie der  Text. 

Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitacùr f .  Math. u. Pligs. XXX, 2. 4 
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2 ,,&a est r e g d a  mbi l ior  precedcnte, & est Ladouici  de Ferrarijs, qui 

eam me  rogante inuelzit, & per eam habemus omnes aestimatiolzes fer& 
capitulorum i d '  quadrati ci? puadrati, rerum & numer i ,  uel i d '  quadmti 
m b i ,  yuadrati & n m e r i ,  & ego ponam eu per ordilzem, hoc modo u t  u{dcs." 

Es fnlgt dann die Aiifzahlung der Capitula, die in beiden Ansgaben 
das Capitulum - 

qd' quad. aequale rebus & lzumero 

doppelt br ingt ,  unter 4 und unter 5. Dafiir fehlt das Capitulum 

<d' quad. c u m  cubis aequalia quad. & rzumero. 

Wo das erstere Capitulum an seiner Stelle steht,  ergiebt sich aiisser 
a u b  der ganzen Anordnung aus den Schlussworten: 

,,In h2s igitur omnibus capi t~dis ,  guae quidcm sunt  generalissuna , ut 

reliqua omnia  sezaginfa septem* superiora, opm-tet reducere capitula, in 
quzbus ingred i tw  cubus. ad capdula,  i n  quzbus ingreditur res ut septimzint 
ad y z m ~ t u m ,  & seczcrltlum art p r i m u m ,  deinde p.uaeremus demonstrutimivn 
hoc modo." 

Die hier geforderte Umwandlung lehrt C. im 7. Capitel (De capitulo- 
rum transmutatione) ; sie kommt darauf hinaus, den mit einem passenden 
Factor versehenen recipïoken Werth der Unbekannten als ncuc Uiibckaniite 

m 
einzufiihren, - = y  zu ~ e t z e n ;  an Stelle des Gliedes mit  x3 tritt  daim ein 

x 
solches mit y. Nuri ist  das siebente Capitulum 

- 
qd' Gd. cum czcliis aequalia numero , d. h. x* + ax" (1  l; 

m 
setzt man r = - r so erhalt man 

Y 
a m 3  rn4 

y4 = _-a  y + - also Y d  ' quad. aequale rebus et numero. 
d O! 

Diesem Capitulum ist mithin die Ordnungszahl 4, dem ausgefalleneii 
die Zahl 5 zu gebeii. Die so verbesserte Uebersicht der Capitula bat fol- 
geiide Gestalt: 

1. yd' guad. aeqztale quad. rcbus & lzumero; 
2. vd' puad aeguale i d .  m b i s  & numero;  
3. yd' quad. aequale mb i s  d? numero;  
4. Gd' puad. aeguale rebus & numcro;  
3. cd' quad. a t m  cubis aequalza guad. & numero;  
6. yd' yuad. clrm rebus aequuliu puud. d? lzzwncro; 
7. Vd' qd c u m  cubis acgualia nwmero; 
8. 7d' ud. curn rebzcs aequaiia m m e r o ;  

* In beiden Auvgaben statt sexaglnta sez. Geuieint siud die iru 2. Capitel 
i~ufgcführtcn 22 capitula pvimitiua und 44 capitula deriuatiun; erstere cnthalten 
die Formen der Gleichiing zweiten uud dritten Grades, letztere entstehen aus 
ersteren, wenn man fiir die Unbekannte das Quadrat, bezw. den Cubua einer 
neuen Unbekannteri einführt. 
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9, cd' cd. mm i d  aepualia m b i s  & rnumero; 
10. i d '  Pd. cilm yd aeqzcalia rebus & numero;  
11.  ?jd' i d .  mm i d  & rebus aepzlalia numcro ; 
12. Gd' i d .  c u m  ÿd & cubis aequalia rnumero; 
13. Gd' yd. a4m i d  & numero a e p a l i a  cubis; 
14. yd' quad. c u m  puad. & lzumero aequalia rebus; 
15. Qd' quad. c u m  nztmero aequalia cubis & quad.;  
16. v d '  puad. mm nztmero aepualia cubis; 
17. Gd' puad. m m  nwnzero aegztalia rebus & quad.;  
18. Y d '  puad. c u m  rnumero aequalia rebus; 
19. 9d'  quad. c u m  cubis & lzumero aepualics gziad.; 
20. V d '  quad. c u m  rebus & numero aepzralia qzcad. 

Diese 20 Formen führen wir auf folgende vier xurück: 

1. x 4 + O x 2 + c x  + d = O  [1 ,6 ,10 ,  1 1 , 1 4 , 1 7 , 2 0 ] ,  
II. r " a a d + b x 2 + d = 0  [2 ,  6,  Y, 1 2 , 1 3 ,  l 5 , 1 9 ] ,  

III. x4  + c x  + d = O  [4,8, 181, 
IV. x k  +ax3+ d = 0  [3, 7,161, 

m 
von denen durch die Substitution x = - II auf 1, IV auf III zurückgeführt 

Y 
wird. Bemerkenswerth is t ,  dass C. offenbar nicht das Verfahren kennt, 
die dlgemeine Gleichung vierten Graded x4 + a x 3  + b xZ + c x  + d = 0 durch 

n. 
die Einführung von y - s f -  auf die Form 1 zurückzuführen, wxhrend 

4 
er (17. Capitel) die allgemeine Gleichung dritten Grades LU reduciren versteht. 

Die an die oben wiedergegebenen Schlussworte sich unmittelbar an- 
schliesscnde Demonstratio zerfdlt in drei Regeln: die am Rande mit 3, 4, 5 
bezeiclinet sind Die erste lautet:  
3' ,,Bit guadratum a f ,  diuisum in duo k- 12 h 

f** 

gmdrata,  ad & d f ,  & duo supplemcnta, 
de &? d e ,  cE uel im adclere gnümonem kf  g 
cimtncirca, trt rcmaneat yuadratunz totztm e 

a h ,  dico, qubd talis gnomo constabit e x  duplo 
gc additae lineae, in c a ,  czcna quadrafo g c, 
num fg constat c x  g c in c f ,  ex dif f ini f ione 
data i n  initio secundi Rlemen,torunz, & c f  
est aequalis c a ,  e x  diffînitione quadra f i ,  et 
quia per 44 primi lClementorum, k f est 
aepualis fg, igi lur duae superficies g f ci? f k, a b c 

-- -~ 

9 

* Diese Zahl fehlt in beiden Ausgaben, in der jüngeren Ausgabe auch die 
Zahl 4; iinter 5 nimmt C Remg auf 3. 

** Steht in beideu Ausgaben verkehrt, am Durclischnitt von c n  und d l ,  frei- 
lich auch hei M a t t h i  csscn ,  Grundziigc der antiken u. modernen Algebra, S. 643. 

4 "  

. rn 

d 
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constant es  g c ,  in dupZum c a ,  d? qztadratum g c est f h ,  per corm 4 secwndî 
E l eme~ torum,  igitur patet propositum, si igitur a d  sit 1 Gd' yzcadratum tf- 

c d  ac d e 3 puadrata, d? d f 9, emnt  b a 1 puadrat ~ n z  & b c 3 lzccessario. cum 
igitur uolu~erirnus addere puadrata alipua, ad d c $ d e ,  et fi~er?;.nt c l  & k m  
erit ad corn pl end un^ quadratzcm totum necessaria superficies l n  m l  quae ut 
demonstratzcm est, colzstat ex quadrato g c numeri qltxdra,torum dirnidiati, 
m m  c 1 est superficies ex g c in. a b , ut oslemum esl, 4- a b  est 1 puudrafwtz, 
quia powimus, a d  1 Gd' puadratum., f 1 ucro & m n,  fknt  en: g c in  c b ,  er 
42"" primi Eleme~ztorum, p a r e  superficies 1 n m ,  4 est numerus atlclendus, 
fit ex g c i ~ z  duplum c b , id est i n  numerunl quadralorum, qui ficit G ,  ii. 
g c  in se ipsum, id est numero quadratorwn addifo, & haec delîzonstratio 
nostra est." 

In diesem geometrischen Beweise, dessen Urheberschaft C. für sich in 
Anspruch nimmt , sagt er : 

Die Maasszahl für  die FlMche des Quadrnts ad sei eine vierte Potcnz, x4, 
also die für  die Seite a b  eine zweite Potenz, x2, die Flachen cd und de seien 
jede 3x2, also die Plache d f = 9, die Strecke b c r= 3. Dann ist die Flacbe 
des Quadrats a f =  d + 6 x 2  + 9, oder, wenn man statt  der willkürlicli gesetz- 

ten 6 das allgemeine Zahlzeichen m einführt , = z4 + m x 2  + 
Darauf werde an das Rechteck d c  das Hechteck c l ,  an de das cl gleiche 
km angesetzt, also Rechtecke mit der einen Seite = x y d i e  Summe der 
Flachen der beiden angesetzten Rechtecke bezeichne ich mit yx2). Die neue 
Figur wird zu einem Quadrat vervollstiindigt durch den Gnomon h m ,  clrr 

Y aus dem Quadrat der Strecke gc - - [ex quadrafo g c numeri puudraiorumn, 
2 

dimidiatg und den Rechtecken m n  und f l  zusamrnengesetzt ist ,  deren Flache 

Y m zii;aminen 6 .gc=  6 -  = 3y,  allgemein y betragt. 
2 2 

Dic Wortc. ,,id est numero quadratorzcm addito", die auf ,,& (PT) g c  I?? 

,e zpsum" sich beziehen, entlialten eine Ungenauigkeit; es ist, wie obrn, 
der numertcs quadratorzcm d i  m i d i a t u s eu verstehen. 

Bis jetzt hat  C. bewieùen, dass man,  wenn man zu 

m2 172 y' 
z4+mx2+-  oder 

4 
yrc2+-y+-  

2 4 
addir t ,  ein vollstandiges Quadrat 

erhiilt. E r  f6hrt fort mit der Anweisiing: 
4 .,floc opere peracto, semper reduces partem vd '  qtcutlrnti ad &, zrl c d  

addelzdo tunturn u t r ipe  parti, ut i Gd' quadrufzrm cum q?ratkato cf n w m o  

+ Gemeint ist ,  wie ohen,  44. 
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iicibmnt r~dicem,  hoc fade est, cum posucris dimidium numeri puadratorum, 
run'aeem numerz, zfem faczas, ut denomznatwnes exfremae sint plus, 1n am- 
bubus aepuat~onabus, nam seçus, trinornium seu Bmomium redudum ad tri- 
nomium, necessario careret radice." 

Ich fasse diese Anweisung so auf: Die Gleichung 

* + b x 2 f  c x C d = 0  forme um in ( x z + ; ) ' = ( r n - b ) d f  C X + ~  

und 

x 4 - b x 2 + _ c x + d = 0  in  ( X ~ - ; ) ~ =  (b -m)$  TC .  + d i  

wobei darauf zu sehen is t ,  dass der Coefficient des x2 auf der  rechten Seite 
positiv werde. Meine Auffassung stützt sich hauptsachlich auf die Behand- 
lung der Aufgabe 

x4 + 8 = 10s2 - 4 %  * (Quaestio TX des 39. Capitels). 

Dort sa$ C.: ,,quia uidcmus Numemm quadratorum esse magwum, & rerwn 
paruuvn, ide0 conabirmr manuere numerum quadratora~m potius, quam augere, 
& [aciemzis z4t d~minuiio b i t  ex utvaque parte 2 quad. nam d w~in0r.i im6 a 
2 qziadvatis senzpcr fermè est incipiendum, quia non oportct ut venias ad m :  
Gd ex parte rerum, quia sic non haberent radicë, subdztctis igitur 2 9ua- 
d~atls ex utraque parte . .". 

Der Coefficient des Gliedes mit x2, 1 0 ,  ist C. zu gross; er ist  daher 
iiarauf bedacht, ihn zu verkleinern, dadurch dass er beiderseits eine Anzahl 
Quailrate snbtrahirt, z. B. 2x2 ,  also umformt in  

x 4 - 2 x 2 + 1  = 8 x 2 - 4 % - 7 ,  

oder durch beiderseitige Subtraction von 6 x%mformt i n  

x 4 - 6 x 2 + 9 = 4 x 2 - 4 x + 1  (a. a. O .  im ,,Notandum"). 

Dabei sol1 man darauf aühten, dass mari nicht auf der rechten Seite einen 
cegativen Coefficienten am s2 bekomme. 

Sehen wir uns nun die übrigen von C. im 39. Capitel behandelten 
Beispiele an. 

1) x4+ Gx" 36 = 6 0 2  (Quaestio V""). 
Hier addirt C., um links ein vollstindiges Quadrat z u  erhalten, beider- 
seits E x 2 :  

x3+ 12x2+36=6xP+6DxYX" ,  

wohl bestimmt durch den Umstand, dass das absolute Glied 36 ein voll- 
standiges Quadrat, e2, iut. 

2) x4 = x + 2 (Quaestio VI), 
hier nicht zu besprechen, da dajs Glied mit x v e h l t .  

*: h i d e  buegahen hahen im Text 1 Gd' quczdratum p: 8, aeqzlnle 20 qzladruti,~ 
111: 4 positionibus, im Rechnungsschema richtig 10 d m: 4 pos. 

** Die vier ersten Quaestiones des Capitels sind Beispiele zur Regula 1. 
"**; Ir? beiden Aiisgaben ateht p: 90 poaitionibus etatt p: 60 positicrdms. 
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3) x4 + 6 x 3  = 64 (Quaestio VIT). 

C. verwandelt nach der bereits erwahntcn Rcgcl dicse Gleichung in y4 = Gy+ 4. 
4 

sctzt also x =  - die Gleichung in y kommt aus demselben Grundc wie 2) 
Y' 

hier nicht in Betracht. 

4) ~ + 32x2  + 16 = 48 x (Qmestio VIII). 

C. addirt beiderseits 240 und erhalt x4 + 3 2 x 9  256* = 48 x + 240. Auch 
hier ist ,  wie in l), das absolute Glied der gegebenen Qleichung eine Qua- 
dratzahl, 16 = 42; doch formt C. nicht um in 

x4+8xP+ l 6 = - 2 4 ~ 2 + 4 8 ,  

da er dann auf der rechten Seite negative x2 erhalten würde. 

5) x4 + 8 = 10xZ - 4 x  (Quaestio IX) ist oben besprochen. 

6) 2' = x2 + 1 (Quaestio X). 
C a r d a n  l6st diose Gleichung als quadratische nach x%af und berechnet 
x a m  xe. 

7) x4 - 3 x 2  = 64 (Qiiaestio X I )  

wird unten eine besondere Besprechung finden. 

8) Von x4 + 3 = 12% (Quaestio XII) gilt das von 2) Gesagte. 

9) x4 f 2x3 = x + 1 (Quaestio XIII). 
C. zeigt, dass diese Aufgabe gleichbedeutend ist mit der: drei in stetiger 
Proportion stehende Zahlen zu finden, so dass die Summe aller drei Zahlen 
xur Sumrne der zweiten und dritten %ah1 dasselbe Verhaltniss habe, wie 
letztore Summe zur ersten Zahl: 

( 1 + x + x 2 )  : (x$x2) = ( ~ $ 2 ) ~ :  1 
[die ersB Zahl ist = 1, die Verhaltnisszahl = x gesetzt] ; x + xa sei dann 
wieder der grossere Theil einer nach dern Verh%ltniss des goldeneu Schnittes 

getheilten Zahl , deren kleinerer Theil 1 bekannt sei; z + x2 sei = f1-a + f; 
x = J / % + + - + .  

Seine Anweisung führt C. folgendermassen zu Ende : 
5 ,,Quibus iam peractzi, addes tantum de quadratis, & numero uni parti, 
per tertiam regulana, ut idem additum alteri parti, i n  qua erztnt res, facint 
trimomiuwa, habens l$t quadratam per positionem, & habebis numerum qua- 
dratorum, & lzwmeri addendi zltl.ique parti, quo habito, ab utroyue extrahes 
@ qzcudratarn, quae erit iw una, 2 quudratzcm p: Izumero, uel m :  nunaero, 
ex alia, 1 positio uel plures p : nzcmero, uel m : nzimero, uel numerus m :  
positionibus, quare per quimtum capitulum huius , habem ** propositum." 

* In beiden Ausgaben im Text p: 156 statt p:  256; im Rechnungsschema 
richtig. 

rr Sa in der alteren Ausgabe, in der jüngeren ,,haben"; urspründich 
,,hubebisU? 
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mie obcn, untcrscheide ich wiedcr folgcnde Formen der reducirten 
Gleichung vierten Grades : 

d + b x e f  c x+d=O und x 4 - b d + c x f r d = 0 ,  

Ille erstere nur umgeformt in  

= ( m - b ) x 2 +  c x + d ,  

die letztere in 

= ( b - m ) x 2  + e x  T d ,  

wobei für jene die Redingung m> -- b ,  ftir diese die Bedingiing m l  - b gilt. 
Es sol1 nun im ersteren Falle gebildet werden 

un letzteren 
m" 

-2 . z x2+mz+z2= ( b - m - 2 z ) x 2 ~ c x + z 2 + m z ~ d - -  
4 

[S. unten Beispiel 5a\]. 
Hier habe ich im Anschluss an C a r d a n *  2 2  statt des oben gebrauch- 

ten y eingeführt. Wir  haben danu links 

( x  + z )  bezw. 

rin vollst~ndiges Quadrat,  und rechts einen Ausdruck, fur den die Forde- 
ruug gestellt wird,  dass er ein vollstandiges Quadrat sei (. . ,,ut idem ad- 
cltturn alleri parti, in Tua erunt res, facial lo-anomieim habens @ puadralam 
per pos i t iowem" . . .). Die n&hwendige Folge dieser Forderung giebt C. 
in Quaestio V a n .  ,,secumda p a n f i t m  @ahet radicem) cz supposifo, igitur 
ditctn przma porte trinomii in tertiam fit quadratum dzmidiae secwndae partis". 
Es wird also im einen Falle 

= ($)I gesetzt. In beideu Fillen ergiebt sich fiir r eine Gleichung clritten 

Grades, nach deren Auflosung die Quadratwurzel aus der rechten Seite sich 
angeben lasst. Dieselbe sei, sagt C., von der Porm p z +  q oder p z  - q 
oder q - p  x (,,1 posii~w uel plures p : mmero ,  zcel m : numero, uel numevus 
rn : positiolzibus"). Dies hangt selbstverst,andlich vom Vorzeichen des mit, t 
rnnltiplicirtcn Gliedes, des c ,  ab. Zu bemerken i s t ,  dass C. die p x  + g 

entsprechende Wnrzel -pz-q nicht aufführt, weil er grundsatzlicli nega- 

* In Quaestio V: ,,ponam numerum quadratorum addendo6  semper 2 p s i -  
tiones ". 
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tive Wurzeln als ,,fictaeU ausschliesst*; das hindert (S. unten 5 h ) l  freilich 
C. nicht , f ü r  dasselbe Beispiel sowohl p z  - y ,  als auch q - p z  zuzulassen, 
obwohl nur  Eines positiv sein kann. 

In der Ausfuhrung macht sich bei C a r d a n  die Sache so: 

1) In x4 + 12x2 + 36 = 6x2 + 60% addirt er auf heidcn Sciten S a d  
+ 1 2 z + z 2  und erhtilt ( ~ ~ + 6 + z ) ~ = ( 2 z + 6 ) ~ ~ + 6 0 x + z ~ + 1 2 2 ,  also die 
Resolvente (22  + 6) ( z 2  + 12 z )  = 302 oder z3 + 15 z" 36 z = 450. 

2) zA = x + 2; hier, wo c = O ist , addirt C. beiderseits 2 8 x 9  z2 und 
erhalt (xZ + 2)" 22s" x + zZ+ 2 ,  dann aus 22 (a" 2 )  = & die Resol- 
vente z 2 + 2 2 = + .  

x4 - 1 
NB. C. giebt auch noch die Losung X" 1 = x + 1 ,  --- - 1. 

z + l  
x"x2+2:-1=1, x J + x = 2 2 + 2 .  

3 )  # = 6 y  + 4 ; wird von C. nicht n a h  F e r r a  r i ' s  Regel gel6st , da 
y4- 16 

man - siehe NB. zu 2) - y 4 - 1 6 = 6 ( y - 2 ) ,  - = 6  u. S. W. 
y - 2  

transformiren kann. 

4)  x4+ +38x2+ 256 = 4 8 ~ + 2 4 O ;  C. addirt zu beiden Seileri 2 sx' 
+32e!+z%nd erhiilt ( x 2 + 1 6 + z ) ~ 2 z x 2 + 4 8 x + z 2 + 3 2 e + ~ 4 0 ;  Re- 
solvente: z3 + 32z2 + 240z = 288. 

5 a )  x4 - 2 x2 + 1 = 8  x2 - 4 x - 7 ; durch beiderseitige Addition von 
- 2 z x 2 + 2 z + z 2  erhtilt C .  (xL-1-2)" ( ( 8 - 2 s ) x 2  - 4 x + z 2 + S z - 7 ;  
Resolvente : z3 + 30 = 2z2 + l 5 z .  

5 b) d - 6 x2 + 9 = 4x2 - 4% + 1  ; auch die rechte Seite ist  ein voll- 
standiges Quaùrat , daheï ist x2 - 3 = 2 x - 1 und auch = 1 - 2 x. 

Für 5 a) liefert z  = 2 dasselbe Quadrat 4 z 2  - 4 x  + 1  auf der recliteri 
Seite (beides nach C.). 

6 )  is t  oben erledigt, desgleichen 9). 

8) x4 + 3 = 1 % ~ ;  C. addirt beiderseits 2 z x +  +z2 und leitet die Resol- 
vente z3 = 3 z +  18 ab. 

7)  x4 - 3 x3 = 64 verdient ganz besondere Beachtung , weil das dcr 
Methode zu Grunde liegende Princip ganz frei angewandt wird. Es ist fi4 
eine Quadratzahl. C. fügt auf der rechten Seite, ,,ubi st(?zt res", wie er 

sagen würdc, eine bcliebige Anzahl xQinnzu, 22x5 und,  wohei ihm zu 

* So sagt C. i m  1. Capitel unter 3 von der Gleichung x4 + 12 = 6x2: ,,quia 
non potest aequutiolzem ueram. habere, crtrebit etiarn f icta,  sic eir uocnmus eani, 
quue debiti est seu  wiinoris<', d. h eine Gleiçhung von der Form x4+ u = bz2  
müsse eine positive Wurzel (.r:ew aequntio) haben, um eine riegative Wurzel (fictn 
aequatio) haben zu konneri; von der Gleichung x" b2 + 8 (in Iüeiden Ausgaben 
5 0  stat t  8) sagt er, sie habe cine ,,uerai' und eine diescr gleiche ,,fieta aequcctio", 
+ 2 und - 2 ;  die Gleichiing x4 + 1 2  = 7x2 habe ~ w c i  ,,ueraeC' und zwei dieaen 
pleiclie ,, ficlae uequutimaes", + 2 ,  + und - 2 ,  - v3. 
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stalten konimt, dms 64 eine Quadratzalil is t ,  vervollstiindiçt die rechte 
Seite 64 + 2 3 2  durch Hinzufiigung von & z % ~  zu einem Quadrat. Auf 
der linkerr Seite erhiilt, er so ( 2 x ~ 2  + 1)  X" 3 x 3 +  2227 stellt die Forde- 
rung,  dass auch dieser Ausdruck ein vollstindiges Quadrat sei, uiid findet 
aus (&  z2 + 1). 2 z = die Resolvente a3 + 642 = 72. 

Soviel dürfte die vorsteliende Darstellung gezeigt habeu, dass C a r d a n  
weit cntfernt ist., eini: Nethode zu belolgen, die sich für die reducirte 
Gleichung vierten Grades x4 + b x 2  + c x  + d = 0 in das Schema 

oder das Schern;t 

(x2 + E + = ( b  + 2 2 ) x z  - c x  + z S +  2 b ~  + b2 - c [Reispiel l)] 

çwingen liesse. Sehe ich von dam ganz frai behaudelten T3eispiel 7)  ab, 
so glauhe ich, dass der Gedaukengang C.'s in unserer Formelsprache am 
bestcn so wiedergcgeben wird: 

,, Für 
z 4 + b x 2 + c z + d = 0  ( b ~ o ,  c  und d s o )  

setze 

mache die Wahl von rn von den Umstgnden abhangig und l a s  die rechte 
Seite ein vollst.andiges Quadrat werden oder setze 

Zu der sieh so ergebenden Resolvente 

1 / 3 + ( 3 m - b ) y 2 +  ( 3 m 2 - 2 b ~ t ~ - 4 d ) y +  tn3-  b m 2 - 4 d r n f 4 b d - e " o  

bemerke ich noch, dass, wenn man das absolute Glied als eine Function 
von m ansieht, als f (m),  so isf; der Coefficient des y = f1  (YB) , der von y" 

- -- f 2  (ml 
1 der von y3 = - P .  b f 3  Rmnerkensaertùcr ist ,  dass fiir m  = - 

1 . 2  1 .2 .3  3 
die Resolvente in die reducirte Glcichung 

übergeht. 
Beide Bemerkungen gelten für die Resolvente, die man auf gleichem 

Wege für die allgemeine Gleichung vierten Grades 

1. & + a x 3 + b x 2 + c x + d = 0  
ableilet: denn aus 

ergiebt sich die Resolvente 
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h 
Wahlt man nun m = - oder bildet 

3 

und setzt 
ab 

a b *  y II. x 2 + x + -  + =  
2 6 2  

so erhalt man als Resolvente 

Setzt man in derselben y = 28, so geht sie über in 

die Resolvente S t r e h  1 k e 's [M a t t h i e  s s e n ,  Grundzüge der antiken und 
modernen Algebra, 5 81, XXX]. Ueber ihre Bedeutung und ihre Beziehung 
zu den anderen Resolventen hat  M a  t t h i e s  s e n  im genannten Werke aus- 
ftîhrliüh gehandelt, siehe 5 81 im Ausgang, 3 53,  3. Beispiel [S. 130), 5 79 
Nr. (29) und (31), 5 217 iinter 2 (S. 580) nnd unter 3h) (S. 585), ferner 
die 55 327-229, 233, 234 (S. 651), 237, 241, 242, 261, 321, 327, 
329. -- lch beschrkke  mich daher darauf, die Wurzeln der Resolvente II1 
als Functionen der Wurzeln von 1 darznstcllcn. I n  II sind folgende beidc 
quadratische Gleichungen enthalten: 

und 

Das absolute Glied jeder dieser Gleichungen kt daher das Product zweiei. 
Wurzeln der Gleichung 1 ,  und zwar sind, wenn man da absolute Glied 
der. ersten Gleichung der Heihe nach 

a b P (4 * x q  -x + - = - , wcnn man x4 + azS + 6x2 + cx + d mit f(x) bezeichnet. 
2 6 4.3 
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Die Ferrari- Cardani'sche Auflosung der reduc. Gleichung 4. Gr. 51 
____I=_ ,̂.__M_M_<M_Î _ ^_^^ -- 

z= X, x2, x l x 3 ~  x 1 X 4 ~  x 2 2 9 r  x 2 x 4 7  X 3 X 4  

setet, die zugeordneten Werthe fur dau absolutc Glicd der zwciten Gleichnng 

%3x4> X 2 z 4 >  Z 2 x 3 ,  x1X47 x1x3 :  xlx i .  

Addirt man je zaei zusammengehiirige Werthe, so erhalt man für die Summe 
b 

der absolutcn Glieder, für  - -+y, drei von einander verschiedene Werthe 
3 

Man erkennt d a m  leicht, dams 3y, ,  3y,, 3y, die Wurzeltypen sind, die 
H e r m i t e  (S. M a t t h i e s s e n  a. a. O. 5 327) zur Auflosung der Gleichung 
vierten Grades verwandt hat: 

z i = 3 2 / , = 2 ~ 1 ~ 2 - ( ~ 1 + x g ) ( ~ g + x 4 ) + 2 x g x 4  

= ( X I - x J ( x , - x , ) + ( x , - x 4 ) ( x 2 - X J  u. S. W. 

Zum Schlusse stelle ich zusammen, was ich sonst an Fehlern in  den 
benutzten Ausgaben der ,,Ars magna" bemerkt habe. 

7. Cap., 12. Begel lies id' quadratum p: 8 quadnctk p : 64 titatt . . . p :  46 
und inde diuiso 8 rndice 64 statt  . . . radict: 81. 

I l .  Cap. im ersten Rechnungsschema lies 2. Zeile 2 10 statt  2 2 0  und 
3. Zeile 8 100 statt  8 10, und im zweiten Schema 1. Zeile lies 
m: ra :  v. cubica ra:  26 m :  5 stat t  . . . ra:  2 7  , . ., 4. Zeile lies 
p: @: 2600 statt  p: @: 2900, 5. Zeile lics 9: v. cub: 1377 siatt  
. . . î.277, 6. Zeile lies 1895400 statt  1865400. 

39. Cap., Quaestio IX, 2. Rechnungsschema, 3. Zeile lies p :  9 statt  p:  1, 
und 8. Zeile links lies m: 4pos. statt  in: 4 qzcad.; 

ebenda, Quaestio X I ,  einige Zeilen untcr dem Rechnungsschema, lirs 
& habebis quadrati p: 1 statt  . . . $6 quadrati . . . 

Vorstehende Verbesserungen beziehen sich auf beide Ausgaben; in der 
jüngereu, 

39. Cap., Quaestio XII1 2. Zeile lies noch sit 1 P. zpso lzumero statt  sit a. 
ipso numem. 

Die Zahl der zu verbessernden Stellen ist sicherlich auch hierrnit nicht 
erschopft ; wer sich die Mühe machen will, alle Aufgaben der  ,,Ars magna" 
nachzurechnen, kann eine reiche Nachlese halten. 
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Konigl, Akademie der Wissenschaften 

für deri 

f ü n f t e n  B r e s s a ' s c h  

D i e  konigl. Akademie der Wissenschaften 

e n  Pre i s .  

zu Turin macht hiermit , d m  
testament'ari~chen Wi!lensbestimmungen des Dr. C a s  a r  A l e x a n d e r  B r  e s sa, 
und dern an1 7 .  December 1876 veroffentlichten diesbezüglichen Programm 
gemass, bekannt, dass mit dern 31. December 1884 der Concurs für die im 
Laufe des Quadrienniums 1881- 84 abgefassten wissenschaftlichen Werkc 
und in diescm Zeitraum geleistcten Erfindungen, au wclchcm nur italienisclic: 
Gelehrte und Erfinder berufen waren, geschlossen worden ist. 

Zugleich erinnert die genannte Akademie, dass vom 1. Januar 1883 an 
der Concurs für den fünften B r e  ssa'schen Preis eroffnet wordcn is t ,  zu 
welchem, dern Willen des Stifters entsprechend, die Gelehrten und  Erfinder 
al ler  Nationen zugelassen sein werden. 

Uieser Concurs wird bestimmt sein, den Gelehrten oder Erfinder be 
liebiger Nationalit&t z i ~  belohnen, der im Ilaufe des Quadrienniiims 1883-86, 

,,nach dern Crtheil der Akademie der Wissenschaften in Turin,  die wich- 
tigste und nützlichste Erfindung gethan oder das gediegenste Werk rer- 
offcntlicht haben wird auf dern Gubiete der physikalischen und expcrimen- 
talen Wissenschaften, der Naturgeschichte, der reinen und angewandten 
hhthematik,  der Chemie, der Physiologie und der Pathologie, ohne die 
Geologie, die Geschichte, die Geographie und die St-atistik auszuschliesseu". 

Der Concurs wird mit dem 31. December 188fi geschlossen sein. 
Die zum Preiae bcstimmte Summe wird 12000 (zwolftausend) Lire 

betragen. 
Eeincm dcr, sci es in  Turin oder ausserhalb dicser Stadt anslissigen, 

inliindischen Mitglieder der Turiner Akademie wird der Preis ziierkannt 
werden kihnen. 

Turin, 1. Janultr 1885. 

D e r  P r a s i d e n t  
A. F a b r e t t i .  

Der  Secret i i r  D e r  S e c r e t Z r  
der Claase fiir physikalische uiid der Clasne f in  ethischo, historinche uud 

iiistheiiiatisuhe Wisseusïhafreii pt:ilologischn Wieoonachafteii 

A. Sobrero. Gaspar  Gorresio. 
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Recensionen. 

Der Raum und seine Erfullung. Von HULLIIAXX. Berlin 1884. (60 S.) 

Das Weltall ist von zwei gleichberechtigten, beziehentliüh entgegen- 
gebctzten Naterien ausgefüllt, von Korperpunkten und Aetherpunkten; jeiie 
ziehen sich gegenseitig a n ,  diese stossen sich ab ;  Korperpunkte ziehen 
Setherpunkte an ,  Aetherpunkte stossen Korperpunkte ab. ' Wie sich die 
zwei letsten Annahmen vereinigen lassrn , ist  nicht gesagt ; jedenftills wider- 
sprechen sie den Axiomen der Mechanik. Es wird dann der Driick des Aethers 
auf einen Punkt im Raume unter der Voraussetzung, dass er dem Quadrat 
der J:ntfernurig umgekehrt proportional sei,  bestimmt und gefunden, dass er 
Sul1 sei, wenn der ganze Riaum mit gleieh dichtem Aether gefüllt ist ,  wic 
natcrlich. Dagegen werde das Aethertheilchen, auf welches der gesarnmte 
Aether wirkt, gepresst. Die Eiiîwirkung einer Schicht Aether zwischen zwei 
paralleien Ebenen auf emen Punkt  ausserhalb eryiebt sich LU 2 n r n h ~ , ~ d y ,  
wo rn die Masse des Punlrtes sein wird (es ist darüber nichts gesagt), h 
der Abstossiiiigscoefficient, do die Dichte des Aethers is t ;  p?/ ist also der 
Abstand der Grenzebenen. Damit soll nun bewiesen werden, dass der 
Druck eines begrenzten Theiles des Aetherv gleich dern des unbegrenzten 
h i  gleicher Diohtc spi, was offenbar dttm vorigcn Busdruck direct wider- 
sprieht. Der Beweis wird in unverstkndlieher Weise mit Anspielung aiif 
das hydrostatibche Gesetz gegeben. Ebenso unklar 1st die Ableitung 
der Beschleunigung eiiies Aethertheilchen~ , die aus demselberi Ausdruck 
2 n m h  8,,Jdy sich ergeben soll. Dann wird von der Aetherhülle der Atome 
gesprochen, die sich bis ins Unendliche erstrecke, und von rotirenden 
Dynamiden, die in 5 18 plotzlich ohne jede Erkliirung auftreten und deren 
verschiedene Motation die Ursache der Aggregatzustaiide und der chemisch- 
elektrischen Erscheinungen sein soll. Es ist eine peinliche Arbeit, durch 
das snnderhar znsammengest,apelte Material sich diirchzuarbeiten. 

P. %:CH. 

Ueber die  Beziehungen zwischen zwei allgemeinen Strahlensyatemen, 
von welchen das eine durch beliebige Reflexionen und Brechungen 
aus dem andern hervorgegangen ist. Dissertation von BLASENDORFF. 
Berlin 1883. (34 S.) 
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Der erste Theil beschiiftigt sich mit dem Nachweis des Sat,zes von 
K u  m m e r , dass ein unendlich dünnes Strahlenbündel mit seinen beiden 
Focalebenen aus der Wellenfliiche, deren Mittelpunkt in  der Axe liegend 
angenommen wird, zwei conjugirte Curven ausschneidet. Der zweite Theil 
behandelt die Frage , oli es Btrahlensysteme mit ,, nicht kugelf6rmiger" 
WellcnflMche gicbt,  dercn Strahlcn Normalen einer Flache sind. Es  findcn 
sich als entsprechende Fliichen eine Anzahl von b1 o n g e  in seiner ,, Appli- 
cation de l'analyse a la gbometrie" behandelter F lkhen .  P. ZECH. 

Latente Warme der Dampfe. Von PGSCHL. 3. A d .  Wien 1885. (76 S.) 

Die erste Auflage wurde im 25. Jahrgang dieser Zeitschrift besprochen. 
Eine wesentliche Aenderung ist nicht eingetreten, nur eine Erweiterung 
der Darstellung. P. ZBCH. 

Die Elemente der Mechanik und mathematischen Physik. Von HELM. 
Leipzig 1884. (221 S.) 

Das Buch ist für  Mittelschulen bestimmt, es benützt nur  elementar- 
mathematische Hilfsmittel. Gleich anf'üngs wird auf die Bezeichnung der 
Dimension physikaliseher Grossen hingewicsen, was schr zu billigen ist,  da 
der Schüler von Anfang an damit sich vertraut machen muss, wenn er sich 
ganz an diese Anschauung gewohnen soll. Die gleichformige und die gleich. 
formig beschleunigte Bewegnng werden zuerst erklart,  es folgt dann dar 
Parallelogramm der Krafte und Rewegiingen, die Erklarnng der freien und 
unfreien Bewegung, die Arbeit und Energie. Nach dieser Einleitung in 
die allgemeinen Begriffe wird in den folgenden drei Abschnitten die Ye- 
chanik des starrea, dcs elastischcn und des flüssigen Korpers behandelt. 

Die Darstellung ist vielfach nur eine andeutende, durch den Lehrer 
zu vervollstiindigen. Um so scharfer sollte der Ausdruck sein. Es lësst 
sich das zuweilen vermissen, z. B. S. 108, wo von den Axen gleicher 
Schwingungedauer dio Rede ist. Es fehlt hier des Reiwort parallel und 
nachdem von zwei Axen gesprochen ist,  heisst es weiter: ,,der eine dieser 
Punkte heisst Schwingungspunkt". Es  handelt sich ja  nur  um Axendrehur~g, 
nicht um Drehung um einen Punkt. Warum nicht ,,Schwingungsaxc"'? 
Auf derselben Seite steht zweimal ,,nur in Paris", wahrend es natürlich 
für jede gleiche Breite und IIohe gilt. 

I n  der Mechanik der starren KGrper wird der Schwerkraft und drehen- 
den Rewcgung die Magnetnadel, in der dcr elastischen Korpcr bei der har- 
monischen Bewegung die Akustik in kurzen Zügen angereiht und dann die 
Grundlagen der Optik. 

Die Mechanik des vollkommen flüssigen Korpers behandelt den Druck, 
den Auftrieb und die Druckvertheilung in der atmospharischen Luft,  und 
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endlich die Erscheiniingen der Strtimung, den elektrischen Strom mit ein- 
geschlossen. 

Das Wzrk giebt dem Lehrer Anweisung, wie e r  den Schüler in den 
Zusammenhang der Naturersclisinungeri, soweit sie in der Physik beliandelt 
wcrden , einzufiihrcn hat. P. ZECH. 

Analytische Theorie der Warme.  Von M.  F O ~ R I E I ~ ,  deutsch von WEIN- 
STEIN. Berlin 1884 (476 S.) 

Die ,,Shi:oric analytique de la  chaleur" war in der lctzt,en Xeit niir 
schwer zu bekommen. Da ein grosser Theil des Werkes mit Reihen zu 
thun hat ,  die auch sonst in  der mathematischen Physik vielfach verwendet 
werdcn - die F o u r i e r ' s c h c n  Reihen -, und da deren Theorie aus- 
führlich auseinandergesetzt wird,  so war es erfreulich, dass eiri neuer Ab- 
druck des Werkes im vorigen Jahre erschien. Allein es war dies nur  ein 
Abdruck ohne Durühsicht, mit den vielen Druclrfehiern des Origirials, die 
hiiufig das Studiiim erschwertcn. Es hat nun Herr W e i n s t e i n ,  dessen 
Uebersetzungen uns von frtiher bekannt sind, die verdienstliche Aufgabe 
übernommen, das Werk ins Deutsche zu übersetzen und die Pormeln correct 
darzustellen. Die Austtattung des Buches ist sehr xu loben. ZECII. 

Die rnathematische Cteographie in Verbindung mit der  Landkartenpro- 
jection. Von GUSTAV WENZ. München 1883. (297 S.) 

Das Werk enthalt eine mathematische Einleitung (ein Viertel des Gan- 
zen), eine rnathematische Geographie mit Projectionslehre, eine Art popu- 
lire Astronomie und eine Anaahl Tafeln trigonometrischer Functionen. Wel- 
cher Art die mathematische Einleitung i s t ,  zeigen Pormeln wie: sin 30" 
= + = Zg 9,69897, oder Ausdrücke wie : ,, Kreis und Ellipse sind zwei cur- 
vi~che Linien", ,,die Ellipse ist eine ebene Curve, bei welcher die Abstande 
von dcn bcidcn Rrennpi~nkt~en für einen Peripheriepunkt gleich der grossen 
Axe sind", und ahnliche S. 125 wird von der Integralrechnung Gebrauch 
gemxht, so dass es scheint, diese sei vorausgesetzt, aber die Elementar- 
niathematik niüht. Ein wunderbarer Sütz iindet sieh S. 181 : , ,Dm P o u -  
cault'schc Pcndel deutet, a n ,  dass für die Darstellung von Landern der 
gemassigten Zone die Kegelprojeetion, für Polarkarten das kreisformige Netz 
und fiir aequatoreale Gegenden die Cylinderprojection am geeignetsten ist;  
siire man riicht schon mit diesèn Projectionsweieen bekannt gewesen , wshr- 
lich, das F oii c a u  1 t 'schc Pende1 hattc auf sic führen müsscn." Intcressant 
ist auch die Beschreibung des Antipassats auf der folgenden Seite und die 
Darstellung der elliptischen I3ahn der Planeten S. 187. Dann wird kühn 

behaiiptet: ,,Am 21. Marz erblickt man die Sorine im Sternbild des Widders." 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



56 IIistorisch - literarische Abtheilung. 
---, -- - -  --, s m r - -  --- - - - -  - 

Lesenswerth ist die Berechnung der 1)Bmmerung aus einer trigonomesriachcii 
Formel mit den notliigen Anweisungen ziir Umrechnung in Anmerkungen. 
In  einer dieser Anmerkungen wird bewiesen, dass (- m) = (O- m) ist, i u  
e i m r  andern , dass (- cos d )  = cos d , weil gleiche entgegengesetzte Wiukel 
gleiche positive Cosinus haben. Man sieht aus diesen Beispielcn, melchcr 
Art  dieses Ruch is t ,  und es wiire nur zu wünschen, dass der Reisatz auf 
den1 Titel: ,, Expedition des konigl. Central - Schulbücherverlags " wenigstens 
im vorliegenden Palle nicht zur Wahrheit werde. P. ZECH. 

I 

JANSEN, Physikalische Aufgaben. Freibiirg 1883 
Vorliegende Aufgabensammlung schliesst sich in ilirem Gange an das 

Lehrbuch der Physik von M ü n c h  an. Der erste Theil enthalt 276 Auf- 
gaben a,us der Mechanik, der zweite 282  Aufgaben au:: der Lehw von dcr 
Xolccularbewegung der Korper; dabei iet den schwierigeren Aufgaben eiiie 
knrze Anleituiig beigefügt. Gerade die Iileinheit des Werkchene dürfte bei 
seiner Eeichhaltigkeit manchen Lehrer bestimmeii, es in seiner Schule eiii- 
zuführen. B. Nmer . .  

F. K o ~ r , ~ a r ; s c r r ,  Leitfaden der praktischen Physik. 5. Aufl. Leipzig. 
Teubner. 1884. 

Die innerhalb kurzer Zeit erschienene neue huflage lasst deutlicli 
erkennen, wie sehr sich diuses Ruuh in deri physikalischeri Laboratorieii 
eingebürgert hat. Demselben wurden wieder mehrere neue Artikel, namerit- 
lich aus dem Gebiete des Galvanismuç, hinziigefiigt, soclann wurden die 
Tabellen mit den inawischen von L a n d  o 1 t und B 6 r n s t e i n  herausçegelw 
neii in Uebereinstimniurig gebmcht. MTeshalb der Verfasser die vom Paiiser 
Elektrikercongrt:si, fcstgcseteten Bezeichnungen ,, A m p è r e  " und ,,C ou 1 n m 1i " 
nun , , A m p e r C '  und , ,Ci i lom" schreibt. ist mit Rücksicht auf die an- 

gestrebte Einheit der Bezeichnung nicht reclit erkliirlicli. B. N E I ~ L .  

CH. AUG. VOGLER, Grondzüge der  Ausgleichungsrechnung. Braunscliweig. 
Vieweg & Sohn. 1883. 

Dieses Uuch diirfte wohl das erste sein. daa die Formelu der Aus- 
gleichungsrechnurig durchaus elementar entwiükelt , ohue dabei weitschweifig 
zu werden. E s  muss deshalb besonders von den Geometern, w~lclie der 
hoheren Mathematik ferner stehen, mit grosscm Interesse begriis& werdeii. 
- I n  dem ersten Cipitel,  das über vermittelnde Beobachtungen mit ,o!eicher 
Gcnauigkcit handelt, findet die Methode der kleinsten Quadratsumrncn ihre 
Erliiuterunç und Anwendung aiif einige Reispiele; das zweite Capitel he- 
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Recensionen. 57 
- - - -  ? -  

sc;h:iltjgt sich mit der Aufiindiing des iriittlereri Betilers von Ueobachtiingeii 

iind Filnetionen clerselben. und bildet denselben bei zahlreichen Reispielcn, 
woruuter sich auch das P o t  h e n o t 'sche Problem als Ausgleichungsaufgabe 
belindet. Das dritte Capit.el zeigt, wie man vermittelnde Beobachtungen 
iingleicher Genauigkeit, d. 11. solche von verschiedeneln Gewicht, zurückfülirt 
;ilif solche mit gleichem Gewicht, dcren weit,ere Aiisfiihrung schon iin ers tm 

Capiiel ihre Erledigung fand. Schliesslich wird im vierten Capitel die ver- 
scliiederiart,ige Heliaiidliirig bccliiigter 13eobaclil,iiiigen dargethan und an Aus- 
gleichungcn von l'olygonen ziir Anwendung gebracht. 

Dem Ganzen ist als Anhang eine Copie der J o r d a n ' s c h e n  Quadrat- 
tafeln liiuzugefügt. - Da das Buch fiir Solche berechriet ist ,  die nur rlcr 

E:lrilieiits~rmathematjk müchtig sirid, so dürfte aiif S. 9 wohl gesagt sein, 
i i a s  nian iiirkr dx etc. eine sehr kleine Griisscn;intlei.iing von n: verst.eli~n 
a d l e ;  sodann gewshrt S.  63 die Anwendung der Ri .zout 'srhen Methode 

dieseni ebeuerwiiliuten Leserkreise nicht den volleu Eiriblick in das Wesen 
dcrselbeii. In  dcm zweiten (:liale der Formel 7 *  S. 74 fehlt die Un- 
br1;annt.e y. 

I)~lr -1laiiptvorzug dieses Biiches bestelit wolil dariil, dass das Iieseii 
tlcsec~llieii iiiircli (lie zalilreicli diircligei'ülirt,eri Neispicle wesentlich erleiclii,ert 
n i d .  B. NEHEL. 

I)r. S w ~ s ,  Sonnenlicht und künstliche Lichtquellen fü r  wisseiisc:liaftlii~lie 
Ti~itersiichiingen ziirn Zwecke pliot,ogr:ipliisclier 1)arst~elliiiig. Halle 
1884, Verlag von W. Knapp. 

Vnrliegeiides 13iich bildet clas erste Heft des in  sechs Ileften erschei- 
iic~ri<irii tla,ucibiiclics: ,, Ilas Lirlit irri Ilieriste wisseiischaftlicher Yorschuug", 
\til(,liri 1376 iii erstcr Auflrige crschieiirn iind iiunrnclir vollig umgca~rhcit.et 
iinil crweit.ert wodrr i  ist. - Dieses Heft,  welches die nllgemeine Yorberei- 
1iiiis. f'iir clip fiinf' folgciicien TIcfte sein roll. bringt nach e i n ~ r  etwas grosseri 
I,:jiileil~irig ~ i i e r s t  eiiien gesciiiclitiiclieri Stieil der Pliotograpliie, an welcheii 
.icli die l~:ut,wickcluii~ der Bnsichten über die Katui. des Lichtes anscliliesst. 
Sod:inn wird die T!rccliiing tlea Lichtes an Prismen erkuter t  und bei deri 
I~iiiscii dararif liiiiçewiesen. daas tliese gleichsam als Combinationen von 

I'rismrn iiud eiii?ni lilaripat-nlleleii Glase a.ufaufassen seien. Naçh Anführung 
der vcr:chie~loiicii Linsencysteïne. speciell der Lei der l'hotograpliic vcrwen- 
dotri1 OI),j~ct,ive, 11cspricht der Verfii.sser die übrigen Sheile des photogra- 
pliisshei~ Apparates, die Carnera und die Kasette, and macht auf den wissen- 
schaftlichen Niiizeii des Stereoskops aufmerksam. - Tni leteteu. zupleich 
pUsiten Shei le  diescs Heftes werclen die cl-iemiachen Wirkimgen des Lichtes, 
narnentlic~li der in drii verecliietlerien R,egionen des Spectriims erortert,, wobei 
1i:ilier a~ i f  die Spectralanalyse und die sonstigen Eigensch:~ften d a  Spectrums 

ei~igcgari~en wird. Dwan reiht sich die Photometrie iind die sehr ausfiihr- 
R:rt.-lit. Al,tlil,o d ï o i t v h ~ .  f M n r h  11. T'hy. XXX, 2. 5 
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liche Besprechung der künstlichen Lichtquellen, die z .  B. Lei dem elelitri- 
schen Lichte nicht nur die verschiedenen Lampenspteine , sondern auch die 
elektrischen Maschincn hereinzieht. - Im Texte, sowie in den Figure11 
haben sich leider einige st0rende Fehler eingeschlichen, z. K. S. 97 zweimal 
Ag ONO, statt AgNO,; S. 138 Fig. 148 Verwechselung von + und - ; S. 151 
Fig. 167 Indicesfehler bei den Leilungsdriititen. 

D a  die Kunst zu photographircn infolge des Trockcnpla8t8tcilproce~ses 
weit einfacher geworden und daher leichter zu erlernen is t ,  ferner die Plio- 
tographie bei wissenschaftlichen Untersuchungen immer unentbehrlicher wird. 
so werden die Meisten. die sich mit Photographic beschSftigeii, in diesem 
Werke die dam nothigen Fingerzeige finden, iridem haiiptskchlich die Pho- 
tographie für wissenschaftliche Zwecke eingehend behandelt wird. 

Die physikalischen Grnndlagen der Mechanik. Von Prnf. Smi i~~r i~x .  
Leipzig, Verlag von Teubncr. 1883. 

Tm ersten Ca,pjtel wird drts Cr a 1 i l  e i 'sche Princip eiiier geschichtliclieii 
iind zugleich kritischen Betrachtung untermgen, insbesondere wird die 17n- 
bestimmtheit der N e w  t o  u'schen Bassung hervorgehoben, wobei der Ver- 
fasser die Vorschlfigc für die ErgSnzung diescs Textes van Sciten mehrerri. 
Autoren einer nahereu Kritik unterwirft. Das zweite Capitel behandelt die 
Ermittelung des den Gleichungen der Physik zu Grunde liegenden Coordi- 
natensyàtems und zeigt , dass die Losung dieser Aufgabe sich auf die e w to II - 
sche Aiiseinandersetmng iiher die Absoliitheit der Drehhewegiingen ziirück- 
führen lasst. An dieses reiht sich die Aufzahlung der Merkmale, die der 
Heaugskorper haben muss; letzterer wird in  der E'olge Fundamentalkiirprr 
und das mit ihm fest verhundcne Coordinatensystem Fundamentalcoordina- 
tensystem genannt. Nach diesen Erorternngen erfolgt die Aufstellung der 
endgiltigen . vervollstandigten Fassung des G a  1 i 1 e i'schen Princip. Dns 
dritte Capitel bietet eine historisch - kritische Urnschau. deren Zweck kt, 
einmal auf die bis jctzt gemachten Restrrbungen zur Auffindung eines phy- 
sikalischen Bezugsystems aufmerksam zu machen. sodann zu zeigen, w i ~  

sich auf Grund einer rnangelnden Basis Unklarlieiten in die Mechanik eiii- 
gesclilichcn haben. - Im viertcn Capitel wird die Frage der Zeit,mcssiing 
an der Hand von P o i s  s on's Mechanik besprochen , deren Ideengang schoii 
bei d 7 A l e m  b e r  t zu finden iet . die aber in den neueren Werken keine 

Aufhahme gefunden hat. - Nach den im Früheren dargelegten Bewegungs- 
arten werdcn irn ftinften Capitel die RegrifFe von Kraft iind Masse auf- 
gestellt und auf verschiedene Weisen definirt, wobei auch der Inhaltslosig- 
keit der Definition : ,, Masse ist die Quantitiit der Bewegung " Erwiili~iiing 
geschieht. Nachdem im sechsten Capitel das Unabhhgigkeithpincip au$- 
gesprochen k t ,  wird gezeigt,, dass dasselbe einer Erfahrungst,ha,tsache ent- 
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spricht und iiicht eines Bcweiscs fiiliig ist;  dabei nrird auf die Ansicht 
P o i s  s on 's  in der ersten Auflage seiner Xechanik hingewiesen, die aber in  
der eweiten Auflage ganz eutgegengesetzter Natur ist. Bei der Besprechung 
iles Princip der Wech~elwirkiing in dem siehenten Capitel zeigt der Ver- 
Fasser, wie dasselbe mit dem Tr%gheit,sprincip zusammengezogen werden 
kami, erwalint aueh, dass manche Butoren es als Princip anzuführen nicht 
für not,hig erachtetcn. - I n  den ergnnzenden Bemerkungen, die das achte 
Capitel enthalt, wird auf eine in manchen Fallen zweckmassige Voraussetz- 
iing über den Fundamentalkorper hingewiesen, sodann gezeigt, dass die 
Zahl der aufgestellt,en Principien wohl vermehrt, aber nur  auf Kosten der 
Tilarlieit vermindcrt wcrden konne. Schlicsslich wird noeh der Gedanken- 
gang für die Entwickelung der Grundlagen der Mechanik skizzirt. 

B.  NEHKI.. 
-- 

Dr. W. ABENDROTII, Leitfaden der  Physik. 1. Band. Cursus der Unter- 
und Obersecunda. Leipzig 1884, ~ e r l a g  von Hirzel. 

Veraolasst zur Herausgahe eiues Leitfadens der Physik wiirde der Ver- 
façser durch den neuen Lehrplan, wie er für den physikalischen Unterricht, 
iii den norddeutschen Gyrnnasieri vorgeschrieben ist. - I n  Gntersecunda 
wird zuerst einc allgcmeine Einleitung in die Physik gegcbcn, an wclchc 
sich dann die einfachsten Lehren der Chemie anreihen; den zweiten Theil 
bilden Magnetismus und Reibungselektricitat. Die Obersecunda lieginnt niit 
C+alvanisrrius und behandelt ausführlich die Warmelehre. 

Dass der ncuc Lehrplan, welchcr von dcm bisherigcn diirchans ver- 
rchieden is t ,  wohl nicht ganz der richtige sein dürfte, lasst vorliegendei 
Leitfaden a m  deutlichsten erkennen. Ueberall vermisst man die Xechanik, 
so dass der Schüler stets auf spater vertrostet werden muss; infolge dessen 
linncn sich  sein^: KenntnisBe in der Physik dcrrnassen lückcnhaft auf, dass 
Pr davon keineswegs befriedigt sein kann. - Von dieseni Hauptfehler ah- 
gesehen, zeichnet sich aber dieses nuch vor vielen gleichartigen durch seinen 
wissenschaftlichcn Charakter aus,  iriobesondere durch die Erwahnung der 
Gesetze in der Lehre vom Galvanismus. Wegcn dicses Vorzugs erlaube ich 
mir,  noch einige Aendernngen für die Zukunft vorruschlagen. . 

S 2 &r Einleitung scheint mir mehr für eine populare Physik, als f'ür 
den Cnterriçht in Untersecunda zu passen. S. 123 Z. 20 v. u. ist ,,und sich" 
gernass des 5 5 S. 113 unrichtig und dcshalb zu cntfcrncn. S. 196 muss 
der mittlere Punkt des Tasters nicht mit der oherirdischen Leitiing, son- 
dern mit  der Erde  verbunden werden; dadurch wird an der zeichengebenden 
Station der fleceptor ausgeschaltet, was einfacher ist und der Praxis ent- 
spricht. 

Zum Selbststudium ist dieses Ruch an manchen Stellen, namentlich in  
der mechanischen Warmetheorie, für den Schüler zu schwierig, ist aber für 

5 * 
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den Uiiterricht, in welchern der Lelirrr die einzelrien Sheile brcprii,ht iiiiii 
ei.laiit,ert, vnn grostiem Niit,'en und il(:shalh sclir zi i  emlifelileii. 

13. NEIIIII.. 

C:. K ~ r ~ n s ,  Die Physik im Dienste der Wissenschaft, der Kunst und des 
praktischen Lebens. Stut tgart ,  Erike. 1984. 

Vorliegendes Bucti iimfasst iii 13 Abhandlungen , dit: ilire eigenen Ver- 
f n ~ s e r  haben iind von dern Heraiisgeber zusnmmengcstellt sind, die gesaintiik 
Phy>ik,  wie sie fruchtbringend in das menschliclie Leben uiid Treibcii eiii- 
r;i.ciR. Der Zweck dieses Huches i s t ,  das grosse Publicuni, we!elics dci. 

I'liysik als Studiiim nicht iiaclhkominen kniin, sieh wolil ahcr f'iir dcicw 
Erfolge intereueirt, iii tliiinlichster Kürze mit den J [ a ~ i i p t a r i w ~ ~ i d i i i i ~ i ~ ~ i  v r v  

trnut. zn machen, und damit diescs Werk seinen Zweck ni6gl:chst ci-Siillr. 
ist jeder Zweig von eirierri specielleu Faclirriariue ausgearlxitet wortlen. 
. Dür crste Aufsatz : , , l in photographischen Atelier ", inacht uns ziicrsl 

mit dem Entwickelnngsgange der Photographie bekanrit, sodmn erlialtcii 

wir einen tiefen Einhlick in das Wesen des Negativ- und Pobitivproces.ri, 
rleiii sich schliesslich die Erlauterung dcs immer niehr sich vrrbr~:itc~nrlrii 
'~rockenpia,t,tenprocesses anschliesst, dilrch welcheii die I'hot,ogi~apliie :iiirIi 
weiteren Kreiseu- zugiinglic gemacht wird. 

Der zweite A u l a t z  : ,, Spectrum und Spectrala~ialyse". geht von ti- i .  

zuerst von N e w t O n hervorgcbrachtcn Zcrlegung dcs Liclitcs ails, bi~spi.i~I1t 
sodanri die verschiedenen Sheile des Sonnenspectrnms und deren P:igentliüin 

lichkeiten. Eingehende Auseiiiaiidersetzui~g findet bei der Spectralaii:ilp:t: 
iind deren Anwendungen s tat t ,  so dass liierdurch der Leser ein vollkoirinii~- 
nr:s Uild von diescr gro3.m Hnt,deckiing der Neazcit, erhiilt. 

Der clritte Aufsatz: ,,Eine meteorologische Station", biltlet gleiclimii 

r~iiien Abschnitt (les folgendcn Aufsatzes. \vas vidleicl~t  für den TJi~il'iiri~ d i x >  

1:iiclics auch besscr gew-escn warc; demi das Crnnze ent.bült nur cine ctw:is 
aiisführliche Resclireibiing der Messinstrninente einer mctrorologischen Ft~tioii. 

Grosses Interesse verdient der vierte Aufsatz: ,,Auf der deutsclieii Ser-  

waite"; denn gerade in  deln Uinneularitie findet man ~neistens uriklüre Vnr- 
stdliingen. iiber die Wirk~amkeit,  dieses Instituts. Nach Erkliiriing ilri. i i i i  

(;ebaude der Seewarte selbst untergebrachten Abbheilungen und .deren 'l'liii- 

tigkeil wird ~ioch der Verkehr der S e e ~ a r t e  mit den ilir urit~crste1ltt:ri Kiistixii~ 
statioiien. sowie auch der mit andereii meteorologisclien Skttiorien gesc:hililrrt. 

9 e r  fünfte Aufsatz beschaftigt sich mit der nie oft geniig ni 1~eslirc.- 
diienden Frage der ,, E-Ieizung und Ventilation". Zuerst bespricht der Fer- 

fj,sser die W&rmeverh%ltnisae des Xlenschcn. an die eich die W$rnieei.zt:ii- 
gung durch Verbrcnnung anreiht,. Dabei werden die dam niit,higi:n Eiii- 

richtungen, wie sie i n  den einzelnen Lantlern und wie sie für besoiiilei.i. 
Zwecke eirigerichtet sind, einer nülieren Kritik unterzogen. Aiich (lie r w  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 61 
. - - 7 7  _, ,__._ -_ _ _  _ 

schiedenen Ceutralheizungssysteme werden auf ihre Güte hin geprüft, und 
iiabei aufmcrksam gcmacht, wie zuglcich fiir Ventilation gasorgt ist. Den 
Schluss bilden die Verbrennimgsproducte und deren schadlicher Einfluss bei 
ciigeutigender Beieitigung. 

Der scchste Aufsatz tragt den Titel: ,,Die Akustik in ihren Haupt- 
beziehungen zu den musikalischen Inst,rumcnten." Zuniichst wird auf die 
Entstehiing der T h e  ini dllgemeinen und sodann auf die bei den einzelnen 
Instrumenten hingewiesen; darauf wird das Wesen der T ihe  erliintert, nach 
welchem die mosika,lischen Instrilmente in drei Haupt,gruppen zerfdlcn. Nacli 
iler Angabe, wie Toile verstarkt, und überhaupt wie grossere Effecte iii der 
JIitsik erzielt werdeu konnen, kommt de i  Verfasser auf den Bau und die 
Eiiirichtung der Violine zu sprechen? welche er die I k i g i n  der Instrumente 
iieriut. 

Der siebente Aufsatz behandelt ,,die Motoren des Kleingcwerbes". Der 
Ireri'. spricht znerst über die Bedeutung der Dampfmaschiue und geht sodann 
üihr zur crklarendcn Heschrcibnng von Feder -, Wasuer - iind Gaumotoren, 
ierner der Heissluft - und kleineren Dampfmaschinen. Bei der Besprechung 
der Dynamomaschine scheint dem Verf. fremd zu sein, dass auch bei gleich- 
bleibender Stromrichtung die Maschine als Motor die entgcgengcset,ztr Dreh- 
bewegiing von der  anninimt, welche sie als Stromerzeuger hatte; denn sonst 
hatte er uicht gesagt : ,,wenn man den elektrischeii %rom in der ,, u m g e k e h r - 
t en H i  c h  t u n g  " durch die Alaschine sendet etc.". Pig. 131 ist dem ,4uf- 
sata nicht cinverlcibt. 

Bei den ,,elcktrischen Ilaschinen", welchen der achte Aufsatz gewidmet 
ist, sinil leicler rrielirere storende Fehler vorhanden. Gleich zu Anfang ist 
die lnd~iction in Fia. 150 unrichtig angegelien, so dass der Laie die Vor- 
giiiige in den n a ~ h ~ t e h e n d e n  Maschinen nicht mehr vcrstchcn kann; in 
Pig. 157 ist ein Pehler in der Pfeilrichtung, u. S .  W . ;  überhanpt findet m m  
au diesern Aufsaioe. dass auf Verbesserung der Druckfehler nur geringe 
Sorgfalt vcrwendet ist. 

Der neunte Aufsatz: , ,Kenen  und Lampen", geht znerst euf die ehe- 
niibclie Zusammerisetziing der Beleuchtungsstoffe ein, sodann behandelt er 
i ie  Xatur der Flamrne und dcn Verbrennuugspiocess, dem sich uninittelbar 
die Photometrie anscliliesst. Hierauf macht uns der Verfasser mit der Con- 
>tifution der Fette iind deren Verwendung hei der Bereitung der Kerzen 
bekannt und geht dann zu der Beschreibung der Oellampen über. Den 
Schliiss lvildet die Lenchtgasfabrikation und die 'l'lieorie der Gassparbrenrier. 

Der zchnte Aufsrttz: ,,Der Kampf des elektrischen Lichtes mit dem 
Gaslichte". entkidt, ziierat die Fortscliritte der I,eiiclitgasbreniier, namlich 
idie liegenerativlampen ; diesen werden sodann die verschiedenen Bogenlanipen- 
iin~l Glühlairiperisystenie gegenübergestellt. 

Der elfie AiiFsatx: , , l n  der galvanoplastischen Werkstiitte", geht zu- 

nachkt von der Elcktrolyse aus , welche gestattct , ~usmnmengesetzte Korpei 
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Mit diesem Eindriiche. den wir eben wiedergegeben haben, legen wir 
da:: oben angezeigte, 18 Bogen starke Buch aus der Hand. Der Verfasser 
glaubt sich friiheren Erscheiuungen gegenüber besonders durch l o g i s c h e  
S c h a r f e  im Vortheil. E r  betont dies - zwar nicht in unbescheidener 
Weise - i m  Vor w o r  t e mit einigem Nachdruck und kommt auch an a n  - 
deren Stellen seines Buches aiif diesen Punkt zurück. J a ,  auf S. 235 
lasen wir mit starkem Befkemden in einer Pussnote den Ausdruck ,,bis- 
lierige unlogisçhe Mathematik". Nichtsdcstowenigcr konnen wir in den 
Szhritten, die der Verfasser in dieser Richtung gethan hat ,  keine Fort- 
schritte sehen. Vielleicht wird er selbst in  dieser Ueberzeugung von der 
Ueb~rle~enhci t  seines Biiches erschüttert, wenn ar sich die Nühe geben will, 
llasselbe mit anderen, z. B. mit den Lehrbiichern von H e  i l e  r m a n n - D i ek - 
manu oder V. S c  h l  e g e l ,  die uns gerltde zur Haud sind, vorurtheilsfrei 
zu vergleicheu. 

Dennoch haben wir von dern Buche einen im Ganzen recht angenehmen 
Eindrack empfangen und empfehlen es insbesondere den Lehrern, welche 
an htiheren Lehraiistalten den IL e c h e u  u n  t e r r  i c  h t in den unteren Classen 
zu ertheilen haben; d e n n  d e r  V e r f a s s e r  v e r s t e h t  p r a k t i s c h  z u  r e c h -  
nen. Uiese Kunst ist, aber für den Xathematikcr von Fach,  der aiif den 
unterçten Stufen die vier Species einexerziert oder auf hoheren Classen über 
frühere Versii~imnisse zu seufzen Gelegenheit ha,t. eine sehr wichtige, aber 
darum noch lange niuht selbstverstandliche Sache. 

llei dern vorwiegend w i s s e lis c h a  f t l  i c h e n  Charakter dieser Zeitschrift 
niüssen wir uns bei diesem rein d i  d a  k t i s  c h e n  Punkte der grossten Kürse 
befleissen. Allein wir würden nicht im Stande sein, dern Leser von der 
t,refflichcn Metliode des Berrn Verfassera ein klares Bild zu entwerfen, wenn 
mir nicht wenigstens e i n  Heispirl in eiuiger Vollstindigkeit; wiedergaben. 
Wir wiihlan S. 105 die Regeln für die Addition. Dort leeeii wir: 

1. Setze die gleichen Ordn~ingen, z. B. die Einer, genau senkrecht 
unter cinandcr. 

2.  Zeige iri gleiehrnas>igem Sakte nach und nach auf 9, 2, 7 ,  4, dabei 
die Summen 15, 17, 24, 28 denkend. (6 steht über 9.) Also uieht 6 + 9  
-- 15. l 5 + 2 =  17 u. S. W .  

3. Bei glcichcn Sunimanden weude die Multipliüation au ,  also statt  
einer dreimal vorkommenden 6 sprich 18. 

4. Suche diejenigen Ziffern heraus, welche sieh zu 10 erganzen. Statt  
Y+ :) deuke 10 u. S. W. 

In dieser Weise gicbt der Verfasser elf wahrhaft goldene Regeln. 
Uoch aiich der Mathematiker, besonderv der Zahlentheoretiker, findet 

des Ansprechenden in clem Duche recht viel. 60 die allerliebsten Satzchen 
über  die Theilliarkeit der Zahleri dnrch 7,  13, 17, 101 u.  S. W. ,  und es ist 
riicht der klcinst,~: Vorziig des Buches, dass die Beweise dieser SBtze trotz 
ilire? Strenge gleichsam wie Inductionen aus Beispielen sich darbieten- 
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8elbstverstAndlicli fehlt die Neurier - und Elferprobe nicht. Als A~isnahmc 
wollen wir hervorheben, dass das Beweisverfahren S. 206 der Strenge g h a -  
lich entbehrt. Ein glciches Lrthcil würden wir über den Vortrag dcr ~rgrr7rr 
fuisi S 268 fiilleu müxcen, wenn nicht mit Recht angenommen werden 
konnte , dass hier nur ein interebsaiiteç Rechnungsverfahren m i t  g e t h e i l  t 
werden soll. 

Die Lehre von den ,,entgcgengesetï.t,en Grossen" S. 27 1 Lat, uns nidi t  
besonders gefallen wollen, insbesondere nicht die Herleitungen S. 281. Der 
Vergleich mit H e s s e ,  ,,Die vier Species. Seubrier 1872'' fiillt nicht g l b  
zend für unseru Verfasser aus. 

Fassen wir unser Urtheil ziisamrnen, so haben wir ein Uuch vor uns, 
dessen Fehler den Xathematiker von Fach nicht zu Irrthümern verleiteii 
werdeu. Der Zahleutheoretiker wird in deni Werke vie1 A u s  p r e c  h e n d e s  
finden, wenn es auch e i n f a c  h und vielleicht nicht ganz neu kt,. Deni Pacli- 
lehrer des Rechnens auf den unteren und mittleren Classen haherer Letir- 
anstalteri hat  der Verfasser eine s e  h r d a n  k e n s w e r t h e  Gabe dargeboteu. 

C o e s f e l d ,  im October 1884. K. S C H ~  EUIXG. 

Leitfaden zum Unterridlt in der Arithmetik und Algebra an Gyrniiaaien 
und verwandteu Anstalten. Von Dr. JOH. CIIK. WALRERER. Prof'eùbor 
am kouigl. Gymnasiiirn in Amberg. Zweite, diirchgesehene und mit. 
Uebungsaufgaben versehene Aiiflage. Miinchen, Theodor Ackermanii. 
1884. Preis 1 Mk. 60 Pf: 

Es kann niçht oft und eiudringlicli genug betont werdeu, dass bei 
jedem für Lernende bestimmten Biiche zwei L h g e  wesentlich ins Auge ge- 
f a s t  werden müssen. E r s t l i e h  sol1 von w i i s e n s c h a f t l i c h e m  Stand- 
punkte aus der Verfasser insoweit miudestens tadellos erscheinen. dass er 
nicht langst erkrtnute urid verworfene Irrthünier seirien iiarrnlos~ri Leseru 
wiederiim nou anfiischt. Z w e i  t e n  s soll der Stoff in d i  d a  k t i s  ch c r  Rück- 
sicht gut gewfihlt, geordnet und klar vorgetragen werden. ~ e r n  fugten wir 

rioch einen d r i t  t e n  Wunsch iiinzu; docb findet ihu dcr Leser erst au1 
S c  h l u s  s e dieser Anzeige. 

In  den Anfangsgrüuden der Arit,hmetik und Algebra findet sich für 

Lehrer und Leruende eine Klippe , die wir zunachst kennzeichnen rrollen. 
Die Definitionen des Productes und der Potenz gelten - wie sie gewohn- 
lich gegehen werden - niir fiir positive ganze Zahlen als Multiplicator b u .  

Exponent. Demnach gelten die aus denselben gesohopften Beweiae auch 

nur, wenn die  eben genarinten Zahlen ganz uud positiv sind. Wenn uun 
die gewonnencn Satze über diesen Geltungsbereich hinaiis angewündt werdeii, 
so darf das sieher nicht stillschweigend geschehen. Man hat derri Lernen- 
den beispielsweise xu mgen,  dass (- 6). a nach der bisherigeu I)efiuitin~ 
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keinen Sinn h a t ,  dass mari es also verwerfen Oder ihm eirien bestimmten 

Sinn beilegen kann.  Diesen W e g  bat; He s n e e i n g ~ x h l a g e n .  Andere &the- 
matiker habeii dagegen die Definitionen z. R. der  Multiplication so gefmst ,  

dais aie a n d i  rieçative uncl gc:broctiene 3liiltiplicatoreii zul;iesig fincleu. 
Der VerFdsif:r i in>rres I$uel-irs kennt  Z W ~ L ~ ,  wie die S. 100 stchendc 

Benierliiiiig: ,,Gehen wir  umgekchr t  davon ails, dass die coml~lexen Zahlen 
den foimalen Zaiilengcaetzen e b e r i s  iiiiterworfen siiid wie die reelleu,  so 
11. S .  W." z u  bewcisen sc i ie i i~ t ,  sehr wold die obeu von uns erwiihrite Ge- 
giff~erweiteruiig.  Deiiiioch ühergelit e r  S. 17 die  Sache mi t  Iaiitloserri 
Schweigcn. 1)asselbe Verfahieu  beobachtet o r  S. 3 2 ,  wo e r  ohne irgend- 

ivelche Aiisführuug b c h ;L u p t e t ,  dass IL"' : a" = u'"", der  fiir positive garize 
f i z  ,IZ :iuf S. l~ewieseu ist,, ii n l i  e s  c l i r i i r i k  t gil t ig sei. 

Falsch und  ir~refülirencl ibt e s ,  wenn de r  I I e r r  W. S -11 behauptet ,  
dass die Cubikwurïe l  a m  einer positiven wio negativen Latil stels rnoglicli 
unJ. c i n d  e u t i g  sci. Den Aiisdriick ..mtiglich" wollen wir uns mcrkeii. 
Denn anf S. 52 lesen wir  : ,, I l a  iowoh! b r  als anch h -  ' fü r  ein positivrs F 
steta positiv ausfall t ,  so kaiiii eiiie riegatictl Zahl - a überhaiipt riiclit durch 
Ei" ausgedrückt werden ; folglich i s t  log (- a )  unmtiglich . d.  h. d r r  Logarith- 
miis einer negativen %ah1 ist  imagiriiir." Hiernacti scheint derri Verf'asser 
I!er Vorwurf,  dass e r  imaginar und  unirioglich fiir gleiche oder synonyme 
RegrilTe M t ,  leidcr iiicht ersliart wertieri zii konnen. Unter  dieseni un- 
angeriehmen Eindrucke blicbcn wir,  d u  wir  aiif d e r  folgenden 53. Seite 
lasen: , , jede endliche Zahl ha t  niir einen Logarithmus und  um,yekehrt jedem' 
r e e l1  e n Logarithmus entsprieht n u r  eine Zahl a". Die Unterstreichuug in 
diescm Sataehen r ü h r t  vom Refereriteri her. W i r  kijririen ferncr die Be- 
grif(: ,, iiiihestimmte " und ,, dioliha,ntisehcu Gleichnng, wic cs der  Vcrf;~ssc:r 
S 72 thu t ,  nicht durch ein tonloses , , ode ru  verbinden. 

Es acheirit iiieht gauz oerstandlich,  wenn der  Vei-fasçer S. 98 sclireil~t~: 
. .Da  jede gerade Wurzel  sich aiif e i r e  Quadratwurzcl reduciren liibst, 60  

kajRn auch überhaiipt  jede irnagiiicire Wurzel anf (7 aiiriickgefiihrt w-er- 
den." Aber einen gewissen und  zwar sehr tranrigen Sinn kann man  ohne 
31ühe hirieiulegen. 81s Klelriigkeit rnag e rwd in t  werd rn ,  dass die imagi- 
nare Einheit i aueh in  der Druckschrift diirch ein besondeies Zeiclien her- 
vortreten sollte. Endlich finclct sich ein Verseilen i n  Forniel 2 S. 102, 
welche die Quadratwurael aus n + tii liefern sol1 

Cilücklicherweise sind wir uun m i t  iiiisereu Ausstelluugeri au Eude und 
rvollen nicht verfehlen zu l>crnerlien, dass iin IJebrigen das  Ruch in man- 
clicii 1)ingrn cbcnso g u t  ist  wie imdere Schiilt~ijcher. .la, gewisse Abselinittc, 

wic z. B. der  d ie  Xeihen behanclelnde, sind recht gut vorget,ragen. Siicli 
die Aufgabensammlang scleirit o i e d i c h  reiciitialtig iirid znwlrru&sig zii sein. 

Der erbte Satz d e r  Vorrede lauter;: , , S i c h t  um eineni I h g s t  gefühlten 
i~ciliii~filisse :~bziihelfen,  sondern iim der  Schiile au  d ienen,  übergebe ich 

iiiebcs Biichlein der OeEentlichkeit." 
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Mage diese Uescheidenheit nicht ohne h'aclil'olge bleibeu und sich sogar 
hei niancbcn Hcrren Verfassern zu dcm Schlusssatze verdicliten, dr:n man 

erhiilt, wenu man den scchs letxten Worten des Verfassers da;; W6rtlcin 
,, nicht " beifügt,. 

C oe  s f e 1 d l  ini October 1854. K.  SCII~VEWA(, ,  

Lehrbuch d e r  ebenen Geometrie. Von J U L I ~ J ~  HOCH, I'ehrer der Mat.he- 
matik au der v. Grossheim'schcn Realschule iu Lübeck. Erster Sheil: 
Linien , Wiukel , Congrueru und Gleichlieit der Figuren. M i t  126 
in den Text gcdruckt,en Holzschnitten. Halle, H. W. Schmidt. 1884. 

Das vorliegende, 164 Seiten stjarke T3iicli ist besonders fiir berechtigte 
liohere Dürgerschulen bestimmt, obwohl es auch für andere h6here Lehr- 
aiistalten sich eig~ieu wird. 

Als besonderen Vorzug dieser Schrift kann man die sorgf'àltigc und 
mvchauliche Zeichnung der Figuren hervorheben. 

Der Vortrag ist im Ganzen klar, die Beweisführung sehr ausführlich. 
Ueispielsweise ziihlten wir in der Darstellung des Satzeo vorn Paralleltrapez 
26 % d e n  die als Gleichiingen o h  n e v e r b i n d e n  d e n  1' e x  t erscheinen. 
Das Let'ztere wird nicht als Mangel empfunden, da  kurze, in Parenthese 
steliende Hiuweise für leichtes Verstiindniss sorgen. Diese Methode des 
Verfassers hat  für die B e t o n u n g  d e s  l o g i s c h e n  R e w e i s g a n g c s  in 
seinen e i n z e l n e n  S c h r i t t e n  einen urileugbareu Vorzug. Aber der H a u p t -  
s c h  r i t t , der eigentliche N e  r v des Beweises dürfte doch in Etwas verhüllt 
werden. 

Die Eintheilung der I)reiec,ke (S. 26), der Vierecke (S. 4Y) ist recht 
hübsch tabellarisch vorgeführt. 

Fehler sind uns  nicht aufgefallen. Nur würden wir nicht, wie es der 
Vcrfasser S 21 thiit, eine E b e n e  durch eine cinxigc krumme Linie h e -  
g r e n z e n  lassen. Auch dürfte es nicht mehr richtig seiii, P y  t h a g o r a a  
als A d o r  des Satzes von der Winkelsumme de> Ureiecks zu citiren. In der 
,, Geschiühte der &PüthematikiL von C a u  t O r , S. 1 ll) flgg. , hat dicse Frage 
eine, wie es scheint , abschliessende Entscheidung gefunden. Auch sollte 
man die Jahreszahlen der griechischen Mathematiker nicht genauer angelien, 
als man sie, leider. mit üewisstieit kennt. 

Die Paralleleatheorie gründct der Verfasser im m7esentlichen aiif den 

Uegriii' des R i  c h t u n  g s un  t e r s  c h i e  d e S. Referent hat gelegentlich seincr 
lJromotion eine dahin la~iteride These in gleicheni Sinne ,,vettheidigtU und 
benutzt die Gelegenhcit, um Widerruf zu  leisten. Dicse Darst,ellung ist 
uiinilich schon deshalb zu tadeln, weil sie die wirldiahe, vorliegénde Schwir- 
rigkeit detu Larriaiideii gar nicht zuiri Uc~usstseir i  komnieri liisst. 

C'oe s i ' e l d ,  iin October 1884. K. S C L I W I ~ I X L .  
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Lehrbuch der Elementar-  Geometrie. Von Dr.  SI. GLINZEK , Lehrer der 
allgemeinen Gewerbeschule uiid der Schule für  Bauhandwerker in 

Hamburg. Erster Sheil:  P 1 a n  i m e t  r i e  Mit 185 Figuren und einer 

Sarnnilung von 250 Aufgaben. Zweite rerbesserte und vermehrte 
Auflage. Huriiburg, F. H.  Nestlcr k .Melle's Verlag. 1884. 

1:s duf '  dem vorbeaeieliueteri Uiiclilein roi1 vornhwein zur Erripfehluug 
gereiohen, dass es ails clcm Cnterriclit an den im Tite1 erw%hut,en Anstal- 
teri hervoigewachsen ist .  Diesen Urbprung erfiihrt der kundige Leser nicht 
aus der Vorrede allein. Vielinehr ist es der Geist eiiier psunden  Praxis, 
der &us den Erkliirnngen in die Sheorie hinein und aus der Sheorie zii 
zweckmiissigen Anweiidiingen liinans wie ein frischer Hailch belebencl eni- 

pfuuden wird. So finden wir S. 1 Ü  beim ersten eigentlicheri Beweise, der 
iiri Lehrgauge auftritt ,  nicht s o f o ~ t  das bekannte Scliema: ,,Voraussetzung, 
Behauptung, Reweis", sondern der Verfasser ha t  es mit Grund für dienlich 
erachtet, die Nothwendigkeit dieser Gedankenatufen dem Sehüler kura und 
bundig zu erkliiren. Ucrris~lberi richtigen Lelirgrundsatze verdanken wir die 

Anmerkung S. 16 : ,,Die bei der Parcellirung ausgekmschten Stücke Land 
sollen bei gleich gutem Boden nur  g l e i c h ,  der genaue Grundriss eines 
Grundstückes demseiben ilur a hn 1 i ç h , dagrgen bei der f'abrikmiissigen ller- 

stellung von Maschinen die Theile gleicher Uestimniung womüglich gleicb 
und ahnlich, d. i. c o  n g r u  cil t sein." Ebenso angenehm sind uns die Bei- 
spiele zu den A e h n l i  c h  k e i  t s s  a t z e  n aufgefallen, denen eine reeht bün- 
dige Darstellung der P r o p o r  t i  o n  s s a t, z e vorausgeht. Interessant sind 
ferner S. 85 und im Anhang einige Aufgaben, welche o h n e  Ziihilfenahme 
des L i n e  a l  s gelost, werden. Ilie eine derselben, die Anffindung des Mittel- 
punktes eines gegebenen Kreises, wird, was dem R.eferenten neu war, 

N ap o 1 e on  1. zugeschrieben. Auswahl , Anordnung und Behandlung des 
Stoffes zeichnen sich im Uebrigen mehr dureh den bereits lobend erwiihn- 
ten Geist einer gesunden, nüchternen Praxis ,  als durch Originalitat aus. 

Die Parallelentheorie verschmaht die von Neueren zur Ueberbrückung 
der bekannten Schwierigkeit angewandten Mittel samml,lich, obschon S. 33 
von der Umschreitung des Polygons Gebrauch geniacht wird. Wenn der 
Verfasser aber den Satz: ,,Werden zwei Geraden von cincr drit,tcn Geraden 
so geschnitten, dass ein Paar Gegenwinkel zusanimen weniger als zwei 
Rechte betriigt, so müssen sich die Geraden auf dieser Seite schneiden" 
mit der Anmerkung begleitet: ,,Wenn aueh bisher für diesen Satz kein 
bündiger Beweis gefiinden ist u. S. W.", so erweekt, e r  durch dies ,,bishr:r" 
Hoffnungen, die er als Mathematiker sicherlich nicht theilt. Ebenso fanden 
wir den Satz S. 85: ,,Man muss hierzu den Umfang des Kreises in die 
gegebene Anzahl gleicher Theile theilen konnen. Diese noch nicht allgemein 
geloste Aufgabe u. S. w.IL Qas ,,noch nicht" ist ebenso volksverführerisch 
aie das obige ,, bisheriL. Ebenda kt der Ausdruck ,, ApothemeLL (?) recht 
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eritbehrlicli. Auch sollte in der Defiriitiori des Kreises S. 46 jedes Zuvicl 
verrnieden und S. 94 die liarinonische Theilung andcrs definirt sein. 

l m  Uebrigen sei dits handlichc Rüchlein mit eeinem schonen Papier, 
seiiieii hülisclien Pigiiren und seinein saubern Druck bestens empfohlcu. 

C oe s f e l  d , in1 Oatuber 1884. K. SCHWERIXG. 

Eehrbuch der Elementar - Geometrie. Von Dr. E. GLINZEIL, Lehrer 11. S. W .  

Zweitcr Tlieil: 8 t e r  eo nie  t r i e .  Hümbiirg, F. 8. Kestler k 4Iel!i. 

Dieser zweite Theil kt ebenso angelegt wie der erste. Wir wollen 
daller aiif iiiiser Sriiheres iieferat verweisen und niir harvnrhehen, dass di?, 
liurze Darstellung der K e g e i  â c h  n i t t s l e  h r e gewiss manchem Lehrcr der 
Stereorrietrie, welclier das Uüchleiri seiriem Unterricht zu Grunde legt ,  eirie 
willkoniinene Gabc sein wird. Uemcrkenswerthc Unrichtiglieiten sind uns 

nicht sufgefallen. 

C o e s f e l d ,  im October 1884. K. SCHWERIXC. 

Lehrbuch der Elementar  - Geometrie. Von Dr. E. GLINZER. Drittcr Theil: 
T r i  g o  n O m e t  r ie. Ilamburg , Verlag von F. H. Nestler Sr Ifelle. 

Von d e n  drei Theilen des Werkes scheint dieser letzte der bedeiite:idste 
zu sein. Die Darstellung ist lilar, der Stoff iii reicher Pülle o h e  ermüdeude 
Wcitlaufigkeit vorgetragen. Dabei  PL jedes t,rockene Theoretisiren sargfaltig 
verrnieden und eine innige Beziehung zwischen Giitzeil und Aufgaben diirch- 
weg angestrebt und erreicht. Zum Schliisse erhalten wir  eiiie reclit woiil- 
gelnngene Darstellung der Griindleliren der spharischen Trigonometrie. Deni 
l{iiche is t  eine Sarnnilung von Anfgaben heigegeben, die ziim Theil eiri nidit 
gcriagea sachliches Interease darbieten. So finden sich Aufgaben, die ge- 
1eç.entlicli der L a n d  e s  v e r m e s s u n g wirlilich vorgekorri~uen siud. 

&loge dieser Geist gesuiider Praxis sich recht weite Gebiete irn Schiil- 
leben cïobern. Cnser Buch bietet dazu cine treff'liche Iiilfe. 

C o e s f e l  d ,  iin October 1884. K. \SCHWEI:ING. 

Darstel lcnde und projective Geometrie nach tiein gogenwiirtigeu Stii.iii,e 
(lieser Wissenschitft , mit besonderer Ilücksicht auf die Iledüri'riis~i: 
lioherer lAehransta1teri und das Selbststudium. Von Dr. G i ; s ~ a v  AD. 
V. I'mcaria. II. Baiid. XVIII  und  576 S .  gr. 8O. Mit einem A t h  
von 11 Tafeln. - III. Band. VIIL und 792 S. gr. 8O. Mit eiriem 
-4tlas von 42 Tafeln. - Wien 1884, Pruok  iiiid \'erlag voii Car] 

Gcrold's Sohn. (Vergl. die Rimnsion zii I3d. 1 d. Jahrg. XXVIII S. 1119.1 
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LVir werlleri jederi Baiid fiir sich behandeln uiid ziir Gewiiiiiuiig cxiiier 
ITehxsirht, jedesinal die Capitciübcr~chriften unter Angabe des Inhalt. 111:- 

soiiders wichtiger und charakteristischer Paragrapheri corausschickrn. 

Band II: Theorie  der  Curven und Flachen. 

Erst,f:r A h s c h n i t  t :  C u r v e n l e h r e .  L Cqîitel: 1~7tc~zdalrze~ztu1rigr~~1 
sc1rnfie.n a7geOraiseher Curüerz. Eiiileitnng. Ililfsinittel der Annlysis, Priii- 
ci11 der Bnzali: und dessen Anwendungen. Singularitiiten ebener Curven. 
Princip der Uiialitst. - I I .  Capilel: All~~cmei?zc f i iycasel~nfle?~ ebcncr ulqc- 
bruischer C$rrurn. Sii,tze iiber die Anzahl der  gemeiiiscba,ft,liclien Piinlitme iiiitl 
Tangenten aweier C~irven. C'urvenbüsckiel. Erzeugung von Curven. Die 
l'lücker'scheu h'ornielii. - III. Cal~itel:  ï'lieorie dcr yolayrn alr~cbraisrl~c?z 
($rrrcn. - I V .  Cuyitcl: U c r  C o ~ . r c s p n ( l c n s s ~ ~ t ~ .  A,nwcndung dcsçe1lic.n i m i  
LEP?. Polare?zt/ieovie au f  dic Unf~r .suc l~t in ,q  der Ei.gensc11aflcn alycliraisc7~c~ Cm-- 
ccnsystcnze. Steiner'sche , Hesse'sclic und Jacobi'sche Cnrve. l'liickcr'>c:he 
1-nrnicilii. Geschlecht der algelmischen Cuiven. Eiii- und mehideiibige 
Transforniationen. - V. Cqîitel: Eigcfischaften der Ra~ tmcurvcn  und  iIii.u. 
1'~~ojrcfionev~. Definitionen. Developpable Flaclien. Singulire Elementi,. 
I'lücker-Cayley'sche Gleiçhuiigeri über die Cliaraktere der Raiirricurveu. 

Z w e i t e r  A b s c h n i t t :  A l l g e m e i n e  S h c o r i e  d e r  l i r u m m e n  F l a -  
c II e 11 u n d  F 1 a c h  e n s y s t e rn e. P ï .  Capitel: AUqcnzcine Eige'nschaflrrb u1.q~- 
bïaiscl~er E'1iiche.n. Definitionen und Erzeugungsarten. Ordnung einer Flachc. 
T~ingcritencbenen. Haiiptt:mgenten, Punkte versçhiederier Krümmung. Siii- 
guliiie Punkt,e und Curven. Diirchschnitt zweier und dieier Flacheii. Ail 
zalil der eine li,, bestimmenden Bediiigungen. - VXI . ,  VIII. zc??d I X .  Pic- 
pitcl: Lineare E'lüchcmysleme ersler, eujciler ,clad d d t c r  S tu f e  wzd  dcuw 
Kigcrt~c7mft~1.i. Erzeuguissc derselben. - X. Capitcl: %tsc ülirr die qrmpin-  
srliaftl iclmz C w w n  cwcicr trnd ii ber die genzeilzscl~aftliclien. Pu~t7;le drrirr 
1,'liichrrc. - Xi. Capifel: Erojecticiscl~c 1Srzeicy~rng aTgcbïaisc71er Fliic7?m ~ r i î t i  

ilir~r Rclirziltc~rrceqz; durch projectivische Placheri und l~aiirricui.veii11ÜscI1c~l 
uncl rrciproke Net,zr.. - -  X I I .  ~ t n d  X 7 I I .  Capitel: Tlaeori,e der Poloc-c.n algr.- 
Ii,.aisclze~ i.'liielze?z wzd rleren Ànuxndzmg  au f  (lie Jhfwickcbung projecticisc7<,~ 
Ei,~cnsclinffen v o n  El i ic l~en wnd Sys f emen  clerscllien. -- X I V .  Copitcl: P1.c- 
,,rcticisclie linrnl-e Flücl~emsysterne pie" Jltufc u ~ z ( I  synmetrisclu! P ' l i i ~ l l c n c ~ ~ i i -  
p l r w .  - XV. Cupitcl: F~i,qcn,schafteu der FJessiwna 7.tnd Reincr iana odcr 
dc?-  conj21gzrten Kerlzfluchen eincr F, . - X V X .  (la2~itcl: Beslimnzung rlvr 
C'1iccrul;tcrc 7 i ~ d  &gzflul-itiiten einiger k ' l i ichcn,  ?celcl~c sic/& azts gegebrwm 
idd~itrn, !ussen. Die E'lkhc der Haupttangenten in den Puiikten eines ebencii 
Sch~iitt~ei. Die zwei FliicIiei~ genieinschaftlich umschriebene Developpabelc. 

D r i t t e r  b b ç c h n i t t :  T h e o r i e  d e r  F l i i c h e r i  a w e i t e u .  Orac les .  

X Ffi. C'apitel: Bcfiwiliovwn U V L ~  kJur~dume~alabr(yc?ischaf~e~z. 12i~gelfl~iclieil i i i i i l  

Kichtregelfliichcn. Palarenbheoric. llauptaxen. Schnitt.c~irve zweier Fliiclien 
uiid gemeinschaft,iich iimschriebene D~veloppahle. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



70 Historisch - literarische Abtheiliing. 
-- -- -- - - -  - " ---  -, -- " - 

V i e r l e r  A b s c h n i t t :  ' C o n s t r u c t i v e  T h e o r i e  d e r  k r i i m m e n  
L i  n i e n il n i l  F 1 a c h  e n. XVI IL  Cnpite7 : G1-q1hische Bnrsfcllzing der cbcnm, 
und do- Razrmctrrvelz. -- X I X .  Capitel: Colzst~zlctive Theoric der Kegel- unri 
Cylinrlcrfl~ciien im Alylen~einetz. Darstellung dieser Fl%hen in den vcrschic- 
denen Projectionsarten. Ehene Schnitte nntl l'angent,ia,leheiieri. AliwicLc- 

lung und geodiitische Linien. - XX. Capitel: Kcgd-  ~rntl C'ylinderfliirlioi 
zwcilen Grades. - X X I I .  und X X I I I .  Capilcl: Beveloppnblr I~'lüchen, w c l c h o  
zrwi (/7rr?;elz oder F7ac7~e.n ~rmschriebelz s k d .  

Als wesentlichste Eigcnthümliclikeit der Behandlungsweiae algebraischer 
Curven im vorliegenden Werke ist wohl die Uenutzunp des Pr inc ip  von 
der Erhaltung der Anzahl und des Correilpondenzprincips als s y n t h e t i -  
s c h e Hilfsmittel anznsehen. Zugestanden, dass die Anwendung statthaft 
sei,  so hatte Jedenfalls die geometrische Existenz der imaginaren Elemente 
in der Weise nachgewicsen werden miissen, wie es v. S t a u d t  in seinen 
Reitriigen zur Geomet,rie der ljage und spster L ü r  o t h im VIII. Bande der 
Math. Ann. gethan haben. Aber von alledcm ist nichts zu bernerken. Ob- 
gleich bei der gewLhlten Behaudlungsweise ohne Frage die irnaginaren Ble- 
mcntc stets mitgezshlt wcrden, fügt der Verfasser zuweilcn (z. B. Scite 112 
Satï, 114) das Wort  ,, hochstens" hinzu, was den Lernenden verwirreu muss. 
Der Perfasser zeigt übrigens, dass ihm sehr wohl der grosse Unterschieci 
zwisclieri syrithetischern Aufbau und analytischer Eritwickelurig bewusst, js t ,  

indem r r  8 sagt: ,,Selbstverst,Bndlich (sic!) gicbt es auch Curven von ilri- 

endlich hoher Ordnungszahl. Auf dieselben sind unsere diesfallsigen Ent- 
wickelungen nicht anwendbar. (Warum? wird nicht gesagt.) Wir werden 

uns daher veranlasst sehen, diese seinerzcit in einern selbststiindigen Capitel 
einer niiheren Betrachtiing zu unteraiehen." Auf dieses Capitel hatt,e niari 
gespannt sein dürfen, aber - leider existirt es im Buche nicht. 

Gehen wir nuti zur Besprechung der eiuzeliien Ca~iitel über. 
Iri der Eiiileitung wird auf die verschiedenen Manniehfaltigkeiteii odei' 

geomctrischen Oerter hingewiesen , welche sich aus den Elementeu : Punkt, 
Gerade, Ebene aufbauen lassen, und werden jeiie erstens nach ihreii erzeu- 
genden Elernenten, zweitens nach ihrer Dimension oder Stufe eingetheilt. 
Hierhei wird dia Ciirvr irrthürnlich ($3 4 und 5) zu den Ebenenortern erster 
Stufe gerechnet. Linienorter zweiter Stuft: werden als , ,Congruen~en'~,  
Liriien6rter dritter Stufe, ,,Complexe ", aller gar nicht aufg~efüh~t ,  sie scli~i- 
nen nicht untersucht werden zu sollen. & 

Nun wird am der Hand analytischer Hetraclit,ungen das ,,F:rhaltuiigs- 
princip" entwickelt, an einfachen Beispielen erliiutert und dann zur Bestirn- 
inung der Anzahl der Schnittpunkte zweier Curven, dcr Anzahl ihrer ge- 
meinschaftlichcn Tangenten etc. bcnutzt. 

Ein falscher Schluss, der zu bedenklichen Fehlern führen würde, be- 
findet sich auf S. 10 5 11 : IIat eine Curve c,, mit einer Nbene mehr als 
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rn Punlrte gemein, so hat  sie mit dieser Ebene unendlich viele, d. 11. s l l e  
Punkte gemein etc. Die Curve Eraiicht aber nicht alle Punkte niit der 

Ebene gemein zii haben, sondcrn niir in  eine ebene Curçe und eine aiidcre 
Raiimciirve zu zerfallen, und dies tritt  in der Regel gerade hei darstellenrl 
geometrischen Untersuchungen ein. ' 

Der Fehler findet sich d a m  auch in den dualeii Bei,rachtungen. (Vergl. 
ferner 5 197.) 

Die $5 24 flgg. haben als Gegenstand die Singularitaten der ebenen 
Ordnangscurven Doppel -, Ilückkehr - und mehrfache Punkte. Die Restim- 
mung der Anzahl von Schnittpimkten der Curventangcnte, welche in die 
Singiilaritaten riîcken, k t  eine sehr oherfliicliliehe und aiich fehlerhafte. 
Erstens wirft namlich der Verfasser die beiden Artcn des Kückkehrpunktes 
zuçaInrnen und nennt dann dieaen beiden gegenüber den Selbstberührungs- 
punkt cinc Singularit5t hoheren Ranges, ~ t i h r e n d  die S c h  n a b  e 1 s p i t z c 
die hochste von den dreien ist. DRS vorn isolirten Punkte Geaagte ist uns 
in der gebotenen Form unverstiindlich. Eine gleichzeitige Dehündlung deï 
Ordnungs- iind Classencurveii ware wohl zweckmissig geweeen. Die Art 
und Wcisc, wie die recllen Berührungspiinkt~c einer Doppcltangcnr,~ sich 
Iieim Uebergang zum Wendepunkt vereinigen und danii imaginar werden, 
scheint dein Verfasser nicht klar zu sein, wenigstens berechtigen die ziir 
Erkl%rung dieses ù-ebergangs ganz ungeeigneten Figuren Taf. 1: 9, 10, 1 1  
zii dieser Vermiithnng. 

In Capitel II finden wir auf S. 3 4 . i m  Satz 27 Folgendes: , , Is t  ein 
Punkt A e h  r -  facher Punkt  einer C, und ein s-facher Punkt einer C,, , 
und besitzen beide in  A t" gemeinschaftliche Tangenten, so ist die Anzahl 
der in A vereinigten Schnittpunkte der Curven r s f t " . "  Man sielit, dass 
PS ,,rnindestens" so viele Punkte heissen muss. Tiefer wird aiif die Frape 
riicht eingegangen. Eirie atinliche Correctur bediirfen die Satze 92 und 93, 
S. 100, welche sich auf die Classenerniedrigung durch einen 1-fachen Punkt  
mit einer Reihe vereinigter Zweige bezieht. I)iese Fragen sind in Wahr- 
heit vie1 verwickelter, als es nach der vorliegenden Darstellung erscheint, 
in der die neueren Arbeiten von C a y l e y ,  S m i t h ,  H a l p h e n ,  B r i l l  etc. 
gar nicht berücksichtigt sind. Es wiirde zu wcit führen, wollten wir die 
folgendcn Capitel niit alinlicher Aiisfuhrlichkeit wie die hisherigen belian- 
tleln. Mit gewisser Vorsicht wird man auch die weiteren derartigen Anzahl- 
bestimmungen aufziineh~nen haben. (Vergl. die Betrachtung $ 199 arn An- 
fange.) Die Darstellung ini Allgcmeinen , namcntlich die Behandlung der 
verschiedenen E r ~ e u g u n ~ s a r t e n  einer Curve ist recht ansprechend. 

1i:ine willkommene Neuerung ist die Bestimmung der Classe einer C,# 
nach der Methode von U e c k  (Math. A m . ,  Bd. 14 S.  217): Die Curve C, 
wird unendlich wenig nach einer Richtung verschoben und erhalt die Lage 
C',  . Dadurch bleiben die rz unendlich fernen Punkte derselben ungeandert 
und die übrigen m ( n -  1) Schnittpunkte beider Ciirven sind ersiehtlich die 
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Berüliriingnp~iiiktc der T;irigenten in der Il>ichtung der Lcrschiebung, d.  h. 
ihre Anzahl ist die clil,~~f;. Die Ei.nieili.igiiug der Classe, welche diiïch dris 
Auftreteii von Sinpiilaritiiten hcrbeigefiihrt wird, l k s t  eirie X1inl;clie Be- 
stirnmung zu. - 

Dir. Polarcrithcorie wird in1 111. C:nmpitel nach der LJethocie S c h u r ' s  
vorgetrageii , nlimlicli diii-ch Tnductioi~ mit HiIfe des Schlusses von n aiif 
7.2 f 1 ails der fCegelscliuitt1eIii.e gewoniicu , ,,\vocliirch dicse I'lieorie inelir ari 

Ansclin~ilichkeit gewiiint, als es bei Ai iwci ld i~n~ der im  rtvl' i:ratle liarnio- 
nisr11 getheilten 1l:itiieri vectoien , deren C re in  o n  a, sich br:dirnt,, ermichbar 

ist." (Von-ede VTII.) 
l n  Capitel I V ,  S. 125, iiennt der Verfasser die 'Snii,qntcn, welche von 

eineni Piinhie an sririi: konische Polarn gezogrii vverdi~ii kiiiiileii, ,,Indim. 
triceii" (les Punktes, nru danil spiiter S. 16 sageri eu k6niiril: Die liundarnen- 
ia1i:iirvc bildet, mit, der H es  s e'eelien Curve ziis;unrueii tleii 01-t der l'unkie, 
deren Indicat,ricen sich auf einc cinzige Gera& rediiciren. 

In  Capitel V $ 139 lieisst es: , ,Unter  ,, I?niig1' cirier Raurriciirve ver- 
stelieu wir die AnzaLi1 der Sangentialebenen dei-bclbeii, welche durcli eiiie 
beliebige Gcrade gelien, odnr, wa,s daeselioe kt,  die Ananhl i l~ re r  'i'ang~ii- 
teri, welche eine heiiebigc Ger~rla  ini Raiime ichncitlen. Die Ariz/.;lil tlri 
Srlirnicgiiiig~eben(~n einer Raumcurve, welche durch eirien beliebigen Pniikt 

gelien, nennen wir ,,Classe" der Rauincurve. Kebenbri sei bcnierkt, dass 
vide Aiitoren, namnntlich die eriglischen, mit ,,Classe einer Ra~inci i rve '~ 
dasjenige bezeichnen, wa,s wir 31s Rang  definirt habeii, iind iimgekeh-t." 

Was sa.gt der Veriisser d a m ,  dars sich untcr den ,,vieleil Aiitoren" auch 
IIerr P e  s c h k a  bcfindet, ivie ans  Bd. I I  $ Ci von dessen ,, D a r ~ t .  II. project. 
(ieornetrie" xi i  erscheii ist? J.;ine a,i~gefiigt,e Note 24 wejst aiii' Notn 1 (ni 

5 6) ziirück und hier heiast es: Die Definition der ,,(;lasse'. einer Curve, 
d s  %ah1 ihrer geradliiiigeii Ei.zeiigenden, welche eiue 1c.sCe Gerade ichriei- 
den,  jst nus tlcr Definitio~l der Ordnung (der Anzali1 drr  Schi i i t tpi i l i t~ mit. 
eiiier Ebene) reciprok abgeleitet,. Airicl solche l~eliler schlieablich noch nls 

Vliicl~ti~keitsfeliler zii betraclilen:' 

Capitel VI. I n  5 166 ivird defiriirt : ,, Eiuc kriiriiriic Fl$clie iht der 
geomctrische Ort  dei. T~igcii einer Curve , welche nacli eiriem be-timniteii 
Gesetze entweder ilir-e Lage allein oder g l e i c h ~ e i t i ~  ilire k'cirni sk t ig  Ziidert." 

,,Die arri liiiilfigsleii (?) vorkoru~ie~ideu li'1Xchri1 siud f'olgrriile : A. Kriininie 
F l a c h i ,  welclie durch rint! Ciirve crzeiigt wcrdcil koniicn, doren C;cstdi8 
uiiver~nderlich bleibt ; B. Plkheri ,  welche diirèh Lageuverdiicirriirig einer 
tlcr Qrilsse iiiid Boru iiacli veriiiiderlicheu Cnïvr, enlsielicri." Welche F'lii- 
cl1t.n giek~t es denn aubser d i e ~ e n  bciden Ai-tcn noch, utid wic sol1 inan Jcn 
Aiissprucli: ,,Die llannichfaltiglieit, welche i i c i  diesei Erzeiigungçart (B) auf- 
t r i t l ,  ist so unendlicli gross, dass man keiiie besondvreii Typeri für  derartig 
e r ~ e u g t e  F l a c h c ~ ~  aiif'gebtdllt Iiat" cleiitrn:' 111 dru Pliiclit~ii iiiitcr 13 siiid 
ebcn iillr ~ l r i i k h a r ~ n  rn lha l t~n .  
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Man findet im Weitern sehr viele Satze über Schnitte von FlZcheu 

uriter einander und mit Curven, von denen manche wenig iuteressant und 
übcrdies ausserst evident sind; anf manche andere sehr wichtige Dinge geht 
der Verfasser nicht ein, z. B. ist nirgends dargethan, dass ein Eerühriings- 
punkt dreier Flacheu im hllgeineinen für vier Schnittpunkte zalilt. 

Die folgenden Capitel VII-XVI sind den allgemeinen Flaehen gewid- 
met. Der Verfasser verweist auf C r  e rn O n a's , ,'Theorie der Oberfliichen ", 
Reye's Arbeit ,,Die algebraischen Flachen, ihre Durehdringungscurven, 
Schnittpunkte und projective Erzeuguug" in Matti. Ann. Rd. Ill, und S a l  - 
ino n - F i e  d l  e r ,  ,, Analytirche Gcometrie des Raumes ". Dicse Capitel haben 
uns van allan am besten gefallen. Da die Behandlungsweise sich an die- 
jenige d_er citirten Schriften anlehnt, so haben wir nichts weiter zu be- 
irierken. 

Die Theorie der Fliichen zweitcn Grades -- der Inhalt dcs dritt,en Ab- 
schnittes - sol1 der Vorrede nach zurn Vorstudium der Theorie der all- 
gcmeineii Flachen, im vorliegenden Bande in den Grundzügen gegeben 
werden. Es wiire aber dann entschieden besser gewesen, die F, an die 
Spitae des emeit,en Absehnittes zii stellen; denn es macht einen merkwiir- 
digen Eindruck, wenn nach der Entwickelung von complieirtesten Schnitt- 
punktsiitzen so eirirache wie 448 S. 423 mit grosser Breite bewiesen wer- 
den, namentlich da S. 242 in 22G cin viel allgemeinerer als bekannt vor- 
aiisgesetzt wird. Die Umkehrilng von 448, narnlieh 449 : ,, Rerilhren sieh 
zwei Fliichen zweiten Grades in  zwei Punkten, so besitzt die Durchschnitts- 
cime vierter Orduung dieser beideu Flaeheu zwei Doppelpunkte, d. h. die- 
aclbe zcrfallt in zwei Kegelschnittc, dercn jeder durch die beiden Berüh- 
rungspunkte geht", ist zudem nicht correct, denn die Fliiehen konnen sich 
auch in einer Geraden und einer Raumcurve dritter Ordnung durehsetzen. 
In den Elerueuteri sirid auch hier Urigenauigkeiteu. Wenn einrnal gesagt 
wird, dass eine Flsche von jeder Ebene in einem Kegelschnitte, der aueh 
ilnaginsr sein kenn, getroffen wird, so darf nicht gleich darauf der andere 
Satz stehen, dass eine Nicht,regelfliiche keine einzige Gerade enthalte, denn 
irnqiiiare Gerade enthalt sie auch. Die Polareutheorie isl  5liulich wie bei 
F i e d l e r ,  nur viel breiter entwickelt. Auf S. 409 ist der sonderbare 
Schluss gemachf;: ,,Da es nur eine unendlich ferne Ebene giebt,  so besit,zt 
eine FlLche zweiten Grades nur einen einzigen Mittelpunkt." Der Verfiisset 
wende niclit e in,  dass es sich hier nur urri allgemeirie Flacheu handle, deriri 
die Argumentation hat  damit nichts zu thun und überdies wird hin und 
]vieder gesagt, dass die Siitze ,, sclhstver.standlich " für Cylintler- und Kegel- 
fliichen gelten. I n  408 wird das Hauptaxenproblem in der üblichen Weise 
gelost. Die Hauptaxen ergeben sieh als Schnitte zweief Kegel zweiter 0 ~ 1 -  
niing. Jeder derselben wird erzeugt von allen Durchmesseru, die gleich- 
zeitig senkrecht zu allen Durchmessern einer Ebene stehen und ihnen con- 
jugirt sind. Ni t  Ausnahme einer einzigen der vier gemeinschaftlicheri 

1list:lit. Alithly. d Zeitsïlir. f. 318th. u.  Pliys. XXX, 2. 6 
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Erzeugenden beider Kegel, namlich derjenigen, welche der Schriittliriie der 
baiden benutzten Diirchmcsserebenen zugcordnet is t ,  müssen jcne Erzeugenden 
Hauptaxen sein, da sie auf z w e i  Durchmessern senkrecht stehen und ihnen 
conjugirt sind. Wir  finden nun in keinem Lehrbuche bestimnit ausgespro- 
chen, selbst bei F i e d l e  r (vergl. Darst. Geometrie S. S5Sj und R e  y e (vergl. 
Geometrie d. Lage II, 45) nicht, dass die Sclinittlinien der Kegel s t e t s  
a l l e  r e e l l  sind. Immer schliesst die Deweisführung ahnlich, wie in dem 
vorliegenden Werke S .  422: ,, . . Diese Kegel müssen demriach miudesteiis 
noch e i n e  r e e l l e  E r z e u g e n d e  Sa gemein haben, kgnuen aber auch noch 
drei reelle Erzeiigende a,, ab ,  8, gemeinschaftlich besitzen." Im erstern 
F d l e  ergeben sich dnnn die beiden anderen Axen als IFauptaxen des Kegel- 
schnittes in der zu 8, conjugirten Durchmesserebene. Uiid riun sollte ge- 
sagt sein, dass die Unterscheidung der beidcn Falle überflüssig sei , da jetzt 
ersichtlich die Hauptasen als Kegelseiten den Schnittlinien der zugehorigen 
Durchmesserebene mit den drei Haiiptebenen entsprechen: Dem ganzen 
Bündel der Diirohmesserebenen entspricht ein Kegolnetz mit clrei stets reellen 
Basisstrahlen , den Hauptaxen. 

Bedauerlich ist es,  da doch einmal metrische Bezieliurigen (entgegen 
dern im Vorworte VI11 Gcsagtcn) bcsprochen werden, dass die Spccialisirung 
für Paraboloide mit keinem Worte erwahnt ist. 

Capitel XVIII-XX bewegen sich mehr auf dem Gebiete der darsB1- 
lrnden Geometrie im engern Sinne, aiif sie bezieht sich der grosste Sheil 
der Figurentafeln. Wenn manche so sehr einfache weggeblieben wiiren, eo 
h i t te  es nichts geschadet; ware jedoch andererseits ein et,was schwicrigeres 
Ucispicl, wie etwa die Untersuchung dcr Durchdringungscurve zweicr Kegcl 
zweiter Ordnung, in Bezng aiif ihre unendlich fernen Elemente vollstiindig 
constrnctiv durchgeführt worden, so hatte der Verfasser etwas geboten, was 

nicht überall zu firiden ist. 

Viele der folgenden Capitel sind wahre Muster von Weitschweifigkeit. 
Xan lese z. B. die $5 458 - 463 (acht Seiten), die wahrlich nichts enthal- 
ton, als was sich direct für Kegelflachen aus den Siitzcn von P a s c a l  und 
R r i a n c h o n  der Ebene ablesen lasst. 5 485: Zwei Seiten iiher die Aiif-  
gabe, einen Kegel so zu schneiden, dass die Projection der Sehnittcurve 
ein Kreis wird. 5 314: L)ie zweien Kreisen auf der Kugelffiche doppelt 
umschricbcnc Devcloppable sol1 bestimmt werden. Nach zwei Seiten langen 
Entwickelungen gelangt man zu dem Resultat, dass besagte Kreise cen- 
trisch collinear sind. Wenn im 1. Bande njcht angeführt ist, dass zwei 
sich in  zwei Punkten schneidende Kegelschnitte iminer centrisch collinear 
sind, so ist das schlimm. 

Die letzten Untersuchungen beaiehen sich auf die Developpable, welche 
zweien Kegelsehnitten mit gemeinschaftlicher Tangente doppelt umschriebeu 
werden kann,  - und die Flachen derselben Erzeiigungsart für zwei all- 
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gemein liegende Kegelschnitte. Die Charaktere werden mit Hilfe fi-üher 
cntwickelter Formeln bestimmt. 

Band III: Die Fliichen zweiten Grades. 

E r s t e r  A b s c h n i t t :  W i n d s c h i e f e  F l L c h e n .  -7. Capitel: Fxse?rg~mg 
uncl l~l~tnrlamentaleigenschaften winclschiefer Flüclzen im Allgemeinelû. - 
III. CCopel: Dus  windschiefe Hyperholoid. Projectivische Eigenschoften, 
verschiedene Erzeugungsarten , Mittelpunkt , Asyrnptotcnkegol etc. Rcson- 
dere Erzeugungsarten. Kreisschnitte. -- I I I .  Capitel: Das  orfhogona?e 13yper- 
boloiii. - IV,  zcnd 7. Cnpitel: Der gleichsdige Kegel und  d m  gleichseitige 
Hypboloid.  Behandlung nach Schroter's OberfiBchen zweiter Ordnung. Die 
S;it,ze über das Totraeder sind reproducirt. - VI. und  V I I .  Capitel: D u s  hlyper- 
bolisclie Paraboloid u n d  das gleichseitig-hyperbolische Paraboloid. - VIII. Ca- 
l i i f e l :  Das wir~rZsc7~icfe Rotntionshyperboloid. - 1 X .  Capitei: Darstellung des 
~oinrlschiefrn Hyprholoids  i n  versclzicdenen Projediolzsarten und  L a s m g  einigcr 
dassclbe bctreffewlen Aiifgabcn. Darstellung in orthogonaler Projection durch 
zweiHauptschnitte. Kegelschnittconstriict.ionen vermittelst windschiefer Hyper- 
boloide. - X. Cupitel: Aufgabelû und Constructio,nen, dus hyperbolische Pa- 
mboloitl betreffemL - X I .  Capitel: B i e  Sfrictionslinien der Regelflüchcn zirieiten 
Grades. 

Z r v e i t e r  A b s c h n i t t :  D i e  N i c h t r e g e l f l a c h e u  z w e i t e n  G r a d e s .  
X I I .  -- X V I .  Capitel: Die K~rgelfltikhe, das Xugelgehüsch, dus Princip der 
recilirolcen Rudien,  17as Eugclbülzdel und  dus Kugelbii~schel, Tlzeorie der Kugel- 
lie~iii~rzt~zg und dcr Aehnlicizkeitrpu~~zkte. - X V I I .  Capitel: Die Dztpin'sche 
Cyclide. 

D r i t t e r  A h s c h n i t t :  D i e  R o t a t i o n s f l B c h e n  z w e i t e n  G r a d e s .  
X7III.-XXI. Capitel : Collineare Verwandisckaft  der EZuchen mi t  der Kxgcl.  

V i e r t e r  A b s c h n i t t :  D i e  d r e i a x i g e n  F l i i c h e n  z w e i t e n  G r a d e s .  
X XII .  - X X I X .  Cupitcl: Constritd ive Behnndluny der Kugelm , Rotu~tioms- 
fltïclicn ~ r n d  nllgemeinen Fliiclzen. - X X X .  ~ r n d  XXXI. Capilcl: Dcr  gegen- 
seitiqc ScAnitt zweier Flüc7zem uml die ilznen gemeilûscl~aftlich zwnschriebene 
De~eloppnble. Schaaren von Fliichen zweiten Grades. Confocale Fliichen. - 
XXXLI .  CajAel: Die slereographische Projection, ihre VeralIgemeimerulzg für  
Fliichen zweiten Grades u n d  ilzre spccielle Anwendung als Kartenprojectiolû. 

Bci der nus vorstehender Uebersicht zii entnehmenden Qertheilung des 
Stnffes ist es von vornherein zu erwarten, daes dieselben, oder weniçstens 
eng verwandten Dinge doppelt und-mehrfach entwickelt werden, was denn 
auch in der That der Fa11 ist. Kommt nun noçh hinzu, dass die Breite 
der Darstellung, die uns schon im crsten Bande nicht angenehm berührte, 
aber damals sich mit dem Bestreben des Verfassers, für den A n f a n g  e r  

deutlich zu sein, rechtfertigen liess, eher zu - als abgenommen ha t ,  so wird 
für's Erstc erkkrlich, wie mit den ,, Flzchen zweiteu Grades'' sich die 
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ungeheure Zahl von Fast 800 Seiten ausfüllen l i es~ .  Man denke sich nur, 
dass alle Aufgaben über Schnitte der Flachen mit Ebenen und Geraden, 
über Tangentenebenen, Tangentenkegel etc. der Reihe nach an den ver- 
schiedenen Gattungen der F, durchgeführt werden, Aufgaben, bei denen 
Jeder sofort nach Losung von ein paar inatructiven Ileispielen sieht, worauf 
es ankomrnt, und die in keiner Weise weiter führen konnen! - So wichtig 
und iinerlasslich die graphische Durchfiihrung in einzelnen Fallen iat, so 

zwecklos erscheint es uns, ganze Serien tihnlichster Aufgaben in der Weise 
zu losen.. 

Wir habcn redlich nach Dingen gesucht, die zu einer besondern Hervor- 
hehnng geeignet sein mochten; unsere Ausbeute war gering. Neu und schon sind 
die Constructionen doppelt berührender Kegelschnitte mit IIilfe der Methode 
der darstellenderi Georuetrie. L m  z. B. den Kegelschnitt au firiden, der durch 
drei Punkto geht und einen andcrn doppelt berührt, betrachtc man den letztern 
als Contour einer Rotationsflache, die drei gegebenen Punkte als e i n e  I'ro- 
jection dreier Punkte dieser Flache, dann lasst sich die zweite Projection 
leicht ermitteln. Die Ebene der drei Punkte sçhneidet die Flache in einer 
Curve , deren Project,ion die Contour doppelt berührt,  womit die Aiifgabe 
gelost ist. Die Erklarung des Zusammenhangs zwischen dieser Losiing und 
der S te iner ' schenY wiire am Platze gewesen. Man sieht sehr leicht, dass 
die Kegelschnitte nur dann reell s ind,  wenn die Punkte entweder samratlich 
innerhnlb oder sammtlich ausserhalb des Kegelschnittes liegen , da in jedeln 
andern Falle die zu ermittelnden raumlichen Punkte theilweise und damit 
die schneidendeu Ebenen irnmer imaginar sind. Der Verfasser macht ohne 
Angabe des Grundes, weshalb andere Annahmcn auszuchliessen sind , stets 
solche , welche reelle Kegelschnitte liefern. 

Einen guten Maassstab für die Unvollstandigkeit des vorliegenden Werkes 
werden wir durch Anführung derjenigen Dinge fiiiden, die n i  c h  t ditrili be- 
handelt sind. Wir  nennen die folgenden: Kegelschnitt,büschel und Ketzc, 
d. h. die wichtigen Constructionen, welche sie liefern; - ebene und raum- 
liche Polarsysteme , namentlich auch als reelle Eeprasentanten imaginiirer 
Gebilde zweiter Ordnung; -- E'lachen zweiter Ordnung als Erzeugniçse reüi- 
proker Riindel; - reciproke Systeme, insbesondere das Nullsystem und der 
lineare Cornplex mit den Reziehungen zur Raumcurve dritter Ordnung, - 
lauter Dinge von fundamentaler Wichtigkeit. 

Diese Lücken machen sich denn auch zuweilen recht fühlbar, so z. B. 
sieht sich der Verfasser gelegentlich der Kugeltheorie veranlasst, den imagi- 
naren Kugelkreis einzuführen (obgleich die irnaginiiren Kreispunkte nirgendwo 
erwiihiit sind). Zu derri Endzwecke werden samrntliche Poldreiecke der un. 
encilich fernen Xbene in Rezug auf ihre Schnittcurve mit der Kugel als 
, , P o l a r ~ y s t e m ' ~  bezeichnet und es wird bewieaen, dass eine zweite Kugel 

* C r e l l e  Bd XLV S. 3 ' 2 ,  odcr S t e i n e r - S c h r o t e r ,  Synth. Geom., S. 365 
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einen unendlich fernen Kreis mit demselben Polarsystem besitzt. Endlich 
heisst es: ,,Aus der Theorie der Kegelschnitte ist aber bekannt, dass zu 
einem Polarsystem nur ein einziger Kegelschnitt gehort etc." Es  klingt 
dies einfach unglaublich, wenn man weiss, dass die Theorie der Polar- 
systeme sich irn Buühe gar  nicht findet. Nur schwer k6rinen wir uns 
sersagen , den ganzcn Inhalt des 5 183 wicderziig~bcn ; derselbc schliesst 
mit  der hier ghz l ich  unmotivirten Eintheilung +r geometrischen Satze in 
projectivische und metrische , je riachdem dieselben Beziehungen zum Kugel- 
kreise haben oder nicht. Der Verfasser kann ,,diese Eigenthümlichkeit (des 
Kugelkreiees) an dieser Stelle noch nicht beweisenL'. Man fragt sich mit 
Recht, wo und bei welcher Gelegenheit das spiiter geschehen wird, da der 
Verfarser irn vorliegenden Bande nicht wieder auf den Gegenstand zurück- 
kommt. 

Xan traut seinen Augen nicht , wenn man auf S. 748 liest: E i n e  
I t a u m c u r v e  d r i t t e n  G r a d e s  k a n n  n i e  a l s  S c h n i t t  z w e i e r  C y l i n -  
der  z w e i t e n  G r a d e s  e r h a l t e n  w e r d e n .  

Rei der Bcstimmung des gcmeinschaftlichen Polartetraeders xweier F2,  
S. 760, ist nirgenda bewiesen, dass die auftretenden Raumcurven dritter 
Ordnung sich wirklieh in vier Punkten , den Ecken des gesuchten Tetraeders 
schneiden. Die ,, früheren Er8rt,erungenCL, aus denen das folgen soll, kon- 
lien wir wenigstens nicht finden. 

In  Bezug auf die beigegebenen sehr s c h h  gezeichneten Tafeln ist  xu 
bemerken, dass trotz deren Menge kei-ne Figur vorkommt, aus welcher man 
eine Vorstellung von der Gestalt der versehiedenen Fllchen zweiter Ordnung 
gewinnen konnte. Au~sta~t t i ing vorziiglich." 

H a n n o v e r .  Dr. CARI, RODENEERG. 

Kritische Bemerknngen zur Einfiihrnng in die Anfangsgründe der  ,, Géo- 
metrie descriptive". Von FKANZ T I L ~ E K ,  Professor an der k. k. 
bohmischen technisehen Hochschule in Prag.  Erstes Heft. Mit einer 
lithographirten Tafel. XLIV u. 96 S. Wien 1883, Alfred Holder. 

In dem vorliegenden Hefte ist so ziemlieh von alleu Naturwissenschaf- 
ten die Hede, nur  nicht von dem, was man erwartet, namlich einer Ver- 
besserung der Lehrmethode der darstellenden Geometrie. Diese Wissen- 
schaft, ist nach des Verfassers Ansicht nicht identiech mit der ,,Gkometrie 
descriptive " N o  n g  e ' S .  Worin der Unterschied eigentlich bestehe , ist  nir- 
gends klar gesagt; wenigstens war es uns nicht moglich, aus den bunten 

* l m  Referat zi i  Rand 1 ist ein von S c h w a r z  herrührender Reweis des 
Pohlke'schen Y a t z e s  (vergl. Cre l le  LXIII. Bd.) irrthümlich P o h l  k e  selbat zu- 
geschriebeu, wits wir hicrdurch richtigstelleu. 
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Beihen von Cikaten und Deductionen heterogenster Natur den Kern heraus- 
zusch8len. Hoffentlich sagt der Vcrfasser in den folgcnden Heftcn irgendwo 
kurz und bündig, wie seiner Ansicht nach die qu. Doctrin gelehrt werden 
muss und \vas er mi t  dern vorliegenden Diiche hezwecken will. 

Bibliographie 
vom 16.' December 1884 bis 15. Februar 1885. 

Periodiache Schriften. 

Sitzungsberichte der koi~igl. preuss. Akademie der Wissenschaften. Jahrg. 
1883,  Nr. 1-3. Berlin, Dümrnler. corripl. 12 >fk. 

Abhandlungen der konigl. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gottingen. 31. Bd. 
v. J. 1884. Cottingen, Dieterich. 48 Nk. 

Annalen der Münchener Sternwarte. 10. Supplementhd. München, Franz. 3 Yk. 
Journal fur reine und angewandte Mathematik (begr. v. C I ~ E L I . ~ ) ,  heraus- 
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IIistorisch - literarische Ab theilung. 

Die von Diophant überlieferten Methoden der Berech- 
nung irrationaler Quadratwurzeln. 

Von 

W. SCHOENEORN 
in Erotoschin. 

FIierzu Taf. TT Fig. 3. 

Die Verfasser der in den lctzten Jahren über qiiadratische Irrationali- 
titen der Alten und deren Entwickelungsmethoden erschienenen Abhand- 
lungen sind sammtlich der Ansicht, dass in den uns erhaltenen Verken  
zwar einzelnc Ntiherungs~crthe irrationaler Quadrat~wurzeln erwahnt werden, 
daas aber in keinem derselben, wenn von dein aiif den sechzigtheiligen Cal- 
ciil gcgrüudeten Verfahreu abgesehen wird, Nethoden zu ihrer Berechnung 
mitgetlieilt sind. Auch der unterzeichnete Verfasser war derselben Ansicht, 
wie sich ails seiner in Bd. XXVIII dieser Xeitschrift cnthltltenen Mittheilung 
über diesen Gegenstand ergiebt. Erst  nach dem Erscheinen derselben begann 
er einzelue Schriften der griechischeu Mathernatiker genauer zu durchlesen 
und stiess d:tbei auf Stellen, ans denen sich bestimmte Methoden der Be- 
rechniing der Qiiadi.atwiirzeln ergeben, so dass die vorher erwiihnte Ansicht 
doch nicht als recht begründet erscheint. Die Stellen finden sieh in  der 
SchrifL des D i O p h  a n t  o s  ~ ~ L s ~ ~ T L x ~ ' .  - 

D i o  p h a n t  bchandclt in derselben V, 12 eine Aufgabe, bei der es 
darauf ankommt, 13 in zwei Quadrate zu theilen, deren jedes grosber als 

6 ist. E r  nimmt die Hilfte von 13, also 6+, und sueht einen Bruch, der 
au G i -  addirt die Sunime zu eiuern Quadrate macht, multiplicirt 6; mit 4 
und siicht cinen quadratisehen Bruch, der zu 26 addirt ein Quadrat giebt; 

1st 2G+ & ein Quadrat.  so ist es auch 26z2+ 1, die Grosse wird gleich 
xz 

gesctzt (5s + 1)" er erhiilt z - 10. Nitliiu ist 26 + = 2 1 ~ 0 0 ~  das gesuchte 

Quadrat, somit ist aiich 64 ein Qiiadrat, dessen Seite .j+ ist. Dass 
liierdurch ++, 4 b als Niiherungswerthe von /'z, ,dq gefunden sind, ist 
wohl nicht zu bestreiten. Allerdings sagt D i o p  h a n  t nicht , d i t s  /q h' 46 
sei, aber die von ihrn beharidelte Aufgabe verlangt dau auch nicht. 

~ i a t . - l i t .  ~ l i t h ~ g .  d. Zeitachr. f n r ~ t h .  n. Phys.  XXX, 3. 7 
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E s  dürfte zu beachteu sein, dass D i o p  h a n  t bei 66 den Bruch durch 
Multiplication mit 4 heseitigt, dass er /% berechnet und das Resultat 
durch 2 dividirt, um fq  zu erhalten. 

Wendet man das angegebene Verfahren a n ,  um (2 F~ zu bestim- 
2 8  

men,  setzt also (A2 +_ B) x2 + 1 = ( A x  + 1)2, so ergiebt sich x = - - B ' mit- 
B 

hin erhiilt man VA" B B A - 3 d. h .  eine Formel, nach der sich ein 
2A  

Theil der tiherlieferten Wurzelmerthe sehr gu t  herleiten liisst. - Dass die 
Methode nur anwendbar ist , wenn x>  1 wird, ist  wohl kaum nothig zu 
erw!ihncn. Die nach ihr berechneten Wurzelmertho sind stets grosser alu 
der wahre Werth;  die nun folgende Methode giebt zwei oder mehr Werthe, 
zwischen denen der wirkliche Werth liegt. 

D i  o p h a n t  behandelt V, 14 die Aufgabe: die Eins so in  drei Theile 
zu theilen, dass, wenn man zu jedem 3 addirt,  die drei Summen Quadrate 
werden. E r  bemerkt, man habe somit 10 in drei Quadrate zu theilen, 
deren jedes > 3 sei; die Aufgabe sei also zu Iosen nach z$ zrjç n q c ~ & ~ r o ~  

Gywyrj.  Wau uuter dieser Führung, Anweisuug zu verstelien wi, zeigt die 
weitcre Rcehnung. 

Da der dritte Theil von 10 = 39 i s t ,  so ist x so zu bestimmen, dass 
1 1 .  

34 + 1 oder indem man 34 mit 9 multiplicirt , dass 30 + - ein Quadrat. 
5% 

sei. Aus 30x2 + 1 = (5 x + 1)"ird x = 2, also 30 + ) = (y)' und 33 + & 
= (1')' gefunden. Jetzt zerlegt D i o p  h a n  t 10 in die Summe dreier Qua- 

6 
drate; da, er weiss, dass (g)" ($)z= 1 ist,  so ergiebt sich 10= 32+ ($)" 
+(+)a ;  es blcibt übrig, dio Seitc jedcs dieser Quadrate naho gleich zu 
maühen ( n d p l ~ o v  n c r e c r ~ n ~ u d ~ c r ~ )  mit y. Um einen Theil der Brücho fort- 
zuschaffen, werden 3: +, $, ?- mit 30 multiplicirt, man erhilt  $0, 24, 
18,  55; jede Seite ist nun nahe gleieh zu machen mit 53; die Seiten sind 
3-352 ,  %+31x,  + + 3 7 x ,  (:35=90-55, 31  =55-24,  37=55-18), 
addirt man die Quadrate der Seiten? so ist die Summe = 10 zu setzen; aus 
(3 - 352)' + ( j  + 31 x ) ~  + ( 2  + 37  x ) ~  = 10 ergiebt sich x = &&. Dieser 
Werth ist in jcde Seite einzusetzen. Hier bricht D i o p  h a n t  ab. Führt 
man seine Vorschrift aus, so erhiilt man L-L, 12- ' z s a  als die Zahlen, 

7 1 1  7 1 1  ' 711 
die nahe gleich " sind. Da die Surnme der Quadrate derselben = 10 ist, 

(i 
die Zahlen selbst eiuander nahe glcich sind, so ist jede eili Naheruugswerth 
von ,dgl *- EU gross, die beiden andercn zu klein; das haben die Alten 
~0171 auch erkannt nnd das Mittel, einen der Wurzel noch niiher kommen- 
den Werth zu finden, lag zu nahe, als dass sie es nicht sollten benutzt 
haben. D i o p  h a n t  freilich, der alle drei Werthe brau h t ,  hat keine Ver- 
anlassung zu erwahncn, dass sich ein solcher Werth ergeben würde, wenn 
man die Summe der drei Zahlen dnrch 3 dividirt. (Es ist .!&y = 1,82539.. . 
der genauare MTerth von Jq içt = 1,8237. . . .) 
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Die von Diophant tiberlieferten Methoden etc. 83 _ - --- --̂  - - 0 -  - 
Dieselbe Methode hat  D i  o p  h a n  t , ohne sie benennen, auch V, 12 an- 

gmendet. Xachdem er  ++ als Naherungswerth von Jq gefiinden, muss 
er, urn die gestellte Aufgabe zu losen, noch 13 in zwei Quadrate theilen, 
deren Seiten so nahe als moglich (dg Eyyrorcr) mit gh übereinstimmen. Da 
13 = 3'+ 2 V s t ,  so bildet er die Seiten 1 1 x + 2 ,  3 - 9 % ;  (es ist 3, 2 ,  $& 
mit 20 miiltiplicirt, aus 60, 40, 51 erhalt man 11 = 51 - 40, 9 = 60 - 51); 
aus (1 1 x + 2)" (3 - 9 x ) ~  = 13 findet er x = rifr, mithin wird 11 x + 2 
- - 2 5 7  3 - 9 x  = + f i  f ;  es sind also %+{ und +$+ die Zahlen, welche 
ganz nahe kornmen ; auch ist die nifferenz ihrer Quadrate < 1, wie es D i  o - 
pliant im Anfange seiner Auseinandersetzung verlangt hat. Dass jede von 
ihnen ein Naherungswerth von /g is t ,  dass ihr arithmetisches Mittel einen 
noch genaueren Naherungswerth giebt , erwahnt D i  o p  h a n  t allerdings nicht; 
er braiicht eben beide Wert,he iind hat  von den Quadratan derselben 6 ab- 
zuziehen, uin die der Aufgabe entsprechenden Zahlen zu erhalten. (Das 
arithmetische Nittel 8-88 i s t  = 2,549304.  . . , J6& = 2,549509 . . . .) 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich eine zwcite Met,hode für Berech- 
nung von /a. Zunachst hat man nach der ersten einen Naherungswerth 

172 
zu siiehen; derselbe sci = -. Kann man 2 a  in die Summe zweier Qna- 

T1 

drate = b" c2 zerlegen, so ist aus dcr Gleichung [ b  + (m - b .fi). xI2 
f [c + (m - c .  m) . zI2 = 2 a der Werth von x zu bestimmen ; setzt man den- 
selben in b + (m - b . n) . x , c + (na - c n) . x ein , nimmt von der Summe der 
beiden so erhaltenen Zahlen die Hslfte, so erhalt man einen nenen, genaueren 
Bi11erungswerf;h von /a. - 1st 3 a = b" cc" + d2, so ist [b  + (rn - b . f i ) .  x]" 
f [~+(m-c.n).z]~+[d+(m-d.m).x]~=3a dieGleichung, aus welcherder 
Werth von x bestimmt wird; der dritte Theil der Summe der drei gefundenen 
Zitlilen ist der Naherungswerth der Wurzel. - Die Methode llisst sich auch 
anwenden , wenn 4a, wie das in V, 17 der Fa11 ist , gleich der Somme von vier 
Quadraten ist. Angenommen ist hierbei, dass a ,  b, C, d ganze Zahlen sind; 
was zu thun is t ,  werin Brüche vorkommen, xeigt dau Beispiel in  V, 14. 

Das angegebene Verfahren verlangt eine Vorschrift, aus der zu ersehen, 
weim man 2 a  in eine Sumrne zweier, wenn 3a  in eine Summe dreier Qua- 
drate zerlegen ktinne, wenn nicht. Auch diese Vorschrift la.& sich wenig- 
stem zum Theil aus D i  o p  h a n  t herstellen. Herr C a n  t O r bemerkt in der 
Geschiçhte der Mathematik, Bd. 1 S. 441, dass aus der zu V, 12 gestellten 
Bedingung der Satz folgc: Keine Zahl von der F o r m  4 .n + 3 lasst sich als 
Siirnnie zweier Quadrate darstellen. - In  V, 14 sol1 3 m +  1 in  die Summe 
dreier Quadrate zerlegt werden. D i o p h a n t  bemerkt, es dürfe m weder 2 
sein (d. h. a h :  7 lasst sich niüht in drei Qiiadrate zerlegen), p 7 j ~ ~  Z L V U  ZOV 

6%; 8ve8oç d x z k x ~ ç  mxgolv,toipfvov. Hat R a c h e t  mit der Behauptung 
Recht, D i  o p  h a n t  meine damit,  es diirfe m.nicht 2 + 8 n  sein, so ergiebt 
s ich,  dass sich in der Vorschrift wohl der Satz fand: 1st eine Zahl von der 
Forni 4.m + 3,  so kann sie nicht als Summe zweier Qnadrate dugestellt  - 3 
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werden, ebenso wenig als Summe dreier Quadrate, wonn sie die Form 
8 m + 7  hat. 

Es entsteht iiun die Frage: Sind die von D i o p  h a n t  augewendeten 
Methoden von ihm gefunden, oder sind eu althergebrachte, die er scincn 
Vorgangern entlehnt hat?  Der Gebrauch der Worte ? d Q 1 6 0 S ,  raprci6zrjs, 

die zuerst bei D i  o p  h a n t  vorzukommen scheinen, beweist nicht, dass er sie 
zuerst angewendet habe, sie konnen sehr wohl in den uns verlorenen Schrif- 
ten der griechischen Mathematiker gebraucht sein; aber e r  scheint doch der 
Einzige zu sein, der die Aufgabe der nag160'tllç: eine Zahl a in eine Summe 
von zwei , drei , vier Quadraten zu zerlegen , deren DiEerenzen Grossen wer- 
den, die kleiner als eins, und deren Seiten einer andern Zahl, namlich 
einem Ngherungswerthe von (a, nahe gleich sind, behandelt hat. - Da- 
gegen macht das Verfahren , das D i o p  h a n  t anwendet , um die Aufgabe zu 

losen, durchaus nicht den Eindruck, als sei er der Urhebsr und Erfiuder 
desselben. Es tzitt das Bestreben hervor, die Rechnung mit Brüchen, wo 
es nur angeht, zu vermeiden. Statt  direct fq ,  i q  zzu berechnen, wird 
i%, i m  gesucht und werden die Resultate durch 2 ,  3  dividirt; statt 
die Gleichung (3 - ix)" (($ + -Q h x j2  + (+ + 44 x)' = 10 zu bilden, aus der 
sich x = $ + f  ergiebt, wahrend 3 - i x ,  + + $ i x ,  ++37ix wieder zu XI 

7 1 1  
-- ' z 8 8  l Z g 5  werden, sind die Briiche 4, %+, i$i auf die oben angegebene 

7 1 1  ' ?11 
Weise i n  ganze Zahlen umgewandelt wordeu; und diese Scheu vor Brüchen sol1 
D i o p h a n t  gehabt haben, der doch sonst vor keinem Bruche zurückschreckt. 
Das ist unwahrscheinlich. Die Schwierigkeit iat gehoben, wenn man annimmt, 
D i o p  h a n  t habe erkannt, dass die alten Methoden der Rerechnung irratio- 
naler Quadratwurzeln benutzt werden konnten eur L6sung der von ilim ge- 
stellten Aufgabe der dass e ï  demnach die Methoden im Ganzen 
beibehielt und nur den Schluss der zweiten als für seinen Zweck unbrmch- 
bar wegliess. Insofern mag er das Verfahren erweitert haben, als er niçht 
mehr die Bedingung, die für die alte Zeit selbstverst!indlicli ist ,  festhielt, 
es müssten b, c, d ganze Zahlen sein, wenn 3 a = b Z +  c" dd" gesetzt nurde. 

Zunfichst sol1 gezeigt werden, dass sich die Wurzelwerthe der Alteri, 
liesonders des A r  c h  i m  e d e s  und H e  r O n ,  nach diesen Methoden finden lasseri. 
- Ans 3 ~ ~ + 1 = ( 2 ~ ~ - 1 ) ~  folgt x = 4 ,  mithin J d w  1; aus 3 . x e + l =  
(Iz - 1 j 5 r h i i l t  man z = 56,  also 6 N @. [Wie eich hierbei der Bruch 2 
in a - x  - 1 vermeiden Iasst,, lehrt ja  D i o p h a n  t. Man nimmt 48x2+ 1 = (72 

- 1)2, erhalt x  = 14, demnach ist (48 - i - J48 
r> = T i ,  folglich -- 

4 - 
- J$ N Kg.] Aus 2x2+ 1 = (4% - 1 )2  folgt x  = 12, rnithin JS xi iz. - 

Geht man aus von 3- < J3 und setzt 3 x 2  + 1 = (82 + 1)2, so ergiebt 
sich x  = 15, also JY - $ 2 ,  aus 3 x2 + 1 = (+ t  x - 1 ) V o l g t  z = 780 und 

J3 N +%y. Reacht,et man ,  dass 9 = 2 2  + 22 + 1 i s t ,  bildet aus 2, 2 ,  1 
und 4% die Gleichung (2 - 4 xi2  + (2  - 4 ~ ) ~  + ( 1  + 11 x ) ~  = 9, so erhglt man 

, . 
z=?.firp es wird 2 - 4 ~ = : 2 4 ,  1 + 1 1 ~ = + ~ ~ ,  nimmt man von j$$,  
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?$+, + p #  das arithmetische Mittel, so erhalt man / ~ W B + $ .  Beide von 

A r c h i m e d e  s für J3 angenebene Grenzwerthe sind somit gefnnden , beide - - - 

hergeleitet aus J3 w 9 % .  Dass &+ > J3 ist , folgt aus der Art der Her- 

leitnng. Die Grossen +%$, +++ genügen auch der Gleichung 
2. (263 + 3)" 2Ma 

153" 

= 9, mithin ist 
26s2+4.263+6 --- (263 + 2)2 2632+4. 263+4 

- 3 ;  da nun -- - - - - 
153" 1 532 153 

ist, so ergiebt sich alsbald #$ < (3- - Die anderen von A r  c h i m e d e  s 
angegebenen Wurzeln werden tibergangen, sie sind im Ganzen doch zu un- 

genau, als dass sich an ihnen der Gebrauch einer bestimmteu Methode nach- 
weisen liesse. 

Was die Wurzeln des H e r o n  hetrifft, so ist  die Herleitung von 
JG-8-&, /1125-~33&, J 1 0 8 1 < ~ 3 2 ~ ~ ,  p'%-'7&, J75-~8+;, 
J 1 0 8 ~  10% nach der ersten Methode einfach. Aber auch die folgenden 
Wuneln ergeben sich nach derselben. - (58 + + ++Tg = am. Aiii 
935s2+ 1 = (312-1j2 folgt x = a & ,  mithin JEGw31 - = 30++; 

J V 5  CW 73-f w 7%. - J3400 = 10. /Ti. AM 34 x2 + 1 = ( 6 ~  - 1)2 foigt 
z = 6 ,  inithin JG .u 53 und J ~ N  584. .- J43 + + + 4 = 3 /EJ. 
Bus 175xe + 1 = (13 2 + 1)"olgt x = L3 , mithin p'C3 cw 13?3 und /m 

3- -- 
~ \ i 6 9 + & .  - J4:3+++#++ = ~ / l a 7 ' 3 .  Bus 1579x2+ 1 = (402- 1)= 
el-halt man x =- zi, folglich (1579 N 39%: und Q m 9  co 63 + $& 
cv 6; +$y7 = 64 + A. - i 8 8 6  -& = 4/14175. Bus 14175 x" 1 
= (llDx+ 1 ) 2  erhalt man x =  17, also J ~ S W  119& und J8b6 -& 
~ 2 9 $ + & .  - J?h6+&=+ (12818. Bus 12818z2+1 =(!  1 4 ~ - l ) ~  -- 
folgt x= -, mithin iüt JI8818 ml  13&, f35ti+,kru 1 8 % ~  186% 

8 II 
= 18%. - Aus / 5 ( )  <u 7& erhilt  man (5000 n~ 707 ru 708 = 70%. 

Bei den übrigen Wurzeln kann H e r  o n  die zweite Methode angewen- 
det  haben. 

- J 4 4 4 + + + + = Y .  JiO. AUS 10x2+1= ( 3 ~ +  LjVolgt 2 ~ 6 ,  
f l l ~  Lw Lz. Es  ist  20 = 4" 229; mithin erhilt  man die Gleichung (4 - 5 x)' 
+(2+7x)2=20; es wird z = & ,  4-5x=3&,  2 + 7 ~ = 3 2 ~ ,  al50 
JN r\, 3& und JmT+ ru 213+ N 21yi. 

J54=3.  J6. Bus 6 ~ 2 + 1 = ( 2 ~ + 1 ) V o l g t  x = 2 ,  / 6 m $  Da . 
18 - 42 + 1 + 1 ist , so erhiilt man die Gleichung (4 - S X ) ~  + 2. (1 + 3 x)" 
= l a ,  rnithin x = i ;  es wird 4 - 3 x = j ,  1+3x=; ,  also JGw- 

9 ' 
J54w7f. 

i 1 3 5 = 3 .  JE Aus 15x2+1 = ( 4 ~ - I ) V o l g t  2 = 8 ?  JEcu37. 
Da 45 = 5" 42 + 25ist, so erhiilt man die Gleichung (5 - 9 x)' + (4 - x)" 
+ ( 2 + 1 5 ~ ) ~ = 4 5 ,  rnithin x=$R, es wird 5 - 9 z = m ,  4 - X =  

3 0 7 
-- 1 3 ' 0 1 0 ,  - 2 + 1 5 ~ = 1 1 8 0 ,  alSO i ~ t  JZruLLU, J135ru3-1=1119 

3 0 7  Y U 7  3 0 7  3nqN 
= l l  Demnach is t  J 8 + + + + + ~ c - + J 1 3 5 ~ 1 1 ~ ~ : 4 = 2 ~  
+-ka-)2++gq= q + s .  
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-- - A - - , - * -  - - A- -" 

- 
p '6300=10,Ja .  - E s  ist / 6 3 ~ 8 - & = ~ .  1 6  Da 189=11" 

+ 8' + Z2 ist, BO erhalt man die Gleichung (11 - 4 9 ~ ) ~  + (8 - x)'+ (2 + 9 5 ~ ) ~  
=189, a190 x = ~ + & ,  11-49x=+$if+,  8-x=993+, 2+95x= 
= #g$$, folglich fa CU f ;-42$, f b m  ni v#2$ = 79,\24& w 79+,7@6 

-- 

1 79# = 79+ + a. - Mithin wird v l 5 i 5  = 1 i631i0 ru 39B + di. - 
-- 

J2460 + +$ = ;i J39375 = $ i l 5 7 5  N 494 + :U,. - i 6 1 5  + +a = $ 
x J24tiO + 44 ru 24% + &$. 

J E 6 = 3 . J Z .  Bus 2 4 ~ ~ + 1 = ( 5 x - 1 ) ~  folgt x = 1 0 ,  /23n,+i. 
E s  ist 72 = 8"22+22, man e r h d t  also dic Gleichung (8-31 x ) ~ +  2 .  (2+ 2 9 ~ ) ~  
=72 ,  mithin wird x=&!yx, 8 - 3 1 ~ = 1 ! ,  2 + 2 9 ~ = - = 2  ~ S O  
- - 2 6 4 3  2 6 4 3  ' 

J24-- und J 2 1 C j c L i 3 8 8 4 4  - 141942 ZFg'J 14&# = 1443. 
2 6 4  3 2 6 4 3  

i E 6 = 2 . J S 9 .  Aus 8 9 s 2 + 1 = ( 9 x + 1 ) 2  folgt x = j ,  J8ymu< 
Es ist 178 = 132 + 3', mithin e r h d t  man die Gleichung (1 3  - 32. x)" 
+(3+58.~)"178; aus ihr folgt x = ~ $ ~ & ,  13- 32.x=%, 3+53.1: 
= 0 9 0 9 ,  ,;thin J g j w u  J3562.ZOiA=1$328544 ~ , 1 8 ~ ~ < g r 1 8 7  

1 0 9 1  1 0 9 7  1 0 9 7  - H' 

i 72C)=6 . i20 .  Aus 2 0 . ~ ~ + 1 = ( 4 ~ + 1 ) ~  folgt x = 2 ,  J 2 O w 2 .  
Da 40 = 6 9 Z 2  is t ,  so erhslt man die Gleiühung (6 - 3x)'+ (2+ 5xj" 
= 40; hieraus ergiebt sich x = &, 6 - 3 x = 4++, 2 f 5% = 4&, p'a 

4&,mithin J7T0 rn 26++ ru 26+$ = 262. - 
iY08 = 4.  J13. Bus 13x2 + 1 = (4x- foigt x = -8, J13 rv 3;. 

E s  ist 26 = 5 9  1, somit ergicbt sich die Gleichung (5  -11 .x)" (1 + 21 .x)" 
=26. Aus ihr erh5lt man 2=1&&, j - l l . x = E ,  l+21.x=l-990 

5 6 2  5 6 2  7 

folglich ru 2 0 2 6 ,  JW8 rx P 1 0 1  - 14zR6 RI 1 4 m  = 14&. 
5 6 2 5 0 2 -  3K2 

Die Wurzelwerthe des H e r o n  wiiren somit gefunden; dass sie H e r o n  
gersde in  der vnrn Verfasser angegebenen ~ T c i s c  berechnet habe, wird niclit 
behauptet. Unter Beibehaltung der Methode lassen sie sich auch auf andere 
Art  finden. Um z. B. J816 zu erhalten, konnte man aiisgehen von 

- 

816x2 + 1 = (14% + 1)2 und erhielt x  = i, J216 = + ; da 643 = 162 
+ 142 + l4"ist1 so ergab sich die Gleichung (16 - 9 .  k ) ~  + 2.  (14 + 5 . 2 ) ~  
~ 6 4 8 ,  folglich z=+jT,  1 6 - 9 . ~ = ~ : ~ ? ,  14+5.2=1S71 und J216 

1 3 1- 
1 9 2 4  - 14 9 0  
1 3 1  

T 3 T  ru  142522 = 143$ - Wird bei J135 = 3. J l j  von JE 
IX und 60 = 7" 32 + 1 + 1 ausgegangen, so eutsteht die Glcichung 
( 7 - 2 5 . ~ ) ~ + ( 3 + 7 . ~ ) ~ + 2 ( 1 + 2 3 . ~ ) ~ = 6 0 ,  mithinwird x=&&, 7-25.x 
- 1 6 5 1  -- ,3+7.5-1617, 1+23,~ , iG7>,  /Er~_1677, ( m m ~  

4 3 3  ' 4  3 3 4 9 3 -  4 :1 3 4 3 3  

= 1 l T F R  43'5 "1 1 1 g t  = 11:;. - Wird bei (208 = 4.Jn  ausgegangen von 

1 3  x' + 1 = (3% + 1)2, so erhalt man x  = i ~ ,  alao /a iu y ; da 52 = 7' 
+ 1 + 1  + 1 ist , so ergiebt sich die Gleichung (7 - 10. 2)2 + 3 (1 + 8. x)" 552; 
mithin wird x=+$, 7-10.x= LU l + s . x  =i 

7 3  ' 7 3  ' fi%+, 
n, oi = 149% CG 1435 = 14i22-. 

7 3 
Dass sich die uns überlieferten Quadratwurzcln dcr Alten durch die 

aus D i  o p  h a n t entnommenen Methoden berechnen lassen, ist somit wohl 
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erwiesen; die Methoden zeigen aber auch den Weg,  auf welchem die von 
Rerrn G ü n t h e r i n  der Abhandlung : Die quadratischen Irrationalitaten der 

Alten, S. 51 erwBhnte Cubikwurzcl n, gefunden sein dürfte. Es 

ist i / ~ = @ .  Naehte P h e i d o n  - er soll ja die Wurzel ùereehnet 
haben - den Veraiich, Vrn diirch ein Verfahren zu finden, das der crsten 
Nethode der Berechnung der Quadratwi~rzeln entspricht, so hatte er 300.c3 
+ 1 = ( 6 x +  1)3 zu setzen, und erhielt zur Bestimrnung von x die Gleich- 

ung 1 4 x 2 - 1 8 x = 3 ;  somit wird x =  
R +  Jm 

14 
I es liegt also zwischen +# 

und fa; wurde der letztere Grenlrwerth als der einfachere in der weiteren 
3 - 

Rechnung bcnutzt , so crgab sich 300 n, (6 + 3)3, mithin J ~ O O  w y und 
jlg (u 9. 

Treten wir der Frage nzher: wie sind die Alten zu diesen Methoden 
gekommen? so ist die Sache in Retreff der ersten Xethode einfach. - Aus 
der Gleichung a x 2  + 1 = ( a .  x + 1)2, in der a gegeben, ry eigentlich beliebig 

ist, ergiebt sich die Gleichung a + 
1 

Gleichung ein MTerth von z gefunden, welcher > 1 is t ,  so ist or - oin 
x 

iim so geiiauerer Niiherungswerth von Ji, je grosser z war. - Die zweito 
Yethode weist auf Entstehung aus geometrischen Betrachtuiigen hin und 
bestatigt Herrn C a  n t O r ' s  Ansicht (Geschichte der Mathematik Bd. 1 S. 412), 
dass die Alten bei dergleichen Untersuchungen rechtwinklige Dreiecke zu 
Hilfe genornrnen haben. Sollte fq gefunden werden, so ging inan von 
einem bei A rechtwinkligen Dreiecke A B  C aus,  in  welchem AB = 3, 
AC= 2 war;  die Hypotenuso B C  ist also = fs. Construirte man über 
BC das Quadrat BCDF, zog in demselben die sich in  G schneidenden 
Diagonalen B D l  CF,  ao ist 5' G = CC = JG. Auf B D schneide man 
B V z B A ,  auf C F  aber CO= CA ab (Fig. 3). War mch  der ersten 
Methode (69 ru &+ gefunden, so lisst sich allerdings der 60. Theil von d B  
nicht genau 51mal  auf B G  abtragen, denn AB und BG sind incornmen- 
siirabel, aber es wird ein Mass x geben, das annkhernd 60mal  in Ah' 
und 51 mal in B G enthalten ist , so dass annahernd GV= 9 .  x ,  GO - 11. x 
wird; dann ist B G = . ? - g . x ,  C G = B + l l . x .  DieSumme derQuadrate 
dieser Grossen inusu = 13 sein, mithin ist durch die Gleichung (3 - 9 . ~ ) ~  
+(2+11 .x)~ = 13 die Miloglichkeit gegeben, das Mass x ,  also auch B G  
und C G  zu bestimmen, und da B G = CG sein soll, so erhalt man ,  wenn 
man die Summe beider Grossen durch 2 dividirt, einen gemeinsamen Werth 
für B G  und CG, also auch für Jq. W a r  die Methode für Zahlen a ,  bei 
denen 2 a  gleieh der Summe zweier Quadrate ist, erprobt,  so war der Fort- 
schritt zu Fallen, in denen 3 a  (4a) gleich der Summe von 3 (4) Quadraten 
iat, niüht mehr sçhwer. 
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Sehen wir zu, worauf es bei der zweiten Methode eigentlich ankommt: 
so handelt es sich doch darum, eine Zahl, die gleich der Summe zweier 
(dreier) Quadrate is t ,  nochmals in  eine solche Sumnie zu zerlegen, niIr - 

sollen die Seiten der neuen Quadrete einander nahe gleich sein. - 
D i o p h a n t  behandelt 11, 10 die Aufgabe, 13 = 3 " 2 V n  zwei andere 
Quadrate zu zerlegen. E r  schlagt folgenden Weg ein. Es sei 2 p  = a 2  

+ b2 (u > 6 )  die xu zerlegende Zahl; man bestimme durch m .x - a, 
b + x xwei Zallen , die der Gleichung (mx  - a)a + (b + x ) ~  = 2 p  ge- 

2 (a .m-  b )  aim2-1)-2.b.w 
niigen; aus ihr orhalt man x=----- 1 und sind 

m" 1 m" 1 
b(m"1)+2.a.m 

und die gesuchten Zahlen. Tm Allgemeinen ist m be- 
m2+1  

liebig; hat  man es aber so gewahlt, dass die Seiten der neuen Quadrate 
einander nahe gleich werden, so sind dieselben Naherungswerthe von Ji; 
aus ihnen lasst sich dann,  wie bei der zweiten Methode, ein geuaiierer 
Wurzelwerth finden. - Dasselbe Verfahren lasst sich einschlagen, wenn 
3 . p  gleich der Summe dreier Quadrate ist. - Daruit ware eine dritte Me- 
thode nachgewiesen, die vielleicht von den Alten zur Berechnung der Qua- 
dratwurzeln benutzt worden ist. Sie hat vor der zweiten den Vorziig, dass 
man bei ihr ni& nothig h a t ,  auch nach der ersten Methode einen Niihe- 
rungswerth der Wurzel zu suchen. - Wendet man diese Methode ari ziir 

Berechnung von fa,  80 ist a = 9 ,  b = 1 zu setzen. Für m = 3 ergiebt 
sich fa rw y ,  die Wurzel liegt zwischen iiiid 3?; wiirde jetzt a =  J", 

5- 
b = XI, m = 64 gesetat, so ergiibe sich i 4 l  rv -lm, da die Wurzel 

5 2 0 1 8 5  

zwischen t , 3  ' ' und liegt; der gefiindene Werth wiire sehr geiiaii, 
2 0 4 3 5  2 0 4 8 5  

ee ist ,;;41:: = 6,4031242372 . . ., der genauere Werth der Wurzel ist 

= 6,4031 242374 . . . - Um J29 zu erhalten, ist  a = 7, b = 3 zu setzeii, 
für m= 5 erhalt man n.~ r\,$,  die Wurzel liegt zwischen und f3. 
- Bei j/q ist a = 5, b = 2 zu nehmen, für nz = 5 erhalt man /Tb $2; 
die Wurzel liegt zwischen 43 und $4. - Hat  H e  r o n ,  urn J C 6  = 2.4s 
zu firiden, die dritte Metliode benutzt und bildete e r  die G1eieha1.g 267 = 

11-z='-, 5+mx=+$, demuach /@hi =O$+ und Jm RJ l18j3 
1 1  

iu 18;. - Wird dieselbe Methode bei (135 = 3 .  /% in Anweiidung ge- 
bracht , so erhilt  man (5 - m .x)2 + ( 4  - 2 ) 2  + (2 + m. x)" 443, mithiu wird 

=:#$, 2+71.2=qE, mithin ) / i 5 r v $ ' ; $  und l,43Find124.1=11fi6 
1 0 7  1-07 

lu 11* = ria;. 
D i  o p  h a n  t zeigt II, 8. 9 ,  wie man ein Quadrat in eine Surnme zweier 

Quadrate zerlegen konne; e r  stellt die Gleichung a" x2 + jm .x - aj%aiif 
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2 . a . w  a fm2 - 1) 
und erhalt x = mq , m z - a = L .  , die Xerlegung beruht also 

m 2 + 1  
2 . m  m a - 1  

duraiif , dass (-) + (& ) = 1 ist. Boi D i o p  h a n  t ist a = 4, 
m'+ 1 m + 1  

rn = 2 und er erhült 15' und 1- als Seiten der Quadrate, deren Snmme 
5 

= 16 sei; aber es ergiebt sich daraus auch J8 rv ; O ,  p's rv 4. - Wird 
a = 2, m = + ' genommen , so c r M t  mari (4 #)% + (4  = 4 ,  also auch 
JS N $9. 

Kerr G ü n t  h e r  bemerkt in der oberierwahnten Abhandlung S. 66, 
88 -90, dasa d e  L a g n y ,  T a n n e r y ,  Z e u  t h e n  die Ansicht vertheidigen, 
es hiitten die Alten, um J3 zu finden, 1,osiingen der Gleichungen y" 3 .z2 
- 2 ,  y? = 3 .  x2 + 1 ou IIilfe genorninen. Dieser Ansicht gegenüber macht 
der Verfuser c arauf aufmerksam, dass die drei blethoden, die zur Uerech- 
nung von führen, nuch in viclen Fiillen br~uchbare  Werthe liefern für 
die Losnng der Glcichungen 21% p ..z" 1 und ?/"=pz - 2.  

Gleich die erste Methode giebt of't ein Paar ï.usammeiigehiiriger Wur- 
zeln der Gleichung y2 = IJ .za + 1. - Wird p .  x2 + 1 = ( a .  z l ) e  gesetzt 
und z wird eine grtruc Zahl, p - ue geht also ohne Rest aiif in 2 0 ,  so ist 
eiiie Losung gefunden. hus  dem Vorhergehender ergeben sich die Reispiele: 
5 1 L 2 G . 1 0 2 + 1 ,  11"=110.22$1, 7"=3..1"+1, 2G"3.1,52+1., '572 
= 3 . 5 f j a + 1 ,  13512= 3 .760 '+  1, 35" =34.36"1, 20242= 14175 .172  
$1, 1 9 2 = 1 0 . 6 2 + 1 ,  312= 13.8"1, 4 ' J 2 = 2 4 . 1 0 2 + 1 .  

1s t  2 p  gleich der Summe zweier Quadrate, so erhiilt man durch die 

P P + m  ~weite wie dritte Methode zwei Werthe, etwa - und - -Y  owischen 
<Y OL 

pz+ ,o+m'ie 
denen ,di liegt; zngleich genügen dieselben der Gleichung -- 

U 2  

= 2 p .  1st m einc gcrade Zahl, setzt man also 2 m  an die Stelle von m, 
/P+ 2/3m + 2rn2 

so geht die Gleichung über in -- --  - -- - p ,  d. h. man erhiilt 
u" 

(0 f T T ~ ) ~  = p .  u2 -m2, 1'ür m = 1 also (/3 + 112 = p .  ai2 - 1. 1st 7n ungerade, 
2B 2 ( b + m )  

so konnen - 3 ---- als die Grenzen betrachtet werden, zwisctien 
20( 2~ 

denen liegt ; man erhzlt also (2 P + m)2 = p .  (2 ry)2 - m2, und für m == 1 
somit (2  p+ 1)2 = p . (2 ci)2 - 1. Als Beispiole ergeben sich. 5 l o Z  = u. 20z2 

2 
-1, 1 1 7 ~ 1 0 . 3 7 2 - 1 ,  76"20.17"4 oder 3 8 2 = 5 . 1 7 2 - 1 ,  3Se= 
41.5'-1, 1 3 1 1 6 1 3 2 - 4 1 . 2 0 1 8 ~ - 1 ,  7 0 ~ 2 9 . 1 3 ~ - 1 ,  9 9 2 = 2 3 . 2 6 2 - 1 ,  

2 
412=2.2J2 -1.  

1st i/i dadurüh gefunden, dass man 3 p  in die Summe dreier Quadrate 

1 -, - rerlegte, deren Seiten 
' 

- n  sein rnogen, so rnusss die Gleiüh- 
a a 

3f12+2Bim-n)+m2+n2  
ung - -- 

U r  
- 3 p  erftillt sein. 1st nun m- n = 3 .h, 
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&+ +1û2 = 3. k ,  so erhalt man ( f i  + h)" p .  u2 + (h2 - k).  - Sind m - n, 

J(B+m) 38 B(B-n) die m++.n2 keine Vielfachen von 3,  so sind - 
3 7 '  G' 3a 

Seiten der drei Quadrate zu betrachten, und ergiebt sich die Gleichuug 
[3p + ( m - m ) ] '  = p .  (3  - 2(m2+ mn+ m2). - Sind zwei der Seiten ein- 

B ' 3 m  aoder gleich , es seien dieselben - I 8 t, so erhiilt man (8 k 
a u 

=p .u2-  2 m P ;  sind '-7 89 die Seiten, so ergiebt i c h  (38 + ml2 
OL cf OL 

= p .  ( 3  0)" 2. mZ. -. Demnach ist 26Y = 3.153" 2, 2 P  = 6.9" 2, 
1 18g2 = 15.307"- 2.7, 64742 = 6.26432 - 2 .32 oder 2158" 6.881" 2, 
311"89.332-2.102. 

Ob den Alten bekannt gewesen, dam sich aus den Wcrthen y =  j3, 

x = a  der Gleichung y 2 = p x a + b  die Werthe y=2f12+b, 2:=2rr./I in 
der Gleichung y2 = p .  z2 + b" desgleicheu aus y = P , x = u der Gleichuug 
y" p .  2 + 2 b die Werthe y = /3" T b ,  x = a .  /3 der Glcichung y"= p.  z" 

+ be ergeben, mag dahingestellt bleiben. 
K r o t o s c h i n ,  im Mars 1883. 
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Recensionen. 

Erwiderung. 

Irn 6. Hefte des 29. Bandes hat Herr P. Z e c h  ein Referat über meinc 
Schrift ,,Der Ereislauf im Kosmas" gegeben. Gegen das Ende fühlt er 
sich veranlasst zu bemerken, die Abhandlung sei ,,eine Streitschrift der 
katho!ischen Theolagie gegen die Naturwissensehaft". Diesen Satz muss ich 
als eine offenbare Unwahrheit bezeichnen, und man wird mir wohl erlaiihen, 
dies kurz zu begründen. 

Die betreffende hbhandlung ist weiter nichts, als eirie Abwehr gegen 
die moderne Naturphilosophie; es wird S. 15 ausdrücklich hcrvorgehoben : 
,,>fan erinnere sich wohl, dass wir es nicht mit der eigentlichen Katur- 
wissenschaft, sondern mit dem naturwissenschaftlich ausstaffirten Materialis- 
mus zu thun haben." Dem Herrn Refereriten würde es auch wohl schwer 
fallen, eine Stelle zu bezeichnen, wo ich mich mit der Naturwissenschaft 
irn Widerspruch befande. 

Uann sol1 der Kampf von Seiten der katholischeu Theologie gefülirt 
werden. Sonderbar, da die Schrift vol1 und ganz auf physikalischem Boden 
steht und von Theologie, geschweige denn katholischer, ' gar keine Rede ist. 
hllerdings wird auf S. 11 der philosophische Standpunkt des christlichen 
d e r  theistischen Teleologen kurz skizzirt; aber T e l e  01 o g i  e ist doch nicht 
T h e o l o g i e !  

B l  y e n b  e c  k (Holland), den 10. Febriiar 1885. J. EPPIPIG, S. J. 

Vorlesungen über  das  Ikosaeder und die Auf losung der  Gleichnngen vom 
fünften Grade. Von FELIX KLEIN. Leipzig 1884. 260 S. au. 

Dieses Werk , dem evcntuell , wic Verfasser in  Aussicht stcllt , weitcre 
Werke über die elliptischen Modulfunctionen und die allgemeine Theorie der 
eindeutigen Functionen mit linearen Transformationen in sieh folgen sollen, 
kann uur mit Freude begrüsst werden. Führt  es doch den Leser in einen 
Kreis hochinteressanter Disciplinen ein, die sich besonders im Laufe des 
letzten Jahrzehnts machtig entwickelt haben, ohne dem grosseren Theile des 
mathematischen Publikums vorlaufig mehr als dem Namen nnch bekannt 
gcworden zu sein. Eine Fülle von Material, welches in  einzelnen Journal- 
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artikeln zerstreut war, ist einheitlich zusammengefasst und gleichmassig 
durchgearbeitet; die zahlreichen Citate, auf welche Verf. grosse Sorgfalt 
verwendet hs t ,  geben dabei genauen Aufschluss über den Ursprung und die 
Entwickelung jeder einzelnen Untersuchung, wodurch zugleich die in dem 
Buche enthaltenen Fortschritte als solche zu Sage treten. Die Art der 
Darstellung , welcher das Princip xu Grunde liegt , zungchst am gegebenen 
speciellen Problem zu operiren und von da nach und nach zu allgemeine- 
ren Gesichtspunkten aufzusteigen , macht die Lecture verh%ltnissm%ssig so 
leicht und mühelos, dass es sehr zu bedauern wgre, wenn dieser oder jener 
Leser sich diirch einige Schwierigkeiten, die gerade anf den ersten Blattern 
gefunden werden konnen, nach IIerstellung geeigneter Jlodelle aber von 
selbst versçhwinden, von der Lecture des Buches abschrecken liesse. Frei- 
lich darf der Anfangor andererseits die Remerkung der Vorrcde, dass spe- 
cielle Kenntnisse nicht vorausgesetzt werden, nicht allzu sanguinisch auf- 
nehmen; denn wenn auch der Verf. jedesmal die Elemente der verschiede- 
nen von ihm in die Darstellung eingeflochtenen Disciplinen kiirz auseiiiander- 
setzt resp. aiif geeignete Lehrbiicher verweist, so ist  doch die Operation 
mit den Begriffen eines Gedankenkreises, in  welchem man sich eben erst 
orientirt hat und daher noch nicht zwanglos bewegen kaun, unter alleu 
Umstanden schwierig, zumal wenn - wio es hier der Fa11 ist - kurz 
nacheinander ganz verschiedenartige Gedankenkreise auftauchen und in Be- 
ziehung zu einander gesetzt werden. Immerhin sind wir der Meinung, dass 
besonders das Studium des e r v t e n  Abschnittes, in welchem die Theorie 
des Ikosaeders im engeren Sinne entwickelt wird, auch Demjenigen , welcher 
sich in die Gebiete der Functionentheorie, Algebra und Invariantentheorie 
erst einarbeiten muss, zur Freude gereichen wird, da er alu Belohniing 
sciner Müho einc Erweiterung des Gesichtskrcises gcwinnt, wio sie ihm 
nicht viele mathematische Werke der Neuzeit bereiten dürften. Der z wei t e 
Abschnitt, welcher der Theorie der Gleichungen fünften Grades gewidmet 
is t ,  bewegt sich zwar au€  einern weniger atiwechselungsreichen Gebiete, ist 
aber darum in seiner Art nicht minder interessant und wichtig; ist doch 
die Aiifl6sung der Gleichung fünften Grades ein historisches Problem, wel- 
ches die Mathematiker seit Jahrhunderten wieder und wieder beschsftigt bat 
und mit A b e l ' s  Bewcis der Unrn6glichkeit einer Losung durch Wurxel- 
grossen nicht etwa erledigt, sondern vielmehr erst für die richtige Frage- 
stellung vorbereitet wurde. 

Wir  geben eine Uebersicht tiber den Gesammtinlialt des Buchee. 
Der erste Abschnitt zcrfiillt in  fünf Capitcl. Gegenstand des Cap. I 

ist das Studium der reguliren Korper, des Tetraeders, Würfels, Oktaeders, 
Dodekaeders und Ikosaeders , oder genauer der Projectionen jener Korper 
(d. h. ihrer Ecken iiud Kanten) auf die Oberflache einer durch die Ecken 
gelegten Kugel aus dem Mittelpunkte derselben, also der regnlaren Kiigel- 
petze. An die genannten Korper schliesst sich noch das Dieder, welches 
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ails dem regularen N-1Tck hervorgeht und dem auf der Kugelflache ein aus 
Zn Dreiecken bestehendes Netz entspricht. F ü r  das volle Verstandniss des 
Folgenden sind Modelle der definirten Netze unentbehrlich; doch reichen 
zwei Kugcln nus, auf dcrcn eine man Tctracdcr, Okt,aadcr und mTürfel, au€ 
die andere Ikosaeder und Dodekaeder projicirt. Verf. studirt nun diejenigen 
Drehungen der Kugelfiche, durch welche eines jener Netze zur Deckung 
mit sich selbst gelangt. Die Gesammtheit dieser Drehungen bildet eine 
,, Gruppe " im Sinne G a l  O i s ', namlich eine geschlossene Mannigfaltigkeit 
von Operationen. E s  folgen gruppentheoretische Vorbegriffe in  abstrakter 
Definition, die Uegriffe der innerhalb einer Gruppe gleichberechtigten Ope- 
rationen, der Untergruppe , der gleichbcrechtigtcn und der ausgezcichnctcn 
Cntergruppen, der Einfachheit einer Gruppe, sowie des (holoedrischen oder 
meriedrischen) Isomorphismus zweier Gruppen. Diese abstrakten Definitionen 
werden dann durch die Anwcndung auf die reguliiren Korpcr versnsohau- 
licht. Es zeigt sich, dass die Griippen des Oktaeders und Würfels, sowie 
des Dodekaeders und Ikosaeders identisch sind. Die definirten Begriffe ge- 
winnen fast s h m t l i c h  sehr einfache geometrische Bedeutungen. So besteht 
eine Untergruppe irnmer in der Gesammtheit derjenigen Drehungen, welche 
irgend ein in  dem betrachteten K6rper enthaltenes geometrisches Gebilde, 
etwa eine Diagonale, in sich überführen. Dem Oktaeder lassen sich zwei 
Tetraeder zuordnen, deren Ecken mit den Projectionen der Seitenaittel- 
punkt,e des Oktacdcrs aaf dic Kugelflachc zusammenfallen; bei nllcn 24 Okta- 
ederdrehungen wird jedes jener beiden Tetraeder entweder in sich oder in 
das andere übergeführt; dia Gesammtheit derjenigen (zwolf) Drehungen, 
welche jedes der Tetraeder in sich selbst überführen, bildet dann eine , ,aus 
gezeichnete" Untergruppe. Allgemcin : Nennen wir zu einem geometrischen 
Gebilde A alle diejenigen ,Igleichberechtigt", in welche A durch die Dreh- 
ungen des betrachteten Polyeders überhaupt übergehen kann (A', A", . . .), 
so bilden alle diejenigen Drehungen, bei denen jedes der sainmtlichen 
glcichbercchtigten Gcbiide A ,  A', A", . . . mit sich sclbst zur Dcckung 
kommt , eine ,, ausgezeichnete " Untergruppe. - Bei der Zusammensetzung 
solcher geometrischer IIilfsgebilde, durch welche überhaupt Untergruppen 
(und speciell ausgezeichnete Untergruppen) deiinirt werden , spielen die Eck- 
punkte, die Seit,enrnit,telpunkte und die Kantenmit,tclpunlct;e des Polyeders 
die wesentlichste Rolle. - Unter den Eesultaten des Cap. 1 sind besonders 
die folgenden, auf das Ikosaeder bezüglichen hervorzuheben. Die im Gan- 
zen aus 60 Drehungen bestehende Ikosaedergruppe ist ,.einFachu (d. h. ent- 
halt kcine ausgezeichnete Untergruppc) und holoedrisch isomorph mit der 
Gruppe der 60 geraden Vertauschimgen von fünf Dingen. Von Untergrup- 
pen kommen spiiter bei der Theorie der  Gleichungen funften Grades in 
Betracht: sechs gleichberechtigte Untergruppen von je zehn Drehungen 
(Diedcrdrchungen , d. h. solche, bei denen jedesmal eine Verbindungslinie 
zweier gegenüberliegenden Ecken in sich übergcht), und fünf gleichbcrech- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



94 Historisch - literarische Abtheilung. 
--- -- --a - / - "- - 

tigte Untergruppen von je zwolf Drehungen (Totraederdrehungen, d. h. solche, 
bei denen ein zum Ikosaeder in Beziehung stehendes Tetraeder mit sich 
selbst zur Dcckung kommt). Alle 60 Ikosaederdrehungen k6nnen durch 
Wiederholiing und Combination dreier (S, T, U ) ,  unter denen sich sogar 
nur zwei von einander unabhangige ( S  und T )  befinden, erzeugt werden. 
- Durch Projection der lkosaederkanten auf die Kugelfliiehe entetehen 20 
gleichseitige sphiirische Dreiecke, deren jedes durch seine drei Holien in 
sechs Theile zu theilen is t ,  so dass die Kugelflache im Cranzen von 120 
rechtwinkligen Dreiecken bedeckt wird. Dieselben zerfallen in zwei Scliaa- 
ren von je 60 unter einandcr congruenten, wghrend jc zwci verschicdenen 
Schaaren angehorige nur symmetrisch sind. Aus einem beliebigen Punkte 
P der Kiigelfliiche entstehen durch die 60 Drehungen im Allgemeinen 60 
verschiedene Punkte, derer jeder in einem aridern von den 6 0  congruenten 
Drcieclien einer Schaar licgt. Dio Gcsammthcit von 60 solchcn Punkten wird 
kurz ein ,, Punktçystem " genannt. Tn besonderen F d l e n ,  namlich wenn P 
mit einer Ecke der genannteii Dreiecke zusammerifillt, enthiilt ein Punkt- 
system nur resp. 12, 20 oder 31) Punkte. 

Der Grundgedanke des Cap. II ist der, dass dieselbe Rige l ,  auf welche 
die Polyeder projicirt sind, gleichzeitig als Triiger einer complexen TTaria- 
beln z im Sinne B i e r n  a n n ' s  betrrtchtet wird. Die Ueaiehung zwischen der 
Kugelflache und dcr mit der Acquatorialcbenc znsammpnfallend gcdachtcn 
complexen Ebene von z wird dabei durch stereographische Projection sus 

einem der beiden Kugelpole, der zugleicb ein Eckpunkt des betreffenden 
Polycders soin soll, hergeetellt. Es  entspricht dann jeder Drehuog der 
Kugel iim den Mittelpiinkt eine lineare Snbstitiition, indein jeder Punkt z 
übergeht in - 

, ( d + i ç ) z - - ( b - i u )  z = 
( b + i n ) z +  ( d - i c i  

z 
Setzt man z = ' 9 so ist eine solche Substitution iiquivalent mit 

$2 

a ' , - (d+ic )z , - (b - ia )z , ,  z r 2 = ( b + i a ) z , + ( d - i c ) z , .  

(Wir heben gleich hier hervor, da,ss die Einführung der homogenen Vcr- 
anderlichen z, und z2 für die Polge von fundamentaler Bedeutuiig ist.) 

Verlangt man noch, dass die Determiriante der Substitution 1 sei, so 
sind für jede Drchang die zugehorigen Constaiitcn n ,  hl c, d bis auf das Vor- 
zeichen beetimmt. Der Ikosaedergruppe entsprechen daher 120 Substitutio- 
nen in z,, z,, von denen immer zwei dieselbe Substitution in z liefern. Es 
wird bewiesen, dass eine Gruppe von niir 6 0  binaren Substitutionen in z , ,  
z,, welche mit den 6 0  Subst,itut,ioncn in z &quivalent maren, nieht existiren 
kann. Bei Berechnung der 120 Werthe von a ,  b ,  c, d wird der Umstand 
benutzt, dass nach Cap. 1 alle Substitutionan sich aus dreien ( S ,  T, U )  z u -  

sammensetzen lassen. - Ein ,, Punkt~ys tem " ist definirt durch eine algebra- 
iscbe Gleichung 60. Grades F(z )  = 0, die 1x3 den 60 Ikosaedersubstitutionen 
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ungeiindert bleibt und auch durch eine homogene Gleichung P ( z l i  8,) = O  
crsetzt werden kann. Diejenigen speciellen Punctionen Z ( z )  resp. F(z, , z,), 
diireh welche die in Cap. 1 erwahnten Systeme von nur  12, 20 und 30 
Punkten definirt werden, sind Potenzen gewisser Functionen der Grade 12, 
20 und 3 0 ,  welche selbst durch die 60 (resp, 720) Ikosaedersubstitutionen 
bis auf einen Factor ungeandert bleiben. Diese speciellen Functionen k6n- 
nen direct berechnet werden; doch lassen sich aus einer derselben, etwa 
der Function zwdften Grades f (2, , 2,) , welche den Ikosaederecken entspricht, 
die übrigen mit den Hilfsmitteln der Invariantentheorie ableiten, wodurch 
zugleich der Anschluss an diese Disciplin erreicht ist. Jede Covariante der 
liiniren Form f ( z , ,  2,) wird niimlich offenbar ihrer Definition nach bei den- 
jenigen liriearen Substitutionen, welche f (zl , s2) unverandert lassen, d. h, 
also bei den Ikosaedersubstitutionen, ebenfalls unverandert bleiben (abgesehen 
von einem Factor). Nun sind die Hesse 'sche Porm von f (II) und die 
E'unctionaldelerminante von H und f (T) solche Covarianten, die erste vom 
Grado 20, die letztere vom Grado 30; dicselben müssen also, gleieh Null 
gesetzt, eben jene vorhergenannten 20 Seitenmittelpunkte und 30 Kantenmit- 
telpunkte liefern , da anschauungsm~ssig keine anderen ,, Punktsysteme " von 
nur 20 resp. 30 Punkten existiren. - Zwischen den drei Formen f, T, H 
besteht eine identieche Relation Te = - H3+ 1728 f5 .  - Die Formen 60. Gra- 
des: f " ,  T2 und II3 multipliciren sich nun, wie der Versuch zeigt, bei den 
Ikosaedersubstitutionen immer alle drei mit demselben Factor (der hier sogar 
gleich 1, bei den analogen Forrnen der anderen regulgren Korpcr jedoeh im 
Allgemeinen von 1 verschieden ist) ; daher wird jede Form A, f j  + A, H3 + A3 T Z  
für beliebige Werthe der Constanten Al, As, A, auch nur um einen Factor 
gcandert werden und demnach, gleich Null gesetzt, ein Punktsystem liefern. 
Dieses Punktsystem ist zugleich das allgemeine, da jene Form, auch wenn 
der Werth von T2 in HY und f 5  aus der angegebenen Identitiit entnommen 

A ,  wird, immer noch einen wesentlichen (complexen) Parameter - enthalt. 
Ae 

In anderer Weise ergiebt sich die Gleichung des allgemeinen Punktsystems 
offenbar aucb dadurch, dass man den Quotienten von irgend zwei homo- 
genen linearen Functionen der Ausdrüçke f j ,  H3, T2 einem (im Allgemeinen 
complexen) Parameter Z glcichsetet. Jener Quotient ist  dann zugleich eine 

Z 
rationale Function von ' oder 8 ,  so dass cine Glcichnng 60. Grades für z 

52 

entsteht, deren Wurzeln zu jedem Werthe von Z direct das zugchorige 
Punktsystem liefern. Urn die an sich willkürlichen Constanten, welche als 
Coefficienten von f 5 ,  H3, T2 in dem genannten Quotienten auftreten, für  
die weitere Behandlung des Problems zu fixiren, wird die Porderung ge- 
stellt, dass den drci Gruppen der 12, 20 und 30 singukren Punkte resp. 
die Werthe cri, O und 1 des Parameters Z entsprechen sollen. Die nuii- 

nielir vollstiindig bestimmte Gleichung 60. Grades in z ,  deren rechte 
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Seite Z is t ,  sol1 ilri FolgenGen kuiz als lkosaedergleichung bezeichnet 
werden. 

Cap. III. Durch die Ikosaedergleichuiig ist z als Function der com- 
plexen Veranderlieben Z definirt; das Studiiiiii dieser Fiinct.ion ihrein ana- 
lytischen Charakter nach und die Darstellung derselben durch Potenzreiheil 
ist  Aufgabe dieses Capitels. lh r  zur Seite steht eine zweite Bufgal~e, das 
,, zugchorige Formcnproblem ", welches sich mit der analytischen Abhangig- 
keit der beiden Grossen z, und z2 von den aus f, II, 7' zusammengesetzten 
absoluten Invariaiiten E; , F2, ET, (die beim lkosaedcr direct gleich f ,  I I ,  7' 
angenommen werden konnenj beschaftigt. Die zweite Aiifgabe reducirt sich 
lejcht auf die ers te ,  wir heschranken uns deshall, daraiif, kurz die 13rha,ilti- 
lung der ersten anzudeuten. - Zuniichst wird eine Uebersicht über die ver- 
schiedenen Zweige der Function urid den Zusammenliang derselben gegeben, 
und zwar nicht dadui-ch, dass in  der 2 - E b c n c  cinc mchrbkttcrigc Flachc 
zur Ausbreitiing von z construiit, sondern dadurch, dass dir Z-Ebeiie diirch 
die Function z coiiform auf die Kugelfl~che abgebildet, wird. Jede der beiden 
Halbebenen von Z, welche durch die reelle Gerade von einander getrennt 
sind, wird debci M m a l  abgebildet, nümlich der Reillo nech :tuf 60 con- 
gruente der in Cap. 1 construirten 1.20 spharischen Dreiecke, deren Ecken 
immer resp. don Purikteri %=ou. O, 1 eritsprecl-ien. Die 60 Zweige der 
Function z hiingeu also an diesen Eckcn ziisamrncn, und zwar s o l  dass von 
denjenigen , die zuglcich Ikosaederecken sind (2 = ac) , je 5, von denjenigen, 
welche den Seitenmittelpuukten des lkosaeders entsprechen (2 = O ) ,  je 3, 
von den je~i i~er i  endliüli, in welche11 die 1kos;iederkanten halbirt werden 
( Z =  l ) ,  jc 2 Zwcige ausgt hen. Darans ergicht, sich unmittelbar die Dar- 
stellbarkeit von z in der Umgebiing jener singiilareii Gtellen durch Reiben, 

1 '15 
welche resp. nach Potenzen von (z) , Zv .  iind Z -  1 fortschreiten, 

und es gelingt alilch ohne Scliwiciigkeit, die ersten Coefficienten d ie~r r  
Reihen durch Einsetzen in die Ikosaedergleichung zu berechnen. - Zur wei- 
teren Charakterisirung der Functioneu z, z ,  , n2 werden riuu Differential- 
gleichungen ailfgcatcllt, auf Grund deren schliesslich der Anschluss an liingst- 
bekannte Punctionen, n%nilicli dic R i e  m a n  n 'schen P-Functionen, crre,iclit 
wird. Zunachst ergiebt sich, dass eiii gewisser Differentialausdruck dritter 
Ordiiung iii a ,  wolcher hei allen linearen Trarisf'ormationeri uiigeLudert 
bleibt und dahcr liberhaupt in der Thvoric dcr Functionen mit lincarcn 
Sransformationen in sich eine wichtige Rolle spielt, eine einrleutige, folg- 
lich rationalc Function von Z i s t ,  welche sicli leiclit bestimmeri lasçt. Vit 
der so entstandenen UifYcrentialgleichi~ng dritter Ordnuilg für  z s t ~ l i t  eine 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, die noch eiiic willkürliche 
Function enthalt, in dem Zusaiiim~nhange, dacs der Quotient zweier belie- 
Liçen Losungen der lctztereii zugleich das a l lg t~ ie ine  Integral der erstereii 
ist. Bei passender Bestimmuiig dcr erwiilinten willkiiiliclien Funct,ioii wcrdeii 
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unsere Func t ion~n  z, und z,, deren Quotient z der Differentialgleichung 
dritter Ordnung genügt, selbst geradezu Losungen jener ~ifferenkdgleich-  
ung zweiter Ordnung. Letztere stellt siüh danu als ein specieller Fall einer 
allgemeinen Differentialgleichung zweiter Ordnung dar, durch welche R i o -  
man n's P -Fiinctionen definirt sind; womit das letzte Ziel dieses Capitels 
erreicht kt. 

Das Cap. IV beschgftigt sich mit der Untersuehung des a l g  e b r a i s  c h e n  
Charakters der Ikosaeclergleichung nnd der Aufstelliing ihrer einfachsten 
Resolveriten. Jeder in der Ikosaedergruppe enthaltenen Untergruppe ent.- 
sprechen gewisse rationale Fuuctionen von z ,  welche bei den zu jener Unter- 
griippe gehorigcn lincaren Transformationcn unverandert bloiben. Dieselbcn 
stehen zu demjenigen geometrischen Gebilde, welches (nach Cap. 1) bei den 
Drehungen der lsetreffenden Untergruppe in sich übergeht, in einer ana- 
logen Reziehung, wie die linke Seite der Ikosaedergleichung zum Ikoeaeder. 
1st z .  B. jenes Gebilde ein Tetraeder, so erhalt man nach Cap. 1 eine zu- 
gehorige Untergruppe von zw6lf Drehnngeu, und dementsprechend dreifach 
uriendlich vie1 ratioriale Functionen zwblften Grades von s, welche sich 
linear durch jede cinzclnc derselbcn ausdrückcn lassen. Jedc dicscr Func- 
tionen nimmt im Ganzen, d. h. bei sammtlichen 60 Ikosaederdrehungeu, 
fünf verschiedene PCrerttie an (weil die Untergruppe von zwolf Drehnngen 
eine von fünf gleichberechtigten kt) und genügt daher einer Gleichung 
fiinftm Oradcs, dercn Cocfficientcn rat,ional von Z abh8rigen - Untersucht 
imn statt  der Gleichungen die zugehorigen Formenprobleme, so findet man 
jeder Untergruppe entsprechend gewisse Formen, die gleich allen ratioual 
und ganz aus ihnen zusammengesetzten die Eigenscliaft besitzen, bei siimmt- 
lichen Substitntionen der Untergriippe ünverandert zu bleihen. Dieselhen 
stehen eu dern geometrischen Gebilde, welches die Untergruppe definirt, in 
analoger Beziehung, wie die früher mit f, H,  T bezeichneten absoluten 
Invarianten zum Ikosaeder. Speciell fur die bereits betrachtete Gntergruppe 
von zwolf Si~hstitut~ionen geniigt jede solche Form wiederum einer Gleichung 
fiinften Grades, deren Coefficienten rational aus f, H l  T zusammengesetzt 
sind. Von den eo gewonnenen Qleicbungen gelangt man alsdann (durch 
eine Operation, ?uf die hier nicht weiter eingegangen werden soll) sehr 
schnell wiederum zu rationalen Resolventen fünften Grades der Ikosaeder- 
gleichung selbst. Cnter  denselben heben wir eine besonders hervor, die 
sogenannte ,, Hauptresolvente ", welche spater im zweiten Abschnitte des 
Buches eine grosse Rolle spielt. Charakteristisch für  dieselbe ist das Fehlen 
der vierten und dritten Potenz der Cnbekannten; übrigens enthalt sie noch 
zwei millkürliche Parameter m und n ,  und ihre Wurzeln haben die Form 
r i .  v + .n . u .  v, wo n. und v gewisse rationale Functionen von B sind , welche 
Lei den Ikosaedersubst,it~itionen gleichzeitig fUnf verschiedent: Werthe an- 
nehmeii. - Die zweite der in Cap. 1 hervorgehobenen Untergruppen, nam- 

licli die aus zehn Diehungen bestehende Diedergruppe, welche eine von 
Hiut.-lit. Abtùlg. d. Zeitschr. i. Math. m. Phye. KXX, 3. 8 
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sechs gleichberechtigten k t ,  liefert in derselben Weise eine rationale Resol- 
vente sechsten Grades der Ikosaedergleichung. - Es wird schliesslich darauf 
hingewiesen, dass die Aiiflijsung der nur von einem Parameter Z abhiingi- 
gen Ikosaedergleichung betrachtet werden kann als eine Veraligemeineriing 
der elementaren Aufgabe, dis nt" Wurzel aus einer Grosse Z auszuzieheu. 
Die Glcichungen ersten bis vierten Grades lassen sich auf die Aufgabe der 
Wurzelziehung reduciren; es fragt sich, ob durch Adjunction der Ikosaeder- 
irrationalitat, d. h. dadurch, dass man die Berechnung der Wurzeln der 
Ikosaedergleichung aus dem gegebenen Werthe von Z als eiue durchfiilir- 
bare Operation betrachtet, auch die Auflosung dcr Gleichungen hbheren 
Grades moglich wird. F ü r  die Gleichung fünften Grades ist dieae Frage 
durch Aufstelluiig der Resolventen desselben Grades besonders nahe geruckt. 
Die Beantwortung der Frage,  welche bejahend aiisflillt, sowie die Herleitung 
und ausfiihrliche Discussion aller Verbindungcn zwischcn der allgemcinen 
Gleichung fünften Grades und der Theorie des Ikosaeders bildet spiiter den 
Inhalt des zweiten Abachnittes. 

I n  Cap. V werden einige allgemeine Theoreme, welche aus den Untcr- 
snchungen der vorhergehenden Capitel folgen, sowie gewisse neue Gesiclits- 
punkte angegeben, aus denen wesentliche Erweiterungen dei' behandelten 
Aufgaben sichtbar werden. Zuriiehst wird als charakteristische Eigenschaft 
der bisher discutirtcn Problcmc dicjciige ancrkannt, dasd immer aus einer 
Losung alle anderen durch a priori bekannte lineare Substitutiouen hervor- 
gehen. Daraus ergiebt sich sogleich die Frage, ob nicht noch andere end- 
liche Gruppen lineare Substitutionen einer Verlinderlichen a (oder zweier 
homogener Veranderlichen a, und 2,) und entsprechende Gleichungen (oder 
Gleichungssysteme) existiren. Es zeigt sich, dass diesev nicht der Fa11 ist, 
dass vielmehr die vorher aufgestellten Gruppen (cyclische, Dieder-, Tetraeder-, 
Oktaeder- und Ikosaedergruppe) und die aus denselben durcb Einführung 
einer neuen, linear von a abhangigen Veranderlichen hervorgehenden die 
einzig moglichen sind. Nit  IIilfe dieses Satzes wird die Aufgabe gelost, 
alle algebraisch integrirliaren linearen Differentialgleiohungen zweiter Ord- 
nung anzugcben; denn zwci Partikdarlosungcn einer solchen Differential. 
gleichung, sowie der Quotient derselben konnen, da s k  algebrsisch sein 
sollen, nur eine endliche Gruppe linearer Subatitutioueri zulassen, und aus 
dieser folgt direct die Form der Loaungen, welche alsdann rückwiirts die 
Form der Diffwentialgleichungen bestimmt. - Die behandclten Probleme 
lassen nun eine Verallgemeinerung nach zwei Richtungen zu, die auch mit- 
einander vertrliglich sind: es kann erstens die Anzahl der Variabeln ver- 
mehrt und es konncn zwcitcns uncndliche Gruppen cincr Variabeln hinzu- 
gezogen werden. I n  b ~ i d e n  Richt~ingen wird die Untersuchung angedeutet. 
Unter den unendlichen Gruppen wird besonders die Stellung der elliptischen 
Modulfunctionen bestimmt, welche als Hndglied einer mit den Dieder-, Te- 
traeder-, Octaeder-, Ikosaedc:rfiinct,ionen beginnenden Kcttc: auftreten, wobei 
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dom Argumente Z die absolute Invariante eines elliptischen Integrals, 
d 

i K' 
der Function z das Verhkiltniss - zweier primitiven Pcrioden entspricht. 

K 
Schliusslich wird die Aufl6sung der Ikosaedergleichung durch elliptische 
Uodulfunctionen, d. h. die eindeutige Darstellung der zum Argummtwerthe 

3 i K t  
z=- gehorigen Werthe von z durch die Grosse - 

K 
historisch mit,- 

'4 

getheilt; die Moglichkeit ciner eolchen Auffassung ergicbt sirh dabei als 
Specialfall eiues allgemeinen Theorems. - Auch die in Cap. IV aufgestellte 
Resolvente sechsten Grades der Ikosaedergleichung wird durch elliptische 
Functionen gelost, wobei durch Einführung der rationalen Invarianten g, 
und g, an Stelle des Moduls k eine wesentliche Vereinfachung des zuerst 
von Kr  O n e c  k e r angegebenen Verfahrens erzielt wird. Eine Bedeutung 
für die A l g e  b r a besitzt diese Auf losung durch transcendente Functionen, 
so interessant dieselbe an sich is t ,  n i  c h  t ,  was Verfasser ausdrücklich hcr- 
vorhebt. 

Der x w e i  t e A b  s c h  n i t t ist der Theorie der Gleichungen flinfteu 
Grades gewidmet. E r  beginnt (Cap. 1) mit einem hietorischen Abriss, wel- 
cher gleichzeitig d a m  dient,  nach und nach die spBtcr zu bchandelndcn 
Problerne klarzulegen. Die a l  g e b r a i  s c h  e Hauptaufgabe besteht dariu, 
dass die allgemeine Gleichung fünften Grades: welche fünf Parameter (Coeffi- 
cienten) enthkilt, durch 'andere GleicLüngen mit einer geringeren Anzahl von 
Parametern ersetzt, oder, anl.rs ausgcdrückt, darin, dass die durch die 
Gleichiing fünften Grades definirte Function von fünf Argumenten auf alge- 
braische Bunctionen von weniger Argumenten zurückgeführt werden soll. 
Zwei Wege gehen zu diesem Ziele, die T s c h i r n  h a u s  -Tramformation und 
die Resolventenbildung. Durch T s c  h i  r n  h a u  s -Transformation war schon 
B r i n g  im Jahre 1786 zur Reduction auf die Gleichung x5+ 5 b x +  c = 0 
gelangt , welche durch die Substitution x = p t und passende Hestimmung 
von Q dic Form t5 -  t + A = 0 annimmt, also nur  noch cinen einzigen 
wesentlichen Parameter enthalt. Auf dem andern Wege fand 1858 K r o n -  
ecker  für die allgemeine Gleichung fünften Grades eine Resolvente vom 
sechsien Grade mit drei Parameteru, die sich auf eirieri weseutlichen redu- 
ciren licsscn, und zwar war diesc Rcsolvente eine Gleichung von der Art, 
\vie sie zuerst J a , c o b i  als Verallgemeineriing der Multiplicatorgleichung in 
der Theorie der elliptischen Functionen betrachtet hatte. -- An die a l g e -  
I-i r a i  s c h e Aulgitbe der Reduction auf moglichst wenige Parameter schliesst 
sich einc zweit,e , welcher eine rein a l  g c b r a i  s c h  c Bcdeut,ung nicht mchr 
ziikommt, namlich die Berechnung der gesiichtcn Wurzeln aus den gegebe- 
nen Parametern mit Hilfe bekannter t r a n s  c e n d e n t  e r  Functionen. Diese 
Aufgabe ist im Anschluss an die Theorie der elliptischen Functionen im 
.Jahre 1358 f ; ~ s t  pleichzeitig und iinabhangig für die Rr ing ' sche  Gleichung 

8 * 
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von H e r m i t e  und für dicjenige J a c O b i'sche Gleichung mit einem wesent- 
lichen Parameter, welche K r  o n e  c k e r als Resolvente der a l 1  g e m  e i  n en 
Gleichung fünften Grades aufgestellt hatte, von diesem selbst gelost worden. 

Inzwischen wurde (1861) der algebraische Theil des Problems, auf den 
sich von nun an das Hauptinteresse richtet , von K r  o n  e c k e r  scharfer pra- 
cisirt. A b e  1 hatte folgenden Satz bewiesen : ,,PCTenn eine Gleichung alge- 
braisch auflosbar ist ,  so kann man der Wurzel allezeit eine solche Form 
geben , dass sich a 11 e algebraischen Bunctionen , aus wclchen sic zusammen- 
gesetxt ist  , durch r a t i o n  a l e  Functionen der Wurzeln der gegebenen 
Gleichung ausdrücken lassen," An dieser Forderung will K r  o n  e c k e r uuch 
bei Behandlung der niüht algebraisch suflosbaren Gleichungen fest,baltcn 
und verlangt demnach , dass niir r a t,i O n a l e  FuncLionen der gcsnchten W u r ~  
zeln als neue Unbekannte eingeführt , mit anderen Worten, dass nur r a t i o -  
n a 1 e Resolventen der gegebenen Gleichung aufgestellt werden sollen. Dies 
ist des Naheren so zu verstehen, dasv die resolvirende Functiou, wenn sie 
a l 1  e i n  durch die Wurzeln der ursprünglich gegebenen Gleichung ausgedrückt 
wird (indem die Coefficienten der letzteren, w o ~ s i e  etwe noch vorkommen, 
tiberall durch die symmetrischen Functionen jener Wurzeln zu ersetzen sind) 
rational i n  jenen Wurzeln merden muss. Dieser Bedingung genügt z. B. die 
Quadratwurzel aus der Discriminante, obgleich dieselbe, durch die Coeffi- 
cienten der vorgelegten Gleichung ausgedrückt, in irrationaler Form auf- 
tritt .  K r o n e c k e r  firidet, dass von dern neuen Gesichtspunkte die 1838 
von ihm sclbst angegcbene Rcduction der drei Parameter, die in der Resol- 
vente sechsten Grades auftreten , auf einen einzigen iinznl?issig is t ,  wahrend 
eine Reduction auf zwei Parameter ohne Verlassen des vorgeschriebenen 
Rationalitatsbereichs uoch ausführbar bleibt. Eine Keduction auf weniger 
als zwei Parameter ist  nach K r  o n e  c k e r  untcr der angegebenen Redingung 
tiberhaupt nnmoglich. In der That treten auch bei der Rednction auf die 
B r i n g  'sche Form mehrfach Irratioiialit&ten, welche nicht die genannte Be- 
dingung erfüllen, sogenannte ,, accessorische Quadrat- und Cubikwurzeln auf. 

Die Frage,  welche Verf. stellt und in den folgenden Capiteln unter- 
siicht, ist  nim folgende: I n  welcher Weire steht die algebraische Theorie 
der Gleichungen fünften Grades in Verbindung mit der- Theorie des Iko- 
saeders, und wie la& sie sich auf Grund der leteteren im Zusamrneriliange 
entwickeln 'i' Bei Untersuchung dïeser Frage kann die Forderung Kr  on - 
e r  k e r ' s  nicht; fest,gehalten werdcn; denn die Ilrosaedergleichung entlialt nur 
einen einzigen Parameter 2, eine Beziehung derselben zur allgemeinen 
Gleichung fünften Grades kann sich daher, infolge des genannten K r o n -  
ecker ' schen  Satxes, nicht ohne Einführung accessorischer Irrationalitiiten 
ergeben. Dagcgen wird untersucht wcrden k h n e i i  (und diese Untersuchung 
führt schliesslich auf B e g r ü n d  u n g  des K r  O n e c  k e  r'schen Satees) , durch 
welche k 1 e i  n s t e A n  z a  h l  accessorischer Irrationalitaten die Beziehung zur  
Ikosaedertheorie herstellbar iet und b i s  z II w e l c h e  r S t e 1 l e  die Annaherung 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 101 

an diese Theorie ohne Benutzung einer accessorischen Irrationalitët geffihrt 
werden kann. E s  aeigt sich, dass e i n e  a c c e s s o r i s c h e  Q u a d r a t w u r z e l  
unter allen Umstanden ausreicht (so lange es sich nur  um Bestimmung der 
Verhtil t n i s s e  der fünf Wurzeln handelt, wau in der Folge immer an- 
genotnmen wird), und dass speciell bei den ,,Hauptgleichungenb', d. h. sol- 
chen, welche die vierte und dritte Potenz der Unbekannten nicht enthalten, 
auch jene fortfillt. Die Stelle, an wclcher die acccssorische Quadratwurzol 
unverrneidlich wird, liegt also, wofern man an dem Gedankengange von 
B r i  n g  festhilt, in  der Reduction der allgemeinen Gleichung auf eine Haupt- 
gleichiing durch T s c h  i r  n h a u s  - Transformationen, wihrend der Fortschritt 
gegen R r i n  g darin besteht,, dass Iietzerer xur weiteren Transformat,ion der 
Haiiptgleichung in eine solche mit nur  einem wesentlichen Parameter neue 
accessorische Irrationalitàten einführen zu müssen glaubte. Folgt man an- 
dererseits dem Gedankengange K r  o n  e c k e r 's und leitet zunachst die Resol- 
vente sechsten Grades mit drei Parametern , welche eine J a c o b  i 'sche 
Gleichung ist, a b ,  so wird die Benutzung der accessorischen Quadratwurzel 
weiter hinausgeschoben, sie tritt  namlich alsdann erst bei der Reduction 
jener Rcsolvente auf die Ikosaedergleichung auf;  es ist  dies aber, wie Verf. 
zeigt, nur eine andere Anordnung derselben Schritte. 

Im Einzelnen sind die Untersuchungen des zweiten Abschnittes folgen- 
dermassen gegliedert. Der historiechen Cebersicht in  Cap 1 folgen i n  Cap. II 
geometrische Interpretationen der in  der Glcichungsthcorio auftrctenden Be- 
griffe, speciell der T s c h i r  n h a u  s -  Transformation und der Resolvente , nebst 
eiueni für das Spatere wichtigen Excurs über die Elemente der Liniengeo- 
metrie und dia FlLchen zweiten Grades. Auch die folgenden Capitel sind 
diirchsetzt von geometrischen Deutnngen, a m  denen einige der folgenreich- 
sten Ideen, welche sich in abstrakter Behandlung gewiss nur  schwer dem 
Zusammenhauge fügen würder., gleichsam von selbst und vollkommen fertig 
hervorgchen. 

Cap. III behandelt die ,, H a u p t g l e i c h ~ n g e n ~ ~  fünften Grades, deren Zu- 
sammenhang mit der Ikosaedertheorie auf einen Schlag dadurch hergestellt 
wird, dass die fünf Wurzelu der gegebeiien Gleichung (y,, yl, . . . y4) als 
Pcntacdercoordinatcn, welche durch die Relation Cyi = O  vcrhundcn sind, 
aiifgefasst werden. Durch die Gleichnng 8 y i e  = 0,  welche neben der Rela- 
tion Zy; = 0 für  die IIauptgleichungen charakteristisch ist (indem sie das 
Fehlen der dritten Potenz der Unbekarinten, wie jene das der vierten aus- 
drückt), ist alsdann eine Fltiche zweiter Ordnung dcfinirt; jcdem Werth- 
system der in der Hauptgleichung vorkommenden drei Coefficienten a, 8 ,  y 
entsprechen 120, und wenn die Quadratwurzel aus der Discriminante [V) 
ebenfalls noch gegeben iat,  60 Punkte der FlBche, welche aus einem der- 
selbcn durch die geraden Vertauschungen seiner Coordinaten entstehen; je 
60 zusammengehorige Punkte bestimmen imnier zwei Gruppen von je 60 
der geradlinigen Erzeugenden der Flache. Denkt man sich nun die beiden 
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Schaaren geradlinigcr Erzeugender durch je  einen variabeln Parameter A 
definirt, welcher rational von den Coordinaten y,, . . . 2i, abhangt, 80 ge- 
nügen bei geschickter Einführung des I. immer 60 zusammengehorige Werthe 
A geradezu der lkosaedergleichung, wenn in derselben für  Z ein gewisser 
rationaler Ausdriick von r c ,  P ,  y, V gesetzt wird. Die Wurzeln yo, . , . y, 
hangen schliesslich wiederum rational von a ,  P ,  y, V und A ab (bis aiif 
einen gemeinschaftlichen Factor, dessen Werth sich unmittelbar aus der 
Hauptgleichung selbst ergiebt). Hierniit ist die Reduction auf die Ikosaeder. 
gleiehung bewerkstelligt. 

Cap. IV enthalt im Wesentlichen die Theorie der J a c  o b i'schen Gleich- 
ungen in ihrem Zussmmenhange mit dom Ikosaeder. Als Auqgangspunkt 
wird indessen nicht jene Gleichung sclbst gcwahlt, sondern ein I'roblem: 
welches sich aus den im V. Capitel des ersten Abschnittes angedeuteten 
allgemeinen Ideen ergiebt und vom Verfasser kurz das Problem der A ge- 
nannt wird. Aus zwei Reihen biniirer Variablen A,, I ,  und A',, A',, welche 
sirnultan den 60 Ikos~edersuhstitiitione11 rinterworfen gedacht werden, setzen 
sich die drei symmetrischen bilinearen Formen 

A,,=- ~ ( k l ~ ' z + A 2 ~ ' , j ,  Al=&k'2,  A ~ Z - A ~ ~ ' ~  
zusarnmcn, welcho entsprechend den Ikosacdcrsubstitutionen der I ,  gcwisse 
lineare Transformationen erleiden. Auf Grund der Entwickeliingen des 
ersten Abschnittes wird das vollstandige System invarianter Formen der A 
berechnet; dieselben entstehen, indem man a m  den invarianten Ikosaeder- 
formen in A, ,  A, àurch mehrfnche Wiedcrholiing des in der Invariant,en- 
theorie üblichen Polarisationsprocesses neue Formen bildet, welche nach den 
A und I' syrrimelrisch sind, und daun die A einführt. Mari erlialt so im 

Ganzen vier invariante Formen A ,  B, C, D, deren letzte jedoch der Qua- 
dratwiirael aus einem ganzen rationalen Aiisdruck der ersten drei gleich ist. 
Es  wird nun das Problem aufgestellt, aus den Grossen A, B, C, D die zu- 

gehorigen Ao, A , ,  A, zu berechnen. Dasselbe führt eiuerseiis zur Bildung 
einer Hesolvente sechsten Grades der A ,  welche die Form der Jacobi 'schen 
Gleichung mit den drei unabhiingigen Parametern A ,  B, C ha t ,  und aus 
deren Wurzeln die A rational hervorgehen, sobald ausçer A ,  B, C noch D 
gegeben ist. Andererseits lasst sich dasselbe Problem direct mit Hilfe der 

Theorie des Ikosaeders losen, indem zuuiicbst der Quotient 1' Wurzel der 
A 2  

Ikosaedergleichung i s t ,  wenn in derselben Z durcù eine gewisse rationale 
Punction der Grossen A,  B, C, D und der accessorischen Quadratwurzel 
ersetzt wird. Hicrmit ist glcichzeitig aueh die Rcduction der allgcmeinen 
J a c O b i 'schen Gleichung , welche als ein genaues Aequivalent des Problems 
der A betrachtet werden kann, auf die Ikosaedergleichung geleistet. 

Cap. V enthalt endlich die Auflosung der tallgemeinen Gleichung fünf- 
ten Grades nach zwci Methoden, namlich durch Zuriickführung erstens auf 
die in  Cap. III behandelte Hauptgleichung, und zweitens auf das in Cap. IV 
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discutirte Problem der A. Die erste Methode kann als eine Vereinfachung 
der von B r i n g ,  die andere als eine 3Iodification der von K r o n e c k e r  her- 
rührenden angesehen werden. Auf beiden Wegen begegnen wir der accea- 
sorischen Quadratwurzel. Das Buch schliesst mit dem Beweise des von 
Rro n e c  k e r  1861 ohne Beweis aufgestellten Satzes, dass ohne accessorische 
Irrationalitiit die Reduct,ian auf einen einzigen Parameter unmoglich ist. 
Der Eatz ergiebt sich hier als Folge einer im ersten Abschnitte (Cap. I I )  
klargclegten Eigenschaft des Ikosaeders, wonach keine Gruppe von nur 60 
bin&ren Substitutionen existiren kann,  welche mit der Gruppe der  60 nicht 
homogenen Ikn~aedersilbstitiltionen isomorph ware. 

M ü n c h e n ,  Januar 1855. Lir~w.  SCHEEFFER. 

Die d a r s t d e n d e  Geometrie in organischer Verbindnng mit der  oeometrie 
der Lage. Von Dr. WILHELM FIRDLER. Dritte erweiterte Auflage. 
1. Theil: Die Methode der darstellenden und die Elemente der pro- 
jectivischen Geometrie. Leipzig 1883, B. G. Teubner. gr.  8'. 376 S. 

Bei der grossen Verbreitung des vorliegenden Werkes, welches unstrei- 
tig da3 inhaltsrcichstc scincr Art  ist ,  aber auch, namentlich für  das tiofere 
wissenschaftliche Studium , als bestes erscheint , dürfte es hier genügen , auf 
die Abanderungen und das neu Einzugetretene hinzuweisen. 

Der bis jetzt erschienene erste Theil behandelt die Metbodenlehre und 
gelit demgemass bis S. 210 der zweiten Auflage; ihm sollen noch zwei en- 
dere Theile , ,, die darstellende Geometrie der krummen Linien und Flachen" 
und ,,die constructive und analytische Geometrie der Lage" folgen. 

Die wesentlichste Bereicherung ist in  der Aufnahme der cyclographi- 
schen Constructionen, ankniipfend an die Darstellnng der mg Piinkte des 
Raumes durch dieselbe Anzahl von Kreisen der Bildebene, zu erkennen, wie 
sie der Verfasser bereits in seiner Cyclographie (Leipzig 1882) gegeben hat. 
Wegen Weglassens dieser Theorie in der zweiten Aufhge Sussert sich der 
Verfasser in seiner Vorrede jetzt falgenderma.ssen: ,,Damals (bcim Erschei- 
nen der zweiten Auflage. D. Ref.) glaubte ich noch an das baldige Erschei- 
nen des im Jahre  1826 von J. S t e  i n  e r  als nahe druckhereit angekündig- 
ten Manuscripts (von 25 - 30 Bogen) ,,über das Schneiden (mit Einschluss 
der Berühriing) der Kreise in der Ebene, das Schneidcn der Kugeln im 
Raume und das Schneiden der Kreise auf der Kugelfl~che", in welchem der 
auf die Kreis- und Kugelgeometrie bezügliche Theil der Consequenzen von 
der Einfiihrung des Uistanzkreises und der Benutzung der Centralprojection 
entwickelt gewescn sein müssten, und schloss alles dies von meincm Bucho 
am. Seitdem ist durch die von der K. Preussischen Akademie der Wissen- 
schaften veranstaltete Ausgabe ,,Jacob Steiner's gesammelte Werke" (Berlin 
1881, 2 B d e )  ausser Zweifel gestellt worden, dass Manusçïipte S t e i n e r ' s  
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aus jener Epoche nicht mehr vorhanden sind. Ich habe infolge dessen in 
meiner ,, Cyclographie" diesen Theil meiner Entwickelungen zu~iachst selbst- 
standig und elcmcntar dargestcllt, konnte und wollte ihn aber als ein 
wesentliches Stück der Ausgestaltung der Grundidee dieses Werkes nun Ailcli 
in diesem selbst nicht unterdrücken. Die $5 7 ,  3 6 ,  (36a)  -(36e) und 
eine Reihe von Bemerkungen des Ueberbliçks zum Abschnitt B Sind seiner 
Einführung gewidmet und der zweite Rand wird die Portsetziing dicscr 
Anfange bringen." 

5 7 bringt die Elemente. Jeder Punkt  des Raumes wird,  wie das 
Centrum der Projection selbst, bcstimmt durch scinen Distanakreis, ver- 
sehen mit  dem Sinne der Uhrzeigerhewegung, oder dem entgegengesetzten, 
je  nachdem der Punkt auf derselben oder der dem Centrum abgewandtrn 
Seile der Bildebene sich befindet. Zwei Kreise bestimmeu vier Gerade oder 
zwei lineare Krcisreihen, jc naehdcm man ihnen einerlei oder e~t~gegen-  
gesetzten Drehungssin beilegt. Die Spuren sind der iiussere oder innere 
Aehnlichkeitspunkt oder Nullkreis. Die Geraden theilen sich in zwei Paare, 
von denen jedes Paar  dieselbe Spur hat. Ebenso bestiinmeu drei Kreise 
acht Ebenen oder vier planare Systeme paarweise mit den Aehnlichkeits- 
axen als Spuren. 

Alle Kreise , welche einen gegebenen berühren , sind Bildkreise eines 
gleichseitigen Rotationskegels mit zur Tafel normaler Axe und dern gegcbe- 
nen Kreise als Basis, oder, ohne Peotsetzung des Sinnes vom Bildkreise, von 
den beiden moglichen Kegeln dieser Art.  (Unter einem gleichseitigen Kegel ist 
hier der Xotationskegel von der Oeffnung 45O verstanden, irn Gegenàat,~ zu 
Herrn S c  h r  6 t e r , welcher einen Kegel glcichscitig ncnnt, , wcnn ihm be- 
liebig viele rechtwinklige Trieder eingeschrieben werden konnen.) Reducirt 
sich der gegebene Kreis au€ einen Punkt ,  so stellen alle Kreise durch den- 
selben den gleichseitigen Rotationskegel mit jenem Punkte als Spitze dar. 

I n  den 55 (36) und (36a)  werden die Brennpnnktseigensçhaften der 
Kegelschnitte abgeleitet.* Die zu untersuchende Ciirve ist der Schnitt des 
aber  dem Distanzkreise stehenden gleichseitigen Rotationskegels, mit dern 
Centrurn als Mittelpunkt und einer durch Spur und Fluclitlinie gcgcbenen 
Ebene. Der Angpankt ist e i n  Brennpunkt. ,4us der Bemerkung, daçs 

dureh einen solchen Kegelschnitt noçh ein zweiter gleichseitiger Rotations- 
kegel (für die Parabel wird dieser zur Ebene unter 45' gegen die Bild- 
ebcne geneigt) geht ,  entspringt der Nachweis des zweitcn Brennpunktes 
und die Entwickelung der hierher gehorigen Theile der Kegelschnitttheorie. 

Die Untersuchuug der Kreisbüschel und Kreisnetze führt in den $5 (36c), d)  

zu den gleichseitigen Hypcrbcln und Hypcrboloiden mit einer zur Tafd 
senkrechten Axe, deren Bilder sie sind. Der obenerwiihnte Rotationskegel, 

* In den Quellen- und Literatiirn;trhmeisi~ngen ~ i n d  die $5 (36)-(36e) ifl- 

thüuilich durch (35) - (35e) be~eichnet. 
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entsprechend den Krcisen durch einen Punkt ,  dcm ,,konischcn Nctze", ist  
ein Specialfa,ll; e r  bildet den Uebergang zwischen den beiden Arten von 
Hyperboloiden. 

Am zwei Kreisen eines Büschels in Verbind~ing mit dem Kreise einev 
Aehnlichkeitsp~nkt~es als Mittelpunkt , dem ,,Potenzkreise ", wird des Princip 
der reciproken Radien (Inversion) gewonnen, welches dann weiter zur Ableitung 
von Siilzen über Systeme von Kugeln, insbesondere Hber die stureographische 
Projection verwerthet wird. In  $ (3Ge) wird schliesslich noch einmal auf den 
Kegelschnitt im Raume zurückgegriffen und dargelegt, dass durch ihn ausser 
den zwei gleichseitigen Kegeln noch unendlich viele Rotationshyperboloide 
gehen, wodurch d a m  der Zusammenhang der Theorie der Kegelschnitte mit 
jcner der Kreisnetzc hcrbcigeführt ist. J c  zwei Hypevboloidc mit parallclen 
Asymptotenkegeln schneiden sich ausser in einem unendlich fernen Kegel- 
schnitte noch in einem zweiten Kegelscbiiitte, insbesondere also aie in  Be- 
tracht kommenden gleichseitigen. - 

Eine Zugabe anderer Art  enthalten die $8 6 *  und 54*. Schon im 
Jahre 1879 hatte der Verfasser den Gegenstand derselben, die Centralpro- 
jection, in der IV. seiner ,,Geometrischen Mittheilungen" in  Bd. 24 der 
Vierteljahrsschrift der Züricher naturforschenden Gosellschaft, dahin verallge- 
meinert, dass er an Stelle der unendlich fernen Ebene eine beliebige Fixebene 
U im Endlichen setzte, deren I'unkte im Bilde dann die Rolle der Flucht- 
punkte spielten. Daraus ergaben sich dann durch Annahme eines unendlich 
fernen Centrums ungczwungeii die Parallelprojectionen mit e i n  e r  Bildebene 
(vergl. ibid. S. 2 13 und 5 43 vorliegenden Werkes). 

Eine werthvolle neue Beigabe sind sechs lithographirte Tafeln. Anf 
Taf. 1,  II, III sind Büsehel und Schaaren von Kegelschnitten dargestellt. 
Alle Hauptfdle sowohl hinsicht,lich des R.ealitat, als des Biisa,mmenrückens 
der Fundamentalelemente sind zur Anschauung gebracht und zwar stets 
uuter Angabe des Mittelpunktskegelsctinittes bei jedern Büschel und der 
Linie der Mittelpunkte bei jeder Schaar. Taf. I V  giebt in  drei Figuren die 
Typen der dreifliichigen Abstumpfung der dreiseitigen ktirperlichen Ecke als 
Beleg des Satzes: Wenn drei Dreiecke für dasçelbe Centrum centrisch col- 
linear ~ i n d ,  E O  gehen die Collineationraxen durch einen Punkt. Auf Taf. V 
ist die C~nst~rnct ion der acht Kugeln, welche drei gegebene berühren, in 
Orthogonalprojection mit einer Fixebene U durchgefübrt. Taf. VJ giebt die 
Darstellung eines Krystalls in rechtwiukliger und allgemeiner Axonometrie 
und in Centralprojection, sur  Vergleichung der Wirkung der nach diesen 
Mcthodcn gemonncnen Bilder. 

Die übrigen Erweiterungen hahen ihren Grund zum Theil in einer 
grosseren Ausführlichkeit des Textes und resumirenden Schlussbet,rachtungen 
zu Ende verschiedener Capitel, zum Theil in der Vermehrung der Uebungs- 
beispielr; das Wachsen der Seitcnzahl von 210 auf 376 mag einen Maass- 
stab für die îvienge des Keugebotenen geben. Wir  führen hier Folgendes an. 
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I n  5 4 ist die Theorie der Theilungspunkte und des Theilungskreises, 
ihrer Wichtigkeit für die praktische Perspective enteprechend, mehr hervor- 
gehoben. 

5 15 sol1 dem Literaturverzeichnisse nach eine neue Construction für 
entspreühend gleiche Streüken in /\ Reihen enthalten. Ref. fiudet nur den 
algebraischen Ausdruck für dieselben, wie in  der zweit,en Auflage. 

$ 18 enthalt Relationen, welche sich auf die zu den Doppelelementen 
in /i Strahlenbüscheln symmetrisclien Elemente und die Rechtwinkelpaare 
beziehen. Eine besondere Figur mit samiutlichen bcnutztcn Buchstabeii 
dürfte die Uebersicht wohl sehr erleichtern. 

5 20, 14 enthalt eine zweckmassige Construction der Involution aus 
zwci einandcr entsprechcndcn Elementenpaaren mit Hilfc dcs vollstindigen 
Vierecks, 5 35, 8 eine solche des Krümmungshalbmessers eines Kegelschnitte~ 
irn Genre der P a s c a l - B r i a n c h o n ' s c h e n .  

$ 53 - der orthogonalen Projection angehorig - führt die Affinitats- 
sxen als Doppelstrahlen Strahlenbüschel auf* u. S. W. 

Die folgenden Theile diirften, sofern der Schluss vom Bekannten auf 
zu Erwartendes gestattat ist, ebenfalls vie1 des Irlteressanten bringen. 

H a n n o v e r .  Dr. Cenr, ROUENBEKG. 

Die Elemente der projectivischen Cteometrie. Von Dr. E n z r ~  WEYR, O. O. 

Professor a n  der k. k. Unirersitiit Wieri. Erstes Heft: Theorie der 
projectivischen Grundgebildc erstcr Stiife und dic quadratischen In- 
volutionen. Mit 58 Holeschnitten. Wien 1883, Wilhelm Braumiiller. 

Das Werk ist in  ereter Linie für die Horer der Vortriige des Verfassers 
bestimmt, wird sich aber voraussichtlich durch seine Klarheit und durch- 
weg wissençchaftlicbe Strenge auch wejlere Kreise erschliessen. 

Falgende Uebersicht des Inhalts wird den Lelirgang charakterisiren. 
E i n  l e  i t u n g .  Perspectivische Lage der geometrischen Grundelemente. 

Eintheilung der Grundelemente. 
LCapitel:  B c s t i m m u n g  d e r  E l e m e n t e  d e r  G r u n d g e b i l d e  e r s t e r  

S t u f  e. Theilverhaltnisse in den Punktreihen, im Strahlen - und Ebenen- 
btischel. IIarmonische Elemento. - II. Capitel: D a s  D o  p p  e l v e r  h a l t -  
n i  us. - III. Capitel: Vol  1s t a n  d i g c  F i g u  r e n .  Harmonische Eigenschaften 
des vollst~ndigen Vierscits und des vollstandigcn Vierecks. - IV. Capitel: 

- 

* Ich benutze diesc Gclegcnheit, um eine Ungenauigkeit in meiner Recension 
von Reuachle 's  ,,DeckelementenLL z u  berichtigen. Daselbst hatte ich nur die 
Affinitktsaxen, d. h. jene Geraden, dereu Projectiunen sich deüken, als bekannt 
bexeichuet. I n  der That findeu sich aber schon in der rweiten Auflage des vor- 
liegenden Werkes die übrigen Deckelemente, wenn ~ u c h  nicht in ihrer principiellen 
Bedeutung erwahnt. Vergl. $5 46; 47, 10, 14; 49,5; 50, a,  9; 5 4 , 4 ,  5 .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die SS;tze von C a r  rio t und C e v  a für ebene und raumliche Polygone. - 
V. Capitel: Die perspectivische Raumansicht. Betrachtung der unendlich 
fernen Elemente. - VI. Capitel: Reciprocitiitsgesetz und Elemeutenbestim- 
mung in den Grundgebildeu hUherer Stufe. - VII. Capitel: Perspeetivische 
Gebildc. - VIII. Capitel: Projectivische Gebilde. - IX. Capitel: Aehnliche 
und congruente Gebilde. - X. Capitel: Conlocele projcctivischc Gcbilde. 
Doppelelemente. Die unendlich fernen KI-eispunkte. Der imaginare Kugel- 
kreis. - XI. Capitel: Der Kreis. Doppelverhiilfuiss von vier Punkten uud 
Tangenten. Polarcigenschriften. Kreisvierecke. Mittelpiinkt und Durchmesser. 
- XII. Capitel: Die Involiitionen. XIII. Capitel: Allgemeinere Auffwsung 
der Projectivitiit. Das Doppelverh~ltniss , ausgedrückt diirch Werthe eines 
eindeutigen Parameters. Zwei Projectivitsten auf cinem Triiger. - XIV. Ca- 
pitel: Cyklische Project,ivit,at. - XV. Capitel: Herrnonieche Mittelpunkte 
eines Tripels. Harmonische Mittelpunkte ersten und zweiten Grades und 
deren Verwandtschaft. HarrrionircEie und ~r~uianharrnonische Quadrupel. - 
XVI Capitcl: Rcchnungsapcrationcn mit Theilvcrhiiltnissen. 

Der Verfasser wird sicher im Vortrage nicht verssumen, die Studiren- 
den auf die spateren Auwendungen der behandelten Beziehungen zwischen 
den Grundelementen aufrnerksam zu machen, urn damit zun9chst eine un- 
gefihre Vorstelliing ihrer ailsserordentlichen Wichtigkeit den Anftngern bei- 
zubringen. Einige diesbezügliche Worte im Buche würden sicher geeignet 
sein, das luteresse des Lesers an der Sache bedeutend zu erhohen. 

Ein paar Klcinigkcitcn , dir: uns aufgcfallen sind, wollen wir nicht un- 
eïwahnt lassen. 

Auf S. 5 wird der Raum irrthümlich als dreidimensional, auch in Bezug 
auf die Gerade als Raumelenient angeführt. Die dortigen Auseinandersetz- 
iingeii iihcr die Zahl der Elemente bcdürfcn eincr Correctur. 

Die Methode zur Herstellung der perspectivischen Lage eines Strahlen- 
Lüschels und eines ihm projectivischen F:benenbüschele (S. 74) mochten wir 
nicht adoptiren. Es wird zu dem Endzweck ein Ebenenbiischel conutruirt, 
von dern drei (und dann alle) Ebenen dieselben Winkel miteinander bilden, 
wie die entsprechenden Strahlen des Strahleubtischels. IIierbei ergiebt sich 
die Axe des gesuchten Rbenenbüsehels als Schnittlinie zweier KegelKichen 
zweiter Ordnung, welche eine Erzeugende genlein haben. Aber die3e FI%- 
chen sind noeh g a i  nicht behandelt, und es ist inshesondere nicht einzu- 
sehen, dass eine Axe esistirt. Diese Beweise konuten allerdinga nach- 
getragen werden, aber der Uebelstaud einer unbequerrien coustructiven Ver- 
wendbarkcit der Methode würde bleiben. Das bekannte Verfahren mit Be- 
nutzung der entsprechenden rechten Winkel jst übrigens ja  einfach geniig. 

H a n n o v e r .  Dr. CARL ROUEKBERG, 
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Die Elemente des graphischen Rechnens, mit besondcrer Berücksichtigung 
der logarithmischen Spirale. Eine Anleitung zur Construction alge- 
braischer und transcenderiter Ausdrücke für Bau - nnd Maschinen- 
techniker, sowie zum Gebrauche a n  hoheren Gewerbeschulen. Von 
ANTON STEINHAUSER, k .  k. Professor an der Staatsgewerbeschule in 
Wien. Wien 1885, Alfred Holder. 8 Bogen gr. 8O. Preis 2 Mk. 
80 Pf. 

Der Herr  Verfasser behandelt in dem vorliegenden Werkchen unter der 
Voraus~etaung elementarer mathema,tischer Kennt,nisse die Grundoperationen 
des graphiçchen Rechnens in klarer, leicht verstindlicher Sprache. Derselbe 
geht davon aus, dass eine Zahl durch das Veridtniss  zweier Strecken dar- 
stellbar i s t ,  führt dio Multiplication, Division u. S. W. mit Hilfo cincs recht- 
winkligen Asenkreuzes durch, giebt eine recht praktiache Construction für 
das Ausziehen dritter Wurzeln, verwendet zum Ausziehen beliebiger Wur- 
zeln die Potenzcurven von J o  s e p  h S c  h l e s  i n g c r .  Hierauf entwickelt er 
die Operationen mitt,els der logarithmischen Spirale, was nicht , wie ge- 
wohnlich, ungenügend, sondern sehr eingehend auf das Wesen der Curve 
geschieht, i d e m  er, unter Ausschliiss hoherer malytischer Hilfsruittel, 

<P 
seinen Aiiseinandersetzungen die Gleichung g = bl% zu Grunde legt,, wobei 
b den nach einer Drehung um 180° auf go folgcnden Fahrstrahl bedeutet, 
abgesehen von der Krürnmung, die hauptsachlichsten Eigenschaften dieser Curve 
zuerst durchsichtig erlautert. Die Spirale wird sodann in verschiedener Weise 
verzeichnet , ohne specielle Bedingung , bei gegebenem LSngenverhaltnisse 
zweier um den Polarwinkel n; diffrrircnder Leitstrahlen, durch Berechnung 
der Fahrstrahllangen für gegebene Polarwinkel und Auftrag dieser Liingeu 
mittels des T~~ansversalmaassstabes. llarauf wird das graphische Rechnen mit 
dieser Curve vorgeführt. Kin weiterer Absçhnitt ist  den arithrnetischen und 
geometrischen Reihen erster Ordnung gewidmet, im letzteren Falle wieder 
auf die logarithrnische Spirale zurückkornmend, und der Zinseszinsenrechnung. 
Hieran schliesst sich die graphische Darstelluug von Verhaltnissen und Pro- 
portionen. Die Aufl6sung der Gleichungen ersten und zweiten Grades mit 
einer und mehreren Unhekannten fehlt nicht. Auch der Grundoperationen 
mit imaginaren Zahlen wird gedacht. Der Abschnitt über die goniometri- 
schen und cyülometrischen Functionen gegebener Winkel hat einen Anhang, 
welcher sich mit der Rectification des Kreises, der Messung und Constrnc- 
tion eines gegebenen Winkels rnittels der Sehnenlange befasst. Das Letz- 

tere yeschieht auf Grund der Formel a = 2r  sin d,  wo <r den fraglicben 

Winkel,  a die m m  Rogen vom Radius r gehorige Sehne zwischen den 
Winkelschenkeln bedeutet, und ist die erforderliche Sehnentabelle für einen 
Halbmesser von fünf Einheiten berechnet. Den Schluss des Ganzen hildet, 
das Wichtigste fiber dic Rerechnung ebener Fliichen. Die Anwendung des 
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Vorgetragenen auf Mechanik etc. ist unterblieben, was bisher btti solchen 
Abhandlungen imrner geschah. 

D e r  H e r r  V e r f a s s e r  h a t  d i e  G r u n d o p e r a t i o n e n ,  i n d e m  e r  
n u r  w e n i g e  C o n s t r u c t i o n s r n e t h o d e n ,  d e m  Z w e c k e  e n t s p r e c h e n d ,  
a i i f i i h r t e ,  i n  m o g l i c h s t  g e d r z n g t e r  u n d  d a b c i  d u r c h s i c h t i g e r  
For rn  g e g e b e n .  D a d u r c h  i s t  d e r  L e r n e n d e  a n  d e r  H a n d  s e i n e s  
B u c h e s  i n  d e n  S t a n d  g e s e t z t ,  s i c h  ( a u c h  o h n e  L e h r e r )  m i t  d e n  
E l e m e u t e n  d e s  g r a p h i s c h e n  B e c h n e n s  o h n e  u n n ü t z e n  Z a i t a u f -  
wand  v e r t r a u t  z u  m a c h e n .  

Lediglich urn für  diesen Gegenstand ein hoheres Interesse schon jetzt 
zu e r ~ e c k e n ,  gestatte ich mir unter der Xittheilung, dass ich gegenwartig 
dns g e  O rn e t  r i s c h e Rechnen einer eiiigeheuden Bearbeitung unterziehe, 
welche Arbeit aiisschliesslich für Hochschu!en bestimmt ist iind in einiger 
Zeit oeroffentlicht werden wird, einige weitergehende Bemerkungen. 

Das graphische Rechnen ist nur eiii Theil des geornetrischen Rechnens, 
des Rechnens mit Strecken und Punkten, niimlich derjenige Thcil, welcher 
sich mit den Operntionen im einpoligen, linearen Strecken - oder Zahlen- 
systeme zu befassen hat. Bisher legte man dem graphischen Rechnen nicht 
die Redeutung bei, welche ihm in der That zukouiuit. Es .haudelt sich 
nirht mehr darum, nur  den Inhalt einer gegebcnen FlSche oder eines gc- 
gebenen einfachen Korpers graphisch zu bestimmen; vielmehr ist  es iinsere 
Aufgabe, nach Methoden zu suchen, dureh welche auf einfachem Wege 
zusarninengesetzte, gesetzmassige algebraische und trausceudeute Ausdrücke 
bequem graphisch bcrochnet werden koilnen, indem dasselbc ein Hilfsmittel 
zur Construction von Curven is t ,  für welche sich durch ihre Gleichungen 
keine einfachen geornetrischen Gesetze angeben lassen. Derartige Curven 
sirid z. B. zu verzeichncn, wenn es sich iim die Construction der Curven 
der Reschleunigungscentra sich bcwcgcnder Systcmc handelt. Ein eiufaches 
Beispiel hierfür findet der Leser in  meiner Sammlung von Problemen für die 
analytische hlechanik, Bd. 1 S. 412 flgg. 

Auch die üleichuugen hGliereu Grades bedürfen der graphischen LUsuug. 
Herr Profcssor K e u s c h  1 e hat bcreits eine graphisch - mechanische Methode 
zur Auflosung der numerischen Gleichiingen veroffentlicht. Derselbe benutzt 
parabolische und hyperbolische Curven, die auch bei dem graphischen Poten- 
ziren eine Holle spielen, construirt aber diese Curven nach der gewohnlichen 
Methode, was durch rein geometrieches Verfkhren bequemer geschieht, und 
nimrnt nur auf die recllen Wurzeln Rücksicht. Die goniometrischen Relationen 
spielen auch eine Rolle im graphischen Rechnen, welches au den Gleichungen 

-- 

s i n ( ~  + 6 )  = sin LY cos @ + cos E sin. fi und y = a p ' r b '  + 6 JI - as sofort er- 
kannt werden kann. Herr J O  s e  f ;M. & O  l i n  hat einen Beitrag zur graphischen 
Integrat,ion schon im Jahre 1872 gelicfert. Das graphische Differentiireri iind 
Integriren harrt seiuar Ausbildung. 1st die Gleichung y = f (x) einer Curve 
gegeben, dann ist es moglich, auch die Differentialquotienten y', y", . .  . für 
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die gaiize Curvc durch weitcro Curven darzustellen, Curven für ihre Tangen- 
tenlange , Normalenlange 11. S. f. zn verzeichnen , ' wodurch namentlich der 
Anfanger ein klares Bild von dem'wesen der fraglichen Function erhiilt, mas 
leicht auf arithmographischem Wege geschehen kann. 

H e i d e l b e r g ,  im Febriiar 1885. F E R ~ T V A N ~  KRAFT. 

. 
Lehrbnch der  ebenen und spharischen Trigonometrie mit Anwendungen 

auf praktische Geometrie und spharische Astronomie und zalilreichen 
Uebungsbeispielen Zum Gebrauüh in  hoheren Lehranstalten und 
heim Selbstunterricht hearheitet von E. HAMMER, Professor am kgl. 
Polytechnikum in Stuttgart. Stuttgart 1885, Verlag der J. B. Metz- 
ler'schen Buchhandlung. X ,  312 S. 

Wenn wir das uns vorliegende Buch geradezu als ein Xusterwerk be- 
zeichnen , dem wir die weiteste Verbreitung wünschen und hoflen , so mikh- 
ten wir diesen Ausspruch unserer innigsten Ueherzeugung nicht gern wieder 
einengen. Wir  fürchten aber auch eine solche Auslegung nicht für den 
Zusatz , den. wir beifrigen , die hoheren Lehranstalten , an deran Schülcr und 
Lehier Herr H a m m e r  sich richtet, seien doch wohl solche, welche iiher 
den sogenannten Mittelschulen stehen. Studirende an Universitaten und 
Polytechniken, das sind nach unserem Dafiirhalten die richtigen Leser fü r  
dieso Trigonomctrie, welche die darin herrschende Vollsthdigkeit,  die 
Strenge der angewandten Heweisfiihrungen , die Vortheile der gelshrten 
praktischen Rechnungsvorschriften zu würdigen im Stande sind. Wende mau 
uns nicht ein, diese jungen Leute hatten Anderes zii thun,  als Trigonometrie 
zu lesen. Einer gewohnlichen Schultrigonometrie werden sie allerdings ihre 
Zeit nicht widmen, aber so gut  Vorlesungen über Trigonomctrie - mir 
eprechen ans eigener Erfahrung - .Zuhorer finden konnen, ebeilso gut wird 
es dem Buühe des Herrn H a m  m e r  nicht an Lesern fehlen, wie wir sie 
bezeichneten. Sie werden sich nicht. daran stossen, dass S. 28 dem directen 

Cr 
Nachweise des Satzes, dass tg und cotg a stets dassclbc Vorzeichen wie 

2 2 
ru 3 - C O R U  sina 

sina haben, eine indirecte Ableitung der Gleichuna t Q = - = - -  szn u 
1 +COS a 

vorgezogen ist,  bei welcher die Zweideutigkeit einer Quadratwurzel vernach- 
lsssigt ist ,  beilaufig der einzige Verstoss gegen die Strenge, der uns anf- 
gefallen ist. Sie werden niich den Luxus des Accents hei dem Namen 
L e g e n d r e  , so oft derselba wiederkehrt , verzeihen. Sie werden dagegen 
mit Vergnügen S. 23 den auf der Umwandlung geradliniger Coordinaten 
in einander und i n  Polarcoordinaten beruhenden Bewcis des allgemeinen 
Additionstheorems der Winkelfunctionen, sowie S. 211 die durchans iihnlich 
gef'iihrte allgemeine Ableitung der Grundgleichung der spharischen Trigono- 
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metrie kennen lernen. Verweilcn werden sie bei dem ganzen 3. Capitel 
des 1. Abschnittes, das den goniometrischen Gleichungen gewidmet is t ,  ver- 
weilen S. 97 fig. bei der M a s  k e l  y ne'schen Regel, S. 215 bei dem nicht 
allgemein giltigen, aber sehr eleganten Beweis der schon erwkihnten Grund- 
gleichung der spharischen Trigonometrie mittels eines aufgeklappten Drei- 
kants, verweilen bei den im 3. und 4. Capitel des III.  Abschnittes ver- 
einigtcn Aufgaben aus der Geodasie und Astronomie. 

Wo der eine oder andere Leser noch ausserdem besonderes Vergntigen 
ernpfinden mag,  das beruht ja auf personlicher Geschmacksverschiedenheit, 
aber Veignügen dürfen wir Jedem versprechen, der mit diesem Buche sich 
nkher bekannt mecht. Cmroir. 

Die Elemente der  Arithmetik alfi Vorbereitnng anf  die Fnnctionentheorie. 
Von Dr. MAX SIMON, Oberlehrer am Lyceum zu Strassburg. Strass- 
burg 1884, R. Schultz' & Comp. Verlag. V I I ,  77 S. 

Ein dem Referenten gelSufigcr Satz ,  den cr in verschiedenen geschicht- 
lichen Untersuchungen hestatigt fand, ist der von der conservativen Kraft 
der Unwissenheit. Anders ausgedrückt besagt derselbe, dass es immer eine 
verh$ltnissmissig lange Zeit gebraucht hat ,  bis wissenschaftlich Erkauntes 
zum Volkscigcnthum wurde. Der Schulo im Allgemeincn ist die Aufgabe 
gestellt, diese Verbreiti~ng des geistigen Vermogens Einzelner unter der 
Gesammtheit zu vermitteln, und je besser die Schule wird, um so rasclier 
geht die Verbreitung vor sich. Eiii treffendes Beispiel solcher Beschleuni- 
gung bicten, wie wir mit einigem berechtigten Stolze rühmen dtirfen, die 
nenesten deutschen Lehrbiicher der Geometrie wie der Arithmetik. Die 
Schulgeometrie nimmt bereits Dinge in sich auf ,  die vor einem halben Jahr -  
hundert noch wenigen Synthetikern bekannt waren, wenn sie tiberhaupt 
schon entdcckt waren, und heute liegt uns eine Schularithmetik vor, welche 
sich nicht scheut , anf Untersuchungen von solcher Feinheit einzugehen , dam 
sie seither Universitatsvorlesungen vorbehalten blieben, und zwar solchen, 
deren Zuhorer die ersten Studiensemester schon hinter sich hatten. Hat  
Herr S i m o n  damit einen glücklichen Griff gethan? Giebt es Gymnasial- 
primaner - denn nur a n  solche Schüler ist selbstverstiindlich zu denken -, 
welche fiihig sind, bei dem mit ihnen vorzunehmenden Wiederholungsgange 
der Zahlenlehre die strengen Beweise neuester Forschung zu verstehen und 
denselben Interesse abzugewinnen? Wir sind zweifelhaft, n i e  die Erfabrung, 
dic allein bcrechtigt kt,, aiif diese Fragen tu ant,worten, sich dartiber aus- 
sprechen wird. Herr S i m o n  selbst theilt wohl diese Zweifel. Darauf weist 
uns der Satz seines Vorwortes hin, ilas Heft sei bestimmt ,,haupts$chlich 
fiir Collegen und Studirende, dann aber auch für  die Schüler der obersten 
Classr". 1,asuen wir aber diese Letzteren bei Seite, so konnen wir. ohne 
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jede weitere Erfahrung abzuwarten, d a ~  kleine Schriftchen mit vollem Ein- 
verstandniss auf's Warmste empfehlen. Studirenden, welche Functionen- 
theorie zu horen beabsichtigen, dürfte hier eine fesselnde und fruchtbare 
Eiuleituug in die i h e n  neue Lehre sich bieten, welche sie zugleich aum 

Lesen der Ahbandlungen von Herrn G e o r g  C a n t o r  vorbereitet und siri 
auf dieselben hinweist. Wenn Herr S i m o n  in einigem Gegensatze zu un. 
serem Namensverwandten den Begriff der Grenze als ererbt und in dieseni 
Sinne als erfahrungsm$ssig g ~ g e b e n  und einer weiteren formalen Begrün- 
dung nicht mehr bediirftig ansieht, so sind wir die Letzten, die ihm einen 
Vorwurf daraus machen mochten. Einen Ausziig aus einem selbst schon so 
knapp gehaltenen Uüchelchen au geben ist kaiim thurilich. Wir bernerken 
nur, dass die Entwickelung bis zu der Lehre von den Exponentialfiinctionen, 
diese mit eingeschlossen, gefiihrt is t ,  dass eiii Fortschreiten bis ziir 1,ehre 
von den Gleichungen hoherer Grade nur als daran geacheitert bezeichnet 
wird , dass uoch kein eleuientarer Ueweis des G a u  s s'scheu Fundamental- 
satzes der Algcbra bekannt sei. Wir  mochten cinigo Stellen als solche her- 
vorheben, die uns ganz besonders zusa,gten. Dazu geh6rt der Name Theil- 
einheit Nr. 12 (S. 17) ,  unter welchem die Erganzung der Reihe der ganzen 
Zahle~i z u r  Reibe der Brüche erganzt wird; dazu die Retonung des v e r s c h  
dencn Sinncs, welchen wir mit dem Glcichheitszcichcn verbinden (S. 19, 

24, 42); dazu den Beweis des Eatzes, dass die nicht ganzzahlige positive 
nte Wurzel einer ganzen positiven Zahl als Reihenzahl existire (S. 37 flgg.); 
d a m  das ganze Capitel XI  von den qnadratischen üleichungen (S 45-50) 
und i n  ihm der Ausblick auf Umkehrungsprobleme (S. 48). Nicht einver- 
standen Sind wir  mit der Benennung der beiden Satee (S. 10 und 30) als 
G r  u n d  s iit z e. Grundsatze sind solche, deren Wahrheit als einleuchtend 
angenommen werden muss, weil sie nicht bewiesen werden kann. In die- 
t3em Sinne ist es aber weder wahr, dass die neuen Zahlen jeweil den Ge- 
setzen der alten unterworfen bleiben, noch dass zu gewiçsen Vorstellungs- 
reihen, welche a n  sich keinen Abschluss haben, ein Abschluss zu denken 
sei. Beides sind F O r d e  r u il g e n ,  wenn man sie nicht geradezu Definitions- 
sat,ze nennen will. Leicht zu verbcssernde Driickfehler sind uns nur S. 35 
Z. 11 und S. 45 Z. 17  aiifgefallen. ÇAXTOR. 

System der Arithmetik u n d  Algebra als Leitfaden für den Unterricht in 
hoheren Schulen. Von Dr. HERMAXN SCHUEEXT, Oberlehrer an der 
Gelehrtenschule des Johanneums in Hamburg. Potsdain 1883, Ver 
lag von August Stein. VII I ,  222 S. 

Wir  haben in dieser Zeitschrift, hist.-lit. Abth. zu Bd. XXVIII S. 199 
und zu Bd. XXIX S. 114: über eine in xwei Heften erschienene ~arnmlung 
von aritlimet,ischen und algebraischen Fragen und Aufgaben des gleicliru 
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Verfassers berichtet. Nicht minder lobend als wir, haben auch andere 
Stimmen über jene Schrift sich gcaiissert, so dass a n  Herrn Sc h u  b e r t die 
Auffoideri~ng gelangte, der Einführbarkeit seines Buches an Lehranstalten, 
an welchen andere Aufgabensammlungen in Uebung sind , welche nicht ver- 
driingt aerden konnen oder wollen, datlurch Vorsühub zu leisten, dass e r  
den Text von den Ucbungsbcispielcn trenne. Dcr vor uns licgendo Band crfüllt 
nun diesen Wunsch. Hat  auch das Buch dadnrch von der Eigenartigkeit ein- 
gebüsst, welche ihm unserem Dafürhalten nach zur Zierde gereichte, so ist  
doch Strenge und Fasslichkeit unverandert geblieben. Erstere dürfte noch 
einen Zuwachs zu rühmen haben, da  der neue Abdruck als eine zweite 
AuElage zu betrachten is t ,  in melcher einzelne kleine Ausstellungen, welche 
gemacht worden waren, Berücksichtigung gefunden haben. 

CANTOR, 

Die Determinanten, fur den ersten Unterricht in der Algebra bearbeitet 
Dr. H. KAISER in Dieburg. Wiesbaden 1885, Verlag von J. F. Berg- 
mann. 23 S. 

Wir haben Bd. XXVIII, hist-lit. Abth. S. 77, eine kleine Schrift über 
Determinanten des glcichcn Vcrfassers angczcigt, welche in  ihrcn dnforde- 
rungen an den Leser schon recht niedrig gehalten war. Heute überbietet 
eich IIerr K a i s e r .  Auf annahernd halbem Raume giebt er einige Siitze 
über Deterruinauten, die kauni die Vorkenntnisse eines Gymuasialtertianers 
voraussctzen. Viclloicht steht uns noch cin Büchelchen ,,Die Dctcrminantcn 
zur Einübung des Einmaleina in der Volksschule" von zwolf Seiten bevor! 
I m  Ernste meinen wir, so sehr wir der Einführung der Determinanten in 
den Gymnasialunterricht geneigt sind, der aber schon nicht mehr das Wort 
zu  redm, da sic an den meisten Orten bereits erfolgt is t ,  man k ihne  doch 
auch in der Popularisirung zu weit gehen. Den m a t h e m a t i d e n  Unterricht 
leicht machen ist recht, ihn allzuleicht und mechanisch machen widerspricht 
seinen piidagogischen Zwecken. CANTOR. 

Nener Unterricht in der Schnellrechen-Knnst für  technische, kaufmiin- 
nische und Schulpraxis in zwei Theilen. 1. Theil: Methode der sym- 
metrischen Multiplication, Division und Wurzelausziehung. II. Theil: 
Anweisung zum Gcbraiich eines auf diese Methode gegründeten 
Rechenapparates. Von C. JUL. GIESIXG, Oberlehrer a n  der k h i g l .  
Realschule Dobeln. D6beln 1884 ,  Verlag von Car1 Sclimidt. VI, 
92 S. und in demselben Verlage: C. J. (fiesing's Patent  -Rechen- 
apparat. 

Symmetrische Multiplication nennt der Verfasser nach dem Vorgange 
von Herrn E. G a l l a t i  (1878) dasjenige Verfahren, welches spatestens i m  

Hist.-lit. Abthlg. d.  Zeitsuhr. f. Mrth. u. Phya. XXX, 9. 9 
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VI. Saculum als Vajriibhyha bei deu Indern bekaunt war und welches sich 
in  Europa, besonders in Italien bis in  das XVI. Siiculum zu erhalten wusste. 
Von da a n  verlor sich allmalig die Uebung, und nur das Rechnen mit 
Reihen , die nach Potenzen einer allgemeinen Grundgrosse fortschreiten, 
wusste sich des alten Verfahrens zu crinncrn, bcziehungsweise crfand das- 
selbe wiederholt, w e n n c s ,  (a,+a,x+ ...).( bo+b,x+ . . . )=  c , + c , x +  . . .  
und c, = bn a,, + b,  - 1 al + . . . + bu a, setzend, die Regel gab ,  man solle die 
Glieder des Nultiplicators i n  umgekehrter Reihenfolge auf einen besondern 
Zettel schreiben und denselben unter dem Milltiplicandiis herschieben, dabei 
die jedesmalige Productenstelle durch Vervielfachung der senkrecht unter 
einander befindlichen Factoren und Addition ihrer Theilproducte bilden. In 
dieser Form lerntc Refcrcnt die auch an Zahlen geübte 3Icthode in den 
Vorlesungen über algebraische Analysis kennen, welche er im Wintersemester 
1849 - 50 bei Professor M. S t e r n  in Gottingen zu horen Gelegenheit hatle. 
Mag auch inzwischen durch Werke geschichtlichen Inhalts die Aufmerksam- 
keit auch in weiten Kreisen auf jenes alte Verfahren gelenkt worden sein, 
für  die Schule blieb es so ziemlich verschollen, und wir mürden uns freuen, 
wenn Herrn G i e s i n g ' s  Buch und sein patentirter Hechenapparat - eiue 
Schiefcrtafel, in welcher ein Streifen verschiebbar ist und den vorerwihnt,en 
besondern Zettel vertritt - zur allgemeinen Einbürgerung führen mochte. 
Herr  G i  e s  i n g lehrt nach der symmetrischen Multiplication auch eine sym- 
metrische Division. Das i s t  das Verfahren, welchcs F o u r i e r  in seiner 
Analyse des equations déterminées p. 187 (Paris 1830) als g e o r  dne te  
D i v i s  i O n beschrieb und welches in ziemlich zahlreiche Elementarwei-ke, aber 
wieder nicht in  den Schuliinterricht Eingang zu finden vermochte. Endlich 
benützt der Verfasser seinen Apparat,  also den Schieber, der das Wesen 
desselben bildet, zur Ausziehung von Quadratwurzeln. CANTOR. 

Beitrag znr analytischen Behandlung der Umhiillungecurven. Von WILH. 
KRIMPEOFF. Coesfeld 1885. 16 S. 4'. 

Rei Anwendiing Cartesischer Punktcoordinaten sehen wir in den auf- 
einanderfolgenden Punkten einer Curve Durchschnitte gegebener linearer 
Gebilde, bei Liniencoordinaten erkennen wir i n  demselben Berührungspunkte 
mit jeweil gegebenen Geraden. So ist an sich klar, dass des natürliche 
Coordinatensystem zur Behandlung von TJmhüllungsaufgaben nur das der 
Liniencoordinaten sein kann. Herr  K r i m p  h o  f f ha t  sich in seinem Pro- 
gramm deren bedient, und zwar der von Herrn S c  h w e r  i n g  crfundcncn 
und in einem bekannten Ruche (vergl. Referat in hist. -lit. Abthlg. dieser 
Zeitschrift Bd. XXIX S.  233) genauer auseinandergesetzten Abart. Herr 
K r i  m p  h o f f  hat nun allerdings nicht durchweg S c h  w e r i  n g 'sche Linien- 
coordinaton nngewaiidt, und wir reclinen ihm dieses als Verdienst an. Wahre 
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Eleganz bestcht nicht in dem unentwegten Verbleiben auf demselben Pfade, 
sondern in dem Benutzen des jedesmal Zweckdienlichsten, mag auch ein 
Wechsel der Hilfsmittel damit verbunden sein. So treten bei unserer Vor- 
lage die Liniencoordinaten nnr da ,  dann aber auch immer ein, wo die 
Gleichung der Geraden , welche die gesuchte Curve umhüllen sol1 , in Punkt- 
coordinaten bereits gegeben ist. Hauptaufgabe ist ihm die Auffindung und 
Discussion der Umhüllungscurven gewisser Sehnen centraler Kegelschnitte. 
Allein nebenbei beweist er noch eine xiemliche Anzahl interessanter Satze von 
Kegelschnitten selbst, so den J o a c h i m s t h a l ' s c h e n  Satz ( S a l m o n - F i e d l e r ,  
Xegelschnitte, S. 307 und nicht 327, wie irrig üitirt ist), dass für die vier 
Schnittpunkte eincr Ellipse oder eincr Hyperliel mit einem Kreise die Summe 
de? Argumente gleich Nul1 sein muss. Herrn K r i  m p  h o f f ' s  mehr alge- 
braischer als geometrischer Beweis ist sehr hübsch. Die Correctheit des 
Druckes Ess t  leider Manches zu wünschen übrig, und wcnn die Irrthürner 
in den Formeln auch leicht zu verbessern sind, so storen sie darum nicht 
minder. CANTOR. 

Hietoire des sciences mathdmatiques et  physiques P a r  M. MAXIMILIEN 
~ ~ A R I E ,  rép&t,iteur de mkcanique, examinateur d'admission a l'école? 
polytechnique. Tome IV:  De Descartes à Huyghens. 246 pages. 
Tome V: De Huyghens à Newton. 235 pages. Paris,  Gauthier- 
Villars imprimeur -libraire. 1884. 

Wieder sind zmei Biinde des umfangreich angelegten Werkes i n  unse- 
ren Ellinden. D e s c a r t e s ,  C a v a l i e r i ,  R o b e r v a l ,  F e r m a t ,  T o r r i -  
c e l l i ,  W a l l i s ,  P a s c a l ,  H u y g h e n s ,  N e w t o n  sind die Namen derjenigen 
Mathcmatiker, welchen der Verfasser den meisten Raum widmet, sich da- 
dnrch in Uebereinstimmung mit der Anerkennnng setzend, welche Zeit- 
genossen und Spaterlebende diesen Mannern mit Recht widmeten. Herr  
N a r i e  hat - das geht aus der ganzen Darstellung zweifellos hervor - 
die Schriften diescr Miinncr gelcsen und ,  wie es bci seinor von Kiemand 
verkaunten mathematiçchen Bedeutung nur natürlich war, auch zu verstehen 
gewusst, so viele Bchwierigkeiten ihm manchmal der durchaus ungewohute 
Wortlaut bereiten mochte. E r  ist nicht der Einzige, dem diese Schwierig- 
keit sich darbot,  nicht der Erste ,  der sie überwand, und hlitte e r  in der 
mathematisch - geschichtlichen Literatur neuerer Sprachen Rundschau gehalten, 
so hatte er vielleicht manche Mühe erspart. Tm Ganzen finden wir nichts 
von den Worten zurtickzunehmen, mit welühen wir Bd. XXIX, hist.-lit. 
Abthlg. S. 45, den -Rericht über die beiden ersten Bande schlossen: ,,Wir 
hoffen auf Besseres in  den spiiteren Banden, in welchen Herr  M a r i e  sich 
mit Schriftstellern zu beschiiftigen haben wird,  deren Werke er selbst ge- 
lescn hat." 
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Bei dem Lesen der Werke eines Schriftslellers bilden sich fast un- 
bewusst Neigiingen und Abneigungen, iiber die kaum zu rechten ist. So 
hat E e r r  M a r i e ,  wie es scheint, eine grossere Vorliebe für D e s c a r t e s ,  
als für  F e r m a  t gefasst, wiihrend Referent in entgegengesetztem Sinne 
Licht und Schatten zu sehen sich gewohnt hat. Dadurch sind unsere An- 
schauungen von dem Charakter des Jesuitenzoglings D e s c a r t  e s einander 
sehr widersprechend, die mathematische Grosse des Verfasserd der analyti- 
schen Geometrie bewundern wir gleichmassig. Mogen aiich Vorstufen in 
der analytischen Geometrie von Diesem und Jenem erreicht worden sein, ein 
wirkliches Operiren mit den Gleichungen einer Curve kat vor Il es c a r t e s  
Niemand der Oeffentlichkeit übergeben. Andererseits hüte man sich aber 
wohl, in dessen Geometrie ein Lehrbuch modernen Schnittes zu vermnthen, 
ausgehend von der Gleichung der Geraden, daran anknüpfend die Gleich- 
ungen des Kreises, des Kcgelschnittes u. S. W. D e s  c a r  t c s schricb ahsicht- 
lich scheinbar planlos, ungeordnet und dadurch schwer, weil, wie er in 
einem Briefe sich ausdrückt, die Lente Dirige, die sie verstehen, nicht als 
neu anzuerkennen pflegen. Diese mangelnde Ordnung macht es sogar dern 
heutigen Leser schwer, sich zurecht zu finden, und Herr  M a r i e  hat viel- 
leicht nur ihretwegen übersehen oder hervorzuheben vergessen, was eines 
der wichtigsten Verdienstc von D e s c a r  t e s ist : die Erfindung der Methode 
der unbestimmten Coefficienten, gerade so , wie er bei P a s c a l  die Nennung 
der von diesem erfundenen Beweismethode von n auf n + 1 vermissen Iasst. 
Auch die Anfange der Wahrscheinlichkeitsrechnung mussten, sei es bei 
P a s c a l ,  sei es bei H u y g h e n s ,  in  einer annahernd den Weg dieser Er- 
finder veranschaulichenden Weise zur Kenntniss der Leser gebracht werden. 
und dass unter den zahlentheoretischen Arbeilen von F e r m a t  gerade das 
Theorem nicht gcnannt ist ,  welches die Unmoglichkeit der Gleichung zn = y" 
+ zn mit ganzzahligen Wurzeln betrifft, sofern n > 2, wiihrend der Sonder- 
fa11 TI, = 3 (IV, 105 letzte Zeile) erwahnt is t ,  kann einigeruiassen erstaunen. 

W i r  haben nur diese groseen Lücken aufdecken wollen; kleinere Mangel 
beabsichtigen a i r  nicht zu betonen, wozu der IV. Band sehr hiiufig, der 

V. Band etwas seltener Gelegenheit bote. Es  handelt sich weniger oft als 
in den früheren Banden um Unrichtigkeiten, vielmehr meistens nur uni 
Vernachliissigiing bedeutsamer Dinge, und was Herr M a r i e  an buszügcn 
liefert, i s t ,  wenn nicht immer vollstandig, doch für die wichtigsten Schrif- 
teu namentlich von H u y g h e n s  und N e w t o n  richtig. CANTOR. 
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Recensionen. 

Bemerknng zn dem von  Her rn  Nebel über mein Buch: ,,Das Poten- 
tial und seine Anwendung zur  Erk la rung  der  elektrischen Erschei- 

nnngen"  abgegebenen Referate. 

Herr N e b e l  sagt arn Schlusse seines Referates (diese Zeitschrift XXX, 
2. TIeft S. 62): ,Dcm Ganzcn ist noch cin klciner Theil über clcktrischo 
Einheiten beigegeben. Der Verfasser giebt die Definitionen der Quantitat, 
des Potentials etc. nach elcktrcstatischem Maasse und fügt unmittelbar daran 
die in der Praxis üblichcn îhacseinheiten, so dass es den Anschcin hat, 
als ob diese Einheiten dem elektrostatischen Maasssystem angehoren würden. 
Die Tabelle der Stromeinheiten is t  der Fehler wegen mit Vorsicht zu ge- 
brauchen." 

Ich muss vor Allein constatiren, dass diese Bemerkiingen sich aus- 
schliesslich auf das zu meinem Buche nicht gehorige Blatt S. XV und XVI 
beziehen, welches von Herrn H a r t l e b e n  o h n e  m e i n  W i s s e n  im An- 
schluss an das Sachrcgister hinzugefügt wurdc. Dass diescs Blatt zu mcincm 
Ruche nicht gehort, hLitte Herr N e b e l  schon daraus ersehen konnen, dass 
classelbe sich in sehr vielen Büchern der elektrotechnischen Bibliothek des 
Hcrrn H a r t  l e b  e n  vorfindet. 

P r a g .  Dr. O. TUMLIRZ. 

A short history of Greek mathematics by JAMES Gow, M. A. fellow of 
F I  lrii l i ty . College, Cambridge. Edited for the syndics of the iiniversity 
press. Cambridge 1884. At the university press. XVI, 323 pag. 

Die Literatur keines Volkes entbehrt heute der Werke, welche sich 
mit culturgeschichtlichen Untersuchungen beschLftigen; am wenigsten kann 
man der englischen Literatur den Vorwurf der Lückenhaftigkeit auf 
diesem Gcbicte machen, ihr, welcher W h e w e 11, wclchcr B u c k 1 O ,  wcl- 
cher L u b b o  c k ,  T y l o r  und andere Gelehrte gleichen Ranges und glei- 
cher Richtung angehoren. Auch dem besondern Theile der Culturgeschichte, 
der  al^ Geschichte der Mathematik zu bezeichnen k t ,  haben englische 

ais%.-lit. Abthle;. d. Zeitnahr. f. Xath. o. Phye. XXX, 4. 10 
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Schriftsteller erfolgreiche Müho ziigcwandt. Was  die Herren A l l m a n ,  
G l a i s h e r ,  D e  M o r g a n ,  Ch.  T a y l o r  für verschiedene Capitel un- 
seres Lieblingsfaehes geleistet haben, ist  von Allen, welche deren Arbeiten 
kcnnen zu lcrnen Gclcgcnheit hatten, ancrlrannt und geschatzt ; aber hier 
ist  eine Schattenseite: die zuletzt genannten Schriftsteller, mit Ausnahme 
von Herrn T a y 1 o r  , dessen Introduction to the ancient and rqodern geo- 
metry of conics (vergl. diese Zeitschrift Bd. XXVII, hist.-lit. Abth. S. 87flgg.) 
als selbstandiges, mit einer IBngeren Einleitnng versehenes Werk auch in 
das Ausland drang, haben ihre geschichtlichen Abhandlungen für solche 
Zeitschriften und Sammelwerke verfasst, die deni festlindischen Leser kaum 
je unter dio Augen kommcn, es sci denn, dass freundliche Bczichungen zu 
den Verfassern ihn i n  den Besitz von Sonderabdrücken setzten. Herr G O w 
wollte diesem engeren Bekanntwerden, welches, wie wir es für das euro- 
pLische Festland zu bestYtigen im Stande waren, auch für  Grossbritannien 
selbst stattzufinden scheint und welches als eine unliebsame Folge mangeln- 
des Interesse der Leser an dem behandelten Gegenstande nach sich zieht,, 
für seinen Theil ein Ende setzen, indem er einen ganzen Band der Ge- 
schichte der griechischen Mathematik widmete. Herr Go  w ist nicht Mathe- 
matiker, sondern Philologe, aber er ha t  auf seinem Studiengange gleich allen 
Englandern die griechische Mathematik, insbesondcre die griechische Geometrie 
hinknglich genau kennen gelcrnt, um, von seinen Sprachkenntnissen getragen 
und unterstützt durch Vorarbeiten von hfathematikern, die Originalliteratur 
einer Diirchmusterung unterwerfen zu konnen, von deren Genauigkeit einige 
Stellen des Bandes zeugen, wo er zu Ergebnissen gelangt, die von den jri 

den Vorlesungen des Referentcn ver6ffentlichten abweichen, wahrend aller- 
dings in den meisten Fallen Herr G o w  mit unseren Auffassungen einver- 
standen erscheint. So schmeichelhaft eine solche Uebereinstimmnng für uns 
is t ,  so fürchten wir doch, sic theilweiso auf den Umstand zurückführcn zu 
müssen, dass Herr G o  w diejenigen Abhandlungen, welche nach dem Er- 
scheinen unserer Vorlesungen und,  dürfen wir vielleicht u n s  rühmen , in- 
folge derselben zur Ver6Eentlichung gelanigten, nicht kennen lernte und dea- 
halb auch nicht berücksichtigte. 

Wir  haben hierbei vorzugsweise die glanzenden Arbeiten von Eierrn 
P a u l  T a n n e r y  im Auge, welche bald in der Revue archkologiqué, bald 
in  den Annales de la  Faculté des lettres de Bordeaux und in den Mbmoires 
de la  sociétk des sciences physiques et naturelles de Bordeaux, bald in der 
Revue philosophique, bald und hauptsachlich i n  neuester Zeit in dem Bulle- 
tin des sciences mathématiques et  astronomiques (unter Mathematikern oft 
Bulletin Darboux genannt) erschienen. Wohl mehr als 30 grossere und 
kleinere Aufsatze des unermiidliehen geistvollen Gelehrten sind in iinseren 
IIanden. Fast  überall handelt es sich um Dinge, in welchen Berr T a n -  
n e r y  unsere Anvichten nicht, theilt, und wir haben immer mit Vergnügen 
seine liebenswürdigen, von Rechthaberei fernen Angriffe gelesen, welchen 
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er den Charakter des Angriffs so vollstsndig zu nehmen weiss; wir haben 
stets aus diesen Abhandlungen gelernt, auch da ,  wo es ihrem Verfisser 
uicht gelang, uns zu seiner Meiniing zu bekehren. Leider haftet diesen 
Abhandlungen der gleiche Mangel an,  welchen wir von englischen Arbeiten 
bctoriten. Mag das Bulletin Darboux, die Bevue archéologique, vielleicht 
die Revw philosophique von grosseren Bibliothekcn gehalten werden, die 
beiden in Bordeaux erscheinenden Sammlnngen dürften nur i n  sehr wenigen 
Exernplaren ihren Weg ins Ausland Cnden, so dass man eine Veroffentlich- 
ung in denselben nur mit halber Oeffentlichkeit begabt nennen kann. Viel- 
leicht sehcn es unsere Leser deshalb nicht ungern, wenn wir einige wich- 
tige Ergebnisse T a n n e r  y 'scher Forschung über griechische Nathematik 
hier zusammenstellen, wobei a i r  die zeitliche E'olge der Personlichkeiten, 
iim welche es sich handelt, iinserer Aiifz%hlnng zu Grnnde legen. 

T h  y m a r  i d  a s  (Annal. Faculte lettr. Bord. 188l),  der Erfinder der 
unter dem Namen Epanthem bekannten Auflijsungsmethode von Gleichungeil, 
ist, der nls S. von Paros bczeichnctc Pythagoriier, dcr, wenn auch nicht zii 
den unmittelbaren Schülern des P y t h a g o r  a s ,  doch zu den iilteren Gliedcrn 
der Schule gehorte. Ihm wird nimlich auch die Erfindurig der Benennung 
gcradliniger Zahlen fiir Primzahlen zugeschriebcn, und das muss früher als 
zur Zeit P l a t o n ' s  gewesen sein, denn 

S p e u s i p  p O s (Annal. Facultb lettr. Bord. et Toulouse 1883), der Neffe 
P l a t o n ' s ,  schrieb schon über diese dQiQuoi  y p p y r x o i ,  wie aus einer für 
die Geschichte der  Mathematik noch nicht verwerthet gewesenen Stelle der 
Theologoumena hervorgeht. 

D e r  h e i l i g e  H i p p o l y  t o s  (Bullet. Darboux T. V I ,  1882) bezeugt 
gegen Ende des II. S. p. C. iii einer gleichfalls unbenutzt geblicbencn Stclle, 
dass zu seiner Zeit das Wort  Pythmen den Sinn des Restes hatte, welcher 
bei Division einer Zahl durch 9 oder auch durch 7 übrig bleibt. Offenbar 
ist hier eine unverkennbare Spur der Neuner- und der Siebenerprobe vor- 
handen, und zwar wird die erforderliche Rschnung alç Pyt,hagoraisch be- 
zeichnet. Wie weit diese Auffassung geschichtlich rückverfolgbar, und ob 
schon den Pythmenes des A p O 11 O ri i u s die gleiche Tragweite beizulegen 
k t ,  darüker mochten wir mit einiger Vorsicht schweigen. 

D i  o p  h a n  t; hat  Berrn T a n n e r  y den Gegenstand zu zwei Abhand- 
lungen geboten (Bullet. Darboux T. I I I ,  1879 und T. V I I I ,  1884). I n  der 
ersten Abhandlung untersuchte er die Zeitverhaltnisse des grossen Alexan- 
drinischen Algebraikers und gelengte zu dem Ergebnisse, er müsse um die 
Kt te  des III.  S. gelebt haben. Ihre Hauptsttitze hat diese Behaiiptung 
allerdings nur in Weinpreisen, welche in einer einzigen Aufgabe (V, 33) 
vorkommen und welche eine solehe H6he ausser in  der genannten Zeit 
keum je zu einer überhaupt in Fragc tretenden Zeit orreicht, haben dürften. 
Da aber mit dieser Annahme auch die Verfassung des bekannten Epi- 
gramms liber die Lebensdauer des D i O p h  a n  t durch M e t  r O d o r  u s in Ein- 

10 = 
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klang s teht ,  welche bei der bisher landlaufigen Annahme unüberwindliciie 
Schwierigkeiten bereitet , so sind wir sehr geneigt , Herrn T a n  n e  r y zuzu- 
stimmen. Weniger sagt uns die in  der zweiten dbhandlung verfochtene 
Behauptung zu, dass doch mehr von D i o p  h a  n t  vesloren gegangen sei, als 
man seit N e s s  e l m  a n n  anzunehmen sich gewohnt hat. Dio Lehre von den 
iinbestimmten Anfgaben mit ganzzahligen , nicht blos mit rationalen Auf- 
losungen, die Lehre von den Seitenzahlen rechtwjnkliger Dreiecke, die be- 
freundeten Lahlen, Cntersuchungen über die Unmoglichkeit der Gleichung 
x3 + y3 = z3 und iiber die sogenannte P e l  l'sche Aufgabe scheinen Herrn 
T a n  n e r y genügenden Stoff für die verloren gegangenen Bücher zu bieten- 
Unsere Bedenken richten sich dahin, ob nicht damit zuvicl den Griechen 
zugewiesen werden will, und wenn D i  o p  h a n  t mehr Compilator als Erfinder 
war - ein Zugestandniss, welches wir Herrn T a n n e r y  auch nicht zu 
machen vermogen -, woher flossen die Quellen, aus welchen er schopfte? 
Waren es griechieche Quellen, uns bis auf die Erwahnung von solchen vcr- 
loren? Waren es gar  indische, und nghert sich Herr T a n n e r  y der Mei- 
nung H a n  k e l ' s  von dem fremdlandischen Ursprunge der Diophantischen 
Algebra? Diesen Zweifeln wird unser gelehrter Freund sicherlich in der 
Vorredc zu der Diophant-Ausgabe Rede stehen, welche er nach sciner aus- 
drücklichen Erklarung vorbereitet, und, gestehen wir es offen, diese Er- 
klarung war uns das Liebste i n  der eben berührten Abhandlung. 

S p o r  u s  v o n  Ni  c a a  (Annal. E'acultb lettr. Bord. 1882) wird von Herrn 
T a n n e  r y  an das Fnde des III .  S. gesetzt, und zwar als Verfasser einer 
Sammlung ' ~ ~ ~ < i r o z c ~ ~ x $  xr iPrc r ,  in welcher mannigfache Auszüge auch aus 
rnathematischen Schriften sich fanden, welche spater von P a p p u s  , von 
S i m p l i c i u s ,  von E u t o k i u s  benutzt wurdcn. 

S e r e n u s  v o n  A n t i s s a  (Bullet. Darboux T. V I I ,  1883) sol1 irn IV. S. 
zwischen P a p  p u s und H y p  a t i a  seinen Platz finden. Nach P a p p u s  wird 
er gesetzt, weil er eeiner eigenen Aussage nach einen Commenkar zu den 
Kegelschnitten des A po  11 o n  i u  s schrieb, der noch nicht vorhanden gewesen 
sein konne, als das VII. Buch des P a p p u s  entstand. Andererseits ist er 

doch zu wissenschaftlich, um ihn als der Zeit des H y p p a t i  a angehorig 
betrachtcn zu konnen. 

D o m n i n u s  v o n  L a r i s s a  (Bullet. Darboux T. VII I ,  1884); ein Mit- 
schüler des P r o c l u s ,  unter welchem er auch nach dem Tode des gemein- 
samen Lehrers S y r i r t n u v  an der Athener Hochschule thiitig war, hat eine 
Arit,hmctik verfasst, welche liingst durch B o i s  s O n e  d c (Anecdota Graeca IV, 
41 3 - 429) im Druck herausgegeben und von Mathematikern nie untersucht 
worden ist. Herr T a n n e r y  hat dieser Mühe sich unterzogen und die 
unterscheidenden Merkmale gegen N i  k O m a o h u  v hervorgehoben. 

Mit dieser Aiifziihlung sind keineswegs alle Leistungen des franzosixhan 
Geschichtskundigen erschopft, es sind auch keineswegs tiberall alle Gründe 
hervorgehoben, durch welche er seine Ansichten zu stützen weiss; es ist 
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vielmehr nur eine Art von Inhaltsverzeichniss, welches wir geben und ans 
welchem hervorgehcn soll, dass eine ganze Anzahl von Gegenstanden ncuer- 
dings der Forschung erschlossen i s t ,  welche man nicht mehr das Recht hat 
mit Schweigen zu übergehen und welche sicherlich auch Herr  G o  w be- 
sprochen haben würde, waren die betrcffenden Aufsatie zu seincr Kenntniss 
gelangt. Hat  er doch die leichter zu beschaffenden und nicht minder wich- 
tigen Arbeiten unserv dxnischen Façhgenossen H e i b  e r  g seinen Zwecken 
fast überall dienstbar zu machen gewiisst, wenn ihm auch die Aiiffindung 
des Namens von A r c  h i m e d e s '  Vater P h e i d i a s   dia 62 ZOG 2 p ~ ü  
Archimed ed. H e i b e r g  II, 248, 8), welche Herrn H e i b e r g  schon ge- 
liingen war, als FIerr F. R l a s s  (Astronomische Kachrichten CIV, 255) die 
gleiche Entdeckung selbstandig und früher veroffentliçhte, und einiges Andere 
cntgangen ist. 

Wollten wir Hcrrn G o w  vorzugsweise Vorwürfe machen, so wYre es 
nicht schwer, aus seinem Buche Behauptungen zu sammeln, deren Recht- 
fertigung ihm kaum gelingen mochte. Das kann man ja  bei jedem um- 
hssenden Werke jedcs Vcrfassers. Wir  ziehen es vor, einige Eigenthüm- 
lichkeiten seines Werkes zu nennen, welche uns verdienstlich erscheinen. 
Herr G ow beschüftigt sich, wie es von dem Philologen nicht anders zu 
erwarten stand, eingchend mit den ZahlwGrtern, und auch wer die Sührif- 
ten von P o t t genau kennt , wird hier Neues finden, wofür besondcrs T y 1 o r ' s  
Primitive Culture als Quelle gedient zu haben scheint. ?Jeu war uns z. B., dass 
Cür die Zwei von den Chinesen der Narne der Ohren, von den Thibetancrn 
der dcr Flügcl, von den Hottentottcn der der Bande gcbraucht wcrdc (S. 7)! 
neu, dass der Drei die Bedeutung unbestimint grosser Vielheit beiblieb, z. B. 
r e ~ u c h l r o S ,  ter felix als Ueberbleibsel aus einer Zeit, wo man nicht über 3 
ninauszshlte und den einzigen vorhandenen Zahlen auch die Sprachforrnen 
des Singular, Dual,  Plural zugeordnet waren (S. 8). Auf die Frage,  ob 
aie Buchstabenzahlen von den Griechen zu den Hebraern gelangt seien odcr 
iirngekehrt, kommt Herr G o w  wiederholt (S. 44, 46, 48) zu redeu. E r  
entschcidct sich für den crstcren Weg,  und zwar sei von einer eigentlichcu 
Erfindung zu sprechen, welche im III. S. a. Chr. in Alexandria gemacht wor- 
den sei. Das Wort  Gematria, welches eine Spielerei mit dergleichen Duch- 
stabenzahlen bedeutet, sei sel'ust eine Umstellung aus ygapyazdrr. Eine Plato- 
nische Stelle, in  welcher ausdrücklich aiisgesprochen ist., dass die Gottheit 
stets geornetrischen Regeln folge (zdv û ~ à v  Y ~ ~ E L ~ ~ p ~ I v ) ,  kennt l Ierr  Go w 
so wenig wie Andere, wohl aber macht er (S. 173 Note 2) auf Xep. 5 2 7 B  
aufmerksam, wo es heisst, Geometrie richtig behandclt sei Kenntniss des 
Ewigen. 

Wir wollen ferner nicht verfehlen, auf S. 187 Note 1 aufmerksam zu 

machen, wo ein nicht unwichtigcr I rr thum vcrbesscrt is t ,  den wir uns (Vor- 
lesungen 1, 197) zu Schulden kommen liessen. Wohl kommt r 6 x o ~  in dem 
Berichte des E u t  O k i O s über die Würfelverdoppelung des A r c  h y t a s  VOL,  
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aber es ist  gleichgiltig, ob dieses Wort dem Urtexte entnommen odcr spatere 
Einschaltung is t ,  da es hier keinenfalls ,,geometrischer Ort", sondern nur 
, Stelleu bedeutet. Auch die allgernein angenommene Uebersetzung von 
z 6 n o S  & v c r ~ v O p ~ v o ~  = anfgeloster Ort widerstrebt Herrn Go W. E r  behauptet 
vielmehr (S. 211 Note l ) ,  z o z o ç  bedeute hier wieder nicht geometrischer 
Or t ,  sondern Aufbewahrungsort, Schatzkammer; so komme das Wort haufig 
bei A r i s t  o t e l e s  vor, eo heisse P a p p u s  VI,  1 t07zoS o lu teovoPo8pvoç  die 
Gesammtheit astronoinischer Schriften, von denen in der Folge die Rcde id, 
so müsse a180 auch zo'nos ~ v c r k v ~ p v o S  = the treasury o f  analysis gesetzt 
werden. m i r  bemerkeu, dass auch H u l t s c h  i n  dem .W6rterbiiche des 
III. Bandes seiner Pappus - Ausgabe, p. 114  col. 2 lin. 15 --19, z. durCi. und 
t. &<YA. zusammenstellt mit der Bedeutung cjuidyuid aliqlca mathematicmunt 
parte comprehenditur. Deutsch warc also dafür etwa zu schreiben nSdmmel- 
werke analytischer h'atur". 

Als eine der Geschichte der Erfindungen angehorende Thatsache, von 
welcher wir keine Kenntniss besassen, heben wir hervor (S. 237 Note l), 
dass A r c h y t a s  ausser der Schraube und dem einfachen Ead an der %'elle 
auch das Kinderrasselchen erfmd als nützliches Spielzeug, welches die Kindcr 
verhindere, wirkliches Hausgeriithe zu zerbrcchen. 

IIerr G o w  kommt (S. 108 K o t e  1 )  auf die Abkürzungen zu reden, 
dereu Il i o p  h a u t  sich f'ür die Uubekannte und für die Subtraction bediente. 
E r  hiilt diese Zeichen für die Wiedergabe hieratischer Muster, die zu idcn- 
tificiren e r  freilich nicht vollstindig im Stande sei, Wir wollen diese Mon- 
lichkeit gar nicht bestreiten, vielmehr au€ die kleine Monographie des IIerrn 
L B o n  !d O d e  t , Sur les notations num0ricjues et alghbriques anturieuremeut 
an XVIe siècle. Paris 1881, chez Erncst Leroux, 80 pages, hinwcisen, in 
welcher der gleiche Gedanke auf S. 37 flgg. sehr ausführlich durchgesprochen 
ist. Herr R O d e t giebt dort die hieratischen Zcichen wirklich a n ,  die D i  O - 
p h  a n  t copirt habe, wobei allerdings der Phantasie einiger Spielraum ge- 
lassen kt. 

Schon N e  s s e 1 m a n  n hatte die Aufmerksamkeit auf gewisse Zahlzeichen 
gclenkt, die er bei H e i l b r o n n e r ,  und dieser bei i T o s t u s  und bei N o -  

v i  O m a g u s angeführt fand und we,lche gewissen Astronomen gedient haben 
sollen. Dem Referenten gelang es, die Stelle bei H o  s t u s  aiifzuffinden: u n d  
F r i e d l e i n  wies die Stelle bei N o v i o m a g u s  nach, voh der die Rede 
sein muss. Alle diese hngaben finden sich bei Herrn Go w (S. 64 Note 1). 
I n  eincr brieflichcn Mittheilung vom 81. Xgrz 1885 wciss nun Herr G o w  

jene Zeichen in noch betriichtlich frühere Zeit zurückzuverfolgen. Sie sind 
deutlich beschrieben bei 3i a t h. P a r i  s ,  Chronica VI 283 (ed. L u  a r  d , Cam- 
bridge 1872-1883), mit der Bemerkung, J o h a n n  v o n  B a s i n g s t o k e  
habe dieselben in England eingeführt und sie selbst kennen gelernt gziando 
studzc.it Athcfiis. J o h n  o f  H a s i n g s t o k e  aber starb 1232 und war etwa 
1240 in Athcn. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 127 
1------- 

Der Satz des X e n  e l a o s ,  welcher die Grundlage der ganzen spha- 
rischen Trigonometrie der Griechen und spiiter der draber  bildete, gicbt 
S. 292 Gelegenheit zu der Bemerkung, im Mittelalter sei dieser Satz mit 
arabischem Namen regula catlm gennnnt worden, wbhrend sptiter bci M i c  h a e l  
S t i f e l  der Name regula sex quantitatum sich finde. Uerr G o w  verweist 
fiùr diese Namen auf C o s t a r d ' s  Ausgabe der von H a l l e y  herrührenden 
Uebersct,zung der Sphaerica aus einer hebraischen Uebertragung (Oxoniae 
1758) S. 82. Dort ist in der That mit arabischen Lettcrn ein Wort  ab- 
gedruckt , welches in der jetzt gebriiuchlichen Transcription Al - kattir heisst 
und Sector (hier mit Transversale zu übersetzen) bedeutet, mithin Regula 
kat!$' oder, wie man nun schreiben mag,  die Regel von der Trausversalen. 
Cos t a  r d  giebt als seine Quelle für den Gebrauch von regula cutha ein der 
Uiblioth. Bodleiana angehorendes mehrbsndiges hsndschriftliches Werk von 
S i m o n  d e  B r  e d o  w a n ,  welcher um 1350 socius Mertomensis war, d. h. 
Fcllow o f  .Merton College in  Oxford. Wir  sind in der Lage, auf eine im 
Druck herau~gegebene, um andcrthalb Jahrhunderte altere Quelle zu ver- 
wcisen, indern bei L e  O n a r d  O v O n P i s  a wiederholt von der figura cata 
und von der figura chuta die Rede ist und damit nur der Satz des M e n e -  
lao s gemeint sein kann. 

Unsere Leser miigen die Eemerkungen, welche wir fast mehr zu als 
über Eerrn G o  w 's Werk niedergeschrieben haben, als Zeiehen des Inter- 
esses auffasseu, mit welchem wir den Band studirt haben. Vielleicht finden 
sie in diesem Intercssc sclbst ein noch deutlichcrcs Lob dcs lins vorlicgen- 
den Buches, als es bis hierher von uns ausgesprochen worden ist. 

CANTOR. 

Der Begriff der  Physis in der griechischen Philosophie. Von Dr. E. 
Haany. 1. Thoil. Berlin 1884, Weidmann'sche Buchhandlung. III) 
229 S. 

Dass Worter dem Begriffswechsel unterliegen, dass sie je nach Zeit 
und Ort ,  wo,  oder auch je nach der Personlichkeit, durch welche sie be- 
nutzt werden, bald diesc, bald jene Bedcutung anneliinen, dafür gicbt cs 
zahllose Beispiele. W i r  erinnern nur an Aether, a n  Salz u .  dergl. Diesen 
verschiedenen Bedeutungan nachzuspüren, bedarf es einer unumschr~nkten 
Herrschaft über die gesemmte Literatur, in  wclchcr ein solches Wor t  vor- 
kommt, und wem diese nicht in fast gleichem Maasse zu Gebote steht,  der 
erscheint nicht berechtigt, anders als einfach berichtend über solche werth- 
volle, wiühtige, aber ungemein schwierige Untersuchungen zu reden. Das 
ist unsere Lage gegenüber dem vorliegenden Bande, in  welchem Herr 
H a r d y  den Bedeutungen nachforscht, welche das Wort  c p V o ~ ç  in  der Ge- 
schichto der grieohischen Philosophie nachweislich besessen hat. Wir  k6nnen 
ilin nicht widerlegen noch beststigen, aber wir glauben doch das Vorhan- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



128 Historisch - literarische Abtheilung. 
- - - - - - - - - - - - - - A ~  

densein seines Buches unseren Lesern wahrnehmbar machen zu mtissen, sei 
es, dass unter ihnen wirklich befugte Richter, sei es ,  dass nur interesse- 
volle Laien gleiçh uns dadurch auf die Quelle weiterer Belehrung hiugewie- 
scn werdcn. Von Thales bis Sokrates, Sokrat,es und Xenophon, Plato, 
Aristoteles lauten die Ueberachrifteu der vier grossen Abschnitte, in welche 
der Stoff von selbst sich gliederte. I n  der ersten Periode gebraucht T'hales 
das Wort  Phyais für die gesammte Welt  der ausseren Erscheinungen und 
deren newegung,  A n a x  i m a n d e r  für das ,  was wir heiite etwa Physik 
nennen. E m p e d o k l  e s nennl Physis in wissenschaftlicher Bedeutung , die 
mit der popularen niclit zu verwechselu sei, Verliiridung und Trennung. 
Die Pythagorser sahen in Physis daa gehcimnissvollc Vi'ceen der Zahl, den 
Grund - und Iubegriff aller Eigenschaften eines Dinges , H e r a k 1 i t die Ver- 

nunftordnung, welche alle Gegensatze aufhebt ,  welche das Niederstc und 
Hochste, sogar der Menschen Uenken und Thun bestimmt. Besondors fur 
den Menschen ist nun i n  den Hippokratischen Schriften, den echten wie 
den unechten, Physis der innere Grund der Wirksamkeit. Als Katurord- 
nung erkannte auch D e m O k r i t die Physis gegenüber von dem Nomos, dern 
Staatsgesetse, und dieser Gegensatz steigert sich nur noch bei H i p p i a s .  
Das Naturgesetz, die Physis,  ist dern Sophisten erfahrungsmassig gegeben, 
und ein Merkmal desselben ist es, dass jede IIandlung gegen die Natur 
ihre Strafe unausweiohlich mit siçh führt ,  wührend dss Xerischengesetz um- 
gangen werden kann,  ohnc dass die Strafe aus der Umgehung selbst her- 
vorgehe. Aber die Physis bleibt erfahrungsmiissig. Sie ist nicht als Sitten 
gesetz vor und über der Erfahrung vorhanden. Zu dieser HGhe erhob sie 
und sich erst S o k r a t  e s  in der zweiten Periode. Ihm wurde Phyris der 
letzte Griind der Erscheinungen des sittlichen Lehens, erggnzungsfghig diircli 
Erziehung, und dari& seine Bemühungen um die Erziehung, um dieser 
willen die Verwerthbarkeit von X e  n o p h  O n 's  Cyropadie für das behsndelie 
Thema. P l a t  o ,  der eine dritte Periode bildet, findet in der Physis die 
mustergiltige Form für  das menschlieho Schaffen; sie beruht auf dem Wissen. 
Endlich schliesst der Band mit der vierten Periode, der des A r  i s  t O te les .  
Hier tritt  , mehr a n  S O k r a t e s wieder arikuüpfend , das Etliische neuerdings 
in  den Katurbegriff zurück. Wir  hahen selbst die Empfindung, der auch 
eingeschriinkten Aufgabe eines blos übersichtlichen allgemeinen Berichts, 
die wir uns gestellt haben, nur  sehr mangelhaft genügt eu haben. M6ge 
die Schwierigkeit des Gegenstandes uns zur Entschuldigung gereichen. 

CANTOR. 

J. D u r u r s ,  Le nombre géométrique de Platon. Paris 1881. 64 pages. 
- Seconde interprétation. Paris 1882. 32 pages. - Trois ihe  
Mkmoire. Extrait  de l'annuaire de l'Association pour l'encouragement 
des études grecques en Frauce, augment& de notes. Paris 1885. 
56 pages. Libraire Iiachette & Cio. 
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Die erste der drei in der Ceberschrift genannten Abhandlungen bot 
nuserem gelehrten Freunde Herrn P r .  LIU 1 t s c h  Gelegenheit , sich gleich- 
falls mit der seit undenklieher Zeit übelberüchtigten Stelle in  P l a t  on 's  
VIII. Ruche vom Staate zu beschiiftigen, und veranlasste so dessen Aufsatz, 
der im XXVII. Bande dieser Zeitsehrift, hi&-lit .  Abthlg. S. 41-60 ab- 
gedruckt ist. Herr H u  1 t s c h konnte mit dern Vorsclilagc des franz6sisclien 
Celehrten , 21600 = l 0 0 ( P +  43+ Y) als die L o s m g  des mehr als zwci- 
tausendjiihrigen Riithsels anzuerkennen, sich nicht befreunden. Ebenso un- 
'uefriedigt war aber Herr D u p u i s  selbst,. I n  einer zweiten Abhandlung 
liess er jene Zahl fallen , ohne jedoch dem H u  1 t s c h'schen L6sungsversuche 
12960000 sich anzuschliessen. Er versuchte es vielmehr mit einer neuen, 
vorher noch nie vorgeschlagenen Zahl 760000. Heute kommt Herr D u p u i s  
zum dritten Nale auf die Stelle zurück, um seine Zahl 760000 mit rieuen 
Giünden zu empfehlen. Referent stcht der Frage ebenso skeptisch mie sonst 
gegeuüber. Das letzte Wort  scheint ihm immer noch nicht ausgesprochen. 
Was aber den Vorschlag der 76 Myriaden betriEt, so lehnen wir ihn ein- 
fach ab, iind swar RUS dem gleichen Grunde, welchen Herr H u l t  sc  h am 

9. November 1882 in eincr von Herrn D u p u i s  (S. 21 u. 22) citirten Brief- 
stelle aussprach. Ini Plalonischen Wortlaute kommen die Worte zpig 
O z i g  vor. Herr D u p  u i s  verlangt, zgis solle hier als Ausdruck unbest,immter 
Vielheit gedeutet werden; man solle mithin setzen ,,sehr vermehrt", was in  
diesern besondern Falle identisch sei mit ,,120000mal". Das halten wir für  
durchaus unm6glieh! Gewiss bedeutet q i ç  recht oft eine unbestimmte Vielheit, 
iind die von Herrn D u p  u i s  S. 17-19 zusammengestcllten Beispiele sind sehr 
gut gewiihlt, diese Bedeutung klar zu machen; aber dass zQIç eine unbestimmtc 
Vielheit bedeuten kenne mitten in einem arittirnetischen Zusammenhange, mitten 
ewischen Zahlen , die jede ihre naturgemiisse , bestimmte Redeutiing besit,zen, 
clas ersçheint uns undenkbar. Wahlen wir ein iihnliches Beispiel geometrischer 
Cnliestimrnthuit. .Die Knabeu stellten sich urn ihren Lehrer im Kreise auf ", 
d. h. sic bildei-en irgcnd cine in  sich zurücklaufende krummc Linie, ob einen 
Kreis, ob irgend eine Eilinie, gleichviel. Kun  aber lcsen wir folgenden 
Gatz: ,Die Knaben bildeten zuerst in ihrer Reihenfolge eine Arehimedische 
Spirale, dann einc Cissoide, zuletzt einen Kreis.' Kann hier auch Kreis 
irgend eine in  sich zurücklaufende krumme Linie bedeuten? Nach unserer 
Oeberzeugung unmoglich! Wo einmal mathematisch bestimmte Begriffe in  
einem Satzgefüge Eingang gefuliden tiaben, k6nnen sie nicht mehr mit un- 
bestimmtem Sinne dort gefunden werden wollen. 60 wenigstens ist iinsere 
Ueberzeugnng. CAKTOR. 

Jnlins Klaproth's Schreiben an Alexander v o n  Humboldt übcr die Er -  
findung des Compasses. Aus dem franzosischen Original im Aus- 
Luge rnitgetheilt von Dr. phil. ARMIN WITTSTEIN. Leipzig 1885 bei 
T. O. Weigel. XII, 49 S. 
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I n  unserem schnelllebenden Jahrhundert is t  man wohl berechtigt, die 
Frage aufzuwerkn, inwiefern historische Untersuchungeu, vor mehr als 50 
Jahren angestdlt,  cs vcrdicncn k6nncn , nicht nur überhaupt noch gcilesen 
zu werdcn, vielmehr in  neuem Gewande zu erscheinen'? Herr W i t t  s t e i n  

Lat bezüglich des K 1 a p  r O t ti 'schen ScLreibens von 1834 diese Frage bejaht 
und,  so weit wir bei dcm uns ziemlich weit abliegenden Gegtiiistande ein 
Urtheil uns zutrauen dürfen, auch bejahen konnen. Vielleicht ist seitdem der  
unbedingte Glanbe an die Zuverliissigkeit chinesisclier Aussagen etwas mehr 
ins Schwanken gekommen, hat man sich einigermassen gew6hnt, mehr das 
D ~ ~ t u m  solcher Aussagen sdbs t ,  als die fabclhaften Vergangcnhciten, von 
denen dieselben berichtcn, zu beachten, um eine untere Grenze für die 
Verbreitu~ig dieses oder jenes Wissens zu erhalten; aber auch K l a p r o t h  
schcint in  dicser Ecziehung bereits mit gutem Beispiel vorangegaiigen su 
sein und eiue Kritik geübt zu haben, welche in ihrer Besonneuheit sich 
nicht mit der eines G a u  b i l  u. S. W. in Vcrgleich bringen liisst, Der dcutsche 
Bearbeiter mag den vernichtenden Bothstift noch a n  einzelnen weiteren 
Thatsachen benutzt haben, welche bci K la3p r o t h noch Aufilahme gefundeii 
hatten; Neues hinzuzuf'ügen war er kaum je in der Lagc, da der Gegen- 
stand seit K l  a p r  O t h  keinc iordernde Bearbeitung mehr gefunden hat. h'icht 
alç ob B c r t c l l i ' s  gelehrte Untcrsuchungen kcin nnues Licht aiif dic Ge- 
schichte des Compasses im Nittelalter und in unserem Welttheile geworfen 
hgtten, aber die ostasiatische Urgesehichte erscheint darum in durcliaus un- 
veranderten Zügen , wie K l e p  r o t h  sie in seinem Briefe hinzeichnete, wie 
6 d. R i o t  sie in  den vierzigei. Jahren bestiitigte. Herr W i t t s t  e i n  liefert 
uns eine verbesserte und verriugerte Ausgabe jener Schrift von 1834, welche 
e t  etwa auf ihren dritten Theil zurückführte. Nur um so zuverlassiger 
gestalten sich scine Angaben, und wir glauben auf seine Bearbcitung als 
auf eine zweite Qnelle hinweisen zu dürfen. aus welcher man unbedeuklich 
schopfen kann. CASTOR. 

G l i  scritti inediti di Leonardo da  Vinci,  secondo gli ultimi studi per 
ANTONIO FAVARO. Venezia 1885. JCstr. dagli Atti del R. Istituto 
veneto di scienoe, lett. e arti. Tomo III, serie VI. Tipografia di 
(7. Antonelli. 62 pag. 

Auf das J a h r  1886 ha t  das R. Istituto Lombardo, statutarisch dazu 
gunijthigt, zum erstcn Sfale den Pi-eis T o m  a s O n i  fur  die beste Geschichte 
des Lebens und der Werke L e o n a r d o ' s  d a  V i n c i  ausguschrieben. Der 
Begründer dieses l'reises hst te ,  so meinen wir mit Herrn F a v a r o ,  des 
franz8sischen T<ochrecepts eingedcnk sein sollen : . Pour faire un civet de 
liévre, il faut uri. lièvre." Die Würdigung von L e o n a r d o ' s  Werken kanu 
çenauer, als aie von V e n t u r i  auf Grund handsühriftlioher Studien gegebeii 
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worden ist,  erst dann erfolgen, wenn die Werke gedruckt vorliegen. Zwei 
Gelehrte, Herr C , h a r l e s  R a v a i s s o n - M o l l i e n  in  Paris,  Herr J e a n  P a u l  
rL i c h t e r in London, haben den Anfang mit der Lhckgebung  gemacht. 
Anch darin stimrnen wir Herrn F a v a r o  durchaiis bci, dass in erstcr I h i e  
uur die Pariser Abdrücke, in  ihrer photographischen Follst%ndigkeit die 
Handschriften vollsiiindig ersetzend , brauçhbar erscheiueri. Auszüge, wie 
dic T,ondoner Ausgabe sie bietet, gcben nie den Schriftstcllcr sclbst, son- 
dern nur was einem Dritten wissenswerth erschien, und der Begriff des 
Wiwmswerthen ist damit in  allzu enge personliche Grenzen eingeschlossen. 
Eiidlich unterstützen wir aus ganzem Herzen Herrn F a  Y a r  0's Wunsch, 
Italien m6ge sich nicht von fremden Staaten überflügeln lassen und mogi! 
dafür Sorge tragen, dass der Codice Atlantico aufhore, nur  eine Zierde der 
Uailiinder Ambrosiana zu sein, vielmehr im Drneke Gemeingut der Wissen- 
schaft werde. CANTOIL 

Die Entdeckung des Beharrungsgesetzes, eine Studie riir Geschichte der 
Physik von Dr. EXIL WOIILWILL. Separatabdruck aus dcr Zeit, 
schrirt für V6lkerpsyühologie und Sprachwissenschaft. Weimar 1884, 
Hofbuchdruckerei. 163 S. 

Die Bewegung dauert nur dadurch fort,  dass das Bewegende mit dern 
Ihwegten in Berührung bleibt, sei es in unruittelbarer Berührung, sei es 
in mittelbarer, indem dic nmgebenden Medien, Luft, Wasser u. dergl., die 
Eigenschaft hesitzen, eine mitgetheilte Bcwegung bewa.hren und weiter be- 
fordern zu k6nneu. Ausserdem ist aber die Krcisbewegung als solehe eine 
von der Nalur gegebeue und daruru iiuaufh6rliche. So war die Lehre des 
Ar i s t O t e 1 e s  , welche, wie dessen ganze Physik , die europiiische Wissen- 
schaft bis tief in das XVII. S. hinein beherrschte und in dem Satze der 
Aerate : ,, Ccssante causa cessat effectus" unbewusst bis in unsere Tage himin- 
ragt. Dieser Lehre sühroff gegenüber steht das Gesetx der Beharrung: Die 
Wirknng jedcr Ursache verharrt! Wie ha t  der Uehergang von dem einen 
LU dem andern Satze stattgefunden? IIat  G a l  i l e i  in  urplotzlicher Entdeck- 
ungsweise die neue Lehre aufgefundcn'? H a t  sie allmiilig siçh gebildet und 
kann man die Gesühichte diescr Regriffsbildiing verfolgen? Das i ~ t  die 
ho:hinteressmtc Prage , welche Herr Wo h l  w i l 1  sich gestellt und welche 
er beantwortet hat. I n  raschcm Fluge führt er uns in die Zoit des Cusa- 
ilers, weleher, wie in vielen Dingen, auch i n  der Bewegungslehre Zweifel 
an A r i  s t o  t e l e s  zu hegen und auszusprechen wagte. Bei T a r t a g l i a  und 
bei dessen Gegner C ctr d a n  O finden wir die vermeintliche Erfahrungsthat- 
sache, dass ein Gesçhoss beim Verlasseri des EoLres eu Anfang mit xuneh- 
mender, dann mit abnehmender Geachwindigkeit sich bewegc. Eine Erkla- 
rung einer so durchaus unwahren Erscheinung musste uothweudig falsch 
sein! Xun f'olgt B e n e d e t t i ,  dcr Entdücker der in der Berührungslinie 
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zur Bahn wirkenden Fliehkraft. - Auch in der Bewegungslehre bricht er mit 
dem Altherk5mmlichen. Nicht das umgebende Mittel giebt dern bewegteu 
K6rper erncuten Antrieb, er enthiilt vielmehr die Ursachc der Bewegung 
in sich selbst. Diese Lehre iibernahm G a l i l e i  und setzte sie in einer von 
ihm nicht zum Drucke bestimmten Schrift aus der Zeit zwischen 1589 und 
1592 auseinander. Die Handschrift dieser Abhandluiig setzt sich allerdings 
mi t  einem Ahschnitte fort,  in welchem die Ga1  i le i ' sche Rlechanik aiif 
ihrem E h c p u n k t e  nicht zu verkennen ist. Aber IIcrr W o h l w i l l  hat, ge- 
zeigt, dass hier Stücke sehr verschiedenen Alters nur zufallig vereiiiigt sind, 
dass jencr Schlussabschnitt nicht vor dcm 16. Octobcr 1604 entstandcil sein 
kann. G a 1 i l  e i ' s  Leistnngen umfassen die ganze Mechanik. Das Behar- 
rungsgesetz erkannte cr zncrst auf der horizontalen Ebene. Es  war eunachst 
nur eine Erweiterung des bereits von A r  i s t O t e  l e  s erkannten Sonderfalle~; 
dcnn wtts andcrs als Rehnrrung ist es,  wenn der Stagyrite die Ewigkcit der 
Kreisbewegung fordert? - Wie alsdann G a l i l e i  in riehtiger Erkenntriiss 
weiter und weiter ging, wie fast jedes einzelne W e r k ,  welchcs er verfasste, 
einen allmiiligen Fortschritt enthxlt, das iet der Inhalt der zwciten, grosseren 
HaIfte der VCTohlwill'schen Schrift. Bei dern Reichthum an in derselben 
theils ausführlich behandelten, thcils gestreifteu Gegenstünden ist es kaum 
thunlich, darüber eu berichlen, ohrie iri l i i u  unstat1,hafte Weitliiufigkeil çu 
vcrfallen. Wir verweisen unsere Leser auf das Original, dcsscn Bedeut- 
samkeit in  rechtes Licht zu setzen einzige Absicht dieser Anzeige aar .  
Herr  W o h l w i l l  hat entschicden llecht daran gethan, eine Vereinigung der 
in  drei verschiedenen Zeit,schrifthef'ten erschienenen Abliandlung zu veran- 
lassen. Noch dankbarer ware man ihrn gewescii, wenn cr anch einc In- 
haltsübersicht hiitte beifügen wollen; denn den lcisen Vorwurf kb'nnen wir 
ihm bei hochster Anerkennung des Geleistcten nicht ersparen, dass voll- 
endete L'eliersiehtlichkeit seiner Anordnung nicht innewohnt. 

Gewisvermassen als Ergiinzung ziir hier aiigczeigten Abhandlnng zci-tiit,teii 
wir uns ,  auch auf einen dufsatz von IIerrn F r .  P o s k e ,  Der empirisclie 
Ursl~ruug urid die Allgemeingiltigkeit des Beharrungsgesetzes (Vierteljalirs- 
schrift für wissenschaft~liche Philosophie VII I ,  4j,  mit naehfolgendcn Be- 
merkungen von Herrn W. W u  n d t hinznweisen. CANTOR. 

Histoire des sciences mathématiques e t  physiques par M. MAXIMIL~EX 
NAKIE, rbpktiteur de mécanique, examinateur d'admission à l'kcole 
polytechnique. Tome VI. De Kewton à Euler (Suite). 258 pag. 
Paris ,  Gaiithier -Villars imprimeur -libraire. 1885. 

Erst S. 115 dieses Bandes haben wir über Bd. IV und V des N a r i e -  
schen Werkes berichtet, und schon wicder sind wir im Stande, einen ncueu 
Band anmelden zu konnen. E r  beschiiftjgt sich ziemlich ausschliesslich im 
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ersten Diittsl mit tlrn I'rincipien von N e w t o n ,  i n  den beideii letzten Drit- 
teln mit den Aufsiitzen von L e i b n i t  z ,  welche leider nicht in den Origi- 
naldrucken oder in der neuen G e r h a r  dt 'schen Ausgabe, sondern in  der 
durch nmssenhafte Druckfehler entstellten 11 t e  n s  'schen Ausgahe stiidirt 
murden, wodurch I lerr  M a r i e  sich seine Arbeit nicht unbetriichtlich er- 
schwerte. Die Aufgabe, welche er sich an der Harid der umfiinglichen 
Auszüge, die e r  liefert, st,ellt, ist die Bcantwortung der bcrühmten odcr 
berüchtigten Streitfrage über die Erfinderrechte an der Infinitesimalrech- 
nung. Herr N a r i e  gelangt dabei zu folgeridem Urtheilsspruche. E s  steht 
goschichtlich fest , dass N e w t o n  bei Veroffcntlichung seiner Principien die 
Pluxionsrechniing besass. Wüsste man aber davon nicht aus anderen Schrift- 
stücken, die Principien selbst konnten nur die entgegengesetzte Neinung 
erwecken. Der Brief N e w t o n ' s  vom 24. October 1676 ist ein wahres 
Meisterwerk in der Kunst,  seine Gedanken zu verhüllen, und aus ihm war 
ebenso wenig, wie aus den Principien ein Plagiat moglich. L e i  b n i  t z 

dagegeri g&t überall offen mit der Sprache heraus. E r  feilt so wenig, 
dass es ihm auch auf einen Rechenfohler nicht ankommt. Die Methoden 
sollen bekannt werden, daniit die Wissenschaft Nutzen davon ziehen konne; 
in wessen Garten die Früchte reifen , sei gleich , sagt er in liebenswürdiger 
Hingebung seiner Entdeckungen. So ist Leibnitzens Unschuld in  zweifel- 
losester Weise gesichert. Wir  brauchen unseren Lesern nicht erst zu sagen, 
dass wir immer die gleichen Batze verfochten haben, und wollen niir ganz 
gelegentliüh auf eine Untersuçhung in der Leitschrift ,,Nord und Südu 
(Jailiiar und Pebrusr 1881) hinweisen, wo wir den Reweis gcliefert hsben, 
dass politische Gründe bei dem gehassig geführten und von der Londoner 
KGuigl. Gesellschaft ungerecht entschiedenen Streite in gewichtigem Maasse 
rnitwirktcn. Loibnitzcns Bricfwechsel , abgesehen von dcn Bricfcn a n  O 1 d e n  - 
11 iir g , hat E c r r  M a r i  e noch nicht berücksichtigt. Wesentliche Verdienste, 
wozu wir den Anstoss xur modernen Coefficientenbezeichnung mittels ein- 
facher und auch schon doppelter Indicirung rechnen, sind daher nicht 
berührt. CANTOR. 

Aigebraische Untersnchnngen -nach Tschirnhausens Methode, von KARL 
HUNRATH. 1. Programm des Gymnasiums zu Glückstadt, Ostern 
1876. 11. Programm des Gymnasiums zu Hadersleben, Ostern 1881. 
III. Programm des Gymnasiums und des Real-Progymnasiums zu 
Hadersleben, Ostern 1885. 

Schon C a r  d a n o  hat , wenn auch nur a n  dem besondem Palle cier cubi- 
sclieri Gleiçhung, erkannt , dass die Substitution y = bo + x unter naçhtrag- 
licher xwcckentsprechender Wahl der Constanten bo genüge, um aus der 
Gleichung xn + a, -1 xn-' + . . . + al z + a. = O eine neue Gleichung in y zu 
erhalten, in welcher ein Glied zwischen dern fiten und nullten Gliede fehlt. 
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T s c h i r n  h a u  s hat in den Acta eruditorum fiir 1683 pag. 204flFg. den grossen 
Schritt weiter gethan, mehr als nur ein Glied zum Wegfall zu bringcn, 
indem er die Substiti~tion ?j = b, + b, x + x2 anwandte, in  welcher zwei Con- 
stanten b, ~ n d  b, zur zweckdienlichen Bestimmung vorkommen. Erst die 
neuere Zeit hat die ganze Tragweite dieses T s c h i r n  h a u  s'schen Gedan- 
kens erkannt, und in dem bekannten Bandbuchc der hohcrcn Algebra con 
J. A. S e r r e t  (deokche Uebersetzung, Bd. 1 S. 346 flgg.) ist der allgemeine 
Gang jenes Substitutionsverfahrens in deutlichen Umrissen gezeichnet. Ein 
Anderes ist  aber immerhin der allgemcine Gang, ein Anderes die Ausführimg 
im Einzelnen , und Herr H u  n r  a t II ,  ein unervchrockener R,echner, dern kein 
noch so krans gebauter Ausdruck Furcht einjagt, hat  es in drei Schulpro- 
grammen unternommen, die wirkliche Durchführung jenes Gedankena für 
Gleichungen bis siim fünften Qradc einschliesslich kennen zu lehren. E r  hat 
gczeigt , dass y = b, + b, x + x2 die ciibische sowie die biquadratische Gleich- 
ung zur Auflosung bringt,  indem jene in eine rein cubische, diese in eine 
quadratisehe Gleichung übergeht, wzhrend die Bestimmung der vorher will- 
kiirlichen Conatanten eine Gleichiing niedrjgeren Grades beansprucht. Er  
hat gezeigt , dass y = b, + b, x + b,x2  + x3, wiewohl drei Constante in sieh 
schliesscnd , nicht genüge , um im Allgemeinen die Beseitigung von drei 
Gliedcrn der umgeformten Gleichiing zii sicherii. E r  hat endlich gezeigt,, 
dass dieser letztere Zweck bei der Gleichiing fünften Grades durch J e r -  
r a r  d 's  Substitution y = b,, + b , x  + b,x2 + b,z" bb,z4 erreicht werde. Die 
vollzogcnen Rechnnngen sind, wic wir echon mit, einem Worte andcutetcn, 
sehr verwickelt, menn aueh nicht gerade schwer, und es mag recht zwcck- 
massig sein, dass der Lehrer sich einmal überzeuge, wie ein Verfahren in 
der Ausübung doch gcwaltig anders, als in der allgcmeinen Schildcrung 
aussieht. CANTOR. 

Nekrolog des konigl,  württembergischen Oberstudienraths Dr. Christian 
Heinrich V. Nagel. Separatabdruck a m  dem Correspondenzblatt f. 
d. Gel.- u. Realschulen Württembergs. 1884 ,  Heft 1 u.  2. Tübingen 
1884, Verlag und Druck von Franz Fues (L. Fr. Pues'sche Sorti- 
mentsbiichhandlung). 18 S. 

Als Verfasser zeichnet sich am Schliisse der Abhandlung Herr O t t o  
Er i m  m e l .  E r  hat  eine warm empfundcne Schildcrung des einfachen 
Lebensganges und der mathematibcheu wie padagogischen Verdienste des 
wüittembergischen Schiilmannes gcliefert, die hei der aueh in weiteren 
Rreisen anerkannten Bedeiitiing N a g c l ' s  ein mehr als nur lokalpatriotisches 
Interesbe wach~urufen verniag. K a g e l  war am 28. Februar 1803 iu Stutt- 
gar t  geboren, ha t  glcich vielen Beitg~nossen Theologie als Hauptfach, Ma- 
thematik nebenbei aber als Lieblingsfach stndirt. E r  starb in  Ulm am 

26. October 1882. Sein Name bleibt in der Geometrie durch die N a g e l -  
schen Punkte erhalten. CANTOR. 
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Der christliche Kalender a l t en  und neuen Stils,  in  tabellarischer Form 
daigestellt von P. SC~UBRING.  Resonderer Alidriick ails den Jahr- 
büchern der k h i g l .  Akademie gem. Wissenschaften zu Erfurt. Neuc 
Folge, Heft XII. Erfurt  1584, Uruck von J. H. Cramer. 63 S. 
nchst 3 Rcilagen. 1. Immerwahrcndcr Kalender. II. Allgemeiner 
Ostervollmonds - Cyklus. III. Allgemeine Ostervollmonds - Tal-ielle für 
alten und iieuen Stil. 

Drei Zahlen, der S o n n e n z i r k e l ,  die g ü l d e n e  Z a h l ,  die R o m e r -  
Z i n s z a h l ,  spielen in der Chronologie eine wichtige Rolle. Sie entsprechen 
[lem 28jahrigen Sonnencyklus, nach dessen Ablauf die Sonntage auf die 
gleichen Nonatstage zurückkehren, dem 19Jiihrigen Mondcyklus, nach wcl- 
chem die Vollmonde auf die gleichen Monatstage zurückkchren, und endlich 
dern 15jiihrigcn Indictionscyklus. Bus den drei genannten Cyklen bildet 
sich ein grosser Cyklus von 2 8 . 1 9 . 1 5  = 7980 Jahren,  der die Eige~ischaf 
ten aller drei vereinigt. Diese grosse sogenanntc J u l i  a n  i s c h e  P e  r i o  d e  
beginnt mit dem Jahre 4713 v. Chr. und das letzte Jahr  ihrer ersten Voll- 
endung wird das J a h r  3267 n. Chr. sein. F ü r  das Jahr  i nach Christi 
Geburt ist  demnach stets: 

1) Sonnenzirkcl i + 4713 (nzod28) odcr -1 i + 9 (mod28), 
2) Güldene Zahl r i + 4713 (nzod 19) oder = i + 1 (mod l n ) ,  

5) RUmer - Zinszahl E i + 47 1 3  (mod 15) oder i + 3 (mod 15). 

AbBnderungen verursachen nun die Schaltjehre , deren EinPührung und 
Berec,hqung erst im Julianischen, dann irn Gregorimischen Kalondcr als 
allgcmein bekannt vorausgesetzt werden darf. Will man in irgend einem 
Jahre (las Datum der beweglicheu Kircherifeste, insbesondere des Osterfestes 
crrnitf,cln, so muss also dic Kenntniss der genannten Zahlen, vornchmlich 
des Sonnenzirkels und der giildenen Zahl, vorausgehen, anf welche die 
ganze sogenannte O s  t e r r  e c  h n u n g  sich stützt. Nan verschafft sich die- 
selben entweder durch die erw%hriten Congruenzen, die mit Hilfe der 1i6Lhi- 
gcn Abiinderungen richtig gcstellt wurdcn, odcr in bequcmerer Weisc durch 
ein machinales Verfahren. Herr S c h u b r i n g ,  von dessen chronologisch- 
wisscnschaftlicher Thatigkeit im XXIX. Bande dieser Zeitschrift, hist.-lit. 
Abth. S. 180, die liede war, hat die Aufgabe in der doppelten oben ange- 
deiiteten Art gelost. E r  bat in seiner Abhandliing die Berechniing jener wich- 
tigen Zahlen gelehrt, er hat auch einen ungemein sinnreichen Apparat her- 
zustellen gewusst, welcher durch einige Drehungen nach vollzogener ~ i n s t e l -  
lung die Antwort auf die betreffenden Fragen abzulesen gestattet. Wir sind 
überzeugt, dass, wer Ralenderprobleme mehrfach zu losen hat ,  sich an der 
IIand der S c h u  b r i n g  'schen Belehrung bald auf einem Gebiete zu Hause 
fühlen wird, das imaerhin zu den von Schwierigkeiten durchschnittenen 
gehort, wie sich sehon daraus entnehmen lLsst, dass G a u s s  es der Nühe 
werth hielt, sich auf demselben umherzutummeln. CANTOR. 
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Kalender - Tabellen, zusammengestellt von Dr. FELIX MÜLLER, Oherlelirer 
am konigl. Louisengymnasium zu Derlin. Berlin, bei Georg Reimer. 
1885. 8 S. und 3 Tafeln. 

Dieeelhe AuFgahe, welche Herr S ch u h  r i n g , wie wir in der voraiis~ 
gehenden kurzen Besprechung gesagt haben, seine Leser losen lehrt , hat 
auch Herr Rf ü l  l e r  behandelt. Ein wesentlicher Unterschied besteht nur 
dar in,  dass Herr M ü l l e r  die Rechnung selbst als ansgefiihrt vorn.u~sctzt, 
und sich begnügt, die praktische Benutzung der Tabellen zu lehrcn, welche 
er mit Zugrundelcgung der p i p e r  'Schen Abhandlung über die G a u  ss'sche 
Osterformel ( C r e l l e  XXII) her~ust~ellen sich die grosse Mühe gab. Herrn 
S c  h u  b r i n g ' s  Arbeit muss man verstehen , um sie anzuwenden; Herrn 
M ü l l e r ' s  Tabellen kann man anwenden, ohne ihre Ilerstellung klar zu 

übersehen , Bhnlich etwa wie man Logarithmentabellen beiiutzen ksnn und 
thatsachlieh auf der Schule benutzen Iiisst, ohne dass der Schüler weiss, 
wie die Tabelle eigentlich entstanden ist. CANTOR. 

C. NEUMANN, Vorlesungen über Riemann's Theorie der Abel'schen Inte- 
grale. Leipzig, Teubner. 1884. 

Dass ein Werk,  wie das vorliegende, in zweiter Buflage erseheint, ist 
schon an und für  siçh mit grosser Freude zu begrüssen. Muss doch dio 
Theorie der Abel 'schen Functionen als die sch6nstc Frucht der neueren 
Nathematik bezeichnet werden. Wenn also ein Werk ,  welches sich die Ein- 
führurig in diese Theorie zur Aufgabe setzb, zahlreichen Absatz Gndet, so 
ist  das cin erfreulicher Bcweis, dass die Thcoric selbst in  immcr weitcren 
Kreism bekannt und gepflegt wird. Auch war die erste Auflage als ein 
sehr brauchbares Hilfsmittel bekanut und geschatzt, und es wurde allgemein 
anerkannt , dass der Verfasser es verstanden habe , der R i e  m a nn'schen 
Theorie ihre Schwierigkejt zu nehmen und Jedem, der die Elemente der 
Differential- und Jntegralrechnung erfasst hat ,  das Verstindniss zu erm6g- 
lichen. Die vorliegende zweite Auflage aber wird, daran zweifeln wir 
nicht, ihrem Zwecke noch weit besser dienen, da, sic die Vorzüge der ersten 
Auflage beibehalten und denselben wesentliche neue hinzugefügt hat. Wenn 
das Vorwort zur ersten Auflage es als die Aufgabe des Werkes bezeichnete, 
die beiden in R i e m a n n ' s  Doctordissertation entwiükelten Gedanken darzu- 
legen, niimlich 1. die Definition einer Function durch gewisse Merkmale der 
Stetigkeit und Unstetigkeit, und 2. Ausbreitung einer Function .auf einer 
mehrhliittrigen Plache: oo t r a t  in dem Werke selbst der zweite Gedanke, 
wenigstens r%iimlich, bedeutend mehr hervor als der erste und es wurde 
demselben in der Vorrede eine grossere Wichtigkeit beigelegt, als ihm nach 
der Ansicht vieler Mathematiker und, wie es scheint, nach der jetzigen An- 
sicht des Vcrfassors zukommt. Dagegen tritt  dieser zwoito Gedanke in der 
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neuen Auflage vie1 mehr xurück, und der erste Gedanke, die Bestimmung 
einer Funetsion durch ihrc charakt,eristischcn Eigcuschaftcn, wird bei der 
ganzen Behandlung bedeutend bevorzugt. Dadurch ist ein ganz neues Werk 
entstanden, welches nicht nur den Inhalt der ersten Auflage (bis auf die 
Umkehrung der elliptischen Intcgrale und sonstig 6fters wohl mit einigen 
Kürzungen) in  sich aufgenommen hat ,  sondern demselben auch neue Partien 
hinzufügt, so dass das Werk in der neuen Gestalt nicht nur den Anfànger 
ohne zu grosse Mühe in die genannte Theorie einführt, sondern auch dem 
Forscher werthvolle Bereicherungen der Functionentheorie bietet. Zwar wird 
Jeder, welcher mit den Untersuchungen des Hcrrn We i e r  s t r a s  s bekannt 
ist, es lebhaft bedaucrn, dass derselbe noch immer seine Grundzüge der 
Functionentheorie nicht vertiffentlicht ha t ;  namentlich glauben wir, dass das 
sechste Capitel, die Theorie der algebraischen Functionen, kaum etwas 
bringt , was nicht schon in den W e i  e r s  t r a s  s'schen Vorlesungen bewieüen 
wird; aber das darf uns nicht hindern, den Untersiichiingen des Ruches 
alle Anerkennung auszusprechen. 

Der Verfasser hat es siüh keineswega zur Aufgabe gestellt, die ausserste 
Strenge i n  seinen Entwickelungen und Beweisen zu beobachten. E r  meint, 
es komme weniger auf eine strenge Darstellung, als darauf a n ,  dass die 
arigcgebeuen Methoderi die zur strengen Darstellung erforderlichen Mittel 
gcwahrcn. Demnach hat er die Thcorio in derjenigen Form zu conserviren 
gesucht, in welcher sie von C a u c h y  und R i e m a n n  gegeben ist. E r  hat, 
worauf e r  selbst aufmerksam macht, manche fundamentalen Satee in  un- 
genauer Form angcgeben , ohne die Bedingungen , unter dcnon sic gclten, 
erschopfend aufzuziihlen. Hierdurch glaubt er dem Anfinger das Verstand- 
niss erleichtert zu haben, wahrend der Vorgeschrittene und a n  absolute 
Strenge Gew6hnte im Stande sei, .die in  Rede stehenden Ungenauigkeiten 
leicht abzustreifen und die hetreffenden Satze i n  ihre wirklich correcte Ge- 
stalt zu versetzen". Letzteres mochten wir bezweifeln; wir erinnern den 
Verfasser an seine Polemik mit Herrn S c  h w a r x  (S. 411), die ~ i c h  ebenfalls 
auf solche Bedingungen bezieht. Auch auf folgçndcn Umstand mochten wir 
aufmerksam machen: I m  Werke selbst wird aus dem Satze, dass das In-  

tegral I f  ( a )  d i ,  hinerstreckt iiber die Begrenzung einer Flhche , auf wel- 

cher f ( a )  überall stetig ist ,  stets gleich Ku11 is t ,  gefolgert, dass auch die 
erste Ableitung auf der Flache stetig i s t ;  in der Vorrede heisst es um- 

gekehrt : Uas C a u c  h y'sche Sheorem f (2) d z  = O scheint nur dann ein J 
'11 

absolut strenges zu sein, wenn auf der Flache !X ausser der Stetigkeit 
von f (z) auch noch die von f '(z) vorausgcsetzt wird. Dieser Gegensatz 
zwischen dem Werke sclbst und der Vorrede zcigt, dass es nicht leicht 
k t ,  die Ungenauigkeiten abznstreifen. Was  dann aber die Rücksicht 
auf den Anfànger angeht, so hatte sich dieselbe mit  den Anforderungen der 

H1rt.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. o. Phya. XXX, 4. 11 
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das ganze Werk hat  abwechseln lassen. Dabei lag allerdings die Gofahr 
einer Zersplitterung des Stoffes sehr nahe: kaum sind die analytischen Un- 
tersuchungen begonnen und man muss wieder zu den ganz davon verschie- 
denen geometrischsn Betrachtungen zurückkehren. Eine solche Zersplitte- 
rung ist unseres Erachtens beinahe ganzlich vermieden. Die erstcn beiden 
Capitel hieten die Iiauptsatze C a u  c h y 's  über Functionen; hier tritt  die 
Fothwendigkeit , die Ausbreitung einer Fnnction zu beachten, so deutlich 
hervor, dass die beiden folgcuden Capitol, in denen diese Ausbreitung für  
sich betrachtet wird,  keinen wesentlich verschiedenen Charakter zeigen, 
obwohl das Geometrische mehr hervortritt; und umgekehrt sind diese beiden 
Capitel, das dritte und vierte, mit so vielen analytischen Beispielen durch- 
wirkt, dass das folgende Capitel nur  eine allgemeine analytische Theorie 
dessen giebt, was vorher durch zahlreiche Beispiele vorbereitet war. I n  
derselben Weise geht es weiter und wir stehen nicht a n ,  die Anordnung 
des Stoffes (in dieser zweiten Auflage) geradezu a18 ein Mcisterstück xu 
bezeichnen. 

Der Stoff ist gegen die erste Auflage bedeutend vermehrt und umfavst 
das Ab el'sche Theoreni und das J a c O b i'sehe Umkchrproblcm für bcliebige 
algebraische Functionen, wobei die hyperelliptischen Functionen, anf welche 
sich die erste Auflage beschrankte, in den Vordergrund treten. Diese Er- 
weiterung ist sehr zu billigen. Wenn der Anfinger sich in die allgemeine 
Theorie hineingearbeitet hat ,  so muss er auch die ganze Frucht seiner 
Anstrengungen geniessen und in dem gesteigerten Interesse einen Sporn 
erhalten, immer tiefer in die Theorie einzudriugen. So ha t  das Buch jetzt 
den ganzen Inhalt der Riemann ' schen  Abhandlung ,,Theorie der Abel'schen 
Functionenu in sieh aufgenommen und geht stellenweise darüber hinaus. 
Kur ist die Methode, durch welche R i e m a n n  für eine gegehene Gleichung 
die Verzweigung der entsprechenden Pliiche ermittelt , nicht mitgetheilt, 
vielmehr geht der Verfasser stets von der Riemann ' schen  Flache aus und 
es gelingt ihm, i n  sehr einfacher Weise die Relation 2 p  = w - 2f i  + 2 
zwischen der Ordnungszahl 2 p  +1 der Flache, der Zahl lz ihrer Bliitter 
und der Siimme w der elementaren Windungspunkte zu ermitteln. An einer 
Stelle, wo R i e m a n n ' s  Behandlung sich auf einen nicht vollstandig hewie- 
senen Satz zu stützen scheint, ist ein Weg angegeben, welcher nicht nur  
den betreffenden Beweis liefert, sondern auch direct zum Ziele fuhrt. E s  
ist daa der Anfang von 5 23 der Riemann 'echen  Arbeit,  welcher durch 
die Seiten 336-350 des Werkes eine neue Grundlage gewonnen hat. 

Mitten im Werke werden die R i e  m a n  n 'schen Existenztheoreme betreffs 
der A b e  l'schen I n t e p l e  rein historisch mitgetheilt und auf ihre Herleitung 
vermittelst des D i r i  e h l  e t'schen Princips nur hingedeutet. Hierbei wird 
diese Methode der Herleitung nur als eine mangelhafte, hochstens als eine 
divinatorische bezeichuet. E s  gewahrt vielleicht einiges Interesse, zu er- 
fahren , dasa R i e  rn a n n selbvt seine Methode im mündlichen Verkehr mit 

il  + 
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Herrn W e i e r s t r a s s  durchaus nicht als streng angesehen wissen wollte, 
aber ganz riehtig die Auffindung der Resultate als die erste, die strenge 
Beweisführung als die zweite Aufgabe der Wissensehaft bezeichnete. Herr 
N e u m a n n  hat nun in den drei letzten Capiteln einen Beweis dieser Exi- 
stenztheoreme gelicfert. Dieser Beweis wird geführt mittels derjenigen Metho- 
den ,  welche sich in  früheren Arbeiten des Verfassers als ausserst brauch- 
bar erwiesen haben. Nach allgemeinen Vorbereitungen wird zunzchst nach 
einer neuen Methode das schon Lifters behandelte Prohlem gelost: eine ste- 
tige Function U von x und y zu finden, welche innerhalb einer Krcisflache 
der Differentialgleiehung 

ô2u ôzU -+-=O a x v y e  

genügt und am Rande beliebig vorgeschriebene Werthe erhalt. Diese L6- 

sung wird zunaehst auf eine mehrblattrige Flache übertragen und dam 
gezeigt, wie man aus einer solchen Kreisflache der Reihe nach beliebig 
viele Kreise ausschneiden und jedesmal fü r  die neua Flache die LGsung 
angeben konne. I n  Betreff der Durehführung dieses Gedankens müssen wir 
auf das Werk selbst verweisen und fordern zum Schluss uamentlich die 
Studirendcn zum eifrigen Studium desselben auf. 

R r a u n s b e r g .  W. KILLINO. 

Einlei tnng in die Theorie der  elliptischen Functionen. Von KARL BOREK, 
I'rivatdoeent für Mathematik im Allgemeinen. 

Das Buch stellt sich die Aufgabe, einen kurzgefassten, auf das Wesent- 
lichste beschrankten Abriss der Theorie der elliptischen Functionen und 
Integrale zn geben,  indem es dem Anfanger moglich macht, sich rascher 
in  dieses Gebiet einzuführen, als dies die ausftihrlichen Lehrbüeher gestatten. 
Die benutzten Methoden sind wesentlich dieselben wie in  dem Bo e n i g s -  
b e r g  e r 'schen Werke über elliptische Functionen. I n  der Einleitung finden 
wir eine Zusammenstellung der wichtigsten Sütze über Functionen complexer 
Variabeln und die Integrale derselbon. Nach des Referenten Ansicht hatte 
hierbei auf den allgemeinen Begriff der Function genauer eingegangen wer- 
den sollen; die Definition, dass f ( z )  als Function von B zii betrachten sci, 

wenn dm von d z  unabhiingig i i t ,  diirfte fiir den Anfünger ohne weitere 
d z  

Erlauteriing kaum veretandlich sein. Das bestimmte Integral W= f (z ;  r i t  

dW 

S 
20 

wird durch die Relation - = f ( z )  definirt; hiernach ist aber nicht er- 
d z 

sichtlieh, was z, mit W tiberhaupt zu thun ha t  und was unter dern Inte- 
grationswege zu verstehen ist;  auch wenn man sich des Fehlenda in der 
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Definition erganzt, dtirften doch die folgenden Betrachtungen iiber den Ein- 
fluss des Integrationsweges nicht ausreichend sein. - Die Einftihrung doppelt- 
periodischer Functionen im ersten Theile geschieht nicht,, wie bei K o e n i g s  - 
b e r g e r  , auf Grundlage der elliptischen Integrale, sondern ohne weitere Be- 
gründung. Recht eingehend wird der Zusamrnenhang der doppelt - periodischen 
Functionen unter einander, sowie die Theoric der Additionsthcoremc (lctztere 
zuerst fiir die elliptischen Functionen und d a m  hierauf gestützt filr die 
Thetas) behandelt, wahrend die Entwickelung in unendliche Producte und 
Partialbnichreihen wegbleibt. Der  zweite Theil umfasst in zweck~iss iger  
Beschrankung die Theorie der R i e  m a n  n'schen Flachen speciell für die 

Function y = JA(X  - a,) (x - a,) (x - a,) (s - a,), und hierauf basirt die 
Entwickelung der elliptischen Normalintegrale. - Sehr willkomx&m wird 
viclcn Lcsern der Anhang sein, der die Beziehungen der elliptischen Tran- 
scendenten zu den Curven vom Geschlecht 1 darthut und hiermit ein inter- 
essantes Gebiet dem Studium zuganglicher macht. 

Die Darstcllungçwcise des Werkes ist, von schon erwBhnten Einzcl- 
heiten abgesehen, klar, der Inhalt bei aller Einschriinkung reichhaltig, so 
dass es mit Vortheil zum einleitenden Studium benutzt werden kann: 

E ' r a n k f u r t  a. M., im April 1883. Ur. OTTO RAUSENBERGER. 

PRANRE, Die Koordinatea - Ansgleichnng nach Naherungsmethoden i n  der  
Klein-Triangulirnng u n d  Polygonalmessnng. Münehen, Grubert. 
1884. VI u. 156 S. mit 1 Tafel. Preis 1,GO Mk. 

Die vorstehende Schrift bildet eine Erggnzung zu des Vcrfassers bc- 
kannten ,,Grundlehren der trigonometrischen Vermessung im rechtwink- 
ligen Coordinalensystemu. Wahrend in d e n  letztern Buche alle Ausgleich- 
ungsrechnungen streng nach der Nethode der kleinsten Quadrate geführt sind, 
werden in der obigen Schrift ftir die D e  t ailvermessungsarbeiten N a  h e  - 
rungsmethoden der Ausgleichung entwickelt und N a  h e r  u n  g s  grenzen der 
zulLssigen Fehler aufgestellt. Am Schlusse werden Vergleiche zwischn me- 
thodischen und niiherungsweisen Ausgleichungen gegeben, welche zeigen, 
dass die letzteren allen praktischen Ansprtichen an die Genauigkeit genügen. 

Es fragt sich in der That ,  ob in  den letzten Jahren,  nachdem kaum 
Bussole und Messtisch als Instrumente zu germeren  Horizontalvermessungen 
verabschiedet wurden, nicht mit Einem Male dos Guten etwas zuvicl ge- 
schehen is t ,  als man selbst für ganz untergeordnete Aufgaben der Detail- 
vermessung die strenge Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate verlangte; en m6chte hier doch dann und wann ein MissverhSltniss 
zwischen den bIessungsgrundlagen einerseits und der angestrebten Genauig- 
keit der Resultate, sowie dem d a m  nathigen Rechnungsapparat andererseits 
obwalten. Rationelle und v e r  e i  n f a c h t e Rechnungsverfahren, welche von 
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dcr Methode der kleinsten Quadrate a u  s g e h e n  , scheinen für viele Zwecke 
ganz angezeigt und es sei deshalb die vorliegende Schrift als ein dahin- 
zielender Versuch bestens ernpfohlen. IIAMMER. 

BORSCH, Anleitnng zur  Berechnnng geodatischer Coordinaten. 2. Aufl. 
Cassel, Freyschmidt. 1885. VI11 u. 167 S. mit 2 Tafeln. Preie 6 Dlk. 

Diese Neuauflage der ursprünglich nur  zur Verwendung bei der kur- 
heseischen Neuvermessnng bestimmten Schrift ist durch wesentliche Erwei- 
terungen zu einem recht praktischen geodatischen IIilfsbuche geworden. Yan 
mochte nur, nachdem im Abschnitt 1 eine Einleitung über die mathematische 
Grundlage der Formeln gebnten werden soll, wiinschen, dass dieselbe ent- 
weder etwas ausführlichcr oder einfach als Formelsammlung behandelt ware; 
denn ob auf 20 Seiten Analysis, spharische Trigonometrie und analytische 
Geometrio so abgchandelt wcrden konnen, dass i n  dcr That ,dem prak- 
tischen Feldmesser und dem in der mathematischen AnaIysis weniger Ge- 
übten jede Prage über die Ableitung der Formeln und über die Berechnung 
geodatischer Coordinaten beantwortet wirdu, erscheint zweifelhaft. Der 
zweite Abschnitt behandelt das Erdsphdroid, der dritte die verschiedenen 
Systeme geodatischer Coordinaten. Im Anhang dieses Abschnittes sind 
einige geodiitische Aufgaben speciell behandelt, wobei für  die Ausgleichung 
der Po t  h e n  o t'schen Aufgabe eine elegante Methode durch Ausgleichung 
der gemessenen Winkel statt (nach G a u s s  und G e r l i n  g) der Coordinaten 
des zu bestimmenden Punktes gegeben ist. Der vierte Abschnitt endlich 
enthiilt vollstandige Safeln zur Berechnung geodatischer Coordinaten von 
360 bis 710 Breite, also für ganz Europe ausrcichend. Die siimmtlichen 
Tafeln scheinen sehr correct zu sein. HAMMER. 

Dr.  JAC. J. WEYRAUCH, Prof. a. d. polytechn. Schule in  Stuttgart: 

1. Theorie elastischer KBrper, cine Einlcitung zur mathemstischen 
Physik und technischen Mechanik. Mit 42 Piguren im Text. Leip- 
zig, Teubner. 1884; 

2. Anfgaben z u r  Theorie elastischer Xbrper. Mit 110 Figuren irn 
Text. Leipzig, Tcubner. 1885 ; 

3. Dae Princip von der  Erhal tung der  Energ ie  seit  Robert  Mayer. 
Zur Orientirung. Leipzig, Teubner. 1885. 48 S. 

, ,An Lehrbüchern der Mechanik fehlt es nicht; eine allgemeine Grund- 
lage für  meine Vortrage über Elasticiliits - und Warmetheorie , ACro - und 
Ingenicurmcchanik war jcdoch nirgends zu findcn" schrieb der Herr Ver- 
fasser an den unterzeichneten Referenten, als er sich mit dessen Absicht, 
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die nunmehrige Anzeige des ersten Buches bis zum Erscheinen des zweiten 
zu verschieben, bricf lich einverstanden erklarte. ,, Dass mein Buch beim 
Studium Schwierigkeiten bereitet, gebe ich zu,  das ist bei jedem Werke 
über elastische K6rper der Fal l ,  bei dem meinigen aber, wie ich glaube, 
weniger als bei C 1 e b s c h , K i r  c h h o f f u. A." Diesem Ausspruch ist gewiss 
beizupflichten; aber wenn es im Vorwort zu 1 heisst, dass von mathemati- 
schen Vorkenntnissen nur  soviel vorausgeeetzt wird, als man sich auf der 
biittelschule oder doch nach einjahrigem Uesuche der klochsçhule erwerben 
kann, so scheint mi r  fiir die grosse hIehrzahl der Stndirenden der münd- 
liche Vortrag eines Lehrers wie Hcrr Prof. W e y  r a u c h  sehr nothwendig, 
sollen dieselben von dem Buche einen Nutzen ziehen. Flir reifere Leser 
sind aber die physikalischen Excurse wie x. B. auf das Gebiet der Schwing- 
ungslehre (die beiden letzten Abschnitte XI und XII) nicht ausreiehend und 
auch vom Herrn Verfasser nicht angelegt. 

Der erste Abschnitt, 5 1-12, S. 1-29, handelt von den Grund- 
begriffen. In  5 1 ist die bekannte Beschleunigung ,, specifische Massenkraft" 
genannt. I n  5 2 ist der elastischen Nachwirkung mit acht Zeilen gedacht. 
Auf die Verriickungen irn 5 4 folgen im 5 5 die Dehnung und die Ureh- 
ungen, in welchen schon Manches dem mündl iche~Unter r ich t  oder sonst 
zuviel dem Privatverstindnisse des Studenten (im dritten Semester) über- 
lassen wird, 

Das Aufgabcnbuch (2) t r sg t  an der Spitze ein Inhaltsverzeichniss von 
134 Nummern, jede mit der Paragraphenzahl des Buches 1 versehen, welche 
zur Losung nachgeschlagen werden soll. Die erste Aufgabe schliesst sich 
an vorhingenannten 5 5 a n ,  von Aufgabe 108 an ist wiederum die Schwing- 
iingslehre bedacht. Ein volliges Register hier zu geben, wüide bei der 
Reichhaltigkeit des Buches weitlaufig werden und ist auch nicht ntithig, da 
die Interessenben der reinen und angewandlen Mathematik dasselbe gewiss 
selbcr in die Hand nehmen und auf scinen Inhalt prüfen wcrdcn. 

3. Diese Brochure enthalt einen Vortrag des Herrn Verfassers im Lande 
R o b e r t  M a y e r ' s  nebst wissenschaftlichen ErgBnzungen und Literaturnach- 
weisen. S. 8 sind nach dieeem Autor als ,, Kraftformen" aufgeführt: ,, Fall- 
kraft, Bewegung (!) , Wiirme (!) , Magnetismus etc ; S. 9 kritisirt der Herr 
Verfasser die VorgBnger R. M a y e r  's , dass sie ,, den Begriff Kraft nicht all- 
geuieiu genug fasstenl'. Refereut pflichtet der entgegengesetzten Ansicht 
bei, dass man Kraft nur als Masse mal Beschleunigung fassen solle, wel- 
chem Begriffe gegenüber auch Worte wie Xagnetismus zu vag und allgemein 
gehalten sind. KURZ. 

Hein perspectivischer Apparat, von GUIDO HAUCK. Separatabdruck aus 
der Festschrift der konigl. Technischen Hochschule zu Berlin zur 
Feier der Einweihung ilires neuen Gebiiudes. Berlin 1884. 4'. 20 S. 
mit 2 Figurentafeln. 
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Die Aufgabe der darstellenden Geometrie im engeren Sinne des mortes 
bcsteht dar in,  aus irgend zwei gegebenen Projectionen eines r%umlictien 
Gebildcs eine dritte Projection desselben zu ermitteln. Diese Aufgabe ist 
dem Grnndgedanken nach nicht abhangig von der Art der Projectionen. 
E s  mag nun verlangt werden, aus Aufriss und Grundriss eine Centralpro- 
jection entstehen zu lassen oder aus zwei Centralprojectionen (z. B. zwei 
photographischen Aufnahmen) eine orthogonale Parallelprojection, Grundriss 
oder Aufriss, abzuleiten, iminer hat man es mit einer Aufgabe der eben- 
genannten Natur zu thun. Herr H a u c k  hat  nun den Versuch gewagt, 
diese allgemeine Aiifgabc mechanisch zii losen, d. h. einen Apparat herzu- 
stelleil, der mit zwei Führungsstiften die Umrisse der beiden gegebenen 
Projectionen verfolgl und zugleich durch einen Zeichenstift die gewünschte 
neue Projection erzeugt. Die uns vorliegende Abhandlung enthalt die pho- 
tographische Abbildung des von Herrn H a u c k  eigenhandig zngerichteten 
und bereits am 4. Mai 1883 in der Sitzung der Physikalischen Gesellschaft 
zu Berlin fertig vorgezeigten und erlzuterten Apparates mit der nothigen 
wissenschaftlichen Erkliirung und Begründung. E s  erscheint kaum mtiglich, 
auszugsweise und ohne Bigur über die ziemlich zusammengesetzte storch- 
schnabelartige Verbindung mannigfacher geschlitzter Lineale zu berichten. 
W i r  glauben daher, unter Verweisung unserer Leser auf die Abhandlung 
selbst uns mit dem Ausspruche des geometrischen Fundamentaltheorems 
begnügen zu müssen, auf welchem die ganze Ausführung beruht und wel- 
ches Herr  H a u c k  in folgende m o r t e  klcidet: 

Seien P und P' zwei Projectionsebenen, die sieh in der als G r  u n d  - 
s c h n i t t  bezeichneten Linie g schneiden; seien O und 0' die zugehorigen 
Projectionseentren. Die Verbindungslinio 00' schneide die Ebenen P und 
P' beziehungsweise in den Punkten p und p', welche als die K e  r n p u n  k t e 
der betreffenden Projectionsebenen bezeichnet werden. Sind nun x und x' 
die beiderseitigen Projeütionen irgend eines Objectpunktes X,  so mtissen sich 
die nach ibnen gezogenen R e  r n s  t r a h 1 e n  p x und JI'S' in  einem Piinlite g 
des Grundschnittes 0 schneiden, d. h .  d i e  b e i d e n  P r o j e c t i o n s f i g u r e n  
w e r d e n  v o n  d e n  K e r n p u n k t e n  a i l s  d u r c h  z w e i  S t r a h l e n b ü s c h e l  
p r o j i c i - r t ,  w e l c h e  d e n  G r u n d s c h n i t t  n a c h  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  
P u n k t r e i h e  s c h n e i d e n .  CANTOR. 

Die Orenzen zwischen Malerei und Plastik und  die  Gesetze des Reliefs. 
Rede, zum Geburlsbage Seiner Najestiit des Kaisers und Konigs in 
dcr Aula der konigl. Teehnischen FIochschule zu Berlin am 21. Narz 
1885 gehalten von dem zeitigen Rector GEIDO HAUCK. Berlin 1885. 
20 S. 

H6rt eine Zeichnung grau in g rau ,  also ohne Farbenuntersehied gefer- 
t ig t ,  a u f ,  dem Gebiete der Malerei anzugehoren? 1st eine mit Farben 
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ubermalte Bildsaule dem Gebiete der Plastik entriickt? Man braucht beide 
Fragen nur aus~usprechen, um ihrer sofortigen Verneinung sicher zu sein. 
Zugleich überzeugt man sich aber von der Fothwendigkeit, dia Grenze- 
zwischen beiden Kunstbereichen, die in unserem Bewusstsein scharf aus 
eimnderliegen, auch scharf zu definiren. Es war ein E i  des Columbus auf- 
zustellen, und Hcrrn H a u c k  i ç t  dcr Vcrsuch vortrcfllich gcglückt. D i e  
X a l e r e i ,  sagt er,  h a t  L i c h t  u n d  S c h a t t e n  i n  s i c h  s e l b s t ,  d i e  
P l a s t i k  e n t l e h n t  e s  v o n  a u s s e n .  Zwischen der Projection auf die 
Ebenc mit angedeuteter Schattengebung und dem korpcrlichen Vollbildc mit 
natürlich entstehenden Schatten ist als Drittes das Relief. Von der Malerci 
entnimmt es Verkürzungen und TTerschiebungen, auch einige Schattengebung, 
von der Plaslik die nicht zu vermeidende Lichtwirkung korperlichen Vor- 
und Zurücktretens. E s  miiss mathematische Gesetze des Reliefs geben, es 
muss moglich sein, die Forderung i n  eine Formel zu bringen, dass man 
einer photographischen Aufnahme nachtriiglich riicht ansehen dürfe, ob das 
Original Rclicf oder Vollrund waï, eine Fordcrung , der H a n  f s t a n  g e 1's 
grosse Photographien T h  o r  w a l d  s e n'scher Reliefs auf schwarzem Grunde 
vollauf gerecht werden. Das muss mathematisch aussprechbar sein. Man 
bat auch eine Zeit lang geglaubt, in der sogenannten R e l i e f p e r s p  e c  t i v e  
des Rathsels Loenng erkannt zu haben, es war ein Irrthum. Gerade T h o r -  
n a l d s e n ' s  Reliefs, das Muster, a n  welchem eine richtige Regel sich be- 
wahrheiten muss, sind Pfuschwerke, wenn die Gesetze der Ileliefperspective 
auf Richtigkeit Anspruch machen konnten. Die umgekehrte Folgerung ist 
unabweisbar und es bleibt der darstellenden Geometrie die noch ungeloste 
Aufgzbe, mathematische Gesetze des Reliefs zu entdecken. 80 der wesent- 
liche Inhalt dcr ungcmcin anregendcn Fcstrede. CANTOR. 

Wie stndirt man Mathematik u n d  Physik? Von einem Lchrer der Mathe- 
matik. Leipzig 1885, Rossberg'sche Buchhandlung. lyO. 32 S. 

Für  60 Pf. beantwortet die Verlagshandlung diese Frage,  und um den 
gleichen Preis kann man erfahren, wie man Jurisprudenz, wie neuere Philo- 
logie und Germanistik , classische Philologie und Geschichte , Chemie und 
die beschreibenden Naturmissenschaften studire. Nur wie man sich zum Arzt 
und wie zum Landwirth bilde , kostct 80 Pf., und CS ist eino P r  e i s f r a g  e l  
womit dieser Unterschied sich begründen lasse, warum gerade auf jenen 
beiden Gebieten guter Rath theurer sei? Jedenfalls scheint bei unserer 
studirenden Jugend das p r~kt i sche  Bedürfniss nach Rathschl%gcn über die 
Einrichtung des Studiums vorhanden zu sein, und unzweifelhaft wird Zeit 
und Mühe gespart, wenn die richtigen Vorlesungen in der richtigen Reihen- 
folge gehort werden. Für  die UniversitLt Leipzig haben die dortigcn Pro- 
fessoren der Mathcmatik im Marz 1882 die nothigen Weisungen veroffont- 
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l icht,  und auf diese Weisungen bezieht sich unsere Vorlage. Nur schade, 
dass die mathematischen Vorlesungen anderer deutscher Universitiiten sich 
nicht alle dem gleichen Schema einfügen, dass dio Mathematiker gewohnt 
sind, mit ihrem Stoffe frei xu schalten, so dass der gleiche Name nicht 
selten zwei ganz vcrçchiedene, verschiedene Namen ziemlich übereinstim- 
niende Vorlesungen bezeichnen konnen. Uns scheint daher am sichersten, 
der junge Studirende solle an irgend einen Lehrer der IIoehschule, die er 
zu besuchen gedenkt, sich vertranenùvoll wenden, seiiie Bitte iim Rath wird 
sicherlich nie eine Fehlbitte sein. Zieht er aber den Rath von Alters- 
genossen vor, was ja Manches für-sich ha t ,  so wende er sich an den mathe- 
matischen Verein der betreffenden Universitiit. Solche wissensçhaftliche 
Vereine wirken an nnd für sich auf's Segenvollste und der Eintritt kann 
jedem Xeuling nui- dringend gerathen werden. CANTOR. 

Bibliographie 
vorn 1. Mai bis 30. Juni 1885. 
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4. Bd. 2. Stilck. (Meteorolog. Beobacht.) Leipzig, Engelmann. 7 Mk. 

Astronomisches Jahrbuch von Berlin für das Jahr  1887, herausgeg. von 
F. TIETJEN. Berlin, Dümmler. 12 Mk. 
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&Iathematisches Abhandlungsregister. 

1884. 
Erste Hilfte: 1. Januar bis 30. Juni. 

A. 
Abbildnng. 

1. Ueber die isothermische Spiegclung. H o l z  rn ü 11 cr. Crelle XCTV, 179. 
2. Zur conforinen Abbildung der Cyklide auf leechteck und uubegrenzte Eberie. 

H o l z m ü l l e r  Crelle XCIV. 237. 342. 
3 Ueber eiue ein-dreideutige ebe& ~ b b i l d u n g  einer F l k h e  dritter Ordnung. 

S. K a n t o r .  Crelle XCV, 147. 
4. Sur la représentation ephérique des surFwes. G. D a r b o u x .  Compt. rend. 

XCVI, 366. 
VergL Differentialgleichungen 91. 

Abel'sche Transcendenten. 
5. On some Abelian iutegrals. B. J. R. X i n k .  Quart. Journ. math. XIX, 347. 
6. Ueber einige Abel'sche Integrale erster üattung. H. J. R i n k .  Zeitschr. Math. 

Phys. XXIX, 272. 
7. Eur les équations différentielles abéliennes dans le cas de la réduction du 

nombre des périodes. E. P i c a r d .  Compt, rend. XCV, 898. 
Vergl. 1)ifferentialgleichungen 83. 

Analytische Geometrie der Ebene. 
8. Sur l'e'quation intrinsèque d ~ s  courbes. R. C e s  a r a .  Mathefiis IV, 233. 
9 Proariété de points harmoniaues. B a s t i n .  Mathesis IV, 'LOG. - C e s a r o  - ibid. 207- 
10. Ueber d m  gleichseitige Dreieck. Em. H a i n .  Grun. Archiv LXIX, 44. 
Y.  Ueber das Centrum der mittleren Entfernungeu der Schnittpunkte einer Geraden 

mit drei festen Geraden M. G r c i n e r .  Grun. Archiv LXIX, 323. 
12. Trouver, sur une droite donnée, le point M tel que le triangle ayant pour 

sommets les projections de ce point sur Ics côtés d'un triangle donné 
A i l  c, soit un  minimum. U a s t i n .  Mathesis IV, 118. - J N e u b e r g  
ibid. l i n .  

13. Lieu géométrique faisant ressortir deux triangles équivalents. B a s t i n .  Ma- 
thesis IV. 88. - - - - - - - 

14. iquatiori eut ré  l e s  aires de trois triangles construits sous certaines conditions. 
E'. M i n o l i t i .  Mathesis IV,  69. 

15, Zur Trisection des Winkels. B. S p o r e r .  Grun. Archiv LXIX, 224. 
16. Anerkennung einer Prioritat. C. H o s s f e l d .  Zeitschr. Mat,h. Phys. XXIX, 192. 

i v e r d  Bd. XXIX. Nr. 8.1 
17. Sur une &urbe dii 3. kt une i u t r e  du  8. degré. B a s t i n .  Msthesis IV, 225. 

- B e r g m a n s  ibid. 236. 
18. On the bitangents of a plane quartic. A. C a y l e y .  Crelle XCIV, 93. 
19. Eésumé de difierentes recherches sur les ovalea de Descartes et  ciuelaues autres - - 

courbes. A. G e n o c c h i .  Mathesis IV, 19. 
20. Sur une courbe dont l'abscisse s'exprime en fonction de l'ordonnée par  une 

quadrature. B r o c a r d .  Mathesis IV, 126. 

21. Trajectoires orthogonales des courbes pz = a2 log p. B r o c a r d .  Mathesis 

IV, 125. 
Vergl. Cissoide. Conchoide. Elliptische Transcendenten 134. Kegelschnitte. 
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Analytische Geometrie des Ranmes. 
22. Ueber Coordinatentransformationen nten Grades. Th.  R e  y e. Crelle XCIV, 312. 
23. On curvilinear coordinates. A. C a y l c y .  Quart. Journ. math. XTX, 1. 
14. Zur Polarentheone der Complexe zweiten Grades. W. S t a h l .  Crelle XCIV, 319. 
25. Ueber Strahlensgsteme zweiter Ordnung. W. S t a h l .  Crelle XCV, 297. 
26. Erzeugung von Complexen ersten und zweiten Grades aus Linearen Congruen- 

zen. A. W e i l e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXIX, 187. [Vcrgl. Bd. XXVIII, - 
Nr. 132.1 

27. Bcmcrkungen über einige Complexe. A. W e i l e r .  Zeitschr. Nath.  Phys. XXIX, 
.,,a 
1 Y  1. 

28. Einfache Erzeugung ciniger Complcxc zweiten Grades. A. W e i l e r .  Crelle 
XCV. 140. 

29. ~ e b e r ~ l i n e a r e - u n d  quadratische Strahlencomplcxe und Complcxen-Gewebe. 
T h .  B e g  e. Crelle XCV, 330. 

30. Zur Theorie der Raumcurven. C. H o s  sf e l  d. Zeitschr. Math. Phys. XXIX. 24.2. 
31. Sur les courbes du sexbmt. ü r u e g .  Compt. rend. XCV1, 240. 
32. Sur une emèce de courbes svmétrianes de  l a  sixième claase. C. Crone .  Acta 

mathematica LI, 81. * 
Vergl. Oberfiichen. OberKachen xweiter Ordnung. 

Astronomie. 
33. Sur l'dquation diff%renticlle qui donne imme'diatcment la solution du probletne 

des trois corps jusqu'aux qnantités du deuxième ordre inclusivement. 
H. G y l d é n .  Compt. rend. XCV, 57. 

34. Sur un  point de  l a  théorie des perturbations. fi. X a d a u .  Cotupt.rend.XCV, 117. 
35. Sur les perturbations de  Saturne diies à l'action de Jupiter. A. Gai l lo t .  

Compt. rend. XCVI, 626. 
36. Tables auxilières pour caleiiler l'anomalie vraie des planètes. Ch. V. Zenger .  

Compt. rend. XCV, 208. 
37. Théorie du mouvement diurne de  l'axe d u  monde. F o l i e .  Compt. rend. 

XCV, 163. 
38. Sur le calcul des variations seculaires des éléments des orbites. 0. Cal-  

1 a n  d r  e au.  Compt. rend. XCVI, 1841. 
39. Des termes à courte période dans le mouvement d e  rotation de la terre. C. 

KozB. Compt. ;end. XCV, 327. 
40. Sur l a  théorie du  Soleil de C. W. Siemens. F a y e .  Corn t rend. XCV, 61'2, 

1110; HCVI, 79, 136, 292, 355. - S i e m e n s  ibid. XC$, '769, 1037; XCVI, 
43. - H i r n  ibid. XCV, 812, 1195. - R e y  d e  M o r a n d e  ibid. XCV, 980. 
- J. Vio l10  ibid. XCVI, 253. 

41. Méthodes nouvelles pour l a  détermination des ascensions droites e t  des dkcli- 
naisons absolues dcs btoilcs. L o e w y .  Compt. rend. XCVI. 1098, 1179, . - 
1329, 1745, 1813. 

42. Sur une manière d e  determiner l'angle de position d'un point de  l a  snrface 
d'un astre à l'aide d'une lunette horizontale. Ch. S r  Bpied.  Compt. 
rend. XCVI, 1198. 

43. Sur l'emploi de la lunette horizontale pour les observationa de spectroscopie 
solaire. T h o 1  Lon. Compt. rend. XCVI, 1200. 

44. Siir l a  possibilit6 d'accroître dans une grande proportion l a  récision des ob- 
servations des écliases des eatellites de Juaiter. A. Bornu.  Comot. ~. 
rend. XCVI, 1609. 

Vergl. Keppler'sches Problem. Oberfachen 342. Reihen 417. 

B. 
Bernoniii'sche Zahlen. 

45. Studien über die Remoulli'schen und Euler'schen Zahlen. J. Worp i t zky .  
Creile XCIV, 203. - K r o n e c k e r  ibid. 268. 

46. Ueber die Partialbruchzerlegung der Functionen, mit beaonderer Anwendung 
auf die Bernoulli'schen. J. W o  r p  i t z k y. Zeitmchr. Math. Phys. XXIX, 45. 

47. On certain definite integrals connected Gith spherical harrnonics. P. Fros t .  
Quart. Journ. math. XIX, 242. 

48. Sur une classe de fonctions re~résentdes  pa r  des intdprales de'finies. E. G o u r -  
s a t. Acta mathematica ÎJ, 1. 

- 
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49. Sur l'intégrale rq p ) . ~  (z).dz. A. K o r k i n e .  Compt. rend. XCVI, 326. - 
O 

50. Uebcr das Doppclintegral. P. d u  B o i s - R e y m o n d .  Crelle XCIV, 273. 

E. G o u r s a t .  Compt. 51. Sur les intégrales doubles 

1, u, 
rend. XCVI. 1304. 

2n2z 
cosix.eosjy. d x . d y  

52. Sur l'intégrale ,- O. C a l l a n d r c a u .  Compt. 
1 + iye -'Liy(p.cosz+v.cos?/) 

O O 
rend. XCVI, 1125. 

5 

Vergl. Analytischc Geometrie dcr Ebenc 20. Differentialgleichungen 86. 
Ellipse 122. Elliptische Transcendeuten. Gammafuuctionen. Quadratur. 
Reihcn 425. Rectification. 

Cissoide. 
53. Die Cissoide des Diokles. M. G r e i n e r .  Grun. Archiv LXIX, 313. 
54. Système de8 cissoïdes e t  sa trajectoire orthogonale. B r o c a r d .  Nathesis IV, 124. 

Comhinatorik. 
55.  Ein combinatorischer Satz. A l .  S t e r n .  Crelle XCV, 102. 
,56. Sur lca permutations de  n objets e t  sur leur classement. J. B o  u r g c t .  Compt. 

reud. XCV. 508. 
Cornplanetion. 

57. Die Oberflache der beiden Paratioloide. O. B 6 k l e n .  ürun.  Archiv LXIX, 222. 

Conchoide. 
68. Sur un mode d e  g h é r a t i o n  des conchoïdes. H. S c h o  e n t j  es.  Mathesis IV, 145. 

- D e r o u s s e a u  iliid. 237. - - 81. d ' 0 c a g n e  ibid. 237. 
59. Sur le limaçon de Pascal. B a s  t i n  k G i l l e t .  Yathesis IV, 117. 
60. Conchoide comme lieu des points où certaines droites touchent des cercles qui 

leur correspondent. B r  O c a r  d. Mathesis IV, 204. 

Cubatur. 
61. Volume limité par un plan e t  par une surface engendrée par une ellipse. D e -  

r o u s s c a u x  & K e e l h o f f .  Mathesis IV, 229. 
tX2. Volume limite dans l'ellipsoide. B a s t i n .  Mathesis 17, 192. 

Vergl Quadratur 403. 

Determinanten. 
63. Sur une application du déterminant, cyclo-s~mmétrique.  A. L e g o u x .  Qiiart. 

Journ. math. XIX. 41. - A L o d  ~e ibid. 257. 
61. Sur une formule de ~ a ~ r a n ~ e  déjà g&éralisée par Cauchy. Em. B a r t i  i e  K. 

Compt. rend. XCVI, 1846. 
65. Ueber einige Determinantengleichungen. E. I l u n y a d y .  Crclle XCIV, 171. 
66. Ueber einige Determinantenidcntitiiten. welche in der Lchre von den perspec- 

tivischen Dreiecken vorkomrnen. F. C a s p a r y .  Crelle XCV, 36. [Vergl. 
Bd. XXVLII, Nr. 58.1 

Vergl. Optik 371. 
Differentialeleichuneen. 

67. Zur Thcorie der linearen ~ifferentialgleichungen L. W. Thorne .  Crelle XCV, 
44. [Vergl. Hd. XXVlII. Nr. 66.1 

68. Sur les groupes d'équations linéaires. H. P o i n c a r é .  Compt. rend. XCIV, 691, 
1 Rn3 
A-"-. 

69. Sur les groupes de transformation des équations différentielles linéaires. E. 
P i c a r d .  Compt,. rend XCVI, 1131. 

70. Zur 'i'heorie der totaien linearen l)iff'ereritialnleichun~eu. B. W e  i n  s t e i n. - u 

ürun.  Archiv LXIX, 235 
'il. Sur les inthgrales algebriquetl des équations diiTérentielles linéaires à c o H .  

cients rationnele. L A u t  onne .  Compt. rend. XÇVI, 66. 
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Bexiehungen zwischen den Fundamentalintegralen einer linearen homogenen 
Differentialgleichung zweiter Orduung. L. K 6 n i g  s b e r  g e r .  Xathem. 
Annal. XXLI, 269. 

Sur une équation linéaire du second ordre à coefficients doublement pério- 
diques. M. E l l i o t .  Acta mathematica II, 233. 

Sur l'intdgration algébrique d'une classe d'équations linéaires. E. G o u r s  a t. 
Cornpt. rend. XCVI, 323. 

Zur Integration der Differeutialgleichungen. W o  Id. H e  y m a n a  Zeitschr. 
Yath.  Phys. XXIX, 257. 

Eigenschaften der algebraisch -1ogarithmischcn Integrale linearer nicht homo- 
geuer DifYerentialgleickiungen. L. K o n i g s  b e r g  er.  Crelle XCIV, 291. 

Ei~enschaf ten  irreductibler E'unctioncn. L. K b n i p s b c r z c r .  Crelle XCV. 1 7 1  
~ e i e r  ei ien speciellen Fall der dem Connex (1, nï en t spkhenden  ~iffere;ltial: 

gloichung. R .  M ü l l  e n d  orf f .  Griin. Archiv LXlX, 113. 
Ueber Differentialgleichungen, welche durch hypergeometrische Functiouen 

integrirt  werden konnen. Wo ld.  H e  y m a n n .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXIX, 111. 

On linear diflerential e a ~ a t ~ i o n s .  in oarticular tliat satisfied bv the series 

1 + ~ x + ~ + ~ ~ p ( p + 1 j ~ @ ( d + 1 ) x 2 + . . .  Y €  ~ . ~ . y ( y + l ) . e ( e + l )  A, R. F o r s i t h ,  Quart,, 
Journ. math. XIX, 292. 

A method of expressing any particular arbitrary constant in the solution of 
linear diffcrential equations in terms of the initial conditions. E. J. Rou  t h ,  
Quart. Journ. math. XIX, 262. 

Sur l'intégrale algébrique d'une équation trouvée par  JI. Allégret en forme 
irrationnelle et ramenée à une forme rationnelle. P. A. M a c  Mahon.  
Compt. rend. XCV, 831. 

On the di8erential equation X - $ 5  d z  + Y-% d g  + Z-35 d ~ =  O. P. A. Mac 
M a h o n .  Quart. Journ. math.  XIX, 165. - A. C a y l e y  ibid. 182. 

Note on a ditferential equation due to  Kummer. A. K. F o r s  y t h .  Quart. Journ. 
math. XIX, 125. 

Sur  la nature des intégrales algébriques de l'équation de Riccati. L. A u t  onne. 
Compt rend. XCVI,  13341. - 

MBtliode pour obtenir la formule donnant l'intégrale générale de  l'kquation 
a"-1 d" -2 

différentielle pd" +.Ai Zn-1 2 1 8 2 p - 2  - 
d xn dzn-i ' 

dz,,y<+ ... +&y = f ( x )  
.. -- 

a,u moyen d'une intégrale d é f i n ~ i ~ h ~ l t i ~ l e .  A o u s t .  Conipt. rend.XCV1, 775. 
Celier die DiLi'ereutialgleichuug dur Functionen des elliptischen Cylinders. H. 

L i n d e m a n n .  Illathem. Annal. XXlI, 117. 
Conditioua pour que deux équations difl'erentielles linéaires sans second membre 

aient a solutions communes. *oiiation oui  donne ces solutions. B. L e -  
m o n n i e r .  Compt. rend. XCV, 476. 

Ueber die Inteqration siruultaner partieller Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit zwei unabhin@gen Variabclu. J. Valyi .  Crclle XCV, 99. 

Sur une équation linéaire aux clÉrivées partielles. G. D a r  b O ux. Compt. rend 
XCV. 69. 

Sur les éqiations aux dérivées partielles. G. U a r  b oux .  Compt. rend. XCVI, 766. 
Uebcr die Ablcitung dcr  singiil8ren Losnngen eiries Systerns gcwohnlichcr Dif- 

ferentialgleichungen aus den Differentialgleichungen selbst. A. Mayer .  
Mathem. Annal. XXU, 368. 

Elasticitat. 
Sur l'équilibre du cylindre élastique. P. S c h i f f .  Compt. rend. XCVI, 487. 
Sur le choc d'une plaque Elastique plane, supposée indéfinie en longueur et en 

largeur, par un solide qui vient l a  heurter perpendiculairement en un de 
ses uoints et aui  lui reste uni. J. B o u s s i n e s a .  C o m ~ t .  rend. XCV. 123. 

95. ~quilibreLd'61asticit6 d'un solide limité- par un plan. A ~ .  ~ o & s i n e s q .  cdrnpt. 
rend. XCV, 1052, 1149. 

96. Du choc longitudinal d'une barre 6lastiquc libre contre une barre Blaatique 
d'autre matière ou d'autre grosseur. fixke a u  bout non heurté: couaidé- 
ration du cas extrême où 1; barre heiirtante est tres raide et tiès courto. 
D e  S a i n t - V e n a n t .  Compt. rend. XCV, 359. 
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97. Solution, en termes finis et simples, d u  problème du choc longitudinal, par 
un corps quelconque, d'une barre élastique fixée à son extrémité non 
heurtée. D e  S a i n t  -Veuant ' .  Compt. rend XCV, 423. 

98. Sur le choc lougitudinal d'une tige élastique fixée par l'une de ses extrémitcs. 
S d b e r t  & H u g o n i o t .  Compt. rend. XCV, 381. 

!i9. Sur lca vibrations longitudiuales des barres élastiques dont les extrémités sont 
soumifies à des efforts quelconques. S e b e r t  & H u g o n i o t .  Compt. 
rend. XÇV, 213, 278, 338. 

100. Sur les vibrations longitudinales des verges élastiques et, le moiivement d'une 
tige portant à son cxtr6mité une masse additionnelle. S 6 b e r  t k H u  g o  - 
n i o t .  Compt. rend. XCV, 775. 

lut. Sur une question de principe qui se rapporte à la, théorie du choc des corps 
imparfaitement 6lastiques. H. Resa l .  Compt. rend. XCV, 547. 

102. Sur le choc des corps imparfaitement élastiques. H. ILesal. Compt. reiid. 
K C V  h7R - I . , - . V . 

103. Du choc de deux sphères en ayant égard à leur degré d'élasticité et au  frotte 
ment développé a u  contact. II. R e s a l .  Compt. rend. XCV, 615. 

104. Du choc de deux billes posées sur un tapis de billard. H. E e s a l .  Compt. 
reud. XCV, 655. 

105. De l'eifet d'un coup de queue incliné sut une balle. H. B c s a l .  Compt. reud. 
XCV 7nn - 7 

106. Sur l a théo r i e  des chocs. H. R c s a l .  Compt rend. XCV, 745 

Elektricittit. 
107. Conception rationnelle de l a  nature e t  de la propagation de l'électricité. A. 

L e d i e u .  Couirit. rend. XCV, 669, 753. 1026. - E. D e  c h a r m e  ibid. 914. . , 

1273. 
108. Objections d'ordre m6cani ue à l a  théorie actuelle de  1'6lectricité. A. L e -  

d i e u .  Compt. rend. X ~ V ,  619. 
109. Sur quelques théorèmes d'électricité, démontrds d'une manière inexacte dans 

des ouvrages didactiques. Yves  M a c h a i .  Compt. rend. XCV, 210. 
110. Sur l'expression des grandeurs électriques dans les systèmes électrostatique 

et électromagnétique, e t  sur les relations qu'on en déduit. E. M e r c a d i e r  
& Vaschy .  Compt. rend. XCVI, 118, 250, 334. - M. L e v y  ibid. 248, 430. 

111. Sur la thiorie des couches doubles électriques de blr. Helmholtz. Calcul de 
la grandeur d'un intervalle moltjculaire. G. L i  p p m a n  n. Compt. rend. 
XCV. f i R R  . , 

112. considérations thdoriques et  pratiques sur les phénomènes de l'induction élec- 
tromagnétique. A plications aux types des machines les plus répandues. 
G. L e  G o a r a n t  cfe T r o m e l i n .  Compt. rend. XCV, 439. 

113. Sur la relation entre la force électromotrice d'une machine d namo-électrique 
ct  sa vitcssc dc rotation. Y. L c v y .  Compt. reud. XC%, 832. 

114. De la puissance mécanique pasoive, de l a  résistance intérieure e t  du  champ 
magnétiques des régimes allure - intensito; ddtermination Glectrique de 
leuril valeurli eflectives. G. Ca  b a n e l l a  S. Cornpt. rend. XCVI, 1651. 

115. Transmission du travail à grande distance. M. D e  rcz .  Compt. rend. XCV, 
633; XÇYI, 192, 777, 1571. - M. L e v g  iliid. ~ C V ,  1220; XCVI, 32% - 
R c e t a  ihid. XCVI, 332. - T r e s c a  ibid. XCVI, 457, 530. - M. C o r n u  
ibid. XCVI, 93-2. - ü. C a b a n e l l a s  iliid. XCVI, 1363. 

116. Le transport d ~ :  l a  force par des batteries d'appareils électriques. J. Mose r .  
Compt. rend. XCVI, 779. 

117. Nouvelles expressions du travail et  du rendement Bconomique dea moteurs 
électriques. N. Il ep rez .  Corn t rend. XCV, 778. 

118. Méthode générale pour renforcer fei  courants téléphoniques. d. Moser .  
Compt. rend. XCVI, 433. 

Vergl. Nagnetismus. Mechanik 308. 

Eiiipse. 
119. Einfache Construction der Elli se aus zwei conjugirten Uurchrnesaern. C. R o  - 

d e n b  e r g .  Zeitschr. &tg. Phgs. XXIX, 225. 
120. Triangles dont les côtés sont les tangentes menées à une ellipse d'un point 

donnée, l a  droite menant de ce point au  centre e t  les rayons vecteurs 
du centre aux deux points où les tangentes touchent l'ellipse. E. L i é n a r d  
& C. T h i r y .  Mathesis IV, 93. 

121. Theorèmes sur l'ellipse. B a r b a r i n .  Mathesis IV, 13. 
&st.-lit. Abthlg. d. Zeitsohr. f. Math. u. Phys. XXX, 4. 12 
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122. Moyenne de rayons vecteurs d'une ellipse. E. C e s a r o .  Mathesis I V ,  4u. 
Vergl. Cubatiir 61. Hyperbel 256. Kormalcn 338. Quadratur 404, 406. Rec- 

tification. 
Ellipsoid. 

123. PropriBtE de l'ellipsoide. J .  N e u  b e r  g. Mathesis V11, 227. 
Vergl. Cubatur 62. 

Eliiptische Transeendenten. 
124. A revieion of chapters XXIY and XXVI of Legendre's Fonctions Elliptiques 

T. 1. A. G. G r e e n  h i l l .  Quart. Journ. math.  XIX, 226. 
125. Beitriige zur Theorie der elli tischen b'unctionen. 0. R a u  s e n b  e r  ger .  Crelle 

XCIV, 251. [Vergl. RLL %XVIII, Nr. 512.1 
126. Zur Transformationstheorie der elliptiachen Functioiien. L. K i  e p  e r t .  Crelle 

XCV, 218. [Vergl. Rd. X X V ,  Nr. 350.1 
127. On certain formiilae in elliptic functions. J .  W. L. ü l a i s h  er.  Quart. Journ. 

math.  XIX, 22. 
128. Expressions for urgsna and ( a ~ g s n u ) ~  as definite integrals. J. W. L. G la i she r .  

Quart. Journ. math. XIX, 71. 
129. A system of integrals iuvolving elliptic functions. J. W. L. G l a i s h e r .  Quart. 

Journ. math. XIX, 145. 
130. Sur uno nouvelle séric dans Ics fonctions elliptiques. 17 a a d e  B r u n  o. Compt. 

rend. XCV, 22. 
131. Algcbraische Ableitung der Multiplication von cosamu. C. R u n g e .  Crelle 

XCIV, 349. 
132. Ablcitung dcs Additionstheorcms für elli tischc Integrale aus der Theorie 

eincs KegelschnittbiischeIs. Ad. S c g u m  a n u .  Zeitschr. Math. Phyu. 
XXIX, 5.5. 

133. Sur I'application des intégrales elliptique8 et  ultraelliptiques à l a  théorie de3 
courbes unicursales. L a g u e r r e .  Corn t rend. XCVL, 769. 

131. Ueber das Cartesische Oval. E. H a e n t  zsc% i l .  Grun. Archiv LXIX, 395. 
Vergl. Umkehrungsproblem. 

F. 
Factorenfolge. 

135. Siir le produit indéfini (1 -2) (1 -x2) (1 -x3). . . S y l v e s  t e r .  Compt. rcnd. 
XCVI, 674. 

Vergl. Gammafunctionen 182. ' 

Formen. 
136. Ueber Relationen zwiechen Classenanzahlen binarer quadratischer Formen von 

negativer Determinante. J O  s. G i e r  s t  e r .  Mathem. Annal. XXiI, 190. 
IVerel. Bd. XXIX. Nr. 130.1 

137. Sur Cert&es formes ' quadratiques e t  sur quelques groupes discontinus. E. 
P i c a r d .  Compt. rend. XCV, 763. 

138. Sur les formes quadratiques binaires k indétermides  conjuguées. E. P i c a r d .  
Compt. rend. XCVI, 1567. 

139. Sur la, réduction continuelle de certaines formes auadratiaues. E. P i c a r d .  
Comr~t. rend. XCVT. 1779. 

140. ~ e r n e ~ k n ~ ~ e n  über die ~~~u iva len t subs t i t i i t i onen  biniirer quadratischer Formen. 
J .  B e r m e s .  Crelle XCV, 165. 

141. Sur l a  réduction des formes quadratiques positives ternaires. X i n k o  w s k i  
Compt. rend. XCVI, 1205.- 

142. Table des formes quadratiqiies qiiaternairea pos i t ivc~ reduites dont le d4trr- 
minant est Bgal ou infdrieur à 20. L. C h a r v  e. Compt. rend. XCVI, 773. 

143. Georuetrischer Beweis der bekanntesten Eigenschaften einer binaren cubischen 
Form. G. L o r i a .  Zeitschr. Math. Phys. XXIX, 245. 

144. Ueber abhangige Punkts sterne und deren Redeutung für die reciproke Ver- 
wandtschaft zweier Jbenen. R o s a n e s .  CrelleXCV, 247. [Verpl. Bd. XXVI, - 
Nr. 322.1 

145. Sur l a  formation des determinants irreguliers. J O  S. P e r  o t t .  Crclle XCV, 232. 
Vergl. Geometrie (hohere) 198, 206. Invariantentheorie. 

Fourier'sche Reihe. 
146. Sur l a  série de Fourier. H a l p h e n .  Combt. rend, XCV, 1217. 
147. Démonstration simplifi6e des formules de ourler. P. G i l b e r t .  Mathesis IV, 

Siipplém. V. 
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118. Ueber die Integration der trigonometrischen Reihe. P. d u  B o i s - R e y m o n d .  
Mathem. Annal. XXiI, 260. 

Pnnctionen. 
119. Sur les transcendantes entiares. H. P o i n c a r 6 .  Compt. rend. XCV, 23. 
150. Sur les fonctions Fiichsiennes. B. P o i n c a r é .  Cornut. rend. XCV, 626; XCVI. . . 

1485. 
151. Sur la théorie des fonctions uniformes d'une variable. M i t t  a g - L e f f l  e r .  

Compt. rend. XCV, 335. [Vergl. Bd. XXIX, Nr. 678.1 
192. Sur les fonctions uniformes d'une variable, liées par une relation algébrique. 

E. P i c a r d .  Compt. rend. XCVI, 476. 
153. Sur la thborie des fonctions uniformes. E. Cl o u r s a t .  Compt. rend. XCVI, 565. 
154. Sur les fonctions uniformes. J. F a r l r a s .  Compt. rend. XCVI, 1646. 
155. Sur les fonctions uniformes affectees de coupures et sur une classe d'cquations 

différentielles linéaires. A p p e l  1. Compt. rend. XCVI, 1018. 
156. Sur les fonctions à espaces lacunaires. H. P o i n c a r é .  Compt. rend. XC VI, 

1134. 
157. Celier dcn allgemeirien Fuuctionsbegriff und dcssen L)arstellung durch eine 

willkiirliche Curve. F. K l e i n .  Mathem. Annal. XXH, 249. 
158. Zusammenhang der Hyperbeln und Lemniscaten hoherer Ordnung mit dem 

Ansgangspunkte der Functionentheorie. G. H o l  z m ü l l e r .  Zeitschr. Math. 
Phys. XXIX, 120. 

159. Ueiier eine gewisee Emeiterung des Cantor'schen Eatzes, dass lima,=O und 
lim b,, = 0 ,  sofern innerhalb der Grenzen a < z < b inimer lim(a. .sin% s 
+ hn.cosnx) = 0 stattfindet. C. N e u m a n n .  Mathem. Annal. XXLI, 406. 

160. Sur le rapport de la circonférence au  diambtre et sur les logarithmes népé- 
riens des nombres commensurables ou des irrationnelles algébriques. Fi'. 
L i n d e m a n n .  Compt. rend. XCV, 72. 

161. Ueber cykli~che Functionen. O. D z i o b e k .  Grun. Archiv LXIY, 265. 
16% Die alge braische Transformation der doppeltperiodischen Functionen. M. V e l t -  

m a n u .  Zeitschr. Math. Phgs. SXIX, Supplem. 73. 
1G3. Oeber die Perioden solcher eindeutiger, 2%-fach periodischer Functionen, 

welche im Endlichen überall den Charakter rationaler Functionen be- 
sitzen und rcell sind für reellc Wcrthe ihrer n. Argumente. Ad.  H u r -  
w i t z .  Crelle XCIV, 1. 

164. Définitipn naturelle des paramètres différentiels des fonctions, et  notamment 
de celui du second ordre A,. J. B o  us  s i n  e s  q. Compt. rend. XCV, 479. 

165. Ucl)er arithmetische Eigenuchaften gewisscr transcendenter Functionen. Ad.  
H u r w i t z .  Mathern. Annal. XXII, 211. [Vergl. Bd. XXIX, Nr. 411.1 

166. Sur les fonctions d'un point analytique. A p p e l l .  Compt. rend. XCV, 6'24. 
187. Relations entre les résidus d'une fonction d'un point analytique (x, y) qui se 

reproduit, mnltipliée par une constante, quand le point (z, y) décrit un 
cycle. A p p e l l .  Compt. rend. XCV, 714, 

168. Sur des fonctions uniformes de deux points analytiques qui sont laissées in- 
variables A r  une infinité de transformations rationnelles. A p  p e l l .  Compt. 
rend. XC&, 1643. 

1G9. Sur une classe d e  fonctions uniformes de deux variables indkpendantes. E. 
P i c a r d .  Compt. rend. XCV, 594.  

170. Beweis des Satzes, dass eine einwerthige Function beliebig vider Varirtbeln, 
welche überall a19 Quotient zweier Potenzreihen dargestellt werden kann, 
eine rationale Function ihrer Argumente ist. A. H u r w  i t z. Crelle XCV, 201. 

171. Sur des fonctions de  deux variables indépendantes analogues aux fonctions 
modulaires. E m .  P i c a r d .  Acta mathematica II, 114. 

172. Sur les fonctions hypergéométriqiies d'ordre supérieur. E. G o u r s a t .  Compt. 
rend. XCVI, 185. 

173. Sur les fonctions hyperg6ométriques de deux variables. E. G o  u r s a  t. Compt. 
rend. XCV. 717. 903. 1044 ~, , ~ 7 ~ .  

174. Sur les fonctions de plusieurs variables imaginaires. E d. C o m l  es  c u r e .  
Compt. rend. XCVI, 235, 483. 

175. Sur les fonctions de deux variables. H. P o  i n c a r  6. Compt. rend. XCVI, 238. 
176. Sur une classe d e  fonctions de deux variables indépendantes. E. P i c a r d .  

Compt. rend. XCVI, 320. 
177. Sur une classe d e  fonctions de deux variables inddpendantes. P. Appe l l .  

Acta mathematica II, 71. 
178. Snr les fonctions de deux vnriablcs. H. P o i n c a r 6 .  Acta mathematica LI, 97. 
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Vergl. Abel'sche Transcendenten. Bernoulli'sche Zahlen. Bestimnite Inte- 
grale. Diffcrentialgleichungen. Elliptische Transcendenten. Factorenfolge. 
Foiirier'sche Reihe. Hyperbolische Functionen. Imaginaires. Mannich- 
faltigkeiten. Rlodulargleichuugen. Quaternionen. Ileihen. Substitutionen. 
Thetafunctioncn. Ultri~elliptiache Trariscendentcn. Zahlenthcorie 474. 

a. 
Gammafnnctionen. 

179. Sur l a  fonction eulérienne. B o u r g u e t .  Compt. rend. XCVI, 1307. 
180. Our les intégrales euleriennes et quelques autres f-onctions uniforines. i d .  

B o u r g u e t .  Acta mathematica II, 261. 
181. Sur l a  f'onction eulerienne. L. B o u r g u e t .  Acta rnathematica II, 296. 

X 

182. Pour toute valeur positive de q, entière ou fractionnaire ou a cosqq-'. drp . r' 
E ( 2 n 1 ) ( Z n - 1 + q ) .  E. Cesa ro .  MathesisIV, 65. 

~ n ( ~ n - ~ + q )  
183. Ueber die transeendente Function Q(x) = r ( x )  - P (x). B. Me1 l i n .  Acta ma- 

thematica JI. 231. 
1 

184. Sur l'intégrale j'y.2. d z Cl. S e r v  a i s  Mathesis IV, 1%. 

185. Rectification àoiine commiinication anthrielire sur les integrales eulériennes. 
J. T a n n e r  Compt. rend. XCV, 76. [Vergl. Bd. XXIX. Kr. 695.1 

Vergl. ~ a h l e n t t e o r i e  486. 
Geoditsie. 

186. Obaervation~ astronomiques sans mesiires d'angles. Ch. R o  II g e  t. Compt. 
rend. XCV, 120. [Verçl. Ud. XXIX, Nr. 696.1 

187 Choix d'un premier méridien. F a y e  Conipt, rend. XCVI, 135 - De C h a n -  
c o u r t Ô i s  ibid. 182. 

Vergl. Hypsometrie. 
Geometrie (descriptive). 

188. Ueber einen Fundanientalsatz der constructiven Schattentheorie. J. S t re i  ss - 
l e r .  Grun. Archiv LXIX, 144. - C. P e l z  ibid. 437. 

189 Angle que fait le plan d'une circonférence arec  le plan horizontal. De- 
r o u s s e a u .  Mathesis IV, 91. - V e r s t r a e t e n  ibid. 167. 

190. Théorème sur deux triangles non situés dans un même plan. J e  'rabek. 
Mathesis IV, 116. - J. N e u b e r g  ibid 116. 

Geometrie [hohere). 
191. Ueber einen liniengeometrischen Satz. Y. K l e i n .  Mathem. Annal. XXII, 231. 
192. Ueber Reihen harmonischer Mittelpunkte vom zweiten Grade. R e i n h .  Sla- 

w y k .  Zeitsehr. Math. Phys. XXIX, Supplem. 1. 
193. Das Zweieckschnittsverhiiltniss. A. T h  a e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXIX, 183. 
194. Ueber Tangentenconstructionen. Ad. I l u r w i t z .  Mathem. Annal. XXII, 230. 
195. Ueber Collineation und Correlation. R. S t u r m .  Mathem. Annal. XXII, 569. 
196. Courbes avec oint de dedoublement. P. M a n  s i  on. Mathesis lV, 164. [Vergl. 

Bd. XXIS), Nr. 450.1 
197. Sur une relation d'involution, concernant une figure lane formée de deux 

courbes algébriques, dont l'une a un poiut niultipEe d'un ordre de mul- 
tiplicit-6 inférieur d'une unité à son degré. G. F o u r e t .  .Compt. rend. 
XCVI, 1213. 

198. Ueber conjugirtc binare Formen und dercn geometrische Construction. O. 
S c h l e s i n  g e r .  Mathem. Annal. XXLI, 520. 

199. Ueber sich in einem Punkte schneidende coordinirte Linien und iiber auf eincr 
geraden Linie liegende coordinirte Punkte. A. B a m i s c h .  Grun. Archiv 
LXIX, 64. 

200. Zur Theorie der Curven gerader Ordnung. E d .  M a h l e r .  Grun. Archis 
T,XTX. IOX.  - - - - - . - 

201. Ueber einigti projectivische Satze von Schl~milch .  F. G r a b e r g .  Zeitechr. 
Math. Phys. XXIX, 368. 
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202. Die Steiner'echen Polygone. P. A. Sch  O u te .  Crelle XCV, 106, 317. 
203. Ueber die mit der Losung ciner Steincr'schcn Aufgabe zussrnmcnhLngcnde 

Configuration (12,, 16,). C. Hoss f  e ld .  Zeitschr. Math. Phys. XXIX, 305. 
204. Elcmentare Bcwcise ciniger gcomctrischen S'atee. S t u d g  CreU? XClV, 233. 
205. Sur un mode de transformation des figures dans l'espace. Vanécek .  Compt. 

rend. XCV, 1049, 1146; XCVI, 1714, 1773. [Vcrgl. Bd.XXIX, Nr .  700.1 
206. Mémoire sur l a  représentation des homographies binaires par  des points de 

l'espace avec a plication à l'étnde dcs rotations sphériques. C yp.  S t é -  
p h a n o s .  Mat%em. Annal. SXU, 299. 

107. Neue Constructionen der Perspective und Photogrammetrie. G.  H a u c k .  - 
Crelle XCV, 1. 

208. Ueber die cindeutizc Bczichune von Raumcn mittcls nroiectivcr Ebcnenbüschel - - 

und ihre ~ n w i n d u n ~  a u ~ ~ o n s t r u c t i o u s a u f ~ a b e ~ ,  9. v. E r i e g .  Zeitschr. 
Math. Phys. XXIX, Supplem. 38. 

209. Das ebeue Kreissÿsteru und seine Abbildung auf den Rauui. J. T h o m a e .  
Xcitschr. Math. Phys. XXIX, 284. 

-10. Zur 'ïheorie der K,auuicurveii. H. V a l e ~ t i u  er .  Acta rxiatheruatica II, 136. 
Verel. Elliptisehe 'ïranscendentcn 132. 133. Formen 143. 144. Mehrdimen- 

Bi'onaigêometrie. 
Geometrie (kin6matisehe). 

211. Kincmatische Studien. A n t .  S u c  h a r d a .  Crun. Archiv LXIX, 218. 
212. Sur les transformations ceutrales des courbes plaues. M. d 'Oc  a g u  e. Mathesis 

IV. 73. 97. 
21:3. Sur 1 e ~ ' ~ r o ' ~ r i é t é s  métri ues et  einérriatiqueu d'une sorte de quadrariglcs çon- 

jiiguds. Cyp.  ~ t e p ? n a n o s .  Compt. rend. XCC, 677. 
'Ili. Zur Construction der Wendepunkte. hl. G r ü b l e r .  Xeitschr. Math. l'hys. 

XXIX, 310 
Geschichte der Mathematik. 

215. Zur Geumetrie der Alten, insbesondere über ein Axiom des Archimedes. O. 
S t o l z .  Mathem. Annal. XXLI, 504. 

216. Die arabische Tradition der Elemente Euklid's. J. L. H e i b e r g .  Zeitschr. 
Nath.  Phys. XXIX, hist.- lit. Abth. 1. 

217. Ueber einige aus dem Arabischen entlehnte Sternnamen. A. W i t t s t e i n .  
Zeitschr. Math. Phys. XXIX, hi&-lit. Abth. 169. 

216. Die Irrationalititen der Rabbinen. E d .  M a h l e r .  Zeitschr. Math. I'hys. XXIX, 
hist -lit. Abth. 41. 

219. Der Tractatus ,De quadratura circuliu des Albertus de Saxonia. H. S u t e r .  
Zeitschr. Math. Phys. XXIX, hist.-lit. Abth. 81. 

220. Esquisse biographique dc Willebrord Snell. P. M a n s i o n .  Mathesis I V ,  64. 
3-1. Eingabe Johann Kepler's an Kaiser Rudolf II. um Ertheilung eines Genera.1- 

privilegs für den Druck seiner Werke (1606 var Miirz 3). IZ. D b b n e r .  
Zeitschr. Math. Phys. XXIX, hi&-lit. Abth. 174. 

222. Discours prononcé à l'inauguration d'une statue de Fermat. M o u c h e z .  
Compt. rend. XCV, 399. 

223. Sur un manuscrit de Fermat récemment uublié. A. G e n o c ü h i .  Mathesis 
IV, 106. 

224. Le deux-centième anniversaire de l'invention du calcul diffdrentiel. P .  M a n -  
s i o n .  Mathesis IV, 163, 177. 

125. Considérations générales sur les méthodes scientifiques et applications A la 
méthode a posteriori de Kewton et  à l a  méthode a priori de Leilnite. 
E. C h e v r e u l .  Compt. rend. XCVI, 1521. 

226. Sur le problème de la décomposition d'un polygone convexe en triangles. 
E. C a t a l a n .  Yathesis IV, 37. 

227. Ueber die I h f u h r u n g  der cornplexen Zahlen. IL. B a l t z e r .  Crelle XCIV, 87. 
2.28. Sur les travaux de  Frédéric Houtman. Ve t h. Compt. rend. XCV, 982. 
229 Manuscrits sur la théorie de l a  Lune laissés par M. Biot. F. L e f o r t .  Compt 

rend. XCVI, 1483. 
230. Funérailles de Jos. Liouville. F a 7  e. - Compt. rend. XCV, 468. - L ab O u l  a v e 

ibid. 469. 
231. Notice sur Jas. Liouville f 11; Sept. 1882. J a m i n .  Compt. rend. XCVI, 873. 
232. Sur l a  vie et lcs travaux de Em. P1ant:~mour F a  y e. Compt. rend. XCV, 4 9 5  
233. Sur les travaux de M. Roche. F. T i s s e r a n d .  Compt. rend. XCVI, 1171. 
234. Note biogra hique sur H. J. S. Smith t 9. Févr. 1883. C. J o r d a n .  Compt. 

rend. XFVI,  1095. 
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236. Funérailles de J. A. C.  Bresse t 22. Mai 1883. P h i l l i p s .  Compt. rend. XCVI. 
1518. 

Vergl. Metrologie 332, 333. 
Oleichuneen. 

236. Démonstratiou du théorènie que tonte équatiou algébrique a une racine. 
W a l e c k i .  Compt. rend. XCVI, 772. 

237. Ueber die Darstellung der Wuraeln der algebraischen Gleichungen durch un- 
endliche Reihen. R. D i e t r i c h .  Grun. Archiv LXIX, 337. 

238. Beitrag zur Losung von Gleichungen hoheren Grades. T h .  S i n r a m .  Grun. 
Archiv LXIX. 111. IVerel. Bd. XXVLII. Nr. 569.1 

239. Sur les fonctions 'du gen;e z&o c t  du genre un. ~ j g u e r r e .  Compt. rend. 
XCV, 828. [Vergl. Bd. XXlX, Nr. 772.1 

240. On Mr. Anglin's formula for the  succcssive powers of the root of an alge- 
braical equation. A. C a y l e y .  Quart. Journ. math. XIX, 223. 

241. Die Rationalisirung irrationaler algcbraischer Functioncn. S. P 01 e w ski. 
Grun. Archiv LXIX, 149. [Vergl. Hd. XXViII ,  Nr. 576.1 

242. Uchcr Gleichungen, dercn Discriminante ein Quadrat ist. E. N e t t o .  Crelle 
XCV, 237. 

243. Zur Theoric der Gleichungcn vierten Grades. E m. Oc k i  n g h  aus .  Grun. 
Archiv LXIX, 169. 

244. Reductian einer hiquadratischen Gleichung auf eine cubische. H o p  p e. Grun. 
Archiv LXIX. 111. 

G e l i n ,  G o b ,  R o e r s c h ,  C o l l i n ,  P i s a n i .  ~ a t h e s i s  IV, 'L13. ~ ' 

246. Conditions de divisibilita de zp + am-n yq+ O X P - ~ ~  y2q+ C X P - ~ ~  y3a + yp par 
( x + ~ ) ~ .  G e l i n .  Mathesis LV, 60, 165. 

217. Identité de deux expressions algébriques. E. Ce s a r o .  Mathesis IV, 67. 
248. Vérification de l'égalité de deux expressions irrationelles. S tu  y v a er t S .  

Mathesit: IV, 198. 
249. On the standard solutions of a svstem of linear eouations. A. Cavlev.  " J 

Quart. Journ. r n a t h . ~ ~ ~ ~ ,  38. 
Vergl. Determiuanten 63. Imaginares 262. Kepler'sches Problem. Subnti- 

tutioncn. 
- 

H. 
Hydrodynamik. 

230. Sur le mouvement e t  l a  défbrmation d'une bulle liquide qui s'élève daus une 
masse liquide d'une densité plus grande. H. R e s a l .  Compt. rend. 
XCVI, 822. 

251. On the forces ex erienced hy a solid moving in a n  infinite mafia of liqiiid. 
H. L a m b .  8uar t .  Journ. math. XIX, 66. 

152. On the motion of a liqiiid in and about cylinders whose transverse sectione 
are the  inverse of confocal ellipses with respect to  their centre. A. B. 
B a s s e t .  Quart. Journ. math. XIX, 190. 

253. On certain physical problems connected with surfaces which are the  inverse^ 
of ellipsoids of rcvolution. A. B. B a s s e t .  Quart. Journ. math. XIX, 949. 

254. Sur le rapport de i'action lunaire à l'action solaire dans le phdnomène des 
markes. H a t t .  Compt. rend. XCV, 960. 

Hyperbel. 
255. Chercher le lieu des centres des hyperboles équilatbres touchant deux droites 

données en deux points qui sont en ligne droite avec un point fixe. 
B a s t i n .  Mathesis IV, 39. - L i é n a r d  & G i l l e t  ibid. 39. 

256. L'ordonnée du oint d'intersection d'une ellipse et d'une hyperbole homofocale 
rencontre E s  asymptotes sur l a  circonférence qui a pour diamètre le 
grand axe dc l'ellipse. K a e l h o f f  t P i s a n i .  Mathesis IV, 208. 

Hyperbolisohe Fonctionen. 
257. Précis dc la théoric dcs fonctions hyperboliques. P. M a n s i o n .  Mathesis IV, 

5,  28, 80, 101. 
Hyperbaloid. 

258. Droites dans un tétraèdre situées sur un même hyperboloide. J a m e t .  Ma- 
thesis IV, 190. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Abhandlungsregister.  159 
------- - 

Hypsometrie. 
259. Sur l a  diff6rence des pressions barom6triques en deux points d'une m6me ver- 

ticale. J. J a m i n .  Compt. rend. XCVI, 3%. 

ImaginBres. 
260. Zur Interpretation der cornplexen Eleniente in der Geometrie. F. K le in .  

Mathem. Annal. XXIT, 242. 
261. Eine Uebertraguug des Pat,call~cheri Srttzeo anf Kaumgeometrie. F, K le in .  

Mathem. Annal. XXII, 246. 
262. Construction der imaginiiren Wurzeln einer Gleiçhung vierten oder dritten 

Grades mittels einer festen Parabel. R. H o p p e .  Griin. Archiv LXIX, 216. 
Vergl. Zahlentheorie 476. 

Invariantentheorie. 
263. On seminvariants. A. C a y l e y .  Quart. Journ. math. XIX, 131. - P. A. M a c  

M a h o n  ibid. 337. 
264. Zur Theorie der Combinanten. E. S t r  oh. Mathem. Annal. XXII, 393. 
265. rlcduction zweier Covarianten biniirer Fornien. E. S t r o h .  hlathem. Annal. 

XXII, aso. 
266. Sur les relations qui existent entre les covariants e t  invariants des formes 

binaires. R. P c r r i n .  Compt. rend. XCVI, 426, 479, 563, 1717, 1776, 1842. 
267. Sur les relations qui existent entre les covariauts et les invariants de carac- 

tkre pair d'une forme hinaire du sixième ordre. Cyp. S t e p h a n o s .  Conipt. 
rend. XCVI, 232, 1564. 

268. Sur qiielqiies propri6tEs d'une forme binaire du  huitième ordre. F. B r i  O s c h i .  
Cornpt. rend. XCVI, 1689. 

269. Uehcr d m  gemischtc ~c~e l schn i t t büsche l .  H. E. M. O. Z i m m  e r rn a u n. Zeitschr. 
Math. Phys. XXlX, 176. 

270. Bemerkiingcn über perapectivische Drciccke auf cincm Kegelschnitte und über 
eine specielle Reciprocitit. C. Be y e l .  Zeitschr. Math. l'hys. XXIX, 250. 

271. %in Const,ruction der Tliirchschnittspunkte zweier Kegclschnitte. F. S n  nie  S. - 
Grun. Arühiv LXIX, 307. 

272. Einige Siitze über Kegelschnitte. H. S c h r o e t e r .  Zeitschr. MatS. P l i y ~ .  
XXTX. ifin. 

273. Osciilationstripel am Kegelschnitt K. X a h  r a d n i  k. Grun. Archiv LXIX, 419. 
274. Methode simple pour détermiuer les foyers dans lee courbes du second degré. 

G. D o s t o r .  Grun. Archiv LXIX, 432. 
275. aquation quadratique des droites menees d'un point aux intersections d'une . 

conique avec une droite. G. D o s t o r .  Gr i~n.  Archiv LXIX, 427. 
276. Construction der gemeinschaftlichen Tangenten eiuea Kreises und einer Kegel- 

whnittslinie. C. S c h i r e  k. Grun. Archiv LXIX, 408. 
277. Conique enveloppe d'une certaine droite. J e I  a bek.  Mathesis IV, 156. - 

B a s t i n  ibrd. 1167. 
178. Geber den Ort der Berührungspunkte der Tangenten von einem Punkte a n  

die Kegelschnitte einer Schaar oder eines Büschels. M. (Ir  e i  ner .  Grun. 
Archiv LXIX. 30. 

279. Ihveloane des axés des coniaues taneentes à deux droite8 données en deux 
p&ts donnds. P i s a n i .    ma the si^ IV, 230. 

Vergl. Conchoide 60. Ellipse. Elliptische Transcendenten 132. Formen 143. 
Hyperbel. Rreis. Parahel. Tetraeder 450. 

Keplerlsches Problem. 
280. Solution rapide du problème de Kepler. Ch. V. Z e n g  e r .  Compt. rend. XCV, 

171, 207. 
281. Solution du problème de Kepler pour des excentricités considbrables. Ch.  V. 

Z e n g  er.  Compt. rend. XCV, 416. 
282. Remar lies concernant le problème de Kepler. R R a d a u .  Compt. rend. 

X ~ V ,  274. 
283. Sur le problème de  Kcpler. A. d e  G a s p a r i s .  Compt. rend. XCV, 446 
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Xettenbrüche. 
284. Sur l a  theorie des fractions continues périodiques. E. d e  J o n  q u i è r e s .  Compt. 

rend. XCVI, 568, 694, 832, lo20, 1129, 1210, 1297, 1351, 1420, 1490, 1571, 
1721. 

285. Studien über Kettenbrüche. K. E. H o f f m a n n .  Grun. Archiv LXIX, 205. 

Ereis. 
586. Skie triplicate-ratio circle. 1L. S u c  k e r .  Quart. Journ. math. XIX, 312. 
287. Sur une demi circonfdrcnce partagée en 7 parties égalcs. F a u c h a i n p s  & 

L i é n a r d .  Mathesis IV, 41. 
288. Circonfércncc passant par les projections de deux sommets d'un triangle sur 

l a  bissectrice du troisième angle, Van L a e r  & E. L i é n a r  d. ,Il;ttliesis 
lV, 67. - T h i r y  ibid. 68. 

289. Inscrire à un cercle donné un triangle qui soit semblable à uu triangle dourié, 
et homologique a,vec un second triangle donné, inscrit dans le même 
cercle. Q o b  & S t u g v a e r t .  Nathesis IV,  197. 

290. Sur un biangle et  un triangle formés par des arcs de cercle. We i l l .  Mi~tlieais 
IV, 219. 

291. Aire d'une qiia,drilatkre curviligne formé par dcs arcs de circanférenrc. l ' as tc ,  
&IathesisIV, 115. - D e t h i e r  ibid. 115.- J e t a b e k  & JaneCekibid.115, 

292. On systems of circles and bicircular quartics. l l o m .  C ox.  Quart. Journ 
math. XlX,  74. 

293. Siir deux circonférences h~mothét~iques.  D e  R o  c q u i g n y  etc. Mathesis IV, 211. 
294. Propriété géométrique d'un certain groupe de deux systèmes de circonfcrences 

concentriques. B r o c a r d .  Xathesis IV, 219. 
295. Construire deux circonférences tangentes entre elles, tangente chacune à une 

droite donnée en un point donné, e t  dont les rayons soient dans uu I-ap- 
port  donne. D e  D o i s e h e v a l i c r .  Mathesis IV, 42. - L i S n a r d  ibid. 
43. - L a m a r l e  ibid. 43. 

Kriimrnung. 
296. Ueber die Krürurnung der Flacheu. O B 6 k l e n .  Zeitschr. Math. Phys. XXIX, 

189 I V e r ~ l .  Nr  369.1 
297. Ueber die È rü&rnungsm~~e lpunk te  der Polbahnen. M. G r ü b l e r .  Zcitschr. 

Math. Phgs XXIX, 212, 3t)Z. 
Vergl. Oberfiichen 343, 553. 

m. 
Idagnetismns. 

293. Les carrés des forces d'induction! produites pa r  le Soleil dans les planètes e t  
dues à l a  vitesse de  révolution de ces corps, sont,  toutes c h o m  6galcs 
d'ailleurs, en  raison inverse des septièmes puissances des distances à, l'astre 
Induction dcs comètcs des bolides et dcs étoiles filantes. Q u e  t. Compt 
rend. XCV, 514. 

299. J,es forces d'indilction qiie le soleil développe dans le corps par sa rotat,ion 
varient, toutos choueu égalee d'ailleurs, en raison inveroe dos carrés des 
distances. Que t .  Compt. rend. XCV, 682. 

300. Induction lunaire et  ses p6riodes. Q u e t .  Compt. rend. XCV, 722. 
301. Sur l'induction terrestre des planète3 e t ,  en particulier, sur celle de Jupiter. 

Q u e t .  Compt. rend. XCV, 1155. 
302. Action magnétique du soleil sur la terre et  les planètes; elle ne produit pas 

do variation séculnire dans les granda axes des orbites. Que t .  Compt. 
rend. XCVI, 372. 

303. Sur les rapporte de l'induction avec les actions électrod nainiqucs et sur une 
loi générale de l'induction. Q u e t .  Cornpt. rend. ~ C V I ,  1849. 

Mannichfaltigkeiten, 
304. Traduction des travaux ~ r inc inaux  de Mr. G e o r ~  Cantor sur la théorie des 

ensembles publi6s autrcfo; en allemand A& mathematics II, 305, 311, 
329, 336, 349, 381. 

305. Sur divers thdorèmes de l a  théorie dcs ensembles d e  points situés dans un 
espace continu à N dimensions. G. C a n t o r .  Acta rnatkiernatica 11, 409. 

306. Quelnnes théoriimes dc l a  theorie dcs ensembles de nointa. .J. Bcnd ixson .  
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Mechanik. 
De l a  nécessité d'introduire certaines modifications dans l'enseignement de  l a  

mécanique, e t  d'un bannir certains problkmes; par exemple, le mouve- 
ment du corps solide dee ghomètres. Y. V i l l a r c e a u .  Compt. rend. 
XCV, 1341. 

Sur une extension des rincipes des aires et du mouvement du centre de gra- 
vité. M. L é v y .  tomPt .  rend. XCV, 772, 986. 

Rapport sur un mémoire de M. Ph. Gilbert sur divers problbmes de mouve- 
ment relatif. C. J o r d a n .  CornPt. rend. XCV, 111. [Vergl. Bd. XXIX, 

s NI. 811.1 
Ucwegung eines Cylinders im IIohlcylinder auf schiefer Ebene unter Berührung 

ohne Oleitung. R. H o p p c .  Grun. Archiv LXIX, 162. 
Einfache Darstellung der Triigheitsmomente von Ki5rperu. IL. M e h  m k e. 

Zeitschr. Math. Phys. XXIX, 61. 
Méthode génorale pour la solution des problèmes relatifs aux axes principaux 

e t  aux mornénts d'inertie. Balance d'oscillation pour l'évaluation des 
moments d'inertie E. B r a s s i n n e .  Compt. rend. XCV, 337, 446. 

Dic TrSigheitsbahn auf der Erdoberfliiche. H. B r u n  S. Matliem. Annal. XXLI, 296. 
Ueber die z~isammengesetzte Centripetalbeschleuriigung. M. G r ü b  l e  r. Zeitschr. 

Math. Phys. XXIX, 313. 
Proportion des distances des sommets d'un triangle à l a  résultante de trois 

forces dirigées siiivant les côtés. P i s  a n i  & L i é  n a r d .  Mathesis IV, 244. 
On the eiiergy of strain of an  isotropie solid. B. S. S t e a r n .  Quart. Journ. 

math. XIX, 140. 
Réduction à l a  forme canonique des équations d'équilibre d'un fil flexible e t  

inextensible. A p p e l l .  Compt. rend. XCVI, 688. 
Comment se réparti t ,  entre les divers points de  s a  petite base d'appui, le 

poids d'un corps dur, à surface polie et  convexe, posé sur un sol hori- 
zontal élastique. J. B o u s  s i n e s  q. Compt. rend. XCVI, 246. 

Sur une propriété géntirale d'un agent dont l'action est proportionnelle au  
produit des quantites en présence et à une puissance quelconque de la 
distance. E. M e r c a  d i  e r .  Compt. rend. XCVI, 188. 

Sur les solides d'égale résistance. H. L é a u t é .  Compt. reud. XCV, 1219. 
Théorie de la résistance des étoffes tissées à l'extension. T r e s c a .  Compt. 

rend. XCV, 1315. 
Sur les trajectoires des divers points d'une bielle en mouvcment. II. L é a u t é .  

Compt. rend. XCVI, 639. 
Règles pratiques pour l a  subst,itution, à un arc donné, de certaines courbes 

fermées engcndrécs par Iee points d'une bielle en mouvcment. H. L é  a u  t 6 .  
Compt. rend. XCVI, 1356, 1649. 

Sur lc poinponnagc e t  Ics proues dont il détermine l a  formation. T r c s c a .  
Conipt. rend. XCVI, 816. 

Sur un nouveau système dc ba,sculc. A. P i e a r t .  Compt. rend. XCVI, 1782. 
Vergl. Astrouoniie. Elasticitit. Elektricitit. LLydrodynaniik. Hyperboloid. 

Magnetismus. Molckularphysik. Optik. Parabel 377. Pcndel. Pot,ential. 
Schwerpunkt. WLrmelchre. 

Mohrdimonsionalgeometrie. 
Kumerische Berechnung der Winkel von vier llimensionen. IL H o p  p e. Grun. 

Archiv LXIX, 278. 
Relation zwischen fünf Elcmenturtetratopcn mit vier unabhingigen GrGssen. 

R. H o p p e .  Grun. Arehiv LXIX, 287. 
Tetratop auf' beliebiger Uasis. IL. H o p p e .  Grun. Archiv LXIX, 297. 
Drei Siitxc fiir Inhaltslierechnunç in der Mehrdimensionengeometrie. R. H o p p  e. 

ürun.  Arçhiv LXIY, 385. 
Partielles Maximum eines Elementartetratops. R.  H o p p e .  Grim. Archiv 

LXIX, 439. 
Vergl. Zahlentheorie 477. 

Metrologie. . 
Sur l a  théorie gén6rale dea unités. A. L e d i e u .  Compt. rend. XCV, 1328; 

RCVT nnfi. -- .-, 
Sur deux mètres en platine ayant appartenu à de Prony. T r e s c a .  Compt. 

rend. XCVI, 667. 
Sur deux étalons de l'aune e t  du pied de Roi, récemment retrouvés. C. Wolf .  

Compt. rend. XCV, 977. 
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Mittelgr8saen. 
314. Sur une suite de  moyennes. J. K e u b e r g .  Nathesis IV, Supplém. 3. 

Modnlarnleichuneen. 
335. Ueber Congrueuzgruppen von ~r i&ahls t&.  J. G i c r s t c r .  Mathem. Annal. 

XXII, 176. [Vergl. Bd. XXVlI, Nr. 443.1 

Molecularphy sik. 
396. La  s nthèse des cieux et  de  l a  terre. M o i g n o .  Compt. rend. XCVI, 1166. 
337. Sur $influence de l a  quantit6 du  gaz d is~ous  dans un liquide sur sa busion 

superficielle. S. W r o  b l e w s k i .  Cornpt. rend. XCV, 284. 

Normalen. 
338. Zum Normalenproblcm der Ellipse. C. S c h i r e k, Zeitschr. Math. Phgs. 

XXIX, 239. 
339. Quelques théorèmes sur les normales de l a  parabole. G e r o n d a l .  Matheais 

I V ,  128. 
Vergl. Cubatur 62. 

0. 
Oberfïachen. 

340. T l  est possible dc tracer sur des surfaces qunlconqucs, données de forme et 
de position, une série indéfinie de lignes identiques de ,par t  et d'autre. 
G a s p a r  & E. C e s a r o .  Mathesis IV, 41. 

361. Ueber dreifhh-orthogouale E'lichenschaareu. X d .  M a h l e r .  Zeitschr. Math. 
Phys. XXTX, 111. 

342. Haupteigenschalten eiuer krummen in der Astronouiie auftretenden Oberflache. 
A. W i t t s t e i n .  Grun. Archiv LXIX, 19.5. 

343. Ueber die Eigenschafteu des Linienelementes der  Flachen von çonstantem 
Kriimmung~maa,ss. J. W e i n g a r t e n .  Crellc XCIV, 181 ; XCV, 325. 

344. Ueber die Curveu, welche sich so bewepen k b n e n ,  dasv sie stets geoditisçhe 
Linien der von ihnen erzeugten Fliichen bleiben. J. N. H a z z i d a k i s .  
Crelle XCV, 120. 

345. Ueber die Classification der Flacheu nach der Verschiebbarkeit ihrer gcoda- 
tischen Dreiecke. H. v. M a n g o l d  t. Crelle XCIV, 21. 

346. Ueber die P'lachen mi t  einem System sphiirisçher Krümmungslinien. II. 
D o b r i n e r .  Crelle XCIV, 116. - A. E n n e p e r  ibid. 329. 

347. Sur les cercles géodésiques. G.. D a r b o u x .  Compt. rend. XCVI, 54. 
348. Détermination d'une classe particulière de surfaccs à lignes de  courbure plane8 

dans un système et  isot'hermes. G.  D a r b  oux .  Compt. rend. XCVI, 1202, 
1294. 

349. Die geodatische Linie auf der Kreiskegelfliiche. E m .  C zu be r .  .Grun. Archiv 
LXIX, 125. 

350. On lines of striction. 0. L a r m o r .  Quart. Jouru. math.  XXIX, 381. 
351. Ein Beitrag zur Theoric der bi lanaren und uniplanaren Knotcnpunktc K. 

H o h n .  Mathem. Annal. X&U, 124. 
352. Rapport  sur un mémoire de M. de Salrert sur les ombilics coniques. C. J o r -  

d a n .  Compt. rend. XCVI, 105. 
353. Sur les surfaces à courbure moyenne nulle sur lesqiielles on peut limiter une 

portion finie de l a  surface pa r  quatre droites situees sur l a  surface. 
II. A. S c h w a r z .  Compt. rend. XCV1, 1011. 

354. Die developpable Flache der conisehen Schraubenlinie. F r .  S c h i f  f n c r. 
Grun. Archiv LXIX, 444. 

355. Zur Sheoric der Flschen, deren Krümmungemittelpunktsflachen confocale 
Flachen zweiten Grades sind. F. R u d i o .  Crelle XCV, 240. 

356. Propriété de l a  surfacc dont l'équation est F(x, y) + f ( z )  = O ,  P(x,  y) etant 
une fonction homogkrie. E. C e s a r o  & C. S e r v a i s .  Mathcsis IV, 45. 

357. Note on parallel surfaces. T h .  C r  a i  g. Crelle XCIV, 162. [Vergl. Ud. XXVlII, 
Nr. 688.1 

358. Surfaces dont l'équation contient une fonction arbitraire. Fi r o  c a r d .  Mathesis 
IV, 127. 

359. Ueber das Minimum des Winkels zwiçchen zwei conjugirten Tangenten auf 
positiv gekrümmter Flache. R. H o p p e .  Grun. Archiv LXIX, 19. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Abhandlungsregister.  163 
YI____. ..\-- --- 
360. Sur les plans tangents e t  osculateurs des courbes à double courbure e t  des 

surfaces. M. N. Vanè8ek .  Compt. rend. XCVI, 1562. [Vergl. Bd. XXIX, 
NT 7111 1 -.*, 

361. Zur Theorie der Flachen dritter Ordniing. Fr. S c h i ~ r .  Crelle XCV, 207. 
362. On the sixteen-nodal quartic sarfaçe. A. Cay ley .  Crelle XCIV, 270. 
3G3. Ueber gewisse transcendente Flkchen, welche die Cyklide als speciellen Fall 

enthalten. H o  l z m ü l l e r .  Crelle XCIV, 239. 
Vergl. Differentialgleichuugen 91. Kriimmung 296. Quaternionen 409. 

Oberflachen zweiter Ordnnng. 
364. Unterecheidiingszeichen der Fl2,chen zweiter Ordniing. A. T h a e r .  Zeitschr. 

Malth. Phvs. XXIX. 369. - 

365. Lineare ~onst;&ion-&ner 'lache aweiten Grades ails neun gegebenen Piink- 
ten. C. He y e r .  Zeitsühr. Math. Phys. XXIX, 170. 

3G6. Bemerkungen iiber die Mittelpunkte von Kcgelschnitten einer Fliiche zweiten 
Grades. B e  y el .  Zeitschr. &th. Phys. XXIX, 123. 

367. Généralisation d'une ~ r o a r i k t é  des surfaces du deuxième ordre. J a m e t .  
Matheais IV. Sundé& U. 

368. Problèmes sur lei  pl& tangents aux surfaces de révolution du second degré. 
S O n g a l a  y o. Mathesis IV, 166. 

369. Ueber die cubische Parabel mit Directrix. O. B o k l e n .  Zeitschr. Math. Pliys. 
XXIX, 378. [Vergl. Nr. 296.1 

Vergl. Ellipsoid. Hyperboloid. Spharik. Tetraeder 445. Ultraelliptisclie 
Sransccndentcn 463. 

Optik. 
370. Neue Untersuchungen über die Lage der Brennlinien unendlich diinner copu- 

liïter Strahlenbündel gegeri eiuaucier und gegen eiuen Hauptstrahl. L. 
M a t t h i  e s s  en. Zeitschr. Math. Phys. XXIX, Snppleiii. 86. 

371. Allgemeine Formeln zur Bestinimung der Cardinalpunkte eines tirecheriden 
Systems centrirter sphixischer Fkchen mittels Kettenbriichdeterminantrn 
dargestellt. L N a t t h i e s s e n .  Zeitsehr. Math. Piiys. XXIX, 313. 

37%. Ueber Lange und Vergrosserung, Helligkeit und Gesichtsfcld des Kepler-, 
Ramsden - und Campani-Fcrnrohrs. C. B o  hn .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXIX, 25, 74. 

373. Du pouvoir amplifiant des instruments d'optique, M o n o y  er. Compt. rend. 
XCVI, 1786. 

374. Beitriige sur  graphischen Dioptrik. F. K e s s l e r .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXIX, 65. 

375. Ucbcr Achromasie. F. Ke  s s l e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXIX, 1. 
376. Sur l'action de l'éther intermoléculaire dans la propagation de l a  lumigre. 

D e  K l e r c k e r .  Compt. rend. XCV, 588. 
Vergl. Analytische Geometrie des Raumes 31. 

Y. 
Parabel. 

377. On the t ime of descent down the arc of a vertical parabola J. W. L. G l a i s h e r .  
Quart. Journ. math.  XIX, 141. 

378. Parabole enveloppe d'un côté d'un triangle. D e r  O u s s e  a u  etc. hlathesis IV, 
89. - E. L i é n a r d  ibid. 81 

379. Propriétés de l a  parabole. Cl. T h i r y .  Mathesis IV, 236. 
380. Une parabole se déplace parallélemcnt & cllc mEmc en touchant une circon- 

fe'rence donnée. Quel est le lieu des foyers? T i m m e r h a n s .  Mathesis 
IV, 92. 

Vergl. ImaginLreo 262. Normalen 339. 

Paraboloid. 
Vergl. Complanation. 

Pendel. 
381. Sur le pendule. R. L i p s c h i t z .  Compt. rend. XCV, 1141, 

Planimetrie. 
382. Zur Theilung einer Strecke in r, gleiche Theile. M. S t e r n b e r g .  Orun. 

Archiv LXIX. 215. 
383. Sgnthetischer ~ e W e i s  eines elementargeometrischen Satzes, sowie Einiges 

über Qertauschbarkeit der Elemente anharmonischer Gebilde. Fr. H o *  
m a n u .  Grun. Archiv LXIX, 214. 
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384. Théorèmes sur trois points situes en ligne droite. V a n  G r a e f  s chepc  b G. 
A n d r i e n .  Mathesis IV, 158, 189. 

385. J h d e  de transversales. E. C e s a r o .  Mathesis IV, 85. 
386. Théorie den médianes antiparallilles. G i l l e t .  Matheais IV, 193, 19.5. - F a -  

l i s s e  ibid. 194, 195. - S u m  ibid. 193, 194. - J e i a b e k  ibid. 195. - Le-  
m o i n e  ibid. 1%. 

387. Kouvelles propriétes du  triangle. II. B r o c a r d .  Mathesis IV, SupplBm: 1 
988. Sur les antiparallèles des côtés d'un triangle. E. L e m o i n e  Mathesis IV, 

201. 
389. Théorèmes sur le triangle rectangle. S e r v a i s .  Mathesis IV, 53. 
390. Trouver sur les côtés A B ,  AC du triangle ABC les points M, N tels que 

la droite MAT soit parallèle à une direction donnée, e t  que sa longueur 
soit à, la somme des segments MU, MC dans un rapport donné. d e i a -  
b ek. Mathesis IV,  89. - L i  é n a r d  ibid. 89. 

391. Condition sous laquelle la moitié d'un côté d'un triangle est moyenne pro- 
portionelle entre les deux autres côtés. V a n  L a e r  etc. Matliesia IV, 174. 

392. Somme constante des aires de trois t r i a n g l ~ s  nem1)lablea dont deux sont cir 
conscrits d'une certaine manikre au troisiome. F O n c h a m p s .  Mathesir; 
IV, 66. - J. N e n b e r g  ibid. 66. 

393. Sur le point d'iutersection des droites qui joignent les sommets d'un triangle 
aux points où le cercle inscrit touche les côtes opposés. V a n d e n b r o e c  k - - 
e t c  -Mathesis IV,  245. 

394. Démonstration de trois the'orèmes élimentaires. T h i r y .  Mathesis IV, 53. 
395. Constructions de  triangles. T h i r y .  Mathesis IV,  54. - G i l l e t  ibid. 55. - 

- S u m  ibid 5 5  
396. Transversales d ' u k  série de triangles. K i e h l .  Matheçis IV, 239. 
397. Zu den Eigeuschaftcn des vollstiindigen Vierseits. A. E h l  c r t. Grun. Archiv 

LxIx ;  332. 
- 

398. Quadrilatère à diagonales rectangulaires. Cl .  T h i r y .  Milathesis IV, 236. 
399. Sur Ic quadrilatèrc inscrit à diagonales rectangulaires. G e l i n  etc. Mathesis 

IV,  243. 
Vergl. Kreis. Mittelgriisscn. Schwcrpunkt 431. 

Potential. 
400. Examen de l'analogie entre les anneaux électrochimiques et  hydrodynamiques 

et  les courbes d V = O .  Meilleur procédé de discussion dans la méthode 
expérimentale. A. L e d i e u .  Compt. rend. XCVI, 98. 

Vergl. Elektricitkt. Mechnnik 313. 

Princip der HomogeneitBt. 
401. De l'homogénéito des formules. A.  L e d i e u .  Compt. rend XCVI, 1692, 1838. 

Q. 
Qnadratar. 

4U.2. Sur un nouvel intégromètre. A b d a n  k - A b a k a n  owicz .  Compt. rend. XCV, 
1047. 

403. Sur les uadratures et les cubaturcs approchées. P. M a n  s i o n .  Compt. rend. 
X C ~ ,  324. 

404. lnhaltsbestimmung der einem Dreieck einbeschriebenen, uinscliriehenen und 
conjugirten Ellipsen. M. G r e i n e r .  Zcitschr. Math. Phys. XXIX, r z n .  

405. Aire d'un secteur de  l a  courbe q '=a2 .1uytp .  B r o c a r d .  Mathesii: IV, 125. 
tg  a 

406. Ueber die Verallgemeinerung des Pythagoraischen Lehrsatzes und des Satzcs 
über die Lunulae Hippokratis. P .  S c h o n e m a n n .  Zeitschr. Mntii. Phys. 
XXIX, 306. 

407. Minimum de l a  somme de trois trianglea. G o b  & R o e r s c h .  Mathesis IV, 
241. - B e r t r a n d  Pc C o l l i n  ibid. 241. - M i n o l i t i  6c P i s a n i  ibid 242. 
- E. L e m o i n e  ibid. 243. 

Quaternionen. 
408. Sur la théorie deli quatcrnious. Cyp. S t k p h a n o s .  Mathem. Annal. XXU, 589. 
409. Einige Satze über abwickelbare E'liichen, abgeleitet mit Hilfe von Quateruio- 

nen. F r .  G r a e f  e. Grun. Archiv LXIX, 1. 
Vergl. Lieometrie (htihere) 206. 
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B. 
Reihen. 

410. Ueber Irrationalitat von Heihen. M. S t e r n .  Crelle XCV, 197. 
411. Sur un théorbme d'Abel. E. C a t a l a n .  Mathesis IV, 25. 
412. Zur Theorie der Potenzreihen. O. S t o l z .  Zeitschr. Math. Phys. XXIX, 127. 

[VeFgl. Bd. XXIX, N r  417.1 
413. Ueber gewisse Reihen, welche in getrenuten Convergenzgcbieten verschiedene, 

willkürlich vorgcschriebene Functionen darstellcn. A lf. l ' r i n g s  h c im .  
Mathem. Annal. XXLI, 109. 

414. Ueber die Werthveriinderungen bedingt convergcnter Reihen und Producte. 
A If. P r i n g s  h e im.  Mathem. Annal. XXII, 455. 

415. Ueber Convergenzbezirke. R. D i e  t r i  ch.  Grun. Archiv LXIX, 381. 
,116. Sur les séries des polynômes. H. Po inca rB .  Compt. rend. XCVI, 637. 
417. Une nouvelle formule générale pour le dévelo pement de l a  fonction pertur- 

batrice. U. B a i l l a i i d .  Compt. rend. X C ~ ,  1286, 1641. 
118. Sur une série pour développer les fonctions d'une variable. H a l p  hen.  Compt. 

rend. XCV, 629. 
419. Sur les séries trigonométriques. H. P o i n c a r é .  Compt. rend. XCV, 766. 
420. Sur quelques développements en shies.  S t i e l t j e s .  Compt. rend. XCV, 901, 

1043. 
4.21. Sur le développement des fonctions en séries d'autres fonctions. Hurgon io t .  

Compt. rend. XCV, 907, 983. - P. d u  B o i s - R e y m o n d  ibid. XCVI, 61. 
[Vergl. Nr. 146.1 

422. Toute puissance mn d'un nombre m est  Bgale à l a  somme des m. premiers 
termes d'une progression arithmétique commençant par 1 et  ayant pour 
raison 2( l+m+m2+ ...+ G. F a r i s a n o .  Mathesis IV, 166. 

k23. Sommation d'une série finic. L. V a n d e n b r o e c k .  iflathesis IV, 238. 

-424. Sommation de zk a , ~  étant donné a, = 1, ai = O ,  ab = (k - 1) (ak-I +ab-2) .  
0, n 

E. C e s a r o .  Mathesis IV, 173. 
435. Ueber die Lambcrt'sche Rcihe. S ch1 o m i l  ch. Zeitschr. Math. Phvs. XXIX, 384. 
426. Sur les sommes de puissances semblables d'une suite de c o ~ i n u s . " ~ .  I t a d i c k e .  

Mathesis IV, 161. 
427. Sommation de  deux séries trigonométriques. J. G i l l e t .  Mathesis I V ,  46. 
428. IJne correction des formules stéréotypées d e  l a  préface de Callet (tirage de 

1879). Em. B a r b i e r .  Compt. rend. XCVI, 1648. 
Vergl. Elliptisclie Transcendenten 130. Fourier'sche R c i h ~ .  Oleichungcn 

237. Wahrscheinlichkeitsrechnuug 468, 469. 

~ - ~ 

439. Sur l'approximation des intégrales définiea et ,  en particulier, du périmètre de 
l'ellipse. P. M a n s  i on. Mathesis IV, Supplém. IV. 

430. Ueber den Ellipsenquadrauten. S c h l  t imi lch .  Leitschr. Math. Phys. XXIX, 376. 
Vergl. Functlon 160. 

S .  
Bchwerpnnkt. 

431. Propriété du centre de gravité d'un triangle. F a l i s s e  & ~ e n r a r d .  Ma- 
thesis IV, 45. 

432. Centre dc gravité d'un tronc de pyramide triangulaire. J .  M i s t e r .  Mathesis 
IV, 84. 

433. Centre de gravité du tronc de  prisme triangulaire et du parallélipipède tronqué. 
J. M i s t e r .  Mathesis IV, 121. 

Sphlrik. 
434. Probl&mes sur les sphkrus. B a r b a r i n .  Mathesis IV, 211. 
435. On spherical cycloidal and trochoical curves. H. M. J e f f e r y .  Quart. Journ. 

math.  XIX, 44. 
436. Théorèmes de  géométrie sphérique. J. K e u b e r g .  Mathesis IV, 56. 
437. On the spherical triangle in elliptiü functions. W. W. J o h n s o n .  Quart. Joum. 

math. XTX, 183. [Vergl. Bd. XXVl, Nr. 319.1 
438. Ueber sphkrieche Vielecke, die einem Kreise eiugeschrieben und einem andem 

Kreise umgeschrieben sind. S t o l  1. Zeitschr. Math. Phys. XXIX, 91. 
439. Soient a, P ,  y les inclinaisons des médianes d'un triangle sph6nque sur les 

cat6s oppos6s. DBmontrer que 
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b 
cos 2 (cos b - cos c) cos- (cos c - cos a) cos: (cos a - cos b) 

2 2 2 
L i é n a r d .  Mathesiv IV, 23. 

440. Un triangle sphérique n'est pas forcément isoacèle, lorsque cieux medianes 
sont égales. E. G e l i n  etc. Mathesis IV, 209. - 

Stereometrie. 
441. Description du dodécaèdre régulier complet. Em. B a r b i e r .  Compt. rend. 

XCV. 660. 
Vcrgl. ~ehrdimensionalgeomctrie. Schwerpunkt 432, 433. Tetraeder. 

Substitutionen. 
442. Gruppentheoretischc Studicn. W. D y c k .  Mathcm. Annal. XXII, 'io. [Vergl. 

Ud. YXLX, Nr  434.1 
413. Sur l a  primitivité des groupes. W. D y c k .  Compt. rend. XCVI, 1024. 
444. Sur les f'onctious de sept lettres. h'. Ur iosch i .  Compt. rend. XCV, 6G5, 814, 

1254. 

T. 
Tetraeder. 

445 Ueber die einer aloebraischen Elache eineeschriebenen re~ii l i iren Tetraeder 
~ ~. - 

mit ~erücksicKt , igur i~  der Flachen gweiter Ordnung: C. Ha s s f cld.  
Zeitsohr. Ma& Phys. XXIX, 351.  

446. Sur les tktraèdres de  Mobius. P. M a n s i o n .  Mathesis IV, 2.21. 
447. Das gleichseitige Tetraeder. Ad.  S c h m i d t  Zeitschr. Math. Phys. XXIX, 321. 
428. The'orèmee sur l e  totraèdre. V. J a m e t .  Mathesis IV. 68. 
449. Si  l'on choisit un point arbitrairement sur chaque arète d'un tdtraèdre, les 

quatre sphères passant respectivement par  chaque sommet et  par les 
oints situés sur les trois arêtes adjacentes ont un point commun. J. k e u b e r  g. Mathesis IV, 16. 

450. Lieu d u  sommet des tétraedres sur une base fixe, aux 6 arêtes desquels on 
peut inscrire une sphère. J a m e t .  Mathesis IV, 140. - J .  Ne  ub e r g  
ibid. 141. 

Vergl. Hyperboloid. 
- - -  

Thetafunctionen. 
451. Berechnung der Moduln Rosenhain'scher Thetafunctionen. J. T h o m a e .  Ztschr. 

Math. Phgs. XXIX, 11 7. 
452. Ueber Thetafunctionen, dercn Charakteristiken aus Dritteln ganzer Zahlen 

pebildet sind. A. K r a z e r .  Mathcm. Annal. XXII. 416. 
453. Zur ï'heorie der Thetafunctionen mit  zwei ~ r ~ u r n e n t e n :  F. C a a p a r y .  Crelle 

XCIV, 74. 
454. Ueber die principale Transformation der Thetafunctionen mehrerer Variabelu. 

G. F r o b e n i u s .  Crelle XCV, 264. 

Trigonometrie. 
455. La  théorie des projections en trigonométrie. C. B e r g m a n s .  Mathesis IV, 221. 
456. Sur trois équations trigonométriques qui sont une conséquence l 'une de  l'autre. 

Gel in .  Mathesis IV, 47. 
457. Sur une division d'un arc de cercle. II B r o c a r d .  Mathesis IV, 86. 
458. Rapport  du triangle dont les sommets sont les symétriques des sommets d'un 

triangle donné par rapport aux côtés opposés à ce premicr triangle. 
B a s t l n .  Mathcsis IV. 112. - P o l e t  ibid. 113. - C e s a r o  ibid. 114. 

459. K a ~ ~ o r t  des côtés de deu'x t r iandes .  des sommets dc  l'un étant les sviné- -- -. 
A 

triques des sommets de l 'autre par ;apport aux côtés opposas. ~ a n e 8 e k  etc. 
Mathesis IV, 140. 

460. Expression for t he  area of a convex quadrilateral whcn the sum of two op- 
posite angles is given. A. H. A n g l i n .  Quart. Journ. math. XIX, 138. 

Vergl. Gleichungen 245. Sphiirik. 

U. 
Ultraelliptische Transcendenten. 

461. Zur Transformationstheorie der hyperelliptiachen Functioncn erster Ordnung. 
M. K r a u s e .  Crelle XCV. 256. 
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46-2 Geber Intrgrale zweiter Gattung. J. S h o m a e .  Crelle XCIV, 241. [Vergl. 
Bcl. XXVIII, Kr. 769.1 

463. Geometrische Deutung der Additionstheoreme der hy ierelliptischen Integrale 
und Functionen 1. Ordnune im Svstem der conthaleil E'lachen zweiten 
Grades. O. S t  a u d e .   achem m. A"nna1. XXU, 1, 145. 

Vergl. Flliptische Transcendenten 193. 

Umkehrnngsproblem. 
464, Ueber das Umkehrproblem der  elliptisçhen Integrale. M. T i  c h  om a n  ci r i t z k y. 

Mathem. Annal. XXLI, 450. 

Wtirmelehre. 
465. Expressions générales de l a  temp6rature a b ~ o i u e  et  de l a  fonction de Carncit. . Cr. L i o n m a n n .  Comat. rend. XCV. 1058. 
42, Sur l i -  thé6he des machin& à vapeur de  Mr. G. Zeuner. G. A. H i r n .  Compt. 

rend. XCYI, 361, 413. 
467. Sur le rendement maximum que peut atteindre un moteur à vapeur. P. C h a r -  

p e n t i e r .  Compt. rend. XCYI, 782. 

Wahrscheinlichkeitsrechnnng. 
468. Ueber die Entwicklung reeller Punctionen in Reihen mittels der Methode der 

kleiristen Quadrate. J. P. G r a m .  Crelle XCIV, 41. 
469. D6termination des progressions arithmétiques dont les termes ne sont connus 

rlu'approximativement. E'. L u c  a B. Compt. rend. XCVI, 1026. 
470. Einführung unvo1lstiindigerBeobachtungen in die Wahrscheinlichkeitsrechnuiig. 

W. K ü t t n e r .  Zeitschr. Math. Phvs. XXIX. 193. 
471, Die Uerechnung der Rententafeln aus Sterblichkeits- und Invaliditatsbeobach- 

tungcn He lm.  Zeitschr. Math. Phys. XXIX,  315. 
472. Probabilit6 de  certains faits arithmdtiques. E. Ces  a r o. Mathesis I V ,  150. 

Zahlentheorie. 
473. Formule pour doterminer combien il y a de  nombres premiers n'excédant as 

un nombre donné. E. d e  J o n  gu iBr  es.  Corupt. rend. XCV, 1141; X C ~ ,  
231. - 1E. L i p s c h i t z  ihid. XCV, 1344; XCVI, 58, 114, 327. 

474. Die Zerlegurig der garizen Grossen eiues natürlichen ltationalititsbereiches in 
ihre irrcdiictiblcn Factorcn. K r o n e c k e r  Crelle XCIV, 344. [Vergl. 
Bd. XXVIlI, Nr. 402.1 

475 Sur les unités com lexes. L. K r o n e c k e r .  Compt. rend. XCVI, 93, 148, 216. 
176 Sur les nombres c8e fractions ordinaires in6nslt.s au'on neut exarimer on se 

servant de chiffres qui n'excèdent pas "un nombre donné. S y l v e s t e r .  
Compt. rend. XCVI, 409. 

477 Ueber polgdimensionale Zahlenfiguren. T h .  I I a r m u  t h. Grun. Archiv LXIX, 90. 
[Vergl. Bd. XXVLII, Nr. 411.1 

478 Sur l a  fonction E'(n) employke par  Dirichlet dans son mémoire sur les valeurs 
movennes. C h  H e r m i t e .  Acta, mathcmatica U. 299. - R L i a s c h i  t z  
i b i k  301. 

479. Sur I'ap roximation des sommes de fonctions numhiques. H a l p h e n .  Compt. 
ren:. XcVi, 634. 

480. Décomposition d'un nombre entier N en ses puissances n i h m e ~  maxima, E. 
L e m o i n e .  Compt. rend. XCV, 719. 

481. Note sur un théorème de Legendre. S y l v e s t e r .  Compt,. rend. XCVI, 463. 
482 Théorèmes de partition. S y l v e s t e r .  Compt. rend. XCVI, 674, 743, 11 10, 

1276 
483. Sur une ge'nérali8ation du théorème de Fermat. P i c q u e t .  Compt. rend. 

XCVT, 1136, 1424. - Ed .  L u c a s  ibid. 1300. - P e l l e t  ibid. 1301. - 
S. K a n t o r  ibid. 1423. 

484. Theorems relating to the sum of the uneven divisors of a number. J. W. L. 
G l a i s h e r .  Quart. Journ. math. XIX, 216. 

485. Sur une auestion de divisibilité. A. d e  P o l i  e n a c .  Comat. rend. XCVI. 485. 
[Veril. Bd. XXIX, Nr. 661 'u. 943.1 

- 
486. Sur le nombre des diviseurs d'un nombre entier. T. Q. S t i e l t j e s .  Compt. 

rend. XCVI, 764. - E C é  a a r o  ibid. 1029. 
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487 Sur un théorème dc Crcllc. H. B r o c a r d .  Mathcsis IV, 38. 
488. Sur quelqueo théorèmes de divisibilité. B u s t i n  $ E. L i e n a r d .  Mathesis IV, 

20. - W e i l l  ibid. 81. - D. A n d r 6  ibid. 21. 
489. Combien de fois le nombre premier p est - il facteur dans le ~ r o d u i t  1 .Z.3. ..m? 

E. C e s a r  o. Mathesis IV, 109. 
490. Si p est  premier 5 P - 2 . 3 ~ + 1  est multiple de p. S e r v a i s .  Mathesis l V ,  110. 

- R a d i c k e  ibid. 111. - C e s a r o  ibid. 111. - R a r r i e u  ibid. 111. - 
B e a l i s  ibid. 112. - A. G e n o c c h i  ibid. 167. 

491. 8 (Zn2 - 1) (3ne - 1) - 1 est divisible par n, n n'étant divisible ni par 3, ni par 5. 
V a n d c n b r o c c k .  Mathcsis IV, 245. - J e f a b c k  ibid. 246. 

492. Chiffres ne pouvent servir de termiuaison à un nombre triangulaire. LI. B ro -  
c a r d .  Mathesis IV, 70. 

193. Sur le problème de la d6compositiou des nombres entiers en une somiiie de 
cinq carrés. C. J o r d a n .  Compt. rend. XCVI, 879. - J. B e r t r a n d  ibid. 
1097. 

494. Mettre 4(a2+b2)2 BOUE la forme d'une somme de cinq carr6s. Go b & 1Locrsch. 
Mathesis IV, 212. 

496. On the  compositions of a number as  a sum of two and four uneven squares. 
J. W. L. G l a i s h e r .  Quart. Journ. math. XIX, 212. 

496. Si  R =  2 p  et a + b  est somme d e  deux carrés, l'expression an-' +an-2b+. . .  
... + bn-1  est Bgalcment nomme do dcux carrés. D e  R o  c q  u igny  & 
Edru. v a n  Aube l .  Mathesis IV, 70. 

497. Trouver quatre nombres tels que le produit dc deux quelconques d'cntrc eux, 
augruerit6 de l'uuile', fasse un carr6. El o i j  e of G e n  l ias.  Mathesis VI, 233. 

498. Qnestiona d'arithmologie avec indication des solutions. D e  Rocqu ig r iy .  
Mathesis IV,  57. 

Vergl. Formen. Kettenbrüche. Wahrscheinlichkeitsrechnung 472. 
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Historisch - literarische Ab theilung. 

Ueber das quadratische Reciprocitatsgesetz. 

Eine vergleichende Darstellung der Beweise des Fundamentaltheoremes 
in der Theorie der quadratischen Reste und der denselben zu Grunde 

liegenden Principien. 

Von 

OSWALD BAUMGART. 

E i n l e i t n n g .  
Die hohere Arithmetik zerfàllt im Wesentlichen in zwei Hauptabschnitte, 

in die Theorie der Congruenzen und in die Theorie der homogenen Formen. 
Finen integrirenden Bestandtheil der Congruenzenlehre iiberhaupt bildet die 
Theorie der binomischen Congruenzen, deren Angelpunkt wiederum die 
Lehre von den Potenzresten ist. ,,Den Schlussstein dieser letzterwahnten 
Theorie aber bilden die Reciprocitiitsgesetze. ') Obwohl nun die Auffindung 
dieser Gesetze ,,von einfach ausgepriigtem Inhalt' 2, verh5ltnissrn%ssig leicht 
durch Induction gelang, so war doch die Begründung derselben mit ganz 
gewaltigen Schwierigkeiten verbnndcn: neue Nethoden mussten zu diesem 
Zwecke gefunden und von Gabieten, die mit der Arithmetik anscheinend in 
gar keinem Zusammenhange standen, musste Beweismaterial herbeigeschafft 
werden. Und doch gelang zuvCrderst nur, die Richtigkeit des quadratischen 
Gesetxes darzuthun. Aber die Principien, die einzelnen der Beweise fiir 
das quadratische Reciprocitiitsgesetz zu Grunde lagen, waren in so hohem 
Maasse der Verallgemeinerung f ihig,  dass sie auch zur Ableitung der all- 
gemeinen Gesetze benutzt werden konnten. 

I m  Polgenden sollen nun die sammtlichen vorhandenen Beweise für das 
quadratische Reciprocitatsgesetz zusammengestellt und die ihnen zu Grunde 
liegenden Principien einer vergleichenden Betrachtung unterzogen werden. 
Dar Verfasser glaubt,  dass ein solches Bcginnen nicht ganz unnütz sei , weil 
eben jenes Gesetz das Bundamentaltheorem der Lehre von den quadratischen 
Resten und Nichtresten is t ,  weil man ferner durch die Principien, die den 
-- 

1) Kummer ,  Berliner Abh. 1859, S. 19. 
2) Gauss ,  Vorwort zu Eisens te in ' e  Math. Abh., Berlin 1847. 

Hiet.-lit. Abthlg. d. Zeitsohr. f .  Math. ri. Phys. XXX, 6.  13 
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Beweiuen dafür zu Grunde liegcn, zu neuen, schr allgemeinen Methoden 
gelangt,  und weil endlich durch die Beweise jenes Gesetzes eine forderliche 
Wechselwirkung zwischen bis dahin ziemlich oder ganz isolirten Gebieten 
der Mathematik eingetreten ist. D a m  kommt, dass die Geschichte unserea 
Satzes die gleichzeitigo Geschichte unserer gesammten Mnthematik im Klcinen 
treu wiederspiegelt. 

Auf dieseu ebenerwahnten eigenthümlichen und reizvollen Umstand 
wurde ich zuerst durch Herrn Professor S c h  e i  b n e r  hingewiesen. 

I m  ersten Theile sind die siimmtlichen vorhandenen Beweise, soweit 
sie mir zuganglich waren, in  Capitel so geordnet dargestellt, dass die Be- 
weise je eines Capitels denselben Grundgedanken haben. Innerhalb der 
Capitcl folgen sich die Beweise chronologisch. Die Principien selbst werden 
im zweiten Theile entwickelt. Historische Notizen beginnen und beschliessen 
die Arbeit. 

Zur Bequemlichkeit des Lesers, und auch um die Uebereinstirnrnung 
oder Verschiedenheit der Beweise in  recht helles Licht zu rücken, ist eine 
moglichst einheitliche Bezeichnung und Darstellung angewandt worden. Dass 
dabei nicht nur der Kernpunkt, sondern auch das individuelle Geprage 
der einzelnen Beweise unangetastet geblieben is t ,  braucht wohl nicht ervt 
erwtihnt zu werden. 

Erster Theil. 
Darstellung der Beweise für das quadratische 

Reciprocitatsgesetz. 

1. C a p i t e l .  

Forarbei ten von Fermat  bis Legendre. 

Nachdem B a c h e  t d e  M k z i r i a c  l) die Theorie der linearen diophan- 
tischen Gleichungen zu einem gewissen Abschlusse gebracht hatte, trat an 
die Mathematiker die Prage na'ch der Aufl6sung der Gleichungen zweiteri 
Grades, i~ specie der binomischen Congruenzen zweiten Grades heran. Mit 
anderen Worten, es handelte sich um Aufsuchung leicht erkennbarer Beding- 
nngen, nnter welchen die Congruenz 

xa ~p modp, 
wenn p und q gegeben sind, losbar ist  oder nicht. 

Es wurden zunzchst specielle Piille untersucht. 
Aus einem Briefe aus dem Jahre 1658 von F e r m a t  an den Englln- 

der K e n e l m  D i g b y a )  geht da  hervor, dass bereits F e r m a t  die Beding- 

1) Théorèmes plaisans et d6lect. qui se font p w  les nombree. 
. 2 )  J o h .  Wal l i s '  Werke, Bd. II S. 857. 
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Ueber das quadratische Reciprocitiitsgesetz. 171 -- 
ungen kannte, unter welchen + 1, 2, + 3 ,  5 quadratische Eeste ~ d e r  
Nichtreste von ungeraden Primzahlen q sind ; aus einem 1641 von F r  e n i c 1 e ') 
an P e r m  a t gerichteten Schreiben ist fcrner evident , dass bereits F r  e n i  c 1 e 
Kenntniss hatte, wann -2 quadratischer Rest oder Nichtrest von einer Prim- 
zahl ist. Wahrschcinliüh war dies aber, wie auch L a  g r a n g e ' )  annimmt, 
dem F e r m a t  eher bekannt und von diesem erst aus F r e n i c l  e heraus- 
gefragt worden. 

Ail' diecie Satze sind durch Induction gefunden und sind ohne Beweis 
aufgeatellt. F ü r  - 1 wurde der Satz zuerst von E u l e r Y )  mit Hilfc ver- 
wandter Reste (residua socia) bewiesen; doch misslang ihm das Verfahren 
für + 2. Diese Liicke wurde ausgefüllt von L a g r a n g e 4 ) .  Es  ist eine 
merkwtirdige Thatsache, dass E u l e r  der Beweis für  + 2 nicht gelang, 
merkwürdig niimlich insofern, als er den Beweis des Gesetzes für 3s) 
kannte. Um noch über + 5 zu beriehten, so war es wiederum L a g r a n g e  a) , 
dem es zuerst gelang, nachzuweisen, unter welchen Bedingungen diese Zahl 
quadratischer Rest oder Nichtrest einer Primxahl k t .  

Diese Daten, ohne Einfluss auf die eigentlichc Darstellung des Gesetzes, 
sind der Vollstandigkeit halber angeführt und um darzuthun, mit welchen 
Schwierigkeiten die Mathematiker in diesem Falle zu kampfen gehabt haben. 
1st ntimlich auch nicht zu verkennen, dass die Aufmerksamkeit der Mathe- 
matiker durch die Erfindung der Infinitesimalrechnung von der Zahleutheorie 
wesentlich abgelenkt wurde, so ist es doch eine bezeichnende Thatsachc, 
dass so einfache Gesetze, wie die eben angeführten, über hundert Jahre 
ohne Beweis bleiben konntcn. 

Dis jetzt wurden nur specielle Piille behandelt. Der Erste nun ,  der 
unser Gesetz in  seiner vollen Allgemeinheit aufzufassen und aufzustelleu 
versuchte, war E u l e r .  Und es gelang ihm,  einen bedeiitenden Schritt vor- 
warts zu thun. I n  einer ,,Observationes circa divisionem quadratorum per 
numeros primosu7) betitelten Abhandlung theilt er vier Sitze mit ,  die das 
quadratische Reciprocitatsgesetz vollstsndig ausrnachen. Sie heisscn: 

1. Si divisor pimus fuerit fwmae 4 n s + (2 x + 1 )2, existefite s nurnevo 
primo, tum in. residuis occurre~t numeri + s et -8. 

2. Si divisor primus fuerit formue 4 n  s - (2 x + 1)2, existente s murnero 
primo, tzcrn ilz residzcis occurret numerus + ri, ut - Y  in non- residuis. 

1) Varia opera math. D. P e t r i  d e  F e r m a t ,  senatoris Toloeani. Tolosae 
(Joh. Pech), 1679. S. 168. 

2) Nouv. m h .  de l'ac. Royale des sciences et belles lettres de Berlin. 1775. 
S. 337. 

3) Opusc. analyt. 1783. Bd. 1 S. 135. Vergl. S. 227 dieser Abh. 
4) Nouv. mém de l'ac. de Berlin 1775. S. 349, 351. 
6) Comment. nov. Petropol., Bd. Vu1 S. 165. 
6) Nouv. m6m. de l'ac. Royale etc. 1775, S. 352. 
7) Opusc. analyt. 1783, 1 S. 64, oder: Comm. arithm. collectae, 1 S. 486. 

13 * 
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3. Si div2,~or prirnus fuerit formue 4 n s - 4 z - 1 excludendo omnes ua- 
lores in  f m a  4 n s - (2x + 1)2 coateatos, existefite s mmero primo, 
tzcm i n  residzcis occurret -8 ;  at + s  e r i t  mon-residzcu,m. 

A. Si divisor primus fuerit forrnae 4 n s + 4 z - 1, ezcludc.ndo ornaes va- 
bres in forma 4  n s + (2 x + l j2 contelztos, existelzte s mumeri primo, 
turn tam + s qualn - s in  non - residuis occurret. \ 

Wie eine leichte Rechnung zeigt, ist  E u l e r  bei Aufstellung des Satzes 
3 ein Fehler iintergelaufen. Dieses Theorem muss namlich in  seinem zwei- 
tenThei le  heissen: 1 s t  s v o n  d e r B o r m  4 n + l ,  so  i s t  +s W i c h t r e s t  
u n d  - s  R e s t ;  f ü r  s = 4 n - 1  t r i t t  d a s  U m g e k e h r t e  e i n .  

Diese vier Satze, ebenfalls ohne Beweis aufgestellt, involviren , wie 
schon bemerkt und wie eine spatere Vergleichung ohne Weiteres ergeben 
wird , dss quadratische Reciprocitlitsgesetz vollstindig. G a u  sv scheint die 
eben besprochene Arheit E u l e r  'c: nicht gekannt zu haben und schreibt 
daher die Entdeckung unseres Gesetzes L e g e n  d r e l) zu. 

Dieser berühmte Zahlentheoretiker hat  allerdings das Verdienst, das 
Pundamentaltheorern zum crsten Male klar und deutlich in  Formeln aus- 

gesprochen [und zwar 1783 in seinen ,,Rech. d'analyse indéterminéeu2)] und 
zum Theil bewiesen zu haben. Im vierten Abschnitte seiner ebenerwlihnten 
Arbeit sind folgendc acht Thcorcme aufgestcllt, wobei A ,  a Primzahlen 
von der Porm 4 n  + 1 ,  B, b dagegen solche von der Form 4n+ 3 sind. 

a-1 b-1 - - 
Xhe'or. I. Si b = 1 ,  il s'efisuit a " lm3) 

b - 1  - 8-1 - 
,, I I .  ,, a " - 1 ,  ,, ,, b =-1. 

A-1 8-1 - - 
, II. ,, a = I r  ,, ,> A 2  = 1. 

A- 1 a - 1 - - 
,, IV. ,, a = - 1  Y I I  ,, A "-1. 

b-1 a-1 - - 
,, r. ,, a = - 1 , 9 9  9, b =-1. 

a-1 b - l  - - 
, VI. ,, b = - 1 i ,i ii a s  =-1. 

B-1 b - 1  - 

, V I .  ,, h = l , , ,  ,, ~ ~ = - l ,  
B- l b - 1  

,, VIII .  ,, b T = - I  
- 

7 ,, r, B = 1. 
Man sieht hieraus, dass L e g  e n d r  O bei Aufstellung sciner Satze das 

- 

F e r r n a t ' s c h e  Theorem benutzt hat. I n  der That  folgt aus: 

x 2 = p  modq und p q - l ~  1 modp, 
n-1  
7 - - 

dass die Moglichkeit der Congruenz x 2 = p  rnodq abhangig ist von p ' . 
q z l  

1st niimlich p 1 modq, so ist jene Congruenz losbar; ist dagegen 

1) Disquis. Arithm. Art. 151. 
2) Hist. de l'ac. Royale des sciences 1785, S. 516-517. 

a- f a . 3 1  

3) b e =  1, . . . muss eigentlich heissen b = 1 rnoda, . . . 
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q A  

11 -1 modp (andeie Falle klinnen überhaupt nicht eintreten), so ist 
jene Congriienz uicht 16 Ù .b ar. 

Zum ersten Male in  der Form, wie wir den Satz gcgcnwërtig ausspre- 
chen, ist  er ebenfalls von L e g e n d r e  gegeben worden und zwar in  seinem 
,Essai sur la thhorie des nombresu.') Auf S. 186 bemerkt da zunachst 

a- 1 

L e g e  n d  r e : ,, Comme les puamfités analogues TX2 se rencontrerolzt fréquem- 
ment dans le cours de nos recherches nous emploierons le caractère ahrégi 

c- 1 (fo-) pour czprincr le reste que donne N~ dicisi par c, reste qui suivalil 

ce qu'on. vient de  voir l ie  peut être pue + 1 ou - 1." Auf S. 214 heisst es 
dann weiter: ,, Quelpes soienl les nombres premiers m et n ,  s'ils ?Le sont 

tous deux de la forme 4 x  - 1, on aura toujoztrs ( )  = ( )  ; e~ s'ils sont 

tous deux de  la forme 4 x  - 1,  or, aura ) = - ( )  - Ces deux eus 9 -  

nérau'x soat compris dalzs la formule: 

Dies Gesetz nennt L e g e n d r e  das quadratische Reciprocit#xgesctz im Unter- 
schied von G a u s s ,  der es ,,Theorema fiindamentale in doctrina de residuis 
quadraticis bezeichnet. 150 Jahre nachdem die ersten speciellen Fiille ent- 
decki; waren, war es also einem der bedeutendsten Zalilentheoretiker ge- 
lungcn, das Gesctz in  allgemeinstcr Form und elcgantcster Fassung auszu- 
sprechen. 

Auf die A r t ,  wie L e g e n d r e  den Satz zu beweisen suchte, werden 
wir spater zurückxukommen Gelegenheit haben. Hier bernerken wir nur, 
daas der Nachwcis unvollstëndig ist,; und eben dicscr Unvollstiindigkeit halbcr 
übergehen wir ihn hier.e) 

Wenden wir die L e g e n d r e ' s c h e  Bezeichnung an ,  so haben wir bis 
jetzt bemerkt : 

q - 1  q2-1 

p-1 q - 1  

III) ( )  ( = - 1 )  F, 

nobei p und g positive ungerade Primzahlen bedeuten. 

Diese drei Formeln drticken das quadratische Reciprocitëtsgesetz aus. 

In  don zunachst folgenden fiinf Abschnitten werden wir nun den Be- 
weis hauptsachlich für Formel III) erbringen und in einem besondern Capitel, 

1) A Pans chez Duprat. An VI (1798). 
2) Disquis. Arithm. Art. 151, 296, 297 und Additameuta. 
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S. 227, ,,die Erg%nzungss%t,ze des quadratischen Reciprocititsge~etzes~, aie 
die durch Formel 1) und 11) ausgedrtîckten Gesetze heissen, darthun. 

Eho wir dazu übergehen, haben wir noch eine von J a c o b i l )  an- 
gegebene Verallgemeinerung des L e  g e n  d r e'schen Symbols zu erwahnen, 
weil dieselbe für das Rechnen mit jenem Symbol v i n  grosser Wichtigkeit 

ist. Wahrend namlich L e  g e n d r  e voraussetzt , dass in  (;) q eine un- 

gerade positive Primzahl und a eine zu derselben relative Primzahl ist, 

Ln&, J a c o  b i  fiir q = b auch zusammengesetzte Zahlen zu. I n  (t) aerden 

a und b nur relativ prim vorausgesetzt, die nicht zugleich negativ sind und 
von dcnen die letztere ungerade ist. Diese verallgemeinerten L e g e n d r e -  
schen Symbole werden von J a c o b i  durch die Formeln 

definirt, worin p, y,  T ,  . . . absolute Primzahlen , welche verschieden, aber 
auch theilweise oder sammtlich gleich sein konnen, bedeuten. 

IL Capitel .  

Gansa' Beweis dnrch vollstiindige Induction2) in der von Dirichlet3) 
gegebenen Form dargestellt. 

Ga us8  untersoheidet bei seinem erstcn Beweise, ebenso wie L e g e n d r e ,  
acht verschiedene Falle, je nach der verschiedenen Natur der in Frage kom- 
menden Primzahlen, so dass der eigentliche Beweis in acht Beweise zerfallt. 
Die acht Einzelfille sind: 

1. l i t  p = 4 n + l ,  p = 4 n + l  und (:)=1, so ist  zu beweisen, 

dnss ($) = 1 ; 

1) C r  e l l e  J. XXX, S. 170. 
2) Difiquis. Arithm. Art. 135 -144. 
8) Dirichlet, Cre l le  J. XLVII, S.139. 
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4. ist q = 4 n + l I  p = 4 n + 3  und (+)=- 1, so ist zu beweisen, 

aass (:)=-1; 

5. ist q = 4 1 i + 3 ,  p = 4 n + 3  uud (5)=1, so ist zu beweisen, 

dass (%)=-1; 

6. ist q =  4+1+3, p = 4 n + l  und ($) = 1, so ist zu bewciscn, 

dais (;) = 1 ; 

7. ist q=4114-3 ,  p=411+3 und 1, so ist zu beweisen, 

a a ~ s  (+j = 1 ; 

8. ist q = 4 n + 3 ,  p=41i+1 und 1, so ist zu beweisen, 

d a ~ s  (;) = - 1. 

Diese acht einzelnen Satze machen also des Reciprocititsgesetzl) voll- 
stindig aus; sie lassen sich nun zunachst in  die folgenden drei zusammen- 
ziehen : 

1. 1st p = 411 + 1 und ($) = 1, so ist zu zeigen, dass (%)= 1; 

Irn Falle III ist a = + p. 1st nÿrnlich (:) =- 1 ,  so folgt aus 
q-1  

(:) m d p  (z) = + 1, so dass dcr Fa11 ($) = - 1 einer wei- 

teren Untersuchung nicht bedarf. 
Fassen wir noch den 1. und ILI. Fall zusammen, so reducirt sich unser 

Beweis darauf, zu zeigen, dass, wenn - 
0-1 9-1 

1. q = 4 n + l I  4 n + 3  und (+)=1, (:)=(-l)~.'und 

II. q = 4 n + l  

p reprasentirt dabei eino beliebige ungerade positive Primzahl, ri eine 
beliebige ungerade positive oder negative Primzahl. 

I m  Folgenden setzen wir nun ,  was immer geschehen darf, p 7 p vor- 
aus und nehmen a n ,  das Gesetz galte für  alle Primzahlen kleiner als p und 
- - --- 

1) Das Wort ,,qnadratisch" sol1 vor Re&,, Nichtrest, Reciprocitatsgesetz fort- 
gelassen werden, wenn nicht die Deutlichkeit darunter leidet. 
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für die ans denselben als Factoren gebildeten zusammengesetzten Zahlen ohne 
gemeinschaftlichen Theiler. 

a-1 g-1 

1st - = + 1, so ist zu zeigen, dass (4) (:) = (- 1 ) ~ .  7 ist. AU'S 

der Voraussetzung folgt, dass die Congruenz x2 EZ 'Y modq losbar ist. Be- 
zeichnet man die gerade Wurzel derselben mit  e (e < p), so ist also 

1) e a = a + f q .  
f ist hierin eine v o n  N u l 1  v e r s c h i e d e n e  ganze Zahl, weil im andern 
Falle a = e2 = 4 e' ware; ferner positiv, weil sonst a = + p und p - e2 > 4 
ware, wau gegen die Voraussetzung y  > p streitet ; und u n g e r a  d e ,  weil 
fq = e" a ungeradc ist. Ferner ist f < q - 1, denn e und p sind klciner 
als q - 1, woraus q f < q . q  - 1 und f < q - 1 fol& Nun sind in Gleich- 
ung 1) zwei Palle moglich. 

1. e u n d  f s i n d  r e l a t i v  p r i m  z u  a. Auu e2=fgmodrr  ergiebt 

sich, dass (@) = 1 oder (J) = (+) 9 wlhrand nus es u modf (3 
fol&. Mithin is t  

da nach unuerer Voraussetzung das Gesetz für alle Primzahlen < y  gilt. 
Da nun e = mod2, so is t  

- a ~ y f m o d 4  
oder 

- ( a + l ) - q f - l f q - l + f - 1 .  mod4 
und 

mod2. 

2 - 1  'Y-1 a+l 
- .- 

4 - 2  2 ist aber das Product zweier aufeinander folgender 

Zahlen, folglich gerade , woraus 
f - 1  or-1-q-1 ' Y - 1  p.p--- 

2 2 -  2-. mod 2 

rcsultirt, was zu beweisen war. 

2. f u n d  e S i n d  d u r c h  a t h e i l b a r .  1st f=ucp und e = u e ,  so 
wird 

2) a s a =  l + r p p ,  

worin a und q relativ prim sind. Zungchst is t  nun (-:) = 1 und am 
. . 

1' G - tp q m d  a folgt (f) = (7) so dass mit Benutrung unsarer all- 

genieinen Voraussetzung 
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wird. Da nun e gerade is t ,  so ergiebt sich 9 q = - 1 mod4,  woraus wie- 

derum folgt, dass pi + 2 q mod4 oder dass - 'S - = mod2 ist, 80 

a-1 q-1  

dass (:) = (- l)P'T wird, was zu bereisen war. 

W e n n  ($)=-1 u n d  q = 4 n + l ,  r o  i s t  d a r z u t h u n ,  d a s s  

( )  = -1 r d  G a u s s  beweist zun&chst den Satz, dass es zu q= 4 % + l  

stets eine Primzahl p'< q giebt,  von welcher g quadratischer Nichtrest ist, 
tirid unterscheidet dabei zwei Falle. 

1. q = 8 % + 5 .  1st q -2  eine Primzahl, so ist ,  wenn wir q -2-p '  

setzen, q r 2 modp' und damit 

so dass y - 2 die verlangte Eigenschaft hat. 1st dagegen g - 2  zu- 
sarnmengesetzt, so mnss p - 2 mindestens einen Primfactor von der Form 
8ra + 3 hahen. Denn hatte q - 2 niIr solche von der Form 8 rn + 1, so 
wiire p - 2 = 8 Y - 1 ,  was gegen die Voraussetzung q = 8 n. + 5 ist. Bezeich- 
nen wir eiuen solchen Prirnfactor von y -2,  der die Form 8 n  + 3 hat, 

mit so ist  also p r 2 modp' und wiederum 1, so dass es auch 

in diesem Falle eine Primzahl giebt, von der q quadratischer Nicht- 
reat kt. 

2. p = 8 n + l .  Ware in diesem Palle p quadratischer Rest aller un- 
ger?den Primzahlen kleiner als 2 m  + 1 (< q),  so ware q ,  weil Modulo 8 
der positiven Einheit congruent, quadratischer Rest von jeder Zahl , die nur  
aus Factoren kleiner oder gleich 2na + 1 best&nde. Folglich gabe es Zahlen 
k ,  welche der Congruenz genügten: 

k 2 ~ q m o d M ,  N r 1 . 2  ... 2 m + 1 = ( 2 m + 1 ) !  

k selbst ware relativ prim zu M und p, weil sonst iK und q einen Factor 
gemeinsam hiitten, was nicht moglich ist. Bus jener Congruenx wtirde 
folgen: 

k"1. ... . k 2 - m e ~ p - 1 . q - 2 2 .  ... .q-m4 modM. 
Es ist nun aber 

k.k8-1. . . .  . k P - m 2 = k - m . k - m + 1 .  ... . l c . I c + l .  ... .7c+m 

als ~ r o d u c t  von 2na + 1 aufeinanderfolgenden Zahlen durch M theilbar, folg- 
Lich mtisste 

PLI 
1) Der Nachweis für die Richtigkeit der Formel (5) )= (- 1) 8 findet aich 

S. 227 flgg. 
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3) 
k.q-12.q-22. . .  .q-m8 -- - a  

1.2  ...( 2 m + 1 )  
eine ganze Zahl sein. Nun ist aber 

(2m+l ) != [ ( rn+ l ) - rn ] . [ (m+l ) - (m- l ) ]  . . .  . [ (m+l ) -11  

x [ ( m + l ) - o ]  . [ ( m + l ) + m ]  ... . [ (m+1)+1]  - =(rn+1) [ ( rn+l )a -m2]  . . .  .[(m+1)2-1]. 

Setzt. man diesen Werth in  3) ein, so würde sich ergeben, dass 

eine ganze Zahl sein müsste. 
Nimmt man nun fiir vn die grosste ganze Zahl unterhalb p'i an, so 

dass unsere Voraussetzung 2rn + 1 < q bestelien bleibt, so folgt, da (m + 1)2< q, 
dass B ein echtcr Bruch ist. Die Voraussetzung tiber den Restcharakter von p 
ist daher falsch und man kommt zu dem Resultat: 1st q eine Primzahl von 
der Form 8n+ 1, so giebt es unterhalb 2JQ +1, also unterhalb q min- 
destens eine ungerade Primzahl p', von der q quadratischer Nichtrest ist. 

4. 
Es giebt also fu r  jede ungerade Primzahl q = 493 + 1 eine ungerade 

Primzahl p'< q ,  so dass (5 )  = - 1 S .  Nun muss aber auch (f) = -A 

sein; denn wZre (:) = + J . ,  so h l t t e  man nach dem Vorhergehenden 

p.-1 q - 1  

($) = (- 1)4' = + 1. Fiir und q gilt  d s o  das Reciprocitiits- 

pesetz. ., 
Es war darzuthun, dass ( - 1  S .  D a  aber (+)=-1 ist, EO 

kann die Aiifgabe dahin modificirt werden: nachzuweisen, dass 

wird. Nach Voraussetzung ist ($) = - 1 , folglich (y') = +1, d. b.: 

die Congruenz s k  rp' modq ist losbar. Bezeichnet man die gerade Wurzel 
mit e (<q), so ist 

4) e" PP'+ fz ,  
wobei f eine ungerade ganze Zahl, kleiner als q repriisentirt. Man hat 
nun zu unterscheiden: 

1. e u n d  f s i n d  w e d e r  d u r c h  p, n o c h  d u r c h  p' t h e i l b a r .  Dann 

P P' ist  eP pp '  mwl f i  mithin (T) = 1, und ferner e2 G q f rnodppp, mithio 

(5) = 1 oder (5) = (2) 7 so dass sich ergiîbt 
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Da aber e = O mod 2 und ausserdern q G 1 rnod4, so is t  

- P L  P P ' + ~ , P P ' - ~  m0d2. f r - pp' mod4,  mithin - --- - - -- ---- 
2 2 - 2 2 

Die rechte Seite der vorstehenden Congruenz ist aber das Product zweier 
nufeinander folgender Zahlen, also gerade, so dass 

(O) = 1 
resultirt, W. z. b. W. 

PP' 

2. e u n d  f s i n d  d u r c h  p', n i c h t  a b e r  d u r c h  p t h e i l b a r .  Setzt 
man e = &pl, f = cppl, so wird E 'P '=~  + q cp, worin cp relativ prim zu p, 
p' und q ist. Wir  erhalten somit 

-PcpP Da ferner ~ ~ ~ p ' = ~ ~ + ~ ~ ~ ,  so ist - ( )-1, also (9$)=(~), 
so dass 

sich ergiebt. Man erhiilt so mit Rticksicht auf unsere Voraussetzung: 

Nun ist aber in  9 p ' = p  + qcp E gerade wegen e G O mod2, folglich cp 

- p  mod4. Derngemtiss wird 

so dass 

3. D e r  F a l l ,  d a s s  e u n d  f d u r c h  p,  n i c h t  a b e r  d u r c h p ' 4 h e i l -  
b a r  i s t ,  ist  dem vorigen durchaus analog. 

4. e u n d  f s i n d  d n r c h p  u n d p '  t h e i l b a r .  1st  e =  ~pp', f=cppp',  
so wird 

(cpp')' ~ p p ' +  p ?ppf und e"p'= 1 + q q ,  

worin cp relativ prim ist zu p ,  p' und p. 

-Sv Daraus folgt zunlchst (?) = + 1 oder (5) = (2) - Da ferner 
P P 

(%) = 1 is t ,  so ergiebt sich welche Gleichung zu 

dem Eesultat ftihrt: 
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da 9, p, p' skmmtlich kleiner als q sind und sornit unsere allgemeine Vor- 
aussetzung Platz greift. Nun ist aber e gerade und q 1 mod4, folglich 

<P = - 1 n o d 4  oder = 0 mod2,  so dass 

sich ergiebt. Damit ist  auch der zweite Theil des Beweises erledigt. 
Es  ist aber das Gesetz ftir p und q  nur unter der Voraussetzung he- 

wiesen, dass es ewei Primzahlen giebt,  kloincr als die grosstc jener beiden, 
für welche das Gesetz schon Giltigkeit hat ,  und dass, wenn das Reciproci- 
latsgesetz für Primzahlen gi l t ,  dann auch das entsprechende Geselz für ver- 
allgemeinerte Restcharakteristiken gilt. 

Was den ersten Theil der Voraussetzung betrifft, so erledigt sich der- 
selbe dadurch, daas die heiden kleinsten ungeraderi Primzahlen 3 und 5 
dem Eulcr 'schen Gesetze gehorchen. I n  Bezug auf den zwcitcn Theil der 
Voraussetzung sei Polgendes bemerkt. ') 

Sind in (5) P und Q positive zusammengesetzte ungerade Zahlen ohoe 

gemeinsatnen Theiler und zerlegt man P und Q in ihre Primfactoren 
I I I  

P=p.p' .p" ..., Q = g . q  .q  ..., 
so wird sein 

G) (;) =ne) ($1. 
wo jedes p mit jedem q  zu combiniren ist. 

Nimmt man nun a n ,  das qiiadratische ReciprocitAtsgesetz giilte fïir alle 
p und y ,  so crhBlt man 

p-1 9-1 .- p-1  9-1 (g)(g)=n(-1j2- . = 22 , 

wo das Summenaeiühen alle Combinationen von p und q umfasst, so dass 

p - 1  y -1  

wird. Aus 
~ = I T r = n { ( r - l ) + l ] r  1-l -E(r-1)  mod4, 

r ungerade vorausgesetzt, ergiebt sich aber, dass 
R - 1  

2 
- und 2'' 

gleichartige Zahlen sind. Aus demselben Grunde erhalten wir 

so dass r-i y- i  .- ( ) ( )  Q r , 

Die gemachte Vorausseteung ist also zul:ssig, folglich gilt das quadratische 
Reciprocitatsgesetz in voller Allgemeinheit. 

1) Qauss,  Disq. Ar. Art. 132 und D i r i c h l e t ,  Cre l le  J. XLVII, S. 143. 
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III. C a p i t e l .  

B e w e i s e  dnrch R e d n c t i o n .  

1. Gauss'') d r i t t e r  Beweis. 

Bezeichnet q eine positive Primzahl, so is t  1, 2 ,  - ein voll- 
2 

standigeir System incongruenter positiver absolut kleinster Beste Modulo q ;  wah- 
4 - 1  . 

rend, a relativ prim zu p vorausgesetzt, a ,  2 a ,  ';'a nur  - 
2 ln- 

congruente, nicht aber nothwendig positive absolut kleinste Reste Nodulo q 
liefcrt. Sind in dieser letzteren Reihe Q,, . .. q l  positive absolut kleinste, 
- G,, . . . - G~ negative absolut kleinste Reste Modulo g,  so erhellt zuniichst, 
dass die Q und die G sammtlich von einander und von Nul1 verschieden 

q - 1  sind, also abgesehen von der Reihenfolge Modulo q den Zahlen 1, . . . - 
2 

congruent sind. 
Waren 

müsste sein 

oder, wenn 

was beides 

kleiner als 

namlich zwei Reste t a  modq und sa  modq einander glcich, so 

( t - s )a  - 0 rnodq 
man vom Vorzeichen der G absieht, 

( t+s)a=O modq, 

nicht m6glich is t ,  da t und s von einander verschieden und 
Y . 

sind. Man erhkilt somit 

Dieae Formel gilt für jedes zu p rclativ prime a,  also auch fur  eine von q 
verschiedene Primzahl p,  so dass sich das Resultat findet: Sind p und q 

ewei positive ungerade Primzahlen, so ist (5) = (-1)p, wenn p die An- 

zahl der negativen absolut kleinsten Reste in  p, Z p ,  . . . q$p m d q  

bedeutet. 

2. 
Um die in dem vorstehenden Lemma gefundene Zahl (* weiter zu unter- 

x 
suchen, wendet G a  u s s die Bezeichnung [t] a h  gr6sste in - enthaltene 

Y 
ganze Zahl a n  und findet 

=-J {[3-2r3) =z [y] mod2. 
r = l  r 

~ - 

1) Comm. Soc. Gott. Vol. XVI S. 69, 1808, Jan. 15 oder OBUSB' Werke II, S. 1. 
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Aendert man in dieser letzteren Summe die letzten [f ] Glieder nach 

der Formel [ p  - x ]  + [XI = p - 1, d. h. nach der Formel 

so ergiebt siüh nach Weglavsung der Vielfachen von p - 1 E 0 mod2 

4 + 1  - ~ ~ - p ] - . -  [- [-A fJ -1 rnod 2 

oder 

y - 1  
Llieue Sumnie besteht aus - 

2 
Gliedern, deren erstes gleich Nul1 - wenn 

man p < q voraussetzt - und deren letztes naüh 

p - 1  . 
gleich -- 2 1st; es müssen also Glieder mehrfach vorkommen. 

m + l ! p  1s t  nu. F] = m - 1  und [(?] =TL, so fol& aus der Uo- 

gleichheit 
nz+ 1 

% < T L < -  p -=[";]. 
2 4  

Die Anzahl der Glieder in  2 [q:] 7 welche kleiner als n sind, ist daher 
r 

[n:] Abgeaehen von den Grenzrerthen O und - -' ist mithin 2 

[*+ - [n:] die Anzahl der Glieder glciüh n. Da ferner dio abige 

Somme - Glieder hat , io  ist die Anzahl derselben, welche gleich dein 2 

Grenzaerth '2 sind, 
2 

Daher ist 
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Ueber das quadratische Eeciprocitatsgesetz. 183  

mod 2 

oder 

Daruit ist aber dm ~ e c i ~ r o c i t ~ t s ~ e s e t z  bewiesen. 

II. G a u s s '  f ü n f t e r  B e w e i s . ' )  

1. 
In der Reihe der Zahlen 

1) 1, 2, ... p q - 1 ,  
worin p und q  > 11 zwei von einander verschiedene positive ungerade Prim- 
zahlen bedeuten mogen, sind q  und nur  q Zahlen, die Modulo p einem 
positivcn absolut klcinsten Reste r,, congruent sind, nzmlich 

II)  r p ,  ~ P + P ,  m . .  r p + ( q - l ) p .  
Diese Reihe stellt ein vollstandiges Restsystem Modulo q dar, denn es ist 
offenbar die Differenz zweier Glieder dieser Reihe nicht durch q  theilbar. 
Von den g Gliedern der Reihe II) ergeben nun,  wenn man sie Modulo q  

in drei Theile spaltet, '-' - Glieder positive absolut kleinste Reste und 
2 - Glieder negative absolut kleinste Reste; die restirenden sind Vielfache 2 

von q. Man erhalt dadurch den Satz: 
P-1.q-1 In der Reihe 1 ,  2, ... p q - 1  giebt es - - 

2 2 Zahlen , welche 

Modulo p und Modulo q positiven absolut kleinsten Eesten congruent sind, 
p - 1  q - 1  

und ebenfalls - . - 
2 a Zahlen , welche Modulo p positiven rtbsolut klein- 

sten, Modulo q aber negativen absolut kleinsten Resten congruent sind. 
t 

2. 
Setzt man zur Abktirzung : 

1) Comm. Soc. Gott. XVI S. 69, 1818, Febr. 10 oder Q a u s e '  Werke II S. 47. 
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184 Historisch - litararische Abtheilung. --- 
und bezeichnet man mit ( s ) , ~  die Anzahl der s ,  welche Modulo p positiven 
absolut kleinsten, Modulo p aber negativen absolut kleinsten Resten con- 
gruent sind, ferner mit ( s ) R ~  die Anzahl der s, welche Modulo p negativen 
absolut kleinsten, Modulo q aber positiven absolut kleinsten Resten con- 
gruent sind, so ergiebt sich zunachst 

wobei das Zeichen (S) in Bezug auf S dieselbe Bedeutung ha t ,  wie (s) in 
Bezug auf s. Nach dem oben abgeleiteten Satze ist aber ferner 

G a u s s  betrachtet nun die Reihe 

4fl q + 3  
2 2 

. m .  q -  1, 

P-1 cl-1 Die Anzahl der Glieder ist - - 2 2 
und es sind sknmtliche Zahlen s, 

die Modulo q negativen absolut kleinslen Resten congruent sind, denn die 

Horiiontalreihe afirde mit beginnen. B a  u a a trennt jene 

q - l  Zahlen in 3 Classen. 
2 

I n  die erste niiiimt er die, welche Nodulo p positiven absolut 
kleinsten Resten congruent sind; ihre Anzahl ist  ( s ) , ~ .  
I n  die zweite nimmt er die, welche Modulo p negativen absolut 
kleinsten Resten congruent sind; ihre Anzahl ist ( S ) R R .  

Die iibrig bleibenden haben die Form prg G R, rnod p. Bezeichnet 
man daher den zum Reste p und zum Modul p gehorigen Ex- 
ponenten mit Y, so erhalt man durch diese Eintheilung 

p-1 q - 1  
( s ) , ~  + (S)RR + v = -2 ----a 2 

Auf ganz analoge Weise fol& aus der Betrachtung des Systemes: 
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wenn man den zum Reste q und zum Modul p gehorigen Exponentcn mit 
p bezeichnet: 

p-1 q - 1  
( s ) R ~ + ( s ) R R + P = ~ ' -  2 - 

Addirt man 3) und 4) und subtrahirt davon 2), so ergiebt sich: 
p-1  4-1  

~ ( s ) R R $ P + Y = - ' -  

oder 
2 2 

p - 1  q - 1  
p + v - - - . -  

2 2 
mod 2 ,  q. e. d. 

III. E i s e n s t e i n ' s  g e o m e t r i s c h e r  B e w e i s . ] )  

Zu den Axen eines ebenen rechtwinkligcn Coordinatensystems zieht 
E i s  e n s  t e i n  Parallelen in den Abstanden Eins und nennt die Schnittpunkt e 
dieser Geraden Gitterpunkte. 

Dies vorausgeschickt, sei nun eine 
P Gerade durch die Gleichung y = - x 

gegel~en, in welchcr Gleichung p und q 
wie gewohnlich zwei von einander ver- 
schiedene positive ungerade Primzahlen 
bedeuten rnogen. 

Nimmt nun für 
JI - 1 z = I Z = l , 2 ,  ... --- 

2 
a 

y den Werth b a n ,  so dass also b = y - 
P 

wird, so wird [ b ]  = 

Gitterpunkte sein, dieauf der in F ( O F =  a) 
auf der x - Axe errichteten Senkrechten 
zwischen y = 0 und y =ib  liegen. Da 
nun nach G a u s s :  

k t ,  so folgt unniittelbar diirch Anschauung, dass v (abgesehen von einem 
geraden Summanden) gleich ist der Anzahl der Gitterpunkte innerhalb des 

P - 1  Dreicckes OAD, wenn 0 A =  7- Ganz analog erhalt man mit Hilre 
'5 

P derselben Gleichung, nur in der Form x = - y  geschrieben, fü r  p in 
Y 

1) Cre l ie  J. XXVlil  (1817) S. 246. 

Hiut.-lit Abtlilg. d. Zeitschr. f. Math. ri. Phya. XXX, 5. 14 
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(3 = (- 1). eine Zahl , welche (wiederum von einem geraden Summanden 

abgesehen) gleich ist der Anzahl der Gitterpunkte innerhalb OB CD, wenn 

noeh OB = ist. Mithin ist p + v Yodulo 2 congruent der Anzabl 

der Gitterpunkte innerhalb OB B C ;  denn es treten keine Punkte doppelt aiif, 
da diese, mie sofort evident , auf der Geraden selbst liegen müssten, was nichl 
moglich i ü t .  Die Anzahl jener Gitterpunkte ist aber ,  wie die Anschauung 

p-1 y - 1  
lehrt,  gleich --- . -- 

2 2 
1 womit iinser Gesetz abermals scinen Boweis 

gefunden hat. 

IV. H e w e i s  v o n  G e n 0 c c h i . l )  

Geniigen p und q wiederum den oft angegebenen Bedingungen und 
setzt man zur Abkiirzun~:  

i d  ferner Il' diejecige ganae positive Zahl, für welche 

2) 
P Q  h q = i p + h T  oder ip<hp<- 

wird,  dann wird 
2 

3) kp<hq fur k = l ,  2, ... i ,  

so dam für einen vorgegcbenen Werth h  der Auedruck u, wenn darin k 
d l e  moglichen ganzzahligen positiven Werthe anniinmt, i aber auch nur 

a positive Werthe hat. Das Nullwerden von u ist ausgeschlossen, was un- 
mittelbar aus der Definition dafür folgt. Mi t  Hilfe von 2) ergiebt sich 
ferner : 

hrl+kp = ( i+k)p+h' ,  
p q - 1  y - 1  p - 1 .  woraus, wenn man berücksichtigt, dass r = 7 = 

2 -2 + 2 ist, 

sich ableitet 

h q + k p > r  
q - 1  für k = - - i + 1 ,  --- '-' i + 2 ,  . . .  9-1 2 2 2 

q - L i ,  und für k = - 
2 - 

p-1  . 
wenn in diesem Falle ausserdem nooh fi>-- - , 

2 
1st.  Denn -- - 

2 
kann nicht Nul1 werden, weil sonst hq > r sein müsste, was nicht rnog 
lich ist. Also wird 

q - 1  
v ,  wenn k die ganzen Zahlen 1, 2,  . . . --- 

2 durchlLuft , 
P i positive Werthe annehmen, wenn h'< - und 

P 
2 

i +1, wenn hl> 
2 

1) lîém. courr. et mém. des sav. etrang. S V ,  1852. 
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d. h.: 
pos. u = An2.k pas. u'), h'< Y 

2 '  

P -1 L a d  man nun h die Werthe von 1 bis -, durchlaufen, und bezeiclinet L 
P .  man mit y die Anzahl der Reste h g ,  welche Modulo p grosser al3 - sind, 

so ist also 
2 

4) p G pos. v - A m h ;  pos. u m d  2. 

1st analog Anz. pas. u' = Anzahl der positiven ( k p  - h q)  und v die Anzahl 
der Reste k p ,  welche Modulo 9 negative absolut kleinste sind, so k t  ebenso 

5) W An~.h ,+  Pori. V - Anz.h,k POS. U' mod 2 ,  
woraus, wenn man die Werthe ftir u und u' einsetzt, sich ergielit: 

Anz.,,, + pos. (h 9 - kp)  - A n z . ~ , ~  pos. (kp - h y) p + v mod 2 ,  q. e. d. 

V. B e w e i s  v o n  Stern.') 
1. 

Sind p und q wie bisher zwei ungerade positive Primzahlen, so gilt 
die Congruenz: 

1) -- 1 . Y  . . .  P-' = ( - 1 ) . 2 . 4  . . .  p - l m o d p ,  
2 p - 1  . 

wenn TA die Anzahl der ungeraden Zahlen in  der Beihe 1, . . . - 
2 

1st. 

Danach wird 

2)  
P - E ,  u = -  

4 
wenn c gleich 1 oder - 1 ist ,  je nachdem p die Porm 4% + 1 oder 4% - 1 
hat. Ebenso wird 

P - 1  p-l 
9 . 2 9  . . .  -- 

a q = q  1 ... '-' - ( - l ) u l . a . 4  ... p - 1  m d p ,  a -  
wenn u, die Anzahl der positiven ungeraden Reste Modulo p in der Reihe 

U, 2 9 ,  . . - - q reprtisentirt, oder a 

1) Die Bexeichnung A n z t p o s . ~  ist nach S c h e r i n g  gewahlt und ist zu lesen: 
Anzahl der positiven Werthe von v bei variabelem k. 

2) Gottingcr Nachrichten 1870, S. 237. Dicscr Beweis ist nicht ganz correct. 
Er ist gleichwohl eingereiht der Vollstindigkeit halber und weil in  ihm ein neuer 
fruchtbringender Gedanke liegt. 

14 
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wenn v und v ,  in  Bezug auf q dieselbe Bedeutung haben, wie u und u, 

in Bezug auf p. Mit Rücksicht auf 2) hat man daher , um dm ReciprocitLts- 
gesetz darzuthuii , zu zeigen , dass 

p - 1  q - 1  
u i + v i = . + q  

4 
rnod 2 ,  wenn p und q gleichformige Zahlen'), 

4) 1 oder 
- P - 1  u, + v,  = --- 4nod 2 ,  wenn p und y ungleichfihmige Zahlen sind. 

4, 
1st ferner u' resp. v' die Auzahl der geraden positiven Reste in 

21-1 
q, 2q, m.. xy, m . .  -- 2 Y modp 

, p - l ,  so ist zunachst U ,  + u  = -- 2 
- 

oder (u, + v,) + (u'+ v') 2- 
P - 1  ; 4 - 1 .  --  

2 2 
Setzt man nun zur Abkürzung 

5) U = u , + v l ,  G=u'+v' ,  

so hat man, um das Rcciprocit?itsgcsetz darzuthun, mit Rücksicht aiif 4) 
zn zeigen, dass 

U - G E O mod 4, wenn p und q gleichformige Zahleu , 
U -  G G 1 mod4, wenn p  und q ungleichîiirmige Zahlen sind, 

oder dass 

6) U - G r - -  - p  mod4 2, 

wird. 
2 

Um die Formel U- G r cP mod 2 zu verificiren, berrierkt S tq r n  
'? 

zun%chut, dass nicht derselbe Best r zugleich in x y modp und yp modq 

vorkommen kann. W h  nkimlich gleichzeitig aq = g p  + r und a p  = g'q + r ,  
so müsste 

7) (a  + 9') 4  = (a'+ 9) P 
P sein. Nun ist aber a'<- folglich g'< - 1  ço dass, da auch a <! ist, 

a +g'< p wird. 
2' 2 2 

Mit Rticksicht anf die Eigenschaften von p und q folgt daher die 
Unm6glichkeit der Gleichung 7) und die Richtigkeit der obigen Bemerkiiiig, 

1) Zwei Zahlen heissen gleichftjrmig, wenn sie beide von der Form 4 n + l  
oder 4n + 3 sind, ungleichformig , wenn die eine von der Form 412 +1, die andere 
von der Form 4 n + 3  ist. 

2) S t e r n  crbringt im Folgenden nur den Nachweis, dass U-  G G 4-P m(id.2 
2 

id. Hierauf wurde ich merat d~irçh  Herru Prof: Sc  he r i n g  aufruerksaui geuiacht. 
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Macht man nun die Voraussetzung q > p  und setzt men 

9 - 1  so muss g <* sein. Würe nümlich g = -3 so wi re ,  da a ftîr dieses 
L 

p - 1  . p - 1  9 - 1  
wlrd, r=--- g gleich -- y - 

7 also negativ, was 
2 2 q-2P=-- 

P-1 nicht eintreten soll. E s  ist also g <-- Gleichung 7 )  kann aber auch 
geschrieben werden : 

2 

( g + l ) p = a q + ( p - r )  
oder 

Bus 7 )  und 9) resultirt aber: 

Setzt man q < p voraus, so enthalten die beiden flestsysteme xq modp 
und yp mod p sammtlicho Zahlen p - 1 ,  jedes davon die Halfte. - Die 

Anzahl der Reste in  y p  mod q ist - 9 - P  ' - ' 1 so dass in dieser Reihe - 
2 2 

Reste grosser als p vorkommen. Sind hierunter G' gerade und U' un- 
gerade, so ist  also 

9 - P l  U'+ G'= - 
2 

ferner iut, wie sofort evident : 
P - 1  G=- PL- l + UV, 

2 + G', U = -- 2 

VI. Bewe i s  von Zeller.') 

1. 

Kach dem G a u  s s 'schen Lemma is t  (:) (%) = (- 1 )p+', wenn p -p. Y 

die Anzahl der negativen absolut kleinsten Reste in  

bedeuben. 

Setzt man p < y voraus, so Iomrnen die - Reste 1 ,  2, . . 
2 

entweder in  Reihe 1) oder in  Reihe 2), nie aber in beiden Reihen zugleich 

1) Monatsber. der Berl. Bk. 1872, S. 846. 
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vor. Denn ist h q = r modp, sa gilt die Gleichung h g  - k p  = r ,  woraus 
nach der Vorausseteung p < g folgt, dass k  eine ganze positive Lahl iut. 
Darans ergjebt sich 

k p r - r m o d q ;  
mithin erhalton wir 

- P - 1  
p + v = --- 

2 + r  rnod2, 

wo r die Anzahl der negativen absolut kleinsten Resto in 2) bsdeutet,, 

welche grosser a h  sind. 2 
2. 

1st nun 

und setzt man 

so ergiebt sich, dass k' und r' denselben Ungleichheitsbedingungen gentigen 
wie k und r und dass k'p =. - r' mod y ist. Das heisst: Im Allgemeinen 

P 9 kommen alle zwischen - und - liegenden negativen absolut kleinsten Reste 
2 2  

kp mod q paarweise vor , geben also keinen Beitrag zu t , da r Exponent 
von - 1 ist ,  man aber Multipla von 2 fortlassen kann. Ausgen6mmen 
sind, wie sofort erhcllt, die Palle 

, 9 - 1  1. 1 s t  z u e r s t  k = O, so wird k'=-- q - l  und k p ~ -  
2 2 

-- - <I mod q .  Da aber q > p , so ist dieaer Hest positia und 

giebt daher keinen Beitrag zu r. 

2. 1st r w e i t e  n s k = kr= *, so kann nur dann von eiuem Reste 
4 

die Rede sein, wenn q von der Form 4 n + l  ist. 

Fiir q = 4% + 3 erhalt man somit 

t ~ O m o d 2  und p + v - - - -  " - l mod 2. 
2  

1 1 
Fiîr q = 4 n + 1  wird k p = - - p r ( - p f q ) m o d q  und manhat  

zu unterscheiden : 
4 4 

1. p  r 1 mod 4. Dann giebt kp einen positiven Rest: r s O mod 2. 
2. p~ 3 mod4. I n  diesem Falle muss q negativ genommen werdeu, 

so dasa r 1 mod 2 resultirt. 

Fasst man alle diese Falle zusammen, so erhlilt man unsore bokannb 
Formel. 
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VII. B e w e i s  v o n  Kronecker. ') 

Sind wiederum p und q zwei von einander verschiedene positive un- 

gerade Primzahlen , 
von 

und definirt man das Gymbol (:) als das Vorzeichen 

BO ist unmittelbar evident, dass 

n(f-:)=; n ( h - S p P )  
srgiebt sich ferner 

Betzt man nun p p. nrad g ,  so wird [$] E [k:] niod q und daher 

giebt. 1st ferner k p  - + k' mod y ,  wo k' ebenfalls einem ahsolut kleinsten 
Restsystem Modulo q angehoren soll, und bezeichnet man mit r die posi- 
tive Grosse k' resp. q - k', oo wird: 

odor, wenn man die IdentitLt : 

woraue wiederum folgt : 
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Bus dieser Formel ergiebt riich die Beziehung 

Wendet man hierauf Formel 1 )  an und vertauscht dann p' mit  q ,  
so wird 

5) 

Die Formeln 2) bis 5 )  zeigen nun,  dass die in 1) vorkommenden Symbole 

(f) und (%) genau denselben Gesetzen gehorchen, r i e  die L e g e n d r s -  

J a c o b i ' s c h e n  Zeichen. Sollen sie mit diesen identisch sein, so muss 
noch werden: 

(:) = + 1 ,  wenn p quadratischer nest  von p ist,  und 

(:) = - 1 ,  wenn p quadratischer Nichtrest von q ist. 

Und dieae Beziehuhgen gelten in der That.  Setzt m a n ,  um dies fiir den 
ersten Fa11 darzuthun, in  4) p' = p l  so ergiebt sich sofort in  Verbindiiiig 

2) ($) +1. W ~ I  den zweiten Fa11 betrifft, 80 ware, wenn es 

nur  eine einzige Zahl p gtibc, für die ( )  = - 1 asrs, mit Hilfe von 
- 

2) und 4)  evident, dass jeder andere Nichtrest dieselbe Redingung erfüllte. 
Und eine solche Zahl p giebt es. Für  p = 8 n + 1 hat dies bereits G a u s s  
in seinem ersten Beweise, wie wir gesehen haben, dargethan; ea erübrigt 
also nur noch, den Nachweis für p = 811 + 3 ,  8% + 5 ,  8 n  + 7 oder, wes 
dasselbe i s t ,  ftir 

q = - l m o d 4  und p = 5 m o d 8  
zn erbringon. 

1 s t  z u n a c h s t  p z - 1  mod4,  so folgt aus Formel 3) ,  wenn man 

p = 2q  - 1 setzt , onmittelbar (;) = - 1. 

Fiir q r 5 m o d 8  und p=- + erhalt man mit Hülfe derstilben 
2 

2p-1 P-! 
Formel 3) (A) = (-) = (- 1) = - 1 , und aegen  Formel 1) 

P P 

wiedorum (f) = - 1. 

Nach alledem ist erwiesen, dass ($) identisch int mit dem L e q e n d r e -  

schen Symbole, und Formel 1) enthalt somit den Beweis für unseren Satz. 
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VIII. B e w e i s  v o n  B o u n i a k o w s k y . ' )  

1. 
Sind a  und r  ( 1  < r < 2 a  - 1) zwei positive ungerade Zahlen ohne 

gemeinsamen Theiler und ist p = 2 a .n + r eine ungerade Primzahl , so 
r -  1  

iserden die Bahlen 1 , 2 ,  ... oder 1 , 2 ,  . .  a n  + - 
2  2 

dargestellt 

werden durch das System: 

. . .  1, l + a  1 + ( n -  I ) u ,  1 + n a ,  1 2 .  2 + ~ . .  ~ + ( n - l ) a ,  2 + l z a ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
r - 1  r - l  r - 1  r -  1 . . .  

2 
+ a 2 + ( n - l ) a ,  7 +.na, 

. . .  Y +  1 + a  - - + i n -  l ) u ,  
2 ' -  2  2 

. . . . . . . . . . . . . . .  
... [ a -  1 ,  a - ]  + a  a - 1  + ( n - l ) a ,  

. . .  a ,  2 a  na. 

Bezcichnet man das Product der Glieder einer Horizontalreihe mit dem 
Anfangsgliede ri mit (rA , a ) ,  so dass 

( r a , a ) = r a ( r ~ + a )  jri+2aj . . .  
kt ,  so wird: 

2 )  1 . 2  p - 1 = ( 1 ,  2  a ) .  ( 2 , a )  ,.. ( a ,  a). 

Da die Zahlen 1 ,  2 ,  . . .  a Xodulo a mit den Zahlen 

. . .  . . .  . . .  0 ,  rI  r a - ! ,  a - r , ,  a-ra-l  - - 
2 2 

zusammenfallen , wenn 
Ar moda, 

bedeutet, so kann man 2) auch schreiben: 

B o  u n i a k o w  s k y betrachtet nun in Rezug auf den hlodul p das Ver- 
halten der einzelnen Factoren von 

A) ( 0 , a ) j  B) ( n , a ) ;  C) ( a - n , a ) .  
. . .  A) ( O , a ) = a . 2 a . 3 n  

Jeder Factor von (0, a) ist Modulo p einem positiven Vielfachen ( ka )  von n 
p - ?  

congruent; und da n  < -- P - 1  
2 

9 so k t  stets k < -- . 
2 

R)  ( r ~ , a i = r ~ .  r ~ + a ) . ( r r + 2 a ) .  . 

1) Bull. d. St. PBtersbourg, Bd. XX11 \1876). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



B o  u n  i a k O w s k y nimmt a n ,  ri sei Modulo p einem negativen Viel- 
fachen von a congruent, d. h. es sei rl E - ka modp. 

Substituirt man den Werth ftir ri = Ar - a g i ,  so wird: 

Ar-aqze-icamodp,  oder, da r + 2 a l a = p ,  

- ka - 2aAn - a p k  wwdp oder 

k =2A.n+ q i  modp. 

Die Annahme tiber ri ist a190 richtig: rk ist ,  wie die letzte Congruenz 
zeigt, in der  That Modulop einem negativen Vielfachen (> f i )  von a con- 
gruont. 

a -1  
Das Maximum von A ist:  -- und das von q :  

2 
, welches 

letztere sich aus YI = Ar - a pi ergiebt. 

a,- 1 
2-  r r - 1  a - r  

Da nun - = -- 
[Y] - 1 - 1  

2 +2a t so wkd :  - --. 
a 2 

Das Maximum von k wird also 

r - 1  p - 1  
(a- l).n+-- 2 - -  

2 
m. 

Es  ist also in r A r k B modp 

Man kenn nun unmittelbar das System Congruenzen aufstellen: 

- 7-1 
und im Falle ri < - 2 

Mit Rücksicht auf 4) ergiebt sich so das Resnltat: Jeder Factor von 

- '1 d. h. einem negativen (ri , a) ist Modulo p congruent - k a ,  k < - 2 
Vielfachen von a. 

C) Gauz analog zeigt man,  daes jeder Factor in (a - ra, a)  Modulop k a ,  

k <-9 d. h. einem poaitiven Vielfïchan von a congruent isL 2 

1st daher M die Anzahl der Factoren in I l ( , r ~ ,  a),  so wird aus 3): 
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Auf der rechten Seite mtissen als Factoren von a sammtliche Zahlen 

" ' stehen, wie leicht zu übersahen ist. Aus 5) fdgt weiter 1 ,  ... - 2 

(t) = (- j ~ .  
Es ist aber 

f l ! r i , a ) = ( r l I a ) . ( r 2 , a j . . .  

Y - 1  

Jedes ( r ~ ,  a )  besteht aus (, ; l) Factoreu, wenn r~ 
'T 

Bezeichnet man daher die Anzahl der ( r l ,  a) ,  welche aus fi + 1 Pactoren 
bestehen, mit m l  so dass m nur abhangig ist von a und r, so erhalt man;  

ais0 resultirt : 

1st niin q = 2 a n ' + r ,  so erhalt man die wichtige Beziehung: 

2. 
Sind p und q < p zwei positive ungerade Primzahlen, BO k6nnen beide 

nur durch dieselbe linearé Form ausgedriickt werden, so dass also 

p = 2 a n + r ,  q = 2 a n ' + r  ( a r r - 1  mod2) 
ist. 1st namlich 

7) 
Y'-'7 ~ = ~ + 2 ~ a ,  so ist a=-- 2. 

Ware aber nun 

so müsste r -r', dessen Maximalwerth 2 ( a  - 1) ist ,  durch 2 a  theilbar 
sein, wes nicht moglich ist. ES muss also r =  r' sein. Aus 7) folgt aber 

-2 "a  (f)=(?) und (+)=(p-). 
p7- l P + I  

setzt man ($) - (- 1) T= (- 1 IL"] als bekannt vorsus ') , so 

erhalt man mit Hilfe von 5): 
0-1 y+"{[q t [-;Il} +-l("+.li 
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E s  sind nun zwei Falle zu unterscheiden: 

1. p q mod4. Dann wird v PSI {L4] + [Tl) ,O &d 2. 1st 

P+ 1 9 + 1  e r s t e n s  p ~ 4 ~ + l ,  q = 4 p r + l ,  so ist  P + ~ L '  

und p - q - 4  ( p  - ==yv a. Die Faile v = O ,  1 ,  2 kommen hier nicht 
in Retracht, da a ungerade vorausgesetzt ist  und p - q G O  mod4 id. 
Wird aber u > 2 ,  so ist p - mithiii auch p + O mod 2,  so dam . {[FI + [y]) r 0  m o d 2  nird. 1st z n e i t e n s  p = 4 p + 3 .  

I/ = 4 p' + 3,  so ergiebt sich aus ganz denselben Gründen dasselbe Resultat. 

a-1  
Was (r. + n') betrifft, so fol@ aus p - q = 2 a  (r. - n') 0 mod2, 

a 
a-1  

dass n - a', also auch n + r.' und damit --- 2 (w + n') gerade Zahlen sind. 

Man erhalt somit: 

II. p - q ~ 2 m o d 4 .  E s  ist d a m  p = 4 p + 3 ,  q = 4 p ' + l  oder 
p = 4p + 1, 9 = 4p' + 3. Beide Falle sind vertauschbar, da die Voraiis- 
setzung p > q nicht mehr n6thig ist. Es genügt daher die Betrachtung 
eines Falles. E s  sei p = 4 p + 1 , q = 4p'+ 3. Es  ist d a m :  

wird. Es ist also 

Bedenkt man nun, dass p - q = 2a  (n - PZ' )  = 2 a  k t ,  so ergiebt sich 
n - nl= 1  und damit n+ n'+ 1 ~ 0  mod2,  so dass 

Fasst man die Fiille 1 und II xusammen, so ergiebt sioh die be- 
kannte Formel. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Uebcr das quadratieche Reciprocitatsgeset~s. 197 

IX. B e w e i s  v o n  S c h e r i n g . ' )  

Setzt man das G a, n s s'sche Lemma voraus : ( )  = (- 1 und be- 

y - l 
72 P P 2~ TP zeichnet mit - - eine der Grossen - 2  - 1  . - - - 7 2 ~  , so wird - 
4 4 4 4 Y 

einen Beitrag zu p liefern, d. h. kp  wird Modulo q einen negativen absolut 

k P kleinsten Rest geben, wenn es eine ganze Zahl giebt, dio zwischen - 
1 4 

und 2 + - liegt. h r c h l a u f t  also ri die Werthc von 1 bis r ,  wo r sinc belie- 
u 2 

7cp . bige ganze Zahl grcaser als - ist, so wird die Anzahl der positiven Werthe 
Q 

k?J 1 des Auvdruckes - + - - h vermindert um die Anzahl der positiven Werthe 
4 2 

k P des Ausdruekes -- h gleich Eins oder Nul1 sein, je nachdem k p  Modulo y 
Y 

einen negativen oder positiven ahsolut kleinskn Rest giebt. I n  Zeichen: 

F ü r  p erhalt man somit: 

q 7  

k p  . 
Da nun {GY] : q der Marimalwerth von - ist, so kann man 

Y 

k p  1 setzen. Es ist  d a m ,  wenn man noch in - +2 - h an Stelle von hl 
'1 

- '+' -- h substituirt, was offenbar erlaubt ist ,  da die Anzahl der posi- 
2 

tiven Glieder einer Reihe unabhangig von der Anordnung dieser Glieder 
ist und die charakteristische Eigenschaft 1 - _<h ( t  gewahrt bleibt, und 
man ferner die eirizelnen Summenglieder mit der positiven Griiase p divi- 
dirt, was ebenfalls gestatt,et ist ,  da es nur auf die Vorzeichcn ankornmt: 

1) Gdtt .  Nachr. 1879, NT. 6 oder Couipt. Rcnd. Ed. SS, S. 107;: 
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9' 
P' h 1 ,, 2 (A... pos. pos. (+ - :)) vnod2, 

k = l  h = l  

Hezeichnet man wèiter den zum Reste q und Modul p gehorigen Expo- 

nenten mit v ,  so dass also ($) = (- 1)' ist,  so erhiilt man ganz analog 
wie für p :  

9' k 1 'I' J A .  . ( + - - - - AUZ. pas. ('a - +)} ,O, 2 ;  
A = ,  \ k = l  P g  k = l  

die beiden Congruenzen fur p und v ergeben nun die folgende: 

p + v ~ A n z .  pos. ( --- p ) + ~ n ~ . p o s . ( $ - : ) r n o d 2 .  
k ,  h h,  k 

Die boiden Doppelsurnrnen enthalten je . p-l Glicder. Da. 
2 2 

p und q Primzahlen sind, so kann nic - - Nul1 werden. Es ist aber 
9 P 

k h  nothwendig dann entweder - - - h k  
oder - - - positiv, woraus sich e y  

P P P Y 
giebt : p - 1  y - 1  

------ . - ~ -  
2 2 moà 2, q. e. d .  

X. R e w e i s  v o n  P e t e r s e n . ' )  

Sind p und y > p  zwei von einander verschiedene positive ungerade 
Primzahlen und ist 2 n + 1 = 1 , 3 , 5 ,  ... 9 - 2 ,  so wkihlt P e t e r s e n  nt 

s o ,  dass i n  
/ 

1) ( 2 1 2 + l )  p - 2 m y = r  
r zwischen + y  und - y liegt und ungerade kt. 1st nun die Anzalil der 

negativen r gleieh p ,  so ist offenbar ($) = ( - l).. Von den Resten in 

1) trennt nun P e  t e r s e n  diejenigen, welche zwischen + p  und - p  liegen. 
Als Bedingung erhalt er hierfür die Gleichung : (Zn'+ 1) y - 2mPp  =rl 
d e r  wenn man in 1) pg additiv und subtractiv hinzufügt: 

2)  ( p - 2 m ) g - ( y - 2 m - l ) p = r .  
Hieraus folgt,  dass in 1) r zwischen + p  und - p  liegt fiir: 

P - '  p - 2 m = 1 , 3 ,  . . .  p - 2 ,  also ftir m = l , 2 ,  -.. --. 
2 

1) Am. Journal of math. piire and applicd Bd. II (1879), S. 285 und Tidsskrift 
t'or Math. udgived af Zeuthen, 1879, S. 86. 
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Setzt man nun für  p ,  wenn man p und q vertauscht, v ,  so dass also 

(op) = (- 1)" wird, so sieht man ,  ergiebt sich v aus 2) in ganz derselben 

Weise, wie sich p aus 1) ergiebt. 

($) und ($) werden also das gleiche oder das entgegengesetzte Vor- 

zeichen haben, je nachdem die Anzahl der Reste T zwischen - p  und - q  

gerade oder ungerade ist. Für solche Reste - < (2m + 1) p - Zm < - p 
ergiebt sich aber, wenn man setzt m = .n - k ,  p = y - 212 : 

3 2m+1<- '+' y < 2 n + 2 .  

Daher ist die Anzahl jener negativen Reste r gleich der Anzahl der 

Y 2 4  cc-1 Bruche - , - 7  . . --- - y ,  in  denen die darin enthaltene grtisste 
ar or LY 

ganze Zahl ungerade ist. Die Summe der gleichweit von Arrîang und Ende 
abstehenden I3rüche ist aber gleich y ,  also ungerade. Daher ist die 
Summe der xu dieseri Brüchen gehorigeri ganzen Zahlen gerade, sie selbut 
sind mithin zugleich gerade oder zugleich ungerade. 

1) 1 s t  d a h e r  o = l  mud2,  so ist (;)=(:). 
Y 2) 1 s  t d a g e g e n  n =  0 mod 2, so ist - das Mittelglied in jener 
2 ' 

Rruchreihe , zu berücksichtigen. 

F u r  q = 4 m + l  wird [ ~ ] = 2 n ,  also wird: (:)==($)- 
F ü r  ÿ = 4 + ~ + 3 d a g e g e n i s t  = ~ 2 n + l , s o d a v s  

entsteht. 
[L 1 

[a - 1) ( 9 - 1 )  -- 
Diese Fhlle zussrnmengefasst ergeben: (9) = (+) . (- 1, . 

Es war aber p = q  - 2 u ,  folglich ist: 

- p-1 p - 1  
--a- - 

2 2 
mod 2 ,  

was zu beweisen war. ' 

XI. B e w e i s  v o n  Voigt.') 

Bezeichnet man die in lip enthaltene grijsste ganze Zahl mit h-1, 
Y 

so wird k p  Moduloq einen negativen ahsolut kleinsten Rest geben, wenn 

1) S c h l 6 m i l c h ' s  Zeitschrift f. Math. u. Phys., Bd, XXVI,  1881, von Prof. 
T h o m  a e  mitgetheilt. 
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1 kp h - 7 < - < k oder (h - i) y < k p  < h y ist , und umgekehrt werdcn zu 
2 

solchen Grossen k p ,  die die vorstehende Cngleichheit erfüllen, Modulo q ne- 

P - 1 gative absolut kleinste Reste gehoreu. Der Maximalwerth von h ist -rq 

'2 

was sich durch Einsetzen des grossten Werthes für  k ,  der - a l sein SOH, 

in die Ungleichheit ergiebt. Dividirt man die Glieder der Ungleichheits- 
- 1 
h -  a 

bedingungen duroh p ,  so erhalt man: - 
h r/ 

y < 7c < - 1 k kann also bei 
P P 

1 
h - -  

gegebenern h ] - [ 1 verschiedene Werthe annehmen D a h r  

jst, wenn 1) die Ariza111 der negativen absolut kleinsten Reste Modulo 7 iu  
q -  1 

p ,  2 p ,  a . .  --- 
2 

p bezeichnet : 

1 1 p -2 
k - , durchlauft die Werthe von -- bis 

'2 2 2 
- wits offenbar, abgosehen 

von der Reihenfolge, die hier aber nicht in Ret,racht komml, auch voii 
11 - 2 71 
- ( h  = 1 , . . - e) gelcistet wirù, so dass man schrsiben ki~nu: 

2 2 

oder 

Setzt man: 

so wird 

1 
rh < -. I wenn hg Modulo p  einen posit.iven, 

2 
1 

rh > Fi wenn k y Mod~llop einen negativen absolut kloinstcn Rest gicbt. 
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Nun ist aber: 

wird. Nach der Definition von r h  ist [? 2- - r h  ] =-- Y - ' wenn hp ~ o d i i l o p  
2 

cinen positiven, dagegen = -- - 1, wenn hq  modula^ einen negatiaen 
2 

absolut kleinsten Hest giebt. Hezeicbuet man daher den aurn Reste q und 
Modiil p gehorigen Exponenten mit, y ,  so ergiebt sich: 

- p - 1  g - 1  
v - - -  2 2 p mod 2, 

was zu erweisen war. 

XII. B e w e i s  v o n  Busche.') 
1. 

Dem eigentlichen neweisa des qiiadratischen Reciprocitatsgesetaes 
schickt B u  s c h e folgenden schonen Hilfssatz voraus : 

,,Nirnnit man an ,  eine und dieselbe Relation (x,  y) sei gillig fiir: 

1) x =  + 1 ,  Y " 4 i  

2) = P ,  y = &  1 ;  

3) x=p+2aq, y=q; 

4) Z = P ,  y = q + 2  , 
worin A und h' ganze Zahlen, p und p  zwei ganze ungerade Zahlen ohne 
gemeinschaftlichen Theiler bedeuten , so gilt die Relation (X , y) allgemein 
für zwei belicbige ganzo ungcrado Zahlcn ohne gemeinsamen Theiler." 

Der Reweis dieses eleganten Satzes folgt in einfacher Weise aus dem 
E u  k l i  d'schen Algorithmus : 

P = 2 9 1  111 + P Z ,  

P i  = 2 g ,  p, +pal 
. .  . . . . . .  
~ v - 1 ' 2 9 v  Pv +pv+1r  

Pu = 2 g v + 1  P U +  1 + 1. 
P ,  , pz, . . . seien ungerade und 1 1 > 1 p ,  1 > 1 lis 1 . . ." Nach Voraus- 
setzung 1) gilt dann die Helation lx, y) Kir + 1, p,+1, folglich nach 
-- - -- - 

1) Inaug.-Diss. Gottirigen 1883; enthalt auseer dem hier mitgetheilten Beweis 
noch verschiedene Anwendungen einer neuen Reweisinethode. 

2) 1x1 bedeutet riach Kronecker  und Weie r s  t r a a s  ,,absoluter Betrag von z". 
HM.-lit. Abthlg. d.  Zeitsobr. f. Math. u. I'hys. XXX, 5. 15 
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3) auch fur  p, und p,+i,  und nach 4) auch fiir p ,  und p , - 1  u. s. W., 
folglich auch für p und p,  oder p ,  und p. - Fiinde man niimlich fur die 
Anfangswerthe x = + 1, y =p.+ die Richtigkeit der Relation filr p und p l ,  
so würde Voraussetzung 2) die Giltigkeit der Relation für pl und p ergeben. 

Jenen Satz kann man aber auch folgendermassen aussprechen: 
,,Jede Relation (p l  y) zwischen zwei beliebigen ungeraden Zahlen ohne 

gemeinschaftlichen Theiler p und q gilt allgemein, sobalrl sie gilt fiir: 

1) Y 2) p , + 1 ;  

3) p + 2 1 q , q ;  4) p ,4J+2A1q 
( A ,  A' ganze Zahlen), immer die Giltigkeit von ( p ,  q) fur p iiud y voraus 
gesetzt; d. h. s k  gilt allgemein, sobald die Relationen: 

1 1 ,  1 ;  1 P 1 ;  111) ( P + ~ L Y ,  p l ;  IV) ( P ,  Y + ~ A ' P )  
immer unter der Annahme der Giltigkeit von ( p ,  q ) ,  als richtig sich er- 
weisen lassen." 

Das quadïatische Reciprocitatsgesetz in sciner einfachsten Porm spriclit 
sich in der Formel aus: 

p-1 q- 1 -- 

( ) = - 1 
( p  , g positive ungeradu Primmhlen). 

Urn die Allgemeingiltigkeit dieser Formel nachzuweisen, hat man da- 

hc r ,  wcnn man die Symmctrie derselben bedenkt, zu zeigen, d a s ~ :  

wenn 

9 - 1  g - l  
- -- 

( ) ( ) ( l  P I  ( r = + I ) ,  

p - '  Y-' 

(;) ($1 = (- 1) 2 
. 

a-1  q - 1  

Da ( f )  = (- I ) ~  und (e) = + 1  is t ,  so kt  die Richtigkeit 

von Formel 1) ohne Weiteres klar. 

Um Formel I I )  zu verifkiren, sucht B u  S C  h e  eine Iielation zwisctie~i 

anf , und emar eine Relation zwischen den G a u s s  'schen charakteristischen 
Zahlen, die zu jenen Symbolen gehoren. Setzt man: 
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k q = h p + -  P+' + r  oder: 2 

7 ~ y = h p + ~ - r ' ,  

P wobei r ,  r' positive ganze Zahlen kleiner als - sind. p sol1 jetzt ab- 
2 

p - 1  . 
hiingig gemacht werden von h. Da der Naxirnalwerth von k , ist, 

Y 

q-3  
60 ist der von h ,- 7 wobci zu bernerken i s t ,  dass h  nicht nothwendig 

I q - 3  
4-3  wcrden rnuss. Lasst man nun k dio Werthc von 1 bis - 

2 a 
durchlaufen, so mage es für jedes h ph Werthe ky geben, so dascl pl, 

anch definirt werden kann als die Anzahl der Losungen k  von: 

Und es ist: 

3) 

Wenn y ( p ,  so wird p h  für jedes h  grosser als Null,  wahrend, 
wenn q > p ,  ph = O  oder 1 wird. Dies ergiebt sich aus der Vergleichung 
der Maximalwerthe für h  und 7c. 1st ferner für P = p  + 21 q : 

q - 9  - 

4) (&(-i)< M+Bfh,  
Il = U 

so ist wiederum l4fh die Anzahl der Losungen von: 

~ ~ = h ~ + y + r  oder: 

, P 
E q = h P + P - r ' ;  7 ,  ?- <-- 

2 

Nimmt man z u n  a c  h s  t an ph = + 1 , d. h. sind die Gleichungen 2) 
nioglich, so ergiebt sich daraus, rl positiv vorausgesetzt : 

{ k + A ( 2 1 + 2 ) 1  q = h P + P - r ' ,  
oder wenn man 

6) K , = k + A ( 2 h  +1), K 2 = k + A ( 2 h + 2 )  
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Hieraus ergicbt sich aber, dass Gleichung 5) E, - El + 1 verschiedene 
ganzzahlige Wurzeln ha t ,  dass somit 

R I  M , , = K , - K , + ~ = A + ~ = A + ~ , ,  
ist. Urn eu zeigen, dass die Mh Werthe K Modulo P sowohl unter sich, 
als auch von denen, welche fiir ein anderes h  entstehen, verschieden sind, 
dnzu genügt der Hinweis auf q < P. 

p + l  1st x w e i t e  n s ph = 0 ,  so giebt es in  dom Intervalle von hp + 
2 

bis hp + p  keine diirch q theilbare Zahl, also anch nicht in  dem Intervalle 

P + L h p  + P + l  '+' bis h ~ + p + , i p ,  (ia n ~ + - - -  van kP+- -  
2 2 . . h P  

2 
PSI + p  + Ap r h p  + p  mod p ist. Nun sind aber von den Zahlen h P  + -- 

2 l 

. . h P + P  mindestens A Zahlen durch q theilbar, weil die dneahl jcner 

P - 1  
2 

+ A r /  + 1 > Ag ist;  es giebt aber auch nur A solcher Multipla von 4, 

da die ersten '5 Zahlen durch nicht theilbar sind. Die Gleichuug: 
2 

so dass allgemein, wenn man q >p voraussetzt, 

10) & = i + p n  

wird. Daher erhLlt man, da ,  wie oben gezeigt, jedes h ein von Nul1 ver- 
schiedenes Mh liefert : 

d. h.:  

D a  q ungerade, so is t  auch 

Nun 

also : 

ist aber: 

was zu beweiseri war. 
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IV. C a p i t e l .  

Eisenstein's Beweis durch functionentheoretische Stltze.') 

Sind p und q zwei von einander verschiedene positive iingerade Prim- 
zahlen und die r positive absolut kleinste Reste Modnlo q ,  so wird sein 
pr ~r oder - r 'modq, wo die r' wiederurn positive absolut kleinste Reste 
Nodiilo p bedeuten. Oder es ist 

wobei f ,  f' ganze Zahlen sind. Hieraus folgt: 

2 r'n 
~ d e r  = - sin - . 

Die in den vorstehenden Gleiehiingen aiisgedrückte Eigenschaft der Sinus- 
functionen führt sofort zu dem Resultat: 

2r'pn 
sin y 

pr ZE 
Y 

2 r'n mod q , 
sin ------- 

4 
woraus sich wiederum ergiebt: 

2r'p n 
Q-1 sin - 

n r  3 n r r  p;n T R O ~ ~ ,  

sin - 
4 

wo die Productenzeichen sich auf siimmtliche positive absolut kleinste Reste 
Xodulo q erstrecken. Da die r' mit den r, rtbgesehen von der Reihenfolge, 
identisch sind, so erhalt man:  

5 2 r p n  PA a e q n  
2 sin- z sin- *> (:) = ri pl, und ganz aoalag p .  

7=1 sin - Pz '  sin - 
4 P 

2. 
E i s e n s t e i n  hat  es nech dem Vorstehenden also im Wesentlichen zu 

shtw 
thun mit Ausdrücken von der Form - 9 wobei t eine ungerade Prim- 

sinv 
sin(t - 2 ; v  

zahl Nimmt man zunachst a n ,  der Ausdruck sei eine 
sin w 

1) Cre l l  e J. XXiX (1845), p. 257. 
sintv 

2) Zur Ableitung der folgenden, sich auf -;. beaiehenden Satze genügt es . ban v 
schon, wenn t nur ungerade ist. 
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ganze Function von sinv, so folgt sofort, dass er eine ganze gcrade Fiinc- 
cos(t-2)v 

tion von sinv ist und dass diese Eigenschaft auch -~ zukomnit. 
sin v 

sin t v 
Bildet man nun -- =sin(t-2)v.cos2v+ ws( t -2)v .s in2v,  80 ergiebt 

sin v 
sin t v 

sich, dass - ebenfalls eine ganze gerade Punction von sinv is t ,  deren 
sin v 

sifi (t - 2)  v 
Grad den von um zwei Einheiten tibersteigt. Es  ist daher, wcnn 

sin v 
sin 3 v 

man bedenkt, dass - = 3 - 4 s id  v, dlgemein : 
sin v 

E i s e n s  t e i n  verwandelt nun die rechte Seite der vorstehenden Gleichung 
sin t v 

in ein Product. Dazu muss ausser den Wurzeln von - = O der Coeffi- 
sin v 

cient al-,  bekannt sein. Nimmt man an:  

sin (t  - 2) v 1 - 3  - 
= ( - 1 )  2 t - 3 ~ i n t - 3 v + . . . ,  

sin v 
BO ergiebt sich durch leichfe Zwischenrcchnung: 

sintv 2-1  
-- - (- l)? 2'-1 sin'-' v + . . . 
silz v 

sin 3 v 3-1 - 
Bus - - - 3 - 4 sin2v = (--1) 23 -' s i d -  ' u + . . . findet sich nun , dass 

szlz v 
sifi t v 

jene Formel für - in der That allgemeinc Gilt,igkeit hat. 
sin v 

Bezeichnet man daher mit r = r ,  , . , . r,-1 - die '$ verschiedeneu 
sin t v L 

Wurzeln von - 9 so wird 
szn v 

t-1 sint v - 
-- - (- 1)2 Zt-1 Ii'(sinsv- z2).') 
sin v 

3. 
Mit Rticksicht auf das eben Entwickelte wird daher, wenn man die 

2 r p n  
sin - 

- ' versohiedonen Wurzcln von P = 2 = O mit &, die - ver- 
Brn 

sir. -- 
2 

2 e p n  
4 

sin - 
schiedenen Wurzeln von Q = ' = O  mit 7 und die Tariable silzv mit 

2 e n  sir. -- 
1; bezeichnet : P 

1) In E i s e n s t e i n ' s  Abh. stehen die Poteneen von 2 fklschlich im ~ e n n e r .  
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PA 9 5  
P= (-1) Q P - 1  n(;ce-ta), Q = ( - I )  "29-1 ~ I ( X ~ - ~ ~ ) .  

2 6 2 r  n 23-  1 
Setzt man zur Abküreung a = sin -- 7 /3 = sivz -- i so niriimt LY, -- 

4 P 2 

und '4 versïhiedeue Werlhe an ;  zugleiob geniigen sie aber den 
- 

Gleichungen P = O resp. Q = O. E s  ist daher: 
PA * 

P = ( - 1 )  "Zp-'11(22-a2), Q = ( - 1 )  2 2r1-LU[3+-,32). 

In P ist aber 2 = /3 und in Q x = a, so dass man erhalt : 

Mit Rücksicht auf Formel A) im ersten Artikel folgt hicrnach: 

woraus sich ergiebt: 

Da nie a = j3 werden kann, weil p und q Primzahlen sind, so folgt, dass 
2 -  0" 

stets gleich 1 ist, woraus unmittelbar 
(rZ - pz  

p-1 9 - 1  

sich ergiebt. 

V. Capitel.  

Beweise durch  Satze aus der  Lehre von der  Kreistheilung. 

1. B e w e i s  v o n  G a u s s  (7. Bew.)-Lebesgue (2. Bew.).') 

1. 
x P - 1 - 1  

1 s t  eine primitive Wurzel der Gleichung ---- = O ,  mobei p eine 
x - 1  

positive ungerade Primzahl bedeutet, und g eine primitive Wurzel Modulo p, 
x P - l  - 1 - O in folgender Weise anorduen: 80 kann man die Wuroeln von - - 

2-1  

1) Gauss  (Nachlass;, Bd. II S. 233, und Leb  e s g u c ,  Compt. Ilend. LI,  p. 9. 
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so beissen y, ,  y, -gliedrige Perioden der ,,Kraisthoilungsgleichung'- 
2 

Z P - 1  - 1 
- = O. Unter Benutzung der Eigenschaft dieser Perioden: 

2 - 1  
y i - y I = ( g - 1 - g ) ( e - 3 - g 3 )  . . .  ( ~ p - ~ - g - p + ~ j  

und der Relation: 

( x - ~ ~ ) ( x  -e4)  . . . (X -e2'p-1))  = X P - l  + X P - ~  + 
ergiebt sich : PA . 

( Y , - Y , ) ~ = ( - ~ )  P. 
Es ist aber: 

Pr-! 
1 - 1  p 

y 1 + y 2 = - 1 ,  so dass y ,y ,=  
4 

..+1 

wird. 

Die bciden Perioden y, und y, sind also Wurzeln der quadratischen Gleich- 
n - 1  

G a u  s e resp. L e b e s g u e untersuchen nun , unter welchen Bedingungen 

1) f ( z )_O m o d g ,  
wo q ebenso wie p eine positive ungerade Primzahl sein soll, reelle ganz- 
zahlige Wurzeln hat. Die Dedingung hierfür kann auf zwei verschiedene 
Weisen ausgedrückt werden, aus deren Vergleichung das Reciprocitiitsgesetz 
sich ergiebt. 

Aus der Congruenz: 
2) f ' ( z )  - O mod q 

ergiebt sich durch die Substitution: 

3) y = 2 x + 1  
die folgende: 

PA 
4) y2 EE (- 1) p modg. 

Sol1 also die Congrueriz 2) reelle Wurzeln haben, su muss auch 4 )  reelle 
Wurzeln haben. Umgekehrt, ist 4) losbar, so wird verrnoge der Substitu- 
tion 3) aiich 2) losbar sein. Daraus folgt, dass die Congruenz 2) moglich 
i s t ,  wenn 

is t ,  oder wenn 
7,- q-1  q - 1  --- 

5) (-1) p =1 modp 
ist. Dagegen hat f ( x )  r O modp keine reellen gauzzahligen Wurzelii, wenn 
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p - l  q - 1  q-1 

5 O )  (- 1)" Tp"- - -  1 modq 
wird. p i e  Identitat ferner : 

x ~ / - ~ - l ~ ( x - l ) ( x - 2 )  . . . (  X - ~ + I )  modg 
odcr 

x v - x r x . x -  1 .x-2. . . . ( y - p + l )  modq 

setzt sich durch die Substitution x  = y  - yh [h = 1, 2j  in die folgende um: 

Es ist aber yh = lçgh + xg2+h + . . . + dp-3+h, woraus , werin 

7 )  q  - 9' rnodp, 
yhq yh+k modq oder (y - y h ) q ~  y  - i h - ( . k  modq oder aber (y - yh:q 

- ( y  - yh) 2/h - yh+k rnod 9 re~ult~ir t .  Die Congnienz 6) giebt daher : 

( y - ~ h ) i y - l - y h ) .  . . ( y - ~ + l - y h )  ~ y h -  Yh+k modq 

woraus unmittelbar die folgeude Formel entspringt: 

(Y-Y~)(Y-Y~)(Y-~-Y~)(Y-~-Y~)~~~(Y-Y+~-Y~)(I/-Y+~-Y~) - ( Y ~ - I / I + ~ ) ( Y ~ - Y Z + ~ )  mody. 

Es ist aber f ( y )  = ( y  - y,). ( y  - y2), wonach die vorige Congruenx übergeht in : 

8) f ( y ) . f ( ~ - 1 ) .  . . ~ ( Y - ~ + ~ ) - ( Y , - Y ~ + ~ ) ( Y ~ - Y I s ~ )  7r~od9. 

Hatte nun f (y) O mod y reelle ganzzahligo Wurzeln , so wtirde 

f ( y ) ,  . . #  f ( y -4+1)  mody 

ein vollst5ndiges Restsystem darvtellen und es waro in diesem Fallc: 

f ( y ) . f ( y - 1 ) .  . . . .  f ( y - q + 1 ) ~ 0  modg. 

Umgekehrt , wtire diese Bedingung crfüllt , so warc auch f ( y )  -0 und damit 

f (x) 0 mod g in gxnzen reellen Zahlen losbar. Mit Rücksicht auf die Con- 
gruenz 5)  kann man auch so sagen: f(x) hat Modulo g reelle Wurzeln, 
wenn <p = ( y ,  - yi + k) ( y ,  -y2+ k )  0 mod y, ist dagegen nach deniselben 
Xodul nicht rooll und ganzzahlig 16sl)ar, wenn rp = (y1 - y, + k )  (y2 -2/2+k) -k 0 
modg. Wie sofort evident, kommt es also anf den Werth von k an. k war 

deônirt durch p=gk  modp Isl da k = 0  m d 2 ,  d. h. (i) = 1 ,  so ist 

yh = yh+k j ist  dagegen k r 1 mod.2, slso (:)=-1, SO-ist y , ,=yh+~.  

Hieraur erhellt: f ( r )  O mod g hat reelle ganziahlige Wuneln,  wenn ($) = 1, 

dagegen keine , wenn = - 1. Bus der Vergleiehung dieses Resultates (9 
mit dem durch die Formeln 5) uiid 5O) ausgedriickten folgt sofort unser Satz. 

1) Das Zeichen bedeutet ,,niçht ~ongruent '~ .  
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II. G a u s s '  v i e r t e r  B e w e i s . ' )  

Sind, wie gewohnlich, p 
ungerade Primzahlen , und ist 

bezeichnen ferner Modulo q a 
t,isçhen Nichtreste, BO ist 

und q zwei von einander verschiedene positive 

die quadratischen Reste und t die quadm- 

1) 

also 

Diese letxtere Gleichung kann man auch schreiben: 

G a u s s  ermittelt zunachst den Werth für G 
Systems identischer Gleichungen : 

. . . , . . . . . . . . . . .  
1 - e 9 - ( 9 - ' )  1 - Q-is-1) - - - Q-(y - '1 

1 - @ 9 4  - 1 - @P-1  

bildet er die Reihe: 

1) Surnmatio serier. quarund. sing. Rd.  II S 69, oder Comm. soc. reg. scient. 
Gott. rec. Vol. 1. 

2) Die Bezeichnung G ist nach K r o n e c k e r  (Berl. Ber. 1880) gewahlt. 
3) Die folgenden Entwickelungen gelten auch für beliebige iingerade Zahlen. 
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worin also q ganz, positiv und grtisser als y + 1 ist, so ergiebt sich, wenn 
man noch berücksichtigt , dass 

( 9 - 1 ,  ~ $ 1 )  = Q ~ - P - ~ ( Y - ~ ,  Y ) + ( Y - - ~ I  ~ + 1 ) .  
Wendet man diese Formel auf 3) a n ,  so erhglt man: 

4) 
f ( @ , q  1)=(1-~q-~)-jl-~q-~)(~-2,i)+(i-~q-~)(~-2,2) 

- ( 1 -  Q T - 5 )  ( y -2 ,  3 )  - +. . . 
Nun ist aber: 

( 1 - e ~ - 1 - ( " + ) ( 9 - 2 , A )  = ( l - ~ q - ~ ) ( q - 3 , 1 ) ,  
daher wird : 

f ( p , q - I ) = ( l - ~ q - ' ) { l - ( q - 3 ,  1 ) + ( 4 - 3 , 2 ) +  ...] 
oder 

5 )  fh, y - 1 )  - ( l  - p ~ - ~ ) f ( Q ,  9-31. 

Da nun y E 1 nwd2 is t ,  so findet sich: 

1 f ( e , 9 - 1 ) = ( 1  - Q q - 2 )  f ( a , s - 3 ) ,  
f ( e l  9 - 3 ) =  ( 1 - e q - * )  f ( e ,  9-51 ,  
. . . . . . . . . . . . . .  

f ( ~ , 2 )  = ( l - e ) ,  
woraiis diirch Multiplication resultirt: 

6) f(@,q-l)=(l-@)(l-~3)(l-~5),..(l-pq-2). 

Es sind also für f ( e ,  y-1) zwei Entwickelungen 3) und 6) gewonnen. 
Durch Verbindung dieser beiden Resultate entsteht: 

q - 1  = 
Bultiplicirt man beiderseits mit = p . p 3 . .  . p i - :  so entsteht: 

oder, wenn man in Rechnung zieht, dass die Exponcnten auf der linken 
y - 3  

Seite identisch sind mit ( ' ) :  ( T )  9 . , . *  al80 Modulo g ein halbes 

Restsystem darstellen, 

1 f  Q + p 4 + . . . + p ( q - i ) 2 =  Q - g - 1  . e 3 -  Q - 3 . .  , . . ~ q - ~ - - q - ~ + ~ .  

Es is t  also: 

7) ~(3= e - Q - 1 .  e s -  @ - S . .  . . . Q P - ' -  @ - P + Z  

oder mit B e r ü c k ~ i c h t i g u n ~  von ea - p -  B = - ( e V - @  - y- + - L I )  : 
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Durch Multiplication von 7) und 8) erhalt man: 

oder, da g eine primitive Wurzel von a9 = 1 is t ,  

'I. 
Hieraus erpiebt sich aber : 

Um das Vorzeichen von G zu bestimmen, gehe man auf Gleichung 7 )  

surlck.  Da - Q-p = 2i sin * is t ,  so ergiebt sich: 
O - 2 n  6 m  1 0 m  . ( q - 2 ) 2 n  = ( Z i )  2 ~ i f i - - ~ i f i - . ~ i f i - - . . s ~ f i  

'2 Y Y '? 
2 7c 

Die Grossen - 7  . . -  (q-2)2 sind nun snmrntlich kleiner als 2 n ;  g ir l  
9 q  

eine ungerade Zahl und man hat zu unterscheiden: 

1. p = 4n + 1. D a m  sind - der Winkelgrrssen grrsser di n, 
4 

so dass . q - 1  q-1 

G(-) 4 =i" ( - l j 7 C =  c. 
wird, wenn C  eine positive Constante bedeutet. 

2. q = 493 + 3. I n  dicsem Fallc ist  die Anzahl der Winkclgrtissen. 

welche grosser sls n sind, -, so dass aich ergiebt: 4 

so dass man schliesslich erhëlt: 

Da auch p ungerade vorausgcsetzt war, so crgiobt sich: 

Nun ist aber nach Definition: 

denn 
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Wie ~ ~ f o r t  ersichtlich , nimmt Ip  + p q Modulo p p, p cl Werthe an und 
stellt, wie sich ails p(b -A') = P(p'- p )  ergiebt,  Modulo p q ein vollstan- 
diges Systern incongruenter Reste dar. Es k t  daher: 

oder mit Hilfe von Gleichung 11) 
p - 1  7 9 - 1  

, r t p , - ~ p f i  = ( P )  ( ~ ) i ( l ) + ( ~ - ) ~ ~ . ~ ~ .  
(/ 11 

Da stets das positive Wurzelzeichen zu nehmen ist,  so entsteht somit: 

woraus sich uiimit,t,elbar das ReciprocitYtrgesctz nbleitet. 

III. G a u s s '  s c c h s t e r  B e w e i s . ' )  

1. 
Haben $1 und q ihrc gc:w6hnlichc Bedeutung und bezeichnet man mit 

G die Reihe: 

1) G = x - x g + x f l f  . . .  - xgp- ' ,  

worin g eine primitive Wurzel Modulo J J  is t ,  so fol& aus der Natur der 
plynomialen Coefficienteu : Cr9 - (2-2s -fI . . . ) Y  O modq oder, da y nn- 

geiade ist,  

2) 0- C ,  = O modq, wenn C ,  = 29- x g g  + zpg" +. . . - ~ q g ~ - ~ .  

1st ferner q ,cf modp, so folgt aus dem System identischer Gleich- 
ungen 

q = f + f l p ,  q g = g U f l + f 2 p ,  . . .  q g p - 2 = g " f p - 2 + f 3 p :  

3, 29~"$9"+~= ( 1 - Z P )  f ( 2 ) ,  

wohei f ( x )  eine ganze Function von x ist. 1st W ebenfalls einc ganze 
Function von x ,  so ergiebt sich somit: 

4) G 9 - iZ!P - X Y P + ~  - + . . - + ZOP+P-~~  = ( 1  -@W. 

Die Exponenten der in  der Klammer stehenden (p -  1) Grossen sind nun 
der Natur von g gemass identiscli mit den Zahlen 1, 2,  . . . p -1 ; und da  
auch die Vorzeichen alterniren, so erhalt man für zs" - XY"" - 4- . . . den 
Werth + G .  Das Vorzeichen von G ist das von - (- l ) p W r  X, so dass, da p iin- 
gerade ist,  + G = (- 1)P G fol&. Aus p - gP modp ergiebt sich aber 
I- r -1  I P L  

y - ( g ~ )  = ( f )  rnodp, und da g - l modp, so folgt: 

1) Theorematis fund. in doctrina de rcsiduis quadrat dcmonstr. et ampl. novae. 
G. Werke Bd. Ti S. 65. 
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und 

5) 

Betrachtet man ferncr das System identischer Glcichungcn: 
+ x ~ - x 2 + x g + l - ~ ~ ' + l +  . + z g P - 2 f l = ( ) ,  

- x g G  -228+z9"+9-x91f~+. . .  + 2 ~ P - ' + 9 = x 9 f 1 ( x 9 p - 2 - l ) ,  

- xgP-2 G - s29P-2 + & - I f  gP-2 + , . +x92P-4f9P-2  

- - xgP-O+l i xyP-'-l- 1 - ( X ~ P - ~  -1) - .  , .!, 
so entsteht durch Addition: 

wenn man zur Abkürzung SL gleich der Summe der rechten Seiten der vor- 
stehenden Gleichungen und f (xi) = 1 + X I  + zig + . . . + xLgP-' setzt. 

1-xp 
JL kt, wio ohno Weiteres folgt,  durch 1 -xP, also auch durch --- 

1-2 

thcilbar; f (XI) aber ist , weil g cinc primitive Wurzel zu p is t ,  theilbar 
1 - xA, 

durch (1- zap), also auch durch ---- Es wird also auch f (xL) durci~ 
1-x' 

1-99' - theilbar sein, wenn 
1 - 2  

1-x"- 
-- 

1 - xp 
-0 vnod - 

i - ~ n  l - ~  
ist. Es sind da zwei Fiille zu unterscheiden. 

1. 1 u n d  p s i n d  r e l a t i v  p r iu i .  Uann ist y l = h p + l  für y und 
h ganzzahlig losbar. Demgemiiss wird 

1 - xP 
woraus sich ergiebt, dass f(xA) durch - theilbar ist. 

1-2 

I I .  A u n d  p s i n d  n i c h t  r e l a t i v  p r i m .  Dann ist 

f (xi) - p = xA 1 (xg - 1) + (xgl- 1) + , . . + ( X O ~ - ~ -  1) 1, 
1 - X P  

woraus unmittelbar hervorgeht , dass f(x1) - p  durüh - theilbar ist. 
1-z 

Nach alledem und mit Rücksicht darauf, dass go + 1, g + 1, . . . gp-2 + 1 
in beliebiger Reihenfolge die Zahlen 2, 3 ,  . . . p reprasentiren, ergiebt sich 
aus 6): 

PL' 

7 O) 
- (xg5'+1) 1 - X P  f i=ce- ( -1 )  2 = O  mod- 

1-2 

oder, wenn Z eine ganze Biinction von x bedeutet, 
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Unmittelbar aus Formel 7) fliesst die folgende: 

worin Y ebenfalls eine ganze E'unction von x ist. 

3. 
Uit Hilfe der Formeln 3),  4), 7 )  und 8) kann man nun das Recipro- 

citiitsgesetz ableiten. Zunachst ergiebt sich aus den Formeln 3) und 4): 

wenn noch X eine ganze Function von x bcdcutet, die sich BUS 2 \  definirt als: 

C q - G q = q X .  

Nach Formel 8) erhiilt man ferner: 

oder, mit Benutzung von 7):  
P A  p - 1  q - L  9 - 1  

p G X =  ( - 1 )  2 p { ( - l ) ~ p '  

9) 

1-xp 
G ist nach 1) vom Grade p - 1. Setzt man daher CX = -- U+T,  wo 

1-x 
17 und T ebenfalls ganze Functionen von x sind, sa wird T eine ganze 
Function von x sein, deren Grad kleiner als p - 1 ist. Substituirt man den 
Werth für GX in q,, so wird: 

worin der Grad der linken Seite kleiner als p - 1 ist. 2, Y, W Sind aber 
ganze Functionen, folglich ist der Gred der rechten Seite grosser als p - 1. 
Die vorstehcndo Gleichung kann also nur erfiillt werden, wenn bcide Seiten 
gleich Nul1 sind. Es ist daher: 
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IV. B e w e i s  v o n  C a u c h y 1 )  - J a c o b i 2 )  - E i s e n s t e i n 3 ) .  

G a  u R s hat nachgewiesen , dass 

Uaraus ergiebt sich ohne Weiteres : 

Nun ist aber 
P-' 

wobei p eine primitive Wurzel von x p =  1 bedeutet; sornit ist auch: 

warin A', B', . . . ganze Zahlcn sind. Mithin ergicbt sich, wenn man zur 
Abkiirziitig setzt 

0 q-1  q - 1  

3) 

X = G  - , q [ A ' f B ' g + . .  ] odcr =y[A+Bp+ . . . ] ,  (3 
worin A ,  U, . . . wiederurn ganze Zahlen bedenten. Setzt man nun für Q 

der Reihc nacli p2, . . . ?p-' cin und addirt die so entstehenden Gleich- 
ungen, so erhalt man: 

4) ( p - I ) X = y [ ( p - ] ) A - B - C -  ...], 
woraus, da y eine Primzahl ist und man unbeschadet der Allgemeinheit 
p - 1 < q annehmen kann, nach 3) 

p-1 *-1 q - 1  -.- - 
(- 1 p ' - (,:) s O wcod p 

folgt. Dies ist aber unsere bekannte Formel. 

V. Z w e i t e r  B e w e i s  v o n  E i s e n ~ t e i n . ~ )  

1st p  eine positive ungcrade Primzahl und durchlauft r eiu vollit,8ndiges 

Restsystern Modulap, so r i r d  E(j) = 0, und ebenso ist 
r 

1) Bull. de Ferussac, XE.  Bd. (1829) S. 205; Mém. de 1'Inst. XVIII, p. 451. 
2) L e g e n d r e ,  Theorie des nombres, Sinme éd, II (1830), p. 391. 
3) C r e l l e  J. XXVIII (1644), S. 41. 
4) C r e l l e  J. XXVU (1844), S 32-2. 
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Sind nun al , . . . ~ p ,  p Zahlen r, so folgt sofort : 

wo die Summation über siimmtliche CY von 1 bis p  - 1 hin zu erstrecken ist. 

Reprasentirt vw,  k) die Summe 2 (:) - (F) 2 CY = k , so erhUt man: 

3) V(P> = vcu,oi + VOL,,) + . ' . + V(u, P l )  = 0. 
Setzt man a, - 7~ & , a2 = k&, . . . nfi  G x Bp m o d p ,  woraus sich ergiebt 
Z c r = k . Z f i ,  2 / 3 = i ,  so wird: 

4) 

1st nun p eine gerade Zahl, so erhiilt man q W , k )  = @(,, i )  d e r :  

s c , ~ ~ + ~ i , . s + . . . + ~ i ~ , , - < > = . w , l ~ ~ ( f )  = O  
folgt, so dass 

7) Vcu,o, = 0 
wird. Die Definitionsgloichung v,,, 3 
kann man auch schreiben: 

VI.,., = X((?) E(:) A .  py)]? 
so dass sich findet: 

woraus sich im speciellen Felle v = O  ergiebt: 

wird. F ü r  ein gerades p ergiebt sich daraus: 

PG, o)=(+(p-l,  II .@-1)  
oder mit Benutzung von 6): 

Elst.-lit. Abthlu. d. Zeitnohr. f. Yath. u. Phys. XXX, 6. 
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F ü r  ein ungerades p erhalt man aus der Recursionsformel: 

Demnach ergiebt sich nach Formel 5): 

oder 

= ($1 ~ ( r - l , o ) -  + ( r - l , l ) ~  

oder aber mit Benutzung von 6): 

Ails den beiden Formeln 8) und 9) resultirt, wenn A eine ganze Zahl 
bedeutet, ohne Weiteres folgendes System Gleichungen: 

qJG'A+l, 1)==- P . q ( 2 k l  1 1 ,  

qf(2*,  1 )  = - ( 3 + ( 2 k - l ,  1 ) ,  

woraus sich durch Multiplication ableitet: 

1 s t  y = 2 A + 1 wie p eine positive ungerade Primzahl, so ist nach der 
eben gefundenen Formel : 

p-1 q - 1  q - 1  -.- - 
1 1) ( l ) ( - 1  z .  

Nach der  Definitionsgleichung ist aber: 

für a, = cu2 = . . . = a - LI nun wird qa! 7 1 modp. Es  giebt hiernach in 9 -  
jener Summe ftir + (9, 1) nur ein Glied, in  welchem die <r gleich sind. Daher 
folgt aus 11) : p-1 q - 1  q-1 -.- - 

+ d = ( - 1 ) 2  a p 8 .  
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In A =r (:) - - . (P) dürfeo die ct nieht gleiebzeitig einander gleich 

werden. - Da q ungerade is t ,  so erhiilt man schliesslich, wenn man noch 
berücksichtigt , dass aus 

P. = i ~ o a p ,  1 = ($) (:) foigt: 

Schreibt man die Summe d ir, extenso, so entsteht: 

(:) (2) . . . (y) \ 
Man kann also d in  eine Reihe von Gruppen zerlegen, so dam jede Gruppe 
aus q einander gleichen Summanden besteht. Es ist daher d = 0 wwdq und 

VI. Bewe i s  v o n  L i o ~ v i l l t t . ~ )  
1st p eine positive ungerade Primzahl und e eine primitive Wurzol von 

X P  = 1, so ist: 

woraus für x = 1 : 
P -  1 P - 1  P- 1 

p=( - l )o (p -p - ' )P .  . . .  .(e"-;"y 
folgt. Durch Potenzirung erhalt man hieraus : 

wobei q eine von p verschiedene positive ungerade Primzahl bedeuten m6ge. 
py -. ~ - - - . g  

Die einzeinen Pactoren von 
@a - @ -  a werden nun positiv oder 

negativ, je nachdem ryq einen positiven oder negativen absolut kleinsten Rest 
Modulo p lasst. Mit Hilfe des Gauss'schen Lemmas erhiilt man demnach 
aus 2): p - 1  p-1 -.- (;) = (- 1) 

unsere bekannte Gleichung. 

1)- C. R. XXIV (1847), S. 577, und L i o u v i l l e  J. XII, S. 95. 
16" 
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VIL Ers te r  B e w e i s  von L e b e s g u e . ' )  

Sind p und Q von einander verschiedene positive ungerade Primzahleri, 
und betrachtet man die Congruenz: 

1) X , ~ + X ~ ~ + .  . . + x q 2 = a  waodp, 

so wird, wenn x,, .. . xq die Werthe 1, 2,  . . . p -1 mit Wiederholung an- 
nehmen, was auf 

2) (P - 1 1 4  

verschiedene Weise geschehen kann,  auch a verschiedene Werthe annehmen; 
Modulo p moge a nqO-mal der Null, fiq"-mal einem quadratischen Reste 
und ~ z ~ ~ - m r a l  einem quadratischen Nichtreste (a mogen die quadratischen 
Reste, b die quadratischen Nichtreste Modulo p darstellen) congruent wer- 
den. Dann ist:  

3) %,O+nqa+nqa= ( ~ - 1 ) q . ~ )  
Nimmt man für a einen bestimmten Werth a,,  so moge npal = mq werden; 
da nun alle Reste in der Form ay2  enthalten sind, so ergiebt sich, dass 
für pin ganz beliebiges a ebenfalls n q a = n q  wird. Ganz dasselbe gilt von 
den Nichtresten, so dass man erhalt,  wenn man nqb = ntq setzt: 

L e  b e s g u e  berechnet nun die Grossen n t ,  mq und dq. Bus  der be- 
kannten G a u  s s 'schen Pormel 

P- 1 

( 1 ,  ( , P = 1  
A = i  P 

und der Pormel 
l + ~ + e " + . . + + - l = O  

folgt : 
i ' @ 

5) C = ~ p ~ ' = / p ( - l )  ' oder G - l = p + p 4 + . . . = / p . ( - 1 )  
1. 

Durch Potenzirung erhalt man: 

( c - L ) ~ =  n q o + n q ~ p a + n t v  zpb. 

a 

Es ist aber Z Q "  - Z p b  = G und 1 + Lea + Zea = O, folglich : 

6) 2n,0 -mq-n 'q+(ng-n 'g )G=2(~-1 )q .  
Da Q ungerade vorausgesetzt war, findet sich ( G  - 1)q = P G  - Q und somit 

7) * 2n0p-mq-n 'y=-2Q, 1 z ~ - m ' ~ = 2 P ,  

1) L i o u v i l l e  J. XII (1847), S. 457. 
2) Lasst man für x die Werthe O, 1, . . . p-1 zu, und bezeichnet man die 

dann entstehenden n mit NI so wird Neo + flqa+ Nqb=pe. Diese Formel kann 
man ebenfalls benutzen. 
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(a,  b, c) a ,  b und c relativ Prim, so nennt man die Form eine ursprüng- 
liche oder primitive; ist der Theiler a von a ,  2 b ,  c wiederum 1, so ist 
(a, b ,  c)  eine ursprüngliche Porm erst.er Ar t ,  wahrend, wenn u = 2,  man 
sie eine ursprtingliche Form zweiter Art  nennt. Eine forma artceps end- 
lich ist eine solche, bei der der doppelte mitllere Coefficient (2b)  durch 
den ersten thcilbar id. (1, 0 ,  - D) ncnnt man die Hauptform der Deter- 
minante D; die Classe, in  die sie gehort, die Hauptclasse. Sind die 
Zusseren Coefficienten einer Form positiv, so nennt man die Form eine 
positive. 

Sind nun a ,  z' durch dieselbe quadratische Porm darstellbar, ist also: 

s = a a 2 +  2 b  olp +cp2 ,  z ' = a Y 2 + 2 b  y6+cdZ,  

so wird xB- zz'=DY2, so dass, wenn c ,  z' relativ prim zu D sind: 

(g) =+ 1 oder (9) = (4) 
ist. Wir setzen nun D = pq  = 4 n  + 1 ,  wo p und g Primzahlen sind, 

voraus. Dann werden ( )  ( )  a n  bestinTmte Werthe (Charnktere) 

haben. Diese k6nnen verschieden gruppirt sein. Wenn D nur in zwei 
Piimzahlen sich zerfallen lasst , so sind die verschiedenen Gruppen : 

+ l ,  + l ;  -1, - 1 ;  
2 )  1 + 1 ,  - 1 ;  -1, +1. 

1st die Anxahl der Factoren von D, um dies der Vollst%ndigkeit halbcr 
zu erwahnen, A ,  so giebt es 21 verschiedene Gruppirungen der Voreeichen. 

- Nehmen nun die Charaktere (+) und ( )  fiir eine bastimmte Form 

von der Detorminante D - 4n + 1 die Werthe c,, c, a n ,  so nennt man 
den Inbegriff aller ursprtinglichen Formen von gleicher Determinante und 
Ar t ,  welche dieselben Charaktere (denselben Totalcharakter) haben, ein 
Geschlecht. 

Au3 1) ergiebt sich, dass jedes Geschlecht aus einer Anzahl Formen- 
classen besteht. Dasjenige Geschlecht, welches die Hauptform und damit 
die Hauptclasse enthalt , nennt man das Hauptgeschlecht. Unmittelbar 
evidcnt ist ,  dass der Totalcharakter des Hauptgeschlechtes ftir D = p q  

1 
= 4n+ i : 1, 1 is t ,  wcii ja  ($) = 1 = (-) ist. 

4 

1. Gauss' zwei ter  Beweis.') 
Dieser Beweis beruht auf folgendem Lemma: Die Anzahl der für eine 

gegebene Determinante wirklich existirenden Geschlechter ist halb so gross 
als die Anza,hl der moglichen Geschlechter, d. h. halb so gross als die Anzahl 
-- 

1) D. A. Art. 257. D i r i c h l e t ,  Zahlenth., Suppl. IV. und X. 
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II. K u m m e r ' s  ers ter  Beweis.l)  
I n  der P ell'schen Gleichung : 

1)  t 2 - D u 2 =  1 
habe D die Form 472 + 1, so dass t ungerade iind TA gerade wird. Auci 
( t  + 1) ( t  - 1)  = D u2 ergiebt sich: 

2) { 
t + l = 2 m ~ . ~  ,,'=D 
t - l =  z m 1 i 2  ( 2 r k = u ) 9  

woraus durch Subtraction 

3) 1 = x" m'A" 
folgt. Sind niin t und u die kleinsten positiven Werthe, welche Gleich- 
ung 1) erfüllen, so findet nach 2 )  nur eine einzige Zerfsllung von D statt, 
und das Werthepaar m == 1 , D  = m' oder m = D, m' = 1 ist ausgeschlossen, 
weil x iind k kloiner rtls t sein sollon. 

Aus 1 = mxe - m' b2 erhalt man nun die wichtige Relation : 

wenn p l e i n  beliebiger Factor von m ist. 

K u m m e r  zerfallt nun D auf vcrschiedene Wcise in  Primfactoren. 

1. D = p p '  und $1 = p ' l  3 mod 4. Dann kann Gleichung 3) , nach 
Absonderung der Formen 1 = 2-pp '  A', 1  = K " ~ ' -  A2, die nach obiger 
Annahme ausgeschlossen sind, nur  die beiden Formen annehmen: 

~ = p ~ x z - p ~ ~ ,  wenn ( )  ($)=-1, 

so dass also, ( )  = i ist  , ($1 = - 1  , und 

wenn ($) = - 1 ist, ($) = + 1 wird. 

II. D = p p ' p ,  p ~ p ' =  3 mod4 und q G 1 mod4. Dann kann D 
suf Z 3 =  8-fache Weise in  2 Factoren zerlegt werden; also waren nach 
obigor Annahmo, wonach die boiden Palle na= 1 resp. na'= 1 auszu- 
schliessen sind, 6 Falle zu unterscheiden. Bestimmt man nun so, dass 

und schliesst von jenen 6 Fallen noch die aus, welche diesen Bedingungen 
widersprechen, so bleiben folgende 3 Falle übrig: 

i j  Abh. der Berl. Akad. 1861. 
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2) 1= q x 2 - p p f ,  wenn (+)= 1 ,  ($)= 1, 

Es giebt aber nur eine Zerfàllung von D; und es findet, wenn 

(+) = + 1 i i t ,  nur der erste der drei Fiille s ta t t ;  und wenn (:) = - 1, 

nur der dritte. Das heisut: 

wenn ( 1 ,  0 (:)=+l, 

w e m  (f)= 1, so ($) = - 1. 

III. D=pp 'qq ' ,  p z p ' ~ 3  mod4 und y 1 4 ~ 1  vnod4. K u m m e r  
nimmt a n ,  es ktinnten die Zahlen p und p' so gewahlt werden, dass 

sei. Schliesst man dann von den 1 6  FaIlen, die bei der Zerlegung von D 
moglich sind, dic, aus, welche den eben gcstellt,en Bedingungen wider- 
sprechen und die beiden Falle, i n  denen rn' resp. wz gleich 1 wird, so 
eieht man, kann Gleichung 3) nur die folgenden 3 Pormen haben: 

1) l = p q  x ~ - ~ ~ ~ ' A :  wenn (;)= 1, (+)= 1 ,  ($)= 1. 

3) 1 = .2 - p q i2, wenn ($) = 1, (5) = 1 ( )  = 1 -  

Wenn nun (+) = - 1 ir t ,  so ist nur  der zweite Fa11 mÿglich, nach 

welche: ($) = - 1 wird, siihrend, wenn ( )  + 1 is t ,  eotweder 

Fa11 1 oder Pal1 3 eintritt; in beiden Fallen resultirt (9=+1. 
Die bewiesenen drei Theoreme, die sich so aiissprechen : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



lassen sich nun eofort in daa bekannte Piindamentatheoreiriin der Thcoric 
der quadratischen Beste und Nichtreste eusammenfassen. 

Es ist hei diescm Reweise die Voraimsetzung gemacht, dass es stets 

Primzshlen p von der Form 4% + 3 gieht,  fur die (:) = - 1. 

(:) = + 1 ist (Y ist eine beliehige positive ungerade Prirnzahl, y cine 

solche von der Porm 412 +1). Wie aber lcicht zu übersehen, ist diese 
Voraussetzung erfüllt, wenn nachgewiesen werden kann, dass es in einer 
unbegrenzten arithmetischen Rkihe, deren erstes Glied und deren Differenz 
gmze ,  relativ prime Zahlen sind, unendlich viele Primzahlen giebt. Der 
Beweis hierfiir ist aber von D i r i c h l e t  l) erbracht worden , wodiirch die 
Voraussetzung als richtig nachgewiesen ist. 

III. K u m m e r ' s  z w e i t e r  B e w e i ~ . ~ )  

p und p' seien vcrschiedene positive Primzahlen von der Form 412 + 3, 
uud q und Q' solche von der Form 412 + 1. 

1 s t  d a n n  e r  s t e n s  r eine Primzahl, welche sich durch eine binare 
quadratisohe Form C von der Determinante - p darstellen lasst, so dass 

i s t ,  so wird im Allgemeinen die Classe C, welcher jene darstellende Form 
angehort, die Hauptclasse K nicht sein; wohl aber wird eine Potenz voii 
r durch K = xZ+ pyQich darstcllen lasçen, und der Exponcnt von r wird 
eine ungerade Zahl iind ein Theiler der Classenanzahl n. der quadratischen 
Formen von der Determinante - p  sein. Die Classen K, C, C2, . . . C* 
gehoren ntimlich in  das Hauptgeschlecht und konnen bei hinlanglich grosùem 
v nicht s%mmtlich von einander verschieden sein. 1st n r ~ n  fiir r >s: 

Cr = Cs,  sa ergiebt sich bieraus C'f '-+ C. 

Setzt man r - s = m - 1, so ist nun entweder nz = n ,  also lz r 0 modm, 
oder rit ' m. IIU ersteren Falle erechopfen die Formenclassen: 

2) E ,  C ,  CZ, . . . Cn*-1 
das Hauptgehchlecht vollstandig; irn xnderen Falle geschieht dies niclit,. 
1st nun C f  eine in C ,  . .. Cm-' , K nicht enthaltene Formenclasse, so werden 

3) Cf,  CC', d2C',  .. , Cm- '  C' 
na von einander und auch von den in 2) dargestellten verechiedene Formen 
sein. E s  ist  da wiederum ent,weder 2rn = n. oder 2 m  <, m. I m  ersteren 
Falle kt  die Behanptung, wonach VA 0 rraodm sein soll, erfiillt; im an- 
deren Falle nicht. Man führt da wiederum eine neue Formenclasse Cl', wenn 

- 

1) Abh. der Berl. Akad. 1837 oder L iouvi l l e  J. XII., S. 393. 
2) Abh. der Berl. Akad 1861. 
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auch diese noch nicht genligt, eine folgende u. a. W. ein. So gelangt man 
allgemein zu dem Resultat, dass m ein Theiler von lz ist. E s  ist  jener 
Exponent m aber auch nothwendig ungcrmde, weil es für - p als Deter- 
minante nur  e i n e  forma a m q s  giebt, und die tibrigen Formenclassen 
nach C m - 3  = C 3  paarweise vorkommen. 

1st nun .m = 2h  + 1, so ist x 2 f p y 2 =  r Z h .  r ,  woraiis 

(;) - 1 

sioh ergiebl. 1st alro (y) = 1 , so ist 

A) (;) = 1. 

1st z w e i  t e n s  r eine Primzahl, welche sich durch eine Form von der 

Determinante Q darstellen lasst, so dass also (3) = 1 ist, so wird ganz 
analog ~ 2 -  q y e  = r'Lhr, 

so dass (i) = 1 resultirt. 1st also 

B ) e) = 1, so ist auch (p') =1. 

Die beiden Formeln A) und B) ergeben aber das Reciprocitiitsgesetz, da r 
eine beliebige Primzahl und p von der Form 41a + 3 ,  (Z von der Form 
4s + 1 ist. 

VIL C a p i t e l .  

Die Ergilnznngss&tze des quadratischen Reciprocitatsgesetzes und  
das  verallgemeinerte Reciprocitatsgesetz. 

1. D i e  E r g i n z u n g s s i i t z e .  

Wir haben bei unseren Uetrachtungen die Annahme gemacht, dasv die 
Erg%nnungssiitze des quadratischen Ileciprocit%tsgesetzes , welche durch die 

ausgedrückt werden, schon hewiesen seien. In diesem Abschnitte wollen 
wir die Formeln 1) und II) mit Hilfe der Methoden, die in den vorher- 

p - 1  q-1  -.- 
gehenden Capiteln xur Ableitiing der Relation (:)(:)=(-1) 

entwickelt wurden, verificiren. Zuvorderst bemerken wir,  dass Formel 1) 
eine unmittelbare Folge des F e r m a t 'schen Satzes ist. 

1. Beweis  f ü r  Formel  1) durch , ,verwandte Reste<L1), fiir Formel  II) 
durch voilstandige induction. 

Die l i n e n r e  Congruenz a y  G 1 mndp lasst für relativ prime Zahlen 

-- 
-' quadrs- a iind p nur eine Losung zu. 1st nun a ein beliebigcr der - a 

1) E u l e r ,  Opusc. anal. 1783. 1. S. 135. ü auss, D. A, kt. 109. 
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tischen Reste nach der Primzahl p als Yodul, so wird y entweder gleich a 
oder von a verschieden sein; im letzteren Ealle nannt E u l e r  a und y 
verwandte Reste (residua socia). Kommt nun der erste Fa11 bmal, der 
zweite cmal vor. so ist  

d. h. die Anzahl der quadratischen Reste a ,  welche der Congruenz ay  = 1 
mod p genügen, so dass a% 1 rnod p wird , is t  gerade für p 3 4n. + 1, 
dagegen ungerade für  p = 4.n + 3; in Pormeln : 

b~ O mod2 ,  wenn p = 4 n + l ,  
b -= 1. 7nod2, wenn J I  = 4 m f 3 .  

1 und p - 1 gcnügon der Congruenz xZ 1 modp , sind also, da diese 
Congruenz nicht mehr als zwei Wurzeln hat ,  sammtliche Wurzeln derselben, 
so dass b 2. 1 ist Rest aller Primzahlen, so dass sich ergiebt: 

p - 1 EZ - 1 mod p i d  quadratischer Rest von p = 4 n  + 1, da 
71 - O rnod 2 sein muss, dagegen quadratischer Nichtrest von p = 4n. + 3! 
da hier b 1 mod2 sein muss, q. e. d. 

D e r  N a c h w e i s  d e r  R i c h t i g k e i t  der Formel II) ist von Gauss ' )  
durch vollstkxiige Induction geführt worden. Iler Sata gilt  zunachst, wie 
Zahlcnbeispielc zeigen, für Primzahlen kleiner als z. B. 100. Wiire nun 

jcnseits 100 ( 4 )  = + 1 ,  ~ 0 h i  t zun%hit cinc Primzahl von der Form 

8 n  t 3 sein mage, so sctzt G a u s s  2 = a2 mod t , wobci a ungerade und 
kleiner als t sein soll; dann ist in - 2 = - a2+ tu ,  u von der Form 

8 n  3 und kleiner als t ,  und überdies (:) = + 1. Nimmt man nun 

a n ,  dass t jenseits 100 die kleinste Zahl i s t ,  fu r  welche (f) = 1 ist, 

BO widerspricht dem, dass in (:) = 1  u < f i î t ,  und man erbiill 

demnach (i) = - 1, wenn t = 8 n  f 3 ist. Ganr analog ist der Nacb- 

weis für  t = 8 n + 5 ,  7; nur muss da an Stelle von 2, - 2 eingeführt 
werden. 

2. Beweia der Ergiinzungssiitee durch Reduction. 

P e t  e r s e n y  lcgt bci scinem Beweisc des quadratisehcn Rcciprocitats- 
gesetzes Modulo der Primzahl p das halbe Restsystem 1 ,  3,  5 ,  . . . p - 2 
zu Grunde,  lasst also nur ungerade Zahlen kleiner als p zu, und definirt 

p in ( z )  = (-l)p als die Annrhl der negativen ungemden Reste klsiaer 

1) G a u s s ,  D. A . ,  Art. 112flgg. 
2) S. 53 der cit. Abh. im Am. J. of Math. vom Jahre 1879 
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als p in q ,  3 4 ,  . . . ( p  - 2) q. Fiir y = - 1  ergiebt sich sofort p als die 
Anzahl der negativen ungeraden Reste i n  - 1, - 3 ,  . . . - ( ~ - 2 ) ,  90 

P - 1  dass p = --, wird. 
2 

Ganz analog ist in (!) = ( - l )p  p die Anzahl der negativen un- 

geraden Reste kleiner als in  

A) 2 ,  2 . 3 ,  2 .5 ,  ... 2 ( p - 2 ) m o d p .  
Da nun 2 ( p  - a )  + 2a = 0 mod 2 ist,  so ergiebt sich z. B. fur 

P-1 
2 

p = 8 n + 1 ,  p=--  
2 - 2,, d s o  (p) = 1. 

Ganz ebenso ist das Verfahren für  p = 8n - 1, 8 n  + 3 ,  8 1a + 5, 
niir dass in den beiden ersteren Fallen das Mittelglied der Reihe A) be- 
sonders zu beachten ist. 

pz-1 

3. Beweis  d e r  Ergiinsungsformel (t) = (- I ) ~  duroh 8 8 t ~ e  

aua der Kreistheilung. 

Wir  hatten gefunden (cfr. Cap. I V ) ,  dass 

woraus 

1) .Zra= ( - l +  G )  4 
folgt. Da nun 

und pa -ph = (:)G 
a b 

ist ,  so wird 

2) 

Die Formeln 1) und 2) ergeben aber: 

woraus sich, da die rechte Seito ja eine ganze Zahl sein muas, unsere 
Formel ableitet. 

4. Beweis  der Ergilnzungssatze mit Hilfe d e r  Theorie 
d e r  quadrat ischen F ~ r m e n . ~ )  

Für die neterminante D = 412 + 1 = p ist (- 1, O ,  p)  eine urspriing- 
liche Form 1. Ar t ,  die dem Hauptgeschlecht angchort. E s  ist also -1 
quadratischer Rest von p. Ware nun auch für p  = 4% + 3, - 1 quadra- 
tischer Rest, ware also - 1 = b2 -  c p ,  so gabe es eine Form, ur- 
sprünglich und 1. Art  (p ,  b ,  c) von der Determinante - 1, welche den 
- ~~ - -  

1) G a u s s ,  D. A.,  Art 262. 
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Charakter - 1 haben müsste, was nicht moglich ist;  folglich ist - 1 qua- 
drstischer Nichtrest von p ,  wau zu erweisen war. 

M e t  h O d i s c h  von dem eben Gesagtcn ist durchaus nicht verschieden - 
pl-1 

der Naohweis fiir (:) = (- 1)6, sesha lb  er ibergangen werùcn mag. 

Remerkt sol1 nur noch werden, dass für: 

= 9mod 16 
p = 4 n + 1  die Form und die Determ. p ;  

1 1 mod 16 

p 7 mod 8 die Porm ( p l  b ,  c) und die Determ. 2 ,  
p E + 3 m d 8  ( P , ~ , C )  ,, ,, n 2  

zu beniitzen sind. 

II. Das  v e r a l l g e m e i n e r t e  R e c i p r o c i t i i t s g e s e t z .  

Wie wir gesehen haben, wurde das qtiadratische R,eciprocitiitsgesetz 
durch die drei Formeln ausgedrückt: 

P -1 p z -  1 p-1 q - l  

LI ("1 = (- 1 ) ~ ;  III (!) = (- 1 j 8 -  ; III) (:) (')=(-I ) y m ~ .  

Hierin waren p und q als verschiedene positive ungerade Primzahlen 
vorausgesetzt. Diese Formeln lassen sich zunachst verallgemeinern für 
negative Primzahlen. I n  der That erhIilt man, wenn man setzt 

p = ~ I p ( ,  q = d l q l  ( ~ , d = k l ) :  

Mit Hilfe der J a c O b i 'schen Verallgemeinerung des L e g e n d r  e 'schen 
Symbols (cfr. Cap. 1 S. 174) und einer leichten Zwischenrechnung (cfr. S. 180) 
findet man ferner , dass diese drei Pormeln auch giltig bleiben für  zusammen- 
gesetzte Znhlen. Sind nsmlich P und Q zwei theilerfremde ungerade Zahlen 
und setzt man 

so ergiebt sich: 

1 )  

P Q rP-1 dQ-1 s --1 . d a - l  d-1 eQ-1 

III) (-) (-) = (- 1 1 7  
7j-+ 7 7 + T m - -  

P E 
* .  

Sind schliesslich P und Q nicht relativ prim, 80 verliert das Symbol 

seinen Sinn. I n  diesem Falle sagt man: (:) ist  NUU. 

1) Vergl. auch Busche ,  Dissert., Gottingen 1883. 
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Hier ist  auch noch zu erwahnen die Verallgemeinerung des C a u s s -  
schen p - Lemmas von S c  h e  r i n g.l) Diese Verallgemeinerung besteht darin, 
dass S c h e r i n g  zcigt, dass, wenn A und P zwei ganze Zahlen sind und 

ausserdem P relativ zu 2 A ist:  ( )  (- 1 j wird, wo ,u die Anzahl 

dor negativcn absolut kloinsten Reste in  der Zahlenreihe: 
r-1 

A ,  2 A ,  38, - ----- 
2 A mod P 

bedeutet. I n  der au zweit citirlen Abhandlung (Act. math. 1880) hat  
S c  h e r  i n g  hierfür einen einfachen arithmetischen Bewcis gegcben. 

Zu der 8 c h  e r i n  g'schen Verallgemeinerung des G a u s  s 'schen Lemmas 
ist wieder zu bemerken, dass K r o n e c k e r  in einer 1876 i n  den Berliner 
Monatsberichten S. 301 abgedruckten Abliandlung darauf hinweist, dass er 
jene Verallgemeinerung schon seit 1869/70 in seinen Collcgien vorgetragen 
habe. - Géstützt aof jenes verallgemeinerte Lemma hat nun G e n  O c c h  i 2, 

fiir die Richtigkeit von Formel III) einen sehr einfachen Beweis er- 
tiraclit. Dieser schliesst sich aber dem von deniselben Autor im III. Cap. 
Mitgetheilten so innig an,  dass wir ihn hier tibergehen dürfen. 

VIII. Capi te l .  

Algorithmen zur  Bestimmnng des qnadrat ischen Rest - oder  Nicht- 
restcharakters  einer Zahl i n  Bezng auf eine andere. 

Im Folgenden wollen wir einige Arten der Bestimmung des Symbols 

(;) darstellen. EB aind daru im Wesentlichen zwei l e t h o d e n  angewendet 

worden. Die eine gründet sich euf dio directe Anwendung des Reci- 
a 

procititssatzeti, die andere auf die Entwickelung des Bruches - i n  einen 
b 

I<ettenbruch. Bei dieser letzteren Bestimmung ist noch zu unterscheidcn, 

dass (3 abhpngig gernaoht worden ist einmal von den Quotienten und 

zweitens von den Resten, die bei jener Kettenbruchentwickelung auftreten. 
Die ervte Methode wird ohne Weiteres au8 einem Beispiele klar. Es mi  
x = (w) ,zu bestirnmen. Da ist zunachst: 

x = (+#) = (IF$-) , weil 365 1 mod 4 ,  

= ($4;) z (jp) 7 - - ( ~-17) ' 4  = (y,' 1 = (+TI 1 

1) Berliner Monatsber. 1876. S. 300. - Act. math. 1, 1880. 
2) Comptes Rendus, XC (1880) S. 300. 
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1. G a u s s 7 s u h e  M e t h o d e  z u r  B e s t i m m u n g  v o n  (:)-') 
G a  u s  s setzt a und b theilerfremd und positiv voraus und bildet den 

Algorithmus : 
a =  b m , + c ,  
b  = cm2+ d ,  
. . . . . .  
f = g % f  1. 

1st (i) = (- 1) , so folgt aus dam System Gleichungon: 

p = rp (a, b) = a'!;-+n, (b'bl+ b') - ( b ,  c ) , ~ )  
rp ( b ,  c )  = b'cl-*n, (c'cr+c') - rp (c, d ) ,  
. . . . . . . , . m . . . . .  

p = af6'- b'c'+cld'+ - . a  + f g V -  , { m 1 ( b P b ' + b ' ] - n 2 ( c f d + c ' ) &  .-. 
- - * .Y (gfg'+ g') / , 

eine Formel, die wegen ihrer Complicirtheit nicht recht für das praktische 
Rechnen geeignet ist. 

Auf demselben Grundgedanken wie der eben entwickelte G a u  s s'sche 
Algorithmus berubt der ?on S y l v e s t e r . s )  S y l v e s t e r  setzt in 

. . . . . . . 
'b 

die Qiiotienten, die bei B a u s  s beliebig sind, gleich der nachsten an - 
;a 

a 
u. s. f. liegenden geraden ganzen Zahl, so dass IZ 5 . - sein kann. 

Die Reste c sind dann sammtlich ungerade (und bilden die chalne impaire 
S y l v e s t e r ' s . 4 )  E s  ist  dann: 

& E {  ( . ~ -~ ) ( . i - l -~ )  + ( s ~ - l ) ( ' ~ - i - l )  1 

Als Beispiel diene: (#aT). Der Algorithmus ist: 

1901= 195 . 10 -49, 
195=(-49).(-4)- 1, 

so dass 
c i = 1 ,  C i -1=49;  q = q - i = - 1 ,  

woraiis (i$93r) = - 1 resultirt. 

1) 1)crnonst. et ampi. novae, II. Bd. S. 59. 
2) p = cp (a, b) bedeutet eigentlich ,u (P (a ,  O) mod 8. 
3) Compt. nend. XC (1880), S. 1053. 
4) Vergl. Gege i ib  a u e r ,  Wieuer Ber. 1880, S. 931. 
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II. A l g o r i t h m e n  v o n  E i s e n s t e i n 1 )  u n d  L e b e s g u e a ) .  

In der G a u  s s'schen und S y 1 v e s t e r 'schen Formel spielen die Quo- 
tienten des Kettenbruchs eine grosse Rolle. Die Reste sind bei G a u s s  
beliebig gerade ode>: ungerade , positiv oder negativ ; bei S y 1 v e s  t e r  sind 
sie siimmtlich ungerade, positiv oder negativ. 

1. E i s e n s t e i n nun IBsst in  seincm Algorithmus nur positive uügerade 
Reste zu. E r  erhalt somit: 

a - b.n,+ E , C  

b = c m q +  ~~d 
. . . . . .  (":O:;'). 
f = g % +  E ,  

Schreibt man nun neben jede der so gebildeten Gleichungen die Randzahl 1, 
wenn der Divisor und Rest von der Form 4r. + 3 sind, dagegen die Null, 

ncnn eine Zahl davan oder beide die Forrn 4n + 1 haben, so k t :  (i) = 1, 
. . 

wenn die Summe der Bandzahlen gerade, dagegen ist (i) = - 1 ,  wenn 

jene Summe ungerade ist. 

II. D i e  A l g o r i t h r n e f f  von L e b e s g u e  nnterscheiden sich von den 
E i s e n  s t e i n 'schen dadurch, dass L e  b e  s g u  e nur gerade Reste zu1h;sst. 1st:  

a = b%,+ 2 m 1 ~ I ~ ,  
b = c'Tb2+ 2 m 2 ~ 2 d ,  
. . . . . . . 

f = g ~ v +  27rr. €,,, 

so ist e r s t e n s :  wenn p die Anzahl der Gleichungen is t ,  in denen einem 
Divisor 8 1z fi 3 ein Factor 2'"' des Restes C,  d ,  . . . mit ungeradem 
Exponenten entspricht, und v die Anzahl der Gleichungen, in denen Di- 
vidend und Rest (letzterer von der Potenz der 2 befreit) beide von der 

Forrn 4% + 3 sind : (3 = (- 1 ) ~  + .  

1st  z w e i t e n s  1 die Anzahl der ungeraden Exponenten m, denen Di- 
visoren von der Porm 8 m + 3 ,  p die Anzahl der ungeraden Exponenten, 
denen Dividenden von derselben Form entsprechen' und endlich v die An- 
zahl der Factoren 4% - 1, denen (nach Weglassung der Factoren 2 und E )  

Reste von der Form 4ta - 1 entsprechen, so ist:  (:) = ( - l ) + t v .  
. . 

Um die eben aufgestellten Formeln i n  ihrer Anwendung zu zeigen, 
fügen wir ein Beispiel von L e  b e s g u e  hier m. 

1) Cre l le  Journ. XXVIi (1844), S. 317. 
2)  Liouv. Journ. XII (1847), S. 497. 

H i o t . - H t  Abthlg. 4 Zaltrchr .  f. Xnth. II Pbyi. XXX, S. 
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,- C M C - _ ^ ~ _ I - I I I I C M C - _ ^ ^ X - X ^ ^ I X I X I - _ I - I I I I C M C - _ ^ ^ X - X ^ ^ I X I X I - - ~ - - - - - - -  

1. V c r f a h r e n  v o n  E i s e n s t e i n .  z = (3C36) .  
3 7 8 5 = 2 9 3 3 . 2 - 2 0 8 1 ,  S79=181.2-85; 
2 9 3 3 = 2 0 8 1 . 2 - 1 2 2 9 ,  181= 8 5 . 2 - 1 1 ;  
2081 = 1 2 2 9 . 2  - 3 7 7 ,  85 = 11 . 8  - 3 ; 
1229= 377 . 4 -  279, 11 5 3 - 4 -  1 ;  
377 = 279 . 2  - 181, 

wonach (Mt> = 1 folgt. 

II. 1. V e r f a h r e n  v o n  L e b e s g u e :  

37%= 2 9 3 3 .  1 + 4 . 2 1 3 ,  
p= O; 

2 9 3 3 =  213 .13 + 4 .  41 ,  
v - O ;  

213 = 41 . 5 + 8, 

so dam ebenfalls (jw) = 1 sich ergiebt. 

2. V e r f a h r e n  v o n  L e b e s g u e :  

3785 = 2933.1 + 852, 98 = 83. 1 +l5;  
2Y33= 852 . 3 + 3 7 7 ,  83= 15.5 f 8 ;  
853 = 377 . 2 +  98, 15= 8 . l +  7 ;  
377 = 98 . 3 +  83, 8 = 7 . l +  1 .  

Hieraus folgt : A = 0, E<. = 1, v = 1, so dass (%#+) = (- 1)2 = + 1 ist. 

NB. Wenn eiii Rest + 2" rz wird, so sirid die folgenden Operationen 

III. D i e  A l g o r i t h m e n  v o n  Gegenbauer.') 

Wiihrend G a u s s  beliobige R c s t e , E i s e n s t e i n  nurungerade, L e b e s g u c  
nur  gerade Reste zulasst , nimmt G e  g e n  b a u  e r zur Ableitung seiner A1- 
gorithmen abwechselnd gerade und ungerade Reste. Sind a und b ungerade 

- 2 6  
und relativ pr im,  und a > b ,  so entwickelt G e g e n b  a u e  r - in einen 

a 
Kettenbruch, dessen Theilzahler siimmtlich - 1 ,  dessen Theilnenner gerade 
sind. Die Reste sind dann abwechselnd gerade und ungerade; sind ihre 
Vorzeichen E , so ist dann: 

1 s t  niin a FZ + 1 k E m o d 4 ,  so wird: 

2 ( E  - 1y b ist mithin Rest von a ,  wenn E~ zA , - ---- 
2 mod 8,  und b ist 

- (e - 1)" Niohtrest von a ,  wenn 2 - 4 - -- 
2 mod 8. Mit anderen 

1) Wiener Ber. 1880, 8. 931. 
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Worten: ( )  = + 1, wenn die Anzahl der Zsichenfolgen in der Reilie 
. . 

der vermindert um die Anzahl der Zeichenwechsel congruent 0  oder 

Ci moi1 8 ist;  dagegen wird - 1 ,  wenn jene Differenz congruent 

2  oder 4 mod 8 ist. Denn E~ ist positiv, wenn zwischen E ~ - ,  und 
Zeichcnfolge , dagegcn negativ, wenn zwisehcn diesen Grossen Zeichcn- 

wechsel stattfindet. 
B e i s p i e l .  Es  ist  x = (a+$) ') zu bestimmen: 

-346= 913. O -346, - 2 9 = - 2 0 .  2+11; 
-913= -346.  2 -221, 20 = 1 1 .  2-  2 ; 
+ 3 4 6 = - Z ? l  . ( -2 ) -  9 6 ,  -11 =- 2 . 6 +  1 ; 
+221 = - 96 . (-2)+ 29; 

96 = 29 . 4 - 20. 
Die Anzahl der Zeichenfolgen ist 1 ,  die der Wechsel 5, folglich wird: 

(9;;) = - 1. 

D e s  z w e i t e  v o n  G e g e n b a u e r  angegebenc Verfahren zur Bestimm- 
a. 

m g  von (g) besicht dar in,  dass or , worin a und 2 b relatio prim 5% 
sind, in sinen Kettenbruch entwickelt, dessen Theilzahler wiederum gleich 
- 1 ,  dessen Theilnenner nngerade sind; dann sind wiederum die Reste ab- 
wechselnd gerade und ungerade. Durch die vorigen ganz analogen Schlüsse 

ieigt so G e  g e n b a u  e r  , dass (:) = + 1. a i r d ,  wenn die Anzahl der 

Zeichenfolgen, vermindert um die Anzahl der Zeichenwechsel (bei den 

Resten) mod8 congruent 1 oder 7 ist ,  dass dagegen (:-) = - 1 wird, 

wcnn jene Differenz congriient 3 oder 5 nzod8 ist. 

IV. E i n  A l g o r i t h m u s  v o n  K r o n e c k e r . ' )  

Um (-2) zu bestimmen, xorin 1 no 1 > m, sein soll, bildel 

K r  on e c k e  r den Algorithmus: 

Die ra seien sLmrntlich ungerade und l m k  1 > 1 rak+~ 1. 1st <P die Anzahl 
der Polgen, 9 die Anzahl der Wechsel i n  der Reihe der Vorzeichen der Zahlen 

- 
1 ,  Pfl,,, fi,, . m .  + 1 ,  

1) Dies Beis~iel ist von Gegenb  auer ,  dem aber ein Fehler ~nt~ergelaiifen 
kt. Amtatt 96 : 2 9  steht bei G e g e n b a u e r  9 6 : 2 7  u. a. f. 

4) Berl. Mon. Ber. 1884, S. 619. 
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P 

aber tp' die Anzahl der Folgen und $' die Anzahl der Wechsel in der Reihe 

der Modulo 4 genommenen Zeichenwerthe derselben Zahlen, so ist 
= (- 11% (Y - y'j = (- 1)s ~ P - W .  

- 105 
B e i s p i e l :  (12) = (i43-) . Der Algorithmus kt: 

Die Reihe ihrer Zahlenwerthe Modulo 4 k t :  

1 ,  -1, l 7  -1, 1, -1, -1, -1, -17 - 1 ,  

1 4 3 = 2 . 1 0 5  - 67 
1 0 5 ~ 2 .  67  - 29 
6 7 = 2 .  29 + 9 
2 9 ~ 2  .(-2)(-9)- 7 

80 dass cp = cpV= 4 und @ = Q'= 5 wird, woraus 

(-3) = 1 
folgt. 

- 9 = 2 .  (-2)7 + 5  
7=2 . ( -1 ( -5 ) -3  

- 5 = 2 .  (-1)3 +1 

Dann ist unsere Reihe der Zahlen n: 

1, 143, 105, 67, 29 ,  - 9 , 7 ,  -5, 3, -1.  
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Ueber das quadratische Reciprocitatsgesetz. 

Eine vergleichende Darstellung der Bcweise des Fundamentaltheoremes 
in der Theorie dcr quadratischen Reste und der denselben zu Griinde 

liegenden Principien. 

Von 

OSWALD UAUMGART. 

(sohlusa. )  

Zweiter Theil. 
Vergleicheride D:~rstellung dor deri Ueweiseri für d:~s  quadra- 

tische Eeciprocitltsgesetz zn Grnnde liegenden Principien. 

1. C a p i t e l .  

Gauss' Beweis durch vollstandige Induction. 

Wie schon im zweiten Capitel des ersten Theiles bemerkt wiirde, unter- 
scheidet G a u s s  bei seinem ersten Beweise acht verschiedene Falle. Dadurch 
crhalt der Reweis eine solehe Ausdel-ini-ing, dass man ihn ftir nicht recht 
geeignet zur Begründung des so einfaehen Gesctzes halten konnte. Indess 
ist dieser Mangel an Kürze nicht auf die dem Beweise zu Grunde liegen- 
den Principien zuïückzuftihren, sondern auf die Bezcichnungsweiso. 

G a u s s  sehreibt nsmlich p Rq an Stclle von (:) =+ 1 und p N q  

fiir ("a) = - 1. Dadurch wird er gezwuogen, jene scht Biillo zu un- 

terscheiden , was eben durch Anwendung des L e g e n d r e 'schen Zeichens 
zu vermeiden gcwescn ware.. I n  der Th& habcn wir gcschcn, dass sich 
durch jene Eezeichnung die acht von G a u  v s unterschiedenen Falle auf zwei 
reduciren lassen. D i r  i ch1 et1) ha t  zuerst auf jenen Cebelstand des ersten 

1) Cre l le  J., XLVIl, S. 139. 
Hist.-lit. Abthlq. d. Zeitucùr. f .  M a t h  u. Phya. XXX, 6.  
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t iauss'selien Beweises; liingewieaeu i d  den Beweis uuter Aiiweuil~iiig deo 

L e g e n d r e  - J a c  O bi'sclien Symboles dargcstellt. Wir  sind ihm gefolgt. 

Nach dieser Benierkung, die sich auf das rein Formale an unserem 
Bcweise bczieht, gehen wir aiif das Wcsen dessclben naher ein. Dcr all- 

gemeine Eindruck ist da zunachst hohe Befriedigung darülier, dass der 
Beweis ,nirgend das Gebiet der Congruenzen 2. Grades verliisstul). Alle 
andcren 13cweisc, inogcn sic sich auch tlurch bcsondcre Kürze und Elegane 
auszeishnen, lassen disse Einfacliheit vermissen. G a u s s ' )  selbst sagt von 
seinein eïstcn Beweise: Jed amnes hue demonstraliones, etiamsi respectzi 
rigoris nihil desiderandum rclingucre vidca,mtur, e principiis nimis heteroyeneis 
dcrivafac surit, p r i m a  forsalz excepta quae tamen pcr rutiocinia magis labo- 
riosa procedit, operationibus proxilioribus prenzitur." 

Das Fundarnentalprincip nnn unseres Uerveises kann man kurz das 
Princip der vollstiridigen Induction nennen. Der Umstünd nknliçh, d a s  
das Gesetz gilt für die beiden klcinsten ungeradcn Frimzahlen 3 und 5, 
regte in  G a u s s  den genialen Gedanken a n ,  von den Zahlen 3 und 5 
successive aiifsteigend zu grosseren und grosseren Primzahlen, das Gesetz 
darxuthun. 

Dieser Gedanke musste aber formulirt %erden, urn mathematische 
Deductionen au8 ihm mijglich zu machen. Dies ist von G a u s s  durch 
folgenderi Schluss geschehen: Gilt das Gcsetz für alle Primzahlen unter- 
halb q ,  und sind p und zwei solche Primzahlen kleiner als y, für die 

p' 1 p-1 

also ( f )  ($) = (- l)T - ist  , und kann man daraus die Riehtig- 

keit des Fundamentaltheoremv für p und Q (p' und q sagt dasselbe) dar- 
thun ,  so ist das Gesetz in seiner Allgemeinheit bewiesen, eben der Eigen- 
schaften der Zahlen 3 und 5 halber. Es stellte sich nun aber der Beweis- 
führung ein grosses Hindcrniss in dcn Weg,  was G a u s s  zur Unter- 
scheidung seiner acht Fiille nothigte. Der Beweisgang hangt namlich so 
intensiv von den Eigenschaften von p und (1 a b ,  dass eine Verschiedenheit 
ilieser Eigenschaften versohietlene Methoden n6thig rnachte. Wie schon 
bernerkt , kommt man bei passendcr Rexeichniing nicht auf acht,  aber doch 
auf zwei wesent,lich verschiedene Fiille. Diese sind: 

1. Sind Q und a < q beliebige ungerade Primzahlen , 4 positiv, cu positiv 
a ~ ~ l q - l  -- 

ode, negativ, und ist (t) = +l , so ist zu zeigen, dass (z) (t) = (- 1) . 

II. Sind Q = 412 + 1 und p < y beliebige positive ungerade Prim- 

zahlen und ist (:) = -1, so ist zu zoigeo, ùass ebenfalls (:) = - 1 
-- --- 

1) Grel le  J.. XLVII, S 139. 
2)  Gauss:  Comiii. soc. Gott. XVI, S. 'iu oder G i ~ u o s '  Werke J I ,  S. 4. 
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ist. Die Verificirung der in 1. auf'gestellteu Behauptung war für G a u s s  

verh~ltuiesmiissig leicht, weil die Annahme (f -) = + 1 sofort eine weie re  

Ilandhabe zur Beaeisfilhriiug lieferte, insofern als niimlich die Congruenz 
z k  u mod y mtiglich war. Die Einfiihrung einer Hilfsgrosse f und die 
Beniitzung der auf einfache Weise darlegbaren Eigen~ehaft~en derselben 
führtc sofort zum Ziele. 1st e die gerade Wurzel unserer Congruena x2= rr 

w ~ a d  q ,  so ist jeue liilfsgr6sùe f  definirt durch: 

A) e 2 =  u + f q .  
Die Unterscheidang der bcidnn Falle f und e relativ prim zu u und 

f und e theilbar durch LY eigiebt auf einfache Weise unter Benutzung 
unserer allgemeinen Annahme die Richtigkeit des Theoremes. 

Der zweite Punkt war nun vie1 schwieriger zu erledigen, und erst 
nach einem Jahre mühevollen Nachdenkens (am 29. April 1796) waren 
alle Hindcrnisse überwunden. ,,G a n s  s ') aeichnete sich selbst das Datum 
dieser Entdeckung auf ,  wie er ein Gleiches bei anderen seiner grossen 
Schopfungen ge than  hat." Die fragliche Schwierigkeit liegt darin, dass 
die Annahme 

sich mathemalisch riicht forrnuliren l k t  , da eben die Unm6glichkeit von 

a" p wod q  
niclit  durch eine Formel, die mit dimer Congruenz in nnrnittelbarem Zu- 
sammenhange steht,  darstellbar ist. Dicse Thatsache machte einen Hilfs- 
s a h  nothig, dessen Formuliriiug und Begründung G a u s s '  ganzeri Scharf- 
sinn hcrausforderte. K r  o n e  c k e r 2, nennt die Begründung dieses Hilfssatzes 
,eine Kraftprohe G a  II s s'schen Geistes". Jener Hilfsatz aber heisst : Es  
gietif; stets eine positive ungerade Primzahl q ,  von aelcher q qua- 
dratischer Nichtrest ist. Der Vollsi~udigkeit halber bemerke ich schori hier, 
dass dieser Satz nicht nur für q = 4% + 1, sondern auch daun gi l t ,  wenn 
q die Form 4% + 3 haL3) 

Für q  = 8 12 + 5 ist der Satz unmittelbar evident; anders für q - 8 TL+ 1. 
\ E r e  aber in  dieseru Falle Q quadratischer Rest von allen Prirnzahlen 
kleincr als 2 m  + 1 (< q )  , so müsste, wenn k eine Wurzel von 

7.2 c ' =  - q  wzo,iM; M =  (Zn+ l)!  
ware: 

k"1 . l? -mm'=q-1.q-2"  . . . . y -  m 2 m o d M  
Q q - 1 " q - Y .  . .  . 0 - m" se in ,  d.  h, --- müsste eine ganze Zahl sein. 

( 2 m +  I ) !  
Die I;nrn6glichkeit hiervou eigiebt das Falsche der Annahme und augleich, 
dass es stets eine Primzahl p ' <  2 f < +  1 giebt ,  von walcher q  qua- 
dratischer Nichtrest ist. 

1) C. E'. G a u s s .  Feutrede von E S c h e r i u g ,  Gottingen 1877, S. 4. 

Y )  und 3) Krouec  k e r ,  Mon.-Ber. der Berl. Akad. 1876. 
18 * 
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ES ist ais0 (+) = - 1. 

Cm nun nachzuweisen, dass auch ( )  = - 1 ist,  geniigt es jetzt l) 

darzuthun , dass 

ist. Man sieht, der Hilfssatz ww nur nfithig , das Kriterium (:) = - 1 

in ein solches umzuformen , welches eine weitere mathematieühe Formulirung 
zilliess. Wir  führen abermals eine Hilfsgrosse f ein, die, wenn e die gerade 
Wurzel < q von 

x2=pp' moilq 
is t ,  definirt wird durch 

BI e2=  PP'+ fq. 
Im weiteren Verlaufe des Beweises kommt eu nun auf das Verhalten 

von e und f gegen p und p' an. J e  nachdem namlieh e und f relativ 
prim zu p u n d  p', p oder p', oder theilbar durch p und p' sind, macht 
sich eine verschiedene Behandlungsweise nothig. 

Principiell Neues kommt dabei nicht heraus. 
Der erste Beweis von G a u s s  stützt sich also im Wesentlichen auf 

Eigenschaften von Zahlen f und f' in:  

A) e 2 = c r + f q  und 
BI e" PP'+ f Q .  

Die beiden Gleichungen sind principiell nicht verschieden. Gleichung A) 
geht dadurch, dass man in B) p'= 1 setzt, aus B) hervor. Der Angcl- 
piinkt des Reweises liegt aber in der Aufstelliing dieser Gleichungen, d. h. 
da eben A ein specieller FaIl von I3 i s t ,  in  der Aufstellung der Gleichung B, 
mithin in dem Hi l f ssa t~e ,  dass es stets eine ungerade Prirnzahl 

P'< Q 
giebt,  von der q quadratischer Nichtrest ist. 

IT. Capi te l .  
Ueber d ie  Beweise dnrch Reduction. 

Im III. Capitel des ersten Theiles sind zwolf Beweise reproducirt. Alle 
diese stützen sich auf ein und dasselbe Lemma, das wir in seiner 811- 
gemeinheit kurz entwickeln wollen. Stellt 

a k = a l ,  a,, ... a,-1 - (ak<q) 
2 

ein beliebiges halbes Restsystcm Modulo q dar ,  so wird 

ak p 
wiederum ein halbes Restsystem Modulo q geben. Die p a k  stehen mit den 
uk in keiner Beziehung , konnen also mit denselben zusammenfallen oder 

1) Unter Reriickuichtigung des TJmutandes, dass, wenn dm R,eciprocitatsgesetz 
Sür Pri~r~zalilen gilt, es aucli für  verallgenieirierte Restcharakteriotiken gilt. 
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Ueber das qu;tdrat,ische Reciprocit,at,sgeset,z. 245 

von denselben verschieden sein. Wir  wollen uns das versinnlichen. Das 
vollstandige Restsystem Modulo q wird offenbar dargestellt durch die in den 
beiden Verticdreihen enthaltenen Zahlen: 

Die Reste pak werden dann i n  beiden Verticalreihen vorkommen kbn- 

rien, nie aber doppelt in derselben IIorizontalïeihe, weil nie zwei Rebte 
nkp Modulo q congruent sein kihnen. Deun ware z. B. a,,p = akt71 mod q ,  
so  ware ( a k - a k ' ) p  0 modq oder, da p und q Primzahlen sein sollen, 
ak - ak, O mod q ,  was, da  a k  und a k ,  Modulo q incongruent sind, nicht 
m6glich ist. Kommen nun p Reste pak in  der zweiten Verticalreihe vor, 
so werden wir erhalten: 

0-1 
- 

p a,, ... a,-, E (- l j"a , ,  ... a?- lmodq 
- 

oder 
2 2 

9 7  
p 2 G (- l)fi mod q und (:) = (- 1)p. 

Dies is t  der Hilfssatz, auf den sich siimmtliche Beweise des III. Capitels 
9-1  

stützen. Wir  haben so das ursprüngliche Kriterium ( 3 ~ .  m o d q  

reducirt auf (f) = (-1)p. Nor sus diesern Crunde nenne ich die Beweise, 

denen dieses Lemma zu Grunde liegt,  um unnothiga Weiterungen au er- 

sparen, Beweise durch Reduction. - Das Symbol ($) ist also definirt 

durch (a) = (- 1)Y, wo p die Anzahl der Reste in p a,, p a 2 ,  . . . p ao! 
2 

bedeutet, welche mit a,, . . . ap-i Modulo q nicht congrucnt sind. 
- - 

4 2 

Man kann nun bci den Bcweisen für das quadratische Eeciprocitiits- 
gesetz die verschiedensten halben Restsystemo in Anwendung bringen, was 
auch geschehen i ~ t .  Der Eine benutzt ein halbes positives oder negatives 
absolut kleinvtes Eestsystem, der Andere die geraden Zahlen, wieder ein 
Anderer die ungoraden Zahlcn unterhalb der in  Frage kommenden Prim- 
zahl. Dies ist  der erste Piinkt,  i n  dem sich die neweise diirch Rcduction 
unterscheiden. % 

Wie aber p die charakteristische Zahl von p in Uezug auf Q ist ,  so 
giebt es eine dem p ganz analoge Zahl v ,  welche die charakteristische 

zahl von q in Rezug auf p ist ,  E O  dass ( )  = (- 1 Daraus fol& 

dass, um das Reciprocitatsgesetz zu beweisen, man die Summe y + w oder 
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die Differenx p - v zu bestimmen hat. Dies kann i n  der Weise geachehen, 
dass man p und v getrenut. oder gleich ihre Summe resp. Differenz be- 
stimmt. Hieraus ergiebt sich ein zweiter P u n k t ,  in dem jene Ileweise 
verschicdon sein konnen und auüh in der That verschieden siud. 

Man k a m  ferner p und v zerlegen in p = c + P', v : c'+ v', wo c 
iiud c' Constante sind -- in deu meisten F Z l h  Multipla von 2 - y' itritl 

v' dagegen Zahlen, ,,welche die Eigenschafi der Reciprocitiit in einer lcich- 
ter erkennbaren Form enthalten.") Diese Zerlegung von p iind v ist auch 
vorgenommen worden. 

Dies siud die drei weseutlicheri Puiikte, in denen sich unsere Beweise 
diirch Reduction unterscheiden. Wir  ha,ben diese Bemcrkuugen zur all- 
gemeinen Orientirung varausgeschickt und gehen nuu zur genaueren Be- 
trachtung der Beweise über. 

Wir  beginnen mit G a u s s '  drittem Beweis. G a u s s  legt demselben ein 
halbes positives absolut; klcinstes Rcstsy.stem zii Grunde, d s o  MaduIo dcr 

p s i t i s e n  ungcraden Primrahl q die Znhlcn 1 ,  8 ,  - . - - . Dann isi p 

die Anzahl der negativen absolut kleinsten Reste in 
2 

x 
G a u s s  definirt niin [i] als die grlsste i n  - enthaltene ganze Zihl und 

Y 

findet mit Hilfe von S i i t~en  ü.ber solche Grossen KI 
rl- 1 p - ~ { [ 2 + ] - z [ ~ ]  I G 7 [ $ I r n 0 d 2  n = i , . . - .  2 

Wird p < q vorausgesetzt , was keinc Beschrsnkung ist , da. die Primzahleii 

p und q ja  von einander vcrschieden sein müc;sen, so kommen in 2' [YI 
Glieder mehrfach vnr. Dic Bcst,immung der Anzahl der Glicder, welche 
mehrfach vorkommen, führt zum Beweise unseres Satzes. C a u  s s trans- 
formirt so den Ausdruck p = f ( p ,  q )  i n  p = f ( ~ ,  p) + c ,  wo c eine angeb- 

p - 1  Q-1 
bare Constante und zwar c c 2 .  ganz. Z.+ 7.-- - ist. L 

2 2 
Aehnlich wie G a u s s  verfahrt V o i g t ,  ein früh verstorbener Ver- 

sicherungsbeamter ans Schwaben. E r  mcndet ebenfalls ein halbes positives 

absolut kleinstes Reçtsystem an und schliesst so: 1st [FI = h - 1 ,  80 

wird k p  einen negativen absolut kleiusten Hest Modulo q geben, werin 
(h - 4) q < k p  < hq.  UrngekehPt werden zu solchen Zahlen k ,  deren An- 

zahl übrigens [:] - [*: ist ,  und die die vorstehende Cngleichheit 

erfüllen negative absolut kleinate Reste Yodulo q gehoren. Daher wird: 

1) S c h e r i n g ,  Gott.  Nachr. 1879,'s. 21. 
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da 'Il! da* \Inaimiini von IL wird. Diirch Bnwriiùiing unn Stitren ii1ii.r 
2 

tirOsseri [2) findet sich 

ails welcher Congrueno leicht die L e g e  n d r e'eche Formel fliesst. 

Der Unt,erschied des Vo i g t 'sc,lieri Bewviçes von dem G a  ii s s'sclien ist - 

k p q - 1  
der, dasa G a  u s  s p uidoirnt .II p ~2 pnod 2 (h = 1, - - - -L) 

X 

::na niin die Anzahl der [+] Iieqtimmt, welche clenselben Werth h haben; 

iiirc Anzahi k t :  [F q] - [P"]. Durch Summation iiber h von 1 bis 

p - 1  p - 1  q - 1  
ergiebt sich dann p = f (pl q )  - - 1  - f ( q i  p )  rnod 2 ,  

iinsere bekannte Formel. Vo i g t dagegen bestimmt sofort die Anzahl der 
k p ,  welche Modulo q negative absulut klein,te Reste lassen, und findet die- 

Durch Sunimation über h erhalt er ebcnfalls das gewünschte Resiiltat. 

Der eben beliandelte dritte Beweis von G a u s s ,  obwohl kurz und 
elegaut, sclieint ~cirien Aiitor aber nocli niclil vollig befi-iedigt zu haben; 
vielleicht deshalb, wcil dariii die eine Priii:zalil vor der aiidcreii bevorzugt 
wird. Derselbe Gedanke, der spater zur Einf'ülirung der Determinailten 
Anlass pab ,  veranlasste wahrscheinlieh auîli Ga11 .i s , nacli einem neuen 
Reweiae ou suclien, um also niçht p und v getrenrit, soridern sol'ort deren 
Summc Modulo 2 zu bestimmen. Und G a u s s  Sand seinen l'ünften Reweis, 
der von dem erwiihnten Mangel des dritten Reaeises frei ist. 

Die dem fiiriften Bcwcis von G a u s s  zii Griinde lieyenden kleinsten 

mnng von p + v wurde eine Hilfsreihc oingeführt: 

und die Vorauswtzung p < q  gcmacht. Die Gliedcr von A) habcu min in 
Reaiig aiif p iind q als ùfodi~ln verschiedene Eigenschaften. Nimrnt man 
namlich ein beliehiges Glied aus A) heraus, so kann dies Modulo p oder q, 
oder aber Xodulo p und q einem positiveu oder negativen absolut kleinsteu 
Rest gebcn, oder eiu VieIfaches von p oder y ,  nie aber von p und q sein. 
Die Benntziing diesei Umst,ande fiihrt,e nnn ziim Beweis des Fiindnmrnt:il- 
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1st ( s ) ~ ~  die Anzahl der positiven sbsolut kleinsten R'este in A s= ] ,  

2 

( 
. . . P*) Modulo p q  , welche Modulo p  positiven absolut kleinsten Rest,en, 

Modulo q aber negativen absolut kleinsten Resten congruent sind, 
die Formeln: 

1 )  
P - 1  q - 1 ,  

( 81 ,~  - ( ~ ) f Z r ,  (s)rR + ish = -- ' - 2 2 

worin S eine der Zahlen --- P'", - . .  p p - 1  bcdeutï tund (S )  in 
2 

Weise wie (s) zii verstehen ist. 
p - 1  4 - 1  

Die --- . -- 
2 2 

Zahlen ferncr : 

t q  +nt, 

so gelten 

derselben 

sind siimmtliche Zahlen s ,  welche Modiilo q negative absolut kleinste Reste 

' - l )  Theilt man geben, und enthalten slmmtliche Znhlen p r q  (*,, = 1,  . -. - - - 
2 

sic Modulo p in drei Classen, jenachdem sie nach ihm positiven oder negativen 
absolut kleinsten Resten oder der Nul1 congruent sind, so erhalt man die 
Formel : 

2) 

wobei p die Anzahl der p r q  is t ,  welche Modiilo q  negativen absolut kleinsten 
Resten congruent sind. - 

Mit Hilfe der -- - ' . - 
Zahlen endlich : 

2 2 

leitet man auf ganx analoge Weise, wie eben durchgeführt, die Formel ab : 

worin v die Anzahl der Q rp ist , welche Modulo p negativen absolut kleinsteii 
Xesten congruent sind. 

Aus dcn Formeln l ) ,  2), 3) fol@ unsere Formel: 

Die Zahlen ,u und v werdcn in diesem Reweisc in drei Summanden zor- 
f d l t  , auf welche merkwürdige Zerlegung besonders hingewiesen sei ; wir 
werden bei B o u  n i  a k O w s k y eine ahnliche findeu. 

Der fünfte Gauss ' sche  Ueweis beruht also im Wesentlichen auf der 
Eintheilung nrid Abziihlung der in der Reihe 1 ,  2 ,  . . . p q  - 1 enthaltciien 
Zahlen : 
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P-3. 

tqSR, ,  und rp+Rp P+] q-1; R  -,-, - . .  p-1 " 2 
p-1 Q-1 

; er ist und auf der Richtigkeit der Forruel (s)", + (S)'" = 7 - - 
insofern sehr einfach und elementar , als alisser der Hilhreihe 1, 2, . . . p Q -1 
keine anderen Hilfùhetrachtungen n6thig sind. Ausserdem gehen , wie schon 
hervorgehoben, p und q zum Unterschiede vom dritten G a u  ss'schen Be- 
weise vollst%ndig gleichwerthig in die Rechnung ein. 

Der dritte Beweis wurde 1808, der fünfte 1818 gefunden. 30 Jahre  
spater (1847) veroffentlichte E i  s e n  s t c i n  im C r  e l1  c'schcn Journal seinen 
geometrischen Beweis des Fundamentaltheoremes, der ixu Grunde genommen 
der in die Sprache der Geornetrie übersetzte dritte und fünfte Gauss 'sche 
Beweis ist. Nach dem Gauss 'schen p Lemma kt: 

woraus p + v 2 ( ry] + M } n a ~ d  2 resultirt. E i E e o st,e i n coii- 

struirt nan in einem rechtwinkligen Axensystem eiue Gerade y p = xq. 
z Q YP . Daim ist - resp. - die y - resp. 

21 (2 Y 
x - Coordinate des Punktes x y unse- 
rer Geraden. Wird nun x = h resp. 

y = k ,  so nerden [h;] resp, r?] 
die Anzahl der um die Einheit von 
einander entfernten Purikte (Gitter- 

punkte) ruf den Coordinaten 2 
P 

e s  e n .  Wic die Amcbnuung 
9 5 

aber s i for t  lehrt ,  ist: 

Den G a  u s  s 'sühen Ausdrücken [Tl und [:] entsprechen also Eei 

E: i s e n s t e i n Punktreihen, den Summen 2 [:] 11nd 2 [':] mchrere 

Punktreihen. Der Abzahliing von Zahlen mit bestimmten Eigenschafteu 
irn fünf'ten G a u  s s'schen Beweise entspriçht hier die Abziihlung von Punkten 
mit Hilfe der Auscliauuug. Den abstrakten Zalilbegriff bei G a u s s  ha t  
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E i s e n  s t e  i n durch Einführung des Langsmaasses versinnlicht. Die arithnie 
tische Transformation endliüh im dritten G a  u s s'schen Beweise von p = f (13,  q )  
in  p = f ( q  , p) + c wird hicr unmittelbar durcli die Anschauung geleistet,. 

1852 wurde niin von G e n o c c h i  ein neues Xoment geltend gcmaelit, 
das in fruchtbringender Weise von S c h  e r  i n g  und K r  o n e  c k e r  ausgebeutet 
wurde. Urri die Continuitiit uriserer I)arleguiigeri nicht zu stiiren, werden 
wir darauf spLt,cr xurückkommcn. 

Wir  wenden uns zuniiclist zu dem Gesi~ht~spunkt ,  der xiim erst,cn 3Ialc 
1870 in dem 13eweise von S t e r n  zu Tagc t r i t t ,  und der auch von Z e l l e r  
und P e t  e r  s e n benutzt worden ist. L)urc.h jenev S t e r  n'sclie Krilerium wird, 
wie cben dic.Ar11eiten von Z c l l e r  und P e t e r  s e n  zeigen, der fünfte 
Gauss ' sche  Beweis wenn auch nieht vereinfacht, so doch abgektirzt. An 
Stelle der Abziihlung von Zahlen mit bestimmten Eigenschaften NoduIo p 
oder Q treteu neue Betrachtungen. 

Das Kritcriiim S t e r n ' s  ist folgcndcs: Set,zt maln in den Reihen 

l q ,  2 . 9 ,  . . .  h q ,  ... "$3 mod p  
2 

z. 1-1. p  < q und dieselben halben Restsystenie .ioraus, so kommt kein Rest 
h q mod p in k p  mod Q vor; und iimgckehit , i i t  rler in h q mod p ~ntlialterie 
grosste Rest p', so kommt kein Rest 7ip mod 9 5 p' in h Q mod p vor. 
Wohl aber kommt - h q  modp in k p  mod q und - Icp <p' - in hq vor. 

Wie schun S. 187 bemerkt , bieten die weiteren Ausfükirungeu S t e r n ' s  
prinripiell nichts Neues und k6nnen dahcr um so eher übergangen wrerden, 
als sie auçh nicht ganz correct sind. 

% e l l e r  stiitzt sich auf die Restbysteme: 

Sctzt man p <Q voraus und Iasd man nur absolut kleinste Reste z u ,  so 

P-1 ist nach S t e r n  y + v  = + r ,  wo z die Anzahl der Reste in 2 be 

4 .  deutet, die zwischen - und - - liegen. Die Bestimuiung dieser Zalil s 
2 2  

bildet den Kernpunkt des Ze 1 l e  r'bchen Beweises. Aus der Substitution 

wobei Icp - r mod q ist ,  ist nun klar ,  dass die Glieder k p ,  welche 
P 9 zwischen - r und - -- liegen, pzarweise vorkommen, insofern einem r 
'2 2 

ein - r entspricht, bis auf die Glieder, welche den Grenzfiillen der 
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SuLstitution enlsprechen. 1st d a ,  um diese Ausriahmefiillt! zu erledigen , zu- 

q - P  uiichst k : 0, 50 wird l(p = - naodq, also L O mod 2. 
2 

q - -  1 
Fiir k =IL'= -- 

4 
fol$ sofort, daçs t = O mod 2 wird Sur (1 3 

mod 4, wiihrend für q = 412 + 1 sich ergiebt k p , % (- p + q )  mod q, 
woraus sich verschiedene Resultate ergeben, je nachdem q von der Forui 
4n + 1 ist. 

Crmz analog diesem Beweise k t  der von P e t e r s e n .  Als halbes 
Hest,system Moclulo q fungiren die lingeraden Zahlen: 1, 3, 5, . . . q -2,  so 
class p  die Anzahl der negativcn ungeraden Reste Modiilo q in p ,  323, 5 p .  
. . . ( q  -2 21 k t .  Setzt man wiederiim p < q voraus , so wird 

wo t die Anzahl der zwischen - p  und - q liegenden ungeraden Ileste Mo- 
du10 q aus p: 321, . . . ( Q - 2 ) p  ist. 

nedoliten nun r die ungeradcn Reste Modiilo q ,  so wird 

111 ist so gewshlt, dltss Q > r > - (1. 

Diirch die Substitution rn = n -/cl p = Q-2or ergiebt sich nun, dass 
q Q 'Y-1 

z die An7ahl der Rriiohe -, I . .  . -- q is t ,  in denen die darin ent,- 
u w a 

haltene grosste ganzc Zahl ungcrade ist. Es  treten nun wiedcr Z e l le r ' schc  
lletrachtiingen auf ,  naeh denen es aiif die Reschaffenheit der Xittelglieder 
ankommt. 

\Yir korrirnen nuu LU deru Heweiùe von Bo i in ia  k o  w s k y. Dioser 
Autor bestirnmt cbenfall, die Summe p + v l  zerlegt aber p und v auf eine 
ganz eigenthümliche weise. Zunachst bemerkt er, dass zwei Primzahlen in 

derselben Linrarform en tha l t~n  sein müssen, dass also, wenn 

Weiter findet B o u n i  a k o ws k y die wichtige Formel: 

worin m eine von a und r,  niüht aber von TZ abhangige Zahl ist ,  so dass 
ohne Weitcres 

a-1 a- 1 
n'+m - (n + n') (:) = (- 1 )  f o ~ g t ,  woraus (;) (t) = (- 1)  resultirt. 

a-1 
7t + Tm 

Die schone Formel - 
(2aaa+ =(-') 

ergieht sieh daraiis , dass 

B o u n i a k o w s k y  die e y l - r l  .- -- 
2 2 

f a n  Reste 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
... a ,  2a1 'na 

... ahnlich , wie G a u s s  in seinem fünften Beweise es mit den Zahlen 1 , 2,  

pe macht, in drei Clnssen trennt. I n  die erste nirnmt or die Zahlen 
2 

der letzten Horizontalreihe, in  die zwcite die Zahlen derjenigen Horizontal- 
reihen, welche mit 

beginnen; endlich in die dritte die Zahlen der Horizontalreihen, welche mit 
a - r~ anfangen. Die Zahlen der ersteri und dritten Classe sind dann 

Modiilo p positiven Vielfachen ( < P --- s l) von a congruent, die der rxeiten 

Classe negativen Vielfachen (< '4) derselben GrLse a. Iat die Anzabl 

der Zahlen der zweiten Classe gleich M ,  so ist nun 

Schliessliüh findet sich, dass, wenn m eine Zab1 bedeutet, die nur von a 
a-1 

und r abhaugt, M =  -- 
2 

n + rn wird. 

Setzt man nun 
p=q+2'.a, 

so dass p und q Primzahlen und a nngerade k t ,  so erhglt man: 
0- 1 - 2 v  0-1 

und ( g ) = (p)  ( - ] )Y"'+~,  

l J f l  

uoraus ziiniichst, wenn man berüoksichtigt, dass (:--) = (-1)I"l1) ist: 

($) = ( - 1 ~ [ ~ ] + a ~ n + 7 a  und ($) = (- 1) "y+V p!?]+" n.'fm 

resultiren. Hieruach aber wird : 

1) B o i i n i a k o w s k y ,  Ann. de St. Pétersbourg, Bd.  XIV. 
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Ails diesen Formcln gcht xunaclist die merkwiirdige Zcrlcgung von p und L 

hervor. Was die L e g e n d r e  'sche Formel betrifft, so erhalt man diesellie 
leictit aus der letzten Gleichung durch Unkrscheidung der beiden Falle 

p r p  mod4 und p - 2 ~ q  mod4. 

Eine gewisse Aehnlichkeit mit dem Beweis von B o  u n i a k o  w s  k y hat 
der Beweis von B u s c h e  insofern, als der Angelpunkt dieses letzteren Be- 

4 
Q- 1 

weises der Nachweis ist ,  dass (-) = (- 1 ) ' ~  
~ A T + P  

ergiebt sich aber unmittelbar aus der allgemeineren von B O u n i a k O w s k y : 
a-1 

( n  + nt) , wenn man darin q  = r, also fi'== O setzt. 

Wahrend sich aber, wie wir gesehen haben, B o u n i a k o  w s  k y  bei 
Ableitung seiner Formel der Abziihlungsmethode des fünften G a u s s  'schen 
Beweises bedicnt , schliesst sich B u s c h  e den Ausführungen des dritten 
G a u s  s'schen Reweises an. 

R i i s c  h e  setzt, ahnlich wie vor ihm V o i g t ,  wenn (;) = (- 1)p: 

wo ph die Anzahl der ganzzahligen Auflosungen k von 

" (-1)": bei vorgegebenern h bedeutet, und,  wenu - 
( P - I - ~ L ~ )  

wo Mh analog wie U A  die Anzahl der ganzzahligcn Auflosungen R von 

K p = h ( p + 2 1 ~ ) + r ' ,  ( q + ~ q < r ' < . r + 2 ~ p )  
darstcllt. 

Setzt man Q > p  und L positiv voraus, so ergiebt sich 

Nimmt man nun an ,  das Reciprocitiitsgesetz gelte für p  und q ,  d. h. es sei 

so ergiebt sich 
s - 1  p + 2 t q - 1  

- 
Ausserdem ist a - 1  q - I  

-. , - 
c ( ) ( ) l  , .=cl, 
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Nun greift ein von B u s  c h  e gefuudcner Hilfsat ï ,  P l a t ~ .  d u s  dem E i i  k 1 i d - 
schen Algorithmus zur Bestimmuiig des grossten gemeinschaftlichen Theilers 
zweier Zahlen ergiebt sich namlich, dass, wenn sich aus der Richtigkeit der 
Relation (x, y) zaischen zwei ungeraden theilerfremden ganzen Zahlen z y 
die Richtigkeit von 

1) Y 1  1 )  1 111) ( 2 + 2 h y , y ) ,  IV) (x,Y+2~'x:, 
A ,  A' als gauze Zahlen vorrtusgesetzt , iiachweisen Iasst , (z , y) dlgemeirie 
Giltigkcit hat f ü i  zwei helicbige nngerade theilerfremde Zahlen. 

Die Annahme der Formel A) hat  aber zur Formel B) geführt - C ,  
besteht eo ipso -- ; jeue vier Bedirigungen sirid also erfüllt: das quadratiàclie 
Reciprocit~tsgesct,z gilt nllgrmein. 

Es  erührigt noch, die Beweise von G e u o c c h i ,  S c h e r i n g  and K r o i i -  
e c k e r  zu betrachten. Es ist  diesen Ueweisen - obgleich sic clen mit- 
getheilten amlog siud, insoferu in  ihrien ebenfallu die Summe p + v  hc- 
stimmt wird - eine besondere Stellung deshalh einziiraumen, aei l  sie - 
der eirie niehr, der andere weniger - eine gewisse functionentheoretiscIic 
Bedeutung haben. 

Wie bereits erwkihnt , hat  G e n  o c c  h i  seinen Beweis 1532 ver6ffentliclit.. 
E r  betrachtet darin Ausdrücke von der Form: 

und untersucht, unter welchen Bedingungcn zc und s positiv rosp. negativ 
sind. Diirch Vergleichung dieser Bedingnngsn findet er, dass 

pos. v - Anxk p o s  <I = O oder 1 ist (k = 1 ,  . . - y), 
je nmhdem hq einen positiven odcr negativen absolut, kleinsteri Eost hlo- 
du10 p giebt. Daruach ist: 

p Auz h,,, pas. v - A n q  ,( POS. u mod 2 
und analog 

v A n ~ . ~ , k  pos. v - Anz./,,,, pos. u' mod 2, 

iinscre bekaunte Formel sofert liefernd. 

Daclurch werden seine Ausführungeri einf'aclier als die Ge  n O cc h i ' s  , lasben 
auch eirie rationellere functionentheoretische Rehandliing zn. Es wird dann 
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je naclidein h p  eiiien positiveri o~ler  uegativen absolut klzinsten Rest &Io-  
du10 p giebt. Die weiteren Schlüsse sind wie bei G e n  O c ch i .  

Wahrend G e n o c e h i  und S c h e r i n g  das Gauss ' sche  ,u-Lemma vor- 
aussetzeri, schlagt K r o n e c  k e ï  einen andern MTeg ein: er setzt an Stelle 
des Gauss 'schen Lemmas den Hilfssatz dcs ersten Gauss 'schen Reweiers. 
K r  o n e  c k e r  's Reaeis nimmt also eine Mittelstellung ein zwischen deni 
ersten G a  u s s 'schen Beweise und den in diesern Capitel entwickelten. E r  
ist von grosser Bedeutung, eben weil er so verschiedenartige Uetrachtungen 
verbindet. 

K r o n e c k e r  definirt: 

(-F) als das Vorzeichen (Vorz. oder Sgn.) von: 

k -  1, ... - 
, 

A m  dieser Definition fiir (: ) fol@ aber ohne Weiteres das Rceiproeitiits- 

Diese Formel fiilirt zii den weiteren : 

(y') = (1; ) ( ;) , ( q ,) (q ( K )  
P 1) P /  P 

Diese Forme111 A ! ,  B I ,  C )  zeigeii aber, dass die Symbole (:) und (:) 
denselben Gesetzen gehorchen wie die L e g e n  d r e - J a c o b i  'schen Symbole. 
Um die ldentilat mit denselben nachzuweisen, ist daher nur zu zeigen, dass 

($) = + 1 wird, weno p quadratiseher Rest von p k t ,  und dms (3 
= - 1. wird, wenn p quadratischer Nichtrest von Q ist. 

Uer erste E'all erledigt sich sofort. Was den zweiten Fa11 betrjfft, so 
ist nach A) und C )  zu zeigen, dass es wcnigstens eine Zahl p giebt, fü r  

die (5) = - 1 ist. Und einï solche Zabl p giebt es in der Tha t ,  wie 

bereits G a u s s  zum Theil in  seinem ersten Beweise gezeigt ha t ;  K r o n -  
e c k e r  hat die Ausführungen G a u s s  ' vervollstandigt. 
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Es sind min zum Schliiss dieseci Capitels noch zwei Bbhandlunpn 
K r  o n e  c k e r 's ') zu erwahnen , in  denen an hierlier Gohorigern hauptsdclilicli 
Zweierlei geleistet wird: die Umformurig der S c h e r  i n  g 'schen Potcnz iii 
ein Product und der directe Nachweis, dass 

Aus der Bemerkung , dass ( a  - x) ( a  - x + 4) negdtitiv wird , werin x zwiechei~ 
a und a +  4, oder a zwischen x- + und x liegt,  ergicbt sich, wmn mail 

mit R (a) den Rest bezeiciinet, welcher verbleibt, wenii man von a d i e  
n$chstgrOsste an a gelegene ganze Zahl abzieht: 

Vorz. R(a )  - Vorz. (a - k) ( a  - k f l) , 
wenn k = [a+ 21 k t .  Da nun (a - k) (a - 7c + 4) positiv bleibt für 72 ja + $1, 
nur k =  [-a++] ist ausgeschlossen, so erhiilt man: 

r 

Vorz. R ( a ) =  V o r z . f l ( a -  k ) ( a - I c + + ) ,  r >  [ a + $ ] ,  
k=l 

woraus 
Vorz. R ( q a )  = ~ o r z .  f l ( g a - k )  (qa-k++) 

oder, Q pooitiv vorausgesetzt , 
Vorz. R (q a )  = Vorü. 

q - 1  Durch die Substitution 76 = - - - Ic', welchc crlauht ist  , da  tlurch dieselbi: 2 
nur  die Anordnung der Factoren aiif den rechten Seiten der vorstehendeii 
Gleichungen eine andeïe wird , resultirt : 

k q; l) 
vorz. (9.) = Vorz  fl (U- :-) (a+ y - &) (k= 1, - . 

Ueber den Wcrth von a ist nichts vorausgesetzt worden; wir setzeii 
1 P 

a< - Sind c u n  fcrner p und h < - positive Grtissen, so wird: 
2 

Durchlauft ferner h ein halbes positives absolut kleinstes Restsystern Mo- 

S c h e r i n g  hatte nun für v in  ($) = (- l). gefunden : 

1) Berliner Mon.-Ber. 1884, S. 519-537 und 645 -647, oder C r  e l 1  e Journ. 
XCVl S. Y48 und XCVII S. 93. 
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h k l  
SI ,z {A.. . p. (- + - - i) -  m. pns. (% - ) > ~ d  2 

P 4 2  
P - 1  h = l ,  ... -- [ kr1 ,  m . .  $1- 

Durch Vergleichung der Forrneln S)  und K) fiillt die Verwandtschaft der- 
selben snfort in3 Ange. 

Wie wir ferner gesehen hahen, beruhte der Beweis von K r o n e c k e r  
darauf, dass er mit Hilfe G a u s s  'scher Betrachtungen nachwies , dass der 

mit dem L e g e n d r e ' s c h e n  Symbol ideritisch sei. I m  Jun i -Hef t  des Ber- 
liner Herichts von 1854 giebt nun K r  O n e c k e r  die directe Ableitung jener 
Formol. Nech G e u s  s (3. Reweis, II. Rd. S. 6) ist: 

Vorz. R (p a,) = (- 1 ) p a  
O < % < $ ,  u < + ,  

so dass CY = 2 u, oder 1 - 2a, 
Offenbar ist ferner: 

(- l ) p a  = Vorz. n($-.) ( k t ,  ...pi1), 

so dass für 

P - 1  h = ] ,  ... - 
2 

7c=2kO oder = 1 - 2 k c ,  -<T 
ist. woraus: 

4 

Hieraus aber folgt ohne Weiteres : 

h = l ,  ... - 
2 

Die G a u  s s'schen Retrachtungcn iibcr R (a )  haben also K r o n e c k e r  zu 

einer schr eleganten und brauchbaren Formel für ($) und ru einern neuen 

Beweise des Reciprocitatsgesetzeu geführt. 
Schliesslich will ich der Vollstandigkeit halbcr noch bemerkcn, dass 

G e n o c c h i  seine Formel: 

,u Z(Anz. pos. u - Anz. pos. u) modp 

ruch aus dem von E i s e n s t e i n  her uns bekannten Ausdrucke ableitet : 
Hiut.-11t Abthlu. d. Zsltsahr. f. Math. u Phye. XXX, fi. 19 
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= 2 ~ - 1  17 sin 2 z ( h q  + k p )  sin.2n(hq - k p )  
P Q B Q 

Dau Princip der Reduction ist a190 im Laufe der Jahre in die ver- 
schiedensten Formen gegossen worden. Das Merkwiirdigste aber ist wohl 
an jenem Princip, dass es, wio K r  o n e  c k e r  gclchrt ha t ,  ersctzt wcrden 
kann diirch das Princip der Induction. 

Wir  recapituliren kurz : 
E i s e n s t e i n  übersetzte die G a u  s s'sche arithmetische Sprache des dritten 

und fünften Ijeweises in sehr anschaulicher Weise in die der Geometrie. Ge-  
n o c c h i  benutzle die irn drittcn Beweise aufgcstelltcn Gcsctzc, wolchen Grassen 
[x] gehorchen, und die spiiter von K r  o n e  c k e r  in so helles Licht und unserem 
Verstaridnisse so nahe gerückt wurden, iim daraus gewisse - von S c h e r i n g  
und K r  o n e  c k e r erweiterte und vervollstiindigte - functionentheoretische Be- 
trachtungen zu kntipfen. S t e  r n erkannte , dass zwischen den Gliedern der 

q - 1  halben Restsysterne p, . . . --- 
2 p und q ,  '2 p gewisse Beziebungcn 

2 
stattfinden, deren Verwcrthung den G a  u s s 'schen ftinften Beweis abkiirzt. 
Z e 11 e r und spater P e t  e r  s e n  benutzten und vervollstandigten diese Dar- 
legungen. Z e l l e r  erkannte ausserdem durch eine sch6ne Substitution, dass 

- - 

P - 1  in q ,  m m -  - 
2 

Q oder p l  - . *Ap P a r e  von Gliedern iorkommen. Vo ig t 
2 

vereinfachte den dritten G a  u s s'schen Beweis dadurch, dass er von vorn- 
herein die Anaahl der k p ,  welche negative absolut kleinste Reste Modulo q 
gehen , durch eine Differenz zweior grosstcr ganzcr Zahlen darstellte. R O u - 
n i a k o  w s  k y  zerfallte p und v in  eigenthtimlicher Weise, indem er zeigt, 
dass für p = 2 a r . f r  ( a s r f l  m o d 2 ,  1 < r < 2 a - 1 )  

wird, wobci m nur von n und r, nicht aber von la abhlingt, so dasv für 
q = 2 a n ' + r :  

a - l  
78 '+ rn 

a-1 
- ( n  f n') 

wird oder (+) (t) = (- 1) Y 

Mit Hilfe dieser letzteren Formel und der folgenden: 

leitet R o u n i a k o w s k y  die L e g e n d r e ' s c h e  Formel ab. - B u s c h e  end- 
lich wies mit Hilfc eines speeiellen Falles der B o  u n i  a k  O w s k y 'schen Formel, 
die er durch Gauss 'sche Methoden (3. Beweis) ableitete, nach, dass die 
Existenx der Formel : 
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p - 1  9-1 -.- (;) (t) = (- 1) 
die der andern: 

bedingt, und folgert hieraus - da die Gleichung 

eo ipso besteht - unter Aiiwenduug seines allgemeinen Satzes die All. 
gemeingiltigkeit des quadratischen Reciprocit%tsgesetzes. 

So sind jene G a  u s s ' d e n  Untersuchungen , die im dritten und fünften 
Beweise niedergelegt sind, nach allen Richtungen hin erweitert und vervoll- 
stiiudigt worden. 

III. C a p i t e l .  

Ueber Eisenstein's Beweis durch functionentheoretische Satze. 

Stellt r ein halbes Restsystem dar Modulo q ,  go wird auch r p  ein 
halbes Restsystem Modulo q reprasentiren. Setzt man nun r p  r ~ r ' m o d q ,  wo 
E = - + 1 sein moge, und r' demselben halben Restsystem wie r angehort, so 
wird für ein beliebigev w :  

p r o  - E T ' W  
modo. 

4 P 
Hierails ergieht sich aber : 

p (y) = p ($-) , 
wenn p eine einfach periodische Function mit der Periode w ist.  

Setzt man nun noch voraus, dass die Function p die negativc Mnlti- 
plication zulasst (ich gebrauche diesen Ausdruck ,, negativ '' in Uebereinstim- 
mung mit dem Ausdrucke complexe Multiplication), so erhëlt man: 

Die r' sollten aber mit den r ,  abgesehen von der Reihenfolge, zusammen- 
fallen, so dass wir bekommen: 

~ P ( ~ ) = ~ L ~ P ~ f )  oder ($)=nr=n-. 
Nun erhebt sich die Frage, ob es eine Function p von den angegebe- 

n e n  Eigenochaften giebt. Wie allgernein bekannt, gentigt aber die Sinuu- 
function den geetellten Anforderungen, wcnn wir w = Z n  setzen; es resul- 
tirt somit : 

19 * 
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2 r p  n 
siTb - 

9 .  

sin - 
Q 

2rn; 
Setzt man ziir Abkürzung v = - 9 sa haben wir es also zu thun mit Aus- 

9 
sin p v 

drücken von der Form: --a 

sin v 
Die Eigensohaften der Sinus-Punction (einfach periodisch, gestaltet die 

negativc Multiplication) genügen nun vollstandig, iim mit Hilfe derselben 
das Reciprocitatsgesetz abzuleiten. D. h.: Die Existenz einer einfach perio- 
dischen Function, die die negative Multiplication zulasst, ermoglicht den 
Beweiv des quadratisuhen Reciproçitiitsgesetzes. 

Wir  gehen der Vollstandigkeit halber noch etwas genauer ouf den 
E i s e n s t e i n ' s c h e n  Bernis ein, der noch lange nicht nach seinem vollen 
Werthe gewürdigt k t ,  und der bald zu den Beweisen durch Reduction, bald 
zu dcnen durch Kreistheilung, mit welchen beidcn Arten er j a  auch iii gewisser 
Beziehung steht ,  gerechnet wird. 

sin 3 v 
Da - eine gerade Punction von sinv von der Porm: 

sin v 
3 - 1  - 

(-1) " 3 - ' s i ~ 3 - 1 v + . . .  

ist ,  sa ergiebt sich durch den Schluss von PZ auf n+2: 
1-1 sintv -- - (- l ) ~ ~ - l  sint-'v + . . . 

sin v 
sin t v 

- O mit z bezeichnen, dass Hieraus folgt, wenn wir die Wurzeln von -- - 
sin v 

a n t v  r -1  - 
-- = (- 1 )  "21-1 II(sim% - z2), 
sin v 

da die Wurzeln doppelt vorkommen, d. h.: 

wenn 2 r n  
sin - p  

die or die '5 verschiedenen Wurzeln von 
2 

= O  und 
2 r n  

sin - 
Y 

und wenn ferner r  und g halbeRestsysteme Moduloq resp. Modulop durchlaufen. 
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Wie also in  dem K r o n e c  ker'schen Beweise das Princip der Reduction 
ersetzt wurde durch das Princip der Induction, so wird in dern eben be- 
trachteten E i s e n  s t e in'schen Beweis jenes .Princip der Reduction ersetxt 
durch functionentheoretische Erorterungen ; wieder ein Beispiel dafür, wie i n  
der Zahlenlehre die verschiedensten Tlieorien sich verbinden und durch- 
dringen. 

IV. C a p i t e l .  

Ueber die Beweise mit Hilfe von Satzen a u s  der  Theorie 
der Kreistheilung. 

Im V. Capitel des ersten Theiles unserer Arbeit finden sich die Be- 
weise, welche sich auf Satze sus der Kreistheilungslehre stützen. Begründet 
wurde diese Theorie von G a u s s ,  der sie fand, als er nach einem ferueren 
Beweisa seines Fundamentaltheoremes suchte. Bereits im Jahre 1796') 
kündigt,e e r  die Construction des 17 -Ecks an. Abgesehen nun von den 
epochernachenden Satzen über imagintire Grossen und Functionentheorie, 
leitete G a u s s  aus der Kreistheilung drei (wenn man wili auch vier) neue, 
von einandcr verschiedene Beweise des Rcciprocitatsgcsetzes ab. 

Zunachst wollen wir das Lemma, auf welches sich s~mmtlicbe Beweise 
durch Kreistheilung stützen, kurz entwickeln. 1st p eine primitive Wurzel 

xP- 1 
von - - -O, wobei p eine Primzahl reprasentiren mag und g eine 

2 - 1  
primitive Wurzel zum Modul p ,  so werden sich sammtliche Wurzeln p in 
zwei Reihen anordnen lassen, namlich in:  

pi e< e9" . . . pq'-"nd pg, B9', . .. pgP-zi 

was gleichbedeutend ist mit:  

pull pa2, p"8 . . . und eb l ,  b2, e b a ,  . . . , 
wenn a , ,  a,, . . sammtliche quadratische Reste und b , ,  b , ,  . . . stimmt- 
liche quadratische Nichtreste Modulo p badeuten. 

y, = 2 ' p a  und y, = B e h  

nennt man dann Perioden und speciell --gliedrige Perioden von 
x p  - 1%) 2 
--.. Von grosser Wichtigkeit ist nun der Ausdruck: 
2-1 

Yi - Yz- 
VerhiiltnismLssig lcicht ist die Bestimmung des Quadrates dieser Dif- 

ferenz ; es findet sich: 
11 -1 

A) (YI - Y,), = (- 1) P. 

1) Allgem. Literaturz. 1796. 
2) Zur Orientirung diene B a c  h m a n n ,  Vorlesungen über Kreistheilung. 
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Sehr schwierig war aber die Restimmung des Vorzeichens von y, -y,, 
und erst nach langem, vergeblichem Bemühen tiberwand G a u s s  alle ent- 
gegenstehenden Schwierigkeiten. E r  schreibt in Bezug auf die Auffiiidurig 
dieses Vorzeichens an O l b  e r s  1805 '): ,Dicser Mangel (d. h. des Fehlen 
des Vorzeichens) hat  mir alles Uebrige, was ich fand, verleidet, und seit 
vier Jahren wird selten eine Woche vergangen sein, wo ich nicfit eineu 
oder den anderen vergeblichen Versuch, diesen Knoten zu lüsen, gemacht 
hatte - bcsonders lebhaft wieder in  der letzteren Zeit. Aber alles Brüten, 
alles Suchen ist umsonst gewesen, traurig habe ich jedes Mal die Peder 
wieder niederlegen müssen. Endlich vor ein paar Tagen kt 's geluuçen - 
aber nicht meinem muhsamen Suchen, sondern bloss durch die Gnade 
Gottes m6chte ich sagen. Wie der Hlitz einschkgt, hat sich das Rathsel 
gelost; ich selbst wiire nicht im Stande, den leitenden Faden zwischen dem, 
was ich vorher wusste, dem, womit ich die letzten Versuche gemacht 
hatto - und dem, wodureh es gelang, nachzuweisen. Sonderbar erscheint 
die L6sung des Riithsels jetzt leichter als manches Andere, was mieh wohl 
nicht so viele Tage aufgehalten hat ,  als dieses Jahre ,  und gewiss wird 
Niemarid, wenn ich diese Naterie einst vortrage, von der langen Klemme, 
warin es mich gcsetzt ha t ,  eine Ahnnng bekommen." 

Genug, G a u  as fand,  dass: 

B) Y,-y,= 2 

Reidc Formeln, A )  sowohl wie B), sind nun zur Darlegung des Rcciproci- 
tatsgesetzes benutzt worden. 

Wir  beschaftigen uns zunachst mit den Beweisen, welche sich auf 
Formel B )  gründen, und beginnen mit dem vierten Beweie von G a u s s ,  
demjenigen, in welchem jene wichtige Bestimmung des Vorzeichene von 
(y, -y,) geleistet worden ist. 

Setzt man : 

so ist zunachst : 

= (f) G (t) 
Die Surnmen (oder Thetareihen) G - und G - nennt man ( Y )  (:) 

Gauss 'sche Summen. Die Bezeichnung G ist von K r o n e c k e r  eingeführt 
worden.') 

1) S c h e r i n g ,  Festrede, S. 13. 
2) Berl. Ber. 1880. 
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Die Restimmung von G" = (yi - y2)"erursacht nun, wie schon (B) 
bemerkt , keine besonderen Schwierigkeiten und ist schon von G a u s s  i n  
dem 156. Artikel seiner Disq. arithm. geleiatet worden. Die Hauptsaclie 

bestand eben in der Bestimmung des Vorzeichens von G Diese Auf- (3 
gabo loste G a u s s  dadurch, dass er die Reihe: 

wo Q also eine primitive mte Einheitswurzel is t ,  transformirte in: 

Dadurch, dass dann: 
Z n k  , 2n7c 

= cos- + i  szn- 
4 O 

eiugeftihrt wird , resultirt : 

2 n  6 n  ( q  -2) 2 m  
=(2i) s in--s in-  . . .  sin 7 

4 <1 9 
woraus sich unser Vorzeichen ergiebt. 

Des Naheren auf den Beweis einzugehen, dürfte hier nicht nothig 
sein, da  mit dieser Vorzeichenbestimmung sich der Beweis erledigt. Die 

Betrachtungen nun ,  welche zu jener Transformation von G (3 in das 

Product : (@ - Q-l) (e3 - p -  9) . . . ( e 9 - 2  - p-9 f ') führen , sind rein arith- 
metischer Art.') La diffzculté K, bemerkt D i r i c h l e t  :) , de se rendre 
bien compte à quoi tient le succés des considérutions dekales par lesqueiles 
l'iliustrc auteur opère cette inghieuse tramformation m'ayant fait rcchorcher, 
si on ne pouvaif pas résoudre la mime questzor, sans y recourir, je suts 
parvenu . . . ' D i r i c h l e t  bestimmte die G a u s  s'schen Summen mit 
Hilfe bestimmter Integrale und benutzt den Hilfssetz, dass, wenu der 

bekannt kt, die Werthe der Beihen: 

2n 2 2  2n 2 n  222n 
c, + c, cos - + c, cos -- + . . . und c, sin - + c, cos --- f . . . 

n. n n n. 
2ni 2nr  2 z i  2ni s2 

oder c , + c , e p + c , e ~ ~ +  E ~ ~ ~ + - - . = E s ~ ~  

sich bestimmen lassen. 

1) Brief an O l h  ers .  
2) Cre l le  J. BVII,  S. 57 (aussordem XVIII ,  XX,  XXl).  
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Aus der bekannten E uler 'schen Formel : 

woraus sich die folgenden Formeln ableiten: 

Substituirt man nun 

wobei r. eine positive Constante ist ,  9 0  mird, nrenn man zur Abkürxung 

~ ( a )  =z cB c a s s a  setnt: 
B 

Nimmt inan P(a) als gegeben a n ,  so lassen sich die Integrale dadurch 
aiiswerthen, dass man sie zerlegt in  Theilintegrale zwischen den Grenzen 
- ( 4 k  + 1) n und ( 4 k  + 1) n, worin k eine beliebige Zahl ist. Diese 
Integrale zerlegt man wiederum in (47c + 1)  andere zwischen den Grenzen 
(2 h - 1) TC und (2 h + 1) n ,  worin h die Werthe von - 2 k bis + 2 k an- 
nixnrnt. Diese Integrale zwischen den eben aogegebenen Grenoen lassen sich 
aber bestimmen, und dadurch, dass man k unendlich werden Iasst, auch 

'in i - SI 
die ursprünglichen Integrale, wodurch auch die Summen X c , e  " und 

2% 9 - - .? 
Z c , e  " gegeben sind. 

Unsere G a u s s  'schen Summen sind aber ein specieller Fa11 dieser all- 
gerneinen Summen. Setzen wir c . = l ,  so erhalten wir uuruittelbar: 

2 m i  - BZ 2 c. e ' - G (i) - Fiir diesen speciellen Fa11 cB = 1 ist aber aucb 

unsere Annahme, dass F(a) bekannt sei ,  gerechtfertigt; es ist dann nam- 
lich: F(u ,  = 1 + cos or + . . . + cos (n - 1) a nach einer bekannten Formel 
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siIZ(212-1): 
gleich f + 4 2 

Dies ist die Schlussweise, die D i r i c h l e t  

zur Bestimniung der Gauss 'schen Summen anwendet 
Ehe wir zu den C a u c  hy'schen Arbeiten übergehen, envahnen wir 

noch die Abhandlungen von L i b r i l ) ,  H e i n e "  und L e b e s g u e Y ) .  
L i b r i  beweist in  seinem Mémoire über Zahlentheorie, S. 187, die 

Formel : 
2z2z 2x2z n-1 

~ = ~ ( c o s - + i s i n - }  x =O $a n =+ J n ( - 1 ) ~ ,  

und macht das Vorzeichen ebenfalls abhangig von: 

E r  sagt aber nicht, wie e r  zu dieser letztcren Formel kommt. Die Trans- 
formation der Siimme in das vorstehende Product ist aber der Rernpunkt 
der ganzen Rechnung. 

Was die Abhandlung von ii e i n  e be t r i f t ,  so fasst dieser die Sachlage 
vom Standpunkte der Reihenent,wickelung auf ,  ohne auf die tiefcre Be- 
deutung dieser Reihen Rücksicht zu nehmen. Ich stelle H e i n e ' s  Worte 
hierher: ,,LEsst eine Function sich nicht bloss direct in  eine nach ihrer 
Verinderlichen z aufsteigende Reihe entwickeln, sondern auch indirect, in- 
dem man ~ i e  al3 Product zweier Factoren darstellt, die nach Potenzen der- 
selben Variabelen fortschreiten, so wird der Quotient einer jeden Potenz 
von x i n  der ersten Entwickelung als Summe der ersten Reihe auftreten, 
welche nach Ausführung der Multiplication der beiden vorerwiihnten Fac- 
toren in  dieselbe Potenz von x multiplicirt ist. 

Der Grundgedanke eudlich der Arbeit von L e  b e s g u e  ergiebt sich 
aus Folgendem: 1st 

f (4 = @ (4 . f [<p (41 
und setzt man zur Abkürzung: 

v [ r p ( ~ ) ~ = < p 2 ( z ) ;  V W ~ ( Z ) I  t = v 3 ( 4 ,  ..., 
so ergiebt sich : 

f (4 = @ (4 - f (rp (4)  ? 

f ( v  (4)  = @ (<p 4 . f (rp2 (4) l 
. . . . . . . . . . m . .  

f (rp" -1(4) = (4) . f (rp" ( 4 )  1 

wenn die f und Q congrnent hleihen. Durch Multiplication erhiilt man:  

f (z )=f ( rpT1(z) ) .  @ ( a ) .  @ ( v ( z ) )  .@(~$((z)) . . .  O(cpn-'(2)). 

1) C r e l l e  J. I X ,  S. 54 und 139. 
2)  Cre i le  J. IXL, 8. 238. 
3) Liouv. J. V, S. 42. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



266 Historisch - literarische Abtheilung. 
_y_X___X__-_______XYI_C^^YII^XII^Y^~-- 

Wird nun fiir .n = cû, pn ( z )  = a ,  so ergiebt sich: 

f ( a )  = f ( a ) .  @(a) . @ ( P H ) .  @ ( r p 2 j z ; ) .  . . @(<p,-~ (4) :  
Mit Hilfe von 

f ( b )  = f ( n )  O ' b )  . @(rp(b) )  . . . @(cpn-'(b)) 
erhalt man somit: 

Setzt nian nun: 
1 - a  ( l - . z ) ( l - q ~ )  

f ( z ) = l + Q - - f  Q" + . . . ,  
1 - 1 2  (1  -12)(1-q2)  

so findet sich dadurch, dass man im allgenieinen Gliede von f ( 2 )  an Stelle 

von 8 ,  q 2 z  setzt und mit 1 - q z  rnultiplicirt: 

f ( z ) =  (1 - Q B )  f ( q 2 4 1  
woraus 

< p ( 2 ) = q 2 ~ ,  t p P ( a ) = q 4 z ,  . . .  p n ( z ) = q b 2 " z  . . .  
und 

@ ( z ) = l - Q Z ,  O [ p ( a ) ] = 1 - q 3 z ,  . . .  O [ t p n - '  (z)] = 1 - q " - ' z  
folgt,  so dass 

f ( z ) =  f ( q Z n a )  - 1 - q z . 1  - q 3 8 .  . . . 1 -q2n-!a . . .  

wird. Fiir q < 1  und n = cû wird f (qOEz) = f (2) : 1 - q z  . 1 - Q32 . . . und 

da f ( 1 )  = 1 ,  so: 
1 - Q Z  1 - q 9  1 - q q 5 z  

f ( z )  c - . - . --- . . . . , 
1 - q  1 - q v - q q "  

woraus 
1 - l - q - m  l - q - m t l  

l+12 1 - q  + q 3  l - q  + ... 
1 -q2  

= (1  - Q - ~ + ' )  (1 - y m f 3 )  . . . ( 1  - q ' )  

für ln = O vnoda resultirt. 

Setzt man: qn+l- qP= 1 ,  so ergiebt sich die Gauss 'sche Formel: 

Wir gehen nun zu dcn Cauchy ' schen  Arbeiten liber. Es  handelt 
sich darin, eben wie bei G a u s s ,  darum, das Vorzeichen der fraglichen 
Quadratwurzel zu bestimmen. Bereits 1817 war dies C a u c h y  mit Hilfe 
reciproker Functionen gelungen12) und er  hatte die Formel gefunden: 

1) Mit E l f e  derselben Principien sind von L e b e s g u e  siich verschiedene 
Formeln Jacobi ' s ,  ~11.  Funct. S. 186, bewiesen. 

2) Bull. de la soc. philomat. 1817. - Vergleiche auch Exerc. d e  math. II, 
. 118. Compt. Rend. 1840. Liouv. J. V, S. 184. 
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Aus dieser Formel 1Lsst sich die Gauss 'sche Giimrne bestimmen. Setzt 
2 Tc W Z  

man namlich: a = n2 - -- i ,  h = /3" - i, wo (Y und nach der Ni111 
Th 2 

convergiren, so wird zunachst n a  = ab. Nultiplicirt man niin heide Seiten 
der C a u c  h y'schen Formel mit n a ,  so ergiebt sich nach Fortlassung des 

Wir  haben nun zur Bestimmung des Gauss ' schen  Vorzeichens das 
Naterial vor uns,  so dass wir an eine Sichtung desselben gehen konnen. 
Ein Blick auf die G a u  s s'sche Formel zeigt , dass die Voroeichenbestimmung 
abhiingig ist von der Transformation der Gauss'scheri Surnme (oder der 

in das Product: 

(U-p-1)(g3-g-3) . . .  (9'-'- @-e2). 
Jene Transformation aber, ,si ingonieuseu, beruht auf rein arithmetischen 
13etrachtungen. D i r i c h 1 e t  , dorch diesen Umstand veranlasst , ging einen 
Schritt weiter und zeigte, dass die Vorzeichenbestimmung a b h h g i g  ist von 
den Eigenschaften bestimmter Integrale. C a u c h y  eudlich brachte voll- 
staudige Klarheit in die in Rede stehende Angelegenhcit und wies nach, 
dass das fragliche Vorzeichen auftritt bei einer gewissen Transformation 
von Thetareihen. Seine Formel is t :  

ai(a + e - a 2 + e - 4 a 2 + . . . )  r f i t ( i + e - b ' + e - 4 b 2 +  ...), q f i =n .  

Die vorstehende Formel erregte. wie C a u  ü h y selbst bemerkt , auch 
das Interesse L a g r  a n g e ' s ,  der sie fiir kleine Wsrthe der Variabelen be- 
reits kannte. 

Auch L e b e s g u e  war sich des Umstandes v6llig bewusst, dass die 
Cauchy ' sche  Formel ihre Basis in  der Theorie der elliptischen Functionen 
habe; er weist darauf hin ,') dass die C a  II ch y 'sche Formel schon P o  i n  s O t 
bekannt gewesen sei ,  und zwar iu der Form: 

1 
Und in der S h a t ,  setzt man a = - I b 2 =  4kn2, so dass ab = n wird, 

4 k  
so geht die Formel von P o i n s o t - L e b e s g u e  in die von C a u c h y  über. 

1 
1st ferner a = - = ax, so erhalt man:  

4 k  

1) T~ioiiv. Journ. V, S. 186. 
2; J a c o h i ,  C r e l l e  J. III, S. 303. 
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Der Wichtigkeit der Cauchy ' schen  Arbeit wegen reproduciren wir sie 
kurz , und zwar in K r  o n e  c k e r'scher Fassung.') 

Ans der mit Hilfe C a u c h y  'scher Principien abgeleiteten Formel: 
00 

~ u ( l ~ ~ ) 2 = ( ~ v )  z c - " a e x  

- m -m 
43t logu Zogv=l 

findet man : 

woraus wiederum folgt : 

A z 
Setzt mau nun: - log z = 7v2+ - 9 wobei rl und p ganze Zahleu sein 

P 
sollen , und lasst w nach der Nul1 convergiren , so entsteht : 

+ 5 und ( p w )  positiv irt: 
b2 

Zi~%(pw)Zy"'"=G 7 r 
mithin nach K2): 1~ (~3 

K3) J F .  .(+.(;) 
folgt. 

Mit Hilfe dieser letzteren Formel i d  aber die Transformation einer 
G a u  s s'schcn Summo in eine andero gcleistet; und mit Hilfe dieser Formel 
kann man leicht jenes fragliche Vorzeichen bestimmen: , Die Bestimmung 
desselben tritt  in E ~ i d e n z . " ~ )  I n  der oben citirten Abhandlung geht aber 
K r o n e c k e r  noch einen Schritt weiter; e r  weist d a  auch nach, dass mit 
Hilfe der G a  u s s'schen Summen die Transformation der Thetareihen sich 
bewerkstelligen lasst. E s  genügt hier, darauf hingewiesen zu haben. 

Ein Punkt  ist aber noch anzuführen: der Zusammenhang der C a u c h y -  
schen und D i r i c h l e t ' s c h e n  Arbeit. Wie wir sahen, ist  D i r i c h l e t ' s  
Vorzeichenbestimmung abhangig von den Formeln Dl und D2 und von der 
Substitution D,, die C a n  c h  y's von der Substitution KI und den Formeln 
K, und K3. - D, und D, drücken aber die Grenzwerthe von Thetareihen 
aus ,  aus denen mit Hilfe der Substitution D,, aloo mit Hilfe einer Trans- 

1) Berl. Mon.-Ber. 1880, S. 686, 854. 
2) K r o n e c k e r ,  Berl. s on.-~er. 18S0. 
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formation derselben jenes Vorzeichen gewonnen mird. D i r  i c h l  e t bestimmt 
also erst den Grenzwerth einer Thetareihe nnd transformirt dann dieselbe. 
C a u c h y  schlagt den umgekehrten Weg ein: er transformirt erst eine Theta- 
reihe durch die Substitution b g x  logy = 1 und geht dann zur Grenze 
liber, durch welche Operation er aus .K2 die Formel K, erhglt. Auf diesem 
Umstand beruht , wie K r  o n e  c k e r bemerkt , der ganze Unterschied der 
Arbeiten von D i r i c h l e t  und C a u c h y .  

Wir kommen nun zu den Beweisen, welche sich direct auf die Formel 
P-1 

A ) ,  d .  h. auf (y, - y,)e= (-1)" p gründen. Wir  beginnen mit dem 
sechsten Bewek von G a u v s  und schliesven an denselben den von C a u c h y  - 
J a c o b i - E i s e n s t e i n  an. 

Bezeichnet - nach dem sechsten G a u s  s'schen Beweise - G die Reihe 

x g  - 2-9 + xg' t . . . - xgP-', wobei g eine primitive Wurzel von p ist , 
so ist zunachst 

G 9 - G q ~ O w t o d q ,  wenn Gp=xQ-.qg+ - .. .  ist 

oder, wenn X eine ganze Function von x ist: 

Setzt man ferner Q s gr  modp,  so ist: 

wo W wiederum eine ganze Fiinction von x ist. 
Bus dem System Gleichungen: 

$ g k  G - xsk+sL + x ~ k t i + # k  - + . . . $ d P + g k  = x g t + I  { ( x g t - g k - '  - 1 )  +. , .1,  
k = O ,  1, . . .  p-2 

erhiilt man ferner durch rein algebraische Betrachtungen: 

wo Z ebenfklls eine ganze Function von x kt. Hieraus folgt aber: 

worin Y dieselbe Eigenschaft wie X, W, Z hat. 
Aus den Formeln 1)-4) ist nun das Reciprocitatsgesetz leicht ableitbar. 
Auf den ersten Blick scheint e s ,  als ob der G a u  s s'sche sechste Beweis 

seine Hilfsmittel lediglich der Functionentheorie cntlehne; aber bei genauerer 
Retrachtung zeigt sich, dass das G nichts Anderes ist ,  als die Differenz 

Yi- Yz- 
Wenn man nun den allgemeineu Charakter von x in G beochriinkt, 

d. h. dcm x spccielle Werthe beilegt, so ist zu erwartcn, dass sich jener 
Gauss 'sche Beweis vereinfachen wird. Und dies ist in der That der Fall. 
J a c  O b i und C a u c h y  lassen x eine imagintire Wurzel von X P  = 1 sein 
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E i s e n  s t e i  n setzt geradezu x  = 1. Principiell sind diese drei Beweise unter 
einander und von deni Gauss 'schen sechsten Beweise nicht verschieden. 

Wir  
Natur n i  

sind dies 
Was 

wie auch 
lung der 

haben nun zwei Reweise zu betrachten, welche arithmetiachcr 
sein scheinen und ihre Quelle doch in der Kreistheilung haben. Es 
E i s e n s t e i n ' s  zweiter und L e  b e s g II e's erster Beweis. 
zunachst den Beweiv von E i s e n s t e i n  betrifft, so beruht dieser, 
schon L e  b e s g u e l )  bemerkt, auf einer eigenthümlich'en Entwicke- 
Potenz : 

{ ~ ( f ) ~ i ] ~ ~  i = l ,  . . .  p-1. 

E i s e n s t e i n  setzt: 

Die eingeführten v-Functionen sind also die Coefficienten der Variahelcn in 
der Entwickelnng jener Potenz nach eben dieser Variabelen. d u f  rein arith- 
metischem Wege werden die Werthe für bestimmt, wodurch als End- 
resultat : 

Diese Formel giebt das Reciprocitatsgesetz, wenn man bedenkt, dass in 

- (P) nur einrnal die a gleich werden ktinnen, weil 

q <Y - 1 m o d p  nur eine L6sung sulZsst. 
Der Beweis von L e b e s g u e  ist nach R a c h m a n n e )  von dem E i s e n -  

s t e i n 'schen nur dadurch verschieden, dass L e b e s  g u e an Stelle von 

(2 (+) x l ] p  die Potenz I X ~ { Y  anwendet. Dxnn wird: 

(x + x4 + . - . + X ( P - - ~ ) ' ) V  = !n"Y + TLq Z'za + n'q2'x3', 

worin a die quadratischen Reste, ù die yuadratischen Kichtreste Modulo q 
bedeuten und 

fi, die Anzahl der Losungen von x , ~  + . . . + xq2 O nzodl~, 

lûq ii 7 1 17 I V  ,, qZ S. . . . + ry2 = CI modp 
und ,, 9 1  7 1  3 1  ,, x," +. . . + xq2 2 7> m o d p  ist. 

Die Uestimmung der n. ergiebt das Re~i~roci tatsgesetz .  

I n  dem siebenten Gauss'schen Beweise, der, wie wir spzter selien 
werden, eigenilich der dritte is t ,  trit t  ein neuer Gesichtspunkt zu den bis- 

PL 
herigen hinzu. Durch Anwendung der Formel (yi -yz)' = (- 1) 9 uud 

1) L i o u v i l l e  J.V. 
2 )  Yorlesungen über Kreistheilung. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ueber das qnadratische Reciprocitatsgesetz. 27 1 
P ----_ -- -----_Y__ 

der lielation 1 +y, +y, L- O ergiebt sich niimlich, dass y, und y, Wurzeln 
der quadratischen Gleichung 

O - 1 

sind, welche durch die Substitution y = 2 s  + 1 übergeht in  die folgende : 
P A  

B y2 = (- 1) " = GB. 

Man verwandelt die Gleichung B) oder A) in Congruenz Nodulo Q. Die 
Moglichkeit oder Unmoglichkeit derselben kann auf doppelte Weise bestimmt 
werden und die Vergleichung der beiden Relationen ergiebt unsere bekannte 
Formel. 

Der Beweis endlich von L i  ou  v i l l e  nimmt unter den in diesem Capitel 
analysirten Beweisen eine Lhnliche Stellung ein , wie der von K r  o n e  c k e  r 
unter den Bewciscn durch Reduction; L i  O u v i l l e  umgeht das Princip der 

xF - 1 
Krcistheilung und führt dafür das Princip der Reduction ein. Aus --- 

2-1 
zP -7. 

= (x -&(x - 84),  . . . (x - e2@ -')) - p ist  primitive Wurzel von --- = O  - 2-1 
erhilt er, wenn er z = 1 setzt und die beiden Seiten der Gleiçhung auf die 
q - l L e  

2 
- Potenz erhebt : 

oder 

Durch Einführung des G a u  s s'schen Lemmas folgt aber unsere Formel, wenn 
@'Y- -a'? 

man noeh bedenkt, dasa ( ia $-a ) = + 1 wird , jc nwhdem a 4 einen 

positiven oder negativen absolut klcinsten Rest Modulo q giebt. Obgleich also 
die Beweise durch ,,Kreistheilung " nicht so zahlreich sind, wie die durch 
::Reduction6', so ist  doch auch d m  Princip der Kreistheilnng, wie wir 
gesehen, in die verschiedensten Formen gegossen worden. - Geradezu be- 
deutende Arbeiten dind die von D i r i c h l e t  und C a u c h y ,  in denen das 
berilhmtc Vorzeiehen von yl - y, bestimmt wird. 

Zum ersten M d e  - wir kommen darauf i n  den Schlussbernerkungen 
zurück - ist  der Beweis von G a u s s  mit Hilfe der Periodencongruenzen 
geliefert worden : die Moglichkeit, die Losbarkeit oder Unlosbarkeit der 

P A  

Congruenz y" (- 1) p mod q auf zweifache Weise auszudriicken , führte 

m m  Ziele. 1811 ver8ffentlieht.e er ferner seine berühmte ,,Summatio qua- 

rund. serier. sing. etc.", welche den vierten Beweis enthëlt, der sich stützt 
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-C-_*_XIXX_IIY~WI--C-_*_XIXX_IIY~WI- 

auf G - = - G - = - (yl -y,); 1818 bereits den sechsten Be- (9") (4) (8) ( Y )  
weis, der nicht von y, - y,, sondern von (y,-yJZ abhangt. J a c o b i ,  
C a u  c h y und E i s e n  s t e i n vereinfachten diese letzteren Darlegungen da- 
durch , dass sie der bei G a u s s  beliebigen Variabelen x specielle Werthe 
beilegten. - L i ou  v i l  1 e führte an Stelle des ,, Princips der Kreistheilung " 
das ,,Princip der Reduction" ein und zeigtc dadurch wiederum, wie innig 
die verschiedenen Zweige der Zahlentheorie iinter einander verwandt sind. 
E i s  e n s  t e i n  und spiiter L e  b e s g u  e weisen nach, dass die Coefficienten in 

der Entwickelung von (2 (i) z~ ] resp. ( ~ z i ' / q ,  (1 = 1 . . . p - 1) naeh 

x gewisse zahlentheoretische Eigenschaften haben, welche aur Herleitung 
des Reciprocitiitsgesetzes geeignet sind. 

In der genialen Summatio G a u s s '  jedoch, welche die so schwierige 

Bestimmung des Varzeichens der Quadrataurzel in  yl - = 1 /(- lFp 
gab,  war noch ein dunkler Puukt  iusofern, als jene Bestimmung, unter 
arithmetischen Operationen verdeckt, nicht dic klaro Quellc erkennen Issst, 
aus der sie fliesst. Mannigfache Versuche wurden gemacht, diese Quelle 
zu finden. D i r i c h l e t  gelang ein bedeutender Schritt vorwirts , doch scheint 
e r  selbst die Wichtigkeit und Tragweite seiner Arbeit noch nicht viillig 
crkannt zu haben. C a u c h y  gebührt das Vcrdienst, uns gelehrt zu haben, 
dass das Vorzeichen jener Wurzel bei der Transformation von Thetareihen 
,, in Evidenz tritt  '' - wie sich K r  o n e  c k e r ausgedrlickt , welcher in licht- 
voller, eleganter Weise die D i r i c h  1 e t  'scheu und C a u  c h y  'schen Abhand- 
lungen bespricht. Die Thatsache aber, dass jenes Vorzeichen von y, - y, = G 
seinen Ursprung ha t  in der Theorie der Thetareihen, ist  wieder ein Beleg 
dafür, dass die hiihere Arithmetik mit den verschiedenartigsten Gebieten der 
Mathematik in  Connex steht. 

V. C a p i t e l .  

Ueber d ie  Beweise, welche sich auf  Satze ana der  Theorie 
d e r  qnadratischen Formen stiitzen. 

1. Anlangend den Beweis von G a u s s ,  so ist desoen Hauptnerv, wie 
K u m m e r  l) sagt ,  die Thatsache, dass die Anzahl der wirklieh vorhan- 
denen Genera hochstens halh so p o s s  k t ,  als die Anzahl der angehharen. 
G a u s s  zeigt nun , dass , wenn das Reciprocitatsgesetz nicht s ta t t  hatte, jene 
Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter grosser sein mtisste, alu die 
Hiilfte der Anzahl der angebbaren. - G a u s s  unterscheidet bei seinem Be- 
wcise vier verschiedeno Fiille, die sich aber bei passendcr Bezeichnung , wie 

1) Abhandl. d. Berl. Akad. 1859. 
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D i r i c h l e t ' )  gezeigt hat,  auf zwei reduciren lassen. Wir  sind auch hier 
dem Vorgange D i r i c h 1 e t ' s  gefolgt. 

2. Der crste Beweis von K u m m e r  fcïner beruht im Wesentlichen auf 
Eigenschaften der Pel l ' schen Gleichung t2 - Du2 = 1, woraus die folgende 
Gleichung sich ableitet: 

Diese Gleichung liefert die Relationen: 

Zur Ableitung des Gesetzes lasst nun K u m m e r  U verschiedene Werthe an- 
nehmen. Sind p  und p' Primzahlen von der Form 4.n + 3 ,  Q und Q' solche 
von der Form 4 n + l ,  so setzt K u m m e r :  

1) D = p p ' ,  I I )  D = p p ' q ,  I I I )  D = p p f q q ' .  

I m  ersten Falle kann D aiif 4, im zweiten ailf 8,  im dritten auf 16 vcr- 
schiedene Weisen in zwei Factoren zerfallt werden. K u m m  e i  schliesst nun 
zunkhs t  die Falle der Zerlegung aus, i n  denen W. resp. m' gleich Eins 
werden, so dass 2 rcsp. Ci resp. 14 Zcrlcgungcn von D  restiren. Nun 
nimmt er an im zweiten Falle, p' sei so wiihlbar, dass 

sci, im dritten Fai le ,  p und p' scien so wahlbar, dass 

seien. Die Zulassigkeit dieser Annahme ist aber von D i r i c h l e t  nach- 
gewiesen worden, wie bereits bemerkt wurde. 

Dcr zwcite Bcweis von K u m m e r  gründet sich auf das Lemma, dass, 
wenn eine Primzahl r darstellbar ist durch eine quadratische Form von der 
positiven oder negativen Determinante q EZ 1 m o d 4 ,  welche die Hauptform 
nicht is t ,  eu stets eine ungerade Potenz von r giebt, welche durch die 
Hauptform darstellbar ist. In Zcichcn: 

, . 2 h + l _  - x  a -qy2 .  

Hieraus erhalt man durch Unterscheidung von 

q = - p ~ 1  mod4, ~ = + p _ l  mod4 

und dadurch, dass man r gleich 4% + 1 , 4% + 3 setzt;, das ReciprocitLts- 
gesetz. 

1) D i r i c h l e t ,  Vorlesungen über Zahlentheoric. 

Hiut.-lit Aùttilg. d. Zeitsclir. f. Math. u. Phys. XXX, 6 .  
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Schlussbemerkiingen. 
Irn Folgendeu wollen wir noch eiuige historisuhe Anmerkungen machen 

über die im ersten Abschnitt zusammengestellten Beweiçe. 
Die chronologische Reihenfolge derselben ist nachstehende. (Dabei be- 

deutet:  J Beweis durch Induction, R Deweis durch Reduction, E Beweis 
durch Kreibtheilung, F T h  Heweis durch Puuctionentheorie , E' Ueweis durcli 
Formenlehre.) 
- - - 

1. 
II. 

111. 

IV. 
v. 

VI .  
VII. 

VITI. 

IX. 
X. 
SI. 

XII. 

- - -- 

1. Beweis v. Gauss 
2. Beweis v. Gauss 
7.  und 8. Beweis v. 

Gauss (Lcbesguc) 
3. Ueweis v. Gauss 
4. Beweis v. Gauss 
5. Beweis v. Gauss 
6. Ueweis v. Gauss 
Beweis v. Cauchy 
Bew. v. Jacobi (VIII) 
1. Heweis v. Eisen- 

stein (VIII) 
2. Uew. v. Eisenstein 
3. Bew. v. Eisenstein 
4. Uew. v. Eisenstein 
Beweis v. Liouville 

XIX. Beweis v. Kronecker 
XX. ' Beweis v. Bounia- 

kowskj 
XXI. ; Beweis v. Schering 

Die im 1. Capitel des ersten Abschnittes gegebene Einleitung überhebt 
mich hier der Mühe, auf die Streitfi-age, die Prioritiit der Aufstellung des 
Reciprocit%tsgesetzes betreffend, einzugchen. Bemerken will ich nnr noch, 
dass sieh L e g e n d r e  in einem Briefe a n  J a c o b i 2 )  daiiiber beschwert, 
dajs G a u s s  für sich die Auffindung des Reciprocititsgesetzes in Anspruch 
n ~ h r n e . ~ )  Wie wir aber gesehen haben, war weder G a u  s s noch L e g  e u d r e 

der Entdecker jcnes Gesetzes ; vielmehr gebührt E u 1 e r dieses Verdienut. 
In  Reziig aof die ehronologische Reihenfolge der Gauss 'schen Be- 

weise halte ich einige Bemerkungen für geboten. K r  o n e  c k  e r 4 )  nimrnt, 
a n ,  dass die Beweise in der folgenden Reihenfolge eutstanden sind : 

l., 2., 4., 6 . ,  3. ,  5. 

1) Atti della Acc. Pontif .  deiNuoviLineei, XXXI, var mirleider nicht zugknglich. 
2) Cre l le  LXXX, S. 217, oder J a c o b i ' s  Werke 11, S. 151. 
3) Disqu. arithm., Art.  151. 
4) Berl. Mon.-Ber. 1875, S. 272. 
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Dagegen ist Uancherlei einzuhalten. Die von G .à u s s in den Disqu. Arithm . 
versprochenen , Duas d i a s  demonutrationesu sind nicht der vierte und sechste, 
wie K r  o n  e c k  e r  annimmt, sondern zwei Beweisn, die gar nicht bei Leb- 
zeiten G a u s s '  gedruckt worden sind. Sie befinden sich im Nachlass.'). 
Der eine is t  der mitgetheilte siebente Beweis, der andere (der achte) ist 
diescm so Bhnlich, dass er nicht als selbstindigcr Bewois aufgez&hlt worden 
ist. G a n  s s 2 )  sagt selbst von dem siebenten Beweis: ,,Haec igitur est 
tcrtia theorematis fundamentalis Ca;]. IV  completa demorntratio. " Weiter 
nennt e r  in der Anzeige seiner ,,Theorematis arith. dem.  no^.'^) den dritten 
Beweis (den ersten durch Reduction) den fünften Beweis, so dass die Reihen- 
folge sich so gestaltet: 

1 . , 2 . , 7 . ( 8 . ) , 3 . , 4 . , 5 . , 6 .  

Wahrscheinlich hat G a u s s  den siebenten und achten Beweis nicht ver- 
offentlicht, weil er die Fortsetzung der Disquisitiones beabsichtigte. Und 
in der That würde die Lehre von den Periodencongruenzen (Kreistheilung), 
auf die sich der siebente und achte Beweis stützt,  einen Theil dieser Foit- 
setzung ausgemacht haben. So kam es,  dass nach ziemlich 60 Jahren 
L e  b e s g 11 e denselben Beweis , den schon G a u s s  kannte, von Neuem fand.') 

Noch zu erwahnen ist die Prioritat des Beweises von C a u c h y  gegen- 
über den Beweiseu von J a c o b  i und E i s e n s t e i n .  Alle drei Autoren sind 
selbstindig zu ihren Beweisen gekorrinien , derin der Vorwurf J a c  O b i's 5), 

E i s e n  s t c i n6) habo scincn Beweis nus J a c O bi 's Vorlesungen entnommen, 
ist durch die Entgegniing E i s e n s  t e i n 's  ?) als widerlegt anzusehen. 

zum crsten Male is t  der Beweis von C a u c h y - J a c o b i - E i s e n -  
s t e i n 1829 im Septemberheft des Bullctin de Périissac (mat,h. Abt,h.) ab- 
gedruckt. J a c o  b i  ha t  seine Arbeit L e g e n d r e  mitgetheilt, der sie in 
die 1830 erschienene dritte Auflage seiner Théorie des nombres aufgenom- 
men hat.  L c g e n  d r e  sagt von diesem J a c  O b i'schen Beweisesj : ,,C'est lu 
plus simple entre toutes les démonstrations connues de cette propositiolz fan- 

damentale." Im Uebrigen erwahnt L e  g e n d  r e J a c O b i auch nicht. 

Schai~en wir nochmals anf unsere Beweise zurück, so sehcn wir,  liegcn 
die Principien clerselben keimend schon in den G a u s  s'schen Beweisen. 
Es  muss unsere hochste Bewunderuug erregen, wenn mir uns vergegen- 

1) Gauss '  Werke II,  S. 233. 
2) Gauss' Werlre I I ,  S. 234. 
3) Gauss '  Werke I I ,  S. 151. 
4) Aus dern Vorstehenden geht auch hervor, warum gewisse Beweise in der 

Tabelle S. 274 keine Numinern haben. 
5) C r e i l e  J. X X X ,  S. 172. 
6) C r e l l e  J. XXVIlI, S. 41. 
7) Cre l le  J. XXXV. 
8) Table des matières, S. XII[. 
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wiirtigen, was G a u s s  in  20 Jahren i n  der Arithmetik allein geleistet hat. 
Die verschicdensten Gcbiete der Mathematik sehen wir durch ihn verbundcn: 
Ungeahnte Wege, man denke nur  an die Kreistheilung, ha t  e r  auf diesem 
Felde aufgefunden, gebahnt und geebnet; Brücken über Abgründe ge- 
schlagen , welche verschiedene mathematische Disciplinen so schroff trennten, 
daos vor ihm Niemand an eine Verhindung der getrennten Thcile denken 
mochte, noch konnte. Und der unermlidliche Pionier fand treffliche Nach- 
folger. Zunachst wurde seiu sechster, der Zeit nach letzter Beweis fast zu 
gleicher Zeit von C a u c h y ,  J a c o b i  und E i s e n s t e i n  vereinfacht. 
50 Jahre kaum nach dem Erscheinen des ersten Beweises wer auch der 
dritte und fünfte Beweis in eleganter geometrischer Fassung dem Publikum 
vorgelegt, war das Princip der Kreistheilung in eine andere Form gegossen 
und hatte das Princip der Reduction eine bedcutende functionentheoretische 
Erweiteriing erfahren, so dass da3 quadratische, cubische und biqiiadratische 
Gesetz ans einer Quelle floss. Dies alles that einer, E i s e n s t e i n .  - 
1847 zeigte L i O u v i 11 e die Verwandtschaft der Beweise durch Reduction 
und Krcistheiliing ; in  demselben Jahre fand L e b e s g u e einen dem F, i s e n - 
s te in ' schen  ahnlichen Beweis durch Kreistheilung, 10 Jahre spliter den 
unbekannten siebenien G a  u s  s'schen Beweis. 1852 machte G e n  o c  c h i  das 
L e  g e n d r e 'sche Symbol (von J a c O b i mittlerweile bedeutend verall- 
gemeinert) abhangig von der Differenz der Vorzeichen gewisser algebrai- 
scher Surnmen. 

Bis jetzt hatten die Mattiematiker, mit Ausuahme E i s e n s t e i n ' s  , nur 
den Beweis für  die quadratische ReciprocitMtsformel erbracht. Da ver- 
tiffentlichte K u m  m e r  1861 zwei Beweise des quadratischen Gesetxes , die 
sich verallgerneinern liessen für  nte Potenxreste. Mit Hilfe der Theorie der 
Formen gelang die grosse That. K u m m e r ' s  Arbeit bedeutet einen Mark- 
stein in der Entwickelung der Zahlentheorie. 

Eine zehnjahrige Pause t ra t  ein: das Interesse a n  dem Reciprocitats- 
gesetz schien erkaltet zu sein; da  kam i n  den siebziger Jahren ein grosse: 
Aufschwung. Sieben Beweise sind in dieser Schrift mitgetheilt, die in 
einem Jahrzehnt (von 1870 - 188O) entstandcn sind. Merkwürdigcrweise 
liegt s%miiitlichen sieben Beweisen das Princip der Reduction zu Grunde. 
Wollte man vielleicht ans diesem das allgemeine Gesetz herleiten? S t e r n  
geht auf den fünften Gauss 'scheu Beweiv zurück und findet eine wichtige 
Verwandtschaft ~wischen den Glicdcrn der halbcn Rcstsystemo ahp modq, 

- h = l ,  ... - b h q m o d p  @ = 1 ,  .-. - 
2 

P-'). Z e l l e r  und P s t e r s e n  
2 

vervollstiindigten diese Darlegungen. B o u  n i a k O w s k y fiudet eine merkwür- 
dige Zerlegung der Zahl p resp. v .  S c  h e r i n g  weist nach, dass das p in 
leicht angebbarer Weise von den Vorzeichen gewisser algehraischer Ausdriicke 
abhangt , die ahnlich denen G e  n O c c hi 's gebaut  eind. K r  o n  e c k e r ,  der 
schon 1876 die Vertauschbarkeit des Princips der Induction mit dem der 
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Reduction gelehrt hatte, stellte das Symbol (f) als das Vorzeichen eines 

Productes dar , dessen Factoren G e n  O cc h i  - S c h e r  i n g 'sche Ausdrücke sind, 
und zeigt auch ferner , wie G a  u B s'sche Betrachtungen über Grossen [a], 
von denen der dritte Gauss 'sche Beweis abhsngt, zu der h6chst eleganten 
Formel 

leiten. Vo i g t benutzte die Methode des dritten G a  u s s'schen Beweises, 
macht aber den Beweis des Rcciprocitatsgesetzes abhangig von der Anzahl 
der Zahlen h i n :  

CJ 
k p = h q + r ,  r S a  

bei vorgegebenem k. B u s c h e endlich vereinfachte den B o u  n i a k O w s k y- 

schen Beweis durch Anwendung eines sehr eleganten Hilfssatzes, nach 
welchem das Reciprocitatsgesetz allgemein gilt ,  wenn es für  specielle Falle 
sich erweisen lasst. 

Zum Schlusse sei noehmals erwahnt, dass es C a u c h y  gelang, das 

i aus der ,,Summatio" her berühmte Vorzeichen von (- 1) p aus der 

Transformation von Thetareihen herzuleiten. 
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Recensionen. 

Bemerkungen zur  Recension des Herrn Professor Kurz 
über folgende Schriften: 

WEYRAUCH, Theorie elastischer Xorper, 1 8 3 4 ;  
--, Anfgaben znr Theorie elastischer Korper, 1885; 
- -- , Da8 Princip von der  Erha l tung  der  Energie  sei t  Robert  Meyer, 1885. 

Herr  K u r z  beginnt mit der Behauptung, ich habe mich m i t  s e i n e r  
A b  s i c  h t ,  die Besprechung der ,,Theorieu bis znm Erscheiiien der ,,Ailf- 
gabenu zu verschieben, b r i e f l i c h  c i n v e r s t a n d e n  e r k l a r t .  Da hierbei 
zu meiner Ceberraschung auf eine vom Recensenten eingeleitete Privatcorre- 
spondenz Rezug genommen is t ,  so wird auch m i r  gestattet sein, bei Rich- 
tigstellung des Sachverhalts davon Gebrauch zu machen. Herr Prafessor 
K u r z  schrieb mir am 17. December 1884: 

.Wie ich mit F'reuden die Frage des IIerrn Professois C a n t o r  
bejahte, ob ich eine Besprechung Ihrer Theorie elastischer K6rper über- 
nehmen wollte, so wuchçen die Sorgcn beiin Durchlrsen derselben, ob ich 
der tibernommenen Aufgahe gewachsen sei. Ich hatte anfsnglich geglaubt, 
im August,  den ich grtisstentheils hier (in Augsburg) verbrachte, die 
Diirchlesiing vollenden zu konnen; aber erst im October und bis jetzt, habe 
ich dieselbe nolhdürftig nebcn meinen anderen Obliegenheitln zu Ende 
gebracht,  wobei mich auch noch eine diphtheritische Anwandlung unter- 
brach. 

So fasste ich denn seit einigeï Zeit den Entschlnss, Sie urn einige 
Notizen und winke angehen zu wollen über diejenigen Punkte, welche 
Sie zu einer gerechten Würdigung Ihres Buches als besonders gehorig 
betrachten , und glaube, . dass ich mit solcher Unterstützung b i s  R e u j  a h r  
meiner Aufgabe mich entledigen konnte, so dass die Besprechung noch 
im ersten Hefte des niichsten Jahres e r ~ c h i e n e . ~  

Iüh beschrBnkte meine Antwort auf e i n i g ~  (in der flecension zum Theil 
wiedcrgegebene) allgemeine Bemerkungen über fraglichc Arbeit , wies auf 
die bereits erschienenen Recensionen hin und stellte meinerseits Herrn K u r z  
ariheim, die Besprechung bis m m  Erscheinen der Aufgaben hinauszuschieben. 
Von dieser Anheimgabe hat Herr  Professor K u r z  laut Schreibcn vom 
24. December 1884 Gebrauch gemacht. 

Rezüglich der Schwierigkeit des Studiums will ich mit dem Recensenten 
nicht streiten, über solche Dinge pflegen die Meinungen verschieden zu sein. 
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Im Gegensat,ze zu Herrn K u  r 7, findet Herr Professor G ün  t h  e r  - Ansbach, 
dass miissige Kenntnisse in der Infinitesimalrechnung m m  Verstiindnisçe hin- 
reichen. Uebrigens giebt Herr K u r z  zu ,  dass die ,Theorie1' dem Studium 
neniger Schwierigkeiten als andere Werke ahnlicher Art bereito. 

Die nemerknng des Recensenten, dass in  5 1 die bekannte Beschleu- 
nigung , specifische MassenkraftU gennnnt sei , ist  unrichtig. IIerr K u  r z 
hat tibersehen , dass auch Oberfliichenkriifte Bcschleunigungen erzeugen 
k6nnen (vergl. G r  a s  h o f ' s  Hydraulik, 1874, S. 4; K i r c  hl1 o f f's Mechanik, 
1877, Vorlesung 11 ; W e y  r a u c  h'a Theorie elastischer Korper, 1884, S. 4, 
25 u. S. W.). 

Herr  Professor K u  r z  bernerkt ferner, dass in  5 2 ,,der e1:~stischen 
Kachwirkiing mit acht Zeilen gedacht sei' '. Bekanntlich hat jener Begriff 
bei der allgemeinen Behandlung elastischer Korper vorlaufig überhaupt noch 
keine Verwendung gefundcn (vergl. die einschlagenden Werke von L a m b ,  
B e e r ,  C l e b s c h ,  S a i n t - V e n a n t ,  G r a s h o f ,  W i n k l e r ,  K i r c h h o f f ,  
K l e i n ,  C a s t i g l i a n o  u. S. W . ) ,  so dass auch di? acht Zeilen noch fehlen 
konnten. 

I n  5 5 soll ,,schon Manches dem mündlichen Unterricht oder sonst 
ouviel dem Privatverstandnisse des Studenten (im dritten Semester) iiber- 
lassent' sein. Hierzu sei bemerkt, dass die Theorie weder in  erçter Linie 
für  Studeriten, noch gar  für solche irn dritten Seniest,er bestinimt ist. Das 
Wescntlichc liegt in dcm der Sache odcr Darstellung nach Neuen, mie an. 
dere Recensionen (von G r  a s  h o f ,  R i t t e r ,  W i t t  m a n n )  auch aneikannt 
haben. Ware übrigens selbst bezüglich der Studenten im dritten Semester 
die Bemerkung des Herrn K u r z  richtig, was ich bestreite, so würde sie 
dadurch a n  Gewicht verlieren, dass die i n  5 5 behandelt,en ,, DrehungeniL 
nebeu den ,,GleitungenL' vollstzndig entbehrlich sind und thatsachlich in 
obigeu Schriften keiiie Verwendung gefunden haben. 

Die Besprechung der ,, Aufgaben" beschrankt sich auf einige Berner- 
knngen zum Inhaltsverzeichnisse. Wenn es dabei heiszt, dass zu jeder Auf- 
gabe die Nummer des Paragraphen angegeben sei, welcher zur Losuiig nach- 
geschlagen werderi soll, so ist das wieder riicht ganz richtig. I ch  habe nur 
angcführt, nach welchcm Paragraphcn die bctrcffendc Aufgabe eingcschaltet, 
gedacht war, ohne dass die gegebene Reihenfolge eingehalten zu werden 
braucht. 

Was Herr  Professor K u r z  schliesslich in Bezug auf die dritte obiger 
Schriften aussagt , beruht auf ciner Vermechselung. I c h  soll nach R o b  e r  t 
Ma. y e r  Fallkraft, Bewegung (!) , Wiirme (!), Magnetismus etc. als Kraft- 
formen aufführen , wogegen Herr K u  r z ,  welcher vorstehende Ausrufungs- 
zeichen anbringt, Kraft nur als Masse mal Beschleunigung gelten lassen 
will. I n  Wahrheit handelt es sich an der bctreffcnden Stclle um einc Inhalt,s- 
angabe Ton Schriften R o b e r t  Ma y e r ' s  , welche noch d a m  durch folgende 
Worte eiugeleitet ist: ,,Will man die Frage  (nach der Prioritàt M a y e r ' s )  
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prüfen, BO ist zu beachten, dass M a y e r  mit Anderen Kraft nennt, was 
man heute, einen Ausdruck T h  O m a 3 Yo u n g 's adoptirend, als Energie 
bezeichnet." Da im ganzen übrigen Verlaufe der Schrift (ausserhalb II) 
der hl a y e r 'sche und H e  1 m h O 1 t z 'sche ,, Begriff Kraft " Energie oder Ar- 
beitsfahigkeit genannt is t ,  so erscheint kaurn begreiflich , wie die Verwechse- 
lung bestehen bleiben konnte. 

Der  Gnterzeichnete bedauert, die Geduld der Leser etwas lange in 
Anspruch geiiommen xu hahcn. Allein es konnte ihm iiicht gleichgiltig 
sein, an hervorragender Stelle über drei seiner Schriften, welche das Re- 
sultat anstrengendei Arbeit bilden, ohne jedes Eingehen auf den wesent- 
lichen Inhalt in einer Weise abgeiirtheilt zu sehen, welche mindestens der 
nothigen Vorsicht ermangelte. 

S t u t t g a r t ,  August 1885. J. J. WEYRAUCH. 

Bibliotheca mathematiy,  herausgegeben von GUSTAF EXESTROM. 1884. 
Stockholm, F. & G. Beyer. Berlin, Mayer & Müller. Paris ,  A. Her- 
mann. 

Eine neue Zeitschrift, welche i n  vierteljahrlichen Heften erscheint und 
deren erster Jahrgang 62 jr. zweispaltige Seiten umfasst;. Dia Zeitschrift 
ersetzt alles Das,  was wir durch unsere jedem Hefte dieser Zeitschrift bei- 
gegebenen Bibliographien und durch unsere beiden alljlihrlich erscheinenden 
Abhandlungsregister unseren Lesern zu bieten wünschen. Ein wesentlicher 
Unterschied hesteht nur  darin, dass Herr  E n  e s t r 6 m Rücher und Abhand- 
lungen gemischt, und zwar nach der alphabetischen R,eihenfolge der n'amen 
der Verfasser angiebt. Ausserdem findet sich in jedern Hefte eine recht 
dankenswerthe geschichtliche Notiz aus der Fcder des Herausgebers: 1. No- 
tice sur  un  mémoire de Chr. Goldhach, relatif à la sommation des séries, 
publie à Stockholm en 1718; 2. Notice sur  un nouvelle édition de  Dio- 
fantos, préparke par  X. P a u  1 T a n n e  r y  ; 3. Notice sur  les versions latines 
des 6kments  d'Euclide, publiees en Suède; 4. Notice sur les premières tables 
de logarithmes publiées en Suède. CANTOR. 

Saggio d i  Tavole de i  logaritmi qnadra t ic i  del Conte ANTOKINO DI PRAM- 
PEBO. Udine 1885, G. B. Doretti e Soci. IX ,  53 pag. 

Unter dem quadratischen Logarithmus der absoluten Zahl N, oder unter 
Lq. N =  s versteht Herr  P r  a m  p e r  O diejenige Zahl , welche der Gleichung 
N =  (a)e" genügt, wo a > l  aber sonst beliebig gewBhlt wird. Sol1 nun 
die Et' Potenz oder die Ete Wurzel aus N geàucht werden, so ist offenbar 

im ersteren Falle NE = a E .  2", und sofern E = 2Y (oder y=- ist 
log a 
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L.2z- 
(a)zz-v oder L ~ .  (7x1 = 1. -y zweiten Falle ist f'%= a" - 

~. 

Zog F: 
= L,.N- -. Man hat a190 nur den von der Zahl E abhangigen Quo- 

log 2 
log E: 

tienten -- zu berechnen , um zu jeder Zahl N sowohl Lg. NE 21s Lg .?;Y 
log 2 

durch eine einfache Addition beziehungsweise Subtraction zu erhalten. Bei 
E = 2 ist jener Quotient offenbar 1, bei E = 3 ist  er 1,584962, bei E= 4 
i ç t  er 2 u. s. W. Mithin L,. ( N Z )  = L q . N +  1, L,. (JN) = L,. N -  1;  
Lq. ( N 3 )  = L q . N +  1,584962, I J ~ . ( ~ N )  = L4.N-1,584962 u. S. W. Lohnt 
dieser Vortheil die Berechnung einer Tabelle der quadratischen Logarilh- 
men, mittels deren man,  unter Anwendung der nothigen Interpolationen, 
zu jeder Zahl den quadratischen Logarithmus, zu jedem quadratischen Lo- 
garithmus die zugehorige Zahl finden kann? Der Verfasser hat diese Frage 
offenbar bejaht und derartige Tafeln hergestellt, welche in  hochst eleganter 
Ausstattung durch den Druck vervielfliltigt wurden. CAXTOR. 

Bibliographie 
vom 1. September bis 31. October 1885. 

Periodieche Schriften. 

Sitzungsberichte der mathem.-physikal. Classe der konigl. bayer. Akademie 
der Wissenschaften. Jahrgang 3 883, 3. Heft. Müncheri , Franz. 

1 Mk. SO Pf. 
Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissensahaften in Wien, mathe- 

mat.- naturwissenschaftl. Classe, Abtheil. II. 91. Bd., 3. Heft. Wien, 
Gerold. 10 Mk. 

Publicationen des ast,rophysikalischen Observatoriums i n  Potsdam. Nr. 16. 
Leipzig, Engelmann. 4 Mk. 

-, 4. Bd. 1. Thl., herausgeg. von C. VOGEL. Ebendaa. 1 7  Mk. 
Jahrbücher der konigl. ungar. Centralanstalt für Meteorologie und Erdmagne- 

tisinus, herausgeg. von G. SCHENZL. 13. Bd. Jahrg.  1883. Budapest, 
Kilian. 10 Mk.  

Beobachtungen im astrophysikalischen Observatorium zu O - Gyalla , heraus- 
geg. von N. v. KONKOLY. 7. Bd. Jahrg. 1884. Halle, Schmidt. 10 Mk. 
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Journal  für reine und angewandte Mat,hematik. (CRELLE.) Herausgeg. von 
L. KRONECKER und K. WEIERSTRASS. 99. Bd. 1. Heft. Berlin, G. 
Reirner. compl. 12 Mk. 

Acta mathematica, herausgegeben von MITTAO- LEFFLEK. 7. UÙ. 1. Heft. 
Berlin, Mayer & Miiller. compl. 12 Mk. 

Tageblatt der 58. Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte in Strass- 
burg. 1885. Strassburg, Trübner. 8 Mk. 

Cleschichte der Mathematik und Physik. 
MARIE, M., Histoire des sciences matliématiques et  physiques. Vol. VII .  

Paris,  Gauthier-Villars. 6 fr. 

Reine Mathematik. 

YHYM,  F., Xeue Theorie der ultraelliptischen Functionen. 2. A x g .  Berlin, 
Xayer & Müller. 3 Mk. 60 Pf. 

HERMITE, CH., Sur  quelques applications des fonctions elliptiques. Paris, 
Gauthier -Villars. 7 fr. 50 c. 

BEAU, O., Analytische Untersuchmgen liber trigonometrische Beihen und 
Fourier'sche Integrale. 2. Aufl. Halle, Nebert,. 5 Mk. 50 Pf. 

CAUCHY, A . ,  Algebraische Analysis, deutsch herausgegeben von IT~IGSOHX. 
Berlin, Springer. 9 Mk. 

GEQENBAUER, L., Zur Theorie der Determinanten hoheren Ranges. (Akad.) 
Wien ,  Gerold. 60 Pf. 

-, Zur Theorie der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten cornplexen 
Zahlen. Ebendas. 1 Mk. 70 PF. 

-- , Ueber die Darstellung der ganzcn Zahlen durch bingre quadratische 

Formen mit negativer Discriminante. Ebendas. 50 Pf. 
GEIGENM~LLER,  R., Elemente der hoheren Mathematik. II, Differential- 

rechnung. Mittweida , polytechn. Buchhdlg. 2 Mk. 
~ I E R T E K S ,  F . ,  Einfache Bestimmung des Potentials eines homogcnen Ellip- 

soids. (Akad.) Wien, Gerold. 15 Pf. 
HERZ, N. , Entwickelung der Differentialquotienten der geocentrjschen Co- 

ordinaten nach zwei geocentrischen Distanzen in elliptischer Bahn. 
Ebendas. 60 Pf. 

SCHUBERT, H., System der Arithmetik n.Algebra. Potsdam, Stein. 1 Mk. 80 Pf. 
FUNCKE, II., Die analytische und die projectivische Geometrie der Ebene. 

Ebendas. 1 Mk. 40 Pf. 
SPIEKER, TH., Lehrbuch der ebenen und sphërischen Trigonometrie. Ebendas. 

1 Mk. 40 Pf. 
PELZ, C.,  Bemerkong zur Axenbestimmung der Kegelflachen zweiten Grades. 

(Akad.) Wien , Gerold. 60 Pf. 
KILLING, W., Die Nicht-Euklidischen Raumformen in analytischer Behand- 

lung. Leipzig, Teubner. 6 Mk. 80 Pf. 
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Angewandte Mathematik. 
FINOER,  J., Elemente der reinen Mechanik. 5. Lief. Wien , Helder. 

3 Mk. 20 Pf. 
OPPENHEIM, S . ,  Ueber die Rotation und Praeession eines flüssigen Spbaroids. 

(Akad.) Wien, Gerold. 50 Pf. 
KUTTER, W. , Die Bewegung des Wassers in KanLlen und Flüssen. Bcrlin, 

Parey. 7 Nk. 
JORDAN, W. , Grundzüge der astronomischen Zeit - und Ortsbestimmung. 

Berlin, Springer. 10 Mk. 
HERZ , N., Rahnbestimmung des Planeten Kriemhild (242). (Akad.) Wien, 

Gerold. 35 Pf. 
OPPENHEIM, S . ,  Bahnbestirnmung des Kometen VIII, 1881. Ebendas. 50 Pf. 
BREDICHIN , TH., Ruvision des valeurs numériques de la force rbpulaive. 

Leipzig, Voss. 1 Llk. 20 Pf. 
STRUVE, O., Tabulae quantitatum Besselianarum pro annis 1885 ad 1889 

computatae. Ebendas. 2 Mk. 

Physik und Meteorologie. 
KETTELER, E.,  Theoretische Optik , gegründet auf das Bessel - Sellmeiel'sche 

Princip. Braunschweig , Vieweg. 14 Mk. 
HEPPERQER, J. v., Ueber Krümmungsverm6gen und Dispersion von Pris- 

men. (Akad.) Wien,  Gerold. 80 Pf. 
MACH, E. u. J. ARBES. Einige Versiiehe über totale Reflexion und ano- 

male Dispersion. Ebendas. 30 Pf. 
CHEVALLIER et M ü a ~ z ,  Probkmes de physique. Paris ,  Gauthier -Villars. 6 fr. 
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Mathemamtisches Abha'ndlungsregister. 

1884. 
Zweite Eialfte : 1. Juli  bis 31. December. 

Abbildnng. 
499. Geometrieche Coust,ruction der Abbildung des Kreisringes auf ein Rechteck. 

R. S tudy .  Crelle XCVn, 13. 
500. On the orthomorwhosis of the  circle into the uarabola. C a v l e v .  Quart. " .  - 

Journ. math. k ~ .  213. 
Abellsche Transcenàenten. 

501. Sur l a  thécrie des inte'grales abéliennes. E. G o u r s  a t. Compt. rend. XCVII, 
1281. 

502. Ueber die Reduction einer bestimmten Classe Abel'scher Integrale 3. Ranges 
auf elliptische Integrale. S. K o w s l e v s k i .  Acta math. IV, 393. 

Aknstik. 
503. Ueber Lissajou'sche Curven. H i m s t  e d t .  ürun. Archiv LXX, 337. 

Analytische Oeornetrie der Ebenc. 
504. Coordonnées paralleles e t  coordonnées axiales. M. d'Oc a g n e .  N. ann. math. 

XLHI, aio, 456, 616, 6.15. 
- 

505. Sur un mode d e  determination des courbes planes. M. d ' o c a g n e .  N. ann. 
math. XLLI. 189: XLLII. 49. TVerd. Bd. XXVIII. Kr. 419.1 

506. Sur un système 'particulier de coo~don&es curvilign&. E. ~ a b i c h .  K. ann. 
- math. XLriI. 35s 

.507. ~ r n ~ l o i ,  d a n s l a  géométrie trilinéaire, des coordonnees des points circulaires. 
H. F a u r e .  N. ann. math.  XLIII, 140. 

608. Ueber ein Curvographon. E. P i r a n i .  Grun. Archiv LXXI, 113. 
509. Beziehuno zweier Geraden in der Ebcne auf einander. E. H a i n .  Grun. Ar- 

chiv-LXXI , 9%. 
510. Ziir Polaritiitatheorie des Dreiseits. E. H a i n .  Grun. Archiv LXXI, 220. 
511. Eigen~chaften der Punkte mit reciprokeu Dreieckscoordinaten und deren An- 

wendiing auf das Dreieck. M. G r e i n e r .  Grun. Archiv LXXI, 130. 
512. Die n -  und n+ 1-Theilung des Winkels und Kreises. A. v a n  d e r  G r i n t e n .  

Grun. Archiv LXX, 3 ~ 3 .  
613. Die Sectionscurven. E. O e k i n g h a u s .  Grun. Archiv LXXI, 87. 
514. Trouver les trajectoires ortliogonales d'une dr0it.e de longileiir constante entre 

deux axes rectangulaires. E. F a u q u e m b  e r  gue .  K. ann. math. XLIII, 438. 
515. Engendrement de deux courbes parallèles. M. d ' o c a g n e .  N. ann. math. 

XLLI, 425. 
616. Ueber eine gewisse Ciirve des drit,ten Grades. O. H e r m e s .  Crelle XCVPI, 177. 
517. Eigenschaften der Lemniskate und ihre Anweuduug auf kubische Gleichungen, 

parabolische Bewegungen und bipolare Anziehungen. E. O e k i n g h a u s .  
Grun Archiv LXX, 113. 

518. Propriétéu d'une courbe de  poursuite. E. C é a a r o .  N. ann. math. XLiI, 85. 
519. Quelques propriétés d'nne classe de courbes spirales. L a q u i è  re.  N. a m .  

math XT,IT. 118. 
Vergl. ~ k u s t i k :  Ellipse. Hyperbel. Kegelschnitte. Kreis. Parabta. 
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Andytiache Oearnetrie des Ranmes. 
520. Eine Curve ails einer Beziehung zwischen den winkrln, welche die Tangente, 

Hauptnormale und Rinormale mit festen Geraden bilden, zu bestimmen. 
R. H o p  e. Grun. Archiv LXXI, 46. 

621. ~héorEmesurfcs surfaces développables. E. Ces a r o .  N. ann.math. XLII, 129, 'LUE. 
622. Sur l'angle des lits oblique e t  normal de la vis Saint-Gilles. E. L e b o n .  

N. a m .  math. XLIII, 40. 
Vcrgl. Ellipsoid. Hyperboloid. Oberfiachen. Oberflachen zweiter Ordnung. 

Paraboloid. 
Astronomie. 

523. Neue Methode zur Berechnung der Excentricitit bei astronomischen Instru- 
menten und Uhren. F. C. L u k a s .  Grun. Archiv LXX, 268. 

524. Sur une dénionstration nouvelle du  théorème de Lambert. N. J o u k o v s  kg. 
N. ann. math. XLIII, 90. - E. C a t a l a n  ibid. 506. 

525. Sur une brmule  de Hansen. F. T i s s e r a n d .  Compt. rend. XCVLT, 815, 880. 
-P. A p p e l l i h i d .  1036. - R. R a d a u  ibid 1130, 1275.- O. C a l l a n d r e a u  
ibid. 1187. 

526. Sur le calcul des pert,iirhationg. A. d e  G a s p a r i s .  Compt. rend. XCVII, 738. 
527. Sur un développement particulier de l a  fonction perturbatrice. 0. B a c  k l u n d .  

Compt rend. XCVU, 1470. - R. R a d  a u  ibid. 1548. 
525. Sur quelques m6thoclea pour la détermination des positions des étoiles circom- 

polaires. 0. C a l l a n d r e a u .  Compt. rend. XCVII, 561. 
529 vistance de la terre à la lune. C. B e r t r a n d .  N. ann. math. XLLII, 126. 
530. Ktant données les durEes des quatre uaisons de  l'année astronomique, trouver 

l'excentricité de l'orbite de l a  terre. E. F a u q u e m  b e r g u e .  N. ann. 
math  XLII, 415. 

Vergl. Chronologie. Nechanik 771, 772. 

Bernonlli'sche Zahlen. 
531. Reitrage zu der Renntniss der Bernoulli'schen Zahlen. A. L i p s c h i t z .  Crelle 

XCVI. 1. 
Vergl. ~ e i h e n  852. 

Bestimmte Integrale. 
532. Démonstration du théorème de  Cauchy. E.  G o u ~ s a t .  Acta math. IV, 197. 
533. Sur une méthode capable de  fournir une valeur approchée de l'intégrale 

m 

i ~ ( s )  d z .  G. G o u r i e r .  Compt. reud. XCVil, 79. - m rn 

534. Sur une valeur approchke de l'intégrale lp (2). e X .  dx. R. R a d  a u. Cornpt. 
rend. XCVII, 157. O 

b35.  Sur l'évaluation approchée des intégrales. R t i  e l  t j  e Y. Compt. rend. XCVII, - - 
740, 795. 

536. Sur uue classe d'intkgrales doubles. E. G o u r s a t .  Acta math. V. 97. [Vergl. 
Kr. 48.1 

Vergl. Gsmmafunctionen. . 
C. 

Chronologie. 
537. Changements produits eur l a  durée de l'année julienne par les variations des 

quantités dont depend cett,e durée. A. Gaillet'. Compt. rend. XCVLI, 
151, 564. - E. J. S t o n e  ibid. 484. 

Vergl. Astronomie 530. 
Cornbinatorik. 

538. Die Umkehrung des Grnndgedankens von Hindenburg's combinatorischer Ana- 
lysis. F. R o t h .  Grun. Archiv LXX, 427. 

539. Sur lea permutations de a objets et sur leur classement. J. B o u r g e t .  
N. ann. math .  =II, 433. 

540. Sur le nombre des permutationa de  a éléments qui présentent s séquences. 
DBs. A n d r é .  Compt. rend. XCVII, 1356. 

511. Eine combinatorische Definition der Zalil e .  Th. S a n i o .  Grun. Archiv LXX, 
224; LXXI, 105. - L a m p e  ibid. LXX, 439. - P. See lho f ' f  ibid. LXXI, 
97, 102. - J. H e r m e s  ibid. LXXI, 103. 

VergL Differentialquotient 564. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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Cylinderfunctionen. 
542. Bessel's functions of the second order. C. V. C o a  tes .  Quart. Journ. math. 

X X ,  250. 
D. 

Determinauten. 
643. Généralisation du théorème de  Jacobi sur les déterminants artiels du système 

adjoint. E m .  U a r b i e r .  Compt. rend. XCFI1, 82. [Jergl .  Nr. 64.1 

Differentialgleichmg~n. 
544. Ueber Projectivitit und partielle Uiffereutialgleichungen in der Geometrie. 

Th .  S a n i o .  Grun. Archiv LXXI, 226, 
545. Sur les multiplicateurs des équations différentielles linéaires. H a l p h e n .  

Compt. rend. XCVII, 1408, 1641. 
546. Sur un moyen de déterminer le facteur d'intégrabilité. W. M a x i m o v i t c h .  

Compt. rend. XCVlI, 1544. 
547. Ueber die Irreductibilitat der linearen Differentialgleichungen. L. K o n i g s -  

b e r g e r .  Crclle XCVI, 123. 
548. Uebersicht über die Thomé'schen Abhandlungen über lineare Differential- 

gleichungen in  Crelle LXXlV bis XCV. L W. T h  o m  6. Crclle XCVI, 185. 
549. Sur l'intégration algébrique des équations linéaires. H. P o i n c a r é .  Compt. 

rend. XCVH, 981, 1189. 
550. Sur certaine8 équations différeutielles lin6aires. A .  S t e e n .  Acta niath. III, 277. 
551. Sur un cas particulier de  résolution des dquations diffe'renticlles lin6airea à 

coef'ficientn coustauts. M. d 'O  c a g n e .  N. ann. math. XLlII, 138. 
552. Sur une c l a ~ s e  d'équations linéaires du quatrième ordre. E. G o u r s a t .  

Compt. rend. XLVII, 31. 
563. Sur quelques équations linéaires du quatrième ordre. H a l p h e n .  Cornpt. 

rend. XCVII, 247. 
dx d y  

654. On differential equations which belong t o  the  class +A! + . . . = O ,  

( G i n  (UV); 
where U, i~ (a, b, c, d, e, . . .) (x, 1)". R. R u s s e l l .  Quart. Journ. math. 
xx, 179. 

d x  d y  d z  dw 
655. On the differential equation -- + -- = O ,  where U. = (a, b, vE;+v~+yu; yr:.. 

c, d. eljx, - l)*. R. R u s s e l l .  Quart. Journ. math.  XX, 265. 
556. Sur une équation différentielle du  second ordre. D e  S p a r r e .  Acta math. 

UI, 105, 289. 
557. Intégrer 1'6quation x(1-x) y"- (1 - 2x) y'+ (1- 3x+xe) y = -x2(1- z)~ .  F. 

B o r l e  t t i .  N. ann math. XLII, 426. 
558. Intcgration von y'"= xy'- y. S. S p i  t z c r .  Gruo. Archiv LXXI, 90. 
559. De l'intégration d'une classe de systèmes d'équations simultanées, linéaires et 

d u  premier ordre. 1 b a c h .  N. ann. math.  XLIII, 172. -- P. T a r d  y 
ibid. 257. - J. J u h e l - B é n o y  ibid. 262. - E. C a t a l a n  ibid. 263. 

560. Sur une transformation des équations aux derivées partielle8 du second ordre, 
a deux variables indépendantes, e t  sur y e l q u e s  intégrations qui s'en 
dédoisent. R. L i o u v i l l e .  Compt. rend CVII, 836, 1122. 

661. Sur l'intégration d'une certaine classe d'équations différentielles artielles du 
second ordre à deux variables indépendantes, A. P i c a r t .  &mpt. rend. 
XCVII, 305. 

562. Integration einiger partieller Differentialgleichuugen zweiter Ordnung. J. 
Vhly  i. Grun. Archiv L X X ,  219; LXXI, 109. 

563. Sur les équLltions linéaires aux dérivees partielles, à deux variables indépen- 
dautes, du deuxième et du troisième ordre. A. P i c a r t .  N. ttnn. math. 
XLII. 34. 

Vergl. Functionen. Invariantentheorie 711. Potential. 

Difforantialqnotienten. 
564. Grundzüge zu einer combinatorischen Uarstellung der hoheren Differential- 

quotientcn zusammcngesetzter Functionen. J. Vo l l e r s .  Grun. Archiv 
LXXI, 64. 

665. Sur  l e  calcul des dérivée8 à indices quelconquce H. L a u r e n t .  N. m. 
math.  XLIII, 240. 

Vergl Taylor's Reihe. 
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E. 
Elasticitlt. 

Sur la loi de répartition des tensions dans une lame élastique de forme pri- 
mitive arbitraire, enroiilée sur un cylindre de section droite quelconque, 
lorsque le glissement est uniforme. H. L é a u t é .  Compt. reud. XCVII, 894. 

Réflexion des déplacements élastiques. X. K r e t z .  Compt. rend. XCYII, 476. 

Elektricitiit. 
Sur les coiiches de niveau électroma~nétirines. E. B e l t r a m i .  Acta math. .. A 

III, 141. 
Actions électrodynamiques renfermant des fonctions arbitraires: hypothèses 

qui déterminent ces fonctions. P. L e  C o r d i e r .  Compt. rcrid. XCVII, 39. 
Sur un nouveau théorème d'électricité dynamique. 1,. T h é v e n i n .  Compt. 

reud. XCVII, 159. 
Sur  l'application de l a  méthode d'Ampère à l'établissement de l a  loi élémen- 

taire de l'induction électriqiie par  déplacement. Q u e  t. Compt. rend. 
XcVlI. 56 

Sur l'application de  l a  m6thode d'Ampère à la recherche de  l a  loi élémen- 
taire de l'induction électrique par vaiiation d1intensit6. Q u e t .  Compt. 
rend. XCVlI, 450. 

Lois de  l'indiiction due à l a  variation de  l'intensité dans des courants de formes 
diverses. Courant circulaire. C! u e t. Comot. rend. XCVlI, 639. 

Sur l'induction due à la variation d'intensité du courant élect;ique dans un 
circuit plan e t  dacs un solhoïde  cylindrique. Deuc loia analogues à 
celles de Uiot e t  Savart. Q u e t  Compt. rend. XCVII, 704. 

Sur  l'induction produite par la variation d'intensité du courant électrique 
dans un d olé no ide spliérique. Q u e t .  Compt. rend. XCVII, 800. 

Su r  l a  force d'induction qui est due à la variation d'intensité dans le courant 
Blectrique d'un multiplicateur à spirale plate et  sur l a  comparaison de 
cette force avcc ccllc qu'exerce de  grandes distances un solénoïde sph6- 
rique ou un soleil fictif soléooïdal. Q u e t .  Cornlit rend. XCVll, 903. 

Sur lo  potentiel de la force d'induction due à nn solénoïde fermé, dont le 
couraiit varie d'intensité. Analogie avec un tliéorème d'électromagné- 
tisme. Expérience de Félici. Q u e t .  Compt. rend. XCII, 992. 

Sur  l a  force d'induction produite au loin par un systkme quelconque de petits 
courants électriques plans dont l'intensit6 varie. Solénoïde sphérique 
Gquivalent. Q u e t .  Compt. rend. XCVII, 1199. 

Determiner l a  rGsistance intérieure inerte d'un système électrique qiielconque, 
malgrt! les actions perturbatrices de  ses forces 6lectromotrices int6rieures, 
inconiiiies comme nombre, sièges e t  grandeurs. G. C a b  a n  e Il a S. Compt. 
rend. XÇVII, $11. 

Sur  la mesure des différences de  potentiel, au moyen du galvanomètre. L. 
T h é  ven in .  Compt. rend. XCVII, 453. 

Eor la mesure des différences de uoteutiel e t  des résistances entre électrodea. 
ü. C a b a n e l l a s .  Compt. r e h .  XCVII, 575. 

Loi électrique de conservation de I'Pnergie sous toutes formes. à l 'entrie et  
à la sortie des systèmes matériels quelconques fianchis électriquement. 
ü. C a b a n e l l a s .  Compt. rend. YCVII, 666. 

Formules donnant la rési6tailce élkctriqiie du circuit employé dans 1'Eclairage 
Edison. G. ü u é r o u l t .  Compt. rend. XCVII, 1363. 

Elimination. 
584. Sur l a  thEorie de  l'dimination. 8. L a u r e n t .  N. ann. math  XLII, 145. 
585. Sur  une méthode d'élimination. L. S a l t e l .  N. ann. math.  XLIL. 654. 
686. Sur un roblème de la théorie d'élimination. C. S t é p h a n o s .  CornPt. rend. 

X Ç ~ L I ,  1050, 1290. 
Eilipse. 

587. Der Krümmungsradius der Ellipse. E'. Valyi .  Grun. Archiv LXXI, 107. 
588. Sur un théorème de hlr. Chasles. M. d ' o c a g n e .  N. ann. math. XLII, 515. 
689. Note d e  géométrie infinitésimale. G e n t y .  N. aun. math. XL11, 257. - M. 

d l O c a g n e  ibid. 371. 
590. Équations d'une ellipse et  d'une hyperbole, les asymptotes de l'une 6tant deux 

diamètres conjugués de  l'autre. N. C o  f f a r  t. N. ann. math. XLIII. 541. 
591. Ellipse tangente à une droite donnée en un poirit donné. M o r e t - B l a n c .  

N. ann. math. XLIII, 330. 
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592. Propriété de l'ellipse accompagnée de  sa développée. J. C h a m b o n .  K. ann. 
math. XLII. 477. 

593. Sur deux ellipses concentriques. Lez .  N. ann. math.  XLII, 325. 
Vergl. Hyperbel 702, 703. 

Ellipsoid. 
594. On donne un ellipsoïde et un point A, on mène p a r  ce point une sécante va- 

riable D; soit Bi l a  droite conjugu6e de  D par  rapport  à l'ellipsoïde. 
Trouver l e  licu d e  la projection N du point A sur la droite D,. M o r e t -  
B l a n c .  N. ann. math .  XLII, 376. 

695.  Problème sur l'ellipsoide. C h .  B r i s s e .  N. ann. math.  XLIII, 323. 

Elliptische Transcenaanten. 
596. Complex multiplication of elliptic functions. G. H. S t u a r t .  Quart. Journ. 

k a t h .  XX; 18, 221. 
597. Sur l a  transformation des fonctions elliptiques. M. K r a u s c .  Acta math. III, 93. 
598. Sur un point de la théorie des fonctions elliptiques. fi. L i p s c h i t z .  Compt. 

rend. XCVII, 1411. - H e r m i t e  ibid 1414. 
599. On the  quantities K, B;, J,  Ci, K' ,  X',  J', G '  in elliptic fùnctions. J. W. L. 

G l a i s h e r .  Quart. Journ. math.  XX, 313. 
600. Elliptische Integralfunctionen und ihre geometrische, analytische und dyna- 

mische Bedeiitung. E. O e k i n g h  a us. Criin. Archiv LXXI, 337. 
601. Beitrktre zur Theorie der  elliutischen Functioneii. H. S c h r  O e t  er. Acta math. 

V, 205. 
602. Beitrüge zur Anwendung der Ureitheilung der elliptischen Functionen au€ die 

Theorie der Wendeponkte einer Curve drit ter  Ordnung. L. H e  i nze. 
Grun. Archiv LXX, 1. 

603. Sur l'usage des produits infinis dans l a  théorie des fonctions elliptiques. Ch. 
H e r m i t e .  Acta math. IV, 193. - R. L i p s c h i t z  ibid. 19-1. 

Yergl. Abel'sche l'ranscendeuten 502. Sphi;ik 865. Zahlentheorie 904. 

Factorenfolge. 
604. Darstellung der Zahl e als unendliches Product. J. H e r m e s .  Grun. Archiv 

L x x I ,  103. 
605. Démonstration Blementaire de la formule de Stirling. E. C e s a r o .  N. ann. 

math. XLII, 43. 
Vergl. Elliptische Transcendenten 603. Gainmafunctionen 631, 632. 

Formen. 
606. Sur l a  formation des determinants irrkguliers. J o s .  P e r o  tt .  Crelle XCVI, 

327. [Vergl. Nr. 145.1 
607. Sur les formes binaires indéfinies à indéterminées conjuguées. E. P i c a r d  

Compt. rend. XCVII, 745. 
608. Sur les formes quadratiques ternaires indéfinies ii indéterminées conjugudcs et 

sur les groupes discontinus correopondants. E. P i c a r d .  Compt. rend. 
XCvII,  845. 

609. Sur la r6production des formes. H. P o i n  c a r6 .  Compt. rend. XCFII, 949. 
Vergl. Invariantentheorie. 

Functionen. 
610. Ueber Tiefgrossen mit gebrochenem Index. P. L i n d n  e r .  Grun. Archiv LXX, 96. 
611. Ueber die einer beliebigen Uitferentialgleichung erster Ordnung angehorigen 

selbststindigcn Transcendentcn. L. Ko  n i g s  b e r g e r .  Acta math. I i I ,  1. 
612. Ueber .die Grundlageu der Theorie der Jacobi'schen Functionen. ü. F r  o b  e -  

n i u s .  Creiic XCVII, 16, 188. 
613. Allgerneine Untersuchungen über Rectification der  Curven. L. S c h  ee f f e r .  - - 

Acta mat,h. V, 49. 
614. Zur Theorie der  stetigen Functionen einer reellen VerBnderlichen. L. S c h e e f -  

f e r .  Acta math: V, 183, 271). 
615. Beweis und 1.3rweiterung eines algebraisch-fuuctioneutheoretischen Satees des 

Herrn Weierstrass. M. K o  t h c  r. Crclle XCVII, 224. 
616. Ueber den Zusammenhang der Werthe einer algebraischen E'unction. C. R u n g e .  

Crellc XCVII. 337. 
617. Démonstration nouvelle du théorème de Laurent. G. Mi t t  ag-3;ef f l  e r .  Acta 

math. IV, 80. 
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fi l% Reweis des Laurcnt'scheu Sntzrs. 1). S c h e e f f e r .  Acta math. IV, 375. 
619. Sur les groupes Kleiiiéens H.  l ' o inca ré .  Acta math. I l l ,  49. 
6-0. Sur les groupes des équations linéaires H. P o i n c a r é .  Acta math. IV, 201. 
621. Sur les fonctions zétafuchsienneii. H. l ' o i n c a r é .  Acta math. V, 209. 
622. Sur les formes nuadratioLies ternaires indéfinies à indéterminées coniueuées . ~ 

e t  sur les fonctions' hyperfuchsienriee correspondantes. E m .  f i c a r d .  
Acta nmth. V, 121. [Vergl. Hd. XXIX, Nr. 169.1 

623. Sur l a  représentation analytique des fonctions monogènes uniformes d'une 
variable indépendante. G. M i t t a g - 1 ,  e f f ler .  Acta math. IV, 1. 

624. Décomoosition eu éléments sirride8 des fonctions doublenieut ~ériodiriues de 
troisième espitce. A p p e l l .  Conipt. rend. XCVIT, 1419. 

625. Sur le genre d'une relatiori algébrique entre deux fonctions uniformes d'un point 
analytique (x, y). E. Go i i r s a t .  Conipt. rend. XCVII ,  1018. 

626. Repréfientatiun des fonctions d'une ou de  plusieiirs variables, entre de cer- 
taines limites de ces variables, par des series. A. P i c a r t .  N. ann. math.  . 
XLII, 109. 

627. Sur les fonctions de  deux vnriaiiles indGpendantes, restant invariables ar les 
substitutions d'un groupe discontinu E. P i  c a r  d. Compt. rend. %CCII, 
1045. 

628. Sur un th6orème de Riemann relatif aux fonctions de n variables indépen- 
dantes admettant 2 n  systèmes de périodes. H. P o i n c a r e  & E. P i c a r d .  
Compt. rend. XCVLI, 1284. 

V e r g l  Abbildung. Abel'sclie Transeendenten. Bernoulli'sche Zahlen. Be- 
stimmte Integrale. Cylindcrfunctionen. Differentialgleiciiiingen. Diffe- 
reritialquotieriten. Elliptische Transcendeuteu. F'actorenfolge. Gamnia- 
functionen. Jntegration (iinbestimmte). Kettenbrüehe. Potential. Quater- 
nionen. lteiheu. ltectification. Taylor's Iteihe. Thetafunctiouen. Ultra- 
elliptische Transcendenten. Cmkehrungsproblem. Vitriationsrechnung. 

8. 
Gammafnnctionen. 

619 Zur Sheorie der Functionen r ( z ) ,  P ( z ) ,  Q (2). 1,. S c h e  e f f e r .  CrelleXCVII, 230. 
z n: 

&?O. Eine Veraligemeinerung der Gleichung r(î r x) .r(l- x) = - - . H. Me 1 l i n .  
Acta math. 111, 101. S21L X ?: 

6:31. Ueber mwisse diirch die Gammafiinction ausdriickbare iinendliche Prodocte. 
~ . ~ l \ l e l l i n .  Acta math. LII, 322. 

632. [ ~ ~ ~ ] ' = 8 . p . Q i . f t . t P . .  . L. B. N. ann. m a t h  XL11, 429, 

Vergl. Factorenblge 605. 
Geodhie. 

633. Proposition Rilr une question de  mécdniqne relative k la figure de  l a  terre. 
E. U r a s s i n n  e. Conipt. rend. XCL Il, 637. [Vergl. Nr. 693.1 

Geometrie (abzlhlende). 
634. Sur les pentaèdres complets inscrits a une surface cubique. II. G. Z e u t h e n .  

Acta math.  TT, 2 ~ 3 .  
635. Einige Anzahlen für Kegelflachen. FI. E r e y .  Acta math. V, 83. 

Geometrie [descriptive). 
636. Sur ln,  ponct,iintion. J. C a r o n .  N. ann. mat8h. XT.11, 161. 
G37. Zur perspectivischen Projection. E. Hain .  Grun. Archiv LXX, 281. 
638. Heleuchtiingsconetructionen für Flachen, deren zu siner Axe normale Schnitte 

iihnlich und iihnlichliegend sind, bei orthogonaler und bei perspeütivi- 
scher 1)arstctllung. J. K a z a l  a. Grun. Archiv LXXT, 266. 

6 3 9 .  Construction des points doubles en prujection dans I'intersection de  deux sur- 
faces du second depré. L. Lef i:vre. N. ann math. XLIII, 5. 

6i0. Construction des tangentes au point double de l a  section du tore par son 
plan t,angent. D o u c e t .  N. a m .  math.  XLTII, 430. 

Geometrie (hohere:. 
641. Theoric der trilinearen ~c rwand t scha f t  ebcner Systcme. G. H a u c k .  Crelle 

XCVII, 261. [Verçl. Nr. 20 i . j  
642. Mehrfiiclie CoLineatioii von zwei Dreiecken. J .  V i l y i .  Grun. Archiv LXX, 

105. - B. H o p p e  ibid. 334. 

Hiat.-lit. ALitùlg. d Zeita ï l ir .  f Math. u. Phyu. XXX, 6. 2 1 
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F43. Sur les anticsustiques par réflexion de ia parahole, les rayons incidents Btant 
pitrallèles. L a  g u e r r e .  N .  ann. math. XLII, 16. 

644. Sur quelques propriétes des cycles. L a g u e r r e .  N. ann. math.  XLII, 65. 
645. Sur les courbes de directions de l a  troisième classe. L a g u e r r e .  K. ann. 

math. XLII, 97. 
646. Sur l a  transformation par  semi-droites réciproques. M. d l O c a g n c .  N. ann. 

math. XLiI, 249. 
647. Semi- droites réciproques parallèles a l'axe de transformation. M. d'O c a g n e .  

N. anu. math. XLIII, 23. 
648. Sur les quadrilatères qui ont leurs six sommets sur une cubique. Wei l l .  

K. ann math. XLI11. 401. 
649. Sur les cubiques gauches bassant par sinq points donnée. G. K o e n i g s .  N. ann. 

math XIjI1, 301; XLIII, 47. 
650. Sur quelques courbes enveloppes. Wei l l .  N. anil. math. XLIII, 976. 
651. Recherche d'une courbe plane possédant un  lieu géométriqiie de poles piinci- 

Daux d'iuvereion. (; E 'ou re  t. Y. ann. math. XLII. 259. 
652. Sur i n  mode de génération des ovales de Descartes p;oposé par  Chasles. 

M. d ' 0 c a g n e .  Compt. rend. XCVII, 142-1. 
663. On plane curves of tlie fourth class with a triple and a single focus. H. N. 

J e f f e r y .  Quart. Journ. math. XX, 273. 
654. Das Strahlensystem vierter Ordnung zweitcr Classe. W. S t a h l .  Crelle 

XCVTI, 14s. 
- 

655. Das allgemeine r%iimliche Nullsystem zweiten Grades. Ad. Am e s e cl e r. Crelle 
XCVII, 62. 

Vergl. Uifferentialgleichungen 544. Elliptische Transcendenten 602. Gleich- 
ungen 680, 681. Kegelschnittc. Maxima und Minima. Obcrfliichen. 
OberLkchen zweiter Orduuug. Sinpularitiitcn. 

Geometrie (kinematische). 
656. Théorème de ciilémat,ique. E. D e a u l f .  N. ann. math. XLII, 297. 
657. Sur une question de cinématique L. J a c o b .  N. ami. math. XLIII, 29.  
658. Sur l'enveloppe de certaines droites variables. M. d 'Ocagne .  N. anil. math. 

&II, 252. 
699. Ditns quels cas certaines surfaces sont-elles d&eloppables? E. Cesa ro .  N. 

ann. math.  XLIlI, 4.44. 
Geometrie (der Lage). 

660. Zur Theorie der Raumcurven viertcr Ordnung erster Art. M i l i n o w  sk i .  
Crelle XCVII, 277. 

6fil. Reitrag zur Geometrie der h g e .  1,. Klug.  Grun. Archiv LXX, 446. 
662. Zwei Si tee  über Linierischnitte. Fr. H o f m a n a  Gruu. Archiv LXX, 443. 

Geschichte der Mathematik. 
663. Geschichte der Factorentaieln. P. S e e l h o f f .  Grun. Archiv LXX, 413. 
664. Mort de Mr. Maillard de la Gonrnerie + 25. Juin 1883. E. B l a n c h a r d .  

Compt. rend. XCVII, 5. - J.  B c r t r a n d  ibid. 6.  
665. Mort de Victor Puiseux t 9. Sept. 1883. E. B l a n c h a r d .  Compt. rend. 

XCVII, 655. - J. B e r t r a n d  ibid. 655. 
666. Mort de J .  A. P. Plateau + 15. Sept. 1883. F a y e .  Compt. rend. XCVII, 687. 
667. Mort d e  Louis Breguet + 26. Oct. 1883. E. B l a n c h a r d .  Compt. rend. XCVII, 

927. - J a n s l i e n  ibid. 967. - C l o u é  ibid. 971. 
668. ?dort d'Yvon Villarccau + 23. Déc. 1883. E .  B l a n c h a r d .  Compt. rcnd. XCVII, 

1453. - P e r r i e r  ibid. 1454. - F a y e  ibid. 1459. - T i s s e r a n d  ibid. 1160. 
Gleichnngen. 

669. D6monstration nouvelle d u  théorème fondamental de l a  theorie des équations 
algébriques. H. D u  t o r  d o i r  Compt. rend. XCVI!, 742. 

670. Démonstration du théorème d e  d'Aleniùert. W a l e c k i .  N. ann. math. XLII, 241. 
671. Sur l e  calcul des fonctions symétriques des racines d'une équation. C h .  

B i e h l e r .  N. ann. niath. ~ L I I I ,  218.  
672. A new tlieorem in sjmmetric functiuns. P. A. M a c  M a h o n .  Quart. Journ. 

math.  XX, 365. 
673. Kote on Sylvester's canonical form of binary quantics of the degree Zn-1. 

W. B o o t h .  Quart. Journ. math. XX, 270. 
674. On the  trinomial unilateral qiiadratic equation in  matrices of the second order. 

J. J.  S y l v e s t e r .  Quart. Journ. math. XX, 305. 
675. Sur la règle des signes. H. P o i n c a r é .  Compt. rend. XCVII, 1418. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Abhandlungsregister.  29 1 
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676. Sur la réduction des équations. A.  E. P e l l e t .  Compt. reud. XCVII, 85. 
677. Sur la. transformation des 6quations. C h .  B i e h l e r .  N. ann. niath. XLIII, 209. 
678. Problkme sur les aiguilles du  cadran d ' m e  montre. Mo  r e t -  B lanc .  N. ann. 

math. XLII, 523. - C. A. L a i s x n t  ibid. XLIII, 383. 
6i9. Quel iles formules relatives à l'équation complète du troisième degré. C. 

%I a r g  e r i e .  N. ann. math .  XLIII, 32. 
680. Geometriscfie Untersuchuugen über kubische und hühere Curven und Gleicli- 

nngen. E. O e k i n g h  a u s .  Grun. Archiv LXX, 370. 
681. Mechanisch-graphische Losung der kubischen und biquadratischen Gleich- 

ungen. C. B a r t l .  Grun. Archiv LXXI. 1. 
682. Sur le discriminant de  l'équation du quatrième degré. Wei l l .  N. ann. math. 

XLII, 265. 
GU. Trigonometrische Auil6sung biquadratischer Gleichungen in geometrischer 

Darstellung. X. O e k i n  g h a u s .  Grun. Archiv LXX, 133. 
684. fiqoation aux carrés des dilférenceo de l'équation générale du quatrième degré. 

F o r e s t i e r .  N. ann. math.  XLlI, 209. 
685. Décompositiou d'un certain polyriôuie du quatrième degré eu deux facteura 

du second degré. N.  G o f f a r t .  K. ann. math. XLIII,  442. - H. P l a -  
m e n  e v s k y ibid. 5.30. 

c Y + P  fi8F. Sur l a  substitution x= --- dans une équation de degré pair Zm, pouvant 
Y Y + ~  

se partager en m. groupes de deux racines x, ,  x, satisfaisant à l a  rela- 
tion a l c l l c ~ + b ( x i + x 2 ) + c = 0 .  E. F a u q u e m b e r g u e .  N. a m .  math. 
XI,III. 386. 

687. Sur  quelq;es points de la théorie des Byustions numériques. E. L a g u e r r e .  
Acta math. TV, 97. 

688. Sur l'approximation des racines des Equations algébriques. L agu e r  r e. N. 
ann. math.  XLHI, 113. 

689. Calcul à -" prés des racines incommcnsurablcs d'une équation numhique 
1 O" 

dont toutes les racines sont réelles. C. M a r g e r i e .  PI. auu.math.XLII1, 33. 
690. Die Auflosung dreigliedriger Gleichungen nach Gaiiss. A .  M. Ne l l .  Grun. 

Archiv LXXI, 311. 
691. Résolution de deux équations du 40 degré ayant deux racines communes. 

N. ann. math. XLIlI, 348. 
692. Ueber lineare Gl~ichungen. C. P r e d i g e r .  Gruu. Archiv LXX, 319. 

Vergl. Analytisclie tieometrie der Ebene 517. Elimination. lteihen 832. 

Hydrodynamik. 
603. Annlieation d'une aronosition d e  mécaniaue à un oroblème relatif à l a  ficure * .  

de la. terre. E.  assi sin ne. Compt ;end. ~ ~ $ 1 1 ,  1197. [Vergl. Nr. 633 1 
694. Recherches hgdrodynamiques. C. A. B j e r  k n e s .  Acta math. IV. 121. 
696. On hydro-kinetic symmetry. J. L a r m o r .  Quart. Journ. math. XX, 261. 
696. Des vitesses que prennent, dans l'interieur d'un vase, les divers éléments d'un 

liquide pendant son écoulement pa r  un orifice inférieur, et  des moyens 
simples qui peuvent être en~ployés pour déterminer tri% approximative- 
ment les restes numériques de  séries doubles peu convergentes. D e  
S a i n t - V e n a n t  & F l a m a n t .  Compt. rcud. XCVII, 1027,  1105. 

697. On the  motion of spheiical and ellipsoidal bodies in fluid media. K. P e a r -  
s o n .  Quart. Journ. math. XX, 60, 181. 

698. Ou the motion of a liquid in and about certain quartic and other cylinders. 
A. B. B a s s e t .  Quart. Journ. math. XS ,  234. 

Ryperhel. 
699. Propriétés de  l'hyperbole. C. Ch a t e  au .  N. ann. math. XLII, 133. -- L. C h  a u -  

c h a t  ibid. 136. 
700. Trouver le lieu des foyers d'une hyperbole dont on connait un sommet e t  une 

asymptote. S e q u e s t r e .  K. ann. math.  XLIII, 318. - G e r o n o  ibid. 319. 
701. Lieu géométrique du point d'intersection d'une afigmptote de l'hyperbole avec 

une directrice, le foyer correspondant décrivant une ligne droite donnée. 
H. C a r t i e r .  N. ann .  math.XLi1, 420. - G e r o n o  ibid. 421. 

70% Sur une hyperbole tangente aux axes d'une ellipse, les asymptotes de l'hyper- 
bole dtdnt tangentes à l'ellipse. J u h e 1- lt é n O y. N. ann. math. XLIII, 391. 
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703. Hyperbole lieu des points de contact de toutes les ellipses confocales avec des 
droites parallèles à une direction donn6e. Gof f ' a r t .  N. ann. math. 
XLII, 353. 

704. L'angle de deux hyperboles 6quilatBres conccntriyues cet double de l'angle 
de  leurs asymptotes. G i a t .  N. ann. math.  XLLI, 332. 

Vergl. Ellipse 590. Hyperboloid. 
Hyperboloid. 

705. Anwendung der Eigenschaften des einmanteligen Botationshyperboloides zur 
L6siiug einiger dufgaben über die Uyperbel. W. J. I I ü b n e r .  Grun. 
Archiv LXX, 435. 

Integration (onbestimmte). 
706. Valeur d'une intégrale contenant l a  racine carrée d'un polpnôme du degré 7 ~ .  

Ch. C h a b a n e l .  N. ann. math.  XLII, 378. 
707. Valeur de deux intégrales contenant l a  racine carrée du poljnome , a . V - l  

+ ( ~ ~ - l ) x n - ~ +  ... + 2 x  + l a  R e b u f f e l .  N. ann. math. X L l i ,  37i .  

Interpolation. 
708. Eirif'ache Methode, beim Interpolireu die zweiteu Uifferenzen in Rechnung zu 

ziehen. Nel l .  Grun. Archiv LXX, 302. 

Invariantentheorie. 
709. On a theorem relating t o  semiinvariants. C a y 1 e y. Qiiitrt Journ. math. XII, 212. 
710. Operations in the  theory of semiinvariants. P. A. M a c  Mahon .  Quart. Joum. 

math. XX, 365. 
711. Sur  les invariants des équations différentielles linéaires di! quatrième ordre. 

G.  H. H a l n h e n .  Acta math.  lil. 325.  
712. Sur le eystèms complet des combinakts de deux formes binaires biquadra- 

tiques. C. S t e p h a n o s .  Compt. rend. XCYII, 27. 
Vergl. F o r m e a  

Kegelschnitte. 
713. Ueber dio Bcstimmung der Unterscheidungsukiaraktere für die Kcgel~chnitte, 

wenn die UleicIiuuaen derselben in trimetrischeu Liuiencoordinaten are- 
geben sind. A. ~ K l e r t .  Grun. Archiv LXXI, 51. 

- 
714. Zur elemeritargeouietrischen Kegelschnittslehre. K. L a  u e r m  a n n .  Grun. 

Archiv LXXT, 126. 
715. Sur les triangles conjugués à une conique e t  sur les tétraèdres conjugués à 

unc quadrique. H u m  b e r t .  N. ann. math. XT.II, 167. 
716. Eine Verallgeuieinerung der Si tee  von Pascal und firianchon und das Pro- 

blem von Ca,stillon B. S p o r e r .  Grun. Archiv LXXI, 33% 
717. L)érnonstration et couséqueucee du tliéorèiiie que deux couiques quelconques 

sont polaires réciproques. Cr. T a r r y .  N. ann. math. XLIII ,  270. 
718. Réciprocité du centre d'une conique et  d'un poirit d'iiu tr iangle inscrit. J. 

R i c h a r d .  N. arin. math ,  XI,lII, 490. 
719. Relations entre les distances d'un foyer d'une conique à qiiatre points ou à 

quatre tangentes. X. A n t o m a r i .  N. ann. math. XL11, 193, 8.37, 385. 
720. Lieu des sommets de triangles circonscrits à une conique donnce. B. F a u r e .  

N. ann. math. XLLII, 144. [Vergl. Bd. XX\'Il ,  Nr. 68.1 
721. Perspectivische Dreiecke, die eiuem Kegelschriitte einbesclirieben sind. L. K l u g .  

Grun. Archiv T,XXI, 292. [Vergl. Ni- 6 6 i . J  
722. Cercle inscrit d'un triangle dont les sommets sont les foyers d'une conique 

donnée e t  un point donné de  l a  niênie conique. N. ann. math. XLIlT, 449. 
723. Quadrilatkres inscrits dans une conique le point  de concours des diagonales 

étant fixe. M. d ' o c a g n e .  N. arin. math.  XLIlT, 528 .  
724. Sur l a  condition pour qu'un polygone suit inscrit e t  üircoriscrit à deux coniques. 

W e i l l .  N. ann. math. XLIlT, 1'28. 
7-25. Propriété des tangentes à une coiiiyues menées d e  deux points situés sur l'axe 

des x e t  éqiiidistants de  l'origine. M o r e  t - B l a n c .  N. ann. math. XIAII, 
522. - B a r i s i e n  ibid. XLIII, 4.1-1. 

726. Coniqne engendrée par  le oint d'intersection de deux tangentes à nne conique 
donnée. L. K i e n .  2 ann. math. XLII, 511. 
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7?7. PropriSté d'une conique et de deux tangente~.  N. G o f f a r t .  Pu'. ann. math. 
XLli, 375. 

728. En chayue point d'une conique ou mène uri diamètre et la norrriale. Trouver 
le lieu de l'intersection du  diamètre e t  de la tangente à l'autre extréiriité 
de la corde normale. M o r e t - B l a n c .  N. ann. m;ttli. XLU, 471. 

729. Uestiuimung der Oficulationskreise der Kegelschnitte mit Hilfe von Eigen- 
schaften der Sehnen, welche eiri Kegelschnitt niit seirien Osculationskreiseu 
gemein ha.t. J o s .  Z i n i m  e r m a n n .  Griin. Archiv IjXX, 30. 

730. Ceber die Mittelpunkte der  Sehncn, welche ein Kegelschnitt mit seinen Oscu- 
lntionskreisen geinein hat. J O  S. Zini m e r m  a n  n. Griin. Archiv IjXX, 38. 

781. Coniques passant pa r  les points d'intersection de deux circonférences et tan- 
gentes à toutes les deux. A. H i l a i r e .  N. ann. math. XLII, 504. [Vergl. 
Bd. XXVIII ,  Nr. 618.1 

730. Cordes parallèles aux tangentes menées d'un point à une conique. N. Gof ' far t .  
K. a m .  math.  XLIII. 492. 

7%. PropriCté des Regmeute d'une droite p a s ~ a n t  par deux coniques homothétiqnrs 
e t  leur sécante commune. E. F a u  q u e m  b e r g u e .  N. a m .  math. XLII, 
? '4 .< - -. 

734. Sur les couiques q l ~ i  coupent à angle droit une conique donnée. W e i l l .  
N. a m .  math. XLDI, 3.20. 

'736. Th6orèrnes sur trois coniques d'un faisceau linéaire. We i l l .  K. ann. math. 
XI,lIT. i n  -, --. 

'736. IJebe;&ige Eigenuchafteu einer besonderen Kegelschuittschaar. C. R o s ç f e l d .  
Grun. Archiv LXX, 253. 

787. Einioc Satxe über das Viereck und Kepelschnittbüschel. L. K l u g .  Grun. - - 
Archiv LXYI, 304. 

Vergl. Ellipse. Hyperbel. Kreis. Parabcl. 

Kettenbmche. 
738. Sur un développement en fraction coutinue. L. F u c h s .  Acta math. IV,  89. 

- Ch. D e r m i t e  ibid. 91. 
Vcrgl. Opt& 813. 

Kreis. 
739. Relation entre les distances deux à deux de quatre points du cercle ou de 

cinq points d'une sphère. II. F a u r e .  IL'. ann. math. XLIII, 196. 
740. Propriété des deux droites de Simsou. N. Gof ' f a r t .  N. ann. math.  XLlII, 397. 
741. Cercle enveloppé par une droite. Co l in .  N. ann. math. XLLI, 228. 
742. Sur Ir cercle qui a f o u r  diamètre une corde d'une conique à centre. We i l l .  

K. ann. math.  LUI, 136. - J u h e l - R é n o y  ibid 336. 
743. Sur l a  circonférence des neuf points. E. C a t a l a n .  N. ünn. math. XLII, 83. 
714. Kouveau poiilt sitiié sur le cercle des neuf points. V. d e  S t r é  k a l  o f. N. ann. 

math. XLII, 326. 
745. Sur deux cercles tangents entre eux et  touchant chaciiu une de  deux droites 

fixes. M o r e t - B l a n c .  N. ann. math. XLUI, 542. 
746. Sur les cercles tangents à trois cercles et  les sphères tangentes à trois ou à 

quatre sphères. A. P e  11 e t .  IL'. ann. math.  XLTTI, 316. 
747. 12eçherche des cercles coupant trois cercles donnés sous des angles déteruiinés. 

E. M. L a q u i è r e .  N. ann. math. XLII, 272, 348. 
74s. A group of circles. 11. T u  c k  e r .  Uuitrt. Journ. math. X X ,  57. 

Magnetismus. 
749. Comparaison des hypothèses des fluides magnétiques et des courants mol& 

culaires. i'. L e  C o r d i e r .  Compt. rend. XCVlI, 478. 
730. Sur l'induction. P.  1, e C o r  d i  c r. Compt. rend. XCVII, 625. 

Mannichfaltigkeiten. 
751. De l a  puissance des ensembles parfaits de  points. G. C a n t o r .  Acta math. 

IV, 331. 
752. Beweis eines Satxes ans der Mannichfaltigkeitslehre. E. P h  r a g m  4 n. Acta 

math. V, 47. 
Maxima and Minima 

753. Bemerkungen und Zusiitze zu Steiner's Aufsiitzen über Maximum und Minimum. 
fi. S t u r m .  Crelie XCVI, 36. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



294 IIistorisch - l i terarische Abtheilung. 

Ueber das Minimum des Inhalts eines Vierecks bei gegebenen Seiten. K. 
L a m p e .  Crelle XCVI, 78. 

Würi'el und regulires Tetraeder als hIaximum und Minimum. H. S t u r m .  
Crelle XCVII, 1. 

Ceber den I 'u~ikt kleinstcr Entfernungsoumrrie von gegetiexien Punkteri. IL 
S t u r m .  Crelle XCVIT, 49. 

Vergl. Stereonietrie 870. 
Mechanik. 

Le  nouveau programme d'admission à l'école polytechnique relatif à la  niéca 
niciue. N. ann. math. XL111. 497. 

~ r i n c i $ c i  der ~ t a t i k  monocyklischer Syateme. H. v. H e l m h o l t z .  Crelle 
XCVH, 111, 317. - K r o n e c k e r  iliid. 141. 

Gleichgewicht eines iiber cinc Fiache gespannten Fadens mi t  i3erücksichtigiing 
der Reibung. F. A u g u s t .  Grun. Arcbiv LXX. 226. 

Aoalicstion de l a  etatiaue au  calcul de  divers éléments d'un t r imele .  A. d e  
A A - 

S a i n t - G e r m a i n .  N ann. matli. XLLII. 37. 
Einfacher Beweis der ~ x i s t e m  cines ~ ! I i t k l ~ u n k & s  &allelcr Kriifte. R. H o p  p c. 

Grun. Archiv LXXI, 11 1. 
Sur un nouvcau cas int6grable du problemc de l'dlastique ct  l'une de ses 

applications. hi. L 6 v y. Compt. rend. XCVLL, 694. 
Résista,nce d'un annea,u à l a  flexion. J. B o u s  s i n e s  a.  Coniut. rend. XCVII. 

843, 111. - M. L e v y  ibid. 979. 
Sur le mouvement d'un point pesant. A. d e  S a i n t  - C  e r m a i n .  N. ann. math. 

XLII, 5 i2 .  
A general theorem eoncerning the motion of a solid body. J. W. W a r r e n .  

Quart. Journ. math.  XX, 13. 
Bewegung eines schweren Punktes auf einem Rotationsparaboloid. Z ü g e .  

Grun. Archiv LXX, 5 à .  
Horizontal rotirende Kette. R. H o  p p  e. Grun. Archiv LXX, 90. 
Sur le mouvement d'une charge roulante, le long d'une barrc élastique hori- 

zontale appuyée à ses deux bouts et  dont l a  masse est  beaucoup plus 
petite que la sienne. J. B o u s  s i n  es  q. Compt. rcnd. XCVLI, 897. 

Remarques relatives au  problème des deux chaines. H. l i e s a l .  Compt. rend. 
x C V ~ ,  1239. 

Sur  la théorie des tautochrories. H. R e s a l .  X. ann. matli. XLLI. 481. 
Sur certaines ~olut~ionç  particulièrcs~du problèmë des trois corps.' H. P o i n -  

c a r 6 .  Compt. rend. XCVII, 251. 
Sur l a  forme des expressions des d i s t anc~s  miitiielles, dans le problème  de^ 

traie corps. A. L i n d s t  e d t .  Compt. rend. XCVII, 1276, 1353. 
Moment der gegenseitigrn Anriehimg der begrenzten Schenkel cines Winkels. 

R. H ~ D D  e. G r u n  Archiv LXX. 335. 
Sur  les droiies qui ont des moments donnés par rapport à des droites fixes. 

C. S e g r e .  Crelle XCVII, 95. 
Les moments d'inertie polaires du  triangle par rapport à ses points reniar- 

qiiatiles. G. D o  s t o r .  N. ann. math.  XLLI, 46'3. 
Resistance vive ou dynamique des solides. Représentation graphique des lois 

du choc longitudind, subi à une de ses cxtr6mités par une tige ou barrc 
prismatique assujettie à l'extréniité opposée. D e  E a i n t - V e n a n  t & Fla -  
m a n t .  Compt. rcnd. XCVII, 127, 214, 281, 444. 

Du choc longitudinal d'une barre prismatique. fixée à un bout et heurt,ée à 
l'autre. J. B o u s s i n e s q .  Compt. rend. XCVII, 104. 

Sur les déformations géométriques déterruinées par  l'écrasement d'uu parallél- 
épipède rectangle avec allongement dane une seulri direction. T r e s c a .  
Compt. rend. XCVII, 928. 

ktude sur les déformations e t  le développerneut de ehalcur produits dans le 
forgeage par des pannes arrondies. 'Y r es  c a. Compt. rend. XCVii, 015. 

Die Cachleoïde C. F a l k  e n  h c r o. Grun. Archiv LXX. 259. 
- u 

~ o u & e  r e m ~ = ~ u e  sur le système Peaucellier. M. d 7 0 ; a g n e .  N. ann. niath. 
XT,III, 199. [Vergl. I l t i .  XXVII,' Nr. 170 u. Bd. XXVllI, Nr. 6511.1 

Considérations théoriques sur les flotteurs remorqués en divergence. E. d e  
.Ton q iiik r s s .  Conipt. rend. XCVlI. 1176. 

Sur une bascule, nouveau s y s t h e  de 'romaine à ciirseiir automatique. A. 
P i c a r t .  Compt. rend. XCVTr, 86, 252. [Vergi. Kr. 325.1 

Sur le ricochet des projectiles sphériqnes i l a  surfiice de l'eau. E. d e  J o n -  
q u i è r e s .  Compt. rend. XCVH, 1278. 
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Siir le fonctionnement d'une turbine. M. D e p r e z .  Compt. rend. XCVTT, 697. 
Verfil. Akustik. Analgtische Grometrie der Ebene 508, 517. Elasticitkt. 

Elektricit&t. Geodksie. Hgdrodynamik. Magnetismus. Optik. Pendel. 
Schwerpunkt. Warmelehre. 

Mehrdimensionale Goometrie. 

Oberiiachen. 
Sur la génération des surfaces. J. S. & M. N. V a n é t e k .  Compt. rend. XCVII, 

1473, 1548. 
Sur les ~urfaces  du troisième ordre. C. L e  Paicre .  C o n ~ ~ t .  rend. XCVII. - 

34, 158. 
Sur les surfaces du troisième ordre. C. L e  P a i g e .  Acta math. l i t ,  181. 
Nouvelles recherches sur les surfaces du troisième ordre. C. L e  P a i g e .  Acta 

math. V, 195. 
Lineare Constructionen zur Erzeugung der kubischen E'lache. H. S c h r o  e t e r .  

Creiic XL'VI, 282. 
Sur lin faisceau de surfaces d'ordre quelconque. A. L e g o u x .  N. ann. math. 

XLLI, 233; XLIII, 161. 
Ueber Canalflicheu. R. H o p p e .  Grun. Archiv LXXT, 280. 
Sur l a  surface des ondes. G. Darbo i ix .  Compt. rend. XCVII, 1039, 1133. 
Sur uue Famille de surfaces d6veloppables passant par une courbe gauche 

donnée. L. 1,év y. Compt. rend. XCVII, 986. 
Sur l a  construction des plans tangents d'une surface de révolution q u i  passent 

par une droite donnée. R o u q u  et .  N. ann. math. XLlII, 194. 
Sur une famille de surfaces algébriques; considérations sur des surfaces 

orthogonales et homofocales. A. L e g o u x .  Quart. Journ. math.  XX, 1 .  
Sur les svstkmes tr i l~les de surfaces orthogonales. D o u c e t .  N.  ann. niatli. 

X L U ~ ,  315. - - 

Sur l'équation aux dérivées partielles du troisième ordre des systèmes ortho- 
gonaux. G. D a r  b oux.  Acta math. IV, 93. 

Sur les cercles géodésiques. G. O s s i a n  fl o n n  e t. Compt. rend. XCVlI, 1360. 
Sur l e  système de coordonnées polaires géodésiques. G. Os s i a n  B o n  n e t .  

Compt. rcud. XCVLI, 1412. 
Sur les diverses courbures des lignes qu'on peut tracer sur une surface. 1 s s o l g ,  

N. ann. math .  XLLII, 522. 
Kriimrniingslinien in den Nabelpunkten von Flachen. R. R O p p e. Grun. Ar - 

ehiv LXX, 289. 
Geber die Krürnniung der Flacheu. O. Bokle i i .  Crelle XCVI, 152. 
Sur les surfaces dont la courbure totale est constante. G. D a r b o u x .  Compt. 

reud. XCVII, 848. 
806. Sur les surfitccs à, courbure constanto. G. D a r b o u x .  Compt. rend. XCVII, 

892, 946. 
807. Zur Sheorie der Flachcn gerader Ordnung. E d. M a h l e r .  Grun. Archiv 

LXX, 313. 
808. Ueber die Singularitiitenfiachen quadratischer Strahlencomplexc und ihre 

Haupttangeriteucurvcri. T h .  R e  y e. Crelle XCVii, 24.2. 
Vergl. Geometrie (abzklilende). 

Oberfiachen zweiter Ordnnng - 
809. Théorie des surfaces d u  second ordre en coordonnées obliques. S. G u n d e l -  

f i n g e r .  N. ann. math. XLIII, 7 [Vergl. Bd. XXVLII, Nr. 694.1 
810. Sur l e  complexe formé par les axes d'une surface du second ordre. G. K o e -  

n i g s .  A X. ann. math. XLII, 267. 
811. Sur l'intersection de  deux quadriques réglées. E. L e b o n .  N. aun. math. 

XLII. 47. 
812. Ueber die Durchdriugung gleichseitiger Rotationshyperboloide von parallelen 

Axen. W. F i e d l e r .  Acta m;ith.V, 331. 
Verpl. Ellipsoid. üeometrie (descriptive) 639. Hyperboloid. Kegelschnitte 

715. Paraboloid. Spharik, 
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Optik. 
513. Formules générales dea systèmes dioptriques centrés. hl O n o g  e r .  Compt. rend. 

XCVII. 88. 
814. Ceber cptiSche Strahlnnçysterne. M. B l a s e n  do r f f .  Crelle XCVII, 172. 
8 1 5  Ceber die Lage der Llrennlinien eines unendlich dünnen Gtraliienbiintlels gegen 

einander und qegen eincn Hanptstrahl L. M a t t h i e s s e n .  Acta math. - .. 
IV, 177. 

816. Construction géométrique des caustiques par r6flexion. L a  q u i è r e. N. ann. 
math.  XLU, 74. 

817. Rüekbliek auf einc Schattenfliiche von Laplace. A. W i t t e  t e i n .  Grun. Ar- 
rliiv 1,IYX. 099. -. . . - - - . . 

518. Zu einem h u f k ~ t z c  von Dr. E. Naiss. A .  W a n g c r i n .  Grun. Archiv LXX, 
111. [Vergl. Ud. XXVLI, Nr 204.1 

519. Vitcsse des ondes. R a y l e i g h .  Compt. rend. XCVII, 567. - G u y  ibid. 1456. 
820. Sur la disuersion de la lumière. C. E. d e  K l  e r c k  e r .  Cornut. rend. XCViI. 707. 
821. ~ é t e r m i n & o n  des constantes optiques d'un cristal biréfringent à uiie axe L. 

L é v  y. Compt. rend. XCVII, 1296. 
Vcrgl. Gcometrie (descriptive) 638. Geometrie (hohere) 643. 

P. 
Yarabel. 

822. Propriété des normales à une parabole. S. Go f f a r  t. N. ann. math. XLII, ;31. 
823. Sur les trois normales menées d'un point ü, une parabole. A.  C h a m b  e a u .  

N. ann. niath. XLU, 500. 
824. Sur lea trois cercles osculateurs d'une parabole qui touchent une tangente à 

ct%to coiirbe. Ch .  B r i s s e .  N. a m .  math.  XLIII, 388. 
826. Contour polygonal inscrit dans une parabole. M o r e  t - B l a n c .  K. ann. math. 

XLU, 322. 
826. Propriété d h n e  parabole ayant une certaine droite pour directrice e t  un cer- 

tain point pour sommet. E. B a r i s i e n .  N. ann. math.  XLI1, 415. 
827. Construire une parabole tangente à une circonférence donnée, connaissant l'axe 

et  lc ~ a r a u i è t r e  de  l a  parabolc. M o r c t - B l a n c .  N. ann. m a t h  XLIII, 
394. 

825. Paraboles t a n g e n t ~ s  à l a  fois deux droites rectangiilsires e t  un cercle tangent 
à ces deux droites. E. B a r i s i e n .  N. ann. math. XLIII, 595. 

829. ThBorème sur deux araboles. L. Cl é m e u t .  N. aiin. math. XLlTT, 487. 
Yergl. Geonietrie (Rihere) 6.18. - 

Yaraboloid. 
830. Sur lcs lignes de courbure du paraboloïde équilatère. P. B a r b a r i n .  N. ann. 

math. XLTIT, 97. 
Pendel. 

831. Einfaches Pende1 irn Raume bei Anxicliung von cinem Piinkte in encilicher 
Entfernung. R. H o p  p e. Grun. Aruhiv LXX, 405. 

832. Oscillationen eines l3filarpendels. R. H o p p e .  Grun. Archiv LXX, 138. 
Planimetrie. 

833. The symrnedian-point axis of an associated system of tria.ngles. R. T u c k e r .  
Quart. Journ. math. XX, 167. 

834. Sur la aymédiane. M. d l O c a g n e .  N. ann. ma,th. XT,II, 450; XLIII, 25. 
835. Sur les propriétés segmentaires du  triangle. M. d 'Oc  a g n e. N. ann. math. 

XI& 497. - D e  S a i n t - G e r m a i n  ibid. XLlTi, 302. 
836. Propriété du centre du cercle circouscrit à un triangle en rapport abcc le 

point d'intersection des trois hauteurs. E. L e m  o i n  e. N. anri. math. 
XLII, 525. 

837. Point d'intersection de trois droites. hl. R a c l o t .  N. ann math.  XT,IJ, 478. 
836. 'i'héorèuie sur le triangle recta~igle. Gof i ' a r t .  N. ann. math .  XLlI, 527. 
É 3 9 .  Sind in cinem gera.dliriigen Dreieck zwci Winkelhdbirende gleich, so liegen 

die halbirten Winkel an der üruridliriie eiues gleichschenkligen Ureiecks. 
% S w l h o f f .  Grun. Archiv LXX, 223. 

&l0' &tg&e ütkr  das gleichschenklige Ilreieck. H. S i inon .  Grun. Archiv LXXI, 
,- 22%. ,[Vergl. Hd. XXV111, Kr. 331.1 

811. 'l;r6'Wer i e ~ ' c ô t 6 s  d'un triangle, la soinnie dc Leurs cubes é tant  donnée e t  sup- 
omdl qu'ils soient multiples du rayon du cercle inscrit. N. ann. math. 
lu, 444. Ra- 
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