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GEOMETRIE ELEMENTATR

GEOMETRIE DANS L'ESPACE

LIVRE PREMIER

NOTIONS PRELIMINAIRES

1. On nomme plan ou surface plane, une surface telle que, si
I'on fait passer une ligne droite par deux de ses points, cette
ligne est contenue dans la surface.

2. Trois points non silués en ligne droite déterminent un
plan ; ce qui signifie :

1° On peut faire passer ¢ .
un plan par trois points 3
non situés en ligne droite ;

2° On ne peul en faire
passer qu'un seul.

1° Soient A, B, C (fig. 1)
trois points non situés en
ligne droite. On peut tou-
jours amener un plan dans
une position telle qu'il contienne deux des frois points, A
et B ; et, par conséquent, la droite AB. S’il ne contient pas
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2 LIVRE I.

le point C, on pourra ensuite, en le faisant tourner autour
de AB, parvenir A lui donner une position telle qu’il con-
tienne le point C. On peut done toujours faire passer un plan par
trois points non situés en ligne droite.

2° Tout autre plan, qui passera aussi par les points A, B, C, se
confondra avec le premier. Tirons les droites AB, AC, BC. Cha-
cune d’elles est contenue dans tout plan passant par les trois
points A, B, €. Soit M un point quelconque d’un deuxiéme
plan passant aussi par A, B, C; ce point appartiendra au pre-
mier plan, car on peut mener par le point M une droite qui
rencontre deux des trois droites, AB, BC par exemple; les
points de rencontre D et E appartiennent aux deux plans; la
droite DE et, par suite, le point M qui est sur cette droite sont
donc situés dans le second et dans le premier plan. Done tout
point du second plan appartient au premier, et par conséquent
les deux plans se confondent en un seul.

3. Il résulte de ce qui précede :

1° Une droite et un point non situé sur cette droite déterminent
un plan.

2° Deux droifes qui se coupent déterminent un plan ; car I'une
des droites et un point de l'autre droite, différent de leur

point de rencontre, déterminent un plan.

® 3° Deux paralléles déterminent un plan ;

car deux paralléles sont dans un méme

plan, et tous les plans, qui contiennent

deux paralltles données, AB, CD (fig. 2),

ont trois points communs non situés en ligne droite ; savoir :
deux points A et B de I'une et un point C de l'aufre.

4. Le lieu des points communs a deux plans qui se coupent, en
d’autres termes, Uintersection de deur plans est une ligne droite ;
car si, parmi les points communs aux deux plans, il s’en trou-
vait trois non situés en ligne droite, les deux plans se con-
fondraient en un seul.

. Fig. 2.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DROITE ET PLAN PERPENDICULAIRES. 3

APPLICATIONS.

5. L'ouvrier qui polit le bois, la pierre ou le mélal, pour obtenir
une surface plane, vérifie I'exactitude de son travail en appli-
quant successivement sur la surface une régle dans des direc-
tions différentes el en s'assurant & chaque fois s'il exisle ou non des
jours entre la régle el la surface.

6. On nomme frace d'une droite sur un plan, le point de ren-
contre de cette droite et du plan.

Trace d’un plan sur un autre plan, I'intersection des deux
plans.

§ 1. — Drolte et plan perpendiculaires.

THEOREME.

7. Lorsqu'une droite est perpendiculaire a deux droites tracées
par son pied dans un plan, elle est aussi perpendiculaive a une
droite quelconque tracée par. son pied dans le méme plan (fig. 3).

Par une droite donnée AB, faisons passer deux plans diffé-
rents, et dans chacun d’eux élevons au point C de la droite
AB une perpendiculaire sur cette

droite. Dans le plan P, déterminé A
par ces perpendiculaires CE, CF,
droite quelconque CH. Joignons

un point quelconque E de CE Aun 3

D
g:

el par le point C tirons une A
point quelconque F de CF, et soitH ]

5 £
le point ou la droite EF rencontre "H\ /
CH. Prenons de part et d’autre du &
point C sur AB des longueurs éga-
les CD, CD' et joignons chacun des Fig: .

points D, D' aux trois points E, H, F.

Les triangles DEF, DEF sont égaux, comme ayant les trois

cOtés égaux chacun & chacun, car les obliques DE, D'E sont
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 LIVRE 1.

égales puisque leurs pieds D, D’ sont également éloignés du
pied de la perpendiculaire CE; il en est de méme des obli-
ques DF, DF; et le coté EF est commun aux deux triangles.
Par conséquent, si 'on replie le triangle D'EF autour de EF
pour le rabattre sur le plan du triangle DEF, les deux trian-
gles coincideront apres le rabattement. La droite D'H coinci-
dera, par suite, avec la droite DH. Les deux points C et H de
la droite CH, étant également éloignés des points D et D', la
droite CH est perpendiculaire sur le milieu de DD’ ou sur AB.

Donc la droite AB perpendiculaire aux deux droites CE, CF
tracées par son pied G dans le plan P, est aussi perpendiculaire
a une droite quelconque CH tracée par son pied dans le méme
plan. ;

8. CoroLLATRE. — On dit qu'une droite est perpendiculaire a
un plan, lorsqu’elle est perpendiculaive a toutes les droites tracées
par son pied dans ce plan. On voit done qu'il suffit, pour rem-
plir cette condition, que la droite soit perpendiculaire & deux
droites fracées par son pied dans le plan.

9. Toute droite qui n’est pas perpendiculaire au plan qu’elle
rencontre, est dite obligue A ce plan,

THEOREME.

n

10. On peut toujours, par un point donné, mener une perpen-
1° Supposons d’a-
lg m bord le point donné
soient P et A le plan et
% /,A(\ / (% w / le point donnés (fig. 4).
Par une droite quel-

1' : i - ol i q
passer deux plans dif-
férents et dans chacun d’eux menons par un méme point C

diculaire d un plan donné, et on n'en peut mener qu'une seule,
situé dans le plan, et
conque CD, faisons
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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DROITE ET PLAN PERPENDICULAIRES. 5

de CD, les perpendiculaires CE, CF sur celle-ci. La droite CD
est perpendiculaire au plan Q des droites CE, CF (7): Or, sil'on

fait coincider le plan Q avec le plan P, de maniére que le_

point C tombe en A, la droite CD prendra une direclion AB
perpendiculaire au plan P.

On ne peut, en outre, mener par le point A qu’une seule per-
pendiculaire au plan P, car si 'on en pou- :

vait mener deux, AB, AC (fig. 5), le plan de ¥

ces deux droites couperait le plan P sui- /
vant une droite AD & laquelle seraient per- / T
pendiculaires les deux droites AB, AC, ce a .l

qui est impossible (29, Géom. plane).

2° Supposons le point donné situé hors
du plan et soient P et B le plan et le point donnés (fig. 4).

Aprés avoir construit un plan ( perpendiculaire 4 une
droite CD, comme on vient de le faire, on fera glisser le plan Q
sur le plan P, jusqu’d ce que CD passe par le point B, et la
droite CD prendra une direction AB per-
pendiculaire au plan P.

On ne peut, en outre, mener par le point \
B qu’une seule perpendiculaire au plan P, “
car 8'il pouvait exister deux perpendicu-
laires BA, BC (fig. 6), abaissées du point B
sur le plan P, chacune d’elles serait per-
pendiculaire & U'intersection AC de leur plan et du plan P, ce
qui est impossible (46, Géom. plane).

Fig. 5.

i

Fig. 6.

APPLICATION.

11, Planter une tige perpendiculairement sur un plan donné et de ma-
niére qu'elle passe par un point donné. Equerre d trois branches,

On se sert, pour résoudre cette question, d’'uninstrument appelé
équerre @ trois branches. 11 est formé de trois régles assemblées de
telle sorte que l'aréte de l'une d'elles DC (fig. 7) soit perpendi-
culaire aux arétes CE, CF des deux autres. On applique les deux

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 LIVRE I.

derniéres sur le plan, et on les fait glisser sur ce plan jusqu'a ce
que l'aréte de la

§ premiére passe par

2 le point donné. On
place alors la lige

. le long de celle-ci.
ﬂ On peut, & défaut
Tg. 1. o d’'une équerre @&

trois branches, em-
ployer deux équerres ordinaires (fig. 8), en faisant coincider une
ardte de 'une avec une aréte de l'autre.

THEOREME.

12. On peut toujours, par un point donné, mener un plan per-
pendiculaire a une droite donnée, et on n’en peut mener qu'un seul.

4° Supposons d’abord le point placé sur la droite, et soient
AB et C la droite et le point donnés (fig. 9). Faisons passer
par la droite AB deux plans et menons dans ces plans les
. droites CD, CE perpendiculaires & AB. Le plan de ces deux
droites est le plan demandé (7).

On ne peut, en outre, mener par le point C qu’un seul plan
perpendiculaire & la droite AB; car,s'il pouvait en exister deux,
tout plan conduit par la droite AB couperait ces plans suivant
deux droites perpendiculairesd AB
au méme point et dans un méme
plan, ce qui est impossible.

2° Supposons le point situé hors

de la droite; et soient AB et D la
\ droite et le point donnés (fig. 9).
Du point D abaissons une perpen-
diculaire DC sur AB, et par le
point G menons dans un plan quelconque, autre que le plan
qui contient D et AB, une perpendiculaire CE sur AB. Le plan
des droites CD, CE est le plan demandé.

On ne peut en outre mener par le point D qu’un seul plan
perpendiculaire & la droite AB; en effet un second plan ne

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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DROITE ET PLAN PERPENDICULAIRES, 7

pourrait pas rencontrer AB en C (1°), ni en un point quel-
conque F différent de C; car les deux droites DC, DF se-
raient des perpendiculaires abaissées d’'un méme point sur la
droite AB.

13. CoroLLATRE 1. — Les perpendiculaires @ une droite, menées
parunméme point decelle-ci dans les différents plans qui pussent par
la drotte, sont toutes situées dans un méme plan perpendiculaire d la
droite; car, s'il en était autrement, on pourrait par un point
d’une droite mener plusieurs plans perpendiculaires & la droite.

44. Conorraire II.—Si 'on fait tourner une droite CD autour
d’un point M d’une droite AB (fig. 10),
de maniére qu’elle reste toujours per-
pendiculaire & AB, toutes les positions 4

¢

de la droite mobile CD seront dans le !
plan mené par le point M perpendiculai- .
rement & AB, et tout point de ce plan Fig. 10.

appartiendra & I'une des positions de la

droite mobile. On dit, pour cette raison, que la droite CD,
dans son mouvement autour du point M, engendre le plan perpen-
diculaire & AB mené par ce point.

THEOREME.

15. Le plan mené perpendiculairement a une droite par son mi-
liew est le liew géométrique des points
également distants des extrémités de
la droite (fig. 11).

Soient la droite AB, et P le plan
perpendiculaire sur le milien O de
AB: 1° si M est un point du plan, les
distances MA, MB sont égales, puis-
quele point M appartient & la per-
pendiculaire OM élevée sur le milieu ¥ig. 11.
de AB dans le plan AMB. :

2°8i N est un point situé hors du plan P, les distances NA,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 LIVRE I.

NB sont inégales : en effet, soit M le point ot NA rencontre le
plan P; le point N est situé hors de la perpendiculaire OM
élevée sur le milieu de AB dans le plan ANB.

16. ScoLiE I. — On peut énoncer d'une maniére plus courte
le théoréme, en disant : Le liew géométrique des points également
distants de dewx points donnes est le plan perpendiculairement
élevé sur le milieu de la droite qui unit ces deux points.

17. Scouk II. — On dit que deux points sont symétriques
par rapport a un plan, lorsqu'ils sont situés, de part et d’autre
du plan, sur une méme perpendiculaire & celui-ci et & des
distances égales du plan.

On dit qu'une figure a un plan de symétrie lorsqu’il existe un
plan tel que tous les points de la figure sont situés deux a
deux, de part et d’autre du plan, sur une méme perpendicu-
laire & celui-ci et & des distances égales du plan; en d’autres
termes, lorsque tout point de la figure a, par rapport i ce plan,
son symétrique parmi les autres points de la figure.

Le plan P (fig. 11) est un plan de symétrie de la droite AB.

THEOREME.

18. Lorsque d'un point pris hors d'un plan, on méne a ce plan
la perpendiculaire et différentes obliques :

1° La perpendiculaire est plus courte que toute oblique;

2° Deux obliques dont les pieds sont également distants du pied
de la perpendiculaire sont égales ;

3° Deux obligues dont les pieds sont inégalement distants du
pied de la perpendiculaire sont inégales ; la plus longue est celle
dont le pied est le plus éloigné de celui de la perpendiculaire
(fig. 12). 3

Soient un plan P et un point A pris hors de ce plan, AB
la perpendiculaire abaissée du point A sur le plan.

1° La perpendiculaire AB est moindre qu'une oblique quel-
conque AC ; car, dans le plan ABC, la perpendiculaire AB sur
BC est moindre que l'oblique AC.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DROITE ET PLAN PERPENDICULAIRES. 9

20 Supposons BD=BC( ; les obliques AD, AC sont égales,
car elles sont les hypolénuses de deux triangles rectangles
ABD, ABC, égaux
comme ayantun an-
gle ¢égal (Pangle
droit), compris entre
deux cOtés égaux.

3° Soit BE >BC;
l'oblique AE est plus
grande que I'oblique AC : en effet, prenons sur BE une lon-
gueur BD=BC et tirons AD. Les obliques AD, AC sont éga-
les (2°). Or, dans le plan ABE, I'oblique AE est plus grande
que 'oblique AD, puisque BE est plus grand que BD; done AE
est plus grand que AC.

19. CororrAire. — Il résulte aussi des raisonnements qui
précedent que :

1° Toutes les obliques dont les pieds sont également distants du
pied de la perpendiculairve font avec celle-ci des angles égauz ;

2° Les angles formés avee la perpendiculaive par deux obligues
dont les pieds sont inégalement distants du pied de la perpendicu-
laire sont imégauz ; et le plus grand est formé par Uobligue dont le
pied est le plus éloigné,

20. ScoLie. — La perpendiculaire, abaissée d’un point donné
sur un plan donné, estla ligne la plus courte qu’on puisse me-
ner de ce point au plan. On donne 2 la longueur de cette
perpendiculaire le nom de distance du point au plan.

91. RECIPROQUES. —1° Lorsque des obligues menées dun point
donné a un plan donné sont égales, leurs pieds sont également dis-
tants du pied de la perpendiculaire,

2° Lorsque deux obligues menées d’un point donné a un plan
donné sont inégales, leurs pieds sont inégalement distants du pied
de la perpendiculaire, et c'est le pied de la plus longue qui est le
plus élowgné du pied de la perpendiculaire.

On appliquera ici le raisonnement (53, Géom. plane).

22. CoroLLAIRE. — Les obliques égales, menées d'un point

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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10 LIVRE I,

donné i un plan donné, rencontrent le plan en des points si-
tués sur la circonférence dont le centre est le pied de la per-
pendiculaire, et le rayon la distance de ce dernier point au
pied de I'une des obliques. II en résulte que, pour abaisser d'un
point situé hors d’un plan, une perpendiculaire sur ce plan, il suffit
de déterminer (par un moyen quelconque) trois points du plan
éqalement éloignés du point donné. Le centre de la circonférence
passant par ces trois points est le pied de la perpendiculaire de-
mandeée. '

THEOREME.

23. Si lon éléve sur le plan d'un cercle la perpendiculaire, par
son centre : 1° Chaque point de la perpendiculaire est également
distant de tous les points de la circonférence; 2° tout point non
situé sur la perpendiculaire est inégalement distant des différents
points de la circonférence (fig. 13).

1° Soit AB la perpendiculaire au plan du cercle O, menée
par le centre; tout point M de la droite AB est également dis-
tant des différents points de la circonférence, car les distances

telles que MC, MD, ME du point M aux

o points C, D, E de la circonférence sont
N des obliques égales, les pieds de ces
H obliques étant & des distances du pied
0 & de la perpendiculaire égales au rayon
¥ 4 de la circonférence O.
¢ 2° Soit un point N, non situé sur la
perpendiculaire AB. Faisons passer un
2 plan par le point N et la perpendicu-
3 laire AB ; et soit le diametre FG, l'in-
S tersection de ce plan et du plan du

cercle. Tirons les droites NF, NG, I'une
d’elles rencontrera la droite AB, et si I'on joint le point de ren-
contre H au point G, on aura :

_ NG<<NH+HG;
- 'IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DROITE ET PLAN PERPENDICULAIRES. 11

et, comme HG =HF, puisque le point H appartient a la droite
AB, on trouve :

NG <NF.

24. CoroLLAIRE. — La perpendiculaire au plan d'un cercle, éle-
vée par son centre, est le liew géométrique des points de Uespace qui

sont chacun également distants de tous les points de la circonférence
'\ de ce cercle.

THEOREME.

25. 87 du pied d'une perpendiculaire a un plan on abaisse lo per-
pendiculaire sur une droite quelconque tracée dans ce plan, et qu'on
joigne le pied de cette seconde perpendiculaire ¢ un point quelcon-
que de la premiére, la droite qui unit ces deux points est perpen-
diculaire d la droite tracée dans le plan (fig. 14).

Soient P le plan donné, AB une'perpendiculaire au plan P
et CD une droite tracée dans ce plan. Du pied B de la perpen-
~diculaire AB abaissons la perpen-
| diculaire BE sur CD et joignons un
| point quelconque A de AB au point ﬁ\
E; AE doit étre perpendiculaire sur
| CD; car, si 'on prend sur CD, de
| part et d’autre du point E, des lon-
| gueurs égales EC, ED, et qu'on tire
. les droites BC, BD, AC, AD, les
obliques BC, BD sont égales (47 Géom. plane), et delégalltc
des droites BC, BD résulte 1'égalité des obliques AC, AD (18).
La droite AE, passant par deux points E et A également dis-
tants des points C et D, est done perpendiculaire sur le milieu
de la droite CD.

26. ScoLiE. — ‘On ‘donne quelquefois & ce théoréme le nom
- de Théoréme des trois perpendiculaires.

27. ConoLrATRE, — La droite CD est perpendiculaire au plan
| AEB (7).

Fig, 44,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



19 LIVRE T.

§ 2, — Droltes et plans paralléles.

THEOREME.

28. Par un point donné on ne peut mener dans espace qu'une
seule paralléle a une droite donnée. |

En effet, les paralleles & une droite AB menées par un point
C non situé sur la droite, sont chacune dans un méme plan
avec AB. Or, tous ces plans se confondent en un seul (2); et
par un point on ne peut mener qu'une seule paralléle & une
droite donnée, dans le plan déterminé par le point et la droite.

THEOREME.

29. Deux droites paralléles ont leurs plans perpendiculaires
communs, ce qui veut dire : Si deux droites sont paralléles, tout
plan perpendiculairve a U'une rencontre Uautre droite et lui est per-
pendiculaire (fig. 15). !

Soient AB et CD deux droites paralléles, P un plan perpen-
diculaire & AB.

D’abord le plan P rencontre CD, car Imtcrscct.lon du plan
P et du plan des deux paralleles est vne droite passant par le
point A, et qui, coupant AB, doit aussi
couper CD (69, Géom, plane). Le plan P
rencontre done CD.

Par le point G de rencontre de CD et du
plan P, menons, dans celui-ci, la droite EG
perpendiculaire & Dintersection AC des
deux plans, et joignons le point G & un point quelconque B
de AB. La droite EC est perpendiculaire & CB (25) et, par
suite, au plan ACB qui est celui des deux paralleles. La droite
CD est donc perpendiculaire & EC, et, comme elle est aussi per-
pendiculaire & AC (69, Géom. plane), CD est perpendiculaire
au plan P.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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DROITE ET PLAN PARALLELES, 13

THEOREME.

30. Deux droites perpendiculaires ¢ un méme plan sont paral-
Leles,

Soient AB et CD deux droites perpendi-
culaires au plan P (fig. 16). La parallele & AB,
menée par le point C, doit se confondre avec
CD, car elle doit étre perpendiculaire au
plan P.

31. CoroLtAtRe. — Deux droites paralléles d une (troisieme
sont paralléles entre elles, — Soient AB et CD
deux droites paralleles & une troisiéme EF
(fig. 17). Menons un plan P perpendiculaire
a la droite EF; ce plan sera aussi perpendi-
culaire & chacune des droites AB et CD (29).
Par conséquentles droites AB et CD, étant per-
pendiculaires & un méme plan, sont paralléles. Fig. 17.

Fig. 16.

DEFINITIONS.

32. VERTicALE. PLAN morizoNTAL.— On nomme droite verticale ou
verticale, toute droite paralléle & la direction du fil  plomb en équi-
libre.

On nomme plan horizontal tout plan perpendiculaire & une ver-
ticale.

On nomme droite horizonta’e ou horizontale, foute droite située
«dans un plan horizontal.

§ 3. — Drolte ct plan paraliiles.

DEFINITION.

33. Une droite et un plan sont dits paralléles, lorsqu’ils ne
se rencontrent pas, siloin qu'on les prolonge.
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



14 LIVRE I.

THEOREME.

34. Toute droite, paralléle a une droite d'un plan, est paral-

léle a ce plan, ou située dans ce plan.

1° Soit AB une droite parallele & une droite CD située dans
le plan P (fig. 18), et supposons qu’un point A
de AB soit situé hors du plan. Concevons un

plan mené par le point A et la droite CD. Ce

Fig. 18.

A

plan P suivant CD. AB ne pourra donc ren-

plan contiendra la droite AB et coupera le |

contrer le plan P qu'en un point de CD, et, par suite, sera |

parallele au plan P.

2° Supposons en second lieu qu'un point de AB soit dans le |
plan P, ce point et la droite CD déterminent un plan qui doit |

contenir la droite AB, or ce plan est le plan P lui-méme.

35. ConoLLAIRE. — Pour mener par un point donné un

plan parallele & deux droites données, il suffit de mener par
le point une parallele i chacune des droites données; le plan
des deux dernieres droites est le plan demandé.

THEOREME.

36. Lorsqu’une droite est parallele a un plan, tout plan mené
par la droite coupe le premier suivant une paralléle a cette droite.

A B Soient AB et P une droite et un plan
n paralleles (fig. 19). L’intersection CD du
ot 1-D plan P et d’'un plan mené par AB est pa-
rallele & AB; car ces deux droites sont dans
Fig. 19,

un méme plan, et elles ne peuvent pas se
rencontrer sans que AB rencontre le plan P.

THEOREME.

37. Lorsqu'une droite et un plan sont paralléles, toute paral-
léle a la droite menée par un point du plan est située dans ce plan.
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— Soient deuxplansM et N(fig.22)

. ser deux perpendiculaires d’un 3

PLANS PARALLELES, 15

En effet soient AB et P une droite et un plan paralldles;
C un point du plan (fig. 20). L’intersection CD :
duplan P et d’un plan déterminé par AB et n
le point G est la droite paralléle & AB me- £ y
née par le point C. '
38. ConoLtatRe. — L'intersection de deux

plans respectivement paralléles @ une méme droite est paralléle
d cette drotte. — Soient P et () deux plans res-

Fig. 20.

pectivement paralléles A la droite CD et qui  |° 3 G
se coupent suivant la droite AB (fig. 21); si
d’'un point de AB on méne une parallele
A CD, elle sera située dans chacun des deux -
plans; par conséquent elle se confondra avec B

. leur intersection. Eig, 41

§ 4. — Plans paralléles.
DEFINITION.

39. — On dit que deux plans sont paralléles, lorsqu’ils ne
peuvent pas se rencontrer, si loin qu’on les prolonge.

THEOREME.

40. Deu plans perpendiculaires d une mémedroite sont paralleles.

perpendiculaires & la droite AB
aux points C et D. Ces deux plans
ne peuvent pas se rencontrer,
car, s'il en était autrement, on &
pourrait, en joignant un point y Rl 7
quelconque G de leur intersec-

tion EF aux points C et D, abais-

!
d

. point sur une droite. Fig. 22.
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- L) |
THEOREME. ‘]

M. Les intersections de deux plans paralléles par un troisieme
plan sont deuzx droites paralléles. i
Soient M ct N deux plans paralleles, P un troisitme plan:
qui coupe les deux premiers suivant les

‘ droites AB, CD (fig. 23). Celles-ci sont
A situées dans un méme plan P, en outre.
y / elles ne peuvent pas se rencontrer sans.
B que les plans M et N se rencontrent;
¢ donc les droites AB et CD sont paral—
17/ / leles. {
i 5 42, COROLLAIRE. — Lorsque deux plam

\ sont paralléles, toute droite menée par w:

Fig. 23, point de l'un d'euzx parallélement a J‘autre
plan est contenue dans le premier.

Soient M et N deux plans paralltles, et AB une droite me-
née par un point A du plan M parallélement au plan N; si 'on
fait passer par AB un plan qui coupe le plan N, AB sera pa-.
rallele & l'intersection CD des deux plans. Or I'intersection du
plan M et du plan mené par AB doit aussi étre paralléle & CD
et passer par le point A, donc elle se confond avec AB.

THEOREME.

43. Les portions de deuz droites paralléles interceptées par deus
plans paralléles sont égales (fig. 23). _

Soient AC, BD les portions de deux droites paralléles inter-
ceptées par deux plans paralleles Met N; et AB, CD les droites
suivant lesquelles les deux plans M et N sont coupés par le plan
des deux paralltles AC, BD. La figure ABDC est un parallélo-
gramme, par conséquent AG =BD.

44. COROLLAIRE. — Deuz plans paralléles sont partout d éqale
distance ; car les perpendiculaires abaissées de deux points quel-
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conques de I'un des plans sur I'autre sont paralleles, et elles
sont égales d’apres le théoreme précédent.

45. RECIPROQUEMENT. — 87 deux plans sont partout a égale dis-
tance, ils sont paralléles ; car, s'ils se rencontraient, ils ne se-
raient pas partout a égale distance.

THEOREME.

46. Deux plans paralléles ont leurs perpendiculaires communes
(fig. 24). .

Soient P et () deux plans paralleles, AB une droite per-
pendiculaire au plan P. La droite AB rencontrera le plan
Q; car, pour lui étre parallele, il faudrait qu'elle fit con-
tenue dans le plan P (42). En outre, elle sera
perpendiculaire au plan Q. En effet, soient B le f A.E ;
point de rencontre du plan ( et de AB, et BC
une droite quelconque menée par le point.B /—/c [0
dans le plan Q ; si par AB et BC on fait passer -
un plan, AB sera perpendiculaire & I'intersec-
tion AD de ce plan et du plan P, et par conséquent & BC qui
est parallele & AD. La droite AB est done perpendiculaire &
une droite quelconque menée par son pied dans le plan Q, et
par conséquent elle est perpendiculaire & ce plan.

X7. CoroLLATRE 1. — Par un point donné B on ne peut mener
qu'un seul plan () paralléle d un plan donné P (fig. 24). Car, soit
BA la perpendiculaire abaissée du point B sur le plan P, tout
plan parallele & P, mené par le point B, doit &fre perpendicu-
laire & BA.

“48. CoroLLAIRE II. — Deuz plans paralléles a un troisieme sont
paralléles entre eux (fig. 25).

Soient P et  deux plans paralléles & un troisime plan R.
Si 'on méne une droite quelconque perpendiculaire au plan R,
les plans P et Q, étant tous deux paralléles au plan R, seront
perpendiculaires & cette droite. Done les plans P et Q sont pa-
ralléles entre eux.

I1. — RoGuer. 9
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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APPLICATIONS.

" 49. a. Pour moudre le blé on se sert de deux meules qu'on place
Pune au-dessus de l'autre de maniére que les faces planes exté-
rieures se trouvent perpendiculaires & 'axe de rotation de la meule
supgrieure. Ces faces planes restent paralléles pendant le mouve-
ment, puisqu’elles sont constamment perpendiculaires 4 I'axe.

b. Les faces des’plafonds des différents étages d’'une maison sont
des plans paralléles.

THEOREME.

~ 50. Les portions de deux droites coupées par trois plans paral-
I\ léles sont proportionnetles (fig. 25).
AL‘A\D \ Soient AC et DF deux droites cou-
LN pées par les trois plans paralléles P,
\ \ Q, R aux points A, B, Cet D, E, F.
' Menons parle point A, paralltlement
K :li/‘scf'\A " \ a DF, la droite AH qui rencontre les
o \ \ plans Q et R aux points G et H. Le
plan des droites AC, AH coupe les
o cA% plans () et R suivant les droites paral-

leles BG, CH, par suite

Fig. 25.
A_B HAAG”
B _ GH’
et, comme AG = DE, et GH = EF,
ABi, DE; AB BC

B¢ EF’ % DE- EF
51. CoROLLATRE. — Si plusieurs plans paralldles, en nombre

quelconque, coupent deux ou plusieurs droites, les portions de
ees droites interceptées par les plans sont proportionnelles.

THEOREME.

52, Si deux angles, non situés dans le méme plan, ont leurs cotés
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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paralléles, ces deux angles sont égawi ou supplémentaires, et leurs
plans sont paralléles (fig. 26).

1° Soient BAC, B’A’C’ deux angles situés respectivement dans
les plans M el N, et ayant leurs cotés AB, A'B’ et AC, A'C/ paral-
leles et dirigés chacun & chacun dansle méme sens. Prenons sur
ABet A'B' des longueurs égales, AB=A'B', et aussi sur AC et
A’/ des longueurs égales, AG=A'C". Tirons les droites BC, B'C!,
AA', BB, CC'. Le quadrilatere ABB'A

est un parallélogramme, car les droi- :M:/ Ac /

tes AB, A'B’ sont paralleles et égales.
Done BB’ est parallele et égale & AA'.
Pour la méme raison (' est parallele s iy J
el égale & AA'; et le quadrilatére N/~ :
GBB’g’, dont deux cﬁ(LIés opposés e ¢
BB, CC’ sont paralleles et égaux, est
un parallélogramme. BG est done égal & B'CY, et les triangles
ABC, A'BC sont égaux comme ayant les ftrois cotés égaux
chacun & chacun. L’angle BAC opposé au edté BC est par con-
séquent égal & 'angle B'A'C’ opposé au coOté égal B'C'.

2° 8i I'on prolonge les cotés A'B', A'C’ suivant A'B”, A'C”, on
forme un angle B"A'C” égal & BA'C/, et par conséquent & BAC
dont les cotés sont paralleles et de sens contraires & ceux de
I'angle B"A'C”.

Done deua angles ayant leurs edtés paralléles sont égauc, si les
cotés paralléles sont dirigés a la fois dans le méme sens ou en sens
contraires.

3° Considérons les angles BAC, B'A'C” dont les cOtés AB, A'B’
sont paralleles et dirigés dans le méme sens, tandis que les
colés AC,A'C” sont paralleles et de sens contraires. L’angle
B'A'C” est supplémentaire de I'angle B'A'CY et par. conbéquent
de 'angle égal BAC. :

Done deux angles ayant leurs edtés par aftefes sont suppiemen-
taires, st les cotés ne sont pas dirigés a la fois dans le méme sens
ni en sens contraires.

4° Les plans M et N des angles BAC, B'A'CY sont pard[léleS.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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car le plan mené par le point A parallelement au plan N coupe

les plans AA'B'B, AA'C'C suivant des droites paralleles 2 A'B’ ct
A'C’; et par conséquent suivant AB et AC.

THEOREME.

53. St trois droites, non situées dans un méme plan, sont pa-
ralleles et égales, les triangles formés en joignant deur a deux
leurs extrémités situées d'un méme edlé sont égauz,
et les plans de ces triangles sont paralleles (fig. 27).
Soient AA’, BB', C(/ trois droites paralleles et
égales, non situées dans un méme plan. Les
triangles ABC, A'B'C’ sont égaux comme ayant
' les trois cotés égaux chacun & chacun, car les
quadrilatéres AA'BB, AA'C'G, BBC'C sont des pa-
rallélogrammes.
Les cotés de ces friangles étant en méme
temps paralleles, les plans des triangles sont paralléles,
54. CoRrOLLAIRE. — 87 frois points, non situés en ligne droite,
sont placés dun méme edlé d'un plan, a des distances éqales de ce
plan, les trais points déterminent un plan paralléle au premier.

Fig. %7.

§ 3. — Plans qul se couapent.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

55. 1° On nomme angle de deux plans, ou angle diédre ou dié-

dre, la figure formée par deux plans M et N qui se coupent
et sont terminés & leur intersection commune AB (fig. 28).
L’intersection AB des deux plans se nomme aréte du di¢dre,
et les deux plans M et N sont dits les faces ou eétés du dicdre.

2° On désigne un angle di¢dre par les deux lettres de 'aréle ;
ainsi la figure 28 représente le diedre AB.

On désigne aussi un diédre par quatre lettres dont deux re- _
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' 28. On emploie cette derniere désigna-

| celui-ci autour de AB pour

| les faces CAB, D'A'B’ de part

PLANS QUI SE COUPENT.

présentent, chacune, un point de I'un des pla s‘vﬁg\s@m\%ﬁl‘]
laréte, et les deux autres I'aréte, en placant ce c:'rt;l Y‘!nt;;q s o
deux premiéres; ainsi CABD désigne SN
aussi le diédre représenté parla figure C}/‘ ' y

Lion, lorsque plusieurs diddres ont la
méme aréle.

56. On dit que deux dieédres sont
égaux, lorsqu'on peut placer ces deux
diédres de maniére que les deux faces de I'un coineident avec
les deux faces de l'autre diedre. On voit par 1d que la gran-
deur d'un diedre ne dépend pas de la grandeur de ses coOtés.

57. Somme de deux angles diedres. — Soient les deux diedres

CABD’, CABD (fig. 29). Si l'on
A A
\C o
D } o’
e \l B

transporte le diédre C'A'BD’
Fig. 20,

Fig. 28.

pour le placer de maniére que D
les arétes A'B’, AB coincident,
qu'on fasse ensuite tourner

amener la face CA'B’ A se con-
fondre avec” DAB en placant

et d’autre du plan DAB; la face D'A'B’ devenant D”AB; le dié-
dre CABD” est la somme des diddres CABD, C'A'B'D".

On voit par 1a qu’on peut former un diédre double, tri-
ple, ete., d'un autre; qu’ainsi les
diédres sont des grandeurs com- \\Q
parables entre elles.

58.Plan perpendiculaire.— Angles /(]
droits. — Conecevons qu'un plan
MN (fig. 30) soit coupé suivant la
droite AB par un plan P ferminé
& cetle droite, et qu’on fasse tour-
ner le plan P autour de AB dans le sens indiqué par la fl-
che. Si d’abord le plan P est confondu avec la portion ABN

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

S

Fig. 30.



22 . LIVRE I.

“de MN, le diedre est nul. Si le plan P tourne ensuite autour
de AB, le diedre PABN croit, et en méme tempsle diedre PABM
décroit, et ce dernier devient enfin nul lorsque le plan P se
confond avec la portion ABM de MN. L’angle PABN, d’abord '
moindre que I'angle PABM, devient ensuite plus grand. Dans
son mouvement le plan P doit done prendre une position
telle que les deux angles formés par le plan P avec le plan MN |
soient égaux. En outre, cette position est unique, car pen-
dant le mouvement du plan P, I'un des angles croit, tandis |
que 'autre déeroit.

Lorsque le plan P fait des angles égaux avec le plan MN, on |
dit qu'il est perpendiculaire A ce plan, et les angles égaux sont
appelés angles diedres droits.

On conclut de 14 le théoréme suivant :

THEOREME.

59. Par une droite tracée sur un plan, on peut mener un plan
perpendiculaire a celui-ct, et on ne peut en mener qu'un seul.

60. CoroLLAIRE. — Tous les diédres droits sont égauz (fig. 31). |

Supposons, par la droite AB du plan MN, le plan P élevé 3
perpendiculairement sur le plan MN , et, parla droite A'B’ du
plan M'N’, le plan P’ élevé perpendiculairement sur le plan M'N'. [

Fig. 31,

Portons le plan M'N’ sur le plan MN de maniére que le plan P’

tombe du méme ¢6té du plan MN que le plan P, et faisons glis-

ser M'N' sur MN jusqu’a ce que AB’ coincide avec AB. Alors le

plan P’ coincidera avec le plan P (59). Par conséquent les
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ANGLES DIEDRES. 23

angles PPA'BM' et PABM coincideront, ainsi que les angles
PA'B'N' et PABN.

DEFINITIONS.

61. 1° Lorsque deux plans MM, NN’ se coupent (fig. 32), ils
forment quatre angles qui, considérés deux & deux, sont ou
adjacents ou opposés par Uaréte. Les
angles tels que NABM, NABM', qui ont
une face commune NAB, sont deux
angles adjacents; et les angles tels
que NABM, NABM/, dont I'un a pour
faces les prolongements des faces
de Tautre, sont deux angles opposés
par Laréte.

2° Tout plan qui en rencontre un
autre sans lui étre perpendiculaire, est dit oblique sur celui-ci.

3° On nomme angle diédre aigu ou diedre aigu, tout diédre
moindre qu’'un diddre droit, et obtus tout diedre plus grand.

62. Sconie. — On démontre, par un raisonnement sembla-
ble & celui qu’on a fait sur les angles de deux droites, que deuz
diedres adjacents forment une somme égale a deuva diedres droits ;
que deux diédres opposés par Uaréte sont égauz ; que la somme de
plusieurs diedres conséeutifs situés d'un méme coté d'un plan est
égale a deux diédres droits.

Fig. 32.

THEOREME.

63. L'angle plan formé par les perpendiculaires élevées au méme
point de Paréte d'un diedre, sur cette aréte, et dans chacune des
[faces, est constant (¢’est-a-dire qu'il est le méme, quel que soit
le point de I'ardte) (fig. 33).

Soient 0 et 0° deux points de 'aréte du diedre AB dont les
* faces sont les plans P et Q; OC, O'C' deux perpendiculaires
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élevées sur l'aréte dans le plan P, et OD, OD’ deux perpendi-
culaires élevées par les mémes points sur I'aréte dansle plan Q.
Les deux angles COD, C'OD sont égaux,
car ils ont les coOtés paralleles chacun a
chacun et dirigés dans le méme sens.
€ 64. ScoLiE. — Chacun des angles plans
Kl COD ou C'OD' peut &tre regardé comme
9/‘AL formé par les traces d'un plan mené par le
point O ou le point 0’ perpendiculairement
A lintersection commune ou aréte AB.

65. On nomme angle plan correspondant i
un diédre donné ou angle plan du dieédre, 'angle formé par les
perpendiculaires & I'aréte élevées par un point de cette aréte
dans chacune des deux faces du diédre. Ainsi 'angle plan
COD est Vangle plan correspondant au diédre AB, ou langle
plan du diédre AB.

Fig. 3.

THEOREME.

66. Deux diedres égaux ont des angles plans égauz, et réci-
proguement (fig. 34).

Soient AB, A'B’ deux diddres égaux; CAD, C'A'D'les angles
plans correspondants. Transportons le diedre A'B’ el plagons-le
de mamére queles droites A'B’, AB coincident, le point A’ étant

en A Faisons ensuife tournerle die-
dre A'B’ autour de AB jusqu’a ce
que Ja face C'A'B’ coincide avec la
face CAB. Comme les diédres sont
' égaux, la face D'A’B' coincidera avec
la face DAB. Alors les droites C'A’, CA
coincideront, ainsi que les droites
D'A’, DA, puisque ’on ne peut élever qu’une seule perpendi-
culaire & une droite dans un plan par un point de cette droite.
Les angles CAD’, CAD coincideront done aussi.
RECIPROQUEMENT, si les angles plans CAD, C'A'D' (fig. 34)

Fig. 34
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- sont égaux, les diedres correspondants AB, A'B’sont égaux. En
effet, le plan des droites CA, AD étant perpendiculaire i I'aréte
AB et le plan des droites C'A’, A'D’ étant perpendiculaire a I'a-
réte A'B', si I'on fait coinciderles deux angles égaux C’A'D’, CAD,
de manitre que les droites AB, A'B’' se trouvent placées du
méme cOté du plan CAD, ces deux droites se confondront en
une seule ; par suite, le plan C'A'B’ coincidera avec le plan CAB
et le plan D’A'B' avec le plan DAB. Par conséquent les deux
dieédres A'B’, AB coincideront.

THEOREME.

67. Le rapport de deuz diedres est égal au wppm't des angles
plans correspondants (fig. 33).

Soient les deux diédres AB, AB’; et CAD, C’A'D’ les angles
plans correspondants. Supposons que le rapport des angles
plans CAD, C'A'D’soit égal a 5. 11 s’ensuit qu'ils ont une com-
mune mesure contenue deux fois dans I'angle CAD et trois fois
dans I'angle C’A'D’; par conséquent, sil'on divise le premier
de ces angles en deux parties égales, CAE, EAD, et le second
en trois parties égales, CA'E, E'A'F’, FA'D, ces cing divisions
seront égales. Or, si l'on
fait passer un plan par les
droites AB et AE, le die-
dre AB sera divisé en deux
ditdres égaux CABE, EABD
(66); et si I'on fail ensuite
passer un plan par les droi-
tes A'B, AT, et un plan
par les droites A'B, A'F, le
diddre A'B' sera divisé en trois diddres égaux CA'BE, E'ABF,
FA'BD’; en outre ceux-ci seront égaux aux deux divisions du
diedre AB; par conséquent les diédres AB, A'B' ont une
commune mesure contenue deux fois dans AB et trois fois
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dans A'B'; le rapport des diddres AB, AB' est donc égal A 3 ef,
par suite, au rapport des deux angles plans CAB, C'A'B".

68. Si le rapport des angles plans CAD, C'A'D’ n’était pas f::om~i
mensurable , on ferait le raisonnement déja employé (156,
Géom. plane).

69. CoroLrAIRE. — Lorsque deux plans paralléles sont coupés
par un troisime, ces plans forment des angles qui jouissent des)
mémes propriélés que les angles formés par deux droites paralléles
et une droite qui les rencontre (lig. 36).

Menons par le point B de I'intersection AB des plans M et P,

un plan Q perpendiculaire & AB, il sera

XE perpendiculaire i CD. EF, 1G, KH étant

Jy / les mters:fctmns des ltli')fs plans‘ a‘l’.‘(? le

e plan Q, les angles formés par ces droites

5 B; sont les angles plans des diédres formés

5 par les trois plans, et, comme IG est pa-

= i /. rallele & KH, les angles formés par

x i 1G, KH et EF sont ceux de deux droites

paralléles avec une ftroisieme droite qui
les coupe.

70. CoroLLAIRE. — Deuz dicdres qui ont
leurs faces paralléles chacune d chacune sont égaux ou supplémen-
taires.

}

Fig. 36.

APPLICATIONS.

71. a. On emploie dans les arts, pour mesurer les angles ditdres,
I'instrument auquel on donne le nom de fausse équerre (fig. 37). 11
est formé de deux régles assemblées sur un pivot autour duquel
elles peuvent tourner i frottement doux. Les aréles intérieures
des régles éfant paralltles & leurs aréfes extérieures, on peut for-
mer avec les premiéres ou avec les derniéres un angle quelconque.
On peut mesurer un angle diddre soit extérieurement, soit inté-
rieurement & l'aide de la fausse équerre. Si c’est extérieurement,
on frace par un point de l'aréte des faces planes du diddre, une
perpendiculaire dans chacune de ces faces, On applique ensuile
Taréte de I'un des bords intérieurs de la fausse équerre sur I'une
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de ces perpendiculaires et on fait arriver l'aréle de l'autre bord

intérieur sur la seconde perpendiculaive. On
porte la fausse équerre sans déplacer ses bords sur
une surface plane, ou sur une feuille de papier
étendue sur un plan; et on frace avec un crayon
ou un tire-ligne le long de ses bords deux droites
qui font entre elles un angle égal 4 I'angle plan
du diédre. On détermine enfin au moyen du rap-
porteur la mesure de ce dernier angle.

Si c’est intérieurement qu'on a & mesurer le
di¢dre, on trace aussi par un point de 'aréte une

=

Fig. 37.

perpendiculaire & celle aréte dans chacune des deux faces, et on
applique les arétes des deux bords extérieurs de la fausse équerre
sur ces deux perpendiculaires; on reporte ensuite, sur une sur-
face plane ou une fenille de papier étendue sur un plan, l'angle

accusé par la fausse équerre pour le
mesurer & l'aide du rapporteur.

b. On se sert, pour mesurer les
angles diédres des cristaux, d'un in-
strument appelé goniométre (fig. 38), 5

il représente une fausse équerre dont /" Al

les deux branches sont prolongées au
deld du pivot etal’une des branches de

Fig. 38,

laquelle est fixé un rapporteur. Si I'on place les deux arétes OA, OB

sur les deux perpendiculaires tracées sur les faces
du didédre, I'angle A'0'B', égal & I'angle AOB, com-
prend entre ses cOtés OA', OB’ I'are du rapporteur
qui est la mesure de I'angle AOB.

¢. C'est surlout dans les assemblages de char-
pente et de menuiserie (fig. 39) quon a le plus
fréquemment occasion de construire des diédres
égaux. Le diddre saillant d'une des deux pidces
i assembler doit étre égal au diddre rentrant de
l'autre.

d. L’assemblage & frait de Jupiler (fig. 40) est
un assemblage & simple entaille comme le précé-
dent ; seulement on ménage entre les pidces as-
semblées une ouverture , destinée a recevoir un
coin introduit de force pour donnerad ’assemblage
plus de solidité et pouvoir le détruire & volonté.

it

Fig. 30,

e. L'art du gainier a pour objet principalement de construire
des surfaces creuses qui s’adaptent exaclement sur des surfaces
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égales en relief, et, par suite, fréquemment de construire des an-
gles diddres.

: f- On retrouve dans la plupart
M des constructions l'angle diédre
droit. Ainsi les faces de deux

murs contigus, la surface du plan-

\ cher ou du plafond et celle d'un

mur sont perpendiculaires. Il en

o est de méme des parois internes

/ de certaines boites : deux faces

_ latérales, ou encore une face la-

Fig. 40. térale et I'un des fonds sont per-
pendiculaires.

THEOREME.

72. Si par un point de Uaréte d’un diédre on méne a chacune
des faces une perpendiculaire dirigée du méme cité de cette face
que l'autre face du diedre, Uangle des dewx perpendiculaires est
supplémentaire de U'angle plan correspondant du diédre (fig. 41).

Soient le diedre AB, CAD l'angle plan correspondant;
AD’ une perpendiculaire & la face CAB, dirigée du méme coté
de cette face que la face DAB; et AC’ une perpendiculaire & la
face DAB, dirigée du méme coOté de cette
face que la face CAB. Les quatre droiles AC/,
AC, AD, AD' sont dans le plan mené par le
point A, perpendiculairement a I'aréte AB.
En outre les angles CAD, C'AD ont leurs
coOtés perpendiculaires chacun & chacun; ils
sont done égaux ou supplémentaires. Les
deux angles CAD, G'AD' ne peuvent pas étre
égaux; car si I'angle CAD est aigu, I'angle
droit C'AD étant plus grand que I'angle CAD, la droite AC’ est
située hors de I'angle CAD ; pour la méme raison, la droite AD’
est aussi située hors de I'angle CAD. Donc les deux angles
CAD, C'AD’ sont inégaux et supplémentaires.
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Si I'angle plan du diddre donné est obtus, soient C'AD’ cel
angle plan et AC, AD les perpendiculaires élevées au point A
sur chacune des faces D'AB, C'AB et dirigées ainsi que I'indi-
que I'énoncé. L'angle CAD' étant droit, la droite AC sera di-
rigée dans l'intérieur de 'angle C'AD'; pour la méme raison,
la droite AD sera aussi dirigée dans l'intérieur de 'angle C'AD’.
Done les angles C'AD’, CAD sont inégaux et supplémentaires,

THEOREME,

73. Lorsqu’une droite est perpendiculaire a un plan, tout plan
conduit suivant la droite est perpendiculaire
au premier plan (fig. 42).

Soient une droite AB perpendiculaire au
plan P, et Q un plan mené par AB. Par le
point B, trace de la droite AB sur le plan P,
menons sur celui-ci une droite BE perpen-- Rt
diculaire & I'intersection CD des deux plans. L’angle ABE est
droit (8); or ABE est I'angle plan du diédre ACDE ; donc le
plan Q est perpendiculaire au plan P,

THEOREME.

T4, St deuz plans, () et P, sont perpendiculaires, toute droite
AB, menée dans U'un d'euz, Q, perpendiculairement é l'intersection
commune CD, est perpendiculaire a Uautre plan
(fig. 43). :

Menons dans le plan P et par le point B,
trace de AB sur le plan P, la droite BE per-
pendiculaire & CD. L’angle ABE est droit,
puisqu'il est I'angle plan du diédre droit Figs&a:
ACDE; donc AB, étant perpendiculaire & deux droites CD, BE
tracées par son pied sur le plan P, est perpendiculaire a
celui-ci.
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THEOREME.

75. Lorsque deux plans sont perpendiculaires entre eux, foute
droite, menée par un point de l'un d’eux perpendiculairement a
P'autre plan, est contenue dans le premier (fig, 44).

Soient Q et P deux plans perpendiculaires
entre eux, CD leur intersection, AB la per-
pendiculaire au plan P menée par un point
(quelconque du plan (. AB est contenue dans
le plan Q, carla perpendiculaire & I'intersec-

Fig. 44, tion, menée dansle plan () par ce méme point,
est perpendiculaire au plan P. Par conséquent elle doit se con-
fondre avec AB, si elle passe par le point donné.

76. CoROLLAIRE, — Lorsque deux plans, () et R, qui se coupent
sont perpendiculaires a un troisiéme plan P,
celui-ei est perpendiculaire a [lintersection
commune AB des deux premiers (fig. 43).

Car si, par un point quelconque de
I'intersection commune AB, on méne une
perpendiculaire au plan P, cetle perpendi-
culaire sera contenue dans chacun des deux plans Q et R ; elle
se confondra donec avec leur intersection.

77.0n donne le nom de plan vertical & toul plan qui conlient une
verticale ; d'oit il résulte que, par un point donné, on peuf mener
une infinité de plans verlicaux. i

Un plan vertical et un plan horizontal sont donc deux plans per-
pendiculaires entre eux.

a.Pour planter verticalement un jalon, une tige, un support, etc.,
on place I'une des arétes dans un plan qui passe par I'eil et le fil
4 plomb. On change ensuile de posifion pour placer la méme aréte
dans un second plan vertical déterminé comme le premier, en fai-
sant en sorte qu'elle reste contenue dans celui-ci. L'aréte est alors
verlicale, puisqu’elle est I'intersection de deux plansverticaux.

b, Pour exéculer un parement; qui soit d'équerre avec un autre
déja exécuté, le tailleur de pierre trace sur celui-ci (fig. 46) une
droite AB qui doit étre un des cOtés du parement, et il fait en
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un point E de AB sur la face brute ABHK une plume ou ciselure
droite EF. Il place ensuite dans la ciselure I'une des rdégles d'une
équerre ouverte; ct si, en la faisant pivoler,
l'autre régle s’applique exactement sur le pa-
rement ABC dans toules ses positions, il est as-
suré que le fond de la ciselure est perpendicu-
laire au parement ABC. Il ne reste donc plus
qu’'a abatire la pierre qui dépasse le plan AEF
ou BEF pour exécuter un parement perpendi- Fig. 40,

- culaire au premier, puisque EF est perpendiculaire au plan ABC.

~ ¢. On voit souvent le macon fixer & 'extrémité du mur qu'il
éléve, et sur la paroi extérieure, une régle, aprés s’étre assuré au
moyen du fil & plomb que les arétes de celle-ci sont verlicales. I1
fixe ensuite un peu plus loin une autre régle de la méme maniére
sur la paroi extérieure du mur. Ensuite il fail aller d’'une régle a
l'autre des fils qu'il tend horizontalement & 1'aide de 1’équerre. Ce
sont ces fils qui dirigent 'ouvrier dans la pose des pierres qu'il range
par couches successives.

d. On a trés-fréquemment’ lieu, dans les arts, de faire usage de
la direction du fil @ plomb, a laquelle on donne le nom de ligne droite
verticale, on simplement de verticale. Les verlicales portent dans les
arls le nom de lignes d’aplomb.

e. Niveau de cité. C'est une régle dont les arétes latérales MN,
QP (fig. 47) sont paralléles entre elles, et & une droite CD fracée
entre celles-ci sur la régle, et qu'on nomme ligne de foi.
A lextrémité C de la droite CD, on fixe I'extrémité su- A
périeure d'un fil & plomb, et on se sert du niveau en 1 Q
plagant la régle de maniére que le fil & plomb coincide
avec la ligne de foi. Pour reconnaitre si une droite telle
que AB est verticale, on fait coincider I'une des arétes
<latérales de la régle avec la droite AB, et, si celle-ci est
verticale, le fil & plomb doit coincider avec la ligne de yla\p
foi qui est paralléle aux arétes latérales. 11 faut, pour
plus d’exactitude, appliquer successivement les deux B
arttes latérales de la rdgle sur la droile AB.

Cet instrument est d'un fréquent usage dans les cons-
tructions. Il sert i vérifier la direction verlicale qu'on doit donner
aux jambages des porles et fenéires, aux barreaux des grilles, aux
arttes latérales des murs, aux rampes, elc.

f- Le rabot mécanique de Brunel (fig. 48) est formé d’une roue A
monlée perpendiculairement sur un arbre vertical et tournant par
conséquent dans un plan horizontal. A chacune des deux extré-

Fig. 47.
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mités de I'un des diamétres sont fixées seize gouges B, de méme
longueur et assemblées parallélement. Derriére chaque groupe de
gouges est ajusté un fer  rabot C. La piéce de bois qu'il s’agit de
dresser (aplanir) est portée par un
chariot qui est poussé vers I'arbre A
par une presse hydraulique. Ce chariot
avance d'une longueur égale a la lon-
# Voot gueur des fers C, pendant que la roue

} fait un demi-tour. Les gouges forment
donc & chaque demi-tour seize rainu-
res circulaires trés-serrées et placées
sur un méme plan dans toute la lar-
geur de la piéce de bois. Les rabots
enlévent ensuile les languettes qui séparent ces rainures, ef apla-
nissent la piéce de bois,

Afin que les gouges et les rabots puissent mordre de la quantité
convenable selon I'épaisseur et la dureté du bois, une seconde presse
hydraulique éléve ou abaisse la roue A, selon la quantité de bois
qu’on veut enlever. La roue est mise en mouvement par une ma-
chine & vapeur.

g. Scie & receper les pieux dans I'eau. — Celte scie offre 'exemple
d’'une droile qui se meut & une distance constante d'un plan pa-
ralléle et se trouve par suite toujours contenue dans un méme
plan paralltle au premier et qu’elle décrit elle-méme,

La scie est atlachée par deux tringles de méme longueur a une
barre quipeut glisser sur un cadre formant un plan horizontal. Elle
coupe donc les pitces horizontalement et & une distance donnée
du cadre. Un mécanisme placé hors de 1'eau met la scie en mou-
vement.

DEFINITION.

78. On nomme plus courte distance de deux droites, la ligne
la plus petite qu’on puisse mener d’'un point de I'une & un point
de 'autre droite.

PROBLEME.

79. Construire la plus courte distance de deux droires données
(fig. 49).
Soient AB, CD deux droites non situées dans un méme plan.
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Parun point E de €D tirons EF paralléle & AB, et soit Ple plan
des deux droites CD, EF. D’un point quelconque G de AB
abaissons la perpendiculaire GL sur le plan P. Tirons LM pa-
ralléle & EF et, par le point M ott LM rencontre CD, tirons la
parallele MN & GL. Elle rencontre AB en un point N, et MN est
perpendiculaire & chacune des deux droites AB et CD; car Z\eN,
étant paralléle & GL, est perpendiculaire au plan P et par suite
aux droites LM et CD ou AB et CD.

1l n'existe qu’une seule droite perpendiculaire & chacune des
deux droites AB, CD. D’abord, une perpendiculaire commune,
autre que MN, ne peut évidemment
passer par aucun des points M ou N;
en second lieu toute droite QR, au-
tre que MN, qui unit un point de
I'une des droites .4 un point de
autre, ne saurait étre une perpen-
diculaire commune aux deux droites
données sans étre perpendiculaire au
plan, car elle serait aussi perpendi-
culaire & la droite RT menée par le point R parallélement & AB.
Les deux droites QR et MN seraient donc paralléles; et, par

Fig. 49.

- suite, les droites AB, CD seraient conténues dans un méme plan.

MN est la plus courte distance demandée, car une droite
quelconque QR, autre que MN, qui unit un point de I'une des
droites & un point de T'autre, est plus grande que la perpen-
diculaire (S abaissée du point Q, sur le plan P; or QS = MN,
puisque S doit se trouversur LM ; donc MN est moindre que QR. .

THEOREME.

80. Tout point du plan bissecteur d un diedre est éqalement dis-
tant des deux faces du diédre, et tout point situé hors du plan bis-
secteur est inégalement distant des faces du dicdre (fig. 50).

1° Soient AB le diédre des plans M et N, P le plan bissec-
teur et O un point du plan P. Menons par le point O un
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plan perpendiculaire a I'aréte AB. Les traces CD, DE, DO de
ce plan sur les trois plans font entre elles des
angles qui sont les angles plans des di¢dres
formés par ceux-ci. La droite DO est done
la bissectrice de 'angle plan CDE. Le point O
de cette bissectrice est donc également dis-
tant des droites DC, DE, et par suite (74) des
plans M et N.

2° Tout point K situé hors du plan bissec-
teur, P, du diedre AB est inégalement distant des faces de ce
diédre. Car, si 'on méne par le point K un. plan perpendiculaire
al'aréte AB, I'angle plan CDE déterminé par cette construc-
tion a pour bissectrice une droite DO qui ne passe pas par
le point K. Done celui-ci est inégalement distant des cOlés
DC, DE et, par suite, des faces du diedre.

81. CoroLLATRES. — 1° Le plan bissecteur d'un diédre est le
liew géométrigue des points situés dans l'angle et également dis-
tants de ses cotés.

2° Le liew géométrique des points également distants de deux
plans qui se coupent est représenté par les deux plans bissecteurs
des deuz couples de diédres adjacents formés par ces plans.

3° Le plan bissecteur d'un diédre est un plan de symétrie de la -
figure formée par les deux faces du dicdre.

Fig. 50.

§ 8. — Projection.
DEFINITION.

82. On nomme projection d'un point A sur un plan P, le pied
a de la perpendiculaire Aa, abaissée du
point sur le plan (fig. 51) ;

La perpendiculaire Aa est la ligne pro-
Jetante du point A.

83. On nomme projection d'une ligne sur
un plan, le lieu des projections de tous
les points de la ligne sur ce plan.
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THEOREME.

84. La projection d’une ligne droite sur un plan est générale-
ment une ligne droite (fig. 52).

Du point A de la droite AB abaissons la perpendiculaire Aa
sur le plan P; et soit ab I'intersection du plan P et du plan BAa
déterminé par les droites AB, Aa. Les perpendiculaires abais-
sées des différents points de AB sur le plan P (les lignes proje-
tantes) sont paralléles & la ligne Aa, et par
conséquent contenues dans le plan BAa.

Done le lieu des pieds de ces perpendicu- =

laires, ou la projection de AB surleplanP,
est la droite ad. ;

Fig. 52.

B

\

85. CoroLLatRE I. — Pour tracer la pro-
jection d’'une droite donnée AB sur un plan donné (fig. 52), il
suffit de déterminer les projections a, b de deux quelconques
de ses points A et B. La droite ab est la projection demandée.

£6. Cororratre II. — Lorsque le point A de rencontre de la
droite avec le plan est donné (fig. 53), il
suffit de déterminer la projection 4, d’'un ‘
autre point B de la droite. La projection 7
demandée est la droite Ab.

87. Cororraire III. — 8i la droite est P
perpendiculaire au plan, sa projection est
un point , celui ol elle rencontre le plan ; car toutes les lignes
projetantes se confondent alors avec la droite donnée.

THEOREME.

88. L'angle aigu qu'une droite fait avec sa projection sur un
plan est minimum parmi les angles que cette droite fuit avec les
droites tracées par son pied dans le plan (fig. 54).

Soient P le plan et AB la droite donnés; AC la perpendicu-
laire abaissée du point A surle plan, BD une droite différente de
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la projection BC tracée par le point B sur le plan P. Supposons
I'angle ABC aigu. Prenons BD = BC, et tirons la droite AD.
Les triangles BAC, BAD ont deux cotés

A égaux, savoir : AB commun, BGC=BD;

2 mais le troisieme coté AD du triangle ABD

Y3 i est plus grand que le troisitme cOté AC
e, du triangle ABC (18). Donc I'angle ABC

est moindre que 'angle ABD.

89. Scour I. — L’angle aigu que fait une droite avec sa
projection sur un plan est dit l'angle de la droite et du plan.

90. Scoue II. — 8i l'on fait tourner la droite BD autour
du point B, la droite AD et, par suite, 'angle ABD ira en crois-
sant jusqu'a ce que BD se confonde avee le prolongement de
BC, car I'oblique AD croitra successivement & mesure que son
pied D s’éloignera du pied € de la perpendiculaire AC.

THEOREME.

01. Lorsque deux plans se coupent, la perpendiculuive a Uinter-
section commune, menée par un point de l'un des plans, est de toutes
les droites de ce plan, et passant par ce point, celle qui fait le plus
grand angle avec Uautre plan (fig. 55).

1° Soient I'angle aigu MABN formé par les plans M et N dont
I'intersection est AB; CD la perpendiculaire abaissée sur AB
d’un point C du plan M, non situé sur AB, et DF la projection
de CD sur leplan N. L’angle CDE de la droite CD avec le plan

N est plus grand que celui que fait avee

ce plan toute autre droite CE menée
| par le point C dans le plan M ; car, soit
I la projection du point C sur le plan N,
EF est la projection de CE sur le plan
N, et I'angle CET I'angle de CE avec ce
plan. Orona EF > DI ; par conséquent
Poblique CE fait avec la perpendicu-
laire DF un angle plus grand que Pangle formé par CD avec
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celle perpendiculaire ; d’ott il résulte que I'angle CEF doit étre
moindre que I'angle CDF. ;

2° 8i le point G du plan M est situé (fig. 56) sur I'intersec-
tion commune AB, soient CD la per-
pendiculaire sur AB dans le plan M, et CE
une droite quelconque menée par le , - D

point € dans le méme plan ; du point E g z
abaissons sur AB la perpendiculaire EC’; - N
B

M

celte derniere droite fait avec le plan N
un angle plus grand que celui que fait la
droite CE; or, EC' et CD font avec le
plan N des angles égaux; done I'angle de la droite CD et du
plan N est plus grand que l'angle de la droite CE et du plan N.

92. ScoLiE. — Lorsque le plan N est horizontal (fig. 57), la
droite DC menée dans le plan M per-
pendiculairement a lintersection com-
mune AB, qui est horizontale, est dite
une ligne de plus grande pente du plan M.
On voit immédiatement que par chaque
point du plan M on peut mener une
ligne de plus grande pente de ce plan
¢l une seule. 3

L'intersection d’un plan incliné par un plan horizontal étant
une horizontale, les lignes de plus grande pente dun plan incliné
sont perpendiculaires a ses horizontales.

Fig. 56.

Fig. 57.

Applications.

PROBLEME.,

93. Déterminer la position d'un plan incliné, — La position d'un plan
incliné peut étre déterminée par ure horizontale et I'angle plan qui
mesure le diédre du plan incliné et d'un plan horizontal. En effet,
soient (fig. 58) HH' une horizontale du plan incliné, et BAC l'angle
plan donné que nous supposerons aigu. Si I'on place la droite AB
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dans le plan horizontal qui passe par HH', perpendiculairement i
HH, au point A, et le plan BAC perpendiculairement au plan hori-
zontal, le plan incliné sera déterminé par les droites HH', AC.

94. Ce n’est pas ce moyen qu'on emploie ordinairement pour dé-
terminer la position d’un plan incliné. On détermine celui-ci par
la pente des lignes de plus grande pente du
plan. Soient M un plan horizontal, P un plan
incliné, HH' l'intersection des deux plans
et AC une ligne de plus grande pente du
plan P. Au point A menons dans le plan M la
droite AB perpendiculaire & HH', et sur AB

Fig. 58 prenons, & parlic da point A, une lon-

gueur AD égale & l'unité de longueur. Ele-

vons ensuite au point D la perpendiculaire DE au plan M, elle sera
confenue dans le plan CAB (75) et rencontrera la droile AC, puis-
qu'on suppose que I'angle CAB est aigu. Soit E le point de ren-
contre, la droite DE est dite la pente de I'oblique AC. Si la distance
DE est de 3 métres, on dira que la pente de AC est de 3 mé(res pour
1 méitre. Si l'on prenait une distance AD" différente de { métre, le
rapport de la perpendiculaire D'E' & AD' exprimerait encore la

pente, car elle serait de % métre pour { métre. On peut se con-

tenter, pour désigner la pente, d’indiquer le nombre 3 dans le pre-

E
mier cas, et le nombre %, dans le second.

On conslruira donc le plan incliné qui contient I'horizontale HIT,
en menant dans le plan horizontal une perpendiculaire AD sur
HH'. On prendra ensuite sur cette perpendiculaire une longueur AD
égale & 1 metre, et par le point D on ménera une perpendiculaire
au plan horizontal d’une longucur DE déterminée par la penfe
donnée; le plan incliné pourra alors éire construit, puisqu’il est as-
sujetli & passer par le point E el la droite HH'.

95. Scorie. — Une rampe (plan incliné) est au trentiéme ou au cin-
quantiéme, lorsque lapente des lignes de plus grande pente de cette

rampe est de .;_U de métre ou de gié de métre pour 1 métre.

PROBLEME,

96. Tracer une liyne de plus grande pente sur un plan, ou un terrain
plan incliné.
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Pour fracer une ligne de plus grande pente sur un plan incliné,
il suffit, aprés avoir déterminé une horizontale du plan, de mener
d'un point du plan une perpendiculaire & celle-ci.

7. Le travail du tailleur de pierre consiste & former des faces ou
parements qui se coupent en faisant des did- e
dres déterminés, droifs, aigus ou obfus. Supposons M
(ig. 59) qu'on ait construit un parement M au- :
quel doivent étre perpendiculaires les deux faces s (i
d’'un ditdre donné. On rapporlera sur ce pare- ||~
ment, avec la fausse équerre, l'angle plan ABC 3
de ce ditdre, et on abatlra ensuite la pierre,
de maniére que les parements DBC, DBA, qui
passent par BC et AB, soient perpendiculaires au plan M.

Fig, 59.

§9. — Centre des distances proportionnelles.
THEOREME.

98. Si un point M divise la distance AB de dewx points donnés A et B,
de telle sorte que AM X a= BM X b (fig. 60), @ et b étant des nombres
quelconques 5 et quon méne, par les trois
points A, M, B, trois dioites AA,, MM,, BB, A
paralléles entre elles (dans une direction ar- \M
bitraire), et terminées a un plan donné P; on p| A 3-!‘-\ B3
doit avoir, entre les nombres a et b et les dis- R < wn
tances AA,, MM,, BB,, la relation : AL B

5|

AA, X a+ BB, X b= MM, X (a -} b).
Fig. 60,
i® Supposons d'abord les trois points
A, M, B, situés d'un méme cOté du plan P. Menons' BR, paralléle
d AB;, et soit N le point ot BR rencontre MM,. De la relation
AM X @ = BM (b, on déduit :

AB__a+h_ AR,

AP s AR
RPN T BN

BM — u’
et, par suite :

AR X a= MN X (a+b);
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ajoutant aux deux membres de.cetle égalité NM, 3< (@ 4 &), on ob-
tient la relalion :

AA; X a—+ BB, X b=MM, X (2 + b).

20 Si les trois poinis A, M, B ne sont pas situés d'un méme coté
du plan donné P (fig. 60); soient A,, M;, By, les points ot le plan P
est rencontré par les trois droiles paralléles menées des poinls A,
M, B; et BR la paralltle 4 A,B, menée par le point B, laquelle ren-
confre MM, au point N. De la relation AM > a=BM > b, on déduit
comme plus haut :

AR X a = MN'X (24 b);

Retranchant des deux membres de cctle égalité NM, X (a--b),
on oblient la relation :

AA, X @ — BB, X b= MM, X (a - b),
qu’on peut écrire :
AA; X a —+ (— BB, X b) = MM, X (a + b).

On voit qu'on doit prendre négativement la distance qui est de

sens contraire & la distance du point M au plan.
99. CororLame I. — Considérons trois points A, B, C (fig. 61), et
‘supposons qu'un point M de la droite

Zhis - oBE = B AB divise celle-ci en deux segments
' ~¢ tels que :
M Ot AM <X a=BM X b;
j\.l i Bl

el qu’un point M' de la droite MC di-
vise celle-ci en deux segments tels que

Fig. 61. MM < (a+b)=MC X ¢;

a, b, ¢, étant des nombres quelconques. AA,, BB,, MM,, CC,,
MM, étant les distances des points A, B, M, G, M’ & un plan
donné P, comptées dans une méme direction arbilraire, on aura
(98), en ayant égard aux signes :

AA, X a—+BB, X 0=MM X (a+0)
% MM, X (@ +b) + CC, x e =MM, X (a4 b—+¢);
par conséquent,
AA, X a+ BBy X b+ CC X ¢ = NN, (a+ b+ ).
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100. Cororrame Il. — Considérons un nombre quelconque de
points A, B, C, D,... et supposons qu'a chacun de ces points corres-
pondent respeclivement les nombres a, b, ¢, d,... comme tout &
I'heure les nombres a, b, ¢ correspondaient aux poinfs A, B, C.
Nous donnerons, pour abréger le langage, aux nombres a, b, ¢, d,...
les noms de coefficients des points A, B, G, D,... et on trouvera, en
faisant le méme raisonnement que pour les points A, B, C :

AA X a—+BB X b+ CC XxXe+DD Xxd—+.....4+LL X1l=
MM (a4 b+c+d-......4 ).

Le point M est dit le centre des distances proportionnelles des points
Aet B, le point M' le centre des distances proportionnelles des points
A, B, C, et le point M! celui des points A, B, C, D,... 11 est entendu
qu'on donnera aux distances les signes dont elles doivent étre af-
lectées.

101. Conorrame IlI. — Centre de gravité d'une ligne brisée. — On
nomme centre de gravité d’'une longueur donnée, AB, le milien de
cette droite.

On donne le nom de ligne brisée gauche, i celle dont les cOtés ne
sont pas fous silués dans un méme :
plan.

On nomme eentre de gravité d’une li-
gnebrisée plane ou gauche, le point qui
est déterminé de la manidre suivante :
soient le contour polygonal ABCDE
(fig. 62); a, b, ¢, d, les longueursrespec-
tives des colés AB, BC, €D, DE ; M, M, M”, M" les milieux de ces cOlés.
Le point N qui divise la droite MM’ en deux segmenls inversement
proportionnels aux longueurs adjacentes, ¢'esl-d-dire de telle sorte

e g—g-:_-%, est dit le centre de gravité de la ligne polygonale ABC.
Le point N' qui partage la droile NM” en deux segments tels que

v o AB4+BC__ M"N' : 5 !
l'onait: —0 — NN est dit le centre de gravité de la ligne po-

Fig. 62,

lygonale ABCD. Enfin le point G qui divise la droite N'M" en deux
____s\B+ES:+CI)=RT{_\£:’ est dit le centre
de gravité de la ligne polygonale ABCDE.

Or il résulte du corollaire II (100) que la distance du centre de
gravité G & un plan quelconque est égale, si l'on désigne par
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MM,, M'M’, M"M",, M'""M"", les distances des points M, M', ", M"" au
méme plan, &

MM, > @ 4 MM, X b +M"M", X ¢ -+ MN"N", < d
e+b+c+d 3

102, Cororrame 1IV.— Lorsque les longueurs a, b, ¢, dsont égales
entre elles, la distance du centre de gravité 4 un plan quelconque
est égale 4 la moyenne des distances des centres de gravité des
longueurs au méme plan. En effet, en désignant par GG, 1a distance
du centre de gravité au plan, et par n le nombre des cOtés, ona:

(MM MW MM, 3L )

MM, -+ MM, + M"M" ... .

1

&

La distance du centre de gravité d'une ligne brisée, dont tous les cités
sont égaux, a un plan quelconque est done la moyenne des distances des
centres de gravité de ses cotés au méme plan.

103. CoroLrame V. — On déduit de la que la distance du centre d'un
polygone régulier d un plan est égale @ la distance du centre de gravilé de
son périmétre au méme plan, En effet, considérons d'abord un polygone
régulier d'un nombre pair de cotés (fig. 63).

La droite, telle que 1K, qui unit les milieux de

B \ deux cOtés opposés est un diaméfre du cercle

0 D inscrit; par conséquent, la demi-somme des

k. distances des points 1 et K& un plan quelconque

est égale & la distance du centre 0 au méme

plan. Si le polygone a 2n cOtés, la somme des

distances des 2n points milieux des cotés au

plan sera donc égale & 2n fois la distance du centre a ce plan. Sil'on

désigne par D la distance du centre au plan, par d,, d;, dy,.... dy
les 2n distances des milieux des cOtés, on aura :

Fig. 63.

i rll—|—|f!—|—ds+..... d:"'
2n

Sile polygone régulier a un nombre impair de colés ; si ¢'est un
triangle ABC, par exemple (fig. 64), dont les milieux des cOtés sont
M, N, P ; en joignant ces milieux deux i deux, on forme un second
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triangle régulier MNP. Tracons la circonférence O circonscrite i ce
{riangle, et circonscrivons a cetle circonférence ’hexagone régulier
IKLQRS, dont trois c0tés non consécutifs ont pour milieux M, N, P.
Lasomme des distances des sommets de 1'hexagone & un plan quel-
conque est égale 4 6 fois la distance du centre & ce plan. Or la
somme des distances des points M, N, P, au méme plan est égale
ila demi-somme des distances des sommets ¢

de I'hexagone, par conséquent & trois fois la
distance du centre au plan. Done la distance

du point O & un plan est la moyenne des dis-
tances des milienx des cOlés du (riangle ABC

au méme plan,

Le méme raisonnement pouvant étre ap- A
pliqué & un polygone régulier d’un nombre
impair quelconque de coOlés, on en conclut
que la distance du centre d'un polygone régulier quelcongue a un plan
est égale a celle du centre de gravité de son périmébre au méme
plan.

10%. Une c¢irconférence pouvant étre regardée comme éfant le
périméire d'un polygone régulier dont les cOtés sont infiniment
pelits, la distance du centre d'une circonférence a un plan est donc égale
a celle de son centre de gravité au méme plan,

105, On nomme centre de gravité de 1a surface d'un triangle le point
de concours des médianes,

106. On nomme cenfre de gra-
vité de la surface d'un polygone =
ABCDE (fig. 65) le point déter-

miné de la maniére suivante : e
Aprés avoir décomposé le poly- &
gone en f{riangles soit par des

diagonales menées de 'un des
sommels,soitde toute autre ma-
nitre, on détermine les centres
de gravité de ces triangles. Soient G, H, K, les centres de gravité
des triangles ABC, ACD, ADE, dont est composé le polygone. On di-
vise la droite GH en deux segments GL, LH inversement propor-
tionnels aux triangles adjacents, ¢’est-a-dire tels que :

Ry B
Fig. G

B
Fig. 65,

GL _ ACD
T ABE.

Le point L est le centre de gravilé du quadrilatére ABCD, composé
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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des deux friangles ABC, ACD. On divise ensuite la droite LK en
deux segments LR, RK tels que :

LR _ ADE
RK — ABCD

Le point R estle centre de gravilé du pentagone ABCDE.

107. Cororr.ame VI. — On suit done, pour délerminer le centre de
gravité de lasurface d’'un polygone, la méme loi que pour une ligne
brisée.

108. Cororrame VII. — Si I'on suppose qu’un polygone soit décom-
posé en n firiangles, dont les aires sont: S, §,, S;,.... Sy; et les
distances des centres de gravilé de ces triangles 4 un plan donné :
dy, dy, dy,.... dy; on aura, en désignant par D la distance du centre

de gravité du polygone au méme plan (100) :

Sidi - S!Iii + Sa'fa + e Sudy = {S’ -+ S:—%— S.J o U B )D-

d'oti =

Sidy + Syl +Syy A+ oo A+ Sudn

= J ’
S Se+ S+ coeee +5n

109. PoLyGoNE REGULIER. — La distance du centre d’un polygone ré-

gulier & un plan est égale & celle de son cenfre de gravité auméme plan.

Par le cenire de gravilé de chaque triangle

(fig. 66) menons une paralléle au colé cor-

respondant du polygone, nous formerons ainsi

= 4 Unnouveau polygone régulier concentrique et

\ Av semblable au premier. Or le centre de gravité

-, du périmeétre de ce second polygone est évi-

x demment le méme que le centre de gravité

Fig. 66. de Ia surface du polygone donné (106). Par

conséquent (103) la distance du centre d'un po-

lygone régulier a un plan est égale & celle de son centre de gravité au

meéme plan.

_ 110. La circonférence peut étre regardée comme étant le péri-

métre d'un polygone régulier dont les colés sont infiniment petils ;

la distance du centre d'un cercle @ un plan est done égale a celle de son
centre de gravité au méme plan.
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§ 8. — Angle polyddre.

DEFINITIONS,

{11. On nomme angle polyédre, ou angle solide, la figure
formée par des plans qui se coupent deux & deux, suivant des
droites concourant au méme point, et sont
terminés i ce point et & leurs intersections
mutuelles.

Les angles que forment ces plans en se
coupant sont les faces de I'angle polyedre,
leurs infersections en sont les arétes el \e
point de concours de celles-ci, le sommet.
Ainsi (fig. 67) les angles plans ASB, BSC,
CSD, DSE, ESA sont les faces de I'angle polyédre ; les droites
SA, 8B, SC,SD, SE en sont les arétes, et le point S le sommet. .

On désigne un angle polyédre par la lettre de son sommet,
ou par cette leltre suivie des lettres qui indi-
quent chacune un point d'une aréte. Ainsi on
désignera 'angle polyédre (fig. 67) en disant
I'angle S, ou 'angle SABCDE.

Les diedres de I'angle polyédre (les diedres A G
de deux faces adjacentes) sont désignés par les .
deux lettres de I'aréte correspondante.

112. Triédre. — On nomme angle triédre, ou simplement
triedre, 'angle polyedre formé par trois plans (fig. 68).

s

‘'

Fig. 67.

8

Fig. 68.

THEOREME.

113. Dans un angle triédre, une face quelconque est moindre
que la somme des deux autres, et plus grande que leur différence
(fig. 69). '

1° La premiere partie du théoréme ne doit étre démontrée
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que pour la plus grande des trois faces, puisqu’elle est évidente
pour chacune des deux aufres.

Soit ASB la plus grande des faces du triédre SABC. Faisons
sur AS, dans le plan ASB, un angle ASD égal a la face ASC.
La droite SD gera dirigée dans l'intérieur de l'angle ASB.
Joignons un point A de I'aréte SA A un point B de 'aréte SB.
Cette droite AB rencontrerala droite SD.
Soit D le point de rencontre. Prenons
SC = SD, et tirons les droites AC, CB.
Les triangles ASC, ASD sont égaux
comme ayant un angle égal compris
entre deux cOtés égaux savoir : ASC =
ASD; SC =8D, par construction ; SA .
commun ; don¢c AC = AD. Or, dans le
triangle ABCG, on a AB << AC 4- CB;
Retranchant d’'une part AD et de 'autre
son égale AC, on trouve DB < CB. Les triangles SBD, SBC
ont donc deux coOtés égaux, savoir: SB commun, SD = SC;
et le troisitme coté BD moindre que le troisitme coté BC,
'angle BSD est done moindre que I'angle BSC ; par conséquent
on a, en ajoutant & ces angles, les angles égaux ASD, ASC:

Fig. 69,

BSD -} ASD << BSC - ASC,
ou

ASB < BSC 4 ASC.

2° La seconde partie du théoréme est évidente pour la plus
grande des trois faces ASB. Or, elle est vraie aussi pour cha-
cune des deux autres, puisqu’on vient de voir (1°) que si I'on
retranche de la plus grande face 'une des deux autres, le reste
est moindre que la troisiéme face.

DEFINITION.

114. On nomme angle polyédre conveze, celui dont la surface

(on désigne ainsi la surface formée des faces de I'angle po-
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lyédre) ne peut pas étre rencontrée par une ligne droite en
plus de deux points.

Dans le cas contraire, 'angle polyédre est dit concave.

1l résulte de la définition qu'une face quelconque d’un an-
gle polyédre convexe, prolongée indéfiniment, laisse d’'un
méme coté les autres faces de 'angle polyedre.

THEOREME.

115. Dans tout angle polyédre convexe la somme des faces est
moindre que quatre angles droits (fig. 70).

Soit S l'angle polyeédre convexe donné. Par un point A de
Paréte SA, menons un plan qui rencontre toutes les arétes d’un
méme cOté du sommet S ; et soit ABCDE s
le polygone formé par les intersections de '
ce plan avec les faces de l'angle S. Joi-
gnons un point O, pris dans I'intérieur du
polygone ABCDE, & tous les sommets de
ce polygone. :

Le point A est le sommet d’un angle
triedre ASBE ; et la face EAB est moin-
dre que la somme des deux autres SAE, SAB; or comme
EAB=EAO + BAOona:

Fig. 70,

EAO -+ BAO < SAE 4 SAB;
on i, pour la méme raison :

ABO + CBO < SBA + SBC,
BCO + DCO < SCB + SCD,
CDO + EDO < SDC + SDE,
DEO + AEO < SED -+ SEA.

Par conséquent, en ajoutant par ordre ces égalités, on re-
connait que la somme des angles & la base des triangles, qui

ont pour sommet commun le point O, est moindre que la
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



i8 LIVRE I.

somme des angles & labase des triangles, qui ont pour sommet
commun le point S. La somme des angles, qui ont pour som-
met 8, est done, par compensation, moindre que la somme des
angles qui ont pour sommet 0, puisque le nombre des triangles
qui ont pour sommet S est le méme que le nombre des trian-
gles qui ont pour sommet 0. Or, la somme des angles formés
autour du point O étant égale & quatre angles droits, la somme
des angles dont le sommet est S, c’est-a-dire la somme des
faces de I'angle S est donc moindre que quatre angles droits.

PROBLEME.

116. Construire un triedre, qui ait pour faces trois angles plans
donnés.

Comme un triedre est convexe, la somme des faces doit
étre moindre que quatre angles droits. En oufre, la plus
grande des trois faces doit étre moindre que la somme des
deux autres (113).

Soit ASB (fig. 71) la plus grande des trois faces ; placons de
part et d’autre de ASB, et sur ce plan, les deux autres faces ASC,
BSD, de maniere qu’elles aient chacune un coté commun avee

s ASB. Du point S comme centre,
avec un rayon arbitraire, décrivons
une circonférence ; et désignons par
C, A, B, D les points o1 elle ren-
contre les cotés des trois angles.
L’arc AB, le plus grand des trois
arcs, est moindre que la somme
des deux aufres CA, DB ; en outre
lasomme des trois arcs est moindre qu'une circonférence. Me-
nons des points C et D les perpendiculaires CC’, DD'sur les droites
SA, SB, qu'elles rencontrenten I et K. Ces perpendiculaires se
coupent dans I'intérieur du secteur SAB, car, I'arc AB étant

moindre que la somme des ares AC, DB, et les arcs AC, AC
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1




ANGLES TRIEDRES. 49

étant égaux ainsi que lesarcs BD, BD, le point D'doit se trouver
entrele point A etle point €. Parle point O de rencontre des droi-
tesCC', DD, élevons la perpendiculaire OP sur le plan ASB. Cette
perpendiculaire et la droite GG’ déterminent un plan perpendi-
culaire 4 la droite SA. Décrivons dans ce plan, et du point I
comme centre, avec un rayon égal & la moitié, CI, de CC', une
circonférence qui rencontrera la perpendiculaire élevée par
le point 0. Joignons le point de rencontre P au point I. L’an-
gleISP est égal & P'angle CS1, par suite de I’égalité des trian-
gles rectangles CSI, ISP, qui ont I'angle droit CIS et 'angle
droit SIP, le cOté SI commun, et CI = IP. 1l résulte en outre
de I'égalité de ces triangles que SP = SC.

Si l'on tire la droite PK, on forme un triangle SPK égal au
triangle SDK. En effet le plan des droites OP, DD', étant per-
pendiculaire a la droite SB, 'angle SKP est droit. En outre
SP=8C = 8D, et le coté SK est commun aux deux triangles.
Ceux-ci ont done¢ I'hypoténuse égale et un c6té commun;
et, par suite, 'angle PSK est égal & I’angle KSD ou BSD.
L'angle tritdre SIPK a donc pour faces, les trois angles
plans donnés.

117. Scouie I. — On voit que la circonférence, décrite du
point I comme centre, avec un rayon égal i CI, rencontre la
perpendiculaire OP en un second point P, symétrique du point P
par rapport au plan ASB, et qu'il y aun second tri¢dre SIPK,
formé aussi avec les trois mémes angles plans. Mais ce second
tritdre n’est pas égal au premier, car il est évidemment im-
possible de faire coincider les arétes des deux triedres par la
superposition.

118. Scorie II. — La solution précédente montre que les
conditions auxquelles sont assujetties les trois faces d'un trig-
dre, et qui ont été énoncées précédemment, sont suffisantes.

THEQOREME.

119, Lorsque deux triédres ont leurs faceségales chacune a chu-
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cune, les diedres, compris entre des faces égales chacune a cha-

cune, sont égaux entre eux (fig. 72).
Soient-8, S’ deux triedres ayant leurs faces égales chacune &
chacune, savoir : A’S'B’= ASB, B'S'C' =BSC, C'S'A’ = CSA.
~ Deux diddres, lels que S'AY, SA, compris entre des faces

égales chacune i chacune, sont égaux.,

Du point M de Paréte SA élevons les perpendiculaires MN,
MP & cette aréte, dans les plans ASB, ASC. Du point M’ de I'a-
réte S'A', et dont la
s’ distance M'S" au som-
met 8’ est égale & MS,
menons les perpendi-
culaires M'N’, M'P’ 4
laréte S'A’, dans les
plans A'SH, A'SC.
Prenons sur les six
arétes des deux trie-
dres des longueurs égales : SA =SB =S80 = 8§'A’'=8B'=8';
et tirons les droites AB, BC, CA, A'B, BT/, (A", Les triangles
ASB, A'SB’ sont égaux, comme ayant un angle égal compris
entre deux cotés égaux chacun a chacun; d’ont il résulte que
Pangle SAB est égal & 'angle S'A'B’, et que AB = A'B". Pour
la méme raison, les triangles BSC, B'S'C" sont égaux, ainsi que
les triangles CSA, C'S'A’; d’on il résulte que BC = B'C, AC =
A'C/; et que l'angle SAC est égal & P'angle S'A'CY. Les triangles
ABC, A'B'(, ayant les trois cOtés égaux chacun & chacun, sont
égaux; et, par suite, 'angle BAC est égal & 'angle B'A'C’. Les
droites MN et NP rencontrent les cotés AB, AC aux points N
et P; les droites M'N' et N'P’ rencontrent A'B’; A'C’ aux points
N et P'; et, si 'on tire les droites NP, NP, on forme deux
triangles égaux, MNP, MN'P. En effet les triangles AMN,
A'M'N' sont égaux, comme ayant un cOté égal, AM = A'M', ad-
jacent A deux angles égaux; donc AN = A'N’ et MN = MN".
Les triangles AMP, A'M'P’ sont égaux, pour la méme raison ; et
on_conclut de cette égalité que AP = AP’ et MP = MP.
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Enfin les triangles ANP, A'N'P’ sont égaux, com é(;rq?@* 1'? Hip,
’ ’ "Ff Q U £

angle égal, A = A', compris entre deux cotés ég 1%0&13% ;‘f,ﬁ;c/
s My, “/4¢

120. Scouie I. — Lorsque les deux faces de deux triedres
sont égales chacune & chacune et semblablement disposées, ces
deux triédres sont égaux. Supposons en effet (fig. 72) ASB =
ASB,BSC =B'S'(', CSA = ('S'A". Si I'on place la face ASB
sur la face égale A'S'B', de maniere que 'aréle S'A’se confonde
avec l'aréte SA, et S'B" avec SB, les deux triedres seront placés
d'un méme cOté du plan ASB, et, comme les diedres compris
entre des faces égales chacune & chacune sont égaux entre
eux, SB’= SB ét S’ = SC. Par suite le plan B'S'C’ se con-
fond avec le plan BSC et le plan C'S'A’ avec le plan CSA. Par
conséquent l'aréte S'C' qui doit se trouver dans chacun des
deux plans BSC, GSA, se confond avee leur intersection SC, et
les tri¢dres coincident.

121. Mais si les faces égales ne sont pas semblablement dispo-
sées, les triddres ne sont pas égaux, parce qu’il est
impossible de faire coincider les arétes de I'un
avec les ardtes de l'autre. Soient, par exemple,
les deux triedres SABC, SA'B'C’ (fig. 73) dont
l'in apour arétesles prolongements desarétes de
autre. Les faces, telles que ASB, A'SB, sont
des angles opposés par le sommet ; et les diedres,
tels que SC et SC, sont aussi égaux comme c
diddres opposés par U'ardte. Mais on reconnait FigiTh
immédiatement qu'il est impossible de faire coincider ces
triedres par la superposition. :

On dit que les tricdres SABG, SA'B'CY sont symétriques.

122, Scoue II. — 11 y a toujours égalité entre les deux
triédres, lorsque deux faces dql’un'dcs triedres sont, en outre,
tgales entre elles. ™ !

\‘."

L “«

y 5
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THEOREME.

123. Si l'on méne par le sommet d'un triedre une perpendicu=
laire a chacune des faces, dirigée du méme cdté de cette face
que Uaréte opposée ; ces trois perpendiculaires sont les arétes
d'un second tricdre, dont les faces sont supplémentaives des diédres
du premier et les diedres supplémentaives des faces du pre-
mier (fig. T4).

Par le sommet S du triddre SABC menons la droite SA’
perpendiculairement au plan BSC et dirigée du méme cOté de
ce plan que l'aréte SA ; la droite SB’ perpendiculairement au
plan ASC et dirigée du méme coté de ce plan que SB; et la
droite SC' perpendiculairement au plan ASB et dirigée du
méme cOté de ce plan que SC.

Les faces du triedre SA'B'C’ sont lespcbtnement supplémen-
taires des diédres du triedre SABC. L’aréte SA', étant perpen-
diculaire au plan BSC et dirigée du
méme coté de cette face que SA, est
aussi dirigée du méme coté que la face
ASG; laréte SB' étant perpendiculaire
au plan ASC, et dirigée du méme coté
de cette face que SB, est aussi dirigée
du méme coté que la face CSB. Done
'angle plan A’SB’ est supplémentaire du
diddre SC (72). On démontrera de la méme manitre que A'SC
est supplémentaire du diédre SB et que B'SC’ est supplémen-
taire du diédre SA.

En outre, les faces du triddre SABC sont supplémentaires
des diedres du tricdre SA'B'C. L’aréte SB' perpendiculaire au
plan ASC est, par suite, perpendiculaire a I'aréte SA. L’aréte
SC’ perpendiculaire an plan ASB est, par suite, perpendicu-
laire & l'aréte SA. Par conséql.lent I'aréte SA est perpendi-
culaire au plan B'SC’. En outre, SA est dirigée du méme coté
de B'SC’ que la face A'SC’. En effet I'angle ASA’ est aigu,
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puisque SA et SA’sont dirigées d'un méme coté du plan
BSC (1); done SA et SA"sont aussi dirigées d’'un méme edté du
plan B'SC’. Pour la méme raison SB est perpendiculaire au
plan A'SC’ et dirigée du méme coté de ce plan que la face
B'SC. Done I'angle ASB est supplémentaire du diedre SC'.
On démontrera de la mé¢me maniere, que I'angle ASC est sup-
plémentaire du diedre SB’ et que I'angle BSC est supplémen-
taire du diedre SA'.

124. ConoLLATRE 1. — La somme des diddres d'un tricdre est
moindre que siz et plus grande que deux angles droils.

Soient A, B, C, les diddres, et a, b, ¢, les faces du triédre
SABC, A, B', €, les diédres du triedre supplémentaire, et
ay b, ¢ les faces de celui-ci. On a :

A+4B+C+d + '+ ¢ = 6 droils.
ora 4 U+ cdest >0 et<<4 donec A+ B 4 C est < 6°
ot > 94,

125. CororrAIRE II. — Pour construire un triedre connais-
sant ses trois diedres, il ne suffit pas que ces diédres satisfassent
aux conditions qui viennent d’étre énoncées (124). 1l faut, en
outre, que le triedre supplémentaire puisse étre construit. On
doit avoir, en désignant par @' la plus grande face de celui-ci :

d<l+c;0u2—A<2—B+2—CouB4C—A<2.

C'est-d-dire que 'exces de la somme des deux diédres sur le
froisitme doit étre moindre que deux angles droits.

Cette dernitre condition et la premiere sont suffisantes ;
car, si elles sont remplies, on pourra construire le tritdre
supplémentaire et en déduire le triddre demandé.

(1) Lorsque deux droites menées par un point d'un plan sont dirigées
d'un méme cité du plan, 'une perpendiculairement et l'autre obliquement
au plan, ces droites font évidemment entre elles un angle aigu, et si elles
sont dirigées de part et d'autre du plan, elles font un angle obtus.

Réciproquement, si deux droites menées par un point d'un plan et I'une per-
pendiculairement au plan, font entre elles un angle aigu, elles sont dirigées
d'un méme coté du plan, car, s'il en ¢tait autrement, elles feraient entre
elles un angle obtus.
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£ ®, — Méthode des projections.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

126, On veprésente la position d'un point de Uespace par ses projec-
tions sur deux plans rectangulaires, dont U'un est horizontal (fig. 75).
Les deux plans, horizontal HH' et vertical VV', sur lesquels on
projette les points de l'espace, sont appelés
V] plans de projection. Leur intersection com-
/ mune XY porte le nom de ligne de terre.

X Il résulte de ces définitions, que, lorsqu’un
V % point est sifué dans I'un des plans de projec-
5 tion, sa projeclion sur ce dernier plan est le
point lui-méme, et sa projection sur l'autre
/’ plan, le pied de la perpendiculaire abaissée

Fig. 5. de ce pointsur la ligne de terre.

127. On nomme ligne projetanfe d'un point,

la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan de projection.

128. On nomme surface projetante d’une ligne, le lieu des lignes

projetantes de celle-ci. Lorsque la ligne qu'on projette est une

droite, la surface projetante est un plan (8%), qu'on nomme plan
projelant de la droite.

120, La trace d'une droite ou d'un plan sur le plan horizontal
porte le nom de trace horizontale de la droite ou du plan; et la trace
sur le plan verlical celui de trace verticale.

130. Les projeclions sur le plan horizontal portent le nom de pro-
Jections horizontales, et les projections sur

le plan vertical celui de projections ver-
ARG ticales.
X La projection de foule ligne, située dans
;% m,zn T'un des plans de projection, sur l'aulre
plan, se confond avec la ligne de terre.
‘I/ 131. Un point est déterminé par ses dews
\.r)’

-

prajections.

Soient m, m' les deux projections d'un
point M de I'espace (fig. 76). Les perpendi-
culaires élevées respectivement au plan
horizontal et au plan vertical par les points m et m' vont concourir
au point M, qui se trouve, par suite, délerminé.
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132. Lorsque deux points, situés l'un sur le plan horizontal, autre
sur le plan vertical, sont les deux projections d'un méme point de I'es-
pace, les perpendiculaires abaissées de ces

deuzx projections sur la ligne de terre ren- Y

contrent celle-ci au méme point, Et néci-

PROQUEMENT (fig. 77). T L
Soient m, m' les projections horizon- X

tale et verticale d’'un point quelcon-

que M de 'espace. Les lignes projetantes H) 1 e

Mm, M déterminent un plan perpen-

diculaire au plan horizontal et au plan X

verlical, par conséquent, perpendicu-

laive & la ligne de terre XY. Donc, les v

traces om, om' de ce plan sont perpen-
diculaires & XY,

ReciproQuEMENT. — Supposons que les perpendiculaires, abais-
sées sur la ligne de terre, de deux points, I'un m du plan horizontal,
l'autre m' du plan vertical, rencontrent la ligne de terre au méme
point o. Les droiles om, om’' déterminent un plan perpendiculaire &
laligne de terre, et les perpendiculaires élevées respectivement, sur
le plan horizontal parlepointm, etsur le plan vertical par le point m/,
sont situées dans ce plan. Ces perpendiculaires se rencontrent ; car
elles sont en outre respectivement perpendiculaires & deux droites
qui se coupent, et leur point de renconlre a pour projections hori-
zontale et verlicale, m et m'.

133, Pan consfQuENT, pour que deux points, situés l'un sur le plan
lorizontal et I'autre sur le plan vertical, soient les projections d'un méme
point de Uespace, il faut et 1l suffit que
les perpendiculaires abaissées de ces points
sur la ligne de terre rencontrent celle-ci
au méme point.

134. Deux plans qui se coupent for-
ment quatre angles. Nous verrons, plus
loin, comment on distingue celui des
quatre angles, dans lequel est placé le i ey

point donné (fig. 78). ML-;HZ

135, Une droite est généralement déler- '
minée par ses projections horizontale et .
verticale ab, a’b’ (fig. 79).

Soient ab, a'l’ (fg. 80), les projections horizontale et verlicale
d'une droite ; le plan, mené par ab perpendiculairement au plan
horizontal, passe par ladroite de I'espace; il en est de méme du plan
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mené par o'’ perpendiculairement au plan vertical. La droite est
donc Tintersection de deux plans délerminés, elle est par consé
quent déterminée elle-méme.

/

7 f
// 4 W avard
lf a; i % }/; i__::{{/f;
¢ 1%

Fig. 79. ; Fig. 80.-

136. Scovies. —1° Si les droites ab, a'tf, {racées sur les deux plans
de projection, étaient perpendiculaires & la ligne de terre au méme
point, il y aurait indétermination, ¢’est-d-dire qu’il existerait une
infinité de droites ayant pour projections ab, a't' ; car les deux plans
projelants se confondraient en un seul.

20 Si les droites ab, a't',fracées sur les deux plans de projection,
élaient perpendiculaires & la ligne de terre en des points différents,
elles ne représenteraient aucune droite de 1'espace, car les plans,
menés respectivement par ces droites, perpendiculairement au plan
horizontal et au plan verlical, seraient perpendiculaires & la ligne
de terre et par conséquent paralléles,

3° Lorsqu'une droite est perpendiculaire @ l'un des plans de projection,
sa projection sur celui-¢i est un point, et sa projection sur U'autre plan
est une perpendiculaire sur la ligne de terre, menée par le pied de ln
perpendiculaire abaissée sur celle-ci du point qui est Uautre projection.
Supposons, en effet, qu'une droite soit perpendiculaire sur le plan
horizontal ; la trace horizontale de la droile sera sa projection ho-
rizontale.

Le plan projetant de la droite sur le plan verlical sera perpendi-
culaire aux deux plans de projection el, par conséquent, i la ligne
de terre XY ; celle-ci sera donc perpendiculaire & la trace de ce plan
sur le plan vertical de projection.

137. Lorsqu'une droite est paralléle ¢ Uun des plans de projection, sa
projection sur Uautre plan est paralléle a la ligne de terre.

Soit une droite paralléle au plan horizontal. Le plan projetant
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de cetle droite sur le plan vertical est déterminé par deux droiles,
I'une la droite donnée, I'autre une quelconque des lignes projetantes
de celle-ci sur le plan vertical. Ces deux droites sont paralléles au
plan horizontal ; et, comme elles sont en méme temps concourantes;
le plan projetant de la droite sur le plan vertical est paralltle au
plan horizontal. Donc, la trace de ce plan sur le plan vertical ou
la projection verticale de la droite donnée, est paralltle a la ligne
de ferre.

On fera un raisonnement semblable pour prouver que, si une
droite est paralléle au plan vertical, sa projection horizontale est
paralléle ala ligne de terre.

138. Lorsqu’une droite est paralléle & U'un des plans de projection, la
projection d'une portion quelconque de la droite sur ce plan a la méme
longueur que cette portion.

En effet, cette portion de droite et sa projeclion sont les deux cotés
opposés d'un rectangle, dont les lignes projetantes de leurs extré-

‘ mités sont les deux autres cOlés.

139. ReerfsentaTiON D'UN PLAN. — Pour représenter un plan
donné, on peut prendre les projectionsde trois points du plan, non
situésen ligne droite. Le plus ordinairement, on représente un plan
par ses traces horizontale et verticale.

1° Si le plan donné renconire la ligne de terre, ses traces hori-
zontale et verticale sont deux droites quise coupent et déterminent
par conséquent le plan.

2° Sile plan donné est paralléle & 1'un des plans de projection,
sa trace sur l'autre plan est paralléle & la ligne de terre, car cette
trace et la ligne de ferre sont les intersections de deux plans paral-
léles par un troisiéme plan, et cette trace suffit pour déterminer le
plan donné.

3° Si le plan donné est parallele & la ligne de terre, ses traces ho-
rizontale et verticale, sont paralleles & la ligne de lerre et détermi-
nent le plan, puisque deux droites paralltles déterminent un plan.

140. Lorsqu'un plan est perpendiculaire & I'un des plans de pro-
jection, sa trace sur l'autre plan est perpendiculaire & la ligne de
terre, car elle est Vintersection de deux plans perpendiculaires au
premier plan de projection. Elle doit done étre perpendiculaire & la
ligne de terre qui est tracée par son pied dans celui-ci.

141, REPRESENTATION DES DEssINS, — L'objet principal de la méthode
des projections est de veprésenter avec exactitude surune feuille de dessin,
qui w'a que deux dimensions, longueur et largeur, tous les corps de la
nature qui en ont trois, longueur, largeur et profondeur ; lorsqu'ils peu-
vent élre définis rigoureusement.
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Pour que les consiructions puissent toutes s'effectuer sur une
méme feuille de dessin, on congoit (fig. 81), aprés avoir projelé les
points et les lignes de la question surle plan horizontal HH et sur le

v plan vertical VV', que celui-ci ait tourné

. autour de la ligne de terre XY pour se

%‘)H rabattre surle plan horizontal, et ne for-

e At V. = mer avec lui qu'un seul et méme plan
M HH', de manitre que la partie supé-
A% rieure VXY du plan vertical se confonde

p 2 cinrt avec la partie postérieure HXY du plan

W horizontal et la partie inférieure VXY du

Eig 8l plan vertical avec la partie antérieure

HXY du plan horizontal. C’est done sur le plan horizontal qu’on
trace réellement toutes les constructions qui doivent apparlenir aux
deux plans de projection. Aussi faut-il toujours concevoir le plan
vertical relevé et placé perpendiculairement au plan horizontal.

Lorsqu’on rabat le plan vertical sur le plan horizontal, de ma-
niére que la portion VXY du plan vertical s'applique sur la portion
HXY du plan horizontal, la droite m'o qui est la perpendiculaire
abaissée de la projection verticale m' du point M, sur la ligne de
terre, ne cesse pas pendant le mouvement d’éire perpendiculaire &
la ligne de terre, et elle se rabat par conséquent sur le prolonge-
ment de la perpendiculaire mo abaissée de la projection horizon-
tale m du point M sur la ligne de terre.

142. Par conséquent, dans la position qu’on est convenu de donner
aux plans de projection, les projections d'un méme point sont situdes
sur une méme perpendiculairve @ la ligne de terre.

143, En outre, comme la figure Mmom' est un rectangle, Mm =m'o
et Mm' =mo. Par conséquent, la distance d'un point au plan hovizontal
est égale a la distance de sa projection verticale d la ligne de tevre; et la
Y distance d'un point au plan vertical est égale a la dis-
-4 tance de sa projection horizontale a laligne de terre.
144, Supposons la ligne de terre XY tracée sur
i une feuille de dessin (fig. 82). Nous regarderons
: | dorénavant la partie HXY de cette feuille comme
= i représentant 4 la fois la portion antérieure du
_(é plan horizontal el la portion inférieure du plan
vertical qui est venue, dans le rabatlement, se
confondre avec la premiére; tandis que VXY
représentera la portion supérieure du plan verti-
cal et la portion postérieure du plan horizontal. Nous indiquerons
par laméme lettre les projectlions, horizontale et verticale, du méme
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point, en donnant un accent a la leftre qui représente la projection
verficale. Ainsi, @ et a' représentent, la premitre, la projection
horizontale, la seconde, la projection verticale d'un point, A, de
I'espace.

145. Les plans de projection forment quatre angles HXYV, VXYH',
HXYV', VXYH (fig. 81) que nous désignerons, dans I'ordre qui vient
d’étre détini, par les noms de premier, deuxiéme, troisiéme, quatriéme
angle. (a, «) (fig.82) est un point situé dans le premier angle ; (b, ¢),
un point situé dans le deuxi¢me; (¢, ¢'), un point situé dans le troi-
sitme ; (d, d'), un point situé dans le quatriéme.

146. Le dessin qui conlient toules les construclions appartenant
aux données et aux résullals se nomme une épure.

Les lignes principares (celles qui représentent les donndes et les
résultats) sont marquées par un (rait plein et continu, lorsqu’elles
sont visibles ; mais si ces lignes sont invisibles, elles sont ponctudes,
¢'est-d-dire Iracées en points ronds.

Les lignes avxiiaimes (celles qui ne sont employées que comme
des moyens de parvenir 4 la solution de la question), sont pointillées
comme aa’ (fig. 82) ou composées de petits traits interrompus comme
mo (fig. 81), ou sont {racées avec une encre de couleur diffé-
rente.

147, Distinction des lignes visibles et des lignes invisibles. On est con-
venu de regarder l'observateur comme étant placé au-dessus du plan
horizontal, @ une distance infinie de ce plan et en avant du plan vertical.

On fait la méme convention pour la projection verlicale. On re-
garde Uobservateur comme étant placé a une distance infinie du plan
vertical, en avant de ce plan el au-dessus du plan horizontal.

Les rayons visuels qui vont de I'eeil de I'observaleur i une figure
tendent & devenir paralléles & mesure que l'observateur s'éloigne
davantage d’'un plan donné, en restant sur une méme droite per-
pendiculaire au plan; et lorsque le point de vue est transporté &
une distance infinie, les rayons deviennent paralléles & cette per-
pendiculaire, c'est-d-dire paralléles ‘aux lignes projelautes sur le
plan donné.

La projection d’'une figure sur un plan donné n est done autre chose
qu'une vue de cette figure, prise d'un point infiniment éloigné et situé sur
une perpendiculaire au plan.

PROBLEME,

148. Connaissant les projections de deux points, trowver la distance de
ces points.
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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Soient (a, @), (b, 1) (fig. 83)les deux points donnés. Les pointsa et
a’ doivent étre placés sur une méme ligne auxiliaire (pointilléeou au
trait) perpendiculaire i laligne de terre. Il en est de méme des points
b et &'. Les droites ab, a'l’ sont les projections de la droite qui
unit les deux points, et dont on veut déterminer la longueur. Nous

4 de désignerons désormais par les grandes

l by letlres, les points dont les petites lettires

! de méme nom indiquent les projections.

| AB sera dong la droite dont les projec-

‘ul -r tions sont ab, a'l’. Faisons tourner le

T3 i s plan projetant de la droite AB sur le

a‘i‘"*{, i plan horizontal, autour de la verticale Aa

/] pour le placer parallélement au plan ver-

tical de projeclion (ce qui revienta rabat-

tre ce plan projetant sur un plan paralléle

au plan vertical mené par Aq). La droite AB se {frouvera alors paral-

léle au plan vertical, et par conséquent se projetiera en vraie grandeur

sur ce plan. Aprés ce mouvement, le point 4 vient se placer en by, sur

un arc bb,, dont le cenlre est a et le rayon ab;etla droite ab prend la

position ab,, paralléle & la ligne de terre. Comme la distance du

point B au plan horizontal ne change pas pendant ce mouvement,

la projection ¥ se déplace en restant sur la paralléle & la ligne de

terre, menée par le point &’ et vient se placer au point d'intersec-

tion ¥',, de cette paralltle et de la perpendiculaireala ligne de terre

menée par le point b,; de sorle que a'¥’, est la nouvelle projection

verticale de AB, et, par conséquent, la longueur de celleci ou la
distance des points A et B de 'espace.

149. ScoLie. — On peut opérer d’autres sortes de rabatlements
pour déterminer la longueur de AB; par exemple, on peut faire
tourner le plan projetant, sur le plan vertical, autour de 1'une des
horizontales Aa’, BY' pour le placer parallélement au plan horizon-
tal; on peut aussi rabatire le trapize AabB sur le plan horizontal,
ou le trapéze Aa't'B sur le plan vertical.

Fig. 83.

PROBLEME.

150. Connaissant les projections d'une droite, trouver ses fraces
(fig. 8%).

Soient ab,a’d’ 1es projections, horizontale et verticale, d'une droite.
La {race horizonlale de ladroile élant un point du plan horizontal,
sa projection verticale est placée sur la ligne de terre; et comme
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elle doit aussi appartenir 4 la droite a’t elle est le point de ren-
contre d de ces deux droites. Par conséquent la perpendiculaire a
la ligne de terre menée par le point d

dans le plan horizontal passe par cette

trace, et comme celle-ci doit évidem-

ment se trouver sur la droite ab, la 4
trace horizontale est le point ¢ de con-
cours de la perpendiculaire élevée au
point d sur la ligne de terre, et de la
projection horizontale ab. D'ou il ré-
sulle que powr déterminer lu trace hori-
sontale d'une droite, il faut prolonger la projection verticale jusqu’a la
ligne de terve et élever en ce point, dans le plan horizontal, une per-
pendiculairve a celle-ci. Le point de rencontre de cefte perpendiculaire et
de la projection horizontale est la trace horizontale de la droite.

Un raisonnement semblable conduit & la régle suivante pour dé-

terminer la trace verlicale ¢ : il faut prolonger la projection horizontale
Jusqu'a la ligne de terre et élever en ce point, duns le plan vertical, une
perpendiculaire a celle-ci. Le point de vencontre de cétte perpendiculaire
et de la projection verticale est la trace verticale de la droite.
* 131. ScoLie. — On pourra, comme exercice, appliquer ces régles
aux cas ou la portion de la droite, comprise entre les deux plans,
est située dans I'un quelconque des quatre angles des plans de pro-
jection.

-

M
209

S
.
x

i

o

Fig. B4,

PROBLEME.

152, Connaissant les traces, horizontale et verticale, d'une droite, con-
struire ses projections (fig. 84).

La trace horizontale ¢ est un point de la projection horizontale
de la droite. Le pied e de la perpendiculaire abaissée de la lrace
verticale ¢' sur la ligne de terre est un second point de cette pro-
jection. Par conséquent la droite fe est la projection horizontale de
la droite.

La trace verticale ¢ est un point de la projection verticale; le
pied d de la perpendiculaire abaissée de la frace horizonlale ¢ sur
laligne de terre est un second point de cette projection. Par con-
séquent.la droite #d est la projection verticale de la droite.

RiGLE A sUIVRE. — Pour construire la projection sur l'un des plans, on
Jjoint la trace sur ce plan au pied de la perpendiculaire abaissée de I'autre
trace sur la ligne de terre.
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PROBLEME.

153. Connaissant les projections d’une droite, construire les angles
qu'elle fait avee les plans de projection (fig. 85).

Soient (ab, a't’) la droite donnée, asa {race horizontale, b’ sa trace
verticale. Si l'on concoit placée la
droite at’ de I'espace, on remarque
qu’elle est I'hypolénuse commune
4 deux friangles reclangles : abl',
aa't/. L'angle ¥'ab du premier est 1'an-
gle de la droite avec le plan hori-
zonlal (89). Pour construire le trian-
gle abl’, imaginons qu’il tourne
aulour de b'b pour se rabaltre surle
plan vertical. Le point @ viendra en
da, et le triangle «',bb" sera égal au
triangle abl'. L’angle b'a’,b est done égal & I'angle de la droite avec
le plan horizonlal,

I'angle ab'a’ du second triangle est I'angle de la droite avec le
plan vertical. Pour conslruire le second triangle aa't', imaginons
qu'il tourne autour de aa’, pour se rabattre sur le plan horizontal.
Le point &' viendra en &', et le triangle aa'¥, sera égal au triangle
aa'’t’. L’angle ab’,a’ est donc égal & l'angle de la droite avec le plan
vertical.

151, Scorie. — On pourrait aussi construire ces triangles en ra-
battant le premier sur le plan horizontal aprés 'avoir fait tourner
autour de la projection horizontale, et le second sur le plan ver-
tical aprés l'avoir fait tourner autour de la projection verticale.

Fig. 85.

PROBLEME.

155, Par un poinf donné, mener une paralléle @ une droite donnée. —
Lorsque deux droites sont paralléles, leurs projections sur un méme
plan sont paralléles; car les plans projefants de ces droites sont
paralleles, 'un d'enx contenan! deux droiles concourantes et
respectivement paralléles & deux autres droites concourantes situées
dans Pautre plan (52). Les traces de ces plans, ou les projections
des deux droites, sont donc paralléles, '

Il n’est pas vrai de dire que si les projections de deux droites sur
un plan sont paraliéles, les droites sont paralléles, car toutes les droiles
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situfes dans un plan projefant ont généralement pour projection
la trace de ce plan projetant.

Mais, si les projections de dewx droites sur dewx plans qui se coupent
sont respectivement paralléles, les droites sont paralléles (fig. 86).

Soient deux droites (ab, a't'), (ed, ¢'d); el supposons ab paralléle
i ed, et @'t paralléle & ¢'d’. Les plans projelants des deux droites
sur le plan horizontal sont paralltles et sont coupés par le plan
projetant de AB sur le plan vertical suivant deux droites paralléles
dont I'une est AB, et dont l'autre est en oulre paralléle & CD ; car

Fig. 83 Fig. 7.

celle droite et CD sont les interseclions des plans projetants de AB
et CD sur le plan vertical, lesquels sont paralleles, par le plan pro-
jetant de CD sur le plan horizontal. Donc AB et CD sont paralléles.

SorLvrion. — 1 résulte de 1 que, pour mener par un point donné
(a,a) (fig. 87) une paralléle & une droite donnée (cd, ¢'d’), il suffit
de mener par le point @ une paralléle ab a ed et par le point @' une
parallele a't’ & ¢d. La droite (ab, a'l) est la paralléle demandée.

PROBLEME,

156. Construire les traces du plan qui passe par trois points donnés,
non situés en ligne droite (fig. 88).

Soient (a, @), (b, V), (¢, ¢') les trois points donnés. Les trois droites
(ab, a't), (be, V), (ca, c'a’) étant situées dans le plan, il suffira de
déterminer les traces horizontales et verticales de deux de ces
droites. Connaissant alors deux points de chaque trace, le probléme
sera résolu.

Soient m et m' les traces, horizontale et verticale, de (ac), (a'c) ;
n et n'les traces, horizontale et verticale, de (bc), (b'c). mn est la
trace horizontale et mn'la trace verticale du plan demandé.

157.— ScoLie. Les traces mn,m'n’ doivent passer par un méme point
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de la ligne de terre ou étre paralléles & celle-ci ; en outre les traces,

horizontale et verticale,
de (ab, a't’) doivent se
trouver respectivement
sur mn et sur m'n',

158. CoroLLAIRE. —

Fig. §8.

Cette solution peut ser-
vir & trouver les traces
du plan assujettia passer
par deux droites don-
nées , concourantes on
paralléles.

PROBLEME.

159, Faire passer un plan par une droite donnée et par un point
donné, non situé sur la droite (fig. 8Y).
Soient (ab, a'l’) et m,m', la droite et le point donnés. Aprés avoir

il
N’
.r" 1\."

3 T ]
“1 o I |
oy

& |

L

Fig. 80

déterminé les traces horizontale, a,
et verticale, ¥, de la droite, on méne
par le point (m, m) une paralldle
(ed, ¢d) i la droite (ab, a't)) et on dé-
termine ensuite les traces horizon-
tale,c, et verticale, d', de (cd, ¢'d). Les
droites ac, U/'d sont les traces, hori-
zontale et verticale, du plan de-
mandé.

160. Scorie. — On pourrait aussi joindre le point donné & un point
quelconque de la droite donnée et faire passer un plan par les deux

droites.

PROBLEME.,

161. Construire l'intersection de dewx plans, dont les traces sont données

Fig. 90.
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

(fig. 90).

Soient les deux plans (zp, zp)),
(g, tq), dont les traces horizon-
tales se coupent au point n et les
traces verticales au point m'. Le
point n, appartenant aux deux
plans, est un point de learinter-
section, et comme il est sur le plan
horizontal, le point n est la trace
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horizonlale de l'intersection des deux plans; pour une raison sem-
blable le point m' est la frace verticale de cette intersection. La
question revient donc & construire les projeclions d’une droite dont
on connait les traces surles plans de projection (152).On abaisse des
points n et m' les perpendiculaires nn' et mm’ sur la ligne de
terre. Les droites mn, m'n’ sont les projections de I'intersection des
deux plans donnés,

PROBLEME.

162. Trouver le point de vencontre d'une droife et d'un plan donnés
(fig. 91).

Soient le plan pzp’ et la droite (ab, a't'). Si I'on [fait passer un plan
par la droite, l'intersection de ce plan et du plan donné passera
par le point de rencontre de celui-ci et de la droite donnée. Par
conséquent le point de
concours de l'intersection .
des deux plans et de la
droite donnée sera le point
de rencontre du plan.et
de la droife donnés.

Tirons par la trace hori-
tonlale a, de (ab, a't'), la
droite at qui rencontre au
point ¢ la ligne de terre;
ef,parle point £ et la trace
verticaleb', de (ab, a't'),1a droite tb'. Le plan dont (a et tb' sonl les traces
contient la droite (ab, a't'), car celle-ci a deux points a et ¥’ dans ce
plan, Le point de rencontre (o, 0'), de I'intersection (mn, m'n') des deux
plans et de la droite (ab, a't'), est le point de rencontre demandé.

163. Scorie, — Aulieu du plan atb', on aurait pu choisir I'un des
plans projetants de la droite.

PROBLEME.

164, Trouver le point d'intersection de trois plans.

Trois plans P, Q, R, peuvent se couper en un point, comme les
frois faces d'un angle {ritdre ; ou bien ces plans peuvent se couper
deux & deux suivant des droites paralléles; ou enfin ils peuvent
passer tous trois par une méme droile.

On construit l'intersection de deux des frois plans P et Q, par
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exemple, ensuite celle des plans P et R, ou Q et R, et on cherche
le point de rencontre des deux intersections.

PROBLEME.

165, Par un point donné, mener un plan paralléle a un plan donné
(fig. 92). '

Soient (zp, zp) le plan et (m, m) le point donnés. Les traces
du plan demandé doivent éire paralléles aux traces du plan donné.
11 suffit done, pourles déterminer,
de trouver un point de chacune
d’elles. Pour y parvenir on trace
une droite quelconque (ab, a’)
dansle plan donné, en joignant un
point b de la trace horizontale & un
point a' de la trace verticale (1).
Le plan mené par le point (m, m)
et la droite (ab, a'¥) couperait le
plan demand¢ suivant une paral-
l¢le & (ab, a't’) (36). Par conséquent la paralléle (cd, ¢'d) & la droite
(ab, a'), menée par le point (m, m'), est dans le plan demandé. Les
traces, d et ¢’ de (ed, ¢'d’), se trouvent donc sur les traces corres-
pondantes du plan demandé. Il suffit pour construire celles-ci
de mener par le point d une paralléle /g 4 zp, el par le point ¢’ une
paralléle ig' & zp'.

166. Scorie I. — On pourrait, au lieu d'une droite telle que (ab,
a't) qui rencontre les deux plans de projection, prendre une droite
paralléle au plan horizontal ou au plan vertical.

167. Scorie IT.—Si I'une des traces de la droite, menée par le point
donné parallélement & une droite située dans le plan donné, se
trouvait sur la trace correspondante de celui-ci, on en conclurait
que le point donné est situé dans le plan donné,

PROBLEME.

163. Par un point donné mener une droite perpendiculaire & un plan
donné. Déterminer ensuite la distance du point a la droite.

Lorsqu'une droite et un plan sont perpendiculaires, la projection
deladroiteet la trace du plan sur un méme plan sont perpendicu-
laires entre elles, En effet soient (fig. 93)M le plan et AB la droite don-

(1) La droite (ab, a'}’) est dans le plan donné, car elle a deux points dans
ce plan, savoir : ses deux traces horizontale, &, et verticale, a'.
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nés, SV la {race du plan M sur un plan R et aB la projeclion de AB
sur celui-ci. La droite AB étant perpendiculaire au plan M, le plan
projetant de AB sur le plan R est perpendiculaire aux deux plans
Met R et par suite & leur interseclion commune SV (76). La droite

SV trace du plan M est donc per- P

pendiculaire 4 la droite aB qui esl _
la trace du plan projetant P sur le M
plan R, ou la projection de AB. h=

Il n'est pas toujours vrai.de dire 0
que, si la traced’'unplan et laprojection B R
d'une droite sur un méme plan sont per-
pendiculaires, la droite et le plan sont B
perpendiculaives, parce qu'on peut ’ L
mener, dans le plan projetant de la droite, d’autres droites non per-
pendiculaires au plan donné.

* 169, Mais lorsque les traces d'un plan et les projections correspondantes
dune droite, sur deux plans qui se coupent, sont respectivement perpen-
diculaires, le plan et la droite sont perpendiculaires enfre eux,

Supposons les projections de la droite (ab, a'¥') respeclivement
perpendiculaires aux fracesdu plan (zp, 5p). La trace horizontale zp
étanl perpendiculaire 4 la trace ab du plan projetant de la droite sur
le plan horizontal, est perpendiculaire a ce plan projetant (74). Pour
la méme raison la trace verticale zp’ est perpendiculaire au plan pro-
jetant de la droite sur le plan vertical. Par conséquent, le plan
(zp, 3p"), contenant deux droi-
tes respectivement perpendi- -
culaires aux deux plans proje-
tants de la droite (ab, a't’), est
perpendiculaire & leur inter-
section, c'est-d-dire & la droite
elle-méme (ab, a't').

170. 11 suit de 1a que 1° pour
mener par un point donné (n, n')
une droite perpendiculaire ¢ un
plan donné (sp, zp') (fig. 94), il
suffit d’abaisser de chacun des
points n, n’ une perpendicu-
laire sur la trace correspon-
dante du plan. Ces perpendi-
culaires nb, n'b' sont les projections de la perpendiculaire de-
mandée.

2° Pour déterminer ensuite la distance du point au plan, on com-
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mence par chercher le point de rencontre de la perpendiculaire
et du plan (162). On peut prendre, pour le plan qui passe par la
droite, son plan projetant sur le plan verfical. La projection hori-
zontale de l'intersection de ce plan projetant et du plan (sp, zp) est
la droite kh; le point m o cette droile rencontre nb est la projec-
tion horizontale du pied de la perpendiculaire et le point ' ot la
perpendiculaire abaissée du point m sur la ligne de terre rencontre
Un', en est la projection verticale. On détermine ensuite la lon-
gueur de la droile (mn, m'n’) par la construction indiquée (148). On
trouve, pour cette longueur, la droite m'n',.

. PROBLEME.

171. Par un point donné mener un plan perpendiculaire a une droite
donnée (fig. 95). 3
Soient (m, m)) le point et (ab, a't’) la droite donnés. Menons
par (m, m') une paral-
léle 4 la trace horizon-
fale du plan cherché.
Cette droite sera paral-
lele & sa projection ho-
rizontale (36) et, par
suite, celle-ci sera paral-
1¢le & 1a trace horizontale
du plan. Or cette trace
horizontale est perpen-
diculaire & la projec-
tion horizontale ab de la
droite (168); par consé-
Fig. 05. quent la perpendiculaire
' me abaissée du point m
sur b est la projection horizontale de cetle droite. Sa projection
verticale est la droite m'e’ menée par le point m' parallélement 4 la
ligne de terre (137). La droite (me, m'e’) étant située dans le plan
cherché, sa trace verticale ¢ appartient & la trace verficale de ce
plan, La droite zp’, menée par le point ¢ perpendiculairement &
la projection verticale a'b', est donc la trace verticale du plan, et
la droite zp menée du point z perpendiculairement 4 la projection
horizontale ab, la trace horizontale de ce plan.
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PROBLEME.

172, Par un point donné, mener une perpendiculaive & une droite
donnée et déterminer la distance du point a la droite (fig. 95).

Soient (ab, a'l’) la droite et (m, m') le point donnés. Menons du
point (m, m'), le plan (sp, zp) perpendiculaire & la droite; et joi-
gnons le point de rencontre (¢, ¢) de la droite et du’ plan au
point (m, m'). La droite (me, m'c) est la perpendiculaire deman-
dée (8).

173. On détermine la longueur m';c’ de cette perpendiculaire
par la construction indiquée (148).

PROBLEME.

174. Construire 1° les angles d'un plan donné avee les plans de pro-
jection ; 2° I'angle des traces du plan (fig. 96).

19 Soit (zp, zp) le plan donné. D'un point quelconque £ de la ligne
de ferre, menons un plan (fg, t¢’) perpendiculaire & la trace hori-
zontale zp. Ce plan sera perpenchculmm au plan horizontal el aura,
par suile, pour trace verticale
une perpendiculaire d la ligne
de terre. Soient ¢ et m’ les points
ott les traces de ce plan ren-
contrent les {races correspon-
dantes du plan donné. L’angle i
du friangle m'ti est égal & 'an-
gledes deux plans. On construit X
donc le triangle m'ti en le ra-
battant sur le plan vertical,
aprés l'avoir fait tourner autour
de m't. Le point i vient alors se
placer en 4, sur la ligne de
terre. Le triangle m'ti, est égal
au triangle m'ti, et 'angle m'i,t,

i I'angle demandé, 7 '

On construit d’'une maniére Fig. 96.
semblable I'angle du plan donné
avec le plan vertical. Par le point ¢ on ménc un plan perpendicu-
laire & la trace verticale zp'. Les traces de ce plan rencontrent les
traces correspondantes du plan donné aux points o et n'; et I'angle
n' du triangle ofn’ est égal & I'angle des deux plans. On construit le
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triangle ofn’ en le rabatlant sur le plan horizontal, aprés I'avoir fait
teurner autour de of. Aprés ce rabattement, le point »'se trouve
placé en n, sur la ligne de terre. Le triangle ofn', est égal au trian-
gle ofn, et langle on'f, 4 'angle demandé. :

On pourrail aussi construire ces triangles, en rabaftlant le premier
sur le plan horizontal et le second sur le plan vertical.

29 Pour construive Uangle des deus traces du plan donné, on remar-
quera que le triangle zm'i est rectangle au point 7, et que, si I'on
fait tourner ce triangle autour de zp, pour le rabattre sur le plan
horizonlal, la droite m'i ne cessera pas dans ce mouvement d'¢tre
perpendiculaire & zp. Elle se rabaltra donc sur le prolongement
de ti, et le point m' se rabaltlra & une distance du point z, égale
i sm'. Par conséquent le point m';, d'intersection du prolongement
de ti et d'un arc de circonférence décrit du point z comme centre
avec sm' pour rayon, sera le rabattement du point m’; et, si l'on
tire la droite zm';, I'angle m',zi sera égal & I'angle des deux trace; du
plan donné.

PROBLEME,

175, Construire U'angle de dewx dioites.
Lorsque deux droites ne sont pas situées dans un m2me plan, on.

Fig. 97.

nomme angle de ces droites, celui qui est formé par deux droites

menées d'unméme point, quelconque, parallélement aux premiéres.

Nous supposerons que les deux droites soient situées dans un
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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méme plan. Soient (oa, o'a’), (ob, o'l) les droites données, a et bles
traces horizontales de ces droites (fig. 97). Tirons la droile ab, et du
point o, abaissons la perpendiculaire ok sur ab. Sil'on joint le point
h au point O de I'espace (dont les projections sont o, 0'), la droite
Oh sera perpendiculaire sur ab (25), et, par suite, la hauteur du
triangle Oab, dont l'angle O est 'angle demandé. Pour consiruire
le triangle Oab, nous le rabaltrons sur le plan horizontal, aprés
I'avoir fait tourner autour de ab. Dans ce mouvement, la droite Oh
ne cesse pas d’éfre perpendiculaire sur ab, et elle se rabat sur ko
prolongé, I1suffit done, pour trouver le rabatiement du point 0, de
connaitre la dislance Oh. Or celle-ci est I'hypoténuse d’un frian-
gle rectangle, dont un des colés de I'angle droit est ok, et l'autre
¢0té 0o =0's. Et si l'on rabat ce triangle rectangle Ook sur le plan
horizontal, aprés I'avoir fait tourner antour de oh, le point O se ra-
baltra en O, sur la perpendiculaire & oh au point o, & une dislance
de celui-ci égale & o0z ; de sorte que KO, est égale & kO, On décrit
donc du point & comme centre, avec un rayon égal & h0O, un arc de
circonférence qui coupe ko prolongé au point O,; celui-ci est le
rabattement du point O, lorsqu’on a fait tourner le triangle Oab
autour de ab pour le rabattre sur le plan horizontal. L’angle a0,b,
formé en joignant le point 0, aux points a et b, est par conséquent
l'angle demandé,

PROBLEME.

176. Construire U'angle d'une droite et d'un plan.

Si d'un point quelconque de la droite donnée on abaisse une
perpendiculaire sur le plan donné, cette perpendiculaire fera avec
la droile donnée un angle aign complémentaire de l'angle de-
mandé, Il suffira donc de construire le premier angle, en suivant
la méthode indiquée dans le probléme précédent.

PROBLEME.

177. Construire U'angle de deux plans (fig. 98).

Soient (sl, 3l'), (th, th') les deux plans, ab la projection horizontale
de leur intersection. Si 1'on méne un plan quelconque perpendi-
culaire & cette intersection, les traces de ce plan sur les deux plans
donnés feront entre elles 'angle plan correspondant i 'angle di¢dre
des deux plans, Tirons une droite mn perpendiculaire & la projection
horizontale ab de l'intersection. On peut regarder mn comme la trace
horizontale d’un plan perpendiculaire & I'intersection des deux plans
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donnés (168); et en méme temps comme I'un des cOlésd'un triangle,
dont I'angle opposé est I'angle demandé, et les deux autres cOiés les
traces de ce plan sur les deux plans donnés, Pour construire ce
triangle, nous le rabaftrons sur le plan horizontal en le faisant
tourner aufour de mn, et nous ferons observer que le point p, de
rencontre de ab et mn, est le pied de la haufeur de ce friangle cor-
respondante & mn. Car, sil'on abaisse du sommet opposé & mn une
perpendiculaire sur le plan horizontal, elle tombera sur ab, et si
du pied de cette perpendiculaire on abaisse une perpendiculaire

sur mn, elle se confondra avec ab.

Lorsque le triangle tourne autour

de mn, la hauteur correspondante

i mn ne cesse pas d’é{re perpendi-

culaire a celle-ci au point p, par

conséquent aprés le rabattement
v elle se confond avec ab, 11 suffit
donc de connaitre la longueur de
celte hauteur pour déterminer le
rabattement du sommet du trian-
gle. Cetlte hauteur est la perpen-
diculaire abaissée du point p sur

I'intersection commune, car cetle

intersection, élant perpendiculaire

au plan du triangle, est en méme

temps perpendiculaire & toute
droite menée par son pied dans ce plan. Pour conslruire la lon-
gueur de cette perpendiculaire, rabattons sur le plan horizonlal le
plan projetant &%a de I'intersection (ab, a'b) sur ce plan. Le point
b serabat en b';, sur une perpendiculaire élevée par le point b a la
droite ab, et 'intersection elle-méme se rabat suivant al',. Abaissant
du point p la perpendiculaire p0, sur ab, p0, sera égale i la hauteur
du triangle, el si I'on prend, sur ab, pO, = p0,, le point 0, sera le
rabattement du sommet du triangle ; tirant ensuite les droites 0,m,
O,n, le triangle O,mn représentera le triangle rabattu et I'angle
mO,n, I'angle demandé.

178. Scorie. — Les plans horizontaux ef les plans verticaux sont
fréquemment employés dans les arts, surtout dans la construction
des édifices. Les planchers, les plafonds représentent des plans ho-
rizontaux. Les faces supérieures et inférieures des pierres de taille
et des briques qu’on pose par assises sont aussi horizontales, Les
faces des cloisons des appartements sont des plans verticaux.
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§ 10, — Plan. Coupe. Elévation.

179. Les différentes parties ou détails d'un édifice, les pidces qui
entrent dans la construction d'une machine, peuvent étre repré-
sentées d'une manidre exacte & l'aide de la méthode des projec-
tions. On suppose que I'édifice ou la machine soit coupée par une
série de plans horizonfaux et par une série de plans verticaux, con-
venablement choisis pour que les détails puissent étre reproduits
fidélement. \

180. PLax.— Les architectes considérent les sections faites dans un
édifice par des plans horizontaux
correspondants aux différents éla-
ges. Les intersections des surfaces
des murs et de I'un de ces plans
horizontaux sont les lignes qui for-
ment les contours, dont la projec-
tion horizontale est dite le plan
géométral del'étage correspondant.
La figure 99 représente le plan du
rez-de-chaussée d'une maison.

Les ingénieurs supposent aussi
des sections faites dans une ma-
chine par des plans horizontaux, et les lignes qui sont les intersec-
tions d'un plan horizontal avec les surfaces des piéces de la ma-
chine, forment une figure dont la projection horizontale est le plan
géométral de la section.

La figure 100 représente le plan de la cuvette de jauge et de dis-
tribution de I'ancienne machine de Marly. La section est faite par
un plan horizontal passant par I'horizontale GG'. Des pompes ame-
nent I'eau en A, d'oti elle tombe sous forme de nappe dans un ré-
servoir rectangulaire. Deux cloisons B et C enveloppent la partie N
de ce réservoir, sans descendre jusqu'au fond, afin d’empécher que
les mouvements, occasionnés sur la surface par l'eau qui arrive
en A, ne se fransmettent dans la partie restante L. L’eau passe sous
ces deux cloisons pour se rendre de N en L, et sa surface libre,
-dans toute l'étendue de celte derniére partie L du réservoir, reste
toujours parfaitement tranquille. Une cloison D sert de limite au
réservoir et s'étend dans trois directions différentes. Elle porte dans
toute sa longueur un grand nombre d’orifices, par lesquels 1'eéan
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sort pour tomber dans une rigole ménagée en dehors de la cloison
D ef dans toute sa longueur. De I elle passe en F dans un canal cou-
vert qui la conduita 'aqueduc. Une cloison EE divise le réservoir NL.

VT

LI

f
L

|t

:
!

Fig, 100.

{81. CourE ou Prorir. —Les architectes emploient aussi la consi-
dération des plans verticaux, et la section faite par un de ces plans
est représentée par sa projection sur
un plan vertical paralléle. Ces pro-
jections portent le nom de coupe ou
profil; et le plan vertical peut avoir
une direction quelconque. La figure
404 représente la coupe verlicale,
faite suivant I'horizontale AB, de la
maison dont la figure 99 représente
le plan du rez-de-chaussée.

On concoit aussi‘des sections verti-
cales failes dans une machine. La
figure 102 représente la section faite
dans un navire & hélice par le plan vertical qui passe par l'axe du
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navire el montre la position de I'hélice A placée & l'arritre du na-
vire, & une pelite distance en avant du gouvernail B.

Fig. 102,

La figure 103 représente une coupe ou profil de la cuvette de la
machine de Marly.

,/Z%///W WMW i

Fig. 103,

182. LErtvarion. — Les architectes prennent aussile dessin formé
par les lignes qui représentent
les projections des différentes
lignes de la facade d'une maison, : -
sur un plan vertical paralléle \‘ |__ I—‘
la facade et son ornementalion,
porte le nom d’élévation de la
dont le plan du rez-de-chaus- Fig. 104,
sée et une coupe sont représeniés par les figures 99 et 101.-

i celle-ci. Cette projection, qui
maison. La figure {04 repré- _b ; I !_H
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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Polyddres.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

183, On désigne, sous le nom de polyédre (fig. 105 et 106), la
portion de I'espace ou le corps, limité en tous sens par des plans
qui se coupent deux A deux.
Les polygones formés par ces
planssontles faces du polyedre,
et 'assemblage de toutes les
faces constitue sa surface. Les:
cOtés des faces sont les arétes
du polyedre ; les angles du po-
Iyedre sont les angles diedres
et polyédres formés par les faces.

On nomme sommets du polyedre, les sommets de ses angles
polyedres ; et diagonale, la droite. qui unit deux sommets non
situés dans une méme face.

184. Un polyedre est dit convere, lorsqu’une ligne droite ne
peut pas rencontrer sa surface en plus de deux points. Dans
le cas contraire, le polyédre est dit concave.

Il est évident que, si 'on prolonge indéfiniment 'une des
faces d’'un polyédre convexe, toutes les aulres faces sont
situées d'un méme c6té du plan de la premiére.

185. On donne en particulier les noms de tétraédre, hexaedre,

Fig. 105. Fig. 106,
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octaedre , dodécaédre, icosaédre, aux polyedres de 4, 6, 8, 12,
20 faces. -

186. On dit que deux polyddres sont égaux, lorsqu’on peut
les placer de telle sorte que leurs surfaces coincident.

V

§ 4. — Prisme.

DEFINITIONS.

187. On nomme prisme le polyédre dont deux faces (fig. 107)
sont des polygones égaux et paralleles, ABCDE, ABCDE,
qu'on nomme bases du prisme; et les aulres
faces, des parallélogrammes, ABB'A’, BCC'B/,
CDCD'..... Les cotés égaux des bases, tels que

AB, A'B', sont paralléles entre eux, et chaque
couple de deux coOtés égaux détermine I'un
de ces parallélogrammes qui sont les faces la-

E

T
| rd
ins

térales du prisme, Y
EY. Y
On nomme : N /
Aréte latérale du prisme, I'intersection de ATB
deux faces latérales; Fig. 107

Aréte de base, chacun des cOtés des bases;

Hauteur du prisme, la distance des deux bases, ¢'est-a-dire la
perpendiculaire abaissée d’un point quelconque de I'une de
ses bases sur l'autre.

188. Un prisme est dit droit ou obligue, selon que les arétes
latérales sont perpendiculaires ou obliques sur les plans des
hases.

189. On dit d'un prisme qu'il est friangulaire, quadrangulaire,
pentagonal, etc., suivant que les bases sont des ¢riangles, des
quadrilatéres, des pentagones, ete.
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THEOREME,

190. Deux prismes sont égava lorsqu'ils ont un tricdre compris
entre trois faces éqales chacune a chacune et semblablement dis-
pesées (fig. 108).

Supposons que les trois faces ABCDE, ABB'A’, AEE'A’ du
- prisme AD’ soient égales chacune & chacune aux trois faces
MNPQR, MNN'M', MRR'M' du prisme MQ’; et les angles BAE,
BAA/, EAA', égaux respectivement aux angles NMR, NMM,
RMM'.

Transportons le prisme M(), pour le placer de maniére que
les deux bases égales MNPQR , ABCDE coincident. Les
deux prismes étant situés
du méme e6té du plan
ABCDE, et les trois angles
plans qui forment le - trie-
dre M étant égaux chacun
a4 chacun aux trois angles
plans qui forment le triédre
A, et semblablement pla-
cés, ces deux triedres coin-
cident, et aréte MM’ se confond avec I'aréte AA’; mais comme
ces deux arétes sont égales, le point M’ tombe en A’. En outre
les parallélogrammes ABB'A’, MNN'M' étant égaux, le coté M'N’
se confond avec son égal, le coté A’B'; pour la méme raison,
M'R’se confond avee A'E". Les deux bases supérieures ABCD'E,
MNP'Q'R’ coincident done; et, par suite, les surfaces des
prismes coincident aussi; donc les deux prismes sont égaux.

191. Scorie. — Si les faces égales dans les deux prismes
ne sont pas semblablement disposées, les deux prismes ne
peuvent pas coincider par la superposition. :

192. COROLLAIRE 1. — Deux prismes droits sont égauz lorsqu’ils
ont des bases éqales et des hauteurs égales. Car les deux prismes
ont un triedre compris entre trois faces égales chacune & cha-
cune et semblablement disposées.
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193. ConrorrAre I1. — Construive un prisme, connaissant l'une
des bases et U'une des arétes latérales de grandeur et de position.

Soient ABCDE la base et AA' I'aréte données (fig. 109). Par le
point A’ menons un plan paralléle au plan ABCDE. Ensuite,
tirons la droite A'B’ parallele et égale a
AB et dirigée dansle méme sens; B'C'paral-
lele et égale A BC et dirigée dans le méme
sens, ele., et joignons, d’'un plan & Pautre,
les sommets des angles homologues par les
droites AA’, BB, CC/, ete. La figure AD’
construite de cette maniére est un prisme,
car les polygones ABCDE, A'B'CD'E’ sont
paralleles et égaux, et les faces ABB'A’,
ACC'B, CDD'CY, ete., sont des parallélogrammes.

On pourrait aussi mener par les points B, G, D, E des paral-
leles BB, CC, ete., & AA’ et joindre deux & deux les points. de
rencontre B', (', etc., de ces droites, avec le plan mené par le
point A’.

Fig. 109,

PROBLEME.

. 194, Dessiner un prisme droit et complet (fig. 110).

Soit XY la ligne de terre. Nous supposerons la base inférieure du
prisme située dans le plan horizontal. La projection horizontale de
cette base est la base elle-méme ABCDE. Les
pieds A', B, €', I/, E!, des perpendiculaires
abaissées des sommets A, B, C, D, E sur la
ligne de terre sont (126) les projections verti-
cales de ces sommets, et les perpendiculaires
dlaligne de terre YA", BB",C'C”, DD",EE", *X3i—imig—oter ¥
égales chacune & la longueur des arétes la- ) n
térales, sont (136)les projections verticales de
ces mémes arétes, dont les projections ho- A’
rizonfales sont les poinis A, B, C, D, E. La
droite A'C", qui conlient les extrémités
A", B", C", D", E", des projeclions verticales
des arétes, est la projection verticale de la base supérieure du prisme
droit. Les droites A’A”. .. apparliennent aussi aux lignes auxiliaires
AA...

A" 3”7 " "

Elr 7
z
]
i
1
H

He———

Fig. 110.
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La figure 110 représente I'épure ou le dessin du prisme, et peut
immédiatement servir & faire connailre les mesures des lignes et
des surfaces qui appartiennent au prisme.

DEFINITION.

195. Lorsqu’on coupe un prisme par un plan non paralléle & ses
bases, on partage le prisme en deux parties comprises chacune
entre le plan sécant et 1'une des bases du prisme. On donne le nom
de prisme tronqué ou trone de prisme a chacune de ces deux par-
ties; et le nom de bases du tronc & lasection et & la base corres-
pondante du prisme.

PROBLEME.

196. Dessiner un prisme droit et tronqué (fig. 111).

Soit XY la ligne de terre. Supposons la base ABCD du tronc de
prisme située dans le plan horizontal, et les arétes latérales perpen-
diculaires a ce dernier plan. La projection horizontale de cette
base est la base elle-méme. Les projec-
tions verticales des sommels A, B, C, D,
sont les pieds A, B, C', D, des perpeon-
diculaires abaissées de A, B, C, D surla
ligne de terre, et les perpendiculaires

F
1 ] ' U
X A'i ;“ " f Y i laligne de terre A'A”, B'B", C'C", D'D",
b ! dont les longueurs sont égales respec-
|I j/" ittt tivement & celles des arétes latérales du
A =
I

tronc de prisme, sont les projections

verticales de ces mémes aréles, qui ont

Fig. 111, pour projeclions horizontales les points

A, B,C, D, et elles appartiennent en méme

temps aux lignes auxiliaires indiquant que deux points tels que A et

A" sont les projectiors d'un méme poinf. La projection verticale

de la section faite dans le prisme (que nous appellerons base supé-
rieure du trone) est le quadrilatére A"B"C"D",

La figure 111 est ’épure ou le dessin du fronc de prisme.

)

PROBLEME.

197, Dessiner un prisme obligue et complet (fig. 112).
Soit XY la ligne de terre. Supposons la base inférieure du prisme
ABCDE, située dans le plan horizontal ; et les ardtes latérales, pa-
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ralléles au plan vertical. Les projections horizontales de celles-ci
sonl paralléles & la ligne de terre; les projections verticales font
avec la ligne de terre un angle égal A celui de ces arétes avec
le plan horizontal, et elles ont la méme longueur que celles-ci.
Les pieds A', B, €, D, E/, des perpendiculaires abaissées des points
A, B, C, D, E sur la ligne de terre, sont les projections verlicales
des sommets A, B, C, D, E. Menons par le point A’ une droite A’A"

AT -.'B" " C”‘:'n'-"

AT [
'y |
g
B | I Lad!
x iy W
EGTY |1:' 1o’ i e 25
; | E Il T
! /\
I | PN ; 4 D4
Al b /20 ol b
i j N
! c it E
B B
Fig. 112,

qui fasse avec la ligne de ferre un angle A"A'Y égal & celui des
arétes latérales avec le plan horizontal, et prenons A'A" égale & la
longueur des arétes latérales. Cette derniére droife est la projec-
lion verticale de I'aréte dont A est la trace horizontale. On obtien-
dra par une construction semblable les projections verticales
BB G075 des autres arétes, et les points A", B”, C",..... seront
sur une méme parallele & la ligne de terre. On trouvera les pro-
jections horizontales des sommets de la base supérieure en abais-
sant des points A", B",C",..... des perpendiculaires sur la ligne de
terre, et en les prolongeant jusqu’d leur rencontre avec les projec-
tions horizontales des arétes correspondantes. Ainsi, le point A, de
rencontre de la perpendiculaire A"A; et de la paralltle 4 la ligne
de terre AA, est la projection horizontale du sommet dont A" est
la projection verticale. Par suite, le polygone A,B,C,D,E,, qui a pour
sommets les projections horizontales A,, B, C;, D,, E,, est la pro-
jection horizontale de la base supérieure.

La figure 112 est I'épure ou le dessin du prisme et peut immédia-
tement servir & faire connaitre les mesures des lignes et des sur-
faces qui appartiennent au prisme.

I, — 6

Rocugr.
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APPLICATIONS.

198. a. Une maison qui a deux pignons, et dont le plan est un rec-
tangle, a pour toit un prisme triangulaire droit et creux.

b. Lorsqu'une maison n'a pas de pignon, le toit a deux croupes et
représenfe un prisme triangulaire tron-
qué ADEBFC (fig. 113), dont les bases
sont des triangles isocéles égaux, ADE,

/E % : BCF, et également inclinés sur les arétes
o B Jatérales AB,DC, EF.

On retrouve le méme prisme lronqué
dans les piles de boulets, de bombes ou d'obus qu'on dispose dans
les arsenaux. -

¢. Lorsqu’on introduit dans une chambre obscure un faisceau de
rayons solaires et qu'on fait tomber ce faisceau sur un prisme droit
triangulaire en verre, ce faisceau éprouve une déviation (se ré-
fracte) et une dilatation dans le sens perpendiculaire aux aréles
latérales ; et si on le recoit 4 la sortie du prisme sur un écran per-
pendiculaire & la direction moyenne des rayons, on obtient, non
plus une image blanche, mais une image colorée dont les cou-
leurs sont celles de 'arc-en-ciel, et se succiédent dans l'ordre sui-
vant :

Rouge, orangé, jaune, vert, bleu, indigo, violet.

Celte image a regu le nom de spectre solaire.,

d. Les charpentiers et les tailleurs de pierre, les menuisiers, les carlon-
niers, etc., ont journellement a exécuter des prismes droils pleins ou
reur. 3

Les charpentiers et les tailleurs de pierre qui ont & exécuter
un prisme droit, commencent par couper le corps par un plan (en
termes d’art, font un parement). lls tracent sur ce parement le po-
lygone qui doit servir de base. Ils poussent ensuite des plumdes,
c'est-d-dire qu’ils enlévent la matidre par des entailles faites selon
des plans perpendiculaires au plan du parement, et de maniére &
former des faces qui passent chacune par un des cotés du polygone.

e. Les menuisiers, les ébénistes, les cartonniers, etc., emploient
un moyen fout différent pour exécuter un prisme droit et creux.
Ils confectionnent séparément  les bases et les faces latérales, et
assemblent ensuite celles-ci entre elles el avec les bases.

f- L’angle d’'un mur, qu’il soit aigu ou obtus, est formé de pierres
qui ont la figure de prismes droils.

D ¢

Fig. 113.
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'g. Les pieds-droits qui forment le jambage d’une porte ou d'une
fenétre sont des prismes droils.

h. Les prismes droils se rencontrent dans les détails de charpenle
d'un bAtiment.

k. Ondonne souvent & I'équerre d’arpenteur la figure d'un prisme
droit, dont la base est un octogone régulier.

l. Les alvéoles, que consiruisent les abeilles, sont des prismes ﬂrmls
ayant pour base un hexagone régulier.

m. Le spath d'Islande affecte souvenl la forme d'un prisme droit
ayant pour base un hexagone régulier, et la tourmaline, celle
d’'un prisme droit ayant pour base un polygone régulier de neuf
cOtés.

THEOREME.

199. Les sections faites dans un prisme par dewx plans paralléles
sont des polygones égaur (fig. 114).

Supposons le prisme ABCDEA', coupé par deux plans paral-
ltles entre eux et non paralleles aux aréteslatérales du prisme.
Les deux sections MNPQR, M'N'P'QR’, sont des polygones
égaux, comme ayant les angles égaux chacun a chacun et les
cOtés homologues égaux. En effet, deux
angles quelconques dont les sommets sont
situés sur une méme aréte, N et N par
exemple, ont leurs coOtés paralléles et di-
rigés dans le méme sens, puisque les droi-
tes MN, M'N’ sont les intersections de deux
plans paralléles par un troisieme, ainsi .
que les droites NP, N'P'. En outre, deux
cOtés quelconques,ﬁm et M'N'parexemple,
compris entre les mémes arétes sont égaux
comme portions de paralléles interceptées .
par deux paralleles. Les deux polygones MNPQR, M'NPQR
sont done égaux.

200. CoroLrLAtRE I. — Lorsque les plans sécants sont paral-
ltles aux bases, les sections sont égales aux bases. :
© 901. COROLLATRE 1. — On nomme section droite d’un prisme,
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la section faite par un plan perpendiculaire aux arétes laté-
rales. Il résulte du théoreme que toutes les sections droites
d'un méme prisme sont égales entre elles.

THEOREME.

202. L'aire de la surface latérale d'un prisme est égale au pro-
duit du périmétre de la section droite par la longueur de Uaréte
latérale (fig. 115).

On nomme surface latérale d'un prisme la surface composée
de toutes les faces latérales.

Soient le prisme ABCDEA’ et MNPQR la section droite du
prisme. Les cotés MN, NP, PQ,... de ce dernier polygone, sont
les hauteurs des parallélogrammes
ABB'A’, BCC'B, CDD'C,.... lorsqu’on
prend pourbaseunearételatérale. L aire
de chaque parallélogramme est égale au
produit de sa base, qui est une aréte
latérale, par sa hauteur, qui est le coté
correspondant de la section droite.
Donc la somme des aires des parallélo-
grammes, ou Uaire de la surface latérale
du. prisme, est égale au produit du péri-
métre de la section droite par la longueur de Uaréte latérale.

EXEMPLES.

203. 1° Trouver Uaire de lasurface latérale d'un prisme droit,
dont la base est un hexagone régulier et laréte une longueur
donnée. ,

Soient a le cOté de 'hexagone et A I'aréte du prisme, I'aire
de la surface latérale est 6 bak.

L’aire de la surface totale est, en désignant par a le coté de
I’hexagone, et par / 'ardte du prisme, 6ak 4 3a2y/3. On trouve
pour la surface latérale 72™1; et pour la surface totale :
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79m1 4824 & moins d’'un centimétre carré, s =122 et
h=10".
90 Trouver Laire de la surface latérale du prisme oblique dont
la section droite a pour périmetre &7™,29, et pour aréte 17,5.
L’aire demandée est égale au produit de la longueur du
périmetre de la section droite par la longueur de I'aréte. La
surface latérale est done : 827m1,5750.

THEOREME.

204. Tout prisme triangulaive oblique est équivalent au prisme
triangulaire droit, qui a pour base une section droite, et ses arétes
latérales de méme longueur que celles du prisme obligue donné
(fig. 116).

Soit ABCA' le prisme triangulaire oblique donné. Prolon-
geons indéfiniment les arétes latérales et, sur le prolongement
de 'une d’elles, prenons deux points M et M, dont la distance
MM'= AA’; par ces points, menons deux plans’
perpendiculaires aux arétes latérales. Les sec-
tions droites MNP, M'N'P’ déterminées par ces A
plans sont égales entre elles, et & toute sec-

tion droite qui serait faite par un point de | ,/
m‘

C .

A

c"

laréte AM'situé entre A etA’, ¢arle théoréme g
(199) subsiste encore pour les prolonge- %
ments des faceslatérales. La figure MNPM' est” \ ------- P
un prisme triangulaire dont les bases sont les

triangles MNP, M'N'P’; puisque ces triangles '

_______ i
sont égaux et paralleles, et que les autres fa- \ o 3
ces de la figure sont des parallélogrammes, I
ayant chacun un edté commun avec chacune 4 JLLE

des bases. En outre, ¢’est un prisme droit, puisque les arétes
latérales sont perpendiculaires aux plans des bases.

Le trone de prisme ABCMNP est égal au trone de prisme
AB'C’'M'N'P, car si 'on transporte le premier pour faire coin-
cider le triangle MNP avec son égal M'N'P’, les arétes latérales
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des deux trones de prisme coincideront. Les arétes AM, A'M'
sont respectivement perpendiculaires aux plans MNP, M'N'P’;
I'aréte AM prend donc la direction de A'M' et le point A tombe
au point A, les deux arétes AM, A'M’ étant égales, puisque l'a-
réte AM = AA' + A'M, et 'aréte AM'= MM’ + AM. Pourla
méme raison, le point B tombe au point B, et le point G an
point (. Les deux troncs de prisme ABCMNP, A'B'CM'NP’ étant
égaux, si 'on retranche de chacun d’eux une méme quantité,
savoir : le trone de prisme A'BCMNP, les restes seront équiva-
lents. Or le premier reste est le prisme ABCA’, le second est le
prisme MNPM'. Donc ces deux prismes sont équivalents.

205. ConoLLAIRE. — Tout prisme polygonal oblique est équi-
valent au prisme droit qui a pour base la section droite et ses
arétes latérales égales a celles du prisme oblique (fig. 117).

Divisons la base ABCDE du prisme oblique ABCDEA’ en
triangles par les diagonales issues du sommet E; et, par
chacune de ces diagonales et I'aréte EE', menons un plan.
Ces plans divisent le prisme polygonal en autant de prismes
triangulaires que la base contient de triangles; et ces prismes
ont chacun pour base un de ces trian-
gles. La figure ABEE'A'B’ est un prisme
triangulaire, car les triangles ABE,
A'B'E’ sont paralleles, et égaux (comme
ayant leurs trois cotés égaux chacun i
chacun), et les autres faces de la figure
ABEE'A'B’ sont des parallélogrammes.
Le méme raisonnement s’applique aux
figures BCEE'B'C', CDEE'C'D’. Et on
voit en oufre que les arétes latérales de
ces prismes triangulaires sont en méme
temps celles du prisme polygonal donné. Sil'on coupe ensuite
le prisme polygonal par un plan perpendiculaire aux arétes
latérales, la section droite correspondante MNPOR sera divisée
en triangles par les plans menés suivant EE et les diagonales,
etchacun de ces trianglessera la seclion droite du prisme trian-
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gulaire correspondant. Or, chaque prisme triangulaire oblique
est équivalent au prisme triangulaire droit qui a pour base la
section droite correspondante et ses arétes latérales égales d
celles du prisme oblique. Done, la somme des prismes trian-
gulaires obliques, ou le prisme polygonal oblique donné, est
équivalente A lasomme des prismes triangulaires droits, ¢’est-
a-dire au prisme polygonal droit qui a pour base la section
droite et ses arétes latérales égales & celles du prisme oblique.

§ 2. — parallélipipéde. -

DEFINITIONS.

206. On nomme :
Parallélipipéde, tout prisme dont les bases
sont des parallélogrammes (fig. 118). ¢
Parallélipipéde rectangle, tout parallé- ;-
lipipede droit dont les bases sont des rec-
tangles.
Cube, tout parallélipipede rectangle dont
les bases sont des carrés, et dont les arétes 4 _ 3
latérales sont égales aux cOtés des bases. g

THEOREME.

207. Deux faces opposées d'un parallélipipede sont paralléles et
éqales (fig. 119).

Soient ABCD et A'B'C'D’ les bases du pa-
rallélipipede AC'; ABB'A et DCC'DY, deux
faces opposées quelconques. La figure
ABCD étant un parallélogramme, AB est
parallele et égale & CD; la figure AA'D'D
élant un parallélogramme, AA' est paral-
Iele et égale & DD', Les angles A'AB, D'DC,
ayant les cotés paralleles et dirigés dans le méme sens, sont
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égaux, et leurs plans sont paralleles (32). En outre, les fmral-
lélogrammes ABB'A’, DCC'D" sont égaux, comme ayant un
angle égal A =D, compris entre deux coOtés égaux AB =DC
et AA'=DD'".

208. CoroLLAIRE. — On peut prendre pour bases d’un paral-
lélipipede deux faces opposées quelconques.

209. Scouie I. — Toute section faite dans un parallélipipéde
parun plan est un parallélogramme ; car les cdtés opposés sont
paralléles, comme étant les intersections de deux plans paral-
leles par un troisitme plan.

210. Scour II. — Deuxr angles opposés sont symétriques.
Soient les angles A et ¢'; prolongeons les cotés de I'angle ¢
au deld du sommet. L'angle triddre formé par ces cotés pro-
longés est symétrique de 'angle C'; or le premier et 'angle
triedre A sont égaux, comme ayant les faces égales chacune 1
chacune et semblablement disposées.

THEOREME.

1. Les diagonales dun parallélipipéde se divisent mutuelle-
ment en deux parties égales (fig. 120),

1l suffit évidemment de démontrer que deux diagonales
quelconques se coupent en un point qui est le milien de cha-
cune d’elles. Prenons les diagonales AD',
CB'. Les arétes AC, BD' sont paralléles
et égales A I'aréte BD; par conséquent,
le quadrilatére ABD'C, dont deux cotés
opposés ACl, B'D sont paralleles et égaux,
est un parallélogramme; et les droites
AD', CB', qui sont les diagonales de ce
parallélogramme, se divisent mutuelle-
ment en deux parties égales.

212. CoROLLAIRE. — Le point de concours des diagonales d'un
parallélipipede divise en deux: parties égales toute droite mende
par ce point et terminée d la surface de la figure (fig. 121).
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Soient AG le parallélipipede, O le point de concours de ses
diagonales. Tirons par ce point une droite quelconque MN,
terminée en M et N aux faces opposées ABCD, EFGH. La
droite OM est égale & la droite ON. Car

si 'on tire la diagonale BH, et qu’on 5 f‘,..--"_:--“

méne un plan par cette diagonale et la B N“-f: : £ &

droite MN, les intersections MB, NH de o

ce plan et des faces opposées ABCD, A _,-" ‘ nl

EFGH seront paralléles et formeront Hoiit

avec les segments des droites MN, BH B )] ¢
1g. 121.

deux triangles MOB, NOH, égaux comme
ayant un coté égal, BO = OH, adjacent & deux angles égaux,
OBM = OHN comme alternes-internes, et BOM = NOH comme
opposés par le sonmmet, Par conséquent, le coté OM op-
posé & l'angle OBM est égal au cOoté ON opposé a Pangle
égal OHN.-

213. Scoue. — Cette propriété a fait donner le nom de
centre de figure du parallélipipede, au point de concours de ses
diagonales.

THEOREME.

4. Tout plan, mené par deux arétes opposées d'un parallé-
lipipéde, divise le parallélipipede en dews prismes triangulaires
équivalents (fig. 122).

4° Le plan BFHD, mené parles arétes
opposées BF, DH, divise le parallélipi-
pede oblique AG en deux polytdres
ABDEFH, BCDFGH qui sont des prismes
triangulaires. Eneffef,lestriangles ABD,
EFH sont paralleleset égaux, etlesautres
faces du polyedre ABDEFH sont des pa-
rallélogrammes ayant un c¢6té commun
avee chacun de ces triangles; par conséquent, ABDEFH est
un prisme triangulaire, dont les bases sont les triangles ABD,
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EFH. Un raisonnement semblable établit que le polyddre
BCDFGH est un prisme triangulaire, dont les bases sont les
triangles BCD, FGH.

20 Les deux prismes ABDEFH, BCDFHG sont équivalents;
car, sil’on coupe le parallélipipede AG par un plan perpendi-
culaire & I'aréte AE, la section droite MNPQ est un parallélo-
gramme, et le plan BDHF divise ce parallélogramme en deux
triangles égaux MNQ, PNQ. Or le prisme ABDEFH est équiva-
lent au prisme droit, qui a pour base le triangle MNQ et I'a-
rite latérale égale & AE; et le prisme BCDFGH est équivalent
au prisme droit, qui a pour base le triangle PNQ, et I'aréte la-
térale égale & AE. Les deux prismes droits sont égaux, comme
ayant des bases égales et des hauteurs égales; par conséquent,
les deux prismes obliques sont équivalents.

215. Scouie. — Lorsque le parallélipipéde donné est droit,
le plan mené par deux arétes opposées divise ce parallélipi-
pede en deux prismes triangulaires droits, égaux enlre eux.

THEOREME.

216, 1° Les diagonales d'un parallélipipéde reclangle sont égales;
20 le carré de l'une d'elles est éqgal a la somme des
carrés des trois aréles qui aboulissent a un méme
sommet (fig. 123).

{e Il suffit de prouver que deux-diagonales
quelconques sont égales. Or, deux diagona-
les AG, EC, sont égales, car elles sont en méme
temps les diagonales du rectangle ACGE.

20 AG étant I'hypoténuse du triangle rectan-
gle ACG,

‘Fig. 123. A =AC - o

et, AC étant I'hypoténuse du triangle rectangle ABC,

AC —An e BC2;
par conséquent
AG? = XB? + BC? 4 CG® = AB? 4 AD® + AE’.
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21{7. CoroLraIRE. — Le carré de la dmgonale du cube est triple du
carré du coté.

THEOREME.

218. Un cube peut étre divisé en deur parties égales de neuf maniéres
différentes (fig. 124).

En effet, les trois plans, menés respectivement par les milieux
M, N, P de chacune des arétes qui aboutis-
sent & un méme sommet, perpendiculaire-
ment & cette aréte, sont des plans de symé-
trie, qui divisent chacun le cube en deux
parallélipipédes rectangles égaux.

Le plan mené par la diagonale de I'une
des faces perpendiculairement i cetle face
divise le cube en deux prismes friangu-
laires égaux (215). Or, chacune des trois
faces qui ont un sommet commun a deux
diagonales, par chacune desquelles on peut faire passer un plan
perpendiculaire d celle-ci. :

On peut donc mener neuf plans qui, chacun, divisent le cube en deux
parties éqales.

Fig. 124,

APPLICATIONS.

. 219. a. 11 suffit, pour construire un parallélipipéde rectangle, de
connaitre les longueurs des trois arétes qui doivent aboulir & un
méme sommet. En effet, connaissant les lon-
gueurs AB, AC, AA’(fig. 125), on construira cha-
cun des rectangles ABDC, ABB'A’, ACC'A’ et les
trois rectangles égaux chacun a chacun a ceux-
¢i, et on assemblera ensuite ces six rectangles.

C'est ainsi que procédent les ouvriers char-
gés de construire des caisses ou des boites ayant
la figure d'un parallélipipéde rectangle.

b. On forme aussi des parallélipipédes rec-
tangles par le moulage ; par exemple, dans la fabrication des bri-
ques, de certaines piéces de terre ou de platre destinées & rempla-
cer la pierre ou le bois.

¢.0n construit les chambres des appartements, en placant d’abord
un plancher horizontal ayant la figure d'un rectangle; en élevant
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ensuite des murs verticaux dont les faces intérieures aient chacune
un cOté commun avee ce rectangle et en terminant ces qualre
murs & la méme hauteur, afin de faire passer par leurs arétes su-
périeures un nouveaun plan horizontal,qui est le plafond de la pitce.

d. Les cristallographes donnent le nom de rhomboédre au paral-
1élipiptde dont les six faces sont des losanges. Lorsque deux (riédres
opposés sont formés par la réunion des angles aigus de trois des
losanges, tandis que les autres {ri¢dres sont formés de deux angles
obtus et d'un angle aigu, le rhomboddre est dit aigu. Si au con-
Araire deux {ri¢dres opposés sont formés par la réunion des angles
obtus de trois losanges, tandis que les aulres trid¢dres sont formés
de deux angles aigus et d’'un angle oblus, le rhomboédre esl dit
obtus.

e. Les pavés des rues ont la forme d’un cube, dont la longueur de
I'aréte est déterminée par un réglement administratif.

. Les cristaux de galéne (sulfure de plomb), el ceux du sel de cuisine
(chlorure de sodium) obtenu parl’évaporation, ont la forme cubique,

§ 3. — Volume da prisme,

DEFINITIONS.

220. La mesure de I'étendue dun corps (d'une portion limi-
tée de l'espace) est désignée sous le nom de volume du corps.
(C’est le nombre qui indique combien de fois ce corps con-
tient un autre corps pris pour unité, ou de parties aliquotes de
I'unité.)

221, Lorsque deux figures ont des volumes égaux, et ne peu-
vent pas coincider, on dit qu’elles sont équivalentes.

222, (Yest en vue de la mesure des corps, qu'on désigne sous
les noms de base et de hauteur, certaines faces et certaines
lignes des corps.

THEOREME.

223. Deux parallélipipédes rectangles, qui ont des bases égales,
sont proportionnels da leurs hauteurs (fig. 126).
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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1° Supposons que les deux parallélipipédes rectangles AG,
A'G’ aient des bases égales : ABCD = A'B'C'D’; et que le
rapport: des hauteurs AE, A’E’ soit commensurable et égal

3 ; :
a 3t Celles-ci ont alors une commune mesure contenue 3 fois

“dans AE et 2 fois dans A'E’; si done on divise AE en 3 parties
égales et A'F en 2 parties égales, ces 3 divisions seront égales.
Par les points de division de AE; menons des plans paralléles a
la base ABCD et par le

point de division de A'E' : T L

menons un plan paral- ] . -
lele & la base ABCD. + [ 7w <

Ces plans divisent le pa-

rallélipipddeAGentrois | ~A" 5% I e S
parallélipipedes rectan-
gles égaux entre eux,
comme ayant des bases égales et des hauteurs égales, et le pa-
rallélipipede A'G' en deux parallélipipédes rectangles égaux en-
tre eux aussi, pour la méme raison. En outre, les deux parallé-
lipiptdes rectangles, dont se compose le parallélipipéde A'G,
sont égaux aux trois parallélipipédes rectangles dont se com-
pose le parallélipipede AG. Par conséquent les deux parallé-
lipiptdes AG, A'G', ayant une commune mesure, contenue
3 fois dans AG et 2 fois dans A'G', ont pour rapport le nom-

Fig. 126.

bre gqui est aussi celui des hauteurs.

20 Si le rapport des hauteurs est incommensurable, on dé-
montrera, au moyen du raisonnement indiqué dansla Géométrie
plane n° 156, que le rapport des parallélipipedes rectangles
est égal au rapport des hauteurs correspondantes.

THEOREME.

224, Deux parallélipipédes rectangles, qui ont des hauteurs
égales, sont proportionnels a leurs bases.
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‘Soient % la hauteur commune des deux parallélipipedes,
a et b les dimensions de la base B du premier, 4 ¢t &' celles de
la base B’ du second. Désignons le premier parallélipipdde
par P, le second par P'; et par P” un troisitme parallélipipede
rectangle ayant pour hauteur 4 et pour base un rectangle dont
les dimensions sont a' et 4. Les parallélipiptdes P et P” ont
une face égale, le rectangle dont les dimensions sont / et b,
Prenant cette face pour base dans chacun des parallélipipedes,
les hauteurs correspondantes sont a et @, et, par suite (223):

P a
=7 M

Les parallélipiptdes P” et P’ ont une face égale, le rectan-
gle dont les dimensions sont /2 et a'. Prenant cette face pour
base dans chacun des parallélipipedes, les hauteurs correspon-
dantes sont & et 4'; et par suite :

Rt b
F= 2)

Multipliant par ordre les égalités (1) et (2), et supprimant le
facteur commun P”, on trouve :

THEOREME.

225. Deux parallélipipédes rectangles quelconques sont propor-
tionnels aux produits de leurs bases par leurs hauteurs, ou aux
produits de leurs trois dimensions.

Soient B et 4 la base et la hauteur du parallélipipdde P,
B’ et /' la base et la hauteur du parallélipiptde P'. Conce-
vons un troisitme parallélipipede P”, ayant pour base B -et
pour hauteur /. Les parallélipipédes P et P” ayant des bases
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¢égales sont proportionnels & leurs hauteurs; on a donc :
P h
—_=, 1
R )

Les parallélipipedes P” et P, ayant des hauteurs égales, sont
proportionnels & leurs bases; on a donc :
P’L B 1
—_—= . 2
P By )

Multipliant par ordre (1) et (2), et supprimant le facteur
commun P”, on trouve :

=

P B >

P XA @
Soient @ et 5 les dimensions du rectangle B; a’ et b’ les

dimensions du rectangle B’ ; on a aussi:

Pags b h 0
P oad X VXNK” '

On donne le nom de dimensions d’'un parallélipipéde rec-
tangle aux nombres qui mesurent les trois arétes de ce paral-
Iélipipde, aboutissant A unméme sommet. a, b, k, sont les di-
mensions du parallélipipede P; | ¥, &, sont les dimensions
du parallélipipéde P. On peut done dire aussi que :

Devz parallélipipédes rectangles sont proportionnels auz pro-
duits de leurs trois dimensions.

926. CoroLLAIRE I. — Si, pour déterminer le volume d’un
corps, on prend pour wunité le cube dont I'aréte a été choisie
pour unité de longueur, et en méme temps pour unité de sur-
face I'une des faces de ce cube qui est le carré ayant pour coté
P'unité de longueur, la relation (3) devient, en désignantl'unité
par P, et par V le volume du parallélipipede P :

F , ou VY=B8B:h 3
les nombres B’ et /' élant égaux & 1. Par conséquent :
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Le volume du parallélipipéde rectangle est égal au produit de sa
base par sa hauteur.
227. Cororrarre II. — On déduit, dans cette hypothése de
la relation (4):
P
'i)—,', ou V‘= a X b x }1,
les nombres @, ', /&' étant égaux & 1. Par conséquent :
Le volume du parallélipipede rectangle est égal aussi au produit
de ses trois dimensions.

EXEMPLES.

228. Supposons les trois arétes d’un parallélipipede rectan-
gle, aboutissant & un méme sommet, égales & 3 métres, 5 me-
tres et 7 métres. Les trois dimensions sont les nombres 3, 5, 7;
et le volume : 3 > 8 > 7 ou 105. Le parallélipipede rectangle
contient donc 105 métres cubes.

Si les arétes sont 2@ ; 1™,5 et 3™,2, les dimensions sont les
nombres 2; 1,5 et 3,2, et le volume 9,60. Le parallélipipede
contient done 9,600 décimetres cubes.

THEOREME.

229. Le volume d'un parallélipipéde quelconque est égal au
produit de sa base par sa hauteur.
1° Considérons d’abord un parallélipipéde droit AD'(fig. 127),
e ayant pour base le parallélogramme ABDC,
7 7 et ses ardtes latérales AA', BB, etc., per-
T n-f pendiculaires au plan de la base. Par les
points A et B menons deux plans perpen-
diculaires & I'aréte AB. Les sections faites
par ces plans dans la surface du paralléli-
pipéde et son prolongement sont deux
rectangles égaux BFFB', AEE'A’, qu'on
peut regarder comme les bases d’un parallélipipéde rectan-
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gle AF', dont les autres faces sont les rectangles ABB'A’,
EFFE, ABFE, A'BFE.

Le parallélipipgde rectangle AF est équivalent au paralléli-
pipéde AD'. En effet, ce dernier, considéré comme ayant pour
base le rectangle AA'C’C, est un prisme obligue équivalent (203)
au prisme droit AF’, qui a pour base la section droite AEE’A’
et ses arétes de méme longueunr (AB).

Le parallélipipéde rectangle AF' a pour volume le produit
de sa base ABFE par sa hauteur AA’; le parallélipipede
droit AD’, qui lui est équivalent, a donc pour volume le pro-
duit de sa base ABDC, équivalente 3 ABFE, par sa hauteur, qui
est la méme (AA’) que celle du parallélipipede rectangle AF,

Done, le volume du parallélipipéde droit est égal au produit de
sa base par sa hauteur.

20 Considérons, en second lieu, un parallélipipéde oblique AD’
(fig. 128) ayant pour base le parallélogramme ABDC. Menons
le plan MNN'M' perpendiculaire a I'aréte
AB. Le parallélipiptde droit, qui a pour
base la section droite MNN'M' et ses arétes
latérales égalesa AB, esl équivalent au pa-
rallélipipede oblique AD’. Or le volume du
premier est égal au produit MNN'M' >< AB;
et, si 'on abaisse du point M’ la perpendi-
culaire Ml sur MN, Ml sera la hauteur du
parallélipipede AD’, correspondante & la base ABCD (74), et
sera en méme temps la hauteur du parallélogramme MNN'M’,
correspondante a la base MN, par conséquent :

TR
Fig. 128,

MNNM' X AB = MN X< MT < AB = AB > MN X MT,

Or, l'aire du parallélogramme ABCD est égale & AB X MN,
puisque MN est perpendiculaire sur AB.

Done, le volume du paralléipipéde oblique est égal au produit de
sa base par sa hauteur,

230. Conorraire I. — St lon désigne par b et h les nombres

II. — Rocuer. 7
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qui représentent la base et la hauteur d'un parallélipipéde, et par 'V
celut qui représente son volume, on a V=" X h.

231. CoroLtaire 1L —Deux parallélipipédes quelconques sont
proportionnels auwx produits de leurs bases. par lewrs hauteurs ;
d’ol il résulte que :

1° Dewr parallélipipédes, qui ont des bases équivalentes, sont
proportionnels a leurs hauteurs ;

20 Dew: parallélipipédes, de méme hauteur, sont proportionnels
a leurs bases.

EXEMPLES.

232, 1° Trowver le volume du parallélipipede rectangle dont
les arétes sont : 2",8; 3",8; T™,2.

Solution. — Le volume est 68,400. Le parallélipiptde con-
tient donc 68 metres cubes 400 décimetres cubes. ,

2° Trowver le volume du parallélipipede oblique dont la base
est un carré ayant un coté de 1™,5 et la hautewr 0™,7.

Solution. — Le volume est 1,575. Le parallélipipéde con-
tient done 1 metre cube 375 décimétres cubes.

3° Trouverle volume d'un parallélipipéde oblique dont la section
droite est un parallélogramme ayant pour base 1™,5, et pour hau-
teur 0,9, et dont Uaréte correspondante est de 2™,3.

Solution. — Le volume est 3,105. Le parallélipipede con-
tient done 3 métres cubes 103 décimetres cubes.

THEOREME,

233. Le volume d’un prisme est égal au produit de sa base par
sa hauteur.

40 Considérons d’abord le prisme triangulaire. Par les ardtes
latérales BB', GC' du prisme triangulaire ABCAB'CY (fig. 129)
menons deux plans respectivement paralléles aux faces ACCA’,
ABB'A". Ces plans forment avee les faces ABB'A’; AC(YA' et les
bases prolongées du prisme triangulaire ABCA'B'CY un paralléli-
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pipéde AD', car les quadrilatéres ABDC, A'B'D'C'sont des paral-
lélogrammes paralleles et égaunx, et les autres faces sont
des parallélogrammes. Les prismes triangulaires ABCAB'C,
CBDC'BD" sont équivalents (214) ; par con-
séquent, le volume du prisme triangu-
laire ABCA'BC" est égal & la moitié du
volume du parallélipipéde AD. Ce dernier
volume est égal au produit de la base ABDC
multipliée par la hauteur correspondante,
qui est la méme que celle du prisme. Done
le volume du prisme triangulaire est égal au
produit de sa base, qui est la moitié de celle
du parallélipipede, multiplice par sa hauteur.

2° Considérons en second lien un prisme
polygonal quelconque. Divisons la base ABCDE du prisme po-
Iygonal ABCDEA’ (fig. 430) en (riangles par les diagonales is-
sues du sommet A ; et, par chaque diagonale
¢ et aréte AA', faisons passer un plan. Le
prisme est décomposé en prismes triangu-
laires, ayaﬁt respectivement pour hases les
triangles dans lesquels on a décomposé la
base ABCDE, et pour hauteur commune la
hauteur du prisme polygonal. Le volume de
chacun de ces prismes est égal au produit
de sa base par sa hauteur. En désignant
par £ la hauteur commune, la somme des volumes de ces pris-
mes, ou le volume du prisme polygonal donné, sera :

Fig. 1%9.

Fig. 130.

ABCX -+ ACD X+ ADE X £, ou(ABC - ACD-} ADE) X%,
ou enfin ABCDE < /.

Done, le volume du prisme polygonal est égal au produit de sa
base par sa hauteur. :
234. ConorLLaIre I. — Si Lon désigne par b et h les nombres qui
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représentent la base et la hawtewr d'un prisme et par V celui qu
représente son volume, on a : V == bh.

2335. CoroLuAre L. — Deux prismes queleconques sont propor-
tionnels aux produits de leurs bases par leurs hauteurs. Par con-
stéquent :

1° Deux prismes qui ont des bases équivalentes sont propm tion-
nels a lewrs hauteurs ;

20 Dewx prismes qui ont des hauteurs éqales sont proportion-
nels a leurs bases.

EXEMPILES.

236. 1° Trouver le volume du prisme oblique.ayant pour base
un polygone dont U'aire est de \3m1.62 et la hauteur de 2, 4.

En désignant par V le volume, par 4 la base, et par % la
hauteur : V= bh.

V=13,62 X 2,k = 32,688.

" Le prisme contient done 32me 688.

2° Trouver le volume du prisme droit dont l'aréte latérale esth
et la base un octogone régulicr ayant pour coté a.
On a :

=2q3 ('[ -]— \a’é), et V=2a2%h (l + V;) :

-

Soient a = 1,5 et A=16",2%; ontrouve V =67,791 moins’
de 0,001. Le prisme contient done 67m,791 & moins d’un dé-
cimetre cube.

3° Trouver le volume du prisme oblique, dont l'aréte est a, et
Uaire de la section droite, s
On a: V=sa.

Supposons que la aectmn soit un hexagone ré; 'u]:er ayant
pour coté b.

3 3
s_=§b2 \/5, et V:§ b \/3,

Sih =112 et A = 6,13, on trouve V= 19,977 & moins
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de 0,001. Le prisme contient done 19me 977
cimeétre cube.

§ 4, — Pyramide.

DEFINITIONS.

237. On nomme pyramide,le polyédre dont une des faces est
un polygone quelconque, ABCDE (fig. 131), qui est la base
de la pyramide; et les autres faces, les
triangles SAB, SBC, SCD,... formés avec
chacun des cdtés de la base, en joignant
un point quelconque S, situé hors du plan
de la base, et qui est le sommet de la pyra-
mide, & chacun des sommets de la base.

On nomme :

Arétes latérales de la pyramide, les in-
tersections de deux faces consécutives, SA, SB, SC......

Avrétes de base, les coOtés de la base, AB, BC, CD.....

Hauteur de la pyramide, la perpendiculaire SH abaissée du
sommet sur la base.

238. On donne le nom de pyramide réguliére a celle dont la
hase est un polygone régulier, et dont le sommet appartient
i la perpendiculaire élevée sur la base par son centre.

239. On dit d'une pyramide qu’elle est triangulaire, quadran-

Fig. 131

gulaire, pentagonale..... selon que la base est un triangle, un
(uadrilatére, un pentagone.....
PROBLEME,

- 240, Dessiner une pyramide réguliére,
Soit XY la ligne de terre. Nous supposerons (fig. 132) la base
ABCDE de la pyramide réguliére siluée dans le plan horizonial
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et la pyramide placée de maniére que I'aréte, dont la trace hori-
zonlale est le sommel C, soit paralltle au plan vertical.
La projection horizonlale de la base ABCDE esl la base elle-méme;
et les projections horizontales des arétes sont les droiles SA, SB,
o SC, SD, SE, qui unissent le centre S,
projection horizontale du sommet de la
pyramide aux sommets de la base. Les
pieds A, E,B',I/,C'des perpendiculaires
abaissées des sommels A, B, G, D, E,
sur la ligne de terre sont les projec-
tions verticales de ces sommets. On
déterminela projection verticaleS” du
sommet de la pyramide en élevant au
point S, projection verticale du centre
S, la perpendiculaire S'S” égale & la
hauteur de la pyramide. S'S" est la
projection verlicale de cetle hauteur,
car celle-ci, élant paralltle aun plan
vertical, se projette en vraie grandeur. Les droites S"A’, S'E/, S"B),
S"D', S"C, sonl les projections verlicales des aréles et la projection
verticale 8”"C est égale d I'aréte correspondante puisque I'aréte est
paralléle au plan verlical.
La figure 132 est le dessin ou l'épuve de la pyramide donnée,

Fig, 132

PROBLEME.

241, Dessiner une pyramide irréquliére.

Nous supposerons (fig. 283) la base
ABCDE de la pyramide située dans
le plan horizonlal. La projection ho-
rizontale de la base ABCDE est la
base elle-méme. Soient S et S les
projections horizontale et verticale
du sommet de la pyramide ; les pro-
jections horizonlales des ardies sont
les droites SA, SB, SC, SD, SE. Les
pieds (A, B, C, D, E, P) desperpendi-
culaires abaissées des points A, B, C,
D, E, S sur la ligne de ferre, sont
les projections verlicales de ceux-ci,
_ el les projections verticales des aré-
tes et de la hauteur sont les droites S'A’, SB, S'C', STV, S'E, SP,
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qui unissent le point §' aux points A’, B, C'..... La projection veri-
cale SP de la hauteur de la pyramide est égale & cetfe hauteur,
puisque celle-ci est paralléle au plan vertical,

La figure 123 est le dessin ou l'épure de la pyramide donnée
SABCDE.

PROBLEME.

242, Trouver laire de la surface d'une pyramide réguliére donnde.

On nomme apothéme d’une pyramide régulitre, la hauteur, abais-
sée du sommet S de la pyramide, de T'un des (riangles isocéles
égaux qui composent la surface latérale de la pyramide.

Soient nle nombre des cotés de la base, a sen c01é, I1'apolhéme
de la pyramide, et s l'aire de la surface latérale ; comme l'aire de

; % al nal

chaque triangle isocéle est : GO OB S s

Désignant par £ l'apothéme de la base et par S la surface lo-
tale, on trouve :

_na(l+FK)
= ———
APPLICATIONS.

243. On rencontre la figure de la pyramide réguliére dans
un grand nombre de constructions : par exemple dans les toils de
certains clochers, dans quelques cristaux naturels ou arlificiels,
dans le toit d'un édifice & base carrée, qui est ordinairement com-
posé de qualre lattis égaux, formant une pyramide quadrangulaire
et réguliére. On donne celfe forme i cerfaines piles de boulels, en
prenant pour base un (riangle équilatéral ou un carré. Les pyra-
mides d'Egyple sont des pyramides régulitres & base carrée. Le
cOlé de la base de Fune d’elles est de 195 métres et sa hauteur de
162m,5,

THEOREME.
244, Lovsqu'on coupe une pyramide par un plan paralléle
sa base, 1° les arétes latérales et la hauteur sont divisées en parties

proportionnelles ; 2° la section est un polygone semblable a la
base (fig. 134).
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1°Soit A'BC'D'E'la section faite dansla pyramide SABCDE par
un plan M parallele & sa base ABCDE.Concevons qu’on ait mené
- par le sommet S un plan N parallele au
plan M. Les arétes latérales et la hauteur SI
sont divisées en parties proportionnelles par
les trois plans paralleles ABCDE, M, N (50).
Par conséquent :
\p SA'" 'SB', 8C'_ 8D SE . 81

AA BB CC DD EE T

2° On déduit de celte égalité de rapports,
Fig. 134, la suivante :

SA'_SB_S@_ SV SE_ s1
SA2 8B B0, 8 DEIASERT A8y’
el comme les triangles ASB et A'SB’, BSC et B'SC,..... sont
semblables : '
S A S BT BT O S D
SA s AB +s 8By, ;DIREASEITE C1. 1o 8D DEicon
EF:\' ik EJAJ \ .
SHhETRAL

Les polygones ABCDE, ABCDE sont donc semblables,
car les angles A" et A ont les cotés paralleles et dirigés dans le
méme sens; il en est de méme des angles B et B, Get C';
et les cotés homologues sont proportionnels.

245. CoroLrAiRe I. — Les polygones semblables AB'C'D'E,
ABCDE sont proportionnels aux carrés de deux edtés homo-
logues A'B', AB; et, comme

.....

AP SN - | SIPRIAGINE e IIRAR, SR
AB 8A — 5] O%MENRN =g Sn e
par conséquent i
ABCDE  SI?
ABCDE ~ g2’
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qu'on peut énoncer de la maniere suivante : Lorsqu’on coupe
un angle polyedre par dewx plans paralléles, qui rencontrent
tous les arétes d'un méme coté du sommet, les sections faites par
ces plans sont proportionnelles aux carrés de leurs distances au
sommet.

246. CorOLLAIRE II. — Lorsqu’on coupe dewx: pyramides quel-
conques de méme hauteur s
par devz plans respective-
ment paralléles aux bases et
mends a des distance ségales
des  sommets, les sections
sont  proportionnelles awr
hases (fig. 133).

Soient SABCD, TMNP
deux pyramides ayant des
hauteurs égales SI= TK.
Sur SI et TK, prenons des longueurs égales SI'== TK'; par le
point I’ menons le plan A'B'C'D’ paralléle auplan ABCD, et par le
point K’ le plan M'N'P' paralléle au plan MNP. On a (Coroll. I):

Fig, 135,

ABC 35:SL tipes MINRiiss Ty
ABCD _ g’ © MNP g
done
ABCD MNP ABCD _ ABCD
ABCD . MNP ¢ %" MNP T MNP

THEOREME.

247, Dewr pyramides triangulaires sont équivalentes, lors-
qu'elles ont des bases équipalentes et des hauteurs égales (fig. 136).
Plagons sur un méme plan les bases ABC, ABC’ des deux
pyramides et prenons sur la perpendiculaire au plan des bases,
menée par le point A, une longueur égale & la hauteur com-
- mune des deux pyramides. Divisons cette longueur en trois
parties égales, et par les points de division menons des plans
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



106 LIVRE 1I.

paralléles aux bases. Les sections DEF, D'EF' et GHI, G'H'I
faites dans les deux pyramides par le méme plan sont équi-
valentes (246). Si I'on suppose le volume de la pyramide SABC
plus grand que celui de la pyramide S'A'B'C ; construisons sur
ABC et sur chacune des sections de la pyramide SABC, un
prisme triangulaire dont I'aréte se confonde avec AS, et pre-
nons chaque section de la pyramide S'A'B'C' pour base d'un
prisme triangulaire dont l'aréte se confonde avec A'S. En
allant de la base au sommet, les prismes construits sur

Fig. 136,

'aréte AS sont, a partir du deuxieme, équivalents chacun & cha-
cun aux prismes construits sur l'aréte A'S', comme ayant des
bases équivalentes et des hauteurs égales. La différence entre
la somme des prismes construits sur AS et celle des prismes
conslruits sur A'S' est égale au prisme qui a pour base ABC et
pour hauteur le tiers de la hauteur des deux pyramides. Or,
on peut diviser celle-ci en parties égales assez petites pour
“que ce prisme ait une hauteur aussi petite qu’on le voudra,
et par conséquent pour que la différence des deux sommes de
prismes soit moindre que toute grandeur donnée; d'olt I'on
conclut que les deux pyramides sont équivalentes, car il ne
saurait exister aucune différence finie entre les deux pyrami-
des, puisqu'on pourrait immédiatemenl construire ‘deux
groupes. de prismes ayant une différence moindre; et cetle
derniére ne peut jamais étre moindre que la différence des *

deux pyramides.
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THEOREME.

248. Le volume d'une pyramide est égal au tiers du produit de
sa base par sa hauteur.

1° Considérons d’abord la pyramide triangulaire. Toute py-
ramide triangulaive est le tiers du_ prisme triangulaive de méme
base et de meme hautewr. Soit la pyramide SABC (fig. 137);
menons par le point S un plan paralléle & la base ABC el par les
points A et C des paralléles & I'aréte SB. Les points D et E, o
elles rencontrent le plan paralléle 8 ABC, et le point S sont les
sommets d'un triangle DSE paralléle et égal & ABC. En outre,
les quadrilateres ABSD, BCES, CADE sont des parallélo-
grammes. Donc la figure ABCDSE est un prisme triangulaire
de méme base et de méme hauteur que la pyramide SABC. Ce
prisme est la somme des deux pyramides
SABC, SACED. Or, sil'on méne un plan par nf?i"““'_'?"a
les points A, 8, E, il divise la pyramide SACED | N
endeux pyramides triangulairesSACE,SADE, | /;,
équivalentes, comme ayant des bases égales | -’i

|

N
. LA
et la méme hauteur, puisqu’elles ont le méme ‘__Q_ N

X : -
sommet S et leurs bases sur un méme plan, N H_\/
La pyramide SABC et la pyramide SADE Tl
sont aussi équivalentes, car on peut regarder F iR

la derniére comme ayant pour base DSE et pour sommet le
point A. Les trois pyramides sont donc équivalentes, et, par
suife, 'une d’elles, SABC, est le tiers du prisme ABCDSE. En
désignant par 4 la hauteur du prisme, qui est aussi celle de la
pyramide par rapport i la’base ABC, on a :

1
Vol. SABC = 3 ABC X A,

Done le volume de la pyramide triangulaire est égal au tiers
du produit de sa base par sa hauteur.

2° Considérons, en second lieu, une p\mnudc polygonale
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quelconque, la pyramide SABCDE (fig. 138). Tirons les dia-
gonales de la base ABCDE qui partent du
sommet A, et faisons passer des plans par
I'aréte AS el chacune de ces diagonales.
La pyramide SABCDE se trouve alors dé-
composée en pyramides triangulaires, ayant
pour hauteur commune la hauteur de la
pyramide donnée, pour sommet commun
le point S, et chacune pour base un des
triangles qui composent la base de la pyra-
mide donnée. Désignant par /2 la hauteur
de cette derniére pyramide, on a:

Fig. 138,

Vol. SABC = % ABC X .
vol. SACD — % ACD X &,
vol. SADE = % ADE X k.

Ajoutant, on trouve :

vol. SABCDE :% (ABC 4 ACD + ADE) X 4

i % ABGDE X 4.

Done, le volume de la pyramide polygonale est égal au tiers
du produit de sa base par sa hauteur.

249. ConorLAIre I, — Sil'on désigne par & et % les nombres
qui représentent la base et la hauteur d’une pyramide donnée,

et par Veelui qui représente le volume, on a : 'V ::%- bh.

250. CororrAmre 1. — Deux pyramides sont proportionnelles
awr produits de leurs bases par leurs hauteurs ; d’ou il résulte
que: _
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1° Deux pyramides de méme hauteur sont proportionnelles d
leurs bases ;

90 Dewr pyramides de bases équivalentes sont proportionnelles
a leurs hawteurs.

EXEMPLES.

251. 1° Trouver laire de la surface d’une pyramide régulicre
ayant pour base un hexagone régulier dont le coté est a, et Uaréte
latérale b.

'] L
L’apothéme est v&ﬂ-—- %s et 'aire de la surface latérale :

P
dm anSiy
3a \/} i

Soient @ =1",2 et b =1",5, on trouve 41,9491 & moins
d'un centimétre carré.

L’aire de la surface de la base estg a’\r'ff. Celle de la sur-

face totale est donc :
fi.—l 3 a e
9 I L, o )
a\/0*—7 e 50 3‘

En supposant da etd 4 les mémes valeurs, on trouve pour la
surface totale : 81,6903 & moins d’un centimefre carré.

2° Trowver le volume d'une pyramide qui a pour hauteur h et
pour base un triangle équilatéral dont le coté est a.

2/
Le volume est % V3.

Soient 2=3",2 et a =1",3, on trouve que la pyramide
contient 0,780, & moins d’'un décimetre cube.

asl EV—-QQ a‘5><1cz 2
3° Si I'on suppose h= a g =gy 3 3

1 : eo
=15 a’ \,’_2; et, en supposant a = 1,3, on trouve 0m¢,258, i

moins d’un décimdtre cube.

’
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& Trouver le volume de la pyramide régulicre ayant pour base
Uhexagone régulier dont le coté est a et la hauteur double de U'apo-
théme de la base,

L’apothtme de '’hexagone régulier estg V3, Taire ;—a‘ V3;

as,

Lo | e

i o
le volume est done g a?y/3 X 5 4 V3 =

DEFINITIONS.

252. Lorsqu'on coupe une pyramide ftriangulaire TFGH
(fig. 139) ou polygonale SABCDE (fig. 140) par un plan qui
rencontre toutes les arétes en des points situés entre la base et
le sommet, ce plan divise la pyramide en deux parties dont

I'une est une pyramide
s ayant le méme sommet
que la premiére ; et 'autre
une figure qu’on nomme
pyramide tronguée ou trone
de pyramide. On donne
& cette seconde partie le
nom de trone de pyramide
a bases paralléles, lorsque
la section est parallele &
la base de la pyramide donnée. La section et la base de la
pyramide donnée sont dites les bases du trone. Les faces et les
arétes latérales sont des portions des faces et des arétes laté-
rales de la pyramide donnée, La hauteur du tronc de pyra-
mide & bases paralléles est la distance des deux bases.

D

n .
Fig. 139. Fig. 14,

THEOREME.

253. Le volume d'un trone de pyramide a bases paralléles est égal
a la somme des volumes de trois pyramides, ayant pour hauteur
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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commune lao hauteur du trone, et pour bases respectives, les
bases du tronc et la moyenne proportionnelle de ces deux bases,

1° Considérons d’abord
un ftronc de pyramide
triangulaire ABCDEF (fig.
141). Le plan, qui passe par
les trois points A, E, C di-
vise le tronc de pyramide
en deux pyramides, I'une
triangulaire EABC qui est
'une des pyramides de 1’é-
noncé, puisqu’elle a pour
base ABC et son sommet E
situé dans le plan de la
base supérieure ; 'autre quadrangulaire EADFC. Cette derniére
pyramide est divisée en deux pyramides lriangulaires EADF,
EACF par le plan des trois points A, B, F. La pyramide EADF
pouvant éfre considérée comme ayant pour base DEF et pour
sommet le point A, est une deuxiéme pyramide de I’énoncé.
Par le point E, menons EG parallele & FC, et tirons les
droites GA, GF. La pyramide EAFC est équivalente a la pyra-
mide GAFC comme ayant la méme base AFC, et la méme hau-
teur, puisque les points E et G sont situés sur une paralléle au
plan de la base. Or la pyramide GAFC peut étre considérée
comme ayant pour base le triangle AGC et pour hauteur celle
du trone, puisque le sommel correspondant F appartient au
plan de la base supérieure. 1l reste done a prouver que le
triangle’ AGC est lamoyenne proportionnelle de ABC et de DEF.
Les triangles ABC et AGC ayant un angle commun G, sonl
proportionnels aux produits des cotés de cel angle dans les
deux triangles (Géom. plane, 504); done,

Fig. 141,

ABC CAXCB_ CB_ CB
AGGC ~ CAXCG CG  FE’
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puisque GG = FE. Les triangles AEC, DEF, ayant un angle
égal, C=F,ona:

AGC _ CAX CG_ CA
DEF ~ FD x FE D

or les triangles ABC, DEF sont semblables (244) ; donc

CB CA
FE = FD’
et, par suite,
ABC  AGG
AGC ~ DEF’

2° Considéronsensecondlienun tronede pyramide polygonale.
Soient SABCDE une pyramide polygonale, et TFGIH une pyra-
mide triangulaire, ayant des bases équivalentes ABCDE, FGH
et des hauteurs égales (fig. 142). Ces deux pyramides sont
équivalentes (247). Coupons ces pyramides par des plans pa-
ralleles aux bases etmenés & des distances égales des sommels,
Les sections A'B'CDE, et F'G'H' sont aussi équivalentes (246)
et par suite les pyra-
mides SA'BCD', TFGH
sont aussi équivalentes
(247). Le tronc de pyra-
mide ABCDEAB'C'DE',
qui est la différence des
pyramides SABCDE,
SA'BCDE, est done équi-
valent au tronc de pyra-
mide FGHEF'G'H', quiest la
différence des pyramides TFGH, TF'G'H'; et, par suite, le
trone de pyramide polygonale est équivalent a la somme des
trois pyramides friangulaires qui ont pour hauteur commune
la hauteur, et pour bases respectives les deux bases du trone
de pyramide triangulaire et leur moyenne proportionnelle.

Fig, 142,
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les bases de la pyramide triangulaire sont respeclivement équi-
valentes aux bases de la pyramide polygonale, par conséquent :

Le trone de pyramide polygonale est équivalent a la somme
de trois pyramides polygonales, ayant pour hauteur commune la
hauteur du trone, et pour bases respectives les dewx bases du trone
et leur moyenne proportionnelle.

254. — ConoLLaIRE. Si I'on désigne par & et & les aires des
deux bases; par 4 la hauteur et par V le volume du trone de
pyramide, on a:

y =;3(b g

EXEMPLES.

935. 1° Trouver le volume d'un trone de pyramide dont les bases
sont des carrés ayant pour cités ; 1™,2 et 0,8, ef dont la hau-
teur est de 135 métres.

V =5 (1,44 + 0,64 41,2 X 0,8) = 15,200.

Le trone de pyramide contient done 15¢,200.

2° L’obélisque de Lwxor, placé au centre de la place de la
Concorde, & Paris, est un tronc de pyramide réguliere, dont la
base est un carré, surmonté sur sa pelile base d’un pyramidion
irrégulier. Le cOté de la base inférieure est de 2™,42 ; celui de
la base supérieure, de 1™,54 ; la distance de ces deux bases est
de 21,60, et la hauteur du pyramidion de 1™,20,

On trouve pour le volume : 87¢,023200.

DEFINITIONS.

256. On donne le nom de trone de prisme i chacune des
deux parties dans lesquelles on décompose un prisme, en le
coupant par un plan non paralléle aux bases et qui rencontre
toutes les arétes en des points situés entre les deux bases.

Il. — RocuEer. §
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257.0n nomme bases d’un tronc de prisme, la base correspon-
dante du prisme et de la section ; faces et arétes latérales, les por-
tions correspondantes des faceset des aréteslatérales du prisme.

THEOREME.

958. Le volume d'un trone de prisme triangulaive est éqal a la
somme des volumes de trois pyramides triangulaires, ayant pour
base commune Uune des bases du trone, et pour hauteurs respec-
tives; les distances des trois sommets de Uautre base a la premiére
(fig. 143). _

Soit le trone de prisme triangulaire ABCDEF dont les trian-
gles ABC, DEF sont les bases. Le plan qui passe par les trois
sommets A,E,C divise le trone de prisme en deux pyramides
I'une friangulaire, EABC, qui est une des pyramides de
I'énoncé, car elle a pour base ABC et poursommet le point E;
et I'autre quadrangulaire, EACFD. Le plan, qui passe par les
trois sommets A,E, I, divise celle derniére pyramide en deux
pyramides triangulaires EACF, EADF. La pyramide EACF est
équivalente ala pyramide BACF, quialamémebase ACF, et une
hauteur égale, puisque les sommets E el B
sont situés sur la droite EB paralléle an
plan de la base. Or, la pyramide BACF
peut étre regardée comme ayant pour base
ABC et pour sommet le point F; elle est
donc aussi une des pyramides de I'énoncé.
Enfin, sil'on tire la droite CD, les trian-
gles ADF, ADC étant équivalents, les pyra-
mides EADF, EADC sont aussi équivalen-
tes. Or la pyramide EADC est équivalente
a la pyramide BADC qui a la méme base
ADC et la méme hauteur, puisque les sommets E et B sont
situés sur la droite EB paralltle au plan de la base. La pyra-
mideBADC peut étre regardée comme ayant pour base ABG et

Fig. 143,
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pour sommet le point D. Elle est done aussi une des pyramides
de I'énoncé.

259. CoroLLAIRE I. — Sl l'on désigne par b le nombre qtu
représente 'une des bases du tronc de prisme, par A, &, A"
ceux qui représentent les distances des trois sommets de l'autre
base & la premiére, et par V le nombre qui représente le
volume du trone, on a :

e O o WSARUN o) SR LTS
V_Eb(h—l-k-{-ia)._b(——--—-).

d

260, CoroLLAmE Il — Le volume d'un tronc de prisme (riangulaire est
égal au produit d'une des bases par la distance du centre de gravité de
l'autre base @ la premiére. (Voir le n°® 105 pourla
définition du centre de gravité du triangle, et le
n° 106 pour celle du centre de gravité du poly-
gone.)

Cela revient & démontrer que la dutanee du
centre de gravité d'un triangle @ un plan quelcon-
que est égale @ la moyenne des distances des trois
sommets @ ce plan, dans le cas particulier ot les
trois sommels sont situésd’'un méme coté du plan.

Des sommets A, B, C, situés du méme coté du
plan P, et du centre de gravilé G du triangle
ABC (fig. 144), abaissons les perpendiculaires
AA, BB, CC/, GG/, surle plan P. Tirons la mé-
diane CD ; le centre de gravité du triangle se
trouve sur celle droite, au point G, dont la distance, GD, au milieu
D, est égale au liers de CD. Abaissons du point D la perpendicu-
laire DD’ sur le plan P ; elle passera par le milieu D' de A'B', et on
aura (Géomctrie plane, 280) :

Fig. 144.

DD = ; (AA’ 4 BB).

Tirons la médiane C'D' du {riangle A'B(Y, et DH parallélement &
C'D', Soit 1 le point de rencontre de GG  avec la droite DH ; on a :

Gl = £ CH = 5 (CC' — DD),

1
.i
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et, comme GG' = GI+ DD,

Ge = % (CC' — DD) 4D’ =

1

CC 43 DD = % (AA' + BB'+CC).

S|

261, Cororr.aire Ill. — Le volume d'un trone de prisme polygonal
quelconque est égal au produit de I'une des bases par la distance du centre
de gravité de I'autre base a la premiére.

Soit le prisme ABCDEA'BC'D'E' (fig. 145). Tirons les diagonales de
la base ABCDE, issues du sommet A, et faisons passer un plan par
chacune de ces diagonales et l'aréte AA'. Ces plans passent par les

Fig. 145,

diagonales de la base A'B'C'D'E', issues du
point A" et divisenl par conséquent cetle
base en triangles A'B'C',.... qui ont cha-
cun leurs sommels placés sur les mémes
arttes que l'un des triangles de la base
ABCDE. Les triangles de 'une des bases
sont proportionnels aux triangles corres-
pondants de l'autre base. Considérons
deux ftriangles conséculifs, ABC, ACD, el
les (riangles correspondants A'B'C/, A'C'D',
et faisons passer un plan par les arétes
BB, DD, Les (races de ce plan sur les
bases renconirent AC au point R et A'C
au point R, Les triangles ABC, ACD ayant
méme base AC, sont proporlionnels aux

hauteurs correspondantes, et, par suite, aux droites BR et RD qui
sont aussi proportionnelles & ces haufeurs. Pour une raison sem-
blable, les triangles A'B'C’, A'C'D’ sont proportionnels aux droites
BR' et RD". Or, la droile RR" étant paralléle aux bases du trapdze

BBDD, ona :

el, par conséquent,

BR_ BR",

RD— RD?
ABC __ABC
ACD — ATD''

Donc les friangles de I'une des bases sont proporfionnels aux
triangles correspondants de I'autre base.
Les cenfres de gravilé G, G/, G” des ftriangles A'B'C’, ACD|
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A'D'E', sont des points ayant pour coefficients les nombres qui re-
présentent respeclivement les aires de ces triangles; et, comme les
triangles de I'une des bases sont proportionnels aux Lriangles cor-
respondanis de l'aulre base, on peut substituer & ces coefficienls
les combres qui représentent les aires des friangles correspondants
ABC, ACD, ADE. Par conséquent, si M est le centre de gravité du
polygone AB'C'D'E,, m sa distance au plan ABCDE, g, ¢/, ¢" les dis-
tances des points G, G, G" au méme plan, on a (100) :

aire ABC < g --aire ACD X g’ aire ADE X ¢” = aire ABCDE X m.

Donc le volume est éyal au produit : aire ABCDE X m.

THEOREME.

262. Le volume d'un tronc de prisme (riangulaire est égal au tiers du
produtt de sa section droite par la somme de ses 7
arétes latérales (fig. 146). ¢

Prolongeons les arétes latérales du tronc de
prisme triangulaire ABCA’B'C/, et menons un
plan perpendiculaire & ces arétes, de telle
sorle que les sommets du tronc soient placés
d'un méme cOté de ce plan. La section droile

correspondante MNP sera la base commune A r-o—of ¢
i deux ftroncs de prisme’ droit MNPA'B'C, \ /
MNPABC, dont la différence est le tronc de

prisme ABCA’B'C. Or, &
1 M B
vol. MNPABC == 5 MNP (MA’ - NB' 4- PC),
N
vol. MNPABC =%MNP (MA -+ NB 4 PC); ¥ig. 146,

Done

vol. ABCABC' == £ MNP (AA' 4 BB -+ CC).

PROBLEME,

263, Déterminer le volume d'un trone de prisme quadrangulaire, dont
deux faces latérales opposées sont des rectangles ayant leurs cdlés respec-
tivement paralléles (fig. 147).
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Soient ABCD, A'B'C'D’ les deux faces latérales reclangulaires; les
cOtés AB, A'B" sont paralltles, ainsi que les cotés AD, A'D". Nous dé-
signerons AB et AD par a et b; A'B' et A'D' par a’ et I'; et par A la
distance des deux faces paralléles ABCD, A'B'C'D. Soit MNN'M' la
section droife. Le plan mené par les
arétes DC, A'B', divise le tronc en
deux trones de prisme (riangulaires

/| l A k ADA'BCB', DAD'CBC’ ; or,
/ i\
F e e L 1
[«
12 [/ 1 / vol. ADA'BCB’ = 7 MNM' (24 +4),
e 5 ‘
i vol. DADCBC =  NMN' (24' +-a);

on frouve done, en désignant par V le volume du tronc de prisme
quadrangulaire :

V= % MNM' (2a 4 a') + % NM'N' (2a’ +a).

Les triangles MNM', NM'N ont pour hauteur commune /, lorsqu’on
prend pour bases, du premier b et du second }' ; on a donc :

Ni=

m[‘:‘:

! (20 4-0) + 2 (20’ 4 0) = 1 [ab + ' + a4 a) (D). (1)

264. Scuorie. — Si 1'on suppose que lesdeux rectangles soient sem-
blables, la figure est un trone de pyramide quadrangulaire, car les
arétes AA', BB, CC', DIV, vont concourir au méme point. Désignant
par p leur rapport de similitude, ona :

= =piet ¥ =§ (ab + abp® + abp).

e—]?

ala

265, A pplications.— La formule (1) peut servir d exprimer le volume
d'un tombereau, des fossés ou cuvettes établies de distance en dis-
tance sur les routes, des amasde pierres destinés 4 I'entretien d’une
route, car ces figures sont généralement terminées haul et bas par
deux rectangles paralltles, et latéralement par quatre {rapézes.
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§ 5. — Symétrle.

.7 266. SYMETRIE PAR RAPPORT A UN POINT. — Deux pointsA et A’
sont symétriques par rapport & un point O, lorsque le point O
estle milieu de la droite AA"(fig. 148). Deux figuressont ditessy-
métriques par rapportd un

TA
point O, lorsque chaque A !
point de 'une a son symé- /
trique dans I'autre figure. 0 & i ¥
Le point O est dit le cen- /7 fa
tre de symétrie des deux "
Fig. 148. Fig. 149,

figures.
267. SYMETRIE PAR RAPPORT A UN AXE. — Deuxpoints A et A

sont symétriques par rapport & un axe LL/, lorsque cet axe est

perpendiculaire sur le milieu de la droite AA' (fig. 149).

DEFINITIONS.

268. Symétrie par rapport é un plan. Deux points sont symétri-
ques par rapport & un plan, lorsqu’ilssont placés sur une méme
perpendiculaire au plan,depart

et d’autre, et & des distances T“

égales de celui-ci (fig. 150). —-i—-,—-——71,
269. Deux polyédres symé- //— ! /

trigues sont deux polyédres / ! /

d’'un méme nombre de som- j

mets, qui peuvent &tre placés :

de part et d’autre d'un méme i

plan, de maniére que chaque s 5%

sommet de I'un soit symétmque d’'un sommet de I'autre par
rapport a ce plan.
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THEOREME.

270. Lorsque deux points A et B sont symétriques de deur
autres points X', B' par rapport a un plan donné P, la droite
qui unit les deux premiers est égale a la droite qui unit les se-
conds (fig. 151).

Tirons les droites AA’, BB', et soient a, b les points ou ces

" droites rencontrent le plan de symétrie;

/ la droite ab sera I'intersection du plan P
A et du plan des droites AA", BB'. Or, si
P/_’ a:7 on fait tourner le trapeze droit aABd
i autour de ab, pour le rabaltre sur le tra-

A peze aA'B'b; comme la droite Ae ne cesse

x pas, pendant le mouvement, d'¢tre per-

pendiculaire i ab, elle se rabat sur A'a,
et, comme Aa = A'a, le point A tombe au
point A’; pour la méme raison, le point B tombe au point B';
donc AB = A'B".

271. CoroLLAIRE. — Si trois points A, B, C, non situés en
ligne droite, sont symétriques de trois autres points A", B, (';
le triangle, dont les sommetssont A, B, G, estégal au triangle,
dont les sommets sont A’, B/, €. Car ces deux triangles ont les
trois ¢Otés égaux chacun & chacun.

Fig. 151.

TUEOREME.

972. Dans dewx polyédres symétriques :1° Les faces homologues
sont éqales chacune a chacune ; 2° Uangle diédre de dewx faces adja-
centes, dans U'un des polyédres, est éqal a Uangle diedre des faces ho-
mologues dans l'autre. (Deux faces sont dites homologues lorsque
les sommets de I'une sont symétriques dessommels de l'autre,
par rapport au plan de symétrie donné) (fig. 152).

Soient les deux polyedres symétriques ABCD...., AB'C'D"....,
et P le plan de symétrie. Supposons, si elle n'est pas com-
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posée exclusivement de triangles, qu’on ait partagé la surface
du polyédre ABCD.... en triangles. Les triangles qui, dans
la surface de ce polyddre, forment une face plane polygo-
nale, ont pour symétriques, dans la surface de lautre po-
lytdre, des triangles qui forment Ny B

une. face plane polygonale égale. A % 5
En effet , considérons seulement i

deux triangles ABC , DBC ayant

un coté commun BC. Si ces trian- Al '
gles sont dans un méme plan, I'an- ¥/ 7 o

gle ABD est égal & la somme des

angles ABC, CBD. Or, comme les AR g
triangles symétriques ABG, A'B'C Aé?f
sont égaux, ainsi que les triangles 1 a0 o

symétriques BCD, B'C'D" et ABD,
ABTD, il en résulte que I'angle A'B'D’ est égal A la somme
des angles A'B'C/, C'B'D’; et, par conséquent, que les Lrois an-
gles A'B'D’, A'B'C/,C'B'D' sont aussi dans un méme plan; car,
s'il en était autrement, l'angle A'B'D’ serait moindre que la
somme des angles A'B'C/, C'BD’ (113).

Done, i toute face triangulaire ou polygonale de I'un des po-
lyddres correspond une face triangulaire égale ou une face
polygonale égale de l'autre polyedre, les faces polygonales
¢élant égales, comme composées d'un méme nombre de trian-
gles égaux chacun & chacun et semblablement disposés.

2° L’angle diédre de deux faces adjacentes quelconques de
I'un des polyedres est égal & l'angle diédre des deux faces
homologues de P'autre.

Soient ABC, DBC denx triangles ayant un ¢0té commun, BC,
et non situés dans un méme plan; A'B'C, D'B'C’ leurs homo-
logues. Concevons en B un angle triedre formé par les trois
angles plans ABC, CBD, ABD, et en B’ un angle triedre formé
par les trois angles plans homologues A'B'C/, C'BD’, A'BD". .
Or, les trois premiers sont respectivement ¢gaux chacun a
chacun aux trois derniers, comme étant des angles homolo-
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gues des triangles de méme nom, qui sont égaux chacun i
chacun. Les triddres BACD, B'A'C'D’, ayant leurs faces égales
chacune A chacune, ont les angles diédres égaux chacun a4
chacun. Donc les angles diédres BC, B'C' sont égaux.

273. CororLAme I. — Si l'on regarde le point B comme le
sommet d’'un angle polyedre, formé par les angles plans ABC,
CBD, DBE, etc., le point B' sera le sommet d’'un angle po-
lyédre, formé par des angles plans respectivement égaux. En
outre, I'angle diédre de deux faces adjacentes sera égal i I'an-
gle diédre des deux faces homologues. Mais les deux angles
polyédres B et B' ne peuvent pas coincider par la superposi-
tion, parce que la disposition des faces dans 'un est inverse
de celle des faces dans I'autre. L'un des angles polyédres coin-
ciderait avec 'angle polyddre formé en prolongeant au dela
du sommet les arétes de l'autre angle polyedre. On dit que
les angles polyedres B et B’ sont symétrigues.

Deux polyédres symétriques ont done leurs faces homologues
éqales et leurs angles polyédres homologues symétriques.

274. CoroLLAIRE 1L, — Un polyedre n'a qu'un seul symétrigue.
Car deux polyedres symétriques d’un méme polyedre ont leurs
faces homologues égales et leurs angles polyedres homolo-
gues égaux. On peut done les faire coin-
cider par la superposition.

THEOREME.

278. Deux pyramides triangulaires sy-
métriques sont équivalentes (fig. 153).

Du sommet S d’une pyramide triangu-
laire quelconque SABC abaissons la per-
pendiculaire ST sur la face opposée, et
prolongeons cette perpendiculaire d’une
- longueur égale TS'. Si 'on tire ensuite

les droites S'A, S'B, S'C, on forme une pyramide symétrique

de la pyramide SABC, et qui est équivalente & celle-ci; car
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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les deux pyramides ont la méme base ABC et des hauteurs
égales. Or, toute pyramide triangulaire autre que S'ABC, et
symétrique de SABC, est égale & S'ABC (274).

Done deux pyramides triangulaires symétriques sont équiva-
lentes.

THEOREME.

276. Lorsque quatre points A, B, C, D, non sifués dans un
méme plan, sont respectivement symétriques de quatre points A',
B, C, D', par rapport d un plan donné, les pyramides triangu-
laires ABCD, A'B'C'D' sont symétrigues.

En effet, ces pyramides ont les faces homologues égales et
les angles solides homologues symétriques.

THEOREME.

277. Deux: polyédres symétriques sont équivalents.

Aprés avoir partagé, d'une maniére quelconque, I'un des po-
lyédres symétriques donnés en pyramides triangulaires, on
pourra toujours partager I'autre polyédre en pyramides trian-
gulaires symétriques des premiéres, chacune & chacune. Les
deux polyedres sont done équivalents entre eux, puisque deux
pyramides triangulaires symétriques sont équivalentes.

ATPPLICATIONS.

278. Tous les corps, foules les machines qui doivent pouvoir exé-
cuter les mémes mouvements de deux cdtés, sont formés de deux
portions symétriques par rapport & un plan. Cela est nécessaire
pour l'exécution exacte de certains mouvements.

C’est pour celle raison que les voitures ont un plan de syméirie
qui coupe perpendiculairement 'essieu en deux parties égales ; les
bateaux, un plan de symétrie qui va de I'avant-bec a l'arritre-bec ;
les vaisseaux, un plan de symétrie qui va de la proue 4 la poupe, et
qui passe par les axes de tousles mits. Les balanciers des machines
sont divisés en deux parties symétriques dans toutes leurs positions
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par un plan de symélrie qui se meut avecle corps et qui passe par
I'axe de rolation.

On trouve aussi le plan de symétrie dans la nature, car un plan
de symétric divise 1'homme, les quadrupédes, les oiseaux et les
poissons dans le sens de leurs mouvements.

§ 6. — Similitude.

DEFINITIONS.

279. Deux polyddres sont dits semblables, lorsqu’ils ont les
angles polyddres égaux et les faces, adjacentes aux angles
égaux, semblables chacune & chacune.

On nomme points ou sommets homologues, les sommets de
deux angles égaux ;

Droites homologues, deux droites qui ont pour extrémités des
points homologues ; /

Figures homologues, deux figures qui ont pour sommets des
points homologues.

Les faces semblables de deux polyddres semblables ont
toutes le méme rapport de similitude, puisque les faces d’un
méme polyeédre ont deux & deux une aréte commune ; par
suite le rapport de deux arétes homologues quelconques: est
un nombre égal & ce rapport de similitude.

THEOREME.

280. Lorsqu'on coupe une pyramide quelconque par un plan
paralléle a sa base, la section est la base d'une seconde pyramide
de méme sommet que la premiere et semblable a celle-ci (fig. 154).

Soient SABCDE la pyramide donnée, ABCDE’ la section
faite par un plan paralléle & la base. Les deux pyramides
SABCDE, SABCDE ont les angles polyédres égaux; car

I'angle S est commun et les autres angles polyedres, tels que
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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A et A, dont les sommels sont situés sur une aréte commune,
sont des tricdres égaux chacun 2 chacun,

comme ayant leurs faces égales chacune &

chacune et semblablement disposées. En ou-

tre, les faces homologues des pyramides sont
semblables; car les bases ABCDE, ABCDE
sont semblables (241), et deux faces latérales
homologues, telles que SAB, SA'B par exem-
ple, sont semblables, puisque les cOtés AB el
AB' sont paralleles. Fig. 154,

THEOREME.

281. Dewx pyramides triangulaires sont semblables, lorsqu'elles
ont un diedre égal compris entre deux faces semblables chacune
d chacune et semblablement dis-
posées (fig, 155).

Soient les deux pyramides
SABC, S'A'B'CY. Supposons les
diedres SA, S'A” égaux; et les
faces SAB, S'A'B’ semblables,
ainsi que les faces SAC, S'A'C;
avec cetle condition, toutefois,
que les angles plans ASB, A'S'B’
soient égaux entre eux, ainsi
que les angles plans ASC, A'S'C et que les angles plans SAB,
SA'B" soient égaux entre eux, ainsi que les angles plans
SAC, SA'C.

Sur SA prenons une longueur SA” = S'A’ et par le point A”
menons un plan A”B"C” parallele au plan ABC. La pyramide
SA”B"C” est semblable & la pyramide SABC (280). Il suffit done
de prouver que la pyramide SA"B"(" est égale & la pyramide
S’A'B'C'. Les faces SA"B”, S’A'B’ sont semblables a la face SAB,
¢t par conséquent semblables entre elles; or, elles ont un
¢Oté homologue égal SA" = S'A’, done elles sont égales. Pour

5
A
|

|
T

Fig. 155.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



126 > . LIVRE II.

la méme raison les faces SA”C”, S’A’'CY sont égales entre elles.
Si l'on transporte la pyramide S’A’B'C’ pour la placer de ma-
niére que le point 8’ se confonde avec le point S et A" avec A” ;
qu’on fasse ensuite tourner la face S'A'B’ autour de SA” jus-
quice que S'A'B' coincide avec SA"B”; comme les diedres
SA”, S'A’ sont égaux, la face S'A'CY s’appliquera sur le plan de
laface SA"C", et, comme ces deuxfaces sont égales, elles coin-
cideront. Par conséquent la pyramide S'A'B'C’ coincidera avec
la pyramide SA”"B“C”. Done la pyramide S'A'B'C’ est sem-
blable & la pyramide SABC.

THEOREME.

282. Deux polyédres semblables pewvent étre décomposés en un
méme nombre de pyramides triangulaires semblables chacune a
chacune et semblablement disposées (fig. 156).

Concevons qu’on ait divisé les surfaces de deux polyédres
semblables P et P’ en triangles, de la méme maniére. Tous les
triangles de 'une des surfaces seront semblables chacun i cha-

Fig. 156.

cun aux triangles homologues de I'autre, et semblablement pla-
¢és. Soient A et A’ deux sommets homologues; AF, A'F" deux
arétes homologues des polyédres P et P'; AFE, AFB, les trian-
gles adjacents i I'aréte AF; A'F'B', AF'E, les triangles homolo-
gues adjacents a I'aréte A'F'. Les pyramides triangulaires FAEB
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IPA'E'B’ sont semblables comme ayant un di¢édre égal compris
entre deux faces semblables chacune & chacune et semblable-
ment disposées. Or, sil’on retranche respectivement des po-
lyedres P et P’ ces deux pyramides, on obtiendra pour restes
deux polyédres ayant les angles polyedres égaux et les faces
~adjacentes semblables. On appliquera & ces deux polyedres la
méme décomposition, et, aprés avoir obtenu successivement
pour restes deux polyédres ayant les angles polyédres égaux
et les faces adjacentes semblables, on parviendra enfin & deux
restes qui seront deux pyramides triangulaires semblables.

THEOREME.

283. Deux pyramides triangulaires semblables sont proportion-
nelles aux cubes de dewr arétes homologues et aux cubes de deux
hauteurs homologues (fig. 157).

Soient les deux pyramides triangulaires semblables SABC,
SA'B'C. Transportons la pyramide S'AB'C’ pour la placer
de manieére que les angles trie- s
dres S et S" coincident et soient '
A”, B”, C” les positions que pren-
nent alors les sommets A', B, €.
La pyramide SA"B"C”, égale A
SA'B'C, est semblable & SABC.
Par suite, les bases ABG, A"B"C”
sonl paralleles, car, les faces
A”SB”, ASB étant semblables,
ainsi que les faces B"SC”, BSC, les droites A”B”, AB sont pa-
ralleles, ainsi que les droites B"C”, BCG. Soient SO la perpendi-
culaire abaissée dupoint 8§ sur ABC, et 0" le point ol elle
rencontre le plan A’B”C”, on a (244)

Fig. 15T,

SAH g SO” oy AHBH (l)
0 it 7 s i

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



128 LIVRE II.
Or

el 1 /s 2
vol. SA”B"C" A”B G" > ESOJI o AHBHGH {0 -

vol. SABC ~ ABCX%SO BT o S0 .

N
A_Bg AR Ea ?

Donc, puisque SO” est égale & la hauteur S'0" de S'A'B'C' :

vol. SABC _ AB° _ §A® _ §0°
vol.'SABO "™ 35¥ g§x* 80°

284. Deur polyedres semblables sont proportionnels aux cubes
de deux arétes homologues.

Soient P et P’ les polyedres semblables donnés. Divisons ces
deux polyedres en un méme nombre de pyramides {riangu-
laires semblables chacune 4 chacune. Soient £, £,, /...... les volu-
mes des pyramides qui composent le polyedre P; et £y, £y, ...
les volumes des pyramides qui composent le polyedre P,
Désignons par a et a deux aréfes homologues, et par V et
V' les volumes des deux polyedres. Comme' le rapport de deux
arétes homologues est égal au rapport de deux autres arétes
homologues quelconques, on a :

¢ at 0, o ts ad

i ad’ R SR 5 ST

par suile :

r' I', tﬁ
f" — f'z — : — e 3
d’otn :
£ ity RS 8 VA i
~ ou — = —.
i+t 4+ .. Yy a®
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Figures homothétiques dans P’espace.

285, La définition de 1'komothétie est la méme pour les figures de
l'espace que pour les figures planes (Géom. plane, 356).

Soit un systéme de points A, B, C,..... (fig. 158), situés d'une ma-
nidre quelconque dans I'espace ; qu'on méne d'un point S choisi
arbitrairement, les rayons SA, SB, S(,..... et qu'on prenne sur ces
rayons des segments SA', SB', SC,..... tels que I'on ait :

TGN LA
KAL RSBt pacE S Wit Sl

quel que soit le nombre m, le systtme de points A', B, (V,... est ho-
mothélique au systéme A, B, C..... Le point S est le centre d'homo-
thétie, et, pour distinguer les deux sens suivant lesquels peuvent
élre portés les rayons SA', SB, SC'....., on donne & m le signe -+,
lorsque les rayons du second systéme sont dirigés du méme coté du

Fig. 158,

centre que les rayons homologues du premier, et le signe —, lors-
qu'ils sont dirigés du coté opposé. Dans le premier cas, les deux
systémes sont dits homothétiques directs, et dans le second homao-
thétiques inverses. Mais ici I'homothétie inverse ne donne plus,
comme dans le plan, la méme figure que 'homothétie directe.

THEOREME.

986. La figure homothétique d'une droite est une droile paralléle i la
droite donnde.

II. — Rocuer. 9
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Car si I'on méne par le point A’, homologue d’un point quelcon-
que A dela droite donnée, une paralléle i celle-ci, elle passera par
tous les points homologues de la droite donnée.

287. CororLame I.— La figure homothétique d'un angle est un angle
égal.

En effet, chacun des cotés de I'angle donné a pour figure homo-
thétique, une droife menée parallélement & ce c0lé par le point
homologue du sommet. En outre, les paralltles sont dirigées toutes
deux dans le méme sens ou toutes deux en sens inverse.

288. Cororraire I, — La figure homothétique d'un plan est un plan
paralléle au plan donné, ;

Car, si I'on méne par le point A, homologue d'un point quelcon-
que A du plan P, un plan parallele a celui-ci, il contiendra les
points homologues de tous les points du plan P, d’oti il résulte que
I'angle des deux plans est égal & celui de leurs homothétiques.

THEOREME.

280. Si lon joint un point 1 aux diffévents poinis d un systéme A, B,
Cyeeenn et que par un point 1 on méne des rayons respectivement paral-
leles et proporlionnels aux premiers, en dirigeant tous ces rayons

Fig. 1359, Fig. 160.

soit dans le méme sens, soit dans des sens inverses, les extrémités
A’y B, U,..... de cesderniers rayons formeront un systéme homothétique
au systéme A, B, C..... (fig. 159 et 160).

Méme démonstration que 359 (Géom. plane).
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THEOREME,

200. Deuz systémes homothétiques @ un troisieme sont homothétiques
enlre cur.
Méme démonstration que 361 (Géom. plane).

THEOREME.

201. Deux polyédres homothéliques directs sont semblables.

Supposons qu'on joigne un point S aux différents sommets A, B,
G, D,.... d’'un polyedre (fig. 1iR8) et qu'on prenne sur SA, SB, SC,.....
des segments SA', SB, SU,..... tels que

AL » S puaiSC
RALE RECE 8T et

les points A', B, €', D',.... sont les sommels d'un second polyédre
homolthétique direct du premier. Ces deux polyédres sont sembla-
bles, car toute face de I'un des polyédres a pour homothétique une
face semblable de lautre polyédre. En outre, les angles polyddres
homologues sont évidemment égaux.

202, Sconie [.—Sil’on prenait des segments SA”, SB”, SC”,... sur
les prolongements de SA, SB, SC..... de I'antre coté du centre S, les

“poinls A", B", C”..... seraient les sommets d'un polyédre homothé-
tique inverse du premier, mais non semblable & celui-ci.

203. ScoLie Il. — Deux figures homothétiques directes élant sem-
blables, il suffira, pour obtenir toutes les figures semblables & une
figure donnée, de choisir arbitrairement un centre d’homothétie
ef, tout en conservant ce centre, de faire varier le rapport d’ho-
mothélie de zéro a l'infini.
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SURFACES COURBES
Cylindre, Cdmne, Bplére.

DEFINITIONS

294. On désigne sous le nom de suRFACE le liew de toutes les
positions que prend successivement, dans Uespace, une ligne mobile
qui change de position et méme de forme, d'aprés une loi détermi-
née et continue,

La ligne mobile se nomme la génératrice de la surface. Par
une lo? déterminée, on entend dire des conditions telles que,
pour chaque point donné de l'espace, elles ne laissent rien
d’arbitraire soit dans la forme, soit dans la position de la géné-
ratrice. Ordinairement on ex-
prime la loi de ce mouvement,
en assignant une ou plusieurs
lignesfixes, nommeées directrices,
surlesquellesdoits’appuyer cons-
tamment la génératrice dans
toutes ses positions.

295. On donne le nom de sur-
face réglée, A toute surface qui
a pour génératrice une ligne
droite. On remarque parmi les
surfaces réglées, la surface cylin-
drique (fig. 161) et la surface comique (fig. 162).

296. Une surface de révolution est engendrée par une ligne

Fig. 161, Fig. 162.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SURFACES CYLINDRIQUES. 133

quelconque AB (fig. 163) qui tourne autour d'une droite fixe
LL'qu'on nomme axe, de maniére que chacun des points de Ia
géuératrice, tel que M, décrive une circonfé-
rence dont le plan est perpendiculaire A I'axe,
dont le centre est le pied O de la perpendicu-
laire abaissée de ce pointsur I'axe, el le rayon,
cette méme perpendiculaire, MO. Lorsqu’une
demi-circonférence tourne autour du diametre
qui passe par ses extrémités, elle engendre la
surface de révolution & laquelle on donne le

v
nom de surface sphérique. Toutpoint de celle-ci Fig. 163.

se trouve & une distance du centre de la demi-circonférence
génératrice égale & son rayon.

§ 1. — Surfaces eyll-d_ﬂques.

NOTIONS PRELIMINAIRES

297. Une surface cylindrique (fig. 164) est engendrée par
une droite mobile, AA’, qui s’appuie constamment sur une
courbe donnée, MN, la- M
quelle est la directrice
courbe de la surface, en
restant  toujours paral-
lele & une droite donnée,
quon peut aussi appeler
la directrice droite de la
surface.

998. 11 résulte de la que & '°" Rl 195
les surfaces, projetant horizontalement et verticalement une
courbe, sont des surfaces cylindriques.

299. Si I'on remplace la courbe directrice par une droite, la
surface engendrée est un plan (28) (fig. 165). _
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300. Nous ne considérerons que les surfaces cylindriques.
dont la directrice curviligne est une circonférence de cercle.

301. On dit souvent les génératrices rectilignes d’une surface
cylindrique, pour désigner les diverses positions de la géné-
ratrice rectiligne.

302. Lorsqu'on coupe une surface cylindrique (A directrice cir-
culaire) par un plan paralléle a celui de la circonférence direc-
trice, la section est une circonférence éqale a celle-ci.

Soient O (fig. 166) la directrice, CD la parallele & la géné-
ratrice menée par le centre O de la directrice ; 0’ le point de
rencontre de CD et d’un plan mené pa-
rallelement & celui de la directrice. Le
point O’ est & égale distance de tous les
points de la section. En effet, soient M'
et N' deux points quelconques de la sec-
tion, M et N les points de la directrice
situés respectivement sur les mémes gé-
nératrices que M’ et N'. Tirons les droites
OM', O'N'etles droites, OM,0N. OM=0M'
et ON = O'N’, comme portions de paral-
léles interceptées par deux paralleles; et par suite O'M' = O'N".
Le point O étant & égale distance de deux points quelconques
de la section, celle-ci est donc une circonférence dont le centre
est le point O'.

303. Une surface cylindrique (3 directrice circulaire) peut
donc étre regardée comme le lieu des diverses positions que
prend une circonférence mobile assujettie & se mouvoir paral-
Ielement & elle-méme (1), tandis qu'un de ses points parcourt
une droite fixe, non parallele au plan de la circonférence.

Toute surface cylindrique (4 directrice circulaire) peut done
étre engendrée aussi par une circonférence qui se meut paral-
lelement & elleeméme, tandis quun de ses points parcourl
une droite fixe non parallele au plan de la circonférence.

Fig. 166,

(1) On entend dire icique le plan de la circonférence se meut en restant
toujours paralléle & une méme directrice.
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304. La surface eylindrique s’étend i 'infini dans deux sens
opposés, puisque sa génératrice rectiligne s’étend & I'infini dans
ces deux sens.

303. Une surface eylindrique est dite droite, lorsque la géné-
ratrice rectiligne est perpendiculaire au plan de la circonfé-
rence directrice, ou lorsque le plan de la circonférence géné-
ratrice est perpendiculaire & la directrice rectiligne. Dans le
cas contraire, elle est dite obligue.

306. On nomme axe de la surface cylindrique droite, la pa-
rallele DC aux génératrices rectilignes (fig.
167), menée par le centre D de la directrice
circulaire AA'. B

307. Toute section, faite dans la surface
eylindrique droite par un plan perpendiculaire
a Laxe (fig. 167), est une circonférence égale
a la divectrice circulaire, puwisqu'elle se con-
fond avee Uune des positions de la génératrice
circulaire égale a celle-ci (303).

D'ott il résulte que la surface cylindrique
droite estle lieu des points de I'espace dont la distance & 'axe
est égale & une longueur donnée, qui est le rayon de la di-
rectrice circulaire, et qu'on nomme aussi le »ayon de la surface
cylindrique.

308. Toute section faite dans une surface cylindrique par un
plan paralléle aux génératrices rectilignes est représentée par
dewx génératrices rectilignes.

Car si P'on considere un point de la directrice circulaire
commun au plan et d la surface, la génératrice rectiligne qui
passe par ce point sera contenue tout entiere dans le plan. Le
plan ne peut pas couper la génératrice circulaire en plus de
deux points ; la génératrice rectiligne qui passe par le second
point sera aussi dans ce plan ; et tous les points communs au
plan et & la surface seront situés sur I'une et sur l'aulre de ces
deux génératrices, puisque le plan ne pourrait contenir un
point de la surface situé hors de ces deux génératrices.
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309. SURFACE CYLINDRIQUE COMPLETE (fig. 168, 169). — Nous
appellerons surface cylindrique compléte la portion d’'une sur-
face cylindrique (droite ou obli-
que) terminée par deux circonfé-
rences dont les plans sont paral-
leles a la directrice circulaire. Ces
circonférences sont les bases de la
surface compléte. Sa hauteur est la
distance des deux plans.

310. CGyLINDRE. — On nomme ¢y-
lindre la portion de 'espace ou le corps limité par une surface
cylindrique compléte droite ou oblique et par les cercles dont
les circonférences sont les bases de la surface. Ces cercles
sont les bases du cylindre, et sa hauteur est égale & la distance
des bases.

314. Sil'on fait tourner un rectangle ABCD (fig. 170) au-
tour d’un de ses cotés, CD, supposé fixe, le coté opposé AB en-
gendre une surface cylindrique droite et compléte, et les cotés
AD, BC ses bases; car, pendant cette révo-
lution, un point quelconque M de AB en-
A gendre une circonférence dont le rayon est
P la perpendiculaire MP abaissée du point M
p et oy sur CD; et toutes les perpendiculaires abais-
sées des différents points de AB sur CD sont
A 3al égales aux cotés AD, BC.

2. Surface cylindrique de révolution. ——
Concevons les droites AB et CD indé-
finiment prolongées de part et d’autre; la
premitre engendrera (fig. 170), pendant la révolution du
rectangle, la surface cylindrique droite dont la génératrice
circulaire est I'une des circonférences ayant pour rayon AD
ou BC et pour axe GD. On donne pour cette raison & la surface
cylindrique droite le nom de surface cylindrique de révolution
et le nom d'axe de révolution & I'axe de cette surface.

313. La surface eylindrique droite est done engendrée par la ré-
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volution ou rotation compléte autour dune droite fire, d'une autre
droite qui lui est constamment paralléle, et reste toujours a la
méme distance de la premicre.

TROBLEME.

314, Dessiner une surface cylindrique droite et compléte dont la
hauteur et le rayon de base sont donnés.

Soit XY laligne de terre ; supposons (fig. 171) une basesituée
dans le plan horizontal; I'axe sera vertical ainsi que les géné-
ratrices rectilignes. Tracons sur le plan horizontal la eirconfé-
rence a, qui est la trace horizontale de
la surface. Les différents points de la sur-
face ont pour projection horizontale un
point de la circonférence a. Le centre a
est la trace et aussi la projection hori- x
zontale de I'axe, dont la projection ver-
ticale est la perpendiculaire a'a” a la li-
gne de terre, menée par le pied o' de la
perpendiculaire abaissée sur celle-ci du
point a. Pour déterminer la projection
verticale d’une génératrice dont on donne la trace horizon-
tale, m par exemple, on abaisse la perpendiculaire mm' sur la
ligne de terre et du point »’ on éléve la perpendiculaire m'm”
sur la ligne de terre ; m'm” est la projection verticale de la gé-
nératrice.

Un point est déterminé par les projections de la généra-
trice & laquelle il appartient et sa distance au plan horizon-
tal. Soient (m, m'm") la génératrice, et /2 la distance du point
au plan horizontal. On prend sur w'm”, & partir de »/, une
longueur m'mn',, égale & £ ; et les projections du point sont
(m, m',).

Menons les tangentes b4/, ¢, perpendiculaires A la ligne de
terre, et par les points 4/, ¢, perpendiculairement & celle-ei,
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les droites 4’0", ¢¢” qui sont les projections verticales des géné-
ratrices dont les traces horizontales sont 4 el e. Les points de
la surface sont projetés verticalement sur ces droites ou entre
ces droites, car la perpendiculaire A la ligne de terre abais-
sée d'un point pris au deld ne rencontre pas la circonfé-
rence a.

Enfin, si I'on a pris les droites 6", ¢'¢” égales & la hauteur
de la surface, et qu'on tire la droite 4", celle-ci sera la pro-
jection verticale de la base supéricure.

PROBLEME.

315. Dessiner une surface eylindrique oblique et compléte, dont
la pente des génératrices droites et la dirvectrice circulaire sont don-
nees. '

Soit XY laligne de terre (fig. 172). Nous supposerons la di-
rectrice circulaire située dans le plan horizontal, et le plan

Fig. 172,

vertical parallele aux génératrices rectilignes. Les projections
horizontales de celles-ci sont alors paralléles & la ligne de
terre ; les projections verticales sont paralléles aux génératrices
elles-mémes et font avec la ligne de terre un angle (/a pente)
égal & celui de ces génératrices avec le plan horizontal.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SURFACES CYLINDRIQUES. 139

Soit @ la circonférence directrice; menons les tangentes b4/,
¢c, perpendiculairement A la ligne de terre; et, par les points
b, ¢, les droites 40", ¢c”, qui font avec la ligne de terre un
angle égal a I'angle des génératrices avec le plan horizontal. 44"
et ¢c” sont les projections des génératrices qui ont pour traces
horizontales b et e. Les projections verticales des différents points
de la surface sont toutes placées sur ou entre les paralleles 447,
¢e”. Tracons les tangentes mp, ng A la circonférence a, qui
sont paralléles & la ligne de terre. mp et ng sont les projec-
tions horizontales des génératrices dont les traces horizontales
sont m et n.

aa, et a'a” sont les projections de la paralléle aux génératrices
menée par le centre de la circonférence directrice.

Si l'on suppose la surface coupée par un plan paralléle au
plan horizontal, & une distance de celui-ci égale a £, la pro-
jection verticale de la section sera la droite 4”¢” paralléle &
laligne de terre, comprise entre les paralleles 44", ¢'¢”, et a
une distance de la ligne de terre égale & /. Sa projection ho-
rizontale sera une circonférence égale, dont le centre est le
point d’intersection de la droite aa, et de la perpendiculaire
abaissée du point " sur la ligne de terre.

AFPPLICATIONS.

316. a. Construction des voites eylindriques. — Pour exéculer cetle
construction qui est celle d'une demi-surface cylindrique de révolu-
tion & généralrices rectilignes horizontales, les architectes font placer
surdes cintres en bois, demi-circulaires, des madriers dont les petites
arétes forment un demi-polygone régulier, et dont les grandes arétes
sont les génératrices de la vodite. Le macon pose les moellons sur
ces madriers et construit ainsi une surface composée de faceltes
planes et qui différe peu d'une surface cylindrique, On donne i ces
surfaces demi-cylindriques droites le nom de voiite en berceau.

b. Construction d'un cylindre plein en bois ow en pierre. — Premier
mode,— L’ouvrier trace sur un plan perpendiculaire d I'axe qu’il doit
donner 4 la surface, une circonférence qui deviendra la direclrice de
la surface cylindrique. Il méne ensuite des tangentes & cette cir-
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conférence et conduit suivant ces tangenles des faces planes per-
pendiculaires au plan de la circonférence ; il multiplie successive-
ment ces tangentes jusqu'da ce que le polygone circonscrit, qu’elles
forment, ne diflfére plus sensiblement de la circonférence directrice.
Les faces menées par les tangentes forment alors une surface qui
pourra différer aussi peu qu'on le voudra du cylindre demandé.
Les miils des navires, les arbres tournanis des machines, quelques
cylindres en pierre, sonl construits de cette maniére,

Deuzieme mode, — On fait usage du tour, et l'ouvrier fait décrire i
la pointe de l'outil une droite paralltle a I'axe, autour duquel
tourne la piéce & construire. Ce dernier mode est employé dans la
poterie; dans les arts, pour la construction des cylindres en bois ou
en métal, ete.

¢. Cylindres pleins et cylindres creux ayant des directrices circulaires
égales. — Lorsque deux surfaces cylindriques de révolution ont des
directrices circulaires égales, elles coincident dans la superposi-
tion. Car, aprés avoir fait coincider les directrices, les génératrices
coincident aussi nécessairement, puisqu’elles sont perpendiculaires
aox plans de ces direclrices. En outre les deux surfaces cylindriques
ne cessent pas de coincider lorsqu’on les fail tourner toutes deux
en sens contraires autour de l'axe commun, ou lorsqu’on fait mou-
voir I'une d’elles ou toules deux dans le sens de cet axe. Les cou-
vercles des boites rondes (cylindriques) offrent un exemple du pre-
mier mouvement. Les pistons des pompes, I'instrument appelé
trombone, présentent une application du sccond.

d. Mowlage des cylindres creux sur des cylindres pleins. — Pour con-
siruire des cylindres creux, on les moule sur un cylindre plein exé-
culé avec précision. C’est ainsi que sont confectionnés les cylindres
creux en sable ou en ferre, quand ils doivent servir de moule pour
convertir en cylindre le métal liquide qu’on y verse. Sur une table
solidement établie on fixe un cylindre de laiton qui doit servir de
modéle. On 'entoure d’un cadre el on foule du sable trés-fin dans
I'intervalle. Le sable forme une surface cylindrique creuse exacle-
ment égale au modéle. Si 'on veut construire un moule en terre,
il faut d’abord introduire une faible partie de terre humide, dont
on entoure le modéle, ajouler successivement des couches de terre
stche et fouler ensuite.
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DEFINITIONS.

317. On définit, d’'une manitére générale, la tangente & une
courbe quelconque en un point donné, A, la limite AT des po-
sitions que prend une sécante au point A (fig. 173), lorsqu’un

second point B de rencontre de I

cette sécante avee la courbe, _A/ Rep i
aprés s'étre rapproché indéfi-

P pproc = =

niment du point A, par suife du = ™
mouvement de rotation de la
sécante autour du point A, vient se confondre avec lui. En
considérant une courbe comme un polygone dont les cotés
sont infiniments petits, chaque cOté indéfiniment prolongé
représentera une tangente; celle-ci étant, 2 son tour, re-
gardée comme une droite qui unit deux points de la courbe
infiniment voisins, ou qui a un élément rectiligne commun
avec la courbe.

Fig. 173.

THEOREME,

318. Tout plan mené par une tangente a la directrice d'une
surface cylindrigue (droite ou oblique) et la génératrice rec-
tligne qui passe aw point de contact,
n'a pas d'autres points communs avee la
surface que ceux de cette derniére gé-
nératrice (fig. 174).

Soient O la direetrice circulaire, et
AA’' la ‘génératrice rectiligne d'une
surface cylindrique donnée. Le plan
mené par la tangente TT et la géné-
ratrice rectiligne CC' qui passe au point de contact M, ne
contient pas d’autres points de la surface cylindrique que ceux
de la génératrice CC'; car toute paralléle aux génératrices rec-

Fig. 174
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tilignes, menée par un point du plan, non situé sur CC', ren-
contre le plan de la eirconférence O en un point de la tan-
gente TT" autre que M et, par conséquent, se trouve située
hors de la surface cylindrique.

319. Scoue I. — On donne au plan déterminé par une
tangente a la directrice circulaire et la génératrice qui passe
au point de contact, le nom de plan tangent a la surface
eylindrigue. :

320. Scoure II. — La tangente au point A de la généra-
trice circulaire de la surface eylindrique G
(droite ou oblique) (fig. 175) pouvant étre re-
gardée comme une droite qui unit deux points
de la courbe infiniment voisins A et A’, oun
qui a un élément rectiligne commun avee elle;
le plan tangent mené par celte tangente et
la génératrice rectiligne AB, a un élément
plan commun avec la surface, savoir : la por-
tion du plan comprise entre les deux géné-
ratrices infiniment voisines, AB et A'B'.

Fig. 175.

APPLICATIONS.

321, a. C'est par le contact des deux surfaces qu'on raccorde une
urface cylindrique avec un plan. Ainsi on raccorde une vofite en
berceau (demi-surface cylindrique droile), avec les murs qui la sou-
tiennent, en faisant la construction de {elle sorte que la surface in-
terne de la voile (I'intrados) soit tangente 4 la face plane interne de
chaque mur.

b. Le rouleau du jardinier qui repose sur le sol aplani offre
Texemple d'une surface cylindrique tangente & un plan. Si un cy-
lindre est tangent & un plan, le cylindre, en roulant sur le plan, est
tangent & celui-ci dans foutes ses positions, car toute paralléle aux
génératrices menées par un point du plan est contenue dans le
plan. C’est en faisant rouler un cylindre sur le sol que le laboureur
et le jardinier s’assurent si le sol est plan; et lorsque le sol pré-
sente des aspérités, que la pression puisse faire disparaitre, ils don-
nent un poids convenable au cylindre mobile.
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¢. Dans certaines usines on renconfre une lanterne a qui engréne
avec une roue r dont les dents sont perpendiculaires an plan de la
circonlérence, et ce plan est constamment tangent & une surface
cylindrique qui a le méme axe que la lanterne.

d. La meule qui sert & aiguiser est un cylindre droit qui tourne
aufour de son axe, en restant constamment tangent & 'une des faces
de l'instrument dont le tranchant représente I'aréte de contact.

DEFINITIONS.

322. Les surfaces eylindriques jouissent d'une propriété re-
marquable, qu’elles partagent avee d’autres surfaces réglées;
c'est de pouvoir otre développées sur un plan, c’est-d-dire
¢tre étendues sur un plan sans déchirure ni duplicature.

Soit le prisme droit convexe ABCDEFA’ (fig. 176). Faisons
tourner la face ABB'A’ autour ‘de l'aréte BB, pour la ra-
battre sur le plan de la Y

[ace BCC'B'. On obtiendra ) S

\_II')" a b ¢ d e il r.r"‘

alors le rectangle ACC'A” ; [yade [

qu'on fasse ensuite tour- | | l E J

ner ce reclangle autour \‘I il ‘ | |

de I'aréte CC' pour le ra- a‘.'l [ ‘}",l--‘! WA |
battre sur le plan de la E"—L e Tl Fe SR A
face CDD'CY, on obtiendra et

le rectangle ADD'A’ et que
l'on continue & rabattre le dernier rectangle sur le plan de
la face contigué, on parviendra & rabattre successivement
toutes les faces du prisme sur le plan de la face AFFA'
La figure formée par ce rabattement est un rectangle égal
au rectangle ama/a’ dont la base est égale au périmetre de
la base du prisme et la hauteur a celle du prisme. Elle porte
le nom de développement de la surface latérale du prisme.
323. On peut de la méme maniere développer aussi la sur-
face latérale d'un prisme oblique ABCDEA' (fig. 177). Le pé-
rimélre de la section droite MNPQR se confond sur le dé-
veloppement avec la perpendiculaire abaissée du point M sur
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les arétes latérales. On suppose la surface du prisme ouverte

ar
C il

: I | C' ﬂ’
GF_T l I

| | W
o 2 T

A

i . 1

HI‘

Fig. 177,

suivant 'aréte AA'. La figure formée par ce rabattement est
égale & la figure ana'\a.

324. La surface cylindrique compléte peut, aussi bien que
la surface latérale du prisme, étre développée sur un plan,
c’est-d-dire étre étendue sur ce plan sans déchirure ni dupli-
cature. En effet, on peut regarder cette surface comme com-
posée d’éléments plans déterminés chacun par deux posi-
tions infiniment rapprochées de la génératrice rectiligne (320).

THEOREME.

325, Une surface cylindrique droite et compléte a pour dé-
veloppement un rectangle dont la base est la circonférence rectifice
de la base de cette surface et dont la hauteur est
la méme.

Inscrivons un polygone régulier & 'une des
bases de la surface (fig. 178). Les génératrices
de la surface qui passent par les sommets de ce
polygone et se terminent & I'autre base, peu-
vent 8tre regardées comme les arétes d'un
prisme droit ayant pour bases ce polygone et
celui dont les sommets sont les points de ren-
conlre de ces arétes avec I'autre base de la surface. Ce prisme
ABCDEFA- est dit inserit a la surface cylindrique.
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Le développement de la surface latérale du prisme pourra
toujours s'effectuer (322), quel que soit le nombre des cotés de
sa base. Or, si 'on fait croitre indéfiniment le nombre de ces
¢Otés, le périmeétre de la base tend & devenir égal i la circon-
férence, et a pour limite la circonférence ; en méme temps la
surface latérale du prisme inserit & la surface cylindrique
compléte, tend & devenir égale & cette surface qui est sa li-
mite. La surface cylindrique droite et compléte a done pour
développement un rectangle dont la hauteur est celle de la
surface, et la base la circonférence rectifiée de la base de la
surface.

326. Scouie. — La surface cylindrique pouvant étre consi-
dérée comme formée d’éléments plans communs A cette sur-
face et & ses différents plans tangents, ¢’est sur un plan tangent
que se fait le développement, et généralement sur celui qui passe
par la génératrice selon laquelle on ouvre lasurface eylindrique.

PROBLEME.

3217, Tracer le développement d'une surface cylindrigue droite
et complete (fig. 179).

Apres avoir construit P'épure de la surface donnée (314),
nous supposerons qu’on ouvre la surface eylindrique suivant
la génératrice (¢, ¢'¢”), et quon fasse le développement sur le
plan tangent mené v

par cette génératrice. = ™
Si, apres avoir tracé

r e I’l’ [ ol -
ce développement, on  =¢ ; Y
fait tourner le plan | |
tangent autour de la e e
génératrice (e, ¢¢”) Ny

Fig. 179.

pour le placer paral-
Itlement au plan vertical, la figuredu dé veloppement se pro-
jettera sur le plan vertical suivant une figure égale. Par
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conséquent, pour tracer le développement, il suffit de porter
sur la ligne de terre une longueur ¢'e'” égale & la eirconférence
rectifice a, et de construire le rectangle ¢¢”¢"e qui a pour
base ¢¢' et pour hauteur ¢'c”.

328. Scouie. — On ne peut obtcmr qu’une mlcur approchée
de la longueur d'une circonférence donnée. On prend celle
valeur approchée, en multipliant le diametre 2 par une va-
leur approchée du nombre =.

PROBLEME.

320, Couper une feuille de papier ou de métal de maniire qu'elle
puisse former une surface eylindrique droice, de hauteur et de rayon
CONNUS .

On découpe la feuille de maniére & lui donner la figure d’'un rec-
tangle dont l'une des dimensions soit la circonférence rectifiée de
méme rayon, etl'autre la hauteur donnée. On ploie ensuite la sur-
face de ce rectangle, en faisant coincider les deux cotés, égaux i
la hauteur donnée,

Si T'on veut construire un tuyau cylindrique, il faut, au lieu
d’'une dimension égale & la circonférence rectifiée, prendre une di-
mension égale A celte circonférence augmentée de la largeur des
deux lévres de l'agrafe.

APPLICATIONS.

330. a. Le plombier et le ferblantier, pour faire des conduils cy-
lindriques, emploient des reclangles et taillenl en biseau les bords
qu’ils veulent souder ensemble par rapprochement.

b. Le boisselier (I'ouvrier qui confectionne la mesure appelée
boisseau), prend des planches rectangulaires planes ayant partout
la méme épaisseur, et il en forme la paroi cylindrique des mesures
qu'il confectionne. Le fond du boisseau est un cercle, comme le
fond d'un tonneaun. Le bord supérieur est ordinairemenl garni en
tole et maintenu par deux diamétres en fer, qui se croisent & angles
droits, afin que tout changement de forme soit impossible.

PROBLEME.

331. Tracer une circonférence sur une surface cylindrique limitde.
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11 suffit de porter, a parlir d’'une des bases, une méme longueur
sur les génératrices rectilignes. Les points ainsi déterminés sont
dans un plan paralléle & celui de la base, et par conséquent les
points de l'intersection de ce plan avec la surface. Celte construc-
tion peut ¢tre appliquée A la surface droite et A la surface oblique.

DEFINITIONS.

332. On nomme surface cylindrique (droite ou oblique),
tronquée, la portion de cette surface cbmpl‘ise entre deux plans,
I'un parallele au plan de la directrice circulaire, ef 'autre non
parallele & ce plan ni aux génératri-
ces rectilignes. On désigne sous le
nf)pl! de génératrices rectilignes de la
surface tronquée, les portions des gé-
nératrices de la premitre surface com- |
prises entre les deux sections.

On donne le nom de eylindre tron-
qué, au corps limité par la surface
cylindrique tronquée et les surfaces des deux sections O et €
(fig. 180), qu’'on nomme bases du cylindre tronqué.

333. Eruipse. — Soient AA', CC' deux diametres rectangu-
laires de la circonférence O (fig. 181). Prenons sur OC et O
deux longueurs égales OB et OB

Fig, 180,

D'un point quelconque M de la cir- '; At
conférence, abaissons la perpendi- ”\

culaire MP sur AA', et prenons sur
MP, & partir du point P, une lon-
gueur NP telle que :

NP_BO
MP™ CO’

Fig. 151,

Si l'on répete la méme construe-
tion & I'égard de tous les points de la circonférence, le lieu
des points ainsi déterminés est une courbe plane, fermée, &
laquelle on donne le nom &’ £'llipze.
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Il résulte de la construction qui vient d’étre indiquée que
les points A et A’ sont des points de T'ellipse, et que les droites
AA’, BB sont des axes de symétrie de ellipse.

On peut prendre OB moindre ou plus grand que OC.

On distingue les deux axes de l'ellipse par les dénomi-
nations de grand axe et de petit axe.

33%. Construction de Uellipse. — Pour construire par points
I'ellipse dont les longueurs des axes sont 2a et 2, on décrit

deux circonférences concentriques ayant pour rayons a et b

i (fig. 182). On tire un rayon on de la plus

: grande ; on abaisse ensuite une perpen-

/ diculaire np sur le diamétre ac, qu'on a

choisi pour I'un des axes, et parle point /

% de remcontre du rayon on avec la petite

e / circonférence, on méne une paralléle au

Fig. 182, diameétre ac. Celle-ci rencontre la per-
pendiculaire np en un point m qui appartient i l'ellipse.

On pourra déterminer de cette maniére un nombre de points

assez grand, pour obtenirla figure de I'ellipse en faisant passer

par ces points un trait continu.

THEOREME,

335. Toute section faite dansune surface cylindrique droite par
un plan non paralléle au plan de la di-
rectrice circulaive ni awr génératrices rec-
tilignes est une ellipse (fig. 183).

Soient ACBD la section, O le point
de rencontre du plan sécant et de I'axe.
Menons par ce point un plan paralléle &
celui de la généraltrice eirculaire ; soient
AEB la circonférence correspondante,
le diametre AB I'intersection des deux
plans, et CD la ligne de plus grande
pente dn plan ACB par rapport au plan AEB, menée par le:
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point 0. VV' et UU" étant les génératrices du cylindre qui
passent par C et D, le point E on la génératrice VV' rencon-
tre le plan AEB est le pied de la perpendiculaire abaissée
de C sur ce plan, Tirons la ligne de plus grande pente, MP,
qui passe par un point M de la section. La perpendiculaire MN
abaissée du point M sur le plan AEB se confond avec la gé-
nératrice du eylindre qui passe par ce point ; et les triangles
MPN, COE étant semblables, on a :

MP _ O
PN = OE’

Or, si 'on fait tourner la section ACBD autour du diamétre
AB, pour la rabattre sur le plan AEB, OC se rabattra sur OE et
PM sur PN. Les différents points de la section se trouveront
tous placés, chacun sur une méme perpendiculaire au diame-
tre AB qu’un point de la circonférence AEB ; et le rapport des
distances au diametre AB des deux points correspondants sera
'égal aurapport g—g D’ou I'on conclut que la courbe ACBD est
‘une ellipse dont les axes sont CD et AB.

336. ScoLie. — On doit remarquer que le petit axe de I'el-

lipse, quelle que soit la direction du plan sécant, sera toujours
-égal au diametre de la surface eylindrique.

337. CoroLtAIRE. Toute surfuce cylindrique droite et tronquée a
pour bases une circonférence et une ellipse.

338. ScoLie. — La section faite dans une surface cylindrique
oblique par un plan, non paralléle i la directrice circulaire ni
aux génératrices rectilignes, peut @&tre une circonférence,
comme on le verra plus loin.

PROBLEME.

339. Dessiner une surface cylindrique droite et tronguée dont
“on connait le rayon, la plus grande et la plus pefite généra-
~trice rectiligne (fig. 184).
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Supposons la base circulaire de la surface située dans le
-plan horizontal et prenons pour plan vertical un plan paral-
lele ‘au plan de symétrie qui passe par la plus petite et la plus
grande génératrice reetiligne.

Soient donc « la base circulaire, XY la ligne de terre. Les ex-
trémités du diametre be parallele & XY sont les traces horizon-
tales de la plus petite et de la plus grande génératrice recti-
ligne. Les pieds ¥, ¢ des perpendiculaires abaissées de ces
points sur XY sont les projections ver-
ticales de ces mémes points et les per-
pendiculaires 4 la ligne de terre 44",
c'e”, égales respectivement & la plus pe-
tite et i la plus grande génératrice rec-
tiligne, sont les projections verticales de
celles-ci. La droite 4”¢” est la projection
verticale de la base supérieure, puis-
qu’elle est dans un plan perpendiculaire
au plan vertical ; la projection horizon-
tale est la circonférence a. L’axe du cylindre a pour projec-
tion horizontale le poinla et pour projection verticale la per-
-pendiculaire a'a” & XY, menée par le pied a"de la perpendicu-
laire abaissée de a sur XY.

Les projections horizontales des différents points de la sur-
face appartiennenti la circonférence a ; et les projections ver-
ticales se trouvent placées, soit surles droites 40", ¢, i'c",

"o

soit dans l'intérieur du trapeze 66" ¢"¢.

Fig. 184

PROBLEME,

340. Tracer le développement d'une surface cylindrique droite
et tronquée, dont on connait le rayon, la plus grande et la plus
petite génératrice droite. ‘

Nous tracerons d’abord 1'épure de la question précédente
(fig. 184), et nous supposerons que la surface eylindrique tron-
quée ait 6té ouverte suivant la plus grande génératrice (¢, ¢e”).
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dont les arcs ont la méme longueur que les ares cOTTes
dants de la courbe primitive ; car, cette derniére pouvant étre
considérée comme un polygone dont les cotés sont infiniment
petits, ceux-ci conservent leur longueur dans le développe-
ment.

Le développement de la surface cylindrique droite et tron-
quée {fig. 185) est une figure de quatre cotés dont trois sont des
droites ; savoir : la circonférence rectifiée de la base circulaire
de la surface, et deux droites perpendiculaires & celles-ci, et
égales A la plus grande génératrice rectiligne de la surface tron-
quée. Le quatrieme coté est la transformée de Vellipse.

Pour construire ce développement, que nous regarderons
comme placé surle plan tangent suivant la génératrice (¢, ¢'e”),
nous supposerons que ce plan tangent ait tourné autour de la
génératrice de contact (¢, ¢'¢”), pour se placer parallélement

Lt b
bk
- X i 1L i | TR Y
PEmes |
11 | I.\._l
L
I"\l { !'-:ll

|Fig. 185,

au plan vertical. Dans cette position, le développement se pro-
jettera sur le plan vertical, suivant une figure égale, et c’est
cette projection verticale que nous construirons.

Divisons la circonférence a en 12 parties égales, & partir du
point ¢. Des points de division, abaissons des perpendiculaires
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[

sur la ligne ile terre, prolongeons-les-jusqu’a la droite 4"¢”, et
reportons sur cette derniére droite les indications des divisions.
Aprés avoir porté sur la ligne de terre, a partir du point ¢, la
longueur ¢D de la eirconférence a, on partage cette longueur
en 12 parties égales, qu'on numérote de 1 4 6 dans les deux
sens, de sorte que les divisions deladroite ¢'D portent les mémes
indications que les divisions correspondantes de la circonférence
a et de la droite 4"¢”. Les perpendiculaires élevées sur ¢D par
les points D, 1, 2, 3, 4, 5, 6 représentent les posilions que
prennent, sur le développement, les génératrices qui passent
par les points de la circonférence a portant respectivement les
mémes indications; et les longueurs de ces génératrices sont
celles des perpendiculaires abaissées sur XY des points de
H'¢” portant les mémes indications. Il résulte de 1a, que, si I'on
tire, par le point 3 par exemple de la droite 4°¢", une paralléle
a la ligne de terre, elle rencontrera les perpendiculaires éle-
vées aux points 3 sur celle-ci, en des points de la transfor-
mée, qui sont les points correspondants de Pellipse placés
sur les deux génératrices passant par les points 3 de la circon-
férence a4, On méne donc par les points ¢”, 1, 2, 3, 4, 5, 6 de
b”"¢" des paralléles a l1a ligne de terre, et les points de rencontre
de celles-ci avec les perpendiculaires & la ligne de terre qui
portent les mémes numéros sont aulant de points de la trans-
formée. On pourra par conséquent diviser la circonférence en
un nombre de parties égales, assez grand. pour parvenir i
tracer la transformée, en unissant les points correspondants
de celle-ci par un trait continu. On obtient alors la courbe
¢"HC tracée (fig. 185).

APPLICATIONS.

341, a. Voites en berceaw. — Lorsqu’un tailleur de pierre doit con-
struire une vofle en berceau, terminée d'un cOté par un plan non
parallele & la directrice circulaire, il frace une épure semblable a
celle du n° 340, afin de connaitre les dimensions des panncauz ou
patrons nécessaires & l'application du (rait sur la pierre.
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b. Ajustement de deux tuyauxr de poéle formant un coude d'un angle
donné (dont les axes fassent un angle donné). — Pour former avec
deux luyaux de pocéleun coude, dont I'angle soit de 120° par exem-
ple, il faut, pour tracer le patron de l'un des tuyaux, conslruire
dans sa vraie grandeur (fig. 185) la projection horizonftale a de la
surface cylindrique tronquée de 1'un des tuyaux ; la projection ver-
ticale de la troncature représentée par la droite b"¢" qui fasse avec
la généralrice droite ¢'c” un angle de 60°, exécuter ensuite le dé-
veloppement et le découper suivant le conlour ¢"HCD¢. Deux
fenilles de tole découpées sur ce pairon el ployées ensuife en cy-
lindres pourronl s'ajuster par les froncatures et former le coude
complef. :

¢. Lorsqu'un tuyau de poéle doit traverser obliquement une sur-
face plane, l'ouverture faite dans la surface plane n’est pas circu-
laire, mais elle a la figure de cetfe courbe que nous avons appelée
ellipse. 11 suffit alors, connaissant 1'angle que la généralrice recti-
ligne fait avec la surface plane, de découper une feuille de tole sur
le patron, dont la construction a été indiquée dans la queslion
précidente et de ployer ensuile la feuille de tole en cylindre. On
appliquera la section elliptique sur la surface plane, pour dessiner
son conlour sur celle-ci. Le contour sera celui du trou qu'on doit
pratiquer pour que le tuyau le remplisse exactement.

THEOREME.

342. Deux surfaces cylindriques droites qui ont leurs axes pa-
ralléles ne peuvent se couper que selon dewx génératrices droites.
Sil'on coupe les deux surfaces par un plan perpendiculaire
aux axes, les sections seront respectivement égales aux direc-
trices circulaires de ces surfaces. 11 pourra arriver que ces
deux sections se coupent, ou se touchent, ou n’aient aucun
point commun :
1° Siles deux sections se coupent, comme elles sont respec-
tivement égales aux deux génératrices circulaires, elles n'ont
que deux points communs ; et les surfaces n’ont pas d’autres
- points communs que ceux qui appartiennent aux deux géné-
- ratrices reclilignes communes, passant par les points d’in-
~tersection des deux sections. Car tout point commun aux
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deux surfaces est situé sur une généralrice commune, qui
par conséquent doit passer par I'un ou l'autre des points d’in-
tersection des deux circonférences.

2° Si les deux sections sont tangentes, les deux surfaces
n'ont pas d'autres points communs que ceux qui appartien-
nent & la génératrice commune passant par le point de contact
des deux circonférences. On dit alors que les surfaces cylin-
driques sont tangentes selon eette génératrice commune.

3° Siles deux sections n’ont aucun point commun, les sur-
faces n’ont-aussi aucun point commun.

THEOREME.

343. Lorsque deux surfaces cylindriques droites et de rayons
dgaux  s'arrétent mutuellement , Uintersection est une  ellipse
(fig. 186).

La question suppose essentiellement que les deux axes des
deux surfaces se rencontrent. Soient OX et OY les deux axes
et O leur point de rencontre. Menons par le point O une per-
pendiculaire AB au plan des deux axes, et soit M un point
commun aux deux surfaces, ¢’est-A-dire le point d’intersection
d'une génératrice de I'une et d'une génératrice de 'autre sur-

¥ ' face ; MP et MQ, les perpendiculai-

res abaissées du point M surles plans

»  XAB et YAB. Le plan des droites

- MP, M0, quirencontre AB au point I,

est perpendiculaire 4" AB' et, par

. % suite, parallele au plan XOY. Tirons

A << la droite PR parallele & AB et la

Bt droite (S parallele aussi ‘a AB, et

joignons le point M aux points R et 8. Les droites MR et MS

sont respectivement perpendiculaires & OX et OY, ef sont par

- conséquent les rayons des deux cylindres. Les triangles rec-

- tangles MPR, MOS sont donc égaux comme ayant les hypoté-

nuses MR et MS égales, et les cotés PR et Q8 égaux, puisque
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chacun d’eux est égal & OI. Done MP = M() et, par suite, tont
point, tel que M, commun aux deux surfaces appartient au
plan bissecteur du diédre des plans XAB, YAB déterminés par
la droite AB et chacun des deux axes. Le lien des points
communs aux deux surfaces est donc la section faite dans
chacune d’elles par ce plan bissecteur, ¢’est-i-dire une ellipse.
- 344, ConorrAmre. — On reconnait done que deux surfaces
eylindriques droites, de méme rayon et tronquées par des
plans également inclinés sur les axes, réunies par leurs tron-
catures, représentent deux surfaces eylindriques droites qui
starrétent mutuellement. '

THEOREME.

345, Lorsque de dewr surfaces cylindriques draites et de méme
rayon, Uune est arrétée par Uautre, Uintersection se compose de
deux demi-ellipses terminées aua mémes points (fig. 187).

Nous supposons que les axes des deux surfaces se ren-
contrent et soient perpendiculaires entre eux.

Erure. — Prenons pour plan horizontal de projection un

Fig. 187,

plan perpendiculaire & 'axe de la surface qui est arrétée et
pour ligne de terre une paralléle & I'axe de 'autre surface *.

* Lorsqu’on prenl les projeclions d'une figure sur deux plans rectangulaires
dont ancun n’est horizontal, on conserve quelquefois les dénominations de
plan horizontal et de plan vertical, pour les distinguer I'un de l'autre.
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La circonlérence o est la trace et en méme temps la projec-
tion horizontale de la surface verticale. Le point o et la droite
o'0” sont les projections horizontale et verticale de l'axe de
celte surface.

Les droites ab, a'b’ sont les projections horizontale et verti-
cale de I'axe horizontal. Les paralleles & ab menées & une dis-
tance de celle-ci égale au rayon sont les limites de la projec-
tion horizontale de la seconde surface et les paralltles & a'h
menées & une distance de celle-ci égale au rayon, les limiles
de la projection verticale.

La portion de la surface horizontale dont I'axe est ao, ao”
arréte & moitié la surface verticale, et la section résultante est
une demi-ellipse terminée & 'horizontale, menée par le point
d’intersection des axes perpendiculairement au plan des deux
axes (343). L autre portion de lasurface horizontale arréte aussi
A moilié la surface verticale, et la section résultante est une
demi-ellipse terminée & la méme horizontale (343).

Les deux demi-ellipses sont égales, lorsque les axes des sur-
faces sont perpendiculaires entre eux ; elles sont inégales dans
le cas contraire.

THEOREME.

346. Lorsque deux surfaces cylindriques droites et de méme

{nm
" m "
1
'’ 0/ 1 z'
i
EJl i
1 =~
X v ot T
1
- 4
o S T 3

Fig. 188. Fig. 189.

rayon, se dépassent réciproquement, U'intersection se compose de
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dewz ellipses entiéres qui se divisent mutuellement en deux moitics
(fig. 188, 189).

Nous supposons que les axes d »s deux surfaces se rencontrent
¢t soient perpendiculaires I'un & l'autre. L’intersection de la
portion B (de la surface BB') et de la surface AA' se compose
(fig. 188) des deux demi-ellipses, OC, OC’ terminées a la droite
menée par le point d'infersection des axes perpendiculaire-
ment au plan des deux axes. L'intersection de la portion B’ (de
la surface BB') et de la surface AA’ se compose des deux demi-
ellipses OD, OD’ terminées & la méme droite, menée par le
point d'intersection des axes perpendiculairement au plan des
deux axes ; et par conséquent aux mémes points que les pre-
miéres. On voit en outre que les quatre demi-ellipses ne for-
ment que deux plans différents et méme deux ellipses entieres.
Car les demi-troncatures OG, OD’ sont également inclinées
sur chacun des axes. Il en est de méme des demi-troncatures
oc’, OD.

Pour construire I'épure, noussupposerons l'un des axes ver-
tical et I'autre parallele & la ligne de terre.

Les projections horizontale et verticale des deux ellipses sont
d'une part la circonférence o et la droite m"n" ; d’autre part
la circonférence o et la droite n"m"” (fig. 189).

APPLICATIONS.

347. PENETRAT ONs DES SURFACES CYLINDRIQUES. — a. Lorsque deux
galeries (vodtes) en berceau, égales, se traversent réciproquement,
elles offrent I'exemple (146) o Vinter-
seclion se compose de deux courbes
planes ; et comme chaque galerie est une
demi-surface cylindrique droite, l'inter-
section se compose de deux demi-ellipses.

Celte disposilion se renconire dans les
volites en arétiers el dans les voilles en Fig. 190.
are de cloitre,

Dans les premitres (fig. 188) on a d pratiquer la jonction de deux
berceaux lorsque deux galeries se fraversenl. Les intersections ou
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ardtes de la voile sont deux demi-ellipses croisées. On emploie les
voiltes en are de cloitre pour couvrir une salle rectangulaire (fig.
190). Les projections horizontales représenltées sur la figure monirent
qu’ici la disposition des surfaces cylindriques est inverse de celle
qui forme les voites en arétiers. Mais ce changement de position
n'influe pas sur la nature de l'intersection, qui se compose ici de
-deux demi-ellipses croisées.

b. Tuyaux disposés en T. — Les tuyaux disposés en T, comme dans
cerfains systémes de pocles el dans les embranchements des con-
duites d’eau, sont des surfaces cylindriques droites de méme rayon
dont l'une arréte l'aulre (345).

c. Les robinels cylindriques que 1'on place d’équerre sur des con-
duites de méme forme sy ajustent suivant des courbes fermées et
& double courbure. (On désigne sous ce nom une courbe dont tous les
points ne sont pas situés dans un méme plan.)

d. On est conduit & donner la méme forme (d’une courbe & double
courbure) aux frous pratiqués dans les instruments & vent cylin-
driques, pour le doiglé.

THEOREME,

348. Tracer le développement d'une surface cylindrique droite
arrétée par une autre de méme rayon, et dont Uaze est perpendi-
culaive a celut de la premiere (fig. 191, 192).

Reprenons Uépure (fig. 187). Supposons la surface cylin-
drique verticale tronquée ouverte suivant sa plus grande géné-

I

!

B U s . !
:“, | i i__ {108 1 L

KoY C T )

Fig, 192,

ratrice (0, 0'0”). Supposons le plan tangent i celte surface,

selon cette génératrice, placé parallelement au plan vertical, la

circonférence O rectifée et placée parallélement & la ligne:
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de terre de G en D, Divisons la circonférence O en 12 parties
égales et appliquons la construction (340). On trouvera pour
le développement la figure 192.

PROBLEME.,

349. Tracer le développement d'une surface eylindrique droite
qui en croise a angle drovt une autre de méme rayon (fig. 193,194).
Reprenons I'épure (fig. 189) et supposons la surface verli-
cale coupée par un plan horizontal menée  la distance .

k T ——— i
|

— T ==
0 W | |
X Tl T 1 ———————————————
o T (TR §
. .r""‘.
Fig. 192. Fig. 194.

Nous aurons & construire les développements de deux surfaces
cylindriques verticales arrétées par la surface cylindrique hori-
zontale (ab, a'0), 'une ayant pour base la circonférence dont
le centre est (0, 0) et lautre la circonférence dont le centre
est (0, 0"). On construira (fig. 19%) chacun des développements
par la méthode indiquée (348).

DEFINITIONS.

330. Surfaces cylindriques tangcntes.— a. Deuxsurfaces cylin-
driques droites peuvent avoir un seul point commun. On dit
alors que les deux surfaces sont fangentes.

b. Deux surfaces eylindriques droites peuvent avoir une gé-
nératrice rectiligne commune et une seule. On dit alors
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qu’elles sont fangentes selon cette génératrice. Les génératrices
rectilignes des deux surfaces sont donc paralléles et les géné-
ratrices circulaires d'un méme plan sont tangentes; car, s'il en
était autrement, les deux surfaces auraient deux génératrices
rectilignes communes. 1l résulte de 1a que le plan tangent &
I'une des surfaces suivantla génératrice rectiligne commune,
est tangent & 'autre surface, puisqu’il est déterminé par la tan-
gente commune aux deux génératrices circulaires et la géné-
ratrice rectiligne commune.

Dans ce dernier cas de contact de deux surfaces cylindri-
ques droites, la distance des deux axes, qui sont paralléles,
est égale a la somme ou & la différence des rayons.

APPLICATIONS.

351. a. Lorsque deux cylindres sont tangents extéricurement se-
lon une méme génératrice, ces deux eylindres ne cessent pas d’étre
tangents selon une droite de position constanle, si on les fail tour-
ner respectivement aufour de leurs axes; et ces deux cylindres ne
cessent pas d’avoir le méme plan tangent commun pendant le mou-
vement. L'un des cylindres peul donc faire tourner l'autre, sile
frottement esl assez grand pour que le mouvement se communique,
('est ainsi que, dans cerlaines machines, on emploie des roues cy-
lindriques & axes paralléles, qui se conduisent mutuellement par
le simple contact extérieur.

b. On a des exemples du contact intérieur de deux surfaces cylin-
driques dans les fvurdlons des arbres tournants des machines et les
crapaudines qui les supportent.

¢. Laminoirs. — On réduit les mélaux en lames 4 'aide d’un instru--
ment qui se compose de deux cylindres droifs d'acier ou de fonte
defer A, A (fig. 195), dont les axes sont paralléles et dont les surfaces
unies et polies doivent étre extrémement dures. Les cylindres sont
placés 4 une distance fixe I'un de I'autre et marchent en sens oppo-
sés, On donne a cet instrument le nom de lwminvir, On coule da-
bord en plaque le métal qu'il s’agit de laminer el on l'amincit en-
suite & 1'une de ses extrémités pour l'engager enfre les deux
cylindres qui I'enlrainent dans leur marche. On peut diminuer suc-
cessivement I'épaisseur de la lame, en diminuant & chaque passage,
4 l'aide des vis B, B, la distance qui sépare les cylindres.
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On obtient, par ce moyen, ces feuilles de zinc et de plomb, dont
l'usage est si mulliplié ; les feuilles de cuivre qui servent au dou-
blage des vaisseaux, la t0le laminée, efc.

Fig, 105,

d. L'impression en taille-douce se fait au laminoir. La planche
en cuivre qui est gravée et la feuille de papier qui doit recevoir
I'empreinte du dessin passent ensemble entre les deux cylindres.

352, Surfaces cylindriques équidistantes. — Lorsque deux surfaces
eylindriques droifes ont le méme axe, sans avoir la méme directrice
circulaire, tout plan, mené perpendiculairement & l'axe, déter-
mine dans les surfaces deux sections égales respectivement aux
deux direcirices circulaires, et qui ont pour centre commun le
point de rencontre du plan et de l'axe. La distance de ces deux
circonférences concentriques est égale & la différence des rayons.
(est pour cette raison qu’on dit que les surfaces sont équidistantes.

Dewa surfaces eylindriques droites équidistantes peuvent done tourner
et glisser sur leurs axes, sans que leur distance augmente ou diminue.

APPLICATIONS.

353 a. Un cylindre droit plein peut donc se mouvoir dans un
cylindre droit creux de méme rayon. On peut expliquer de cetle
maniére le jen du piston dans un corps de pompe, des lunettes de
longue vue, des lorgneltes d’opéra, des étuis ronds, etc.

b, Le chapelier donne la forme d un chapeau en appliquant le
feutre sur un cylindre droit.

c. Lorsqu’on établit de longues lignes de tuyaux de conduite soit
pour les eaux, soit pour le gaz, on relie deux tuyaux successifs par
un manchon cylindrique qui regoit les extrémités des deux tuyaux.

II. — Rocuer. 11
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§ 2. — De I’hélice.

354, Considérons la surface cylindrique droile dont I'axe est AA’
(fig. 196), et supposons-la terminée par les deux plans BC et DE
perpendiculaires & I'axe. Menons par les poinis B et D, extrémilés
d'une aréte quelconque BD, les lignes BP et DQ perpendiculaires
au plan formé par I'aréte BD et I'axe AA’; prenons sur ces lignes
des longueurs BP et DQ égalesd la circonférence de base du cy-
lindre ; enfin joignons PQ et BQ. 1l est évident que les lignes BP et
DQ sont tangentes aux circonférences BC et DE, et que le plan du
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Fig. 196.

rectangle BDQP n’a d’autres points communs avec la surface du cy-
lindre que ceux de 'aréte BD. Cela posé, si 'on enroule le rectan-
gle BDOP sur le cylindre, le coté PQ viendra se placer sur BD, et la
droite BQ, hypolénuse du friangle rectangle BPQ, formera sur le
cylindre une portion de courbe BHD terminée sur 'aréte BD aux
deux points B et D. Cette courbe se nomme Hélice,

Mais I'hélice n'est pas une courbe ferminée brusquement; au
contraire, elle s'étend indéfiniment dans les deux sens comme la
surface cylindrique & laquelle elle appartient, et tous ses points
peuvent s'obtenir par le méme moyen que ceux de la portion limi-
tée que nous venons de considérer. Prolongeons la portion de la
surface cylindrique BCED d'une quanlité égale DEGF ; par le point
F, extrémilé de I'aréte BD prolongée, menons FR paralléle & BP,
et par le point R ou celte ligne rencontre BQ prolongée, abasissons
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RT perpendiculaire sur BP’. A cause de BD = DF et du parallélisme

* des droites DQ et FR, la ligne FR ou BT est double de DQ ; d’ou il

suit que, si 'on enroule le plan du reclangle BFRT sur le cylindre,
la droite TR viendra s'appliquer sur BI' aprés qu'on aura fail deux
fois 1e tour du cylindre ; en outre, il est clair qu'aprés avoir achevé
un tour entier la ligne QR formera sur le cylindre une portion de
courbe terminée en D et F sur I'aréte DF et qui sera identique avec
la portion de courbe déja formée par BQ. Et, sans qu'il soit néces-
saire de plus d’explications, on voit que, si la surface cylindrique
est censée prolongée indéfiniment au-dessus de BF el que l'on en-
roule indéfiniment le plan #BV sur la surface cylindrique, la droile
indéfinie Bz formera sur la surface une courbe composée d'une
infinilé de parties égales entre elles et toutes lerminées sur l'a-
réte VV'. Ces différentes parties de I'hélice se nomment spires, et
la distance des plans perpendiculaires 4 I'axe, menés par les extré-
mités d'une spire, est dile le pas de 'hélice.

Enfin, comme on peut aussi concevoir la surface cylindrique
indéfiniment prolongée au-dessous du plan BC, on voit que si l'on
enroule sur celle surface 'antre portion du plan des lignes VV' et
Bz, c¢’est-d-dire la portion V'Bz', la droite indéfinie Bz' formera aussi
sur le cylindre une infinité de spires.

On peul dire, d'aprés cela, que :

Les hélices sont les courbes dans lesquelles se transforment les lignes
droites tracées sur un plan, quand on enroule ce plan sur un eylindre droit.

11 faut remarquer que la circonférence peut élre regardée
comme une hélice dont le pas est nul.

Une méme ligne droite engendre ainsi toules les spires d'une
hiélice, mais il est quelquefois plus commode de considérer 1'hélice
comme engendrée, au moyen d’une série de droites paralléles égales
et équidistantes. Effectivement, si 'on prolonge PQ jusqu’d sa ren-
contre en S avec FR, el que l'on tire DS, il est clair que DS sera
égale et paralléle & BQ etd QR, et que, quand on enroulera le plan
de ces lignes sur le cylindre, les droites DS et QR formeront la
méme spire sur la surface ; savoir, DS aprés le premier tour, QR
aprés le deuxiéme tour. Ce raisonnement s'applique & toutes les
spires.

1l résulle de 14 que :

L’hélice peut étve oblenue en enroulant sur un cylindre droit un rec-
tangle indéfini dont la largeur serait égale a la civconférence de base du
cylindre et sur lequel serait tracée une série de droiles paralléles el
equidistantes.

353, Considérons le point B comme l'origine de I'hélice, ou BHD
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comme la premidre spire (fig. 196), en sorte que la deuxiéme spire
soit celle qui est comprise entre les plans DE et FG, et ainsi de suite;
je dis que la distance MN d’un point de la premiére spire au plan de
la base BC est proportionnelle i I'are de circonférence BN, En effet,
prenons sur BP une longueur Bn égale d I'arc BN reclifié, et éle-
vons mn perpendiculaire & BP ; il est clair que mn = MN, car, en
enroulant le plan BPQ sur le cylindre, le point m resle toujours i
la méme dislance du plan de la base BC. Cela posé, les triangles
semblables Bmn et BQP donnent :

min s o QP o] s MN 1 7100P)
Bn — BP’ arc BN — BP?

ce qui démontre la propriété énoncée. Si 'on désigne par & le pas
de I'hélice et par r le rayon du cylindre, l'égalité précédente
devient :

% “——-2—:;, d’ott MN = _Th;? X arc BN.

Celte égalité a lieu aussi pour la deuxiéme, la froisitme, etc., spire,
pourvu qu’on ajoule une, deux, efe., circonférences i l'arc BN.

356. 11 résulte de la définition de I'hélice que le plus court che-
min d’'un point & un autre sur une surface cylindrique droite est
I'are d'hélice qui unit ces deux points.

357. La vis est un cylindre droit, revétu d’un filet saillant engen-
dré par un triangle (fig. 197), ou un parallélogramme (fig. 198), ou

Fig. 107, Fig. 198,

une figure plane quelconque qui, s'appuyant par un de ses cotés
sur une généralrice rectiligne, lourne autour de I'axe du cylindre,
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de manitre qu'un point délerminé de ce c0lé parcoure une hélice
tracée sur la surface du cylindre et que le plan de la figure mobile
passe toujours par I'axe de celui-ci. Tous les points du filet de la
vis peuvent donc élre regardés comme appartenant d des hélices
décriles sur des cylindres de méme axe, mais de rayons différents.
Toutes ces hélices ont évidemment le méme pas, que I'on nomme
le pas de la vis.

358, A la vis est liée quelquefois une piece solide que I'on nomme
écrou. Concevons qu'une picce M (fig. 197, 198), de figure quelcon-
que, soit pénéfrée par le cylindre; le triangle ou le parallélo-
gramme, qui produit sur le cylindre le filet de la vis, produira dans
lintérieur de cette pitce un sillon ou creux parfaitement égal au
filet et que celui-ci remplira exac-
lement. C'est cetle seconde pitce,
qui peut étre regardée comme le
moule dela premiére,qu'on nomme
I'éerou de la vis.

Sil'une des deux pidces est fixe
et 'autre mobile, celle-ci ne peut,
par suite de la liaison qui existe
entre elles, que tourner autour de
I'axe du cylindre.

350. On donne le nom de vis
sans fin i une vis mobile aulour de - Fig. 190.
son axe ef dont le filet (fig. 199),
mene les dents successives d'une roue dentée a laquelle il se pré-
sente toujours d’'une manitre uniforme.

§ 3. — Cylindre. Mesure.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

360. On nomme surface latérale du cylindre (310) la portion
de surface cylindrique comprise entre les deux bases; cété
ou aréte du cylindre la portion de génératrice droite comprise
entre ces bases.

361. On peut regarder le cylindre droit comme engendré
par la révolution d’un rectangle ADEF autour d'un de ses c¢o-
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tés, EF supposé fixe (fig. 200). Dans ce mouvement, le coté
AD engendre la surface latérale et les cOtés AF, DE engen-
- drent les cercles égaux, bases du eylindre,
dont les rayons sont AF, DE.

Le coté fixe EF du rectangle est I'aze du
cylindre, et les différentes positions du coté
mobile AD, le eété ou I'aréte du cylindre.

362. Toute section faite dans le cylindre par
un plan perpendiculaire 4 ’axe est un cercle égal

- /;I". = "
¥~ aux deux bases. Soit L le point ot le plan per-

Fig. 200. pendiculaire rencontre la génératrice AD, et

LQ la perpendiculaire abaissée du point L sur l'axe. Pen-
dant la révolution du rectangle, la perpendiculaire L(Q en-
gendre un cercle égal aux deux bases et perpendiculaire &
I'axe, et ce cercle se confond avec la section faite par le plan
mené perpendiculairement a I'axe par le point L.

363. Toute section faite par un plan paralléle a I'axe est un
rectangle dont deux cOtés opposés sont égaux i l'axe, et sile
plan passe par l'axe, la section est un rectangle double du rec-
tangle générateur, comme on le voit immédiatement.

THEOREME.

364. L'aire de la surface latérale d'un cylindre droit est égale au
produit de la circonférence de sa base par sa hauteur (fig. 201).

Inserivons dans la base du cylindre un po-
lygone régulier ABCDEF; et construisons un
prisme droit ayant pour base ce polygone ré-
A ST gulier et pour hauteur celle du cylindre. Ce
" prisme, dont les arétes latérales sont contenues
dans la surface latérale du cylindre, est dit un
prisme régulier inserit au cylindre.

On définit Vaire de la surface latérale d'un
eylindre droit, la limite vers laquelle tend I'aire

de la surface latérale d'un prisme régulier inscrif, lorsqu’on
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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fait croitre indéfiniment le nombre des cotés de la base de
celui-ci. On a :

aire de la surf. latér. du prisme régulier inscrit = périmétre
de sa base >< sa hauteur ;

or, lorsqu’on fait croitre indéfiniment le nombre des cotés de
la base du prisme, la hauteur du prisme reste constamment
égale & celle du cylindre, et le périmétre de sa base a pour
limite la circonférence de base du cylindre ; comme

limite de Uaire de la surf. latér. du prisme régulier inserit = li-
mile du périmétre de sa base X< sa hauteur,

on en déduil :

aire de la surf. latér..du eylindre = circonf. de sa base X sa
hauteur.

Nous avons vu (324) que la surface latérale d’un cylindre
droit est développable, et que le développement de cette sur-
face est un rectangle dont la hauteur est celle du cylindre, et
la base la circonférence rectifiée de la base du eylindre. On
trouve donc encore, par cette considération, I'expression de
Paire de la surface latérale d'un cylindre droit.

365. CoroLLATRE I. — Soient /£ la hauteur et » le rayon de
base du eylindre. L’aire de la surface latérale est exprimée
par 2zrh; et celle de la surface totale, c’est-d-dire de la sur-
face latérale augmentée de la somme des deux bases, par
2arh -+ 2nr2 ou 2 (r 4 4).

366. CoroLLAIRE II. — On dit que deux cylindres sont sem-
blables lorsque les hauteurs de ces cylindres sont proportion-
nelles & leurs rayons.

Soient » et / le rayon et la hauteur d’un cylindre, »" et A le
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rayon et la hauteur d'un second eylindre, semblable au pre-
mier. On a :

aive de la surf. latér. du premier _ 2wrh _ LR Y
aire de la surf. latér. du second ~ 2w/N — ¥R~ 2 K2

: r h
puisque — = .

Le rapport des aires des surfaces totales étant égal
e (r 4 £) : o o 30 0elMliten: b il »
W) est aussi égal a o et & 7 S I'on suppose i
o h
s i

Donc le rapport des aives des surfaces, soit latérales, soit to-
tales, de deux cylindres semblables, estéqal au rapport des carrés
des rayons et au rapport des carrés des hauteurs des eylindres.

THEOREME.

367. L'aire de a surface latérale d’un cylindre oblique est égale
au produit de la circonférence de la section droite par la longueur
de Uaréte ou génératrice du cylindre (fig. 202).

Soit un cylindre oblique ayant pour base le cercle O et pour

aréte AA'. Inscrivons dans la base O

X ///'\\ i .polsgmw r(?;_,ruli(n‘ ABCDEF et cons-

‘ truisons un prisme ayant pour base ce
polygone, pour arétes latérales des droites
paralleles et égales aux génératrices rec-
tilignes du cylindre; ce prisme aura aussi
la méme hauteur que le cylindre. On donne
dce prisme, dontlesarétes sontévidemment
contenues dans la surface latérale du ey-
Fiz. 202, lindre, le nom de prisme inscrit au cylindre.

On définit Vaive de la surface latérale d’un cylindre oblique,
la limite vers laquelle tend l'aire de la surface latérale du
prisme inscrit, dont la base est un polygone régulier, lorsqu’on

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1




CYLINDRE. MESURE. 169

fail eroitre indéfiniment le nombre des cOlés de la base de ce-
lui-ei. On a :

aire de la surface latérale du prisme inscrit = périmétre de la
section droite > Uaréte du prisme,

et lorsque 'on fait croitre indéfiniment le nombre des edtés
de la base du prisme, son aréte reste constamment égale a
celle du cylindre, et le périmétre de la section droite du prisme
a pour limite la courbe de la seclion droite du cylindre.
Or,

limite de Uaire de la surf. lat. du prisme inserit = limite du
périmetre de la section droite X< Uaréte du prisme ;
done

aire de la surf. latér. du cylindre oblique = courbe de la section
droite X< la génératrice rect.

368. CororLAtRE.— Sil'on désigne par /la longueur de la sec-
lion droite, para celle de I'aréte, I'aire sera exprimée par 2nla.

THEOREME.

369. Le volume dun cylindre droit est égal au produit de sa
base par sa hauteur (fig. 203).

On définit le volume du cylindre droit, la limite vers laquelle
tend le volume d'un prisme régulier inscrit,
lorsqu’on fait croitre indéfiniment le nombre
des cotés de la base de celui-ci.

Soient s 'aire de la base et £ la hauteur du

* prisme régulier inscrit, on a :

volume du prisme réqulier inserit =s X /.

Fig. 203.

Or, lorsqu’on fait croitre indéfiniment le nom-

bre des cotés de la base du prisme, la hauteur du prisme

reste constamment égale & celle du cylindre, et 'aire s de
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la base a pour limite celle du cercle qui est la base du cylin-
dre, et comme

lim, du volume du prisme régulier inscrit = lim. de s < h,
on en conclut :
volume du cylindre = base du cylindre X sa hauteur.

370. Cororratre I. — Soient % la hauteur et » le rayon de
base du cylindre, le volume du cylindre sera exprimé par
wr2h.

371. ConoLraire II. — Soient » et 4 le rayon et la hauteur
d’'un cylindre, " et A le rayon et la hauteur d’'un second
cylindre, semblable au premier; on a :

volume du premier cylindre  wr2h 73 A
volume du second cylindre — =2~ 3~ K3’

puisque A E
» .&'

Done le rapport des volumes de deux eylindres semblables est
égal au rapport des cubes des rayons et au rapport des cubes des
hauteurs des cylindres.

372. Exemreres : 1° Trowver la surface latérale du cylindre
droit dont le rayon est 24 metres et la hauteur T meétres?

Solution :

S=2x X 24 X T== X 336 = 1035,57.

1055™1,57, & moins d’'un décimetre carré.
2° Trouver le volume du méme cylindre.
Solution :

V== > 242 < 71 '=12666,901.

12666™,901, & moins d'un décimeétre cube.
3° On donne au vase en métal qui mesure un litre, la figure
d'un eylindre dont la hauteur est double du diamétre de base ;
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trowver les dimensions de ce cylindre, sachant que sa capacité re-
presente un décimétre cube,
Soit « la hauteur du cylindre, on aura :

:ll_ﬁ nxt = 0,001,
d'oil'on déduitz=0",172051 et le rayon de la base=0,043013.

4 Trouver le volume d'un manchon cylindrique, dont on con-
nait la hauteur et les rayons des bases.

On nomme manchon eylindrique, le corps formé par la diffé-
rence de deux cylindres droits de méme axe et de méme hau-
teur.

Désignons par £ la hauteur commune aux deux eylindres,
par R le plus grand rayon et par » 'autre rayon ; on trouve
pour le volume V du manchon eylindrique :

V=nxh(R2—22) ==h(R+} »)(R—7).
Soient £ = 3™,42 ; R =0~,87, » = 0™,54 ; on trouve :

A" 999, A moins d'un décimetre cube.

g 4. — Surfaces conigues.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

373. On nomme surface conique, la surface engendrée par
une droite mobile, assujettie & passer toujours par un point
fixe qu'on nomme le sommet de la surface, et & s’appuyer cons-
tamment sur une courbe donnée (1) qu'on nomme la directrice
de la surface.

Soient S le sommet, AA'la génératrice, et MNPla courbe di-
rectrice (fig, 204). La surface engendrée d’aprés cette loi s'é-

(1) Si la directrice est plane et que son plan passe par le sommet, la sur-
face engendrée est le plan de cette directrice.
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tend indéfiniment de part et d’autre dusommel, et ces deux
portions de la surface, qui se terminent au
sommet, ont recule nom de nappes de la sur-
face. On donne quelquefois au sommet le
nom de centre de la surface.
374. Devx manieres de produire une surface
a ®  conique. _
/ &= \ Nous ne considérerons que les surfaces co-
A niques. engendrées par une droite mobile
(qui s'appuie constamment sur une circon-

Fig. 20i.

férence donnée.

Si l'on coupe une de ces surfaces par des plans paral-
léles & la directrice circulaire, chacune: des sections est une
circonférence dont le centre est situé sur la
droite qui unit le centre de la directrice au
sommet, et le rapport des rayons est égal
au rapport des distances des centres au som-
met. En effet, soicﬁt S le sommet (fig. 205),
O le cenlre de la directrice circulaire et 0
le point de rencontre de la droite OS avec un
plan mené parallélement au plan de la direc-
trice. Joignons deux points quelconques A’
et B de la section au point O, et tirons les
génératrices qui passent aux points A’ et B'.
Joignons au point O les points de rencontre A
et B de ces génératrices avee la directrice. On a, par les trian-
gles semblables :

\
[}
Yooem
=
1
L

Fig. 205,

S0' _ OA' OB

SO OA OB’
comme OA = OB, il en résulte O'A’ = O'B". Done la section O
est une circonférence dont le centre est 0 et les distances des
centres 0" et O au sommet S sont proportionnelles aux rayons cor-
respondants.

On déduit de 1a un deuxieme mode de généralion de la sur-
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face conique. On voit effectivement que chacune des nappes de
la surface peut étre engendrée par une circonférence variable
de position et de grandeur dont le centre parcourt une droite
indéfinie & partic d’un point S de cette droite qui devient
le sommet (fig. 205), dont le plan reste constamment paralléle
A sa premiere position et dont le rayon croit & partir de zéro,
de telle sorte qu’on ait toujours pour une position quel-
conque :

0A
— = une constante donnée,
08
375. Surface conique droite, obligue. — On nomme surface

conique droite, celle dans laquelle la droite qui unit le sommet
au centre de la directrice est perpendiculaire au plan de celle-
¢i. On donne & cette droite le nom d’axe de la surface conique
droite.

On nomme surface conique oblique, celle dans laquelle le plan
dela génératrice circulaire n’est pas perpendiculaire a la droite
qui unit le centre de celle-ci au sommet. Cette derniére droite
ne porte pas le nom d’aze de la surface conique.

376. Nous appellerons surface conique compléte, la portion
d’une surface conique comprise entre le sommet et une section
parallele & la génératrice circulaire, et base de la surface, la
circonférence de cette section. Sa hauteur est la distance du
sommet au plan de la base.

377. Nous appellerons surface conique trongquée, la portion
d’'une surface conique comprise entre les sections faites par
deux plans I'un ou tous deux paralléles & celui de la génératrice
circulaire et situés du méme coté du sommet. Les bases de
la surface tronquée sont ces deux sections.

378. Cdone. — On nomme cdne, la portion de 'espace ou le
corps limité par une surface conique compléte, droite ou obli-
que, et par le cercle dont la circonférence est la base de la
surface. Ce cercle est la base du cone, et sa hauteur est égale &
la distance du sommet a la base.
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379. Trone de céne. — On nomme frone de edne, la portion de
'espace ou le corps limité par une surface conique tronquée
et les plans des deux sections. Les figures planes qui ont pour
limites ces sections sont les bases du trone de cone.

380. Si I'on fait tourner un triangle rectangle ABC (fig. 206)
autour d’un des cotés de'angle droit, BAC,'extrémité B del’au-
trecoté,AB, engendreune circonférence dont
le centre estle point A et ABle rayon ; or tout
pointM de 'hypoténuse BC engendre dans ce
mouvement une circonférence dont le rayon
estlaperpendiculaire abaissée de ce point sur
AC, etdontle centre est le pied P de celte per-
pendiculaire ; etl'on a: -%E = -g% . La sur-
face engendrée par 'hypoténuse est done
la surface conique droite et compléte dont
la directrice est la circonférence décrite
par extrémité B du coté AB et dont la génératrice rectiligne
est 'hypoténuse CB.

La surface conique droite peut donc étre engendrée par
I'hypoténuse d'un triangle rectangle, indéfiniment prolongée
de part et d’autre du sommet, lorsqu’on fait tourner ce trian-
gle autour d'un des e¢dtés de I'angle droit. De Ia vient le nom
de surface de révolution qu’on donne quelquefois A cette surface,
et celui d’aze de révolution donné i l'axe.

Fig. 206,

PROBLEME.

381. Dessiner une surface conique droite et compléte dont la
génératrice rectiligne et le rayon de base sont donnés.

Il résulte de la définition d’une surface conique droite et
compléte que les génératrices sont égales et font des angles
égaux avec l'axe.

Prenons (fig. 207) le plan de la base pour plan horizontal
de projection, et soit XY la ligne de terre. La projection hori-
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zontale de cette base sera la base elle-méme, etson centre S la
projection horizontale du sommet. Menons les tangentes aa’,
bl perpendiculaires a la ligne de terre. Les génératrices recti-
lignes dont les traces horizontales sont a et sont paralléles au
plan vertical; leurs projections horizontales sont donc paral-
leles & la ligne de terre et ces génératrices sont en outre pa-
ralleles et égales & leurs projections sur le
plan vertical. Pour déterminer la projection
verticale S’ du sommet, on décrira done, du
point @ ou du point &' comme centre et
avec un rayon égal i lalongueur de la gé-
nératrice donnée, un are qui coupera le
prolongement de la perpendiculaire abaissée
du centre S sur la ligne de terre, au point
S' qui est la projection verticale du som- " 0

met. S'a’, S'0' sont les projections verticales des génératrices
parallelesau plan vertical; Sa, Si sont leurs projections horizon-
tales. Les projections horizontales des différents points de la
surface sont évidemment placées sur la circonférence S ou a
I'intérieur de cette circonférence. Lesprojections verticales de
ces points sont situées sur les cotés du triangle 'S’y ou d I'in-
térieur. '

Connaissant la projection horizontale ou verticale d'un
point de la surface, on pourra déterminer I'autre projection au
moyen de I’épure, si I'on donne en outre sa distance au plan
horizontal dans le premier cas, au plan vertical dans le second.

. PROBLEME.

382. Dessiner une surface conique oblique et compléte, dont on
connait le rayon de base, ainsi que la longueur et la pente de la
plus courte des génératrices droites (fig. 208).

Prenons pour plan horizontal de projection le plan de la
base O; celle-ci sera & elle-méme sa projection horizontale; et
soit XY la ligne de lerre. Prenons ensuite pour plan vertical
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de projection, un plan vertical parallele & la plus courte géné-
ratrice et i la droite qui jointle sommet au centre de la base.
Les projections horizontales de ces droites seront paralléles &
la ligne de terre, et leurs projections verticales leur seront
paralleles et égales respectivement. Menons le diamétre ab
o Dparallele A laligne de terre; c’est
//d'i sur ce diametre prolongé que sera
¢ placée la projection horizontale du
sommet ; par les extrémités de ce
diamétre, menons les tangentes aa’,
bb' ; elles sont perpendiculairesi la
ligne de terre. Les points @ et b sont
Eug: 205 les traces des deux génératrices pa-
ralleles au plan vertical. Supposons que 4 soit la trace hori-
zonlale de la plus courte génératrice, la droite &'S', qui fait
avec XY l'angle S'/Y égal & la pente de cette génératrice,
(I'angle avec le plan horizontal), est la projection verticale de
cette génératrice, el en prenant /'S’ égale & la longueur de
celle-ci, 'extrémité S" est la projection verticale du sommet.
Le point de rencontre S de la perpendiculaire abaissée du
point §' sur la ligne de terre avec le prolongement du dia-
metre ab est la projection horizontale du sommet ; Sb est la
projection horizontale de cette génératrice ; aS, a'S" sont les
projections dela seconde génératrice parallele au plan vertical,
et oS, o'S' les projections de la droite qui unit le sommet au
centre de la base.

Connaissant la projection horizontale , ou verticale d'un
point de la surface, on pourra au moyen de I'épure (208) dé-
terminer 'autre projection, sil’on donne sa distance au plan
horizontal dans le premier cas, au plan vertical dans 'autre cas.

ATPPLICATIONS.

383, a. Voiles coniques appelées trompes. — On place sur des cinlres
inégaux, et dont les cenlres soient en ligne droite, des madriers trian-
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gulaires isoctles. Ces madriers se touchent deux d deux par des
¢Otés qui vont concourir au méme point. On recouvre ensuile ces
madriers de moellons qui forment une surface composée de facettes
planes et étroites et frés-peu différenle d'une surface conique.
('est & la volte construite de celte mani¢re qu'on donne le nom de
trompe.

b. Formes dans lesquelles le sirop cristallise et se convertit en pain de
suere.— On forme par un moulage semblable A celui qui a été indi-
qué (318) des cones creux dans lesquels on peut couler une matiére
qui se prend en cone. C'est en coulant dans des moules coniques
le sirop pour le faire cristalliser, que le sucre prend la forme de
cOne entier que nous lui voyons.

c. Le polier de terre, pour confectionner des cOnes creux, ajusie
un cOne plein sur un four de maniére que les axes du cone et du
tour se confondent en un seal. 11 entoure le cone de la terre grasse
dont il fabrique ses vases, et tandis que le tour est en mouvement,
il tient une régle fixe paralltlement a la génératrice droite; cette
régle enléve successivement une portion de la ferre et donne la
forme conique & la surface extérieure de celle qui reste, de sorle
que le vase acquiert partoutl la méme épaisseur.

d. Roues de voiture. — Les rais des roues d'une voiture sonf dirigés
suivant les génératrices d'une surface conique droite qui a pour
base la circonférence que forment les jantes et pour sommetl un
point de 'axe du moyeu. On nomme écuanteur la longueur de 'axe
de cette surface conique.

Celte disposition a pour objet d’empécher que la jante qui porte
sur le sol ne soit rejetée par les cahots vers le milieu de la voiture,
ou au dehors. Si les rais élaient perpendiculaires & 'axe du moyeu,
les cahots les feraient osciller d'un colé et de 'autre d'un plan ver-
tical perpendiculaire & 'axe de I'essieu, et finiraient par détruire
la solidité de I'assemblage de ces rais dans les janles et dans le
moyeu.

THEOREME.

384. Le plan mené par une tangente a la directrice circulaire ou
i une section parallele, et par la génératrice qui passe au point de
contact, n'a pas d'autres points communs avee la surface conique
(droite ou oblique) que ceux de cette génératrice (fig. 209).

Soient O la directrice circulaire on une section paralléle a
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celle-ci, et AA’la génératrice rectiligne d'une surface conique
donnée. Le plan mené par la tangente TT et la génératrice

5 rectiligne CC' qui passe au point de con-
\y—‘\- tact M, ne contient pas d’autres points de

5 la surface conique que ceux de la généra-
trice C()'; car toute droite menée du som-
met S & un point du plan non situé sur CC¢'

rencontre le plan de la circonférence en un

o point de la tangente autre que M, et par

7*&' / ?_5 conséquent, se trouve située hors de la sur-
face conique.

385. Scouie I. — On donne au plan déter-
miné par une tangente 2 la directrice et la génératrice qui
passe au point de contact, le nom de plan tan-
gent @ la surface conique.

386. Scorie II. —La tangente aupoinl A (fig.
210) de la directrice de la surface conique S
(droite ouoblique),pouvant étre regardée comme
une droite qui unit deux points de la courbe in-
finiment voisins A et A’, ou qui a un élément
recliligne commun avec elle, le plan tangent
mené par cette tangente et la génératrice rec-
tiligne SA a un élément plan commun avec la
surface, savoir : la portion de plan comprise entre les deux
génératrices infiniment voisines AS el A'S.

Fig. 209.

APPLICATION.

387. Lorsqu’une surface conique droite et compléte roule
sur un plan en tournant autour de son sommet, supposé fixe,
toutes ses génératrices viennent successivement s’appliquer
sur ce plan. On peut régler la vitesse de rotation des meules
coniques employées dans certaines industries, et particulidre-
ment dans la fabrication du chocolat au broiement du cacao.
Supposons qu'une meule conique S (fig. 211) reposant sur
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une surface plane parson aréte SB, roule ensaite sur ce plan,
en tournant autour d'un axe fixe perpendiculaire au plan- el
mené par son sommet. Les diffé-
rents points de la circonférence

5
/\
de base du cone décriront dans /\

10

ce mouvement un arc de la eir-
conférence dont le rayon est SB,
el qui sera égal & cette circonfé-
rence aprés un tour entier de la A
meule. On pent donc donner i la
vitesse de rotation de la meule
sur son axe une valeur n fois plus grande que sa vilesse
autour’'de 'axe perpendiculaire au plan, en prenant la géné-
ratrice du cone égale & n fois le rayon de sa base.

Fig. 211,

DEFINITIONS.

388. Des cones tangents les uns awe autres, ou a d'autres sur-
faces.

a. Deux surfaces coniques peuvent avoir un seul point com-
mun. On_dit alors qu’elles sont tangentes.

b. Si deux surfaces coniques, de méme sommet, ont une gé-
nératrice commune et une seule, les surfaces n’ont pas d’autres
points communs que ceux qui appartiennent & cette généra-
trice ; car s'il existait un point commun situé hors de cette
génératrice, les deux surfaces auraient une seconde généra-
trice commune, celle qui passe par ce point. Les deux sur-
faces sont fangentes intérieurement et extérieurement, suivant
que les directrices circulaires sont placées d’'un méme cOté
ou de part et d’autre du plan tangent suivant la génératrice.

¢. On a un exemple de cette seconde espéce de contact, lorsqu’on
veut ransmeltire & un axe par frotlement ou par engrenage le mou-
vement circulaire qui se fait autour d’'un second axe. !

On peul placer & cOté 'une de l'autre (tig. 212) deux roues den-
lées coniques de telle maniére que, la rotation imprimée & I'une
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des roues se communique & l'autre roue. Celle sorle de lransmis-
sion de mouvement circulaire se rencontre {réquemment. On donne
aux roues dentées coniques qui sont
employées le nom de roues d'angle, 1l
y a ici uncontact entre deux surfaces
coniques.

d. Un cone et un cylindre droits
peuvent avolr une génératrice com-
mune et une seule, l'une des figures
étant en relief ou en creux et lautre
en relief (fig. 213).

Supposons, en effet, le rectangle
ABCD et le triangle rectangle CBE
ou CBE’ dont I'hypoténuse BC est un
¢Oté du rectangle, situés dans un
méme plan. Le cylindre droit engendré par la révolution du
rectangle autour de AD et le cone droit engendré par la révo-

lution du triangle rectangle CBE ou CBE', au-
tour de CE ou CE', ont la génératrice CB com-
mune et ne peuvent avoir d’autres points com-
muns que ceux de cette génératrice. Et si 1'on
E” fait passer un plan par la génératrice CB et la
gic- by ]:13 perpendiculaire au plan des droites AB,BE ou
R BE/, menée par le point B, ce plan sera tangent
i chacune des deux surfaces, car cette perpendiculaire an plan,
étant aussi perpendiculaire aux droites AB, BE ou BE/, est
tangente aux directrices circulaires des surfaces conique et
cylindrique.

I c

DEFINITION.

389. Soil la pyramide convexe SABCDE (fig. 214). Faisons
tourner la face SAB autour de I'aréte SB pour la rabattre sur le
plan de la face SBC. On obtiendra alors le quadrilatére SABC.
Faisons ensuite fourner ce quadrilatére autour de I'aréte SC
pour le rabattre surle plan de la face SCD ; on obtiendra le
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.

pentagone SABCD. On continue A rabattre ainsi les autres faces
successivement sur le plan de
la face suivante. On obtient
alors une figure plane polygo-
nale, égale & un polygone tel
que sabedea,, composé des
triangles sab, sbe, scd.... res-
pectivement égaux aux (rian-
gles SAB, SBC, SCD,....

On donne & la figure ainsi obtenue le nom de développement
dela surface latérale de la pyramide.

390. Scouie. — La surface conique compléte peut, aussibien
que la surface latérale de la pyramide, &tre développée sur un
plan, ¢’est-d-dire étre étendue sur ce plan sans déchirure ni
duplicature. On peut effectivement regarder cette surface
comme composée d’éléments plans déterminés chacun par deux
positions infiniment rapprochées de la génératrice rectiligne.

THEOREME,

391. Une surface conique droite et compléte a pour développe-
ment un secteur circulaive, dont la base estun are de circonférence
ayant pour rayon laréte de la surface, et pour longueur celle de
la base.

Inscrivons & la base de la surface, un polygone régulier et
tirons les droites qui unissent le sommet de la surface aux
différents sommets du polygone régulier ; ces droites, conle-
nues dans la surface, sont les arétes d’une pyramide réguliére,
qui est dite inscrife & la surface conique. Le développement de
la surface latérale de la pyramide pourra toujours s’effectuer
(389), quel que soit le nombre des codtés de la base. Or, si
Pon fait croitre indéfiniment le nombre de ces cotés, le péri-
metre de la base tend & devenir égal & la circonférence ; en
méme temps la surface latérale dela pyramide inserite A la sur-
face conique tend d devenir égale a celle-ci, qui est sa lmite.
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La surface cr;nique droite et compléte a done pour développe-
ment un secteur circulaire, dont le rayon est la génératrice
rectiligne, et la base un arc de méme longueur que la circon-
férence de la base de la surface conique.

392, Scoue 1. — La surface conique pouvant étre regardée
comme formée d’éléments plans communs & cette surface et i
ses différents plans tangents, c’est sur un plan tangent que se
fait le développement, et généralement sur celui qui passe par
Iaréte selon laquelle on ouvre la surface.

393. Scoue 1I. — Pour déterminer la longueur de 'are du
secteur circulaire développement de la surface conique, dési-
gnons par [ la longueur de la génératrice rectiligne, et par »
le rayon de la base; et, comme l'arc qui sert de base au sec-
teur est nécessairement moindre qu'une circonférence, nous

i m
désignerons par — > 2= [ la longueur de cet arc. On a alors :
n

2 5 9ml=2zr, d'ot lon déduit: 2= =",
n n l

394. Scoue II1. —%représentc aussi la fraction de quatre

angles droits égale & 'angle du secteur ; on voit done que cet
3

1

suppose, par exemple, » = 3 métres, el /= 5 métres, I'angle

angle sera égal au produit de quatre angles droitspar - . Si I'on

2
du secteur est égal & 4 < % ouL; d’angle droit.
- ]

PROBLEME.

393. Tracer le développement d'une surface conique droite et
compléte dont on a les projections (I'épure) (fig. 215).

Aprds avoir tracé I'épure de la surface donnée (381), nous
supposerons (qu’'on ouvre celte surface suivant I'aréle (Sa, S'a)
paralléle au plan vertical, et qu’on fasse le développement sur

le plan tangent mené par cette aréte. Si, apres avoir tracé ce
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développement, on fait lourner le plan tangent autour de I'a-
réte (Sa, S'a’) pour le placer parallele-

ment au plan vertical, la figure du dé- “”\
veloppement se projettera sur le plan

vertical en vraie grandeur; par consé- \%’
quent, pour tracer la figure du dévelop-
pement, il suffit de décrire sur le plan
vertical, du point 8’ comme centre et
avec S'a’ pour rayon, un arc a'a” égal
la circonférence S de la base ducone et

r_tr

de tirer le rayon S'a",

Fiz. 215.

PROBLEME.

396. Tracer, sans projection, le développement d'une surface
conique de révolution, dont les génératrices sotent d'une longueur
déterminée et dont la base ait un rayon connu.

Ce développement est un secteur circulaire dont le rayon
est égal & la génératrice rectiligne, et dont 'arc est une frac-

- : ; Fiing)

tion de la circonférence égale & pSir est le rayon de base du

cOne et /1a génératrice. Soient, par exemple, » =3, I=7T; I'arc
3 : ;

du secteur sera les_} de la circonférence dont le rayon est

égald 7.

APPLICATIONS.

397. Le ferblanfier, le cartonnier, le chaudronnier, efc., emploient
la méthode de développement d'une surface conique de révolution
pour faire des cones creux. Ils fracent sur la feuille de métal ou
de carton le secteur circulaire d’aprés les données, découpent ce
secteur et le roulent de maniére que les deux rayons exirémes se
confondent. Ensuite ils soudent ou collent les bords qu’ils ont ré-
servés.

L’ouvrier roule ordinairement la feuille en la batlant sur une
enclume conique ou bigorne & coups de maillet.
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Sections conigques.

398. Des diverses espéces de sections produites dans une surface
contque de révolution par un plan. Citer des exemples de chagque
section.

1° Nous avons déja vu que la section faite dans une surface
conique de révolution, par un plan perpendiculaire a laxe,
est une circonférence.

2° La section faile dans une surface conique de révolu-
tion par un plan qui rencontre toutes les génératrices d’une
méme nappe est une £llipse (333).

Pour le démontrer, nous ferons connaitre d’abord quelques
propriétés de la surface sphérique (296).

a. On nomme fangente & une surface sphérique, toute droite
(ui n’a qu’un seul point commun avec cette surface.

b. Onnomme plan tangent i une surface sphérique, tout plan
qui n’a qu'un seul point commun avec la surface.

c. La tangente a une surface sphérique est perpendiculaire ou
rayon mené au point de contact, (Nous appelons rayon de la
surface, toute droite menée du centre de la génératrice, qu'on
nomme centre de la surface, & un point de celle-ci.) En effet,
le rayon mené au point de contact doit étre la ligne la plus
courte menée du centre & un point de la tangente.

d. Les tangentes menées d'un méme point a une surface sphérique
sont égales. Car chacune de ces tangentes est un coté de I'angle
droit d’un triangle rectangle, dont I'hypoténuse est la distance
du point au centre et 'autre coté un rayon.

e. Supposons (fig. 216) les cotés de 'angle BSC coupés par
la droite AA', et soit SD la bissectrice de cet angle. Inscrivons
la circonférence I au triangle ASA’, et traconsla circonférence
L tangente aux trois droites BA, AA', A'C. Faisons ensuite
tourner 'angle plan BSD autour de SD. Dans cette révolution
de 'angle BSD, la droite SB engendre la surface conique de
révolution dont I'axe est SD et I'angle BSD; la demi-circon-
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férence MHN, engendre la surface sphérique dont le cenlre
est I, et le rayon IF; et la demi-circonférence PKG, la surface
sphérique dont le centre est L et
le rayon LF'.

On voit immédiatement que
les génératrices du cone sont
tangentes aux deux surfaces
sphériques. Le lieu des points de
contact delasphere I est la cir-
conférence, dont le diamétre est
HH' et dont le plan est perpendi-
culaire & 'axe SD. Le lieu des
points de contact de la sphére L
est la circonférence dont le dia-
metre est KK et dont le plan
est perpendiculaire i I'axe SD. S B

Le plan mené par AA’ perpendiculairement au plan BSC est
tangent aux deux spheres, aux points de contact F et F' des cir-
conférences, car les rayons IF, LF' sont perpendiculaires & ce
plan. Par conséquent, tous les
points de ce plan autres que F
sont plus éloignés du centre
que F et, parsuite, extérieursd
la surface sphérique I. Pareil-
lement, tous les points du plan
autres que F' sont extérieurs
a la surface sphérique L.

[+ Considérons une surface
conique de révolution S, cou-
pée par un planU (fig. 217), qui
rencontre toutes les génératri-
ces d'une méme nappe. Sup-
posons construites les sphéres
tangentes & la surface et au plan U. Menons par I'axe de
la surface le plan BSC perpendiculaire au plan U. Ce plan
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coupe le plan U suivant une droite AA’ qui contient les points
de contact F et I, la surface suivant les génératrices SB, SC,
et les deux sphéres suivant des ecirconférences tangentes aux
droites SB, SG aux points H, H'et K, K/, et & la droite AA’ aux
points F, F’; car ce planse confond avec une des positions de
I'angle BSD (fig. 216), lorsque celui-ci tourne autour de SD.

Soient M un point de I'intersection de la surface conique et
du plan U, SL la génératrice qui passe au point M, R et R'les
points ol cette génératrice touche les deux spheres. Les droites
MR et MF tangentes a la méme sphére et menées d'un méme
point M sont égales, ainsi que les droites MR’ et MF'; par con-
séquent

MF + MF' = RR’ = HK = HK.

Or, HK= HA + AT, puisque AF' = AK ; et, comme HA =
AF, HK = 2AF -+ FF'. D’autre part, HK' = HA'-} AK'=AF
+ A'K';et, comme AK' = A'F, HK' =2A'F' -+ FF, par eon-
séquent AF = A'F'; et par suite

MF -+ MF' = AA',

La section est done le lew des points dont la somme des distan-
ces @ dewx points fizes situés sur la droite AA" entre A et A' a des
distances éqales de ces points, est éqale a la lonqueur de la droite
AA'

g. Cette courbe est une ellipse dont le grand axe est la droite
AA'. (Les points F et I’ sont dits les foyers de L'ellipse.)

On voit immédiatement que AA’ est un axe de symétrie de

. N la courbe.
A Pour démontrer que cette courbe est
b ‘k 3 I'ellipse définie (333), tracons la circon-

% férence dont le diametre est AA'(fig.218),
et soit M un point de la section conique
dont AA’ est T'axe et dont les foyers
sont F etF. Le centre O est le milieu de

la droite FF', Désignons FI' par 2c et AA’ par 2a. Appelant y
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la perpendiculaire MP abaissée du point M sur AA' et z la
distance OP. On a :

MF 4 MF' = 2a.
Or,

MF = VP + (e oy MF' = Vi + (& — o5

par suite :

Vi + e+ 4+ VP (@ —cp =2
On déduit de la:

VIR (@ o =20 — 2 4 (e — o3
et aprés avoir élevé au carré :
P A @t o=t 2t (z— 2 — ha 2+ (& — o)
téduisant,

@ —cr=a \fﬂm.
Elevant au carré et réduisant, on trouve :
a2y? — ta” — 2 (a2 — 22)=0;

d’ot 'on déduit :

e a2 — 3

a2 — 22 e

Si l'on prolonge la perpendiculaire MP jusqu’d sa rencontre
enN avec la circonférence, la droite NP ayant pour longueur
Val—«2, on a:

MP? 2 — 2

TN
ou
MP  ya? —¢?
NP a
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Lasection conique est done lellipse qu’on trouve, aprés avoir
déerit sur 22 comme diamétre une circonférence, en abaissant
de chaque point de la circonférence une perpendiculaire surun
diametre et en prenant ensuife sur chacune d’elles, a partir de
son pied, une longueur dont le rapport a cette perpendiculaire
Va—a

a

2
soit égal & £ lia longueur de I'un des axes de I'ellipse

est 2a. Celle de I'autre axe est 2y a®—c?; et 'on voit en méme
temps que, si I'on désigne cette derniére longueur par 28, la

distance des deux foyers est 2y a2 — 2.

3° Lorsque la surface conique de révolution est coupée par
un plan paralléle a I'une des génératrices (fig. 219), la section
est une courbe limitée dans un sens, et illimitée dans 'autre,
qu’on nomme Parabole.

Fig. 210, Fig. 220,

4° Lorsque le plansécantrencontre une partie desgénératrices
sur I'une des nappes et les autres sur 'autre nappe, la section
se compose de deux branches de courbes, chacune limitée
dans un sens et illimitée dans I'autre, et ces deux branches re-
présentent la section qu'on nomme Hyperbole (fig. 220).

5° La circonférence, I'ellipse, la parabole et I'hyperbole sont
lesseules courbes qu’on désigne sousle nom de Sections conigues.

6°Lorsque le plan sécant passe par lesommet, il peut avoir ce
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seul point commun avec la surface, ou contenir une généra-
frice sans avoir d’autres points communs, ou contenir deux gé-
nératrices sans avoir d’autres points communs.

APPLICATIONS.

399. a. Si I'on place une bougie allumée au centre d’'une table
circulaire, de telle sorte que la verlicale menée par le centre (ra-
verse la flamme, les rayons lumineux qui partent de la flamme et
vont rencontrer le bord de la table sont les générafrices d'une sur-
lace conique droite et ils vont rencontrer le plancher suivant une
circonférence, puisque le plancher est un plan perpendiculaire a
T'axe. Cette circonférence est la ligne de démarcation de 'ombre
produite par la table et de la partie éclairée parla bougie. Sil'ombre
de la table se projelte sur un plan vertical, la ligne de séparalion
d'ombre et de lumiére sera une branche d'hyperbole. Si celle om-
bre se projette sur un plan incliné, la ligne de séparation sera une
ellipse, ou une parabole, ou une branche d'hyperbole.

b. Les rayons lumineux qui, partant de la méche d'une lanterne
dont le verre est circulaire, vont raser le bord du verre, forment
une surface conique droile ; et si I'on_projette la lumiére sur un
mur, la courbe qui est la ligne de séparation de I'ombre et de la lu-
miére peut étre, suivant la position qu'on donne & la lanterne, une
circonférence, une ellipse, une parabole, une branche d'hyperbole.

DEFINITIONS.

400. On nomme surface conique droite tronquée d troncature
circulaire, la portion de surface conique, comprise entre deux
plans paralléles & la directrice circulaire. Les deux sections
circulaires faites par ces plans sont dites les bases de la surface
tronquée.

401. On nomme surface conique droite tronquée a troncature
elliptique, la portion de surface cylindrique droite comprise
entre deux plans, I'un paralléle a la directrice circulaire, et
l'autre non paralléle, mais rencontrant toutes les génératrices
sur la méme nappe. On donne le nom de bases aux deux
seclions.
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PROBLEME,

402. Dessiner une surface ‘conique droite tronquée, a deu
bases circulaires, dont on connait les rayons extrémes et U'axe
(fig. 221). '

Prenons pour plan horizontal le plan de la plus grande base
oa, et soit XY laligne de terre. La projection horizontale de
cette base sera cette base elle-méme, et la projection verticale,
la portion a'# de la ligne de terre comprise entre les tangentes

menées perpendiculairement i la

ligne de terre; la projection horizon-
tale de la base supérieure sera une
circonférence égale, oc, et concen-
frique a la premiére. La projection
+ horizontale de l'axe estle pointo, et
la projection verticale, la perpendi-
culaire o'o” A la ligne de terre,
égale & cet axe et menée par le
pied o' de la perpendiculaire abaissée
dupoint o sur la ligne de terre. Si

I'on porte de part et d’autre du
point o, sur une parallele i la ligne de terre, deux longueurs,
o"¢, o"d', égales au rayon oe, la droite ¢'d sera la projection ver-
ticale de la base supérieure. Enfin, les droites a'¢, 'd sont les
projections verticales des génératrices paralléles au plan verti-
cal, et dont les projections horizontales sont les droites acet db.

Fig. 221,

PROBLEME.

403. Tracer le développement d'une surface conique droite
tronquée donton a les projections (fig. 222).

Apres avoir dessiné I'épure précédente, on prolonge les pro-
jections verticales de I'axe, et de la génératrice ae, a'¢ jusqu’a
leur point de rencontre S, qui est la projection verticale du
sommet de la surface conique ; on construit sur le plan vertical
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le secteur Sa'a” qui est le développement de cette surface, el
on déerit du point S comme centre, et avec un rayon égal &

S¢, 'arc ¢¢” terminé aux droites Sa', Sa”. Le secteur Sc'e” est
le développement de la surface conique dont la base est la
seconde base du trone, et le trapeze circulaire ¢'c'da” est le
développement demandé.

PROBLEME.

404. Tracer, sans projection, le développement d'une surface
conique droite tronqude d bases circu-
laires, dont on connait l'axe et les
rayons des bases (fig. 223).

On construit le trapéze rectangu-
laire ABCD, dont les hases AB,CD
sontrespectivement égales aux rayons
donnés, et dont le coté BC, perpen-
diculaire aux bases, est égal 4 'axe
donné. On prolonge ensuite AD, BC i
jusqu’a leur rencontre au point S. o an
On construit le secteur ASA’, qui'est-le développement de la
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surface conique droite et complete dont SA et AB sont la
génératrice et le rayon de base, et on décrit du point S
comme centre, avec un rayon égal d SD, I'arc DD’ terminé aux
droites SA, SA". Le trapeze circulaire ADD'A’ est le développe-
ment demandé.

PROBLEME.

405. Tracer, sans projection, le développement d'une surface
conique droite tronquée a bases circulaives, dont on connait la gé-
nératrice droite et les rayons des bases.

On peut encore construire le trapeze rectangulaire ABCD
(fig. 223), dontles bases sont les rayons donnés, les deux cotés
la génératrice et 'axe. On trace ensuite le développement
comme dans le probleme précédent.

PROBLEME.

406. Tracer, sans projection, le développement d'une surface
conigque droite tronquée a bases circulaires, dont on connait laxe,
la génératrice droite et le rayon d'une des bases.

On construira le trapéze rectangulaire (fig. 223). On frou-
vera ensuite le développement par la construction indiquée
(40%).

APPLICATIONS.

407. a. Les tuyaux d’orgue, les seaux et un grand nombre d’autres
vases, les voiites dites canonniéres, les chapeaux d’homme, les deux
parlies d'un entonnoir en verre ou en fer-blanc sont des lroncs de
cone droit. C'est au moyen de son développement que I'on con-
struit un tronc de cone droit, lorsqu’il est formé d’une feuille
{lexible.

b. La surface extérieure d'un canon de fusil ala figure d’'un tronc
de cone droit. On donne i une lame de fer la forme d’un trapéze
et on la roule sur une enclume portant une gouttitre conique. On
soude ensuile par rapprochement el non par superposition les bords
qui ne sont pas-paralléles. Aprés avoir forgé et dressé le canon, on
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le rogne par les deux boufs selon des plans perpendiculaires & son
axe; et on donne, au moyen du forage, la forme cylindrique a la sur-
face intérieure.

THEOREME.

408." Dessiner une surface conique droite tronquée d troncature
elliptique (fig. 224).

Prenons pour plan horizontal de projection le plan de la
base circulaire, pour plan vertical de projection un plan yer-
tical perpendiculaire au plan de la troncature elliptique, et
soit XY la ligne de terre.

Soient S la base circulaire, ab son diamétre paralléle & la
ligne de terre ; Sa, S et S'a’, S'%' sont les projections horizon-
tales et verticales des deux génératrices paralléles au plan ver-
tical. La portion ¢/ dela trace verticale du plande la troncature
elliptique, comprise entre S'a’ et
8%, est la projection verticale de
cette troncature. On peut cons-
truire par points la projection
horizontale de I'ellipse de la ma-
niére suivante : par le: point de
Pellipse, dont m' est la projection
verticale, menons un plan hori-
zontal. La section faite dans la
surface est une circonférence dont
le centre est sur l'axe et dont la
projection verticale est la por-
tion 7A' de la parallele a laligne
de terre menée par le point m/,
comprise entre les droites S'a,S'W. Tn outre, 7k est égale
au diameétre de cette circonférence. Celle-ci se projette en
vraie grandeur sur le plan horizontal ; par conséquent, elle a
pour projection horizontale la circonférence dont le centre

I
Fig. 224.

1 3
est le point S, dont le rayon Sf-.-_.--ﬂffc'. Le point, dont m' est

Il. — Rocuer 4 13
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



194 LIVRE III.

la projection verticale, a pour projection horizontale le point
d’intersection de cette derniére circonférence et de la perpen-
diculaire abaissée du point m' sur la ligne de terre. En menant
cette perpendiculaire, on trouve deux points d’intersection, m
et my. Cela doit etre, parce que chaque point de la droite ¢,
al’exception des points €' et £, est la projection de deux points
del’ellipse situés sur une méme perpendiculaire au plan vertical.
Les pieds e, f des perpendiculaires abaissées des points ¢, f* sur
ah sont les projections horizontales des points dont €' et /* sont
les projections verticales. On construira un nombre suffisant de
points de la projection horizontale, pour pouvoir tracer
ensuite celle-ci en unissant ces points par un trait continu.

PROBLEME.

409. Tracer le développement d'une surface conique droite d
troncature elliptiqye, dont on a les projections (fig. 225, 226).

Nous avons v (391) que le développement de la surface
conique droite et compléte S8 est un secteur circulaire, dont
le rayon est S'a’ou 8'0', et 'arc une fraction de la circonfé-
rence égale au rapport de Saa Sa. -

On donne le nom de transformée de Vellipse & la figure que
prend celle-ci sur le développement. Pour obtenir la transfor-
mée de I'intersection ef', ef, supposons que le cone ait été ou-
vertsuivant 'aréte Sb, S, et soit (fig. 226) S"4"0" le secteur qui
représente le développement de la surface conique S8'. Divisons
la base du cone en 12 parties égales & partir du point &, et di-
visons la base du secteur, qui est elle-méme la développée de
la base de la surface, en 12 parties égales & partir du point 4",

Aprés avoir tracé sur le secteur les rayons aboutissant aux
points de division de sa base et correspondant aux génératrices
qui aboutissent aux mémes points de division de la base du cone,
on placera sur chacun de ces rayons le point de la courbe qui
se trouve sur la génératrice correspondante; et, pour cela, il suf-
fira de connaitre la distance de ce point au sommet. Supposons,
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en effet, qu’on ait & placer un point appartenant & une généra-
trice donnée Sm, S'w’ (fig. 224). La projectioh verticale de celle-
ci rencontre ¢/ au point »' qui est la projection verticale de ce
point. Faisons tourner la génératrice autour de I'axe pour la
placer parallelement & la ligne de terre et sur la génératrice
Sa,S'a’; le point de la courbe décrira dans ce mouvement une
circonférence horizontale, sa projection verticale =’ déerira

Fig. 225. Fig. 226,

une parallele, /¥, a la ligne de terre et se transportera en 7.
D’olt on conclut que la distance du point de la courbe au
sommet du cone est égale & 57'; et en portant cette longueur
sur le rayon correspondant (fig. 226), on aura le point demandé
de la transformée. On appliquera cette construction pour cha-
cun des points dont les génératrices correspondantes sont dé-
signées. On pourra diviser la base en un plus grand nombre de
parties égales et assez grand pour tracer la transformée en
joignant par un trait continu les points qu'on a déterminés.
La figure 0"f"f"0" représente le développement demandé.

PROBLEME.

410. Dessiner une surface conique droite a deux troncatures,
lune circulairve, Uautre elliptique (fig. 227).
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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Apres avoir conslruit 1'épure du probleme (408), il suffira
d’y ajouter les projections de la
troncature cireulaire. La projec-
tion verticale est la droite g'#',
traceverticale du plan parallele au
plan horizontal, et la projection
horizontale est la circonférence,
concentrique i la base S de la sur-
face, dont le diametre gh=g'X.

THEOREME.

M. Tracer le développement
d'une surface conique droite a dews

Fig. 221,

troncatures, lune circulaire et 'au-
tre elliptique, dont on a les projections.

Aprés avoir construit I'épure du probléeme (409), il suffira
de déérire du point 8” (fig. 226) comme centre, et avec un rayon
égal & S’¢' un arc de circonférence terminé aux rayons S"4,
S"b".

APPLICATIONS.

412, Les poéliers ont besoin de ces quatre derniers problémes pour exé-
cuter les coudes qui servent d raccorder des tuyaux cylindriques de dia-
métres inégau. '

Les deux premiers peuvent servir & tracer le contour d’une feuille
destinée & former un ftronc de surface conique droite qui puisse
s'appliquer par la troncature elliptique contre un plan incliné sur
I'axe, ou s'ajuster en coude & un tuyau cylindrique et tronqué, d'un
diamétre moindre que celui de la base circulaire du tronc de cone.

Les deux derniers peuvent étre employés pour tracer le contour
d'une feuille propre & former un fronc de surface conique droite
qui puisse s’appliquer, par la troncature elliptique, conlre un plan
incliné sur l'axe, ou s'ajuster en coude & un fuyau cylindrique et
tronqué d’'un diameéfre plus grand que celui de la troncature
circulaire.
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THEOREME.

M3. Une surface conique et une surface eylindrique qui sont
droites et dont les axes se confondent, ont pour intersection une
circonférence (fig. 228).

Soient la surface eylindrique droite FGHI et la surface co-
nique droite SKIL, qui ont pour axe commun la droite AB;

M un point commun aux : A
deux surfaces. Abaissons du 1 gjinn| _
: : P Fe E i
point M la perpendiculaire
s

MP sur I'axe AB. Lorsque le AR
rectangle EFGO et le trian- 7
gle SKO engendrent, par leur
révolution autour de l'axe
AB, I'un la surface cylindri-
que et I'autre la surface co-
nique, le point M décrit une
circonférence ayant pour
centre le point P et pour
rayon MP, et dont tous les points sont communs aux deux sur-
faces. En outre, les deux surfaces n’ont pas d’autres points com-
muns ; car, s'il existait un point commun situé hors de cette cir-
conférence, les deux surfaces se couperaient suivant une seconde
circonférence égale i la premiere, ce qui est impossible.

APPLICATIONS.

414. a. La surface extérieure d'un canon de fusil est conique,
I'dme est cylindrique, ef, comme elles ont le méme axe, les deux
surfaces se couperaient suivant une circonférence, si elles étaient
prolongées au deld du plan qui forme la bouche.

b. Les bouchons de liége ou de crislal sont coniques. Le goulot
d'une bouteille est cylindrique. Par conséquent le bouchon doit
sappliquer exactement sur la circonférence interne qui termine

ce goulot et produire une fermeture hermétique.
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



198 ’ LIVRE 1II.

PROBLEME.

415, Construire un cylindre droit qui puisse s’ajuster en coude
a la troneature elliptique d'un tronc de céne droit donné (fig. 229).

Supposons tracée une partie du dessin de la surface conique
droite & laquelle appartient le trone de cone donné, celle qui ap-
partient a la projection verticale; en prenant pour plan horizon-
tal celui de la base de la surface conique, pour ligne de terre
un diametre de cette base, et pour plan vertical un plan mené
par l'axe perpendiculaire & la troncature. Soit CD la projection
verticale de la troncature. L’axe du eylindre doit passer par

s
(&
c/—
AL
F NE_M\
Ve
|
A I \B
x _E,!/ & a'e
I',
Fig. 229.

le milieu E de CD. Le diamétre du cylindre qui passe au point
E est une corde de la circonférence suivant laquelle le cone
est coupé par un plan parallele & sa base et passant par ce point;
cette corde est perpendiculaire au diamétre FG de celte circon-
férence. Par conséquent, si 'on abaisse FF', et GG’ perpendicu-
laires sur AB, qu'on décrive sur F'G' comme diamétre une
demi-circonférence, et qu’on prolonge, jusqu’a sa rencontre en
I avec cette demi-circonférence, la perpendiculaire EH abaissée

du point Esur AB, la demi-corde HI sera égale au rayon du
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cylindre. On déerit une circonférence du point E comme centre,
avec un rayon égal & HI; on méne CK tangente & cette circonfé-
rence et les droites DL, EM paralléles & CK. La droite DL est
tangente i la circonférence; les droites CK, DL représentent
les génératrices, et EM l'axe du cylindre tronqué. Le trapéze
CDLK, dont le coté KL est mené & une distance arbitraire de B
perpendiculairement aux droites CK, DL est la projection ver-
ticale de la surface du cylindre droit demandé; son diamétre
est égal & KL.

416. Si ces deux surfaces tronquées doivent représenter
celles de deux tuyaux i ajuster, il suffira de construire les dé-
veloppements de ces surfaces (340), (409).

THEOREME.

417, Si deux surfaces coniques droites, ayant le méme axe,
se coupent, leur intersection est une eirconférence,

On le démontrera par un raisonnement semblable & celui
du théoreme (413). 7

THEOREME.

418. Dewx surfaces coniques droites a une seule nappe, dont les
génératrices droites sont paralléles et dont les axes se confondent,
sont partout également distantes, et U'une est
entierement contenue dans Uautre (fig. 230).

On peut entendre I'égalité de distance
de deux manieres : ou bien les sections
faites par un méme plan perpendiculaire
a I'axe sont & la méme distance, quel que
soit le plan; ear, si 'on coupe les cones par
deux plans MN, PQ perpendiculaires a I'axe
et par un plan mené par l'axe, les droites
MM, PP’ sont égales comme portions de paralléles intercep-
tées par deux paralleles. Ou bien les perpendiculaires abais-
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sées des différents points d’'une génératrice, SA, par exemple,
sur la génératrice parallele S'A’sont égales, et cela résulte
de I'égalité précédente, car soient MD et PE les perpendicu-
laires abaissées sur S'A’, les triangles rectangles MDM', PEP'
sont égaux. Du reste, MD et PE sont aussi des portions de pa-
ralleles interceptées par deux paralléles.

Il est évident en outre que tous les points du cone S° sont
contenus dans le cone 3.

%19. Cororraire. — La distance de deux surfaces coniques
peut étre aussi petite qu’on le voudra ; d’ol il résulte que, si
un cone droit et plein a le méme axe, le méme sommet et la
méme génératrice circulaire qu’'un cone droit et creux, le
premier pourra tourner dans le second, sans cesser de le tou-
cher par tous ses points.

APPLICATIONS.

420. a. Les chapeliers font usage de cette propriété pour fagonner
des feutres sur des formes en tronc de cOne.

b. Robinets coniques. — Un robinet conique est formé de deux
troncs de cone, l'un plein, l'autre creunx, et ayanl le méme som-
mef, le méme axe et la méme génératrice circulaire. Le pre-
mier est placé dans le second qu'il touche par tous ses points.
Un canal est interrompu par le tronc de cone creux dans lequel
il débouche par deux orifices. Un conduit traverse'le fronc de
cone plein suivant le diamétre d'une de ses génératrices circu-
laires; et selon que l'axe de ce dernier conduit est perpendiculaire
ou paralltle & 'axe du canal, le robinet se trouve fermé ou ouvert.
Car dans le premier cas les deux surfaces coniques coincident dans
tous leurs points, et dans le second le conduit du tronc de cone
plein forme la continuation du canal.

¢. Les soupapes coniques sont aussi un exemple de la coincidence
des surfaces de deux troncs de coOne, I'un plein, l'aulre creux el
ayant le méme sommet, le méme axe et la méme génératrice cir-
culaire. L'axe des deux troncs de cOne est vertical, et le premier
repose par son poids sur le second avec lequel il coincide dans fous
ses points. Cette disposition peut étre utile dans certaines machines
i vapeur, les pompes 4 air, elc.
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oblique a base circulaire (ou directrice cz'rcufaire)\ést,_w/
[érence (fig. 231).

Soient S le sommet d'une surface conique oblique et com-
plete ayant pour base la circonférence, dont le centre est 0; ASB
le plan mené par OS perpendiculairement & celui de la base O.
11 coupe ce dernier plan suivant le diamétre AB et la surface
conique suivant les génératrices SA, SB. On donne au plan
ASB le nomde plan principal de la surface conique. Si 'on tire
dans le plan ASB une droite
quelconque MN,faisantavec
SA un angle SMN égal &
I'angle SBA que 'autre gé-
nératrice SB fait avec AB,
le plan mené par MN per-
pendiculairement au plan
ASB coupera la surface co-
nique suivant une circonfé-
rence, ayant pour diamétre MN. Par un point quelconque P
de cette section menons un plan paralléle & celui de la base O ;
il coupe la surface conique suivant une circonférence dont le
diameétre est CD ; et I'intersection PQ des plans des deux sec-
tions est perpendiculaire au plan principal ASB. On a donc :

PQ* = €Q X< QD;
or les triangles OMC, OND élant équiangles,

CQ _ MQ,
ON (D’

5

Fig. 231.

Y

d’otr il résulte :
GQ X QD = MQ X ON;
et, par suite,

PO? = MQ x ON.
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La section faite par le plan mené suivant MN, perpendiculaire-
ment au plan principal ASB, est done une circonférence ayant
pour diamétre MN.

On nomme section antiparalléle  la base de la surface co-
nique oblique, la section faite par un plan perpendiculaire au
plan principal et mené selon une droite, de celui-ci, faisant
avec I'une des génératrices du plan un angle égal a celui que
lautre génératrice fait avec le diametre de la base situé dans
le plan principal :

Toute section antiparallile @ la base d'une surface conigue
oblique est done une circonférence.

422. RECIPROQUEMENT. — [oute section circulaire, d'unesurface
conique oblique @ base circulaire, non paralléle a la base, est
antiparalléle a celle-ci (fig. 232).

Soient S le sommet d'une surface conique oblique et com-
pléete, O sa base, XY la trace du plan de la seclion sur le plan
de la base. Du centre O abaissons la perpendiculaire OZ sur
XY; etsoient A et B les points on cette perpendiculaire rencon-
tre labase. Tirons les génératrices SA, 8B, et menons par les
points A et B les tangentes a la base EF, GH. Les plans me-
nés, 'un par les droites EF, SA, I'autre par les droites GH, SB,
sont tangents au cone, et coupent le plan de la section suivant

Fig, 231. >

les droites IK, LP tangentes & celle-ci aux points M et N, des

génératrices SA, SB. Or, les tangentes EF, GH sont paralléles

a XY; par suite les tangentes IK, LP cont aussi paralldles a

XY ; par conséquent MN est un diameétre de la section circu-
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laire perpendiculaire aux deux tangentes paralléles IK, LP; et,
comme MN appartient au plan ASB, MN rencontre, étant pro-
longée, la droite XY au point Z, et lui est perpendiculaire. La
droite XY, perpendiculaire aux deux droites AZ, MZ, est per-
pendiculaire au plan ASB. Celui-ci est done le plan principal,
etil est en méme temps perpendiculaire au plan de la section.
En outre, si 'on méne par un point Q de la section un plan
paralleéle au plan de la base, QR étant l'intersection des deux
plans et CD le diametre de cette seconde section, paralléle &
la base, on a:

QR =MR X RN, et QR® = CR X RD;
par conséquent :

MR _CR
RD RN’
d’otr il résulte que les triangles MCR, NDR sont semblables et
que 'angle SMN est égal & l'angle SBA.
Done, Toute section circulaire dune surface conique oblique,
[aite par un plan non parallele a la base, est antiparalléle a
celle-ci.

§ 5. — Surface conlgque et Cine. Mesure.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

423. Nous avons donné (378) le nom de Cdne droit, & la por-
tion de 'espace ou au corps limité par I'une des nappes d’une
surface conique droite & partir du sommet et le cercle auquel
appartient une section circulaire faite dans la surface conique,
par un plan perpendiculaire & I'axe. Le cercle est la base du
cone. On conserve le nom de sommet du eéne au point désigné
comme le sommet de la surface conique. On nomme hauteur
du cone, la portion de I'axe comprise entre le sommet et la
base ; coté ou apothéme, ou aréte, la portion de la génératrice
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rectiligne comprise entre la base et le sommet, et surface laté-
rale du cone la portion de la surface conique comprise entre
la base et le sommet. Tous les cotés sont égaux.

424, On peut regarder le cOne droit comme engendré par la
révolutiond’un triangle rectangle SAC (fig. 233) autour d'un des
coOtés de l'angle droit, SC, supposé fixe. Dans ce mouvement,
I'hypoténuse SA engendre la surface latérale et le coté AC un
cercle quiest la base du cone. Le cdté fixe SC est 'axe ou
la_hauteur du coéne, 'hypoténuse SA le
coOté, et AC le rayon de la base.

Toute section faite dans le cone par un
plan perpendiculaire a I'axe est un cercle.
Soient Dle point ot1le plan perpendiculaire
rencontre la génératrice ou coté SA, et
DF la perpendiculaire abaissée du point D
sur ’axe. Pendant la révolution du trian-
gle rectangle, la perpendiculaire DF en-
gendre un cercle perpendiculaire d I'axe, et ce cercle se
confond avec la section faite par le plan mené dupoint D per-
pendiculairement A I'axe,

Toute section faite suivant I'axe est un triangle isocele
double du triangle générateur, comme on le voit immédia-
tement. _

423. Nous avons donné le nom de cdne obligue (378), & la
portion de I'espace ou au corps limité par I'une des nappes
d’une surface conique oblique et un plan qui coupe la surface
suivant une ecirconférence. Le cercle auquel appartient cette
circonférence est la base du cone. Le sommet de la surface est
~aussi le sommet du cone. La hauteur de celui-ci est la distance
dusommet & la base. On donne le nom de génératrice ou aréte
du cone aux portions des génératrices de la surface comprises
entre le sommet et la base. La surface latérale est la portion
de la surface conique comprise entre la base et le sommet.

Fig: 233.
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THEOREME.

426. L'aire de la surface latérale d'un cine droit est égale au
produit de la circonférence de sa base par la moitié de son coté
(fig. 234). :

Soit S, un cone droit ayant pour base le cercle O et pour
cOté AS. Inscrivons dans la base O un po-
lygone régulier ABCDEF'; et construisons
la pyramide régulidre ayant pour base ce
polygone, et pour sommel celui du cone.
On nomme apothéme de cette pyramide ré-
guliere la hauteur SI de I'un des triangles
isoceles égaux qui forment sa surface la-
térale. SABCDEF est une pyramide inscrite
au cone droit ; on désigne ainsi toute pyra-
mide ayant méme sommet que le cone, et pour base un poly-
gone inserit A la base du cone.

On définit V'azre de la surface latérale d'un cone droit, la limite
vers laquelle tend l'aire de la surface latérale d’'une pyramide
réguliere inscrite, lorsqu’on fait croitre indéfiniment le nombre
des cotés de sa base. Or,

aire de la surface lutérale de lo pyramide réguliére = péri-
] 1
métre ABCDEF < QS[.
Lorsqu’on fait croitre indéfiniment le nombre des cotés de la
base de la pyramide, I'apothéme a pour limite le coté du

cone, le périmetre de la base a pour limite la circonférence
de la base du cone ; et comme aussi

lim. de Uaire de la surf. lat. de la pyramide = lim. du périm. de
la base X % lim. de Uapothéme,
on en déduit :
1
aire de la surf. latér. du cone = cire. de sa base X 3 de son cdté,
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427. Scorte. — Nous avons vu (390) que la surface latérale
du cone droit est développable, et que le développement de
cette surface est un secteur circulaire dont le rayon est égal
au coté du cone, et dont I'arc a la méme longueur que la cir-
conférence de la base du cone. Or, l'aire d’'un secteur circu-
laire est égale au produit de I'arc correspondant par la moitié
du rayon. On trouve donc encore, par cette considération, la
méme expression de I'aire de la surface latérale d’un cone droit

428. Conorratre I. — Soient / le cOté, et » le rayon de la base
du cone. L’aire de la surface latérale est exprimée par =rl; el
celle de la surface totale, par mrl + =2 ou =r (4 7).

429. Cororraire II. — On dit que deux coOnes sont sembla-
bles, lorsque les hauteurs de ces cdnes sont proportionnelles
aux rayons deleurs bases.

Soient 7, h et [ le rayon de base, la hauteur et le coté
d'un cone; »', X et 7 le rayon de base, la hauteur et le coté:
d’un second cone semblable au premier ; ona:

aire de la surf. latér. du premier  =rl vl r2 k2 2

aire de la surf. latér. du second =l — 70 r27 K2 (%’

G r Ji ]
pmsque; R

| mr(l4-1)
1 tant ————
Le rapport des aires des surfaces totales étan Ry

on a:

wm (i)  r(l4r) 2 B 12
o () () B2 2

Done, Le rapport des aires des surfaces (soit latérales, soil
totales) de deux cones semblables est égal au rapport des carrés
des rayons, des carrés des hauteurs et des carrés des edtés de
ces cones.

DEFINITIONS.

430. Sil'on coupe un cone droit G par un an perpendi-
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culaire & son axe (fig. 233), le cercle MM’ qui représente cette
section est la base d’un second cone droit de méme sommet
que le premier. La différence de ces deux I
cOnes, ou le corps qu’on obtient en re- v
tranchant le second cdne du premier, et ¥
qui se irouve compris entre la surface
conique et les deux cercles perpendicu-
laires i ’axe, porte le nom de cdne trongué,
ou fronc de cine, & bases paralleles. On
nomme bases du tronc de cone les deux
cercles (A), (P) qui sont les bases des deux
cones; hauteur la portion AP de l'axe des
cOnes comprise entre les bases, et edté on
apothéme, ou aréte, la différence BM des coOtés des deux cones.

431. Scoue I. — Le trone du cone droit & bases paralléles
BMM'B' peut étre engendré par la réyvolution du trapéze droit
ABMP autour du coté AP.

432. Scoue II. — Nous ne considérerons pas le tronc de
cone obtenu en coupant un cone droit par un plan non per-
pendiculaire a I'axe.

THEOREME.

433. L'aire de la surface latérale d'un tronc de cone droit a bases
paralléles, est égale auw produit de la demi-
somme des circonférences des bases par son
coté (fig. 236).

Soit le tronc de cone droit i bases pa-
ralleles ADD’A". Inserivons dans le cone SAD
la pyramide régulicre SABCDEF. Elle est
coupée par le plan de la base supérieure
du tronc suivant un polygone régulier
A'B'C'DEF semblable & ABCDEF et qui est
la base d'une seconde pyramide régulitre SAB'CDET. Le
tronc de pyramide réguliere obtenu en retranchant celle-ci

Fig. 236,
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de la premitre est inserit au tronc de cone, et l'aire de la
surface latérale de celui-ci est la limite vers laquelle tend
Iaire de la surface latérale du trone de pyramide, lorsqu’on
fait eroitre indéfiniment le nombre commun des cOtés des
bases. La surface latérale du trone de pyramide est composée
de trapézes isoctles égaux, ayant pour bases un coté de cha-
cune des bases du trone de pyramide et pour hauteur la diffé-
rence Il des apoth®mes des pyramides. Nous appellerons cette
hauteur apothéme du tronc de pyramide. On a done :

aire de la surf. latér. du trone de pyramide — ;

— somme des
9

périmétres des bases Y apothéme ;

or, lorsqu’on fait croitre indéfiniment le nombre commun des
cOtés des bases, celles-ci ont respectivement pour limites les cir-
conférences des bases du tronc de cone, et 'apothéme a pour
limile le ¢Oté du trone de cone ; et comme on a aussi :

lim. de Uaire de la surf. latér. du tronc de pyramide = lim. de

Eaésomme des périmélres 3 lim. de l'apothéme,

on en déduit :

: s
aire de la surf. latér. du tronc de cone droit = o Somme des

circonférences des bases >< le cité.

En désignant par » et #' les rayons des bases et par £ le coté
du trone, 'expression de l'aire est = (4 ') k.

434. On peut obtenir immédiatement cette expression, en’
regardant la surface latérale du tronc comme la différence des
surfaces latérales des deux cones (fig. 236); car soient r et /, le
rayon de base et le cOté du plus grand, 7’ et /le rayon de base
et le coté de l'autre, et kle coté du trone, on a, en désignant
par s 'aire de la surface latérale :

s=n(l = #ly=n[r(k 4+ ) —1l) = = [rk+ (- —2) I].
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Or,
r
syl
et par suite,
r—=r =1 'k
i, AN E
done
S==(+k :é—(circ. r— eire. »') X k.
435. ConrorLaire I. — Supposons un trone de cone droil

coupé par un plan mené suivant'axe (fig. 237), et la section le
trapeze isocele ABCD, composé des deux trapézes droits égaux
AFED, FBCE. Les bases AF, DE du e

Y
trapéze AFED, sont égales aux rayons R
des bases du trone de cone; AD et FE en / rle 4
sont le coOLé et la hauteur. Si I'on méne Q
par le milieuI du coté, un plan paral- /\\K \
léle aux bases, il coupera le tronc sui- * M. E -
vant un cercle dont le rayon 1G sera la L SELD

demi-somme des rayons AF, DE, el dont la circonférence sera,
par suite, la demi-somme des circonférences des bases, puisque
les circonférences sont proportionnelles & leurs rayons. Par
conséquent

L'aire de la surface latérale d'un trone de cone droit d bases pa-
ralleles est égale au produit de son coté par la circonférence d'une
section plane parallele aux bases et a éqale distance de celles-ci.

436. CoroLLare II. — Elevons au point I sur AD et dans le
plan AFED la perpendiculaire IN terminée & I'axe. Abaissons
du point D la perpendiculaire DM sur AB. Les triangles ADM,
IGN ayant leurs cotés perpendiculaires chacun i chacun, on a

d’on
AD X circ. IG= EF < circ. IN.
- TR9SYER LIAD - Université Lille 1
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L'aive de la surface latérale d’un trone de céne est done égale
aw produit de la hauteur par la circonférence dont le rayon est la
portion de la perpendiculaire élevée sur le miliew du coté, dans
un plan mené par Uaxe, et terminée a l'axre.

437. Scouie. — 1° Le triangle ADM (fig. 237), rectangle en
M, engendre par sa révolution autour de DM un cone dont la
surface latérale a pour aire :

:
AD X< 5 circ. AM.

Si 'on méne, par le milieu I de AD, IP paralléle & AM et IQ
perpendiculaire & AD, on forme un triangle IQP semblable au
triangle ADM, et, par suile :

AD 10 _ cire.1Q

DM~ 1P cire. 1P’

d’ott I'on déduit :
AD X cire. IP =DM < cire. 10.

Orcire. IP= ;: circ.AM ; doncl'airede la surface latérale du trone

de cone est éqale a DM x cire. 10.

2¢ Enfin 'aire de la surface latérale du eylindre engendré par
la révolution du rectangle MDEF autour de EF esl égale a
EF X< cire. PG, la droite PG étant la parallele & MF menée par
le milieu N de DM ; car laire de la surface latérale du cy-
lindre est: EF X circ. MF, et PG =MF (fig. 236).

3° On peut renfermer les énoncés de ces trois théorémes
dans le suivant: Lorsqu'une droite, de longueur donnée et situce
tout entiere d'un méme coté d'un are appartenant aw méme plan,
[ait une révolution complete autour de cet axe, Uaire de la surface
engendrée est égale au produit de la projection de la droite sur
laxe par la circonférence, dont le rayon est la portion de la per-
pendiculaire élevée sur le milieu de la droite et terminde a ce point
et a laxe.
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THEOREME.

438. Lorsqu'une ligne brisée plane réguliére, située d'un méme
coteé d'une droite appartenant aw méme plan et passant par son
centre, fait une révolution autour de cette droite, elle engendre
une surface dont Uaire est égale au produit de la cz'rconfe'?‘ence
inserite par la projection de la ligne brisée sur Uaxe.

Soient la ligne brisée plane réguliére ABCDE (fig. 238), O son
centre, XY un axe passant par le point O et situé dans le plan
de la ligne brisée. Chacune des perpendiculaires élevées sur les
milieux des cotés de la ligne brisée passe par le point O, et la
portion comprise entre le coté et I'axe est égale au rayon de la

B C

A ‘\ n
P& AT B’ 0 W LS o
Fig. 238,

circonférence inscrite. Comme la surface engendrée par
chaque coté ne peut étre que celle d’'un cone, d’'un tronc de
cone ou d'un cylindre, l'aire de la surface engendrée par un
coté quelconque est égale an produit de la circonférence dont
le rayon est 'apothéme par la projection de ce coté sur 'axe
XY. Par conséquent, I'aire de la surface engendrée par la ligne
brisée est:égale au produit de la circonférence inscrite par la
somme des projections des cotés, ou par la projection A'E de
laligne brisée, sur'axe. Sil’on désigne p:ir {la projection de la
ligne brisée et par # I'apothéme, 'expression de l'aire est 2wal.

439. BxempLes. — 10 Trouver la surface latérale du cine drott,
dont le rayon de base est 3 métres et le coté 5 métres.

S =l ol S==< 3 ><5=47m1,1239 & moins d’'un cen-
timétre carreé.

2° Trouver la surface totale.
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S=ar (r41); dolt S= =<3 8 = 75"1,3982, & moins
d’un centimetre carré.

3° Trouver la surface latérale du tronc de cone a bases cireu-
laires, dont le edté est 12™,6 et les rayons de base 7™,2 et 3™ ,15.

S=xl(r41r); dott S=n>12,6 10,35 = 409"9,59, A
moins d’'un décimeétre carré.

THEOREME.

440. Lorsquune ligne brisée plane située d'un méme coté d'une
droiteappartenant awméme plan, fait une révolution autour de cette
droite, elle engendre une surface dont Uaire est égale au produit
de la longueur de la ligne brisée par la circonférence que décrit
son centre de gravité. (Théoreme de Guldin).

Soient la ligne brisée plane ABCDE (fig. 239) et XY I'axe si-
tué dans le méme plan et autour duquel elle doit tourner. Dans
cette révolution de la ligne, chaque cOté engendre une sur-

c
M’

™, AT

= P P i p X .

Fig. 239,

face qui ne peut étre qu'un cone, un tronc de condou un cy-
lindre, et dont 'aire est par conséquent égale au produit de
ce cOté par la circonférence que décrit son milieu. Désignons
les longueurs des cotés AB, BC, CD, DE par a, o, d', 2" et par
m, m', m",m" les longueurs des perpendiculaires abaissées des
milieux M, M', M*, M” de ces cOtés sur I'axe. L'aire de la surface
engendrée par la ligne brisée est égale &

2zma + 2rm'd’ + 27m”a" + 27m"d".
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Or, le centre de gravité de laligne ABCDE est aussi le centre des
distances proportionnelles des points (M,a), (M',a). .... ; par
conséquent, en désignant par gla distance du centre de gravité
a l'axe, on a (100):

ma -+ ma' 4+ m'a” 4 m"a" = (a +d 4 a" -} ")y,
et en multipliant par 2= les deux membres de I'égalité :
9nma -+ 2mxm'a’ 4 2xm”a” 4 2nm"a" = (a -} a'+a” - ") X 2=g.

C’est ce qu’il fallait démontrer.

441. CororLAIRE.— On peut regarder une ligne courbe plane
comme une ligne brisée dont tous les cOtés sont infiniment
petits ; elle a donc un centre de gravité et:

L'aire de la surface engendrée par une ligne courbe plane, tour-
nant autour d'un axe extérieur quelconque appartenant au méme
plan, et située d'un méme coté de Uaxe, est égale au produit de sa
longueur par la circonférence que décrit son centre de gravité.

442, ExeMeLE. — Trowver Uexpression de Uaire de la surface
engendrée par une circonférence de rayon v, tournant autour
d'une droite de son plan tangente ou extérieure a cette eircon-
[érence. .

La surface engendrée est le fore. En désignant par d la dis-
tance du centre & 1'axe et I'aire par s, on trouve :

s = 4n%rd.

443. %L!E. — On peut, & 'aide de cette formule, trouver
Uaire de la surface d'un anneau.

THEOREME.

44%. Le volume d'un cone est égal au produit desa base par le tiers
de sa hauteur (fig. 240).
On définit le volume d’un cone droit la limite vers laquelle
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tend le volume d’une pyramide réguliére inscrite lorsqu’on
fait croitre indéfiniment le nombre des
cotés de sa base.
On a (248):
volume de la pyramide = base >< % hauteur.
Or, lorsqu’on fait croitre indéfiniment le
nombre des cotés de la base de la pyramide,
la hauteur de la pyramide reste constam-
ment égale A celle du cone, et la base tend vers sa limite qui
estla base du cone, et comme on a aussi:

Fig. 250,

lim. du volume de la pyramide = lim. de la base x% lim. de la

hauteur,
on conclut de li :

) 1
volume du cine droit = base < 3 hauteur.

445. Cororraire I. — En désignant par » le rayon de base et
par % la hauteur, I'expression du vo-
lume est :

1
3 Tﬂ”!l.

446. CoroLLAIRE II.— Lerapport des
volumes de deux cones semblables
est égal & celui des cubes rayons
et 4 celui des cubes des hauteurs. En effet, soient (fig. 241) » le
rayon de base et 4 la hauteur d'un cone, ' le rayon de base
et A la hauteur d'un second cone semblable au premier; le
rapport des volumes est égal &

Fig. 241.

i ar2h
3

25 Sl
j e
lm‘,, " r2h F- R
3
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THEOREME.

4471, Le volume d'un trone de cone droit a bases paralleles est
¢gala la somme des volumes de trois cones droits, ayant pour hau-
teur commune la hauteur du trone et pour bases, le premier la base
supérieure, le dewxieme la base inférieure, et
le troisieme la moyenne proportionnelle entre
les dewx bases (fig. 242).

Le volume du tronc de cone est la limite
vers laquelle tend le volume du trone de pyra-
mide, qui est la différence des deux pyramides
réguliéres semblables inscrites aux cones dont
le trone de cone donné est la différence, lors-
qu’on fait croitre indéfiniment le nombre des
cOtés. B, b, désignant les bases et £ la hauteur du tronc de
pyramide réguliere inserit,

Fig. 242.

volume du tronc de pyramide — %k (B + b+ \/ﬁ) (253)

Lorsque le nombre commun des ¢dtés des deux bases croit
indéfiniment, la hauteur reste constamment la méme, les
bases B et & tendent vers leurs limites qui sont les bases du
trone de cone, et comme on a aussi:

lim. duvol. du trone de pyramide — % h (h}n. B 4 lun. b
+ lim. \IE';) y
on conclut de 13, en désignant par R et » les rayons des bases
du trone de cone :
1 1
vol. du tronc de cone =§h (sR2 4 m? 4 =Ry) = hx
(B2 4 72 4 Ry);

expression qui représente bien la somme des volumes de
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trois cones ayant pour hauteur commune /% et pour bases les
cercles dont les rayons sont R et » et le cercle moyen propor-
tionnel de ceux-ci.

448. Exemries. — 1° Trouver la surface latérale du cone dont
le rayon de base est 3 métres et le coté 5 metres.

Désignant I'aire par s, le rayon par » et le cOté par/,

s=mr{=3,1416 < 3 <X 3 =47,12.

La surface est égale & 47m9,42, & moins d’'un décimetre carré.

g° Trouver la surface latérale du trone de cine dont les
rayons de base sont 3 meétres et T métres et dont le cité est
8 metres.

Désignant l'aire pars, lesrayonsde base par R etr, le cOtépar/,
s=wm(R-+4r){=3,1416 <10 X< 8 =251,33.

La surface est égale a 251m4,33, 4 moins d'un décimélre carré.
3° Trouver le volume du cone dont le rayon de base est 3 mé-
tres et la hauteur 8 métres.

Désignant le volume par v, le rayon par et la hauteur par Z,
1 1
Ui 3 wr2h = 7 % 3,14159 >< 9 XX 8 =175,398.

Le cone contient 75m¢,398, & moins d’'un décimetre cube.
4° Trowver le volume du tronc de come dont les rayons de
base sont 5 meétres et 2 metres et la hauteur 6 métres.
DésignantlesrayonsparRetr,lahauteur par/Zetlevolumepary,

1
v= % Jim (R2 4 72 - Rr) = 5 < 63< 3,14130 < 30 = 244,944

Le trone de cone contient 244™¢,944, & moins d'un décimetre
cube.

APPLICATIONS.

449, a. Jauger un tonneau.— L'expression du volume du troncde cone
peut servir & trouver une valeurapprochée du volume d'un tonneau,
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en regardant celui-ci comme lasomme de deux froncs de eone égaux
qui, ayant la grande base commune, seraient placés de part et
d'antre de celle-ci (fig 243). Mais, dans cette évaluation, on néglige
le volume engendré par la révolution des figures BCF, BDE aulour

.
\

de l'axe IH, et on commet une erreur par dé-
faut qui est trop grande pour qu'on puisse la
négliger. c
Une instruction ministérielle de I'an VII
(1799) prescrit I'usage de la formule sui- B

vante :
s 2D d\3 _, =L \
ilee 1 -

D représente le plus grand diamélre inté-
rieur, qu'on appelle diamétre du bouge, el qu'on mesure en plon-
geant, par la bonde, un métre divisé dans le tonneau ; d est le dia-
métre des fonds, et L. leur distance.

b, La formule

Fig. 243.

V = 0,601,

dans laquelle H représente la longueur de la droite BF' qui va du
trou de la bonde au point le plus bas, I, de 'un des fonds (lorsque
I'axe est horizontal), est surtout employée dans les octrois. On gra-
due une tige en calculant, & I'aide de la formule précédenle, les
valeurs de V qui répondent aux diverses valeurs de H. On plonge
celte tige suivant la direction BF, et la graduation de la tige fait
connaitre immédiatement la valeur correspondante de V.

¢. Mesurer un arbre en grume. — L’arbre dépouillé de ses bran-
ches et conservant encore son écorce est un arbre en grume.Le lronc
d'arbre & mesurer a ordinairement la forme d’un tronc de cone. Au
lieu d’employer la formule du volume de celui-ci, on emploie la

formule :
N % (R = ?‘)1 H,
2

R et r étant les rayons des deux bases du tronc et H la longueur
de celui-ci. On mesure avec un cordon mélrique la longueur de
la circonférence résullant d'une seclion faite & égale distance
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des deux hases, et si C désigne celte circonférence, son rayon, qui

est égal 4 + » sera exprimé par l—~s et la formule devien-
dra :
e ds
i g

PROBLEME.

430, Trouver le volume d'un manchon conique dont la hauteur
et les rayons des bases sont donnés. i

On donne le nom de manchon conique, au corps qui est la
différence de deux troncs de cone de méme axe ef de méme
hauteur, et appartenant eux-mémes 2 des cones semblables.

Soient /4 la hauteur commune, R et »les rayons de base du
plus grand des deux trones de cone, R' et ' les rayons de base
de l'autre; on aura, en désignant par V le volume du manchon
conique :

R %Im (B2 9% L Re— R — 7% —R7),

THEOREME.

451, Le volume engendré par la révolution d'un triangle autour
d'un de ses cités, est égal au produit de Uaire de la surface en-
gendrée par l'un des dewx autres cotés, multiplice par le tiers de la

: hauteur correspondante a celui-ci.

/B Soientle triangle ABC, BD la hau-
/N teur correspondante au coOté AB
4 |!: ™~ 5 (fig. 244). Le volume engendré parle
triangle ABC tournant autour de AC
est la somme des cones engendrés par
les triangles rectangles ABD, CBD. Le volume du premier est

Fig. 244,

R 1 —
5-::]3[)g X AD; le volume du second est 3% BD’ >DC; done,
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en désignant par vol. ABC le volume du cone engendré par
ABC,

g finte
vol. ABC = % =BD” < AD + Ean" > DC h% xBD” X AC.

Si I'on abaisse la hauteur AI, comme AC > BD == CB X Al,
ona:

—i-BD XAG_—ﬂBDXBD < AG=-1:BD < AG X A

Or, =BD >< CB est I'aire de la surface latérale du cone engen-
dré par CB ; par conséquent

vol. ABC = aire CB < ; Al. //

QN
Si la perpendiculaire BD tombait hors du R
triangle (fig. 245), le volume engendré par Eas s,
celui-ci, au lieu d’étre la somme des deux cones ABD

CBD serait leur différence, et 'on déduirait de l'expression

g S lag
3 =BD’ > AC le méme théoreme.

THEOREME.

452. Levolume du corps engendré par la révolution d'un triangle
autour d'une droite, tracée dans son plan par un de ses sommets et
hors du triangle, est égal au produit de U'aire de la surface engen-
drée par le coté opposé a ce sommet, mul- .
tiplice par le tiers de la hauteur corres- }:_,J\

pondante. i >C\
1° Soient (fig. 246), le triangle ABC, P TR

AR une droite tracée par le point A dans s i
le plan du triangle et hors du triangle.
Supposons que le ¢6té CB rencontre AR au point D. Le vo-
lume du corps engendré par le triangle ABC, dans sa révo-
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lution autour de AR, est la différence des volumes des corps
engendrés par les triangles ADB, ADC dans leur révolution
autour de AR. Abaissant la hauteur Al, on a :

vol. ABC = vol. ADB —vol. ADC = aire DB < %AI —DC

1 : 1
— Al = BC >< - Al.
5 3 Al = aire > 3 Al

2° Supposons que le coté BG du friangle, opposé au som-
met A placé sur 'axe, soit paralléle a 'axe.

Considérons d’abord un triangle rectangle AIC, dont le som-
met d’un angle aigu A, placé sur I'axe AR (fig. 247), est opposé
a un coté, IC, parallele & cet axe. Abaissons du point € la per-
pendiculaire CE sur AR. Le triangle
rectangle AIC en tournant en méme
temps que le rectangle AICE, autour
de AR, engendre un cone qui est le
tiers du cylindre engendré par le rec-
tangle AICE. Le volume du corps en-
gendré par la révolution du triangle AIC est donc les deux
liers de ce cylindre et a pour expression :

A

‘<}_
[ B L ]

lig. 247,

s 1
zAL% %< AE ou 2zAI < CI ><§AI — aire CI ><_13AI.

S e

Supposons en second lieu un triangle quelconque ABC, tour-
nant autour d'un axe AR paralléle au
e e 80 cOlé BC opposé au sommet A, placé

i /// E sur cet axe.
.:/ - I 1° Si la perpendiculaire Al abaissée
E

) * du sommet A sur BC tombe dans
paodrre l'intérieur du triangle (fig. 247),0on a:

vol. ABC = vol. ACI 4 vol. ABI = aire Cl < :—‘AI

4 aire BI x%m = 4ite/BC x;-m.
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20 Si la perpendiculaire AT tombe hors du triangle (fig. 248),
ona:

vol. ABC = vol. ACI — vol. ABI = aire CI < %AI — aire BI

1 : 1
= EAL-.alre BC XEAI.

THEOREME.

453. Le volume engendré par la révolution d'un secteur polygonal
réqulier autour d'un axe tracé dans son plan, par son centre et
hors du secteur, est égal au produit de Uaire de la surface engen-
drée par la ligne brisée réqulicre qui est la base du secteur, mulli-
plice par le tiers de Uapothéme.

On.nomme secteur polygonal régulier la figure limitée par une
ligne brisée réguliere plane et les rayons qui aboutissent i ses
extrémités

Soient XY l'axe, OABCDE, un secteur polygonal régu-
lier (fig. 249), dont le centre O est placé sur 'axe XY, extérieur
a ce secteur, et dont I'apothéme est OI. SiI'on joint le centre &
tous les sommels de la ligne brisée régulieére, on voit que le
secteur est composé d’autant de triangles isocéles égaux que la
ligne brisée a de cotés. Ces triangles ont pour sommet commun
le centre O, et pour bases c
les cotés de la ligne bri- 3 ¥
sée. Le volume du corps AL
engendré par chaque,
triangle est égal au pro- X
duit de l'aire de la sur- Al o !
face engendrée parsa base Y
multipliée par le tiers de sa hauteur, qui est I'apothéme du sec-
teur. Donc le volume du corps engendré par le secteur polygo-
nal est égal au produit de la somme des aires des surfaces
engendrées par les cotés de la ligne brisée, multipliée par le
tiers de I'apothéme, ou bien & l'aire de la surface engendrée
par la ligne brisée, multipliée par le tiers de ’apothéme.

Y
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Abaissons des points A et E les perpendiculaires AA’, EE' sur
I'axe XY; l'aire de la surface engendrée par la ligne brisée
est 2701 >< A'l (438); et, par conséquent,

o e
vol. 0ABCDE = 5«:01a = A'E;

et, en désignant le volume par », 'apothéme par » et la pro-
Jjection de la ligne brisée sur I'axe par /,

V= g 7,

THEOREME.

454, Le volume du corps engendré par la révolution d'un poly-
gone plan, autour d'un axe extérieur situé dans son plan, est égal
au produit de son aire par la circonférence que déerit son centre
de gravité. (Théoréme de Guldin.)

1° Soientle triangle ABC et XY unaxe extérieur tracé dansson
plan (fig. 250). Abaissons sur
XY les perpendiculaires AA',
BB, CC', que nous désignerons
par a, b, e¢. Le volume du
corps engendré par le trian-

I | 41 _ - 8le ABC est égal & la somme

~ ! i % desvolumes des troncsde cone

A engendrés par les trapzes

droits AA'B'B, BB'C'C_diminuée du volume du tronc de cone
engendré par le trapdze AA'CC:

Rl

vol. ABC = vol. AAB'B - vol, BBC'C — vol. AA'C'C.

ou
vol. ABC = %1-: (a2 -+ b3 - ab) A'B' -+ :;:: (6 4 22 + be) BC
— :l; n(a?+4-c¥4"ac)A'C’;
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ou encore, en remplacant A'C’ par A'B' 4 B'C":

vol. ABC = = (“—‘%":—”) [(b — ¢) AB' + (b—a) BC]

b
e (ﬂ'—a—ﬁ) > 2 aire ABC;
car
aire ABC = ”‘i’—b AR+ f’—%n’w = ‘ijﬂ-“-’f AT

b— i Da=a o
S AB-|—-—-2—BG1

et comme la distance GG’ du centre de gravité G du triangle ABC
4 I'axe est égale &

a+t+b4c

St ;

on trouve enfin :

vol. ABC = 2xGG' >< aire ABC.

2° Soient le polygone plan ABCDE (fig. 251) et un axe exté-
rieur XY situé dans son plan. Tirons les diagonales AC, AD,

et soient G, H, K les centres de gravité des lriangles ABCG, ACD,

ADE. Nous désignerons parg, %, £ leurs distances GG', HH', KK'

a l'axe. On a :

vol, ABCDE = vol. ABC 4~ vol. AGD —-vol. ADE = 2zg > ABC
—+ 2rh 3 ACD +- 2nk < ADE.
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Or, R étant le centre de gravité du polygone AB'CDE, on a
(108), en désignant la distance RR’ par » :

979 < ABC + 2mk 3< ACD + 27k > ADE = 2zr > ABCDE.

455, ConoLrAtreE. — En regardant une courbe plane comme
un polygone dont tous les cotés sont infiniment petits, le centre
de gravité d’une figure plane limitée par une ligne courbe est
done un point déterminé, et on conclut de ce qui précéde
que :

Le volume du corps engendré par la révolution dune figure
plane quelconque, autour d'un axe extérieur tracé dans son plan,
est égal au produit de son aire par la circonférence que déerit son
centre de gravité.

456. ExemrLe. — Le volume engendré par la révolution
d’un cercle, autour d'un axe extérieur ou tangent, est égal
4 2x%2/, en désignant par » le rayon et par / la distance du
centre a l'axe.

457. Scoute. — On peut déduire de cette expression le vo-
lume d'un anneau.

§ 6. — Note sur les surfaces.

&3R8, On distingue les surfaces réglées en deux classes : 1° les sur-
faces dévelvppables ; 2° les surfaces non développables, qu’'on nomme
surfaces gauches.

a. Surfaces développables.— Pour qu’une surface soit développable,
il faut et il suffit qu'on puisse, d'aprés son mode de génération, la
regarder comme composée de facettes planes ou d’éléments plans,
ayan!t deux & deux un c¢oté commun et disposés de telle sorte que
I'un des éléments puisse s'appliquer sur le plan de I'élément voisin,
aprés avoir lourné autour du c6té commun ; que la figure formée
de ces deux éléments puisse s’appliquer sur un élément voisin, et
ainsi de suite, jusqu’d ce qu'aprés avoir réuni tous les éléments, &
I'exception d'un seul, en une figure plane, celle-ci puisse s'appli-
quer sur le plan du dernier élément. Nous en avons des exemples
dans les surfaces cylindriques et coniques.
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¢. SURFACES GAvcHES. — Atles de moulins & vent (fig. 252). Les
moulins & vent sont composés, 1° d’'un arbre tournant B, incliné &
I'horizon de 8 i 15 degrés; 2° de quatre pidces de bois BC, BD, BE,
BF de 12 méfres de longueur chacune, perpendiculaires 4 'arbre B
et fixées A l'arbre vers son extrémilé supérieure; ces pitces sou-
tiennent quatre ailes.

Chaque aile commence & 2 méires de l'arbre tournant B et se
termine a I'extrémilé de la pi¢ce de bois qui la soutient; par con-
séquent elle a 10 mefres de
longueur ; la largeur est d'un ¢
pea plus de 2 métres. Selon
Monge et Hachette on peul regar- A “
der chaque aile comme une
surface gauche engendrée par 4
le mouvement d'une lignedroite B
perpendiculaire & la piéce par
laquelle est soutenue l'aile, et /
qui, lorsqu elle se trouve & 1'o- Qi L
rigine de l'aile, c'est-d-dire le >
plus prés de l'arbre tournant, \ 4
forme avec celui-ci un angle L (E
de (i0°; parcourt ensuile avec un
mouvement uniforme toute la
longueur de la pitce qui sou- !
tient I'aile, en restant toujours (
perpendiculaire & cette piéce et
en faisantavec I'arbre tournant
un angle qui croit uniformément, de maniére que, & I'extrémité de
I'aile, cet angle, qui élait au commencement de 60°, soit devenn
de 789, si I'arbre B a $° d’inclinaison avec I'horizon, ou de 84°, si
l'inclinaison est de 15° et proportionnellement dans les inclinai-
sons inlermédiaires. ]

Les posilions de la droite génératrice servent & fixer celles des
{raverses, et leur ensemble forme un chissis destiné & recevoir la
voile qui doit former 'aile.

On peut aussi regarder chacune des quatre ailes comme une sur-
face gauche engendrée par le mouvement d'une ligne droite per-
pendiculaire & la pi¢ce qui soutient l'aile, et assujeltie & toucher,
dans toutes ses positions, la ligne droite menée par les extrémités
correspondantes de la position que la ligne droite généralrice doit
avoir dans les deux exirémités de laile.

d. Les versoirs ou oreilles des charrues sont des surfaces gauches

II, — U
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engendrées par une droite assujetlie & rester constamment paral-
12le 4 un plan incliné qui coupe le sol parallélement au sillon, et
4 s'appuyer sur deux direcirices qui sont : une horizontale per-
pendiculaire & la direction ‘du sillon, et une droite inclinée située
dans un plan vertical parall¢le a I'horizontale.

e. Le dessous d'un escalier tournant a noyaw ou & jour est une sur-
face gauche qui a pour génératrice une droile horizontale qui,
dans son mouvement, s'appuie sur une verticale et sur une de ces
courbes qu'on nomme hélice, ou spirale eylindrique.

f. La génératrice d'une surface gauche d'escalier, au lieu de
couper une verlicale, peat étre assujetlie & étre tangente & un ey-
lindre droit dont l'axe est vertical. On oblient alors la surface
gauche spirale d'un escalier en tour ronde.

g. La vis d' Archiméde, qui est employée & élever les eaux, est une
surface gauche de la méme esplce que la surface gauche spirale
d’un escalier en tour ronde a directrice rectiligne (fig. 253). Un tube
de verre enroulé en hélice sur un cylindre peut recevoir un mouve-

Fig. 233.

mentde rotation autour de I'axe ducylindre & I'aide d’une manivelle.
On place I'appareil dans une position inclinée de manitre qu'en le
faisanl tourner, I'extrémité inférieure du tube plonge dans I'eau,
puis en sorle, pour y pénétrer de nouveau, et ainsi de suite. Au
moment ol I'extrémité du tube sort de 1'eau, le tube contient une
certaine quantité de liquide qui se lrouve ainsi isolée et qui, pen-
dant la rolation de la machine, vient & chaque instant occuper la
partie inférieure de la spire dans laquelle elle est engagée. L'eau
contenue dans le tube marche donc progressivement le long du
cylindre el finit par s’écouler & sa partie supérieure.
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§ 9 — Sphére.

DEFINITIONS.

459. 1° On nomme surface sphérique une surface courbe,
fermée, dont tous les points sont également distants d'un point
intérieur qu’on appelle centre. h

20 La surface sphérique est engendrée (fig. g
254) par la révolution d'une demi-circonfé- o ol
rence AMB autour du diametre AB qui la ter- ‘
mine (296). [

3° On nomme sphére, la portion de I'espace Fig_;h
ou le corps limité par la surface sphérique;

4° Rayon, toute droite menée du centre a un point de la
surface sphérique. Tous les rayons sont égaux,

5° Toute droite menée par le centre et terminée de part et
d’autre & la surface sphérique, est un diameétre. Tous les dia-
métres sont égaux, car un diamétre est le double du rayon.

6° On donne le nom de corde de la sphére, i toute droite qui
joint deux points de la surface sphérique.

7° On nomme surface convere, toute surface qui ne peut pas
étre rencontrée par une ligne droite en plus de deux points.
La surface sphérique est convexe, car si elle était rencontrée
par une droite en plus de deux points, on pourrait mener du
centre & cette droite plus de deux droites égales, ce qui est
impossible (Géométrie plane, 50.)

\

/

THEOREME.

460. L'intersection d'une surface sphérvique et d'un plan est
une circonférence de cercle,
Soient M, N deux points de I'intersection de la sphére O et
du plan L (fig. 255). Du centre O de la surface sphérique abais-
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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sons la perpendiculaire OA sur le plan L et soit A le pied de
cette perpendiculaire. Joignons les points M et N an point A.
Les obliques OM, ON sont égales
comme rayons ; done elles s’écartent
également du pied A de la perpen-
diculaire (21), c’est-d-dire queles dis-
tances AM, AN sont égales. Par consé-
quent deux points quelconques de la
ligne qui est Iintersection de la sur-

Fig. 2:5. face sphérique O et du plan L, sont
a égales distances du point A. Done cette ligne (qui est plane)
est une circonférence de cercle, dont le centre est le pied A de
la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan L.

461. Corortaine I. — Lorsque la surface sphérique est cou-
pée par un plan passant par le centre, la section est une cir-
conférence d'un rayon égal & celui de la sphére. On donne
le nom de grands cercles de la sphére aux cercles correspon-
dants. Tous les grands cercles de la sphére sont done éqaur, puis-
qu'ils ont tous le méme rayon, celui de la sphere.

On donne le nom de petits cereles i cenx des sections sphé-
riques faites par des plans qui ne passent pas par le centre.

462. ConovLame I1. — Deur grands cercles se coupent mutuel-
lement en deux parties égales. Car Dintersection commune de
leurs plans est un diamétre de chacun d’eux.

463. CoroLrATE III. — Deux points d'une surface sphérique
déterminent généralement une circonférence de grand cercle.

Car, si les deux points donnés ne sont pas situés sur un méme
diamétre, ces deux points et le centre déterminent un plan
qui est celui d’'un grand cercle.

Si les deux points sont les extrémités d’'un méme diametre,
on peut faire passer par ces deux points une infinité de circon-
férences de grands cercles.

464. ConoLtamRe 1V. — Le centre d'un peﬁt cercle et celui
de la sphére sont situés sur une méme perpendiculaive aw plan du
petit cercle.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1




SINERE.

229

465, Exemples d'une sphire. — Les balles, les boulets, les obus, les

billes de billard, elc., sont des sphéres.

PROBLEME,

466. Dessiner une sphére de rayon donné (fig. 256).

Soient XY la ligne de terre, O et 0’ les projections du cenfre, La
circonférence du grand cercle paralléle au plan horizontal se pro-

jette en vraie grandeur sur ce plan. La cir-
conférence décrite du poinl O, comme cen-
tre, sur le plan horizontal, avec le rayon
donné, est donc la projeclion horizontale de
celle circonférence. Pour la méme raison,
la circonférence décrite du point 0', comme
centre sur le plan verlical, avec le rayon
donné, est la projection verlicale de la eir-
conférence de grand cercle dont le plan est
paralléle au plan vertical. En outre, il est
évident que les projections horizonlales de
tous les points de la surface sphérique sont
situées sur la circonférence O, ou dans I'in-
térieur de cetle circonférence; et les projec-
lions verlicales sur la circonférence 0, ou

Fig. 256.

dans l'intérieur de cette circonférence. Les deux circonférences ()
et 0', et la droile 00, constituent ce que 'on nomme le dessin com-

plet ou Uépure de la sphere.

THEOREME.

467. Tout grand cercle divise la surface sphérique et la sphere

en dewx parties éqales (fig. 257).

Soient AMB un grand cercle de la
sphére O, ANB, APBles deux parties dans
lesquelles il divise la surface. Si on re-
tourne la portion APB, pour la placer du
méme cOlé du plan AMB que la portion
ANB en faisant coincider les circonfé-
rences égales qui limitent les deux surfa-

ik

ot

Fig. 257,

ces, les portions ANB, APB coincideront ; car s’il en était au-
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trement, il y aurait dans I'une ou lautre partie des points
inégalement distants du centre.

468. Scorie.— On donne le nom d'hémisphére aux deux por-
tions d’une sphére divisée par un grand cercle, et celui de
surfaces hémisphériques aux deux portions correspondantes de
la surface sphérique. ;

THEOREME.

469. Dans une méme sphére ou dans dewr sphéres égales.

1° Deux petits cercles égaux sont également éloignés  du
centre ;

2° Dewr petits cercles inégaua: sont inégalement éloignés du cen-
tre, et le plus grand est le plus rapproché (fig. 258).

1o Sil’on abaisse du centre de la sphere les perpendiculaires
OM, ON sur les plans de chacun des petits cercles égaux AB,
(D, le plan de ces perpendiculaires coupera
la sphére suivant un grand cercle, et les
petits cercles suivant deux diamétres qui
) seront des cordes égales du grand cercle et
/¢ Dar conséquent également éloignées du

</ centre;

2 Soient AB et CE deux petits cercles
inégaux. Le plan des deux perpendiculaires
OM, OP abaissées du centre sur ces cercles coupera la sphere
suivant un grand cercle et les petits cercles suivant deux dia-
metres qui seront des cordes inégales; et la plus longue sera la
plus rapprochée du centre.

X710, Réciprogques. Les réciproques sont vraies ( Géom.
plane, 55).

“‘“"‘--. A

Fig. 258.

THEOREME.

174. Deur surfaces sphériques qui ont le méme centre sont
équidistantes et leur distance est égale a la différence de leurs
rayons (fig. 259).
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On nomme distance d'un point a une surface sphérique, la plus
petite des deux distances du point aux extrémités du diametre
(qui passe par celui-ci. Cette ligne est la plus courte qu'on
puisse mener du point & la surface sphérique. En effet soient
A un point extérieur & la sphere O, et M un point de la sur-
face sphérique ; OB le rayon qui passe au point A. Consi-
dérons la circonférence de grand cercle dont le plan est déter-
miné parle point M et le diamétre auquel appartient OB ; B
étant Pextrémité du diametre la plus rapprochée de A, on a
(Geométrie plane, 156) : AB < AM.

Soient en second lienu A'un point intérieur et M un point de
la surface sphérique ; OB le rayon qui passe au point A’

Considérons la circonférence de grand e
cercle dont le plan est déterminé par //—\ \
B _A 0

le point M etle diametre auquel appar- 7
tient OB ; B étant extrémité du diametre U
la plus rapprochée de A', on a (Géomé-

trie plane, 136) : A'B < A'M. Sigatiae
Si I'on considére une spheére concenlrique a la sphére
dont le rayon est OB, déerite avec le rayon OA ou le rayon
0OA, la distance d'un point quelconque de 'une des surfaces
sphériques OB, OA ou OB, OA" sera évidemment égale & la
différence de leurs rayons.
472. ConotLATRE. — Deua sphérves concentriques peuvent, sans
que leurs surfaces cessent d’étre équidistantes, tourner chacune au-
L tour de son centre dans tous les sens ; car la distance des deux
surfaces sera constamment égale a la différence de leurs

rayons.

THEOREME.

K13, Dewx surfaces sphériques de méme rayon sont égales.

En effet, si ’on place leurs centres au méme point, les deux
surfaces doivent coincider, parce que, s'il en était antrement,
il y aurait dans I'une ou dans 'autre des points inégalement
distants du centre,
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474. CoroLrAIRE, — La coincidence de deux surfaces sphéri-
ques de méme rayon a évidemment toujours lieu, lorsque,
apres avoir placé leurs centres au méme point, on fait tourner
I'une d’elles autour de ce point; par conséquent

Deuz: sphéres concentriques de méme rayon, dont lune est en
relief et lautre creuse, ne cessent pas de se toucher partout, quels
que soient les mouvements qu'on leur imprime sans déranger les
centres.

APPLICATION.

475. Emboitement a genou, graphométre @ genou.

L'embuitement @ genou, ou le genow a coquille, au moyen duquel le
graphometre, la planchetle et d’autres instruments s'arliculent
avec leur support, est une application du corollaire (§74). L'instru-
ment est fixé & une tige terminée par une sphére pleine, et il est
soutenu par un support armé, & sa partie supérieure, de deux co-
quilles hémisphériques de méme rayon que la sphére gqui lermine
la tige. On sépare ces coquilles pour introduire entre elles la sphire,
et on resserre ensuite les coquilles & I'aide d'une vis de pression.
On peut de celte maniére donner au plan de l'instrument une di-
reclion quelconque.

THEOREME.

K16. Le plus court cheman pour aller dun point @ un autre,
sur la surface sphérique, est le plus petit des deva ares de grands
cercles qui joignent ces dewr points (fig. 260).

Soient AMB le plus petit des deux ares de grand cercle
terminés aux points A et B de la surface :
sphérique O, ANB une ligne courbe conti-
nue quelconque tracée sur la surface sphé-
rique du point A au point B. Concevons une
surface conique ayant pour sommet le cen-
tre O et pour directrice la courbe ANB. Dé-
veloppons cette surface sur le plan du grand cercle, dont la
circonférence passe par A et B. Soit OA'B le secteur qui re-
présente ce développement ; 'arc A'B représentera le dé-
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veloppement de la courbe ANB. Or la corde A'B n'est pas
moindre que la corde AB, car si I'on fait reprendre a la sur-
face développée sa premicre figure, la corde A'B sera repré-
sentée sur la surface par une ligne continue terminée aux
points A et B, et, parconséquent, elle ne peut pas étre moindre
que la corde AB, Par suite I'arc A'B ou la courbe ANB, qui
lui est égale, n’est pasmoindre que I'arc AB. Done cef are est le
plus court chemin pour aller, sur la surface sphérigue, du point A
au point B.

DEFINITION.

477. — Le pdle d'un cercle de la sphére est un point de la
surface également éloigné de tous les points de la circonfé-
rence de ce cercle.

THEOREME.

418, Les extrémités du diamétre de la sphére perpendiculaire
au plan d'un cercle sont les poles de ce cercle et de tous les cer-
cles paralléles a celui-ci (fig. 261).

Supposons le diameétre DE perpendiculaire au pelit cercle
AC; comme il passe par le cenfre C
(464), les points D, E sont & des dis-
tances rectilignes égales de chacun des
points de la circonférence (i (23); et si
’on fait passer des arcs de grands cercles
par le diamétre DE et par les points de la
circonférence C, les arcs de grands cer-
cles menés du point D ou du point E & Fis. 201,
chacun de ces points seront égaux, puisqu’ils seront sous-tendus
par des cordes égales.

Le méme raisonnement pourra &tre appliqué au grand
cercle et aux petits cercles paralltles au petit cercle AC, puis-
qu’ils sont aussi perpendiculaires au diamétre DE de la spheére.
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479. ConoLLAIRE I. — Tout cerele grand ou petit a deux poles,
el ne peut pas en avoir davantage: en effet qu’on suppose
égales soit les distances rectilignes, soit les distances circulaires,
comme 1'égalité des unes entraine celle des autres, les poles
d’un cercle doivent se trouver sur le diamétre de la sphére per-
pendiculaire au plan de ce cercle.

480. CoroLLAtre IT1. — Les distances circulaires du pole d'un
grand cercle aux différents points de la circonférence de celui-
ci, sont des quadrants; car chacun de ces arcs mesure un angle
droit. Ainsi le grand cercle OH étant perpendiculaire au dia-
métre DE, un are tel que DH, par exemple, mesure un angle
DOH qui est droit. En outre, les plans de cesares sont perpen-
diculaires au plan du grand cercle, car ils contiennent tous le
diametre DE perpendiculaire & celui-ci. On dit alors que chacun
de ces arcs est perpendiculaire A la circonférence du grand
cercle OH.

481. ComorrAmre III. — De la résulte un moyen de déter-
miner le pole d'un grand cercle. Soit OH le grand cercle
donné ; au point H on éléve sur la circonférence un are
de grand cercle perpendiculaire, et on prend sur celui-ci un
arc HD égal & un quadrant; le point D est un des poles du
cercle OH. On peut aussi mener par les points F et H les
arcs de grand cercle FD, HD perpendiculaires sur la cir-
conférence OH, le point de concours D est un des poles du
cercle OTH.

482. ComortAire IV. — Réciproquement, si les distances d'un
point D de la surface sphérique & deux points I et H de cette
surface, sont égales & un quadrant, le point D est un des pdles
de la circonférence de grand cercle qui passe par F et H; car
si 'on tire les rayons OF, OH, les angles DOF, DOH étant
droits, le diametre qui passe au point D est perpendiculaire au
plan FOH. En outre les arcs DF, DH sont perpendiculaires sur
I'are FH,

483. Cororrame V. — Si 'on fait tourner I'arc DA autour
du point D, le point A déerira la circonférence CA, et si 'on
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fait tournerle quadrant DH autour du point D, le point H dé-
crira la circonférence de grand cercle OH.

De la résulte le moyen de tracer sur la surface de la sphére
des arcs de circonférence avec le compas.

DEFINITIONS.

484. Nous appellerons distance polaire d’une circonfé-
rence, la distance rectiligne d'un point de cette circonférence
i son pole; et rayon polaire d’'une circonférence, I'arc de
grand cercle mené d'un point de cette circonférence & son
pole.

PROBLEME.

485. Tracer un grand cercle sur une surface sphérique.

On se sert d'un compas & branches courbes, dit compas d'é-
paisseur (fig. 262), & cause de la convexité de la sphére. On
donne aux deux pointes un écartement égal a la corde du
quadrant (le cOté du carré inscrit) et, aprés ayoir
fixé 'une des pointes, on fait tourner l'autre
pointe autour de celle-ci, en la maintenant ap-
puyée sur la surface sphérique.

486. ScoLlE. — Le méme procédé peut servir
a tracer une circonférence d'un rayon polaire
quelconque. On donne aux deux pointes du
compas un écarlement égal i la corde qui sous-tend I'arc de
grand cercle égal au rayon polaire,

487. CororLaire I. — Par deux points d'une surface sphéri-
que, faire passer une circonférence de grand cercle.

On décrit des deux points comme poles, une circonférence
de grand cercle. Ces deux circonférences se coupent en deux
points qui sont les poles de la circonférence de grand cercle
passant par les deux points donnés. La circonférence de grand

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



236 LIVRE IIT.

cercle décrite de I'un de ces points comme pole est la circon-
férence demandée.

488. ComoLrAme II. — Tracer un cerele qui passe par trois
points donnés sur une surface sphérigue (fig. 263).

Soient A, M, N les trois points donnés. Des points A et M
comme poles, et avec des rayons polaires suffisamment grands,
on décrit deux arcs qui se coupent en deux points appar-
tenant au plan mené perpendiculai-
rement a la corde AM par son milieu.
Donc le plan du grand cercle mené par
ces deux points se confond avec ce der-
nier plan. On détermine de la méme
| maniére le grand cercle dont le plan

& est perpendiculaire sur le milieu de la

kig: 208, corde AN. Le diametre DE, intersec-

tion de ces deux grands cercles, a pour extrémitésD et E, les

poles du cercle qui passe par A, M, N. On décrit donc une cir-

conférence du point D ou du point E comme pole, avec un

rayon polaire égal & la distance de ce point a I'un des points
A, M, N.

489. CororrAIrg I1I. — Pour mener par un point donné M
d’une surface sphérique, un arc de grand cercle perpendicu-
laire sur un are de grand cercle donné FH (fig. 263); on pro-
longe, s'il est besoin, celui-ci (485), et du point M comme
pole, on déerit un are de grand cercle qui coupe I'arc FH. Du
point K d’intersection, comme pole, on déerit ensuite 'are de
grand cercle MH, qui est 'are demandé.

PROBLEME.

490. Trouver le rayon dune sphére solide (fig. 264).

On prend arbitrairement deux points A et B de la surface
de la sphére donnée. De chacun de ces points, comme pole, el
avec des rayons polaires égaux et suffisamment grands, on dé-
erit deux ares qui se coupent en M etM'; et ensuite des mémes
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points A et B comme poles, avec d’autres rayons égaux et suffi-
samment grands, deuxares qui se coupent en deux points dont
'un est M”. Les trois points M, M, M” ap- t
partiennent au plan perpendiculaire sur le /‘ ,;N
milieu de la corde AB ; par conséquent le
triangle MM'M”, formé en joignant deux &
deux pardesdroites les trois points M, M',M”,
est inscrit & la circonférence d'un grand
cercle. On reporte sur un plan avec le com-
pas les trois distances reetilignes MM', M'M”, M"M pour cons-
truire le triangle qui a pour cotés ces trois droites, et on cir-
conscrit une circonférence i ce triangle. Le rayon de cette
circonférence est égal i celui de la sphere donnée.

MM

-

B/
AN
//

Fig. 204,

THEOREME.

491. Quatre points non situés dans un méme plan déterminent
une surface sphérique (fig. 263).

Soient A, B, C, D, quatre points non situés dans un méme
plan. Trois quelconques d’entre eux ne sauraient étre en ligne
droite; ear, s'il en était autrement, les
quatre poinls seraient dans un méme
plan.

Par les (rois points A, B, C, faisons pas-
ser une circonférence O, et par les trois
points A, B, D une seconde circonférence
0. La droite AB sera une corde com-
mune & ces deux circonférences, et les LRk
perpendiculaires abaissées respectivement des centres O et O’
sur AB, rencontreront celle-ci en son milieu I. Le plan des
droites OI, OT est perpendiculaire sur la droite AB, et par
conséquent sur les plans de chacun des cercles O et 0. La
perpendiculaire élevée sur le plan du cercle O par son centre
est le lien des points également éloignés de tous les points de
la circonférence O ; pareillement la perpendiculaire élevée sur
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le plan du cercle O par son centre est le lieu des points égale-
ment éloignés de tous les points de la circonférence 0. Ces
deux droites se rencontrent, car elles sont situées dans le plan
0107 (73), et elles sont en outre perpendiculaires & deux droites
concourantes OI, O'I. Donc le point de rencontre G de ces
droites est le centre d’'une sphere qui passe par les quatre
points A, B, C, D.

Toute autre sphére qui passera par ces quatre points se con-
fondra avec la premiére, car le centre d’'une seconde sphére
passant par les quatre points A, B, C, D doit se trouver sur
chacune des deux perpendiculaires élevées par les centres
des cercles O et O' sur les plans de ces cercles, et par consé-
quent au point de concours G de ces droites. En outre, les
deux spheres passant par les points A, B, C, D auront aussi le
méme rayon, par conséquent elles se confondront en une seule.

492, COROLLATRE. — L'intersection de deux surfaces sphériques
est une circonférence de cercle, dont le plan est perpendiculaire a
la droite qui unit les centres et dont le centre est sur cette droite.

En effet, d’abord, I'intersection est uneligne plane, car deux
surfaces sphériques ne peuvent pas avoir quatre points com-
muns non situés dans un méme plan sans se confondre.

Cetteintersection est donc une circonférence de cercle (460);
en outre, chacun des centres des deux spheres étant & des dis-
tances égales de tous les points de cette circonférence, la
droite qui unit ces deux centres est la perpendiculaire au plan
de cette circonférence menée par son centre.

DEFINITION.

493. On nomme plan tangent & une surface sphérique, le
plan qui n’a qu’un seul point commun avec cette surface.

THEOREME.

494, Le plan tangent d une surface sphérique est perpendiculaire
aw rayon mené au point de contact,
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Soient (fig. 266) la surface sphérique O, P le plan tangent
et A le point de contact. Tous les points du plan P, & 'excep-
tion du point A, étant situés hors de la spheére, le rayon OA
est la droite la plus petite qu’on puisse me-
ner du point O au plan; par conséquent OA
est perpendiculaire au plan.

495. Réciproquement. Le plan perpendi -
culaire a Uextrémité d'un rayon est tangent
a la surface sphérique.

Soient (fig. 266) O, la surface sphérique, P un plan mené
perpendiculairement au rayon OA, par son extrémité A. Tout
point du plan P, autre que le point A, est extérieur i la surface
sphérique; en effet, un quelconque de ces points, M par
exemple, est & une distance OM du centre, plus grande que le
rayon OA, puisque I'oblique OM est plus grande que la per-
pendiculaire OA.

496. ConoLLAIRE 1. — La perpendiculaire abaissée du centre d'une
surface sphérique sur un plan tangent passe aw point de contact.

497. Cororratre 1. — La perpendiculaire élevée sur un plan
tangent au point de contact passe par le centre de la surface sphé-

Fig. 4.6.

?'ig!f(.'.

498. ConrorrtArre IIT. — a. Deux plans tangents awx extrémités
d'un méme diamétre de la sphére sont paralléles, car ils sont per-
pendiculaires & une méme droite.

b. Réciproguement. Les points de contact de deux plans tan-
gents paralléles, sont les extrémités d'un méme diamétre; car le
rayon, mené au point de contact de I'un d’eux, doit, étant
prolongé, passer par le point de contact de I'autre plan tan-
gent (Cororr. I).

c. Moyen pratique de mesurer le diamétre d'une sphére solide.

On ajuste deux fablettes planes sur une régle, de maniére que
les deux plans soient perpendiculaires & l'axe de la régle. L'une des
lablettes est fixe, 'aulre peut se mouvoir le long de la régle, de
maniére que son plan reste toujours perpendiculaire i 'axe de celle-
ci. On place une sphére solide entre les deux tablettes, et la dis-
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tance de celles-ci, indiquée par larégle lorsque les deux plans sont
tangents & la sphére, esl le diamétre de la sphére.

DEFINITION.

499. On nomme normale i la surface sphérique en unpoint
donné de celte surface, la perpendiculaire au plan tangent en
ce point.

THEOREME.

500. Tous les rayons de la sphéve sont des normales a sa sur-
face.

Nous avons vu en effet (494), que le rayon mené au point de
contact est perpendiculaire au plan tangent en ce point.

APPLICATIONS.

301. a. En supposant la surface de la ferre parfaitement
sphérique, les verticales ou les directions du fil & plomb en sont
les normales, car l'action de la pesanteur n'est autre que l'at-
traction exercée sur tous les corps par le centre de la terre.
Toutefois on regarde les verticales menées par deux points comme
paralléles, parce que les distances qu'on a occasion de considérer
surlasurface de la terre élant trés-petites par rapport au rayon ter-
res're, on peut, sans erreur sensible, regarder comme nul I'angle
que font entre elles ces deux verlicales.

b. Le plan horizontal w'est pas le méme pour les différents points de
la terre.— 11 résulte de ce qui précéde («) que le plan horizontal, qui
est le plan tangent & la surface de la lerre, change de posilion dés
qu'on change le point de contact. Mais de méme qu'on peut, sans
erreur sensible, regarder comme paralléles deux verticales peu
éloignées 1'une de 'aunlre, deux plans horizontaux dont les points
de contact sont & une distance trés-faible, relativement au rayon
de la terre, peuvent étre regardés comme confondus en un seul.

¢. Les verticales de pays différents concourraient au centre de lu terre,
si elle étart parfaitement sphérique.

Tout point matériel, tournantautour d’un axe, fend, envertu de la
force cenlrifuge, a s'échapper, en suivant la tangente, de la circon-
férence qu'il parcourt. Les molécules d'ane sphére solide, tournant
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aufour d'un axe qui passe par son cenire, supposées relenues par
l'attraction qu'exerce le cenitre de la sphére, se déplaceront sans
cesser d'apparlenir & la sphére, et se rangeront de manitre que la
sphére s'aplatira vers les exirémités de l'axe et se renflera vers le
milieu. C'est un fait qu’on vérifie facilement en faisant tourner une
lame flexible, contournée en demi-circon{érence autour d'une tige
fixe, qui passe par deux ouvertures pratiquées aux deux extrémi-
tés de la lame. On voit bientdt la lame se déformer en s’aplalis-
sant vers les extrémités de la tige. Le globe terrestre, d’abord sphé-
rique, a di subir celte déformation, et nous représente la figure
d’'une sphere aplatie dans le sens de son axe. Les aspérités que pro-
duisent sur la surface de la terre les montagnesles plus élevéessont
inappréciables par rapport au rayon de la terre, puisque leur hau-
teur est moindre que la milliéme partie du diamétre terrestre. On
nomme aussi plan fangent & la surface de la terre, le plan qui n'a
qu'un seul point commun avec cette surface, normale i la surface,
la perpendiculaire au plan tangenl menée par le point de conlact,
et les droites qu'on nomme verticales ou directions du fil a plomb,
sont ces mémes normales. On a été conduit & conclure de la figure
de la surface terrestre que les verticales de diffévents pays ne doivent
pas concourir en un méme point, comme si ceite surface éfait sphé-
rique.

THEOREME.

802, L'angle de deux ares de grands cercles a pour mesure l'are
de grand cerele déerit de son sommet comme pile et compris entre
les deux premiers arcs (fig. 267).

L’angle des tangentes, AS, AT, aux deux arcs de grands
cercles AMB, ANB qui se coupent au
point A, est I'angle rectiligne du diedre
formé par les plans de ces ares, puisque
les tangentes AS, AT sont perpendicu-
laires au diamétre AB, intersection com-
mune de ces plans. Or, sil'on déerit du
point A une circonférence de grand cer-
cle, la portion MN de cette circonfé-
rence, comprise entre les ares AMB,
ANB, mesure I'angle rectiligne du die¢dre AB, car si 'on tire
les rayons OM, ON, les angles AOM, AON, mesurés par des

11 16

Fig. 267,

— RoguEer,
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quadrants, sont droits, et par suite 'angle MON, ‘mesuré par
'arc MN, est le rectiligne du dieédre AB. Done lare MN mesure
langle des tangentes AS, AT, lequel est dit langle des ares de
grands cercles AMB, ANB.

502. Scorie. — 8i I'on prend sur la circonférence de grand
cercle i laquelle appartient I'arc MN et & partir du point M un
arc Mm égal & un quadrant et dansle méme sens un are Nn
égal aussi & un quadrant, I'arc mn sera égal & I'arc MN. Or les
points m, n sont les poles des ares AMB, ANB ; donc la plus
petite des dewe-distances des poles des deux arcs de grands cercles
est la mesure de Uangle de ces ares, sil'on suppose celui-ci moindre
que deux angles droits.

THEOREME.

b04. Lorsque Uaxe d'un eylindre droit passe par le centre d'une
sphéve, les courbes d'entrée et de sortie, tracées sur cette sphére par
le eylindre pénétrant, sont dewx circonférences égales (lig. 268).
Tout diametre d’une surface sphérique est évidemment un
axe de révolution de cette surface. Par conséquent si 'axe
d'un eylindre droit passe parle centre d'une surface sphérique,
il peut étre regardé comme

- étant aussi un axe de celle-ci.
A—2 & B Soient une sphére O el un
c }1/ Y \1“ p eylindre droit AB, A'B’, dont
A \ y laxe CD passe par le centre de

M N A
v la sphére, M un point commun

aux deux surfaces. Par le point
M et I'axe CD faisons passer un
plan. 11 coupe la surface sphérique suivant une circonférence
de grand cercle EF et le eylindre suivant deux génératrices
opposées AB, A'B". Tandis que la demi-circonférence EGF et la
génératrice AB, en tournant autour de I'axe, engendrent, I'une
la surface sphérique et lautre le cylindre, le point M déerit
une circonférence dont le plan est perpendiculaire & Iaxe, le
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rayon égal & celui du eylindre et dont tous les points sont
communs i la surface sphérique et au cylindre. Si la généra-
trice AB rencontre la circonférence EF en un second point N,
ce dernier point décrira une seconde circonférence dont le
rayon sera égal aussi a celui du cylindre et dont tous les points
seront communs a la surface sphérique et aucylindre. Si la
génératrice ABrencontre la sectionsphérique aux pointsMetN,
la génératrice opposée doit rencontrer celle-ci en deux points
M et N’ symétriques de M et N par rapport & 'axe CD, el qui
déeriraient, dans la révolution de A'B’ autour de CD, deux cir-
conférences se confondant respectivement avec les circonfé-
rences décrites par les points M et N. Les deux surfaces n’ont pas
d’autres points communs que ceux de ces deux derniéres circon-
férences; car, s'il existait un point commun non situé sur aucune
d’elles, la génératrice passant par ce point rencontrerait la sur-
face sphérique en plus de deux points. Par conséquent, touf cy-
lindre droit, dont Uaxe passe par le centre d'une surface sphérique,
ne peut couper celle-ci que suivant deuvx circonférences éqales.

505. ScoLie. — Si la génératrice AB était tangente a la cir-
conférence EF, le lien des points communs aux deux surfaces
seraii la circonférence de grand cercle décrite par le point de
contaet, et dont le plan est perpendiculaire & 'axe ducylindre.
On dit alors que le eylindre et la surface sphérique sont tan-
gents, et la circonférence qui contient les points communs est
appelée la circonférence de contact.

APPLICATIONS.

506. a. Les niches que consiruisent les architectes pour y placer
des statues, des poéles, etc., sont ordinairement formées d'un demi-
cylindre droit et d'un quart de sphére de mémes rayons. La sur-
face cylindrique est fangente & la surface sphérique, et la circon-
férence de conlact est horizonfale.

b. C'est en [aisant rouler les boulets dans un cylindre droit creux,
de méme diametre, qu'on vérifie les boulets dans 'artilleric avant
de les recevoir.
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¢. Lorsqu’un tuyau de poéle doit déboucher dans une sphére qui
le couronne ou le termine, il suffit, pour pratiquer 'ouverture con-
venable dans la surface sphérique, de décrire sur cette surface un
petit cercle de méme rayon que le cylindre. Pour trouver la dis-
tance polaire de ce pelit cercle, il suffira de construire un triangle
rectangle dont on connait 'hypoténuse, qui est le diameétre de la
sphére, et la hauteur par rapport a I'hypolénuse, laquelle hauteur
est le rayon du petit cercle.

d. Les rayons solaires qui rasent une surface sphérique forment
une surface cylindrique de révolution tangente & la sphére, ces
rayons pouvant étre regardés comme paralleles & cause de la
grande distance du soleil a la ferre. Le cylindre d’ombre, projeté
par la sphére, coupe un plan non paralléle aux génératrices, sui-
vant une ellipse qui est la ligne de démarcation enlre 'ombre et
la partie éclairée du plan.

THEOREME.

.

507. Lorsque Uaxe d'un .cone droit passe par le centre d'une
sphére, Uintersection des dews: surfaces est une circonférence, ou se
compose de dewr circonférences inégales, situées dans des plans
perpendiculaires a Uaxe du cone, suivant que le sommet est inté-
riewr ow extérieur da la sphere (fig. 269). (Nous ne considérons
qu'une seule nappe du cone.)

Supposonsle sommet du cone extérieur & la sphere et soient O
la sphére et S le cone donnés, A un point commun aux deux
surfaces. Par I'axe SD du cone faisons passer un plan, et
soient ABB'A’ la circonférence de grand cercle et SA, SA’ les
deux génératrices opposées suivant lesquelles il coupe la
surface sphérique et le cone. Le diametre CD de la section
sphérique se confond avec I'axe SD du cone et chacune des
génératrices SA, SA’ coupe la seclion sphérique en deux points,
la premidre aux points A et B, la seconde aux points A’ et B,
Sidone on fait tourner en méme temps autour de I'axe SD la
demi-circonférence CBAD et la génératrice SA, la premiére en-
gendrera la surface sphérique et la seconde la surface du cone.
Or, dans cette double révolution, le point A engendre une cir-
conférence située dans un plan perpendiculaire & 'axe et dont
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tous les points sont communs aux deux surfaces. Le second
point, B, de rencontre de la génératrice SA avecla section sphé-
rique engendre aussi une circonférence, située dans un plan
perpendiculaire & 'axe et dont tous les points

sont communs aux deux surfaces. Il est évident )
du reste que les circonférences déerites par les
points A’ et B, symétriques de A et B, en tour-
nant autour de SD, se confondraient respecti-
vement avec les circonférences décrifes par les
points A &t B. Les deux surfaces n'ont pas
d’autres points communs que ceux de ces deux
derniéres circonférences, car s'il existait un
point commun, non situé sur aucune d’elles, la génératrice
passant par ce point rencontrerait la surface sphérique en
plus de deux points.

508. Scorie I. — Sila génératrice SA était tangente & la sec-
lion sphérique, les deux surfaces n’auraient pas d’aulres points
communs que ceux de la circonférence décrite par le point de
contact. On dit, dans ce cas, que les deux surfaces sont tan-
gentes et celte circonférence est appelée la circonférence de
contact.

509. Scoue I1. — Si le sommet du céne était intérieur & la
sphere, la génératrice SA ne rencontrerait qu’en un seul point
la section sphérique ; et tous les points communs seraient ceux
d’une seule circonférence située encore dans un plan perpen-
diculaire & I'axe du cone.

s

-

THEOREME.

510. Deux sections circulaires d'un cone oblique, a base eircu-
laire, l'une paralléle a la base, Uautre antiparalléle, appartien-
nent a une méme surface sphérique (fig. 270).

Soient S un cone oblique & base circulaire ASB le plan
principal, AB le diameétre de la base O; MN celui d'une
section anfiparallele, et CD le diamétre d’'une section parallele
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a la base. Les centres des deux cercles MN et CD, tous deux
perpendiculaires au plan ASB, sont situés dans ce plan. Les
deux perpendiculaires aux cercles MN et CD, élevées par leurs
centres, sont donc situées dans le
plan ASB et se rencontrent. En
outre, l'angle SMN étant égal &
¢ I'angle CDS, le quadrilatére MNDC
est inscriptible, et par suite le cen-
tre du cercle circonscrit & ce qua-
drilatére est en mémé temps le
point de rencontre de ces perpendiculaires. Par conséquent,
ce dernier point, étanta des distances égales des quatre points
M, C,D, N, est le centre d'une surface sphérique qui passe par
les deux seclions.

3
8

(1]
Fig. 270.

THEOREME.

511, Lorsqu'un eone quelconque pénétre dans une sphere sui-
vant une circonférence, il en sort suivant une autre circonférence
(fig. 271).

Supposons (u’on ait décrit un céne oblique circulaire ayant
pour base un cercle de la sphere O
et pour sommet un point S extérieur
i la sphere. Soient SAB le plan prin-
cipal de ce cone et AB le diamétre
de la base, M et N les seconds points
ou les génératrices SA, SB rencon-
trent la surface sphérique; et ST
une tangente & la sphere, dont le
point de contact est T. Si I'on fait
passer un plan par les droites ST, SA,
et un autre par les droites ST, SB, on aura :

Fig. 971,

ST*=SM X SA = SN X SB,

d’ott I'on conclut que les triangles SAB, SMN sont semblables
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et que I'angle SMN est égal a 'angle SBA. Par conséquent I
circonférence dont le diametre est MN et dont le plan est per-
pendiculaire au plan ASB est une section antiparallele a la base
AB. Ces deux circonférences appartiennent donc & une méme
surface sphérique, et celle-ci se confond avec la surface sphé-
rique O, puisque ces deux surfaces ont quatre poinls communs
non situés dans un méme plan. Le cone S et lasphére O ne peu-
vent pas avoir de points communs, non situés sur'une des deux
circonférences AB, MN; car, s’il en était antrement, la géné-
ratrice qui passerait par I'un de ces points, rencontrant déja les
circonférences AB, MN, couperait la surface sphérique en plus
de deux points. .
Done le cone S qui pénétre dans la sphéve O suivant une cir-
conférence AB, en sort suivant une section antiparallele MN.

§ 8. — Mesures,

DEFINITIONS.

512. On nomme zone la portion de la surface sphérique
comprise entre deux plans paralléles ; bases de la zone, les cir-
conférences appartenant a ces seclions; haufeur de la zone,
la portion du diameétre dela sphere, perpendiculaire aux plans,
comprise entre eux. Lorsque I'un des plans est tangent & la
sphere, la zone qui n’a alors quune seule

base, prend aussile nom de calotte sphé- ,/T ot
rique. B S U
La zone peul étre engendrée par la ré- 0 \
volution d'un arc de grand eercle, moindre ilh 4 /
(qu’une demi-circonférence, autour d’un dia- o L,
métre extérieur. En effet (fig. 272), lorsqu’on 2 ;;

fait tourner la demi-circonférence de grand
cercle ABCD autour de son diamétre AD, I'arc BC engendre

une portion de la surface sphérique, terminée aux circonfé-
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rences décrites par les points B et C et dont les plans sonl per-
pendiculaires au diametre AD. Les bases de la zone sont donc
les circonférences ayant pour rayons les perpendiculaires BB/,
CC’ abaissées des points B et C sur AD ; et la hauteur est égale
4 BB/, qui est aussi la projection de I'arc BGsur le diamétre AD.

THEOREME.

513. Laire d'une zone sphérique est égale au produit de so
hauteur par la circonférence dun grand cerele (lig. 272).

Considérons la zone & une base engendrée par T'arec AC en
tournant autour du diametre AB. Inserivons & T'are AC une
ligne brisée réguliere AMNC. Soient (I le pied de la perpendi-
culaire abaissée du point G sur AB et Ol
I'apothéme de laligne brisée réguliére. Dé-
signons par aire AMNC, l'aire de la surface
engendrée par la ligne brisée AMNC, on a:

aire AMNC = AC' < circ. OL

On définit I'aire de la surface de la zone
la limite vers laquelle tend l'aire de la sur-
face engendrée par la ligne brisée régulitre inserite & 'arc cor-
respondant, lorsqu’on fait croitre indéfiniment le nombre des
coOtés de celle-ci. Or :

Fig. 213,

lim. aire AMNPC = lim. AC' < lim. cire. Ol

AC' reste constant, tandis que circ. OI a pour limite eire. OA.
On trouve done :

airede la zone AC = AC' < cire. OA.

514. Cororraire I. — Considérons la zone & deux bases en-
gendrée par I'are CD en tournant autour du diamétre AB, et
dont la hauteur est C'D’ (fig. 272). On a :

atre de la zone AD = AD' X cire. OA,
aire de la zone AC = AC X circ. OA.
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SPIERE. 249
el en relranchant
aire de la zone CD = C'D’ 3< cire. OA.

515. Corortare II. — Si l'on désigne par /4 la hauteur de
la zone, par » le rayon de la sphére, 1'aire de la zone est ex-
primée par 2=rh.

516. Cororrare III. — Si I'on fait tourner la demi circon-
férence ACB (fig. 272) autour du diametre AB, la zone en-
gendrée est la surface de la sphere dont AB est le diamétre, et
cette zone a pour hauteur AB. Par conséquent

aire de la surface sphérigue (AO) = 2A0 X cire. AO.

Comme ;, AO X cire. AO est aire d’'un grand cercle,

Laire de la surface sphévique est quadruple de celle dun grand
: cercle.

Si I'on désigne par » le rayon de la surface sphérique, l'aire a
pour expression 4xr2, el =d?, sil’'on désigne par d le diamétre,

517. CoroLLAIRE IV. — Les aires de deux surfaces sphériques
sont proportionnelles aux carrvés de leurs rayons.

518. ExenpLes. — 1° Trouver Uaire de la zone dont la hauteur
est 10 métres, et le rayon 24™,5.

Solution. — 769m1,69 & moins d'un décimetre carré.

2° Trouver Uaire de la sphére de méme rayon.

Solution. — 7542m9,96, & moins d'un
décimetre carré.

DEFINITIONS.

519. On nomme fuseaw (fig. 274) la
portion de la surface sphérique comprise
entre deux demi-circonférences de grand
cercle AMB, ANB qui se terminent & un
diamétre commun AB. I’angle des plans de ces demi-circonfé-
rences est 'angle du fuseau.
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Deux grands cercles rectangulaires divisent la surface de la
sphere en quatre parties égales qu'on nomme fuseauz droits.

THEOREME.

520. L'aire d'un fuseau est égale au nombre qui mesure Uangle
de ce fuseau, lorsqu’on prend Uangle droit pour unité d'angle et
le fuseaw droit pour unité de surface (fig. 274).

Soient AMB et ANB deux demi-grands cercles qui ont pour
intersection commune le diamétre AB. Décrivons du point A,
comme pole, une circonférence de grand cercle; et soient
MN l'arc de celte circonférence compris entre les arcs AMB el

ANB, glc rapport de 'are MN & la circonférence de grand

cercle MNP. 8i I'on divise, & partir du point M, cetle circonfé-
rence en n parties égales, 'arc MN contiendra m de ces par-
ties, et si par chacun des points de division et le diametre AB
on fait passer un plan, ces plans diviseront la surface de la
sphere en n fuseaux égaux, dont m formeront le fuseau AMNB.
Le rapport du fusean & la surface de la sphére sera donc égal
el

n

Si le rapport de I'arc MN A la circonférence MNP était in-
commensurable, on ferait le raisonnement du n° 156 (Géom.
plane). Done :

fuseaw ~  arc MN
surf. sphér. ~ cire. MNP

A
= 1,
en désignant par A le rapport de 'angle du fuseau & un angle
droit.

La surface de la sphére étant égale & quatre fuseaux droits,
on conclut de la :

fuseau
fuseau droit
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521, COROLLAIRE. — Le fuseau droit étant le ¢ 5‘?&6%%’{3;1 14
face de la sphéve, sa surface est égale a celle dunh Py ndgo%(f‘ :

de la sphére (515). On peut donc déterminer une s\h;f{tCE, plant’;\\‘qj/v«
égale a celle d'un fusean quelconque. 2 ’it/

\l‘“

DEFINITIONS.

522, On nomme secteur sphérique le corps engcndré par la
révolution d’un secteur circnlaire autour d'un de ses cotés ou
d'un diamétre extérieur. La zone engendrée par I'arc du sec-
teur circulaire est la base du secteur sphérique.

THEOREME.

523. Le volume d'un secteur sphévique est égal au produit de
Uaire de la zone qui lui sert de base par le tiers du rayon de la
sphere.

Considérons le secteur sphérique engendré par la révolution
du secteur circulaire OAC autour du diametre AB, avec le-
quel se confond son coté AO (fig. 275). In-
scrivons dans I'arc AC la ligne brisée régu-
lisre AMNC, dont I'apothéme est OI. On
définit le volume du secteur sphérique, la
limite vers laquelle tend le volume du corps
engendré par la révolution du secteur po-
lygonal régulier inscrit OAMNC, autour de
AB, lorsqu’on fait croitre indéfiniment le
nombre des coOtés de sa base. En désignant par vol. OAMNC
le volume du corps engendré par le secteur polygonal OAMNC,
on a:

Fig. 215.

vol. OAMNG = aire de la surf. AMNG 3 OL
et

lim. vol. OAMNC = lim. aire de la surf. AMNC ><-§ Uim. 01,
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or, lorsqu’on fait croitre indéfiniment le nombre des cotés de
laligne brisée réguliére inscrite, I'aire de la surface engendrée
par cette ligne a pour limite, l'aire de la zone engendrée par
P'are AC; et 'apothéme OI a pour limite le rayon OA ; par con-
séquent

volume du secteur sphérique (OAC) = zone AC < %AO.

Si le secteur sphérique est engendré par la révolution d'un
secteur circulaire autour d’un diametre extérieur, telle que celle
du secteur circulaire COD autour de AB, le secteur sphérique
est la différence des secteurs engendrés par OAC et OAD en

: : 1
tournant autour de AB ; il a donc pour aire: zone AD > 3 AO

—zone AC X % A0 ou zone CD X%AO.

Done le volume du secteur sphérique est éqal auproduit de Uaire
de la zone qui lui sert de base par le tiers du rayon de la sphere.
524. CororLatre I. — 8i I'on désigne par » le rayon de la
sphére, par / la hauteur de la zone qui est la base du secteur

s , : Y 2
sphérique, I'expression du volume de celui-ci est : 511-?3!1.

525. Cororratre 1. — Si 1'on suppose que le secteur circu-
laire soit égal au demi-cercle ACB, le secteur engendré par
celui-ci, en tournant autour du diamétre AB, est la sphére; la
zone engendrée est la surface de la sphere. Par conséquent :

Le volume de la sphére est égal aw produit de Uaire de sa sur-
face par le tiers du rayon.

En désignant par », le rayon de la sphére, on trouve pour

: A )
I’expression du volume de celle-ci : Emﬁ; et, en désignant

par d le diametre de la si)hére : %wd".

526. CoroLrAme L. — Les volumes de deux sphéres sont pro-
portionnels aux cubes de leurs rayons.
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Exempre. — 1° Trouwver le volume du secteur sphérique dont
le rayon est 25™,5 et dont la zone a pour hautewr 10 métres.

Solution., — 6280™°,662, & moins d’'un décimétre cube.

2° Trouver le volume de la sphére dont le rayon est 2™ 45,

Solution, — 61™,601, & moins d'un décimetre cube.

THEOREME.

527. Le volume du corps engendré par la révolution d'un seg-
ment  cireulaive autour d'un diametre extérieur, est égal au
stzieme de celui du eylindre qui a pour rayon apih
la corde du segment et pour hauteur la pro- ,
iection de la corde sur ce diameétre. >

Le volume du corps engendré par la révo-
lution du segment circulaire CMD (fig. 276)
autour du diametre AB, est égal a la diffé-
rence des volumes des corps engendrés par B
le secteur circulaire OCMD et le triangle = "8 %
OCD. Soient OI la perpendiculaire abaissée du centre sur CD
et CC', DD, les perpendiculaires abaissées des points G et D
sur AB, on a, en appelant V le volume :

— g = i
V= gnmf X G —Zw01* X €D’ ou %'ﬂ (0c’—0r) < cp;

el comme
o
\) =—.% =CD” X CD.
Donce le volume est le sixieme du vulumeldu cylindre dont le
rayon est CD et la hauteur C'D'.

DEFINITIONS.

528, On nomme segment sphérique, la portion de la sphére
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comprise entre deux plans paralleles ; segment a deux bases ou
tranche sphérique, lorsque les deux plans coupent la sphére;
seqment a une base, ou segment sphérique, lorsque 'un d'eux est
tangent. Les sections faites dans la sphére sont les bases du
segment, et la distance des deux bases sa hauteur.

THEOREME.

529. Le volume d'un segment sphérique a deur bases est égal
a la demi-somme des volumes des eylindres qui ont pour bases celles
du seqment et la méme hauteur, augmentée du volume de la sphere
dont cette hauteur est le diamétre (fig. 276).

Sil'on abaisse des extrémités C et D de I'arc CD, les perpen-
diculaires CC/, DD’ sur le diametre AB, on forme une figure
quadrilatere CDD'C" dont un cOté est 'arc CD, et les trois
autres sont des droites. Ce quadrilatere, par sa révolution au-
tour de AB, engendre le segment sphérique ayant pour bases
les cercles dont CC' et DD’ sont les rayons, et pour hauteur C'D'.

Le corps engendré peut étre regardé comme composé du
corps engendré par le segment circulaire CMD, et du trone de
cone engendré par le trapéze droit CC'D'D. Par conséquent, si
I'on désigne son volume par V,

I — ! 1 A prpey ¥ Fors
V= -=CD*<CD'+ T}z(cc*+nng+ CCDD) <D (1)
Abaissant du point C la perpendiculaire CE sur DD', on a

GD =CE' +DE*=CD" 4.0 —.CC)* =CD* + D"
' B a2 S0TS2 DDt £)
Si I'on éerit :
r 1 m (A2 e | anne 4 .r
V = Z=CD (CD* +2¢C* 4 3DD” + 2CC % DD), (3)
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on trouve, en substituant la valeur (2) de CD? :

A =%nc'n' (CD* + 3CC° + 3DD") = £ =(CG* 4 DD?) < G/

+ 3<0D". )

530. CorortAtRe I. — Pour déduire de celle expression
celle du volume du segment sphérique & une base, on suppose
que le point C se transporte au point A, et alors il suffit de
supposer CC'= 0; C'D" devient AD' et on a :

1 — fr—s
V =5xDD" X AD' 4 =AD"

Le volume du segment sphérique a une base est donc égal a la
moitié du volume du eylindre de méme base et de méme hauteur,
augmentée du volume de la sphére dont cette hauteur est le dia-
metre.

531. Conorrame II. — On peut obtenir une autre expres-
sion du volume du segment sphérique & une base (fig. 276).
Sil'on abaisse de 'extrémité C de 'arc AC la perpendiculaire
C( sur le diametre AB, le triangle mixtiligne ACC', dont un
cOté est arc AC et les deux autres les droites AC, CC/, en-
gendre par sa révolution autour de AB le segment sphérique
A une base dont la hauteur est AC' et la base le cercle dont le
rayon est DD'. Le corps engendré peut é&tre regardé comme
composé du corps engendré par le segment circulaire AMC et
du cone engendré par le triangle ACC'. Si I'on désigne son
volume par V, on a :

v=:_jﬁE*>< AC +%1:E’2 > AC.

Désignant AD' par £, le rayon de la sphére par », el remplagant
AC? par 27k et CC* par (20 — k) &,

V= :-iﬁ S 92 - %1‘: @r 2R R = okt — %1:/13.
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Le voluine du seqment sphérique a une base est donc égal av vo-
lume du cylindre qui a pour rayon la hauteur du segment et pour
hauteur le rayon de la sphére, diminué du double du volume de la
sphere dont le diameétre est égal a la hauteur du seqgment.

532. Scoue, — Il est évident que celte expression ne saurait
convenir au segment sphérique i deux bases.

533. ExeMrLe, — Trouver le volume du segment sphévique dont
la hauteur est O™,6 et les rayons des bases 0,42 et 1 4.

Solution. — 0,219, & moins d'un décimetre cube.

DEFINITIONS.

534. On nomme coin ou onglet sphérique (fig. 277) la portion
de la spheére comprise entre un fuseau et les deux demi-grands
cercles ABM, ABN dont les circonfé-
rences sont les limites du fuseau. Deux
grands cercles rectangulaires divisent la
sphére en quatre coins égaux, qu’on
nomme coins droits.

THEOREME,

Fig. 277.

535. Lorsqu’'on prend pour unités le coin
droit et Uangle droit, le volume d'un coin est égal au nombre qui
mesure son angle.

Soit A le rapport de I'angle du coin donné & ’angle droit,
on démontrera par un raisonnement semblable & celui du
n® 519 que

coin A
s
el, comme la sphére est quadruple d’un coin droit, on en con-
clut :
coin

T R R Ao
coin droit
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THEOREME.

535. Le volume d'un polyédre quelconque circonserit a une
sphére est égal au produit de Uaire de sa surface par le tiers du
rayon de la sphére.

Tout polyedre circonserit & la sphére peut étre regardé
comme étant la somme de pyramides ayant chacune pour
sommet le centre de la sphére, pour base une des faces du
polyédre, et pour hauteur le rayon de la sphére. Or le volume
de chaque pyramide étant égal au produit de I'aire de sa base
par le tiers de sa hauteur, le volume du polyédre est égal an
produit de la somme des aires de toutes les faces, ou de l'aire
de la surface totale parle tiers du rayon.

536. CoroLLAIRE. — On peut regarder une surface courbe
circonscrite & une sphére comme composée de faces planes
infiniment petites, et le volume du corps limité par cette surface
comme éqal au produit de Unire de la surface par le tiers du rayon
de la sphére.

Ainsi, 1° le volume du eylindre circonserit a la sphere est
égal, en désignant par » le rayon de la sphere, au produit de
laire de sa surface totale, 6z2, par le tiers du rayon, ou
a 273,

2° Le volume du cone équilatéral circonserit & la sphére est
égal au produit de I'aire de sa surface’totale, 9zR2, par le tiers
du rayon, ou & 3m23,

§9. — polybdres réguliers.

DEFINITIONS.

537. On nomme polyédre régulier convere, un polytédre dont
les faces sont des polygones réguliers convexes égaux et dont
les angles polyedres sont égaux entre eux.

I1. — RocueT, 17
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THEOREMIE.

538, 1l ne peut exister que cing polyedres réguliers convees.

1° Triangle équilatéral. — Pour construire un polyédre régu-
lier dont les faces soient des triangles équilatéraux, comme la
somme des faces d'un angle polyédre convexe est moindre que
quatre angles droits, on assemblera autour d’un point pour
former un angle polyédre un nombre » de triangles, tel que

I'on ait :
9
5 X n <4, doun<G.

On ne pourra done prendre que 3, 4, 5 triangles équilaté-
raux pour former un angle polyedre.

Avee 3 on forme le tétracdre réqulier, avec 4 Voctaedre réqu-
lier, avee B Vicosacdre réqulier.

2% C'arré. — On prendra un nombre de carrés tel que I'on ail :

1 Xn<<4, dol n<T4.

On pourra done assembler seulement 3 earrés. On forme
alorsle cube ou hexraédre régulier.

3° Pentagone. — On doil avoir

6 10
= n<4, d’oilﬂ<§-.
5

On ne pourra assembler que 3 pentagones réguliers. On
forme alors le dodécagone régulier.
4° Pour I'hexagone, on doit avoir

an<4, d’olt n << 3.

L’angle d'un polygone régulier de n colés, étant égal & un
: : 4 A
nombre d'angles droits exprimé par 2 — = croit avec lenom-

bre des cdtés. Par conséquent I'angle de I'hexagone régulier
¢tant trop grand, on ne pourra employer que les trois poly-
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gones réguliers : Triangle équilatéral, carré, pentagone régulier,
et construire que cing polyedres réguliers.

THEOREME.

539. Tout polyedre régulier est inscriptible et circonscriptible a
la sphere (fig. 278).

1° Tout polyédre réqulier est inscriptible a la sphére. — Soient
A et B deux faces adjacentes du polyedre régulier donné, O et
0O’ leurs centres et MN le coté commun. Les perpendiculaires,
abaissées des points O et O'sur MN, rencontrent ce coté en son
milieu I. Le plan des perpendicu-
“laires OI, O est perpendiculaire i
MN; et, par suite, aux faces A et B.
Les perpendiculaires , élevées aux,
points O et O'sur ces faces, se ren-
contrent donc et le point de rencon- |
tre, G, est  ¢égale distance de Lous les
sommets des deux faces A et B. Les
perpendiculaires OG, 0'G sont égales,
ainsi que les angles O1G, O1G, car,
si l'on tire la droite 1G, on forme deux triangles rectangles 106,
10'G, égaux comme ayant I'hypoténuse commune et un coté
égal (Ol = O'1). La droite OI qui unit le point de concours des
perpendiculaires 0G, 0'G au milieu I, du ¢oté commun aux fa-
ces A et B, divise donc en deux parties égalesl’angle OI0', mesure
de I'angle diedre des faces A el B. 1l résulte de 1A que, si parle
centre 0” de la face C on éleve une perpendiculaire sur cette
face, elle passera parle point G; car,si I'on joint au point H,
milieu du ¢o6té commun aux faces A et G, le point de rencontre
des perpendiculaires élevées par O et 0" aux faces B et C, on
forme deux triangles rectangles égaux au triangle OIG comme
ayant un angle aigu égal et un cOté égal. Done le point de con-
cours des perpendiculaires & deux faces adjacentes, élevées par

Fig. 278,
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leurs centres, se trouve sur les perpendiculaires élevées sur les
faces ayant un coté commun avec I'une d’elles. Par suite, les
perpendiculaires aux faces du polyédre, élevées par leur centre,
passent toutes par un méme point qui est également distant de
tous les sommets. Donc tout polyédre régulier est inscriptible a
la sphére.

2 Tout polyédre régulier est circonseriptible a la sphére. — Car
les perpendiculaires OG, 0'G, 0"G...., élevées par les centres
des faces et terminées au point G, sont toutes égales entre
elles; la sphere déerite du point G comme centre avec un
rayon égal & I'une d’elles, OG, touchera done chacune des faces
€n son cenire.

540. ScoLie I.—Le centre commun de la sphére circonserite et
de la sphére inscrite porte le nom de centre du polyédre régulier.

341, CoroLLATRE. — Tout polyédre régulier peut étre considéré
comme composé de pyramudes régqulicres et égales qui ont leurs
sommels au centre et dont les bases sont les faces du polyedre.

Si 'on joint le centre d'un polyedre régulier a tous les som-
mets, chacune des faces peut étre regardée comme la base
d’'une pyramide réguliére, ayant pour sommet le centre du
polyedre ; et toutes ces pyramides sont égales entre elles, car
on peut, par la superposition, faire coincider deux quelconques
d’entre elles.

542. BExemeLe. — Trouver le volume d'un octaédre régulier
dont le coté a 0™,6 de longueur.

L’octaddre régulier est formé de deux pyramides réguliéres
¢gales, & base carrée, adossées par leurs bases.

Le volume de I'une des pyramides est le produit de sa base,
qui est un carré dont le coté est celui de 'octaddre, par le tiers
de sa hauteur qui est égal & la moitié de la diagonale du
carré, Si l'on désigne le coté par a, le volume de la pyramide

1 = B
sera done égal &: a? X< B a v’2 ; et celuide octaedre & : ,;aa V2.

Sia= Om,ﬁ; V= 0,10!828.
" L’octaddre contient 07, 101828, Amoins d'un centimetre cube.
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§ 10. — Triangles sphérigues.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

543. On nomme ¢riangle sphérigue (fig. 279) la portion de la
surface sphérique limitée par trois arcs de grands cercles, dont
les plans forment les faces d’un triedre ayant pour sommet le
centre de la sphere ; les arcs, qui sont les cdéés du triangle, me-
surent respectivement les faces du triedre.

Fig. 270. .

Les points d’intersection (fig. 279) A, B, C des cOtés sont les
sommets du triangle.

544. Les angles du triangle sphérique sont les angles des
plans auxquels appartiennent les cotés,

543, La somme des faces d'un triedre étant moindre que
quatre angles droits, la somme des cOlés d'un triangle sphéri-
que est moindre qu'une circonférence.

546. Une face quelconque d’un triedre étant moindre que
la somme des deux autres et plus grande que leur différence,
un coté quelconque d’un triangle sphérique est moindre que
la somme des deux autres et plus grand que leur différence.

547. La somme des angles d'un tricdre étant plus grande
que deux angles droits et moindre que six, la somme des
angles d’un triangle sphérique est plus grande que deux
angles droits et moindre que six.

548. Si par le sommet O d'un triedre OABC (fig. 280), on
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mene la perpendiculaire OA,, au plan OBC et dirigée du méme
cOté de ce plan que le rayon OA, les points A et A, appartien-
dront a4 la surface de I'hémisphére
dont la base est le plan du secteur
OBC. Pareillement la perpendicu-
laire, élevée par le point O sur le plan
OAC et dirigée du méme cOté de ce
plan que le rayon OB, rencontre la
surface sphérique en un point B,
situé avee le point B sur la surface de
I'hémisphére dont la base est le plan

Fig. 280, du secteur OAC. Enfin la perpendi-
culaire élevée par le point O sur le plan OAB et dirigée du
méme coté de ce plan que le rayon OC rencontre la surface
sphérique en un point C,, situé avec le point G sur la surface
de I'hémisphere dont la base est le plan du secteur OAB.

Lespoints A, B,, C,sontdoncles sommets d’un trianglesphé-
rique dont chaque cOté a pour pdle un des sommets du trian-
gle ABC.

On construit le triangle A, B, C; en décrivant de chacun des
sommets A, B,C, comme pole, un arc de grand cercle. Les
ares de grand cercle décrits de deux sommets, B et C, par
exemple, se coupent en deux points. On doit prendre pour
sommet du triangle A, B,C, le point A, situé sur la surface de
’hémisphere, ayant pour base le plan du secteur OBC, qui
contient le point A. On fera de méme pour B, et C,.

Le triangle A,B,C, est le triangle polaire ou supplémentaire
du triangle ABC. On voit done que

Chaque angle d'un triangle sphérique a pour mesure une demi-
circonférence de grand cercle diminuée du coté opposé du triangle
polaire.,

549. Egalitéetsymétrie destriangles sphériques.—Nousavons yu
(119)que deux triedres sont égaux, lorsqu'ils ont les faces égales
chacune i chacune et semblablement disposées. Si les faces ne

sont passemblablement disposées,les triedres sont symétriques.
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Deux triangles sphériques sont dits symétrigues lorsqu’ils
correspondent & deux triedres symétriques. Par conséquent:

1° Deux triangles sphériques sont égaur ow symétriques, lors-
qu'ils ont les trots cotés égaux chacun da chacun.

2° On démontre, par un raisonnement semblable & celui
(qu'on a appliqué aux triangles rectilignes, que

Dewr triangles sphériques sont égane ou symétriques, lorsqu’ils
ont un ¢oté éqal adjacent @ dewa angles égauz, ou un angle égal
compris entre dewr cotés égau.

3° Dewx triangles sphériques équiangles sont égaux ou symétii-
ques ; car les triangles polaires des triangles donnés sont alors
équilatéraux el par conséquent équiangles. Parsuite les (rian-
gles donnés sont équilatéraux.

THEOREME.

550. Dewr triangles sphévigues symétriques sonl équivalents
(fig. 281).

Soient ABC, A'B'C deux triangles symétriques, P le pole du
petit cerele qui passe par les trois sommets du triangle ABC.
Tirons le diametre qui passe au point P, 11 rencontre la sur-
face de la sphére en un second point P’ qui estle pole du petit
cercle passant par les sommets du triangle A'B'C/, car le plan
des diametres PP, AA" coupe la sur- :
face de la sphére suivant deux ares
de grand cercle égaux PA, P'A’. Pour
la méme raison arec PB est égal d
l'arec P'B’ et T'arc PC & 'arc P'C.

Les trois arcs P'A’, PB, P'C étant
égaux, le point P’ est donc le pole du
petitcercle qui passe par les sommels
du triangle A'B'C/, Pig. 381,

Les triangles ispceéles PAB, P'A'B’
sonl égaux, ainsi que les triangles isocéles PBC, P'BC et les
triangles isoceles PAC, PA'C'. Le triangle ABC étant composé
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de trois parties égales chacune & chacune aux trois parties
dont est composé le triangle A’B'C’, les triangles ABC, A'B(Y
sont done équivalents.

551, Scouie. — Le pole du pelit cercle qui passe par les trois
sommets du triangle ABC pourrait se trouver placé sur 1'un
des cOtés ou a lextérieur du triangle. On ferait alors un rai-
sonnement semblable.

THEOREME.

a% L'aire d'un triangle sphérique est égale au nombre qui me-
sure Uexces de la demi-somme de ses an-
gles sur un angle droit (fig. 282).

Soient le triangle sphérique ABC, et
son symétrique A'BC’. Le triangle ABC
augmenté du triangle A'BC forme le
fuseau dont I'angle est A. Le triangle
ABC augmenté du triangle B'AC forme

Fig. 282, le fuseau dont l'angle est B. Le trian-

gle ABC’ augmenté du triangle CA'B

forme le fuseau dont P'angle est C; et, comme le trian-

gle A'BC est équivalent au triangle ABC, celui-ci augmenté

du triangle CA'B’ forme une surface égale A celle du fuseau

dont 'angle est C; on a done, en prenant le fuseaun droit pour
unité :

aire ABC 4~ aire ABC = A.
aire ABC - aire BAC = B.
aire ABC -+ aire CA'B'= C.

Or la somme des premiers membres de ces égalités repré-
sente l'aire de la demi-surface sphérique augmentée de
deux fois I'aire du triangle. Ajoutant par mdle on frouve
done

2 aires ABC +2=A 4B 4 C;
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d'ot1 'on déduit :

aire ABC = 4.

A+B+C
s

553. ScoLie. — A+ B 4 C — 2 est dit Veweés sphérigue
du triangle ABC.

554. CoroLLATRE. — On nomme polygone sphérique (fig. 283),
la portion de la surface sphérique limitée par les arcs de
grand cercle dont les plans forment les faces d'un angle
polyédre ayant pour sommet le centre de la sphére. Ces ares,
qui sont les edtés du polygone, mesurent respectivement les
faces de I'angle polyedre.

Les points d’intersection A, B, C, D,... des cOtés sont les
sommets du polygone. Les angles du polygone sont les diédres
des faces de langle polyddre. Selon que 'angle polyddre est
convexe ou concave, le polygone sphérique correspondant est
conver ou concave,

L’aire d'un polygone sphévique convere (lig. 283) est égale au
nombre qui mesure la demi-somme de ses r
angles, diminué du nombre de ses coteés et e
augmenté de 2. " \

En effet, si 'on tire les ares de grand c
cercle qui sont les diagonales menées A
d’'un sommet A, le polygone sera divisé B
en autant de triangles qu'il a de cotés
moins deux. L’aire de chaque (rian-
gle élant égale au nombre qui mesure la demi-somme de
ses angles diminué d'un, et la somme des angles des trian-
gles étant la méme que celle des angles du polygone,
la somme des aires des triangles, ou l'aire du polygone, sera
égale au nombre qui mesure la demi-somme des angles du
polygone diminué d’autant de fois un que le polygone a de
cOtés moins deux. En désignant done parn le nombre des edtés
du polygone :
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Ao By B

3 —n -+ 2.

aire du polygone =

a1,

Diéterminer le poids d'un corps, de forme géométrique, gqui ne
peut pas éire pesé directi ment, Rédulre le volume d'un eorps
de son polds.

555. On nomme poids spécifique ou densité d'un corps solide
ou liquide, le rapport du poids d'un volume donné de ce corps
au poids d'un volume égal d’eau distillée et prise & la tempé-
rature - 4°.

556. Onnomme poids spécifique ou densité d'un corps gazeux,
le rapport du poids d’un yolume donné de ce corps au poids
d’un volume ¢gal d’air pris & la température 0° et sous la pres-
sion 0™,76.

557. La densité de Pair, en prenant pour unité le poids de

s s : 1
Peau distillée, & la température -+ 4°, est T73.28"

058. Le poids d'un décimetre cube d’eau distillée, d la tempé-
rature - 4° étant un kilogramme, le poids d’un décimetre cube
de mercure, dont la densité est 13,6, est 13%,600. Généralement
V désignant le volume d’un corps, P son poids et D sa densité,
On aura

P=Y <D.

Cette relation servira & trouver I'une des (rois quantités
P, V, D lorsqu’on connaitra les deux autres.

559, 1° Quel est le poids d'une colonne de mercure de 0™76 de
hauteur et dont le diametre de la base est 0™,002? — Le volume
du eylindre représenté par cette colonne (mr24) est égal 43,1416
> (0,001)* >< 0,76 ou 0,000002387616. Le poids. d'un centi-
metre cube d’eau étant un gramme, le poids de la eolonne de
mercure sera égal au produit de 13%,6 (densité du mercure)
multiplié par 0,000002387616 ou 328,472 & moins de 0,001.

2° Quel est le volume d'une colonne de mercure du poids de
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



VOLUME ET POIDS. 267

32¢° 472, la densité du mercure étant 13,67 — Lenombre de cen-
timetres cubes d’eau de méme yvolume que celui du mercure
multiplié par le nombre 13,8 a donné pour produit 32,4725 par
conséquent le quotient de ce dernier nombre par 13,6 expri-
mera le volume demandé ; ce quotient est 2,388, La colonne de
mercure contient done 2,388 & moins de 0,001.

3° Un pavé de Paris est de\2 décimétres cubes, La densité du
gresest 2,5 trouver son poids? — 12 décimdtres cubes d’eau
pesent 12 kilogrammes, par conséquent 12 décimetres cubes
de grés pésent 2,5 <12 ou 30 kilogrammes.

4° Quel est le volume d"un pavé de Paris qui pése 30 kilogrammes?
— Le nombre qui représente le volume du pavé multiplié par la
densité (2,5) du gres donne un produit égal & 30. Le volume
est done égal au quotient de 30 par 2,5 ou (2; et comme le
kilogramme d’eau a le volume d’un décimetre cube, le pavé
contient 12 décimetres cubes.

5° Un bloe de pierre a batir a la figure d’un cube dont le cité est
de O™,8; quel est son poids? — Le volume est 0,512; la densité
de la pierre est 1,80. Orl'eau sous le méme volume pesant 512
kilogrammes, le poids du bloe de pierre sera 512 >< 1,80 ou
921%,600.

6° Quel est le volume d’un boulet de 12 kilogrammes?>— Le nom-
bre 12 est le produit dunombre de décimetres cubes du Eoulet
par la densité du fer qui est 7,2. Le quotient est 1,667. Le
boulet contient done 0®¢,001667 ou 1,667 & moins de 0,001.

7° Quelvolume représentent T%,245 d’huile d'olive? — Le nombre
7,215 est le produit du nombre de décimetres cubes d’huile
par le nombre 0,915 qui est la densité de I'huile d’olive. On
doit donc diviser 7,215 par 0,915. Le quotient est 7,885 ;
on trouve donc 7,885 & moins de 0,001.

8° Quel est le poids représenté par le vin contenu dans le muid
(268 litres)? — La densité du vin étant 0,991, le nombre de ki-
logrammes qui représente le poids estle produit de 0,991 par
268 ou 265%,588. .

9° Quel est le poids d'un métre cube de bois a briler (chéne)? —
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La densité du chéne est 0,610. Or un mélre cube d’eau - pése
1000 kilogrammes, par conséquent le poids du metre cube de
bois & briler est 0,610 >< 1000 ou 610 kilogrammes.

10° Quel est le volume de 1000 kilogrammes de bois a brider?

— On divisera 1000 par le nombre 0,610 qui est la densité
du bois, le quotient exprimera le nombre de métres cubes. On
trouve : 1°¢,639.

11° Le volume de 'obélisque de Luxor est (253) : 87™¢,023200.
Le poids spéeifique du granit est 2,75. Le poids de I'obélisque
est done égal & 2,75 >< 87,025200 ou 2393 15%,800.
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ERRATA

Page T4, fig. 110, les droites AE, ED, DC, A'A", B'B", C'C”" doivent élre en traits pleins.
Page 80, fig. 111, les droites AD, DC, A'A", B'B", C'C" doivent étre en traits pleins,
Page 81, fig. 112, les droites BC, CD, DE doivent étre ponctuéas,

Page 102, fig. 132, les droites CD, DE, EA, 54, SB (qui mauque), SC, SD, SE, doivent
ére en traits pleins, ;

Page 102, fig. 133, les droites DE, EA, SA, SB, SC, 8D, SE, doivent éire en traits

pleins,
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