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Sull' integrazione 
dell' Equazione differenziale = O. 

(Di EMILIO ALMANSI, n Torino.) 

1. 8 ia f una funzione di quante variabili si voglia x, y ,  .. . Rappre- 
sentiamo con A? f l'espressione: 

a o f  a2f -+=+-. a X~ 

Poniamo inoltre: 
A' f = A 2 A 2 f ,  

A6 f = AP A2 A2 f , ecc. ; 

e in generale con AZn f indichiamo la funzione che si ottiene eseguendo n volte, 
sulla funzione f, l'operazione rappresentata da1 simbolo A'. 

u Una funxio?ze, ?.egolure ifz uiz certo spazio, e che soddisfu all'equaxione 
A2" = 0) s i  pub, in generale) mppesentave rnediante n funzioni, regolari nello 
stesso spaxio, ehe soddisfmo all'equaxione h2 = O. n 

Questo teorema, che noi dimostreremo per le funzioni di tre variabili, 
ma clie vale per funzioni di quante variabili si voglia, suggerisce un metodo 
assai aemplice, per la soluzione di alcuni problemi relativi all'equazione 
A'" = O ,  e, in particolare, all'equazione A' = O ,  d i  cui S nota l'importanza 
in varie questioni di Fisica matematica, e specialmente nella teoria dell'Ela- 
sticità. 

2. Consideriamo il prodotto delle due funzioni p, q ,  delle variabili 
x ,  y ,  x, e formiamo l'espressione AP(p q). Si ottiene: 

A)znali di  hlatematicn, Serie I I I ,  tom0 II. 1 
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Sia in particolare: 

p = n x + O y $ c x + d ,  (a, b ,  c ,  d=cost.). 

Si avrà evidentemente: 

Da questa formula si ricava: 

E in generale: 

Ora, in luogo di una funzione qualunque corne la q ,  poniamo una fun- 
zione che soddisfi all'equazione h2(n-') = 0. Per indicare una funzione che 
soddisfa all'equazione Am = 0,  useremo, in generale, una lettera dell'alfabeto 
greco, coll'indice n. Seguendo questa notazione porremo : 

Sarà dunque: 

el a maggior ragione: 

Aen Y n - 4  = O. 

Per conseguenza, se nella formula (1) sostituiamo ad il prima n - 1, poi in ,  

otterrcmo le due equazioni: 

L' equazione (3) mostra che moltiplicando una fuizione y,-, , una fiin- 
zione, cioè, che soddisfa all'equazione A2(n-') = 0 ,  per una funzione lineare p ,  
si ottiene una funzions che soddisfa d l '  equazione APtL= O ,  e che potremo 
chiamare cp,. 

Mediante due funzioni y,-,, Sa-,, si otterrà pure una funzione y,, po- 
nendo : 

pn = P ~ n - i  $- $n-i (4) 
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dell 'Epuaxion~ differenxiale d'n = 0. 3 

Vogliamo ora dimostrare che una funzione y,, regolare in uno spazio S ,  
si pub sempre rappresentare con una formula di questo tipo, essendo y"+ e 
#,-, funzioni regolari nello stesso spazio, e p una fuiizione lineare. 

Sulla natura dello spazio S facciamo questa sola restrizione: che esista 
almeno una direzione tale che tutte le rette ad essa parallele incontrino in due 
soli punti la superficie che 10 limita. 

La funzione lineare p la prenderemo in modo che le rette: 

p = cost, 

soddisfino a questa condizione. L o  stesso dicasi per le altre funzioni lineari, 
che introdurremo ne1 corso della dimostrazione. 

Si tratta di far vedere che, data la funzione y,, si pub sempre deter- 
minare la  funzione y,-,, regolare in S ,  in modo che sia: 

L a  prima di queste due equazioni possiamo scriverla: 

e la  seconda, ricordando la formula (8): 

Yoniamo : 

Si avranno le due equazioni : 

Alle variabili x, y ,  z ,  sostituiamo tre nuove variabili u, v ,  w ;  e questa 
sostituzione corrisponda, geometricamente, a riferiïe 10 spazio a tre nuovi 
assi ortogonali, il primo dei quali abbia per coseni di direzione i rapporti: 

A B C  
- 9  - 2  B R Z' 
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4 A 2 m a n  si: Suil'htegrazione 

essendo R = \ I A ~  + B2 + Ci. Con questa sostituziorit? 1' equazione AP T ,  = O 
non oambia. L a  seconda delle (8) diventa: 

d Tl  -- 
au 

- Ro, .  

P e r  ottenere una funzione che soddisfi a queste due equazioni, prendiaino 
da prima la funzione: 

L'integrazione s'intende fatta lungo una retta v = cost., w = cost., a comin- 
ciare da1 punto in cui essa incontra la  superficie che limita 10 spazio S. L a  
funzione r', cosi ottenuta, è regolare in questo spazio, e soddisfa all'equa- 
zione : 

d'onde si ricava : 

ossia : 

Azr' = f (v, w). 

Prendiamo poi u m  funzione r" delle sole variabili u ,  w ,  regolare an-  
ch'essa, e tale che si abbia: 

A' r" = - f ( v ,  V )  ; 

e poniamo: 

r ,  = r' + +". 

L a  f~inzione r ,  cos) ottenuta soddisfa alle due equazioni: 

e qiiindi alle (8): ed è regolare ne110 spazio S. 
Se ora prendiamo una funzione y,- , ,  regolare in S ,  che soddisfi all' e- 

quazione : 

A Z ( ~ - 2 )  y,-,, = ?, , 
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essa soddisferà alle equazioni (6) e (7), ossia alle (5). La formula (4) è cos? 
dimostrata. 

Ne1 scguito della dimostrazione indichererno, in generale, con p( i )  il pro- 
dotto di i funzioni lineari. Percib chiameremo p(l) la funzione p. E si avrà: 

Ragionando ora sulla funzione y,-, corne si è ragionato sulla funzione r p , ,  
potremo porre : 

essendo ~ ( 1 ) '  una nuova funzione lineare. Sarà quindi: 

L a  funzione in parentesi soddisfa all'equazione A~('"-') = 0 ,  e potremo 
indicarla con JIr,-,. 11 prodotto di due funzioni lineari p(L)p(i)' 10 indicheremo 
con p(2). Si avrà CO&: 

Analogamente, posto y,-, = p(')" y,-, + +,+, otterremo : 

= p(3) yn-3 -/- + I f n  - 3  , ecc. 

E finalmente: 

'pfl = p - I )  y ,  + JI!,y2'. 

Cos1 abbiamo rappresentata una funzione che soddisfa a117eguazione Aln - 0, 
mediante una funzione che soddisfa all'equazione A" O ,  ed una che soddisfa 
all'equazione AS(n-'1 = 0 ,  tutte regolari nello spazio S. 

Per  semplicità indichererno con On-, la funzione + S I .  Dovendo poi in- 
trodurre altre funzioni y , ,  chiameremo quella che cornparisce nella formula 
precedente. Si avrà : 

In  modo analogo si troverebbe: 
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Sommando tutte queste equazioni, e scrivendo, per uniformità di nota- 
zione, rf , rnl  in luogo di O , ,  si ottiene la formula: 

yn = p(n-l) + p(n-e) + . . . J ~ ~ ( I )  cpp-l~ + # '7  (10) 

colla quale il teorema enunoiato in principio resta dimostrato. Esso infatti 
esprime, nello spazio S, la funzione regolare y,, mediante le n funzioni yli, 
y''I,. . . yirn' , regolari anch'esse, e che, soddisfano all'equazione A2 = 0. 

Come risulta dalla dimostrazione, il teorema sussiste per funzioni d i  
quante variabili si voglia. 

3. La formula (10) vale anche per un altro tipo di funzioni p. 
Consideriamo infatti il prodotto delle due funzioni p ,  y,-i ,  essendo ora: 

p = y? - R\ ((r = x2 + y2 + a2, R = cost.). 

a a cl a Poichè x - -/- y - + a - = r  - , sarà evidentemente : 
a x  a y  a~ a l .  

ove Ai, Bi, sono costanti positive. Se in luogo di i poniamo, prima rz -- 1, 
poi n, otterremo le due formule: 

AZn (p yn-,) = 0. 

Come ne1 cas0 precedente, si tratta di dimostrare che data la funzione y,, 
si pub sempre trovare una funzione y,-,, regolare in S, e che soddisfa alle 
due equazioni : 

In  questo caso faremo la seguente restrizione sulla natura del10 spazio S, 
e sulla posizione dell'origine delle coordinate: che cioè questo punto appar- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



tenga al10 spazio S, e che ogni retta uscente da esso, incontri in un sol punto 
la superficie che limita quel10 spazio. 

Se queste condizioni non sono soddisfatte, potranno esistere delle fun- 
zioni y n ,  che non sono rappresentabili per mezzo di n funzioni y , ,  regolari 
nello spazio S: come vedremo in seguito, trattando un caso particolare. 

Le  equazioni (12) possono scriversi : 

Posto : 

si nvranno le due equazioni: 

Ma queste due equnzioni sono soddisfntte, se poniamo: 

9- 

e la funzione t , ,  cos1 ottenuta, è finita e continua in tutto 10 spazio in cui 
è tale la  a , .  

Trovata la funzione r , ,  dall'equazione (15) potremo sempre rioavare una 
fiinzione regolare pn-,, che soddisferà alle equazioni (13) e (14), e quindi 
alle (12). 

Anche in questo caso, dunque, data la funzione si pub sempre porre: 

pn =P (fn.-i + t n - i  , 
essendo y,-,, funzioni regolari nello spazio S. 

I l  seguito della dimostrazione non differisce da1 caso precedente. Indi- 
cmdo in generale con p(" il prodotto di i funzioni del tipo vz- RP, si 
otterrà una formula identica alla (10). 

L e  costanti R che compariscono nelle p ,  si potrailno prendere ad ar- 
bitrio. 
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II. 

4. Daremo alcune npplicazioni del teorema dimostrato. 
In primo luogo, proponiamoci di stabilire l'integrale generale dell'equa- 

zione : 

A'@ = O (*). 

Sopra una porzione O del piano x = O, si abbia : 

ove le quattro funzioni k ,  A ,  p ,  v delle variabili x, y ,  si suppongono date. 
Supporremo inoltre che queste funzioni sieno regolari nell'area a ,  e che delle 
funzioni k e À sieno regolari anche le derivate prime e seconde. 

Ricordiamo come viene espresso 1' integrale generale dell'equazione A? rf = 0. 
Se T ,  v ,  sono due funzioni delle variabili cornplesse: 

reali per i valori reali di queste variabili, e regolari per i valori di x ed y 
interni a T, esso è dato dalla formula (**): 

la quale rappresenta una funzione finita e continua, insieme alle sue derivate, 
nello spazio occupato da un cilindro simmetrico rispetto a1 piano z = 0,  
avente per base O ,  e per altezza 2 R, essendo R il minimo raggio di conver- 
genza dei suddetti elementi. Per  i punti di a risulta: 

a 
y=.($, y), - = = v ( x ,  y). a~ 

Cib premesso, venianio all'equazione A' (P = 0. 

(*) D'ora in avanti tralascieremo gl'indici 1, 2, ..., coi quali fin qui ahbiamo con- 
trsssegnate le funzioni che socldisfano aile equazioni A" O ,  A4 = 0, ecc. 

(**) Questa formula, che é una conseguenza di quella del Porssox, si trova nella Nota 
del prof'. VOLTERRA, Esercizi clifisica nzntemalicn. Rivista di Maternntica, vol. IV, a. 1891. 
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Potremo rappresentare la funzione O ,  mediante due fiinzioni y ,  +, che 
soddisfano all'equazione h2 = 0 ,  ponendo : 

d'onde si ricava : 

Sulla porzione o del piano x =  0 ,  sarà duuque: 

Si tratta di determinare la funzione ,Z y f- $, in modo che nei punti di 0 
siano soddisfatte queste condizioni. 

P e r d  osserviamo ohe si ha identicamente: 

a a @ 
Q ( x ,  Y, 4 = J z d s  +w, y, O); 

u 

ossia, per la formula (18): 

Posto: 

Anntcli di Malemalica, Serie III, tomo II. 
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1 O A lm arz si: ~ull'integrax2one 

si avrà: 

La  funzione 9  (2, y ,  O ) ,  nell'area 0, è data dalla prima delle (a). Ve- 
diamo ora di determinare le funzioni U ,  V. Esse soddisfano, corne la rf e 
la 9 ,  all'eqiiazione de = O .  Dalle (a) ricaveremo facjlmente, per i punti di a ,  

i valori che assumono esse, e le loro derivate rispetto a x. 
Intanto la (20) ci dà: 

v= 1.. (24) 

Poniamo, per hrevith: 

L'equazione A' + = O potrà d o r a  scriversi : 

Dunquc, nei punti di ~ s ,  si a v ~ k  per la (19): 

Da1 confronto di questa formula colla (21) si ricava: 

ossia : 
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deii' Equaxione differenxiale hZn = 0. 11 

Finalmente dalla forinula (20) si deduce : 

ossia, poichè A" = O ,  A" = 0 0: 

e questa, combinata colla (22), dà: 

ovvero : 

au i -- - - (Y + v" A). a z  2 

Riunendo le formule (24j, (25), !26), (27), abbiamo dunque, per la por- 
zione o del piano x = O :  

Si avranno quindi le due formule, analoghe alla (17): 

le quali varranno per 10 spazio occupato da  un certo cilindro S, simmetrico 
rispetto al piano z = O ,  avente per base o. I n  queste formule si deve inten- 
dere, che al posto delle variabili reali x ,  y ,  nelle funzioni A ,  p ,  v ,  vg h ,  v2 k,  
si sieno introdotte le variabili cornplesse t;, , 5', . 

Sostituendo ora queste espressioni delle funzioni U, V ,  nella formula (23), 
e ponendo in questa k (x,  y) in luogo di 9 (x ,  y ,  O), otterremo l'integrale 
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12 A 1 m u n s  i :  Sull'integraxione 

generale cercato, sotto la forma: 

La  funzione rappresentata da questa formula, sarà finits e continua in- 
sieme alle sue derivate, in tutti i punti del cilindro S. Ma potrd venir pro- 
lungata anche fuori di esso, prendendo un'area piana w', compresa in quel 
cilindro, corne base di un altro cilindro 8'; e cos1 proseguendo fin dove sarh 
possibile. 

Si verifica senza difficoltà chc! la funzione cP, cosi espressa, soddivfa effet- 
tivamente a tutte le condizioni richieste. 

Con un procedimento analogo a quello esposto si possono trovare gl'in- 
tegïali generali delle equazioni AB = 0 ,  A" = O ,  ecc. 

6. Un'altra applicazione del teorema che abbiamo dimostrato si pre- 
senta nella ricerca di quegl'integrali particolari dell'equazione Aen = O ,  che 
devono soddisfare a certe condizioni ai  limiti. 

Consideriamo, corne primo esempio, il seguente problema: 
u Determinare ne110 spazio lirnitato da un cimolo d i  ragyio R, una full- 

xione regolare +, che soddisft all'eyuaxione Azn = O ,  dati al contorno i va- 
lori u,, u , ,  us ,..., u ,-,, della funxione stessa, e delle sue derivate d'ordine 
1 ,  2 ,... , n - 1 ,  vispetto alltc nownale interna. n 

Premettiamo la seguente osservazione. Se la fiinzione p, soddisfa all'equa- 
zione Ae rp = O ,  si ha pure : 

e quindi ancora: 

E in generale, per qualunque valore di m: 
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Veniamo ora alla funzione +. L a  rappresenteremo con n funzioni y ,  y', 
y", . . . , $ n - i l ,  regolari entro il circolo di raggio R ,  e che soddisfano all'equa- 
zione A2 = O ,  mediante la formula : 

Le condizioni al contorno potremo scriverle: 

La prima di queste formule, supponendo l'origine delle coordinate situata 
ne1 centro del cerchio, dà evidentemente: 

e poichè la funzione q è iegolare entro il cerchio, e soddisfa all'equazione 
A.-- O,  sarh, per u n i  nota formula, ne1 punto di coordinate r ,  8 ,  misurando 
l'angolo 0 da una retta fissa: 

ove uo è il valore della funzione y ,  ne1 punto del contorno corrispondente 
all'angolo a .  

Ora supponiamo che tenendo conto delle 
dalle i formule : 

condizioni al contorno, espresse 

si sieno determinate le i funzioni: 

y ,  y' ,  . . . , 
Dico che teneiido conto della condizione espressa della formula: 

si pub determinare la  funzione cf[i'. 
Percib in quest'ultima formula poniarno, al posto di +, la sua espressione 

data dalla (29). Avremo: 
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14 Almans i :  Sull'integrazione 

L a  somma che comparisce ne1 primo membro scumponiamola in tre parti. 
Corisideriamo, i n  primo luogo, i terinini per i quali h è maggiore di i. Essi, 
facendo r = B ,  si annulleranno, giacchè la funzioiie (re - R')h ?'hi, derivata 
i volte rispetto ad r ,  conterrà ancora il fattore r2 -Re. 

Consideriamo poi il termine, per il quale h =i,  ossia: 

Da questo si otterrà l'unico termine: 

che scïivererno per brevità : 

Ai #LB , (A i  = i ! 2i Ri). 

Finalmente i termini per i quali lz è minore di i, facendo 1. - R ,  da- 
ranno luogo a dei termini nulli, e ad un certo numero di termini del tipo: 

ove le C sono costanti che nascono da1 porre Y = R, nelle derivate rispetto 
ad r delle funzioni (r" RR')h. 

Avremo dunque la formula: 
a m e [ h l  . [ A ~ ~ ' " + z c ~ ]  I.= R =- u;, (h<i): 

e non ci occupiamo di cercare quale sono precisamente i termini che com- 
pariscono nella somma del primo membro. Rei casi particolari questa ricerca, 
come vedremo meglio con un esempio, non pub presentare alcuna difficoltà. 

Se in luogo delle costanti C, introduciamo le costanti B Rm, potremo 
scrivere : 

Ma, ricordando la  formula (28), si vede che la funzione chiusa in pa- 
rentesi soddisfa al]' equazione A2 = 0 .  E poichè nei punti del contorno essa 
diventa uguale a - zli, sarà ne1 punto di coordinate r ,  8: 
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dell' Eguazione differenxiale bzn = O. 15 

d'onde si ricava: 

(rg - R2) ~i am p l  
d a + Z B r m -  8 PZ 

O 

Questa formula risolve il problema: essa infatti ci dà la furizione y.;', 
espressa mediante un integrale definito, che contiene quantità note, e le fun- 
zioni y'h' (h  <;), che abbiamo supposto già determinate. La  prima di esse, 
cioè la rp è data dalla formula (30). 

6. Come applicazione di questo procedimento, cons ide ri am^ un caso 
particolare, che è poi il più notevole: 

u Si  vu01 deternzinare la funxione Y, regolare etztro il cerchio d i~ayg io  R, 
e che soddisfa all'equcrxione A4 Y = 0, puando si conosca pets ognt pzcnto del  
contorno il vnlore ZC, della funxione, e il valore u,  dellu sua derivuta rispetto 
alla normale interna. Y 

Porremo : 

$J = y + (y2 - R2) y', (AZ y = A' y' = 0). (31) 
Sarà : 

y,=n = uo, 
e quindi ne1 punto (7.6): 

2rc 
1 (R" -2) 210 

y = G  O j R 2 + v 2 - 2 R Y c o s ( r - 0 )  d cc; 

e inoltre: 

ossia : 

e per conseguenza, ne1 punto (Y 9): 

In  questa formula porrerno, al posto di y ,  1' espressione trovatn soprn: 
poi sostituiremo riella (31), a rp e Y', le loro espressioni. 
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16 A lm  a lz s i :  SuZH'irztegraxione 

Si otterrh cos) la formula finale (*) : 
2 z  

1 (R2 - .r2)) UO 
+ = 4 x ~ J B t  + r2 - 2 Y cos ( a  - 8) d a +  

O 

colla qnale il problema & risoluto. 

7. In  questo capitolo ci occuperemo di un problema analogo n quel10 
risoluto ne1 paragrafo precedente, considerando ora Io spazio limitato non pih 
da un sol circolo, nia da due circoli concentrici, che chiameremo C, C", di 
raggi R ,  R' (R > R). 

È noto che nello stesso spazio si determina facilmente, la funzione ar- 
nionica y ,  che assume sopra i due circoli C, C', due date successioni di va- 
lori a, a' quando queste si possono rappresentare mediante serie di FOURIER. 
Si ottiene allora la funzione y espressa, in coordinate polari Y, 8 ,  d a  una 
formula del tipo: 

ove le a e le 8 sono costanti, la cui determinazione risulta da1 confronto di 
questa serie, per r = El, ed r = R',  colle serie o,  5'. 

Supponiamo ora che nello spazio compreso trn i due circoli, si voglia 
determinare la funzione a ,  regolare insieme alle sue derivate, e che soddisfa 
all'equazione A' (P = 0 ,  quaildo per ogni punto di C, e di C', si conosca il 

(*) Questa formula 8 stata ottenuta, con altro metodo, da1 prof. G. LAURICELLA, 
hteyrazione dell'equazione 3 2  (A2 u )  = O in un campo di forma circolare. Atti della, R. Acc. 
delle Scienze di Torino, vol. XXXI. Ne1 metodo che ho qui seguito, mi son valso della 
Nota, del prof. VOLTERRA, Sulla Nota del prof. Lnuricelltr, ecc. Idem. 
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dell'Epuazione differenzia le A ? ~ ?  = 0. 17 
-- 

valore della funzione e della sua derivata rispetto alla normale interna v ,  nel- 
l'ipotesi che queste quattro successioni di valori soddisfino a quelle condizioni, 
le quali permettono di rappresentarle mediante serie di FOT~RIER (*). 

Sieno : 

m 
= A' + 2]  (A' ,  cos nt 6 + BIm sen In 61, 

1 

OJ 

[g] = Ar' + 2 (A", cos m 8 + B',, sen 61, I-=R 1 

m 
= A' ' + Z ( A " ' ~  COS m e + B"', sen m O) ,  

1 

le quattro serie suddette. 
Vediamo se la funzione @ si pub, in generale, porre sotto la forma: 

@ = 1.2 'P + +, 
essendo le funzioni y ,  # date dalle formule: 

ove le u e le B sono costanti da determinarsi. 
Si otterrà: 

(") Il metodo che seguo è quel10 a cui  accenna il  VBNSKE, ZU?' Integralion der GLL- 
chung A A u =. 0, ecc., Nachrichten di Gottinga, a. 1891. Egli perb t rascura  i terinini log r, 
cc' log Y, che compariscono nelle funzioni y ,  + : e t rascura  anche il termine r log 9. ( çr cos 0 + 
+ b sen 8).  Quindi l'espressione che egli d i  p e r  la funzione a> non é genernlc. 

Annali di Matematka, Serie III, tom0 II. 3 
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Derivando rispetto ad r ,  si ricava: 

8 @ 1 -- - a. - 4 2 a' t. $ a', (r + 2 r log r )  + a Y t" 

+ ~ [ [ r n ~ , r ~ - ~ - r n  a', m - i  + (m + 2) aVm F~~ + 
1 

+ (- m + 2) a"', rrnti]  cos m  0 + 
+ [rn p, rm-i - m p', 9.- m-i + (m $ 2) P"nl ~ m - i - ~  + 

Se in queste due formule poniamo, al posto di r ,  prima R, poi R', e 
a@ aq>  quindi le confrontiamo colle (32) (ricordando che per r = R si ha - = - 
ar  a ~ '  

a a) e per y =  R' -=-- 
y a l .  a @) 9 otterremo i seguenti sistemi di eqiiasioni lineari, a Y 

tra le costanti da  determinami: 

a + a, log R + a' Re + a', R1 log R = A ,  \ 
a + a ,  log R' + a' R'' + a', R ' 2  log R'  = A', I 

1 
a, + a'. 2B +- a', ( R  + 2 R log R) = A", 

1 
a0 - + a'. 2 R' + a', (R' $ 2 R' log R') = .- ,4"', R' . 

m a, Rm-i - m .', R-"2-' + (m  + 2) a", Rm+i + 
m l  2 . )  + (- m + 2) a"', R-m+i = Btrm 

ed un terzo sistema (63, analogo a quest'ultimo, in cui compariscono le Pm 
e le  B,, in luogo delle a ,  e delle A,. 

Da1 primo di questi sistemi si potranno ottenere i valori delle quattro 
costmti : 
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e dagli altri due i valori delle costmti: 

purchè i determinanti: 

1 log R R2 R q o g  R 

1 log R' R'' R'qog R' 

non siano nulli. Ma osserviamo che il determinante D, è appunto uguale a O. 
Se infatti iiel determinantc Dm facciamo tn = 1 ,  esso verrà ad avere l a  prima 
e l'ultima colonna uguali, e per conseguenza dovrà annullarsi. 

Cià sigriifica che le quattro equazioni in oui compariscono le incognite CC, , 
CC',, CC,", e quelle analoghe in cui compariscono B I ,  B i t ,  Pi1', Pi" ' ,  sono, 
in generale, incompatibili t ra loro. 

Dunque unn funzione (9, la quale debbn soddisfare alle condizioni del 
problema, non pub, in generale, venir rappresentata da un'espressione del 
tipo r O g  + #, essendo le funzioni g ,  +, date dalle formule (33). 

Tuttavia troveremo facilmente 1' espressione generale della funzione @. 
Percib consideïiamo la funzione : 

(a z + b y) log r ,  (a, b = c0st.i) 

che soddisfa all'equazione A4 = O .  Se  supponiamo di misurare l'angolo 6' dal- 
l'asse x ,  potremo scriverla : 

r log r (a cos 9 + b sen 6). 

Poniamo ora : 

(D = rL (f + + +- r log r (a cos fi + b sen 8). 
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2 O A Zma n s i :  Stdl'integraxiorie 

Esprimendo le funzioni y ,  # colle formule ( 3 3 ) ,  e chiamando ora u , ,  Bi  
le costanti a,  + u,"I, Bi + Pif1',  otterremo: 

@ = cc + cco log r $- a' Y" a'' 1.' log 1. + 
+ ( a ,  r $- a' ,  r-' + ai1' v3 + a r log r) cos 6 ( f i ,  4- B r ,  r-' $ Pi" r2 $- 

Per determinare le costanti (34) ,  e le costanti ( 35 )  per m = 2 , 3 , .  . . , 
avremo ancora i sistemi di equazioni (S,), (S',), (8,). Avremo poi le equa.- 
zioni : 

cc, R + cc',  R--+ cc," R3 + a R log R = A , ,  
x i  Rr + cc', RI-' + cc," R'3 + fi R' log R' = A,', 

a, - a', R-' + 3 aif' R2 + a (1 + log E )  = 4 ,", 
' Rr-" 3 R'l+ a (1 + log R') = - A,"'. % - a i  

per determinare le costanti a, ,  a,', a,", a ,  e quattro analoghe p w  le costanti 
pi, pi ' ,  &", b. Dunque i determinanti Do, e Dm per m = 2 ,  3 ,  ..., sono 
ancora dati dalle formule ( 36 )  e (37), rnentre per il determinante D, si avrà: 

1 R R-i R3 R l o g  R I 

Si tratta di dimostrare che questi deterininanti sono sempre differenti da O. 
Consideriamo da primo il determinante Do. 

1 log R RI R q o g  R 

1 log R' R'? Rte log Rr 

Dagli elementi della seconda linea togliano quelli della. prima. Allora 
iiella prima colonna resta rroltanto il primolelemento, e il determinante si ri- 
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duce ad essere del 3" ordine. Ai tempo stesso moltiplichiamo gli elcmcnti 
della 'terza linea per R, e quella della quarts per RI.. Otterremo: 

log R' - log R RIz - R2 Raz log R' - Re log R 1 
1 2 R 2  R' -k 2 ne log R 

1 2 fit2 iP + 2 RIP log Ri 

Sviluppiamo ors  il determinante rispetto alla prima colonna. Si ottiene, fatte 
le riduzioni: 

R 12' Do = 4 RI2 R2 (log R' - log R)? - (Rte - R2)', 
ossia : 

Perche Do potesse annullarsi dovrebbe essere: 
R' &'2-R2 

log - = 
H 2 R R r  (*>y 

R ' 
O ponendo - R =Z: 

Ma questa equazione, che è soddisfatta, per x = 1, non pub esserlo per alcun 
valore di x ,  differente dallknità. Cib pub vedersi osservando che la derivata 

1 del primo membro, ossia - 9  è sempre minore della derivata del secorido, 
2 

5" 1 che è - . E infatti si ha : 
2 xs 

Resta dunque escluso che l'equazione (39), soddisfatta da x= 1 ,  possa es- 
serlo d a  un altro valore di x. 

R ' Rs rimane e~elusa, dovendo essere R1> R,  a (*) La sduzione log-; =: - -- 
h 2 K fi' 

R' 
quindi log - > 0. 

R 
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11 determinante Do 13 dunque differente da O. 
Consideriamo ora il determinante DI. Se si moltiplicano gli elementi della 

terza linea per R,  e si sottraggono da essi quelli della prima, e analoga- 
mente si moltiplicano quelli della quarta per R', e se ne sottraggono quelli 
della seconda, si ottiene: 

R R' DI - 
1 

1 
- R ' l o g  R' 

l 
il' 

e sviluppando rispetto agli elementi della prima colonna: 

Chiamiamo questi due determinanti A , ,  A' , .  Ne1 determinante A,  molti- 
plico la prima linea per 2 R', la seconda per R,  la terza per R': poi divido 
per 2 la prima e la seconda colonna. Ottengo allora: 

e sviluppando rispetto agli elementi della prima-colonna si trova: 

1 - R'3 R' log Rr 

2 
A, =- R 

1 (R" RI2) + 2 log RI (RP + RIZ) 1 1 Re - R'OI . 

Per  calcolare A', osserviamo che esso pub ottenersi da A,  ponendo R in 
luogo di R', R' in luogo di R, e poi scambiando t ra  loro la seconda e la 
terza linea, ossia mutando il segno del determinante. Sarà dunque: 

-nt  RRfD,=R 

1 - 
R R3 R log R 

-- 2 2 R 3  R 
M 

R' 

2 - - 2 R 3  R  
K 

-- 2 RI3 R' 
R ' 
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Ma R R' il, = R A,  - R' A',: per conseguenza: 

R k' Di - 4 1 (RZ - R") $ (A' + RI') log -- 

AfEnchè D, potesse annullarsi, , dovrebbe essere: 

R' 
ossia, posto - = x: R 

%? - 1 
logx=- 

x 2 $ 1 7  X >  1) 

cib che è assurdo, corne si pub verificare, osservando che per x -- 1, le fun-  
xe - 1 zioni log x - 
'2" 1 

sono ambedue uguali a O,  e per x) 1 In derivata della 

prima è sempre maggiore della derivata, della seconda. Dunque il deterrni- 
nante DI è differente da O. 

Consideriamo ora il determinante DM, per' un valore qualunque di m 
maggiore di 1. Si ha: 

Moltiplico gli elernenti della terza linea per R ,  quelli della quarta per R', 
e sottraggo da essi rispettivameiite quelli della prima e della seconda molti- 
plicati per m. Otterrb: 

1 "" R-"' 
p t + t  R-mco 

Ora rnoltiplico gli elementi delle linee rispettivamente per 2 ~ 1 2  R m ,  
2 m B'm, -Rm, - R'm; poi divido per 2 m g-li elementi della prima e della 
seconda colonna, per 2 qiielli della 3" e della 4a. Il determinante verra ad 
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esser moltiplicato per $ (R RI?": e si avrb: 

Sviluppando rispetto agli elcmenti della prima colonna otterrh: 

ove : 

e A',, si ottiene scambiando, in A,, R con RI, e mutando il segno. 
Sviluppando A, rispetto alla prima colonna, si ricara: 

dm - ((rn - 1) Rg R'"(R?III _ R ' l m )  - R'2~ll t4 i- 
+ m. ( (~n - l )  R'"w+~ . R2 + qn Rb++." . n"; 

ovvero : 
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ed estraendo la radice quadrata: 

R 8' (R'2" - p) = m (R RI)"' (R'2 - Be)  (*), 

e dividendo per (R R')m+4: 

R ' 
t! finalmente, ponendo -- - 

R -$: 

Questa equazione dovrebbe esser soddisfatta per un valore di m mag- 
giore dell'unità, e per un valore di x ,  anch'esso maggiore dell'unità. 

Pe r  dimostrare che cib non pub essere, supporremo di attribuire ad 111 

un valore determinato, e mostreremo che facendo variare x oltre l1 unità, il 
primo membro dell'equazione è sempre maggiore del secondo. 

Poiché per z = 1 si annullano ambedue i membri, qualunque sia 111, 

basterà provnre che col crescere di  x, la derivata del primo membro è sempre 
maggiore della derivata del secondo, ossia che: 

ovvero, moitiplicando per x ,  e diridendo per m: 

1 1 
x m t , , > x + - 9  x 

od anche: 
1 x ( x y  - 1) > - (xtn-I - 1) , xm 

e dividendo per la quantità positira xm-l - 1: 

ossia : 
z ~ + ~  > 1) 

la quallultima disuguaglianza è evidentemente soddisfatta, essendo x > 1. 

(") Essendo R' > R, l'altra soluzione rimane esclusa. 

Annali di Malematica, Serie III, tom0 11. 
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26 A 1 m a n s  i: Szrll'i~ztegraxione 

R ' 
Ne concludiamo che per rn >. 1, nessun valore di x ,  ossia di -, pub R 

soddisfare l'equazione (42), cioè la (41). Dunque i determinanti D m ,  per 
= 2 ,  3 , .  .. , sono tutti differenti da O. 

Ma si è dimostrato che anche i determinanti Do e Da sono diffe- 
renti da O. Per conseguenza potremo ora asserire che le costanti che com- 
pariscono ne1 secondo membro della formula (38), si possono tutte determi- 
nare in modo che, sopra i circoli C e C', la funzione <P che essa rappresenta, 
e la sua derivata rispetto alla normale interna, prendano i valori voluti. 

Cib significa che la formula (3$), supponendo le funzioni y ,  + rappre- 
sentate dalle formule (33), dà l'espressione generale delle funzioni <P che sod- 
disfano alle condizioni del problema. 

Risulta ancora, dalle cose dette, c,he la funzione: 

r log r  (a cos 0 + b sen O), 

nello spaxio limitato da due circoli concentrici, non pub esser rappresentata 
da un'espressione come r2 rp + +. Possiamo anzi dire, in un certo senso, che 
essa è l'unica funzione, regolare in un tale spazio, che soddisfa all'equazione 
A4 = O ,  tale che al contorno i suoi valori, e quelli della sua derivata ri- 
spetto alla normale interna, si possono rappresentare con serie di FOERIER, 
e che pure non pub esser posta sotto quella forma. 

Per chiarir meglio questo punto, proponiamoci di determinare due fun- 
zioni y ,  $, le quali soddisfino alle equazioni : 

re g, + # = r log r (a cos 8 + b sen O). (43) 

Si dovrà trovare che due tali funzioni non sono esprimibili colle formule (33). 
Ricordiamo la formula che dà il A 2 ,  espresso colle coordinate polari r ,  8. 

Si ha: 

Applicando questa formula all'equazione (43), si ottiene: 

ossia : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dalla quale, integrando, si ricava: 

1 r p = - log r (a cos 8 + b sen 8) $. f (O), 
2 

ove f è una funzione d a  determinarsi. Divido per r ,  e trovo: 

1 logr  
' = F r  f (acosû + bsen6) + -. 

r (45) 
Ln funzione y deve soddisfare all'equazione h" = O .  Dovià dunque aversi: 

1 log r f A - - ( a c o s ~ +  6sen8)  + -(=O; l a  r r 

ed eseguendo il A2 per mezzo della formula (44): 
1 - - 1 da f 
r3 

(a cos O + z sen 8) + (f + _) = O.  
rd d 8 

Avremo dunque, per determinare la f ,  l'eguazione djfferenziale: 

f f  $$=acosB+bsen8. (46) 

Poniamo : 
e 

f = - (a sen 8 - b cos 8) + g, a (47) 

ove la g B una nuova funzione della variabile 8. Si ricava: 

a!? a - - a COS 8 + b sen 8 - - 0 (a sen 0 - b cos 8) + - d 2 9 .  
2 d e 2 '  

e sommando questa equazione colla precedente: 

d' f d2 9 f - t 7 = a c o s 8 + b s e n ~ + g +  -2. dB d 0 

DovrR quindi essere, per la (46): 
d 2 9  - 

s+,-0, 

equazione il cui integrale generale possiamo scriverlo: 

1 
g + 2 (C cos 8 + cf sen O), 

ove c e c' sono costanti. Sarà dunque, sostituendo nella (47): 
1 

fSa ~ ~ ( a c o s 8 + b s e n 8 ) + c c o s O + é s e n 8 ~ ;  
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e ponendo questa espressione della f nella formula (45): 

Dalla (43) potremo ora ricavare la +, che Sarh data dalla formula: 

r + = llog r (a cos O+ b sen 0) - 0 (u se11 O - b cos 8) - c cos 8 - cf sen 8 1. 

Queste funzioni, come si era preveduto, non si possono rappresentnre per 
mezzo delle formule (33), a causa delle funzioni, non uniformi: 

che in esse compariscono. 
Tuttavia il problema proposto si è pot,uto risolvere in tutta la sua gene- 

ralità: la funzione @ è sempre rappresentata dalla formula: 

(P = r2 y + rj/ + v log r (a cos O + b sen 0). 

IV. 

8. Una funzione Y, di due variabili x, y,  regolare in un certo campo, 
e che soddisfa all'equazione: 

Aen Y = O , 
si pub sempre esprimere colla formula: 

ove le funzioni y, y', y", . . . y 'h-" ,  soddisfano all' equazione A2 = 0, e sono 
regolari in quel10 stesso campo; e p(h)  è il prodotto di h funzioni lineari. 
(Vedi 5 2.) 

La  formula (30) permette di determinare la funzione Y, nello spazio in- 
definito S, limitato da una retta a, dati su questa i valori della funzione 
stessa, e delle sue derivate d' ordine 1, 2 , .  . . n - 1 ,  rispetto alla normale 
interna, c.he chiameremo ancora: 

Possiamo assumere, come asse delle y ,  la retta o, e ,  posta in un suo 
punto qualunque l'origine delle coordinate, prendere come direzione positiva 
dell'asse delle x quella rivolta verso S. 
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Sarh a l h a  : 

Ponendo in generale : 
p(i) = xi 

7 

otterremo la funzione Y rappresentata dalla formula: 

La  determinazione della funzione Y si fa con un procedirnento analogo 
a quel10 seguito ne1 caso del10 spazio limitato da un coiitorno circolare. 

Cerchiamo l'espressione della derivata d70rdine i ,  rispetto ad x ,  della 
funzione Y.', per x =; O ,  ed uguagliamola ad Avrenio evidentemente una 
formula del tipo: 

in  cui : 

Le C sono costanti. La  somma è estesa a un certo nurnero di  tkrrninj, 
che dipende da n, e da i. 

Ora la funzione chiusa in parentesi soddisfa all'equazione Ag = O.  Dunque, 
applicando una nota formula, si avrh in un punto (x y) del10 spazio S: 

ove r è la distanza di un punto qualunque della retta O ,  del punto (x y) 
di S ,  ui il valore della funzione relativo a quel punto di o. 

Si suppongono soddisfatte dalle quantità ui, date sulla retta o ,  quelle 
çondizioni colle quali 1' integrale che cornparisce nella formula precedente, ha 
un significato: si suppone cioè che ne1 punto all'infinito della retta le quan- 
tità ui divengano infinitesime del 2" ordine (*). 

Pmsiamo scrivere : 

(") E d'ora in avanti queste condizioni, nei casi analoghi, le supporremo sempre sod- 
disfatte, anche senza dirlo esplicitamente. 
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e questa formula, analoga a quella trovata per il caso di un contorno cir- 
colare, risolve il problema, giacchè dà una qualunque delle funzioni: 

espressa mediante le precedenti. 
Ili particolare, per la prima si ha:  

e per la seconda: 

che pub scriversi, sostituendo a y il suo valore: 

Se  dunque si vu01 determinare iiello spazio S, In funzione Y, finita e 
c,ontinua in quel10 spazio, e che soddisfa alla equazione A 4 = 0 ,  dati sulla. 
retta a i valori u,, u,, della funzione stessa, e della sua derivata rispetto alla 
normale interna, porremo : 

1 valori di 4) e di 4)' sono dati dalle formule precedenti. Otteniaino cos;: 

9. Una funzione Y', regolare in urio spazio qualunque S, e che sod- 
disfa all'equazione A~ = 0, è pure determinata in tutti i suoi punti, quando 
al contorno si conoscano i valori di Y e di &'Y. Questo problema si riduce 
a determinare successivamente, nello spazio S, due funzioni che soddisfano 
alla. equazione =: O ,  dati i loro valori al contorno. 

Ne1 caso di un0 spazio racchiuso da un contorno circolare, O limitato 
da  una retta indefinita, rappresenteremo la funzione Y mediante due fun- 
zioni armoniche r p ,  P', che si potranno determinare indipendentemente una 
dall'altra. 
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dell'Equazione differeraziale Aen= 0, 3 1 

Ricordianio che se 8 è una funzione regvlare nello spazio' S, e che sod- 
tlisfa all'equazione Ag=O,  esiste una sola funzione O', pure segolare in 8, 
clie soddisfi alle due equazioni: 

, a e1 
A"'=(), 8 + f e - = 8 ,  8 r (1' = \/ 29 $ y') 

cd è quella data dalla f o r n ~ l a :  

Cib posto, supponiamo che il contorno da cui B limitato 10 spazio S sia 
una circonferenza di raggio R, ne1 cui centro si trovi l'origine delle coordi- 
nate. Converrà porre : 

Y = rp + (rg - Re) y'. 

Si ricava: 

Al contorno sia: 

Y = u ,  A Z ' P = v ,  

e quindi: 

Sarh ne1 punto di S di coordinate r, o: 

(") si suppongono soddisfatte le condizioni, analoghe a quelle poste ne1 Cap. 1. 3 3. 
Si suppone cioé che nell'interno di S esista un punto tale che ogni r e t t a  uscente d a  esso 
incontri il contorno in sol punto. Da quests  proprietà deve godere l'origine delle coor- 
dinate. 
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ove la o si riferisce al  punto di coordinate R, a. E quindi con utia formula 
analoga alla (50): 

Si ha poi al contorno: 

a, = 21, 

e per conseguenza ne1 punto (Y, w) di S: 

Avremo dunque la formula: 

the pub anche scriversi: 

Possiamo eseguire l'integrazione tra O ed r .  Otterremo n110r8: 

r - R c o s ( x - w )  r - 2 sen (a  - w) [arc tag R sen ( a  - w) 
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10. Se 10 spazio S in cui si vu01 determinare la funzione Y, B quel10 
limitato della retta x = O ,  porremo: 

y= (~ - t -v ' ,  
da cui si ricava: 

Sarà dunque, su quella retta, detti u ,  v i valori che ivi assumono Y e AgY:  

e in un punto qualunque dello spazio S: 

ove Y è la distanza da1 punto di S che si considera, al punto della retta r 
a cui si riferiscono i valori zc, v di Y e AS Y. Per conseguenza: 

11. Problemi analoghi si possono risolvere nello spazio a tre dimen- 
sioni. 

Una funzione regolare Y,  che soddisfa all'equazione Aen = O ,  dati i va- 
lori della funzione stes~a, e delle sue derivate d'ordine l , 2 , .  . . n - l ,  rispetto 
alla normale interna, sulla superficie di una sfera di raggio R ,  col centro 
nell'origine delle coordinate, si potrà determinare in tutti i punti della sfera, 
facendo uso della formula (18), ove porremo: 

~ ( h )  = (y2 - Rz)h ,  (i = O ,  1 , . . . , ta - 1) , 
essendo ora: 

r2,= x2 $ y2 + 9. 
Porremo invece : 

p(h) = Xh 
7 

se quei valori sono dati su1 piano x = O. 
I l  problema di determinare una funzione Y,  regolare nello spazio limi- 

tato da una superficie qualunque, sulla quale si conoscano i valori di iV e di 
A2 Y ,  e chc deve soddisfare all'equazione A4 Y = O, si riduce alla deterinina- 
zione successiva di due funzioni, regolari in quel10 spazio, e che soddisfano 
all'equazione hZ = O, conoscendosi i loro valori alla superficie. 
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34 A 2 m a n  s a': Sull'integraxione 

Ne1 caso particolare che i valori di Y e di A2 Y sieno dati sulla super- 
ficie di una sfera di raggio R, faremo uso della formula: 

Porremo finalmente: 

Y=$+xyl,  

quando la superficie è il piano x = O. E le funzioni y, rfl, in questi due casi si 
potïanno deterininare indipendentemente una dall'altra. 

12. Faremo ora vedere corne il principio di rappresentare una fun- 
zione che soddisfa all' equazione A4 = 0,  mediante due funzioni che soddi- 
sfano all'equazione Ae = O,  possa esser utilmente applicato al10 studio di al- 
cuni problemi di Elasticità, nei quali l'equazione A4 = 0 B appunto quella che 
ha maggior importanza. 

Le componenti s' , r]  , <, dello. spostamento, per i punti di un solido ela- 
stico, isotropro, sollecitato da sole forze agenti alla sua superficie, soddisfano 
alle tre equazioni differenziali : 

1 a e  
A q - -  - = O ,  

1 - 2 m a x  
at a ~ i  a <  

1 art s = = ~ + ~ + - ,  A Z q +  --- - O ,  a z 
1 - z m a y  (51) 

m = coef." di contraz." 
1 a e  

- O ?  ""+ mm~- 

da cui si ricava facilmente: 

Le tre funzioni 5 ,  q ,  c, si possono rappresentare, in varii modi, me- 
diante quattro sole funzioni, che soddisfano all'equazione A" 0. 
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Sia, da  primo, g, iina funzione che soddisfi alle due equazioni: 

Una tale funzione esiste in generale, corne già abbiamo avuto occasione di ve- 
dere. (Confr. eq. (16), 3 3.) 

Poniamo allora : 

a ?  R = cost. 
q=(r2  - Re) -+ p 7  a Y 

1 
re = x" yye + z2. \ 

Da queste equazioni, tenendo presenti le (52), si ricava: 

Dunque, per le (51), dovrb essere: 

A 2 A = 0 ,  A 2 p = 0 ,  A 2 v = 0 .  (54) 

Dalle equazioni (53) si deduce ancora, derivando la prima rispetto ad x, 
la seconda rispetto ad y ,  la terza rispetto a z,  e sommando: 

e confrontando quefita colla seconda delle (51): 

equazione che lega le quattro funzioni y ,  A ,  p ,  v .  
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36 A l m  a nsi :  Szcll'integraxionc! 

Le formule (53), (54) e (55), perrnettono di determinare in modo assai 
semplice la deformazione di una sfera, data la deformazione della sua super- 
ficie (*). 

13. Ora invece poniamo: 

ove le funzioni y ,  A ,  p, v non sono più quelle del caso piecedente. L a  fun- 
zione y soddisfi ora alle due equazioni: 

A2 y =. O 

a 9 = -  l e 
( C ~ n f r . ~  colle eq.' (9) del $ 1.) (57) 

ii z a ( 1 - 2 m )  

Sarà evidentemente, per le formule (56) e (57): 

e quindi, per le (51): 

Si ha inoltre dalle (56): 

e per la seconda delle (57) : 

(*) ALMANSI, Sulla deforrnazione della sfera elastica. Memorie del17Acc. R. delle 
Scienze di Torino, ser. II, vol. XLVII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Di queste formule ci varremo per determinare la  deformazione dello 
spazio S, limitato da1 piano x = 0, che diremo O ,  e corrispondente ai valori 
positivi di x, quando, per ogni puuto (x' y' O) del piano o si conoscono le 
compocenti t', {, <', dello spostamento (*). 

Percib, in luogo delle funzioni A ,  ,IL, v ,  converrà introdurre le funzioni 
U ,  U ,  W ,  ponendo: 

hllora le formule (56) diventeranno: 

I n  particolare quest'ultima equazione varrà per i punti del piano a, nei 
quali, dunque, la derivata, rispetto alla normale ,c, della funzione y ,  è uguale 

a quella della funzione 4 . Ma queste due funzioni devono 

esser regolari nollo spazio S, e soddisfare all'equazione A? = O. Ne segue ohe 
non potranno differire se non per una costante che possiamo supporre nulla, 
giacchè nelle formule (56) compariscono soltanto le derivate della funzione p. 

Si avrà per conseguenza : 

$ = G  -+-+-- (a: ,"Y . a,:) 
(*) Il problcma della deformazione del solido limitato da un yiario iridcfiiiito, date su 

questo piano le coinponeriti del10 spostamento, O della tensioiie, è stato risoluto per lü, 
prima volta da1 prof. CERRUTI, Ricerche intomo nll'equilibr-io dei corpi eluslici isolropi. 
R. Accademia dei Liiicei, sep. III, vol. XIII. 
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38 A 1 m a 12 si: Sull'integrazione 

Ora su1 piano O si hanno le formule: 

E poichè le funzioni u ,  v ,  w, che supponiamo regolari nello spazio S, sod- 
disfario al]' equazione A2 = 0 ,  aaremo, per una nota formula, in un punto 
qualunque (x y G) di S, tralasciando una costante che non ha  influenza: 

e sostituendo nella formula (60): 

CL=-- " ' (x - x') 5' + (y - y') ~ i '  + 2 5' 
1.3 

- d g ,  
2 7c 

che pub scriversj, più semplicemente: 

ove k' rappresenta Io spostamento del punto (x' y' O), a 1' angolo che la sua 
direzione fa colla direzione r. 

Cos) abbiamo determinate le quattro fuuzioni che compariscono nelle 
formule (56); e il problema è risoluto. 

VI. 

14. Supponiamo che su1 piano c, invece degli spostamenti t ' ,  ?', <', 
si conoscano le componenti F ,  G ,  H della tensione. 

Le  sei tensioni interne, ctie chiameremo: 

Tmz 7 TYY 7 Tzt 7 

Tyz,  Tz2, Tsy 7 
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soddisfano alle tre equazioni differenziali : 

che rappresentano le condizioni di equilibrio: e alle altre sei: 

ove : 

La funzione T è legata alla dilatazione e dalla formula: 

E T = --- 8 ,  (E = modulo di elasticità.) 
1 - 2 n z  

e quindi soddisfa corne û all'equazione : 

A' = o. 
Poniamo : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



40 A 1 man  s i: S'ull'irztegrux2one 

Si ricava : 

aP T 
A' Tz, = 2 M - 

a 2  a x  + A", 

Dovrà dunque essere, per le formule (62) : 

Introducian~o le funzioni u ,  v ,  w ,  regolari ne110 spazio S, definite dalle 
equazioni : 

Sul piano 5 sarà, per le (64) e (63): 

Ma nei punti di questo piano le tensioni Tzz7 Tzy, Tzzr non sono altro che 
le componenti della tensione esterna, carnbiate di segno: e la direzione z 
coincide colla direzione della normale interna n.  Potremo dunque scrivere, per 
i punti di a: 

Ne segue che in un punto qualunque (x y z )  di S si avrà, tralasciando delle 
costaiiti che non hanno influenza: 

ove, al solito, r rappresenta la distanza da1 punto (x y z )  di S, al punto (x' y' O) 
di a ,  a cui si riferiscono le componenti F, G,  H, della tensione. - 

a~ aw Consideriamo ora I'ultima delle equazioni (61): Ponendo M z -  + as, a z 
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in luogo di T,,, potremo scriverla: 

Sul piano z = 0 ,  sarà dunque: 

Ma, ne1 primo membro, la funzione in parentesi soddisfa all'equazione A2 = 0. 
Sarh, per conseguenza ne1 punto (x y i) di S: 

nella qua1 formula ahbiamo tralasciata la costante che vi comparirebbe, giacchè 
supponiamo che la dilatazione 8, e quindi la funzione T, si annulli all'infinito. 

Risolvendo rispetto a T, otteniamo : 

e sostituendo a w il suo valore, dato dall'ultima delle (66) : 

Cosi conosciamo tutte e quattro le funzioni che compariscono nelle for- 
mule (64), e quindi ancora le tre tensioni interne T,,, TZy, T,,, ossia le 
componenti della tensione che agisce sugli elementi dei piani paralleli a a.  

l$ Moltiplioando la funzione T per il fattore - , otterremo, per un 
1 - 4 r n  

punto qualunque di S ,  la  dilatazione 8. 
15. L a  formula (67) si presta alla ricerca dei valori che assume la 

funzione T su1 piano .z = 9. Osserviamo infatti che l'integrale che compa- 
risce ne1 suo secondo membro, ha  un valore ben determiilato in tutti punti 
del10 spazio, e non subisce discontinuità quando il punto attraversa il piano a. - 

O w Si ha inoltre, su1 piano a :  - = TZ2 = - H. Per  conseguenza la  formula con- a 2 

siderata varrà anche per i punti di questo piano. E sarà, detta T' la furrzione T 
Annali di Matematica, Serie III, tom0 II. 6 
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42 A lmans  i: Szcll'integraxione 

per ,z =O: 

ove s'intende che r vale (z - d)% + (y - y'). . 
Cib posto, ci sarà facile determinare una funzione k ,  che dovremo tra 

poco introdurre ne1 nostro calcolo, la quale soddisfi alle due equazioni: 

e inoltre sia finita e continua in tutto 10 spazio S, e si annulli all'infinito. 
Sarà infatti, nei punti del piano D, dicendo 8' la dilatazione 8,  per x = O: 

e quindi in un punto qualunque di S: 

Il valore di e', conoscendosi già quel10 di T', 10 ricaveremo immedistta- 
mente dalla formula (63), che ci dà: 

16. Vediamo ora di ottenere la componente 5 ,  q ,  < del10 spostamento. 
Ricordiamo che esse soddisfano alle equazioni: 

Poniamo : 
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essendo k In funzione considerata al par. precedente. Il problema è ridotto 
a determinare le tre funzioni y, (Ii, X. 

a k  Dalle (71) si ricava, poichè - = 8 : 
8 a 

Dunque, per lc formule (70), dovrà essere: 

A 2 y = 0 ,  A2(Ii=0, A e X = O .  

Ricordiamo le formule .che fornisce la teoria dell'elasticith, per esprimere 
le tensioni Tz,, Tay, TzZ, mediante gli spostamenti 5 ,  y ,  c. Esse sono le 
seguenti: 

Sostituendo a 4 ,  q ,  t ,  le loro eapressioni date dalle formule (71), e po- 
2 nendo per semplicith - (1 + m) (1 - 2 m) = 4 ,  si ricava: 

L'ultima di queste, sostitueodo 0 a a k ,  potrh scriversi : G 
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Sul piamo O sarà dunque : 

e in un punto qualunque di S, ponendo la condizione che all'infinito 10 spo- 
stamento 5,  e quindi la funzione X, debba annullarsi : 

La funzione x è cosi determinata. 
Nella prima e nella seconda delle formule (72) compariscono le derivate 

della funzione 1; +- x rispetto ad x ed y. Dalle equazioni (69) e 73), posto 
A per brevità - H -  m 8' = U, si ricnva : 
2 

Consideriamo la funzione : 

Dico clle si ha:  

Infatti su1 piano u sarà, per le formule (74) e (75): 

e quindi : 

Ma le funzioni y ,  e a (k + sono regolari nello spazio 8, soddisfano a x 
all'equazione AZ =. O ,  e si annullano all'infinito. Sarà dunque in tutto 5': 
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Analogamente, se poniamo : 

sarà : 

1 - 2 s n  
L a  U è espressa mediante le quantith E, e 8' ossia 7 T'. L a  T' è 

data dalla formula (68), e le sue derivate rispetto ad x ed y ,  analogamente 
a quanto si è veduto per la funzione k: $ X ,  si otterranno derivando, rispetto 
ad x ed y, la quantità F ,  G, H, che compariscono sotto il segno d' inte- 
grazione. 

Cos) dunque conosciamo le funzioni y,, y z ,  in tutti i punti di S, corn- 
I I  

preso il piano D, ore le indicheremo con y ,  , y,. 
Allora la prima e la seconda delle (72)) per i punti di  a darazino: 

E in un punto qualunque di 

9" 

2 = A P -  a n  
-- a + - ~ ~ - p ; .  
a n  

S, ssupponendo g, e 9 nulle all'infinito, sarà: 

AI$ ( A F - p r J d o ,  
a 

(a G - plS  do. 
u 

Cos1 conosciamo tutte le funzioni che compariscono nelle formule (71), 
e il problema è risoluto. 

17. Terminererno questo studio, con un problema relativo alla defor- 
mazione dei &lindri, ne1 quale si presenta l'occasione di applicare alcuni dei 
resultati ottenutj. 
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46 A 1 ma n si: Sull'ilztegrazz'one 

Un caso già considerato è quel10 d'un cilindro sollecitato da tensioni 
agenti soltanto alle basi (*). Ora faremo vedere che un caso molto più ge- 
nerale si pub ridurre al precedente: il easo cioè che anche la superficie late- 
rale sia soggetta a tensione, purchè la tensione sia la medesima, in direzione 
e grandezza, in tutti i punti di una stessa generatrioe, potendo del resto va- 
riare in un modo qualunque, da una generatrice all'altra, salvo ad esser sod- 
disfatte certe condizioni, come vedremo. 

Prendianio I'açse del cilindro come asse delle x: e un suo punto qua- 
lunqiie come origine delle coordinate. 

Siano y ,  a, due funzioni delle sole variabili s, y, che soddisfano alle 
enuazioni : 

Considerjarno il sisteina di tensioni interne : 

Si verificn facilmente cbe le equazioni (61) e (62) sono soddisfatte: 
d'onde risulta che le tensioni (76) corrispondono ad una deformazione possi- 
bile del cilindro. 

Le componenti P, G, H, della tensione, che agendo sugli elernenti della 
sua superficie esterna, producono questa deformazione, si otterranno dalle 
note formule : 

'ove a, B,  7,  rappresentano gli angoli della normale interna alla superficie, 
cogli assi coordinati. 

Sulla superficie laterale si avrà, sostituendo alle tensioni interne i loro 

(*) Vedi, p. es, BETTI, Teoria dell'elasticità. Nuovo Cimènto, ser. II, vol. VII, e segg. 
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Sulla base b,, rivolta verso la direzione positiva dell'asse delle x, dette F',, 
G',, ET,, la componenti della tensione, sarà: 

e sulla base b,:  

In questo caso particolare di sollecitazione, la tensione, che agisce sulla 
superficie laterale del cilindro, è la stessa in tutti i punti di una stessa ge- 
neratrice, corne si vede dalle formule (77), ricordando che le funzioni y ,  <P 
contengono le sole variabili x, y. 

18. Ora supponiamo che sulla superficie laterale del cilindro siano date 
le componenti F ,  G,  Hl della tensione, uguali in tutti i punti di una stessa 
generahice: e vediamo se è possibile determinare le funzioni y ,  9, in modo 
che siano soddisfatte le equazioni (77) che si riferiscono alla superficie late- 
rale. Delle tensioni alle bafli non ne teniamo conto. 

Sia k. l'intersezione della superficie laterale del cilindro, con un piano 
parallelo al piano (x y). 1 coseni degli angoli E ,  o, che la tangente t al 
contorno k, in un suo punto qualunque, fa cogli assi della x e della y, sono 
dati dalle formule: 

COS r = COS p , COS w = - COS a. (80) 

Quindi le formule (77) potremo scriverle: 
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48 A 1 m a n s i: Suli' integrazione 

ossia : 

Sul contorno ?c prendiamo un punto O corne origine, e poniamo la con- 
dizione che in O ln funzione y si annulli, e si annulli pure la funzione @, 
insieme alle sue derivate prime. Sarà in un punto qualunque M di k: 

y =  H d k ,  S O 

e le funzioni y ,  a @ - a @ ,  cod ottenute, avranno un sol valore in tutti i punti a x 7  a y  
del contorno, purchè le quantità F, G,  If, soddisfino alle equazioni : 

Supponiamo che queste condizioni siano verificate. 
Dalle formule (82) si ricava: 

Da quest'ultima formiila otterremo con una nuova integrazione il valore 
della funzione @ ne1 punto M d i  k. Percih chiameremo ora M' un punto 
qualunqne dell' intervallo O M. Sarà allsra in M, giacchè si è srcpposto che 
le derivate prime di <P in O ai annullino: 

e la funzione [I> avrà un sol valore in ogni puoto di k, purchè sia verifi- 
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dell'Equaziorte differenxiale A Z ~  = 0. 49 

cata l'equazione : 
M' 

Questa formula, corne ora dimostreremo, equivale all'altra : 

ove x, y ,  sono le coordinate del punto Al', a oui si riferiscono le tensioni F, G. 
Si ha infatti, identicamente : 

dunde, ricordando le formule : 

d y = COS a d li., 
tl a - - cos B d k, 

e posto per brevità : 
Al' Al' 

si ricava : 

($4 E' - ~ G ) d k : = = = d  W -  G d k  - c o s a  (i' Fdlc 1 d l z .  

Integrando ors su tutto il contorno k, si avrà, in virtù della equazion (86): 

Mn quando si percorre il contorno k, le quantiià clle compariscono in TV 
riprendono, al punto di partenza, il valore iniziale. Sarà dunque: 

J d  W = O ,  

Annali di drdenzntirn, Serie III, tom0 II. 
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e finalmente : 

come volevarno dimostrare. 
-4mmesso che le quantità date F, G ,  H, soddisfino a queste condizioni, 

conosceremo, in virth delle formiile (81), (85) e (84), per ogni punto di k, 
3 @ il valore di y ,  di 9 e di - . Ma la funzione rf soddisfa all'equazione A29 = 0, 
8 n 

e la funzione ?O soddisfa all'equazione A+ = O. Pe r  conseguenza queste due 
funzioni delle variabili x , y ,  saranno determinate in tutto 1' arc0 racchiuso 
da1 contorno k, e quindi in tutto 10 spazio occupato da1 cilindro. E le equa- 
zioni (77), da cui siamo partiti, saranno verificate su tutta la sua superficie 
lateraie. 

Se il cilindro è cavo, il contorno k sarà format0 da due linee chiuse, 
. una interna all'altra. In  questo caso dovremo, per ciascuna di queste linee, 

prendere un punto come origine, e supporre che in esso si annullino le fun- 
zioni ? e @, e le derivate prime di quest'ultima. Quanto alla direzione posi- 
tiva del contorno, cioè delle sue tangenti, è sempre determinata senza ambi- 
guità dalle formule (80). 

Affinchè poi, in ogni punto del contorno, otteniamo per le funzioni 

p, 8 ,  un sol valore, è necessario che le equazioni (83) e (87) siano sod- 
a n  

disfatte tanto sulla ljnea esterna che sulla interna. 
19. Ed  ora veniamo alla. qiiestione accennata in pincipio. Supponiamo 

di conoscere, per tutti i punti della superficie del cilindro, le componenti della 
tensione, e sieno: 

F ,  G ,  H ,  sulla sup. laterale 

, G,,  H,, sulla base b,  j (88) 
, G,  , Ho, sulla base b, . 

Si suppone, al solito, che le quantità F, G ,  H, mantengano 10 stesso valore 
in tutti i punti di una stessa generatrice, e soddisfino alle condizioni espresse 
dalle formule (83) e (87). 

Se col procedimento indicato sopra, sapremo determinare le funzioni y,  4, 
dalle variabili x, y ,  che sulla superficie laterale soddisfano alle equazioni (77), 
otterremo dalle formule (76) le tensioni interne corrispondenti alla deforma- 
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dell 'Epaxiorte differenxiate ~~n = O. 5 1 

zione prodotta dalle tensioni : 

F, G ,  Hl sulla sup. laterale 

Fi 1 G r ,  H ' ,  sulln base bi \ (89) 
, G ,  H '  sulla base b ? .  

essendo queste ultime, relative alle basi, date dalle formule (78) e (79). 
Scomponiamo allora la  deformazione prodotta dalle tensioni (88), nelle 

due deformazioni prodotte, la prima dalle tensioni (89), e la seconda dalle 
tensioni : 

01 0 ,  0 1 sulla sup. laterale 

Fi - F r , ,  G - G r  , H, - H ,, sulla base b, 

F, - F', , G - G H2 = H', , sulla base b, . 
Determinate le funzioni y ,  0, il problema è ridotto a considerare questa 

seconda deformazione, prodotta da tensioni che agiscono sulle sole basi : cib 
che volevarno dimostrare. 

La difficoltà principale d i  questo procedimento consiste nell'integrare la 
equazione A4 @ = 0 ,  nell'area racchiusa da1 contorno k, quando su di esso 
si conoscono i valori delle funzioni @, e della sua derivata rispetto alla nor- 
male interna. 

Questo problemn si sa risolvere per diverse forme del contorno (*). Ne1 
caso del cerchio, si ottiene la funzione espressa per mezzo d'integrali de- 
finiti (Il - 6). 

(") Vedi le  due Note del LEVI-CIVITA : Sulla Integrazione de2l'Epazione AQ2 = 0. 
Atti della R. Ac. delle Scienze, vol. XXXIII, a. 1808. - Sopra una trasfol-mazione in 
sé stesssa della Equazione Aah2  = O ,  Atti del R. 1st. Veneto, Tomo IX, Serie  VII, 1807-08. 
Nella prima di queste, sono indieate alcune delle Note e Memorie relative a l  problema 
in questione. 
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Le bitangenti della quartica piana stu- 
diate mediante la configurazione di 
Kummer. 

(Di E D ~ A R D O  CIANI, a Messinu.) 

~ c o p o  delle seguenti ricerche B 10 studio sistematico delle hibngenti della 
quartica piana : Strumento principale ne è la  configurazione di I ~ M M E R .  Il 
metodo , in sostanza, non è nuovo. HESSE e GEISER (*) dimostrarono già 
quanto la geometria del10 spazio possa efficacemente impiegarsi per dedurre 
le proprietà di tali bitangenti, il 1." servendosi di un ottlzgono gobbo di cui 
i vertici sono punti base di una rete di quadriche, e il 2.' mediants il con0 
circoscritto a una superficie cubica da un suo punto. 

Io qui mi ralgo di una superficie di KUMMER passante per la quartica 
piana fondandomi sopra un ben noto teorema di KUMMER che stabilisce la esi- 
stenza di oo4 di tali superficie ("*) Cosi, la maggior parte delle conosciute 
proprietà sulle cfz. di KUMNER si mutano, per sezione, in altrettante proprietà 
delle bitangenti. Abbiamo una raccolta quasi completa delle prime nella Me- 
moria di CAPORALI intitolata : S o p a  i piani ecl i putzti singolari della super- 
ficie d i  KUMMER, (***) la quale è quindi il fondameiito di tutte le mie ricer- 
che. Occorrendo spesso di  citarla mi servirb del sirnbolo (C. n.'. . .) con l'in- 
dicaxione del numero utile volta per volta. L o  studio alquanto minuto di questa 
Memoria mi ha indotto a fare su di essa qualche osservazione e yualche a?- 
giunta una delle quali veramente ha  poca attinenza con la quartica (n.' 9,  

(*) HESSE, Ueber die Doppeltanyenten der Curven vierter Ord~~uny. Crelle, Bd. 49. 
GEISER, Uebe~ die Doppeltnngenleiz einer ebenela Curve cierter Grnhs. Math. Ann., Bd. 1. 

(**) KUMIIER, Monatsberichte d m  Berl. der TVissenschnftcn (1861, pz:. 216). 
(***) CAPORALI, Volume delle Memorie, pag. SG. 
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5 4 Cia n i: Le bitangenti de2Za quartica piana 

10, 11) ma siccome mi B parsa di un certo interesse, anche giudicata in sè 
stessa, cos1 ho pensato di non ometterla. Tali osservazioni mirano a considerare 
abbastanza intimamente il legame che passa fra la cfz. di KUMMER e la notevole 
figura che proviene dai 6 complessi in involuzione che mutano in sè la cfz. sud- 
detta. Tale notevole figura è costituita principalmente, corne è ben noto, dalle 15 
coppie di assi delle 15 involuzioni gobbe le quali nascono dai prodotti a due, 
a due dei 6 complessi in involuzione; e per brevità l'ho chiamata cfz. di 
KLEIN. Anche molte delle sue proprietà (*) portano il loro contributo alle bi- 
tangenti della quartica, particolarmente in forza del teorema del n." 17. 

Mi sono ~iervito della ammirevole ed efficace notazione di HESSE per le 
bitangenti; per la cfz. di KUMMER ho adottato la notazione di CAPORALI ado- 
prando perb lettere invece che numeri affine di non sovrapporla alla prima. 

Ho diviso il lavoro nei seguenti capitoli : 

1. Aggiunte e osservazioni alla Memoria di CAPORALI: Sopra i p i m i  
e i punti singolari della superjîcie d i  KUMMER. 

II. L e  16 bitangenti di un gruppo di K.UMMER. 
III. L a  cfz. composta con i punti d'incontro delle bitangenti, a due, 

a due. 
IV. Figure notevoli contenute in un gruppo di KUMMER. 
V. Le coniche dei 16 punti. 

VI. L a  costruzione delle m4 superficie di KUMMER passanti per una 
quartica piana. 

Delle proprietà dimostrate nei capitoli II, I I I ,  I V ,  V pubblicai gli 
enunciati riassumendoli in una breve Nota che usci nei Rendiconti dell7Isti- 
tuto Lombardo il marzo scorso. Avverto perb il lettore che la presente pub- 
blicazione è affatto indipendente da quella Nota. 

(*) Cf. specialmente: STEPHANOS, S2w les tétraédres desmiques (Bulletin des sciences 
mathématiques, ser ie  T III, 1893). 
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stzrdiate mediante la conJigzcraxione di Kummer. 5 5 

CAPITOLO 1. 

Osservazioni e aggiunte alla Memoria di Caporali: (( Sopra i piani e i 
punti singolari della superficie di Kummer. 1) 

1. Abbiasi una cfz. di KUMMER affatto generale. Indichiamo con O uno 
dei 16 piani fondamentali e con a, b, c, d, e, f i sei punti fondamentali su 
di eeso. Allora le combinazioni a due, a due di a, b, c, d, e, f rappresentano 

i 15 piani fondamentali rimanenti e le coppie di simboli ternari (': ;) ..., ecc., 
. . 

rappresentano i 10 punti fondamentali fuori del piano O. 
. Cib posto è molto facile il ricoiioscere dai simboli le relazioni fra i punti 

e i piani fondamentali: risultano cos1 alcune regole che possono riassumersi 
negli enunciati seguenti : 

Sul piano O stanno i punti: a, b, c, d, e ,  f, 

n n a b  n n a b f  . 
" (dC;)> (:;:)' (d;:)' ( d e  c ) '  

per il punto a passario i piani : 0, ab ,  a c, a d, a e, a f, 

ab ,  a c ,  Zlc, de, d f ,  ef. 

Ogni retta comune a due punti fondamentali appartiene anche a due piani 
fondamentali e viceversa: una ta1 retta si indica con R. Esistono 120 rette R. 

2. Rappresentiamo con A ,  B, C, D, E, F i sei sistemi nulli a due, 
a due involutori che trasformano in sè la cfz. data. Le combinazioni a due, 
a due dei suddetti simboli rappresenteranno le 15 involuzioni gobbe che na- 
scono dai prodotti a due, a due dei sei sistemi nulli : cosi il simbolo (A B) 
indicherà l'involuzione gobba che è il prodotto dei due sistemi nulli A, B e 
A B, B A ne indicheranno gli assi relativi. Le coppie di simboli ternari 

rappresenteranno le 10 polaritB che nascono dai prodotti a tre, a tre 

dei sisterni nulli fondamentali: O addirittura le quadriche basi di tali polarità. 

La  quadrica (Di:) contiene le coppie di assi: A B ,  B A ;  A C ,  C A ;  

B C,  C B  ; D E, E n; D F, F D; E F, F E. Le nltre coppie sono coniu- 
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56 C i a n  i: Le bifangenti della quurtica pianu 

gnte. Infine i siniboli coine ( A  B, CD,  E F )  rappresenteranno i 15 tetraedsi 
fondamentali : glj spjgoli del tetraedro precedente sono : ,4 B ,  B A , C.' D ,  
D C, E F ,  FE. Abbiamo cosi gli elementi principali della cfz. di KLEIN indi- 
viduata dalla cfz. di KUMIIIER data. 

3. P e r  niettere opportunamente in relazione le notazioni adottate per 
le due cfz. suddette supponiamo che i punti a, b, c, d, e, f, nell'ordine, scritto 
siano i poli del piano O riguardo, rispettivan~ente ai 6 complessi A ,  B, C, 
D, E, Y. Seguono allora facilmente queste norme : 1 poli di a b sono: b ri- 

a b c  spetto ad A,  o rispetto a B, ( rispetto a C, (: :] rispetto a D, 
d e f  (: d f )  

rispetto ad El (: ié) rispetto n F. 

1 piani polari di a sono : O rispetto a d  A,  n b rispetto a B, a c  rispetto 
a C, n cl rispetto a D, u e  rispetto ad  E ,  a f rispetto a F. 

1 piani polari di  [d :)) sono : b e rispetto ad A ,  c o rispetto a B,  I n 

rispetto a C, e f rispetto a Dl d f rispetto a E, e f rispetto a F. 
Nella inroluzione gobbn ( A B )  sono coppie di punti corrispondenti lc : 

e coppie di piani corrispondenti le : (O . a O), (a c . b cl,  ( (1  d . b d ) ,  (u e . O e), 

( u f . b f ) ,  ( c d . e f ! ,  ( c e - d f ) ,  ( c f . d e ) .  

In fine nella polarità il piano O h a  per polo (i :), il piano u b 

lia per polo C,  il piano a d ha  per polo A E I :  , ecc. ("" 3 
4. Stabilite cosi le notazioni di cui ci serviremo pnssiarno alle osser- 

vniioni seguenti sulla Meinoria di CSPORALI. U n  facile computo prova che 
wiçtono 240 piani passanti ciascuno per 3 soli punti fondamentali della cfz. 
di KUMMER, e dualrnente esistono 240 punti comuni, ciascuno, a tre  soli piani 
della cfz. stessa (C. n." 3). Sono i piani II e i punti .P di CAPORALI. Studie- 
remo più tardi la interessante cfz. composta con questi piani e questi punti 
(n.' 7). Intanto ricorderemo clie esistono 60 tetraedri di cui le facce sono piani 
fondamentali e vertici punti P (C. n." 21): i 60 tetraedri duali hanno per 
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vertici punti fond~imentalj e per facce piani IT. I primi si dicono tetraedri di 
la specie, i secondi di 2' specie (C. n." 23). Finalmente esistono 80 tetraedri 
di cui vertici e facce sono punti e piani fondamentali insieme (C. n.' 20) : 
essi sono duali di sè stessi e li chiamererno tetraedri di 3% specie. Sulle facce 
di un tetraedro di la specie esistono 1 2  punti fondamentali situati a due, a 
due sulle sue costole. Questi punti appartengono a una stessa quadrica (C. 
n." 56) la- quale riene cosi a tagliare la superficie di KUMMER Iungo le 4 co- 
niche singolari situate sulle facce del tetraedro in païola. Un tetraedro di 
8" specie contiene sulle sue facce tutt'e 16 i punti fondamentali e quindi le 
4 cloniche siiigolari situate sulle-sue facce non possono appartenere a una stem8 
quadrica. Per  il seguito ci occorre di stabilire i possibili tipi simbolici di 
tetraedri di la e di 2" specie. 

1 primi sono due cioè: 

(O,  a b ,  c d ,  e f ) ;  ( n c ,  Oc, a d ,  O d l ,  

e i secondi sono pure due: 

n b f  a e f 
('7 b ,  (Z$ ( )  ( (  ( ( )  GJ 

5. Una qualunque delle 15 involuzioni gobbe fondamentali possiede fra 
le rette unite 8 rette R (n." 1) ognuna delle quali contiene due punti fonda- 
mentali corrispondenti e appartiene a due piani fondamentali corrispondenti. 
Queste 8 rette R si dividono in due notevoli quaterne coniugate (C. n.i 9, 10, 56) 
di cui ricordererno la proprietà principale che è la  seguente: Le 4 rette di 
una quaterna sono tali che prendendo su tre di esse, tre punti fondarnentali 
(un0 su ciascuna) i n  qualunque modo, questi determinano un piano fonda- 
mentale che taglia la retta rimanente della quaterna in un punto fondamen- 
tale e passa per uiia retta della quaterni coniugata. Dualrnente ecc. Per 
esempio l'involuzione (AB) individua le due quaterne coniugate: 

Si hanno cosi i simboli di due quaterne coniugate quando si consideri ogrii 
retta R corne jntersezione di 2 piani fondamentali. 

Le coppie di quaterne R coniugate sono tante qu8nte le involuzioni fon- 
danientali cioS 15. 
. . Nella involuzione precedente ('4 B) si corrispondono ad es. i piani O e 
a b. 1 punti fondanlentah dei due piani diversi da a e b forinano i due qua- 

Anml i  di ~Vntematicn, Serie III, tom0 II. 8 
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5 8 Cia f i i :  Le bitangedi della gua~tz'ca pinna 

drangoli completi c d e f, (d, " f )  (: ;) (ci:) (: :g. Ora è facile ric~noscere 

che un lato dell'uno incontra un lato dell'altro senza che i due quadrangoli 
siano prospettivi \*). Questa osservazione ci sarà utile ne1 seguito. 

6. È necessario adesso stabilire l'esistenza di certe quadriche oiascuna 
delle quali passa per 8 piinti e tocca 8 piani della cfz. di KUMMER. Per questo 
si prenda a considerare la quadrica Q che passa per le coppie di assi A R, 
R A ;  CD,  D C e per il punto fondamentale a. Poichè ciascuna delle due 
involuzioni (A B), (CD) trasforma la Q in sè medesima segue che il qua- 

b c d  drilatero gobbo ordinato : a . 6  . ( ) (i :) giace per intero sulla Q. Ma 
a e f 

anche ciascuna delle 4 involuzioni (.4 C), ( A  D), (B C), ( R  D) trasforma la Q 
in sè medesima: applicandole dunque al quadrilatero suddetto si arriva, in 

4 modi diversi, al quadrilateïo ordinato: c . [ i ,  f )  . (, , L) d clle gimerà per 
. . ,  . 

intero sopra &. Essa quindi passa per 8 punti fondamentali: e, tenendo conto 
delle rette R che contiene, si vede subito che è anche tangente a 8 piani fon- 
damentali. Se fra le infinite quadriche che passano per gli assi A B, B A ,  
CD, D C si prendesse quella che passa per uno dei rimanenti punti fondit- 
mentali, si vedrebbe analogamente che essa conterrebbe anche i rimanenti 7 e 
sarebbe tangente agli 8 piani fondamentali restanti. 

Dunque: per gli assi delle due involuzioni gobbe ( A  E), (CD) passano 
due quadriche ciascuna delle quali contiene 8 rette R, 4 appartenenti alla 
congruenza ( A  B) e 4 alla (CD). Tali rette sono per l'una quadrica: 

O .  a b ,  a r i .  b c ,  a d . b d ,  c d . e f appartenenti alla congruenza ( A  BI, 

e per l'altra : 

a e . b e l  n f .  b f ,  c e . d f ,  c f .  c l  e appartenenti alla congruenza ( A  B), 

e quindi ciascuna di tali quadriche passa per 8 punti ed é tangente a 8 piani 
della cfz. di KUMMER. Manifestamente esistono due quadriche siffatte per ogni 
aggruppamento analogo ad ( A B ) .  (CD) dei 6 simboli A ,  B, C, D, E, F. 

(*) La loro cfz. è considerata da MARTINETTI nella Nota: Le cf i .  (gi ,  84) dz' punti e 
piafii. (Giorn. di Mat., vol. XXXTV.) 
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Dunque il loro numero é 1 5 , 5 . 2  = 90. 
u Per due c o ~ p i e  d i  assi fondamerzla2i che s i  tagliane, della cfz.  d i  KLEIN, 

si  possono condurre due ptadriclie ognzma delle q z d i  passa per 8 punti e 
tocca 8 piuni della cfx. d i  KUMMER. n 

Oppure : 
r Le 120 rette R d i  CAPORALI sianno a 8 ,  a 8 sopa  90 yuadr~2che c h -  

scunu delle qua& passa per dus coppie d i  assi fonrSarnentali, della cfx. d i  
KLEIN, t he  si tagliano. n 

7. Ci proponiamo ora 10 studio della interessante figura composta con 
i 240 punti P e 240 piani II (ao 4). Si consideri peroib il g r u p p i  delle 32 
omografie che trasformano in se la cfz. di KUMMER e che provengono da tutti i 
possibili prodott,i dei 6 sistemi nulJi fondamentali. k evidente che ognunrt di 
esse muterà in sé la figura dei punti P e piani Ii. Applicando dunque le omo- 
grafie di ta1 gruppo a un punto P O a un piano il come eleniento jniziale 
otterremo manifestainente iina cfz. di KUMMER co~tituita da 1 6  punti P e da 16 
piani il. Dopo, si prenda uno degli elementi P, O Il rimanenti e si ripeta 
l'operazione: s i  troverh una nuova cfz. di KUMMER ancora composta di ele- 
menti P e II: si prosegua cos1 l'operazione sino a che i 240 punti P e 240 
piani il non siano esauriti. Il risultato si potrh esprimere mediante il seguente 
teorema : 

u J 240 p m t i  P e i 240 piani ri compongono 15 m o u e  cf$. di KUMMER. 
(C. n." 56). L e  chiameremo le cfz. n P della ch. fondamentale. n 

8. Tediamo adesso come si caratterizxa unn di queste 15 cfz, Si 
consideri il piano fondamentale O e in esso i suoi punti fondamentali a, b, 
c, d, e, f. Xecondo le notazioni già adottate è rnanifesto che i piani fonda- 
mentali a b, c d,  e f sono i corrispondenti di O nelle tre involuzioni gobbe 
( A  B), (CD), (EF) e quindi il loro punto cornune, c h  è un punto P, è il 
polo di O rispetto al tetraedro di K L E ~  (-4 B, CD, E F).  Dunque: 

u 7 15 poli d i  un piano della cfx. d i  KUMMER rispetto a i  15 tetraedri di 
K L E ~  appartengotio a uno, a zcno alle 15 cfx .  ïi P (e eostituiscono evidente- 
melate i 15 vertici opposti al  piano suddetto tzei 15 tetraedvi cli 1.a specie czci 
il pimo appartiene (o." 4)). s 

Cioè : 
u Per costruire una delle 25 cfx. n P basta t ~ a s f o r m a r e  polarmente la 

c f z ,  d i  KUMXER data rispstto a uno dei 15 tetraedri d i  KLEIN. n 

9. Quest'ultimn conclusione pub servire a mettere sotto un'altra forma 
il legaine geornetrico che passa fra la  cfz. data e una delle sue 15 cfz. II P, 
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6 O C i  a a i: Le bitatz,qenti della qzcurtica piana 

Percib si assuma, come tetraedro di- riferimento, uno dei 15 tetraedri di 
KLEIN e si osservi che le formole y, = x, x, x,, y, = x, x, x,, y, E z, x, xl, 
y, 5 2 ,  X, x3 ddzniscono una involuzione cubica dello spazio nella quale gli 
8pun t i  unitisono: (1111, 11-1-1, 1-1-11, 1 - 1  1-l), (-1111, 
1 - 1 1 1, 1 1 - 1 1, 1 1 1 - 1) : essi costituiscono altri due tetraedri di KLEIN 
formanti col 1." una terna desmica. S i  osservi anche che una tnla involuzione 
c.ubica è individuata da1 tetraedro fondamentale e da uno dei punti uniti, e 
che pub pensarsi come il prodotto della polarità rispetto al tetraedro fondamcn- 
tale medesirno per la polarità stabilita dalla quadrica che possiede come te- 
traedri autoconiugati i tre tetraedri della terna desmica dianzi ricordata. (Tale 
quadrica è 2, xi" =O.) E infine si ricordi che un tetraedro di KLEIN appartiene 
n 4 terne desmiche e che per ognuna di esse esiste una quadrica fondamentale 
rispetto alla quale i tre tetraedri della terna e quelli della terna associata 
sono autopolari. Allora è evidente che applicando ai punti della c.fz. data la 
trasformazione polare rispetto a uno dei 15 tetraedri di KLEIN e, dopo, ln 
polarith rispetto a una delle 4 qmdriche fondamentali che hanno quel tetra- 
edro autopolare, si otterrà una delle 15 cfz. n P la quale verrà cosi a corri- 
spondere punto a punto alla cfz. data nella involuzione cubica che è il pro- 
dotto delle due trasformazioni suddette. Dunque : 

u Una cfx. n P corrisponde pzinto u putafo coîz la c fx .  dctia 2'12 4 ilivo- 
lnx ion i  cubirhe dello spazio,  oyszuna delle yua l i  r is t t l ta  come il prodotto del la  
polur i tà  rispetto a u n  determinato t e t ~ u e d r o  T d i  KLEIN e del lu  polavi tà  ri- 
spetto a u m  delle 4 quadriche fondamentlrli che hanno  T conte autoconiu- 
gato (*). n 

u T a l i  involuxioni  cubiclze possono atzclze itztendemi i nd iv idua fe  mediante  
uno de i  tetraedri  d i  KLEIN corne tetraedro fondanze?zfale e mediante y l i  8 vertici 
d i  clltri due  tala' tctraedri  forwwnti  col pr imo  zrua terna desmica, colne y u p p o  
d i  punt i  un i t i .  a 

10. Si pub €are un'applicazione dei precedenti risiiltati alle cfz. tetra- 
edroidali. Cib si ottiene molto semplicemente luediante la osservnzione se- 
guente: Se un piano p passa per un vertice V ai un tetraedro T di K L E ~ ,  
i l  polo di p rispetto a uno degli altri 6 tetraedri di KLEIN che hanno con T 
una coppia di spigoli a comunc si trova su quella faccia di T che è opposta 
a V: dualmente ecc. 

(*) Ecco un esempio che sembra notevole di una corrispondeiiza birazionde dello 
spazio che trasforma punto a punto una cfz. di KUMIIER in un 'a l t ra  cfz. di KUMMER. 
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studiate mediante Zn conJiguraxione d i  ICu~nn~er. 6 1 

Si  hanno. cos) i seguenti resultati : 
Una cfz. una volta tetraedroidale (rispetto a un tetraedro Ti) ammette 

come cfz. II P: il tetraedro T , ,  sei cfz. una volta tetraedroidali (rispetto a i  
6 tetraedri che con Ti hanno una coppia di spigoli cornuni), e otto che non 
10 sono affatto. 

Una cfz. due volte tetraedroidale (rispetto a due tetraedri T,, T, aventi 
due spigoli comuni) ammette come cfz. n 1': i due tetraedri Ti, T,, una cfz. 
due volte tetraedroidale (rispetto al tetraedro che ha  con T, e T, una coppia 
di spigoli comuni); otto cfz. una volta tetraedroidali (rispetto ai tetraedri che 
hanno due spigoli comuni c m  uno solo dei Tl,  T,) e quattro che non Io 
sono affatto. 

Una cfz. tre volte tetraedroidale (rispetto ai tetraedri T, T, T, di una 
terna dcsmica) amniette come cfz. ïi P: i tre tetraedri T,, T,, T,; tre cfz. 
tre volte tetraedroidali (rispetto ai  tetraedri della terna desmica associnta) e 
nove cfz. una volta tetraedroidali rispetto ai  tetraedri rimanenti i quali hanno 
tutti due spigoli comuni con uno dei Ti, T,, T,. 

Una cfz. 4 volte tetraedroidale (rispetto ai tetraedri T, Tz T3 T4 di cui 
i primi tre forrnano una terna desmica e il 4' appartiene alla terna desmica 
associata) ammette come cfz. iI P i 4 tetraedri T, , T,, T,, T,, due cfz. tre 
.volte tetraedroidali (rispetto ai  due tetraedri che completano la terna desmica 
associata); tre cfz. due volte tetraedroidali (rispetto ai tre tetraedri che lianno 
due spigoli a comune con .T4 e con uno dei T,, T,, T,) e sei cfz. iina sol 
volta tetraedroidali (rispetto ai 6 tetraedri rimanenti, ciascuno dei quali ha  
una coppia di spigoli comuni con uno dei Tl, T,, T,). 

Una cfz. sei volte tetraedroidale (rispetto ai tetraedri Tl T, T, T, T5 T, 
componenti a 3, a 3 ,  quattro terne desmiche) ammette come cfz. II P i sei 
tetraedri precedenti; una cfz. 6 volte tetraedroidale rispetto a quel tetraedro T, 
che ha  con ciascuno dei 6 preoedenti due spigoli corniini, e 8 cfz. tre volte 
tetraedroidali (rispetto ai rirnanenti tetraedri i quali si dividono in 4 coppie 
formanti con T, le 4 terne desmiche associate delle 4 su riominate). 

11. Questi resultati dimostrano come sia possibile mediante le nostre 
involuzioiii c u b i c b  (applicate anche una sola volta) di trasformare una cfz. 
di KUMMER in guisa di aumentare, O diminuire di una, due, tre unità il grado 
di tetraedroidalità. Al contrario tale grado pub esser mantenuto in queste 
trasformazioni per tutte le cfz. tetraedroidali all'infuori di quelle che 10 sono 
4 volte. L e  cfz. due volte tetraedroidali rispetto a una stessa cfz. di KLEIN 
si distribuiscono in coppie corrispondenti. Lo stesso pub dirsi delle 30 cfz. 
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6 2 C i a n i :  L e  bitangenti della, quartica piatba 

6 volte tetraedroidali come esprime, con inaggiori dettagli il seguente 
teorema : 

u Se in un piano foradamentale d i  una cfz.  sei volte tetraedroidale s i  
consiclera i l  t ~ i a ~ ~ g o l o  delle rette k e per i suoi vertici s i  conducono le altre 
3 rette h che non giacciono gfel piano suddetto, esse s'incontruno in un pztnto 
clie uppa~t iene  a ufza nilova cfx .  sei volte tetrued~widule, l a  quale corvisponde 
alla p h î a  ~ l e l l u  involuzione c~tbica stabilita da un cleterminato tetraedro di 
KLEIN e da m a  delle 4 quaclriclie fondamentali che hanno quel tetraedro 
cowe autopolare (*). n 

12. Vogliamo adesso costruire i simboli di uns cfz. II P secondo le 
notazioni adottate. Pe r  questo cominciamo dall'osservare, che riguardando il 
simbolo di un piano 11 come il prodotto dei simboli dei 3 punti fondamentali 
chc coiitiene si l-ianno i 3 seguenti tipi possibili: 

n c d  a e f  ' u O c  
a . b .  !b e J i  a S ( i 6 : ) .  ( d b c ) '  ( d f e )  

Per  dedurne altri più opportuni per il seguito 

(d::) ( i f  e). 
si oonsideri ogni piano II 

come individuato dalle 3 rette R clle congiungono a due, a due i tre punti 
fondainentali contenuti in il e si rappresenti ciascuna di queste R mediante 
i 2 piani fondamentali che la contengono. 1 simboli precedenti si trasformano 
allora in quest'altri : 

Cib premesso per costruire i 16  piani di una cfz. fl P basterà (n." 8) 
cercare i piani polari dei 16 punti fondamentali rispetto a un medesimo te- 
traedro di KLEIN; il che pub ottenersi costruendo i tre corrispondenti di ogni 
punto fondamentale rispetto alle 3 involuzioni gobbe individuate dalle 3 coppie 
di spigoli opposti del tetraedro suddetto e quindi prendendo il piano di tre 
tali punti. Ora si riconosce facilmente che ogni tetraedro di 2' specie è au- 
topolare rispetto a un determinato tetraedro di KLEIN. 

u Dzcnqzre i 16 piani d i  una cfx. ïi P sono le fuccesdi 4 tetraedri d i  
2" specie autopolari rispetto a u n  nzedesimo t e t~aedro  d i  KLEIN. n 

(") SEGRE, Sur un cas particulier de la Surface de KU.\IXER. Berichte über die Verli. 
der konigs der Wiss. zu Leipzig, 1884. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Se questo tetràedro di KLEIN è ad es. ( A  B, C D ,  EF), i 4 tetraedri 
suddetti sono : 

Le sedici bitangenti di un gruppo di Kummer. 

Pasaando al 2' modo di rappresentarne simbolicamente le facce, secondo 
quanto si è detto al principio di questo numero, si trovano i siniboli seguenti: 

13. Prima d'intraprendere le nostre ricerche sulle bitangenti valendosi 
della cfz. di KUMMER è necessario richiamare alcune nozioni e denominazioni 
ben conosdute su tali bitangenti e sopratutto la notazione di HESSE che cos1 
fnirabilmente si p e s t a  a esprimerne le proprietà più importanti. 

Esistono 63 serie quadratiche di ooniche inviluppanti una quartica piana 
generica. Ogni serie contiene 6 coppie di bitatigenti. I ~ e i  punti d'incontro 
delle bitangenti in  ogni coppia (che per brevith chiameremo i sei punti doppi 
della serie) stanno su. di una conica che dicesi la conica armonica alla serie. 
Ogni coppia di bitangenti appartiene a una sola serie, Assumendo gli otto sim- 
boli 1, 2, 3, 4, 5 ,  6, 7, 8 le ventotto bitangenti possono rappresentarsi con 
le combinazioni binarie di tali simboli e una serie viene cos1 a esser rappre- 

a b . 0 ,  n c . a d ,  b e . b f ,  

a b . 0 ,  a e . a f , ' b c . b d ,  
7 

c d . 0 ,  c a . c b ,  d e . d f  

c d . 0 ,  c e . c f ,  d a . d b  

c a . c b ,  c e . c f ,  a b . e f  

d e . d f ,  d a . d b ,  a b . e f  

a d . b c ,  c f . d e ,  a f - b e  

1 '  
c t d , b c ,  a e . b f ,  c e  , d f  

a f . b c ,  d f . c e ,  a c . b d  ' 

d e . c f ,  a e . b f ,  a c  . b d  

a d . u d ,  a e , a f ,  c c ? . e f ,  

b e . b f ,  b c . b d ,  c d . e f ,  1 
e f . 0 ,  e a . e b ,  f c . f d ,  

e f . 0 ,  e c . e d ,  f a i f b ,  

s a . e b ,  e c . e c l ,  a b . c d ,  

f c . f d ,  f a . f h ,  a b . c d ,  

1 
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6 4 Cicrni: Le bitangedi della quurtica pialza 

sentata dall'uno O dall'altro dei due tipi simbolici seguenti: 

P e r  costruire simbolicamente il primo si consideri un esagono contenuto 
nell'ottagono 1, 2, 3, 4, 5 ,  6, 7, 8, e si formi ogni coppia della serie scri- 
vendo i simboli delle rette congiungenti uno stesso verticc dell'esagono con i 
dile vertici dell'ottagono che non appartengoiio all'esagono. Dunque il simbolo 
più semplice di questo tipo è l a  indicazionr: dei due vertici suddetti : cos1 
la  (1) si indicherà con (12) ponendo le parentesi per evitare equivoci con la  
bitangente 12. 1 tipi come (1) sono 28. P e r  costruire invece i tipi come (IIj si 
considerino 2 quadrangoli, nell'ottagono, non aventi alcun vertice comune: le 
coppie della serie sono rappresentate dalle coppie di lati opposti dell'uno e 
dell'altro quadrangolo e i vertici dell'uno O dell'altro possono servire a rappre- 
sentare simbolicamente l a  serie; cos1 la (II) si pub rappresentare con (1 2 3 4) 
oppure (5 6 7 8). 1 tipi (II) sono 35. Due serie hanno 4, O 6 bitangenti comuni. 
Yer es., le due (1 2 3 4), (1 2 5 6) hanno 4 bitangenti comuni e si chiamano 
congiunte di 1." specie : le  coppie 12 . 34, 56. 78, 12.  56, 31 .  78 si chia- 
nlano le coppie d i  congiunzione. Invece le altre due serie come (1 2 3 4), 
(1 2 3 5) hanno 6 bitangenti comuni e si chiamano congiunte di 2." specie. 
L e  bitangenti non comuni a queste ultime appartengorio a una terza serie 
che è congiunta di specie cor! ciascnna delle prime. S i  riconosce facil- 
mente che esistono 315 gruppi ciascuno dei quali è cornposto di 3 serie che 
a due, a due sono congiunte di 1." specie. Si chiamano gruppi di La specie. 

1 loro tipi simbolici sono i due seguenti : 

. . '(1 I 2 341, (23), (14)1, I(1 2 34),  (1 2 5 6), (1.2 7 8) 1. 
1 primi sono 210. 1 secondi 105. Si vede analogamente che esistono 336 

gruppi ognuno cornposto di 3 serie congiunto a due, a due di seconda specie 
cos1 che ciascuna di esse è costituita dalle coppie non coinuni alle altre due, 
Si cliinmano gruppi di 2 " specie. 1 loro tipi simbolici sono : 

f (1 2 3 4), (1 2 3 51, (35) 1 ,  (45), (46), (56) 1. 
1 primi sono 280 e i secondi 56. U n  gruppo di 1." specie contiene tutte 

le 28 bitangenti, un gruppÔ di 2." specie ne contiene solamente 18: vedremo 
in seguito (n.' 32) l a  figura notevole che compongono le  10 rimaiienti. (") 

(y Queste denominazioni furono gi i  adoperate nella mia Nota: Sopra le serie qua- 
drutiche di coniche inviluppanti Ira qunrtica piana. Rendic. Istit. Lomb., 1895. 
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14. Cib premesso abbiasi una superficie di KUMMER sffatto generica e 
se no consideri una sezione pians pure generica. In forza del teorema di 
KUMMER già citato, essa pub pensarsi corne una quartica generale. Le sue 28 
bitangenti si dividono in due specie: 16 che provengono dai 16 piani doppi 
e le 12 rimanenti. Ci proponiamo adesso di dimostrare che queste ultime si 
distribuiscono in 6 coppie appartenenti a una medesima serie di coniche qua- 
dritangenti. Per questo ricorderemo, avanti tutto, che la condizione necessaria 
e sufficiente, affinchè due coppie di bitangenti appartengano alla stessa serie 
si esprime esigendo che gli 8 puni; di contatto stiano su di una medesirna 
conica. Raminenteremo pore (n.' 4) che le 4 coniche singolari situate sulle 
facce di  un tetrnedro di l.a specie della cfz. di  KUMMER appartengono a una  
stessa quadrica. Dunque: cr Le 4 bitangenti che provenyono dul2a sezione di 
Z G ~ Z  tetmedro R i  1.a speczé hawo i ïoro 8 panti  di covztutto su di  una conica 
e qzlindi costituz'scono in 3 rnudi diversi due coppie di  una medesima serie. n 

Allora si osservi che esistono i seguenti tetraedri di 1." specie (n." 4) : 

Se quindi, indichiamo con ik la intersezione del piano i k col piano della 
quartica, si vede ehe apparterranno alla stessa serie le coppie : 

e a un'altra serie le : 

Queste serie, secondo il nurn. precedente, sono congiunte di l.a specic 
essendo coppie di congiunzione quelle che mancano nel17unrt e nell'altra. Se 
indichiamo queste ultime con m t z ,  p q ;  n z  p ,  q n., la serie individuata da 
m q ,  p 1.1 sarà congiunta di 1." specie con entrambe Ie (1), (II) precedenti e 
quindi non avrà con esse a comune alcun'altra bitangente all'infuori di ln, fz, 

p ,  q. Essa è quindi la serie cercata. Dunque il teorema fondamentale di 
KUMMER pub mettersi sotto questa forma pih precisa: 

u Le 16 bitangenti di  una quartica che avunxuno tog2iendo dalle 28 le 12 
che costitukcono 6 coppie di  una irnedesima serie s i  possono coîzsidewre c o m  
sexioni dei 16 piani fondanzentali di oo4 cfx. di KUMMER. Diremo che quelle 
16 bitangenti compongono un gruppo di EUUMER, e chiameremo comp2emen- 
tari un gruppo di KUMMER e ma serie qunndo presi jnsieme esauriscono le 23 

Annuli di Mulsmutica, Serie III, tomo II. 9 
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6 6 C i a n i :  Le bitangenti della puartica piana 

bitangenti. Esistono 63 gruppi d i  KUMMER. Una bitangente entra in 27 serie 
e quindi i n  27 gruppi di KUMMER. Due bitangeriti entrano in 20 tali gruppi. n 

15. Le coppie di piaiii fondamentali che hanno dato origine alle (1), (II) 
del n.' precedente si corrispondono nella involuzione gobba ( A B )  (n." 3) e 
costituiscorio le due quaterne R coniugate relative a queIla involuzione (n.' 5). 
Dunque le considerazioni fatte possono ripetersi per ciascuna delle altre 15 in- 
voluzioni gobbe fondamentali e quaterne R relative. Cioè : 

u Le 16 bitangenti d i  un gruppo d i  KUMMER s i  possono i n  15 modi di- 
versi distribuire i n  8 coppie non comuni a 8ue serie congiunte d i  prima 
speczé. Le 4 coppie dell'una serie e le 4 coppie dell'altra provengono dalle 
sexioni con le paterne  R coniugate d i  CAPORALI. Le 15 coppie d i  serie che 
cosi s i  trouano sono quelle che formano kctti i possibili gruppi d i  1." specie 
con la serie complernentare del gruppo dato. n 

16. Si tratta adesso di vedere come si possa passare dalla notazione ik ,  
adottata provvisoriatnente ne1 n.' 1 4  per rappresentare la bitangente prove- 
niente da1 piano i L; alla notazione di HESSE, già ricordata al n." 13. Intanto 
come abbiamo rilevato esistono due tipi simbolici di serie, cosi osserviamo 
adesso l'esistenza dei due tipi simbolici seguenti di gruppi di EUIMER : 

11 (1) si trova simbolicamente associando un Iato deI170ttagono completo 
1 . 2 .  3 <4.5.6 . 7 .  8 a tutti i lati del17esagono completo che rimane quando 
dall'ottagono si tolgono i due' vertici che stanno su1 lato suddetto; il (II) si 
ottiene dividendo il suddetto ottagono in due quadrangoli non aventi alcun 
~er t ice  cornune e quindi scrivendo i simboli di tutte le rette che uniscono un 
vertice dell'un quadrangolo a un vertice dell'altro. Queste osservazioni ci per- 
metteranno spesso ne1 seguito di semplificare assai la scrittura, come gih, fu 
indicato in parte al n." 13 : per esempio il simbolo (12) preceduto dalla pa- 
rola serie O gruppo d i  KUMMER signjficherà l'uno O l'altro dei due seguenti 
aggruppamenti : 

e ugualmente il simbolo (1 2 3 4 5 6 7 8) preceduto dalla parola serie O 
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gruppo di KUMMER esprimerà l'uno O l'altro dei due aggruppamenti: 

Cib premesso per poter desumere le proprietà dei gruppi di KUMMER da 
quelle delle rette sezioni dei 16 piani fondamentali bisogna operare il pas- 
saggio dai simboli di queste ai simboli di quelli in guisa che la proprietà 
del n.' 15 sia mantenuta ne1 passaggio medesimo. Se si tratta del tipo simbo- 
lico (1) basta evidentemente sostituire 1 2  a O e 3,  4, 5,  6 ,  7 ,  8 ai simboli a, 
b, c, d,  e, f  in un ordine qualunque. Se poi si tratta del tipo simbolico (II) 
allora si scrivano i due determinanti : 

il cui modo di formazione è manifesto e si riferiscano i termini che hanno il 
medesimo posto. Si riconosce allora facilmente che ne1 passaggio la proprietà 
su ricordata è mantenuta. Infatti le quindici coppie di quaterne R coniugate 
e le quindici coppie di serie di bitangenti del n." precedente nascono O dal- 
l'accoppiamento delle linee come : 

O .  ef, ab. cd, ac . bd, bc . ad j che ( 1 5 .  25, 16 .26 ,  1 7 . 2 7 ,  18 .28... 

d f .  de, ce .  cf, Be. b f ,  ae .  a f  j generano ( 3 5 . 4 5 ,  36 .46 ,  3 7 . 4 7 ,  38.48 ... 
O dall'accoppiamento delle colonne come : 

O .  ab, e f .  cd,  df .ce,  d e .  cf ) che ( 15.16,  2 5 . 2 6 ,  3 5 . 3 6 ,  4 5 . 4 6  ... 
ac.  bc, 6d .  ad, 6e .  ae, b f .  a f  j generano ( 17.18,  27 .28,  3 7 .  38, 4 7 . 4 8  ... 
O infine da un manifesto accoppiamento dei minori complementari del 2.O or- 
dine come : 

O .  cd, a b .  e f ,  b e .  a f ,  oe .  bf, j che ( 15 .26 ,  16 .25 ,  3 7 . 4 8 ,  3 3 . 4 7  ... 
ac .ad, 6 c .  bd, c f .  df, ce .  de, j generano 1 17 .28 ,  1 8 . 2 7 ,  3 5 . 4 6 ,  36 .45... 

17. Riprendiamo le due quaterne R coniugate : 
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esse sono composte con rette R che si appoggiano ad AB, B A  (n.' 3 e 14). 
Le  coppie di piani fondamentali per quelle rette sono tagliate da1 piano della 
quartica in coppie di bitangenti che, seoondo i n.i precedenti possono rappre- 
sentarsi ad es. con : 

Tali serie sono congiunte di 1." specie e le coppie di congiunzione sono: 
(13 . 24 ,  14 . 23), (31 .41, 32 .42). Ebbene vogliamo dimostrare che i punti 
d'inc0tzk.o deyli assi A B ,  B A  della involzuione ( A  B) col piano della 
quartica giucciono sulla retta ( 3 1 . 3 2 ) .  (41.42) doue 31, 32; 42,  42 sono 
i~tanifestamente Is coppie congiunte conterrzporaneanzente a 13.24, 14.23 e 
a 31.41, 32.42. Infatti, si osservi che le coppie di piani fondamentali pns- 
santi per le rette R precedenti sono formate da piani corrispondenti nella 
involuzione ( A  B). Dunque, se M, M' sono le tracce di A B, RA col piano 
della quartica, la coppia MM' è armanica rispetto alle coppie di bitangenti 
12 .34 ,  56.78, 57.68,  58.67,  35 .45 ,  36 .46 ,  3 7 . 4 7 ,  38.48 : ma le prime 
quattro coppie appartengono a una stessa serie e quindi ri una stessa rete, 
per cui MM' essendo armonica a più di due coniche della rete (non for- 
manti fascio) 10 sarh rispetto a tutte e quindi anche rispetto a 13 .24, 14 . 23. 
Analogamente si vede che MM' è armonica rispetto a 31 .41., 32 .42 :  dun- 
que i punti MM' giacciono sulla retta che unisce i due punti 31 . 32, 
32 .42 c. d. d. 

Il ragionamento prccedente riguarda il gruppo di KUMMER (12) e una 
delle 15 coppie di serie (a0 15) aventi 8 bitangenti ne1 gruppo suddetto. Se 
si ripete il ragionamento per le altre 14 coppie di serie si arriva alla se- 
guente conclusione: Ad ogni lato dell'esagono complet0 di cui i vertici sono 
i. punti doppi della serie (12) si appoggiano gli assi di una delle 25 involu- 
zioni gobbe fondamentali. Dunque i vertici d i  quest'esagono sono i poli del 
piano della quartica rispetto a i  6 sisterni nul l i  fondamentali, E quindi tali 
punti non variano al variare della cfz. di KUMMER attorno alla quartica. 

Sopra ogni lato dell'esagono precedente esistono i punti d'iocontro, col 
piano della quartica, dei due assi di una delle 15 involuzioni fondamentali : 
vogliamo adesso fissare la yosizione di due tali punti dimostrando che essi 
sono i punti doppi della involwione segnata s u  quella retta dai  lat i  del qua- 
drarzgolo costituito dai  4 vertici dell'esagono esterni alla retta medesima. 

Siano M ,  M' i due punti in questioiie e p, q, r, s i 4 vertici suddetti. 
C~~nsideriamo la involuzione gobba fondamentale di cui gli assi passano per 
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M, M' : al piano della quartica corrisponde un piano per MM' e in esso 
si hanno i puriti p', q', r',  s' corrispondenti di p,  q, r ,  S .  La retta M .  Mt è 
unita e JI, MM' sono i punti doppi della involuzione che essa sostiene. Punti 
corrispondenti di questa involuzione sono i punti d'incontro con p q , p' q' ; 
p r ,  p' r i ;  i .  s ,  r' s' eca. Ma, per una osservazione già fatta alla fine del n." 5, 
si tagliano a due, a due sulla retta M. Mt le rette (p q ,  r' sr), ( r  s ,  p' q ' ) ,  
( p r ,  q ' s ' ) ,  ( q s ,  p ' r r ) ,  ( p s ,  q ' r ' ) ,  ( y r ,  p 's ' ) ,  quindi Ml M' sono j punti 
doppi della involuzione segnata sulla retta M. M' da ( p  q , r s )  , ( p  r ,  q s ) ,  
( p  s, q Y) c. d. d. 

Riassumendo abbiamo dunque i seguenti risultati : 
u Variando la cfz. d i  KUMMER attorno alle 16 bitungenti d i  un gruppo 

d i  KUMMER e assumendo tutte le ao4 posixioni possibili e quindi variando con- 
seguentemente i 6 complessi i n  involuxione relativi, non voniano i 6 poli del 
piuno della quartica rispetto a i  6 complessi suddetti. Essi sono i 6 punti 
doppi della serie d i  bitangenti coiqdementare del gr-uppo di  KUMMER con- 
siderato. ,, 

Ovvero, in altre parole : 
u Una cfz. di  KUMMER e lu cfx, di  KLEIN che la prima zizdividua sono 

rosi legate cJze facendo variare in  tutti i modi possibili la prima atlorno a 
una sua sexione pianu, la seconda varia ugzcaltnefite attorno alla propria se- 
zione col medesirno piano. Una coppia degli assi fofidamentali della cfz. d i  
KLEIN taglia u n  lato dell'esugono cornpleto in,dividuato dai 6 poli del piano 
nei punti doppi della invo1uxio;olze segnata su d i  esso per ?nezxo del quadrun- 
go10 completo format0 col! i 4 vertici esistenti fuori del lato suddetto. 

18. Si ha cosi una figura di 15 coppie di punti, che indicheremo col 
simbolo M, la quale è intimamente legata a un gruppo di KUMMER e quindi 
alla quartica. Le conosciute proprietà della cfz. di KLEIN dànno per sezione 
altrettante proprietà dei punti M. Ad es. : 

I 30 punti 1M relativi a un yruppo di  KUMMER giacciono a tre,  a tre 
sopra 60 rette m con le yuali si possono formare 15 quadrilateri d i  ver- 
tici M. L e  60 rette m suddette passano a tre, a tre per 320 pzblzti e cos; i .  
quadrilateri suddetti si organizzano ira 20 terne desmiche le yuali sono u, 

due, a due associate. 
Esistono 10 coniche (sexioni delle 10 quadriche fondamentali) ognuna 

delle quali contiene 6 coppie d i  punti M :  le 9 co~pie  rimanenti son formate 
da punti co&ugati. @este 10 coniche s i  caratterixxano cosi: Si considerino 
2 triangoli d i  cui i vertici esazcriscono i 6 poli del piatzo e s i  cerchino Es 
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coppie M sui  2ati d i  questi triangoli: esse appartengono a una  delle coniche 
domandate. Ad es. se a', b', c', d' ,  et, f '  sono i poli del piano della quartica 
(punti doppi della serie cornplementare del gruppo di KUMMER dato), i punti M 
giacenti sui lati dei triangoli a' G' c', d' e' f' stanno sopra una delle coniche 
suddette : si vede anche che le 3 coppie M che giacciono sui lati di uno 
stesso triangolo, corne a b  c, sono a due, a due armoniche sulla conica, final- 
mente ogni triangolo come a' b', c' d' ,  e' f '  è trilatero diagonale per uno dei 
15 quadrilateri di vertici M e di lati nt dianzi ricordati, ecc., ecc. 

Riguardo a questi punti M vedremo al Cap. V altre proprietà più im- 
portanti e anche più intimamente connesse con la quartica. 

19. Riprendiamo a considerare una delle 15 involuzioni gobbe fonda- 
mentdi e la corrispondenza che esse stabiliscono fra i piani fondameiitali della 
cfz. di KUNMER. Segando col piano della quartica è manifesto che le due bi- 
tangenti provenienti dalla sezione di piani corsispondenti taglieranno sulla 
retta che unisce le tracce degli assi una coppia di punti armonica alle tracce 
medesime. Ricordando allora corne fu determinata la posizione di tali tracce 
al na0 17 si ha il seguente teorema : 

u Se s i  prendono due coppie d i  Oitangenti della stessa serie, come 12.34, 
1 3 . 2 4 ;  sulla w t t a  ((12. 34). (13.24)) segnano coppie d i  punti d i  wza stessa 
involuzione le altre 8 coppie d i  bitangenti che appartengono alle due serie 
congiunte d i  1.a specie secondo 12 .34, 13 . 2 4  e che sou0 diverse dalle coppie 
d i  congiunxione. I due punti doppi sono i pulzti M che quella retta contiene. 
Uta gruppo d i  KUMNER individuu 15 d i  queste involuzioni. n 

20. La nota proprietà che i 6 piani fondamentali della cfz. di KUMMER 
passanti per uno stes~o punto fondamentale sono tangenti a uno stesso cono 
quadrico dà immediatamente il teorema: 

u Le 16 bitangenti di  un gruppo d i  KUMMER sono a 6, a 6 tangenti u 
16 coniche. Queste 16 coniche e le 16 bitangenti suddette wno cos; costruite 
cke ciasczina delle prime è tangente a sei delle seconde e viveversa. n 

Indicheremo con la lettera t tali esalateri di bitangenti circoscritti a co- 
niche. È assai facile il caratterizzarli : ritroveremo cos\ rapidamente i tipi 
simbolici già conosciuti. Basta ricordare (n.' 1) che i 6 piani fondamentali 
per un punto fondamentale possono esser rappresentati dai due tipi simbolici 
seguenti : 

(O, ab, a c ,  ad ,  a e ,  a f ) ,  ( u b ,  a c ,  bc ,  d e ,  dh a f ) .  

Allora riferendosi al 1." tiyo simbolico di griippi di KUMMER (no0 16) si hanno 
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i due tipi di esalateri t :  

riferendosi invece al sccondo si t r m a  un solo nuovo tipo sirnbolico di esala- 
tero t che è: 15. 16 . 17 . 2 8 .  38 . 48. Esai sono i tre tipi già conosciuti (*). 
Da essi si ricava facilmente che: Le 6 bitangenti cornuni a due set-ie con- 
yiunte d i  2.a specie compongono un esalatero t e viceversa. Per  cui il numero 
'di tali esalateri è il trip10 del numero dei gruppi di 2." specie cioè (n." 13) 
è dato da 3 3 6 . 3  = 1008 coine è ben noto. 

21. Si consideri una delle 16 bitangenti di un gruppo di KUMMER e il 
piano fondamentale della cfz. che la contiene. In  quel piano esistono 6 punti 
fondamentali giacenti su di una conica i quali congiunti a due, a due dànno 
le rette d'intersezione con gli altri 15 piani fondameiitali: queste rette ta- 
gliano dunque la  bitangente considerata nei punti d'incontro con le altre 15 
bitangenti del gruppo. Dunque: 

u In un gruppo d i  KUMMER le 15 intersexioni d i  una bitangetate del gruppo 
cor1 te 15 rimanenti si possono riguardare come le intersexioni prodotte sulla 
rettn dei lati d i  urz esagramnzo d i  PASCAL. n 

Escliidendo un lato di tale esagono rimane un quadrangolo che coi suoi 
lati segna sulla-retta una involuzione cui appartengono i punti d'incontro della 
retta con la conica, cioè i punti di contatto della bitangente con la  quartica. 
Si hanno dunque sulla bitangente 15 involuzioni a ognuna delle quali appar- 
tengono 3 coppie di punti scelti fra i 15 d'intersezione con le altre bitan- 
genti del gruppo. A queste involuzioni appartiene la coppia dei punti di con- 
tatto con la quartica. 

Ora si osservi che se si considera una bitangente e una delle 27 serie 
cui la bitangente appartiene (n." 13) le coniche della serie segnano su di essa 
coppie di una involuzione perchè la serie è contenuta in una rete: a questa 
involuzione apparterranno quindi le intersezioni della bitangente considerata 
con le altre coppie di bitangenti della serie. Ebhene le 1 5  involuzioni sopra 
descritte sono appunto di questa specie. Infatti sia O il piano fondamentale 
che contiene la bitangente considerata. I n  esso sta l'esagono a b c d e f :  se si 
scarta il lato a b rimane il quadrangolo c d  e f e allora i piani c d,  e f ;  c f ,  
d P ;  c e, d f tagliano la bitangente in parola in punti (n.' 16) che possono 
sempre rappresentarsi con (34.56, 34.78); (34.58, 34.67); (34.57, 34.68): 

(*) Cf. ad es. SAL~ION, Curve piatze, pag. 320. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



7 2 C i a  lz i: ' Le bitangenti della puartica piana 

Ora,  appartengono manifestamente a una stessa serie (ri." 13) le coppie: 
56 . 78, 58. 67, 57 ,68, 34 . 12 il che prova I'affermazione fatta. S i  h a  quindi . . 
il seguente teorema : 

u L e  27 serie cui  appartzéne una stessa bitangente segnano su d i  essa,  
tnetiiaiante le coniche delle re t i  cui  le serz'e nppartengono (e puindi anche me- 
diante le altre coppie d i  bitarzgenti delle w ~ i e  medesime) 27 involuzioni avente 
tutte una coppia coniune: puella formata d a i p u n t i  d i  contatto con la quartica. n 

u Pungue quando sono note le bitangenti d i  ana  quartica, la deternzi- 
naxione s u  ciascuna dei punti  d i  contatto è u n  problema d i  2.0 gvado risot- 
uiOile costruendo la  coppia comune a due involuzioni. n 

CAPITOLO III. 

La cfz. composta con i punti d'incontro 
delle bitangenti a due, a due. 

22. Ciascuna retta R di CAPORALI taglia, il. piano della, quartica in un 
punto, ohe chiameremo r, comune a due bitangenti. Ma ogni piano II della 
cfz. di KUMMER contiene tre rette R ,  dunque taglia i1 piano della quartica 
secondo una retta n che CO-ntien 3 punti r. Cioè: 

u I pzcnti r d'incontro delle bitangenti a due ,  a due i n  u n  gruppo d i  
KUMMER stanno a 3, a 3 s o p a  240 rette n. n 

Per  determinare i vari tipi simbolici di queste rette n basterà effettuare 
il solito passaggio di notazione (n." 16) da1 simbolo di un piano II (n." 12) 
a quello della sua retta d'intersezione col piano della qutlrtica. Si trovano al- 
lora per una retta n i seguenti tipi simbolici possibili: 

clie sono quelli già noti. Di qui risulta subito: 
u La condizione necessaria e suficiente afinchè due punti  r stialzo su d i  

unu  retta n è che le due coppie d i  bitangenti che l i  individuano appartengano 
a due serie congiun.te d i  La specie e siano diverse dalle coppie d i  congiun- 
ziorce, O, cib che è 10 steiiso, che fra g l i  8 punti d i  contatto non ve ne siano 6 
SU d i  una  conica. Il 1.' criterio serve a trovare il numero delle rette n perchè 
essendo 315 il num. dei gruppi di serie di La specie quello delle rette IT sarà 
315.16 = 5040 corne è ben noto. Segue che una retta n proviene da 3 gruppi 
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di KUMMER e che per un punto r passano 40 rette E .  Si vede anche facil- 
mente che esistono 5040 quadrilateri di cui le diagonali sono rette n: ognuno 
d'essi fa parte di 3 esalateri completi t (n.' 20) (9). 

23. Le 240 rette x di un gruppo di KUMMER psssano a tre, a tre per 
un certo numero di punti che si dividono in due specie. Un8 di queste specie 
era già conosciuta (**). L'altra mi sembra nuova. Entrambe si dedncono molto 
semplicemente dalla cfz. di KUMKER. Basta per questo ricordare che i 240 
piani il passano a 3, a 3 per 1280 rette divise in due specie: le 320 rette S 
niuna delle quali contiene punti fondamentali e le 960 rette Ii le quali co- 
stituiscono le 60.16 = 960 rette di BRIIINC~OX degli esaedri ordinati che si pos- 
sono considerare formati attorno a ogni piirito fondamentale dai 6 piani fon- 
damentali che vi passano (C. n.i 12, 28). Tagliando col piano della quarticn 
avremo che: u Le 240 vefte TC d i  u.~z gruppo d i  KUMMER passano a tre,  a tre 
per 1280 pwzti divisi in dzte sjeczé: 323 sono quel& della s p c i e  gih conosciula: 
i rirnane~zti 960 costiz'tuiscono una nuova specie e sono precisamente i pulzti 
d i  BRIANCHON degli  e s a i a t e ~ i  t. n 1 primi I i  chiameremo i punti s, i secotidi 
i punti k. In un gruppo di KUMMER una rettri 7c contiene 4 punti s e 12 
punti L. 

24. P e r  meglio studiare questi punti ci giovereino dei triangoli di 
bitangenti di cui i punti di contatto sono su di una conica; triangoli, che 
per brevità, indicheremo col simbolo r. Per le considerazioni del n.' 4 4 evi- 
dente che ogni triedro di cui le  facce sono piani fondamentali e il vertice è 
un punto P E tagliato da1 piano della quartioa secondo un triangolo r. Si 
hanno dunque i due tipi simbolici possibili di triangoli r : 12.34.56, 23.31.14. 
Servendoci di questi triangoli cominciamo da1 caratterizzave simbolicaniente 
i punti k. Sia percib l'esalatero ordinata d (a0 20): 12 . 3 4 . 3 5 .  3 6 .  37 .38. 
Il suo punto di BRIANCKON è (12.34.36.37) ,  (34,35.37.31)), ( 35 .36 .38 .12 )  
si harino cosi 3 rette x di cui i simboli si completano molto facilmente, se- 
condo il n." 22, rispettivamente con 45 . 48 ,  45 . 78, 48.78. Per cui si hanno 
le 3 seguenti rette îr concorreuti in un punto k :  (12 . 3 4 ,  36 . 3 7 ,  43 .48), 
(34. 35, 37. 38, 4 5 .  781, (35. 36, 38.  12, 4 8 .  78). Ora 4 5 .  48 ,  78 è un trian- 
goIo r dunque abbiamo il teorema: 

(3) Per tu t te le proprietà richinmate e riassunte in questo nuiuiero veggnsi ad c2. 

SALJION, Curae p ime,  pag. 324 e seg. 
("*) Vepgasi p. es. 1s mia Nota; Sopra le serie puadrntiche di co ziclie itzviltcppm~i 

In qziartica piam. Rendic. Mit. Lamb. 1895. 

Annnli di Mnlemntica, Serie IIIi tom0 II. 10 
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74 C i u  n i: Le bitungejzti della puarticu piarza 

u Sopra  tre  rette n concorrenti in ure punto k si trovano a uno, a u n o  
i t re  ver t ic i  di un triangolo r e a due, a d,ue i 6 v e ~ t i c i  d i  u n  esalatero or- 
divzato t. n 

Ogni retta .rr è diagonale di tre quadrilateri di bitangenti, ognuno d'essi 
appartiene a 3 esalateri completi t (n.' 22) e d'altra parte in un medesirno 
esalatero completo t esistono 4 esalateri ordinati aventi a comune una dia- 
gonale principale. Durique : u Ogwi ret tn  n contiene 36 punti k e qzcindi il nu- 

50*0' 36 = 60480. n Segue che due gruppi di KUMMER mero de i  pun.ti k B 

duiique questo determinante simbolico pub servire a rappresentare una delle 
20 rette S suddette. Dai simboli già adottati al n." 12 per i piani II e da 
tutto il na0 28 C. segue, facilmente, che i tre piani II passanti per la retta S 
precedente sono: ( a b . c d ,  c f . e b ,  e d . a f ) ,  ( a b . e f ,  c f . n d ,  e d . c b ) ,  
( c  d . e f ,  e b . a d ,  a f .  c b) cioè si ottengono associando due colonne del pre- 
cedente determinante siinbolico. Esso dunque serve a rappresentare contem- 
poraneamente i tre punti P e i tre piani n passanti per una medesima retta 8. 
Allora prendendo (78) per tipo simbolico del nostro gruppo di KUMMER (II.' 16) 
il determinante in parola diviene il simbolo di  un punto S. Questo è: 

non hanno a comune alcun punto k : altrettanto accade per due esalateri t : 
onde i punti k si possono rappresentare mediante i simboli stessi dei 60480 
esalateri ordinati t. 

25. Andiamo ai punti S. Consideriamo per questo il piano O della cfz. 
di KUMMER contenente i punti fondamentali a, b,  c ,  d ,  e ,  f. Tale piano ap- 
partiene a 1 5  tetraedri di l.a specie (n.' 4), e i 15 vertici opposti sono i 15 
punti P ad esso coordinati (C. n." 8) : essi giacciono a t ï e ,  a tre sopra 20 
rette S per ciascuna delle quali passano tre piani ri (C. n.i 28, 51). Il sim- 
bolo di uno di questi 1 5  puriti Y è della specie: (u b, c d ,  e f )  e tre di essi 
stanno su di una retta S quando (C. n." 28) i loro tre simboli hanno la 
forma : 

a b, c d, e f, I 
C f, e 4  a dl 

e d ,  a f ,  c b ,  

1 
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studiute mediante la cofifiguraxione d i  Kummer. 7 3 

Ciascuna linea rappresenta un triangolo t, associando le colonne a due, 
a due si hanno le tre r i t te n per il punto s e cioè: (34 .56 ,  2 5 .  14, 16 .  23), 
(12 .  34, 3 6 .  25, 4 5 .  16), (12 .  56, 3 6 . 1 4 ,  4 5 . 2 3 ) :  

u S o p a  tl-e rette n concowe)zti in un pmto s si twvano a tre, a tre i 
Ilove vertici di  tre triangoli .r cos? che essi sono prospettivi da quel pulato e 
le rette n suddette contenyono i vertici co7-rispondenbi. n 

Se ne1 determinante precedente si scambiano le linee in colonne si h a  
il siinbolo di un nuovo punto s che si dice coniugato del 1." Cioè con le 
medesime 9 bititngenti è possibile costruire un'altra terna di triangoli r pro- 
spettivi da un altro punto s. Ne1 capitolo I V  studieremo con maggiori det- 
tagli la  figura composta con queste 9 bitangenti. I l  punto s precedente non 
provient! soltanto da1 gruppo di KUMMER (78) ma,  come si vede subito, 
anche dagli altri due (1357) e (1358). Dunque il numero dei punti s è 
320.63 
-= 6720, onde sopra una retta i~ esistono 4 punti S. 

3 
26. 1 punti s giacciono a 4, a 4 non solo sulle rette x ma anche sopra 

certe altre rette c che adesso è necessario esaminare. Ricordiamo percib che 
(C. n." 32) le 16 rette S situate sulle facce di un tetraedro di 2," specie giac- 
ciono a 4, a 4 sopra 4 piani 2 :  in ogni piano 2 le 4 rette S compongono un 
quadrilatero di cui i vertici sono 6 punti .P. Sono questi piani Z che gene- 
rano mediante le loro intersezioni col piano della quartica le rette u che cer- 
chiamo. Nello spazio abbiamo già ricordato che 4 rette S giacenti in un 
piano Z si tagliano a due, a due in un punto Y: dunque ne1 piano della 
quartica potremo dire in forza dei n.i 24 e 25 che: 

u Quattro punti s stnnno su d i  una refta c quundo i loro simboli h z n o  
a due, cc due a comzrne un triangoio r. n 

Le rette o di un gruppo di KUMMER ~0110 tante quanti ' i  piani 2 di una 
cfz. di KUMMER ci06 240. Si vede subito che una retta a non proviene che 
da  un gruppo di KUMMER. Cioé le rette u sono in tutto 15120. 

27. Ogni esalatero t essendo un esalatero di BRIANCHON gli spettano 
tutte le numerose proprietà dell'esagrainnio mistico. Ma qui non intendiamo 
certo di farne l'applicazione: rnentïe da un lato tale applicazione sarebbe 
ovvia, dall'altro lato sarebbe discutibile che ne conseguissero resultati impor- 
tanti per la cfz. delle bitangenti. Ci serviremo soltanto di una delle proprietà 
suddette che ci sarà utile per mettere in relazione i punti k con i punti S. 
Tale yroprietà è la  seguente: u I n  un esalatero complet0 circoscritto a una 
conica i 60 punti di BRIANCHON sono allineati a , 3 ,  a 3 sopra 20 rette. Pe r  
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trovare tre di tali punti basta scegliere un esalatero oïdinnto qualunque fra 
i 60 possibili e dedurne gli altri due che si ottengono permutando ciclica- 
mente i lati di ordine pari e lasciando fermi quelli di ordine dispari. n Ap- 
plichiamo tutto questo all'esalatero t: 15, 16, 17, 28, 38, 48 trovato già al 
n.' 20. Esso contiene i tre esahteri ordinati: 15 . 28 . 16 . 38 . 17 . 48 , 
1 5 . 4 8 . 1 6 . 2 8 . 1 7 .  3E?, 15.35.16 . 4 8 .  1 7 . 2 8  i quali si trovano nelle con- 
dizioni volute affinchè i loro punti di RRIANCHON si trovino in linea retta. 
D'altra parte ognuno di essi è un punto k (n.' 23). Abbiamo dunque i tre 
punti rS; in linea retta: 

Nella notazione di ognuno di questi punti k entra, oltre l'esalatero ordinato, 
un triangolo .r (11." 24). Ora accade che i tre triangoli t che cosi si trovano 
compongono, secondo il n." 25, il sitnbolo di un punto S e precisameiite : 

1 35 .27 .46  1 
I 

Ebbene diinostreremo adesso che la retta passante per Ic,, E,, l i n ,  con- 
tiene anche tale punto s. Si ricordi percib che una retta K è retta di BRIAN- 
CHON per un esaedro ordinato di cui le facce sono piani fondamentali e ver- 
tice è un punto fondamentale: essa passa anche per un punto P (C. n.' 12): 
si vede subito che l'esaedro suddetto e il trjedro di vertice P sono tagliati 
nell'esalatero t e ne1 triangolo r relativi (n." 24) al punto k sezione della 
retta K suddetta. Applichiamo tutto questo alle rette K,, E2, K, che hanno 
prodotto i tre precedenti punti Ici,  k,, k3 e ne risulterà immediatarnente (n.' 25) 
che i tre punti P su tali rette giacciono su di iina retta S. Dunque questa 
e le K,, KZ7 K3 giacciono in un medesimo piano (contrassegnato con C da 
CAPORALI (C. n.' 39). La sezione di questo piano C col piano della quartica 
B la retta cercata. L a  chiameremo una retta c. 
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u 1 960 punti k di  un grdypo di KUMMER stan~zo a tre, a t ~ e  sopra 320 
rette c ognuna delle puali passa per un punto S. punto s e un punto k 
stanno su di una stessa retta c puando il triangolo r che entra nella nota- 
zione di k entra pure rzella notaxione di  s. n 

28. 1 4 piani C per un punto P si tagliano secondo una stessa retta I 
e in ciascuno di questi piani giace una delle 4 rette S cLe escono 'da P: si 
ha.nno cos1 240 rette I (C. n." 37). 

Segue dunque: u Le 320 rette c di  un gruppo di KUMMER passano a 4,  
n 4 per 240 punti i n (cib discende anche dalla teoria dell'esagrammo mi- 
stico). Si pub aggiungere: 

u Quattro rette c si tugliuno in uno stesso punto i quando ,i 4 punti s 
clze contengono hanno nei 2oro simboli un medesiwto triangolo r a comune. n 

Una retta c proviene da  un sol gruppo di KUMMER dunque le rette c sono 
320.63  = 20160: e i punti i :  2 4 0 . 6 3  = 15120. Ogni retta c contiene 3 
punti i ecc. 

29. Riassumendo i risultati di questo capitolo abbiamo il seguente 
teorema : 

1 378 punti d'incontro a due, a due delle 28 bitangenti stanno a tre, n 
tre sopa  5040 rette ~r passanti a tre, a tre per 6720 punti s e 60480 punti k. 
Ogni retta n contzéne 4 p i d i  s e 36 punti k. .7 6720 punti s stanno a 4 ,  
a 4 sopra 15120 rette O.  160480 punti k stanno a 3, a 3 sopra 20160 rette c 
che passano a tre, a tre per i 6720 punti s e a 4, a 4 per 15120 punti i. 

Con i punti e le rette introdotte mediante questo teorema comporremo 
le notevoli figure del capitolo seguente. 

CAPITOLO fV. 

Figure  notevoli contenute in un gruppo di Kummer. 

30. L a  prima figura di cui vogliamo occuparci è quella composta cou 
le 9 bitangenti che costituiscono i tre triangoli r prospettivi da  un punto s 
e di cui parlammo già al xi." 25. Chiameremo col sirnbolo il una ta1 figura. 
Di essa conosciamo già la proprieth seguente (cf. n." 25): 

u Con le 9 bitangenti che costituiscono i tre trmianyoli r prospettivi da 
un pzlnto s si possono formare altri tre triangoli r prospettivi da un  altvv 
punto S. 
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Tali due punti s si dicono coriiugati. 1 simboli di due punti s coniugati, 
di cui già trovammo un tipo al n." 25 provano che: 

u Le tre rette x concorrenti in uno dei due pzrttti s SOHO g l i  assi d i  pro- 
spettivu delle 3 coppie d i  triangoli r il czsi centro d i  prospettz'vu è i l  punto s 
coniugato. n 

31. Al n." 25 costruimmo già un tipo simbolico di punti s che è il 

are a 

seguente: 

uno qualunque dei 
piani i k il processo applicato al piano O uel n." 25. Ad es. si prenda il piano 
ab che contiene i punti 

a b f  
aj  bl ("de:), ($3, ($JI ( d c e ) l  

esso ci fornisce i due tipi sirnbolici di rette S: 

I a c  Od c d  l 

d e  d a  b e  

1 2 . 3 4 . 5 6  

3 6 . 2 5 . 1 4  

4 5 . 1 6 . 2 3  

Corne ne1 n." 25 cos1 qui ogni linea rappresenta un punto P sulla S, asso- 
oiando le colonne si trovano i piani per la S medesima. Approfittando dun- 
que del solito riferimento del n." 16  si hanno i due nuovi tipi sirnbolici d i  

, 

punti s :  

S, = 

cerchiamo adesso i rimanenti. Yercii3 basterà applic 

a questi aggiungendo il tipo già 

S3 5 

conosciuto : 
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si ottengono i tre tipi possibili domandati. Sui quali farerno le seguenti os- 
servazioni : 

Ogni linea del deferminante-simbolo rbppresenta uno dei trianguli r pro- 
spettivi da1 punto s :  le rette n si ottengono associando le colonne. I n  ogni 
determinante scumbiando le linee con le colonne, s i  ottiene i l  simbolo del 
pmto  s coniugato. 

1 simboli precedenti possono anche descriversi cosi: 
I l  tipo s3 si ottiene sceglzérzdo u n  esagono olsdinnto in 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8:  

Allora m a  lircea del determinante è formata con i lati pari ,  una con i 
loti dispari la terza con le diagonali principali. Sono lati corrispondenti 
quclli che non hanno indici comuni. 1 lati corrispondenti si scrivono in colonna. 

8.7 60 11 num. di questi tipi è - . - .= 560. 
2 3 

I l  tipo s i  pub ottenersi da s, cosi: s i  pone 78 (il lato deil'ottagono 
escluso) al posto d i  un termine yualunque d i  s, (p. ES. al posto d i  12) e ne1 
minore comnplementare si scambiano i termini in diagonale: i 4 termini ri- 
nzanenti si lasciano fissi. Ogni tipo s, origina 9 tipi s,,  dunque il num. di 
questi ultimi è 560. 9 = 5040. 

Finalmente per costruire i l  t+o s2 si ricorre a un pentagono com.pleto 
in 1, 2, 3, 4, 5, 6 ,  7, 8 e d i  questo pentugono s i  esclude u n  lato. Con i 9 
lati rimanenti si possono fornzare due teme di  triangoli r prospettivi da due 
pulzti s coniugati. 

8.7.6 Il num. di questi ultimi è diinque - .10 . 2  = 1120. 
2 . 3  

Per  cui il num. totale dei punti s è 560 + 5040 + 1120 = 6720 corne 
gih sapevarno (n." 25). 

6720 
u Quindi i l  r w n .  delle fig. i2 L -a = 3360. n 

32. Sono facili conseguenze dei num. precedenti queste osservazioni: 
In  u n  g9'uppo d i  KUMMER prese le 9 bitangenti d i  una fig. 11 esiste zina sola 
bitangente capuce di  forinaie con i 6 triangoli r della $guru sei quoderne 
di bitangenti aventi i lovo punti d i  contatto su d i  una conica. Ln chiame- 
rerno la bitangente coordinata alla $9. 11. L e  9 bitangenti d i  una fig. (1 e la 
Oitangente x coordinata alla figura sono in ta! relaxione che aggimgendo x 
alla figura e togliendone una qualunpvre delle a l t ~ e ,  la figura die risulta è 
ancora unrc j g u r a  Q. 

L e  10 bitangetiti che rimangono escluse da U N  grz~ppo d i  serie d i  2." spe- 
Cie, O qwelle che avanxano da un gruppo di  KUMMER quand0 s i  tolgono le 6 
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bitangenti di un esalatero t ,  costituiscono iri 10 modi diversi una fig. Q con 
la bita~zgente coordinata. 

E quindi anche: 
u Escludendo dai 16 piaazi fondamentali di m a  cfx.  di KUMMER 6 che 

pnssi~io per uno stesso punto si ottiene una figuva che è tagliata da un piano 
generico secondo una fig. Q con la propria bitangente coordinata. n 

33. Ora la figura stereometrica che risulta con la esclusione suddetta 
si compone (C. n.' 53) di 45 rette R che giacciono a tre, a tre in 15 piani IT 
i quali a lor volta passano a tre, a tre per 20 rette S ohe concorrono a 4, 
a 4 in 15 punti 0. Si formano, con questi elementi, 6 pentaedri ciascuno dei 
quali ha per facce piani H, per spigoli rette S e per vertici punti O. E final- 
mente nasce da questi pentaedri un esaedro che è, per cosi dire, il nucleo 
di tutta la figura. Tagliando col piano della quartica troveremo la figura con- 
siderata nell'ultimo num. e che chiameremo col nome di u figura relativa n 
un esalatero t n appunto perché pub ottenersi escludendo da un gruppo di 
KUMMER le 6 bitangenti di un esalatero t. Essa si cornpone di 45 punti r che 
stanno a tre, a tre su 15 rette n le quali passano a tre, a tre per 20 punti S.  

In forza delle precedenti considerazioni stereornetriche potremo dire che: 
u Le 15 rette n e i 20 punti s individuuti dalla jgura relativa a un 

esalatero %, sono i lati e i vertici di 6 pentalateri comyleti. n 
34. Il num. 31 prova che le 10 bitangenti della figura che stiamo 

studiando saranno rappresentate simbolicamente O dai lati di un pentagono 
completo contenuto in 1, 2, 3, 4, 5 ,  6, 7, 8 oppure dei lati e dalle diago- 
nali principali di un esagono ordinato cui si aggiunga il lato escluso dall7ot- 

8 . 7 . 6  tagono. Onde il num. di tali figure è - + 60) = 336 cioè tante 
2 . 3  2 '3 

quanti sono i gruppi di 2.a specie, corne ben naturale, in forza di un osserva- 
zione del n.' 32. Per  trovare le 10 fig. i2 basta escludere un lato del pen- 
tagorio ne1 1.' caso; ovvero, ne1 2.", basta costruire i l  tipo s, servendosi del- 
17esagono ordinato e poi dedurne i 9 tipi possibili S ,  secondo il n.O 31 stesso, 

Serviamoci ad es. del pentagono completo 12345 per dedurre tutti gli 
elementi dei pentalateri considerati ne1 num. precedente. Volendo adottare una 
scrittura abbastanza concisa adotteremo p e s t e  convenzioni. L a  lettera n posta 
di fianco a una linett O sopra una colonna di un determinante simbolico in -  
dicherà che essa proviene dall'associare le altre due linee, O le altre due co- 
lonne. Ponendo le due lettere s, s' di fronte a un determinante-simbolico inten- 
deremo che i triangoli r di s siano rappresentati dalle linee e quelli di s' 
dalle colonne. 
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Cib posto ecco il quadro delle 10 fig. il e relativi elementi: 

1 pentalateri richiesti sono i seguenti : 
lati 

'IT9 X 7  RI4 

45.13.15 

23 . 12 . 14 r (s,, , s',,) E dl3, ; 
25.24.35 

r9 Ti? Tl1 - 
34.15.13 

25.12.14 

23.24.35 

vertici 
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35. L a  notevole figura stereometrica già descritta a l  n." 33 ammette, 
corne ivi ricordammo, un m e d r o  che ne è il nucleo. È necessario ricordare 
qui come nasce un tale esaedro (C. n.' 53). 

Percib si consideri in un piano Ii i seguenti 3 quadrilateri desmici: quello 
delle rette S ,  quello delle rette di PASCAL e finalmente quello format0 dalle 
tre rette R e dalla retta J che contiene i 4 punti di STEINER giacenti in ri 
(C. n.' 36). 

Ogni piano n contiene una tale retta J: le sei rette J situate sulle facce 
di un0 stesso pentaedro (n.' 33) stanno in un piano: cosi ciascuno di tali Pen- 
taedri individua un piano e si hanno 6 piani componenti l'esaedro cercato. 
Esso ha per vertici punti di STEINER e per spigoli rette J. 

L a  sezione di un tale esaedro col piano della quartica dà un esalatero 
Che, per cos) dire, regge tutta la figura composta con le 10 bitangenti stu- 
diate ne1 num. precedente. Per  determinare un tale esalatero basta costruire, 
senza uscire da1 piano il punto j (sezione della retta J) su ciascuna retta n. 
Per questo si osservi che i tre quadrilateri desmici di dianzi tagliano sulla n 
tre gruppi di una involuzione del 4." ordine. Essa sarà nota quando siano CO- 

nosciuti due gruppi. P. es. quello tagliato dalle rette S e quello segnato dalle 
4 rette di PASCAL. Allora il 4." punto del gruppo cui appartengono i tre 
punti s su .rr sarà il punto richiesto. I l  quadrilatero delle rette S taglia 7c nei 
suoi 4 punti S. Rimaligono da  trovare le intersezioni di n con le 4 rette di 
PASCAL. Ricordando che una ta1 retta proviene dalla intersezione di un piano ll 
con un piano fondamentale non passante per alcuno dei 3 punti fondamentali 
contenuti in iI (0. n.i 11, 14), si vede subito che, ne1 nostro caso, i 4 punti 
cercati, sono quelli nei quali la retta .rr è tagliata dalle 4 bitangenti che sono 
capaci di completare un triangolo 7 con ciascuna delle 3 coppie di bitangenti 
individuanti n. Ecco costruito il punto j riohiesto. 

u 1 15 punti j situati sulle 15 rette n della figura sono i vertici di 
un es~llatero cornplelo che pu6 riguardarsi corne i l  nucleo della figura me- 
desima. n 

36. Le considerazioni duali di quelle riassunte ne1 n." 33 conducono 
alla eeistenza della figura composta con gli elementi coordinati a un piano 
fondamentale. Essa è descritta in C. n.i 51, 52. Noi ne studieremo qui la se- 
zione piana chiamandola u$gura relativa a una bitalzgente in  un detemi- 
nato gruppo d i  KUMMER n .  Ne110 spazio un piano fondamentale appartiene a 
15 tetraedri di 1." specie di cui i vertici ogposti sono 1 5  punti P situati a 
3, a 3 su 20 rette S e a 6, a 6 sopra 15 piani 2. Ne1 piano della quarticn 
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dato il griippo di KUMMER (78)  e fissata la bitangente 78, esisteranno 15 trian- 
goli i capaci di completare con 78 una quaderna di bitangenti i cui punti 
di contatto appartengono a una conica. Essi sono: 

1 2 . 3 4 . 5 6  1 3 . 2 4 . 5 6  1 5 . 2 6 . 4 3  

1 2 . 3 5 . 4 6  1 4 . 2 5 . 3 6  1 5 . 2 4 . 3 6  

1 2 . 3 6 . 4 5  1 4 . 8 3 . 5 6  1 6 . 2 4 . 3 5  

1 3 . 2 5 . 4 6  1 4 . 2 6 . 3 5  1 6 . 2 3 . 4 8  

1 3 . 2 6 . 4 5  1 5 . 2 3 . 4 6  1 6 . 2 5 . 4 3 .  

S : 

= ( ~ 3 ,  s4) , 

Questi triangoli r dànno luogo ai seguenti punti 

Ricordando che 4  punti s stanno su di una retta o quando hanno a co- 
mune a due, a due un triangolo r (n." 26) si vede subito che il quadro delle 

1 3 . 2 5 . 4 6  

1 5 6 .  1 3 .  24 ( s ,  s ) ,  26 . 3 4 .  15 i 1 2 3 . 5 4 . 1 6  , 1 4 5 . 1 6 . 2 3  
(sis, 
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rette 5 é questo : 

Nello spazio i 15 punti P coordinati a un piano fondamentale sono i 
vertici di 6 pentagoni gobbi che hanno per spigoli rette S e per facce piani 8. 
1 20 piani C coordinati al10 stesso piano passano a 4, a 4 per 15 rette 1: 
le cinque rette I uscenti dai vertici di un mcdesimo pent,agono gobho (dei 
precedenti) concorrono in uno stesso piinto. Si hanno cosi 6 punti che for- 
mano un esagono di cui le facce sono piani C e gli spigoli rette 1: è l'esa- 
gono nucleo della figura (C. n.' 51, 5 2 ) .  Tagliando col piano della, quartica 
trovano che: u Con i 20 puuti s e le 15  ett te o precedenti si possono for- 
mare  6 figure ciascuna delle quali è sexione di ztn pentagono gobbo. 

Ecco queste figure: 

Finalmente, ricordando che 4 rette c concorrono in un punto i, quando 
i 4 punti s che contengorio hanno nei loro simboli un medesimo triangolo .r 

(n." 28), si ha (indicando con c,k la retta c che contiene sk) il quadro se- 
guente delle quaderne di rette c concorrenti in un punto i: 
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E si conclude che: 
u L e  20 rette c e i 15 punti i precedenti compongono una j y u r a  che è 

se.cione d i  u n  esagono gobbo completo. n In un gruppo di KUMMER esistono 16 
di queste figure. 

37. Finalmente i risultati di n.' 7 e 12 conducono a un'ultima figura 
che è descritta ne1 teorema seguente: 

u Le 240 rette d i  un  gruppo d i  KUMMER s i  distribuiscono in 15 gruppi 
d i  1G ognuno, ciascurno dei qlsali s i  pu3 pensure a sua volta come l ' in- 
sievze d i  16 b i tangedi  d i  una  nuova quartica costituen.ti u n  suo gruppo d i  
KUMMER. n 

Cioè per ogni gruppo d i  KUMMER e s i s t o ~ ~ o  altre 15 quarticlze avelzti cia- 

scuna per 16 bitangelzti 16 delle rette n suddette. Queste qua~ticicke e la pri- 
~n i t i va  hunno a colnune la $figura composta con i 6 poli del piano sezione e 
~eelativi punti M, rette m ecc. 

Per  caratterizzare simbolicamente un ta1 gruppo di rette x basterà ap- 
plicare al risultato del n.' 12, uno dei riferimenti del n." 16. 

Se si tratta del gruppo di EUMMER (78) uno dei gruppi cercati di rette n 
è il seguente: 

1 12 .78 ,  13 .14 ,  2 5 . 2 6  

1 2 . 7 8 ,  23 .24 ,  1 5 . 1 6  

34 .56 ,  25 .26 ,  2 3 . 2 4  

34.56, 15 .16 ,  1 3 . 1 4  

Esse sono scritte qui a 4 ,  a 4  come provengono dalla sezione di 4 te- 
traedri di 2.a specie. Perb si pub indicare un modo più semplice per otte- 
nerle che è il seguente. Si  dividano le 6 coppie della serie (78) in tre gruppi 
di due come p. es.: ( 1 7 . 1 8 ,  W . % ) ,  ( 3 7 . 3 8 ,  47 .48 ) ,  ( 5 7 . 5 8 ,  67.68)  
e si scrivano le tre coppie di serie congiunte di 2." specie secondo tali 
gruppi. 
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Cioè : 
j 17.28 ,  18.27,  12 .78 ,  36.45,  35.46, 3 4 . 5 6  

Si hanno cos1 3 gruppi di due serie ciascuno. Allora per trovare le 16 
rette n richieste si escludmo le coppie d i  congiunzione con la serie dota e 
si scelga un punto r in, ccinscun gruppo in p i s a  da formare 3 punti r d i  
una stessa rettn 7~ (n.0 22) ifi tutti i modi possibili. Cod ogni serie ci dà 
15 di tali aggruppamenti e in tutto se ne ha: 63.15= 945. 

Le coniche dei sedici punti 

38. In  questo capitolo ci proponiamo di applicare i risultati del n.' 6 
relativi alle quadriche che passano per 8 rette R e per due coppie di assi 
fondamentali considerandone le sezioni col piano della quartica. Ricorderemo 
percib che al n.' 6 trovammo già fra le quadriche suddette una che conte- 
neva le 8 rette R: 

O . a b ,  a c . b c ,  a d . b d ,  c d . e f ,  

di cui le prime 4 si appoggiano agli assi AB, B A  e le seconde 4 agli assi CD, 
DC. Tagliamo ora col piano della quartica e supponendo che si tratti del 
1.' riferimento del n." 16 adottiamo per gruppo di KUMMER il tipo (78). Ot- 
terremo allora gli 8 punti r: 

1 2 . 7 8 ,  13 .23 ,  14.24,  3 4 . 5 6  

giacenti su di una conica la quale conterrà anche i punti d'intereezione, col 
piano della quartica, degli assi sopra ricordati. Per trovarli si ricordi che esi- 
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stono le due quaterne coniugate di rette R (n." 5): 

O . a b ,  c d . e f ,  c f - d e ,  ~ e . d f  
appoggiate ad -4 B, B A ,  

a c . b c ,  a d . b d ,  a e . b e ,  a f . b f  

e le altre due: 

O . c d ,  a b . e f ,  a f . b e ,  a e . b f  
appoggiate a CD, D C. 

c a . d a ,  c b . d O ,  c e . d e ,  c f . d f  

Le sezioni di queste quaterne producono le seguenti coppie di serie (n." 15): 

( 1 2 . 7 8 ,  3 4 . 5 6 ,  3 6 . 4 3 ,  3 5 . 4 6  

Quindi i punti cercati saranno (ne0 17)  le due coppie di punti M situati so- 
prn, rispettivamente : ( 1 7 .  18, 27 .  28), (37 . 38, 47.48) .  

Cib posto la conica in parola pub caratterizzarsi cosi: si prenda la serie: 

1 2 . 3 4 ,  5 6 . 7 8 ,  13 .24 ,  1 4 . 2 3 ,  57 - 6 8 ,  5 8 . 6 7 ,  (1) 
e si scelgaiio due coppie delle serie corne 1 2 .  34, 56.  78 e le altre due: 1 3 . 2 4 ,  
1 4 . 2 3 ,  poi si considerino i quadrilateri 1 2 ,  3 4 ,  5 6 ,  7 8 ;  13, 2 4 ,  1 4 ,  23 e 
dai Ioro 12 vertici si esdudano i 4 punti r della serie: i vertici rirnanenti 
appartengono alla com'ca cercata (la cui esistenza risulta anche osservando 
che essa deve apyartenere ai due f:isci di coniche (12 . 34, 5 6 .  78) ,  ( 1 3 .  24, 
1 4 .  23) perchè essi sono contenuti nella rete individuata dalla serie). Yer ca- 
ratterizzare poi i punti M che tale conica contiene si considerino le due coppie 
avanzate nella (1) cioè le 57 .68,  58 .67 e si osservi che esiste la serie: 

congiunta di 1." specie con la (1) secondo le coppie suddette. Togliendo le 
coppie di congiunzione rimangono le prime quattro che aggruppate cosi: . 

(17.18,  27 .28) ,  ( 3 7 .  38, 4 7 .  481, 

dànno i simboli delle due coppie M cercate. 
Ma si pub osservare che in uguali condizioni della ( I I )  rispetto alla i1) 

si trova la serie : 

15 16, 2 5 . 2 6 ,  3 5 . 3 6 ,  4 5 . 4 6 ,  7 3 . 7 6 ,  85 .86 ,  ( I I I )  
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ché anch'essa è congiunta alla (1) rnediante 57 .08 ,  58 . 67. fi dunpue il caso 
di domandarsi se la conica in questione passa anche per i punti M i cui sim- 
boli sono: (*) 

( 1 5 .  16, 25 .26) ,  ( 3 5 .  36, 45 .46) .  

La risposta è affermative. Infatti, si consideri il gruppo di KUMMER (56) 
e Io si riferisca a una cfz. di KUMMER, che sarà diversa da quella di prima, 

mediante il pnssaggio (n.' 16) [ 606 , : f, d i, 1 . Ripetendo allora tutto il 

processo di dianzi si vede che la quadrica delle 8 rette R : 

0' . a' b', a' cf . b' c', a' d' . b' d', c' d' . e' f', 
O' . c' dl, a' c' , a' dl, Ur ci . b' d', a' b' . e' f ' ,  

è tagliata da1 piano della quartica nella conica che contiene i punti r :  

5 6 . 3 4 ,  1 3 . 1 0 ,  2 3 . 2 4 ,  1 2 . 7 8 ,  

che sono ancora quelli di prima : dunque intanto la conica trovata è la me- 
desima. Perb quando si vanno a cercare i punti M su di essa non si trovano 
piii quelli di dianzi. 

Infatti le quaterne R coniugate : 

O' . a' b', c' d' . e' f ' ,  c' f '  . d' e', c' e' . d' f' j 
appoggiate ad A'B', B'A', 

a' c' . b' c', a' d' . b' d', a' e' . b' e', a' f '  . b' f '  ) 

e le altre due : 

0' .c'àf, a' 8 ' . e r f ' ,  a ' e ' .  b'f ' ,  a ' f ' .  I re '  ) 
appoggiate a CD', D' Cf ,  

c' a' . d' a', c' b' . d' b', c' e' . d' e', c' f' . d' f ) 

tagliate col piano della quartica dànno adesso le due coppie di serie : 

e quindi le sezioni di A' Br, B'A', CD', D' C' sono rispettivamente le cop- 
pie M: 

(1 5 . 16, 25 .26),  (33 . 36, 4 5 - 4 6 ) ,  c. d. d. 

(*) Rappresentando uns coppis M col simbolo (15.16, 25.26) intendismo clie sia 
quella giacente sulla retts  che unisce i due piinti r :  12. 16, 25.26. 
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Dunque, data la serie : 

e scelto il paio di coppie : (12. 34, 56 . 78), (13. 24, 14.23)  abbiamo tro- 
vat0 una conica che contiene gli 8 punti r : 

e gli 8 punti divisi nelle 4 coppie : 

Percib chiameremo una ta1 conica u conica dei 1 6  punti n. 

11 modo di caratterizzare i punti r che essa contiene è quel10 dianzi 
esposto. Quanto alle coppig il[ conviene seguire le norme seguenti. L a  conica 
di dianzi dipende dai due aggruppamenti iniziali: (12 . 34, 56 . 78), (13 . 24, 
14 .  23). Ebbene costruiamo le serie congiunte alla data (1) secondo tali cop- 
pie. Esse sono: 

12.56, 34 .78 ,  15.26,  1 6 . 2 5 ,  37.48,  38.47 

Queste serie sono a due, a due congiunte di 1." specie alle coppie (12 . 34, 
56.78);  (13.24, 14.23); (37.38, 47.48); (15.16, 25.26) ; (35.36, 45.46), 
(17 . 18, 27 . 28). Si escludano da queste le prime due che costituiscono gli 
aggruppamenti iniziali: u le 4 che avnnxano definiscono le 4 coppie iU cer- 
cate. n Dunque il nuin. delle coniche di questa specie (coniche dei 16 punti) 
è 1 5 . 3 .  63 =2835, e si possono eniiiiciare i seguenti teoremi: 

u I 3'78 punti d'incontro a due, a due delle 28 bitangenti oltre trovursi 
(com'è noto) a 6 ,  a 6 sulle 63 coniche a?.moniche alle 63 serie di coniche 
quadritungenti, si trovano unche a 8, u 8 soprcx; altre 2835 coniche ognutza 
delle quali contiene i,noltre 8 punti M divisi irt 4 coppie: cioè fra gli uni e 
gli altri 16 punti cosi notevoli. n 

Ovvero, in relazione al n.' 18: 
u I punti M di  tutti i gruppi di KUMMER oltre trovarsi u 12, a 12 sulle 

630 coniche del rl2.O 18 giacciono pure a 8 ,  a 8 sopra le 2835 coniclie dei 
16 punti. 

Annali di iMatematica, Serie III, tom0 II. 12 
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39. Vogliaino determinare adesso i tipi simbolici di queste coniche ser- 
veridosi per caratterizzarle del paio di coppie iniziali che ci hanno già servito 
ne1 numero precedente. 

Le  norme ivi espresse conducono abbastanza semplicemente a conoscere 
i punti r e i punti M giacenti sulla conica quando son conosciute gli ag- 
gruppamenti iniziali. o r a  i tipi simbolici di questi aggruppamenti si trovano 
subito. Basta ricordare che una serie pub esser rappresentata dall'uno O dal- 
l'altro dei due tipi: 

Quindi la (1) genera i seguenti 3 tipi: 

che è quel10 già noto: 

la (II) determina il solo tipo : 

(13.  23, 14. 24), (15.25,  16.26) .  (4) 

I l  tipo (1) è facilmente descritto: s i  prendano due qzcadrangoli completi 
i n  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 non aventi alcun vertice a comune e s i  combini 
m a  coppiu d i  lat i  oyposti del 1.0 con una coppia d i  la t i  opposti del 2.0 e 
dopo s i  combinino fra loro le due ri-rnunenti coppie d i  lut i  opposti del 1.0 Il 

1 8 . 7 . 6 . 5  numero di questi tipi è manifestamente: - 
2 ( 2 . 3 . 4  ) 9 . 2  = 630. 

I l  tipo (2) s i  ottiene associando tutt 'e due le volte una coppia d i  lat i  
opposti del 1 . O  quadrnngolo a utta coppia d i  lati  opposti del 2." Questi sono 
ancora 630. 

I l  tipo (3) proviene invece dall'associare ana volta due coppie d i  lati  
opposti del medesirno quadrangolo e la scconda volta due coppie d i  Eati op- 

1 8 . 7 . 6 . 5  postz dell'altro quadrangolo. I l  numero di essi è - - 9 = 315. 
2 2 . 3 . 4  

Finalmente i t ipi (4) provengono du  u n  esagono co~npleto ne2 quale s i  
scelgono a piacere due vertici per proietture g l i  al tr i  4 : s i  hunno cosi 8 
proiettanti che si distribuiscono i n  4 coppie in guisa che in ciascuna entri 
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urt sol punio proiettato e entranabi i due punti p~oiettanti:  pes te  4 coppie 
aggmppate a due, a due in  un modo qunlunque dànno uno dei tipi 9.ic'hiesti. 
II loro numero è 15 . 3  . 2 8  = 1260. 

Si ritrova CO& il num. totale 2835 = 630 $ 630 + 315 + 1260. 

CAPITOLO VI. 

La costruzione delle 00' configurazioni di Kummer 
passanti per  le bitangenti della quartica. 

40. h ben noto che dati sei cornplessi in involuzione essi non impon- 
gono ai 6 poli di un piano generico altra condizione che quella di apparte- 
nere alla stessa conica. Quindi spettano a un esagono di PASCAL tiitte le 
proprietà relative ai  punti Ml rette m ecc. del n.' 18 cioh tutte quelle che pro- 
vengono da1 considerare I'esagono come, per cos1 dire, il nucleo della sezione 
piana di una cfz. di KLEIN. Ebbene ci proponiamo di dimostrare adesso che 
per costruire m a  tale cfx. si possono scegliere come assi d i  una delle 15 in- 
voluxioni gohbe fondamentali due rette qualunpue sghembe passanti per due 
punti di una stessa coppia M ed elztrambe giacenti fuori del yiuno dell'esagono. 

Indichiamo con a, b, c,, d, e, f i  vertici dell' esagono; con ab . b a i punti M 
siiuati sulla retta a b (punti doppi della involuzione segnata su quella retta da1 
quadrangolo c d e  f n." 17), con (ab  cl de f )  la conica che passa per le coppie M 
situate sui lati dei triangoli a b cl d e f (a0 la),  e finalmente con A B, BA 
le rette sghembe scelte arbitrariamente fuori del piano dell'esagono e passanti 
per i punti M :  ab . b a .  Consideriamo la quadrica definita da queste due rette e 
dalla conica (a  b c l  d e f )  e costruiamo le rette che dai punti M situati sopra i 
lati del triangolo d e f si possono condurre appoggiati a AR, BA: esse appar- 
tengono alla quadrica suddetta: poi per i punti M situati sulle rette a c, b c 

conduciamo le rette della quadrica stessa appartenenti a1 sisterna delle AB,  
B A  : chiamando queste ultime costruite con A Cl CA, BC, CB e le prime 
costruite con DE, ED, D F, F Dl EP, FE  si hanno cinque coppie di rette 
esistenti insieme alle AB, BA sulla quadrica in discorso che indicheremo 
con (AB Cl D E  F). Ora per i punti M situati sopra a b, passano anche le 
coniche (a b dl  c e f ) ,  (a b el d c f ) ,  (a  b f ,  d c e ) :  ripetendo il ragionamento di 
dianzi si trova che esistono le quadriche (-4 B D l  CE F )  , ( A  B E ,  D F C )  , 
( A B  F, D E  C) dove p. es. 18 ( A B D ,  CEF) contiene ne1 sistema delle 
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9 2 Ciani: Le bitnngenti della quartica p i a m  

generatrici le A  B ,  B A ,  AD, DA,  B D, D  B  e ne1 sistema delle direttrici 
CE, EC, CF, FC, EF,  F E  ecc. 

Abbiamo dunque costruito 15 coppie di rette che si tratta di ideiitifi- 
care con le 15 coppie di assi fondamentdi di una cfz. di KLEIN. Per questo 
cerchiamo se esiste ad es. la quadricst ( A  CD, B  EF) contenente A C, CA, 
A D ,  D A ,  CD, DC in iina serie rigata e B E ,  E B ,  BF,  F B ,  EE', F E  
nell'altra seric. Dico chc essa è quella Q definika dalla conica q (a c d ,  b e f )  
e dalle rette AC, CA. Tnfatti poichè abbiamo già dimostrato che esiste la 
quadrica ( A B C ,  D E F )  segue che E F ,  F E  si appoggiano ad -4 C,  C,4 ; 
ma E F ,  FE passano per i punti M situati sopra e f ,  dunque EF, F E  
incontrano Q in 3 punti e quindi le appartengono. Per ragioni analoghe le 
appartengoao AD, DA. Andiamo a CD, D C. Percib si ricordi che (n.' 18) 
ad es. sulla conica (a b c, d e  f )  sono coppie armoniche le coppie M clie giac- 
ciono sui lati a 6, u c, ovvero b c, c a (sui lati ci& di uno stesso triango10 
corne a  b c, O d e  f )  per cui segue che sulla quadrica ( A  B  C, D  E F )  saranno 
coppie armoniche le A  B. B A  ; AC, CA ecc. llltrettanto accadrà sulle altre 
4 quadriche già costruite. Cib premesso si prenda a considerare l'asse AB 'e  
si osservi che l'esistenza della quadrica ( A B E ,  C D  F )  porta che sulla A B 
siano armoniche le coppie di punti: 

AB.CD, AB.DC,  AB.CF,  A B . F C ,  
e le altre: 

AB.CD,  A B . D C ,  A B . D F ,  A B - F D .  

Analogamente I'esistenza delle quadriche (ABD, C E F )  ( A B  C, D E F )  porta 
che sopra A.B siano artnoniche le altre coppie di punti: 

A B .  .EF, A B . F E ,  A B .  CF, A B .  FC, 

AB .  EF,  A B . F E ,  A B .  DF, A B .  PD, 

dunque le due coppie di punti: 

( A B .  CD, AB.DC) ,  ( A B . E F ,  A B . F E ) ,  

coincidono. Ripetendo il ragionamento per l'asse B A  si viene a coiicludere 
che ciascuna delle EF, F E  taglia ciascuna delle CD, D E ;  ma siccome è 
già dimostrato che le prime appartengono a Q e le CD . DE si sa che si 
appoggiano alla conica q = ( a  c cl, 7, e f )  cos) ne segue che anche CD, D E  
giacciono per intero sopra Q. Finalmente la esistenza delle quadriche (ABE, 
D F C),  ( A  B  F ,  DEC) prova che BE, EB, BF, F B  si appoggiano a CD, 
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D C e quindi anch'esse appartengono a &. Dunque la Q ( A  CD, B E  F )  
esiste. 

Analogamente si diinostra che esistono le rinanenti: ( A  CE, B D F) ,  
( A C B ,  B D E ) ,  ( A D E ,  C B F ) ,  ( A D F ,  B E C ) ,  (AEF, BCD) .  Sono 
cos1 trovate le 10 quttdriche fondarnentali. Ciascuna contiene 6 coppie di assi, 
3 nell'una c 3 nell'altra serie. Si vede allora facilmente che i 6 complessi 
in involuzioiie nascono ciascuno da1 prodotto della polarità rispetto a una 
delle quadriche suddette per una delle 6 involuzioni gobbe di cui le diret- 
trici sono le coppie di asci che la quadrica stessa contiene. c. d. d. 

Dunque : 
u Per u n  esagf.afnmo d i  PASCAL s i  possono cotzdurre 00' cfx .  d i  KLEIN 

divisibil i  in 10 c lass i ,  ogni  classe essendo i~ndividuata dalle o o b o p p i e  d i  
tBette sykenzbe che possono condursi per una  coppiu d i  punt i  M dell'esagono. n 

41. Dai risultati precedenti segue: 
u Di u n a  p u a ~ t i c a  s i  possoizo dnre  arbitrariamente i 6 punt i  doppi d i  

una selaie (purchè stieno s u  d i  u n a  conica) e due bitangenti  del gruppo d i  
KUMMER complementari ta l i  che sopra un Edo dell'esagono formato colt i 6 punt i  
precedenti esse segnino u n a  coppia d i  pun t i  arnaonici rispetto a l la  coppia M 
esistente su  quel lnto. L a  quartica è univocamente determinata e quand0 
siano conosciuti t u t t i  i punti  M dell'esagono, le bitangenti  rimanefbti  s i  co- 
struiscono l ineamente .  n 

Infatti siano a b c d e f i punti doppi della serie e m n le bitangenti date 
le quali per ipotesi segnano sulla retta a b due punti coniugati armonici ri- 
spetto alla coppia M che tale retta contiene. Ebbene per l'esagono a b  c d e  f 
conduciamo una delle 0 0 4  cfz. di KLEIN che vi passsano (n.' 40), si conside- 
rino i due assi della cfz. che passano per i due pi~nti della coppia M sud- 
detta e da1 punto m . n si tiri 1% retta r appoggiata a quegli assi. Allora i 
piani r m, r n si corrispondoiio nella involuzione gobba individuata da quegli 
assi medesimi e uno qualsiasi dei piani r rn, r st genera (secondo la cfz. di 
KLEIN scelta) una cfz. di KUMMER di cui la superficie relativa è tagliata da1 
piano dell'esagono in una quartica che risolve la questione proposta. Vediamo 
corne si possano costruire linearmente le altre bitangenti della quastica stessa: 
ci6 proverà che la soluzione è unica. Si osservi percib che un piano a qua- 
lunque della cfz. di KUMMER è trasformato ne1 piano r m, O ne1 piano r n per 
opera di due involuzioni gobbe opportunamente scelte fra le 15 fondarnentali. 
Se dunque t è la bitangente contenuta in E,  le rette t, m e le t ,  n segne- 
ranno sopra due certi lati dell'esagono due coppie armoniche rispetto nlle 
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coppie M ivi esistenti: ma m ed n sono date dunque t si costruiscn mediante 
due quarti armonici. Il processo pub ripetersi per tutte le 16 bitangenti del 
gruppo di K ~ M E R :  dopo, per le altre, si pub applicare il metodo di ARONHOLD 
che è pure lineare, c. d. d. 

42. Le considerazioni del num. precedente servono ad attuare la costru- 
zione delle so4 cfz. di KUMMER che si powono condurrre per le 16 bitangenti, 
di una quartica, formanti gruppo di KUMMER. Basterà prendere corne elementi 
dati del problema i 6 punti doppi della serie complementare e due bitangenti 
del gruppo suddetto. Le  costruzioni del num. precedente applicate a questi 
elementi conducono alIo scopo. 
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Alcune ricerche 
di geometria non euclidea. 

(Di L U I ~ I  BIANCHI, a Pisa.) 

È noto corne le ultime rioerclie di W E I A ~ R T E N  su1 problema fondamen- 
tale dell'applicabilità riducano la determinazione di tutte le superficie appli- 
cabili sopra una superficie data a. quella delle superficie integrnli di una. equn- 
zione a deriwte parziali del secondo ordine della. forma ~'AMPÈRE : 

In questa forrnola Y , ,  r2 indicano i raggi principali di curvatura della 
superficie e i parametri p ,  q denotano rispettivemente la distanza dell'origine 
da1 piano tangente e il semi-quadrato della distanza dell'origine stessa da1 
punto di contatto, mentre y ( p ,  g) è una funzione fissa assegnatn di p ,  q ("1. 

Nella presente Mernoria, cerctando di estendere il metodo di WEIHQARTEB 
alla geometria degli spazi di curvatura costante, considero le superficie inte- 
grali di un7equazione della forma ( A ) ,  avendo attualmente r,, r, il significato 
di raggi ridotti di curvatura e p, q denotando rispettivamente il seno e il 
coseno (circolari O? iperloolici secondo che la curvatura del10 spazio è posi- 
tiva O negativa) delle distanze di un punto fisso da1 piano tangente della 
superficie e da1 suo punto di contatto. Dalle superficie integrali di unir tale 

(*) Vedi le Mernorie di WEINGARTE:~: 
l.a Sur la théorie des surfaces applicables sur um surfnce c2ortné.e (Comptes Rendiis 

de l'Académie de Paris, tom. CXII, pag. 607 et '706). 
3." Sur la défoi-mation des szwfnces ( X h o i r e  couronné). Acta 'tlatli., tom. 20, lin- 

gina 159. Un7esposizione del nuovo inetodo di W E I N ~ A R T E ~  è data da DARBOUX ne1 toiil. IV 
delle Leçons, ecc., pag. 308 S. S. 

Annazi di  i i temnticn,  Serie I I I ,  toino II. 13 
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equazione si deduce, con quadrature, una classe completa di superficie ap- 
plicabili nello spazio ordinario (euclideo). 

niciamo subito che per ta1 modo i l  m e t u b  d i  WEINGARTEN fion viene a f -  
fatto cungiato quunto all'effettivo cotztenuto, poichè se delle superficie dello 
spazio curvo, integ.rali della equazione fondamentale, si considerano le su- 
perficie immagini nelle consuete rappresentazioni conformi dello spazio ellit- 
tico ed jperbolico sullo spazio euclideo, qiieste soddisfano alla loro volta ad 
una medesima equazioiie (A) di WEINGARTEN e la classe di superficie appli- 
cabili dedotte coincide con quella fornita dall'applicazione del metodo di 
WEINGAR~PEN nella sua forma ordinaria (vedi $ 4 della Memoria). Perb quasta 
trasformazione di formole si presta, conle si vedrà, a varie interessanti ap- 
plicazioni; fra queste basti qui citare la principale, che forma l'oggetto della 
presente Memoria e cioè : la detelwzitzuzione i n  te?.ntini finiti delle superficie 

1 dello spuxio (iperbolico) a cuwaturn  K = - - 
R2 9 i cui ~ a g g i  p i n c i p l i  v i -  

dotti  d i  curvatzwa t . , ,  t., soddisfuno l'eyuaxione: 

e d i  quelle che soddisfano l 'altra: 

Y ,  + Y, =a* 2 R. 

Esse si ottengono, con sole operazioni di derivazioiie, dalle superficie dello 
spazio euclideo d'elemento lineare : 

d s 2 = d u 2  + ( 2  zi + 2 9  + e g V ) d v 2 ,  

superficie che il nuovo metodo di WEINGARTEN ha fatto conoscere conlpleta- 
mente. 

L e  superficie (B) del10 spazio iperbolico, che vengono cos1 nd essere tutte 
note, godono di una proprietà caratteristica, che le ravvicina alle ordinarie 
superficie minime. Se conduciamo pcr un punto fisso i due raggi paralleli, 
ne1 senso non euclideo, alle singole normali della superficie ed intercettiamo 
questi raggi con una sfera avente il centro ne1 punto fisso, otteniamo due 
rappresentazioni sferiohe della superficie, che costituiscono, per 10 spazio jper- 
bolico, la naturale estensione della rappresentazione sferica di GAUSS. Ora, se 
la superficie appartiene alla. classe ( R ) ,  ha luogo la proprietà caratteristioa 
che zma delle due rappresentazioni sferiche ïiesce conforme. Sulle superficie (B) 
le linee di curvatura costituiscono inoltre un sjstema isotermo e la stessa pro- 
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prieth compete evidenteinente, nella rappresentazione conforme, alle loro im- 
magini sferiche. 

Possiamo trasportare qucsti risultati dalle superficie (B) dello spazio iper- 
bolico alle loro immagini nello spazio eiiclideo, p. es. in quella rappresenta- 
zione conforme dello spazio iperbolico sull'euclideo, nella quale l'elemento 
lineare del10 spazio curvo é dato da: 

Allora otteniamo in tetwzitzi finiti le superficie che soddisfano alla equaziont: 
del secondo ordine: 

la quale risulta cos1 completamente integrata. Tali superficie costituiscono uiin 
nuova classe d i  superficie a linee di curvatura isoterme. Questo trovasi gih 
diinostrato in un mio antico lavoro (*); ma cib clie qui aggiungislmo di nuovo 
è la  determinazione effettiva di tutte p e s t e  superficie, risultato non privo di 
d'interesse, ove si consideri la clifficolth del problema che h a  per ogetto la, 
ricerca generale delle superficie a linee di curvatura isoterme (**). In fine no- 
terb come la proprietà citata di rappresentazione sferica, che godono nello 
spazio iperbolico le superficie (R), si traduce pcr le loro immagini (D) nella 
seguente proprietà ca~atteristica. Fer  ogni punto JI di una superficie S inte- 
grale della (D) conduciamo il circolo normale ad S ed al piano x = O ,  e siano 
A ,  A' i punti d'incontro di detto circolo col piano. Se a1 punto M di S ri- 
guardiamo coine corrispondente su1 piano z = O il punto A ,  ovvero A', otte- 
niamo uria doppia rappresentazione della, superficie su1 piano. Una delle due 
~appresentaxiorai d i  S su1 pialto conserva gli mgol i .  Tale proprietà appartiene 
esclusivamente alle superficie S integrali della (D) ed alle sfere. 
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Formole fondamentali per la teoria delle superficie 
in geometria ellittica ed iperbolica. 

Coniinciamo da1 r i c h i ~ m a r e  le formole fondamentali della teoria delle 
superficie nello spazio ellittico ed igerbolico (*). Se si tratta dello spazio ellit- 

1 tico, a curvatura costante positiva K= + -, stabiliamo in yuesto spazio un  Rg 
sistema normale di coordinate (coot&nute di WEIERSTRASS): 

20, $1, XP, x3, 

legate fra loro dall'identità quadratica : 

x~+x:+x;+x;=l, 

e l'elemento lineare dello spazio sarà. dato d a :  

cl s2 = R"(d x: + d x: + d xi + d xi). (2) 

Consideriamo in questo spazio una superficie S ,  defiiiita assuinendo le 
coordinate xi di un suo punto mobile funzioni di due parametri O coordinate 
curvilinee u ,  v e intsoduciamo i coseni di direzione della normale ad S ne1 
punto (xi), O meglio le  coordinate: 

P o ,  5 ! ,  t ? ,  53, 
del piano tangente defiiiite (a meno del segno) dalle relazioni: 

Alla superficie S appartengono le due forme quadratiche differenziali fon- 

(*) Queste formole furono da me sviluppate in un corso di lezioiii dcll'aiino 1894-95 
all'università di P i sa  e consegnate in un manoscritto per  servire  d'appendice all'edizionr: 
tedesca delle mie Lezioni cli geometrin direrenziale; ina la seconda par te  di qiieste Le- 
zioni, per  ragioni dipendenti dall'editore, non é ancora piibblicata. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d i  yeometriu non euclidea. 9 9 

damentali : 

dalle quali, comc nell'ordinaria geometria euclidea , unicamente dipende 1 : ~  
forma della superficie. 1 loro aei coefficienti : 

sono legati da tre relazioni, due delle quali sono le equazioni stesse di Co- 
DAZZI come hanno luogo nello spazio euclideo (*) e la terza é l'equazione di 
Gauss modificata, a causa della curvatura del10 spazio, colla formola : 

denotando qui ic la curvatura della prima forma fondamentale O ,  come di- 
ciamo, la czwvcctura ussolz(tu della superficie. L'espressio~ie : 

1 che eguaglia il prodotto - delle curvatuse principali sidotte si dirà in- 
ri r~ 

vece la curvatura ~elativu; per la (5) essa è legata alla curvatura assoluta k 
dalln formola : 

Viceversa, se due forme quadratiche fondamentali (4) soddisfano le equa- 
zioni di CODAZZ~ e la ( 5 ) ,  esiste nello spazio ellittico una corrispondente su- 
perficie S, pienamente determinata a meno di movimenti nello spazio. Per 
determinare effettivamente la superficie corrispondente a due date forme qua- 
dratiche fondamentali, abbiamo da integrare il seguente sistema coînpletawe~rte 
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integrabile di equazioni differenziali : 

dove i simboli i k  1 di CARJSTOFPEL s'intendono oostruiti per la prima forma 
( 2 

fondamentale. 
1 

Per  10 spazio iperbolico, a curvatura costante K = - - , valgono le R 
formole analoghe seguenti. In  primo luogo le coordinate : 

2 0 ,  X I ,  $ 2 ,  $ 3 ,  

di punto sono qui legate dall'identith : 

e l'elemento lineare del10 spazio è dato d a :  

Per  una superficie S le coordinate : 

50 9 5 2  1 5 3 1  

del piano tangente sono definite dalle relazioni : 
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e lc due forme quadratiche fondamentali dalle altre : 

Le relazioni che legano i sei coefficienti : 

E, F,  G, D, D', L)", 

sono ancora le equazioni di CODAZZI e l'equazione di GAUSS, la quale ne1 caso 
attuale si scrive : 

Date le due forme quadratiche fondamentali di una superficie S nello spazio 
iperbolico, per trovare in termini finiti la S dobbiamo integrare lin sistema 
di equazioni differenziali perfettamente analogo al sistema (6), (7) e che si 
cleduce da questo semplicemente cangiando, nei secoridi membri delle (6), i 
segni del termine lineare in xi. 

Osservianio i l  caso speciale in cui le linee u, v della superficie S siano, 
nello spazio ellittico od iperbolico, le linee di curvatura. Allora sussistono 10 
formole di RODRIGUEZ : 

ove r , ,  r ,  indicano i raggi principali ridotti di curvatura ed avendosi : 

le formole di CODAZZI diventano le ordinarie formole di geometria euclidea (*): 

1 ' a log \I33 ( a v  a u  T z  

1 aiog\lC, a i ( )  a. +&)=O,  \ 
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mentre l'equazione di GAUSS si scrive : 

1 1 -- - k  FR, ,  
ri 9 3  

(9) 

valendo il segno superiore per 10 spazio ellittico, l'inferiore per 1' iperbolico. 

Passaggio dalle coordinate d i  WEIERSTRASS a quelle di RIEMANN. 

Nelle ricerche seguenti dovremo ancora servirci di quella rappresenta- 
zione conforme del10 spazio ellittico ed iperbolico sull'euclideo, clie si l e p  
alla forma tipica data da R ~ E M ~ N N  per l'elemento lineare'degli spazi n ciir- 
vatura costante. Scriveremo questa forma tipica CO$ : 

il doppio segno distinguendo il caso ellittico dall'iperbolico. Diremo x ,  y ,  x 
coordinute d i  RIEMARN ed importerà anzi tutto che scriviamo le formole di 
passaggio dalle coordinate di RIEMANN a quelle di WEIERSTRASS. Per  10 spazio 
ellittico tali formole si scrivono : 

e per lo spazio iperbolico avremo invece: 

1 
x2 + Y' + z2 + 4 x 

X,, = 
1 '  xi= 

x2 + y2 + X 2  - 4 "9 + y2 + f 2  - - 
4 ' (10') 

1 
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Consideriamo ora nello spazio ellittico od iperbolico una superficie S per 
la quale, riferendola a coordinate di WEIERSTRASS, manteniamo le notazioni 
del $ 1. Se la riferiamo a coordinate di R~EMANN, e la riguardiamo quindi 
corne esistente nello spazio euclideo rappïesentativo, indicheremo ne1 modo 
consueto con : 

x, y, 4 

i coseni di direzione della sua normale e, adottando le notazioni di WEIN- 
CIARTEN, porremo : 

sicchè p rappresenta la distanza dell'origine da1 piano tangente di S e 2 q 
i l  qiiadrato della. distanza da1 punto di contatto. Possiamo allora dare alle 
formole (IO), (10") e a quelle che definiscono in coordinate di WEIERSTRASS 
la posizione del piano tangente la forma seguente: 

che vale per 10 spazio ellittico e l'altra : 

che vale invece per Io spazio iperbolico. 

AnnnZi di Mntematica, Serie III, tom0 II. 
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I l  metodo di WEINGARTEN in geometria ellittica ed iperbolica, 

Nelle formole fondamentali della geometria ellittica ed iperbolica, doue 
faremo d'ora innanzi per semnplicità R- 1, prendiamo per parametri u ,  v 
rispettivamente xo, E ,  e ioniamo : 

e le (7) che scriviamo: 

a 

dovendo essore soddisfatte per i = O dànno intanto : 

M=O,  P=1, 

Ma, indicando con r , ,  r, i raggi principali ridotti di curvatura, abbiamo : 

e perb, nelle attuali coordinate c ~ ,  0, le formole fondamentali (7) diventario : 

Supponiamo ora che, essendo cp (6, P )  un'assegnata funzione di a, P, i raggi 
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principali di curvatura Y , ,  r, della S soddisfino l'equazione: 

allora le tre espressioni : 
'a y' d y , - r , d  - + 5 , d  - (a a) [a d , 

saranno, in virtù delle (12), (13), differenziali esatti. Interpretiamo y, ,  y,,  y,, 
calcolate dalle (14), corne coordinate cartesiane ortogonali di un punto dello 
spazio euclideo ed avremo un'ordinaria superficie 2 ,  della quale vogliamo ora 
calcolare l'elemento lineare. Distinguendo percib il caso dello spazio ellittico 
od iperbolico, otterremo ne1 primo caso, a causa delle (l), (3) $ 1, per l'e- 
lemento lineare della 2 la formola : 

Ne1 cas0 iperbolico invece le (l*), (3*) ) 1 ci dànno (*) : 

v) Osservtzaione. Ne1 caso iperbolico potremmo applicare il metodo di WEINGARTEX 
anche ponendo p. e .  : 

q - a ,  i l = S r  
e in  ta1 cas0 avremmo i tre differenziali esatti: 

Si otterrebbe cosi una classe completa di superficie applicabili nello spaaio parabolico 
indefinito di elemento lineare : 

d s ~ d ~ ~ $ d y ~ - ( I ~ ~ ,  
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In  ambedue i casi l'elemento lineare della 2 diperide unicamerite, corne 
si vede, dalla funzione y (a, fi). Ne risulta che tutte le superficie S dello 
spazio ellittico od iperbolico, integrali della (13), dànno per quadrature, me- 
diante le (14), superficie Z dello spazio ordinario applicabili l'una sull'altra. 
Inversamerite è facile vedere che ogni superficie Z dello spazio euclideo di 
elemento lineare (15) O (15*) deducesi, ne1 modo indieato, da  una super- 
ficie S, integrale della (31), dello spazio ellittico od iperbolico. 

Paragone col metodo di WEINGARTEN sotto la forma ordinaria. 

Se trasformiamo i risultati del paragrafo precedente dalle coordinate di 
WEIERSTRASS a quelle di RIEMANN, secondo le formole del $ 2, e riguardiamo 
in luogo delle superficie S dello spazio curvo integrali della, (13) le loro im- 
magini S' ne110 spazio euclideo, facilmente dimostriamo che il metodo esposto 
coincide sostanzialmente coll'ordinario metodo di WEIN~ARTEN.  Considerando 

r ad esempio il caso ellittico, sostituiamo nelle (14) ad x , ,  z,, x,, E , ,  t,, ,, 
i loro valori tratti dalle (Il) ed avremo : 

Poniamo ora : 
1 p 

9 = - -  2 - a + l '  
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sicchè avremo : 

di geornetria lzon euclidea. 1 O7 

Le formole (16) possono scriversi in conseguenza cos) : 

D'altronde, indicando con Y ' , ,  r', i raggi principali di curvatura della super- 
ficie S' del10 spazio eiiclideo, immagine della postra superficie S ,  abbiamo: 

Ma dalle (19) deduciamo : 

e se nella (13), cui soddisfano Y , ,  r,, sostituiamo i valori (21) ed abbiamo 
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riguardo alle formole superiori, vediarno che le superficie S' soddisfano l'e- 
quazione del secondo ordine : 

Le formole (20), (22) coincidono precisamente colle fondamentali dell'or- 
dinario metodo di WEINOARTEN, onde concludiamo : 

La clusse d i  superficie upplica,bili, dedotte col metodo del $$' 3 dal le  su -  
perficie B dello spauio curvo, che soddisfano l a  (13), coincide con quella clle 
I'ordinarW metodo d i  WEINGARTEN fa derival-e da l l e  loro s u p e r j c i e  imrnng i~z i  
dello spazio  euclideo, le q u a l i  soddisfano a l la  loro vo l tn  Z'equazione (22) d i  

Senza ripetere per 10 spazio iperbolico i csllcoli analoghi, basterà indi- 
care che il valore della funzione # ( p ,  y) che figura in questo caso nell'e- 
quazione (22) cui soddisfano le superficie immagini S', è dato allora d a :  

essendo attualmente a, f i  legate a p, q dalle formole (Il*): 
1 

Applicazione alle superficie a curvatura assoluta nulla. 

Il metndo di WEINOARTEX, applicato xlla geometria ellittica od iperbo- 
h a ,  non dà nulla di nuovo quanto all'effettivo contenuto, corne sopra ab- 
biamo dimostrato; l'utilità della trasformazione cos1 conseguita risulterà perb 
evidente dalle applicazioni che ora ci proponiamo di svolgere. I n  queste o 
vedremo mostrarsi l'identità di problemi in apparenza ben diversi O stabili- 
rem0 nuovi risultati di geometria non euclidea. Cominciarno dall'applicare jl 
metodo del $ 3 alle superficie a curvatura assoluta nulla dello spazio ellittico 
ed jperbolico, a quelle superficie cioè che hanno ne1 rispettivo spazio curvo 
la geometria del piano euclideo. Ne1 caso ellittico le superficie in discorso 
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soddisfano l'eqiiazione : 

che è un cas0 particolare della (13) ove si poriga : 

Ln classe di ordinarie superficie applicahili dedotta col metodo di WEINGARTEN 
avrh, secondo l a  (15), l'elemento lineare : 

d ~ ~ = ( 1 - u ~ ~ d u ~ - 2 u B d u d ~ + ( 1  -p2)d13' .  
Ponendo : 

a = p c o s O ,  B=psenO,  (23) 

otteniamo la  nota forma : 

che appartiene alle evolute di quelle superficie W i cui raggi di curvatura 
sono legati dalla relazione : 

Ln classe di superficie d'elemento lineare (24) è interarîiente nota (*). Da 
queste superficie, per le quali è dunque :. 

possiamo dedurre, secondo il nostro nietodo, tutte le superficie a curvatura 
nulla de!lo spazio ellittico colle formole seguenti : 

a yi sen 6 û y i  
X ~ = ~ C O S O ,  X ~ = C O S Q - - - -  - a? P 

(i= 1, 2, 3) (25) 

ô y ;  cos 0 a z/i t ,  = p  sene,  ii= sen B - 
P +TW 

che definiscono lc coordinate di WEIERSTRASS xi di un punto mobile della su- 
perficie e i coseni di direzione < i  della normale. Ne1 caso ipeïbolico le su- 
perficie a curvatura assoluta nulla corrispondono alla relazione : 

(*) V. Lezioni, pag. 309. 
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e soddisfano alla (13) ove si faccia: 

L a  classe di superficie applicabili dedotta colle (14) ha  per la (15*) I'e- 
lemento lineare : 

che, ponendo : 

a=pcoshO, / 3 = p s e n h  8 ,  

diventa : 

d s =  [(p - 1) d pg + p2 d de. (24*) 

Questo elemento lineare appartiene alle complementari . delle superficie 
applicabili su1 paraboloide di rotazione (*) ed anche qui è nota tutta la classe 
di queste superficie applicabili. D a  esse deducianio le superficie a curvatura 
nulla del10 spazio iperbolico colle formole : 

a yi senh O ô Yi ~ 0 = p c o s h 8 ,  x i==coshû1---  - a ? 
a 5,, = psenh8, li=senI&B - - - -. 
d ?  P S 4  

Che le superficie a curvatura nulla degli spazi a curvatura costante po- 
tessero tutte ottenersi in termini finiti avevo già altrove stabilito (**). Ma qui 
la loro determinazione appare sotto nuovo aspetto collegandosi al problema 
già' risoluto di trovare le ordinarie superficie d'elemento lineare (24) O (24"). 

(') V. Lezioni, pag. 313. 
(*") V. la mia Nota: Sulle superficie a curvatwa nulla negli s p z i  cc curvalut-a co- 

stante (Atti dell'dccadernia di Torino, 9 giugno 1893) e la, succe&va Memoria ne1 tom. XXlV 
degli Annali d i  Jfatemntica. 
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Le superficie d'area minima e le superficie di  OUV VILLE derivate. 

L a  ricerca delle superficie d'arca minima in geometria ellittica od iper- 
bolica dipende, corne già dimostrai nella mia Mernoria del 1838 ( A t t i  dei 
Lincei) (*), dalla integrazione dell'equazione a derivate parziali : 

geï 10 spazio ellittico e dall'altra : 

per 10 spazio iperbolico. L a  prima coincide con quella da cui dipende la ri- 
ceïca delle superficie a curvatura costante positiva (O a ciirvatura media co- 
stante) del10 spazio euclideo. 

Se applichiamo il metodo di WEINQARTEN (5 3) alle superficie minime, 
dovremo fare evidentemerite : 

? = " p .  

P e r  l'elemento lineare delle superficie derivate otterremo quindi nel cas0 
ellittico : 

d ~ ~ = ( l - ~ ~ ) d c r ~ - 2 a ~ d a d 3 + ( 1  - u e ) d P ,  (26) 

e ne1 caso ipeïbolico : 

d S" (1 + /Y) d ae $- 2 a B d a d 0 + (a' - 1) d p2. @*) 

L'uno e l'altro elemento lineare appartengono alla forma di Lrouvr~r.~.  
Pongasi invero per la (26) : 

e risulterà : 
1 d s9 = - (cos er, $ cos v) (cos 16 d u+ cos v d v",  
4 (27) 

(*) Cf. anche DARBOUX, Leçons, tom. III, pag. 471. 

Annali di Matematicn, Serie III, tom0 II. 
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che ha  appunto la forma di LIOUVILLE, Nell'alt,ro caso poniamo invece : 

1 d s" - (senh u + senh v) (senh u d ug + senh v d v2?. 
4 

Cod vediarno che sono due problemi equivalenti la ricerca delle super- 
ficie a curvatura costante positiva O quella delle superficie d'elemento li- 
neare (27). Corne tipo di questa classe possiamo prendere ad esempio quella 
superficie che deriva dalla superficie d'area minima doppianiente rigata di 
CLIFFORD, definita dalle formole : 

dove zc, v sono i parametri delle rette (assintotiche). Per la superficie di LIOU- 
VILLE derivata avremo : 

ed eseguendo le quadrature : 

1 1 
y, = - (2 v - cos 2 u sen 2 v), yz = - (2 u - sen 2 u cos 2 v), 

4 4 
1 

y, = cos 2 u cos 2 v. 

Sostituendovi una superficie omotetica e girando gli assi coordinati x, y . di 45", possiamo scrivere : 

Qneste formole definiscono una superficie di t~aslaxione, le cui due curve 
generatrici nei piani perpendicolari xz, y x sono identiche; essa è ne110 
s t e m  tempo unn superficie di LIOUVILLE d"1emento lineare proporzio- 
nale a (27). 
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Le superficie ~'APPELL-BONNET in geometria ellittica. 

Nello spazio euclideo diconsi superficie di BONNET quelle per le quali i 
punti medi fra i centri principali di curvatura, sopra ogni normale, giacciono 
in un piano; superficie ~'APPELL quelle i cui piani medi, cioè i piani perpen- 
dicolari nei punti medi alle normali della superficie, concorrono in un punto (*). 
Se preïidiarno ora a considerare le superficie analoghe in geometria ellittica, 
facilmente vediamo che, a causa della perfetta legge di dualità vigente nello 
spazio ellittico, ogni superficie ~'APPELL è altresi una superficie di BONNET e 
viceversa. Qui in ver0 sopra ogni normale, che è una retta ciiiusa di lun- 
ghezza = n, abbiamo due punti medi distanti fra loro di un quadrante e, se 
i punti medi di una serie giacciono in un piano, i piani medi dell'altra serie 
passano per un punto, il polo di questo piano. 

Poniamo che il piano luogo dei punti medi nella nostra superficie di 
BONNET-APPELL sia il piano x, = O. Indicando con r , ,  Y, i raggi ridotti di 
curvatura e ponendo : 

r i  = tang w,', r, - tang lu,, 

la nostïa superficie sarà caratterizzata dalla relazione : 

W ,  + W E  W I  + ~n 
Xo COS 2 

- E 0  sen 
2 

=O, 

ovvero : 
tu1 + WP- a tang - - - . 

2 B 
Se ne ricava : 

ovvero : 
l 

B r ,  r ,  (8'-  uz)(r ,  + r t )  - a p  = 0. 

Questa equazione pub porsi sot,to la forma (13) 5 3,  dando alla funzione y 
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il ralore : 

Ora, calcolando dalla (15) $ 3 l'elemento lineare della classe di siiper- 
ficie applicabili derivate secondo il metodo di WEIN~ARTEN, troviamo : 

e ponendo : 
cos 0 

a = -  
sen 0 

9 p = - ,  
P ? 

abbiamo anche : 
d s' = d ,n2 1) d Be. 

Questa forma dell'elemento lineare appartiene alle evolute delle superficie 
a curvatura costarite positiva e perb vediamo che : La ricerca delle super- 
ficie di BONNET-APPELL ne110 spaxio ,ellittic0 equivale a quella delle superficie 
a curva lura  costante positiva dello spaxio euciideo. Risultati analoghi po- 
tremmo dedurre per le superficie di APPELL e di BONNET ne110 spazio iperbolico. 

superficie dello spazio iperbolico per le 1 1  
quali - + - = 2 

YI re 

Volgiamoci ora alla principale applicazione che abbiamo in vista, con- 
siderando quelle superficie del10 spazio iperbolico a curvatura K= - 1, per 
le quali la  somma dei raggi principali di curvatura ridotti o delle loro in- 
verse è eguale a 2. 

Secondo le formole fondamcntali (8), (9) del S 1, esiste una superficie 
dello spazio iperbolico! il cui elemento lineare, riferito alle linee di curva- 
tura u , u ,  è dato da  : 

d se = eZe (d  u2 + d v2), 

e le curvature princjpali da : 
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purchè 9 soddisfi alla equazione (9) di Gauss, clle qui assume Ia forma : 

Di questa equazione (di LIOUVILLE) si conosce l'integrale generale e ad 
ogni sua soluzione corrisponde diinque una  superficie dello spazio iperbolico 
colla curvatura media costnnte : 

Similmente, se facciarrio : 

d sS = 4 (senh? 6 d u? + cosh? 0 d v g ) ,  

ri = 1 + eee, r ,  = 1 - e20, 

sono soddisfatte le equazioni (8) di CODAZZI, e 

Ad ogni soluzione di questa equazione, d i  
nerale (*), corrisponderà una superficie dello spazio iperbolico per la quale 

quella (9) di Gauss diventa: 

(30) 

cui è pur noto l'integrale ge- 

ed inversamente. Cosi se applichiamo il metodo generale del 5 1 che serve 
per risalire dalle due forme fondamentali date alla corrispondente superficie, 
il problema di determinare nello spazio iperbolico le nostre superficie : 

appare ridotto alla integrazione, che sappiamo effettuare, delle (28), (30) e 
a quella successiva del corrispondente sistema di  equazioni differenziali (6), (7). 

(*) L'integrazioile coiuyleta delle (a), (30) pub presentarsi sotto un aspetto geoilir- 
trico ben semplice. E infatti la  forma diflërenziale quadratica: 

s-28 (cl ttr 4 d vz), 

se 0 soddisfa Irl (28), lm la curvatura h = 1 e l'altra: 

eZe (d u2 + d v", 

quando 0 sia una soluzione della @O), ha la  c u i ~ a t u r a  R = - 1. La integrazione delle 
(B), (30) equivale quindi alla ricerca dei sistemi isotermi sulla sfera O sulla pseudosfera, 
problema di ben nota risoluzione. 
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applicando a queste superficie il metodo di WEINGARTEN, potremo 
pia in là la ricerca ed ottenere in termitzi finiti tutte le su- 
due classi. 

Applicazione del metodo d i  WEIBGARTEB alle superficie 
del paragrafo precedente. 

Le superficie del10 spazio iperbolico per le quali : 

soddisfano all'equazione fondamentale (13) $ 3, ove si faccia : 

y = a B - a ' ;  
similmente le altre : 

ri $. r 2  = 2, 
assumendo invece : 

y =  o:p-p.  

Ora se applichiamo il metodo di WEINUARTEN (5  3) per dedurne due classi 
complete di siiperficie applicahili del10 spazio ordinario, troviamo ne1 primo 
cas0 : 

d S' = [(2 a - P)' - 31 d a 2 + 2  [uP-2 (u2 - l ) ]  d 4 3 + ( a 2 - l ) d p P ,  (32) 
e ne1 secondo : 

Possiamo ridurre qiiesti due elementi lineari a forme ben note mediantc 
le sostituzioni seguenti. Pongasi nella (32) : 

v=Iog(ct-P), 2 ~ = 2 a ~ - 2 c c B - Z l o g ( c r - ~ ) -  1, (33) 

e si otterrà la forma equivalente : 

d s2 = d u" (2 u + 2 v - eZv) d v2. (34 i 

Nella (32*) poiigasi invece : 
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e si otterrà : 
d s; -= d uZ + a + 2 v + e ? v )  d v?. (34*) 

Ora la ultime ricerche di WEINGARTEN (corne si vedrà riportato ne1 pa- 
ragrafo seguente) dSnno il modo di trovare i?z ternz i~t i  finiti tutte le ordinarie 
superficie di elemento lineare (34) O (34") e da queste potremo ottenere con 
sole derivazioni, ne1 modo che andiamo ad indicare, le superficie del10 spazii, 
iperbolico : 

Suppongasi per cib d i  avere una individuata superficie 2 della classe (34), 
per la quale adunque si abbia: 

d 9: $ d y: + d y; = d u2 + (2 zr f 2 v - eZV) d v?. (35) 
Se teniamo conto delle formole del 3 3 e delle attuali formole di trasfor- 

mazione (33) pel passaggio delle coordinate a, f i  alle u,  v trovinino che la 
corrispondente superficie S a curvatura media- costante = 2 è definita. dd ie  
formole : 

Del tutto similmente, avendosi uria superficie 2 d'elemento lineare : 
d y :  + dyi  + dy?,= dzcg + (2 u + 2 v + eZv)d vz, (35*) 

definiremo la corrispondente superficie S del10 spazio iperbolico con r ,  + Y, = 2 
mediante le forniole : 
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È ben facile proeedere ora ad 
particolare, ~upposto che 2 sia una 

una verifica delle forinole precedenti. In 
superficie d'elemento lineare (35), verifi- . - -  

chiamo che la superficie S del10 spazio iperbolico definita dalle (36), avrà la 
ciirvatura media : 

1 1  -+;=2. 
TI 

E invero avendosi: 

cib che dimostra intanto che 'per la detta superficie S le (37) dànno effetti- 
vamente le coordinate del piano tangente. Se osserviamo poi ohe spostandoci 
lungo una linea di curvatura della S dobbiamo avere: 

indicando con Y il raggio principale ridotto di curvaturn, dalle tre ultime 
moltiplicate ordinatamente per i coseni di direzione: 

Yi, Y,, Y,, 

della normale alla 8 e sommate deduciamo: 

dove D, D', D" indicano i coefficienti della seconda forma fondamentale della 
superficie 2;.  L a  prima delle (38) ci dà poi : 

d u  +(+ -- u - v  d v = r  I d u +  (i - - u - u - e t v ) d v i .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



di  geometrita laon euclidea 119 

Eliminando fra questa e la precedente i differenziali d u ,  d v ,  otteniamo 
l'equazione di 2.' grado in r :  

le cui radici r., , r ,  sono i raggi principdi di curvatiira di S e fra queste ra- 
dici ha luogo appunto la relazione: 

In modo del tutto simile si possono eseguire le verifiche relative alle formnle 
(35*), (36*), (37"). 

L e  superficie d'elemento l ineare d s2 = d u2 + (2 u + 2 v T emj d vq.  

Per raccogliere nella presente Menioria tutte le formole necessarie alla 
determinazione delle superficie dello spazio iperbolico con: 

resta che ricordiamo corne si trovano, secondo WEINGARTEN, tutte le superficie 
d'elemento lineare (34) o (34") (*). 

Ne1 metodo di WEINBARTEN, conoscendo le superficie che soddisfano l'equa- 
zione fondamentale ( A ) :  

(") of. DARBOUS, Leçons, tom. IV, yag. %fi. 

AnnaEi di Matematica, Serie III, tom0 II. 
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si deducono le superficie d'elemento lineare: 

Faociamo nella ( A )  : 

essendo 4 una funzione della sola p. L'elernento lineare della superficie de- 
rivata, poneiido : 

" 4' (PI, u = 4 - - -  2 

diventa : 
d se = d ue + [2 u + 2 4' ( p ) ]  d p?, 

rnentre la ( A )  assume la forma: 

ri + Y 2  = 2 p + +'' (p) .  
Ora se prendiamo: 

1 
+' (14 = p  r eV, 

la (40) diventa: 
1-1 + y z  = 2 p $- 1 eV, 

e I'elemento lineare delle superficie derivate assunie la forma: 

che è precisainente quella delh classe di superficie da  noi ricercata. Resta 
dunque che vediamo come si determinano tutte le superficie della classe ( 4 ~ " ) .  
Adoperando qui le coordinate tangenziali (*) e ricordsndo che p denota la 
distanza dell'origine da1 piano tangente, vediamo che l'equazione (40") da in- 
tegrarsi equivale alla seguente : 

A, W =  1 7 ee?W, (41) 

il parametro differenziale secondo della funzione incognita W essendo cal- 
calato rispetto slllélernento lineare della sfera rappresentativa di Gauss. As- 
sumiamo su questa sfera a linee coordinate i meridiani ed i paralleli, ridotti 
ai parametri isometrici zc, v col porre: 

COS O sen v X=- 3 Y=- 9 Z =  tang h u ,  
cosh u cosh u 

(*) Cfr. Leaioni, 11.O 72, pag. 137, foririola (37) 
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sicché : 

l ( d u ' + d u 2 ) ,  d s ' ~ = d X ~ + d Y f + d Z 2 = -  
cash" 

e la (41) diventerb: 

Poniamo ora:  
W = log cos h u + 8,  

e per la nuova funzione incognita 0 avremo precisamente l'eyuazione di 
LIOUVILLE : 

Da ogni soluzione di questa equazione deduciamo, secondo le formole 
in coordinate tangenziali, con sole derivazioni, le corrispondenti superficie 
d'elemento lineare : 

d s2 = d ue $. (2 zc + 2 v e 2 9  d vg, 

indi colle (36), (36*) del 3 9 le superficie del10 spazio iperbolico che soddi- 
sfano le equazioni: 

1 1  
- + ~ = 2 ,  'ri O r ,  + vz = 2. 

Cod vediamo nuovamente (cf. S 8) che la determinazione di  queste su- 
perficie dipende dalla equazione (43) di LIOU~ILLE; ma questa volta il risul- 
tato viene completato ne1 senso che colla integrazione della (43) otteniamo 
altresi in termini finiti le superficie richieste. 

Rappresentazione sferica di Gauss nello spazio iperbolico. 

Per  stabilire la proprietà caratteristica delle superficie a curvatura media: 

del10 spazio iperbolico, corne l'abbiamo enunciata nella prefazione, conviene 
prima cbe diciamo brevemente delle proprieth generali della rappresentazione 
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sferica di Gauss in gèometria non-euclidea. Ricordiaino per cib che ad una 
retta arbitraria dello spazio iperbolico partono da ogni punto due distinte pa- 
rallele. Ora, presa una superficie qualsiasi S ed un punto fisso O dello spazio, 
conduciamo per O i due raggi paralleli ad ogni singola normale di S ed in- 
tersechiamo questo doppio sisterna di raggi con una sfera - di contro 0. 
Otteniamo cosi due rappresentazioni di S sulle sfera 2,  che sono da conside- 
rarsi come le arialoghe della rappresentazione sferica di Gauss nello spazio 
euclideo. Una qualuiique di queste the  rappresentazioni sferiche gode, come 
ora ,vedrcmo, della proprietà fondamentale della rappresentazione di Gauss e 
cioè: 11 s is tema ortogonale delle linee di c u r v a f w a  d i  S lm nel l ' iomagi?ze  
sfwira u n a  i.uppresentuzio'~ze ortogotzale. 

I n  generale è questo il solo sistema ortogonale di S che si conserva or- 
togonale nella rappresentazione, a meno che la rappresentazione riesca con- 
forme: 62'O accade soltanto per le s f e ~ e  e pev le supevjîcie a cu~vatzwa tnedk  
costunte : 

Queste ultime superficie vengono cosi caratterimate dalla proprietà enuii- 
ciatü, nella prefazione e si ravvicjnano per ta1 modo alle superficie minime 
dello spazio euclideo. 
. Per  dimostrare le asserzioni superiori, comiiiciamo da1 ricordare che una 

retta nello spazio iperbolico viene fissata, in coordinate d i  WEIERSTRASS, dando 
le coordinate: 

xo, X i )  $2, x3, 

di un suo punto e le coordinate: 

del piano normale alla retta ne1 punto (xi); le x, 5 sono poi legate d d e  tre 
relazioni : 

Prendiamo per punto fisso dello spazio, da1 quale vogliamo coiidurre le 
- - -  

due parallele alla retta il punto O ~ ( 1 ,  O, O, O )  e indicando con c, .<,, &, t ,  
le coordinate del piano per O normale all'una O all'altra delle due parallele 
condotte per O alla detta- retta ( x i ,  5i)  troveremo mediante considerazioni 
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di geometria non puclidea. 

elementari (*) : 

I'una delle due parallele corrisponderido ai segni superiori, l'altra agli irifei.iori. 
Per fissare le idee scegliamo i segni superiori e poniamo: 

Riferiaino la superficie S d i  cui vogliamo studiare la ~appresentazione 
sferica alle sue linee di cuïvatura (u, v) talchè, indicando con Xi le coordinate 
di un punto di S, con ii quelle del piano tangente, avremo: 

(*) P e r  stabilire le-formole del testo si cominci dall'osservare che se s i  hanno due 
punti 

e s i  considera l a  loro congiungente, le  coordinate 5 del piano normale ne1 punto (cc') a, 
( p e s t a  congiungente sono date da : - 

- Wi = d' i .  S (d A) --- 
\ I L S ( ~ ' ~ ) ~ " ~  v ( s d ~ ) e - l '  (4 

dove si e posto : - - 
S(X'Z) =X',,X~- Ym'i.~~. 

i 

O r a  sulla ret ta  (L, 5) prendiamo un punto (z) alla distaiiza zo da  (a); üvremo : 

e p e r  l a  congiungente di due punti (n;') (G) varranno le  formole (a). Facciamo o r a  cre- 
scere w all'infinito positivo o negativo osservando che :  

e le forinole (K) diventano : 
- 
:i = xi f i ,  - 3'; ' s ( X x ) f  ses) 

che p e r  m',, = 1, x', = x'- = x', = O dànno le formole del testo. 
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Dalle (44), (45) deduciamo derivando: 

. , ûxi 2 20 
(20 j- C O I  - - (xi + Si) -- 

au au  - -  
a u  ( ~ a  -+ E o ! 2  

e quindi ponendo: 

d s ? = d ~ + d ~ + d ~ ,  
troveremo (*) : 

Ora d s: non differisce che per uii fattore costante da1 quadrato dell'els- 
mento lineare della sfera rappresentativa, sulla quale adunque le immagini u, c 
delle linee d i  curvatura di S costituiscono, corne si era asserito, un sistema 

altro sistemn ortogonale di S s i  conserva. ortogonale nella 
meno che non si abbja rappresentazione co~iforme, i l  che 

ortogonale. Nessun 
rappresen tazio~ie a 
accade quando : 

Sarà dunque O r ,  = Y,, ne1 qua1 cas0 S è una sfera, ovvero: 

cib che dimostra tutte le nostre asserzioni. 

(") Si tengano presenti le relazioni : 

("8) Il segno negativo della curvatura media dipende da1 segno attrihuito alle 5 nelle (4 i ) .  
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Per coinpletare queste osservazioni diciamo aricora che in geometria non 
euclidea possiamo eseguiïe la rappresentazione di Gsuss in altri due modi 
corrispondent,i al caso in cui il yunto fisso O dello spazio, nnzichè reale e a 
distanza finita, sia reale all'infinito O in fine ideale ed intercettando i sistemi 
di raggi paralleli alle normali della superficie S con una superficie ortogo- 
nale ai raggi. Se il centro 0 è all'infinito, le superficie normali ai raggi 
sono orisfere; quando invece O è ideale fra le superficie normali ni raggi 
\ T i  ha. un piano (non euclideo) su1 quale l a  S viene rappresentata. colla legge 
di parallelismo (non euclideo) delle normali nei punti corrispondenti. L e  pro- 
p i e t à  delle rappresentazioni ora nccennate sono affatto analoghe alle supe- 
riori e possono anzi dedursi da questo adoperando la consueta rappresenta- 
zione conforme. 

L e  nuove superficie a linee di curvatura isoterme. 

1 risultati ultimamente conseguiti possono facilmente trasportarsi in geo- 
metria ordinaria. Serviamoci per cib di qiiella rappresentazione conforme su1 
semi-spazio z >  0, nella quale l'elemento lineare del10 spazio iperbolico è 
dato da: 

d x z $  d y e + d z g  ds' = -- - 
22 

e consideriaino le superficie iminagini di quelle a curvatura media = 2. Ri- 
teriendo per la immagine, che pensiamo rappresentata dall'equazione : 

X = B (2, y), 

le ordinarie notazioni di MONGE, la. curvatura media della superficie o b i e t t h  
nello spazio iperbolico è dato da:  

Ne segue che le superficie dello spazio ordinariodomandato sono gli in- 
tegrali delle equazioni a derivate parziali : 
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126 Bia.nc h i :  Alcz6tze ricerche d i  geometrirc non eziclidea. 

1 risultati ottenuti permettono d'ititegrare completamente questa equazione 
riducendola all'equazione di LIOUVILLE : 

Tutte queste superficie (46 1 posseggono linee di curvatura isoterine e 
costituiscono una n.uova clusse d i  superficie isotermiche. 

Possiamo in fine caratterizzare le superficie (46) mediante una proprieth 
geometrica che traduce, nello spazio ordinario, la proprietà di rappresenta- 
zione sferica di cui godono le obiettive ( 5  I l )  e cib precisamente ne1 caso 
i n  cui il centro della sfera rappresentativa trovasi all'infinito. Ad una tale 
superficie S integrale della (46) conduciamo in ogni punto M il circolo nor- 
niale alla S ed al piano z = 0 e consideriamo i due punti A ,  A' in cui questo 
circolo sega il piano. Otteniamo cosi su1 piano z = 0 due rappresentazioiii 
di S, riguardando coine punti corrispondenti M,  A ovvero M, A' .  Per  le 
nostre superficie S e per queste soltanto (oltre le sfere) una delle due rap- 
preseiitazioni rjesce conforme. 
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Intorno alla composizione (*) 
dei punti generici delle linee singolari 

d e l l e  superficie a lgebr i che .  

Appendice alla Memoria: 

Sulla riduzione delle singolarita puntuali delle superficie algebriche 
dello spazio ordinario per trasformazioni quadratiche. 

(di BEPPO LEVI, a Torino.) 

N e l l a  Mernoria pubblicata ne1 tom0 XXVI (Serie II) di questi Annali, 
portante il titolo riprodotto nell'intestazione della presente appendice, ho ri- 
cercato quando e in qua1 senso si possa dire che, c'on una successione di tra- 
sformazioni quadratiche (Cremoniane) dello spazio, si ottiene la riduzione della 
singolarità di un dato punto di una superficie algebrica. 

Detto A questo punto singolare (s-plo); A, un suo trasformato di ugual 
multiplicitA per una trasformazione quadratica avente in  A il punto fonda- 
mentale isolato, e del resto generica (O, come dicevo allora e come dirb an- 
cora, applicata a d  ,4); A,  un punto analogo trasformato di A, e cos? via; 
ho enunciato che il tzunzero dei punti s-pli A, A2 . . . pua crescere oltre ogni 
limite quando si scelgono questi punti in modo che, consideratone ttno ad ar- 
bitrio, appartenente ad una lineu s-plu, (prodotta O non dalle trasformazioni) 

(") Non credo necessario richiamare qui le definizioni della, composizione di un punto, 
dei punti successivi, ecc. Si vegga percib e per citazioni in proposito la Memoriû, a cui 
q ~ e s t a  fa seguito, oppure la Memoria del prof. SEGRE : Su2h scoazposizio~ze dei punti s h -  
golnvi delle superficie algebnkhe. (Questi Annnli (2) XXV-1890.) 

Annali d i  Matematien, Serie I I I ,  tom0 II. 17 
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123 L e v i :  Intotwo alla conzposixione dei  p u n t i  generici 

o.precedentc! (immediatainente O non) ufza O pi& ta l i  lirzee, ?le esistorlo sernpre 
due O pi% successivi ad esso (e necessar.iamente consecfrtivi fisa loro) che ap- 
partengono ad u n a  stessa d i  queste litzee s-PIP. H o  promesso allora la dimo- 
strazione di questa proposizione in una u Meinoria seconda 1 ;  a sostitiiire 
la quale pubblico ora la presente u rippendice s in cui completerb cocli la Me- 
moria precedente ed in cui aggiungerb alcune osservazioni alla medesima. 

1. Il fatto che si tratta di dimostrare non è clie un caso pnrticolare 
di una proprieth'delle linee singolari delle superficie algebriclie clalla quale 
s'intitola il presente scritto. 

La singolarità d i  u n a  linea d i  una  superficie è deterntinata, 1ze71'into~~zo 
di tira suo pzlnto yenerico, d a  quella del p u n f o  ? n e d e s h o  sopra ztnn sexione 
piana generica della superficie, ye?. esso. 

L a  proposizione è evidente ove si osservi che l'intorno di un punto ge- 
nerico di una linea singolare di una superficie algebrjca (e quindi la singo- 
larità del punto medesimo) è completamente rappresentato dalle serie (a coeffi- 
cienti variabili) che rappresentano i rami della sezione piana generica per un 
yunto variabile su1 ramo della linea singolare che ha  per origine il punto 
considerato. (Cfr. HALPHEN, Szw les l ignes sirzgulières des surfaces algé- 
briques. Annali di Matematica (2) 9 1878.) D'altra parte le serie che rnp- 
presentano i rami di una ciirva piann uscenti da un punto sono inters.- 
mente determinate, almeno fino ad un certo termine, dalla composizione del 
punto stesso [intendendo corne composizione non solo I'insieme dei caratteri 
dei punti successivi a'quello ( O  sntell i t i  di esso) sulla curva, ma ancora i l  
loro nzoclo di successione, e avendo riguardo anche ai punti satelliti di mul- 
tiplicità 11; e i l  riumero dei termini di quelle serie che cod si conoscono 
cresce con quello de'punti successivi che si considerano nelln definizione di 
detta composizione. L a  s i n g o l w i t à  d i  u n n  lzizeu d i  ilna superficie i n  un szm 
pzinto g e n e r i c ~ ,  e con essa l a  cotn,posixione d i  zcn ta1 punto per la  superficie, 
è adz~n.que nota ove lo sia la composixione del punto pet. unn sexione genericu 
della superficie per i l  punto . , medesimo. Nasce cosi la domanda: quali saranno 
i caratteri successivi ad un clato punto della linea secondo un dato i t inerario? 
Ciob quando del detto punto si consideri un determinato (ma arbitrario) suc- 
cessivo, di questo un successivo ancora detern-iiiiato (ma arbitrario), e cos1 via. 
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delle l i w e  siuyoluri delle superficie algebriche. 129 

Ho dimostrato nella mia precedente Memoria (ne0 13) che se zcfz punto A 
è s-2310 per m a  supel-ficie 3' e el pzrnto A sono szmessiui szdla sezio~ze piicna 
getzerica d i  F (passnnte per A) v pzlnti s-pli, ogni successione generica d i  
pztnti d i  F ,  i l  cui prfino punto sia A ,  cotztiene precisamente Y l)unti S-pl i ;  
e da1 ragionamento là  fatto risulta che, se A è generico sopra un8  linea R-pl& 
di Y, la suddetta successione è geiierica in questo senso sempre quaiido due 
suoi punti consecutivi non appartengono a questa linea O a una linea s-pln 
successiva. È assai probabilc che la proposizione ai esteiida non solo a i  
primi u punti s-pli consecutivi, ma anche ai punti successivi di minor inul- 
tiplicità. Na cib c h  io voglio provare qui è che precisamente quegli itzize- 
t.ar*i che segtcotzo con due O Piir purtti una  stessa Zinen s-pla (effeltivu della 
superficie O prodottu dalle trasfort,zaxiong sono eccezionali, avetzdo carutteri d i  
composixione diversi da quelli degti i t inevari generici. Io non tratterb perb il 
problema generale (certamente non privo d'interesse) di determinare i carat- 
teri relativi a questi itinerari eccezionali in funzione di quelli relativi agli 
i tinerari generici. 

2. Il caso più semplice di linea multipla che si possa immaginare è 
quel10 della iritersezione di due superficie @ e Y, linea doppia per la super- 
ficie F E . @  Y. S i a  a questa linea e @, Y abbiano, lungo essa, contatto d'or- 
dine v - 1 (Y) 1); a sarà Y-pla per I'intersezione di cl), y; e la  sezione pian8 
generica f di F avrh, ne1 suo punto A .giacente in a ,  Y caratteri successivi 2 
seguiti da due c,aratteri 1 (non successivi fra loro). Essendo A generico su a 
non passeranno per esso altre parti dell'intersezione di a, ?II e la multiplicith 
d'intersezione di queste superficie in esso sarà Y. Si effettui una trasforma- 
zione quadratica applicata in A ; sia a' la retta trasformata di A sulla F; 
indicherb qui e ne1 seguito le superficie e le linee trasformate di superficie e di 
linee (rispottivamente) col10 stesso simholo che le superficie e le linee primitive. 

L a  moltiplicith di a' nell'intersezioiie di @, '1' B v - 1 (171. (*) 5 3); sia 
A' il punto comune ad a e a'; la moltiplicita d'intersezione di 4, 'Y in A' 
è 2 Y - 1 (M. n.' Ti). A', doppio per F, ha adunque su una sezione piana 
generica f' di F (**) psr esso 2 v -  1 caratteri successivi 2 e quindi due ca- 
ratteri l (non successivi fra loro). 

Nello stesso modo si vede che, se si applica ad A' una nuova trasfor- 
mazione quadratica, ed a" è la linea trasformata di A', A ' il punto comune 

(*) Indiche~ii  con M. l a  nominata Memoria di cui e appendice il presente scritto. 
(""1 Cioé dellg trasformata di F p e r  la trasformaaione applicata ad  P. 
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130 1, e v i :  Iti torno allu composixione dei p u d i  ge~ierici 

ad a e a", f" una sezione piana generica di F per A"; A" ha su f" 3 v - 2 
caratteri successivi 2 e quindi due caratteri 1 non successivi fra loro. E cosi 
via. In altri termini si puà dire che la sexione fatta i# E' da umt superficie 
clle abbia in ,4 pzcnto semplice, vi abbia con a contatto d'ordine 1 e sia del 
resta generica, ka itz A (1 + 1) Y caratteri successivi 2 0 quindi due carat- 
t e r i  1 ?ton successivi fra loro. 

3. Metodo analogo si pub tenere nello studio di linee di singolarità più 
complessa. Rioorderb anzitutto clie, se le trasformazioni quadratiche che si 
usano sono a conica -fondamentale degenere e si considera una polare del punto 
doppio P di questa conica rispetto alla F, la trasforinata di questa polare è la 
polare del10 stesso ordine del punto doppio della conica fondamentale ne1 se- 
condo spazia rispetto alla trasformata di F, - purchè la retta A V ( A  essendu 
seinpre il punto fondamentale della trasformazione) non sia generatrice del 
cono tangente a F in A di inultiplicità maggiore della differenza fra la mul- 
tiplicità di A e l'ordine della polare (M. n.' 8). Che inoltre, quando questa 
coiidizione è soddisfatta, la moltiplicità di A per la polare B quella differenza 
ed è maggiore in caso contrario. Infine che se di un punto di una retta (O di 
un piano) si considerano tutte le possibili polari rispetto a un sistema di punti, 
non tutti coincidenti, della retta (O al sistema dei raggi che li. proisttano da 
un punto del piano), uno s t e m  punto della retta (O una stessa retta del fa- 
scia) non pub appartenere a, tutte queste polari e al gruppo considerato; co- 
sicché se tutte quelle palari hanno un elemento comune ad esse e al gruppo 
considerato, questo si compone solo di tale elemento, contato un conveniente 
numero di volte : in particolare avviene questo se 1% prima polare è costituita da 
un solo elemento multiplo cadente in un elemento del gruppo primitivo. 

Corne già nellrt precedente Memoria applicherb trasformazioni quadraticlie 
a canica fondamentale degenere, e tali che, per due trasformazioni immedia- 
tamente successive fra loro, il punto doppio della conica fondamentale ne1 
primo spazio, per la seconda trasformazione della coppia, cada ne1 punto doppio 
della conica fondamentale ne1 secondo spazio, per la trasforfnazione precedente. 

Dirb semplicemente caratteri di ema superficie ii.12 u n  suo punto i carat- 
teri in questo punto della sezione piana generica per esso. 

4. Lo studio delle linee singolari di eui qui si discorre si pub distin- 
guere in due casi a seconda che per la l ima considerata passa una soja faIda 
della superficie ovvero passano più falde. Ne1 secondo caso si deve osservare 
che ogni falda è rappresentata da determinati sviluppi delle coordinate in 
serie di due paranietri (cfr. HALPHEN, 1. c.) per mado che la superficie pub 
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considerarsi, nelle vicinanze della Iinea (e del punto generico di essa con- 
siderato), come la riunione di più superficie distinte, a ciascuna delle' quali 
appai-tenga una di quelle falde. Ciascuna falda, considerata in sè, si compor- 
tera quindi come se fosse isolata e l'analisi di questo secondo caso si ridurrà 
quindi a studiare le relazioni mutue delle diverse falde. 

Da questa considerazinne si deduce in particolare che i risultati ottenuti 
ne1 n.' 2 pcr la linea doppia della F= cD 41, linea d'intersezione di  (P e Y, 
valgono in generale per le linee doppie origini di due falde distinte. 

5. L a  linea a di F sia ora doppia, origine di una sola falda ed abbia 
successivi Y caratteri 2 e un0 1 (a- sia cioè cuspidale). Sia F,  la prima po- 
lare di un punto generico V del10 spazio (che si assume come punto doppio 
della conica fondamentale della prima trasformazione), rispetto ad F : per 
quant0 si è ricordato al n.' 3, F, avrà, in un punto A generico di a, Y + 1. 
caratteri 1 appartenenti ad A e a u punti successivi ad A sugli itinerari 
generici tracciati su F aventi l'origine in A ;  e successivamente a questi 
punti Fi non ha altïi punti appartenenti a tali itinerari. 

L a  multiplicità d'intersezione di F e F, in .4 è 2 v + 1. Se si conside- 
rano Z punti successivi ad A su a :  A! ,. .., A l ,  la multiplicità d'intersezionc 
di F e F, in Al sarà 2 (1 $ 1) Y - ( 1  + 1) $- 2 (cfr. i ragionamenti del n." 2) .  
Il numero dei punti doppi di F (ci& di quella sua trasformata in cui A l  é 
punto effettivo) su una sezione piana generica per Al è dunque: 

Ma quel numero è intero e non pub essere minore di un'unith da questo suo 
limite superiore (perché, successivamente a una scrie di punti doypi di P', 
F e Fi non possono avere comnne pih di un punto semplice per entrambe); 

' + ' + cbe i? intero, il numer0 dunque, detto A, quel10 dei due nuineri - - 
2 2 

cercato è : 
(1+ l ) Y - a 2 +  1 ;  

e, sulla sezione generica di F per A l ,  successivamente a questi punti doypi 
si hanno due punti semplici (non successivi fra l-oro) O uno solo a seconda 
che 1 è clispari O pari, poichè nei due casi rispettivamente F, non lia od ha 
un punto successive ai sunnutnerati comme con F. 

I risultati ottenuti si possono esprimere nltrimenti : 
La czcrva i~ztersexione d i  F con ulza superficie cke  p a s s i  sernp1icenze)tte 

per A avenclovi cor& a un contatto cl'ordine 1 e peE resto getzerica, possiede 
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( 1  -k 1 )  (Y + 1.) - Àe punti doppi successivi, i l  pvi~no de' qttali  è A ; e passu 
per A col, due O UÎZ S U E  rarno (A vi B ci& nodo O euspicle) a seconda clie 1 
t? f ispari O pavi. , 

Con procedimento analogo si pot,rebbe giungere ai risultati del ne0 2 per 
il caso della curva a ilodale. 

6. Esaminiamo ancora le falde d'ordine 3 : 
1.' 3' abbia ne1 punto A generico di a v caratteri successivi 3, quindi 

un carnttere 2 e successive (necessariamente) un carattere 1. Sin ancora E', 
la prima polare'di V rispetto ad  F ;  FI avrà in A u + 1 caratteri 2 appar- 
tenenti agli stessi Y + 1 punti di F di caratteri 3, ..., 3, 2; successivamente F 
e F, non hanno punti comuni. La multiplicità d'intersezione di F, F,  in A 
2: 6 u + 4;  quindi quella in Al (avendo Al  Io stesso significato che or ora) sarà 

I + L  G (1 + 1) Y - 2 ( 1  $- 1) + 6. F e F,  hanno quindi 5 (2  + 1) Y - - + 1 punti 
3 
ZtI comuni sopra una sezione piana geiierica passanteper -41 e 5 (1 $- 1) Y - - + 1 

3 
fra questi sono tripli per F; e F,  ha su ta1 sezione 5 (1 + 1) v + 1 punti doppi 
successivi. Uegli x yunti successivi comuni a F e E: su detta sezione il numero 
niinimo fra x e (1 + 1) Y + 1 è quindi di punti tutti successivi l'un0 all'altro, e non 
esistoiio sulla detta sezione piana di F altri punti di ugual posto di successione 
(peï un'osservazione îatta al 11." 3). Tutti meno 1 sono quindi necessariamente 

l + l  tripli per F. Ma il limite superiore (1 4- 1) Y - - 3 + 1 già assegnato per 
il nuinero di questi puiiti tripli è < (1 $- 1) Y $- 1, e d'altra parte non pub 
differire per un'unità da1 numero cercato: quindi, detto l.,, i l  minimo intero 

I- - + * 9 il numero dei punti tripli successivi di F sopra una sezione gene- 
3 

e successivameiite a questi punti si han110 su ta1 sezione 3 punti semplici non 
successivi fsa loro, O un punto semplice, O un punto doppio a cui succede un 
punto semplice ("1, a seconda che 3 A,, - 1 - 1 - 0, 1 O 2. 

(*) Che al puiito doppio succeda un sol punto seinplice è coiisegiieiiza irninediata del 
fatto che quel punto doppio e pure tale per Ii;. Basta applicare, p. e., il teorema delle 
polari miste. 
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Sé cioè s i  considera la' sezione d i  F con una superficie passante sempli- 
cemente per A ed avente in '4 contatto 1-plo con a ,  e del resto generica, 
il p n t o  .4 h a  per la cztrvlr intersezione (1  + 1) (v + 1) - Ah,, carat ter i  3 ed è 
oriyivie d i  i re  runzi della c u w a  O d i  u n o  solo a seconda che 1 + 1 è O non  
divisibile per 3; ne1 primo caso i carat ter i  del la  curva successivi a i  p ~ e d e t t i  
sono tutti 1, nel' s e r o d o  sono t u t t i  1 ovvero un0 d i  ess i  è 2 a seco,rdu che 
è clivisibile per 3 1 $ 2 O 1. 

2." Ai v caratteri 3 di B in A succeda un carattere 1: nei punti cor- 
rispondenti F,  avrà v caratteri 2 e quindi un carnttere 1 O 2. Con un ragio- 
namento analogo al precedente si vede che, indicato con A,, il minimo in- 

' + ' i l  puiito A ?in, pev la  arrvu  interseiione d i  F con m a  su- ter0 ? 2 - 
3 - 

pei$cie passante sentplicemente per A avendovi corztatto d'orclirze 1 con a e 
del res to  generica,  (1 + 1) (U + 1) - ÀA,, corn t t e r i  3 ed è origine d i  3 rami 
O d i  uno solo a seconde che 1 $- 1 è O non divisibile pev 3; ?tel p ~ i ~ n o  caso 
i carat ter i  sziccessivi a i  ps-edetti sono tîctti 1, ?tel secondo sono t u t t i  1 ovuero 
wzo d i  essi  è 2 a secmda  clte è divisibile per 3 1 o E + 2. 

7. Dai risultati precedenti si prevede facilmente che, ne1 caso generale, 
trattandosi di una falda s cosi costituita chc siano s i primi suoi u caratteri ed 
s' (<s) il carnttere successivo a questi, si dorrà considerare il numero À,,,-,a 

S - sr minimo intero %- (1  + 1 ) ;  e che precisaniente, se si eonsidera l'interse- 
3 

zione di F con una superficie passante sempliceinente per A ed avente in A 
contatto 2-uplo con a,  e del resto generica, i l  punto -4 ha  per la curva in- 
tersexiotae (1 + 1) ((Y + 1) - carat ter i  successivi s. Di fatto la proposi- 
zione si dimostra vera facilmente per induzione completa. 

Si deve percib premettere l'osservazione seguente. Due falde (p e ab- 
biano la stessa linea origine a e ne1 punto A ,  generico di a ,  nbbiano ri- 
spettivamente v caratteri s e successivamente un carattere s' < s ,  e v carat- 
teri 5 e successivamente un carattere G' 6 5 ;  e i u + 1 punti successivi delle 
sezioni piane generiche per A di e rl, che hanno rispettivamente queste mul-  
tiplicità siano gli stessi per le due sezioni piane. Sia inoltre, per fissare le idec, 
S' G' - -, - . L a  multiplicith d'intersezione in A di (p e + sarh 2 u s G + sr 5 (*i. 
S G 

y) L a  dimostraaione di questo fatto si riciilce ad  un semplicissimo calcolo. Io rimando 
per  esso alla Memoria del sig. NOETFIER: Les combinaiso~zs caraci&islipces dans Zn it-alz- 

sfornzrction (l'un point singulier. (Rend. Palermo IV 1890 (p. 105)) poiché la  proposizionc 
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Collo stesso ragionnmento fatto a l  nn:" 2 si ha quindi corne multiplicità d'in- 
tersezione di y ,  rl/ in Al ( A l  avendo sempre 10 stesso significato, corne nei 
n .i prec.): ' 

2 ( 1 +  l ) u s o - ( l + 1 ) ( s o - s ' O ) + s . .  

1.e seziorii piane generiche di p, 4 per Al debbono quindi avere comune unit 
siiccessione di punti (il primo dei quali sia AI)  tale che, dette si ,  oi le mnl- 
tiplicità di uno qualunque di essi su y,  +, sia: 

Ora s i r  s, o; r o; dunque il numero dei punti della successione é 

cioè 

Si supponga ora per y, $ verificata la proposizione induttiva suenuiiciata; soprn 
le sezioni piane generiche di y ,  4 per AI i primi (1 $- 1) v - + 1 (*) 
punti, O, rispettivamente, i primi (1 + 1)  v - lba,a-a. + 1 punti harino multiplicitb 

sr C' 
s, o rispettivamente. Ma, per la precedente ipotesi - r - si ha: 

S G' 

non è strettamente necessaria in tutta la sua completezza ne1 caso nostro; anzi riceve da1 
nostro ragionamento una dimostrazione indiretta. Si supponga infatti o' = a ;  la proposizione 
d evidente senz'altro (col segno =) e il ragionamento fondato su di essa è immediatamente 
csatto. S i  voglia ora considerare il caso generale: sia x una falda passante per n e di 
cui una sezione piana generica abbia in A e nei v punti successivi considerati di rf, 3, la 
stessa multiplicit& (p. e. 1: si pub corne tale scegliere una falda di una conveniente po- 
lare della superficie cui appartengono cp, 4). Alle coppie y, X $  si applica allora tutto il 
ilostro ragionamento; sopra uns sezione piana generica per A, y e hanno adunque CO- 

niuni ( 1  + 1) v - &,+ + 1 punti, S-pli per y ,  semplici per %; sulla stessa sezione $ e % 
lianno comuni ( 1  + 1) v - iirjU-d + 1 punti o-pli per $, semplici per 7.. Se quindi ? ~ 8 , S - ~ f ~ h 7 , ~ - O ' )  

su detta sezione piana generica y e 3, iianno comuni ( l  + 1) v - ls,,-,~ + 1 punti succes- 
sivi rispettivamente s-pli e o-pli per cq e +. c. v. d. - Che, come si  è detto, l a  propo- 
sizione di cui si fa us0 ne1 testo riceva da questo una dimostrazione indiretta si vedc 
facilmente se si inverte il ragionamento del testo, supponendo 2 sufficientementc grande 
( 1  k s 0). 

(3) E non più se s '>O.  A s ' = O  corrisponde il cas0 ché, dopo v piinti successivi 
- della sezione piana generica per A - rispettivamente s-pli e a-pli per cp e +, le due 
falde non abbiano altri punti comuni. L a  multiplicita d'intersezione di e 3, in A. é al- 
lora ~~ec iga rnen te  v s a. Il numero delle coppie di caratteri Si ,Gj  di valori s, a B allora 
L ( 2  + 1) v - ).s,s-sl + 1 = ( 1  + 1) ( v  - 1) + 1. Questa disuguaglianza va unita alle prece- 
tlenti perché il ragionainento r i sdt i  valido per questo caso, il quale perb non ci occorrerd. 
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135 delle linee sitagolari delle superficie algebriche. 

quindi dei punti successivi comuni alle sezioni piane ganeriche d i  ?, J, per A l  
fatte con uno stesso piano, precisamente ( 2  + 1) Y - ls,,-s + 1 sono s-pli e o-pli 
per y e + rispettivamente. Adunqiie le due f i l d e  y, J, hanno, sopra una  se- 
zione piana generica plrssante per dl, una successione d i  pzcnti comuni in- 
cornimiante per A l ,  d i  cui (1  + 1) Y - hSr-,, + 1 ha~zno rispettivavzente per rp 
e + i catxt teri  s e a. 

Corne imnlediata oonseguenza di questa proposizione si ha quest'altra: 
La linea u sia origine delle falde y ,  4, . . . della superficie 9 ; sia A un punto 
generico di a e la sezione generica di Q, per A possegga Y oaratteri n suc- 
cessivi (onde a sarà q l a  per CD) e quindi un carattere fi' < n ;  sia s la mul- 
tiplicità di a per una qunlunque delle falde y ,  +, . . .; questa falda avrh in 
quei v + 1 punti successivi Y caratteri s e quindi uno sr G s ; sia h il mas- 
siino valose di l.,,, .,? relativo a tutte queste falde: sopra una sezione piana 
generica per Al es i s te~anno ( 2  + 1) v - À + 1 punti n-pli  d i  a. 

8. Cib posto la superficie F abbia la linea a come s-pla e vi passi 
con una falda sola. Sopra una seziorie piana generica di E' per A (generico 
su a )  esistano Y punti s-pli e quindi un punto sr-plo (sr  < s )  Sia F, la prima 
polare di V rispetto ad F ;  F,  avrà iri quegli stessi v punti multiplicità s - 1 
e ne1 successivo multiplicità s' $ u (in generale sarà a = O ;  eccezionalmente 
putrà essere a > O). 

Consideriamo una sezione piana generica di F e di F,  (il cui piano 
passi per V )  e le trasformate delle due curve dopo le u trasformazioni qua- 
dratiche applicate ad A e ai successivi punti s-pli della sezione (e aventi 
come punto doppio della conica fondamentale di ogni trasforrnazione, ne1 
primo spazio, il punto doppio della conica fondamentale della precedente tra- 
eformazione, ne1 secondo spazio). 

Siano f e f ,  le due curve trasformate, v il trasformato di V, ct i l  tra- 
sformato di A :  f, é la prima polare di v rispetto ad f. f passa per u con 
un ramo solo d'ordine s' e classe s - s' tangente a v a e che interseca v a 

s volte; segue che f ,  passa per a con uno O più rami. E se si indica con or 
I'ordine di uno .qualunque di questi rami,  e con O - gr la classe, si dovrà 

G S 
avere -; 5 - (*). 

G S' 

(*' Lo si dimostra facilinente coine segue : Si 
origine dellc coordinate, v coine punto all'iiifinito. 
sarà la derivata rispetto ad x del primo rnernbro 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 II. 

assu~na v a  corne asse y = O ,  a come 
Il primo rnernbro dell'equazione di f, 
dell'equszioiie di  f. Si formi il paral- 

18 
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Ritornando osa alla considerazione di F e E', , si vede che il numero i, 
del n . O  preo. relativo alla F,,  considerata come superficie cf>, è r A,,-,l; si ha  
inolti-e che la proposizione del n." prec. si pub applicare alla F,  ove si sup- 
ponga dimostrato il teorema enunciato al princjpio del n." stesso per tutte le 
falde d'ordine minore di S. Allora un ragionamento analogo a quello dei 
n.i 5, 6 mostra che il teorema rnedesimo si verifica per la  falda F d'or- 
dine s. La proposizione è adunque generalmente vera. Essa pub anche espri- 
iiiersi : se s o y a  ztnu sexione genelka  della falda F si succedono Y putiti 
s-pli e quiîzdi ano s'-p20, sopra una seziona generica dellu falda stessa fatta 
con einu supe~$cie avente in A colla linea a ,  oriyine della falda, contatto 
d'ordine 2 s i  sztccederanno (1 + 1 )  ( v  + 1)  - A,,-,* punti  s-pli. 

9. Il ragionamento dei due n.' precedenti si pub semplificare alqiianto 
ove si voglia soltanto provare che il numero ora trovato è (1 + 1) (v  + 1) - p 
ove p non dipende da v. Questa semplice osservazione pu6 servjre utilmente 
per compiere la ricerca per via nnalitica; basterh infatti considerare le faldci 
per cui Y = 1. Io non esporrb qui un ta1 calcolo che ci ricondurrebbe ai ri- 
sultati preceden ti. 

10. Nei n.i 5, 6 si è visto che, seguendo per un conveniente numero 
di punti successiYi la linea a, possono ottenersi più falde come trasformate 
dell'unica falda F; il fatto continua a verifihrsi qualunque sia l'ordine s 
della falda e si pub presumere, per induzione dai casi studiati, che si otter- 
ranno pi& falde trasformate quando 1 + 1 e s ammettono u n  M. C. D.; ed 
i l  numero d i  queste falde sarà precisamente questo M. C. Il. L a  proposizione 
si prova con tutta semplicjth ove si ricorra alla rappresentazione analitica 
delle falde data  HALP HAL PH EN (1. c.). Cfr. la proposizione analoga (Che in 
questa rientra come' cas0 particolare per 1 = 1) provata  HALP HAL PH EN 
a p. 84. 

lelograilimo di KEWTON corrispondeiitc a f e s i  chiamino y e r  brevità ; e r, gli assi cor- 
rispondenti a;li esporienti O della y e della 3: rispettiyamente. Il  parallelograinino di 
NEWTON corrispondente a f i  s i  otterrü. da quel10 corrispondente a f con una traslazionc 
parallela a 5, diretta verso q e colla soppressione dei punti clie stavano su q. Ci6 posto 
si vede immediatarnente che gli angoli formati dai lati della poligonale di NEWTON corri- 
spondente a f ,  colla q sono minori O uguali a quello format0 colla dall'unico lato della 
poligonale corrispondente a f (unico perche f passa per  x con un ramo solo). Or,& le 
tangenti di quegli arigoli sono gli ordini infinitesimali di y rispetto a d  m corrispondcnte- 
mente a i  rami relativi a i  lati  delle poligonali, cioè sono uguali a i  rapporti  dclla classc 
all'ordine dei rami, sccresciuti di una uniti .  Cosi 15 dimostrato l'asserto. 
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11. Noi abbiamo fin qui analizzati i caratteri uguali dl 'ordine della 
faldtt ; rimarrebhero da studiare i caratteri successivi; questi dipendono evi- 
deil tenien te dai caratteri successivi della sezione piana ge~nerica della falda ; 
CO$ pure si potrehbero ancora studiare i caratteri di punti speciali delle linee 
singolari ottenute colle trasformazioni. Io non nii ferrnerb su questo puiito, e 
solo presenterd il seguente enunciato, facile d'altronde a provarsi, come esempio 
del secondo genere di ricerche: u L a  falda F di linea origine a sia d'or- 
u dine s e una sua sezione piaiia geneiica abbia i caratteri s, 1. Sia A un 
u punto generico di tc; sia u ,  la retta (semplice) successiva ad  A, A, il punto 
u in cui a, si appoggia ad a ,  a, la retta (doppia) successiva ad A , ;  a, si 
u appoggi ad a, in O : il punto O sarà doppio se s = 2 ,  tripla se s > 2 ; 
ri inoltre se s = 2 ad O è successive su a ,  un iiuovo punto doppio a cui suc- 
u cede un:) conica semplice; se s = 3 ad O è successiva una cubica sem- 
u plice (avente su a, punto semplice, su a2 doppio); se s >  3 sono successive 
u ad O due rette. n 

12. E finirb riprendendo la proposizione enunciata nell'introduzione. 
È ors  evidente che i l  f a t to  là enunciato non potrà presnntarsi solo quand,) 
il punto A e ciascuno dei suoi successivi A.,,  A,,  ... abbia come si~ccessive 
una O più linee ciascuna a piani tangenti nei punti generici tutti distinti. Se 
invece p. e. al punto A fosse successiva una linea n cuspidale, basterebbe 
consiclerare p. e. sulla a tre punti successivi A , ,  A , ,  A,, per ottenere, suc- 
cessivamente ad A, una nuova linea cuspidale (diversa da a )  e cos) via. 

Colgo l'occssione di questa appendice per correggere due inesattezze 
sfuggitemi nella. precedente Memoria (ma che i?z  n u l l u  alterario i l  contenuto 
e le conclusioni della medesima) e che mi furono indicate da1 sig. prof. NOETHER 
a cui rendo vivissime grazie. 

La prima è inesattezza storica, in quanto nelle prime linee della Memoria, 
ho attribuito al WEIERSTRASS il teorerna della trasformabilità dell'intorno di un 
punto singolare di una curva algebrica piana nell'insieine degl'intorni di un 
nurnero finito (che pub essere 1) di punti semplici di un'altra ciirva algebrica 
piana, con un numero finito di trasformazioni quadratiche (piane). Il WEIER- 
aTsass espose veramente questo teorema (O meglio la sua jnterpretazione ana- 
litica) in lezioni posteriori tutte al  1871. Ne1 1871 (come ho ricordato nella 
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prec. mem.) apparvero la 2." Nota del sig. NOETHER: Ueber d. crlgebr. Futzc- 
tionefz einer u, iweier Vuriabeln (Gottinger Nachrichteil. Maggio 1871, p. 267) 
e la Memoria del sig. HAMBURGER: Uebet* die En;twickelnng d g .  Funclionen. 
i n  Reihen (Zeitschrift füï Matheinatik u. Ph. XVI. Autunno 1871) ; nella prima 
è esposto i l  concetto della risoluzione delle siiigolnrità con una successione di 
trasforrnazioni Cremoniane; riella .seconda è data la ditnostrazione (analitica) 
della risolvibilità per ta1 mezzo (con trasformfizioni quadratiche) delle singola- 
rità medesime. 

Sarebbe inutile che io maggiorrnente mi dilungassi su questo fatto: il 
lettore pub vedere l'accurata storia dell'argomento che i sjgg. BRILL e NOETHER 
ci diedero nd la  Reiaxione sopra Die Entwiclcelung d. Th. algebr. Functionen 
ira alterer und neuerer Zeit (Jahresbericht d .  deutschen Math. Vereiuigung 
Bd. 3 1892-93). Aggiungerb solo che, come rileva il sig. NOETHER, l'esposi- 
zione del WEIERSTRASS non stabilisce che i diversi intorni trasformati dell'unico 
considerato appartengano ad una stessa curva algebrica, bensi a convenienti 
curve algelriche. 

L a  secoiida inesattezza è contenuta nelle linee 3-5 della p. 30 (della Me- 
nioria - p. 248 del volume) ove nella linea 3 in luoga di: u Ogni super- 
ficie ccc. ,, si deve leggere: u Sia, A semplice per a ;  ogni superficie ecc,. 77 e 
alla linea 5 i n  luogo di c~ Sia inoltre il punto A ecc. n si deve leggere: 
u Inoltre, poiché il punto A è ecc. n Nella linea 6 si tlovrà di conseguenza mu- 
tarc u ; n i n  u , n.  È eiidente d ie  leggendo come è scritto nella Mernoria il 
fittto enunciato ne1 periodo: u Ogni superficie.. . n non è vero: coii ad esempio 
o se a è doppia per F, A trip10 pei a e per F ed Il1, passa semplicernentc 
per a ed A è doppio per essa. (Questo semplice esempio mi fu indicato da1 
sig. NOETHER.) Ma le linee seguenti mostrano chiaramente come fosse mia 
intenzione considernre efettivamente soltanto il caso di A semplice per a ,  
poichè, come là osservo, il caso contrario si riduce immediatamente a questo. 
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L e  c o n g r u e n z e .  

(Di T .  CIFARELLI, a Napli.) 

1. D efiniremo con KUMMER analiticamente una congruenza esprimendo 
le coordinate x, y, s di un punto di un raggio, ed i suoi coseni direttori 
X: Y, Z in funzione di due varjabili indipendenti zc, v. Supporremo che le 
sei funzioni x, y, 2, X; Y, Z siano finite e continue insieme alle loro deri- 
vate parziali. Si troverà quindi il punto (x, y, x) sopra una certa superficie, 
ed ogni altro. pulito.di un raggio sarà definito mediante Irt sua distanza (ascissa) 
da1 punto di .partema (z, y, x). 

Conducendo per l'origine delle coordinate i raggi paralleli alle direzioni 
positive di quelli della congruenza, e tagliandoli con la sfera x2 + y2 + x2 = 1 
avremo la  rappesentazione sferica della congruenza. 

Consideriamo 16 seguenti dodici funzioni fondamentali : 

di cui le (a), (b), (c) servono rkpettivamente a definire le tre forme differen- 
ziali quadratiche : 
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nientre le (d)  rappreseiitano delle quantità proporzionali a i  coseni degli an- 
goli che i raggi della congruenza formano con le linee coordinate sulla su- 
perficie di partenza. Chiameremo le tre forme differenziali quadratiche ri- 
spettivamente prima, secornda e t ema;  e notiamo che la prima dà il quadrato 
del17elemento lineare sull'immagine sferica, O, cib che é 10 stesso, l'angolo di 
due' generatrici successive, mentre l'ultima inclica il quadrato dell'elemento 
lineare sulla superficie (x, y, z) ;  queste due sono quindi sempre definite. 

2. Rioorderemo in questo paragrafo alcune formole e proprietà rela- 
tive alla sfera. Le  funzioni (a) ,  (b), (c),  (d) riduconsi a tre : E, F, G ;  essendo 
uguali quelle rappresentate dalle stesse lettere, ed annullandosi le (d). Indi- 

eando con (7 1 i nuovi sirnboli di CHRISTOFFEL. relativi alla prima forma fon- 

damentale (*) si hanno le seguenti importanti relazioni : 

con le analoghe per Y e 2. Applicaudo a queste le condizioni d7integrabilità 
si vede che i tre coefficienti E ,  F ,  G non sono tra loro indipendenti, ma 
bensi legati dalla seguente relazione dovuta a GAUSS : 

Questa relazione necessaria è anche sufficiente, e si h a  il seguente 
teorema : 

Da ta m a  forma diffwenxiale quadm ticu dejnitu 

P = E d t ~ 0 + 2 F d u d v + G d v e ,  

afincliè esista una sfera d i  raggio uguale all'unità che I'amrnetta corne sua 

(*) Tutto cib che è detto i n  questo paragrafo B tolto dnlln Geometria differenzinle 
del prof. BIANCHI. Cod anche in seguito per qrialuiique ricliiniiio alla teoria delle super- 
ficie ricorrerb al detto trattato. 
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forma fonda ment aï^, è necessario e suficietzte che sia u e ~ i j c n t n  2a condiziofie 
da' Gauss. 

3. Ci b posto si potranno sernpre determiriare sei coefficienti incogniti 
a ,  P ,  7, a,) pi ,  7, in modo da avere: 

perché il cornune determinato \(E G - FZ è diverso da zero. Percib moltipli- 
ax ar az as a~ az candole rispettivamente prima per - -, -, poi per - , - 3 - ,  i iw a u  ale a u  a v  a u  

ed infine per X, Y, Z, ed ogni volta sommando si h a :  

e G - f ' P *  f ' E - e F  
a = f i  = E G - F Z '  y = A  

A G - F 2  

a* = f G - s F ,  f i , =  9 E - f F  , y ,  = Il .  E G - F t  E G - F '  

Ricavate in ta1 modo le funzioni a ,  p ,  y ,  a , ,  pl, 7, in funzione delle 
(a), (b),  (d), possiamo subito esprimere le (c) mediante queste. In vero mol- 

tiplicando le (2) rispettivamente per a x a $  a y  
a y ,  - e  p i  p r  - ,  -, - ed G' F i  212' av a v  a u  

ogni volta sommando si ha : 

Adunque per le (3) si scorge che le tre funzioni che definiscono l'elc- 
mento lineare della superficie (x, y, x) si sanno in  termini finiti calcolare 
mediante le altre (a), (b) ,  (d). Noi supporremo date queste nove funzioni, cioè 
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supporremo che assieme alle prime due forme differenziali quadratiche sieno 
date le due funzioni A e II. 

4. Si è visto che per l'esistenza di X,  Y, Z i coefficienti della prima 
forma differenziale quadratica devono soddisfare all'equazione alle derivate 
parziali (1), e che anzi quella è pure condizione sufficiente. Ammesso ora 
soddisfatta la (1), scriviamo le condizioni d'integrahilità delle (2) : 

1 

a ax a a x  
az=miy 

e l'analoghe per y e z. 
Sviluppando col terier conto delle (1) si trovano le condizioni : 

the si trasformano agevolmerite nelle altre : 

Sono queste condizioni necessarie per l'esistenza delle funzioni x, y ,  x. 
Sicchè, data una congruenza, le nove funzioni f idamental i  (a), (b) ,  (d) non 
sono tra loro indipendenti, ma devono soddisfare alle quattro condizioni (1) 
e (II) date da1 prof. CES~RO per le congruenze j*). Di esse la (1) e le prime 
due delle (II) per le congruenze normali si riducono alle condizioni del Co- 
DAZZI, mentre l'ultima riesce identicamente soddisfatta, come fra breve ve- 
dremo. Le (II) sono anche suficienti, perché posto : 

(*) Gcometria i h i m e c n ,  png. 305. 
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con I'analoghe per d y e d z ,  e supposta verificata la (T),  i ooefficienti di d zc 
e d v sono funzioni conosciute di u e di v, ed affinchè si abbiano a secondo 
membro dei differenziali esatti si trovana per equazioni di condizione proprio 
le (II) che noi supponiamo verificate. Si avrà percib integrando: 

le quali definiscono un'unica superficie ( x ,  y ,  z ) ,  a meno uno spostamento 
rigido nello spazio. Facendo poi passare per ciascun punto (w, v )  di tale su- 
perficie un raggio di coseni direttori X ,  Y, Z unicamente. definito dall'jrn- 
magine sferica sarà individuata un'unica congruenza relativa alle funzioni 
( I I ) ,  (b), (d) soddisfacenti alle condizioni (1) e ( I I ) .  Si ha dunque il teorema: 

Date arbit1-uria9nente le noue funxioni (a) ,  (b), (d), d i  cui  (a)  e (b)  sinno 
i coeficienti d i  due forme differenxiali yuadratiche, a,@.zchè v i  cor r i spnda  
u ~ i a  cong~uenzu  clle le abbia conîe firnxioni fondamentdi,  è necessario e suf- 
ficiente clte esse soddisfino alle quattro equazioni alle derivate parxial i  (1) 
e ( I I ) ;  d i  p e s t e  la  (1) c i  fornirù un'unica immagine sferica, e medlante 
gwdra ture  si ricaverà. (u meno trno spostamento rigido nello spaxio), pev 
ogni p u d o  della irnmagine u n  mica punto (x, y,  x )  pw czsi passerù i l  raggio 
d i  data imrnagine. 

5. Derivando le (b), tependo conto delle (1) e della condizione d'in- 
a a tegrnbilith - - = 9 si ha  il seguente gruppo di formole notate da a u a v  o u a u  

WEINGARTEN (*) per le superficie : 

1 1 2  ax a 2 ~  
a f - ] l : / f + l  / 9 - ~ ~ + ~ - - 9  G- al& a v e  

(',) Veggasi B I ~ N C H I ,  Geom di$, pj. 123. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo II. 
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6. Affinchè la congruenza sia normale su ogni raggio dev'esserci un 
punto almeno (5 ,  q, c) pei' il quale si abbia B XdE = O. Ora posto : 

+ x + t x ,  ? = y 4 4  Y, c=.z+tZ, 

risulta : 

d i = - ( A d u + B d ~ ) ,  

e la condizione d'integrabilità : 

f = f ' .  

Inversamente se Q f = f '  si ricava per la terza delle (II) la (9), e s'otl 
terrà, integraodo, una famiglia di superficie parallele ed ortogonali alla con- 
gruenza. Teneiido conto delle (9) e (IO) ~ i i  vede che la terza delle (II) riesce 
identicamente nulla, mentre le prime due si riducono ad altre ancora più 
generali di quelle del CODAZZI, perché la congruenza è legata ad una super- 
ficie arbitraria che la taglia. Per ottenere effetthamente quelle del CODAZZI 
bisogna supporre t = cost. ossia A = 11 = O, e sostituire ai coefficienti (a) le 
loro espressioni in funzione di (b)  e (c). 

È anche A, d u  + B, d v un differenziale esatto, e guardando i due dif- 
ferenziali esatti : 

conseguenza l'un dell'altro, e caratterizzanti le congruenze normali, abbiamo 
rispettivamente le seguenti interpretazioni meccaniche. 

Ne1 moto d i  un punto sopra unu  superficie (x, y, z ) ,  sollecitaio da  una  
forza costanfe ( X ,  Y ,  Z) ,  s i  verz'Jicu Z'integrale delle forze vive solo se l'in- 
sieme delle linee d'aaione della forza che è applicatn al punto in ogni istante 
coslituisce una congrzcénxa rtorr~zale. 

L a  funzione delle forze rappresenta la distanza tra i punti corrispondenti 
(su110 stesso raggio) di una superficie 2 cui la congruenza è normale e della 
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superficie S = (sc, y, a). Le superficie di livello tagliano 5 lungo le iinee in 
cui tale distanza 8 B costante. 

Il  secondo differenziale esatto dice che ne1 moto di  un punto sopra zcna 
sfera ( X ,  Y, 2) si verificu l'integrale delle forxe vive solo se, interpretnndo 
le componenti della forxa direttarnente applicata (z, y ,  2) come coordinate di 
punti d i  una certa superficie 8, e conducendo per i punti di  S le rette pa- 
rallele alle normnli ~zei pednti corrispondeizti sullu sfera, si ha ulza congruema 
normale. 

La funzione delle forze rappresenta la distanza dell'origine (centro della 
sfera) al piano tangente ad uria superficie 2. Le superficie di livello 
W+ t = cost. tagliano la sfera liingo linee che hanno sulla superficie pe- 
dale di una 2, rispetto all'origine come polo, anche linee sferiche come cor- 
rispondenti. 

7. Si è visto che data una superficie S la congruenza delle sue nor- 
tnali ha f = f ' ,  ,A. = B = O. I nove coefficienti riduconsi dunque a 6 che 
sono E, F, G, e gli altri t,re e ,  f ,  Y che s'usano rappresentare con - D, 
- D r ,  - 1)". Ai primi tre si possono sempre sostitirire gli altri E, F, G me- 
diante le (4). Vogliamo ora calcolarci gli altri tre coefficienti D, Dr ,  D" re- 
lativi ad una superficie S quando è nota una congruenza qualsiasi uscente 
da essa. 

Si possono sempre determinare nove coefficienti incogniti : a, O, c ;  
a', b', c'; a", b", c" in modo da soddisfare ai tre sistemi : 

perché tutti col determinante \IE G - F 2  diverso da zero. Si otterranno poi 
effettivamente le espredsioni di tali coefficienti O risolvendo i dati sistemi Ce- 
nendo wnto  delle (5) e (7), O derivando le (2), od usando Io stesso procedi- 
mento tenuto per le (2). In qualnnque modo si faccia si ottiene : 
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Le due espressioni per a', Of ,  c f  ci dàniio di nuovo la (II'). 
Calcolate cosi le (il), e tenendo presente le (2), le note espressioni : 
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dànno : 

8. Teorema. Date due forme differenziali qzcudratiche (non proporxio- 
d i )  d i  cui titm chneno definita, si pub, con u m  trasformuzione rede delte 
variwbili, ~idu"r'E6 ad avere propwziona'Ei i termini estremi, ed a mancare la 
definita del termine nzedio. 

Per dimostrare ta1 teorema premettiamo un altro, che assieme alla di- 
mostrazione togljamo dalla Geometria differenxiale del Biaxcar. Alle due forme 
differenziali quadratiche non proporzionali : 

di cui la prima sia per ipotesi definita, aggiungiamo la terza forma : 

che è un covpiante (irrazionale) simultaneo di (D, e (à,. 11 discriminante 
c i ,  cn2 - cie si mette identicamente sotto la forma: 

perchb a,, =+ O, essendo a,, u,, - a:, > 0. & dunque c,, c,, - c:, < O ,  e s'an- 
iiiilla solo caso escluso della prciporzionalità tra le due forme 9, e @,. 

~ - 

Decomponiamo orn l'equazione differenziale quadratica (I), = O nei due fattori 
lineari distinti : 

a d x , + B d x p = O ,  
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Siano x',  = cost., x', = cost., i rispettivi integrali di queste due (?qua- 
zioni, ed introducendo queste nuove variabili z',, x',, le due forme @, e @, 
si riducono a mancare del termine medio, mentre la  terza riducesi solo a1 
termine medio. S i  h a  cosi il teorema: 

Date due forme differenziali  quadrntiche (Pl e (I)?, d i  cui 21na almeno @, 
definita, si pu6 con m a  trasfwmaxione w a l e  d i  uw iab i l i  ritiurle a niancnre 
cofitemporuneamente del termitze m ~ d i o .  Le nuove uariabili da  introdzirsi souo 
quelle che, egzlagliate a costanti, dhnno g l ' i n t eg~a l i  del l 'epazione 6, = 0. 

Ne1 caso escluso della proporeionalità delle due forme la riduzione pub 
farsi in infiniti modi. 

Cib posto cominciamo da1 notare che le due forme @, e cI>, non sono 
proporzionali. S e  ora applichiamo ad  esse il detto teorema costruendo unR 
quarta forma cD, loro covariante (irrazionale) simultaneo, si ha, introducendo 
le variabili che uguagliate a costanti dànno gl ' integrdi  di (11, = 0, che le 
due forme a, e (D, si riducono R mancare contetnporanenmente del termine 
rnedio. Percib, indicando con un indice tutti gli elementi clopo la trasforma- 
zione, si h a  clle l a  forma : 

deve ridursi ai  soli termini estremi, mentre a',, = O .  Sarh dunquc. : 

1  CI'^, d T ' ,  + a',? d x', a',? d d i  + a',:, d x', 

ossia : 

( 0 ' 3  = 
(J f l ' i t  a '~e  - a'::, 

assieme ad alil = O .  Cib dimostra il teorema. Anche qui la riduzione pub 
farsi in infiniti modi ne1 caso escluso della proporzionalità delle due forme 
@, e Q,. Notiamo che la naova forma O', si riduce al solo termine medio. 

Interpretando l a  a ,  corne la forma differenzinle quadratica che d à  il 
quadrato dell'elemento lineare sopra unn superficie, si ha  che il sistema doppio 
di linee (2,, x,) riducesi sempre a d  un sistema doppio ortogonale, tanto se 
s'introducono le variabili che uguagliate a costanti dànno gl' integrali d i  
@, = O, tanto quelle che derivano dagl'integrali di (I), = O. Vogliamo far ve- 
dr re  che questi due sisterni doppi ortogonali sono bisettori l'un dell'altro. In-  
troducendo prima le  variabili che si  hanno integrando (Ii, = 0 ,  l a  @, si 

b',, d x', + b',, d z', b',, d xi,  + h',, d XI : ,  
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ai1 bet - a t ~  bii  
O4 = (a,, d xi - a,, d 2:). 

ai: une 

Per  introdurre ora le altre nuove variabili, ai[ ~ L P  - as% b:i siccome 
uii aor z 0 

basta integrare : 
a, ,  d xi -a,, d xi = 0, 

che si scinde nelle d t r e  due : 

ora dimostrato quanto alibiamo nsserito, perchè ln  prima di queste 
rappresenta I'equazione differenziale delle bisettrici del sistemn dappio orto- 
gonale (x,, x,), e la seconda quella delle loro trâettorie ortogonali. 

Analogamente a1 modo come abbiamo oostruito le forme a, e @, conti- 
nnirimo a costruirne ancora delle altre *,, (Il,,. . ,, c D i m  Introducendo ora. le 
variabih che uguagliate a costanti dànno gl'integrali di (9; = O ,  le due forme 
( P t i  e < P t i - ,  inancheranno contemporaneamente del termine medio, rnentre la 
Q'i-, conserva il termine medio, ma avrà gli estremi proporzionali ai corri- 
spondenti d i  (D',. È facile poi vedere che più specialmente i termini estremi 
di (D'i-2 sono nulli, come quelli di (Yi. Siamo ricondotti al caso di ai, cioè 
gl'integrali di cPi = O sono anche integrali di (Di-, = O. Conseguentemente 
mancherà del termine medio, mentre Q I i - ,  degli estremi; cos1 proseguendo si 
vede che mentre (D', manca sempre del termine medio, la Q>', avrà gli estremi 
proporzionali ai corrispondenti di a',, oppure nul10 il termine medio secondo 
che i è pari O dispari. 

9. Applicando il teorema del paragrafo precedente alle prime due forme 
differenziali quadratiche relative ad una data congruenza, si h a  che con 
un'unica trasformazione reale di variabili si pub sempre ottenere: 

ove t è una certa funzione di u e v. Poniamo ora : 

e riferiamo la congruenza a questa nuova superficie S, unica e determinata 
per qualunque congruenza. 

1 nuovi coefficienti della seconda forma diventano: 
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Ritornando ora all'antica segnatura si ha 
questa speciale superficie S, ed introducendo le 
due forme differenziali quadratiche assumono la forma : 

che legando la congruenza a 
nuove variabili u e v le prime 

Notiamo che tale riduzione B possibile sempre, ed in un sol modo, ec- 
cetto il caso in cui le due forme sono proporzionali, perchè allora è possihile 
in infiniti modi, e si ha f + f '  = O. Considereremo a parte ta1 caso. Indi- 
cando con d p  la lunghezza infinitesima della minima distanza del raggio 
(u, v) da1 raggio (u  $- d u, v + d v), e con r l'ascissa del suo punto d'incontro 
col raggio (zc, v), si ha in generale : 

Dopo le riduzioni pracedenti queste diventano : 

È: r = O solo sulle linee coordinate, percib il sistema doppio di rjgate 
,(u, v) è tale che per ogni raggio i due punti centrali coincidono in S, e 
taglia percib S le linee di stringimento, ossia seconde linee che corrispondono 
per ortogonalità di elementi al sistema doppio ortogonale (u, v) sulla sfera. 
Fissato il senso positivo di due rigate qualsiasi uscenti da un raggio g ,  si 
dirà angolo delle due rigate quello delle minime distanze di y alle due ge- 
neratrici successive sulle rispettive rigate percorse ne1 senso positivo. Inten- 
deremo per verso di una rigata uscente da  y il senso secondo cui la gene- 
ratrice successiva y' tende a girare intoriio a y. Nell'immagine sferica Yangolo 
di due rigate si conserva O si cambia ne1 supplementare secondo che sono 
del10 stesso verso, O di  verso contrario. 1 piani passanti per y e perpendico- 
lari a quello minime distanze s'intenderanno percorsi positivamente ne1 senso 
positivo delle relative immagini. Ad una rigata uscente da g corrisponde un 
piano uscente da g, e reciprocamente pcr una determiriata congruenza; un 
ta1 piano assume anche il nome della relativa rigata. 

A n ~ l n l i  di &1atematica, Serie III, tom0 II. 20 
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Per una rigata qualsiasi definita dall'angolo 9 ,  è sulla immagine sfe- 

rica sen 0 cos B = 
@ % d u d v  

Edz2 $ G d v 2  
ossia la formola di HAMILTON: 

f + f f  r=-- - sen 2 8. 
2 \IEG 

Questa ci dicc che per due direzioni ortogonali qualunque Y ha valori 
uguali e disegno contrario, mentre ha il ralore nullo per le rigate medie 
u = cost., v = cost., ed il valore massimo per le rigute principali, bisettrici 

Tc - 
di queste, e relative alle direzioni 8 = + - , 9 = - 2 Adunque su ogni 

4 4' 

raggio un segment0 di lunghezza 2 1 = - + ") reechiude tutti i punti cen- 
\ /ËG 

trali: gli estremi di questo, punti lirniti descrivono le due superficie limiti, 
tnentre il punto medio genera la superjîcie media S. Evidentemente per un'os- 
servazione fatta al paragrafo precedeiite le rigate principali sono quelle che 
s'ottengono introducendo le variabili che uguagliate a costanti dànno gl'inte- 
grali di @, = 0. 

Per due direzioni qualsiasi 9 e - - 9 r ha 10 stesso valore: dette con- 
2 

giunte le rigate relative a tali direzioni, si ha che due rigate congiunte hanno, 
Tc 

&me le medie, le rigate principali per bisettrici. È 0 = -- 2 8 l'angolo di 
2 

due rigate congiunte, e si hanno corne caso limite le rigate principali O le medie 
secondo che è w nullo od uguale ad un retto Ci sono due sistemi doppi con- 
giunti, cioè formati di rigate congiunte, relativi al10 stesso angolo w, e si passa 
dall'uno all'altro mediante una rotazione di un angolo retto. Le linee di strin- 
gimento di un sistema doppio congiunto qualsiasi (u , ,  v,) stanno sopra una 
stessa superficie SI. Se S, è la euperficie relativa al sistema doppio congiunto 
(u,, v,) ortogonale al precedente, si ha che queste due superficie sono in ogni 
istante equidistanti dalla media. 1 sistemi doppi di linee (u,, u,), (u,, v,) cor- 
rispondono per ortogonalità di elementi alle immagini ~feriche delle relative 
rigate congiunte. Percib se B dato sopra una superficie un sistema doppio di 
linee (u, v) che corrisponde per ortogonalità di elementi ad un sistema doppio 
sulla sfera, si lia, conducendo per la data superficie le rette parallele alle nor- 
mali nei punti corrispondenti della sfera, una congruenza in cui il sistema 
doppio (zc, v) è congiunto. Si avranno le rigate medie solo se il sistema doppio 
sulla sfera era ortogonale. Per ulteriori sviluppi vedere il seguito di u ~ i a  mia 
riota corniiiciata ad apparire rie1 Giornale di Matematide di BATTAOLINI. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ne1 caso escluso della proporzionalità delle due forme è f + f '  = 0, ossia 
r = O. Tutti i punti centrali coincidono ne1 punto medio e tutte le rigate 
sono medie. Simili congruenze segnalate da RIBAUCOUR diconsi isotrope. Si ha 
subito la proprieth caratteristica : La  superficie media di unu congruenza iso- 
tropa corrisponde per ortogonuliti& di  elementi all'immagine sferica della 
congruenza. h 

Si hnnno rigate sviluppabili quando è c l p  = O, ossia quando é: 

G 
Essendo positivo il rapport0 - si avranno due sviluppabili reali od im- E' 

rnaginarie secondo che f ed f' sono dello stesso segno O di segno contrario. 
Intanto f ed f '  sono ugualinente proporzionali ai  coseni degli angoli che le 
linee u e v su S formano con le linee v ed u dell'immagine, percib f ed f '  
saranno dello stesso segno se tali angoli sono entrambi superiori od inferiori 
ad un retto, di segno opposto ne1 cas0 contrario. I n  altri termini le superficie 
sviluppabili saranno irnma,gina~ie O veali secondo cke le rigate rnedie hanno 
O no 10 stesso verso. 

I n  generale è sulla sfera: 

percib : 

f 2 d f f '  
f = 

sen 2 B = - 
f + f '  ' 

e le due rigate sviluppnbili corrispondono al doppio segno di 8. 1 relativi 
punti centrali, filochi, simmetrici rispetto al punto medio, e sempre pel seg- 

- 
mento dei punti limiti, distano da questo di cl'= - - l i f f '  . L'angolo 28-7 

f f f '  
O 

dei rispettivi piani focali è dato da sen 7 = - 
2 - 

Ciascuna rjgata sviluppabile é? ortogonale alla congiunta dell'altra. La 
superficie generata dei due fuochi FI ed F, è detta superficie focale; consta 
quindi di due falde: SI ed S,. Considerando una falda SI abbiamo che una 
famiglia di rigate sviluppabili u, inviluppa un sistema di linee u ,  (causliche) 
osculate dai relativi piani focali. Su essa le linee v ,  sono le linee di stringi- 
mento delle rigate congiunte alle sviluppabili u,. Ora l'elemento d V I  sull'im- 
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magine dovendo esciere ortogonale al corrispondente d o ,  su S,, ed al raggio 
passato per FI, che è tangente ad S,  sarà necessariamente perpendicolare 
al piano tangente ad SI. Onde le rigate v ,  tagliano ortogonalmerite la falda S, 
della superficie focale, la quale ammetterà come piano tangente l'altro piano 
focale. Adunque l'inclinazione della normale ad SI sullit normale principale 
alla caustica uguaglia la mutua inclinazione dei piani congiunti; mentre I'in- 
clinazione dei piani focali è uguale a quella della uormale principale su1 piano 
tangente. 

Solo per le congruenze normali è f= f ' :  onde le superficie focali sono 
reali e coincidoiio con le superficie limiti, i piani focali sono ort,ogonali, e le 
caustiche sono geodetiche della superficie focale. 
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Sopra la teoria delle figure polari delle 
curve piane del 4." ordine (*). 

(Di GAETANO SCORZA, a Pisa.) 

P a r t e n d o  dai coneetti stabiliti da1 REYE nelle sue classiche Mernorie in- 
serite nei vol. 72, 78, 79 e 82 del Giornale di Crelle, i sigg. DE-PAOLIS, 
SCRLESINGER e LONDON (**) hanno sviluppata da vari punti di vista, con varia 
estensione, la teoria delle figure polari delle curve piane del 3.' ordine. 

Io mi son proposto di risolvere il problema analogo per le curve piane 
del 4.' ordine, e in questo lavoro pubblico appunto i risultati più notevoli a 
cui son pervenuto. Esso è diviso in due parti: nella prima riprendo la teoria 
generale delle figure polari per la ohiarezza dell'esposizione e anche per ap- 
portarvi alcune aggiunte che mi paiono degne di nota (in particolare vedi i 
n.i 6, 8, 10, 11, 16); nella seconda considero in modo speciale le figure polari 
delle quartiche piane. 

1. 

Generalità sulle figure polari delle curve piane. 

1. Due curre, 
dall'equazione : 

(*) Tesi presentata 

l'una di ordine n CH, rsppresentata 

a;=0, 

per la laurea alla R. Universita di Pisa ne1 

simbolicamente 

luglio 1898. 
(**) DE-PAOLIS, Alcune applicazioni della teoria generale delle curve polari (Memorie 

della R. Acc. dei Lincei, 1886) ; SCHLESINGER, Ueber coniugirte Curven u. S. W. (Math. Ann., 
Bd. 30); e Ueber die Werwerthung der 4-Iiunctiorten u. S. W. (Math. Ann., Bd. 31); LONDON, 
Ueber die Polarfiguren der ebenelz Curven 3 Ordnung (Math. Ann., Bd. 36). A proposito 
di questa Memoria del LONDON mi permetto di richiamare all'attenzione del lettore una 
mia breve Nota inserita ne1 vol. 51." dei Math. Ann. 
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l'altra di classe PZ, K", rappresentata simbolicamente da (*) : 

si dicono conjugate od armoniche quando è nul10 l'invariante sirnultaneo bi- 
lineare a;, cioè quando si h a :  

a; = O. (1) 

Tale denominazione è suscettibile di una semplice interpretazione geometrica, 
quando la curva Cn si riduce a una retta contata n volte, O la curva Kn 
si riduce a un punto contato n volte: ne1 primo cas0 la (1) esprime che la 
curva K n  tocca quella retta, ne1 secondo, che la curva C n  passa pei quel 
punto. 

Quando poi la  curva Kn si spezza in n punti, anche non tutti distinti 
(O la  curva Cn in rz rette) e la condizione (1) è sempre soddisfatta, si dice 
che il gruppo dl n punti O n-yono ( n  rette) in cui si spezza la Kn (la Cn) 
è coniugato rispetto alla Cn (Kn).  

Stante la linearità di a; nei coefficienti di a>d u; seguono iminedia- 
tamente i noti teoremi : 

1. Se una curva è coniugata ad alire r $- 1 linearmente indipeltdenti, 
è coniu,gata a tutte le curve del sistema Zineare da esse determinato. 

I I .  Ad ogni sistema Zineare oor di curve d'ordine n ( O  d i  classe n)  è 
coordinato un sistema lineare OO~(") -~ ' - '  d i  curve di dusse n (O d'ordine .n) 
tale che una curva qualunqece del primo sistema e una pualunque del sechado 
sono fia loro coniugate, avendo posto secondo il solilo : 

N (n) = 
n fn  + 3) 

2 

Due tali sistemi si dicono associati. 
2. Consideriamo ora una curva fondamentale d'ordine in, C", e una 

curva di classe m, K m ,  essendo m < n. Le curve di classe n - m che, in- 
sieme a Rm, dànno una curva di classe n coniugata a Cn,  costituiscono, in 
generale, un sisterna lineare mN(n-?nl-l; la curva d'ordine n - m, Ca-m, as- 
sociata a questo sistema dicesi la  polare di Km rispetto a Cpt.  

Supposto che Km si spezzi in uno O più punti, contati una O più volte 
ciascuno, si arriva all'ordinaria nozione di polari successive pure e miste di 
punti rispetto a una curva fondamentale. 

(*) D'ora innanzi indicheremo sempre con C n  una curva d'ordine n e con I j n  una 
curva di classe n. 
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Se le equazioni di Cn e K m  sono rispettivamente: 

a; = O, uQ = 0, 
l'equazione di Cn-m è: 

a; a;-" = 0 ,  

e au di essa si verificano subito i teoremi: 
1. L a  polare d i  Km rispetto a C n  é i l  luogo dei punti che contati 

n - m volte dànno insieme a K m  una c u w a  d i  classe n coniugafa a Cn. 
I I .  S e  due curve d i  classe m ed n - rn, Km e Rn--", prese insieme 

dànno unu curvu d i  classe n coniugata a Cn, ciascuna 2 coniugata alla po- 
lare dell'altva rispetto a C n ;  quindi la polare Ca-" d i  Km è i l  luogo dei 
punti le czci polari d'ordine m sono coniugate a Km. 

I I I .  L e  polari d i  tutte le curve d i  un sistema lineare 00' prese rispetto 
a u9za medesima curva fondamen tale costituiscono , i n  geneî.ale, u n  sistema 
lineare wr proiettivo a l  primo. 

IV. L e  polari d i  una stessa c u w a  w'spetto a tutte quelle d i  un sistema 
lineare oor C O S ~ ~ ~ U ~ S C O W O ,  i n  generale, un sistema lineare oor ad esso proiettivo. 

3. La curv:c Km si dice ap0lar.e rispetto a C a  quando la sua polare 
rispetto a Cn è indeterminata. 

Per  questo, indicate sempre con: 

le equazioni di Cfi o Km ordinatamente, occorre che sia identicamente nulla 
l'espressione : 

a: a:-'", 

ossia i coefficienti dell'equazione di K m  debbono soddisfare a N (?z - m )  + 1 
equazioni lineari omogenee, e quindi, se la Cn è una curva generale del suo 
ordine, deve essere : 

N ( m ) +  1 >IV(?$-m) + 1, 
cioè : 

n [i] indicando il massimo intero contenuto in -.  Ne rieavirimo il teorema: 
2 

Pei. una curva generale d'ordine n O non v i  2 alctina curva d i  clussa 
m apolare O ve ne sono in$nite: pl-ecisamente (*), supposto che sia 

(") S i  osservi la maggior semplicità di questo enunciato in confronto a quel10 con- 
tenuto nella cit. Memoria del DE-PAOLIS. 
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rn > [i] le came di' cbsss  m q o l a r i  costituiscono u n  sistema lineare 
OONt~n)- N(n-m)-1 

Siano date r curve qualunque di classe m, linearmente indipendenti, 
e vogliasi che esse siano apolari per una certa curva C n  d'ordine n ,  sup- 

posto naturalmente che ~ i a  rn > - ; si avranno fra i coefficienti della C n  [il 
r N ( n  - m) + r equazioni lineari omogenee, e quindi r non piib superare 

Allora, poichè (supposto naturalmente n 2 3): 

tranne il caso di rt = 3 ed m = 2, si ha  il teorema: 
Eccettucrto i l  tessuto delle curve d i  2 .a  classe apolavi a una cztbica, ogni 

altro sistema lineare d i  curve Km apolari a una Cn è da considerarsi colne 
un sistema .particolare, potendosi assegnare arbitrariamente solo: 

sue curve indipendenti. 

Si osservi in particolare 
[+] + 1 

che del sisterna lineare delle E apolari di 
una C a  possono assegnarsene arbitrariamente 3 O 4 soltanto, secondo che r. 
è dispari O pari, mentre se n = 2 k + 1 esse costituiscono un sistema lineare 
ciok+', e se n = 2 k esse costituiscoiio un sistema lineare oo2("+'). 

4. Supponiamo lz pari e poniamo n = 2 k. Allora una Cn generale non 
ammette alcuna Kk apolare: esiste una curva apolare di classe k e in gene- 
rale una soltanto quando si annulla un determinante d'ordine N(k) + 1 co- 
struito coi coefficienti dell'equazione della Cn e che in ogni caso è un suo 
invariante. 

Che se poi, oltre ad annullarsi il determinante ora detto d'ordine N(k)+l, 
si annullano anche dei suoi minori, per modo che la sua caratteristica r sia 
minore di N(L), a.llora è chiaro che esisterà un sistema lineare o o q k ) - r  di  Kk 
apolari. 

Esclusi questi casi particolari, ogni Kk ha rispetto ad una C g k  generale 
unn determinata polare C k :  onde tra i due sistemi lineari mNk) delle Kk e 
delle Ck del piano viene stabilita una corrispondenza biunivoca, che pub stu- 
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diarsi facilmente considerandola come una polarità rispetto alla quadrica del10 
spazio ad N (k) dirnensioni (*). 

Noi, per ora, non vogliamo fermarci partiwlarmente su cib: solo vo- 
gliamo far notare un contravariante notevole che nasce da queste conside- 
razioni. 

Rispetto a una C 2 Q e n e r a l e  ogni retta a contata k. volte è la polare di 
una determinata IL" col CAPORALI (**) noi direrno questa curva l'antipolare 
della retta a :  ed è chiaro che se di due rette, a e b, a tocca 17antipolare 
di b, anche b tocca l'antipolare di a.  Quindi, se in un fascio due raggi si 
dicono corrispondenti quando l'ixno tocca l'antipolare dell'altro, si ha ne1 fa- 
scia una corrispondenza simmetrica (k, k) con 2 k coincidenze. Ossia : 

Data una  CZk generale le rette del piano che toccano le Zoro avztipolari 
inviluppano una c u w a  d i  classe 2 k. 

Questo contravariante, seguendo il CLEBSCH e il CAPORALI (***) che 10 
hanno considerato pel caso lc = 2, noi 10 diremo sempre il cont~avariante  
!Z d i  C 2 k .  

1 1  contravariante fl è toccato d a  una sua tangente qualunque ne1 punto 
ove questa tocca la sua antipolare; 

onde in particolare per k = 2 : 
Il contraoariunte Q d i  una  p u a ~ t i c n  tocca nelle cuspidi delle 24 cubiche 

polari cuspidate della quurtica le relative tangenti cuspidali. 
Notisi cbe se la Cgk considerata ammette una Kk apolare, ossia si an- 

nulla il suddetto determinante di ordine N ( k )  + 1 che ne1 caso della quar- 
tica è conosciuto sotto i l  nome di invariante sestico, il contravariante R si 
spezza nella Khapola re  contata due volte. 

5. Raccogliamo qui alcuni teorerni che seguono immediatamente dalla 
definizione stessa di curva apolare, e che ci saranno molto utili ne1 sèguito. 

1. U n  punio contato ln volte 2 apolare rispetto ad ana C a  se è  nul- 
tiplo secondo n - m + 1 per l a  curva medesima. 

(*) Cfr. SEGRE, Alcune idee di E. CAPORALI inlomo alle yuartiche piane (Ann. di 
Mat., Serie  II, t. XX); CIANI, Sopra lu corrispondenau polare, etc. (Réndic. della R. Acc. 
dei Lincei, 1895). 

("*) CAPORALI, Mernorie di Geometriu, pag. 354, 
("**) CLEBSCH, Ueber Cutwen vierler Ordnung (Crelle, Bd. 59); CAPORALI, Z. cit. 
Non tralascieremo poi di ricordare che il REYE nella sua Memoria, CTeTeOer die reci- 

proke Werwandtschtzft von F 2  Systemen und W Geweben u. S. W., Bd. 88, fa considera- 
zioni analoghe a queste p e r  l e  superficie del 4.O ordine. 

Annnli d i  Maternatica, Serie  I I I ,  tom0 II. 21 
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I I .  Se una K m  contiene corne parte una curva apolare ad una Cn 
(m < n), essa è apolare'a Cn. 

I I I .  Se r + 1 curve linearmente i~dipendenti della stessu classe sono 
apolari rispetto ad un'altra, ci6 avviene per tutte le curve del sistema li- 
neare oor da esse determinato : e se una Km è apolare rispetto ad r + 1 
rurve del medesimo ordine Einearmente ind-endenti è apolare rispetto a tutte 
le curve del sisterna lineure aor da esse determinato. 

5 2. - GRUPPI DI PUNTI APOLARI ; (n + 1)-GONI CONIUQBTI RISPETTO A UNI\ Cn. 

6. Particolarmente iriteressanti rispetto ad una C n  fondamentale sono 
i gruppi di n punti, O n-goni, coniugati e i gruppi apolari di n - 1 punti. 
QueIli costituiscono una totalità m2T1-i, queati una totnlità so?n-5; e va sot- 
tinteso, naturalmente, che più punti di un gruppo possono coincidere in uno 
solo contato pih volte. 

In un gruppo di n punti coniugati ognuno trovasi sulla retta polare 
mista degli altri n - 1, e se n punti coniugati sono in linea retta, è chiaro 
che essi costituiscono un gruppo coniugato a quel10 secondo cui la retta, chc 
li contiene, taglia la Cn considerata, ne1 senso ordinario di gruppi binari 
coniugati. Ne segue che se un gruppo di n -- 1 punti in linea retta ha per 
polare rnista rispetto a Cn la retta su cui giace (in particolare, è apolare 
a Ca), esso è apolare rispetto al gruppo secondo cui la retta stessa taglici, C R  
e qujndi si ha il teorema : 

Sopra ogni retta del piano vi è una involuxione d'ordine n - 1 e d i  
specie n - 3 ,  CI!, costituita dai gruppi di n - 1 punti, che hanno per 
polare mista rispetto a Cn la retta medesima ( O ,  in  particolare, sono 
apoluri). 

Ora basta che un gruppo di questa 1;:; costituisca con un punto qua- 
lunque fuori della retta un n-gono coniugato a Cn, perchè esso sia apolare 
a CR, dunque : 

Sopra ogni retta del pialzo vi è una I;r: costituitu dai gruppi di n - 1 
punti apolari a Cn. 

Vediamo più davvicino le conseguenze di questi teoremi per n = 4, 5, 6. 
Innanzi tutto, data una quartica Cd, sopra ogni retta del piano si ha 

una involuzione cubica di l.a specie costituita dalle terne di puriti che hanrio 
per retta polare mista la retta medesima; e questa involuzione contiene la 
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terna apolare a C4 situata sulla retta (*). Foi, siccome una binaria biquadra- 
tica ammette una forma qaadratica apolare solo quando è armoiiica, cos1 se- 
gue che la retta r, la quale contiene una coppia di punti avente per conica. 
polare mista una conica spezzata nella retta 1. medesima e in una retta re- 
eidua, tocca costantemente l'inviluppo armonico della quartica C4. Ed è. chiaro 
che sopra ogni tangente dell'inviluppo armonico la coppia di punti in discorso 
costituisce (contata due volte) l'hessiana della quaterna di punti secondo cui 
essa taglia Cd, mentre l'involuzione cubica suddetta è costituita da questi due 
punti fissi e da un punto variabile sulla retta. 

Cosi anche l'inviluppo armonico, una delle più note curve invariantive 
della quartica, proviene dalla corrispondenza polare fra coniche-inviluppo e 
coniche-luogo che la quartica medesima stabilisce. 

Data invece una quintica Cs, sopra ogni retta r vi è una involuzione 
di prima specie e del quarto ordine costituita di quaterne apolari alla quin- 
tica. Anzi, poichè ogni quintica binaria ammette una cubica binaria apolare, 
segue che sopra ogni retta r giace una terna di punti la cui conica polare 
mista contiene la retta r. Allora ogni coppia di questa terna ha per cubica 
polare mista una.cubica con un flesso ne1 terzo punto della terna medesima, 
la tangente di flesso essendo Y, e le coppie d i  rette, incrociate su Y e costi- 
tuenti le coniche polari miste delle terne tratte dalle ool quaterne apolari si- 
tuate su r ,  inviluppano una curva della 3." classe tangente ad Y. 

Se la retta r ruota intorno a un punto P, la terna suddetta, c,he essn 
contiene, descrive una curva del 9.' ordine con un punto sestuplo in P, e le 
sei tangenti in questo punto alla curva segano arrnonicamente la quartica 
polare di Y; ecc., ecc. 

Cos1 data una sestica CE qualunque, poichè una sestica binaria ammette 
una cubica apolare solo quando si annulla il suo cataletticante, che è del 
4.' grado nei moi coefficienti, la retta r ,  che contiene una terna di punti 
la cui cubica polare mista rispetto a Cs si spezza nella retta r medesima e 
in una conica, inviluppa una curva della 12." classe ; ecc., ecc. 

7.  Come è chiaro, un gruppo di n-  1 punti costitiiito da un punto -4 
contato ?a - 2 volte e da un altro B contato una volta sola è apolare rispetto 
a una  Cn, solo quando A e B sono due punti corrispondenti della Hessiana 
e della Steineriana di C n :  allora la retta il B è una tangente della Cayle- 
yana e la suddetta 1::: contiene un elemento (n - 2)-plo. Viceversa, se per 

(") Queuta terna e stilta considerata la prima volta da1 CAPORALI, 1. cit., p ~ g .  342. 
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una retta r la relativa 1;:': contiene un elemento (n - 2)-plo la retta r tocca 
la Cayleyana di C n :  quindi, se, in particolare, per una retta r l'involuzione 
dei gruppi apolari è invece una In:!, poichè questa possiede 2 (n - 2) punti 
(11 - 2)-pli, sarà r una tangente 2 (n - 2)-pla per la Cayleyana. 

Questa osservazione dà luogo per lz = 4 a un elegante teorema osser- 
vat0 per la prima volta da1 BERTINI (*). 

Abbiasi una quartica generale C4 e sia r una tangente doppia della sua 
Cayleyana: su di essa si hanno due terne apolari a Cd, quindi se ne hanno col 

costituenti un'involuzione cubica. Ma una tale involuzione ha quattro ele- 
menti doppi, dunque la retta Y è una tangente quadrupla della Cayleyann. 
Ora si sa dalla teoria generale ("*) che la Cayleyana di una quartica ha 126 
tangenti doppie, quindi esse si riducono a 21 tangenti qiiadruple. 

Si dimostra poi che queste 21 rette sono le 21 rette che fanno parte 
delle cubiche polari dei 21  punti doppi della Steineriana. 

8. 1 gruppi di n - 1 punti apolari a una C n  e situati sopra una retta 
costituiscono una I;:;, dunque, presi n - 6 piinti qualunque della retta essi 
si trovano in sei gruppi neutri  (***) dell'involuzione, ossia si possono asse- 
gnare in sei niodi differenti due altri punti c'he, insieme a quegli n - 6, 
diano un gruppo di f i -  4 punti che non individua pienamente il gruppo 
della 1;~: a cui appartieiie. 

Ne segue che : 
Pres i  soyra una  retta n - 6 pulzti qualunqzle, u i  sono sempre sei coppie 

d i  punt i  ta l i  che la quartica polare mista degli  rn - 4 punti  da t i  da quegli 
n-6 e da  una  d i  yueste coppie rispetto a una curea fondumentaie d'or- 
dine n, a6bia nella retta stessa una tungente quadrupla della sua Cayleyaiza. 

Particolarniente notevole è l'enunciato che se ne ricava facendo n = 6 :  
Data  una curva qualunqzie del 6.0 ordine, s o p w  ogni retta v i  sono sei 

coppie d i  pun t i  ial i  clze la  retta medesirna sia INU tangente quadrupla dellu 
Cayleyana della loro qua~ticcc polare rnista. 

9. A una curva Cn, se n 6. pari, è strettamente legato l'inviluppo 
delle rette che tagliano Cn secondo un gruppo di punti coniugato alla C n  
stessa. 

(*) BERTIN, Le tangenti multiple ddla Caylcyanrt, etc. (Atti della R. Acc. delle 
Scienze di Tor ino,  Vol. XXXII). 

(**) CLEBSCH-LINDEXANN, Vorlesungen über Geornetrie, Bd. 1, pag. 368. 
(*a*) WEYR, Beitràge zur Curvenlehre, pag. 42. 
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Per  un'osservazione precedente tale in~riluppo, se n è dispari, è jndeter- 
minato, percht. ogni binaria d'ordine dispari è coniugata a sé stessa; ma, se n 
è pari, esso è della na classe e la sua equazione è, data per un noto prin- 
cipio di trasporto (Ue6ertragungsprinc) da : 

(a b zr)n = 0, 
se : 

a,"=b;= ...= 0, 
è I'equazione di C". 

10. P e r  una curva d'ordine rz si sogliono c.onsiderare anche quei gruppi 
di n + 1 punti tali, che n qualunque di essi costituiscono un n-gono coniu- 
gato alla curva. Tali gruppi di punti, poiché non pub sorgere ztlcun equivoco, 
contjnuereino a chiainarli gruppi coniugati, O (11 + 1)-gonz' coniugati alla 
curva. 

Per  un gruppo di n + 1 punti 1' essere coniugato a una data Cn equi- 
vale a n + 1 condizioni lineari, dunque: 

Ogni Cn possi~de mn+' (f i  _t 1)-goni coniugoti. 
La costruzione degli (n + 1)-goni coniugati è immediata ne1 caso di n = Z 

O 12 = 3 (*). Qui  diamo la costruzione dei pentagoni coniugati di una quartica. 
Consideriamo dapprima una cubica C3 e una quartica C4 e proponiamoci 

di trovare i quadrangoli coniugati contemporaneainente alla C3 e alla C4. 
Presi due punti qualunque A e B, vi è sulla polare rnista di A e B ri- 

spetto a CS una determinata coppia C, D costituente con A e B un qua- 
drangolo A B C D  coniugato a C3: precisamente, CD è la coppia di punti 
ore la  polare mista di A e B tagIia la conica che ad essa corrisponde nella 
trasformazione quadratica involutoria di STEINER individuata dalle coniche po- 
lari di A e B rispetto a C3.  

Ora teniamo fisso il punto -4 e facciamo scorrere il punto B sopra una 
retta r: la retta C D  ruoterà intorno al polo R di 1. rispetto alla conica po- 
lare di A,  e, coine è noto (**) e si vede subito del ïesto, i punti C e D de- 
scriveranno una curva del 4." ordine @' con un punto doppio in R. 

Tra  questi oo4 quadrangoli coniugati per la Ca cerchiamo quelli che soi10 
coniugati anche per la Cd, os& cerchiamo per quante posizioni del punto B 
sulla retta r avviene che, costruito il quadrangolo A B CD coniugato a Cs, 
questo risulti anche coniugato a C4. 

(*) Per n = 3, vedi: CAPORALI, 1. cit., pag. 51. 
(**) CAPORALJ, 1. cit., pag. 50. 
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Per questo' ci occorre trovare dapprima la classe dell'inviluppo generato 
dalla retta polare mista della terna ,4 CD rispetto a C4 quando la coppia C 1) 
descrive la quartica Q4, ossia, giacchè la polare mista di A C D  passa per 
un punto O fissato a piacere quarido C e D sono coniuga.ti rispetto alla co- 
nica C v o l a r e  mista di A e O rispetto a C4, bisogna trovare fra le c\cl 

coppie C D  della quartica m4 quelle. coniugate rispetto a tale C2. 
Una trasversale qualunque condotta per R taglia In quartica (P4 in una 

coppia CD: allora se C' e Dr sono i punti di questa trasversale coniugati 
ordinatamente a C e D rispetto alla detta CS, il 1uog0 dei punti C f  e D' al 
ruotare della trasversale intorno ad R è evidentemente una curva del 6." or- 
dine con un punto quadrupla in R. Dei 16 punti ove questa curva del 6.' or- 
dine taglia la quartica @' fuori di R, otto sono i punti ove @' è tagliata dalla 
conica polare mista di A e O, e altri otto si disiribuiscono in quattro coppie 
di punti allineati con R e che dànno le coppie richieste (*). . 

(*) In  generale : 
Data una conica e una curua d'ordine n, vi sono n (n - r - 1) coppie di  punti (di- 

s~inti) della curva d'ordine n allineati con u n  suo punto r-plo e che siano coniugati rispetto 
alla conica. 

Facendo n=3 ed r = 1 questo teorema esprime che presa una conica e d  una cu- 
bica vi sono sulla cubica t r e  coppie di punti soltanto, in  generale, che siano allineati 
con un punto della cubica medesima e siano coniugati rispetto alla conica. Che s e  ci0 
avviene per  quattro coppie allora avviene p e r  tut te  : d'altra parte  quattro coppie di punti 
sono sempre coniugate rispetto a un fascio di coniche, dunque: 

L e  od coppie di punti che si otten,qono tagiiando una cubica colle rette uscenti da u n  
suo punto si possono sempre pefisare come coppie di punti coniugati rispetto a u n  fascio 
c22 coniche. I punti-base di questo fascio sono i punti di  contatto delle tangenti condotte da 
quel punto alla cubica. 

Con cib si ottengono oc1 trasformazioni quadratiche involutorie di S T E ~ E R  che tra- 
sformano la  cubica in  sè stessa. (Cfr. SEGRE, L e  corrispondenze univoche sulle curve el- 
littiche [Atti dell'hcc. di Torino, 18891.) 

Similmente s i  dimostra che : 
Vi é sempre una conica rispetto a cui siano coniugate le ool coppie di punti tagliats 

su una quartica dotata cli purdo doppio dalle rette uscenti da yuesto punto. Essa è la co- 
nica che passa pei sei punli di contatto delle tangenti condotte alla quartica da1 suo punto 
doppio e pei due punti allineati con quelli ove le langenti alla quarlica ne1 punto doppio 
tagliano ulteriormente la curva medesima. Inoltre le langenti alla conica in questi due 
punti passano pel punto doppio. 

(Cfr. BERTINI, Una nuova proprielà delle curve di  ordine n con u n  punto (n - 2)-plo, 
(R. Acc. dei Lincei, vol. le0, serie 3.', Transunti);  CAPORALI, SuEEe tangenti condotte ad una 
cwva  algebricrt pinna du un suo punto mu l t i~~ lo ,  1. cit.) 
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L'inviluppo suddetto B adunque della 4." classe. 
Ne segue che si? B è un punto qualunque di  r e Br è il punto ove T 

taglia la polare mista della corrispondente terna A C D ,  fra i punti B e Br 
viene stabiljta una corrispondenza (4, 1): ossia: 

Unu cubica ed una quartica hanno sempre so3 quadrangoli coniugati a 
romune. Preso arbitrariamente u.n pu9zt0, le no' tertze che insieme crd esso 
dànno quadrangoli d i  tale specie sono situute sopra una curva del 5." orditze. 

Ora se un pentagono A E C D  E è coniugato ad una quartica, il qua- 
drangolo B CD E per es. è coniugato tanto alla quartica quanto alla cubica 
polare di A rispetto alla quartica, e viceversa: dunque: 

Per ogni quartica vi sono m5 pen tugo~ i  coniugati. Presi arbitmriumente 
dite vertici d i  un tal pentagono, gl i  a i t r i  ire descrivofzo w a  cuvva del  5 . 9 ~ -  
dine che passa per i due punti dati. 

Quest'ultima asserzione pub dimostrarsi osservando che se A e B sono 
i due punti dati e B CD è il triangolo coniugato comune alla cubica polare 
di A e alla conica polare del medesimo punto con un vertice in B, il pen- 
tagono A A B C D  con due vertici coincidenti in A è coniugato a. C4. 

11. Possiamo vedere facilmente quanti sono i pentagoni coniugati co- 
stituiti dai qiiattro vertici di un quadrangolo complet0 e da  .un suo punto 
diagonale. 

Sia A B C D  X un tale pentagono, essendo X all'intersezione di A B e 
C D ;  rispetto alla conica polare mista di C e D i tre punti A, B, X hanno 
per polare la medesima retta A BX, dunque la conica polare rnista di C 
c D contiene l a  retta A B ,  C e D sono punti coniugati della G,. di CAPO- 
RALI (1. ch., pag. 344-45) corrispondente alla retta T - A B, e la retta C Il 
appartiene all'jnviluppo della 3." classe, costituito dalle congiungenti quevte 
coppie di piinti coniugati, che indicheremo con r,. 

Inoltre la polare mista della terna A B X è la retta C D  passante per X.  
Gra, dato un punto A e una retta r per esso, si considerino le ooi terne A B X  
situate su r tali che la retta polare mista d i  ciascuna di esse passi per il 
relativo punto X: poichè vi è sopra 9- una terna A R X tale che l a  sua 
retta polare mista è la retta r medesima, l'inviluppo di quesie mi rette, che 
indicheremo con A, ,  avrh una tangente doppia in r e sarà della 3." classe; 
quindi l a  retta C D  tocca due curve della 3.a classe. 

Ne deduciamo che,  dato del pentagono A B C D X  il vertice A e il 
lato r = A  B, il punto B e quindi il pentagoco pub deterniiriarsi in nove 
modi differenti. Onde i pentagoni della specie richiesta sono ooS. 
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Si potrebbero determinare subito gli ordini dei luoghi descritti dai punti 
B e S al  variare della Y intorno al punto A ;  ma su cib crediamo inutile 
intrattenerci più oltre. Solo osserveremo che quando la retta r ruotarido in- 
torno ad A prende la posizione di una delle tangenti alla polocayleyana (*) 
di A, la  terna A B X che ha per retta polare mista la retta r medesima è 
addirittura apolare alla quartica; quindi l'inviluppo A, si spezza in tre fasci 
di raggi coi centri nei punti B, X c ne1 polo della retta r rispetto alla co- 
nica polare di A. Ossia si ha  il teorema: 

Preso sopra unn rettu r unu dei punti A della terna apolare situatu 
s o p a  r,  e le coppie d i  punti B, X taLi che la w t f a  polare mista d i  A, B, X 
passi per X,  si troua che queste rette pussano per un punto $sso - pel polo 
della retta r rispetto alla conica polare d i  A. 

In particolare questo teorema si verifica per tutti i punti delle 21 tan- 
genti quadruple della Cayleyana della quartica. 

12. L a  nozione di curve coniugate conduce alla soluzione più semplice 
e spontanea dei problemi di questa natura:  

Duta una formu ternaria d i  ordine qualunque n. esprimerla lineurmente 
per le potenxe ne d i  u n  certo numero d i  forme lineari. 

Definito per y -1atero polare di una Cn un sistema di y rette (p 5 AT(n)) 
tali, che l'equazione della Cn possa ottenersi corne una combinazione lineare 
omogenea delle potenze ne delle forme lineari che, uguagliate a zero rappresen- 
tano le equazioni delle p rette, questo problema coiiicide chiaramente coll'altro: 

Data una (7n costmire tutti  i suoi p-lateri polari. 
Ora questa costruzione riei casi particolari è facilitata e fornita da  alcuni 

teorerni semplici e generali clle qui esporremo brevemente. 
13. S e  un p-latero a ,  a,.  . . ap è polare per una Cn, è chiaro che 

ogni curva di classe n inscritta in  esso è coniugata a Cn, essendo coniugata 

(*) Col CAP~RALI chiamianio pololiessinna e polocayleyaiin di un punto rispetto ad 
una quartica la Hessiana e l a  Cayleyana della sua  cuhica polare, ed, una volta p e r  tutte, 
osserviamo che qui e in yrosieguo si suppongono note a l  lettore tut te  le  osservazioni 
contenute nei Framnzenli del CAPORALI e nella Memorin, di CLEBSCH inserita ne1 59.O vol. 
del Giomale di Crelle. 
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a tutte le curve d'ordine n costituite dalle p rette a,, a,, ... ap contate cia- 
scuna n volte ; e viceversa : dunque : 

Condizione necessaria e suficicnte perchè un p-lutero a, a, . . . ap sia 
polare per una C n  8, che tutte le curve d i  classe n inscritte in  esso siano 
coniugate a Cn. 

Se le rette a , ,  a,, ... a,, offrono tutte condizioni indipendenti alle curve 
di classe n che le toccano, questi costituiscono in tutto un sistema lineare 
aoX(")-p, e quindi per dirnostrare in ta1 caso che il p-latero a , .  . . ap è po- 
lare per una Cn, basta far vedere che N ( n )  - p  + 1 curve di classe n,  in- 
scritte in esso e linearmente indipendenti, sono coniugate a Cn. Allora fra 
le potenze ne delle p forme liiieari che, uguagliate a zero, rnppresentano le 
equazioni delle p rette, non passa alcuna relazione lineare omogenea a coef- 
ficienti costanti ; e vioeversa, se cib avviene, le rette a , ,  a,, ... ap offrono 
tutte condizioni indipendenti alle curve di classe n che le toccano. 

Si vede da  cib quanto sia importante studiare quei particBolari sistemi di 
rette pei quali avviene che fra le potenze ne delle forme lineari che, ugua- 
gliate a zero, rappresentano le equazioni delle rette passi una relazione lineare 
omogenea a coefficienti costanti. Tale studio é stato fatto da1 ROSANES (*) che 
ha dato su di essi i teoremi più importanti, e noi non staremo a ripeterli 
qui; solo, in prosieguo, esponendo la teoria dei polilateri polari delle quartiche 
terretno conto volta per volta di queste osservazioni per ottenere tutto il ne- 
cessario rigore. 

Dalle cose dette precedentemente risulta anche il teorema: 
Se un p-latero è polure per una C n  ogni curvu d i  classe m (vn < n) in- 

scrittu in esso è apolare a Cn;  
che, in un certo senso, pub invertirsi cos]: 

Se un p-lutero è costituito dalle tangenti comuni a due curve d i  classe 
nz ed m' rispettivamente che non hanno alcuna tangente multîpla a comune 

e sono upolari a una curva d'ordine rc = nz m', p r " (" '1) , esso è po- 
2 

lare per quest'ultima, curva. 
Infatti, se: 

u;=o, U:'=O, 

sono le equazioni di quelle due curve di  classe na ed na', e d :  

(") ROSAXES, Ueber ein Bine@ der Zuordnung algebraischer Formen (Crelle, Bd. 76). 

Annali di Makmatica, Serie III, tom0 II. 22 
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è uns qualunque curva di classe n inscritta ne1 p-latero, poichb per ipotesi 
le due curve di classe m ed m' non hanno alcuna tangente multipla comune, 
si possono trovare sempre due forme u;-nL ed 

Bi tali ohe si abhia identi- 
camente (*) : 

un = ,,a + .fi,- 1.' .,fi' 
Y B 8 9 

e quindi, se : 
a $ - 0 ,  

è l'equazione della curva data di ordine n, in virtù di : 

Ora per una curva d'ordine n esistono sempre delle curve apolari di classe 

[il + 1, dunque : 
2 

Per ogni curva d'ordine n esistono infiltiti 1 [FI + 1 -btevi pulari (**). 

14. 11 q-latero formato da q rette qualunque di un p-latero si dirà 
contenuto ne1 p-latero, e il. ( p  - 9)-latero formato dalle rette residue si dirà 
complementare del q-latero. 

Inoltre si dirà, che m vertici di un p-latero costituiscono una m-pla di 

quando due qualunque di essi non si trovano sopra un me- 

desimo lato del p-latero, e il (p - 2 m)-latero formato dai lati residui si dirà 
complementare di quella m-pla di verticj. 

Allora riesce ben cliiaro il teorema di cui in seguito si farà uso conti- 
nuamente : 

Quulzdo un p-latero è polare per una Ca e s i  considera una qualunque 
curoa di classe ni K m  (m < n )  inscritta in un suo q-latero, il ( p  - q)-latero 
complementare è polare per la polare di Km rispetto a C n ;  

per modo che, per es., se un p-latero è polare per una Cn ogni suo 
(p -  1)-latero è polare per le polari rispetto a C n  dei punti del lato com- 
plernentare, ogni suo (p - 8)-latero è polare per la polare del vertice com- 
plernentare, ecc., ecc. 

(*) Cfr. a d  es. BERTINI, Rappresentazione di una forma ternaria, ecc. (Rend. del 
R. 1st. Lombardo, Ser ie  II, vol. XXIV, 1891). 

(**j Naturalmente questi non sono tut t i  i polilateri polari di un ta1 numero di lati. 
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Un p-latero ed un q-latero sia.no ambedue polari per una medesima 
curva CYL, e supponiamo che, essendo m < n, abbiasi p r N (m), q r N (m) ; 
di più, supponiamo, che, tanto le p rette del p-latero, quanto quelle del 
q-latero rappresentino tutte condizioni indipendenti per le curve di classe tn 
che le toccano. Allora ne1 p-latero sono inscritte mPffl)-p e ne1 q-latero 
aofi")-q curve di classe m apolari O coniugate a Cn secondochè m < n O 

m = n :  questi due sistemi lineari eono contenuti in un sistema lineare 
c~x(m)-N(~-~)-l, dunque, se p + q ES N (m) f- N (n - m) + 1, essi hanno a co- 
niune un sistema liiieare o~~~('~)+~(~-~)+~-(p+q) : ossia : 

Un p-latero ed un q-latero polari per zcna curva d'ordine n e i cui lati  
offrano tutte condizioni indipendenti ulle ctcrve d i  classe m che li toccano, 
sono circoscritti a u n  sistema lineare d i  curve d i  clusse m, 
se, essendo m m n, p - N (rn), q 5 R (m), s i  ha anche : 

15. Sulla costruzione delle figure polari di una Cn, in generale, si 
conosce ben poco : non si conoscono che le costruzioni degli N ( n ) - ,  
[N(n)  - 11-, [Nln)  - 21- lateri polari (*), le quali del resto sono imme- 
diate e offrono per la curva ben poco interesse. 

Un teorema generale del REYE (**) dà, per ogni curva una figura po- 
lare costituita da un numero minore di lati dimostrandosi che: 

Per oyni curva d70rdine n è polare 1'" (" + "-latero costituito dai lat i  
2 

di un suo ( n  + 1)-gono coniugnto, 
e figure polari di un numero anccra minore di lati fornisce un teorema che 

abbiamo precedentemente enunciato; ma tanto l'uno quanto l'altro hanno il di- 
fetto di non fornire il più generale polilatero polare del considerato numero di lati. 

Quanto al teorema del R E ~ E  non mancheremo poi di far osservare che 
n ( f i  + 1) il numero dei lati dell' ---later0 polare, che esso contempla, pub es- 

2 
sere notevolmente ridotto. 

Si considerino ne1 primo membro dell'equazione della curva, scritta come 

una somma di " (" + ') potenze ne, gli n termini che si riferiscono ai lati 
2 

(") Cfr. DE-PAOLIS, 1. cit. 
("') REYE, T~agheits-und hohere Moments eines Massensystemes in Beaug auf Ebenen, 

(~re l l e ,  Bd. 72). 
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uscenti d a  un vertice : la loro somma costituisce in sostanza una binaria d'or- 

dine n, la quale, per teoremi notissirni, pub esprimersi per [:] + 1 snzichè 

per n potenze tae di fattori lineari, quindi, senz'altro, ne1 primo membro del- 

l'equazione della curva possono eliminarsi O - - 1 (secondochè n è di- [:] r: 
spari O pari) potenze fie di fattori lineari. Cos1 continuando si giustifica la 
nostra asserzione. 

Un' altra quistione molto interessante sarebbe quella di determinare per 
una Cn generale del suo ordine i polilateri polari del minimo numero di lati: 
ma, mentre questa si risolve facilmente per i primi ordini, pare che offra per 
gli ordini superiori gravi difficoltà. 

16. Terminiamo con un teorema che in casi particolari dà conseguenze 
notevoli. 

Supponiamo YL pari: allora ad una C n  è coordinato, come abbiamo visto, 
un inviluppo della na classe costituito dalle rette che tagliano Cn secondo un 
gruppo coniugato di n punti : e se : 

an= hm=. . . = 0, 
è l'equazione della Cn, 

(a b u)n = 0, 

è l'equazione di quell'inviluppo. 
Supponiamo che il p-latero a,  a,. . . ap ,  i cui lati hanno per equazione: 

a , , = O ,  a,,,=O ,... ap,%=O, 

sia polare per la Ca: sussisterà una identità della forma: 

le ki essendo delle costanti, e quindi sarà per lin principio adoperato la prima 
volta da1 LÜROTH e poi esplicitamente formulato da1 GORDAX (*): 

(a b u p  = 2 ki kj (ai aj u)~, 
ij 

dove abbiamo indicato con (ai aj u) il determinante : 

(*) Cfr. L ~ R O T H ,  Einige Eigenschafkn einel- gewissen Gulturzg, u. S. W. (Math. Ann., 
Bd. 1); GORDAN, Ueber dus Pentueder der Flcichen 3. 0. (ibid., Bd. 5). 
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è l'equazione del punto ove la retta cc; taglia a j ,  dunque si h a  il teorema: 

Se trn p-latei-O 2 polare per una Cn ( n  =. 2 k) ,  i l  (''F ') -gono costituilo 

da i  suoi vertici  è polare per Z'invilzlppo delle rette che tagliano C n  secondo 
un gruppo coniuga to : 

pel quale perb deve esser fatta una osservazione analoga a quella fatta 
precedentemente Bopra un teorema del REYE. 

II. 

Sopra l e  figure polari della quartica piana. 

17. Una quartica generale non ammette polilateri polari di un numero 
di lati inferiore a sei. Ma non crediamo affatto inutile ricordare rapidamente 
le proprietà principali delle quartiche che amrnettono polilateri polari di un 
numero di lati inferiore a sei. 

18. Una quartica dotata di unilatero O hilatero polare si spezza in 
una retta contata quattro volte O in una quaterna di rette costituenti gruppo 
~rmonico. 

19. Una quartica dotata di trilatero polare, i cui lati non concorrano 
in un punto (altrimenti essa si spezzerehbe in quattro rette per quel punto), 
ha 12 punti di ondulazione (*) distribuiti in quattro quaterne armoniclie sui 
lati del trilatero e si trasforrna in sè stessa per 96 omografie (**). Tra  queste, 
tre sono le omologie armoniche che hanrio i centri nei vertici del trilatero 
e gli assi nei lati opposti, rispettivamente. 

II covariante S, luogo dei punti la  cui cubica polare è equianarmonica, 
è indeterminato: il covariante T, luogo dei punti la cui cubica polare è ar- 

(*) MASONI, Sopra aleune cwve del 4.0 ol*dzize dotate di pulati di ondulazione (Ren- 
diconti della R. Acc. di Napoli, fasc. 2.", 1882). 

(**) W .  DYCK, Notiz Über eine regulcire Rienannn'sche Flache, u. S. W .  (Math. Ann., 
Ba. 17). 
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monica, si riduce, come la  Hessiana, ai tre lati del trilatero contato ciascuno 
due volte, e la Steineriana si riduce alle tre rette medesime contate ciascuna 
quattro volte. 

L e  cubiche polari dei punti di un lato del trilatero si spezzano in terne 
di rette uscenti da1 vertice opposto e costituenti una involuzione cubica sini- 
getica, di cui la Hessiana è data dai due lati del trilatero passamti per quel 
vertice : e l'inviluppo armonico si spezza nei tre vertici del trilatero contato 
ciascuno due volte. 

Invece l'inviluppo equianarmonico ha per triangolo polare quel10 costi- 
tuito dai tre vertici del trilatero (n." 16) e trovasi colla quartica in posizione 
perfettamente reciproca. 

Infatti, le quattro tangenti dell'i;iviluppo equianarrnonico che escono da 
un punto della quartica sono le quattro tangenti condotte da1 punto alla pro- 
pria cubica polare (*): ma in questo caso le cubiche polari soiio tutte equia- 
narmoniche, dunque esse costituiscono un gruppo equianarmonico e la nostra 
asserzione è giustificata. 

Infine si osserverà che la quartica in discorso ammette un tessuto di 
curve di seconda classe apolari, inscritte tutte ne1 trilatero polare, che è, l a  
più generale quartica di ta1 natura, e che tutte le quartiche a trilatero po- 
lare sono proiettivamente identiche. 

Quest'ultime osservazioni valgono del resto per tutte le curve a trilatero 
polare d'ordine 12 > 3. 

20. Ben più importanti sono le quartiche dotate di quadrilatero po- 
lare. Esse sono state considerate spesso dai Geometri (**) ed è notissima la 
particolare quartica a quadrilatero polare che porta il nome del CAPORALI. 
Appunto percib noi non ci fermeremo più oltre su di esse : solo osserveremo 
che la  quartica d i  CAPORALI è tanto più notevole, in quant0 è I'unico cas0 in 
cui si conoscono le proprietà dei 24 flessi. 

21. Passiamo quindi a considerare le quartiche a pentalatero polare, 
O, come diremo, le quartiche di CLEBSCH (***). 

Se una quartica C4 ammette un pentalatero polare a, a, a, a, a,, la K 2  
inscritts in esso B apolare a Ca e quindi deve annullarsi l'invariante sestico 

(*) CAPORALI, E. cit., pag. 357. 
(**) DEL PEZZO, Sulla curva Hessiana (Rend. della R. Acc. di Napoli, 1883); CAPO- 

RAL~,  1. eit.; CIANI, La quartica di Capornli (Rend. della R. Accad. di Napoli, 1896). 
(*il*) CLEBSCH, 1. cit.; LÜROTH, l.  cit. 
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di C4, Poi, siccome ogni vertice del pentalatero ha per cubica polare una 
cubica dotata di trilatero polare - il trilatero complementare -, il penta- 
latero a ,  . . . cl ,  sarh inscritto ne1 covariante S di C4. 

Viceversa, aia nul10 l'invariante sestico di C4 : allora esisterà, in gene- 
rale una sola KI apolare a C4 e ogni sua tangente apparterrà a un penta- 
latero polare di C4. 

Sia, infatti, a, una tangente gualunque di tale Ke e siano A , ,  A,,  A , ,  
A, i punti ove essa taglia il covariante S: la polohessiana di A, sarà un 
trilatero circoscritto a E" poichè Kt è apolare alla quartica, e quindi alla 
cubica polare di A, ,  e, se a,, a,, a, sono i lati d i  questo trilatero, i vertici 
u , ~ ,  (*) saranno ancora dei punti di S. Allora la polohessinna di a,, 
per es. sarà un trilatero con un vertice ne1 punto A ,  e circoscritto e Kz, 
ossia sarà costituita dalla retta a l ,  dalla a, e dalla ulteriore tangente a, con- 
dotta da1 punto A, alla conica K8.  

Ne segue che la retta a, taglia as in un punto di S e quindi essa passa 
O per A,,  O per A, ,  O per A,. 

Supponiamo che passi per A, e che, come analogamente si dimostre- 
rebbe, a, e a, passino ordinatamente per A, e A3 : allora è subito visto, che 
il pentalatero a, a, a, a, a, cosi costruito B inscritto ne1 covariante S, che ogni 
suo vertice ha per trilatero polohessiano il trilatero complementare e ogni 
sua coppia di vertici (ne1 senso dichiarato al ri.' 14) ha per coniaa polare 
mista il lato complementare contato due volte. 

Ora la Re inscritta ne1 pentalatero a , .  . . la, insieme a tutte le curve di 
2." classe del piano, e la coppia di vertici a , , ,  a,,, per es., insieme alle curve 
d i  2." classe tangeriti ad a,, danno due sistemi lineari m5 e cm' rispettiva- 
mente di curve di 4.a classe inscritte ne1 pentalatero e coniugate a C4, e il 
sistema lineare di dimensione minima contenente questi due è un sistema li- 
iieare mg, poichè essi hanno a comune la sola curva di 4." classe costituita 
dalla coppia a,,, a,, insieme alla detta K y  dunque poichè le cinque rette 
a , ,  . . . ai offrono condizioni tutte indipendenti alle curve di 4.8 classe, che le 
toccano, il pentalatero a , .  . . a j  è polare per la C4 considerata. 

Si ha percib il teorema : 
L a  condixione necessaria e suficiente perché una quartica amrnetta pen- 

talateri polari B espressa dall'annullursi dell'invariante sestico. Supposta 

(*) Adesso e ne1 seguito indicheremo sempre con au il punto d'incontro di  due rette 
indicate con ai ed aj. 
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p e s t a  condizione soddisfattu, l u  quartica (di CLEBSCH) possiede m a  conica- 
inviluppo apolare ed ool pentalateri polari cwcoscritti a p e s t a  conica e in- 
scritti ne1 covariante S. 

22. Mantenendo le ipotesi e le notazioni precedenti, consideriamo uno 
degli 8 punti ove la conica Ez taglia il covariante S e ripetiamo la costru- 
zione precedente prendendo per a, la tangente a Ke in uno di questi punti: 
allora è subito visto, che i lati del trjlatero polohessiano del punto di con- 
tatto di a; passano per i tre punti ove questa retta taglia ulteriorrnente il 
covariante S e toccano ivi il covariante medesirno. Inoltre la polohessiana di 
ogni vertice del trilatero consta di a, contata due volte e del lato opposto, 
dunque in questo caso non si pub più parlare di pentalatero polare, m a  le 
cubiche polari dei vertici del trilatero hanno tutte a,  per tangente cuspidüle, 
e quindi si ha  il teorerna (L~ROTH) : 

L e  24 tangenti cuspidali delle 24 cubiche polari cuspidnte d i  una p a r -  
tica d i  CLEBSCH coincidono tre a tre nelle otto rette (*) tangenti alla conica- 
invituppo apolare alla quartica negli otto punti ove essa è tagliata da1 co- 
variante S, e i 24 poli, cioè le 24 cuspidi della Steinerianu, dànno otto trian- 
go2i circoscritti a l la  conica-inviluppo apolare e a l  covariante S ,  e tuli, che 
in ognuno d i  essi un  Zato tocea i l  covariante S laella cuspide della cubicu 
polare del uertice opposto. Queste 24 cuspidi sono tre a tre su quelle otto 
tangenti; dunque ln Hessiuna e il covariante S s i  tagliono in 24 punti  al- 
lineuti tre a tre sulle dette olto tangenti. 

In  particolare ne risulta, che il covariante S ha 24 tangenti comuni con 
la conica-inviluppo apolare e che quindi è della lLa classe : ossia possianio 
enunciare il teorema : 

Il covariante S d i  una quartica generale è privo d i  nodi e di cuspidi (**). 

(iC) S i  osserverà che queste otto re t t e  sono le  re t t e  doppie della involuzione del 5." 
ordine costituita sulla conica-inviluppo apolare dalle quintuple di lati  degli ml pentalateri 
polari. Ora per  il  teorema del R~SANES (1. cit.) : 

n a  le quarte potenze delle 10 forme 1ineai.i che, ugua,qliate a zero, rappresentano 
10 tangenti di una conica-inviluppo passa una relazione lineare omogenea a coeficienti 
costanti; 

questa involuzione è affatto qualunque, quindi quelle otto tangenti sono in generale 
distinte al pari  dei loro otto punti di contatto. Il teorema che, col L i i ~ o ~ a ,  enunciamo 
sui  nodi e sulle cuspidi del covariante S farà  comprendere a l  lettore la necessita di in- ,  
sistere s u  a b .  

(**) CIANI, Sopra due cume invariantive, etc. (Ann. di Mat., 1892). 
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23. Siano : 
a;,, = O, ( i  = 1 . . . 51, 

le equazioni dei cinque lati di un pentalatero polare di una quartica di 
CLEBSCH C4 : la sua equazione sarà della forma: 

e quindi l'equazione del suo covariante S sarà : 

dove la sommatoria si intende estesa a tutte le combinazioni differenti (ij 1 m) 
che possono formarsi coi cinque jndici 1, 2 . .  . 5, e dove ( i j  Z) sta a signifi- 
care il determinante costruito coi coeKcienti di a,,,, aj,,, ul,,. 

D a  queste equazioni si deduce subito, come già abhiamo osserva.to, che 
il pentalatero polare è inscritto ne1 covariante S :  ma quel che pih importa 
é, che se ne pub dedurre anche il teorema inverso, cioè: 

Se una quaartica è circoscritta ad un pentalatero coqdeto essa pu6 perz- 
sarsi conle covariante S d i  un'altra qlrartica a invariante sestico nullo, e 
qzrind; d circoscritta ad ool pentalateri complefi. 

Infatti se manteniamo le notazioni precedenti pei lati del pentalatero si 
vede subito che in ta1 easo 19equa+one della quartioa data pub sorivnki : 

pj (1 2 3) (1 2 4) (1 3 4) (2 3 4) a,, a,, a,, a,, + . - . + 
+.- .+p i (234)(235)(245)(345)a, ,a , ,a , ,a , ,=0,  

determinando convenientemente i numeri p,  . , . p j :  quindi essa è il covariante S 
della quartica di CLEBSCH (*) : 

24. Altre osservazioni potrebbero farsi a questo proposito, ma per cib 
rimandiamo alla citata Nota del L ~ ~ R O T H  : qui vogliamo osservare soltant0 
come la configurazione degli cici pentalateri polari di una quartica di CLEBSCFJ 

(*) Cfr. a questo proposito la bella Nota del L~ROTE, Neuer Beweis des Satzes, dass 
nicht jeder Curve viertte?. Ordnung ein Fünfseit eingeschrieben werden Kann. Math. Ann., 
Bd. 1. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo II. 23 
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si riconnetta strettamente a una configurazione che si incontra nella teoria 
delle figure polari delle cubiche (*). 

Due cubiche in generale non hnnno alcun pentalatero polare comune : 
ma se ai annulla un certo loro invariante sirnult&eo, che il L o a o o ~  indica 
con P ne1 CJ 2 della sua Memoria già citata, esse hanno ool pentalatcri po- 
lari comuni circoscritti a una curva della 2." classe e inscritti in una curva 
del 4." ordine. 

Orbene, per quel che precede, questa quartica B covariante S di una 
quartica d i  CLEBSCH C4, quindi quegli mi pentalateri sono polari non solo per 
le due cubiche considerate, ma anche per tutte la rete delle cubiche po- 
lari di C4. 

Dico che essi sono polari per le cubiche di questa rete soltanto. 
Infatti siano a , .  . . a,, a', . . . ur, due dei pentalateri in discorso : indi- 

cate con : 

ai,$ = O ,  = O ,  (i = 1 . . . 51, 

le equazioni dei loro lati, si avrà, per quel che si B detto, una identità della 
forma : 

(le k; Id essendo delle costanti), da cui polarizzando si deduce l'altra : 

e se i pentalateri sono polari per una certa cubica sussisterà ancora una iden- 
tità del tipo: 

2 li a;,, = 2 artx, (2) 

le 1, 1' essendo delle costanti. 
Ora possiamo sempre determinare y , ,  y,, y, in modo che risulti : 

perché nè alcuna delle k,, k,, IC, pub esser nulla (altrimenti la C h a r e b b e  
a quadrilatero polare e il suo cavariante S si spezzerebbe nei quattro lati del 
quadrilatero), nè le tre rette a, ,  a,, a3 concorrono in un punto (essendo tan- 

(*) LONDON, 1. cil. 
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genti a una conica), quindi sottraendo (2) da (1) risulterà identicamente: 

Ora cib non pub sussistere a meno che non sia (*) : 

k, -- 1 4 ,  k5 as,y = 15, kti a',,y = I f i ,  (i = 1 . . . 5), 

diinque rimane confermata la noatra asserzione: e in particolare si deduce 
che le due cubiche date appartengono alla rete delle cubiche polari di C4. 

25. Un altro teorema notevole si deduce applicando il teorema gene- 
rale dimostrato al n." 15. Da  esso risulta che il decagono costituito dai ver- 
tici di un pentalatero polare di una quartica di CLEBSCH è polare per il suo 
inviluppo equianarmonico: dunque, poichè tale decagono è inscritto ne1 co- 
variante S della quartica : 

Gli ooi pentalateri polari d i  una qzca.rtica di  CLEBSCH sono coniugati al 
suo inviluppo equianarmonico, e questo é coniugato a l  covariante S. 

Ne segue che l'invariante sestico di una C4 che rivela' col suo annul- 
larsi l'esistenza di una conica-inviluppo apolare coincide coll'invariante simul- 
taneo bilineare del covariante S e dell'inviluppo equianarrnonico. L a  sua 
espressione simbolica B dunque (**) : 

( a b  b d ) ( a  c 4 ( b  c 4 ( a e  f )  (6 e f )  ( c e  f )  ( d e f ) ,  

se a: = b$ = . . . = O è l'equazione della quartica, e pub dirsi che : 
Condizione necessaria e suficiente perch.è zsna quartica ammetta penta- 

latero polare 4 che i l  suo covarialzte S e i l  suo inviluppo epuianarmonico 
siano conizcgati. 

26. Adesso consideriamo una quartica generale C4 ed osserviamo che, 
se a , .  . . a, è un suo esalatero polare, la Re inscritta in un suo pentalatero 
qualunque è, rispetto a CA, l'antipolare del lato complementare. 

(*) ROSANES, 1. cit. 
(**) Un'altra espressione simbolica di tale invariante è data da1 CLEBSCH nella sua 

Memoria inserita ne1 5 9 . O  volume del GiornaZe di Grelle, ma questa è manifestamente più 
semplice. 
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Cercando di invertire questa semplice osservazione si arriva subito alla 
costruzione degli esalateri polari di C I 4 .  Sia a, una retta qualunque, che non 
tocchi perb il contravariante di Cd, e K: la sua antipolare : se a, è una 
tangente qualunque di Ef, la sua antipolare Ki tocca a,  e stacca da Ki quattro 
tangenti u,, a,, a,, a, che insieme ad a ,  e a, dànno un esalatero polare di C4. 

Infatti i due sistemi lineari 004 di curve di 4." classe inscritte nell'esa- 
latero a,  . . . a,, che si ottengoni) aggiungendo a Kf e Ki le ao4 coniche-invi- 
luppo tangenti ad a,  e a, rispettivamente, avendo una curva comune deter- 
minano un sistema lineare oo8 di curve di 4." classe inscritte nell'esalatero 
e coniugate a C4. Nè, d'altra parte, pub avvenire che, oltre questo sistema, 
siavi ancora qualche curva di 4." classe inscritta nell'esalatero perchè sei 
rebte, a meno che non passino tutte per uno stesso punto, offrono tutte con- 
dizioni indipendenti alle curve di 4.a classe che le toccano (*). 

Siano allora a , .  . . a, ed a, a', a', a', a', a', due esalateri polari qualunque 
degli trot di cui fa parte la retta a, : sussisterà una identità della forma : 

dove le k e le 1 sono costanti opportune, e : 

sono le equazioni delle rette ai e a',. 
Da essa si trae : 

6 

( k ,  - Z , )  al, = 2 (li a':, - k, a:,). 
2 

Ora tale uguaglianza non pub sussistere a meno che non siano i due 
membri identicamente nulli : giacchè altrimenti la quartica spezzata nella 
retta a, contata quattro volte apparterrebbe al sistema lineare determinato 
dalle quartiche spezzate nelle rette a, . . . a,, a', :. . a', contate ciascuna quattro 
volte e, dovendo, corne queste, esser coniugata alla curva d i  4." classe costi- 
tuita da Ki contata due volte, consterebbe d 'ma tangente di Ki contata 

(*) Questa costruzione pub generalizzarsi alle curve d'ordine pari qualunque. Sia 
data una C2k fondamentale e sia a, una retta generica del piano: allora se a, é uiia 
tangente dell'antipolare di a,, l'antipolare di a, tocca a,, e le due rette a, e % insiemc 
alle kZ tangenti comuni a queste due antipolari dzinno un (k2 $ 2)-latero polare della CZk.  

Naturalmente esso non é il (ka + 2)-latero polare più generale. 
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quattro volte, contro l'ipotesi esplicitamente fatta, dunque : 

Da tutto cib noi deduciamo il teorema : 
L a  quartica CA ummette ao3 esalateri polari. Gl i  mi pentalatevi, che, 

insieme ad una retta a , ,  costituiscono esulateri polari d i  C4  sono polari per 
una quartica d i  CLEBSCH C: avsnte colla quartica duta quattro contatti qua- 
dripunti sulla retta a, : quindi sono inscritti nel covariante S d i  C:, mentre 
sono circoscritti al17antz$olure .EL di a , .  

E anche l'altro : 
Duta una quartica d i  CLEBSCH C:, i su& m1 pentalateri polari formano, 

inszéme ad una retta arbitrariu a , ,  ml esalatert', che possono pensarsi corne 
polari per un fascio d i  puartiche a ~ e n t i  con essa quattro contatti puad+unti 
816 quella retta, e per esse' soltanto; 

che riavvicinato a un'osservazione precedente (n." 24) dà l'altro : 
Condkione necessuria e szsl@ciente perchè due cubiche possano pensarsi 

corne polari d i  due certi punti rispetto a una quartica è che s i  annulli il 
loro invariante simultaneo P. Supposta la cond,izione soddisfatta, le due cu- 
biche so~zo le poiari d i  due punti fissi rispetto a. u n  fascio d i  guartiche, cui 
appartiene una sola quarticu d i  CLEBSCH, aventi quattro contatti quadriputlti 
su2la congimgente i due punti j ss i .  

27. Diciamo : 

l'equazione della CLEBSCH di cui si parla ne1 penultimo teorema, ed : 

a,,, = O ,  

l'equazione della 17equazione del fascio suddetto è :  

e su questa si verificano subito alcuni semplici teoremi. 
Innanzi tutto i'equazione del covariante S della quartica ( 1 )  8 :  

S I  + À u,, 2 ki kj ki (1 i j )  (1 i l )  (1 j 1) (i j l )  aj,, al, = O, 
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dove S I  = O  è l'equazione del covariante S della quartica di CLEBSCH C: scritta 
nella forma data al n." 23, e la sommatoria si .intende estesa a tutte le 10 
combinazioni differenti ij 2, ohe possono formarsi con gli indici 2, 3, 4, 5, 6 
presi tre a tre in tutti i modi possibili. Ora : 

2 ki k j  (1 i j )  (1 i J )  (1 j 1) ( i j  1) U ~ , X  aj,, al,$ = O ,  

per quel che risulterà tra poco dalla (2), 15 l'equazione della Ga, di CAPORALI 
corrispondente alla retta a,  rispetto a tutte le quartiche del fascio (l), dunque: 

I covarianti S delle quartiche de2 fascio ( 1 )  fornzuno pure fascio: anxi 
tra i due fasci vi è corrisponden,ra proiettiva, ad ogni quarticu del primo 
corrispondendo iZ proprio covariante S n d  secondo, e alla quurtica spezauta 
nella retta a ,  coniata quattro vbhe del primo corrispondendo la qzdarticu del 
secondo fascio spe:zata in aa; e in Ga,. 

Ancora : l'equazione della Gu di  CAPORAL^ corrispondente ad una retta u 
rispetto alla quartica (1) è :  

2 ki Xc, kl (u  i j )  (u i Z )  (u  j 1) (i j Z )  ai,3c aj,, al,, + 
(2) + 1 a,,. 2 ki kj (a,  ai aj) (n ,  ai U) (a, aj U )  (ai aj u )  a , ,  a j ,  = O, ) 

dove le somrnatorie hanno il solito significato, dunque : 
Le Gu di  CAPORALI di una retta yeraerica zc rispetto alle quartiche del 

fascio (1 )  formano zin fascio ad esso proiettivo, e le terne apoluri alle dette 
quarticke situate sopra u costituiscono una involuxione cubica di pri.ma 
specie (*). 

1 quattro eleinenti doppi di  questa involuzione dànno quattro quartiche 
del fascio (1) le cui Cayleyane toccano la retta data u. 

(*) In generale non è evidentemente cosi. P e r  vedere che cosa costituiscono l e  terne 
npolari alle singole quartiche di un fascio qualunque sopra una r e t t s  r, consideriamo d a p  
prima un fascio di cubiche. L e  coniche polari di un punto di r rispetto a queste cubiche 
costituiscono un fascio e a l  m u ~ v e r s i  del punto sulla r e t t a  i quattro punti-base descri- 
vono una curva  del 4 . O  ordine, mentre i t r e  punti doppi descrivono una curva  del 6.Qr- 
dine. (CAPORALI, 1. cit., pag. 361.) 1 sei punti ove questa c u r v a  taglia la r e t t a  r si di- 
stribuiscono in t r e  coppie di punti tali  che ciascuna di essa é apolare per  una cer ta  
cubica del fascio : quindi abbiamo incidentalmente che : 

Le  Cayleyane di un  fascio di cubiche. costituiscono una serie ool del 3.0 ordine. 
Ma allora é chiaro che se  due punti X e X' di r appartengono a una te rna  apolare 

a d  una quartica del dato fascio di quartiche, f ra  X e X' viene stabilita una corrispon- 
denza simmetrica (6, 6).  L e  sue 12 coincidenze mostrano c h e :  

'Le Cayleyane di u n  fascio di  quartiche costituiscono una. serie 001 del 12.0 ordine. 
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L a  (2) se si interpretano le u come variabili correnti è l'equazione della 
polocayleyana del punto x , dunque : 

Le polocayleyane d i  un punto rispetto alle quartiche del fascio (1) for- 
mano schzéra : 

e cos1 teoremi perfettamente analoghi valgono per le polohessiane di un 
punto, per le hessiane,' gli.inviluppi armonici, equianarmonici, ecc., ecc: : . 

28. Nella costruzione degli mi esalateri polari della quartica C4, che 
hanno un lato in una retta data a , ,  abbiamo eacluso, che questa retta toc- 
casse il contravariante 12 : vediamo -più davvicino, che cosa accade iiell'ipo- 
tesi che la retta a,  sia proprio una tangente di Q. 

Se a, tocca il contravariante fi essa tocca anche (e ne1 medesimo punto) 
la sua antipolare K : ,  ond'è che quando a, si muove tangenzialmente a Ki la 
sua antipolare K% tocca costantemente a, e st,acca da Ki solo tre tangenti 
variabili a,, a,, a s .  Allora non si pub pih parlare di esalatero polare, ma 
sta sempre il fatto ahe ne1 pentalatero a, a, a, a, a, ogni quadrilatero è cir- 
coscritto all'antipolare del lato complementare. 

Infatti il pentalatero a ,  a, a, a, a, è polare per la cubica polare di un . 
punto qualunque di a, ,  perchè rispetto ad essa Ki è apolare e Ki ha per 
polare il lato complementare a,; quindi sc si considera la schiera di K G n -  
scritte per es. ne1 quadrilatero a ,  a, a, a,, dovendo queste KI avere tutte a, 
per retta polare rispetto alle cubiche polari dei punti di a , ,  necessariamente 
il fascio delle coniche polari corrispondenti, rispetto alla quartica, è costituito 
da1 fascio jnvolutorio arente per raggi doppi a,  e a,. Ma allora B chiaro 
che a questa schiera appartiene l'antipolare di a s .  

Se si osserva poi che gli ao' quadrilateri a, a, a ,  a,, che si ottengono al 
variare di a,, essendo inscritti (come subito si vede) in una cubica Ci e cir- 
coscritti a K t ,  sono polslri per una medesima cubica C3 di cui C:  è la Hes- 
siana, si conclude che anche in questo caso gli mi pentalateri al a, as a, as 
sono polari per una rete di cubiche. Yrecisamente, questa rete è determinata 
dalla cubica CS e da1 fascio delle cubiche polari dei punti di a , .  

I punti ove 1-f tocca le sei tangenti che ha ulteriormente a cornune 
col contravariante il, sono quelli ove essa taglia la Hessiana C:  di C3, e 
quelle sei tangenti toccano anche la Cayleyana di C3. 0 r a  è subito visto che 
C3 è una cubica generale e che Ki è una qualunque conica-inviluppo ad 
essa apolare; dunque ahbiamo incidentalmente il teorema : 

I sei pzcnti ove una conica inviluppo apolare a una cubica taglia la sua 
Hessiana sorzo i punti di  contatto delle sei tangenti che essa ha comuni con 
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la Cayleyana della cubica : e le 12 tangenti della Hessiurla nei 12 punti ove 
essa 13 tagliata zclteriormente dalle sei pette ora considerate toccatao anche la 
conica-invilecppo. 

Ne1 caso generale invece in cui la retta a,  non tocca i l  contravariante L?, 
si pub osservare che le otto tangenti comuni a questo contravariante e al- 
l'antipolare K: di a,  sono le otto rette tangenti a Ki negli otto punti ove 
essa B tagliata da1 covariante S della quartica di CLEBSCH Cf corrispondente 
ad u, ne1 modo visto precedentemente. 

89. Vediamo se di un esalatero polare a , .  . . ag della nostra quartica 
Cd, tre lati, per es. a , ,  a,, u,, possono concorrere in un medesimo punto. 

Se cib avviene, il punto ove concorrono a,  a, a, ha per polohessiana il tri- 
latero a, usa, e quindi si trova su1 covariante S. 

Ticeversa è chiaro che, preso un punto del covariante S e per esso ar- 
bitrariamente una retta a , ,  il trilatero polohessiano a4 as a, del punto, circo- 
scritto all'antipolare Kj di a,, la retta a, e le due tangenti a, e a, condotte 
da1 punto stesso a Ki costituiscono un esalatero polare di C4; dunque: 

Ogni quartka anzmette aot esalateri polari di ccedi tre lati concorrano zia 
un pnnto. Ogrzi tvilutero polohessiano appariiene ad ooi esalateri cos<$attzj e 
il punto d i  concorso dei tre lati concorrenti è il polo del trilatero, ment?-e 
i tre lati tnedesimi descrivono intorno ad esso un72%v01u2i0ne cubica. d i  
1." speck. 

Ne ~ ~ e g u e  che unn retta generica a ,  fa parte d i  quattro esalateri polari 
di cui due lati concorrano in un punto di a,; e questi quattro punti sono 
quelli ove a, taglia il covariante S della quartica C 4  O della quartica di CLEBSCH 
C :  aopra considerata. 

Si pub notare ancora che pei punt,i del covariante S e per essi soltanto 
la corrispondenza simmetrica (2, 2) determinata intorno a un punto qualsi- 
voglia dalle coppie d i  rette a, b tali, che a tocca l'antipolare di b mentre b 
tocca l'antipolare di a, è un'involuzione cubica di prima. specie. 

30. Se si fa la costruzione precedente pariendo da una tangente a, 
dell'inviluppo a (*) costituito dalle rette congiungenti le coppie di punti cor- 
rispondenti del covariante S, e si prende per punto a,,, uno dei punti della 
coppia ora detta che trovasi sopra a , ,  si arriva a un esdatero polare costi; 
tuito da un quadrilatero semplice e una sesta retta residua, che rispetto alle 
precedenti non presenta alcuna particolarità di posizfone. 

(*) Cfr. CIANI, Sopra la corrispondenza polare, ecc., 1. cit. 
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Dunqiie vi sono mi esalateri polari cos) costituiti e se si applica a uno 
qualunque di essi il teorema generale del n." 16 si trova l'elegante enunciato: 

I l  polo di  un trilatero polohessiano rispetto alla quartica C4 è anche i l  polo 
nzisto del tri1atet.o stesso rispetto all'inv~iiuppo equia.~aa~rnonico della qzcartica. 

Si osserverà poi che, per una quartica generale, non esistono né esala- 
teri polari di cui tre lati concorrono in un punto e gli altri tre iu un altro, 
perchè altrimenti esisterebbe una coppia di punti apolare, nè per una ragione 
analoga, esalateri polari circoscritti a una conica, nè infine esalateri polari 
costituiti dai sei lati di un quadrangolo completo, perchè alt'rimenti il suo co- 
variante S si spezzerebbe in due coniche circoscritte al quadrangolo (*). 

31. Se un esalatero a, .  . . a, B polare per la nostra quartica C4 ogni 
sua terna di vertici è apolare a C4. Viceversa: 

Data ulaa qualzwpe terna d i  punti apolare a G4 vi sono due esalatevi 
polari d i  C4 che abbiano in queila terna m a  tema di vertici. 

Siano a,,, a,,, a,, i tre punti dati costituenti una terna apolare a C4: i 
due punti a,,, a,, dànno una coppia di punti apolare alla cubica polare di 
a,, rispetto a C4,  quindi possono considerarsi corne vertici opposti di od qua- 
drilateri polari di questa rubica, e le ml coppie di rette che cos1 si otten- 
gono intorno ad essi oostituiscono conie è ben noto un'involuzione quadra- 
tica. In particolare i raggi doppii del fascio involutorio a,, sono le due rette 
costituenti la conica polare di a,, rispetto alla cubica suddetta, ossia le due 
rette costituenti la conica polare mista di a,, e a,, rispetto alla quartica C4. 
Ne segue, che, se si considerano a,, e a,, coine vertici opposti di mi qua- 
drilateri polari della cubica polare di a,,, la nuova involuzionc di raggi che 
si ottiene intorno ad a,, coincide colla pïecedente, e che quindi si possono 
jntaiito costruire soi esalateri a , .  . . a6 con una terna di vertici nei tre punti 
dati e tali che in essi le cubiche polari dei vertici a,, e a,, abbiano per qua- 
drilateri polari i quadrilateri cornplementari. Di più le coppie a,, a?;  a,, a, ; 
a,, a, descrivono intorno ai tre punti dnti trc! fasci involutorii. 

Ora si considerinu le due coppie comuni al fascio involutorio a,, e alla corri- 
spondenza (1 ,2)  che si ottiene ne1 fascio a,,  facendo corrispondere a ogni raggio i 
due che toccano la sua antipolare, e si considerino i due esalateri della totalità mi 
precedente cui esse sppartengono. Questi due esalateri sararino quelli richiesti (**). 

(*) CAPORALI, 1. cit., pag. 347. 
("*) C i  risparmiamo qui la  dimostrazione perche esaa risulterà, implicitamente da un 

teorema generale che dimostreremo tra poco. 

Amnli di ~ ï l e m n t i c n ,  Serie III, tomo II. 24 
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Cib posto, tenendo fermo il punto a,, della terna polare data, facciamo 
variare a,, e a,, sulla polohessiana di a,,: si otterranno in ta1 modo wL esa- 
lateri polari col vertice in a,,. Cerchiamo la classe dell'inviluppo costituito 
dagli mi quadrilateri complementari a,,  in questi ooi esalateri. 

Per  questo, dato un punto qualiinque P, rjferiamo tra di loro le rette 
del fascio a,, in modo che due rette corrispondenti a , ,  a, abbiano per anti- 
polari due coniche-inviluppo tangenti a una medesima retta r di P. I n  ta1 
modo viene stabilito ne1 fascio a,? una corrispondenza simmetrica (2, 2), poi- 
ch& per ogni posiziorie della retta a,  r pub assumere due posizioni e ad ogni 
posizione di r ne corrisponde una di a,: questa corrisponderiza (2, 2) contiene 
quattro coppie a,  a, tali,  che inoltre a, tocchi l'antipolare di a, e a, quella 
di a , ,  e le rette r relative a queste quattro coppie sono le rette dell'inviluppo 
in discorso passanti per Y, dunque: 

.Dato un punto qualunque v i  sol10 ooi esalateri polari che abbiano un 
vertive in quel punto. Gli  ooL quadrilateri complementari d i  quel vertice sono 
circoscritti ad una cuwa. della 4.a classe tangente alle quattro rette del con- 
travariante fi uscenti dal punto dato. 

32. Si vede subito che: 
I 12 lati di due esaluteri polari qualunque d i  unn quartica toccano una 

medesima curvcc d i  3.a classe apolare alla quartica. 
Ora tale proposizione si pub invertire. Percib dimostriamo dapprima il 

lemma : 
Se clnu curva di 3." classe apolare a una quartica C 4  tocca tre lati d i  

un suo esalatero polare tocca anche i t ~ e  rimanenti, a meno che questi non 
concorralzo in  un rtzedesimo punto. 

Siano : 
a. 1 , ~  = O ,  6-1 ... 6),  

le equazioni dei sei lati dell'esalatero e sia : 

u+O, 

I'equazione della curva di 3.a classe apolare alla quartica e tangente alle 
rette : 

a,,,=O, a,,=O, n , , ~ = 0 .  

L'equazione della quartica sarà della forma : 
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e poichè la curva di 3." classe : 

è apolare alla quartica dovrà essere identicamente : 

Y k. a:, a , ,  = O. 

Ma per ipotesi : 
af,,=O, aZ,,=O, ata=O, 

dunque deve essere identicamente : 

Cib porta, poichè le rette a,, as, a, non concorrono in un punto, che deve 
essere, corne volevasi (*) : . 

Deduciamo di qui, prima di passar oltre un teorema notevole. 
S i a m  a, e a, due lati di un trilatero polohessiano a ,  a,  a, della quartica 

C4 e sia K 3  una curva di 3." classe apolare a CA e tangenti alle rette a,  e 
a,: se ar è una delle tre tangenti condotte a K 3  da1 polo del trilatero sud- 
detto rispetto a C" le quattro rette a , ,  a,, a, ,  a, fanno parte di un esala- 
tero polare di C 4  ben deterininato di cui altri due lati concorrono in quel 
polo, durique questi due lati insieme ad a, toccano ancora la curva 1 - 3 .  Ossia: 

U~za curva. d i  3." classe apolare. ad zcna quartica che tocchi due lati d i  
un suo trilatero polohessiiano tocca anche il terxo. 

Reciprocamente : 
Se ire rette a , ,  a,, a, sono cosi situate che tutte le curve di 3." classe 

apolari ad una quarticq e tangertti a due di esse, per es. a ,  e a,, toccano 
anche la  terza, le tre rette costituiscono un trilatero polohessiano della 
quartica. 

(*) Questo ragionamento è del resto generale. E pub enunciarsi: 
Se una curva di  classe nz è apolare a una curva d'ordine n e tocca p - 3 lati d i  u n  

suo p-latero polare, locca anche gli altri Ire, a meno che questi non concorrano in  un  
punto. 

Accanto a l  qua1 teorema va ricordato 17altro : 
Se una curva di  classe n è coniugata ad una d'ordine n e tocca p - 1 lati di  un  suo 

p-latero polare, tocca anche il rimanente. 
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Infatti in ta1 caso la conica-inviluppo apolare alla cubica polare di un 
punto qualunque del piano e tangente ad a, e CI,, costituendo con quel punto 
una curva di 3." classe apolare alla quartica, tocca anche a, ed h a  per co- 
nica polare una coppia di rette (distinte O no) incrociate iii  quel punto. Ne 
segue che la Iacobiana della rete delle coniche polari del tessuto di coniche- 
inviluppo inscritte ne1 trilatero a, a,  a, è indeterminata. Ma  allora necessa- 
riamente questa rete è data dalla oo2 coppia di rette uscenti da  un punto, e 
questo punto appartiene al covariante S7 il suo trilatero polohessiano es- 
sendo a ,  a,  a,. 

33. Ritornando al nostro scopo, abbiasi una qualunque curva di 3." classe 
i?? apolaïe alla nostra quartica fondamentale C 4  e siano a e b due tangenti 
d i  K3 tali, che l'una tocchi l'antipolare dell'altra: cerchiamo la classe del- 
l'inviluppo @ generato dalle quat.tro tangenti comiini alle antipolari di a e b 
al variare di queste rette tangeneialmente a K3.  

Prendiarno un punto P: se una retta r per P appartiene all'jnviluppo @, 

l'antipolare di r deve staccare da K 3  una coppia della corrispondenza (6, 6) 
descritta dalla coppia (a, b) .  Ora le antipolari delle rette per P costituiscono 
una serie quadratica semplicemente infinita, e quindi segnano sopra K3 uiia 
corrispondenza (10, 10) di valenza (IVerthigkeit) 2, ogni coppia di questa 
toccando 17a.ntipolare di una retta per P: dunque le 60 coppie cornuni a qiieste 
due corrispondenze sirnmetriche dànno che: 

L'inviluppo @ è della 60." classe. 
Sia r una delle 1 2  tangenti comuni a K S  e al  controvariante IZ di C4, 

e prendiamo il punto P sopra Y. Evidentemente, se r ,  r ,  r ,  r ,  r, sono le cinque 
tangenti ulteriori comuni a K3 e al17antipolare di  r ,  le cinque coppie: 

sono comuni alla suddetta corrispondenza (6, 6) e alla corrispondenza (10, 10) 
relativa ne1 modo detto al punto P, dunque: 

L'iwviluppo cP ha 12 tangenti quintuple nelle 12 tungenti comini a K 3  
e al contrava~iante Q. 

Consideriamo le altre 60 .3  - 12 . 5 = 120 tangenti comuni a @ e a K3.  
Per la definizione stessa di @ ,  se c B una di queste tangenti, vi sono 

certe due altre tangenti a e b di K3  (e anche di 9) tali che l'antipolare di 
a tocca 2, e c e l'antipolare di b tocca a e c: quindi le tre rette a, b, c de- 
terminano un esalatero polare di C4, cui esse appartengono, circoscritto a K 3  
per il lemma precedente D'altra parte è chiaro che ogni lato di questo esa- 
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latero è una tangente 10-pla per l'inviluppo @, dunque le 120 tangenti sud- 
dette si raccolgono 10 a 10 in 12  rette costituenti due esalateri polari di Ç4 
circoscritti a K 3 .  

Raccogliamo da cib l'importante teorema (*): 
La condizione necessaria e suflcierzte perchè ulza cuwa d i  3." classe sia 

apolare ad una quar t ka  è che sia inscritta u due suoi esulateri polari; 
che fornisce una interpretazione geometrica del concetto di apolarith ne1 

cas0 particolare in  discorsa. 
Possiamo aggiungere con Io SCHLESIN~ER che i 12 lati dei due esalateri 

circoscritti a una K 3  apolare a C4 costituiscono l'intersezione completa (ci 
,a permessa questa paroln, poco usata in ta1 senso benchè molto espressiva) 
della K 3  con una (anzi con infinite) curve di questa classe coniugata a C4. 

Infatti per un teorema generale notato a suo luogo due esalatciri polari 
di una C4 sono circoscritti a un sistema lineare w3 di curve di 4.a classe 
coniugate a C4 e di questo m3 solo un tessuto è.costituito dalla E3 (mica) 
apolare a C4, inscritta in essi, insieme a un punto arbitrario del piano. 

8 3. - GLI ETTALATERI POLAR1 DELLA QUARTICA PIANA CiENER4LE. 

34. Consideriamo sempre la  quartica fondamentale C4 e sia a, . . . a, 
iin suo ettalatero polare. Ogni terna di vertici dell'ettalatero ha per polare 
mista il lato complementare e ogni K 2  tangente a cinque dei suoi lati ha  
per conica polare una coppia di rette incrociate ne1 vertice complementare e 
separate armonicamente dai due lati ivi concorrenti. 

Cib posto dimostriamo che, date tre rette a, a, a,, esiste in generale uno 
ed un solo ettalatero polare di C4 che abbia tre lati rielle tre rette date. 

Chiamati a, a, a, a, i lati incogniti di un eventuale ettalatero che sod- 
disfi alla questione, osserviamo che la K Gnscritta ne1 pentalatero as  . . . a, 
deve avere per conica polare una coppia di rette incrociate ne1 punto a,, e 
separate armonicamente da a ,  e a,,  e che la K Z  inscritta ne1 pentalatero 
a? a, . . . a,  deve avere per conica polare una coppia di rette incrociate riel 
punto a,, e separate armonicamente da a ,  e a,. Esse d'altra parte sono pie- 

(*) Questo teorema, come tutti  quelli che seguono circa l a  distribuzione delle figure 
polari di una quartica sopra le curve di 3." classe a d  essa apolari, è contenuto in una 
proposizione generale dimostrata dallo SCHLESINGER con metodo trascendente nella sua  
bella Nota già citata : Ueber die Weiwerthung der 4-Functionen u. S. W. 
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namente jndividuate dovendo appartenere a due schiere note e dovendo ri- 
spettivamente toccare le rette a, e a,: quindi le quattro rette a d . .  . U, sono 
date dalle quattro tangenti comuni a queste due coniche inviluppo. 

Per  dim.ostrare poi che l'ettalatero a , .  . . a, è polare per la  quartica C 4  
basta osservare che i due sistemi lineari m3 di K4,  ottenuti aggiungendo a 
ciascuna di quelle due K2 le m3 K q a n g e n t i  ai  due lati complementari, non 
avendo alcuna curva comune individuano un sistema lineare ao7. di K4 in- 
scritte nell'ettalatero e coniugato alla quartica C4.  

Si ha dunque: 
Ogni quartica posszéde ao6 ettalateri polari. Date tre rette arbitrarie v i  

è in yenerule uno ed un solo ettalatero polare d i  una quartica assegnata che 
abbia ke lati in quelle tre rette. 

35. Una interessante quistione sugli ettalateri polari di una quartica 
è quella di cercare le varie forme particolari che essi possono assumere: e noi 
ben lungi dall'aver esaurito un tale argomento esponiamo qui alcuni semplici 
risultati a cui siamo pervenuti. 

Prendianlo tre punti A, B, C in modo che ciascuno sia all'intersezione 
delle polohessiane degli altri due: A potrà prendersi ad  arbitïio ne1 piano, 
B arbitrariamente sulla polohessiana di A, e C sarà uno dei nove punti ove 
la polohessiana di A taglia quella di B. Escludiamo perb che il punto C coin- 
cida col punto PA*, coniugato di B (di A )  sulla polohessiana di A (di B) e 
che con A e B costituisce una terna apolare a C4. 

Allora se si inrlioano con PHCl PCA i punti aventi rispetto alle coppie 
B, C; C, A significato analogo a quel10 che ha PAB rispetto alla coppia 
A, B (*), è chiaro che i tre punti PAB,  PSC, PCA si trovano in linea retta 
- sulla polare mista di A, B, C - e che l'ettalatero costituito da  questa 
polare mista e dalle rette A B, B Cl C A, A PBC, B PcA, C PAU sarà po- 
lare per In quartica C4. 

Infatti i due sistemi lineari c d d i  curve di 4." classe inscritte nell'etta- 
latero ottenuti aggiungendo alle terne A, B, PAB; BI C, PB, rispettivamente 
tutti i punti del piano non hanno alcuna curva comune e quiridi determinano 
un sistema lineare cc5 di curve di 4." classe inscritte nell'ettalatero e coniu- 
gate a C4. Con questo sisterna lineare w5, l'altro mg ottenuto in modo ana- 
logo ai due precedenti considerando la terna Cl A, PcA ha comune la sola 

(*) D'ora innanzi indicheremo sempre con Pxp il terzo punto d'una te rna  apolare di 
cui facciano par te  i punti X ed Y. 
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curva di 4." classe spezzata nei qunttro punti A,  B, C, PCA (come si rico- 
nosce subito osservando che questa appartiene alla schiera individuata dalle 
due eurve di 4.' classe spezz~te nelle due cpkerne di punti A, R, PAB, C 
e B, C, PBc, A), dunque si ha in tutto, appunto corne volevasi, un sistema 
lineare oc7 di curve di 4.a classe inscritte nel1'ettal:itero e coniugate a C4. 

Ne ricaviarno il teorema : 
Ogni quartica possiede r x 3  ettalateri polari costituiti dai  quattro Eati d i  

un guudrilutero sempiice, da una sua diagonale, dn  una  retta passante per 
uno dei vertici non contenuti da  questa diagonale, e poi da una  rettu che 
rispetto alle precedenti non ha, in generale, alcuna pa~t ico lar i tà  d i  posixione. 
Esse s i  ottengono tutte ne1 modo precedente. 

Una volta scelti i punti A e B (l'uno sulla polohessiana dell'altro) il 
punto C pub assumere otto posizioni differenti : in ta1 modo si hanno iiitorno 
a ciascuno dei punti A ,  R, PAB (si vede facilmente) otto coppie di iette ap- 
partenenti ad una medesima involuzione quadratica. 

36. Consideriamo l'ettalatero particolare ora costruito e vediamo se 
scegliendo convenientemente il punto B sulla polohessiana di A pub farsi in 
mod8 che le tre rette A hc, B PcA, C PAB concorrano in un punto. 

Per questo osserviamo che, posto : 

il pnnto OA per es. appartiene alla polohessiana di A ,  perchè la terna costi- 
tuita dai punti A,  O A  e da1 punto ove la retta B C taglia la polare mista di 
A, B, C potendosi considerare come una curva di terza classe inscritta nel- 
l'ettalatero S apolare a C4. Quindi i punti OA ed OB per es. sono gli ulte- 
riori punti ove la retta C PA,, che già taglia in C e PAB le polohessiane 
di A e B, taglia le polohessiane medesiine. 

E d  allora supponiamo che la polohessiana di B non si spezzi e tagli la 
polohessiana di A in tre punti situati in linea retta, uno di questi essendo 
il punto PAB: in ta1 caso, è chiaro, che se si fa la costruzione precedente 
assumendo per punto C uno degli altri due di questi tre punti, si trova un 
ettalatero polare in cui le tre rette sopra indicate concorrono in un punto, 
giacchè la polohessiana di B non spezzandosi non potrà in particolare con- 
tenere tutta la retta C PAB.  

L a  ricerca di questi particolari ettalateri è adunque ricondotta all'altra: 
Trovare sulla polohessiana d i  A zln punto B tale che dei nove punt i  ove 

la polohessiana d i  A è tagliata d a  puella d i  B tre siano in linea re t ta ,  
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e uvzo d i  questi ire siu i l  pzcnto PAB costituente ternn apo7ure con A e 
con B. 

Per  questo, sulla polohessiana di A diciamo corrispondenti due punti X 
ed X' quando pub trovarsi sulla polohessiana stessa un ta1 punto B, che X 
sia all'intersezione delle polohessiane di A e B, ma non coincida con P A B ,  

ed X' sia l'ulteriore intersezione della polohessiana di A con iina qualunque 
delle sette rette congiungenti PAB con i sette rimanenti punti di intersezione 
delle polohessiane di A e B. 

Dato X, B pub evidentemente assilmere otto posizioni, cioè la posizione 
di uno qualunque dei piinti ove la polohessiana di A è incontrata da quella 
di X, tranne di quel10 che insieme ad A e X costituisce terna apolare : da 
ogni posizione di B seguono sette yosizioni pel punto X f  corrispondente 
ad X ,  dunque ad ogni punto X corrispondono 8 7 = 56 punti X'. 

Viceversa, ad ogni punto X' quanti punti X corrispondono? 
Si tratta prima di tutto di condurre per X' una ta1 trasversale, che, 

chiamati PAB, PAB, gli altri due punti ove .essa taglia la  polohessiana di A 
e quindi B e B, i loro coniugati sulla polohessiana stessa, la polohessiana 
di B (che naturalmente passa per PAB) passi anche PAB,,  oppure la polohes- 
siana di B, (che passa per PAB,) passi anche per PAB. 

Per  questo condotta una trasversale qualunque per X f  e ,  mantenute le 
notazioni precedenti, chiamiamo Y ed Y', Z e 2' rispettivamente le ulteriori 
intersesioni di questa trus~ersale coile polohessiane di B e B,, e cerchi~mo 
al ruotare della trasversale intorno ad X f  il luogo dei punti P A B l  PdB,, Y 
Y', 2, 2'. Poichè per 1111 ta1 luogo il punto X f  è un punto nonuplo, corne 
si vede assumendo per trasversale una delle nove rette che vanno da X' ai 
nove punti coiiiugati sulla polohessiana di A a quelli ove tale polohessiana 
è incontrata da quella di X '  (fra quei nove punti vi è anche X', quindi fra 
le nove trasversali in discorso vi è la  tangente in X' alla polohessiana di A), 
esso sarà dell'ordine 9 f 6 = 15. Tolta la polohessiana di A descritta da PA, 
e PAB, resta che il luogo dei punti Y, Y', 2, 2' B una curva del 12' or- 
dine Cie, con un punto ottuplo in X'. 

È chiaro che le trasversali richieste sono da  cercarsi fra le congiungenti X' 
con uno dei punti ove Ci2 taglia la  polohessiana di A ,  fuori di X': queste 
sono 3 12 - 8= 28, dunque dobbiamo cercarle fra queste 28 rette. 

Consideriamone una X' PzIB PAB, e sia PA,, il punto situato sopra Cie: 
allora, mantenute le notazioni precedenti, le polohessiane di B e Bi tagliano 
X' PAB PAB,  in sei punti di cui uno è P A B  e, degli altri, due sono raccolti 
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in PAB1. Quindi, O la polohessiana di B passa per PAB,, O la polohessiana 
di Bi tocca in PAB, la retta X' PA, PAB1, o infine questa polohessiana h a  
un punto doppio in PA,,. Quest'ultimo caso h a  luogo per le 12 rette con- 
giungenti con X f  coi 12  punti ove il covariante S taglia la polohessiana' 
d i  A e che, si trovano evidentemente sopra C i 2 :  il secondo caso si verifica 
per le due rette congiungenti X' coi punti coniugati a quelli ove la polare 
di X'  rispetto alla conica polare di A (rispetto a C4) taglia ulteriormente la 
polohessiana di A fuori del punto PAX' (perchè se la retta X' PAB, tocca in 
PAB1 la polohessiana di B,, essendo A e PAB, punti coniugati su tale polo- 
hessiana, la  retta X '  P A B ,  è la retta polare di A risyetto alla cubica polare 
di Bi, cioè è la retta polare di B, rispetto alla conica polare di A ) ;  dunque 
le trasversali richieste rimangono 28 - 12 - 2 = 14. 

Ora ognuna di queste trasversali dà luogo a sette punti X corrispondenti 
ad X', dunque ad ogni punto X' corrispondono 7 . 1 4 =  98 punti X e la 
corrispondenza fra X ed X' è una (98, 56). 

P e r  trovarne le coincidenze osserviamo che i 56 punti X' corrispondenti 
ad X si ottengono tagliando la polohessiana di A con un sistema di 56 
rette, cioè con una curva 8 del 56." ordine. Questa curva taglia la  suddetta 
polohessiana in 3 .  56 = 168 punti di cui 56 si raccolgono sette a sette negli 
otto punti (che chiarneremo X") coniupati sulla polohessiana di A agli otto 
punti B , ,  B, . . . Bs che tale polohessiana ha comuni con quella di. X, oltre 
il punto PAX: altri 56 si distribuiscono nei 7. 8 = 56 punti ove le polohes- 
siane di B, . . . R8 tagliano quella di A, oltre X e gli otto punti X" (questi 
56 punti li diremo punti X"') : altri 56 sono infine i detti piinti X".  

L a  corrispondenza frit X ed X" è, corne si vede facilmente, una (8, 8): 
la corrispondenza fra X ed X"' è una corrispondenza simmetrica (56,  56), 
dunque indicando con a il numero delle coincidenze delle ( 9 8 ,  56) ,  con b 
quello relativo alla (8, 8),  con c quello della (56, 56), poichb la curva 9 non 
passa per X e passa una volta per ogni punto XI, 7 volte per ogni punto 
X" ed una volta per ogni punto X"', si avrà, per una nota formula del 
CAYLEY (*) : 

(a - 154)+ 7 ( b -  16) +(c -  112) = 0. 

1 numeri b e c si calcdano facilmente. Gli otto punti X"  e i 56 punti 
X"' corrispondenti ad X si ottengono tagliando la polohessiana di A con 

(*) Cfr. ad es. : SALMON, Çowhes planes, pag. 468. Paris, Gautliier-Villars, 1881. 
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quelle di B, . . . B,, cioè con una curva del 24.' ordine passante otto volte 
per X, dunque per la formula ora citata : 

ossia : 

Ora gli otto punti X corrispondenti ad un punto X" si ottengono ta- 
gliando la polohessiana di A colla polohessiana del punto PA,Y.,, e questa 
passa per X', dunque la corrispondenza. fra X ed X" è di valenza 1, e il  
numero b delle coincidenze è dato d a :  

Ne segue : 

ossia le coincidenze della (98, 56) sono 126. 
Sia C una d i  queste coincidenze: esisterà un punto B tale che la sua 

polohessiana tagli quella di A in tre punti in linea retta C, PAB e D; quindi 
se la polohessiana di B non si spezza l'ettalatero costituito dai sei lati del 
quadrangolo A B CD e dalla polare mista d i  A, B, C (ossia di tre qualunque 
dei punti A ,  B, C, D) sarà un ettalatero polare per la C d .  Allora si rico- 
nosce che non solo il punto C, ma anche B e D sono coincidenze della no- 
stra corrispondenza, e che ognuno di essi ne assorbe due, perchè per es. la 
polohessiana di D si comporta rispetto a C in modo analogo a quella di B. 

Ma se la polohessiana di B si spezza, cioè B è uno dei 12 punti ove 
il covariante S taglia la polohessiana di A ,  da1 trilatero polohessiano di B 
un lato passerà per A, il vertice opposto (appartenendo adunque al covn- 
riante S) sarà il punto PA, e i quattro punti ove i due lati concorrenti in  
questo vertice tagliano ulteriormente la polohessiana di A saranno quattro 
coincidenze per cui non potrà ripetersi la  corisiderazione precedente, dunquc 
tolte queste 12 4 = 48 coincidenze estranee alla nostra questione, le rima- 

3 9 nenti 126 - 48 = 78 si riducono a 39 che clànno luogo a - = 13 ettala- 
3 

teri della specie suddetta. 
Si  ha pertanto il teorema : 
Ogni quartica possiede ooe ettaluteri polari costituiti dai  sei lat i  d i  un 

quadrangolo complet0 A B C D  e da unu settima retta che, in generale, nou 
ha vispetto alle prime sei cdczina particolarità d i  posixione. Dato zln punto A, 
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vi sono 13 yuadrangoli cosiffatti aventi un verticc, irz A: le terrze residî~e dei 
vertici costituiscono 13 terne d i  punti della polollessiana d i  A. 

37. Possiamo dimostrare che : 
Dette B, Cl D ; B', C', Il' due qualunpue delle 13 terne ora colzside- 

y u t e  dulla polohessiana d i  A ,  i due triungoli B C D  e B' C' D' sono i t t -  

scritti in una co?zicu e circoscritti ad un'aitru. 
Indichiamo con : 

ai,,= O ,  al,, = 0 ,... a , , ~ = 0 ,  

ordinatamente le equazioni delle rette A B, B D,  D C, C A ,  B C,  A D e 
della polare mista di tre qualunque dei quattro punti A B C D ;  e analoga- 
mente indichiamo con : 

U ' ~ , ~ = O ,  (i= 1 . . . 7 ) ,  

le equazioni delle rette omologhe relative al quadrangolo A B' C' D'. 
,Poichè i due ettalateri costituiti da questi due gruppi di sette rette sono 

polari per la C4, sussisterà una relazione identica della forma: 

ossia, polarizzando, si avrà identicamente : 
f 10 Y k. a. a+ a:., = 2 kri a'i,y a ;,, a ;,. Y * 2,Y (1) 

Rasta in questa identità porre per le y le coordinate del punto A e per le 2 

le coordinate del punto comune ad : 

a , ,  = O ,  a',,, = 0 , 
per accorgersi che i due trilateri B C D  e B' C i  D' sono polari per una me- 
desima conica, e quindi sono inscritt.i in una conica e circoscritti ad un'altrn. 

Si pub osservare che le 12 coniche per le quali sono autopolari il trinn- 
go10 B C D  e quel10 costituito da un'altra qualunque delle rimanenti 12 terne 
in discorso appartengono a un fascio, perchè le loro equazioni si ottengono 
ponendo per le x nella (1) le coordinate di 12 punti situati sulla retts : 

a,,, = 0, 

dopo aver naturalmente posto per le y le coordinate del punto A. 
13 - 12 Dunque le - - 

2 
- 73 coniche per cui sono autopolari due a due i 

13 triangoli R C D ,  B' C' D',. . . si distribuiscono 12 a 12 in 13 fasci, 
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Infine applicando un teorema generale già osservato si ha : 
Se urz ettalatero è potart? pev una quarticu C 4  ed è costituito dai sei 

lati d i  u n  quadrangolo coripleto A B CI) (*) e dalla retta p l a r e  mista r 
d i  tre qualunque dei punti A, B, C, D, due lati opposti del quadrarzgolo, il  
loto del trialzgolo diagonale opposto al vertke i n  cui si incrociano puei due 
lati e la retta r dànno u n  quadrilatero coniugato all 'invilu~po epuianarma- 
:&O della quartica. 

38. Consideriamo un poco più davvicino che cosa accade quando un 
punto B della polohessiana di un punto qualunque A appartiene al cova- 
riante S. 

Poichè 3 appartiene al covariante S la sua polohessiana sarà un trila- 
tero di cui un lato a passerà ger A e gli altri due b e c si taglieranno sulla 
polohessiana di A ne1 punto PAs, che .con A e B costituisce terna apolare. 
Siano poi C e D i punti ove b per es.. taglia ulteriormente la polohessiana 
di A : le due curve di 3.a classe apolari alla quartica spezzate nelle due terne 
A ,  C, PA,  e A, E, PA, ordinatamente toccano allora due lati del trilatero 
po1ohessi:tno a b c ,  e quindi devono toccare anche il terzo, ossia i punti PAC 
e PAD sono situati sulln retta c. Poi le rette B C e B D passano per PAD 
e PAc ordinatamente, dunque : 

Se s i  considera zcn punto qualunque B del covariante S, la polohessia.ila 
di un pccnto ,4 d i  un lato del suo trilntero polohessiano tagiia i due luti 
rimanenti del trilatero, fuori della l o ~ o  comune intersexione, in puat t~o punti 
distribuiti in due coppie allineate con B. 

Le rette B C e R D  descrivono evidentemente intorno al punto B le 
coppie di una corrispondenza (2, 2) con 4 coinciclenze, dunque : 

Se B è u n  punto qualunque del covariante S e u b c è i l  suo trilatero 
polokessz'ano, v i  sono sopra a. per es. qzdattro punti le cui polohessialze (non 
degeneri) toccano b e c contemporaneamente (e basta che tocchino b O c perchè 
tocchino anche 1'alti.o) in  coppie d i  pzinti allineati con B. 

39. Adesso consideriamo una curva qualunque di 3.a classe Ka apolare 
alla quartica C4 e siano a ,  e a, due sue tangenti qualunque. Prendiamo un 
punto P sopra a, e sia a, una delle altre due tangenti di Ka uscenti da P: 
le K 2  che hanno per coniche polari coppie di rette incrociate in P e sepa- 
rate armonicamente da a, e a, costituiscono m a  schiera, quindi una soltanto 

(*) Si  osserver& che questi quadrangoli sono tutti e soli quelli dotati della proprieta 
che i loro quattro triangoli hanno rispetto alla quartica la  medesima ret ta polare. 
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di esse, Ki, tocca la retta a,. Cerchiamo l'ordine della serie c d ,  \', descritta 
da Ki al variare della retta a, tangenzialmente rt X3. 

Fer questo sia r una retta qualunque : se Ki è una curva della serie 
che tocca r ,  come essa tocca a,, la sua conica polare dovrà essere costituita 
da una coppia di rette (incrociate in un punto P di a, e separate armoni- 
camente da a, e da una delle altre due tangenti di K3 che passano per P) 
coniugate rispetto alle antipolari di a, e di r. 

Ora da ogni punto della retta a, parte una coppia di rette coniugate 
rispetto a queste antipolari (la coppia di tangenti che da1 punto possono con- 
dursi alla curva di 2." classe che gli corrisponde nella trasforrnazione quadra- 
tica involutoria, correlativa all'ordinaria trasformazione quadratica di STEINER, 
jndividuata dalle antipolari di a, e di r ) ,  e 1' inviluppo di queste coppie di 
rette è unn curva della 3.a classe Q3 generata dalla punteggiata a,  e dalla 
schiera di curve di 2.' classe ad essa proiettiva che le corrisponde nella detta 
trasformazione quadratica : quindi le rette coniugate armonjche di a, rispetto 
a tali coppie inviluppano una curva di 2,a classe (la polare di a, rispetto 
a W) tangente ad a , .  Le cinque tangenti che tale curva ha ulteriormente a 
comune con Ki, oltre a , ,  dànno che : 

Lu serie mi 2 E del 5.' ordine. 
Cib posto, date le rette a ,  e a,, per ogni posizione di aJ tangenzialmente 

a K3 costruiamo l'ettalatero polare individuato da a , ,  a,, a,, e cerchiamo la 
classe dell'inviluppo Y generato dalle ooi quaterne complementari di a ,a ,a ,  
in questi mi ettalateri. 

Esso è generato dalle quaterne di tangenti comuni alle curve corrispon- 
denti di due serie mi .di curve di 2.' classe, di ciii una è la schiera 8' delle 
K-he hanno per coniche polari coppie di rette uscenti da a,, e separate 
armonicamente da a, e a,, l'altra è la serie 2 precedente, riferite fra di loro 
in una corrispondenza (1, 6) ,  dunque è della 20." classe ed ha una tangente 
quintupla in a,, perchè le due serie hanno in comune (come si vede facendo 
assumere ad a, la posizione di a,) la K q e l l a  schiera 2' che towa a,. Pei. 
ragioni di simmetria essa avrh una tangente quintupla anche in a, e quindi 
abbiamo cbe: 

L'inviluppo Y è della 2O.a classe ed ha due tanyenti qzcintuple in ai e a,. 
Sia a, una delle 20 . 3  - 10 = 50 tangenti ulteriori che Y ha comuni 

con KS.  
Per la definizione stessa di Y esisterà un'altra tangente a, di K3 tale, 

che la curva della schiera 2' che tocca a, e la curva della serie 2 che ha 
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per conica polare una coppia di rette concorrenti ne1 punto a,, e ~epara te  
armonicamente da a ,  e d g ,  tocchino anibedur, a,. 

Ora possono darsi due casi: O a, è differente da a, e allora a, appartiene 
all'ettalatero polare determinato da a ,  a ,  a ,  e ogni lato di questo ettalatero 
(circoscritto a K 3  per un teorema già osservato; n. 32 in nota), esclusi a ,  
e a,, è una tangente quadrupla di Ur;  O a, coincide con a,  e allora non si 
pub parlare più di ettalatero polare, ed a, è solo una tangente semplice di Y. 
Quest'ultimo caso si dà precisamente 10 volte, corne si vede subito appli- 
cando il principio d i  corrispondenza generalizzato, dunque le 40 tangenti re- 
sidue comuni a K3 e UI si raccolgono in 10 rette distribuite in due gruppi 
di cinque rette ciascuno, che insieme ad a ,  e a2 dànno dile ettalateri po- 
lari di C4. 

Se si osserva poi che due ettalaksi polari di C4, che abbiano due lati 
comuni, sono circoscritti a un sistema lineare w3 di curve d i  4." classe co- 
niugnta a C4, si concludc, tenuto conto delle cose precedenti, che: 

Dutn  Idna qzculunque curva d i  3." classe K3 apo1al.e a C4 e due sate 
tangenti qualurzque, p e s t e  fanno palmte d i  due ettalateri polari d i  C 4  circo- 
scritti  a P. I 12 lat i  d i  questi due ettalateri costituiscono s u  K 3  an si- 
stenza co?npleto d i  interssxioni. 

3 4. - GLI OTTALATESI POLARI. 

40. Se l'ottalatero a , .  . . u, è polare per la quartica fondamentale C4, 
ogni suo trilatero è polare per la conica polare della K q n s c r i t t e  ne1 pen- 
talatero complementare ed ogni sua quaterna di vertici è una quaterna di 
punti coniugati a C4. 

Ora osserviaino che coi vertici di un ottalatero possono formarsi 105 qua- 
terne: d'altra parte sappiamo che se in un ottalatero sono inscritte 7 curve 
di 4.a classe linearmente indipendenti e coniugate a C4, cib avviene per ogni 
altra curva inseritta di 4.a classe e l'ottalatero è polare (") per Cd, dunque 
abbiamo il teorema: 

Se sette quaterne di ve?'tici d i  z r n  ottalatero, linearmente indipendenti, 
sono cortiltgaie rispetto a una  quartica cib avviene per tutte ,le altre e l'ot- 
talatero è polare per la yuartica : 

(*) Naturalmente qui si suppone che l'ottalatero considerato sia generico e cha quindi 
i suoi lati offrano condizioni tutte indipendenti alle curve di 4.* classe che li toccaso. 
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che pub riguardarsi corne l'analogo per queste ricerche del notissimo 
teorema di HESSE. 

41. Consideriarno adssso quattro rette a, a? ut a, e vediamo se vi sono 
degli ottalateri polari per la C h h e  abbiano quattro lati nelle quattro rettc 
date. 

Chiamati as a, a, a, i rimanenti lati incogniti di un eventuale ottalatero 
che soddisfi a1 problema, la Re tangente ad a , ,  a,, a,, a,, a, deve avere per 
conica polare rispetto a C4 uria conica coniugata al trilatere a? a, a, e deve 
toccare la retta a , ,  dunque appartiene ad una schiera determiriata. Cosi ap- 
partengono a schiere determinate le Re inscritte nei pentalateri a, a j  a, a, a, 
ed a, as a, a, a, rispettiraniente. 

Ora queste tre schiere appartengono ad un medesirno sistema lineare 
m3- a1 sistema delle IP che hanno per coniche polari coniche aventi jri  

a, a, a, a, un quadrilatero polare e che costituiscono appunto un sistema li- 
neare cm3-- dunque pub stabilirsi fra di esse u n  ta1 riferimento proiettivo 
che le terne di K2 corrispondenti appartengano ad una medesima schiero, 
ossia abbiano quattro tangenti comuni. 

Presa una ta1 terna e chiamate a, a, 11, a, le quattro tangenti relative, 
da1 fatto, che nell' ottalatero a, . . . a, le coniche polari della IC2 inscritte nei 
pentalateri a ,  as . .  . a,, a, a,. . . a,, a, a > .  . a, lianno per trilateri polari i tri- 
lateri cornplementari, segue subito che esso é polare per la quartica C'. 

Infatti se: 
?=O,  + = O ,  % = = O ,  

sono le equazioni di quelle tre Ke, si ha innanzi tutto per un conveniente 
valore di 1: 

x = y + ? W  
e poi, se: 

?i = O ,  (i = 1, 2, 4), 

sono le equazioni di tre K2 tangenti ad Q ? ,  113 ,  u 4 :  

sono le equazioni di tre TCZ inscritte ne1 trilatero a ,  tr, cc,, e infine: 

6 una TC2 inscritta i n  cc, a* ad, le sette c ime  di 4." classe: 
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sono inscritte nell'ottalatero, sono coniugate a C4 e sono linearmente indipen- 
denti, altrimenti dovrebbe sussistere un'identith della forma: 

mentre, nè pub essere contemporaneamente: 

$ = 0 $9 = O, $, = 0, xi - 1. 

Ne risulta che gli ottaleri ricliiesti costituiscono una semplice infinità, e 
che la quaterna variabile as. .  .a, descrive una curva di 4." classe generata 
da quelle schiere proiettive e quindi tangente alle rette a, . . . a,. Tale curva 
corne inscritta in noi ottalateri polari di O é ad essa coniugata, dunque rac- 
cogliamo il risultato : 

Ogni quartica possiede oc9 ottalateri p0laî.i. Date quattro rette arbitrarie 
a,, a,, a,, cx, esse funno pnrfe d i  ooi otta1atei.i poluri per- la quartica consi- 
derata e le mi quaterne d i  rette che insieme ad esse 2i costituiscono iwvilup- 
pano una curva di  4.a classe tangente ad a , ,  a,, a , ,  a, e coniugata alla 
quar tica. 

42. Questo teorema pub presentarsi sotto vari aspetti che forse non E 
inutile osservare. 

Intanto pub direi per es. che: 
Date quattro rette aîbitrarie, se s i  cost~uiscono le quattro schiere d i  . 

curve d i  2." classe che toccano una delle qtrattro rctte e hanno per conicli 
polare ~ i s p e t t o  ad una. quartica una conica coniugata trl tîilatero costituito 
dalle rette residue, si ottengono quattro schiere d i  un sistema ooe quadratico 
rontenuto i l z  un sistema Zineare no3 : ossia, ~appresentato questo 003 sui  pun f i  
del10 spaxio ordinario, le qzdattro schiere sono rappresentate du quattro ge- 
neratrici d i  una rigata quadrica. 

Ancora: prendiamo quattro rette arbitrarie u,  . . . a, e consideriamo una, 
qualunque curva di 3." classe K3 apolare a C4 e inscritta ne1 quadrilatero 
a,. . .a,. La curva K3 staccherà dalla curva di 4.' classe K4 coniuga.tn 
a C4 e inviluppata dalle mi quaterne che con a , .  . . a, d h n o  ottalateri po- 
lari di  C', oltre le tangenti a,  . . . a l ,  altre otto tangenti. Sia Z una di queste 
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tangenti : essa insietrie ad altre tre rette m, PZ, p tangenti a K4 dà un otta- 
lntero polare a C4 che è circoscritto anche a K3, perché K3 ne tocca già 
cinque lati, dunque m, rt, p sono altre tre di quelle otto tangenti. Ne dedu- 
ciamo il teorema: 

Data una curva di 3.. clusse K3  apolare alla quartica Ck e qaottto sue 
tangenti qualunque, queste famo parte d i  due ottalateri poluri di C 4  circo- 
scritti alla curm K .  1 12 lati di  puesti ottalateri costituismo su Ks  un 
sistema coqdetu di i~tet.sezhni. 

$ 5.  - @LI ALTRI POLILATERI POLARI. 

43, Resta ormai che noi diciamo qualche cosa dei polilateri polari 
di 9 ,  10 ed I I  lati della quartica fondamentale C4. Quanto ai 12-, 13-, 
14-lateri polarj, noi non ce ne occuperemo, perchè la loro costruzione segue 
immediatamente da semplici considerazioni generali (n.' 15). 

44. Consideriamo sei rette date ad asbitrio a , .  . . a, e vediamo se è 
possibile trovare altre tse rette a, a, a, in modo che l'ennalatero a , .  . . a, sia 
polare per la quartica C4. 

Ma se cib è possibile, la K q n ~ c r i t t a  in a5 . .  . a, deve aveïe per conica 
polare uns conioa coniugata al quadrilatero a,. . . a, e deve toccare le rette 
a, ,  a,  date, dunque appartiene a una schiera determinata. Cosi appartengono 
a schiere determinate le K 2  inscritte nei pentalateri a, a, . . . a,, a, a,. . . a,, 

&Cd6.. .ag. 
Ora qiieste quattro sohiere appartengono a un medesirno sistema lineare 

cm3 -- quel10 costituito dalla P c h e  toccano la retta a, e hanno per conica 
polare una conica coniugata al pentalatero a, . . . a, - dunque, corne si vede 
subito riferendo proiettivamente questo sisterna aoa ai punti del10 spazio, si 
potranno in due rnodi djfferenti scegliere quattro K; una per schiera, in 
modo che esse apparteagano a una medesirna sahiera. Siano a, ,  a , ,  a, le 
ulteriori rette-basi, oltre a,, della schiera formata da quattro di queste XZ : 
d o r a  l'ennalatero a ,  . . . QB è polare per la Ch. 

Noi lasciamo al lettore la cura di provare quest'ultima asserzione: qui 
ci limiteremo ad osservare che, volendo, il teorema ora trovato pub enun- 
ciarsi cosi : 

Sei talzgelzti qualuraque d i  m a  curzla d i  3." classe X 3  apolare a C4  ap- 
partelzgolzo a due e dz~e soli ennalateri polari di C4 circoscritti a Ks. Le 

Arrnali di Malematiça, Serie III, tomo II. 26 
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12 tangerzti d i  K 3  che cosi s i  ottetzgono costitztisco~zo su Ka zcsa sistema coln- 
pleto d i  intersezhne. 

Un'dtra costruzione degli etiiialateri polari potrebbe darsi partendo dalla 
proprietà che in un ennalatero polare di C4  oogni ettalateïo è polare per la 
cubica polare del vertice complementare e assumendo come dati cinque lati 
a , .  . . a, e lino dei vertici del quadrilatero costituito dai quattro lati rima- 
iienti : ma noi non crediamo opportuns insistere inaggiormente su cio. 

I n  ogni modo si ha che : 
Uua  quartica possiede mi? erznalateri po1uî.i. 

45. Siano ora date sette rette qualunque a , .  . . a, : dico clie esse faiiiio 
parte di mi decalateri polari per l a  C4 : per modo che : 

Ogni quartica possiede mi5 decalateri  polari. 
Infatti diciamo a, a, a , ,  tïe rette che, eventualmente, forniino con quelle 

sette un decalatero polare di C4 : la K 2  inscritta ne1 pentalatero u, a, . . . a,, 
deve essere coniugata alla conica polare della K e  inscritta ne1 pentalatero 
complementare e deve toccare u,, a ï ,  dunque appartiene a un tessuto deter- 
minato. 

Cos1 appartengono a tessuti determinati le. inscritte nei pentalateri 
U; a, . . . ale , CL4 a: . . . u,,,  a3 a,. . . thl0, a2 a: . . . ulo. Questi cjnque tessuti ap- 
partengono a un  medesimo sisterna lineare oo4 perchè hanrio tutti la retta a ,  
come retta-base, dunque si possono in w1 modi sceglicre cinque Ii" unnn per 
tessuto, in-modo che essi appartengano a una medesima Bchiera. 

Allora se a, a9 a,,, sono le ulteriori rette-basi di una di queste schiere, 
il decalatero a,  ;. . a,,  è, come subito si wde ,  polare per la quartica C4. 

46. Consideriamo infine nove rette qualunque a, . . . u, : si tratta di 
costruire un undici-latero che sia polare pcr la quartica C4 ed abbia nove 
lati nelle nove rette date. 

Detti a,,, a, ,  i due lati riinanenti di un tnle eventuale undici-latero, os- 
serviamo che il punto a,,,,,  deve trovarsi sulla retta r polare rispetto a C4 
della curva di 3." classe inscritta nell'ennalatero a, . . . a,: poi la curya di 
3.' classe inscritta nell'ennalatero a,. . . a,, deve avere per retta polare una 
retta passante pel punto a,, e deve toccare a , .  . . a,, dunque appartiene a unlz 
schiera nota. 

Cosi.appartengoiio a schiere note le curve di 3." classe inscritte negli 
ennalateri a, a, . . . a,, e CL, a4 . . . a ,  , . 

Ora queste tre schiere appartengono a un sistema linenre cio3 perchè 
hanno tutte le rette u4 . . ag fra le rette basi, dunque si possono riferire pro- 
iettivainente in modo che le curve corrispondenti appartengeno a una schiera. 
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L e  terne d i  tangenti, oltre a,. . . a,, comuni alle terne di curve corri- 
spondenti generano una curva di classe (aventi in a l , .  . . a, sei tangenti 
doppie e in a , ,  a,, a,, tre tangenti sernplici) e quindi formano un trilatero 
i cui vertici descrivono una curva del 6.' ordine ('). Ne segue che possono 
trovsrsi sei terne di curve corrispoiidenti tali ~ h e  delle t re  tangenti idteriori 

(*) P e r  maggior comoùità di linguaggio dimostriairio qui il teorema c ~ r ~ e l a t i v o ;  ossia, 
facciamo vedere che s e  due fasci di cubiche proiettivi Iianno sei punti-base comuni, i lati  
del t ~ i a n g o l o  costituito dai t r e  punti ulteriori comuni a due curve corrispondenti invilup- 
pan0 una curva della 6." classe. 

Intanto il luogo dei vertici di questo triangolo è una curva del 6." ordine C6 con 
sei punti doppi nei se i  punti-base comuni dei due fasci e passanti semplicemente per  gli 
altri  punti-base; quindi se  diciamo corrispondenti due raggi  di un fascio P quando pro- 
iettano da P due vertici di uno di questi mi triangoli, viene stabilita ne1 fascio una cor- 
rispondenza simmetrica (12, 12). 

S i a  a una delle 24 coincidenzc: O cr, e lato di un effettivo triangolo e allora essa ils- 
sorbe due coincidenze ed  è una tangente dell'inviluppo richiesto, oppure a proietta d a  P 
un punto in  cui  due curve corrispondenti dei due fasci si toccano, e allora essa è da 
considerarsi come una coincidenza semplice e non tocca l'inviluppo suddetto. 

Per vedere quante volte si verifica quest'ultimo caso, consideriamo i due fasci di 
cubiche come immagini delle sezioni piane prodotte in una superficie del 3 . O  ordine da 
due fasci di piani r ed  s, la superficie del 3 . O  ordine essendo rappresentata punto per  
punto su1 piano dei due fasci. 

Se due cubiche qualunque dei due fasci si toccano in un punto -4, le sezioni piane 
corrispondenti s i  toccano ne1 punto obiettivo A' e delle tangenti in A' alla superficie una 
si appoggia alle due ret te  r c d  S. Quindi p e r  t rovare l'ordine della curva  luogo dei punti 
di contatto di cubiche dei due fasci basta  t rovare  l'ordine della curva gobba della su- 
perficie costituita dai punti di contatto delle tangenti appoggiate ad 9- ed s, di cui essa 

l'immagine. 
Ora  questa curva  gobba incontra r nei t r e  punti ove essa taglia l a  superficie e poi 

incontra ulteriormente un piano generico o per  Y, nei sei punti di contatto delle sei tan- 
genti condotte da1 punto s B alla cubica sezione di o colla superficie, dunque essa è del 
nono ordine. Inoltre le  sei re t te  della superficie rappresentate dai sei  punti-base comuni 
ai  due fasci sono trisecanti di questa curva ,  perche le  tangenti alla superficie lungo i 
punti di una r e t t a  costituiscono una congruenza del 2." ordine e della 1." classe e quindi 
ve ne sono t r e  che s i  appoggiano a d  r ed  s, dunque l a  s u a  immagine e una curva del 
nono ordine che h a  sei punti tripli in  questi  sei punti-base e che passa semplicemente 
per gli  a l t r i  punti-base dei due fasci. (Cfr. l a  bella Nota del BERZOLARI, Szclle curve pianc 
che in due dati fasci hanno zcn semplice O un doppio contatto oppure si osculano. Atti della 
R. Acc. delle Scienze d i  Torino, voi. XXXI.) 1 13 punti che questa curva del 0 . O  ordine 
ha comuni con Co, fuori dei punti-base, mostrano che il caso in  discorso si verifica 
12 volte, dunque il teorema è dimostrato. 
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202 Sc o r  za : Sopra lu teoria delle jîgure polari delle curve piune, ecc. 

ad esse comuni due si incrocino Sulla retta r, e quindi, corne subito si vede, 
vi sono sei undici-lateri polari della quartica C4 che abhiano nove lati nelle 
nove rette date. 

Ne riceviano il teorema: 
Ogni quartica possiede aoiB undici-lateri. Noue rette generichc del piano 

uppurtengono a sei di questi endici-luteri. 
47. Con cib il problema delle figure polari delle quartiche piane è 

completainente risoluto; O se si vuole è risoluto il problema: 
Duto un sistenza lineure CU" di  curve di  4." classe (del 4.0 ordine) tro- 

vore gli r-lateri (r-goni) (6 6 r 5 1 4 )  nei quali (ai yuali) sono inscritte ('cir- 
coscritte) noi4-+ c w v e  del sistemu. 
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Sur  les formules qui servent CL représen- 
ter la variation d'une intégrale définie 
multiple sous la fo rme  propre aux ap- 
plications. 

(Dzc Prof. G.  SABININE, MOSCOU.) 

Suivan t  le proc6dG indiqué dans les deux Memoires de N. CLEBSDH: Uebw 
die Xeduction der zweiten Variation auf dzé einfachste Forme (*) et Ueber die 
xzueite Variation vielfacher Integrale (**), on peut toujours faire en sorte que 
la recherche du maximum ou du minimum absolu d'une intégrale définie mul- 

tiple, dans laquelle se trouve sous le signe la, fonction contenante les varia- s 
bles d'intégration, les, fonctions inconnues de ces variables et les d6rivées par- 
tielles des divers ordres de ces fonctions par rapport aux variables d'intégration, 
- soit ramenée à, la recherche du maximum ou du minimum relatif d'une 

integrale définie multiple dans laquelle se trouve sous le signe 

contenante les variables d'intégration, les fonctions inconnues de ces variables 
ct les dérivées partielles du premier ordre de ces fonctions par rapport aiix 
variables d'intégration. D'autre coté, la recherche du maximum ou du minimum 
idatif, comme l'on sait, peut être ramenée à l n  recherche du maximum ou 
du minimum absolu de telle manière, que l'ordre des dérivées partielles r l ~ s  
foiictions inconnues par rapport aux variables d'int6gration reste le meme. 

C'est pour cela que dans l'article présent, ayant l'intention de deduire 
les deux formules qui servent à r6presenter la variation d u  de l'intégrale dé- 
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finie multiple u :  

sous la forme propre à l'application B la question du maximum ou du mini- 
mum de l'intégrale ZL (l), je suppose, uniquement pour plus de simplicité, que 
l'on cherche le maximum ou le minimum absolu de l'intégrale u ( l ) ,  dans 

laquelle sous le signe se trouve la fonction v ,  contenante les variahles d'in- 

tégration x i ,  x2 ,... xi, les fonctions inconnues y , ,  y ,,... y, (**) de ces va- 
riables et derivkes partielles du premier ordre de c,es fonctions par rapport 
à x i ,  x,, xi. Ces derivees seront désignées dails la suite par :  

D'après la notion d'une intégrale définie multiple, ses limites sont défi- 
nies par cette condition : les limites de chacune des variables d'intégration, 
en générnl, sont des fonctiotzs des va~iables qui la precèdetlt. De cette ma- 
nière, les limites xi,, et xi,, de la variable xi en géndral sont des fonctions 
de x i ,  x,, . .. xi-, , mais elles doivent être indépendantes de zi. Les limites 
x i - , ,  et xi-,,, de la variabile xi-, sont en général des fonctions de xi ,  x,,.. . 
xi-,, mais elles doivent btre indépendantes de xi-, et de xi. Ainsi de suite, 
jusqu'aux limites x,,, et x,,, de la variabile x, qui doivent être indépendantes 
de X I ,  x,, ... et x i .  

(*) D'après la notation de FOURRIER, nous devrions écrire sous la forme suivante : 

mais pour semplifier les écritures, nous nous bornerons & écrire a sa place: 

et  afin d'éviter toute chance d'erreur, nous n'emploierons jamais cette dernière expres- 
sion dans une acception différente. 

(**) s étant un des nombres 1 ,  1 , .  . . S. 

(**a) i/ étant un des nombres 1, 2 ,. . . i. 
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d'une intégrale &finie mmzclt&le sous la forme propre aux applications. 205 

La nature des valeurs limites de y, étant déterminée par la méthode 
des intégrations successives, elle est la même que celle des limites de l'irité- 
grale u (1) de telle sorte que chacune des deux limites de y,: 

29 *Y . 
est indépendante de xg, x ~ - ~ ,  . . . xi, et de toutes valeurs limites de y, aucune 
ne contient la variable xi; à cela prés les valeurs limites de y, pourront être 
des fonctions quelconques. 

Les'variations de xg étant désignées pnr les signes caracteristiques 8 (**), 
la variation d tr, d'après In formule ~'OSTROGRADSKY, se representera par : 

(*) La caracteristique , comme l'on sait, est le signe de substitution, c'est-à-dire, I 
un signe propre à indiquer que dans une fonction quelconque dépendante d'une quantitb 
pareillement quelconque on doit remplacer cette dernière par une nouvelle quantité pa- 
reillement quelconq'ie. Ainsi : 

exgrimera que devient la fonction y,, quand la variable x,, qui entre dans la fonction y,, 
reçoit la valeur irg,2. L e  meme signe avec denx limites, l'une inférieure QJ, l'autre su- 
périeure xg,2. 

exprimera la différence entre les résultats des deux snbstitiitims x, = sg,, 3, = x,,~, dans 
la fonction y, 

(**) La variation tronquée d'une quelconque des variables indèpendantes se confond 
avec sa variation totale, c'est pourquoi le même signe caractéristique 6 sert à denoter 
chacune de ces deux variations. 

(***) M. SARRUS dans son M h o i r e  qui étant intitulé : Rccl~lerches szw Ic calczcl t b s  
variations, est inseré dans les RIcmoires présentés par divers savants a l'Académie des 
science de l'Institut national de France (Tome X, 1848), détermine la  variation de l'in- 
tégrale définie multiple u suivant la méthode ~ 'EULER; pour cela (sr. 64, p. 49), il prend 
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Eii nommant d y, e t  d pScg respectivement In variation tronquée de y, et 
de F , , ~ ,  on petit dire que d v n'est autre chose que la différentielle de v, due 
aux nccroissements 8 y,. . . d y, de y, . . . y, et aux accroiwements : 

par rapport aux variables independantes XI, X, , .  . . Xi qui sont des fonctions arbitraires 
du paramètre t et  de Gl, s2,. .. Si telles que pour t = O elles deviennent respectivement 
égales a xl , r, , . . . :ri. Les limites Xi,% et  Xi,i de Xi en général sont des fonctions de Ik;, 
X2 ,... Xi-1 e t  du t, mais indépendantes de Xi. Les limites e t  de en 
général sont des fonctions de XI, Xz, .  . . Xi-2 et  du t ,  mais indépendantes de et  
de Xi. Ainsi de suite jusqu'aux limites Xi,2 et Xi,i qui sont des fonctions de t indépendantes 
de X I ,  X2 ,... Xi. La  fonction arbitraire Y, contenante X,, Xz ,... Xi et paramètre t est 
telle que pour t = O elle devient égale à y ,  V est la  m h e  fonction de XI, As, ... de 
Y, et des derivées partielles de Y, par rapport à Xi, X,, ... Xi que u l'est de 'al, 
s2,. .. Xi de ys et des de r ides  partielles de y, par rapport à ri, x2,. . . si. M. SARRUS 
reçoit la variation de l'intégrale u, en diflérentiant l'int,égrnle U(n) ,  par rapport à t comme 
si X,,  X,,.. . Xi ne dépendaient point de ce parauiètre. Or cette maniére de differentier 
l'intégrale U ( a )  par rapport & t est inadmissible. En  effet : quelle qu'elle soit l a  méthode 
qui sert L déterminer la variation d'une intégrale définie multiple; si les limites de l'in- 
tégrale u (1) sont variées, les variables x, , r, , . . . si doivent être différentiées par rap- 
port à la caractéristique 6, ce qu'il suit de l'équation fondamentale: 

cl A u = A du, P) 
A, étant la caractéristique de 13. variation totale. 

Cette équation découle des principes du calcul de variation; de lii il resulte que si 
l'on trouve en général la  variation de l'integrale u suivant la méthode ~ 'EULER, en di*- 
rentiant l'intégrale LT(n) par rapport à t, on ne peut pas admettre qne XI, A l ,  . . . X;. sont 
indépendantes de t ,  on doit ilecessairement difierentier X;, 4,. . . Xi par rapport A t. En 
conséquence de ce que M. SARRUS trouve la vwiation de l'intégrale u, en diccrentiant 
l'integrale LT(cl) de ln manière qui est inadmissible, il parvient ri la formule inéxnctc (p. 50): 
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de p,,, . . .p,,i de sorte que, si l'on pose pour abréger: 

on aura donc : 

Pour ce que la variation d u  aie reçu la forme propre à l'application & la 
question du maximum ou du minimum de l'integrale zc(l), il  ne reste qu'à 
faire les transformations au moyen de lesquelles chacune des intégrales: 

L a  différence entre l a  formule (c). et  celle (3) de 31. OSTROGRADSKY fait voir qiie 
l'inéxactitude de la formule (c) consiste en ce que dans tous les termes, qui dans le se- 
conde membre de l a  formule (c) suivent le premier, sont placées les variation tronquées 
des valèurs extrêmes des variables d'intégration au  lieu des expressions qui dans le se- 
cond membre de la formule (8) se trouvent engagées sous les caracteristiques I(sg), de- 
terminés par les formules (10). En conséquence de l a  dzerence indiquée entre la foi1- 
mule (c)  et  celle (2) de M. OSTROGRADSKY il est impossible de rapprocher la yremiére de la 
seconde. Quant au rapprochement de ces deux formules, exposé par M. SARRUS dans son 
Mémoire (par. 4, ch. 2, p. 52-55), ce rapprochement est fondé sur l'admission qui est 
identique (p. 54, ia première e t  l a  troisiéme ligne, audéssus) avec celle qui sera exprimée 
par chacune de deux ogalités : 

au cas, oii g ci; mais l a  remarque (5  1) dans la démonstration de la formule (8) montre 

qu'au cas où g < i  chacune de deux égalités (cl) est inadmissible. D'après SARRUS, par 6xg 
nous avons designé respectivement les variations tronquées de valeurs limites de variables, 
c'est-à-dire en couronnant d'un trait la  caracteristique ordinaire des variations. 

Annali di Matanzaticn, Serie III, toiüo II. 27 
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se rddiiit à la somme des intégrales dont chacune est de l'ordre (i- 1). On 
obtiendra les deux formules qui servent à faire les transformations indiquées, 
en les déduisant de ces deux formules: 

x i , ~  xi,3 

où 1 bxi et 1 d x i ,  &tant les variations tronquees des valeur limites de 
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x;,l 

et xi sont égales: 
. I 

Dans le cas particulier oit l'intégrale zc (1) s'étend à toutes variables indépen- 
dantes qui verifient l'inégalité : 

L<O. 

L étant une fonction algébrique entière et du degré pair relativement à toutes 
variables indépendantes, les deux limites d'une variable quelconque se confon- 
dent ou deviennent &ales entre elles chaque fois que l'une quelconque des 
variables qui précbdent atteint sa valeur extrême; alors disparaissent tous les 
termes du second membre de chacune des deux formules (7) et (8) ; on aura donc : 
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Ces deux formules (I l) .  et (12) sont ,applicables à la question du maxi- 
mum ou du minimum de l'intégrale u (l), c'est-à-dire, 'sont celles qui servent 
à représenter la variation d u  sous la forme, propre à l'application à la que- 
stion du maximum ou du minimum de l'intégrale u (1). . 

Pour ce que dans le cas le plus général les deux formules applicables 
à la question du maximum ou du minimuin de l'int4grale u (1) soient dé- 
duites de deux formules (7) et (ai, il faut nécessairement d p s  ces formules (7) 
et (8) faire une modification d'après ces deux propo~itions : 

Lu première p~oposi t ion.  Pour ce que la formule (7) soit applicable à la 
question du maximum ou du minimum de l'intégrale définie multiple u (1), 
il est necessaire que soient égales ii zero les valeurs limites de la varia- 

tion d y,, qui se trouvent sous le signe dans tous les termes du seconde , J t 

membre de la f~ rmule  (7). 
La seconde proposition. Pour ce que la formule (8) soit applicable à la 

question du n~axiinuni ou du minimum de l'intdgrale définie multiple zb (l), 
il est necessaire que soient égales A zéro les limites de la variation B xg qui 

se trouvent sous le signe dans tous les termes du seconde membre de la I 
formule (8). 

Ls démoristration des deus formules (7) et (8) fait l'objet d ~ ,  premier 
paragraphe. 

La démonstration des deux nos proposition fait l'objet du second para- 
graphe. 

Dans le troisième paragraphe je démontre la troisième proposition que 
l'on peut énoncer comme i l  suit: on peut toujours aux variations 8 y, et ù x, 
donner la forme telle que ces variations, étant représentés sous cette forme, 
auront toute la  généralité qui est necessaire pour resoudre la question du ma- 
ximum ou du minimum de l'intégrale u (l), bien que les valeurs limites de 
ces variation o'y, et $x9 (escepti celles qui seront obtenues si dans les va- 
riations o' y, et dxg la variable xi est remplacée par ses valeurs limites xi,, 
et x;,,), en même temps doivent subir des restrinctions, étant assujetties à sa- 
tisfaire aux conditions de nos deux propositions. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d'une intégrde ddfinie m d t i p l e  sous la forme propre aux app2icatians. 21 t 

D'après lei proddk que ~ious emploirbiis pour démontrer les deux for- 
mules (7) et (8) nous 6xposerons la première partie du 1.' §, en faisant usage 
de la notation de FOURRIER. 

Prenons l'intégrale de l'ordre ( i  - g )  : 

De la même manière on recevra : 
, 'i - 
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Si dans le second terme du second membre de l'égalit6 (13) on fait les 
substitutions successives qui corisistent à remplacer le premier nombre de cha- 
cune des égalités (14) par le second membre de la même égalit4, on ob- 
tiendra : 

Si, après avoir multiplié cette égalité par d x, d x, . , d x, , nous effec- 
tuons les intégrations successives des deux nombres par rapport aux variables 
xi x, . . . zg entre les mêmes limites de ces variables que dans l'intégrale (l), . 
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on recevra : 

"12 $i-2,2 2i-~,~ *i,2 

d xi-i - 1 ... 1 - ~ ~ , , d . ~ ~ d r , .  . . d z i - , d r i .  
d Q - ~ 

"1,i - 1  i - i l  x~~ 

En vertu de la condition par laquelle sont dcfinies les limites de I'inte- 
grale u (l), la dernière égal26 , sans faire usage de notation de FOURRIER, 
peut être réPresen& sous la forme: 
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Si, en prenant en considération la condition par laquelle sont definies les 
limites de 1'intQgrale u (1) et ayant égard R ce que le nombre des termes qui 
dans second membre de l'égalité (15) suivent le premier est égal à i - 1 - g, 
nous posons successivement g = i- 1, i - 2 .. . 2 ,  1, nous recevrons les (2'- l), 
égalités, qui avec celle : 

composent la suite de ces équations: 
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Si l'on ajoute une des i équations (16), à la somme des (i - 1) autres: 
on obtiendra : 

d xi d xi -- d xi P ..- - P ~ , , ] ~ ~ ~ . . , ~ X ~ - ~ =  ... 
d xs dxi 

' i .1  

5-1,s 
d xi-. d xi-! .... = J I  J ~ ~ [ P ~ , ~ - , - -  d xi-e P ~ , ~ - ~  - dxg R , ~  - 

xi-l,l 

-- dxi-î  P ~ , ~ ]  d x ,  . .  .asi-, d xi 
d xi 

9i dans chaque rnernbie dc cette égalité (17) n h s  faisons la sommation 
relative à l'indice s, nous aurons la formule (7). 
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En suivant la marche adoptee par nous dans la démonstration de la for- 
mule (l?), nous parviendrons à .la formule suivante : 

... a$&,  = 

xi,l 

d X i - i  T, d xi-i . . .  Q % - 2 - . . * - -  d s,] d 'x, d xi-.> d xi 
d $1-2  LI 

zi-~,~ 

Chacune des expressions : 

$i,i 

I d xi . .  d xi -- d xi d 2; $ x i - -  8 z p , .  6 2 ,  et 1 d ~ ~ - ~ d ~ i - i . .  .-- 
d xi-i d ~1 d XI 0x3,  (19) 

qui se trouvent sous le signe dans le seconde terme du premier membre 

de la formule (S), est égale réspectivement à la variation tronquée de cha- 

cune des valeurs limites xi et z.. En effet, chacune des variations des va- i 1 
riables indépendantes cl xi x, . . .  cl x i - ,  d  xi est une fonction arbitraire de 
toutes variables indbipendantes. Ce qu'il est aisé de voir du resultat que, de 
l'équation fondamentale : 

A d  y,= d A ys, (20) 

03 y# est une fonction de 2,, x,, ... xi et A est la caractéristique de la va- 
riation totale, - nous allons tirer de cette manière : 
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.en remplaçant d y, et A ys à la fois dans cette équation (20) par leurs 
valeurs : 

où y,,, , p,,, . , , sont des derivées partielles de y, par rapport aux variables 
x , ,  x,, ... x i .  En  différentiant selon A et d'après la substitution dont il s'agit, 
et en supprimant ce qui se détruit, il vient: 

. où, comme les variables x i ,  x,,.. . xi sont les indépendantes 

Si de ces derniéres équations (21) on détermine chacune des variations 
... d x, , 8 x,, 8 xi, le resultat obtenu est celui que nous avons eu en vue de 

. tirer de l'équation (20), il montre bien que chacune des variations 63,. . a  xi 
est une fonction arbitraire de toutes variables x,, X e > .  .. xi; par conséquent 
dans chacune des expressions (19), les quantités: 
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sont des fonctions arbitraires .des mêmes variables z, , x,, . . . xi-, que cha- 

cune des valeurs limites d'où il suit que, d'après la notion 

%,l 
. - Xi,i 

de la variation d'une fonction x i  = 8 x i  et = 8 xi,, et les autres . . I 
Xi,$ , xis "i,i 

63; -,... 1 8 2 , e t  1 Br ,.,... des variationsdez,, s ,,... q-, I 
comme des variables indépendantes qui entrent dans les valeurs limites 
"i,s x .  $ 9 1  1 xi et 1 x i .  La formule (9) donc est prouvée; or la. formule (9) étant éta- 

blie, la formule (8) est démontrée. - 
Dans la démonstration de la formule (8) il est à remarquer; 

3"8,2 

1 . O  Que dans le cas où g < i  chacune des égalités Sxg= 8$g,2 et I 
8 x, = 8 x,,, est inadmissible, car, quoique les variations tronquées des va- Jfl 

leurs extrêmes de x, soient en mbme temps les valeurs limites de la varin- 
tion a'x,, cependant en vertu de la condition, par laquelle sont définies les 
limites de l'intégrale u (1) et comme la variation 8 xg est une fonction ar- 
bitraire de toutes les valeurs indépendantes x,, x,, ... xi, dans tous les cas 
où g < i  il y a encore les autres valeurs limites de la variation 8 x, c'est-h- 
dire celles qui sont differentes de variations tronquées de Y-aleurs limites 

Telles sont les valeurs h i t e s  de la variation. Sx,, qui dans le 

seconde-membre de la formule (8) se trouvent engagées souss les caractéristi- 
qaes I(xg), determinées par les formules (10). En effet, d'aprbs la notion de 
la variation d'une fonction, la variation tronquée de chacune des valeurs 
extrêmes de x, est une fonction arbitraire des mêmes variables que chacune 
des valeurs extrêmes x,; celn vu et en vertu de la condition par laquelle 
sont definiea les limites de l'intégrale u (l), la variation tronquée de chacune 
des valeurs extrêmes de x, ne peut pas contenir la variabile zi, tandis que 
cette variable xi est renfermée dans chacune des valeurs limites de la varia- 
tion tronquée Sx,, qui se trouvent engagées sous la caracteristique I(x,) de- 
terminée par les formules (10j ; 
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2.' Entre les valeurs limites de l a  variation 6 x, il y a la différence, 
que fait la valeur extrême de chacune des variables d'intégration (à l'exce- 
ption xi), étant suhstitude dans la  variation tronqube 6 4 qui est une fonction 
arbitraire de toutes "variables d'intégration. 

NOUS allons démontrer la  première proposition. 
L a  première condition du maximum ou du minimum de l'integrale u (1) 

est : 
s u - o .  (22) 

Cette condition fait disparaître chacune des trois intégrales qui cornpu- 
sent le second membre d e  la formule (4), de sorte qu'on aiira : 

L'équation (23) entraîne les s équations aux dérivkes partielles du SC. 
cond ordre : 

Les valeurs générales des fonctions inconnues y, obtenues par l'int6gra- 
tion des équations (26) contiendront des fonctions arbitraires a i ,  ccz,. . . 

En vertu de l'égalité (23) la formule (7) deviendra : 
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r c .  , . 

- + / ~ s 8 y 8 ~ 8 , ~ d ~ 2 a . . d x ~ .  

xl,l 

. Cette équation entraîne les équations qui étant rapportées aux limites de 
l'intégrale u (1), servent à determiner des fonctions arbitraires ab aaz . . . 

Les valeurs générales de y,, avec les valeurs des fonctions arbitraires 
a,, a,. .. et les valeurs extrêmes des variables d7intégrati'on donnent les va- 
leurs limites de y, inconnues, comme celles qui, étant déterminées de la ma- 
nière indiquée, verifient les équations aux limites et par suite servent à ré- 
soudre complètement la question du maximum ou du minimum de l'inté- 
grale u (1). Les valeurs générales de y, et les fonctions arbitraires a,, uo.  .., 
ainsi que les deux valeurs extrêmes de la variable x i ,  la superieure xi,, et 
l'inferieure xi,, étant indépendantes, elles donnent en g6néral les 2 s valeurs 
limites de y, : , . 

qui sont de même indépendantes entre elles; dans le cas du maximum ou du 
minimum absolu t.outes les autres valeurs limites de y, dépendent de celles (28), 
car dans ce cas, d'après la nature des valeurs limites de y, determinée par 
la méthode des intégrations successives, toutes les valeurs limites de y,, B 
l'exception des (281, ne peuvent être que celles qui seront obtenues par faire 
dans les valeurs- (28) les substitutions successives de cette manière: en rem- 
plaçant dans les valeurs '(28) la variable xi-, par sa valeur extrême et su- 
périeure %;-1,2 et inferieure xi-,,, , nous recevrons les s valeurs limites de y, 
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suivantes : 

dans lesquelles on doit remplacer la variable xi,, par sa valeur extrême et 
supérieure xi-,, et inferieure x,,,, et ainsi de suite. 

Le nombre donc des valeurs limites de y, indépendantes entre elles, qui 
verifient les équations Iimites, dans le cas du maximum ou du minimum ab- 
solu, est égal à 2 S. 

11 importe de remarquer: 
1." Que les variations tronquées des valeur limites de ;y, sont en même 

temps les valeurs limites de la variation tronquée de y,; or, en vertu de la 
condition par laquelle sont définies les limites de l'intégrale u (l), il y a 
encore les autres valeurs limites de la variation tronquée de y,, c'est-à-dire 
telles qui sont diffdrentes des variations tronquées des valeurs limites de y,. 

de la variation tronquée de ys qui se trouvent 

termes du second membre de la formule (27). 

la variation d'un.e fonction, la variation tron- 
limites de y, est une fonction arbitraire de 
des valeurs limites de y,. Cela vu et en vertu 

Telles sont les valeurs limites 

sous le signe dans tous les f 
En effet, d'aprés .la notion de 
quée de chacune des valeurs 
mêmes variables que chacune 
de le condition. laquelle, sont définies les limites-de l'intégrale u (1)' en 
variation tronquée de chacu,ne des valeurs limitea de y, ne peut pas entrer 
la variable .xi, tandis que cette variable xi est' renfermée dans chacune des 

valeurs limites de là variation tronquée de y,, qui se trouvent sons le signe 

dans tous les termes du second membre de la-formule (27); 
I 

2.' Que la valenr extrême de chacune des variables d'intégration, à 
l'exception de T ~ ,  étant substituk dans la variation tronquée de y,, fait la 
diffèrence entre les valeurs limites de la variation tronquee de y,, qui se 

trouvent sous le signe dans tous les termes du second membre de la for- 
. I 

mule (27). 
En  vertu de la différence qu'il vient d'indiquer entre les valeurs limites 

de la variation tronquée de y, - chacun de deux membres de l'égalité (27) 
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doit disparaître et l'on aura les deux égalités: 

Les valeurs limites de y, étant inconnues indépendantes entre elles, il 
est necessaire que leurs variations tronqdes soient des fonctions arbitrairesin- 
dépendantes entre elles; c'est pourquoi l'égalité (29) entraîne les 2 s équations, 
qui étant distinctes se rapportent aux limites de l'intégrale u (l), or.2 s est en 
même temps le nombre des vaIeurs limites de y, inconnues indépendantes entre 
elles qui verifient les équations aux limites, par consequent le nombre des 
équations distinctes et relatives aux limites ne peut pas être supérieur -à 2 s; 
de la resulte que pour satisfaire B l'égalité (30) il est nécessaire que soiént 
égalées à zéro les valeurs limites de la variation tronquée de y, qui se trou- 

P 

vent sous l e  signe ( dans tous les termes du premier membre de l'égalité (30) 
J 

ou du second de la formule (7). La premièré proposition donc est démontrée. 
D'après 'la première proposition ont lieu les égalités: 

Xi-I,Z x;-~,2 X1,~ J 

l 6y,-O Sy , =  O . . .  (6y,=O, I 1 
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qui font ln  condition à laquelle les valeurs limites de la variation tronqu4e 
de y,, correspondantes aux valeurs extrêmes de toutes variables d'intégra- 
tion à l'exception de xi, doivent satisfaire riecessairement pour ce que l'inté- 
grale u (1) aie un maximum ou un minimum dans le cas le plus ghnéral. 

E n  vertu des égalités (31) la formula (7) deviendra: 

%,l 

Au moyen de cette formule (32) l'intégrale (5) se rediiit dans le cas le 
plus général à l'intégral de l'ordre (i- 1) laquelle, etant égalée à zéro, don- 
nera les 2 s équations limites : 

l'assons maintenant à démontrer la seconde proposition. En vertu de In 
formule (25) la formule (8) deviendra : 

Sl,i 

Annnli di iMnkmatica, Serie III, tom0 II. 
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Les fonctions inconnues étant déterminées par l'équation (26) et (33), on 
peut toujours poser que les fonctions y, et leurs derivées partielles, comme 
les expressions connues en x,, x,, ... xi sont substitoées dans la fonction v ;  
cela posé, nous considerons la fonction v comme la fonction explicite de va- 
riables s,, a .,... xi .  

En égard à l'égalité (34) et à la différence qui, comme nous l'avons 
indiqué, dans la démonstration de la formule (8 8 1), existe entre les variations 
tronquées des valeurs extrêmes de la variable xi et les valeurs limites de la 
variation de la variable x, dans le cas où g < i, il est evident que chacune 
de deux membres de 1s formule (34) est Qgal à zéro, de sorte qu'on aura: 

Les valeurs extrêmes de la variable xi étant inconnues indépendantes 
entre elles, il est necessaire que leurs variations soient des fonctions arbi- 
traires et indépendantes entre elles; c'est pourquoi l'égalité (35) entraîne les 
deux équations : 

"4,s 

I v = O  et u = 0 .  I" (37) 

Or, quoique les expressions I(xg) (10) sont des quantités arbitraires et indé- 
pendantes entre elles, pour satisfaire A l'égalité (36) il est necessaire d'égaler 

zéro toutes les expressions I(x,) (IO), en vertu de ce qu'on ne peut pa3 
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égaler à zero les coéfficients de chacune des expressions I(xg) (10) par cette 
raison : soit Qgale à zBro le coéEcient de I(x,) quelcoique des expressions (10) 
ou, ce qui revient au même, soit qu'il y a les deux équations : 

dont chacune contient la variable xg qui est remplacée par Eia valeur extrême 
fournie pay la même équation; or chacune des équations (37) contient la va- 
riable xi qui est remplacée par sa valeur extrême fournie par la mbme équa- 
tion; cela est 0e qui n'a lieu qn'au cas où la fonction u contient explicite- 
ment les deux variables xi et zg, mais dam ce cas chacune des Qquations (33) 
fournit la valeur extrême de xg comme la fonction de x i ,  ce qui est inad- 
missible, en vertu de la condition par laquelle sont définies les limites de l'in- 
tégrale u (1). Si chacune des expressions I(xg) est égale à zéro, les éga- 
lités (10) bien montrent que toutes les valeurs limites de 8 x,, engagées sous 
le signe I(xg) sont de même égaler à zéro; d'ou il suit, que, pour satisfaire 
deux équations (36), il est necessaire que soient égales à zéro les valeurs 

limites de la variation 8 x, qui Ne trouvent sous le signe dans tous lester- J 
mes du second membre de la formule (8). Ainsi la seconde proposition est 
démontrée. 

D'après la seconde proposition ont lieu des égalités: 

qui font la condition à laquelle les valeurs limites de la variation de chacune 
de toutes variables indépendantes à l'exeption de x; doivent satisfaire nécés- 
sairement pour ce que l'intégrale e4 (1) nie un maximum ou un minimum 
dans les cas le plus général. 

En vertu des hgalités (39) la formule (8) deviendra: 
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Au rnoyen de cette formule (40), l'intégrale (6) se réduit dans le cas le 
plus géndral A l'intégrale de l'ordre i - 1, laquelle, étant 6galSe à zero, don- 
nera les deux équations : 

I v = O  et v - O  i" (41) 

qui servent à déterminer les limites de l'intégrale u (1) de la n~anière connue. 
Les deux formules (32) et (40) sont celles, qu'il s'agissait de déduire. 

Cns deux formules sont identiques avec deux formules (11) et (12) d'où il 
suit que dans le cas le plus général ainsi que dans le cas particulier indiqué 
ci-dessus les mêmes formules servent à réduire l'intégrale (5) et ( 6 )  aux in- 
tégrales dont chacune est de l'ordre i - 1. 

La démonstration de la troisième proposition est fond8e sur la condition 
qui sert à fixer un maximum ou un minimum de l'intégrale definie 21 (1). 
Cette condition consiste en ce que I'intégrale u (1) n'a u n  maximuni ou u n  
minimum que pour les valeurs de chaque variable d'intégration qui sont tes- 
minées par les  limites de l'intégrale u (1). 

D'après cette condition nous supposons que les valeurs des variables 
d'intégration, qui sont désignées par x i ,  x,,.. . xi, sont seulement celles, qui 
sont comprises entre les limites de l'intégrale u (1). Cela posé, on peut ré- 
presenter les variations d'y, et d x, sous ces formes : 

dans lesquelles chacune de deux fonctions y, (x,, x ,,... xi) et +, (x,, x,,. .. xi) 
est une fonction parfaitement arbitraire, car, les saleurs, de chaque variable 
d'intégration étant comprises eiitre les limites de l'intégrale u (l), on aura 
1.' que, comme dans la formule (42) CI y, et y,  (x, , x,, . . . xi) sont des fonc- 
tions de x i ,  xz ,... Xi, à chaque système de valeurs de y, (x,, X, ,... xi) ré- 
pondera pour les mêmes x,, s,, ... Xi un système de valeurs de 6 y, et vice 
versa; 2.e que pareillement, comme dans la formule (43) +g (x,, x, , . . .  xi) et 
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8 xg sont des fonctions de x,, x,, .. . xi, à chaque système des valeurs de 
tg (x,, x2 ,... xi) répondera, pour les mêmes x i ,  x, ,... xi, un système des 
valeurs de d xg et  vice versa. Ainsi pour les valeurs de chaque variable d'in- 
tégration, pour lesquelles l'intégrale u (1) a un maximum ou un minimum, 
chacune des deux variations d y, et dxg, dont la première est répresentée 
sous la forme (42) et la seconde sous la  forme (43), dquivaut à la fonction 
parfaitement arbitraire. Ce qu'il fallait constater pour liémontrer la troisième 
proposition. 
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Appunti sulla moltiplicazione 
d e i  d e t e r m i n a n t i  n o r m a l o i d i .  

(Per TITO CAZZANI~A,  a Puvia.) 

1 1  sig. H ~ r o s  v. KOCH nella. sua Mernoria: SUT les de'ler~ni~ronts in- 
f if i is, ecc. i ~ o t .  Math. XVI) ,  afferma che la regola ordinaria di moltiplica- 
zione sta, oltre che per i determinanti infiniti ~zormali, anche per i cosidetti 
normaloidi (*), 

Perb non dà alcuna dimostrazione dell'asserto (**). 
Nella mia Nota: Sui determitzanti d'ordine hfinito, ripresi il teorema in 

esame e 10 dimostrai, introducendo tiittavia in riguardo alle due szcccessioni 
normalixxanti dei normaloidi fattori, condizioni cosi restrittive che, senza ch'io 
l'avvertissi, mi riconducevano i deterrninanti considerati, a due normali infi- 
niti (***). Per  ta1 modo la diinostrazione, ne1 caso in esame, era superflua. 
Analizzando ora di nuovo il soggetto, m'avvidi e della inavvertenza mia, e 
dell'errore incluso nell'affermazione del v. KOCH : 

Non sempre dole norrnalo.idi sono rnoltipZz'cabi2i f i a  d i  loro secottdo la 
regola ordinarin; perb sotto opportune condizioni ln moltiplicazione pub essere 
eseguiba. 

Queste cd altre considerazioni che ad esse si connettono, sono 10 scopo 
della presente Nota. 

(*) Cosi chiamb, ii prof. VIVANT[ in un suo lavoro: Sulle serie di potenée, ecc. (Ann. 
di Mat., vol. 21, pag. 28), una speciale categoria, di det. infiniti convergenti, già stiidiüta, 
da1 v. KOCH. 

(**) V. Nota citatn, pag. 2%. 
("**) V. mis Nota: Sui determinanti d'ordine infinito (Ann. di JIat., Vol. 20, pag. 203, 

in principio). 
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1. Richisrno anzitutto qualche notizia indispensabile alln intelligenza 
del lavoro. 

Un determinante infinito : 

dicesi normale quando la serie doppia degli elementi non diagonali, ed il 
prodotto infinito di quelli diagonali, convergono assolutamente. 

1 determinanti normalj sono convergenti, e godono di quasi tutte le pro- 
prietà dei determinanti d'ordine finito; in particolare per essi sin la regoln. 
ordinaria della moltiplicazione. 

Un determinante infinito : 

si dice notv~crloide se è possibile determinare iina successione d i  numeri : 

,2', g2 .& . . . s,, . . . , 

non nulli nè infiaiti, per modo clic i l  determinante : 

risulti iiormale. 
La successione di numeri x, si dirà nornializxante; e D' si chiamerà 

il normale cowispon.de?zte a D. 
1 normaloidi hanno molte proprietà cornuni con i normali; fra I'altro & 

utile notare : cr) Ogni iiormaloids converge ed i: uguale al normale che gli 
corrisponde. b )  Tutti gli svilnppi dei normali valgono altresi per j nor- 
msloidi. 

Di qui,  erïoneamente, il v. KOCH deduceva, che anche la regola ordinarin 
della moltiplicazione fra de te rn~ in~nt i  sussisteva per i norrnaloidi. ' 
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2. Sopra un esempio particolare mostriamo che cib non B sempre vero. 
Si  scriva infatti il det. infinito : , 

1 1 l . . .  l . . .  

O 1 o . . .  o . . .  
O O l . . .  o . . .  D = I  . . . . . . . . . . . 
O O o . . .  l . . .  

Esso è norinaloide, ha  per valore l'unità, ed ammette per successione nor- 
malizzante i numeri : 

1,  2g, 3 y . .  !P.. , 

Se ora si fa il quadrato di D, l ime per linee, secondo la regola hota, il 
primo elemento di Dt risulta definito dalla serie divergente: 

Quindi il net. Dg, poichè presenta elementi infiniti, perde ogni significato ef- 
fettivo. 

S i  pub notare che la moltiplicazione diventa poasjbile quando ne1 for- 
mare De si combinino linee con colonne di D, ma questo è un fatto speciale 
di cui vedremo tosto la ragione. 

3. Se:  
X I ,  X,, X 3 , . .  - 

è una successione normalizzante di D, tale, qualunque sia p, è anche l'altra 
successione : 

' p s t ,  p z 2 ,   XI)... 

Quindi, se due normaloidi hanno per successioni normalizzanti due succes- 
sioni tali, che da un certo indice finzto in poi, i numeri dell'una siano ri- 
spettivamente equimultipli di quelli dell'altra, si pub assumere per entrambi 
la stessa successione che li renda normali. Lo stesso pub avvenire in molti 
altri casi. I n  ogni modo noi diremo che due normaloidi hanno la medesima 
s;ccelsione normalizzante quando esista almeno una di tali successioni che 
serva a renilerli entrambi normali. Dimostriamo allora il teorema: 

Annali di Mutematica, Serie III, tom0 II. 30 
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Dat i  due normaloidi : 
( i = 1, 2, 3 ,  ... 00 

A = [a,] ; B = [bik] , 1 k = l ,  2, 3, ... m 
aventi la stessa scdccessione normalizxa~zte : 

se si costruisce i l  deternôinante: 

allora C è esso pure un normaloide, di cui la successione normalz'xxante è 
a?tcora la (l), e che ira valore è ugunle al prodotto d i  A pey B. 

E d  iiivero, sieno rispettiva.niente : 
- 

A' = [z Bik]  = [a,] ; Br = 

i due normali corrispondenti ad  A, B, e :  

- - -  
per a, b, c, le loro espressioni in a, b, cl risulta tosto : 

ovvero : 

Segue che : 
C= C1=A'B'  = A B ,  

e inoltre la successione normalizzante di C è la (1). 
4. Questo risiiltato dimostra che, in particolare, è sempre possibile 

moltiplicare un normaloide per sè stesso, combinando linee per colonne, mentre 
l'esempio portato al n. 2 ci prova c.he non vi ha sempre tale possibjlith, 
quando si effettui il prodotto rispett. O per linee, O per colonne. 
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II. 

1. Per  trovare qualche teorema più generale, introduciamo un tipo 
di determinanti convergenti che comprendono i normaloidi. 

Siano : 
xi, X2! x3,... (4 
Y!> Yt, Y3)... (a' ) 

d~ce successioni d i  rzumeri tali che i l  yrodotto infinito : 

canverga csssolertamente. Allova se an det. infinito : 
( i = 1 2 ,  3 , .  .. 00 

D = [ailcl , 
/ k =  1, 2, 3 )  ... Cu> 

è tale che i l  determitaante da esso dedotto : 

r i s d t i  normale, a.2lora D è convergente, ed ha per vdore  : 

D =  P .  Dr, 
Poniamo : 

e poichè Dr è normale, per ogni o arbitrario si potrà determinare un iri- 
ter0 m', cosi che per qualunque m )  m' sia :. 

1 - D'm I < O .  

Si formi allora analogamente : 
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D'altra parte, per un m opportunamente grandé si ha :  

onde deducesi : 

I D , + p - ~ a I ~ ~ ( ~  P I + Q ) I ; D ' ~  f ~ + 1 / ~ 8 ,  

in cui S è piccolo ed arbitrio. Yrovata cod la convergenza di D, dalla for- 
mola : 

segue : 
D = l i m  Dm= PD'.  

Il  determiriante D 10 diremo un inorncaloide gefie~alixxato,  ed i numeri 
(a), (a') sono le sue successioni normalizzanti. 

Pe r  i convergenti cos1 definiti stanno gran parte delle proprietà appar- 
tenenti ai normaloidi. Importa notare fra l'altro, che il prodotto infinito dei 
loro elementi diagonali converge assolutamente. 

2. A proposito delle successioni (a), (a') è utile fare una osserrazione. 
Si fissi un numero.inter0 arbitrario 3, finito, ed in (a) ed in (a') al posto dei 
primi N numeri : 

x4 X2 XN 

si pongano rispett. gli nltri : 

yli 9'2 yf3 . . yrx, 

scelti ad arliiirio, ma diversi da zero e da  infinito. È chiaro allora ohe, ri- 
spetto allo stesso det. D, le due nuove successioni che risultapo sono pure 
normalizzanti. Si pub quindi sottoporre a condizioni arbitrarie un numero 
finito di termini in ogni serie norrnalizzante. 

Gosi facciamoci ora a considerare il prodotto : 

il quale è tale che, ad un numero a < 1 scelto ad arbitrio, si pub sempre far 
corrispondere un numero m' per modo che per ogni m > m', sin verificata 
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dei determinanti nor:maloidi. 235 

I'ineguaglianza : 

1 Ma in virtù della preoedente osservazione, fisso ad es. ,X = 9 si pub 

sempre variare i primi II,' termini delle due successioni (a) (a') cos) che queste, 
restando normalizzanti per D, soddisfino la ('2) qualunque sin rtz intero, com- 
preso fra i ed oo. Noi supporremo che dato un nornialoide generalizzato D, 
le due successioni (a), (a') sieno sempre scelte ne1 modo anzidetto, oppure in 
modo da verificare analoghe condizioni. 

3. Siano : 
. . ( i = 1 ,  2 ,  3 ,  ... 00 
'4 = [%], B = [bal, 

( b =  1, 2 ,  3,,.;.  m 
due normaloidi gerleralizxati e : 

( X, x2 x3.. . Ui z2 &... 

( y, y2 y3.. . 
te rispettive sztccessioni nornializzanti. Al l o m  se il  prodotto : 

converge, si ha ne1 primo caso Che: 

è u?t normaloide generalizeato ctdi corrispondorco le successioni: 

( X, x2 x3.. . 
1 ui U* Us.. . 

o nel secondo caso che: 
c = [ c ~ A : ]  = [Z ai6 b k h ]  

è un normaloide generalizuuio di cui le successioni sono: 

Ivt ogni caso s i  lia poi C = A . B. 
Risultati analoghi si ottengono scambiando x con y ,  e x con u. 
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Partiamo dalla serie convergente : 
- 
c, = ;in z b k  

dove : 

e si noti che 

dove p è finito e eh 6 2 per tutti gli k 5 ad un certo h', è ancora convergente. 
Posto quindi : 

risulta stnbilita la ,convergenza di : 

Dimostrinmo ora : 
a) I l  prodotto infinito : 

P=nlciil, 
i 

è convergente. Infatti c, si pub sviluppnre corne segue : 

tenuto conto delle posizioni : 

(*) Dalla convergenza dei prodotti infiniti : 

risulta quella del prodotto : 
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238 C a s  z a  n i g  a : APpunti' sulla moltip12cnaione, ecc. 

Se poi si pone xi = y i ,  zi = ui risulta il teorema : 
Due normaloz'di : % . .  

sono moltiplicabili fra loro linee per colonne ttell'ordine. dato se :. 

converge assol. e mo7tiplicabiii linee per linee (O colonne per colonne), se : 

è assol. convergente. Ne2 primo cas0 i l  prodotto 
Iizrnto d i  successioni : 

Si x, .r3 . . . 
. X , X g 2 g . . . ,  . 

C è zcva normuloide genern- 

fiel secondo caso le successioni . ~zovmalizxanti.  sorto : 

Ne1 CRSO che LX-, = y,. si ritorna al teor. 1. 3 (*). 
Concludendo osservo corne in altra mia Nota: P d c i s  sur  la théorie éZe'- 

mentaive des dd te~winan t s  cubiques,. ecc., di prossiina pubblicazione, dimostrai 
che il prodotto di due normaloidi cornunque, dà origine ad un normaloide cu- 
bieo opportunamente definito ma sempre convergente. Le restrizioni introdotte 
perché valga lit regola della moltiplicazione, son necessarie adrinque, ne1 caso 
nostro, in quanto ci si propone d i .  ottenere un'det. prodotto della stessa syecie 
de' suoi fattori. 

Pavia, 21 Fehbraio 1899. 

(*) Notiamo che scnmbiaizdo l'ordine dei fattori le ser ie  normalizzanti del prodotto si 
scnmbialzo, O, cib che fa 10 stesso, oyni niimero di unn, successione si muta  ne1 suo re- 
ciproco. 
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Ueber ein quadratisches Nullsystem. 

(Von H .  E. TIMERDING, in  Strassburg.) 

Bekanntli ïh netint man Nullsystem eins geometrische Verwandtschaft 
zwischen zwei in einander liegenden Rauinen, in der jedem Punkte des einen 
Raumes eine durch ihn geheride Ebene des anderen Raumes uiid umgekehrt 
jeder Ebene des zweiten Raumes ein in ihr liegender Purikt des ersten 
Raumes eindeutig entspricht. In der Verwandtschaft, die nian im engeren 
Sinne so bezeichnet, sind auch den Punkten einer Ebene des ersten Raumes 
die Ebenen des zweiten Raumes zugewiesen, die durch den der Ebene zu- 
geordneten Punkt gehen, und den Ebenen eines Bündels i m  zweiten Raume 
die Punkte der dem Bündelscheitel entsprechenden Ebene. Indem man ein 
solches Nullsystem aber im Rescinderen ale ein lineares bezeichnet, kann man 
von der letzteren Eigenschaft absehen und nur die ersterwahnte zur Defini- 
tion benutzen, dass die Punkte des ersten und die Ebenen des zweiten Rau- 
mes einander wechselweise eindeutig zugeordnet sein solleii und jeder Punkt 
in der ihm entsprechenden Ebene liegen soll. 

Es bietet sich nun ein naheliegendes Beispiel für ein quadratisches Null- 
system dar, das heisst ein solches, bei dem den Punkten einer geraden Linie 
im ersten Raurne ein quadratisches Ebenenbüschel im zweiten Raume und 
einem gewohnlichen Ebenenbüschel des letzteren ein Kegelschnitt im ersten 
Raume entspricht. Dieses Nullsystem ist deshalb merkwürdig, weil es in enger 
Beziehung zu den quadratischen FlRchen steht. Man findet es einfach so, 
dass man dem Mittelpunkte eines jedern Kegelschnittes auf eilze~ quadrati- 
schen LMittelpzlnktsjache die Ebene diesel. Czwve xuovdnet. Der Eegelschnitt 
selbst aber kann imaginar werden, sein Mittelpunkt bleibt reell, solange seine 
Ebene reell ist und umgekehrt. 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  tomo II. Y 1  
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240 T i m e r d i n g :  

Die Beziehung ist auch immer eine eindeutige. Jeder Punkt ist Mittel- 
punkt nur eines Kegelschnittes der quadratischen Grundflache. Nur dem 
Mittelpunkte derselben entsprechen alle durch ihn gehenden Ebenen. Den 
unendlich fernen Punkten der Grundflache entsprechen weiter je unendlich 
viele parallele Ebenen, von denen eine den Asymptotenkegel der Grundflache 
berührt. Allen anderen unendlich fernen Punliten entspricht nur die unend- 
lich ferne Ebene. Dieselbe ist also ebenso eine singulare Ebene des Null- 
systems, wie der Mittelpunkt der Grundflache ein singularer Punkt ist. Jeder 
durch diesen gehenden Ebene entspricht allein er selbst, nur den Tangen- 
tialebenen des Asymptotenkegels entsprechen als Nullpunkte alle Punkte der 
in ihnen liegenden Asymptoten. Liegt ein Punkt in einer Symmetrieebene 
der Grundflache, so steht seine Nullebene auf dieser Symmetrieebene senk- 
recht. Einern Punkte auf einer Hauptaxe der Grundflache entspricht als 
Nullebene die in ihm auf der Hauptaxe senkrecllte Ebene. 

Einern Büschel paralleler Ebeneii sind als Nullpunkte die Punkte eines 
Durchmes~iers der Grundflache zugeordnet. Dieser Durchmesser enthalt auch 
die - bezüglich der Grundflache genommenen -- Pole aller der parallelen 
Ebenen und ist corijugirt zu der unter ihnen enthaltenen Durchrnesserebene 
der Grundflache. 

Wir  finden also den Nullpunkt einer beliebigen Ebene in unserem Null- 
systeme, indem wir ihren Pol mit dem Mittelpunkte der Grundflache ver- 
binden. Diese Linie schneidet die Ebene in dem gesuchten Nullpunkte. Um 
umgekehrt zu einem Punkte die zugehorige Nullebene zu finden, bestimme 
man seine Polare und lege durch ihn selbst die zu dieser Polare parallele 
Ebene. Dies ist dann die gesuchte Nullebene. Diese Constructionen zeigen, 
dam, wenn man von einer Ebene und ihrein Nullpunkte Pol und Polare be- 
züglich der Grundflache sucht, auch diese sich in unserem Nullsysteme zu- 
geordnet sind. 

Die beiden Punkte, von denen jeder Nullpunkt der Polare oder Pol der 
Nullebene des anderen ist, liegen auf einem Durchmesser der Grundflache und 
teilen denselben harmonisch. Zwei solche Punkte wollen wir bez. der Grund- 
flache invers nenneli. Die beiden Ebenen, von denen jede Nrillebene des 
Pols oder Polare des Nullpunktes der anderen ist, sind zu einander parallel 
und trennen die beiden zu ihnen parallelen Tangentialebenen der Grund- 
flache harrnonisch. Auch zwei solche Ebenen wollen wir bez. der Grundflache 
invers nennen. Dann konnen wir kurz so sagen: Der Nullpunkt einer Ebene 
2% der inverse Pulzkt zu ihrem Pole, und die NzllleFene eines Punktes is t  die 
inverse Ebene zu seiner Polare. 
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Uebe~ ein quadratisches Nzdlsystem. 24 1 

Den Tangentialebenen der Grundflache sind als Nullpunkte ihre Be- 
khrungspunkte und umgekehrt den Punkten der Grundflache als Nullebenen 
die in ihnen berührenden Tarigentialebenen zugewiesen. 

Ersetzt man die Grundflache durch eine concentrische, ahnliche und 
ahnlich liegende Flache, die wir kurz als eine zur ersten concyclifiche Flache 
bezeichnen wollen (*), so verschiebt sich der Pol einer Ebene auf einem 
Durchmesser, ihr Nullpunkt bleibt a190 ungeandert, die Polare irgend eines 
Punktes verschiebt sich parallel, es bleibt also auch die Nullebene jedes 
Punktes ungeandert. Dus N d . S y ~ t ~ m  ist also fiir alle Flachen aines concy- 
clischefi Biischels dasselbe. Die Flaclien eines solchen Büschels erfüllen den 
ganzen Raum einfach und das Nullsystem weist dann jedem Punkte ais 
NuZlebene die Ebene xu, die in ihna die durch ihn gehende Flache des Bii- 
schels beriihrt. Jede Ebene ist auch Tangentialebene nur einer FlZiche des 
concyclischen Büschels und der Beriihrungspunkt ist ihr Nullpunkt ila un- 
serem Nullsysteme. 

Den Ebenen eines Bündels entsprechen in dem betrachteten Nullsysteme 
die Punkte einer quadratischen Flache. Diese Flache wird von den zu den 
Polen der Ebenen inversen Punkten gebildet und ist die inverse Flache zu 
der Polare des Büudelscheitels bez. der Grundflache. Sie ist homothetisch zii 
der Grundflache und geht durch jhren Mittelpunkt. Sie berührt ferner in 
dem Bündelscheitel dessen Nullebene und schneidet endlich die Grundflache 
in demselben Kegelschnitte wje die Polare des Bündelscheitels. 

Fallt man aber von dem Bündelscheitel auf die Symmetrieebenen und 
Hauptaxen der Grundflache die Lote, so bilden die Busspunkte derselben mit 
dem Bündelscheitel und dem Mittelpunkte der Grundflache zusamnien die 
Ecken eines rechtwinkligen Parallelepipedon, und es ist leicht zu sehen, dass 
die Nullfliiche durch alle Ecken dieses Parallelepipedon geht. Denn die Sei- 
tenflachen desselben, die den Bündelscheitel enthalten, haben zu Nullpunkten 
ihre Schnittpunkte mit je einer Hauptaxe der Grundflache, also drei Ecken 
des Parallelepipedon, und die Nullebenen, die zu den Fusspunkten der auf 
die Symmetrieebenen gefallten Lote gehoren, gehen 'durch diese Lote und 
damit durch den Bündelscheitel. 

(*) Herr WAELSCH gebraucht dieselbe Bezeichnung in einer allgemeineren Bedeutung. 
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242 T i m e r d i n g :  

Legt man nun durch die Mitte zwischen dern Bündelscheitel und dern 
Mittelpunkte der Grundflache die zu der letzteren concyclische Flache, so 
ist dieser die betrachtete Nullflache congruent, und man hat jene Flache nur 
parallel mit sich nach dern Bündelscheitel zu um seine halbe Entfernung vom 
Mittelpunkte der Grundflache zu verschieben, damit sie mit der Nullflache 
zusammenfallt. 

Diese Construction der Nullflache versagt nur dann, wenn die Ebenen 
des Bündels sich alle in parallelen Gera.den schneiden, der Bündelscheitel 
also in unendlicher Entfernung liegt. D ~ n n  zerfallt die zugehorige Nullflache 
in die unendlich ferne Ebene und eine Durchmesserebene, und zwar hat der 
zu der letzteren conjugirte Durchmesser die Richtung jener parallelen Schnitt- 
linien und geht durch den unendlich fernen Bündelscheitel. 

Dem Bündel der Ebenen, die durch den Mittelpunkt der Grundflache 
gehen, ist als Nullflache der A.symptotenkege1 der Grundflache zugeordnet. 

Den Ebenen eiries Rüschels entsprechen als Nullpunkte die Punkte eines 
Kegelschnittes. Derselbe enthalt den Mittelpunkt der Grundflache, schneidet 
die Axe des Ebenenbüschels und geht durch die Schnittpunkte ihrer rezi- 
proken Polare mit der Grundflache hindurch, er liegt also in der Ebene, die 
diese Polare mit dern Mittelpunkte der Grundfliiche verbindet und ist zu der 
Schnittcurve dieser Ebene homothetisch. Seine Tangenten im Mittelpunkte 
der Grundflache und in seinem Schnittpunkte mit der Axe des Ebenen- 
biischels sind der reziproken Polare dieser Axe parallel und berühren ihn 
somit in den Endpunkten des Durchmessers, der der Richtung der Polare 
conjugirt kt .  

Die Nullebenen der Punkte einer beliebigen Ebene umhüllen ein Para- 
boloid. Bestimmt man die Polaren von den Punkten der Ebene und zu dem 
Bündel dieser Polarebenen die zugehorige Nullflache, so ist jenes Paraboloid 
von dieser Nullfliiche die reziproke Polnre bez. der Grundflache. Hieraus 
ergiebt sich mit Leichtigkeit, dass das Paraboloid. von dern Tangentia.lkege1, 
der die Grundflache langs ihrer Schnittcurve mit der Nullpunktsebene be- 
rührt, ebenfalls urnhüllt wird, ferner dass eB die Nullpunktsebene selbst in 
ihrem Nullpunkte tangirt. Die Verbindungslinie dieses Nullpunktes mit dern 
Mittelpunkte der Grundflache ist ein Durchmesser des Paraboloids. Das letz- 
tere berührt weiter die Normalebenen, welche man auf den Hauptaxen in 
ihren Schnittpunkten mit der Nullpunktsebene errichtet, und die Ebenen, 
welche auf den Symmetrieebenen in ihren Schnittlinien mit der Nullpunkts- 
ebene senkrecht stehen, 
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Ueber e h  qtdadratisches Nullsystem. 243 

Enthalt die Nullpunktsebene den Mittelpunkt der Grundflache, so bilden 
die zugehorjgeii Nullebenen zwei Ebenenbiindel. Die Ebenen des einen gehen 
durch den Mittelpunkt der Grundflache, und die Ebenen des anderen sind 
dem zu der Nullpunktsebene conjiigirten Durchmesser parallel. 

Die Nullebenen der Punkte einer beliebigen geraden Linie urnhüllen 
einen parabolischen Cylinder. Dessen Seitenlinien laufen der reziproken Po- 
lare der Nullpunktslinie parallel, und er herührt die beiden Tangentdebenen 
der Grundflache, welche sie in ihren Schnittpunkten mit der Nullpunktslinie 
tangiren und durch die reziproke Polare der letzteren gehen. Die Null- 
punktslinie selbst berühyt den Cylinder, und die Ebene, welche den Be- 
rührungspunkt mit der reziproken Polare der Nullpunktsljnie verbindet, ist 

. eine Durchmesserehene des Cylinders. 

Den zugehorigeh analytischen Entwicklungen wollen wir der Einfachheit 
halber, und um mit der herkominlichen Schreibweise inoglichst in Einklarig 
zu bleiben, ein Ellipsoid zugrunde legen, dessen Gleichung auf die IIauptaxeri 
bezogen sei und I d e  : 

Bezüglich dieses Ellipsoids ist die Polarebene des Punktes Po mit den Coor- 
dinaten x,, y,, x, : 

Xo -+,$,=i. X yoy Xu 2 

a c 

Die zu dieser Polare parallel durch den Punkt Po gelegte Ebene ist dic 
Nullebene des Punktes Po in unserem Nullsysteme. Ihre Gleichung laiitet: 

oder : 
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Vertauschen wir in dieser Gleichung die Grossen x,, y,, x, mit den Ver- 
anderlichen x, y ,  ,z und sehen immer die mit dem Index O versehenen 
Coordinaten als die constanten und die anderen als die variabelen an, so 
wird durch die so eïhaltene Gleichung : 

die Flache dargestellt, welche von den Nullpunkten aller durch den Punkt .Po 
gehenden Ebenen erfüllt wird. Die Gleichung zeigt, dass diese Nullfliiche 
homothetisch zu der Grundflache ist und den Schnitt der Nullebene des 
Punktes Po mit der Grundflache enthalt. Denn wir erhalten die Gleichung (4), 
indem wir die Gleichung (3) subtrahiren von der folgenden: 

welche die zu der Grundflache concyclische und durch den Punkt Po hin- 
durchgehende Flache darstellt. Von dieser Flache ist, wie es sein muss, die 
Nullebene des Punktes Y, eine Tangentialebene. 

Man sieht ebenfalls sofort aus der Gleichung der Nullflache, dass sie 
nicht allein durch den Coordinatenursprung, den Mittelpunkt der Grund ache, 
und den Punkt P., geht, aondern durch alle Ecken des rechtwinkligedAPar- 
allelepipedon, von dem die Coordinatenaxen drei Kanten und der Punkt Po 
eine Ecke ist. 

Die Hauptaxen der Nullflache sind halb so gross wie die Axen der zur 
Grundflache concyclischen Fliiche (5), die durch den Piinkt Po geht. Man 
erhalt also congruente Nullflachen für alle Punkte einer zur Grundflache 
concyclischeri Flache, die gleichzeitig von den Nullebenen dieser Punkte 
umhüllt wird, und zwar sind die Axen dieser Flache immer doppelt so gross 
als die der zugehorigen Nullflachen. 

Die Gleichumg (4) der Nullflache lasst sich auch in die folgenden beideii 
zerfallen : 
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wo 16 einen beliebig variabelen Parameter bezeichnet. Dies ist der analytische 
Ausdruck für die geometrisch sofort evidente Thatsache, dass die NulEfldcZte 
von den Beriihrungscurven der Xangentenkegel erfiillt wir-d, die sich aus denz 
xugeh6rigen Punkte Po an die xur GrundfE&he concyc tischen Flachen legen 
Eassen. 

Setzt man die Gleichung der Nullebene no des Punktes Po in der 
Form an : 

so lehrt dit! Vergleichung mit der Gleichung (3), daas man zu setzen hat : 

Die Nullebene ist, wie man hieraus wieder sieht, die Polarebene des Punktes 
mit  den Coordinaten : 

..; y: ' . ÿ: xi' 1; y: z: '  

fl? -+F+o - + F + >  G + F + @  @2 

und dies k t  der zu dem Punkte Po bez. der Grundflache inverse Punkt. 
Sucht man umgekehrt zu einer gegebenen Ebene den Nullpunkt, so hat 

man die Gleichungen (6) nach x,, y,, x, aufzulosen. Man findet zunachst, 
indem man sie quadrirt, mi t  a" b6', c? multiplizirt und addirt : 

und somit : 
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Die Gleichung des Nullpunktes der Ebene no in Ebenencoordinnten u ,  v,  70 

lautet sonach : 

u, u + b", v + c2 W, w = a%; + b2 v: + C? W; , 
oder ; 

a' u, (u - u,) -1- bz v ,  ( v  - v,)  + c2 w, (w - w,) = O. (8) 

Vertauscht man wieder die Coordinaten mit dem Index O und die ohne 
Index, so whalt man die Gleichung : 

a 2 u ( u  - un) + h2 v ( v  - v,) f c2 w (W - w,)-O (9) 

als die Tangentialgleichu~g der Fliiche II,, die von den Nullebenea der in 
der Ebene x, gelegenen Punkte umhüllt wird. Aus dieser Gleichung sieht rnan 
sofort, dass die Flache die unendlich ferne Ebene und die Etene xo berührt, 
ebenso aber auch die sechs Ebenen, die folgende Coordinaten liaben : 

1. un, O ,  O ;  4. 0 ,  va, wo; 

2. O ,  v,, O ;  5. u,, O, 20,; 

3. O ,  O, w,; 6. U O ?  v,, O. 

Die ersten drei sind normal, die letzten drei parallel zu je einer Hriuptaxe 
der Grundfliiche. Setzt man in der Gleichung (9): 

a? u,  u + b? v,  v + c2 z o , ~  = 1 , 
so w i d  sie : 

u2 u4 + h2 v? + tu2 = 1. 

Die durch den Pol P', der Ebene no gehenden Tangentialebenen hat die Null- 
flache also mit der Grundfliiche gemein. 

Die Gleichung der Flache n, in Punktcoordinaten wird, wenn man an 
Stelle der Ebenencoordinaten et,, v , ,  zu, die Coordinaten x',, y',, z', &es 
Pole P', einführt : 

0 . y',, y ZPo Z 
" 

a;- + x L  + c;- - ) O  ( Y'; 
' 

= 7 + h'+ $)($+$ + $) (*). (10) 

(*) Die Gleichung lasst in dieser Form sofort erltennen, dass durcli drei  heliebige 
Punlrte die Nullflachen zweier Eheneii gehen. Diese beiden Nullfliiclien haben aber  die 
Punlrte zweier Kegelschnitte mit einander gemein. Von dieseii Kegelsclinitten ist j d o c l i  
e iner  s tets  imaginiir, wenn seine Ehene auch reell ist. 
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Diese Gleichung ist für die Coordinaten m,, y,, x, des Punktes Pa befriedigt, 
weil für dieselben : 

wird. Die Polare des Punktes P', bez. der Flache II, hat die Gleichung : 

In dieser Ebene liegt also der Kegelschnitt, langs dem der gemeinsame Tan- 
gentialkegel der Grundflache und der Nullflache II, die letztere berührt. Die 
Spitze dieses Kegels ist eben der Punkt Plo. 

Die NullfEache il, wird zcrnhiillt von den Kegelra, welche die xur Grund- 
flüche concyclischen Flachera in  ihrelz Schnittlinielz mit der Ebene x, beviihren. 
In der That ist das Nullsystem für nlle diese Flachen dasselbe und müsfien 
alle diese Kegel deshalb Tangentialkegel der Flache Ii, sein. 

Pür die zur Grundflache concyclische Flache, welche die Hauptaxen: 

ka, kb, k c  

hat, sind die Coordinaten des Pols Pto der Ebene .rr, : 

kt x', , Ice yto, kP z',, . 
Der aus diesem Punkte an die Flache gelegte Tangentialkegel hat die 
Gleichung : 

Differentiirt man diese Gleichung nach k, so fiiidet man : 

Annnlz di Malemntica, Serie III, tom0 II. 32 
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248 T ime rd i ta y: Ueber ein yuadratisches Xdlsystem. 

Aus diesen beiden Gleiuhungen leitet man leicht die folgende her: 

die man auch aus (11) erlialten kann, indem man hierin die Hauptaxen 
mit Ic und die Coordinaten des Pols P', mit k2 multiplizirt. Durch Elimina- 
tion des Parameters k au3 den Gleichungen (12") und (12b) gelangt man aber 
wieder zu der Gleichung (10) zurüclr, womit auch analytisch nachgewiesen 
ist, dass die Nullflache II, von den Kegeln (12") umhüllt wird. 
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Ueber ein quadratisches Nullsystem. 

(Von H .  E.  TIMERDING, I12 St?~as~Bu?~q.) 

\ K r  gelien iiunrnelir auf dic urspriingliclie Defiriition unseres Nullsy- 
stems zurück. Der NullpunM Po einer Ebene r, ist der Mittelpunkt des Ke- 
gelschnittes, in dem die Ehene die Grundfliiche schneidet. Denken wir uns 
nun durch diesen Mittelpunlit die Hauptaxen des Kegelschnittes gezogen. 
Gleichzeitig wollen wir  uns die Hauptaxen desjenigen Kegelsclinittes gezeichnet 
denken, welchen die Polare n', des Nullpunktes der Ebene no mit der Qsund- 
flache gemein hat. Diese beiden Ebenen no und T ' ,  sind d a m  nacli unserein 
Ausdrucke inbezug auf die Grundflaclie invers, und ebmso sind ilire Null- 
punkte Po und Y', inbezug auf die Grundflache invers. Der Nullpurikt der 
einen Ebene-kt  jedesmal der Pol der anderen bez. der Grundflache. Aber 
auch die Hauptaxen der Kegelschnitte in beiden Ebenen sind einander paar- 
weise als reziproke Polaren bez. der Grundflache zugeordnet, so dnss zwei 
einander zugeordnete Axen sich jedesmal rechtwinklig lrreuzen. Passt nian 
demnach den ganzen Axencomplex der Grundflache ins Auge, so ist sofort 
klar, dass jeder geraden Linie dieses Coniplexes eine andere zugeordnet ist, 
welche die erste unter rechtem Winkel schneidet und mi t  ihr zusamnien das 
Hauptaxenpaar eines Eegelschnittes auf der Grundflache bildet. Zwei solche 
Linien wollen wir kurz als conjugirte Axen.  der Grundflache bezeichneri. 
Dann ist dey  Sch.nittpunkt m e i w  conjugirten Axeta ihrer Ebene itz unselqem 
Nullszjsteme als Nzdlpunkt xugewiesen. Die reziproken Polarcn zweier con- 
jugirten Axen bilden wieder ein Paar  conjugirter Axen. Ihre Ebene und ihs 
Schnittpunkt sind zu der Ebene und dem Schnittpunkt der ersten beiden 
Axen invers bez. der Grundflache. 

Eine gerade Linie ist Axe der Grundflache, wenn sie von ilirer rezi- 
proken Polare rechtwinklig gekreuzt wird oder, was dasselbe heisst, wenn 
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die Polare eines ihrer Punkte zu ihr senkrecht ist. nieser Punkt heisst der 
Pol der Axe. Jede Axe ist senkrecht xu der Nullebene ihres Pols. Insbeson- 
dere gehoren die Normalen der Grundflache zu ihrem Axencomplex. 

Fallen wir nun von dem Punkte P', auf seine Polare n, das Lot p,, so 
ist dieses und ebenso seine Polare q,, die i n  der Ebene no liegt, Axe der 
Grundflache. Die Schnittpunkte der letzteren Linie mit den -Hauptaxen des 
in no gelegenen Kegelschnittes der Grundflache haben zu Polaren die senk- 
recht zu diesen Hauptaxen durch p, gelegten Ebenen, sie sind also die Pole 
dieser Hauptaxen. Die Linie q, schrieidet somit aus den conjugirten Axen 
in der zugehorigen Ebene ir, ihre Pole aus. Wiï wollen sie die der Ebene T, 
adjungirte Axe nennen. Auf ihr liegen die Pole aller in der Ebene enthal- 
tenen .4xen. I n  jeder Ebene siud zwei Normalen der Grundflache enthalten. 
Die Vertii~zdungslinie ilzrer Fusspunkte ist die der Ebene adjungirte Axe. 
Die Fusspuukte der in einer Ebene gelegenen Normalen auf den Fliichen eines 
concyclis~hen Büschels erfüllen die dieser Ehene adjungirte Axe. 

Von zwei reziprok polaren Azen ist jede der Polarebene des Pols der 
anderen adjungirt. * 

Indenl wir jeder Ebene ihre adjungirte Axe zuweisen, ist der Axencom- 
plex wecbeelweise eindeutig auf die Ebenen des Raumes bezogen. Man findet 
zu eiiier Ebene no ihre adjungirte Axe, indem miin mit ihr die Durchmesser- 
ebene zum Schnitt bringt, die zu dem auf der Ebene no senkrechten Durch- 
messer conjugirt ist, und umgekel-irt zu  einer Axe die Ebene, der sie adjun- 
girt ist, indem man durch sie die Normalebene zu dem Durchmesser legt, 
welcher der durch sie gehenden Durchmesserebene conjugirt ist. Hieraus 
folgt, dass parallelen Ehenen parallele Axen adjungirt sind, die in einer 
Durchmesserebene liegen. Ebenso sind aber die Hauptaxen der in parallelen 
Ehenen gelegenen Kegelschnitte der Grundflache parallel und liegen in zwei 
Durchrnesserebenen. So werden alle Ebenen einer bestimmten Stellung von 
zwei Durchmesserebenen in Paaren conjugirter Axen und von einer dritten 
in der jedesrnal adjungirten .Axe geschnitten. Die beiden ersteri Durchmes- 
seïebenen sind einander conjugirt und schneiden sich in dem Durchrnesser, 
welcher allen Ehenen von jener bestimmten Stellung conjugirt ist. 

Seien die Gleichunqen dieser beiden Durchmesserebenen : 
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so verhalten sich die Coordinaten der ihnen conjugirten Durchrnesser wie 

X, : y, : x ,  und x, : y ,  : x, , 
und alle Ebenen : 

u x + v y + w x = 1 ,  
für : 

(2) 

U : v : tu = (y, X 2  - y2 5,) : (2, X2 - 22 xi) : ( X I  y2 - 22 y,), 

werden von den Durchmesserebenen (1) in Paaren conjugirter Axen geschnitten. 
Die beiden den Durchmesserebenen conjugirten Durchmesser sollen aber nicht 
bloss einander conjugirt, sondern auch zu einander senkrecht sein, sie genügen 
also ausser der Gleichung : 

auch der anderen : 
2 ,  xz + y, y2 + si 22 = 0 , 

woraus sich die Doppelgleichung ergiebt : 

Durchmesser verhalten sich 
Die Coordinaten eines Punktes auf dem zu den Ebenen (2) senkrechten 

wie 

u : v : w ;  

diesern Durchmesser ist 

conjugirt, sie schneidet 

die 

also 
Dreht sich eine Ebene 

Durchmesserebene : 

alle Ebenen (2) in ihren adjungirten Axen. 
um eine gerade Linie, so durchlauft ihre adjun- 

girte Axe sine quadratische ~ e ~ e l s c h a r .  Weiter zeigt sich, dass die -den 
Ebenen eines Bündels adjungirten Axen die Sehnen einer cubischen Raum- 
curve bilden. Hat der Scheitel dieses Ebenenbündels die Coordinaten x,, y,, x , ,  
so ist die Gleichung irgend einer Ebene des Bündels von der Form: 

und ihre adjungirte Axe wird durch die Ebene ausgeschnitteu : 
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Diese Gleichungen sind, weiin : 

gesetzt wird, für jeden Wert  des Parameters t erfüllt, und den Grossen u ,  
v ,  zo lassen sich dann jedesmal noch unendlich viele verschiedene Werte 
geben. Aus den letzten Gleichungen folgt aber :  

Dies ist die Parameterdarstellung der cubischen Raumcurve, deren Selinen 
die den Ebenen des Bündels adjungirten Axen sind. Es ist eine raumlic.he 
Hyperbd, die durch den Bündelscheitel und den Mittelpunkt O der Grund- 
flache geht und deren Asymptoten den Hauptaxen der Grundflache parallel 
laufen. 

Legt nian die Grossen u ,  v ,  w nicht bloss ihren Verhaltnissen, sondern 
auch ihren absoluten Werten nach fest, so sind sie die Coordinaten einer 
bestimmten Ebene, und man kann durch sie die Coordinaten der dieser 
Ebene adjungirten Axe ausdrücken wie folgt: 

Hieraus ergiebt sich durcli Elimination der Grossen u ,  v ,  w als Darstellung 
des Axencomplexes : 

? 7 

Si So -- IL Xr - Ti 'Se _--- b? - "2 - a- c aZ - b2 

woraus die notwendige Bezieliung zwischen den Liniencoordinaten : 

von sdbst hervorgeht (*). 

("i Die erbten mzlytisclieil Formeln fur den Axencomplex siiid von Herrn REYE ge- 
gcben, in Band II der 2. Serie dieser Annalen. Spater ist Herr SCHILKE auf den Gegen- 
stand zurücligekoininen, Zeitschr. fiir Math. und Physik, 1874. Man vergleiche die syn- 
thetisclie Darstellung in REYE'S Gcometrie der Luge, die auch neueren Untersuchungen, 
besonders von Herrn WAELSCH, gerecht wird. 
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Man erhdt  diejenige As<: einer quadratischen Fliiche, welche einen ge- 
gebenen Punkt ziim Pol hat, indem man von diesem Punkte auf seine Po- 
larebene das Lot fiillt. I-Iabe der Punlit die Coordinaten x',, y',, xf0 und 
beachtet man, dass die gerade Linie durch diesen Punkt, die auf der Ebene: 

senkrecht stelit, durcli die Doppelgleichung : 

bestimmt wird, so findet man sofort fiir die gesuchte Axe die Darstellung : 

Den gemeinsamen Wert  dieser Brüche wollen wir t nennen. Sieht mail in 
der  Doppelgleichung die Coordinaten x ,  y ,  x als constant und die xi,, 
y',, x', als vei.aiiderlich an, so stellt sie den Ort der Pole dar, deren zuge- 
horige Axen durch einen feçten Punkt gelien. Dieser Ort ist eine raumliche 
Hyperbel, die auch durch die Fusspunkte der von dem festen Punkte auf die 
quadratische Flache gefallten Lote geht. Ihre Parameterdarstellung ist, wenn 
mal1 x,, yO,  Z, für X ,  y, z und X, y, z für zts, y',, z', schreibt : 

Diese Curve bleibt ungelnderi, wenn man u, b, e mit einer beliebigen Con- 
stanten multiplizirt. So hat man den bekannten schonen Satz : Die Fuss- 
purikte der von eineni gegebenen Punkte auf die Flachen eines concycljschen 
Büschels gefallten Normalen liegen auf einer raumlichen Hyperbel, die durch 
den gegebenen Punkt und den Mittelpiinkt O der concyclischen Flachen geht, 
und deren Asymptoten den genieinsamen Hauptaxen dieser Flachen parallel 
laufen. Diese Raumcurve wollen wir die Polcurve des gegebenen Puriktes, 
bez. irgend einer Flache des concyclisohen Büschels, nennen. Der gegebene 
Punkt selbst moge ihr Nullpol heissen. 
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Verbindet man irgend zwei Punkte einer Polourve, so ist die Qerbin- 
dungslinie die adjungirte Axe zu der Ebene, welche durch sie und den 
Nullpol der Polcurve geht, denn sie enthalt von zwei und damit von allen 
Axen in dieser Ebene die Pole. Die Selmen delm Polcurven s k d  also inicht 
bloss Axen der Grundfiache, muta lelwzt auch sofort die Ebene, der sie je- 
desmal adju?zgii.t sind, denrz diese Ebene geht immer durch den Nullpol der 
Polcurve. In der That stimmt das Gleichungentripel (2) überein mit den Glei- 
chungen (6) des vorigen Art. für dis cubische Raumcurve, deren Sehnen den 
Ebenen eines Bündels als Axen adjungirt sind. 

Der Kegel, welcher eine Polcurve aus ihrem Nullpol projizirt, ist der 
von allen dnrch den Nullpol gehenden Axen gebildete Kegel, er werde der 
Compleskegel dieses Punktes genannt. F ü r  seine Gleichung findet man ohne 
Mühe aus (2) : 

Dieser Kegel ist derselbe für alle Flachen FA,, , deren Gleichung die Form hat: 

In der That bestimmen alle diese Pliichen, die Hesr REYE coaxial nennt, 
denselben Axencomplex. 

Schreibt man nun in den Gleichungen (2) : 

a2 -- 1, b2 - 1, ce - 1 für u2, b2, c2, 

ersetzt also die quadratische Flache durch eine zu ihr confocale, so findet man: 

iiidem man setzt : 

a" 1 XX = -- b2 + h c" SA 
Xo, 2/)."- b z  y07 xi = - z~ 7 tl = t - ?* , ( 6 )  

a2 c2 

woraus : 

Der Punkt Y,. mit den Coordinaten $1, y,., XI. liegt also auf der Axe, dereii 
Pd bez. der Grundflaclie der Punkt P ,  mit den Coordinaten x o ,  yo, zo k t ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ueber ein quadratisches Nullsystem. 255 

a 

und zwar ist Px der Pol dieser Axe hez. der zur Grundflaclie confocalen 
Flgche, denn aus den Gleichungen (6) folgt auch : 

(a* + ),) -- - Y0 -Yi. 2 0  - XI - (b" A) - = (ce + A) 
m Yi. a 

Die Polcurve eines Punktes Po für eine zur Grundflache confocale Flache ist 
also die Polcurve eines anderen Punktes PA für die Grundflache, und diesel. 
andere Punkt bestimmt sich durch die Bedingung, dass von seiner Verbin- 
dungslinie mit Po, die zum Axencomplex gehort, Po der Pol für die Grund- 
flache und Pl der Pol für die confocale Flache sein soll. Man erhalt also 
dieselben Raumcurven, ob man zu den Punkten einer Axe die Polcurven für 
eine bestimmte Flache sucht oder die Polcurven eines Punktes, des Pols diesel. 
Axe bez. der bestimmten Flache, für alle zu dieser confocalen Flachen con- 
struirt. Diese Raumcurven überdecken den Complexkegel jenes Pols. Sie sind 
diirch die Seitenlinien dieses Kegels, und diese umgekehrt durch die Pol- 
curven, projektiv auf einander bezogen, indem entsprechende Punkte immer 
auf derselben Axe oder Polcurve liegen. Es  entsprechen dann irnmer die 
Punkte einander, die Pole der Axe oder Nullpole der Polcurve bez. der- 
selben Flache der confocalen Schar sind. 

Andererseits sind die Scharen der durch einen Punkt Po gehenden Axen 
und Polcurven projektiv auf die Schar der confocalen Flachen hezogen. Jeder 
Flache dieser Schar ist die Axe oder Polcurve zuzuweisen, deren Pol für 
diese Flache nach Po fallt. Die Scharen der Axen und Polcurven sind da- 
durch so auf eiiiander projektiv bezogen, d a s ~  jede Axe die ihr  entsprechende 
Polcurve berührt. Den Pol einer Axe oder Nullpol einer Polcurve fiir irgend 
eirie Flache FA der confocalen Schar findet man, indem man den weiteren 
Sohnittpunkt mit der Polcurve oder Axe bestimmt, die der Flache Fi 
entspricht. ' 

Unser Nullsystem k a r  dasselbe für alle Flachen eines concyelischen 
Büschels. E s  sei jetzt die Aufgabe, zu untersuchen, welche Yeranderung es 
erleidet, wenn man die Grundflache durch die zu ihr confocalen Flachen 
ersetzt. 

Fragen wir zunachst, was für ein Büschel die Nullebenen eines gegebenen 
Punktes bez. dieser Flachen umhüllen. Die Antwort ergielit sich sofort da- 
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mus, dass die Nullebene des Punktes Po mit den Coordinaten x,, y,, a, fiir 
die Flkche : 

die folgende ist : 

Diese Gleichung stellt für variirendes A die Ebenen eines quadratischen Bü- 
schels dar. Um die Gleichung des Kegels zu firiden, den sie umhüllen, dif- 
ferentiiren wir die Gleichung (2) nacli À und erhalten: 

und aus den beiden vorstelienden Gleichungen diircli Elimination von 1 die 
Kegelgleichung : 

-- -- 

\Ib" ixo (x-z,) + \ICI - a' . \jyo (y - y") $ \InZ- b2 . fzO (Z  - a,) = O. (:)) 

Dieser Nullkegel hat natürlicli seine Spitze irn Punkte Po, er berülirt die 
Parallelebenen durch diesen Punlct zu den Symmetrieebenen der confocalen 
Fliichen und ebenso die durch den Punlrt Po senkrecht zu seiner Qerbin- 
rlungslinie mit dem Mittelpunkt O gelegte Ebene. E r  zerfdlt, wenn der Piinkt 
1', selbst in einer dieser Symmetrieebenen liegt, in zwei Normalebenen der- 
selben und wird unbestimmt, wenn der Punlct Po in den gemeinsamen Mit- 
telpunkt der confocalen Flaclien riiclit. 

Der Nullkegel und der Complexkegel des Punktes Po, dessen Weicliung 
litutete : 

haben die Eigentümlichkeit, dass sich dem letzteren unendlich viele recht- 
winklige Dreikante einbeschreiben lassen, die dem ersteren umschrieben sind. 
Die Kanten e h e s  von diesen Dreikanten siiid den Hauptaxen der confocalen 
Fiachen parallel. Greifen wir ein beliebiges unter ihnen heraus, so giebt es 
drei bestimmte Fliichen, welche mi t  den confocalen Fliichen die Symmetrie- 
ebenen gernein haben und je eine Ebene des rechtwinkligen. Dreikants in der 
Spitze desselben berühren. Diese drei Flachen sind zu drei Flachen der con- 
focalen Schar concyclisch, und für die letzteren sin3 die Ebenen des Drei- 
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kants die Nullebenen seiner Spitze. Diese Spitze ist Pol einer jeden Kante 
des Axendreikantes für die Flache, für die sie der Nullpunkt der zii der 
Eante  senkrechten Ehene des Dreikants ist. 

Die Seitenlinien des Conîplexkegels sind auf die Tangentialebenen des 
Nullkegels derart projektiv bezogen, dass jede Tangentialebene des letzteren 
auf der entsprechenden Seitenlinic: des ersteren senkrecht stnlit und Nullebene 
der gemeinsamen Kegelspitze für ilieselbe Fliclie der confocalen Schar iqt, 
für welche der Pol der entsprechenden Seitenlinie des Complexkegels in diese 
Kegelspitze fallt, wahrend sie lTon dem Compleskegel selbst in den Hauptaxen 
ihres Schnittes mit dieser Flache getroffen wird. Durch jeden der beiden Kegel 
ist der andere vollkommen bestimmt. 

Die Polarebenen eines Punktefi Po inbezug aut die Flachen der confo- 
calen Schar umhüllen eine raumliche Parabel. Dieselbe hat die Eigenschaft, 
dass sie unendlich viele Tripel zu einander normales Schmiegungsebenen 
besitzt, deren Schnittpunkte auf einer -- alle Durchmesser der Parabel 
rechtwinklig kreuzenden oder schneirlenden - geraden Linie, namlich der 
Linie Po 0, liegen. Irgend zwei Schmiegungsebenen der riiumlichen Parabel 
schneiden sich in eirier Axe des Axencomplexes. Namlich der Pol einer der 
beiden EEenen bez. der Flache, zu der die andere als Polare des Punktes P', 
gehort, liegt auf dem von P', auf die erste Ebene gefallten Lote, und dies 
ist somit die reziproke Polare der Schriittlinie beider Ebenen hez. einer dei. 
confocalen Flachen; wejl aber das Lot und die Schnittlinie sich rechtwinklig 
kreuzen, gehoren sie beide dem Axencomplex an. Die raumliche Parabel ist 
die reziproke Polare der Polcurve von Po für irgend eine der confocalen 
Flachen. Ihre Axen werden von jeder ihrer Schmiegungsebenen in den Polen 
bez. je einer der confocalen Flachen geschnitten. Die in der Schmiegungs- 
ebene gelegenen Axen der Parabel sind, eherifalls bez. einer brstimmten unter 
den confocalen FIRchen, den anderen durch sie gehenden Schmiegungseb~nen 
adjungirt. Insbesondere ist jede Tangente der raumlichen Parabel der durch 
sie gehenden Schmiegungsebene bez. der FlZiche adjungirt, bez. welches die 
Schmiegungsebene die Polare des Punktes P, ist. 

Von drei senkrechten Schmiegungsebenen der raumlichen Parabel treffen 
'je zwei die dritte in den Hauptaxen ihrer Schnittcurve mit der Fliche der 
confocalen Schar, bez. deren sie die Polare des Punktes Po ist. Denn drei 
solche Schmiegungsebenen sind drei Nullebenen des Punktes Po parallel und 
schneiden sich jn einem Punkte auf dern durch Po gehenden Durchmesser, 
die Hauptaxen paralleler Schnittlinien einer Fliiche zweiter Ordnung sind 
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aber selbst paarweise parallel und schneiden sich in zwei Punkten eines 
Durchmessers, woraus das Gesagte sofort folgt. 

E s  bleibt noch die Frage zu erledigen, welche Linie die ~ u l l ~ u i i k t e  
einer und der~elben Ebene für die verschiedenen confocalen Flachen erfüllen. 
Setzen wir in den Gleichungen (7) des Art. 3 :  

a" 1, bZ- A, c2 - A an Stelle von ae, bZ, cP, 

so sehen wir unmittelbar, dass diese Linie eine gerade ist und durch den 
Fusspunkt des von dem Mittelpunkte der confocalen Flachen auf die Ebene 
gefallten Lotes geht. Dieser Fusspunkt ist der Nullpunkt der Ebene in einem 
besonders einfachen Null,gystem, das man erhlilt, indem man zur Grundflache 
eine Kugel wahlt. 

Die gefundene gerade Linie ist die Leitlinie der Parabel, welche die in 
der Ebene gelegenen Axen umhüllen. Denn durch ihre Punkte gehen je zwei 
senkrechte Axen, also Tangenten der Parabel. Jede dieser Tangenten ist an- 
dererseits die der Ebene adjungirte Axe für p i n e  der confocalen Flachen und 
für die selbe Flache ist ein Punkt auf der Leitlinie der Parabel der Ebene 
als Nullpunkt zugeordnet. 1)ie Tangenten und damit die Punkte der Pa- 
rabel sind so auf die Punkte ihrer Leitlinie bezogen. E s  frRgt sich, welcher 
Art  diese Beziehung ist. Sei: 

die Gleicliung der Ebene, so werden die einzelnen Axen in dieser Eberie 
aus dern Mittelpunkte der confocalen Flachen durch die Ebenen projizirt: - 

indem die zugehorige Axe immer der Ebene für diejenige Flache adjungirt 
ist, die dem gleichen Werte des Parameters 1 entspricht. Man findet nun 
leicht, dass der Durchmesser, auf dem der Berührungspunkt dieser Axe mit 
der Parabel liegt, durch die Proportion bestimrnt wird : 

Nennt man 1r1, Y i ,  xx die Coordinsten des entsprechenden Nullpunktes der 
Ebene, so ist : 
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und sonach : 
, , , b2 - c2 c2 - ae a2 - b2 

$1: y, . :z , .= -- x; : - 
U3 v3 y?. : - 

103 
4 . (8) 

Dies ist der Ausdruck für die Beziehung, die in der angegobenen Weise zwi- 
schen den Punkteii der Parahel und ihrer Leitlinie eintritt. Zwischen den 
Coordinaten des Nullpunktes besteht die Relation : 

die so dargestellte Durchmesserebene geht durch die Leitlinie der Parabel. 
Die Coordinaten eines Punktes der letzteren befriedigen daher die Gleichung: 

zusammen mit der Ebenengleichung : 

u 2'1 + v y'x + w x',. = 1. 

In der Durchmesserebene (9), welche auf der festen Ebene senkrecht 
steht und durch ihre Nulllinie geht, liegen die Pole der Ebene bez. aller 
Flachen des coaxialen Systems. Das letztere ist auf die Punkte der Durch- 
messerebene eindeutig bezogen, indem jeder Flache des Systems ein Punkt 
dieser Ebene als Pol der festen Ebene entspricht und umgekehrt jeder solche 
Punkt auch nus bez. einer Fliiche des Systems der Pol der festen Ebene ist. 
Den confocalen Scharen in dem coaxialen System entsprechen jedesmal die 
Punkte eines Durchmessers und concycliachen Flachen die Punkte einer Nor. 
malen auf der Nulllinie der festen Ebene. Die unendlich vielen Flachen des 
coaxialen Systems, welche die feste Ebene berühren, herühren sie in den 
einzelnen Punkten dieser Wulllinie (*). . 

Die Schnittcurven der festen Ebene mit den Flachen der zugrunde ge- 
legten confocalec Schar bilderi eine cubische Kegelschnittschar, denn durch 
einen beliebigen Punkt der Ebene gehen drei Eegelschnitte dioser Schar. 
Unter ihnen ist ein Kegelschnitt enthalten, der in ein Geradenpaar zerfallt. 
Die Linien, welche dem Schnittpunkte dieses Geradenpaares bez. der anderen 
Kegelschnitte als Polaren zugewiesen sind, umhüllen eine Parabel, und die- 

(") Veriindert man das coaxiale System innerhalb der Gesamtheit der Flachen mit 
gemeinsamen Symmetrieebenen, so dreht sich die Nulllinie einer Ebene um den Fusspunkt 
des aus dem gemeinsamen Mittelpunkte der Fliichen auf die Ebene gefdlten Lotes, 
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selbe Parabel wird von den Hauptaxen der Kegelschnitte berührt. Die Mittel- 
punkte der Ietzteren liegen auf der Leitlinie der Parabel. Die Pu::kte der 
Leitlinie und der Parabel selbst sind einander eindeutig zugeordnet, indern 
jedei Punkt der Parabel dein Mittelpunkte desjenigen Kegelschnittes entspricht, 
bez. dessen die Tangente in ihm Polare des ausgezeichneten Punktes aiif der 
Leitlinie - des Schittpunktes jenes Geradenpaares - ist. Vier Kegelschnitte 
der Schslr arten nus, indem eine Hauptaxe unendlich klein gegen die an- 
dere wird. Die Gernde, auf die irgend einer dieser Kegelschnitte zusarnmen- 
schrumpft, berührt die Parabel in dem Punkte, der dem Schnittpunkte der 
Geraden mit der  Leitlinie entspricht. Eine dieser Geraden ist die unendlich 
ferne, der unendlich ferne Punkt der Parabel entspricht dem unendlich fernen 
Punkt der Lcitlinie. 

Durch die Nulllinie erweitert sich unser Nullsystem in eigentümlicher 
Weise. Mit dem Nullpunkte ist einer Ebene auch immer eine bestimmte 
durch den Nullpunlrt gaehende und in der Nullebene liegende Nulllinie zuge- 
wiesen. Wird die Nullebene parallel verschoben, so verschieht sich auch ihre 
Nulllinie parallel in einer Durchmesserebene. Dreht sich die Nullebene um 
eine gerade Linie, so durchlauft ihre Nulllinie eine cubische Regelschar. Die 
Plache dieser Regelschar geht durch den Mittelpunkt der zugrunde gelegteri 
quadratischen Flache und hat die Axe des Ebenenbüschels zur Doppellinie. 

I m  allgerneinsten Sinne kann man als ein Nullsystem jede Verwandtscha€€ 
bezeichnen, bei der entsprechende Elemente immer vereinigt liegen, gleich- 
gültig, welcher Art diese Elemente sind. Unter einem qiiadratischen Null- 
systeme konnte also nuch eine Verwandtschnft verstanden sein, bei der den 
Punkten oder Ebenen des einen Raumes quadratische Flachen des anderen 
Raumes zugeordnet sind, derart, dass jede Flache den ihr entsprechenden 
Punkt enthalt oder die ihr entsprechende Ebene berührt. Auf eine solche 
Verwandtschaft sind wir aber durch unser Nullsystem schon geführt worden. 
Die Nullpuilkte der Ebenen, die durch einen festen Punkt gehen, lagen auf 
einer quadratischen Nullflache, welche diesen'punkt enthielt, und die Null- 
ebenen der Punkte, die in einer bestirnmten Ebene liegen, umhüllten eben- 
falls eine quadratische Flache, welche diese Ebene berührte. Die quadrati- 
schen Flachen, welche als Nullflachen den Punkten einer Ebene ziigeordnet 
sind, bestimmen aber eindeutig eiilen Punkt, durch den sie alle gehen, 
dieser Punkt liegt in der Ebene und ist ihr Nullpunkt in unserern Null- 
systeme. So führen beide Auffassungen des quadratischen Nullsystems auf 
einander hin, 
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Fragt man nach dem allgerneinsten derartigen Nullsysteme, so ergiebt 
sich sofort, dass die Flachen, welche den Punkten des Rslumes in einem sol- 
chen zugeordnet sind, ein System bilden müssen, in dern beliebige drei F1a- 
chen eindeutig einen Punkt bestimmen, den sie ausser festen Punkten und 
Linien allein gemein haben. Eine Hauptart eines solchen Systems wird durch 
diejenigen Flachen gebildet, die alle durch einen festen Kegelschnitt und 
einen festen Punkt gehen. Eiri solches System ist aber nur die projektiviache 
Verallgemeinerung des von uns behandelten. Uebergangen haben wir jedoch 
den Fall, dass die Grundflache des Nullsystems ein Paraboloid ist. Dieser Fa11 
fordert eirie gesonderte Behandlung, wir müssen sie aber, um nicht zu weit- 
schweifig zu sein, dem Leser überlassen. 

Strassburg, Oktober-November 1898. 
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Sopra i Gruppi astratti di grado 32 

(Di G. BAGNERA, a Palerme.) 

I o  adopero il simbolo 

per denotare una classe r di enti, ciascuno dei quali è perfettamente indivi- 
duato quando sono dati i numeri interi a ,  f i , . . .  , s. Sia O la definizione di 
eguaglianxa di due elementi di r scelta in modo che, essendo A ,  R, C tre 
elementi della detta classe, siano verificate le condizioni : 

1." qualunque sia l'elemento A è sempre A =  A ,  
2.* tutte le volte che è A = B è anche R -. A ,  
3." se B A = B e B = C deve essere A = C. 

Finalmente io suppongo data un'operazione fi, perfettamente definita in  r ,  
tale che 

A Q B = A B  

sia un elemento di I' tutte le volte che A e B sono elementi di l?. L'opera- 
zione fi non è indipendente da O ,  perche io ammetto -Che si verifichino le 
condizioni seguenti : . 

1." se B A = B  è anche A C = B C  e C A 4 = C B ,  
2." se B A C = B C  oppure C , 4 = C B  è A = B ,  
3." in ogni cas0 è ( A  B) C = d ( B  C). 

Se la classe r contiene soltanto un numero finito rt di elementi distinti ri- 
spetto a O, essi costituiscono rispetto all'operazione un Gruppo finito di 
grado l z :  esiste allora un elemento E, ben determinato rispetto a O, tale che 

qualunque sia l'elemento A di r. Io suppongo che sia:  

E - [ O ,  O ,..., O]. 
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L'ordine di un elemeato A è il 
A m  = El e l'elemento inverso di 

minimo numero intero e positivo wz tale che 
A è quell'elemento A-' tale c.he A A-' = E. 

Gli elementi di un qualsivoglia gruppo, il cui grado è uns potenza ph 
di un numero primo pl si possono rappresentare: con simboli 

contenenti h indici a ,  P , .  . . , E ;  ma questi IL inclici non sono sempre neces- 
sari : per es., volendo definire il gruppo ciclico di grado 32 = 25, io posso 
scrivere le formole : 

@ =  [ ~ , P , x 3 , ~ ] = [ a + 2 ~ ,  B+2?- I ,  y + 2 ~ - ~ ,  O+2p-v, O +2u-p] ,  

(2 [CO P,  y1 $7 €1 [ar, Pr, Y ' ,  8'7 E'] = [a + a', P + B' ,  y + -/l, 3 + a', E + e l ] ,  

ma sono più comode le seguenti: 

CI [a] = [a + 32 A], 
62 = [a ]  [a'] = [a + .3. 

Bisogna perb osservare che non k sempre conveniente di ridurre al minimo 
il numero dei detti indici, perchè uns tale riduzione va. sprwo a discapito 
della semplicità di ed 61. . 

Per il problema che consiste ne1 ricercare tutti i possibili gruppi r di 
grado ph è interessante l a  considerazione del gruppo K intersezione di tutti 
i divisori d'indice p contenuti in un tale gruppo r :  cib risnlta da1 fatto ahe 
il gruppo K si pub anche definire ne lh  seguente maniera: 

Siano A e B due arbitrari elementi di I' e si ponga 

i l  gruppo K è allora il gruppo di grado minimo che .contiene tutti gli ele- 
menti tali che A' ed AP. 

Io  ho ïisoluto l'anzidetto problema per il cas0 di 62- 5 e p qualunque 
ne1 mio lavoro intitolato : Ln composixz'one dei grulppi fitziti il cui g m d o  1 
la quinta potenxa d i  un numero prirno ("); ma io ritorno ora sui paso par- 
ticolare di p = 2, per correggere due inesattezze, che, soltanto in questo caso, 
v i  si incontrario e che sono del resto facilmente rilerabili da1 lettore; inoltre, 
profitto della circostanza di dovere ritornarc: sull'a.rgomento per dare la dimo- 
strazione della effettiva esistenza di eiascuno dei gruppi di grado 32 scritti 

- .  

(*) Questi Amzali, S. III, t. 1 (1898). 
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ne1 citato lavoro, esistenza che è ivi semplicemente asserita, e per mettere 
maggiormente in rilievo l'intima costituzione dei detti gruppi. Un esempio 
chiarirh meglio il mio pensiero. 

Si scrivano le formole : 

dove 1, e p sono numeri interi arbitrari; allora gli elementi [a, f i ]  che sono 
distinti rispetto a @ sono soltanto 32 : essi Si ottengono attribuendo per es. 
ad a i valori O, 1 ed a 0 i valori O ,  1, 2 , . .  ., 15 indipendentemente. 

f4 facile verificare che O ed Q soddisfano al!e condizioni enunciate al 
principio della presente Nota e quindi io ho definjto un gruppo di grndo 32 
dove l'elemento identico è il simbolo [O, O]. 

Volendo trovare gli elementi di secondo ordine aontenuti in questo gruppo 
si dirà : se [a, p] è un tale elernento si ha : 

e quindi, in virtù di 8, è:  

( - l ) " P + P =  i s p  
Dunque, se a è pari, bisogna scegliere per B un multiplo di 8 ,  ma se a è 
impari p è arbitrario. Si hanno cosi 18 elementi che verificano la (l), tra i 
quali è certamente compreso I'elemento [O, O] che non è di secondo ordine; 
percib ne1 gruppo considerato si trovano 17 elementi di secondo ordine dei 
quali uno è [O, 81 e gli altri sono rappresentati da1 simbolo [ l ,  131 per i 
diversi valori di p. 

Io mi propongo ancora ln  ricerca di tutti gli elementi del detto gruppo 
che godono la proprietà di essere permutahili con qualsiasi elepento del 
gruppo stesso. S e  [a, P ]  è un tale elemento, deve essere in virth di R : 

[a + a', (- 1)"' P + P'] = [a' 4- a, (- 1)" F' + FI 
qualunque siano a', 0' e quindi bisogna che sia : 

Supponendo a' = O e P' = 1 si vede che a deve essere un numero pari, poi 
facendo a' = 1 e P' = O  si vede che deve essere un multiplo di 8;  quindi 
esistono due soli elementi che godono la  dettn proprietà i quali sono: 

10, 01, CO, 81- 
Annali di Malematica, Serie III, tom0 II. 
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Se si pone: 
[ l ,  0 ] = A ,  [O, l ] = B ,  [O, O] -1, 

si trova : 
A - ' B A = B - ' ,  A t = l ,  B ' 6 ~ 1 ,  

e p e r d  il gruppo dell'attuale esempio, che porta il nuinero XLII nella ta- 
bella che segue, è il gruppo diedro d i  grado 32. 

II relativo gruppo K si pub calcolare servendosi della seconda defini- 
zione che ho dato per .il detto gruppo. L a  conascenza di IC dà subito il nu- 
aiero dei divisori di grado 16 contenuti ne1 gruppo di grado 32: questo nu- 
mero è espresso da  'Lk - l dove 111 è l'indice di K rispetto al gruppo prin- 
cipale. Nell'esempio precedente si trova che K è il gruppo cicfico di grado 8 
generato dall'elemento [O, 21 e quindi il gruppo principale possiede tre di- 
vicori di grado 16, uno dei quali è il gruppo ciclico generato dal17ele- 
mento [O, 11. 

Nella tahella che segue io ho scritto accanto a1 numéro ordinativo di 
ogni gruppo quanti sono, separatamente, gli elementi di 2.O, 4." 8." e 16.' 
ordine in esso gruppo contenuti ed anche gl'invarianti del corrispandente 
gruppo K che, per i gruppi di grado p5, è sempre Abeliano. Cosi accanto 
al numero XLII si trova scritto : (17, 2, 4, 8) (8), il che sig&ca che il 
corrispondente gruppo di grado 32 ha  17,  2, 4, 8 elementi degli ordini ri- 
spettivi 2, 4, 8, 16 e che il relativo gruppo K poesiede un solo invariante 
eguale ad 8. 

Dopo cib, pochi sono i gruppi della detta tabella per i quali il lettore 
possa concepire il sospetto che essi siano isomorfi, m a  questo sospetto si tdglie 
facilmente dietro alcune considerazioni d'indole particolare, che ho .esposto, 
dopo la tabella, in apposite osservazioni. Finalmente, la risposta ali'obbiezione, 
se nessun gruppo di grado 32 esiste che non sia' isomorfo ad urio di  quelli 
clie ora scrirerb, è negativa e si trova nei ragionamenti svolti ne1 mio oitafo 
lavoro. 

1. (1, 2, 4, 8) (16). 

[ a ]  = [a + 32 XI,  [a] [af] = [a + a']. 
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1 QUlNDiCI GXUPPI DI GRADO 32, CIASCUNO DEI QUAïJ CONTIENE SOLTANTO 8 ELEMENTI 

PERMUTABILI CON TUTTI GLI BLEMENTI DEL ORUPPO. 

I X .  ( 3 ,  12, 1 6 ,  O)  (4, 2). 

[a, P, Y] = [a + 4  >> b + 2L, Y + 4 - pl, 

[O ,  0, y]  [a', Pt ,  y'] - [a + m', P + f i ' ,  Y + 7' + 2 B a']. 
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XVII. (3, 28, O, O) (2, 2). 

[a, P,  Y ,  $1 = [a f 2 1, B -i- 2 p, y $- 2 v - 1 - p, (J' + 4 pl ,  
[a ,  B, 7 ,  SI [a', B',  y ' ,  8'1 == Ea $- a', P + f i ' ,  y + y' + B a', 6 + ô']. 

XVIII. (7, 24, O ,  O )  (2 ,  2). 

[a, B,  Y ,  31 =- [a + 2 4 S + 4 p, "/ 2 2 - 8 + 2 p l ,  
B7 ri JI [a', B', Y ' ,  8'1 = [a + a', B + Pl ,  7 + y' + a', 3 + 8'1. 
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XXII. (7, 24, O, O) (2) .  

b, 4 y ,  8, al=léL+2).; p + 2 p ,  y+2Y-2 , - -p7  3L+2p, 4 - 2 4  

Ie, P, y, 8, €1 bf7 a', y', ô', 4 = [a + a', B + p', Y + 7' + B a', 8 + 8, + E r ] .  

1 DlCIANNOVE GRUPPI D l  GRADO 32, CIASCUNO DEI QUALI CONTIENE SOLTANTO 4 ELEMENTI 

PERMUTABILI CON TUTTI GLI ELEMENTI DEL GRUPPO. 

xxvr. (11, 20, O, O) (2,  2). 

[a ,@,  y, 8, el=Ia+2). ,  P + 2 p ,  y + h ,  8 + 2 p - Y ,  , + 2 - - p ] ,  

[a, P, y, 8, €1 la', P ' ,  y', 8; ~ ' 1  = [a +-af, fi+@', y + y', 8+d1+pa', r + E'+ ya' ] .  
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XXVIIJ. (7, 24, 0, 0) (2, 2). 

[a,& 7, a, ~ ] = [ u $ 2 h ,  @ + 2 p ,  7 $ 2 * ,  d?-/-Sp-.v, o $ - ~ o - - ~ - Y ] ,  

[a,  p, y, dj&l  Caf, pl, y', O', s r [ =  [CL +ar., ,!3+pr, y-CYri 8 $- Y+/3u1 ,  E +€l  +pal]. 

XXIX. (19, 12, O, O) (2, 2). 

[a,  B, '/> CI = [a + 2 2, p + 2 p, 7 Jr 2 v ,  8 +B p -pl E $- 2 a - v ] ,  

[ut Pt Y, 8, CI [a', f i ' ,  y', Srl  sr] Ja +ar, B+B1, y+ j", B + #+fi  a', i +cf+  Y a']. 
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X X X V I I . ' ( S ,  4, 2 4 ,  O )  ( 4 ,  2 ) .  

[a ,  P, 7, aJ=[a+2i. ,  F + 2 p ,  ~ + 2 v  - p l  8 + 4 p - I - 2 v ] ,  

[a ,  F ,  r , 8 ]  [u ' ,  r ,  Y ' ,  81 =i [u+al ,  P+Pf, y +$+-Fa', 8 -+~' ,+27a'+- ,~a'(ar-  111. 

XXXVIII. (11, 12; 8, O )  (4 ,  2). 

[a ,  p,ey, 8, e ] = [ a f  2 4  ,6f ZFi 7 + 2 v - p ,  8 + 2 p - u ,  € + 2 0 - ~ ] ,  

, 6, fi, y,' $ €1 [u', fi', y', a', 4 
7 

= + ,c + pl, , + + I(: U . ,  s + s + , + ; p ial - i), + ÉI.' 

[ E ,  O, 7, 8) [a', F ' ,  8'1 = [cl+a', $ + f i 1 ,  Y+Y'+Ea', 8+8'+2yu'+,i-n'(a'-1)].  
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1 DIECI GRUPPI DI GRADO 32, CIASCDNO DEI QUALI CONTIEXE SOLTANTO 2 ElrEMENTI 

PERMUTABIL1 CON TUTTI GTJ ELEMENTI DEL QRUPPO. 

XLII. (17, 2, 4, 8 )  (8). 

[a, F ] = [ a + 2 ? s ,  F + 1 6 ~ 1 ,  

[al f i ]  [a', 9'1 = [ a  f a', (- 1)"' + ' 1 .  
XLIII. (1, 18, 4, 8)  (8). 

[a, f i ]  = [ a  + 2 1, + 16 p - 8 À!, 

[a, FI [a', f i ' ]  = [a + a', (- 1)" P + F ' ] :  

XLIV. (9, 10, 4, 8)  (,8). 

[a, f i ,  y ]  = [a + 2 2, F + 21., y + 8 u - 3 p", 

[a, p, y ]  [a', fi ' , y ' ]  = [a $ a', F + p', (- l ) a l  y + + + 1 t + (- l ) " ' t i  1 ,hl. 

XLVII. (11, 4, 16, O) (4, 2). 

[a, Fr Y ,  a l = I a +  4 4  F + 2 p ,  Y + 2 ~ ,  a + 2 p - ~ 1 7  

[a, 0, Y ,  81 [a', F', y", 8'1 

= [a 4- a', F + P r r  y + y' + 0 a', 6 + 8' + Y Q' + $ f i  a' (ar - l ) ] .  

XLVIII. (15, 8, 8, O )  (4). 

La, p? Y ,  '9 ~ ] = [ a + 2 ? ,  f i + z p ,  7 3 - 2 ~ 3  ~ + 2 o - p ] ,  

Ca, 0, y, 6, €1 [ar, fi1, y', a', 4 
= [a$-a', $$- f i r ,  7+y1,  a+ar+PQr, ~ + 8 ' + 8 a ' $ ~ f i ' +  5 Pa' (a1- l)]. 
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XLIX. (3, 20, 8, O) (4). 

OSSERVAZIONI. 

a) 1 gruppi 1X e X differiscono in cib: ognuno dei detti gruppi contiene 
evidentemente soltanto 4 gruppi ciclici di grado 8, e questi gruppi ci- 
clici sono divisori normali dentro il gruppo IX e non 10 sono dentro il 
gruppo X. 

b) P e r  assicurarsi che i gruppi X I V  e X V I I I  non sono isomorfi, si pensino 
i due divisori di grado 8, contenuti rispettivamente nei detti gruppi, e 
costituiti di tutti gli elementi perniutabili con ogni elemento del gruppo 
principale e si osservi' che questi divisori hanno invarianti diversi. 

c j  Ciascuno dei 19 gruppi che vanno da1 numero X X I I I  al numero XLI 
possiede un solo divisore Abeliano di grado 16. Gl'invarianti di questi 
divisori contenuti rispettivamente nei gruppi X X I V  e X X V I I I  sono di- 
versi, e quindi questi gruppi non sono isomorfi : la medesima circostanza 
si presenta per i due gruppi XXV e XXVI e per i due gruppi X X I X  
e XXXI .  

d) Per  verificare che i due gruppi X X V I I  e XXX sono distinti basta osscr- 
vare che gli elementi del gruppo XXX, che sono fuori del divisore Abe- 
liano di grado 16, in esso gruppo contenuto, hanno tutti 10 stesso qua- 
drato che è l'elemento [O, 0, 0, 0, 11 e che questo fatto non accade per 
il gruppo XX'VII. 

Annali di Malematica, Serie III, tomo II. 36 
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e) 1 due divisori di grado 4, contenuti rispettivamente nei due gruppi X X X I I  
e XXXII I ,  c,ostituiti di  tutti gli elementi permutabili con ogni elemento 
del relativo gruppo principale, non sono isomorfi, e percib i gruppi prin- 
cipali noii sono isomorfi. 

f )  Ciascuno dei tre gruppi XXXVI, X L  e X L I  contiene soltanto due gruppi 
ciclioi di grado 8, i quali sono divisori normali dentro i grcippi X X X V I  
e X L I  e non Io sono dentro il gruppo XL. Inoltre, per il gruppo XLT 
accade che ogni suo elemento di ordine 8 è trasformato ne1 suo inverso - 
da ogni elemento di detto gruppo, che sta fuori del corrispondente di- 
visore Abeliano di grado 1 6 ,  mentre questo fatto non accade per il 
gruppo XXXVI.  

g) A causa delle inesattezze delle quali ho discorso avanti, nelie tabelle del 
mio lavoro più volte rnenzionato non figurano i tre gruppi X X X I V ,  
X X X V  e XLI ,  inentre i due gruppi X L V I I I  e X L I X  vi si trovano 
scritti due volte. Ecco la natura degli errori che io ho commessi. Al 
principio del n." 38 dell'anzidetto lavoro si legge : 

u . . . . e quindi essa (la potenza E:) coincide con uno dei quattro 
elemelzti : 

Io suppongo che si avveri il primo ed il secondo caso, perché, se fosse 
altrimenti, assumerei come elernento E, l'elemento E4 E, c quindi come 
elemento E, l'elernento E3 E, . n 

Ma il detto cambiamento, invece di portare i due ultimi casi nei 
primi due, trasforma i quattro casi ciascuno in sè, e per questa ragione 
è sfuggita alla mia analisi l'ipotesi, nori sempre reducibile, in cui è 
E: = E, E,, la quale porta precisamente ai tre gruppi XXXIV,  X X X V  
e XLI. 

Inoltre, alla fine del ri." 48, dove è detto : 
tr Dunque, quando è E', = E3, si halzno . . . . n bisogna invece dire: 
u Allora il gruppo di grado 16 generato dagli elementi Ej, E l ,  

Es, E, non contiene il gruppo G3 = K, e p e r d  quando è E', - E, si 
hanno grzcppi che non appartengono alla categoria, della quale mi sto 
occupando. n 

Questa osservazione era stnta da me fatta a proposito del caso ge- 
nerale (pag. 207, lin. 11-12), ma poi ho dimenticato di ripeterla ne1 
caso di p = 2. 
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Io prego quindi il lettore di aggiungere alla tabella II del 5 V 
(pag. 199) del cita.to lavoro i tre gruppi XXXIV, XXXV e XLI e di 
cancellare dalla tabella 1 del 3 VI (pag. 216), i due ultimi gruppi che 
vi figufnrio : questi due gruppi esistono effettivamente, ma essi coinci- 
dono con i due gruppi di grado 32, che si trovano nella tabella 1 del 
5 VI1 (pag. 226). 

E con questo restano definitivamente stabiliti tutti i possibili gruppi 
di grado 32, i quali risultano in nurnero di 51, siccome è stato asserito 
da1 sig. MILLER (*). 

h )  Nella tabella della presente Nota i gruppi sono scritti, tenuto il debito 
conto deIl'osservazione precedente, nello stesso ordine ne1 quale si suc- 
cedono nelle tabelle del mio citato lavoro. Il lettore pub, molto facil- 
mente, trovare i valoïi degli indici degli elementi che, in ogni singolo 
caso, corrispondono agli elementi denotati ne1 detto lavoro con E',, E,, 
E,, E,, E, e stabilire le relazioni poste ivi a fondamento per definire 
i diversi gruppi. 

Palermo, Aprile 1890. 

y) Report  oii recent Progress  in  the Theory  of the Groups of a finitc Order. Bzd1. 
of the Amer. Math. Soc., S. 2, v. V, pp. 227-249. 
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Sulla raziondith dei piani multipli 

1 x 9  Y 9  \IF ( x 9  Y) 1. 

(Di AMERIGO BOTTARI, U Bologna.) 

9 1. - Oggetto di questo lavoro B la ricerca dei polinomi F(z ,  y), per 
i quali è possibile di espimere z, y, $F (x ,  y) come funzioni razionali di due 
parametri. Siipporremo che 28 sia un numero primo e che F (x, y) non con- 
tenga alcun fattoie @", che sia potenza nes"'"" di un polinomio @ : questa se- 
conda ipotesi non port,a alcuna restrizione essenziale, poichb se : 

F =  W F ,  , 
(ove Fi è un altro polinomio) si ha : 

IF=@ \IF,, 

e quindi il polinomio F pub essere sostituito, nella ricerca, con F,. 
Dato un polinomio F (x, y), se si fa iina trasformazione birazionale del 

piano (x, y!, cioh se si pone : 

x = f i  (4 Y') , Y = f* (x', y') , (1) 
in modo ohe le (1) sieno invertibili, dando luogo alle formole : 

dove f i ,  f,, y i ,  yp sono simboli di funzioni razionali, il polinomio F ( x ,  y) si 
muta in un altro (9 (x', y'), e se x, y, IF (x, y) sono esprimibili razionalmente 
in funzione di due parametri, 10 stesso accadrà per x', y', i'~, (x', y.), onde 
due polinomi F(x ,  y), Q (x, y) dedotti l'uno dell'altro mediante una trasfor- 
mazione birazionale del piano (x, y) sono da riguardarsi come una medesima 
soluzione del problema proposto. Questo si pub adunque enunciare sotto la 
forma seguente : 
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Determinare i tipi a cui possono ridzwsi, cole una trasfo~maxione bi- 
~~uxionale de2 piano (x ,  y )  i polinomi F ( x ,  y )  tali che x, y ,  ?F  (x ,  y )  si espri- 
mano come funxioni raxionati di due pararnetri. 

Volendo formulare la questione sotto l'aspetto geometrico si pub dire 
che si tratta di determinare le condizioni di raziorialità delle superficie: 

2" = F(x,  y). 

Una tale superficie è già riferita al piano in una corrispondenza [n, 11 sif- 
fatta, che i gruppi di n punti (allineati lungo le rette parallele all'asse 2) 
corrispondenti ai punti del piano, formano sopra la superficie una involuzione 
ciclica I,, d'indice n. L a  superficie anzidetta appare cosi riferita ad un piano 
multiplo (n-plo) che pub dirsi ciclico, avente come curva di ctiramazione (da 
contarsi n - 1 volte) la  curva : 

in corrisyondenza ai punti della quale si ha uii gruppo di Ia costituito da  ?z 
punti coincidenti, aumentata eventualmente della retta all'infinito del piano. 

Noi vogliamo dare le condjzioni di razionalità dei piani midtipli ciclici 
di indice primo n, assegnando i tipi a cui si possono ricondurre le loro curve 
di diramazione per una trasformazione birazionale del piano. 

Questo problerna è stato risoluto da CLEBSCH e NOTHER pel cas0 n = 2 ,  
in cui notoriamente si otkngono i tre tipi di piani doppi razionali aventi 
come curva di diramazione : 

1) Una C,, (curva d'orcline 2 m) con un punto (2 9th - 2)-plo. 
2) Una quartica C, affatto generale. 
3) Una sestica C, con due punti tripli infinitamente vicini. 

Noi perveniamo al resultato : 
La curva di diramaxione di  un piano ?~zultiplo ciclico rnxzknale, di in- 

dice p i m o  n > 2 ,  si pub riduwe, con una trasformaxz'ane bimzionale del 
piuno, ad zina delle forme tipiche seguenti: 

Per 12 qualunque 
a) ad un gruppo di ,U n + 2 (? t O )  rette d i  cui p rl passuno per zrtzo 

stesso punto O. 
Pe?. n = 3 anche 

b) ad una cubica C3 affatto urbitruria. 
c) ad una sestica Co con un punto 4-plo O cui sono infinitccnzente vi- 

cini due punti doppi sopra rette distinte uscenti da Q. 
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Per n == 5 lsnche 
d) ad una curua composta di una C, wbitrnria e di zclza sua tangente 

d i  JEesso. 
Ne1 cas0 a) si pub supporre che il punto O cada nell'origine delle coor- 

dinate, e che una delle rette non passanti per 0 ,  facenti parte della curva 
di diramazione, sia la retta all'infinito del piano, e l'altra sia una retta x L. a 
(con a =:= O) parallela all'asse y. Similmente ne1 caso d) si pub supporre che 
la tangente di flesso della C3 sia la retta all'infinito del piano e il punto di 
flesso della C, sia il punto all'infinito dell'asse delle x. A cib ci si  pub sempre 
ridurre mediante una semplice trasformazione proiettiva del piano. 

Tenuto conto dell'osservazione precedente, il resultato ottenuto pub enun- 
ciarsi sotto forma algebrica rie1 modo seguente: 

Le forme tipiche cui possono ridursi i polinomi F ( x ,  y) tnli che 
x, y, ?F (x, y) sieno razionalmente esprimibili in funxione di due parametri, 
e dove n è urt numero primo dispari, sono: 

I'er. n pualunque 
a') F (x ,  y) =(x - a) f,, (x, y)  dove fu, è una fornza di grado p n h 0) 

in  x, y. 
Yer n = 3 anche 

b') F (x, y) = f3  (x,  y )  essendo f ,  (x, y )  una forma del 3.O yrado i n  x, y. 
c') 0ppus.e P ( X ,  y ) = x g y 2 + ~ y ? 3 ( x )  y)+Ç'a(x, Y) Q O V ~  %(x, y) e 

(2, y)  sono forme risp. di yrado 3 e 6 ira x, y. 
Per n = 5 anche 

d') F (x, y) = y3 + i52 (x' y) + ( f i  ($7 Y) + C 9 2  (x, Y) e 'fi tx, Y) 
sono form,e risp. d i  grado 2 e 1, in x, y ,  e c è una costante arbitraria. 

La  nostra ricerca è appoggiata sulla considerazione seguente che già 
CLEBSCH, NOTHER e BERTINI utilizzarono pel caso di n = 2 (*). 

Ad ogni piano multiplo c,iclico razionale dell'indice n corrisponde una 
trasformazione [ l ,  n] del piano, la quale si ottieiie rappresentando il piano 
multiplo su1 piano semplice : in questa trasformazione ai punti del piano mul- 
tiplo cmispondono ne1 piano semplice i gruppi d'una trasformazione cremo- 
niana ciclica dell'indice n. Allora indicando con sr, y' le coordinate di un 

(*) Sitzungsberichte d. piiys. mediciii. Soc. zu Erlaiigeii 1878 : UeDer die ein-zweidezi- 
ligerl EDciaentrn~~sfor?îzntionen, NOTHER. - Math. Ann. 3 : Uder  den Zzcsammnhang . . . , 
CLEBSCH. - Rend. R. Istituto Lombardo 1880 : Deduaione clelle trnsformnzionipiane doppie 
dai tipi fonclnmentali delle tt-asformnzioni incolutorie, BE~TINS.  
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punto del piano semplice e con z, y quelle di un punto del piano ~ - p l ~  si 
hanno le relazioni : 

dove rp e + sono simboli di funzioni razionali. 
Partiamo dunque dai tipi delle trasformazioni cicliche dell'indice (primo) n 

che sono stati assegnati da1 sig. K A ~ T O R  (*) e rappresentiamo su un piano i 
gruppi dell'involuzione ciclica corrispondente, cercando ogni volta la curva 
di diramazione, la quale come si vede dalle formole (2) corrisponde al luogo 
delle coincidenze della involuzione. 

Si otterranno cosi tutti i tipi cercati, che sono appunto quelli sopra enu- 
merati. 

Per ciascun caso, ottenute le proprietà della cuïva di diramazione, oc- 
correrh dimostrare che esse sono caratteristiche cioè, che una curva fornita 
di quei dati caratteri pub essere assunta. come curva totale di diramazione 
d'un piano multiplo cicliao, .il quale risulta razionale. 

5 2. - ~a l i ' i s~ez ione  dei tipi assegnati da KANTOR e da W ~ n a  (**) ri- 
sulta che i tipi di trasformazioni birazionali cicliche del piano di indice primo 
n > 2 sono i seguenti : 

Per n qualunque 
1) trasformaxiotti d i  JONQUI~RES, lascianti invariato un fascio di rette 

che possono essere scambiate fra loro oppure tutte unite. È qui incluso il 
cas0 delle omografie le quali possono riguardarsi come particolari trasforma- 
xioni di JONQUI~RE~. 

Per n = 3 anche 
2)  ana trusforma;ione biquadratica (tipo designato da KANTOR con As) 

la quale ha una rete con sei punti base di cubiche eq'uianarmonicht? inva- 
rianti, oppure : 

3 )  uina trasfo~mazione de2 13.0 grado (tipo N3 di KANTOR) con un 
fascio di cubiche equianarmoniche invarianti. 

Per ta = 5 anche 
4)  uina trasfoî.maxione del sesto ordz'ne (tipo Z, di KANTOR) ohe lascia 

invariato un sistema 003 di curve del sesto ordine con otto punti base (fon- 
damentali) doppi. 

(*) Acta Mathem. 19: - b u e  Theorie der eind. period. Transform. in der EBene, 
KANTOR. - Cfr. anche Math. Ann. 48 : Theorie der eendl, Gruppen . . . , WLVAN. 

("*) 1. c. 
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Giova ricordare le pih essenziali proprieth di queste trasformazioni ci- 
cliche, segnatamente riguardo al luogo delle loro coincidenze. 

Ne1 tipo 1) abhiamo detto che le rette del fascio invariante possono essere 
permutate fra loro O tutte unite. Ne1 secondo caso il luogo delle coincidenze è 
costituito da  due curve razionali C, e C, degli ordini rispettivi p e v aventi 
rispettivamente ne1 centro O del fascio un punto (r. - 1)-plo e (v - 1)-plo (*). 
Ne1 primo cas0 si lianno entro al fascio unito due rette unite, le quali pos- 
sono essere O no tutte costituite di punti uniti O contenere un punto unko 
almeno fuori del centro del fascio (come ne1 cas0 delle omografie). 

11 luogo delle coincidenze dell'involuzione ciclica di indice 3 del tipo 2) 
è una cubica generale passante pei sei punti base. 

L a  tr;tsformazione del tipo 3) ha iiivece come luogo delle coincidenze 
una sestica (=, con otto punti doppi negli otto punti base (fondamentali) del 
fascio. Per  questo tipo è invariante pure tutto il sistema m3 delle C, cogli 
stessi otto punti dappi ed anche il aistema ao6 di C, con otto punti tripli in 
quelli otto punti base. 

L a  trasformazione del tipo 4) viene a corrispondere ad una omografia 
ciclica dello stesso indice, la quale muta in sè il sistema delle sezioni piane 
del con0 quadrico I1;, imagine del sistema invariante 1 C, 1. Per  questa r~mo- 
grafia R vi sono due generatrici di K, unite ciascuna delle quali contiene 
un punto unito distinto da K2.  h noto che il sistema 1 Ce I determina su1 
piano semplice una trasformazione involutoria (3.' tipo del BERTINI), la quale 
ha per curva delle coincidenze una Cg con otto punti tripli negli otto punti 
base (fondamentali). A questa C, corrisponde su1 cono quadric,~ Kz una se- 
stica C, normale, che viene trasformata in sè stessa dall'omografia Q. Pro- 
iettando K, da1 punto unito (distinto da1 vertice) di una delle sue due ge- 
neratrici unite si ottiene un piano doppio (il noto tipo di NOTHER) avente 
come curva di diramazione una sestica con due punti tripli infinitamente vi- 
cini, sestica la quale pub eventualmente risultare spezzata se la  Ce passa pel 
centro di proiezione, che indicheremo con P. Di qui segue che anche il 
piano doppio e la sua curva di diramazione saranno mutati in sè da una 
omografia ciclica dello stesso indice. KABTOR determino questa omografia cor- 
rispondente al tipo 4) di trasformazione ciclica: e trovb che questa ornografin 
è una omologia per la quale appunto la curva di diramazione deve essere 

(*) WIXAN, 1. C. (5 2-5). 

Annali di  Malematica, Serie I I I ,  tomo IL 
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spezzata in una quintica C, con un tacnodo e nella tangente tacnodale : il 
centro deE170mologia O è un punto della tangente taanodale distinto da1 tac- 
nodo: I'asse è una retta qualunque o pel tacnodo (dirersa dalla tangente 
tacnodale). Di qui si deduce allora facilmente che l'omografia Q che muta in 
sè il cono quadrico K, è assiale, avendo come asse di punti uniti la gene- 
ratrice di K, obbiettiva di O e come asse del fascio di piani uniti la retta OP.  
Ora siccome il punto O giace sulla tangente tacnodale di C, traccia del piano 
tangente a K, lungo la gener:itrice passante per P, segue che l'asse del 
fascio di piani uniti è tangente a K .  Cosicchè d o r a  possiamo dire che per 
I'omografia assiale Q vi è su K, un fascio di sezioni piane unite, il cui asse 
è una retta tangente a K, (in un punto distinto da1 vertice) ed inoltre vi è 
una generatrice di punti iiniti. Di qui segue subito che, ne1 piano semplice, 
la trasformazione del tipo 4) ha  un fascio di C!, unite, avente oltre gli otto 
punti base doppi un sol punto base semplice A ne1 quale le C, hanno un 
contatto quadripunto; v'ha in questo fascio una particolare C, spezzata in una 
cubica contata due volte tangente ogrii Cc del fascio ne1 punto A. 11 luogo 
delle coincidenze è poi costituito da una C, passante per gli otto punti base 
e da1 detto punto A corrispondente al punto unito P di K,. 

§ 3. - Cominciamo a discutere i piani multipli ciclici nascenti da1 tipo 
JONQUIÈRES delle trasformazioni cicliclie di indice 71 > 2. 

Consideriamo dapprima il caso del fascio di rette unite: come si è av- 
vertito ne1 precedente paragrafo il luogo delle coincidenze è costituito da due 
c i m e  razionali C, e CY aventi ne1 centro O del fascio rispettivainente un punto 
(p  - 1)-plo e ( v  - 1)-plo. Riferjarno questo fascio ad un fascio ( 0 ' )  di rette ne1 
piano 11-plo, ne1 quale assumiamo tre rette 1. r' ed r" arbitrarie e non passanti 
per 0'. Ne1 piano semplice si assuma un'altra ciirva arhitraria K (razionale) 
d'un certo ordine x svente in O un punto (x- 1)-plo. Allora su ogni retta 1 
per O le C, C, IT deterniinano tre punti 1, 2,  3 ctii facciamo corrispondere 
sulla retta (n-pla) 1' per 0' i tre punti l', 2', 3' di intersezioiie colle rette 
rispcttive r, r', r". Variando la rettn 1 per O varierà corrispondentemente la 
1' per 0' e mentre i tre punti 1, 2, 3 su 2 descrivono rispettivamente le tre 
curve C,, C,, K, i tre punti corrispondenti l', 2', 3' su 1' descriveranno le 
tre rette r,  r', Y". Cosicchè le tre curve C,, Cv, K vengono a corrispondere 
punto per punto alle tre rette r, Y', r" del piano n-plo. Fanno perb eccezione 
i punti A ,  B, C ,... comuni a due delle tre curve C,, C.,, K, poichè le 
proiettività fissate tra le rette 1 per questi punti e le corrispondenti rette 1' 
del piano multiplo risultano degeneri, corrispondendo ad ognuno di questi 
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punti su Z due punti su 1' e quindi I'intera retta 2': sicchè i punti A ,  B, C,. . . 
vengono trasformati in rette per 0'. Adunque, ricordando che la curva IZ è 
una curva ausiliaria, possiamo concliidere che la curva di diramazione si 
riduce a constare di due rette r ed Y' qualunque e di un certo numero di 
rette concorrenti in un punto Of, non appartenente nè ad r nè ad r'. 

Ora siccome le rette n-ple per 0' sono razionali e come tali non devono 
contenere che due soli punti di diramazione, che sono precisamente i punti 
in cui queste segano le r ed Y', cos1 il punto 0' non deve contare corne 
punto di diramazione; la molteplicith d i  questo deve esser dunque p n, cioè 
devono essere p tz  le rette per O', poichè essendo n primo, soltanto p n punti 
di diramazione coincidenti non contano come tali. Questo si vede chiararnente 
qualora si applichi una trasformazione quadratica avente in O' un punto fon- 
damentale : allora O' viene trasformato in una retta (fondamentale) o', la 
quale per non far parte della curva di diramazione deve essere contata un 
numero y n di volte, poichè soltanto d o r a  il fattore O p i L  corrispondente potrii 
portarsi fuori del segno radicale. 

Per  l'altro caso del tipo JONQUIÈI~ES,  quel10 cioè in cui si lin un fascio 
di rette non unite, si è detto che si hanno sempre due rette unite, ciascuna 
delle q u d i  contiene almeno un punto unito diverso da1 centro O del fascio. 
Riferendo i cicli di rz rette per O alle rette (n-pie) per un punto O ne1 piano 
multiplo operando coine sopra si ottengono due rette di diramazione per Or. 

Cosiccliè possiamo concludere che le trasfornlazioni cicliche tipu JON- 
Q U I ~ R E S  conducono ad un piano n-plo (ciclico) avente per curva di dirama- 
zione p n rette (dove p O) concorrenti in un punto O e due altre rette non 
passaiiti per 0. 

Vedremo più innanzi come un ta1 sistema di rette possa sempre costi- 
tuire la curva totale di diramazione d'un piano n-plo ciclico razionale. 

§ 4. - PasSiamo ora ad esaminare i piani tripli ciclici razionali na- 
scenti dai tipi 2) e 3). 

Abbiamo visto che il tipo 2) è caratterjzzato dall'avere una rete di cu- 
biche equianarmoniche invarianti con sei punti base e corne luogo delle coin- 
cidenze una cubica arbitraria passante per quei sei punti. Riferiamo proiet- 
tivamente questa rete di cubiche alla rete delle rette di un nuovo piano. 
Nasce CO& un piano triplo, j punti del quale corrispondono ai  cicli determi- 
nati dalle intersezioni delle cubiche della rete ne1 piano semplice. E poichè 
su ogni cubica della rete si hanno tre coincidenze variabili, cosi su ogni 
retta tripla si avranno tre punti di diramazione. Concludiamo adunque che 
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17inuoluxione ciclica del tipo 2) conduce ad un piano trip10 ciclico avente petr 
curva d i  diramaxione una cubica affatto gene~ale.  

Abbiamo pure visto quali sono i caratteri distintivi del tipo 3) : si lia 
cioè un fascio di cubiche equiaiiarmoniche *invarianti ; e come luogo delle 
coincidenze una C, con otto punti doppi (base del fascio). Consideriamo il si- 
stema ao6 di Cg aventi otto punti tripli negli otto punti, per cui la C, passa 
doppiamente : questo sistema è certamente trasformato in sè stesso dalla tra- 
sformazione del nostro tipo. Riferiamo proiettivamente questo sistema c d  al 
sistema degli iperpiani di uno S,. L a  serie (lineare) segata da1 sistema I Cg l 
sulla C, delle coincidenze è di grado 6 ;  per calcolarne la dimensione x basta 
conoscere quella del sistema residuo di C, rispetto a C,, il quale è un fascio 
di cubiche, cosicchè avremo x = 6 - 2 = 4. L a  detta serie è dunque una 
g; necessariamente completa, poichè la C, è di geneie 2. L a  curva (normale) 
imagine di questa serje è una Ci, dello S, tutta costituita di puiiti uniti : si 
ha  duuque entro al10 spazio S. uno SA tutto costituito di p k t i  u i d i  e quindi 
anche correlativamente un sistema lineare 2, di jperpiani uniti. Corrispon- 
dentemente entro al sistema ma dato di C, si h a  un sistema cio4 di C, in- 
varianti : due Cg di questo sistema si segano secondo tre cicli dell'involuzione. 
L a  superficie imagine del sistema stesso è una superficie del 3.' ordine (tripla) 
dello S,. Questa superficie per un noto teorema di DEL PEZZO (*) S una ri- 
gata razionale. Ma poichè, come si vede facilinente, le generatrici di E', ven- 
gono rappresentate ne1 piano dalle cubiche del fascio avente come punti base 
gli otto punti tripli delle Cg, cosi si conclude che le predette generatrici pas- 
seranno tutte per uno stesso punto, ossia che la 1% sarà un con0 cubico. 

L a  F, pub rappresentarsi punto per punto su un piano mediante una 
proiezione da due dei suoi punti generici. Il sistema rappresentativo è noto- 
riamente costituito d a  C, con un punto doppio e due punti semplici infini- 
tsmente viciili in direzioni distinte. Cerchiamo in questo' piano 1' imagine 
della C16 del10 S,, la  quale giace su F,. A ta1 fine consideriamo le quadriclie 
Q, dello SA. Una &, sega la Cf, in 12 punti dei quali sl più 10 sono in- 
dipendenti, poichè la C', è di genere due, e quindi i nominati gruppi di 12 
punti appartengono ad uria serie lineare 9::: poichè le Q, di S, sono ml4, 
vi saranno almeno w3 quadriche Q, passanti per la C',. D7altra parte le $, 
contenenti tutta la superficie F, sono notoriamente m2 come le superficie 

(*) R. C. Accad. Scienze Fisiclie e Mateuiatiche di Napoli, 1885: L e  superficie cl'cir- 
dine n imnerse nello S,+i. 
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di 2.' ordine passanti per una cubica sezione iperpiana di F, (*); dunque 
la Cr6 è sezione della I", con una quadrica, ossia appartiene al sistema doppio 
delle sezioni iperpiane della F,. Ora queste sezioni iperpiane sono rappre- 
sentate su1 piano semplice dalle C3 con un punto doppio e due punti sem- 
plici infinitaniente vicini in direzioni distinte. L'imagine su1 piano della Cf6 
è dunque una sestica con un punto 4-plo e due punti doppi infinitamente 
vicini in  direzioni distinte. 

Cosi i cicli d 'ma trasformazione del tipo 3) vengono rappresentati dai 
punti di un piano trip10 avente come curva di diramazione una sestica C6 
con un punto 4-plo ciii sono infinitamente vicini due punti doppi in direzioni 
distinte. 

Se assumiamo il punto 4-plo come punto origine O delle coordinate e 
come direzioni, secondo le quali sono vicini ad O i due punti doppi, gl; 
assi x ed y si trova l'equazione di questa curva CS di diramazione sotto la 
forma : 

x2 y2 + x Y Y 3  !XI, Y) + Y 6  (XI Y) = O, (3) 

dove y3 (x, y) e y, (x,  y) sono forme dei gradi rispettivi 3 e 6 in x, y. Si pub 
infatti verificare, applicando una semplice trasformazione quadratica, che 11-1 
curva (3) possiede i caratteri voluti. 

§ 5. - Ricerchiamo finalmente i piani 5-pli ciclici razionali nascenti 
dalle trasformazioni del tipo 4). 

Ricordiamo che carattere distintivo delle trasforrnazioni di questo tipo è 
di lasciare invariate tutte le C, di un fascio con otto punti base doppi e uii 
punto base semplice A ne1 quale le C, hanno un contatto quadripunto. Il 
luogo delle coincidenze è costituito da uria cubica generale passante per 
gli otto punti e da1 punto A. Il sistema oo"e1le Cg aventi otto punti tripli 
negli otto punti base doppi del fascio 1 Cr 1 è trasforrnato in sè stesso dalle 
trasforrnazioni del nostro tipo 4). Riferiamo proiettivamente questo sistema 
di C, al sistema degli iperpiani di uno $; si otterrà in S6 una superficie ET, 
(d'ordine 9) rappresentata su1 piano da1 sisterna 1 Cg 1. L a  F9 sarà trasformata 
in sè stessa da una omografia ciclica dell'indice 5. Cerchiamo i punti uniti 
d i  questa omografia su F,:  essi devono corrispondere ai punti della C, delle 
coincidenze ed al punto A. Ora la serie lineare segata da1 sistema Cg sulla 

(*) Ct'r. ENRIQUES,  Ricerche cli Geometria s o p n  le s@er/?cie nlyebriche, pag. 227, Jle- 
rnorie dell'bccad. delle Scienze di Torino, Serie 2.a, Vol. 44. 
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la dimensione x si calcola subito osservando, che il sistema 
rispetto a 1 C, I é costituito da1 sistema cu>' di CS epperb è 

- - 

x = 6 - 4 = 2. Dunque detta serie è una y: certo complets, poichè la curva 
sostegno è ellittica. L a  curva imagine della C, su F, è percib un'altra cu- 
bica piana C', tutta costituita di punti uniti. Dunque intanto entro alIo 
spazio Sd si ha  un piano di punti uniti e correlativamente un sistema li- 
neare c o q Z ,  di iperpiani uniti passanti tutti per uno s,. 

Ora poichè due sezioni iperpiane unite per S, debbono segarsi secondo 
cicli dell'omografia (dell'indice 5) e quindi in gruppi di 5 punti, cos1 questo 
S, dovrà avere comuni colla 27, quattro punti, i quali, non potendo costituire 
un ciclo dell'omografia devono essere uniti e percib coincidere in un unico 
punto A', imagine del punto unito A del piano rappresentativo (lu sola coin- 
cidenza clie non appartenga alla C3). L O  S3 sari% dunque quadritangente alla 
superficie F, ne1 piinto A'. 

F r a  gli me iperpiani uniti per 10 S,, ve ne sono oo' seganti su F, le 
sestiche d'un fascio corrispondente al fascio delle C, invarianti su1 piano rap- 
presentat,ivo. 1 predetti jperpiani hanno comune uno S, contenente 10 S3 e 
seganti Fg secondo una cubica Ii3 passante per A'. Per  questo S, passa un 
iperpiano particolnre segante la F, secondo una sestica spezzata in due cu- 
biche coincidenti (cfr. $ 2, pag. 282) fra loro e colla cubica TG. Cib dipeiide 
da1 fatto che ne1 piano rappresentativo oltre la cubica delle coincidenze v'ha 
soltanto un'altra cubica unita. In  altre parole per questo S, passa un iper- 
piano segante la superficir: PO secondo la cilhica. TL3 contata tre volte: iper- 
piano che si pub dire osculatore la F9 luiigo la I(3. 

Proiettiatno la superficie F, dallo S, quadritangente in A' sopra un 
piano A si otterrà allora un piano 5-plo (imagine di F,) i cui punti corri- 
sponderanno ai cicli della involuzione data su1 piano semplice, rappresenta- 
tivo di F,, da1 quale sianio partiti. L a  curva di diramazione di questo piano 
5-plo risulterà costituita in primo luogo da una cubica C", proiezione di Cr,  
(corrispondente alla cubica delle coincidenze su1 piano semplice) e in secondo 
luogo da una retta a corrispondente al punto A' di F, ed al punto A del 
piano seinplice, sezione del piano a coll'iperpiano osculatore ad E', secondo 
la cubica K3. Da cib risulta che la retta CG d e ~ e  essere una tnngente di flesso 
della CI",, il flesso cadendo ne1 punto (comune a Cil3 e K3) d'intersezione 
del piano di Cf ' ,  col10 S4 passante per lo S, di proiezione e per K 3 .  

3 6. -- Corrispondentemente ai  tipi di KANTOR enumerati ne1 2 ab- 
biamo ottenuto quattro tipi di piani n-pli (ciclici) di indice primo n > 2 ca- 
ratterizzati dall'avere corne curva di diramazione C: 
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m- dei  p ian i  m u l t i p l i  1 x, y ,  \lF(r, y) l .  

. 
P e r  n quabunqtce 

a) p n + 2 rette (p 2 0 )  clelle q t d i  p n concorrono i n  u n o  s fesso 
p n t o  0. 

Oppure per  ta = 3 
b) una cubica affatto generale. 
c) u n a  cow un punto 4-plo e due  p u n t i  doppi  ud esso itzfi,zitnmerzte 

v ic ini  m a  su direz ioni  dist inte.  
Per n =  5 

d) u n n  cubica g e n e ~ a l e  ed una sua tangente d i  flesso. 
Si presenta ora la questione di vedere se una curva C appartenente ad 

uno dei tipi enumerati possa sempre costituire la curoa totale di diramazione 
d'un piano n-plo ciclico e se questo risulta razionale. Dato che C sia rap- 
presentata dall' equazione F (x, y) = O ,  si pub invero costruire un piano 
n-plo 1 x, y, \ F ( x ,  y) j per cui C è una curva di diramazione, ma non è 
detto che C venga a costituire la curva totale di diramazione del piano wplo, 
giacchè a seconda del valore di n, anche la retta impropria dovrà O no con- 
sidersrsi coirie luogo di punti di diramazione. Si pub trattare la questione 
riducendola alla questione analoga che si riferisce alle rette n-ple. Se unit 
retta n-pla contiene llz punti di diramazione a distanza finita la sua equa- 
zione si pub porre sotto la forma : 

dove f,, (x) è un polinomio del grado rn in x ;  poiché n è un numero primo, 
ogni coincidenza conta per n - 1 punti doppi riuniti e quindi il grado della 

curva di diramazione è 2 + - dove p designa il genere della retta n-pla. 
12-1 

Deterniineremo anzitutto il valore di p : se troveremo m =  2 $ - ' allora 
n - 1  

la, curva Cm d'ordine rn a distanza finita sarà curva totale di diramazione 

del piano n-plo, se invece troveremo 2 4- - > m il punto all'infinito della 
n - 1  

retta n-pla conterà pure come un punto di dirainazione e quindi la retta al- 
I'infinito del piano farà pure parte della curva di diramazione. E d  è chiaro 

2 P che dovrà in ta1 cas0 risultare 2 + - = m + 1 cioè che questa retta come 
n-1 

luoga di punti di diramazione sarà contata una volta sola e non di più, poichè 
in ogni suo punto sono riuniti tutti gli n fogli del piano multiple. . 
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. 
Ln nostra questione è quiridi condotta alla determinazione del genere 11 

dclln c u v a  (4). Osserviamo che se m < lz  il punto all'infinito dell'asse delle x 
è (n- ln)-plo, mentre se m > f z  il punto all'jnfinito dell'asse delle x è (m-12)-plo, 
all'infuori di questi due punti la curva (4)  non ha  a h e  singolarità: studiamo 
diinque la natura di queste singolarità applicando il noto metodo di decom- 
posizione (*). 

Incominciaino da1 caso di nz < n ;  e poniamo 91 = nz $ r : in tale ipofesi 
X3 l'equasione (4) scritta ootto forma ornogenea c = -) diviene 
X? 

tamante vicino ad esso non vi possono essere altre singolaritk : si ha allora, 
essendo p = 0, che 2 è il grado della curva di dirainazione ossia la retta 
all'infinito B di diramazione. 

Se  in generale è 1- = n - m (con 7. > 1) il punto x, = x, = O è 1.-plo, 
ma infinitamente vicino ad esso vi potrebbero essere altre singolarità: per 
assicurarci di questo applichiamo una trasforrnazione quadraticn di cui i l  
punto 2, = x, - O (XI) sia un punto fondamentale. Si vedrehbe facilmente 
che, se per triangolo fondamentale della trasformazione si assumesse il trian- 
go10 delle coordinate, la curva trasformata verrebbe ad avere le Y interse- 
zioni col lato x', , trasformato del punto XI (fuori dei punti fondamentali), 
tutte riunite ne1 punto X ' ,  trasformato del lato x, = O, il quale corrisponde 
alla retta al l 'w del piano (x, x) della (4). Dunque, se infinitamente vicino al 
punto XI (ne1 suo intorno di 1.' ordine) vi è un'a.ltra sing-olaritk, questa è 
nella direzione della retta x, = O .  Pe r  riconoscere quindi se e quali singo- 
larità vi sono nell'intorno del 1." ordine del punto Xi conviene prendere a 
triangolo fondamentale della trasformazione un triangolo affatto arbitrario, di 
cui un vertice sia il punto r-plo della (4)': e come tale basta prendere il 
triangolo XI X, X 3 ,  i C U )  vertici XI , X,  sono quelli del triangolo delle coor- 
dinate ed il terzo vertice X, è un punto qualunque del lato X,XJ di detto 
triangolo e diverso da Xi. Allora la trasformazione quadratica da  applicarsi 
sarà la seguente : 

(*) NOTHER, Mal7mnntische Annalen, 1870. 
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mediante essa la curva (4)' si trasforma (soppressi gli accenti) nella seguente : 
b 

Le Y intersezioni col lato x, = 0,  corrispondenti al punto r-plo della 
curva primitiva, sono riunite -in un punto A di coordinvte x, G - a, x, = 1, 
il quale è pure r-plo per la curva trasformata (5), se è n-  r 2 r e quindi 

n-1 n-1 siccome n è primo, se è - 
2 

s r .  Lasciamo da parte il cas0 di - 
2 > r 

poichè non serve al nostro scopo: basta invece che ci limitiamo al caso di 
12-1 

y = -  
2 

(poiohè si tratterà poi di applicarlo per n = 5). Allora si vede fa- 

cilmente che, infinitarnente vicino al punto Y-plo A non si hanno altre sin- 
golarità, epperb la curva primitiva (4) ha ne1 punto all'infinito dell'asse delle x 

due p u h i  (n+jpli infinitarnente vicini allineati sulla retta all'infinito; quindi 

risulta : 

allora il grado della curva di diramazione è dato da  : 

9% + 1 e siccome sulla retta n-pla a distanza finita si hanno solo 92 - 9. = - 
2 

punti di diramazione, segue che la retta all'infinito del piano è di dirama- 
zione. 

Si vede facilmente che, se rn = n  ossia se sulla retta n-pla a distanza 
finita si hanno n punti di diramazione, il punto all'infinito non è di dirama- 
zione, epperb una curva Cm d'ordine n pub sempre fungere da  curva totale 
di diramazione d'un piano n-plo ciclico. 

Passiamo ora a discutere il caso in cui sia rn) n : allora, come si è 
avvertito, la curva : 

Zn = fm (x), (4) 
ha ne1 punto all'infinito dell'asse z un punto (m. --n)-plo : in ta1 caso la (4) 
scritta sotto forma omogenea diviene : 

x: %y-" - fm (Xi, x2), 

Annali di 1Mafematica, Serie III, tom0 II. 
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290 B o t t a r i :  Sulla razionaZità 

essendo f, (xi, x,) un polinomio omogeneo di grado na in x,, x,. Se m = n + 1 
il punto x, = xo= O é sempljce ossia la cnrva (4)'passa semplicemente pel 
punto all'infinito dell'asse z e quindi il suo genere Q: 

n (n- 1) 
P =  2 7 

ed il grado della curva di diramazione risulta essere n + 2 : ossia la retta 
all'infinito del piano fa parte della curva di diramazione. Si pub facilmente 
verificare che la tangente alla (4)" ne1 punto x, = x, = O B la retta x, = 0, 
ossia che la curva (4) tocca la retta all'infinito ne1 punto 2,. 

Lasciando da parte tutti i casi intermedi, che a noi non interessano, sup- 
poniamo che sia 11ii = 2 n. Si rileva allora che la curva (4) ha ne1 punto 2, 
solo due punti n-pli infinitamente vicini allineati lungo la retta all'infinito. Si 
deduce subito che di una tale retta n-pla il punto all'infinito non conta c,oine 
punto di diramazione, epperb si conclude che una curva C,, dell'ordine 2 rz 

pub sernpre fungere da curva totale di diramazione d'un piano n-plo ciclico. 
Se invece è rn = 2 n + 1 il punto 2, della (4) è (n  + 1)-plo ed infini- 

tamente vicino ad esso nella direzione della retta all'infinito si ha  un punto 
n-plo: si conclude di qui ne110 stesso modo che 2 n + 2 è il grado della 
curva di diramazione e quindi che ln  retta all'infinito è di dirarnazione. 

Procedendo ad una più minuta analisi di queste singolarità, si giunge 
ai  risultati seguenti : 

Data ne1 piuno una curva Cm d'ordine wî 

ta ta dal2'equaxiane : 
F ix, Y) = O, 

il piano n-plo : 

su cui è rappresentata lu superficie : 

zn = F (x, 

ha corne curva totale di diramazione: 
1 )  la sola Cm se rn è un muZtiy2o 
2) la Cm aumentata della retta impropria se m non è multiple di n. 

5 7. - In virtù delle cose dette ne1 paragrafo precedente si vede che 
una curva costituita da  p n + 2 rette (p r O) delle quali p n sole concorrono 
in un unico punto 0, pub sempre fungere da curva totale di diramazione di 
un piano n-plo. Infatti dopo aver mandata una delle due rette non uscenti 
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-- 
dei piani uteultipli \ x, y, ;iF(x, y) 1. 

da O all'infinito mediante una opportuna proiettività, ed %ver assunto un si- 
sterna di coordinate coll'origine in O e coll'asse y parallela all'altra retta non 
uscente da 0, l'equazione cornplessiva di queste p lz + 1 rette a distanza finita 
si potrà porre sotto la forma: 

dove f,, (x, y )  è uns forma in x, y di grailo p n. Ora il piano uz-plo 
n- 1 x, y, \ lF(x, y) 1 avrà appunto, corne curva di diramazione totale, il gruppo 

di rette (x - a) f,, (2, y )  = O aumentato della retta all'infinito del piano. Sic- 
corne poi il nominato piano n-plo, ossia la superficie : 

che 10 rappresenta contiene un fascio lineare di curve razionali, dato da1 fa- 
scia delle sezioni piaue per l'asse x ,  e le cui imagini sono le rette n-ple 
per 0, cos: quel10 è sempre razionale (*). 

Possiaino alloia enunciaie il risultato seguente : 
Un grz~ppo d i  p ~b +- 2 (p  5 O ed n primo) rette, di cui p n passatao per 

zrn punto costituisce sempe la cuwa d i  cliramazione totale di un piano n-plo 
ciclieo raxiona le. 

Ed  anche, in relazione con cib che si è visto innanzi possiamo dire: 
Condixione necessaria e suficiente perché un piano n-plo ciclico d'indice 

priazo n > 5 ski razionale è che la curva di dira~naxione si p o s a  riclurw 
mediante una trasforrnazione birazionale ad un sistema d i  p n + 2 ( p  > 0) 
rette delle quali p n concorrono in un punto O. 

Sempre in virtù del resultato ottenuto ne1 precedente paragrafo una CU- 
bica C, ed una sestica Cg possono sernpre fungere da curva totale di dira- 
mazione per un piano triplo (ciclico). 

Allora il piano triplo che ha come curva di diramazione una C3 chia- 
mando : 

f 3 @ ,  Y)= O, 

l'equazione della cubica viene rappresentata niediante la superficie : 

la  quale essendo una superficie Fa del10 S3 sarà razionale e percib il nostro 

(*) NOTHER, Uebeî. Fln'chen, welche Sclzawen ecc. Nath. Ann., Band 3. 
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292 B O t t a r i :  Su Ela razionalità 

piano triplo è razionale (salvo la degenerescenza della C, in tre rette per 
un punto). 

Il piano triplo, che ha come curva di diramazione una C, con un punto 
4-plo O e due punti doppi ad esso infinitamente vicini se~ondo  direzioni di- 
stinte per 0, si pub rappresentare sopra la superficie F, : 

l'equazione della curva di dirarnazione. 
Dimostriamo che la superficie F, è sempre razionale. Applicando i ri- 

sultati ottenuti ne1 paragrafo precedente al caso nostro di n = 3, si vede su- 
bito che le sezioni piane della stella impropria 2, sono curve aventi due 
pnnti tripli infinitamente vicini allineati lungo la retta all'infinito; cioè la su- 
perficie F, viene ad avere in &, un contatto triplo con sè stessa e le sue 
tre falde per questo punto toccano tutte il piano all'infinito. Inoltre il punto 
x = y = O (4-plo per la curva di diramazione) è triplo per la p6 ed infini- 
tamente vicino ad esso si ha  tanto nella direzione dell'asse delle x, come in 
cpella dell'asse delle y un altro punto triplo (in corrispondenza al piinto doppio 
infinitamente vicino al punto 4-plo della Cg di diramazione secondo ognuno 
dei due assi). Questo si verifica assai facilmente considerando le sezioni di F, 
mediante i piani dei due fasci aventi gli assi .l: ed y per sostegni. 

Cerchiamo ora le condizioni che queste singolarità della superficie F, 
impongono alle superficie aggiunte y,, y 3 ,  yr ,.. . degli ordiiii rispettivi 2, 3, 
4 ,  ... Ricordiamo a ta1 fine che le superficie aggiunte ad una data F deb- 
bon0 segare : 

1) un piano generico secondo una curva aggiunta alla sezioiie di 3'; 
2) un piano generico per un punto multiplo isolat0 O, secondo uiia 

curva che, presa insieme ad una retta per questo punto, costituisca una ag- 
giunta alla sezione di F; 

3) un piano generico passante per ogni particolare retta a uscente 
da O, secondo una curva che sommata ad a costituisca una aggiunta alla 
sezione piana di F, ecc. (*). 

(*) ENRIQUES, Introduzione alla Geometria delle superpcie algebriche. Memorie della, 
gociet& dei XL, Tomo X (Cap. V-31). 
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dei piani mzcltipdi 1 x, y, JE' (z, y) 1. 293 
-- 

Queste condizioni sopra enunciate bastano a definire il cornportamento 
delle superficie aggiunte ad F se (come avviene appunto ne1 nostro caso) 
la F non possiede singolarità sugeriori vicino ad un punto rnultiplo proprio O 
cioè singolarità, la cui definizione esiga la considerazione di curve d'ordine 
> 1 uscenti da O. 

Ne1 caso nostro le singolarità di F, sono costituite : 
1) da1 punto Z,, ne1 quale, come si è detto ora, la superficie ha un 

contatto trip10 con sè stessa, venendo segata da ogni piano pel punto secondo 
una curva dotata di due punti tripli infinitamente vicini nella direzione della 
retta all'infinito ; 

2) da1 punto O 4-plo per la C, di diramazione, il quale pub consi- 
derarsi come un punto triplo cui sono infinitamente vicini due punti tripli O, 
ed O, in direzioni distinte (due punti doppi per C,). 

Dunque alle superficie Ti aggiunte ad F6 dovremo imporre le condizioni 
di avere in 2, un punto doppio, toccare in queato punto il piano all'infinito 
ed inoltre di passare semplicernente per i punti O ,  O,, O,. Queste dà&o in 
tutto 10 condizioni lineari, le quali riescono iridipendenti per i': 8. Segue 
dunque che non esistono quadriche aggiunte ad F,: che la diinensione del 
sistema delle y, aggiunte è 9, quella del sistema delle y, aggiunte è 24, ecc. 
E cos1 la superficie (salvo il caso di nuove singolarità in corrispondenza a 
casi particolari della C, di diramazione) riesce regolare, di genere (geomc- 
trico e riumerico) pg - p, = O (*). 

Ora prendiamo ne1 piano triplo le cubiche C, che passano doppiamente 
pel punto 4-plo O e semplicemente pei due punti doppi della C, di dirama- 
aione e che hanno due contatti tripunti con la detta curva. Queste curve 
certamente esistono e la loro costruzione si riduce ad un problema di trise- 
zione degli argomenti delle funzioni abeliane inerenti a C', ("*). Unsl ta1 
cubica è l'imagine d'una C,, di F, spezzata in tre curve (coniugate) Y, aventi 
tutte gli stessi caratteri. Infatti la C,, viene rappresentata sopra una C3 ra- 
zionale tripla, che deve riguardarsi come priva di elementi di diramazione. 
Queste c i m e  T', sono razionali, hanno in 2, un punto triplo, le cui tre tan- 
genti (proprie) sono distinte e giacciono tutte ne1 piano all'infinito tangente 
a d  P6, hanno inoltre ne1 punto O un punto doppio le cui rette osculatrici 
sono gli assi x ed y. 

(") ENRIQUES, 1. c., Cap. VI-40. 
y) CLEBSCH, Leçons sur la Géometrie. Tome 3.", Chap. 1-IX. 
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B O t t a r i: Sulla raxionulità . 
Vediamo ora se è possibile di ampliare il fascio delle curve ellittiche 

rregate sopra Ed dai piani per l'asse x, sommahdori unil delle curve r,. È: 
certo che il sistema aomma (se esiste) consterà pure di curve ellittiche, poichè 
la curva razionale r, sega in un sol punto variabile ogni curva ellittica del 
fascio nominato. Consideriamo le (pl aggiunte che passano per due curve ï', 
coniugate. Ora siccome ogni ta1 superficie ha ne1 punto 2, assorbite 9 in- 
tersezioni con una qualunque r, e ne1 punto O ne h a  assorbite altre 4, cosi 
una y, aggiunta sega una rs in 11 punti variabi1i:Due dei punti pei quali 
vogliamo far passare le y , ,  si dovranno scegliere nei due punti in ciii la cu- 
bica del piano ha  i due contatti tripunti colla curva di diramazione, punti 
che sono comuni alle tre r, coniugate. Inoltre su ciaacuna di due r, possiamo 
ancora fissare 10 punti ad  arbitrio: allora per tutti questi 22 punti passano mg 
superficie aggiunte y , ,  essendo (corne si é visto) 24 la dimensione del sistema . 

di tutte le y,. L e  nominate ooe cf, contengono le due r,, su cui si sono fis- 
sati quei punti, epperb segano sulla superficie F, una rete di curve ellittiche, 
che è il sistema completo somma del fascio di curve ellittiche sezioni piane 
per l'asse z e di una curva razionale r,. Infatti entro alla rete y ,  vi ha un 
fascio di 1, spezzate ne1 con0 cubico (cornportantesi come una superficie sg- 
giunta p), che proietta da 2, la C, dei contatti ed in un piano per l'asse x. 

Ora ogni superficie contenente una rete di curve ellittiche è razionale 
oppure à riferibjle birazionalmente ad una rigata ellittica (*) ma questo se- 
condo caso porta p, < O ,  e quindi non pub presentarsi che in corrispondenza 
a particolari degenerazioni della curva di diramazione, poichè si è provato 
che in generale è pn =p,  = 0. 

Concludiamo allora il teorema seguente : 
Condixione  bece es su ria e szlficiente perché un piano trip10 ciclico sia ruxio- 

nale è che la curva di diramazione si possa ridurre ad uno dei seguenti tipi: 
1) 3 p + 2 rette, delle yuati 3 p concorrono in uno stesso punto O e 

le  uitre due no ; 
2 )  una cubica affatto arbifmria; 
3) una sestica con un pzcntu 4-plo, cui sono infinitamente vicini due 

punti doppi in direzio~i  distinte. 
Ci rimane per ultimo a vedere se un piano 5-plo ciclico possa avere 

come curva di diramazione totale una cubica C, ed una sua tangente di 

(") CASTELNUOVO, Sulle superficie alyebriche che contengono una rete di curve iperel- 
littkhe. R. C, d. Reale Acc. d. Lincei, 1894. 
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flesso; e se un ta1 piano 5-plo risulti sempre razionale. Alla prima questione 
si risponde subito affermativamente, poichè (per il 5 6) il nostro piaco 5-ph 
si potrà, indicando con F3 (CE, y) =- O l'equazione della cubica, rappresentare 
mediante l'equazione : 

s" FAX, y) ; 

quando, mediante una opportuna proiettività, si sia mandata all'infinito la 
tangtnte di flesso della C3. Anzi possiamo fare in modo che il punto di flesso 
della 'cubica F, ( x ,  y )  = 0 sia il punto all'infinito dell'asse delle x. Con cib l'e- 
quazione della nostra cubica si riduce alla forma: 

dove f2  (x, y) ed f, (x, y) sono forme in x, y dei gradi rispettivi 2 ed 1 e c 
13 una costante. 

La  superficie rnppresentativa di questo piano 5-plo sarà dunque data 
dall'equazione : - 

~ ' = ~ ~ - t - f &  y)+f i@,  Y ) + c ,  

24 20 la quale in coordinate ornogenee posto s = - , y - - , 2 = 2) assume la 
2 4  a4 x4 

Questa superficie ha la retta x, = .7;, = O come doppia, ma infinitamente 
vicina ad essa ed incidente si ha un'altra retta doppia. Cib segue da1 fatto 
che una retta 5-pla generica del piano: 

ha ne1 punto all'infinito dell'asse delle x due punti doppi infinitamente vicini 
allineati lungo la retta all'infinito. Si vede inoltre che il punto. X ,  di coor- 
dinate x, = x, = x, = 0 (flesso della cubica di diramazione) è trip10 per la 
nostra superficie : dico che questo è il punto di incidenza delle due rette 
doppie. Infatti la sezione residua ottenuta con un piano passante per la retta 
doppia è una cubica, la quale sempre nello stesso punto X, ha per tangente 
di flesso questa retta doppia: in particolare il piano, che contiene le due 
rette doppie, segherà la nostra s~perficie secondo un'ulteriore retta che pas- 
serà pel punto comune alle due rette doppie : questo sarà dunque il punto X,. 
Si pub inoltre verificare (mediante una semplice trasformazione quadratica) 
come tutte le sezioni piane della stella, che ha per centro questo punto 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



.L-Lcw 

296 B o t  t a r i :  Sulla raxionatitit dei piani multipti 1 x, y,  CIF (2, y) (. 

X ,  = (1, O, 0, O) sieno curve C, con un punto triplo, al quale è infinita- 
mente vicino un punto doppio nella direzione delln retta che giace su1 piano 
x, E- O (piano delle due rette doppie). Le dette sezioni piane sono dunque 
curve di genere due. Entro alla stella di centro X ,  vi è un fascio particolare 
di sezioni piane cioè il fascio x, = Ax,, il cui asse è la retta doppia, costi- 
tuito da cubiche di genere uno aventi (come innanzi è avvertito) il punto X,  
come punto di flesso e come tangente di Aesso l'asse del fascio. Proiettiamo 
allora questa superficie da1 punto X, sopra un piano. ad es. su1 piano x,'= 0 : 
si ottiene un piano doppio, e precisamente il piano doppio di NOTHER con 
unst curva di dirainazione C, dotata di due punti tripli infinitamente vicini, 
jl quale, corne è noto, è razionale. 

Possia.mo anzi avvertire che la curva C, di diramazione del piano doppio 
cos1 costruito risulta spezzata in una C, con iin tacnodo e nella sua tangente 
tacnodale. 

Osserviamo corne? in questo piano doppio si potrebbe facilmente costruire 
I'ornologia ciclica dell'indice 5 che Io trasforma in sè (determinata da KANTOR) 
e che dà luogo alla trasformazione del tipo 4) ne1 piano semplice, d~ cui 
sistrno originariainente partiti. 

Riassumendo i risultati ottenuti possiamo dire : 
Condiziofie necessaréu e suficiente perchè urz piam 5-pl0 ciclico s k  ru- 

xiona,le, (! che la curva d i  diramaxione si possa, medinnte una trasformn- 
zione cremoniana, ridurre ad uno dei due I @ i  seguentz': 

1 )  a 5 p + 2 iP 1: 0)  .rette delle quali 5 p concowono i n  uno slesso 
punto O ; 

2) ad ulza curva composta d i  una cubica generica e d i  Irna sua tan- 
gente d i  flesso. 

Bolognn, 34 Aprile 1899. 
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Studf 
sulle equazioni differenziali lineari. 

(Di ULIS~E DINI, a Pisa.) 

1. P rendiamo a considerare la equazione: 

dove le a,, a , ,  a,, . . . , un.-, , tr, sono funzioni conosciute della x, e X Q una 
funzione per la  qiiale oltre alla x ammetteremo dapprima che poasa conte- 
nere anche la y e alcune delle sue derivate, per modo che la equazione 
stessa passa' anche non essere lineare. Il primo membro poi di quesla equa- 
zione rappresentiamolo con cp (y). 

Indicando con y un integrale della (l), e con x un'altra fiinzione pure 
della x scelta comunque, avremo: 

essendo a una costante determinata, e intendendo sempre che fra a e x tutte 
le nostre funzioni siano regolari, cioè finite e contiiiue si esse che le loro 
derivate almeno sino a quelle che figurano nelle nostre formole; quindi, osser- 
vando che con successive integrazioni per parti si h a :  

si otterrà l a  equazione : 
x x 
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essenclo c una costante che dipenderà, oltre che da1 limite cc degli integrali, 
dalla funzione z e dall'iritegrale y  che avremo scelto, e essendo inoltre: 

po = 2 a,,  

pl = z u l  +-el (za,) '=sa, -p',, , 
pz = 2 az $- E ,  ( X  a,)' + E ,  ( x  a,)" = x a, - p', , 
pa = x u3 + E ,  (X a,)' + E Z  (O ul)" + E S  ( Z  u~)"' = x a, - p', , 

k . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . .  

ove per comodo si B posto cs = (- 1)s. 
S'indichi ora con - Z il valore che prende pn pel valore z che si sce- 

glie, per modo che sia: 

con ch6 E ~ + ,  Z viene ad essere il primo membro di quella equazione che di- 
cesi la equuxione -aggiunta della @ ( y )  = O che si ottiene uguagliando a zero 
il primo membro della (l), e noi Io diremo percib, per abbreviare, il polinomio 
aggiunto del primo membro della stessa equazione (1); avremo la  relazione: 

dove le p,, p, ,  ..., p ,_,, p,-, hanno i valori dati dalle formole precedenti (31, 
e c è una costante che sarà uguale al valore di : 

per x = a, e dipenderà quindi, come dicevamo sopra, da1 limite inferiore a 

dell'integrale ohe figura ne1 secondo membro, e dai valori soelti per ,e e per 
l'integrale y della (1). 

2. Questa formola, che ordinariamente si dà soltanto pel caso di X 
funzione della sola x, e per supporvi poi soltanto che z sia un integrale della 
equazione aggiunta E ~ + ~  Z == O dell' equazione omogenea <P ( y )  = O, ci con- 
durrà a risultati molto notevoli quando, come appunto faremo, si profitti della 
indeterminazione che iri essa ha  per noi la funzione z. 

Teniamo fermo infatti l'integrale y della equazione (1) da1 quale si 
parte, e indichiamo con xi, x , ,  . . ., z, n funzioni distinte per le quali il 
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sia diverso da zero ne1 tratto che si considera ne1 quale s'intende compreso 
.... il valore a ;  e indichiamo inoltre con c,, c, ,  cn i valori corrispondenti 

della costante c che figura nclla formola (5), e in generale con p,.,, e 2, cib 
che diventano le p, e Z quando in luogo di x vi si pone x,.. Avremo le 
n equazioni : 

x \ 

determinante : 

e se il determinante dei coefficienti : 

sarà diverso da zero, queste equazinni determineranno i valori di y, e. delle 
sue derivate y', yn,. .., espressi pei secondi membri, e per le p,,,; ciob 
si avrà : 

7 (6) Q =  

indicando con P, ci6 che diviene P quando agli elementi della colonna (n  - s)" 
si sostituiscoao i secondi membri delle (7). 

2 ,  zfI z II... al(% - 9 )  

ce z ' ~  x " ~  ... z4(r6-1) 
. . . . . . . . . . . .  

1 I I  

Zn X, 2 n . . .  .Zn("-,) 
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Ora essendo : 

. I  (2, a,)' 21 a, + E. (3, a,)' + E. (t, ao)", ... 

basterd fare la  scomposizione di P in più determinanti, e tralasciare quelli 
identicamente nulli perchè aventi due O più colonne proporzionali, per ottenere: 

1 XI uo E I  (zI a,)' ( Z  a )  . E ~ - ~  ( x ,  a,)(n-l) 1 
I t2 a, C I  (t2 a,,)' E, (z9 a,)" ... ~n-1  (zp a,)cn -') P = I  

e di qui eseguendo le varie derivazioni, e poi facendo nuove scomposizioni 
in determinanti parziali col solito processo, si troverà: 

*) 
2 P = E ~ E ~ . . . E ~ - ~ U ~ ~ Q = ( - I )  a o n & ,  (12) 

talchè l'essere P diverso da zero è conseguenza della condizione già posta 
che 10 sia il Q, e dell'altra che ora giova di porre che 10 sia anche a, pei 
valori di z che si considerano. 

E fermandoci a determinare soltanto il valore di y per mezzo della (9), se si 
osserva che il determinante Po corrispondente si ottiene dai valori (10) e ( I l )  di P 
sostituendo agli elementi delhl t ima colonna i seeondi membri delle (7), e quindi 
è uguale al determinante Q, che si h a  da  Q colla stessa sostituzione e moltipli- 
candolo per . I  6,. .. en-, aon-', si troverà : 

essendo : 
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e se, per abbreviare, indichiamo con Q, il determinante che viene da & 
quando si sostituiscono cl, c,, . . . , c, agli elementi dell'ultima colonna, e con 
Rq il determinante : 

dove in generale (y Zr + X, X)xl iiidica cib che diviene y Zr + z, X quando 
alla variabile x: si sostituisce la variabile xi, basterà svjluppare Q, per gli 
elementi dell'ultima colonna per vedere che la (13) ci dà la formola se- 
guente : 

2 

ovvero l'altra : 

indicando per semplicità con qrn,*, e qx,xl i determinanti che vengono da Q po- 
nendo al posto degli elementi dell'ultima colonna rispettivamente xi, a, ,. . . , z, 
e Z , ,  Z,..., Zn, e in questi elementi sostituendo la variabile x, alla va- 
riabile x. 

3. La. formola (16) ora ottenuta lascia irnmensa arbitrarieth nelle fun- 
zioni z , ,  z*, .., x,, perché per esse richiede solo che siano regolari, e non 
annullino il determinante Q pei valori di x che si considerano; e per questo 
ha una importanza grandissima. 

Tale importanza risulterà chiaramente dalle conseguenie che ne trar- 
remo; prima perb di passare a questo ci- è utile di presentare le considera- 
zioni seguenti. 

Osserviamo cioé che, fissato in uu modo qiidsiasi il sistema di funzioni 
Z J l  zo, ..., Zn e il valore a ,  ad ogni integrale y che si considera della (1) 
corrisponde un sistema di valori delle costanti c ,  , c,, .. . , c,  che, per quanto 
si disse in fine del 5 1, sono determinate dalle formole : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



302 D i lz i :  StecdG sulie eyuaxioni 

mentre la formola (16), nella quale per le costanti c l ,  c,, . .., c,, devono in- 
tendersi presi questi valori, dà l'integrale carrispondente da1 quale si parte. 

Viceversa, se pei valori scelti per z , ,  x ,,..., x, e per a ,  il determi- 
nante Q e a, per X =  a sono diversi da  zero, allora le equazioni che si 
hanno dalle (7) per x = a (le quali non sono che le (17) per 1. = 1, 2 , .  . . , fa)  

per ogni sistema di valori scelto a d  arbitrio di c,, c,, ..., c, determinano un 
sistema unico y,, y',, y", ,..., yo(n-') di valori di y, y', y", ..., per 
x = a ;  e quindi, quando la equazione (1) sia effettivamente di oïdine rl e 
siano soddisfatte le condizioni che si richiedono perchè esista sempre un suo 
integrale y pel quale i valori di y, y', Y", . . . , y(%-1) per .x = a. pvssono darsi 
arbitrariamente almeno in un certo campo A al quale appartengono i valori 
di x in un intorno di cc, e i valori trovati y,, y',, yuo,.. . , allora i 
valori dati per cl, c,, . .. , c, fissano completamente un integrale y ,  e per esso 
si ha sempre la formola (16). 

I n  altri terniini dunque ad ogni integrale y della (1) corrisponde un si- 
stema di valori determinati per le costanti c,, Gn ,. .. , c,, e viceversa ad ogni - 

sistema di valori di queste corrisponde un integrale determinato y della (1) 
pel quale si ha la formola (16); e cib quando la equazione stessa (Ij è tale che 
per x = a possono darsi arbitrarianiente i valori dell'integrale y e delle sue 
12 - 1 derivats y', y",.. ., y("-1) almeno in un certo campo A al quale ap- 
partengono i valori di x in un intorno di cc, c quelli che si hanno per queste 
quantita y, y', y",.. . , y(n-1) dalle (17) in corrispondenza a i  valori dati per 
le cl, c , ,  ... , c,; corne in particolare avviene quando nella equazione (1) X 
è una funzione regolare di x e delle sole y, y', y", . . . , y(n-l) ne110 stesso 
campo, e più particolaïniente ancora quando X è una funzione lineare di 
y, y', y",.. . , y(,-') per modo che la equazione (1) sia una equazione lineare 
nella quale il coefficiente di y(n) Q ancora ao. Cib sempre, bene inteso, ne1 
supposto &e .aa e Q per x = O: siano diversi da zero. 

E se si osserva anche che indicando con y, l'integrale corrispondente ni 
valori c ,,,, c,,$ ,..., scelti per le costanti c, ,  c,, ... , c,, il determinante : 

9 I i n - l )  
2 

all'infuori del fattore (- 1) viene ad essere il prodotto del determinante P 
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dato dalla (8) per I'altro : 

D =  

per x = a, si conclude anch 

y ,  y ' ,  y" ,  . . . y,("-<) 1 
y, y', y!', a . .  y p - "  ' 

1 7  

tjn y= y", . . . ~ ~ ' n - "  1 
che quando a, e Q non sono zero per x = ci, 

onde le costanti c , ,  conducano a un sistema d'integrali y , ,  y , ,  . . ., y ,  pei 
quali il determinante Il sia diverso da zero per x = a ,  sarà necessario e 
sufficiente che esse siano prese in modo che il loro determinante C risulti 
diverso da zero. 

E cos), ne1 cas0 particolare delle equazioni (1) lineari e omogenee col 
coefficiente di y(n) uguale ad a ,  (che sono quelle che corrispondono a sup- 
p r i e  X della forma A, y(%-1) + A l  Y ( ~ - - I )  + - a -  . t  A n - ,  y ) ,  i sistemi d'integrali 
y I ,  y Z 1 .  . . )  y, che si otterranno con questi valori delle costanti c , ,  pei quali 
i l  determinante C viene diverso da zero, costituiranno sempre un sistema 
d'integrali fondamentali. 

4. Aggiungiamo anche le considerazioni seguenti rispetto ai determi- 
nanti P, Q e D che capitano sempre in questi studi. 

Osserviamo cioè che prendendo P sotto la forma ( I l )  si vede subito che - 

la sua derivata P' è il determinailte stesso ne1 quale agli elementi E,-, (a, x)(n-j) 
dell'ultima colonna sono sostituite le loro derivate En- ,  (a, x)cn); e quindi va- 
lendosi della (4) e facendosi poi le solite scomposizioni si ottiene la formola: 

nella quale .PZ indica cib che diviene P sostituendo agli elementi dell'ultima 
colonna i polinomi aggiunti E,+, 2, , E ,  Ç, 2, , . . . , E, 2,. 

Da questa poi integrando si deduce I'altra : 

che per la (12) dà luogo alla seguente in Q :  
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essendo K una costante; e ne1 secondo membro di quest'ultima Ic funzioni a,  
e a, a calcoli fatti dovranno venire a sparire, perchè esse non figurano ne1 
valore di Q. 

Similmente il valore (19) di D dà luogo colla derivazione alla equa- 
zione : 

essendo Do cib che diviene D sostituendovi alle derivate (n -- 1)" dell'ultiina 
colonna i valori corrispondenti di X pei varï valori y , ,  y,,  . . . , y,  di y ; e 
da questa si ottiene : 

con KI nuova costante ; per modo che il determinante indicnto sopra con C 
corrisponde precisamente al prodotto K KI. 

Quest'ultima formola ne1 caso di X =  O, e anche più generalmente ne1 
caso di X funzione lineare omogenea di y ,  y', p",.. ., si riduce a 
quella nota di LIOUVILLE relativa al determinante di  un sistema d' integrkil i 
fondamentali di una equazione lineare omogenea. 

5. Ne1 cas0 particolare della equtizione omogenea: 

0 ( y )  = a,  y(,) + ni y(n- f )  + . + an-l y' + a, y = O ,  

se y , ,  y ,  ,... , y ,  sono un sistema de' suoi integrali fondamentali, la indicata 
formola di LIOUVILLE si ottiene insieme ad alcune altre, anche coll'osservare 
che avendosi le n equazioni: 

a, y,(,) + a 1  y,(n-') + . . + anWi y'* + a, y, = O, 

a,  y,(n) 3- a ,  y2("-*) + . . . $ an-l yt2  $ an y2  = 0, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . 
a, + + . . + a,-, y', + a ,  y, = 0, 

se il è il determinante di quel sistema d'integrali, e Dh indica in generale 
cib che diviene D sostituendo alle derivate di ordine n - h quelle di or- 
dine n, si hanno le formole seguenti : 

che esprimono i coefficienti della equazione data per mezzo degli integrali; e 
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e da questa, oltre al verificare subito che y , ,  y,, . . . , yh sono gli n iritegrali, 
si ha anche un inodo semplice per costruire una equazione lineare omogenea 
di ordine n. che ammetta un sistema dato y , ,  y2,. . . , y ,  di integrali fonda- 
mentali. 

Del resto è anche da osservare in generale che avendosi una equazione 
d'ordine n - 1 y (x, y ,  y',  . . . , y("-')) = O ,  se si vuole costruire una equa- 
zione di ordine n che oltre agli integrali di questa ammette anche un nuovo 
integrale distinto y , ,  basterà evidentemente prendere la equazione d'ordine n :  

la prima di queste coll'osservare che Di = D', porta subito alla indicata for- 
-52.. 

mola di  LIOUVILLE D = c e , con c quantità costante. 
Le stesse formole poi sostituite nella equazione data ci mostrano che 

questa all'infuori di un fattore pub scriversi sotto la forma del determinante: 

1 y  y(n-i)  y (n)  1 

y, y r i  y r r j  . . . y , (n - ' )  y,(,) 

e cosi avendosi una equazione lineare e omogenea d'ordine n - 1 : 

+ ( Y )  = b, 9("-') + b,  g(n-2) + - . - + bn-, y' + b,-, y - O, 

y2 y's yrro - . . y* n -  y 

che ammette un sistema d'inteçrali fondamentali y,, y,, ... , y,-,, se si vorrh 
costruire una equazione y, (y) = O pure lineare e omogenea di ordine PI, che 
oltre a questi amnietta anche un altro integrale y, che con quelli dati co- 
stituisca un sistema fondamentale della nuova equazione, basterà prendere per 

= 0 ; 

( +(Y' 1 =  0 ;  e quindi una equazione che debba avere questa la seguente - - 11jl(~d 
dati integrali fondamentali y , ,  y,, ..., y ,  potrà ottenersi costruendo successi- 
vamente le equazioni : 

Annali di Maleînatica, Serie III, tomo II. 
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6 .  Premesse queste osservazioni in parte note, ma che ci era utile di 
richiamare, torniamo a considerare la formola (16). 

E prima osserviamo che siccome in questa formola per le funzioni 
x , ,  xo, .. . , Zn non abbiamo condizioni all'infuori di quella di essere regolari e 
di rendere il determinante Q diverso da zero pei valori di x che si oonside- 
rano, potremo pel resto lauciarle del tutto indeterminate, O potremo porre per 
esse altre condizioni speciali, come ad es. : quella di costituire un sistema 
fondamentale di integrali di una equazione lineare omogenea data d'ordine lz 

in z, O che presenti date particolarità; O quella di fare acquistare al poli- 
nomio aggiunto &*+, Z che figura ne1 secondo membro della (16) una forma 
determinata, completamente conosciuta, O anche dipendente dalle funzioni 
stesse x,, x,, ..., Zn e finanche dagli integrali y , ,  y ,,..., y, delln (1). 

Nei primi casi i' polinomi aggiunti c,+, Z , ,  E,+, 2, , . . . , En+s 2, vengono 
ad essere conseguenze dei valori scelti per le funzioni zi , x2,. . . , O dei 
coefficienti della equazione lineare omogenea di ordine tz in x che è data per 
determinarli; e poichè se questa eqaazione in x non è data avaiiti, si potrà 
sempre costruire coi processi del paragrafo precedente una equazione lineare 
e omogenea di ordirie n che abbia per integrali fondamentali le quantità scelte 
z , ,  x, ,  ... , x, e abbia per primo coefficiente a,, cos1 in questi casi il polino- 
mio aggiunto E,+, Z si potrà sempre ridurre ad essere una espressione diffe- 
renziale lineare e omogenea dell'ordine n - 1 al piii ; e quando risuhi zero O 

anche soltanto di ordine inferiore a n- 1, evidentemente i determinanti PZ 
e Qz delle formole (20) e (21) saranno zero, e queste formole si ridurranno 
più semplici. 

Nell'ultimo caso invece essendo fissato il valore di Z la formola (4), a 
meno che non divenga identica e di ordine inferiore ad rt in z ,  servirà a 
determinare le funzioni z, , .Zn ,.. . , xn, O altrimenti tutte O alcune di queste 
rimarranno ancora indeterminate, dopo di chè quando vengano fissate anche 
queste, volendolo, si potrà ancora costruire la equazione lineare e omogenea 
che abbia tutte queste quantith per integrali fondamentali. 

Cosi quando si ponga per condizione che e,+, Z sia una espressione 1;- 
neare della forma : 

ove le PO, P I ,  p 2 , , - - ,  801-10 funzioni conosciute di x e p, è diverso d a  a,,, 
per le z,  , z2 , .  . . , .in bisognera prendere un sistema d'integrali fondamentali 
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della equazione di ordine n : 

e ne1 caso particolare di Z= O, per xi, x, , . . . , x, bisognerà prendere un 
sistema d'integrali fondamentali della equazione aggiunta : 

(a, z ) ( ~ )  $ e l  (U i x)(,-') + e2 (a, z)("-') + . . + En- ,  (a,-, x)' + E n  (a ,  x )  = O ,  (23)  

della 9 (y) = 0. 
7. Fermiamoci d'ora innanzi in modo spaciale al caso in cui X non 

contiene né y né le sue derivate; cioè supponiamo senz'altro che la equa- 
zione data (1) sia la ordinaria equazione lineare di ordine 1% con X =  O, 
O X funzione conosciuta della sola x. 

Allora ne1 caso che sia posta la condizione Z= 0, cioè che corne ab- 
biamo testè detto si scelgano per z, , z,,. .. , x, n integrali fondamentali della 
equazione aggiunta (23) della @ (y) = O ,  la quantità indicata con q,,, al 5 2 
sarà zero, e gli integrali y, ,  y,, . . . , y, verranno perfettamente conosciuti, 
perchè aecausa della (16) risulteranno tutti dalla formola: 

col darvi alle costanti ci, Ce,...> cn n sistemi di valori arbitrari : 

tali che il determinante (18) venga diverso da  zero. 
E questa formola a causa della (21) per essere ora QZ = O potrh anche 

scriversi : 

essendo K la costante di cui al 5 6. 
8. Ne1 caso dunque che le x , ,  zo ,. . . , En si scelgano ne1 modo ora 

indicato, mentre si ritrova la  proprieth nota per la quale quando si sà  inte- 
grare la equazione aggiunta (23) della @ (y) = 0 si pub integrare subito anche 
la equazione (1) cioè (P (y) = X ,  si giunge al tempo stesso a uria forma (24) 
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O (25) degli integrali di questa equazione (1) dalla quale si possono otte- 
nere anche particolarità molto notevoli rispetto agli integrali medesimi. 

Fuori di questo caso le sole considerazioni precedenti non bastano più a 
farci determinare gli integrali della (1); perb con altre osservazioni è facile 
vedere che la (16) stessa conduce ad una serie che sorriministra I'integrale 
generale della equazione data (1) in tutti i casi, e sotto infinite forme; suppo- 
sto sernpre, corne già abbiamo detto, che X non dipenda nb da y nè dalle sue 
derivate, e che si tratti i n  conseguenza soltanto di una equazione lineare 
d'ordine rt qualsiasi, con X zero O funzione della x regolare, coine si suppone 
al solito che 10 siano anche i coefficienti a,, a , ,  a?,.. . , a, e i valori che si 
scelgono di si, ss, .  . . , x,, pei valori di x che si considerano. 

z 

S'indichi infatti per abbreviare con A ,  la quantità Q, $ X,, q, , ,  dx, J' 
che possiamo riguardare corne conosciuta, e che ne1 caso in cui la (1) sia anc,he 
omogenea (cioè sia X =  O) si riduce al solo termine Q,. L a  (16) ci darh: 

avendo posto a y e a a, Q l'indice x per inettere in evidenza questa variabile. 
n a  questa cambiando sotto l'integrale x, in x, e poi per tutto x in xi,  

avremo : 
XI 

As, 
yx,  = En-i --- (a, QI,, + /Y% q*,~, a $2 3 

a 

intendendo che qSl,,, indichi cib che diviene q , , ,  quando x e r ,  si mutano 
rispettivamente in x, a x,; e cod sostituendo nella precedente avremo: 

Al modo stesso cambiando X, in $3 e poi x ,  in x, nella (2i), e quindi SO- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dif ferewial i  lineari. 309 

stituendo in quest'ultima avremo: 
X 

e cos1 continiiando si potr21 dire evidentemente che l'integrale y è dato dalla 
serie dl integrali multipli : 

quando si riesca a assicurarsi che l'integrale multiple: 

col crescere indefinito di m ha per limite zero. 
Questo a n e r r a  in particolare quando ne1 tratto che si conaidera pei va- 

lori di z, e quindi anche di x,, xi,. . . , , s sappia in qualche modo che 
1' integrale y si mantiene inferiore a un numero finito p, e che q,,, non su- 
pera un certo nurnero d, e a, Q non è mai zero. 
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I n  questo caso infatti, se s'indica con d ,  il minimo valore assollito di 
a, Q ne1 tratto che si considera, questo minimo sarà diverso da zero per- 
chè (1, e & si suppongono continui, e l'integrale precedente (29) si manterrà 
inferiore in valore assoluto all'altro: 

che eseguendo le integrazioni successive si riduce a :  

ovvero a \ di '1 , 
' 1 .2 .3  ... m P d;, 1 . 2 . 3  ... m 

e evidenternente ha per limite zero al crescere indefinito di m ;  dunque poiclîé 
pei teoremi noti sugli integrali delle equazioni differenziali si sa che esistono 
sempre dei tratti per x nei quali le condizioni precedenti sono soddisfatte, cosi 
si pub dire che la formola (28) dà l'integrale generale della (1) nei tratti stessi. 
E a causa della tanta indeterminazione che resta per la scelta delle funzioni 
ausiliarie x , ,  x, ,  ..., x, (perchè per esse si richiede solo che siano regolari 
e che il determinante Q sia diverso da zero), si pub anche asserire come già 
dicemmo che non una sola ma infinite espressioni si hanno dalla (28) per gli 
integrali delle equazioni lineari (1) di qualunque ordine. E anzi di tale inde- 
terminazione delle x,, xe , . . . , 5, potremo profittare per semplicizzare la serie 
stessa (28), O per farle acquistare certe particolarith speciali, come poi mostreremo. 

9. L' importanza della forrnola trovata (28), della quale faremo poi ap- 
plicazioni dettagliate, ci iriduce a fare anche le considerazioni seguenti. 

Osserviamo che i risult'ati precedenti sono rigorosi nè hanno bisogno di 
ulteriori e speciali verifiche delle formole trovate, perchè partono da1 supposto 
dell'esistenza di un integrale y della (1) che corrisponda al sisterna che si 
sccglie dei valori delle costanti c i ,  c, , .  ., c,; quale esistenza risulta in modo 
indubbio dai teoremi generali sulla esistenza dell' integrale generale delle equa- 
zioni differenziali, e dalle considerazioni del €j 3; e la formola (28)' sotto le 
condizioni che abbiamo poste, non fà altro in sostanza che darci la espres- 
sione analitica di questa integrale. 

Indipendentemente perb da queste considerazioni, e senza nulla presup- 
porre neppure i n t o r n ~  alla esistenza dell'integrale della equazione (1), si pub di- 
mostrare che pei valori di x che cadono in quei tratti nei quali a,, a , ,  a,, . . . , a, 
e X e i valori scelti di zt , z2 , . . . , x, si mantengono inferiori a un certo nu7 
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mer0 finito e sempre regolari, e a, e Q sono diversi da  zero, la serie (28) 
per ogni sistema di valori finiti delle costanti c , ,  c,,  .. . , c, che vi figurano 
ê convergente e rappresenta un integrale della equazione (1), ' e  ci dà anche 
il suo integrale generale. 

Sotto queste condizioni infatti si vede subito che nei tratti indicati per x 
il valore assoluto di a., & non scenderà mai al disotto di un certo numero 
diverso da zero d , ,  e le quantità A, e qx,xl non supereranno inai certi nu- 
meri finiti A e d ;  e quindi il termine generale della serie (28) si manterrà 
inferiore in valore assoluto all' integrale : 

ovvero alla quantità 
A 

che all'infuori del fattore - è il 
di . . 

termine di una serie esponenziale; e si pub quindi concludere senz'altro che 
la serie (28) non solo è convergente pei suindicati valori di  z, ma è anche 
c,onvergente in ugual grado. 

L a  serie stessa adunque rappresenta una funzione finita e continua di x, 
e ad essa sarà applicabile l'integrazione termine a termine: quindi, indican- 
done la somma con y, si vede subito che per essa si avrà la formola: 

Po la quale col riporvi per A,, q,T,,, e a, Q i loro valori ci torna a dare y = - ove 
P 

P e Il,, hanno ancora i significati del 5 2, e y rappresenta ora la somma della 
serio (28). 

Cià premesso, s'indichino con ri,, v i ,  v i  ,. . ., v i n - !  n quantità che si de- 
termirieranno colle equazioni: 

x l 
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del tutto simili alle (7), e nelle quali per ora possiamo dire soltanto che l ' y  
che figura sotto gli integrali del secondo membro è la funzione definita dalla 

Po formola (281, per la quale abhiamo visto che si h a  y = - 
P 9 senza sapere an- 

cora se sia O no l'integrale della (1). 
Tutte queste quantità qo ,  V I ,  v ? ,  . . . , Ï I ~ - ~  avranno valori unici e dater- 

minati che risulteranno da  queste equazioni risolvendole, e per ciascuno dei 
quali si vede che esisterà e potrà anche determinarsi la derivata; perchè evi- 
dentemente sono derivabili i coefficienti Pr , ,  e gli integrali dei secondi mem- 
bri, e quindi tutte le quantità che nei valori stessi figurano; e in particolare 

Po si avrà q O - p '  - - talchè sarà intanto q o =  y. 

Trovati questi valori di v,, q , ,  q , , .  .., v,-,, se si intendono posti nelle 
precedenti, si avranno n identità; talchè 'colla derivazione si otterrà un altro 
sistema di f i  equazioni che Jaranno pure identicamente soddisftttte dagli stessi . . 
valor~ di Y,,, y , ,  q,,...., Vn-- i  e delle loro derivate le quali, corne akibiamo 
dette, certamente esistono. 

Ora se si prende ad es: la ra delle equazioni precedenti, si trova che 
colla derivazione dà luogo all'altra: 

e questa, coll'osservare alle formole (3) e (4) che definiscono le p , ,  e le Z,, 
e con tenere conto che si B già trovato che v0 = y ,  si trasforma nella se- 
guente : 

zr (a0 Li Jr a ,  ql,-, + a, YI',-, + . . + a,-l + an  V, - X) + 

per modo che si pub dire che avremo un sistema di n equazioni di cui la  ra 
avrà la forma seguente: , 

nelle q u d i  e rappresenta il coefficiente di z, iiella formola precedente, e 
Q I ,  û2,  O,, . . . , O,.-*, On-, rappresentano le differe~ize rln-1 - ?In--2, 'ln-2 - ?In-3 1 

1 1 
C 'n-s-Vn-r) . . . ,  V P - ' ) ~ , )  ) ? i - ) I o .  
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è diverso da zero; dunque evidentemente le soluzioni 8, O , ,  4, .  . . , On_,, O,-, 
delle n equazioni (31) sono tutte zero, e percib i valori q , ,  q n 7  .. . , Vn-, che 
insieme alla q, dànno le soluzioni delle equazioni (30) sono appunto le derivate 
siiccessive del valore ri, che non è altro che il valore y definito dalle (28), e 
esse rendono 8 = 0, cib che mostra appunto che per ogni sistema di valori 
delle costanti c, ,  c,, .. . , c, il valore (28) soddisfa alla equazione (1); e di 
queste viene anche ad essere l'integrale generale perchè in seguito alle con- 
siderazioni ora esposte le (30) si riducono alle (7) del § 2, e ripetendo quindi 
i ragionarnenti del tj 3 ,  si vede che per valori convenienti delle costanti 
cl, c,, . . . , c, i valori di y, y' y",.. . , y(n--l) per x = a possono rendersi qua- 
lunque. 

E volendo un sistema d'integrali fondsmentali della stessa equazione (1) 
quando per essere X =  O essa è omogenesi, basterà prendere quelli che cor- 
ri3pondono a .n sistemi di valori delle costanti c,, c,, .. , c, per le quali il 
determinante C dato dalla (18) è diverso da zero; e cos1 in particolare ba- 
sterà prendere quelli che corrispondono a fare successivamente una delle co- 
stanti uguale a uno, e le altre tutte eguali a zero. 

10. I n  cib che precede abbiamo sempre supposto che a sia finito, e chq 
nell'intervallo che si considera per x ,  e quindi anche pel valore x = a ,  il 
coefficiente a, e & non si annullino, e gli altri coefficienti della equazione data. 
come la funzione X e le funzioni ausiliarie x,, x, ,. . . , an non divengano in- 
finite né presentino altre singolarith n& esse nà le loro derirate, almeno fino 
a quelle che figurano nelle nostre formole, che sono quelle di ordine n per le 
funzioni x , ,  x , ,  .. . , x,, e quelle di ordine n - Iî pel coefficiente ah. 

Quando tutte queste particolarità non si verifichino, i risultati precedenti 
potranno presentare delle eccezioni; perb è facile vedere che essi si manter- 
ranno pienamente, almeno fuori del punto x = a ,  e per alcuni sistemi dei 
valori delle costanti ci ,  c,,. . . , c, se non per tutti, quando per questi valori 

Annali di Malematica, Serie III, tom0 II. 41 

Ma se si forma il determinante dei coefficienti di queste lz equazioni: 

xi p11,0 prl,i . . pr4,1Z-1 

~e pfn,o p't,, - . pr2,a-2 
. <  . . . . . . . . . . .  
Xn prn,o p'n,i plm,n-z 

1 

basta porvi per le p',,, i loro vnlori dedotti dalle (3), e avere riguardo al 

equ ind i  valore di P, per vedere subito clie csso non è altro che (- l)n-' - 
aa ' 
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delle costanti siano soddisfatte altre condizioni speciali per le quali la  serie (28) 
risulti ancora convergente in ugual grado in ogni porzione del tratto che si 
dovrà considerare per x che non cornprenda il punto a, e al tempo stesso gli 

.% 

integrali (y 2, + z, X) d x che figurano nei secondi membri delle (30) conser- f 
vino un significato. 

Con queste nuove condizioni infatti potranno evidentemente ripetersi i 
ragionamenti del paragrafo precedente per tutti i valori di x che si conside- 
rano diversi da a ,  e il valore (28) di y per quei sistemi di valori delle co- 
stanti G , ,  c2, .. . , c,, che potranno considerarsi verrà evidentemente a rappre- 
sentare ancora un integrale della equazione data (1); e soltanto invece di 
corrispondere all'integrale generale corrisponderà soltanto a integrali partico- 
lari se le costmti non potranno essere prese in un modo qualsiasi. 

Si aggiunga poi che se col tendere di x ad a quando a è finito, O col 
crescere indefinito di x per u = ao, il prodotto aon Q n m  prenderà ~nche va- 
lori al di là di qualsilasi Izumero, e se le condizioni precedenti risulteranno 
soddisfatte per n sistemi di valori delle costanti ci ,  c ,  , . . . , cn come quelli del 
5 3 pei quali cioè il determinante dato dalla (18) venga ad essere diverso da 
zero, allora gli integrali corrispondenti in intervalli sufficientemente piccoli 
che partono da1 punto a (a al più escluso) quando u è finito, e in intervalli 
comunque grandi al di là di un certo numero quando a è infinito costitui- 
ranno sempre un sistema d'integrali pei quali il determinante D sarà ancora 
diverso da zero, come nei casi del paragrafo precedente. 

Osserviamo infatti che le (JO), se non sussistono anche per x = a (perché 
potrà darsi che per x = a  le quantità che vi figurano presentino delle singola- 
rità), sus'sistono certo per ogni valore di x prossirno quanto si viiole ad u se a è 
finito, e per x al d i  là di un certo numero quando a è infinito; e quindi po- 

nendo per nbbreviare (y, 2, + x, X )  d x = u , ,  p si vede che per questi va- ! 
n(n-i) 

2 lori di x il prodotto dei soliti determinanti P e D, ovvero (- 1) aon Q D a 
causa dellc(30) sarà il determinante : 

1 a 1 . 1  + c1.i al,. + Cd,* - . . a1 ,m + ci,. 
a p , i  + C q i  a2.2 + C5,4 - . . +,n + Cs,n 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
un,i f Cn,t an,:, + Cn,z . . Un,n + Cn,n 
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e sarà vicino quanto si vuole a C, perché le a,,, potranco intendersi ridotte 
piccole quanto si vuole; e quindi D sarà certamente diverso d a  zero per quei 
valori di x. 

S'intende poi evidentemente che non si avranno singolarità negli inte- 
grali neppure per x = n se per questo valore le singolarità non si presente- 
ranno nè nella serie (28) né nelle sue derivate, O se non si avranno singo- 
larità nelle quantità p,,,, y ,  x,, Zr e X che figurano nelle (30). 

II. Ammettendo ora appunto che si prgentjno le circostanze ecce- 
zionali di  cui ne1 paragrafo precedente, accennjamo a due casi molto note- 
voli nei quali si pub assicurare che j risultati precedenti continuano ancora 
a sussistere pienamente. 

Supponiamo percib dapprima che si abbia ad es.: a = + 00, e che pei 
valori fivziti di x non inferiori a un certo numero c (che potrà del resto, se- 
condo i casi, essere qualunque) a, e Q non siano zero e i coefficienti 
a,,  a , ,  a,, . , . , a, della equazione data (1) come la funzione X e le 
zl, z,, . . . , Z, non presentino singolarità. 

Sotto queste jpotesi, un caso particolare ne1 quale la serie (28) resta 
ancora convergente per qualunque valore finito di x non inferiore a c, e in 
ogni intervallo finito ohe incominci da c è anche convergente in egual grado, 
è quel10 ne1 quale per qualsiasi valore di x non inferiore a c e pei valori 

di z, compresi fra z e n, i rapporti * si mantengano sernpre nurneri- 
tao Qh ~ - 

h' camente inferiori a -, essendo K e u numeri finiti e fissi e u > 1; e a1 
xiv 

tempo steaso la  funzione è integrabile rispetto a x, fra x e m, e si 
(a0 & ) X I  

ha sempre in valore assoluto qJxxi d x, < K,  , essendo R, un nltro nu- 
x 

a0 Q b 1  

mer0 finito e fisso; cib che in particolare avverrà senz'altro quando, essendo 

soddisfatta la cnndizione suindicata rispetto a -!k% la A, non superi mai 
(a0 Qh 

un certo numero finito neppure al crescere indefinito di x. 
I n  questo caso infatti indicando con I a, Q 1, il valore assoluto di (a, Q)z 

si vede che il termine generale della serie (28) è numericamente inferiore a :  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



cioè al termine : 
Ki 

Ï & ~ l ~ ~ [ t n - l )  

che all'infuori del fattore - Ki è quel10 della serie esponenziale, e questo 
I ao Q i x  

evidentemente dimostra quanto abbiamo enunciato sopra. 
Ne segue che in questo caso, onde essere certi che i risultati dei due 

paragrafi precedenti continuano a sussistere pienamente, rimarrà solo ad as- 
00 

sicuraroi ohe gli integrali ( (y  Zr + z, X) d x1 dove y ha il valore (28), man- 
x 

tengono ancora un significato per ogni valore di x non inferiore a c ;  e quindi 
si pub in particolare osservare che i risultati stessi sussisteranno sempre quando 
per x non inferiore a cl e anche al crescere indefinito di x la A, si man- 
tenga sempre numericamente inferiore a un serto nuuiero finito k,, e a, Q 
non si accosti a zero più di un certo numero, e al tempo stesso la funzione 

K 
q,,,, per xi compreso fra x e cm sia sempre numericamente inferiore a - 

xlv 
con K e Y finiti e fissi e Y > 1)  e le funzioni z, X,  e 2, siano atte all'inte- 
grazione fra x e CO, queste ultime 2, maiitenendosi tali anche ridotte ai loro 
valori assoluti. 

Supponiamo poi in secondo luogo che restando invece a finito, a, e Q 
e gli altri coeficienti della equazione data come le funzioni X e z,, z, ,  . .. , x, 
per x = a non soddisfino più a tutte le condizioni che si avevano ne1 $ 9 ,  
mentre vi soddisfano in ogni altro punto dell'intervallo che si considera. 

Allora un caso particolare (del tutto analogo al precedente), ne1 quale 
la serie (28) si mantiene convergente e convergente in egual grado in ogni 

intervallo che non comprende il punto a, è quello ne1 quale i rapporti 
(a0 Q b i  

per ogni valore di x in questi intervalli, e per z, fra a e x si mantongoho 

numericamente inferiori a K con K e Y numeri finiti fissi e Y < 1 ,  e 
( x i  - Coy 

al tenipo stesso la funzione *"' qx3xi è integrabile rispetto a si fra a e s, e 
(a, Q)i  

il suo integrale è sempre inferiore a un numero finito Ki, come avverrà sempre 
senz'altro quando, essendo soddisfatta la  condizione ora indicata pel rapport0 

qxm , la funzione A, si rnantenga sempre nurnericsmente inferiore a un 
(a0 &)xi 
certo numero finito anche col tendere di  x a d  a. 
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In questo cas0 infatti si vede subito, cùme ne1 cas0 precedente che il 
termine generale della serie (28) è numericamente inferiore a :  

cioè a : 

e quindi, come dicevamo, la serie stessa è convergente per ogni valore di x 
diverso da u nell'intervallo che si considera, e in ogni intervallo che non 
comprende il piinto O: è anche convergente in egual grado; talchè per essere 
certi della validità anche in questo caso dei risultati ottenuti nei paragrafi 

precedenti basterà assicurarsi ehe gli integrali Zr $ x, X )  d s , dove y ha 
a - 

i l  valore (28), hanno ancora un significato. 
E cosi ne1 caso particolare c h i  anche col tendere di x ad u la A, si 

mantenga sempre numericamente inferiore a un certo numero K, e a, Q non 
si accosti a zero più di un certo numero, basterà che la funzione q,,, negli 
intervalli relativi ad x che si considerano che non comprendono il punto a ,  

e per ogni valore di ;r, fra a e x si mantenga sempre numericamente infe- -- 
K 

riore a con K e r h i t i  e fissi e v < 1, e a1 tempo stesso le fun- 
(xi - cc), 

zioni z, X e 2, siano atte alla integrazione fra u e x ,  queste ultime Z, 
rnantenendosi tali anche riducendole ai valori assoluti. 

S'intende al solito che se queste condizioni si verificheranno soltanto per 
valori particolari delle costanti c, , c, ,  . . . , c, gli integrali che troveremo sa- 
ranno soltanto integrali particolari della (1); e s'intende pure che potranno 
aversi anc.he altri casi abbastanza semplici e diversi da quelli ora conside- 
rati nei quali potranno con facilità applicarsi le consideraziorii generali del 
paragrafo precedente. 

12. 1 risultati degli ulfimi paragrafi risolvono in modo generale il 
problema della effettiva jntegrazione delle equazioni lineari anche a coeffi- 
cienti variabili, dandoci non solo una dimostrazione della esistenza dei loro 
integrali, ma anche le espressioni analitiche degli integrali medesimi. 

Queste espressioni analitiche sono per serie, è vero; ma sono date in 
infiniti modi, e aotto forme esplicite e coi termini perfettamente determina- 
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bili ciascuno da1 precedente con una semplice quadratura dopo calcolato il 
k,z--i Am primo termine u, = ---- , al modo stesso che nella serie di TAYLOR ogni 
(a0 Qb 

termine si deduce con una derivazione dalle formole che hanno condotto al 
termine precedente; giacchè se un-, (x) è il termine nn (supposto già calco-, 
lato), 1' (n + 1)0 si determina con un'altra quadratura perché viene ad essere' 

.d 

&z-l 
-- I r r .  (x,) qs,e4 d 5 ,  ; per modo cioè che si ha  : 
(a0 &lm 

E cib sotto le condizioni poste ne1 €j 9 O nei successivi, le prime delle 
quali si verificano sempre in intervalli convenienti, risultandone cosi l'integrale 
generale, e ne1 caso delle equazioni omogenee avendosi con tutta facilità anche 
i sistemi d'integrali fondainentali; e solo in speciali intervalli, o in seguito a 
scelte troppo speciali che debbano farsi delle funzioni ausiliarie z, ,  z,,.. ., z,, 
venendo talvolta ad aversi degli integrali particolari invece dell'integrale 
generale. 

Po 13. Osserveremo poi che, come valendosi della formola y = -- del $ 2, 
P 

siamo giunti alla espressione (28) dell'integrale della nostra equazione li- 
Ps neare (l), cosi valendosi della formola generale y(3) = - data pure al § 2, si P 

potrebbe giungere a espressioni simili delle derivate dei vari ordini fino al- 
1' (n - 1)0, e quindi, per la (l), anche delle derivate ne dell'integrale me- 
desirno. 

Del resto poi quando, come avviene nei casi più comuni, siano soddi- 
sfatte le condizioni del 9 9, allora le serie delle derivate del valore (28) di y 
finchè le derivazioni possono farsi, sono tutte-convergenti in egual grado, e 
quindi rappresentano le derivate della serie; talchè le derivate dell'integrale 
potranno anche ottenersi colla derivazione per serie dell'integrale medesimo, 
e risulteranno cos1 determinate finite e continue anche per qualunque ordine 
se tali saranno quelle delle funzioni ausiliarie xi ,  z,, . . . , ,n e del coefficiente a, 
della equazione data (1) e di X. 
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Ne1 calcolo di queste derivate potremo osservare che le espressioni q , , ,  
per r i  = x si annullano, e le q,,,, si riducono a :  

indicando con apici le derivazioni relative ad x ;  e cos1 dalla (28) con sem- 
plici riduzioni si avrà in particolare : 

a! 

A', s2a-i J Ax' qtr,xi 
( a O x  ' (ao QI, (a, Q ) Z ~  

dx1  i- 
(32) 

dx2+... 
Qh 

avendo ancora indicati cogli apici le derirate di q,,,, rispetto ad x ;  e in 
modo simile si avrebbero i valori di y", y'", . . . 

Questa formola poi vale anche nei casi eccezionali di cui ai $5 10 e 11, 
q l , x i  , quando per le quantità sotto gli integrali, e cos1 pei rapporti - 

(a0 Qb, 
q'x,xi 3 oltrechè per gli altri --!!?!% 3 qs3xi si abbiano le stesse parti- 

(no Qh (a0 Q)xi (a0 &)xi 
colarità che allora si richiedevano soltantn per queste ultime due quantità. 

14. Aggiungiamo inoltre che tutti questi risultati, oltre chè pel caso 
di quantità e di variabili x reali, valgono evidentemente anche pel cas0 di 
quantità e di variabili complesse, quando invece di parlare di valori assoluti 
delle quantità sotto gli integrali come abbiamo fatto nei $5 9 e seg. si parli 
dei loro moduli ecc., e salvo a supporre di essere in carnpi semplicemente 
connessi nell'interno dei quali i coefficienti della equazione data (1) e le fun- 
zioni X e z,, z,, . . ., zn non presentino singolarità; e allora gli integrali 
possono continuarsi in tutto il piano a meno che queste singolarità non ven- 
gano a presentarsi lungo tutto un contorno chiuso, ecc. 

Quel10 poi che più specialmente è notevole nei risultati precedenti é 
l'arbitrarietà che resta nelle nostre funzioni ausiliarie x , ,  x,,.. ., x, per le 
quali, come altre volte notammo, si richiede soltanto che siano regolari (cioè 
che siano finite e continue insieme alle loro derivate finchè ce ne è bisogno, 
cioè fino alle ne), e che non annullino il solito determinante & nell'intervallo 
che si considera, salvo tutt'al più per x = a ne1 secondo dei casi considerati 
al Cj 11 e in altri casi simili. I n  forza di questa asbitrarietà si vengono ad 
avere infinite forme per 17integrale della equazione data (1); e s7intende che 
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320 D i n  i: Studt sulle equaxz'oni 

quando queste funzioni x , ,  , x,, . . , Zn si determinino in modo speciale in re- 
lazione alla equazione data, O si determinino in modo che vengano ad avere 
forme speciali O vengano a soddisfure a speciali condizioni. le quantità 
Ami ,  &, qm,xi, qx,,i e Z che figurano nelle nostre formole, l'integrale y dato 
dalla (28) e le sue derivate versanno ad acquistare forme speciali più O meno 
notevoli che metteranno in evidenza ora alcune, ora altre delle loro praprietà. 

Tutto questo perb sarà messo dettagliatarnente in evidenza soltanto in 
un'altra Memoria che pubblicheremo prossimamente, e alla quale riserviamo 
la trattazione di tutti i casi particolari, e di tutte le applicazioni più impor- 
tanti che possono farsi dei risultati che sopra abbianio ottenuto; con chè 
giungeremo allora ad ottenerne anche altri, pure assai notevoli, relativi a 
classi particolari di equazioni O a equazioni speciali. 

15. Qui ora, al10 scopo di potere poi procedere piii speditamente nella 
indicata nuova Memoria, ci fermeremo un moment0 sulla forma e su alcune 
particolarith dei polinomj aggiunti E,+, 2, e dei determinanti &,, q,>,, , e q,,,, 
che figurano sempre rielle nostre formole. 

Ripreridiamo percib il va1oi.e (4) di E,+, Z, e in questo sviluppiamo le 
derivate (a, x)", (a, x ) ~ - ' , .  . , colla solita formola di LEIBNITZ. Il polinomio 
stcsso prenderà la forma : 

dove sarà q, = no a, = a,, e in generale : 

q s  = n, a o ( ~ )  + (n  - 1),- , + (n - 2)+, e, 4- . . -k (n -- 4 0  E S  a s ,  (34) 

con s = 1 , 2 , .  . ., n,  per modo che sarà anche : 

. 
e cos1 in particolare quando nella equazione data (1) si abbia : 

il polinomio aggiunto c,+, Z tornerà ad essere precisamente cogli stessi coeffi- 
cienti del primo membro della equazione data. 

Ne1 caso speciale dunque delle equazioni d i  secoiido ordine, perchè il 
polinomio aggiunto - Z torni ad essere corne il primo membro della equa- 
zione data, cioè a, z" + a, z' + a, z ,  basterà che sia a, = a', ; talchè ricor- 
dando quanto si disse al § 7 si vede che, per le equazioni del secondo or- 
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dine, quando sia a, = a', la riduzione della loro integrazione a quella della 
equazione aggiunta non pub dare alcun vantaggio. 

Anche per le equazioni del second'ordine perb, la circostanza indicata 
pub essere utile quando si determinino in altro modo le funzioni ausiliarie 
zj, zs,  corne appunto in questi studî ammettiamo che possa farsi. 

Quanto poi alle equazioni di ordine superiore al secondo, perchè il po- 
linomio aggiunto En+, Z riproduca nei coefficienti il primo mernbro della 
equazione data (l), bisognerà clie oltre alle prime delle equazioni (36) si ab- 
biano anche le altre; e quando si abbia soltanto la prima delle stesse equa- 
zioni, allora ne1 polinomio aggiunto si riprodurranno soltanto i primi tre coef- 
ficienti a,, a , ,  a, della (1). . 

16. Del resto poi data la equazione (l), con opportune trasforma- 
zioni potremo mutarne d'assai i coefficienti, e cos1 in molti casi si essi che 
quelh del polinomio aggiunto E,+, Z potranno ridursi ad acquistare partico- 
Iarità speciali. 

Di queste trasformazioni le più nat,urali, che si usano anche in molte 
altre occasioni, e che per quanto semplici e notissime troviamo opportuno qui 
di ricordare, sono le seguenti: 

a) Quella trasformazione che si fa moltiplicando la equazione data (1) 
per una indeterminata Ic, con cbé i nuovi coefficienti della equazione, senza 
*the questa ne risulti alterata, yerranno ad essere k a,, k a , ,  .. . , e potranno 
venire a soddisfare a coridizioi-ii speciali, e quelli del polinomio aggiuiito ver- 
ranno a cambiarsi d'assai. Cod, in particolare, si potrà sempre fare in modo 
che sia soddisfatta la prima delle condizioni (36) (con chè ne1 caso partico- 
lare delle equazioni del secondo ordine &fi+, Z riprodurrà il primo meuibro 
della equazione data); e per questo bastera prendere k in modo che si abbia 

n EJSdr 
( k  a,)' = a k a,,  cioè basterà prendere k = - e2  "O ; e se si vorrà che sia 

a0 

d h  
(k a,)' = k a ,  basterà prendere k - - e  ao , c essendo una costante. 

a0 

b) Quella trasformazio~ie, pure continuamente usata, che consiste ne1 
sostituire alla incognita y un'altra incognita u col porre y = t u ,  essendo t 
una quantità da determinarsi ne1 modo che, secondo i casi, tornerà più co- 
modo, come ad es.: per far si che i coefficienti della nuova equazione in u, 
O i corrispondenti di E,+, Z abbiano particolarità speciali. Cos) in particolare, 

vrolendo che la nuova quaaione in u manchi del secondo termine, basterà. 
Annali di Matematica, Serie III, tom0 II. 42 
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-Jzo a$ n 
prendere t = c e , con c costante; e se già sarà a,  = - a',, cioè se 

2 

sar& soddisfatta la prima delle (36) basterà. prendere t= A . 
d a0 

c) Quella trasformazione infine che consiste ne1 faxe un cangiamento 
della variabile indipendente x in un'altra 5 ;  da fmsi tale cangiamento ad es.: 
mediante la formola d x = gj ( E )  d 5,  essendo cq ( 5 )  una funzione data O da de- 
terminarsj; e anche con questa trasformazione i coefficienti della equazione 
data, e quelli del polinomio aggiunto verranno a trasformarsi in altri, e le . 

nostre formole potranno ~ernplicizznrsi, e acquistare particolarità speciali. 
17. Fermandoci infine per un momento, corne già dicemmo di  fare, 

anche sui determinanti Q,, qx,x,, q,,,,, che pure figurano continuamente nelle 
nostre formole, osserviamo &e essi rientrano tutti nell'altro: 

bastando per ottenerli da questo di farvi respettivamente 9, = c, , Q2,= c, ,  . . . , 
8 2  = cn per il QC; 0, = (z,),,, 0, = ( z ~ ) ~ ,  ,.. . , 8, = (z,),, per il q ,,,! ; e 
0, = (ZJxIj 0 2  = ( 2 . 2 ) ~ ~  3 .  . , en = (Zn)x, per il qs,~,  . 

Sviluppando O n  per gli eleme~iti dell'ultimd colonna, e indicando in gene- 
rale con Q,, il determinante che ~ i e n e  da Q eopprimendovi la linea ra e l'ul- 
tima colonma, cioè il determinante che tiene il posto di Q per le funzioni che 
restano delle si, z2, ..., rn quando si sopprirne la ra cioè c,., si vede che si avrà: 

per modo che se, dipendentemente da relazioni cho avessero luogo fra le fun- 
zioni ausiliarie scelte z,, Js,. .., :%, ognuno dei determinanti Q,? potrà ri- 
dursi a dipendere dalla sola z, che figura ne1 suo indice (e non ne1 deter- 
minante stesso) e da altre quantità conosciute, allora nelle nostre funzioni Q,,, 
qm,xi7 qx.x, le funzioni si, Z r ,  ..., Zn risulteranno separate. In g ,,,, e poi 
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la  variabile xi figurerà soltanto nei secondi fattori dei loro termini; e oltre a 
cib siccome in Q,, e quindi anche nella eapressione di A ,  che figura nella 
nostra forrnola generale (28), le costanti cl,  c, ,..., c, risultano tutte al primo 
grado e separate, l'espressio~ie (28) di y come quelle delle sue derivate si ri- 
durranno alla forma A, e ,  + hg c1 +. - -  + 1, Cn + p ,  essendo h l ,  h,, . . ., À,, p 
funzioni conosciute; cioè in y le costanti c,, c2,.. . , Cn vi figureranno ancora 
al primo grado e separate. E prendendo successivamente una di queste co- 
stanti uguale a uno, e le altre uguali a zero, quando questo possa farsi per 
non esservi fra loro nessiina condizione come si disse a l  § 10 ,  allora le Q, 
si ridurranno a un termine solo, e i valori corrispondenti di y daranno n 
integrali che ne1 caso di  X =  O ,  cioè per le equazioni omogenee, saranno 
integrali fondamentali. 

18. Aggiungiamo che pel determinante O,  (che compreiide i tre 
Q,, qm,rni e q,,,,), e per la sua derivata si hanno altre formole notevolissime 
che qui giova di dare, perchè ci saranno utili negli studî ahe esporremo nelln 
nuova Memoria. 

Osserviamo percib che le prime n - 1 fuiizioni ausiliarie si, a,, . . . , a,-, 
potranno essere state date subito conie integrali fondamentali di una equa- 
zione omogenea in a d'ordine n - 1, e se anche saranno state date altrimenti 
questa equazione potremo sempre intenderla costruita coi processi del § 5; e 
noi, introducendo ora questa equazione, amrnetteremo che essa sia la  seguente: 

+ (a) = b,, dn-8) + bi u(n-!) + bp ,z(%-~) + - . - + bn-, a' + 6,-, u - 0. (39) 
1 

Derivando rispetto a d  x il determinante O ,  si troverà un nuovo deter- 
minante che sarà quel10 che risulta da  O ,  sostituendovi agli elementi della 
colonna (n - l ) a  le derivate ri+'), az(n-i), .. . , aE;l), c,(n-'); e poichè per 
ipotesi a,, a,, . . ., Sn-! sono integrali della (39), i primi pz - 1 degli stessi 
elementi potranno esprimersi per le derivate degli ordini precedenti per mezzo 
della stessa equazione, mentre l'ultimo zn(n- ')  potrà scriversi evidentemente 

bi - - ~ ~ ( n - 2 )  + 11 ; e quindi si avrà : 
bo 
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324 Dini: Studt sulle equazioni differen ziali lineari. 

Scomponendo ora questo determinante col solito processo, ai troverà su- 
bito i n t a n t ~  : 

e ora sviluppando il determinante del secondo membro rispetto agli elementi 
dell'ultima linea, e poi scomponendo coi soliti processi in determinanti par- 
ziali i determinanti che vengono a moltiplicare gli elementi Zn, u'~,... , 
e O,, e facendo le solite riduzioni, si trova subito la formola seguente: 

essendo + (7,) cib che diviene per u = z,-, il primo membro della equa- 
zione (39) in z che ha per integrali le funzioni precedenti z,, ; ,,..., :,-,, 
e @,,-l essendo il determinarite analogo a On pel cas0 di quest,e sole in - 1 . . - . e ora da  questa formola coll'integrazione si ha f u n z ~ o n ~  z,, u" ,,..., ,,,-,, 
l'altra : 

x x 

esvendo y, il valore di 0, per un valore particolare 6 di x. 
Queste formole (40) e (41) sono quelle che volevarno trovare. Da esse 

ne1 cas0 particolare di b, = t', si hanno le due: 

a ne1 caso invece di b, = O  si hanno le altre: 

Pisa, Gennaio 1890. - 
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