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Ueber Singularitaten ebener algebraischer Curven. 

Von 

Dr. W. KOSTLIN, 
Ropetaut an der Tochnischen Hochachnle in Stuttgart 

Hierzu Tafel 1 Fig. 1- 6. 
- ~. 

E i n l e i t u n g .  

Die vorliegende Arbeit hat  sich das Ziel gesteckt, das Verhalten der 
adjungirten Curve in einer durch ihre Reihenentwicklungen definirten Sin- 
gularitiit einer ebenen algebraischen Curve zu untersuchen. Eine solche 
Reihenentwicklung is t  ein im ALlgemeinen irretionaler Ausdruck hinsichtlich 
einer Coordinate, durch welche die andere Coordinate dargestellt wird. 
Man kann verlangen, diese Bexiehung in die Form einer rationalen Gleich- 
nng zwischen dun beiden Coordinaten umzuwandeln, sofern die Entwicklung 
bei irgend einer (übrigens beliebig hohen) Potenz abgebrochen wird. Dies 
ist der Zweck der Untersuchungen in $5 1, 2. Dabei zeigt sich, dass 
auch in der rationalen Form die sogenannten ,,kritischen Exponenten" eine 
ausgezeichnete Rolle spielen. Die niihere Uutersuchung dieser Form ftihrte 
mich darauf, ein graphisches Verfahren für die Reihenentwicklung zu ver- 
werthen, dae, in einer Vtirbindung der Methoden von P u i s e u x  und C r a m e r  
bestehend, die Diagramme siimmtlich in  einer Figur  vereinigt. Sie er- 
1116glichte die Aufstellung der rationalen Form einer Curve, welche im 
Ursprung einen ,,superlinexen Zweig'' (nach C a y  l e  y) mit gegebenen kritischen 
Exponeuten besitzt. Zugleich gab  sie die Hilf~mit tel  an die Hand,  die 
Zahl der linearen Zweige mit nicht übereinstimmenden Tangenten zu be- 
stimmen, welche die Bedingung des Adjungirtseins in einem gegebenen 
superlinearen Zweig erftillen, eine Zahl, die blos abhilngig is t  von den 
kritischen Exponenten. Die allgemeinste adjungirte Curve (mit der grosst- 
moglichen Anzahl von willkürlichen Constanten) is t  nicht von den kritischen 
Exponenten allein ahhangig, sondern von samrntlichen Gliedern der Reihen- 
entwicklungen. Ihre Form für  einen superlinearen Zweig liess sich her- 
leiten aus der der Reihenentwicklung entsprechenden rationalen Form. 

Zoltschrift f. Dlathomatik u. Ptyslk. 41. JoLirg. 1896. 1. Hoft  1 
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2 Ueber Singularititen ebener algebraischer Curven. 
- - - --< V - -  

Die zu einer  Potenzreihenentwicklung mit  gebrochenen Exponenten 
gehorige rat ionale  Form der Gleichung zwischen den Variabeln. 

Die Art  der Singularitgt eineï beliebigen algebraischen Curve, die im 
Ursprung eines Cartesischen Coordinatensystems einen singultiren Punkt  
hat ,  ist bestimmt, sobald die Reihenentwicklungen der einen Coordinaten 21 
nach steigenden Potenzen der anderen x mit positiven ganzon oder ge- 
brochenen Exponenten bekannt sind. P u i s e u x  ha t  gezeigt*, dass, wenn 
die Exponenton gebrochen sind, sich eine Anzahl ( A )  von Entwicklungen 
zu einem sogenannten cyklischen System von folgender Form xusammen- 
fassen lassen: a, 

- a, 

yn= a ,zd+  b , x d + . . . ,  

wo n = 1, 2 , .  . . d ,  ferner or, <or, <<Y, . . . , und zwar ganze Zehlen, und, 
wenn die Y- Achse nicht Curventangente ist ,  auch or, > d ist. Die einzelnen 
Entwicklungen unterschoidcn sich nur durch die Coefficienten a,, b,, . . ., 
wolche von der Form sind: 

wo die a Constante sind, und w , ,  w, . . . wd die Wurzeln der binomischen 
Gleichung wd - 1 = O bedeuten. E in  solches cyklisches System stellt 
innerhalb des Convergenzbereiches dor Reihenentwicklung einen durch den 
Ursprung gehenden Zweig vollstiindig dar, und wir nennen einen solchen 
Zweig mit C a y l e y  einen superlinoaron Zweig von der Ordnung A. 

Wir betrachten in Folgendem einen superlinearen Zweig f ü r  sich allein 
und stellen uns zunkichst die Aufgabe, die rationale Foi-m der Gleichung 
einer Curve herzusteiien, welche im Ursprung einen durch ein cyklisches 
System von Roihenentwicklungen gegebenen superlinearen Zweig enthkilt. 
Das cyklische System sei folgendes: 

Multiplicirt man diese d Gleichungen mit einander, so erhiilt man 
bekanntlich einen rationalen Ausdruck i n  x und y ,  der umgekehrt sich 

* P u i s  e u x ,  Recherches sur les fonctions algébriques; L i o u v i l l e ,  Journal de 
mathématiques pures et appliquéea. t. 15. 1850. Deutsch von F i s c  h o r ,  Halle 1861. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



wieder in die gegebenen Reihenentwicklungen spalten lassen muss. Da 
aber im Allgemeinen die Reihenentwicklungen unendlich sind, E O  waren 
unendlich viele Glieder mit einander zo multipliciren, und so würde sich 
auch eine Gleichung vom Grad unendlich in  x ergobon. Nun kommt es 
aber blos auf das Verlialten des Zweigs in der Nahe des Ursprungs an ;  
dio Reihenontwicklungon donkon wir uns überhaupt für dio Theorie der 
Curve zunachst i n  der Absicht hergestellt, das  Verhalten der Singularitat 
gegeniiber Geschlecht, Klasse etc. der Curve zu hestimmen, d. h. um die 
P lü  c k e r'schen Aequivalenzzahlen, die Zahlen, welche angeben, wie vie1 
elementare Singularitaten (Doppelpunkte, Spitzen, Doppeltangenten, Itück- 
kehrtangenten) die gegebene Siugularit%t enthalt, zu ermitteln. E E  hat nun 
aber H. J. S. S m i t h *  gezeigt, dass diese Aequivalenzzahlen blos von den 
kritischen Exponenten abhingen. Werden die Reihenentwicklungen also 
bei den Gliedern mit den letzten kritischen Exponenten abgebrochen, so 
erhelt man beim Ausmultipliciren eine endliche rationale Form, welche 
eine Curve darstellt, die im Ursprung dieselhe Singularitat besitzt, wie der 
durch die Reihenentwicklungen dargestellte superlineare Zweig. Auch ha t  
Herr Bri l l*"  gezeigt, dass, wenn es sich darum handelt, eine algebraische 
Bedingungsgleichung (mit endlicber Gliederzahl) zwischen s und y in der 
Nahe eines gewissen Werthepaares xOyO z u  erfullen, nur  eine endliche 
Anzahl von Gliedern der Reihenentwicklungen nothwendjg kt, um oinen 
vorgeschriebenen Genanigkeitsgrad zu erreichen. Unsere Aufgabe wird einst- 
weilen in  der Art einzuschranken sein, dass wir verlangen: E s  sol1 eine 
rationale Gleichung in x und y derart gefunden werden, dass die daraus zu 
erhaltendcn Entwicklungen mit gegehonen Reihenentwicklungen bis zu be- 
liebigen Gliedern übereinstimmen. 

Die Roihenentwicklungon 1) m6gen also abgebrochen werden nach 
den Gliedern mit den Coefficienten a,,, und zwar nach dem Glied mit dem 
letzten kritischen Exponenten (siehe 5 2 am Ende). Das Product der 
Gleichungen 1) giebt dann, wenn die bekannten Bezeichnungen für die sym- 
metrischen Functionen eingeführt werden: 

folgenden nach Potenzen von y geordneten Ausdruck: 

* S m i t h  in Proceed. Lond. math. society VI. 1876. Vergl. hierzu das Refernt 
von N ü t h e r  in d. Jahrb. d. Math. YIIL S. 433flg.  

** Bri l l ,  Ueber Singularitaten ebener Curven, Math. Ann. Bd. XVI. 1880, 
S. 356 flg. 

1 * 
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4 Ueber Singularitaten ebener algebraischer Curven. 
--___^__,,̂ M__ ____Y-p->. ^N---YMY-Y_^Y^__,.yUI - -  - - "-_" 

a, a. 

(yd - IJA-I (al Eq. $2 + . . . a,, Zwp. ~ 2 )  

Die Berechnung dieser Glieder erfordert in erster Linie die Berechnung 
der symmetrischen Functionen der Wiirxeln der binomischen Gleichung: 

wir wollen deshalb einige Beziehungen zwischen diesen symmetrischen 
Functionen vorausschicken. 

die Potenïsummen der Wurzeln obiger binomischen Gleichung, so geben 
die bekannten N e w  ton'schen Identitaten: 

si = O; s, - O;  SA-^== O; sA - A ;  

Sd+i' O; . . . S ~ A - I =  O; ~ e d - d  
etc. 

O Allgemein: JI: = sn = je n a d h m  n kein Vielfaches von d. 
ein 

Kun Iasst sich aber jede symmetrische Function der Wurzeln einer 
Gleichung ausdrücken als Function der Potenzsummen der Wurzeln. Nennt 

m m  die Summe der Indices eines Gliedes der in  den Potenzsummen aus- 
gedrückten symmetrischen Function sein ,,Gewichtl', BO existirt der Satz 
(vergl. F a à  d i  B r u n o ,  Binare Formen, deutsch von W a l t e r  8 1): Die 
symmetrische Function von der Form ZwT w4.. . w?, in  den Potenzsummen 
ausgedrückt, ist ,,isobarisühLL, d. h. alle Glieder haben das gleiche Ge- 
wicht, namlich r~, + a, +. . . a,. Es sol1 nun die symmetrische Function 
Z w F  w : ~ .  . w: der binomischen Gleichung w d  - 1 = O in den Potenz- 
summen ausgedrückt werden, wobei die Summe a, + (Y, + .. . O L ~  nicht 

1 durch d thcilbar sei. Die Indices der Grossen s irgend eines Gliedes des 
Ausdrucks in  den Potenzsummen setzen sich additiv aus Summanden 
der Summe al + a, + . . . a, derart zusammen, dass die Summe der 
Indices des Gliedes gleich a, + a, + . . . a,; da  diese Summe aber nicht 
durch d theilbar ist, so mu6s auch mindestens einer jener Indices nicht 
durch d theilbar sein. Weil aber s, = 0,  wenn ra nicht durch A theil- 
bar iet, so muss mindestens ein Factor eines jeden Gliedes des Ausdrucks 
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in den Potenzsummen gleich Null sein, und es ergiebt sich also der Satz: 
D i e  s y m m e t r i s c h e  F u n c t i o n  Bu;? WB.. . .  W: d e r  G l e i c h u n g  wd-1-0 
i s t  g l e i c h  N u l l ,  w e n n  d i e  S u m m e  a, + tr, +. . . U, n i c h t  d u r c h  d 

t h e i l b a r  i s t .  Betrachtet man nun den Ausdruck 2) und berücksichtigt 
man, dass dieso symmetrische Punction ein Factor des Coefficienten der  

a,+%+. 

Potenz x d ist, so folgt, dass der Coefficient einer jeden ge- 
brochenon Potenz von II: Null ist. Der Ausdruck 2), dor durch Mul- 
tiplication der A conjugirten Gleichungen eines cyklischen Systems erhalten 
wurde, ist also rational. 

Es  erübrigt nun blos noch, die Coefficienten der nicht verschwindenden 
Glieder des Ausdrucks 2) su bestimmen. Zu diesem Zweck benützen wir 
die W a r i n g ' s c h e  Formel ftir die symmetrischen Functionen einer beliebigen 
algebraischen Gleichung (vergl. S or  r e t, Hoharo Algebra, deutsch von 
W e r t h e i m ,  2. Aufl. S. 370 u. fig.). Es is t  zu bestimmen eine symmetrische 
Bunction von der Form ZwFw? ... wgi der hinomischen Gleichung wd-1 =O, 
mo U, + U, + . . . ui O (mod d). 

Man vertheile die i Indices a,, a,, . . . a, auf alle moglichen Arten in  
Gruppen von beliebig vielen Zahlensunimanden derart, dass fü r  jede An- 
ordnung dieser Indices jeder Index nur einmal vorkommt und dsss die 
Sunime der Indices einer jeden Gruppe durch d theilbar ist. Bei irgend 
einer Anordnung seien die Anzahlen der Summanden, die aus jo 1,2,3,. . . i 
Indices sich zusammensetzen, beziehungsweise I l ,  A,, L,, . . . Li. Die Saminen 
der Zahlenwerthe der Indices, der hei dieser Anordnung wirklich auf- 
tretenden p Gruppen seien &, &, . . . &, wo also p - A, + L2 + . a . Ai ist. 
Daun entspricht diese Anordnung dom Gliede: 

Wegen spI = ,9,g2 - . . . - spp - A, 

weil ja jede der Grossen ,R durch d theilbar ist ,  wird obiges Glied: 

1st die Vertheilung der Indices in  1, Gruppen z u  je einem Index, 
;1, Gruppen zu je zwei Indices etc. durch Permutation der Indices auf 
A Arten moglich, so entspricht jeder Art  ein Glied von angegebener 
Form. Berücksichtigt man endlich alle moglichen Gruppenvertheilungen, 
so erhalt man die Rpecialiairung der W a r i n g ' a c h e n  Formel fü r  die hino- 
mische Gleichnng w d  - 1 = O in folgender Form: 

3) zw; ,w~m.mw~i=z(-l)i-&-h-...-~i~ rk r& . rli A ' L + L + . . . l .  
I .  (2) (3) ' (il 

Diese Formel gilt fur den Fall,  dass die Exponenten a,, <r2. . . cri alle 
ungleich Sind. Sind aber p, Exponenten je gleich ru,, ~ c ,  Exponenten je 
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gleich cy2 etc., so hat  man die angegebene Rechnung durchzuführen, wie 
wenn die Exponenten ungleich wXren, und die rechte Seite obiger Formel 
noch mit  

q4+l).GP,+l). - *  

zu dividiren. 
F ü r  den speciellen Fall,  dass die Indices a,, a, . . . ai so beschaffen 

siud, dass blos ihre Summe durch d theilbar ist ,  und keine Vertheilung 
dieser Summe in Einzelsummen derart, dsss jede Einzelsumme durch A 

thcilbnr ist, moglich ist, vereinfacht sich obige Formel wesentlich; denn 
es is t  dann blos eine Gruppenvertheilung moglich, n ~ m l i c h  die, dass sich 

dia Indices i n  eine Summe von i-Summanden anordnen lassen, so dass also 

Sind wiederum pl Indices gleich n,, p, Indices gloich a, etc., so or- 

Nach don hier aufgestellten Formeln für  die symmetrischen Func- 
tionen is t  es nun moglich, slimmtliche Glieder der Gleichung 2) zu be- 
rechncn. Man wird sich bei der Aufstellung diesor Gleichung von vorn- 

L 

herein auf die nicht verschwindenden Glieder beschrhken ,  bildet also 
s ~ m m t l i c h e  Gruppen der Zahlcr der Exponenten der Reihenentwicklung, 
deren Summen durch d theilbar sind, wobei zu einer Gruppe hochstens 
d E x p o n d e n  verwondet werden dürfen, joder Exponent aber beliebig oft 
wiederholt werden darf. 1st z. B. die Summe der Zkihler cr, + cr, +. . . n, 
von m Exponentcn durch d theilbar, so heisst ein Gliod des Productes: 

Das Aufsuchen der Gruppen von Exponenten, bei welchem die Summe 
der Zabler durch d theilbar ist, wird endlich noch wesentlich erleichtert, 
wenn stat t  der Zahler der Exponenten die Hoduln dcirselben nach der 
Zahl d genommen werden, und für diese letzteren diejenigen Gruppen ge- 
bildet werden, welche durch d theilbar sind, weil dann die numerischen 
Rechnnngen mit kleineren Zahlen ausgeführt werden konnen. 

B e i  s p i e l :  Die Reihenentwicklung 

sol1 in rationalo Form iibergeführt worden. Dss cyklische System der 
sechs conjugirten Gleiehungen heisst: 
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Von Dr. W. K ~ S T L I N .  7 
_ r _ _ _ _ _ _ _ _ _ X - ~ ~ ~ ~  II--.-- - ---- 
wo n = 1, 2 .  . .6. Die Moduln von 8  und 11 nach der Zahl 6 sind 
2 und 5. Es sind die Combinationen der Zahlen 2 und 5, die durch 6 
theilbar sind, folgende: 

3 .2 ;  6 . 2 ;  6 . 5 ;  1 . 2 + 2 . . 7 ;  2 . 2 + 4 . 5 ;  4 . 2 t 2 . 5 .  

Die entsprechenden Combinationen der Zahlen 8  und 11 heissen dann 

3 . 8 ;  6 . 8 ;  6.11; 1 . 8 + 2 . 1 1 ;  2 . 8 + 4 . 1 1 ;  4 . 8 + 2 . 1 1 ,  

und die ra,tionale Form ha t  folgende Glieder: 
3 . 8  8+2.11 
- 

yG $. (- 1)3 a"3z "w18 w 2 8 ~ ~ J 8  + (- 1)3 a bz  ya z i; zw18 w211 w311 

6 . 8  6 . 1 1  

+ (- 1 ) b 6 x  2?d18. .  . wo8 + (- 1 ) ~ l P x ~ - ~ ~ ~ 1 ~ .  . . W611 

Nach Formel 4) erhalt man: 

Ebenso 
X ~ ~ ~ w ~ ~ ~ u ~ ~ ~ ~  = 6; 2wl1l.  . . w611 - - 1. 

Zur Berechnung von 2w18 wg8 w311. . . wG1' hat  man zuerst zn bestimmen, 
auf wieviel Arten die Exponenten in Gruppen angeordnet werden konnen, 
deren Summen durch 6 theilbar sind. Es  sind die Exponenten so zu be- 
handeln, wie wenn sie verschieden waren, und sie sollen deshalb durch 
Indices unterschieden werden. Die Summe 8, + 8, + 11, + 11, + 1 l9 $11, 
l a d  sich dann in folgende Sumrne spalten, die je wieder durch 6 theil- 
bar sind: 

Anzahl der Permutationen A = 1. 

Anzahl der Permutationen A - 6; denn es existiren noch folgende Zu- 
sammenstellungen: 

8, + 11, + 11, und 82 + 11, $ 11, 

8, + 11, + 11, und 8, + 11, + 11, 
und noch drei weitere durch Vertauschung von 8, und 8,. 
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8 Ueber Singularitaten ebener algobraischer Curven. 

Die Formel 3) giebt also, wenn noch beriicksichtigt wird, dass der 
Exponent 8 zweirnal, der Exponent 11 vierrnal vorkommt: 

Etwas e i n f a c h e r  lasst sich diese Function auch noch a u f  f o l g e n d e  
W e i s e  b e r e c h n e n :  

z ~ ~ , ~ w ~ ~ ~ ~ ~ ~ .  . . wsll= (wl.. . W ~ ) ~ . E W , ~ .  . . wd3 = 2h13.. . w4!3 = 3. 

I n  analoger Weise erhtilt man.  

~ U ; , ~ . . . U . ' ~ ~ = ~ ;  

Die rationale Form der Reihenentwicklung wird demnach: 

I /G -  2a3y3Z4- 6ab2y"2"+aGz8- b"2"+ 3a2b41;'0- 3a4b2x9= 0. 

Eigenschaften der  einer  Reihenentwicklung entsprechenden 
rat ionalen Form. 

Die Reihenentwicklung 
a, a2 

y - a , % 2  + a z z i + . . .  

sei nach der vorhin angegebenen Methode in rationale Form tibergefii'nrt, 
und es sollen nunmehr solche Eigenschaften der letzteren gesucht werden, 
die aus den Beziehungen der Gr6ssen A ,  a,, a,. . . zu einander abgelesen 
werden konnen. 

E s  werde vorerst angenommen, ir, und d haben den gemeinschaftlichen 
Factor A,; dagegen sollen a, und d keinen gerneinschaftlichen Factor 
haben. Setzt man daher: 

OLl ----- AlPl - P l ,  

A L I , ~ '  LI' 

so ist nach der früheren Annahrne Pl >A'  odeï Pl - A' = 1, ferner 
Pldl < a2 < u, . . . , und die A conjugirten Gleichungen des cyklischen 

Systems, die mit einander zu multipliciren sind, um den rationalen Aus- 
-druck au erhalten, Sind dargestellt durch: 

wo va - 1, 2, . . . A  und wo wl, w 2 ,  .. . W A  die Wurzeln der Gleichung 
wd- 1 = O sind. Die Glieder dos Products, dio blos j e  von dcn zwei 
ersten Gliedern der Gleichungen 5 )  herrühren, lassen sich zu einer Altan 
Potonz zusammenfasson; denn w i r  k t i n n e n  z e i g c n ,  d a s s  v o n  d e n  
d F a c t o r e n  d i e s e s  P r o d u c t s :  
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Von Dr. W. KOSTLIN. 9 
- - - - -  , - * " " - A  -?--" -,.- 

s i n d .  1st w eine primitive Wurzel der Gleichurig 
zr:d - 1 = O, so lassen sich die Wurzeln w,, u:, . . . w d  darstellen durch: 

6 0  folgt, dass die Reihen von Potenzen, welche obigen A, Reiben von 
Exponenten entsprechen, einander gleich sind und folgendermassen lauten: 

A, w4Pi ,1r, . . . wd'p, di 

und dass in dem Product 6) je dl Factoren einander gleich sind. Dieses 
Product wird d a m :  

Da w eine primitive Wurzel der Gleichung w d  - 1 - O, so ist  wdh 
eine primitive Wurzel der Gleichung wd'- 1 - O, weil A - d'dl, und es 
sind also Wl. A,, &. 3 1 ,  . . . Wd'dL 

die Wurzeln der Gleichung xd' - 1 = O. Bezeichnet man diese mit 

V l  , V2, . ' . V A ' ,  

sa nimmt obiges Product die Form an: 

und der in  der Klammer ( . . . } stehende Ausdruck iut der der Reihen- 
entwicklung PI 

y-a,xJ'-O 

entsprechende rationale Ausdruck, also 
yd' - .PI ; 

das7Product 6) wird demnach (yd' - a?' und da,, Product der con- 

jugirten Gleichungen 5) muss also die Form haben: 
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10 Deber Singularitliten ebener algebraischer Curven. 
- -- - - - , - 

7') (y3 - a , ~ P i ) ~ l +  +@Y) - O, 

wo jedes Glied von q(xy) wesentlich abhangig ist von den Gliedern mit 

a2 den Exponenten -, -, ..  - Der Grad der Fnnction +(xy) in  y kann niclit 
d d  

bis zu d ansteigen; denn die rationale Form der Reihenentwicklung ent- 
hal t  blos ein Glled mit die anderen sind von niederem Grad in y ;  
der Grad von q(xy) in x ist davon abhiingig, wieviel Glieder der 
Reihenentwicklung bsim Rationalrnachen berücksichtigt wurden. H a t  das 

ff n letztc Glied der Reihcnentwicklung den Exponenton - 8  so ist der Grad 
d 

von +(%y) in  x gleich a,; denn die h6chste Potenz in s wird erhalten, 
wenn in den Gloichungen 5) jo die letzten Glieder mit oinandcr mnltiplicirt 
werden. Endlich t r i t t  in  +(xy) eine Potenz von x als Factor heraus, da 
es blos das einzige 

E s  werde nun 

Zaiiler und Nenner 

Glied yd geben kann, welches kein x enthlilt. 

angenommen, dass auch bei den Exponenten 

alle den gemeinschaftlichen Factor A, haben, und in 
der einfachsten Porm sollon diese Exponenten sein: 

Bus dem Product der d conjugirten Gleichungen 5) scheiden wir 
@ 

wic vorhin oincn Theil ab, indom wir mit dem Glied a,xd' abbrechen 
und folgendes Product betrachten: 

wobei wir a, = b,, a, = b,, . . . am - b, setzen. 

Nach dem Vorgang vou friiher liisst sich nun leicht einaehen, dass 
jede der Reihen 

4, w;' di. . . *'ijdl 

w&" -II,, W2 dl . .  . wpddz 

. . . , . . . .  
$rn AI ,  w{m A,. . . di 

in dl gleiche Reihen getheilt werden kann,  und wir folgern daraus, dass 
in dem obigen Product je d, E'actoren einander gleich sind. Dieves 
Product ha t  dann die Form: 
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wo v , ,  v, . . . die Wurzeln der Gleichung vd '  - 1 = O sind. Der Aus- 
druck in der Klammer { . . . ) ist  die rationale Form. der abgobrochenen Reihe: 

Pt - Pm 

7 a) y - b, % A ' - .  . . - b,, $ A ' -  0. 

Obige ganze rationale Function werde bezeichnet mit 

lld + fl(%Y), 

wo der Grad von f , ( xy )  i n  Beoug auf y kleiner sein muss als A', in  Be- 
zug aiif z gleich & is t ,  und wo bei der Function fl(xy) eine Potenz 
von x als Factor heraustritt. Die rationale Form der ganzen Reihen- 
entwicklung ist also : 

8) [Y"+ fi(x2/)IJ~+ % ( x Y )  = O, 

wo über q,(zy) Analoges zu sagen is t  wie über +($y). Die Function 
yd' + fi (x y) liefort umgekehrt die abbrechende Reihenontwicklung 7 a). 

B Rei den auf den Exponenten -" folgenden Exponenten 
A' 

sollen je Zahler und Nenner den gemeinschaftlichen Factor d, haben, 
wo A, Factor van n,. Wir setzen 

und bezeichnen die Coefficienten der Potenzen mit diesen Exponenten mit 
c l ,  c, . . . c,, so daso die Reihenentwicklung von der Form ist: 

Dtb nun bei siirnmtlichen Exponenten bis -- einschliesslich je Zahler 
d' d" 

und Nenner den Factor d2 gemeinschaftlich haben, so kann aus der 
rationalen Form der Roihenentwicklung 9) eine d,to Potonz abgeschieden 
werden, deren Grundzahl die rationale Form der Reihenentwicklnng 9) 
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12 Ueber Singularit8ten ebener algebraischer Curven. 
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einschliesslich ist;  diese Form bis m m  Glied mit dem Exponenten -- 
A'A" 

ist aber nach Vorhergehendem 

[yd'+ fi (xy)Id"+ fi (xY), 

R O  der Grad von fi2(xy) in y niedriger ist als d'd", der Grad in z 

gleich y, ist. Bricht man also die Reihe 9) bei irgend einem Gliede mit 
LY 

dem Exponenten 2 ab,  so lautet  die rationale Form der Reihenentwicklung: 
d 

wo rp,(xy) vom Grad cu, in r. 

Fahrt  man in dieser Weise fort, so gelangt man zu folgender Ver- 
allgemeinerung: Eine Reihenentwicklung sei von der Form: 

Nach der Bezeichnung von S m i t h  (a. a. O.) nennen wir k r i t i s c h e  

E x p  o n e n t  e n diejenigen Exponenten, bei welchen xum ersten Mal irn 
Nenner ein neuer Factor auftritt ,  so dass also in obiger Reihe 

die kritischen Exponenten sind. Bricht man die Reihe 10) bei irgend 
& 

einem Glied m t x d  a b ,  s o  l i e f e r t  d i e  X u l t i p l i c a t i o n  d e r  d c o n -  
j u g i r t e n  G l e i c h u n g e n ,  w e l c h e  a u s  d e r  a u f  N u l 1  g e b r a c h t e n  G l e i c h -  
u n g  10) e r h a l t e n  w e r d e n ,  f o l g e n d e  r a t i o n a l e  g a n z c  F u n c t i o n  
i n  x u n d  y: 

11) ( ([yd' + J; (xy)Id' + fi ( x Y ) ) ~ " '  + . . . fr- i  (XY) } + fr (z y) - 0. 

Dio Functionen f, (xy), fi (xy), . . . f,(xy) haben s~mmtl ich  ganze 
Potenzen Ton x als Factoren, sie sind in x resp. von den Graden P,,, 
y,, . . . p t ;  ihre Grade in y sind niedriger als retip. dl, d'du1.. . (A'A". . . A r ) ) .  

Die Klammerausdrücke sind so beschaffen, dass sie je für  y abbrechende 
Reihenontwicklungen geben, welche aus 10) erhalten werden, wenn dieso 
Reihen je vor den Gliedern mit den kritischen Exponenten abgebrochen 

werden. 
B e i s p i e l .  Die früher (5  1) entwickelte rationale Form der Reihen- 

entwicklung 3. - 11 

y = a z 3 +  b z 6  

ISsst sich in folgender Weise schreiben: 

a"4)2- 6 a b 2 y 3 x <  33462z9+ 3aZb41ç'O- bGXl1=. 0. 
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0 3. 
Zur Cramer'schen Methode d e r  Reihenentwicklnng algebraiecher  

Functionen e iner  Variabeln. 

Zum Zwecke der niiheren Untersuchung der Eigenschaften der Func- 

tioncn f,(x y), &($y) . . . des Ausdruckes 11) wollen wir nunmehr um- 
gekehrt diesen rationalen Ausdruck wieder in  Potenzreihen nach gebrochenen 
Potenzen von x entwickeln. Hierzu wenden wi r  eine Methode an, welche 
im Wesentlichen von C r a m e r  herrührt.* Diese Methode beruht auf 
einor fortgesetxten Anwondung des N e w t o n ' s c h e n  P a r a l l e l o g r a m m s .  
Dabei werden die s8mrntlichen Parallelogramme, die zur gliedweisen Be- 
rochnung der Roihe in x nothwendig sind, mit ihren Achsan auf einandor 
gelegt. Es  m6gen die Glieder der gegebenen rationalen Gleichung f(xy) = O 
in das Newton ' sche  Parallelogramm eingetragen werden, d. h. irgend ein 
Glied Mxm yn wird graphisch dargestellt in  einem Coordinatensystem X Y 
durch einen Punkt  mit den Coordinaten m und n; dann werden die dem 
Ursprung zunachst gelegenen Punkte derart durch gerade Linien verbunden, 
dass srimmtliche Piinkte des Paiallelogramms auf der Seite einer jeden 
Geraden liegen, auf welcher der Ursprung nicht liegt. Wir  bezeichnen in 
Folgendem eine solche Gerade als G e r a d e  n i e d e r s t e r  D i m e n s i o n ;  
siimmtliche Gerade dieser Art bilden einen gebrochenen Zug. Die Glieder 
von f(xy), die anf einer Geraden dieses Zugs liegen, liefern die An- 
fangsglieder von einem oder mehreren cyklischen Systemen von Reihen- 
entwicklungen.** 

Sei A B  eine Gerade niederster Dimension (Fig. 1), und geben die 
Glieder dieser Geraden, h r e n  Aggregat gloich Nul1 gesetzt wurde, das 
Snfangsglied der  Entwicklung 

y = axn, 

wo m ganz oder gebrochen, so wird der Neigungswinkel or von AB gegen 
die X-Achse ausgedrückt durch: 

1 
t g . - - -  

n 

Um das nlichste Glied der Entwicklung zu erhalten, setze man 

in f(xy) = 0 ein und erhalt eine Function in u und x, deren Giieder 
wieder in ein N ewton'sches Parallelogramm eingetragen werden, dessen 
X-Achse mit  der X-Achse und dessen 77-Achse mit der  Y-Achse des 
vorigen ParaUelogramms zusammenfallen. Irgend ein Glied M x ' ~  von 

* C r a m e r ,  Introduction à l'analyse des lignes courbes. 1750. 
** Vergl. P u i s e u x  a. a. O. 
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14 Ueber SingnlaritBten ebener algebraischer Curven. 
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f (s y), das dem Punkte Pl dos Parallclogramms entspricht, transformirt 
sich in die Glieder: 

Mxr(u  + I I . X ~ ) ~ =  Mxru8+ Ma. ( ; )xr+n .21"-L+ .  . . M ~ ' x ~ + J ~ .  

Diese Glieder liegen auf den Scbnittpunkten der Parallelen P , D  zu 
A B  mit den Parallelen zur X-Achse i n  den Abstanden s, s - 1,. . . 1 , O .  
Die Coefficienten k6nnen leicht bestimmt werden. Transformirt man derart 
insbesondere die Glioder anf der Geraden niederster Dimension A B ,  so 
ha t  C r a m e r  gezeigt, dass, wenn diese Glieder niederster Dimension y -  a.zn 
als p-fachen Factor haben, die transformirten Glieder auf die Schnitt- 
punkte fallen von A B  mit den Parallelen zur Achse im Abstand pl  p + 1, .. ., 
bis xur Parallelen, die durch A geht. 

Wir  betrachten zunachst den Fall, dass die Glieder von AB y - axn 
als einfachen Factor enthalten. Dann entspricht das transformirte Glied 
mit dar niedersten Potenz von u dem Punkte C, dem Schnittpunkt der 
Parallelen im Abstand 1 zur X- Achse mit AB. Sind nun BI, 3, E, F. . . 
die Schnittpunkte der X-Achse mit den Parallelen zu AB durch die 
sammtlichen Punkte des ersten N e  wton'schen Pnrallologramms, so  setzt 
sich nach C r a m e r  die Keihenentwioklung fort nach Potenzen von xh, 
wo h das grosste gemeinschaftliche Vielfache der Maasszahlen der Strecken 
BI D l  BI E, BI F . .  . ist;  die Zahl h ha t  den gleichen Nenner wie n, oder 
aie ha t  blos Factoren desselben als Nenner. 

Dasselbe Hesultat ergiebt eine andere von N e w t o n  angegebene und 
von M a c  L a u r i n  weiter ausgeführte Methode der Reihenentwicklung." 
Die auf algebraischem R e g e  mit Hilfe der D e s  o a r  t e s'schen Coefficienten- 
vergleichung abgeleitete Regel lautet dort folgendermassen: Sei A x q a s  
Glied mit dem nioderston Expononten in x allein, die ührigen Glieder 

2 - e  
seien von der Form Bykxe,  so suche man denjenigen Werth n. = --7 

k 
melcher des grosste ist. Uas Eintragen der Glieder i n  das NewtonJsche  

1 
Parallelogramm zeigt, da - - tgn, dass die Verbindungslinie der den Gliedern 

1î 

y k ~  und x' entsprechenden Punkte eine Seite des Zugs niederster Dimension 
ist, wenn n. seinen grossten, d. h. n seinen kleinsten Wer th  erreicht. Nun bildet 
M a c  L a u r i n ,  wenn die Glieder der Function Ax', B yhze, CySxm, Dykxf.. . 
sind, die Differenzen der Grossen e + n hl m + n s ,  f + n k . .  . und findet r 
als das grosste gemeinschaftliche Vielfache dieser Differenzen. Die Keihe 
h a t  danu die Form: 

y a%"+ b z n - r +  c x n $ 2 7 $ . . .  

Bedenkt man,  dass die Grossen e + nh, m + T A S ,  f + n k  . . . nichts 
Anderes sind al8 die Entfernungen des Ursprungs von den Schnittpunkten 

* Mac L a u r i n ,  A treatise on Algebra, Ch. X. 
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der X-Achse mit den Parallelen zur Geraden niederster Dimension durch 
die Punkte dos ersten Parallelogramms, so leuühtet die Uebereinstimmung 
der Cramer 'schen Regel mit der M a c  L a u r i n ' s  unmittelbar ein. 

Es  erübrigt noch, die von P u i s e u x  angegebcne Regcl aus der eben 
dargelegten Wethode von C r a m e r  abzuleiten. Es  sei das Anfangsglied 

d 

der Entwicklung a z n  = axd,  wo 8 und A ganze Zahlen sind, und sei 
irgend ein Glied auf der Geraden niederster Dimension A B  (l?ig. 1) von 
der Form xpyq, so ist ,  wenn Bl der Schnitt von A B  mit der X-Achse: 

S 
OB,=p+ - q . . .  

Die Parallele mit A B  durch den irgend einem anderen Glied xryJ ent- 
sprechenden Punkt  Pl schneide die X-Achse in Dl so ist 

B 
woraus O D - OB, - r - p + ( s  - q )  . - -  Sammtliche Differenzon dioser 

1 d 
Form haben jedenfalls - als gemeinschaftliches Vielfaches; es setzt eich 

d 1 
- 

also die Reihe fort nach Potenzen von xd,  wie P u i s e u x  angiebt. M6g- 
licherweise aber steigt die Entwicklung an nach Potenzen, deren Exponenten 

1 
Vielfache von - sind (niimlich das grosste gemeinschaftliche Vielfache oben n 
beoagter Differenzen), was nur nach dor Cramer 'schon Regel erhalten 
werden kann. & 

1st das Anfangsglied einer Entwicklung y = blzd', und liefern die 
Glieder niederster Dimension auf AB (Fig. 1) da~se lbe  als dl-fachen Factor, 
BO gehen diese Glieder bei der Transformation 

fi 
y - zc, + b,xd' 

iiber in Glieder in  x und u,, die so beschaffen sind, dass das Glied mit 
der niedersten Potenz i n  zc, auf Punkt  A' der Geraden A B  kornmt, wobei 
dl Ordinate von A' ist. Die Gerade niederster Dimension in u und x 
geht jedenfalls von A' aus; enthalten die Glieder dieeer Geraden keinen 
mohrfachen Factor, und ist das grosste gemcinschaftliche Vielfache der 

Strecken B I B ,  B,E,  B,F von der Form -'- wo E und A' ganze Zahlen, 
A" 

sa kann man unschwer analog den Entersuchungen C r a m e r ' s  finden, dass 
z - 

die Reihenentwicklung fortschreitet nach Potenzen von x d ' d ~ .  Auch . 
diesem Falle findet Uebereinstimmung stat t  mit der Methode M a c  L a u r i n ' s .  

Der allgemeine Fai i  jedoch, zu dem wir jetzt ilbergehen, lasst sich 
nach der Methode von M a c  L a u r i n  nicht behandeln. 
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16 Ueber Singularittiten ebener algebraischer Curven. 

E s  m6gen auch die Glieder niederster Dimension i n  zc, und  x einen 
A,-fachen Factor haben. Diese Glieder müssen von der Form sein: 

wo Y eine Potenz in x, multiplioirt mit einer Constanten, bedeutet. Die 
entsprechende Gerade muss von A' ausgehen; sie sei A'& (Fig. 2). Das 

P? -- 

zweite Glied der Reihenentwicklung heisst dann b 2 x d ' .  Man setzt d a m  
weiter FZ 

u, - u,+ b , 2 3 '  

und bestimmt wiederum die Gerade niederster Dimension, BO geht diese 
wioder von A' aufi nach einem Punkte BS, wenn die Glieder sich noch- 
mals zu einer A?" Potenz zusammenfassen lassen, etc. Solange die Glieder 
niederster Dimension A,to Potonzen sind, haben die Potenzexponenten der 
Reihenentwicklung den Nenner A' und die Geraden niederster Dimension 
gehen von A' aus. 

Lassen sich bei den auf einander folgenden Transformationen die 
Glieder nicderster Dimension m m  erston Mal nicht mehr -su einer d,ten 

Potenz, sondern nur zu einer d,ten Potenz zusammenfassen, wo d, - A". do, 

so mtissen diese Glieder von der Form sein: 

. . - 
sie liegen auf der Geraden A' Cl und geben das Glied c,x3'"" der Reihen- 

entwicklung, wo also - kritischer Exponent ist. Gebon bei einer Anzahl 
d'd" 

der folgenden Transformationen die Glieder niederster Dimension wiedernm 
d? Potenzen, BO sind die entsprechenden Geraden A" C,, A'' C, . . . , wo- 

bei 8" auf A' Cl l iegt und die Ordinate d, hat; die entsprechenden 
Glieder der Reihenentwicklung h a h n  d'd" nls Nonner der Potenzexponenten. 

4 Der nachste kritische Exponent d'd'rd"' entspreche der Geraden A"Dl, 

so entsprechen die diesem Exponenten folgenden nicht kritischen Exponenten 
Geradon von A"' aus, wo A"' auf A"Dl liegt und die Ordinate d, hat, 
wobei A=dld"d"' .  d3 etc. Die Gerade, die dem letzten kritischen Ex- 

P l  ponenten ---- entspricht, sei A('-') Ml,  wobei die Ordinate von 
A'A".  . . A(') 

A['-') gleich A ( ~ )  = Die Glieder niederster Dimension lassen sich 
nun zu keiner Potenz mchr zusammonfassen; sie sind von der Form: 

Zieht man durch sammtliche Punkte, die der transformirten Function 
in ,z, und x entsprechen, Parallelen zu Atr-') Ml ,  und ist das grosste ge- 
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meinschaftliche Vielfache dor Entfernungen des Pnnktos MI von den Schnitt- 
punkten dieser Parallelen mit der X-Achse gleich h, so geht die Reihen- 
entwicklang von jetzt ab weiter naeh Potenzen von 9; h ist entweder 

1 
odei ein Vielfaches dieser Grosse. Bei den jetzt folgenden 

.4'dr1. . . A(') 

Transformationen, die ntithig sind, um die Glieder hinter dem letzten 
kritischen Exponenten zu berechnen, gehen die Geraden niederster Dimen- 
sion alle von A(') aus, wobei A(') die Ordinate 1 ha t  und auf A('-') Ml liegt. 

Ha t  man eine Function von der Form 11) in  eine Reihe zu ent- 
mickeln, die e i n  cyklisches System von der Form 10) liefert, so liegeu 
die Endpunkte A und B der Geraden niederster Dimension der Function 
in x und y auf den beiden Achsen, und zwar ist O A c d =  d'd" ... A('). 

Da nun die Richtung irgend einer Geraden niederster Dimension dadurch 
bestimmt ist, dass die trigonometrisçhe Tangente des Neigungswinkels gegen 
die X-Achse gleich dem reciproken Werth des Exponenten der Potenz i n  x 
ist, die sich aus dieser Geraden ergiebt, so ist dio Lage s$mmtlicher Ge- 
raden niederster Dimension durch die P ~ t e n z e x ~ o n e n t e n  bestimmt. Beachtet 
man zugleich, dass die Geraden, welche kritische Exponenten ergeben, die 
letzten sind, die von den Punkten A', Ar ' .  . . ausgehen, so folgt, 
d a s s  d i e s e  G e r a d e n  d u r c h  d i e  k r i t i s c h e n  E x p o n o n t e n  a l l e i n  b e -  
s t i m m t  s i n d .  

Insbosondere ergiebt sich für die Coordinaten 6 ,  q von A('): 

und 

wobei dp definirt ist  durch die Gleichung: 

Die Zahl & steht in Beziehung zu der Zahl, die S m i t h  (a.x O.) don 
Discriminantenindex nennt. Es ist namlich: 

da 8 rn it h nach unserer Bezeichnungsweise setzt: 

Zeitschrift f. Matùematik ii Ehgaik 41. Jahrg. 1896. 1. Reft. > 
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18 Ueber Singnlaritkten ebener algebraischer Curven. 

0 4. 
Die allgemeine rat ionale  Form eines superl inearen Zweiges 

mit gegebenen kritischen Exponenten. 

Wir gehen aus von dem superlinearen Zweig, der durch die Reihen- 
entwicklung 10) definirt ist;  durch Rationalmachen dieser R~ihenontwicklung 
e rh i l t  man den Ausdruck 11). Bezeichnet man irgend einen Klammer- 
ausdruck von 11) mit 

15) [ 4 - l ( a ~ ) l d ' ~ ' +  fq ( ~ 9 1 ,  
der selbst wieder von der Form 11) ist,  so hat dieser Ausdruck die 
Eigenschaft, eine abbrechende Reihenentwicklung zu ergeben, welche man 

X n  -- 

orhiilt, wenn man die Reihenentwicklung 10) mit dem Glied k , zAtd l ' . .  . 
dem letzten Glied vor dem Glied mit dem kritischen Exponenten mit 
Nenner d'd". . . '1, abbricht. Kirnmt man die Reihenontwicklung 
dieser Funclion 15) nach der im vorigen Paragraphen entwickelten Methode 
wirklich vor, so moge sich &-')El als Gerade niederster Dimension 

ergeben, welche dem letzten kritischen Exponenten - X1 - entspricht. 
d'drf. . . d ( q )  

Auf dieser Geraden liegen blos zwei Glieder, niimliçh eins auf A(q-') und 
e h s  auf El. Denkt man sich d = d'df'. . . d(q) gesetzt, so liefert eine 
analoge Rechnung, wie die am Schluss des 5 3,  für die Coordinaten 
von A(¶-1) folgende Grossen : 

oder 
+ AM. ( A g - 1 )  - 1) . 

&-l) 
und A) ... 

Q 
- - - 

d'A". . . A(¶-1) 
und ~ ( g ) .  

Die Abscisse von E, id: 

Nun ergiebt aber [ F , ( X ~ ) ] ~ ( Q )  die Reihenentwicklung 10) bis zum 

Glied mit Exponenten XI excl. und zwar &)mal; die letzten 
4 ' ~ " .  . . A(,?-1) 

Exponenten dieser Entwicklung LI Lz 7 ergeben 
A'A". . . ~ ( n - 1 )  '  LI'^^^. . . 

sich sus Geraden niederster Dimension, die von A(¶-') a u ~ g e h e n ,  wobei 
die Glieder immer zu d(dten Potenzen sich zusammenfassen lassen müssen 
und also von dor Form sind: 
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Das Glied in x allein ha t  den Potenzexponenten 

und kein Glied solcher Ar t ,  was auch I, sein mag, kann auf den Punkt  El 

fallen, dessen entsprechendes Glied den kritischen Exponenten x, 
d'd". . . d ( q )  

ergiebt. Denn der diesem letzteren Glied zugehtlrige Potenzexponent ist  

16) Q *1 
,gl,jl~. . . d[n-1) + A I ~ I I .  . . d(n-1)' 

und es müsste also x1 = L ~ .  d ( 9 )  min, was uninoglich is t ,  da x, den 
Factor d(q) nicht enthalten kann. 

Wir folgcrn daraus, dass das Glied auf .?Tl, eine Potcnz in x mit 

dem Exponenten Kl 
d1,4". . . A('?-') 9 blos herrührt von der Function fq(x?/), 

und zwar ist  es die kleiriste Poteru in z, die sich aus fq(xy) ergiebt, 
wenn y ersetzt wird durch die Rcihe IO) ,  welche nian vor dem Glied mit 

'' abgebrochen hat. Ferner schliessen dem kritischen Exponenten ---- 
A I  dl1. . . ~ ( S I  

wir daraus, dass man aus der Function 15) den kritischen Exponenten 

X1 auch erhalt, wenn man stat t  F, el ($9) eine Function 0,-1 ( ~ y )  
dld I f . . .  A(S) 

wiihlt, deren Reihenentwicklung mit der Reihenentwicklung von Fq- l (xy)  
blos in den Gliedern mit den kritischen Exponenten identisch ist,  sonst 
aber ganz beliebig ist. Denn das transformirto Glicd, das bei der Reihcn- 
entwicklung auf den Punkt  A(Q-II î i l l t ,  ergiebt sich mit Exponenten und 
Coefficient aus den Gliedern der Geraden niederster Dimension, welche 
kritische Exponenten ergeben. E s  ist also noch die Form der Function 
f,(zy) zu bestimmen, so dass der Ausdruck 15) als letzten kritischen 

Exponentm X1 ergiebt, sonst aber sich beliebig nach Potenzen 
A'A". . . d ( q )  

1 
---p.- 

von sd'd". . . A fortsetzt. 

Wir betrachten die erste Function von der Form 15): 

welche als kritischen Enpanenten 8' eigebon und sich beliebig nach Potenzen 
1 A' 

von z z  fortsetzen 6011. E s  muss dann cp,(xy) als niederste Potenz in a 
das Glied z81 enthalten; dio Gorade niederster Dimension A B ,  (Fig. 3) ent- 
hait also die zwei Glieder mit yd '  und dl, wo OA -A ' ;  OB,  = pl. Aile 

anderon Glieder, dio von der Form xPyq sind (jedes mit beliebigem Coeffi- 
cienten), liegen auf der dem U r s ~ r u n g  abgewendcten Seite der Geraden 

2 * 
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20 Ueber Singularitllten ebener algebraischer Curven. 
----A-- - -,<. - -- -- 

niederster Dimension A U , ,  so dass ïiir p und g die Bedingungsgleichung 
existirt: 

18) 
Pl 

P + 27 4 > BI-  

Die Rcihenentwicklung von 16) hat  die Borm: 

wo ?il ,  Ii,! li, . . . Functionen sind der beliebigeri Coefficienten in g> (x y). 
Sol1 nun aber  die Reihenentwicklung einer Filnction die Anfangs- 

glieder mit der Reihe 19) gemeinschaftlich haben, aber einen zweiten 

kritischen Exponenten --''ri besitzen, also folgende Form haben: 
d'd 

f !  P* hl -nt -1  YI * 
20) y  = b1xdr+ 02x d' +... b,z A' + c , z d ' + c 2 x d ' d 1 ' + . . . ,  

W O B l + m - l < Y l < ,  B + m  - 
A' d'd" A' ' 

so muss der ents~rechende rationale Ausdruck die Gestalt hahen: 

21) %(.Y) ' [Dl (xY) ld1 ' - t  9% ("Y), 
wobei q~,(sy) so beschaffen sein muss, dass, wenn man darin 

Pl - P I ! - m - 1  

22) y = 6 1 x ~ ' + - . . b n , x  A' 

setzt, die niederste Potenz in x  don Exponenten 

hat  (vergl. Formel 16); denn die Gerade niederster Dimension, die bei der 

Entwiüklung von ap ( x  y) den kritischen Exponenten Y- liefcrt, geht 
d'A" 

nach einem Punkt  der X-Achse, dessen Abscisse - - Disse Eigenscbaft 
'4" 

bestimmt rp2 ( x  Y). ES kann namlich rp, (X Y) alle Glieder en thd ten ,  jedes 
mit einem willkürlichen Coefficienten von der Form xpyq, wobei 

Glieder in x  allein mit den Exponentcn >. Es  sind aber noch eine Roihe 
d 

von anderen Gliedern denkbar, deren Coefficienten nicht mehr alle von 
einander unabhangig sind, die namlich bei jrgend einer der Transformationen, 

P A m m - 1  
welche man ausführen muss, um die Reihenentwicklung bis b,x A' 

rf 
zu bekommen, a h  niederstes Glied in x  ein solches mit, Exponenten '-' 2' 
ergaben. 
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Bezeichnet man mit 
@ ~ ~ ( x Y Y )  

denjenigen Theil von @ l ( x y ) ,  der die Reihenentwicklung bis zum Glied 
BI +*-1 

h,x A' bestirnmt, den man also erhzlt, werin man ~ ~ ( x y )  bis zu dem 

eben bezeicbneten Glied in eine Reihe entwickelt und diejenigen Glieder in x  
und y sammelt, die für  diese Reihenentwicklung in Betracht kommen, so 
liefert DI, ( X  y )  eine Reihenentwicklung : 

a o  im Allgemeinen nicht mit bTtl identisüh sein wird, niimlich 
dann nicht, wenn zur Bestimmung des Gliedes mit dem Coefficienten b,+l 
noch andore Glioder von al (x y) aussor don Gliodorn CD,, ( x y )  beitragon. 
1st AIBr die Gerade niederster Dimension, welche bei der Reihenentwick- 
lung von @ i r ( x y )  das Glied mit dom Coofficienten b, ergiebt, und trans- 
formirt man, um das nachste Glied der Reihenentwicklung zu bekommen, 

 YI+^+ -- 

\v O 
Ur-1=u,.$ b,x A' > 

,PI ? , + r - z  - 

u,-1 - y  - bl xd ' -  - . . - br-  1 x A' , 
so i s t  A1R,+1 die Gerade niederster Dimension und entspricht dom Ausdriick: 

Mrenn nun L:+l >< br+i, so bekommt man, da die Abscisse 

B, 

ein Glied mit x J  als niederste Potenz in  s, sofern man in @ l , ( ~ y )  
y durch die Reihenentwicklung 22) ersetzt. 1st aber 0,+1- 0:+1, so wird 
die niederste Potenz in x  von hoherem Grad. K a n  geht dann in der Ent -  
wicklung von C J ~ , ( X ~ )  so weit, bis ein Glied kommt, das mit der Ent- 
wicklung von m1(xy)  nicht übereinstirnmt, und bestimmt dann auf die 
eben angegebene Weise die niederste Potenz. Man scheide also von ~ ~ ( x y )  
die Glieder 

23) Dl1 ( x  Y )  . . al , (z Y) . . . al,, (x y) 
ab, welche bei der Reihenentwicklung von D1(xy)  nothwendig sind zur 
Bestimmung der Exponenten 

so ergeben obige Ausdrücke 23), sofern y durch die Reihenentwicklung 22) 
ersetzt wird, als Potenzexponenten der niedersten Potenzen i n  x  resp.: 
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oder 4, Br B, 
- ...- 
Al 1 7' A 

wobei vorausgesetzt wird, dass die Ausdrucke 23) alle verschieden sind. 
Sind aber mehrere einander gleich, so is t  fur die letzteren der Exponent 
zu nehmen, dcn obigo Formol f ü r  den letzton derselbon crgiebt. 

Die allgemeinste Form einer Function, die als niederste Potenz in x 

4 eine solche mit dem Exponenten - ergiebt, sofern man y durch die 
Reihe 22) ersetzt, is t  also 

A' 

24) Z const zPyq LOil (z y)lr1. [O1, (xy)Ir2. . . [%(x y)lrm, 

wobei die Summe über simmtliche Formen zu erstrecken is t ,  für welche 

(x y) muss mindestens e in  Glied des Ausdrucks 24) enthalten. 
Daneben darf es noch beliebige Glieder enthalten, für welche die linke 
Seite der Gleichung 25) grtisser wird als die rechte. 

Sol1 nun die Reihenentwicklung einen weiteren kritischen Exponenten 
8 
-- ,,, bekomuien, so ist der vorhergehende Exponent von der Forrn 
A d  d 

Der rationale Ausdruck, der eine Reihe von dieser Form ergiebt, ist  
dann von der Form: 

[@,(~Y)I~"~ + %("Y). 
Bezeichnet man mit: 

@zi(x~)r @22(x~)...@zn(x~) 

diejenigen Sheile von @,(xy), welche z w  Reihenentwicklung bis resp. zu 
den Gliedern mit den Exponenten 

beitragen, so ergeben obige Ausdrücke, sofern man y durch die Reihe 

ersetzt, als Potenzexponenten der niedersten Potenzen in x resp. (vergl. -- 
Formel 16): 
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oder 

BI 4 B, 4 r 2  T', - A' 
2 7 ) ~ + ~ l +  - r  +... 7 - . r m + - - -  S i + - S  + .,.---- 3-L 

A' l d'd" A r d "  2 d ~ d ~ l  n d'd" 
und d' 

--?- - dfld"l(dl- l )  $l + ~ " ' ( d "  - 1) 2' + 4. 
~ ' ~ f l  - dldlf 

Die Bedingung des Gleichseins in 27) m u s  von mindestens einem 
Glied von 26) erfüllt sein. 

Fiihrt man in dieser Weise fort, bis siimmtliche kritische Exponenten 

erschopft sind, so erhsl t  man einen Ausdruck von der Form: 

28) { ( [ y J 1 +  r p , ( ~ ~ ) l d " +  (~z(x~))d"'+...cpr-i(x~)}~(')+ cpr(zy) = 0 ,  
wobei jede der Purictionen rp auf angegebene Weise von der ihr vorher- 
gehenden abhangig ist. Der Grad dieser Fnnctionen in jr: und y darf jede 
beliebige H6he erreichen; denn die Bedingungen 18), 25),  27). . . konnen 
immer erfüllt werden, wenn nur  die Grade i n  x nnd y hoch genug ge- 
nommen werden. 

Z u s a t z .  Die Form 28) kann beliebig specialisirt werden. Man kann 
z B. die Forderung aufstellen, die Curvengleichung niedersten Grades zu 
bestimmen, die einen superlinearen Zweig mit gegebenen kritischen Ex- 
ponenten besitzt. Zu diesem Zweck wird man aus den Functionen cp,(zy), 
r p 2 ( x y ) .  . von den Gliedern, die vorkommen dürfen, je  blos diejenigen 
niedersten Grades entnehmen und die Coefficienten der andereu gleich 
Nul1 setzen. 

8 5. 
Verhal ten der adjungir ten Curve in einem singuliiren Punkt.* 

Wir wollen uns die Aufgabe stellen, die allgemeine Form der Curve 
zu finden, die sich in einem gegebenen singul5ren Punkt  einer algebraischen 
Curve adjungirt verhiilt, d. h., es sol1 die adjungirte Curve mit der gr6sst- 
mFglichen Anzahl von willkürlichen Constauten gefunden werden, welche 

* Vergl. B r i o  t,  Thdorie des fonctions abeliennes, 1879; chap. 1. 
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die Bedingung des Adjungirtseins in  dem betreffenden Punkt  noch ver- 
fügbar lasst. Zu diesem Zwock gehon wir von folgendor Definition aus: 

Eine Curve rp(zy)  = O verhalt sich in dem singuliiren Punkt  x  =a, 

g = b der Curve f ( z y )  = O adjungirt zu der letzteren, wenn das Ab  el'scho 
Integral 

2 9 )  to =J"f"", 
Z f ( x z i )  9 endlich bleibt fur  x = a ,  y  - 71. wo f ' ( y )  - - a Y 

Macht man den singularen Punkt  m m  Ursprung, so ist  die Aufgabe, 
eine Function rp(xy) dorart xu bestimmen, dass w endlich wird fü r  
x  = O ,  y = O, wenn in f f ( y )  und c p ( x y )  die abhangige Variable y  ersetzt 
wird durch diejenigen Werthe,  welche sich aus f ( x y )  = O bestimmen. Wir 
nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit a n ,  dass sich y  aus f ( x y )  = O 
bestimmen lasse durch Rcihon, dio nach positiven Potonzen von x auf- 
steigen, und betrachten von diesen n u  diejenigen, die mit x = 0 ver- 
schwindon. Beschrlnken wir uns ferner vorerst aiif den Fall,  dass die 
Reihenentwicklungen von j ' (xy)  = 0 blos ein einziges cyklisches System 
von Entwicklungen von der Form 

ergebe, so haben wir mit diesem Wer th  von y  in  29) einzugehen, indem 
wir < p ( x y )  als ganze algebraische Function annehmen, also setzen: 

1 

Ordnet man c p ( ~ y )  und ?(y)  nach Potenzen von x4 so wird auu 2 9 )  

oder. wenn 

entwickelt wird, so erhiilt man die Anfangsglieder: 

Daher wird obiges Integral: 
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Dieses Integral soll endlich werden für  x = O ,  d. h., es muss der 

Potenzexponent eines jeden Gliedes des Zahlers grosser sein als "' - - 1. 
Nun ist,  da 

d 
p 1 < p z < p  3 . . .  und ~3.,<8,<9. ,..., 

5 
das Glied niedersten Grades des Zahlers Nid; erfüllt - die Bedingung 

P, 
n 

nicht, so k t  NI = O zu setzen, und es ist d a m  N,xd das Glied niedersten 
Pz 8 Grades, wobei Ar2 = 0 zu sctxen, wenn - nicht grosser als -1 - 1. I n  
d d 

@ 

dieser Weise ist fortzufahren, bis man xu einem Glied ATkxd kommt, 
pk Q wo - > 2 - 1. Alsdann dürfen NA und alle übrigen Coefficienten beliebig 
d d 

bleiben, da dann auch s%mmtliche übrigen Glieder der Bedingung ge- 
nügen. Dss Integral 30) ist also für x - 0 immer und nur  d a m  end- 
lich, wenn 

Pl P l  

31) 
(N,z"+N2~d+. - - ..) dr.  

J, - .  

nz, xd 

endlich k t .  Die Bodingung, dass dieses Integral endliüh ist, wird aus- 
gedrückt durch die Gleichungen 

N,=O, & = O  , . . .  Nk-1-0 

zwischen den Coafficionten A,, Bo, B, . . . der willktirlich angenommeneu 
3 

Punction rp(xy). xd ist die niederste Potenz, die man erhalt,  wenn man 
in f l (y )  fiir y  die bestimmte Reihe einsetzt. 

Das Folgende wird nun zeigen, wie man diese Rechnung wesentlich 
abkürzen kann. Die Curve, welche einen singuliiren Punkt  im Ursprung 
hat, in dem das Verhalten der adjungirten Curve bestimrnt werden soll, 
sei gegeben durch das cyklische System von Reihenentwicklungen von 
der Form 10); alsdann bekommt man für die rationale Form den Aus- 
druck 11). Denkt man sich aus dieser rationalen Form f f ( y )  gebildet 
und die Glieder in  das N e  m t  on'sche Parallelogramm eingetragen, E O  kann 
man das System dieser Punkte erhalten, indem man von dem zu f (zy)  
gehorigen No w t  on  'schen Paralielogramm ausgeht und sammtlicho Punkte 
in Beziehung auf ein neues Coordinatensystem betracbtet, welches man 
dadurch erhiilt, dass man die neue XI-Achse im Abstand 4- 1 von der 
alten annimat ,  die Y-Achse aber uiiverandert lasst (Fig. 2). Nun lauten 

die Glieder niederster Dimension von f ( ~ 9 )  

(yd' - bf'xP1)d,, 

also sind diejenigen von fl(y): 
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26 Ueber Singalaritaten ebener algebraischer Curven. 
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,jrdlyd'-l(yd'- bdfdi)d,-1, 

d. h.,' sie enthalten den F a c t ~ r  (yf-  b f ' d i )  (dl - 1)mal. Trinsformirt 
man nun f'(y) mittelst der Transformationsgleichung 

so transformirm sich diese besagten Glieder in Punkt6, welche aiif die 
Strecke AB' zu liegen kommen; auf A ' B ~  liegen keine Punkte;  denn die 
Entfernung des Punktes A von der neuen x'-Achse betrsgt A, - 1 Ein- 
heiten (vergl. S. 14). E s  enthalt nun die transformirte Function 

den Ausdruck ( u ,  b,x$) a h  dl-f'achen Factor, woraiis folgt, dass aucb 
die transformirte Function vori ff (y) denselben Ausdruck als (dl - 1) -fachen 
Factor enthiilt: denn 

Transformirt man der Reihe nach f f  durch dieselben Transformations- 
gleichungen, die zur Reihenentwicklung von f(xy) = 0 nothwendig waren, 
so erkennt man analog, dass die aufeinander folgenden Gcradcn niederster 
Dimension von f(xy) zusammenfalleu mit entsprechenden Geraden niederster 
Dimension von f'(y), solange bei den Trsnsformationon noch mehrfache 
Factoren sich ergeben. Die Glieder niederster Dimension jedoch, welche 
den letzten kritischen Exponenten ergeben, also der Geraden A(r-1)311 
entsprechen, sind (vergl. S. 16): 

F ü r  die entsprechende transformirte Function von f f  (y) erhalt man also 

R . 1, 
1 

und wenn hier die Transformation 
E! 

E ,  = Z, + m,xd 
durchgeführt wird, so ergiebt sich ein Glied in x allein, das auf den Punkt 
Acr) der x'-Achse zu liegen kommt. Bei den weiteren Transformationen 
bleibt dieses Glied unverandert; denn kein anderes Glied kann auf A(') 
fallen. Ersetzt man also siimmtliche Transformationen von f f (y)  durch 

wo 21 beliebig, und setzt z, = O,  d. h., ersetzt man in f 1  (Y) y durch seine 
Roihenontwicklung in z, so erhiilt man eine Reihe von Yotenzen in x, 
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deren niederste Potenz den Exponenten OIA(r) hat. Nun ist aber (vergl. 

S. 17): 

Wir ktinnen daher den folgenden Satz aussprechen: Die niederste 
Potenz, die man erhalt, wenn man i n  f (y) für y die aus f(xy) = O er- 

g 
haltene Potenzreihe von y nach Potcnzen von x setzt, ist xd. 

Man kann diesen Satz auch durch andere Ueberlegungen bekommen. 
Nach S m i t h  (a. a. 0.) ist nzmlich der Grad der Resultante aus f ( z y )  

und fr(y) gleich dem Discriminantenindex 2N. Nun erhalt man aber die 
Resultante, wenn man das Product der d-Entwicklungen in f r ( y )  einsetzt. 

Geht man nun zum Integral wl (31) zurück, so ha t  man in der 
Ziihlerfunction die Coefficienten ~Bmrntlicher Glieder gleich Nul1 zu setzen, 

2 N  
deren Exponenten nicht grtisser sind als - -- 1. Man kann nun zeigen, 

d 

dass man, um den Zahler der Punction unter dem Integral zu bekommen, 
sich begnügen kann, in der willkürliühen Function q ( z y )  stat t  y  die mit 
dem letzten kritischen Exponenten abgebrochene Reihe einzusetzen. Man 
hat namlich: 

Ordnat man nach Potenzon von x, so ist zu erkennen, dass es blos 

ein einziges Glied mit zd giebt, wenn ej der letzte kritische Exponent 
u 

t!! p i .  2 N  
ist; dieses Glied ist Blm,xd, und es ist  also Bl = O, wenn - < - - 1. 

ZN 
n A 

Wenn aber - > - - 1, so haben der letzte kritische Exponent und auch 
A n 

die folgenden keinen Einfluss. auf das Verschwinden von Bl und um so 
mehr keinen Einfluss auf das Verschwinden der übrigen Coefficienten 

FI 1 + -  

Cl, C, . . . I m  ersten Bal1 is t  Clx. mlxz = Clmlx das einzige Glied 
fi+& 

mit diesem Exponenten; i s t  wieder Cl= O EU setzen, so ist  2 C 2 ~ : , b , m l x ~ '  
das einzige Glied, das fü r  sich verschwinden muas etc. Wir  sehen also, 
dass von jedem Klammerausdruck das niederste Glied, in dessen Ex- 
ponenten zum ersten Mal der Nenner A vorkommt, den Entscheid geben 
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28 Ueber Singularitiiten ebener algebraischer Curven. 

muss, ob der Coefficient zu verschwinden hat oder nicht, wenn nicht schon 
ein Glied mit niederem Exponenton das Verschwindon des Coefficienten 
gefordert hat.  Jedenfalls aber  ersehen wir,  dass die auf den Exponenten 

'' folgenden Exponenton keinen Einfiuss mehr ausühen ktinnen; d. h., beim 
A 

Einsetzen der Reihenentwicklung für  y in rp(xy) darf man sich mit der 
abgobrochenen Reihe bis zum letzten kritischen Exponenten begnügen. 

Die Bestimmung der in einem superlinearen Zweig, welcher durch 
eine Reihenentwicklung von der Form 10) gegeben sein soll, sich ad- 
jungirt verhaltenden Curve reducirt sich demnach auf folpende Rechnung: 

Setze die mit dern letzten kritischen Exponenten abgebrochene Beiho 
10) für  y in die allgemeine Function rp(xy) ein, ordne dieselbe nach Potenzen 
von z und  sotze sümmtliche Coefficienten = O ,  deren Exponenten nicht 

2 N  2 N  
grtisser sind als - - 1, wo - durch Gleichung 32) bestimmt ist. Die 

d A 

Curve (x y) = O,  deren Coefficienten den dadurch erhaltenen Bedingungs- 
gleichungen genügen, verhalt sich adjungirt in  dern singularen Punkt  einer 
Curve, die den superlinearen Zweig 10) enthalt, und ist zugleich die all- 
gemeinste ihrer Art .  

Die Verallgemeinerung dieaer Methode auf den Fall,  dass die Curve 
f(zy) = 0 im Ersprung mehrere superlineare Zweige hat ,  macht keine 
Schwierigkeit. Man bestimrnt der Beiho nacb dio Bedingungsgleichungon 
für die Coefficienten der Function rp(xy), die bewirken, dass das Integral 
29) endlich wird, sofern man y der Rciho nach ersetzt durch die Reihen- 
entwicklungen, die den superlinearen Zweigen entsprechen. Auch hier 
kann dio nioderste Potenz in  x von f l ( y ) ,  wenn. y durch eine Roihen- 
entwicklung ersetzt wird, in den kritischen Exponenten der Reihenentwick- 
lungen ausgedrückt werden dadurch, dass man wiedernm die Geraden 
niederster Dimension zeictinet, welche die einzelneu Reihenentwicklungen 
ergeben. 

Die eben entwickelte Methode der Bestimmung der adjungirten Curve 
ist im Allgemeinen mit ziemlich umstandlichen Rechnungen verkniipft. Da 
nun die adjungirte Curve gewohnlich ebenfalls in dem singulliren Punkte 
der ursprünglichen Curve eine Singularitiit enthdlt, so müssen auch noch 
aus der Gleichung der adjungirten Curve die Reibenentwicklungen ge- 
bildet werden, und diese Rechnung is t  gussert mühsam, da  aus den 
Bedingungsgleichungen zwischen den Coefficienten der Function rp(xy) zu- 
erst die gewohnliche Porm von rp(xy) hergestellt werden muss. Wir 
geben deshalb noch in Folgendern e i n e  g r a p h i s c h e  M e t h o d e  a n ,  welche 
namentlich, wenn zugleich die Reihenentwicklungen der adjungirten Curve 
verlangt werden, wesentlich raacher ziun Ziele führt. 
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Die Curve f(xy) = O habe wieder irn Ursprung einen superlinearen 
Zweig von der  Form IO) ,  und es ist  also eine Punction q ~ ( z y )  derart zu 

bestimmen, dass der niederste Exponent der Potenzen in x, welche durch 
Ersetzen von y durch die Reihencntwicklung 10) erhalten werden, grosser 

2 N  
ist ale - - 1. Dieses Ersetzen von y durch die Reihenentwicklung kann 

d 

dadurch geschehen, dass man cp(xy )  durch die Keihe der Substitutioneri, 
die man zur Reihenentwicklung von f(xy) = O bis zum letzten kritischen 
Exponenten ntithig hatte, transformirt, d. h. man setzt: 

Pl !' ' 
y = a +  b l x d f + . . .  rnlxd, 

führt diese Transformationen nach der Cramer 'schen Methode der R'eihe 

nach diirch, und fiotzt schliesslich z - O. Donkt man sioh die Function (z y) 
in das N e w  t on'sche Parallelogramm mit X' - Achse und Y-Achse a18 Achsen 

2 N  
eingetragen (Fig. 4, vergl. auch Fig. 2 )  und macht O r  P = - -  - 1, so erkennt 

d 

man, dam tp(zy) = O sich dann adjungirt verhalt,  wonn rp(xy) bei der 
letzten Transformation Punkte auf der x'-Achse ergiebt, die blos rechts 
von P liegen. Zieht man durch P die Parallele PQ mit der Goraden 

Pl niederster Dimension, die den ersten kritischen Exponenten - ergab, so 
d' 

transformiren sich aile Glieder auf der deln Ursprung abgewendeten Seite 
der Geraden Q P derart,  dass die Geraden, durch welche diese . Trans- 
formation ausgeführt wird, die XI-Achse in  Punkten rechts von P schneiden. 

Da /3, >A' ,  so dürfen alle Glieder, jedes mit willkürlichem Coefficienten, 
2 N  

deren Grade in x und y zusammen grtisser sind als - - 
d 

1, in  der  

Gleichung der adjungirten Curve vorkommen. 1 s t  p d i e  n a c h s t  h t i h e r e  
2x 

g a n z e  Z a h l  z u  - - 
LI 

1 ,  so s i n d  d i o  G l i e d e r  n i e d e r s t e n  G r a d e s  

d e r  a d j u n g i r t e n  C u r v e ,  d i e  b e l i e b i g e  C o e f f i c i e n t e n  h a b e n  d i i r f e n ,  
v o m  G r a d  p; d i e  a d j u n g i r t e  C u r v e  h a t  i m  s i n g u l a r e n  P u n k t e  
d e r  C u r v e  f (xy)  p l i n e a r e  Z w e i g e  m i t  b e l i e b i g e n  T a n g e n t e n .  

Die so erhaltene zu dem superlinearan Zweig adjungirte Curve is t  
aber nieht die allgemeinste; vielmehr kann man noch eine Reihe von 
Gliedern finden, welche die adjungirte Curve enthalten darf ,  deren Coeffi- 
cienten aber nicht niehr beliebig sind, sondern in  gewisson Reziehungen 
zu einander stehen. Diese Glieder sind nun nicht mehr blos von den 
kritischen Exponenton des superlinearon Zweigos ahhangig, sondem auch 
von den anderen Exponenten und den Coefficienten der Glieder der Reihen- 
entwicklung. Zieht man die Gerade PQ, parallel der Geraden niederster 
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Dimension, die den au€ den ersten kritischen Exponenten folgenden (im 
Allgemeinen nicht kritischen) Exponenten ergiebt, so kann man sich Aggre- 
gate  von Gliedern denken, welche bei der ersten Transformation in das 
Dreieck QPQ, fallen und welche dann bei der zweiton Transformation, 
die durch Parallelen zu PQ, ausgeführt wird, Punkte auf der X'-Achse 
e r g e b ~ n ,  die rechts von P fallen. Solcho Glieder liegen auf Parallelen 
zu PQ, z. B. au€ C'DE, und zwar müssen dieselben einen mehrfachen Pac- 
to r  von der Form (yd'- hA'xP1) haben; ha t  nlimlich D eine Ordinate 
zwischen vn und na + 1, so müssen die Glieder auf C E  den obigen Fac- 
tor  (m + 1)mal  enthalten Denn blos dann erhxlt man bei der ersten 
Transformation blos Glieder auf der Streçke CU; im Uebrigen k6nnen die 
noch verfügbaren Coefficienten beliebig genommen werden. 1st es un- 
moglich, solche Glieder zu finden, so enthalt die adjungirte Ciirve blos die 
Glieder mit beliebigen Coefficienten, welche auf der dem Ursprung ab- 
gcwendoten Seitc von PQ liegen. I m  anderen Falle zieht man die Gerade 
QP, parallel der Geraden niederster Dimension, die den dritten Exponenten 
ergiebt, und sucht soiche Giieder, welche bei der ersten Transformation 
auf die dem Ursprung zugewendete Seite von PQl fallen und zugleich bei 
der zweiten Transformation auf die dttm Crsprung abgewendete Seite von 
Y&, fallen. In  dieser Weise ist  fortzufahren bis zu der Transformation, 
die den letzten kritischen Exponenten ergiebt. 

Naçhdem auf graphische Weise die Function cp(zy) bestimmt ist, 
k6nnen auch ohne weitere Rechnung die Reihenentwicklungen derselben 
angogeben worden. Es  l&sst sich ersohen, dass die niedersten Glieder 
von v(xy) bei den Transformationen blos solche mehrfache Factoren ent- 
lialten konnen, wolche auch bei don Transformationon von f(xy) als mehr- 
fache Factoren auftraten. Daraus folgt, dass die adjungirte Curve Reihen- 
entwicklungen liefert, deren Glieder bis zu ihren letzten kritischen Exponenten 
übereinstimmen, sowohl den Exponenten als auch den Coefficienten nach 
mit Anfangsgliedern des gegebenen superlinearen Zweigs; diese Zweige der 
adjungirten Curve berühren also den letzteren Zweig. Daneben erhiilt 
man im Allgemeinen noch eine Reihe linearer Zweige mit blos einem 
kritischen Exponenten, die in keinem Glied mit der gegebenen Reihe über- 
einstimmen. 

Wir unterlasson es, der grossen Umstiindlichkeit halber, anzugeben, 
wie diese graphische Nethode durch die Rechnung e r s e t ~ t  werden kann. 
Aber es ist selbstverst%ndlich, dass die geometrische Konstruction recbnerisch 
verfolgt werden kann. 

B e i s p i e l :  Eine Curve enthalte irn Ursprung den snperlinearen Zweig 
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E s  sollen die Reihenentwicklungen der adjungirten Curve bestimmt 
merden. 

E s  is t  

d - 6 ;  dl= 6;  d2 = 2 ;  d3=  1; A'= 1 ;  dl1= 3. A'"= 2; 

also Pl= 1; yi = 4; dl = 13, 

Z N = ( G - 6 ) . 1 . 6 + ( 6 - 2 ) . 4 . 2 + ( 2 - 1 ) . 1 3 . 1 - 4 3  
und 

Man mache O I P =  6 ;  (Fig. 5) ;  ziehe die Geraden P Q ,  P & , ,  PQ, 
derart, dass die trigonometrischen Tangenten der Neigungswinkel dieser 

3 6 
Geraden gogen die X'-Achse resp. 1, - 7  - sind. Die Glieder, welche 

4 11 
auf der vom Ursprung abgewendeten Seite von PQ liegen, dürfen vor- 
kommen, jedes mit beliebigem Coefficienten; diese Glieder sind von der 
siebenten Ordnung; also verhalt sich eine Curve, die sieben lineare Zweige 
durch den Ursprung enthiilt, adjungirt. Nun nehme man die Glieder auf 
a, b, c l  d ,  e, f so a n ,  dass sie (y - x)%ls Factor enthalten, also von der 
Form sind: 

(Y - 

die Glieder auf g, h l . .  . n lasse man einstweilen beliebig. Es  werden sich 
also die Glieder auf a,. . . f bei der Transformation y  = u + x auf a ,  b, c 
transformiren, und nun kann man die Coefficienten der Glieder auf g, h ,  . . . n 

so specialisiren, dass nach der ersten Transformation je die beiden Glieder 
4 -- 

auf b und m, sowie c uud n den Factor u + x s  enthalten, denn bnz und cu  
sind parallel PQ,. Bei der nachsten Transformation fallen d e  trans- 
formirien Glieder auf Punkte, die auf der dem Ursprung abgewendeten 
Seite von PQ, liegen, also auch bei allen noch folgenden Transformationen. 
Damit ist t p ( x y )  vollst%ndig bestimmt; denn es konnen keine anderen 
Glieder mehr vorkommen. Die Glieder niederster Dimension sind die auf 
a,  b, . . . f liegenden, und zwar von der Form 

Der zweite Factor zeigt an ,  dass man zwei lineare Zweige von der 
Form 

1) 

erhlilt. Der erste Factor erfordert die Transformation y = u + x, worauf 
die Gerade cn Gerade niederster Dimension wird; diese enthtilt den Fac- 

4 

tor u + x 3  einfach, also lautet die woitere Reihenentwicklung: 
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Die adjungirte Curve ha t  also die zwei linearen Zweige 1) und einen 
Zweig 2) dritter Ordnung, dessen zwei erste Glieder mit  der gegebenen 
Reihenentwicklung übereinstimmen. 

Diese Methode kann auf Curven mit  jeder beliebigen Singularitat aus- 
gedehnt werden. Wir  beschranken uns jedoch auf ein einzelnes Beispiel: 
Es sol1 die adjungirte Curve zu einem k-fachen Punkt  mit getrennten 
Tangenten gefunden werden. Da die Glieder nioderster Dimension die Form 

a,yk + U , ~ ~ - ~ X  + .. . a k S  

haben, so ist A B  (Big. 6) Gerade niederster Dimension, wobei O A = OB = k. 
Da AB diejenige Gerade ist,  welche die letzten kritischen Exponenten er- 

giebt ,  so bestimmt man den Schnitt A' der Geraden parallel der X-Ache irn 
Abstand 1 (neue XI-Achse) und der Geraden AB,  macht P A 1 =  1, so dass 
also O'P = k - 2. E s  darf dann die adjungirte Curve skmmtliche Punktc 
enthalten, die auf der vom Ursprung abgewendeten Seite von PQ liegen, 
und dies sind die Glieder von der Ordnung k - 1; da dieselben beliebige 
Coefficienten haben, so zerfallt die Entwicklung in k - 1 lineare Zweige, 
woraus also der bekannte Satz folgt: Die allgemeinste adjungirte Curve 
geht (k - 1) mal durch einen k -  fachen Punkt  mit getrennten Tangenten. 

Mit Hilfe der Entwicklungon von Ij 4 sind wir in  den Stand gosetzt, 
diese graphische Methode so zu modificiren, dass die Zeichnung umgangen 
worden kann. Wir  gehen hierzu aus von der rationalen Form der Curve, 
haben also, wenn blos die Reihenentwicklung des superlinearen Zweiges 
gegeben ist, nach 5 1 zuerst die rationale F o r m  herzustellen. 

Die gegebene Curve sei von der  Form 28) und liefere für  die Um- 
gebung des singulliren Punktes eine Reihenentwicklung von der Form 10). 
Nach Friiherem ha t  die Gleichung der adjungirten Curve die Eigenschaft, 
dass die niederste Potenz in x, sofern man y durch die Reihenentwicklung 10) 

2N -- - 1 
ersetzt, hoher wird als x d  . Beniitzen wir die Bezeichnung des 5 4, 
so is t  die allgemeinste Form, die eine solche C u v e  haben kann: 

33) B const xpyq [di,, (xy)lrl [di,, (xy)]'~. . . [@~,(xy)I'm (xY)].~~. . . T@r-i,o(f~)luo, 
wo @r-l,n(xY) der Theil der Function 28) ist,  welcher nottiwendig id 
zur Bestimmung der Reihenentwicklung bis zu dem Exponenten, der dem 

ltitzten kritischen vorangeht, und wo folgender Bedingung genügt wird: 

Da die linke Seite eine Zahl ergiebt,  deren Nenner hochstens 
. . A('-') ist ,  so ist die niederste Zahl, die von der linken Seite 
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2 N  
erreicht werden darf, der nachste Wer th  nach - - 1, der den Nenner 

M 
d 

d'd". . . A('- '1 hat. Sei dieser so wird obige Bedingung: 
d ' ~ l ' . . . ~ ( r - l )  , 

TJm nun noch die Reihenentwicklungen der allgemeinsten adjungirten 
Curve zu finden, ha t  man die Glieder niederster Dimension, welche die 
adjungirte Curve enthalten darf, aufzusuchen. Man kann sich jedenfalls 
auf diejenigen Ausdrücke der Summe 33) beschranken, bei welchen die 
rechte Seite der Bedingung 34) den kleinsten W e r t h  erreicht. Unter diesen 
hat aber wieder derjenige Ausdruck den niedersten Grad, der den hochsten 
Exponenten v, ha t ;  denn 

d i r - 1 , 1 ( ~ ~ ) ,  Dr-1, ~ ( x Y )  - - .  @ r - i , o ( z ~ )  

haben dasselbe niederste GLied i n  y allein, n a d c h  yd'd". . . At'-') . Wird 
aber y durch die Reihe ersetzt, so ergiebt die letzte Function eine htihere 
Potenz in x als die vorletzte, diese wiederum eine hohere Potenz als die 
nachst vorhergehende etc. Man wahlt also unter den moglichen Aus- 
drücken diejenigen mit dem hochsten Exponenten in c&-~, ,(x y), unter 
der dadurch ausgeechiedenen Grrippe von Ausdrücken diejenigen mit dem 

hochsten Exponenten in @ r - ~ , , - i ( ~ y )  etc. und kommt auf diese Weise 
zu Ausdrücken von der Form 

33) co?zst x"' Y¶' [di,, (x y)lrl'. . . [ @ = L I ,  .(x Y ) ] ~ ~ ' ,  

welche die Glieder niederster Dimension der adjungirten Curve repriisentiien. 
Diese Porm zeigt uns, dass wir je v ' ,  V O - ~ .  . . dl Entwicklungen erhalten, 
die mit der Reihenentwicklung des gegebenen superlinearen Zweigs iiber- 
einstimmen resp. bis zum ersten, zweiten . . . Gliede der gegebenen Reihen- 
entwicklung vor dem Glied mit dem letzten kritischen Exponenten. D a m  
treten noch q' lineare Entwicklungen von der Form y = ax + b x 2  + . . -, 
und, wenn der Ausdruck 35) kein Glied mit y allein enthalt, d h., wenn 
nicht gleich Null, so treten noch eine weitere Anzahl linearer Entwick- 
lungen hinzu, die man dadurch erhalt, dass man die Summe der Anzahl 
der Ordnungen aller bisher gefundenen Entwicklungen bestimmt und diese 
Zahl abzieht von dem Potenzexponenten der niedersten Potenz in y allein, 
welche die adjungirte Curve enthalten darf. Diese letztere Zahl, welche 
die Anzahl der Ordnungen sLmmtlicher Reihenentwicklungen der adjungirten 
Curve is t ,  erhiilt man aus einem Ausdruck, den man analog dem Aus- 
druck 35) bestimmt, wobei von vornherein p' = O gesetzt wurde. Die 
Differenz dieser beiden Zahlen liefert die Anzahl der linearen Entwicklungen, 
die noch hinzutreten. Da die Coefficienten aller Ausdrücke von 33) von 

Zeitschrift f. Mathematik n. Pligsik. 41. Jiilirg. 1896. 1. Heft. 3 
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einander unabhiingig sind, so k6nnen die 80 bestimmten Entwicklungen 
sich nicht zu htiheren superlinearen Zweigen zusammenordnen. 

Be i sp ie l .  Wir wahlen das Beispiel, das wir früher nach der graph- 
ischen Nethode behandelt hatten. 

Die Curve 
f ( ~ y ) - [ ( y - x ) ~ + x ~ ] ~ -  9 ( y - ~ ) ~ x ' = O  

giebt die Reihenentwicklung 
1_3 

y - $ -  x3-x6+ ... 
Die Theile von f(xy), welche zur Bestimmung der zwei eraten Ex- 

ponenten nothwendig sind, lauten: 

y - - a und (y - x ) ~  + x4. 

Setzt man in jedem fu r  y die Reihenentwicklung, so ergeben sich als 
4 -. 29 -- 2 N  

niederste Potenzen in z die Potenzen x3  und x 6 .  Da - - 1 = 6 i l  so 

ist die adjungirte Curve von der Form: 
A 

Z comt xP yP (y - x ) ~  [(y - x ) ~  + x4y1 

wobei die Bedingung erfllllt sein muss: 

Der Ausdruok, für welchen die rechte Seite am kleinsten wird, ent- 
spricht den Verthen 

s = l ;  r = O ;  p + q = 2 ,  

woraus der Ansdruck niedereter Dimension 

KY - x ) ~  + x41 I A X ~  + R X Y  + C Y ~ I ,  
und dieser giebt unmittelbar die Reihenentwicklungen: 

in Uebereinstimmung mit dem auf S. 31 gofundenen ResuNat. 
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II. 

Zur Theorie der Vectoren und Quaternionen. 

Von 

Prof. BEEZ 
in Plauon 1. V. 

- 

E i n l e i t u n g .  
Am 16. October 1893 pr-aren ftinfzig fahre verflossen, seit der geniale 

Mathematiker Sir W i l l i a m  R O w a n  H a m  i l  t o n ,  Professor der Astronomie 
in Dublin, der Irischen Akademie der Wissenschaften daselbst seine Theorie 
der Quaternionen zum ersten Male vorlegte. Es  war ihm nach zehnjahrigen 
Rerntihungen gclungen , einen algebraischen Ausdruck zu finden, welcher 
fiir den dreidimensionalen Raum dasselbe l e i ~ t e t e ,  wie die gewohnliche com- 
plexe Grosse x + iy  für das zweidimensionale Gebiet der Ebene. Er wusste 
dies dadurch zii erreichen, dass e r  das für  gemein complexe Zahlen geltende 
Gesetz der Commutativit&t der Multiplication, nach welchem die Factoren 
eines Productes unter einander vertauschbar sind, fiir hohere complexe 
Zahlen aufhob. Trotz der unleugbaren Vortheile, welche der Quaternionen- 
calciil bei der Behandlung mancher geometrischen und physikalischen Pro- 
bleme gewahrte, trotz der einfachen und tibersichtlichen Form,  in welcher 
er sowohl die Rechnung selbst durchzuflihren, als die Endresultate derselben 
darzuotellen gestattete, ist er i n  Deutschland nicht recht heimisch geworden, 
wenn auch M 6 b i u s a ihn sehr hochstellte und H a n  k e  1 ** ihn dem Studium 
seiner Landsleute dringend empfahl. 

Erst seit einigen Jahren, seit man den Zusammenhang zwischen hoheren 
complcxen Zahlen, deren Einheiten ein sogenanntes geschlossenes System 
bilden und deren Multiplication dem associativen Gesetz folgt,  mit den 
linearen homogenen continuirlichen Qruppen erkannt ha t  - erst zu dieser 
-- -- - - - -- - 

F. A. Mobius,  Neuer Beweis des in H a  mi l ton ' s  Lectures-on Quaternions 
aufgcstellten associativen Princip bei der Zusammensetzung von Bogen grosster 
Kreiae auf einer Kugelfliiche. Berichte iiber die Verhandlungen der konigl. aachs. 
Gesellschaft der Wissenechxften, mathematisuh - physikalische Klasse. 1859. Bd. VI 
S. 136-149; wiederiim abgedruckt in F. A. M8bius  Gesammelten Werken. 
Leipzig 1885, Bd. Il, S. 65 - 69. 

** H. Han k e l ,  Theorie der complexen Zahlensysteme, insbesondere der ge- 
meinen complexeu Zahlen und der H a  rn i l t  O n 'schen Quaternionen n e b ~ t  ihrer 
geouietrischen Darstellung. Leipzig 1867. 

3 * 
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Zeit ist auch i n  Deutschland die Q~aternionent~heorie zu ihrem Rechte ge- 
kommen und der bertihmte Begründer der Theorie der Trausforrnations- 
gruppen hat es selbst ausgesprochen*, dass. das Zahlensystem, welchee 
H a m i l t o n  aufgestellt ha t ,  neben den gewohnlichen cornplexen Zahlen unter 
alleu bekannt gewordenen Zahlensystemen bei Weitem das schonste sei. 

Woher aber ist es gekommen, dass in  Deutschland der Quaternionen- 
calcül an keiner hoheren Lehranstalt eine Statte gefunden hat und die 
Quaternionen auch jetzt noch weniger um ihrer selbst willen, als weil sie 
ein besonders lehrreiches Beispiel eines geschlossenen hoheren Zahlen- 
systems abgeben, nnr gelegentlich erwiihnt werden? 

H a n k  e l  ** glaubt, dass die continentalen Mathernatiker durch die 
breite, sich immer wiederholende Darstellung und das Vermischen der 
dgebraischen und geometrischen Gesichtspunkte von dem Studium des 
H a m i l t o n ' s c h e n  Werkes abgeschreckt wiîrden und hofft durch totale Ver- 
tinderung der  Darstellung und durch Trennung der formalen Theoric der 
Quaternionen von dem Nachweis ihrer geometrischen Bedeutung nicht nur 
grossere Ktirze zu erreichen, sondern auch zur Aufkliirung über das Wesen 
und den Grand der neuen irnagingren Einheiten beizutragen. Jedenfalls 
ha t  H a n k e l  durch die Aufstellung des Begriffs ,,eines geschlossenen Zahlen- 
systems", in welchem die Producte zweier Einheiten wiederum durch Ein- 
heiten desselben Systems in linearer Verbindung sich ausdrtîcken lassen, 
die Grundlage der heutigen Theorie der hoheren Zahlen geschaffen und 
insofern auch zur richtigen Wtirdigung des Quaternionencalcüls vie1 bei- 
getragen, doch glaube ich, dass noch ein anderer tiefer liegender Grund 
vorhanden i s t ,  der die deutschen Mathematiker abgehalten ha t ,  sich de:: 
von H a m i l t o n  geschaffenen analytischen Instrumentes zu bedienen. Die 
Theorie der Quaternionen birgt in wissenschaftlicher Beziehung eine Lticke, 
die H a m i l t  O n nicht durch scharfe Deduction, sondern durch eine glück- 
liche Induction, die aber seiner Meinung nach den Charakter der Noth- 
wendigkeit besitzt, auszufüllen versucht. Dieser Mange1 eines streng 
mathematischen Beweises , an dessen Stelle eine ,,quasi metaphysical specu- 
lation", wie H a m i l  t O n's Schüler T a i t  *** sich ausdrückt, gesetzt ist, tritt 

* S o p h u s  Lie ,  Theorie der Transformationsgruppen, 3. Bd. S. 749. 

** H a n k e l  l.c.S.196. 

** P. G. T a i t ,  an elementary treatise on quaternions, Oxford 1867 (dem wir 
alle uusere Citate über die Theorie der Quaternionen entnehmen) p. 6 4 . .  . vie shall 
shaw that no o t h e r  a s s u m p t i o n  i s  p o s s i b l e ,  following for this purpose a very 
curious q u a s i  m e t a p h y s i c a l  s p e c u l a t i o n  o f  Hami l ton ' s .  Uieser Bewei~ 
folgt dann in 5 93 iind zerfillt i n  zwei Theile. Erstens wird berniesen(?), d m  
das Qurrdrat eines Vectors eiue reine (reelle) Zahl sei; zweitens, dass das Prodiict 
zweier rechtwinkliger Vectoren einen auf beiden senkrechten Vector darstelle. 
Beide SLtze sind aber lediglich Folge der eingeführten symbolischen Bezeichnung 
und lassen sich weder gcometrisch, noch mctaphysisch beweiseu. 
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hervor bai H a m i l t o n ' s  Annahme, dass das Symbol eines Vectors identisch 
sei mit dem Symbol einer rechtwinkligen Drehung um denselben. E s  sol1 
irn Folgenden gezeigt werden, dass diese Annahme durchaus n i c h t  noth- 
wendig, aber zulassig is t ,  weil sio nicht gegen die Pcrmanenz dor formslen 
Gesetze streiiet,  und dass noch andere Beziehungen zwischen den Symbolen 
des Vectors und der rechtwinkligen Drehung um denselben aufgestellt 
werden konnen, die dasselbe leisten wie die H a m i 1  t o  n'sche Identitzt, 
wenn auch zugegeben werden muss, dass die H a m i l t o n ' s c h e  Annahme 
die denkbar einfachste und für  die Rechnung bequemste ist. Aber gerade 
in dieser Einfachheit oder vielmehr Beschranktheit liegt auch die Ursache, 
dass der H a m i l t o n ' s c h e  Quatcrnionencalciil eine Ausdehnung auf mehr als 
vier Einheiten nicht zulasst, wiihrend eine solche bei etwas allgemeinerer 
Voraussetzung Ilber die Beziehung eines Vectors zur rechtwinkligen Drehung 
um denselben, wie wir sohen werden, ohne Schwierigkcit fiir 8, 16, . . . 2" 
Einheiten geleistet werden kann. Die sogenannten Biquaternionen und 
andere Qu~ternionensysteme sind nicht sowohl Verallgemeinerungen der 
Quaternionen, als vielmehr Combinationen des H a m i  1 t O n 'schen S y ~ t e m s  
mit irgend einem anderen Zahlensystem, welche verrutige einer Operation, 
die Herr S c h e f  f e r s"  als Multiplicationu bezeichnet , zu Stande gebracht 
wsrden. 

5 1. Die Symbole der  pr imit iven Einheitsvectoren 
und der  rechtwinkl igen Drehungen um dieselben. 

Es m6gen die Richtuugscoefficienten der drei Achsen XI, X , ,  X,  
eines rechtwinkligen Coordinatensystems bezuglich mit e,, e2, e, hezeichnet 
werden, so dass ein von dem Coordinatenanfang O nach dem Punkt  a, 
dessen rechtwinklige Coordinaten x,, x,, x3 sind, gezogener Veütor Q in  
Bezug auf Grosse und Lage durch das Symbol 

dargestellt werden kann. Der Vector heisst ,EinheitsvectorU, wenn 

ist. Alsdann drücken x,, x2, x3 die Cosinus der Winkel aus,  welche der 
Vector Q mit den drei Achsen X , ,  X2, X3 bildet. 1st X, = 1 ,  xa =O, 
2, = O ,  so stellt g einen Einheitsvector dar ,  der mit der Achse X,  zu- 
sammenf&llt, ebenso Sind e,  und e, die Einheitsvectoren auf der X2-  und 
X3 - Achse. Die Richtungscoefficienteu e l ,  e, , es k6nnen also aiich a19 die 
mit den Achsen zusammenfallenden Einheitsvectoren bezeichnet werden, die 
wir kurz ,primitive Einheitsvectoren' nennen wollen. Die um diese primi- 
tiven Einheitsvectoren vorgenommenen rechtwinkligen Drehungen eiiee,, e2,, 

* Siehe Mathem. Annalen Bd.  39 $4. 374; vergl. auch die Anmerkiing ** von 
E. S t u  d y ebendas. S. 520/21 über C l i f f o  r d ' s  Biquaternionen. 
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- e ,  ep (siehe Fig. 1)  , welche, von den positiven Achsen aus gesehen , sammt- 
lich in der Richtung des Uhrzeigers bewirkt werden sollen und also die 
Vectoren e, , e, , el i n  die Vectoren e,, e l ,  e, tiberftihren, mogen mit il, i,, is 
bezeichnet werden. Nun k t ,  

e2 = ( e ,  . i) e2 = el ($ e2) 

da das ~ssociative Gesetz fur die Multiplication der nouen Einheiten 
1 

beibehalten werden 9011; also drtickt -e ,  die rechtwinklige ,Drehung aus, 
el 

welche den Einheitsvector e, in  den Einheitsvector e ,  transformirt. Diese 
rechtwinklige Drehung ist senkrecht gegen den Einheitsvector e,, also ist 

und bei entgegengesetzter Drehung: 

Durch linksseitige Multiplic~tion der Gleichungen in 1) mit den ont- 
sprechenden in l*) ergiebt sich: 
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Von Prof. BEEZ. 39 
------ 

1 also: i 3 L  - 1 

Da auch die Division J s  moglich vorausgesetzt werden 8011, so hat 
man noch: 

i,. 

Die Symbole il ,  i,, i3 drticken aber nicht blos die rechtwinkligen 
Drehungen der Vectoren e,, e,, el in  die Vectoren e,, el, e, aus, sondern 
transformiren tiberhaupt jeden in den Ebenen e, e,, e,el ,  e,e, gelegenen 
Vector q in einen auf ihn senkrechten Vector p' derselben Ebene, Denn, 
es m6gen sowohl Q als Q' in  der Ebene e,e2 gelegen sein und p mit e, den 
Winkel tp bilden, so isi, wenn q einen Einheitsvector bedeutet: 

und 
p = e, (COS 9 + ig s i l ~  q) 

e'= p i 3  

= e, (cos 9 + i, sin 9) 

worsus das Geaagte erhellt. Es  sind also il, 4, i, die Symbole einer 
reehtwinkligen Drehung um die Achsen e l ,  e,, e, tiberhaupt. 

Bus der identischen Gleichung 

folgt weiter: 

3) 

il i2 = - is 
und analog 

i i -- 
2 9 -  il 

i3 il = - ie , 

welche Gleichungen ausdrticken, d a s s  d i e  A u f e i n a n d e r f o l g e  z w e i e r  
r e c h t w i n k l i g e r  D r e h u n g e n  u m  z w e i  p r i m i t i v e  E i n h e i t s v e c t o r e n  
i n  d e r  R i c h t u n g  d e s  U h r z e i g e r s  t i q u i v a l e n t  i s t  e i n e r  e i n z i g e n  
r e o h t w i n k l i g e n  D r e h u n g  u m  d e n  d r i t t e n  p r i m i t i v e n  E i n h e i t s -  
v e c t o r  i n  e n t g e g e n g e s e t z t e r  R i c h t u n g  (S. die rechte Seiteder Fig.l). 
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40 Zur Theorîe der Vectoren und Quaternione~.  

lassen sich keine einfachoren Beziehungen der e zu den i ermitteln. Da 
jedoch aus 3) und 2') sich ergiebt: 

Multiplicirt man die Gleichungen 3) der Reihe nach rechtsseitig mit 
. . .  

a2, z3, a l ,  so kommt: I 

3") 

il = i3 i2 
- . .  
'L2 = z1 Z3 

i3 3 i2 i, ,, 

von welchen Gleichungen die erste unmittelbar aus der linken Seite der 
Figur 1 abgelssen werden kann. Aus 3 und 3* ergiebt ~ i c h  endlich: 

4) ' 

i i - - i,i, 9 2 -  

. . . . 
2, = - 'A3 'LL 

i 2 i 1 -  - - iliz, 
woraus sich mit voller Evidenz ergiebt,  d a s s  d i e  S y m b o l e  d e r  r e c h t -  
w i n k l i g e n  D r e h u n g e n  i , ,  i,, i, n i c h t  c o m m u t a t i v  s i n d ,  d a s s  
v i e l m e h r  e i n  P r o d u c t  a u s  z w e i  d e r s e l b e n  s e i n  V o r z e i c h e n  
i i n d e r t ,  w e n n  d i e  F a c t o r e n  m i t  e i n a n d e r  v e r t a u s c e t  w e r d e n .  
Aus 3) findet man noch durch rechtsseitige ?ilultiplication beztiglich mit 
i3, i,, i 2 :  

1 
il i2 i3 = 1 

5) i2 i3 il = 1 

i3 il i2 = 1 

Producte, die durch cyklische Vertauschung der Factoren in einander liber- 
gehen. 

Wiihrend nun die Eigenschaften der Symbole i der rechtwinkligen 
Drehungen um die primitiven Einheitsvectoren sich in vollkommen be- 
stimmter Weise und geometrisch anschaulich entwickeln lassen, ist dies 
keineswegs der Fa11 mit den Symbolen der prjmitiven Eiuheitsvectoren 
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ist ,  80 llisst sich schliessen, dass die i den e  proportional sind, dass also 
mit Anwendung eines Proportionalitiitsfactors a:  

i, = ae, 

i, = a e2 

gesetzt werden kaun. So lange a eine reelle oder auch gemein complexe 
Grosse i s t ,  welche mit den e als commutativ angesehen werden darf,  er- 
geben sich aus 8*) ohne Weiteres die Gleichungen 8). 1st a eine h6here 
complexe Zahl, die mit den e  nicht vertauscht wcrden kann,  ohne dass 
der Werth des Productes geiindert wird, so hat man zu bedenken, dass aus 

ik  = aek 
sich ergiebt: 

1 1 1  
- = - . - J  

ik ek a 
dann wird ebenfalls: 

1 1 1  -. 1 
zl = - - -  a . e l  = - e l .  

ik ek a ek 

H a m i l t o n  hilft sich sehr einfach dadurch, dass er ik = eh setzt, 
also u = 1 annimmt. Danu mtissen nattirlich die Symbole e denselben 
Gleichungen gentigen, wie die Symbole i, es muss also: 

sein, welch' letzte Gleichungen sich in die eine 

C *) e, e, e, = 1 
zusammenfassen lassen. 

Die Gleichungen unter A ,  B. C besagen also: 
Das Quadrat eines primitiven Einheitsvectors ist  gleich der 
negativen Einheit. 
Das Product zweier primitiven Einheitsvectoren Lndert sein Vor- 
zeichen. wenn man die Factoren vertauscht. 
Drts Yroduct dreier primitiver Einheitsvectoren in der Reihenfolge 
1, 2, 3 oder einer durch cyklische Vertauschung daraus hervor- 
gegangenen ist gleich der positiven Einheit. 
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. ~ e i n e r  Ansicht nach ist es unrnoglich, diese Sgtze geometrisch oder 
metaphysisch zu beweisen; aie sind eben eine nothwendige FoIge der An- 
nahme a = 1 und verlieren ihre Giltigkeit theilweise oder gknzlich, wenn 
man diese Annahme f d e n  Iasst. Dass sich noch andera 81s die von 
Ham i I t o  n vorauagesetzten Beziehungen zwischen den e und i aufstellen 
lassen, welche ebenfalls den Gleichungen 8) genifgen, 3011 an zwei Bei- 
spielen nachgewiesen werden. 

Es sei erstens a = e,c,e,, 

danu ist: 

9) 

D a  nun auch: 

fio ha t  man zur Bevtimmung der e die Gleichungen: 

1 
(e, e ,  e,) e,  = - el 

e3 

Man genIigt aIlen diesen Gleichungsn, wenn man 

annimmt. Es sinci dies wiederum die Gleichungen A )  und B ) ,  wabrsnd 

C) nicht erfilllt wird. Es wird dann 

il = e, e, , i, = e, e, , i8 = e, el. 

Es m6ge zweitene a = e,e, 
gesetzt werden, so dass also: 

1 ( i, = (e,e2)e, = -e,, 
e4 

1 
i, = (e, e,) e, = - e ,  , 

e3 

1 
i3 -- (eg e,) e,  = - e,. 

el 
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Von Prof. BEEL 43 

Diese Gleichungen werden befriedigt durch die Annahme: 

wobei weder A) noch B) noch C) bestehen bleiben. Man erhalt in diesem 
Falle : 

2. Zusammenhang zwischen dem Sgmbol des allgemeinen 
Einheitsvectors und  einer  rechtwinkl igen Drehnng um 

deneelben. 

Ein beliebiger Vector im Raume wird der Grosse und Lage nach 
durch den Ansdruck: e = e ix ,  + e ,x ,  + e,x, 

dargestellt, worin e l ,  e , ,  es die Richtungscoefficienten der drei auf einander 
senkrechten Coordinatenachsen XI,  Xs, X3 bedeuten und die absolute 
Lange des Vectors r durch die Gleichung 

re = x12 + xpZ  + x34 
gegeben ist. Ein zweiter Vector sei 

Q'= e,z,'+ e,x,' + e,x3.  
Da identisch 

en= p('<)l 
1 

so stellt der Quotient '4 zunachst dss Sgmbol der Drehung und Streck- 
P 

nng dar ,  welche den Vector Q in dén Vector q' überftihrt. E s  gilt nnn 
die Gleichung 1 .  1 

-4 = (e ,  x,'+ w,' + e s x i )  e e l ~ , + e 2 x z + e s x 3  
mit Hilfe der drei oben charakterisirten Zahlensysteme zu entwickeln. - 
Es geschehe dies zunachst fiir das zweite, dessen Einheiten e  den Be- 
dingungen A)  und B) unterliegen , namlich : 

e l 8 = -  1 ,  e,N=- 1 ,  e a g = -  1, 

e 2 e l = -  ele9, e3% =- ey e, , el e3 = - e3 e l .  
Da in Gemiissheit disser Multiplicationsregeln 

@ .Q = B ' =  ( e l x l + e ~ x ~ + e ~ x ~ ) ( e ~ z l + e ~ x ~ + e ~ x ~ )  

= - (XIB 4- xp2 + 52) 
ist, so ergiebt sich: 

Sind sowohl p als Einheitsvectoren, also: 

xi2 + xz2 + xs2 = 1,  
X ~ ' ~ + X ~ ' ~ + X ~ ' ~ =  1, 

so erhiilt man:  
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44 Zur Theorie der Vectoren und Quaternioneh. 
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bestimmt. Für einen sowohl auf Q als auf Q' im Coordinatenanfang senk- 
recht stehenden Einheitsvector 

p"= e,z,"+ e,  z,"+ e , ~ , "  
gelten ferner die Gleichungen : 

xi xl"+ x2 xzf'+ x, xsf'= 0 ,  

xl'xi"+ x;xsl'+ x3'x;'= O, 

aus denen sich die Verh%ltnisse: 
I ,  xl": x~": x3"= 5, 2;- x3 X2': x3 x l l -  X 9  : X 1 X 2  - Xp 2,' 

1 )  

ableiten lassen. Mit Anwendung eines Proportionalitiitsfactors A kann man 
auch schreiben: i. x1 "= x2 x3'- x3 x2', 

Lx;'= x3 xl'- z, x3', 

L zgP'= x1 5;- x2 xl', 

1 - Q'= - Q e'= - (cl x, + e2 x2 + e, x3) (el xl'+ c2 s2'+ e, z,') 
e 

= x 1 x , ' + x 2 ~ Z ~ + x , x 3 ' $ e , e , ( x l x , ' - x 2 x , ' ) ' +  e ,e , (x2x3' -%,xi )  

+ e, e, (z3 2,'- x ,  xi). 

woraus, da aucb 
ist, 

Da die Grossen x , ,  x , ,  x, und z , ' ,  z,',  xS3 die Cosinus der Winkel 
sind, welche der Vector Q bezüglich Q' mit  den drei Achsen bildet, so ist 
der Winkel q, wclchen p mit p' einschliesst, durch dia Gleichung: 

hervorgeht. E s  kt dies offenbar der sira cp, wie aus der Gleichung: 

ersichtlich ist. Durch E>infUhrung dieser Werthe i n  den Ausdruck fIIr 
1 
- Q' erhalt man daher: 
P 

1 
- c'= cos cp + (e,e, xl"+ el e,x,"+ e, e,x,") si91 <p , 
e 

welche Gleichung vermoge der Eigenschafteu der Symbole e auch ge- 
schrieben werden kann: 

1 
- Q'= COS q + el e, e, (el z,"+ e, x,"+ e, x,") sin cp , 

oder kürzer : 
P 

l*) 
1 .  
- p = cos cp + e ,  e2 e3 p" si f i  q. 
,O 
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Hendelt es sich um eine rechtwinklige Drehung, so wird p =  90°, 
also, wenn man eine rechtwinklige Drehung nm den Einheitsvector p" mit 
u" bezeichnet: 

2) dl= el e, e, plr. . . 
N a n  e r h k l t  a l s o  d a s  S y m b o l  e i n e r  r e c h t w i n k l i g e n  D r e h u n g  

u m  d e n  E i n h e i t s v e c t o r  p", w e n n  m a n  l i n k s s e i t i g  m i t  d e m  
P r o d u c t  e,e,e, m u l t i p l i c i r t .  Setzt man in 2) für pl' der Reihe uach 
el, e,, e,, sowie ftir zc". . .il, i,, i,, so findet man fur die rechtwinkligen Dreh- 
ungen i,, a,, i, um die primitiven Einheitsvectoren wiedorum die Formeln 9). 

Da nun in dem H a m i l t o n ' s c h e n  System die Gleichung 

C) el e, e, = 1 
gilt, so hat m m  in diesem System 

3) ,J'= . . . 9 

das heisst, d e s  S y m b o l  e i n e r  r e c h t w i n k l i g e n  D r e h u n g  u m  e i n e n  
V e c t o r  i s t  g l e i c h  d e m  S y m b o l  d e s  V e c t o r s  s e l b s t .  Als specielle 
Fiille ergeben sich aus 3) die Gleichungen: 

i l = e l ,  i ,=e , ,  i,=e,. 

In dem dritten System hatte der Vector a die Gestalt: 

9 = X i +  e e ~ z  + e3X3, 
oder, wenn wir s ta t t  e, und e, die Grossen i und k a1s Richtungscoefficienten 
der zweiten und dritten Coordinatenachse einftihren*: 

e = X I +  Jrxe+ k x 3 ,  
wobei i und k den Bedingungen geniigen: 

i L -  1, k z = - 1 ,  k i = = - i k .  . .  
Das Symbol i ist  hier offenbar dasselbe, wie das i der gewohnlich 

cornplexen Grosse Q = X + ~ Y  

und der Raumvector p geht in  den ehenen Vector p liber, wenn x, = 0 
kt .  In  diesem System ist 

und da Tir den Einheitsvector p 

1 
= X ,  - D x ,  - k x ,  

x,+iz,+ k z ,  
k t ,  so wird 

1 
- Q'= (xl - i x p  - kxy) (xI1+ i xZf+  k x i )  
e 

= x1 zl1+ xpx2)+ x3x;+ k i (x ,x i -  x 9 x l )  

- k (x3x lr -  x1x3') + i (x1x2'-  x2x11).  
- 

* Siehe meine Ahhandlung: ,, Ueber conforme Abbilclungen von Nannigfaltig- 
keiten hoherer Ordnung", Zeitschrift für Mathematik und Phyaik XX S. 263 flg. 
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Bedentet wiederum wie oben 

$= xl"+ ix,"+ kx," 

einen sowohl auf g als pr senkrechten Einheitsvector und ist 

so wird 
X I  xlr+ xq xzf+ xy 2,' = cos <p , 

xg xi- x3 x i =  xlrr s i n  cp , 
x3 2,'- x1 xi= x i r  s i n  cp , 
xl xZr- x2 x1)= x3"sin q 

und man erhalt:  
1 
-p l=  c o s y  + ( k i x l V -  kx,"+ axJsimcp, 
e 

welches man auch schreiben kann: 

Bei rechtwinkliger Drehung wird daher 
k i g " ,  

oder , nach der früheren Schreibweise : 

4) dl= e3 e2 @". . . 
M a n  e r h a l t  d a h e r  i n  d i e s e m  S y s t e m  d a s  S y m b o l  d e r  r e c h t -  

w i n k l i g e n  D r e h u n g  u m  e i n e n  V e c t o r ,  w e n n  m a n  d e n s e l b e n  
l i n k s s e i t i g  m i t  e3c, m u l t i p l i c i r t .  Setzt man in 4) der Reihe nach 
1, e,, e, fur  p" und i l ,  i,, i, für u", so findet man wiederum die Gleich- 
ungen 10). 

1 
Der Quotient -6 kann nach dem Vorhergehenden je nach den Voraus- 

e 
setzungon, die man über das Verhiiltniss der i zu den e macht, in drei 
verschiedenen Pormen dargestellt werden. Man bat namlich : 

1 
1) - p'= COS <P + (el xlrf+ e, x t +  e, x,")sin cp 0 cos rp + $s in  pl 

e 

1 
III) [ T d = c o s < P +  

= cos rp + 
Die erste Gleichung 

(e, e, zlrr+ el e , ~ , ~ ~ +  e, el x i r )  s in  rp 

(el e, e,) @"sin cp, 

(e, e, xlrr-  e,x8"+ e, 2,") sin q 

(es e,) $s in  9 = cos cp + k i6 's i .n  <p. 

k t  die H a m i l t  O n'sche. Sie enthall vier primitive 
Einhaiten 1, e, ,  e , ,  e , ,  welche ein h6hercs geschlossenos Zahlensystem - 
das H a m i l  t on'sche Quaterniorensystem - bilden. Bezeichnet man die 
vier Einheiten mit E,, zi, E ~ ,  z3,  so finden sich auf Grurid der Bedingungs- 
gleichungen A), B ) ,  C) des 5 1 folgendo Werthe der Producte je  zweier 
Einheiten : 
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€ 0  € 0  = E o  , fi €0 = € 1 ,  E2 Eo = Ea , Ea Eo = E s ,  

E g  El = El, f l  E l  = - C O ,  E2 El = E 3 ,  E3 El  = - E* , 
E 1 E Z = - E 3 ,  E Z E q = - E O ,  F 3 E Z = = E l ,  

E o E g = E 3 (  E 1 e 3 = E 2 ,  E 2 E 3 = - E l r  E 3 E 3 = - E o 1  

welche Besultttte , wie folgt , in  einer sogeliannten Multiplicationstafel au- 

sammengefasst werden konnen: 

Der Werth des Productes ~ k .  EI ist an der Kreuzungsstelle der kten Zeile 
m i t  der l'en Rsihe in diescr Tafel zu finden, also z. B.: 

E2 EJ = - ', , E s  El = - E r .  

Noch einfacher gestaltet sich die Tafel, wenn man den Trkiger der 
Indices E unterdrtickt und schreibt: 

Zwei Zahlen a und b in  diesem Quaternionensystem haben die Porrn: 

Durch rechtsseitige hlultiplictttion nach dem distributiven Gesetz er- 
hiilt man das Product a b ,  welches von dem durch linksseitige Multipli- 
cation..erhaltenen ba versohieden is t ,  da die Producte e i e k  und e k e i  ftir 
i, k = 1, 2, 3 verschieden sind. 
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48 Zur Theorie der Vectoren und Quaternionen. --- - - - X I  -< Y- /Y--.W_ -̂  

Bezeichnet man die Einheiten des zweiten Systems 

von denen nur  die erste primitiv ist, wahrend die anderen zusammen- 
gesetzt sind, der Reihe nach mit P,,, q ,  e2, so findet man auf Grund 
von 9*): 

E,, E,, = F0 , El E,, = E l ,  

EO = E ~ ,  E~ E, = (es e,) (e, e,) = - e, el = E,  , 
E:, Eo - E 2 ,  '3 €0 = €3 9 

€2  cl = (el e,) (e, e,) = - el e, = E,, €3 E ,  = ce2 el) (es e,) = - e, e, = - E, , 
E~ E~ = (el e,) (el e,) = - = - E ~ ,  E~ E~ = (ep el) (el e,) = - e, e, = E ,  , 
~ ~ ~ , = ( e , e , ) ( e , e , ) = - e , e , = -  E , ,  E , E , =  (e,e,)(e,e,)=-E,. 

Stellt man diese Werthe zusammen, so erhalt man wiederum die obige 
Tafel, also ist  II) ebenfalls ein Quaternion. 

Bezeichnet man endlich die Einheiten des dritten Systems 

' i  e3e21 e 2 ,  

welche die Gleichungen IO*) erffillen, ebenfalls mit 

Enr € 1 1  E Z I  % I  

so findet man mit Hilfe der Gleichung 10') die einzelnen Producte von je 
zwei Einheiten: 

E o E o = E " ,  E I P O = E l ,  

t1 = , cl E~ = (% e,) (e, e,) = - e,%22 = - €0 

E~ = f 2  , E~ E~ = (cg e,) (- e3) = - c, = - E,, 

E~ E~ = (- e3) (e, e,) = e, = E, , E, E, = e2 . e3 e2 = e3 = - E ~ ,  

E ,  B~ = (- e3) (- e,) = E , ~  = - E, , z3 E,  = e, (- e,) = e3 e, = E ,  , 

E ,  E, = (- e3) (e,) = - E ,  , sS = ed . e2 = - €0- 

Auch hier giebt die Zusammenstellung der einzelnen Producte die- 
selbe Tafel 6) .  

Wir haben somit drei verschiedene Formen eines Quaternions kennen 
gelernt. Erstens die H a m i 1  t O n'sche : 

q = cos + gllsilz p. 

Sie bedcutet geometrisch oine Drehung durch den Winkel rp in  einer 
Ebene,  welche auf dem Vector p" im Coordinatenanfang senkrecht steht 
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und begreift daher geometrisch den Einheitsvcctor der Ebene oder die ge- 
complexe Grosse 

g = cos rp + i sin cp 

als speciellen Fa11 iinter sich. Algebraisch ist p von Q cbenso wenig wie 
p" von i unterschieden, da 

gi'8 = - 1. 
Man sieht hieraus, dass die Quaternionen für die Theorie der Functionen 

nichts zu liefern irn Stande sind, was nicht schon durch die gewohnliche 
complexe Grosse erreicht werden konnte. E s  gelten auch hier die Siitze: 

(ws rp + @"sin cp) (cos <p'+ $sin p') = cos (rp + rp') + p"sin (<p + cp') etc. 
und 

(cos cp + @"sin q)n = cos a p + (sin w q. 

Die letxterhaltene Gleichung besagt, dass die late Potenz eines Qua, 
ternions eine Drehung durch das w - fache des Winkels rp um dieselbe Achse 
wie bei dem einfachen Quaternion bedeutet. 

Gleiche Resultate erhalt man ,  wenn man die beiden anderen Formen 
II) und III)  des Quaternions zu Grunde legt. Nach II) ist 

g = cos p + ( c ,  % cg) ('sin cp. 

Auch hier ist die Achse der Drehung, <p der Winkel, um den ge- 
dreht wird. 

In diesem Balle ist  e,e,eSQ" das Symbol der rechtwinkligen Drehung 
um und wegen 9*)  ebenfalls: 

(e,e,e,Q")a= (e,e,x,"+ c1e9x~'+ e , e , ~ , " ) ~ = -  1 .  

Endlich ist snch i n  I I I )  

4 = cos p + (k  i Q") sifi cp 

el' die Achse der Drehung, kip" das Syrnbol der rechtwinkligen Drehung 
um dieselbe, und wegen der Gleichungen 13): 

(kae")" ((kix,"- kx,"+ ix,")'=- 1. 

Ein Unterschied in den drei Formen des Quaternions besteht also 
vom algebraischen Standpunkte nus nicht; sie haben alle drei die Form 
der gewohnlichen cornplexen Grossen und sind denselben Gesetzen unter- 
worfen wie diese. Dagegen sind die Beziehungen des Quaternions zu den 
Vectoren und aiich diese selbst zum Theil verschieden. Die Yectoren im 
ersten und zweiten System haben die gleiche Porm: 

e = e i x ,  + e , z , + e , x 3  
und das Quadrat des Vectors i s t  gleich einer reinen Zahl, gleich einen 
Scalar, im dritten System aber ha t  der Vector die Form: 

ist wiederum ein Vector. E r  entspricht daher dem Vector der Ebene: 
Zeitschrift f. Mnthematik u. Physik. 41. Jahrg. 1896. 1. Hsft. 4 
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p = z l + i x , ,  
dessen Quadrat 

x 1 2 -  x z  + 2 i x , x 2  

ebenfalls einen Vector der Ebene darstellt. Wie aber der ebene E i n  h e i t s -  
v e c t o r  g = cosy> + isilzrp 

auüh die Bedeutung einer Drehung um den Winkel cp in der X ,  X2-Ebene 
hat ,  so kann man auch den r a u m l i c h e n  E i n h e i t s v e c t o r  Q als die- 
jenige Drehung anffassen, welche einen beliebigen Vector in  der Ebene (1, @) 
urn den Winkel ( 1 ,  Q) = rp dreht. 

Denn es ist:  
1 

Q = - * Q  - z l +  ix ,+  k x , = x l +  k i ( k x 2 -  ix,). 
1 

Da Winkel (1, e) gleich rp ist ,  so wird: 

xi = COS <P, 

p'1 - zl2 = silz cp. 

Es  lasst sich daher p auch schreiben: 

k x ,  - i s ,  

woraus ersichtlich ist,  dass Q eine Drehung durch den Winkel cp um den 
Vector kx, - iz, - 

J1-le,2 - Q', 

welcher in  der XaX3-Ebene liegt, bedeutet. Da 

( k i e f ) ' =  - 1 

i s t ,  so hat Q wiederum die Eigenschaften der gewohnlich complexen Zahl, 

es is t  a180 auch gn = cos ra cp + ki p'sin. n 9. 

Auf dieser Eigenschaft des Vectors beruht auch der S a t z ,  dass jede 
Function Q'= f ( e )  eines Vectors wiederum ein Vector i s t ,  der in der 
Ebene (1, $) liegt. Daher ergiobt sich auch, dass Gleichungen der Gestalt: 

oder 

nur moglich sind, wenn Ü Q  ebenfalls in der Ebene (1., Q) liegt und nicht 
eine beliebige Lage im Eauuie hat*, weil sonst auf der rechten Seite ein 
Quaternion, auf der linken ein Vector stehcn wiirde, die im Allgemeinen 
nicht gleich sein konnen. 

Siehe des Verfassers Abhandlung: ,,Ueber conforme Abbildung vou Mannig- 
faltigkeiten hoherer Ordnungcc, Zeitschrift fiir Mathematik und Physik XX, 
S. 253-270. 
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5 3. Anwendungen der  dr i t ten Form des Quaternionensystems. 
Es sol1 nun an zwei Beispielen gezeigt werden, dass der in  seinen 

Grundlagen etwas veranderte Quaternionencalcül dasselbe leistet wie der 
urspriingliche, und zwar sol1 die dritte Form d a m  gewlhlt werden, bei 
welcher der Vector 

Q = x i +  ilçl!+ kx3  
und das Quaternion 

q = cosq + k i .  Q S ~ A ( P  

ist, wahrend die primitiven Einheitsveotoren i und k den Bedingungen 
unterworfen sind: i 2  = 1, = - 1, i k = - k i .  

1. 
Die Gleichungen der spharischen Trigonometrie sollen aus der identischen 

Gleichung: 
1) 

worin A, B ,  C drei Vectoren nach den Punkten A ,  B, C einer Kugel 
vom IIalbmesser 1 bedeuten mogen , abgeleitet 

Pig. 2. 
werden. Wir  wahlen die Pole A', B r ,  Cf 
der Kreise B Cl  AC und A B  so, dass von 
ihnen aus gesehen diese B6gen i n  der Rich- 
tung des Uhrzeigers durchlaufen werden. Dies c 
giebt, wenn wir die Seiten und Winkel des 
ursprtinglichen Dreiecks mit :  A \y\ 

A B = c ,  B C = a ,  A C = b ,  

=)C C- y, <):A= or, <)cg= fl C 

(siehe Fig. 2.) 

bezeichnen, fur  die Seiten und Winkel des Polardreiecks A'B 'C ' :  

B ' A r =  y,  C'Br= a ,  C 'Af= 180°- p l  
<):C'=cl c) :A '=a,  e):B'-180°-6. 

Nun k t :  

l C = cos a + k iArs in  a ,  
B 

1 
- C  = cos ZI + k iB 's in  b .  
A 

Setzt man diese Werthe in 1) ein und multiplicirt, so erhlilt man:  

cosccosa+ k i C ' s i m c c o s a + k i A ' c o ~ c s i n a +  7ciC'kiA'sincsir.a 
= cos b + k i   sin b .  

4 * 
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Nun ist allgemein : 

kie . k i d =  (kix, - k x ,  f ix,')~kix,'-- k x ,  + ix,') 
= - (xl xll+ x2xpl+ x3x3I) - k i  (x2 x3'- x3 xdl) + k  (x3 xI1- x1 xgl) 

1 + i(xlxi- x,xll) 
also ist: P 

1 
7ciCf.  kiA1=  - -,A1= - [ C O S ( Z  - /?) + kiBsifi(7i: - p ) ]  

C 
= c o s $ - k i B s i n P .  

Daher geht die obige Gleichung über in :  

cosccosa+ k iC1s inccosa  f k i A 1 c o s c s i n a +  (cosp - k i B s i n f i ) s i n c s i n a  

= COS b + k i B'sin b.  

Setzt man Reelles Reellem gleich, so findet sich zuerst der Cosinus- 
satz der sphariseheu Trigonometrie : 

2 cos c  cos a  + sifi c sin a cosp = COS b. 

Die tibrig bleibende Gleichung dividiren wir linksseitig erst niit k, 
dann mit i, es bleibt: 

C's in  c  cos a + A'cos c  sin a - ~ s i n p  sin ccos a  = B ' s i n  b. 

Hieraus durch linksseitige Division mit C' : 

1 1 1 
s in  c  . cos a + -, A ' w s  c  s in  a  - -I B simp s in  c  sin a = -, B'sin b. 

C C c 
Nun ist: 1 

-A'= C' C O S ( Z - f i ) + k i B s i n ( n : -  O ) ,  

1 
- B' = cosor + k i A s i n  a i ,  
C' 

folglich geht die voranstehende Gleichung über in: 

1 
s in  c  cos a + (- cosp + ki s inp)  cos c  sin a  - -, B s i n  f i  s in c sin a  c 

= (cosu + k i A s i n a ) s i n b .  
z .  1 

Da der Bogen B C'= is t ,  so Lat das Quaternion - B keinen 
'2 C' 

reellen Bestandtheil. Es  ergiebt sich daher durch Gleichsetzung der reellen 
Glieder : 

3) s i n c c o s a -  c o s c s i n a c o s ~  = s in  bcoscu. 

Es bleibt noch iibrig: 
1 

k i  B s i n p c o s c s i n a  - - , B s i n p s i n c s i n a  = k i 8 s i n c ï s i n  b ;  
C 

1 1 1 
- B als rechtwinklige Drehung ist gleich - - Cl, - C' ist abor gleich C' B B 

- k i B  . k i C 1 .  
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Setzt man diesen Werth ein, so kommt 

kiBsin/3coscsina -kiBkiC'sin/3si lzcsina k i A s i n u s i n b .  

Durch successive linksseitige Division mit k ,  i und B folgt hieraus: 
1 

s i n ~ c o s c s i n a -  kiCtsi lz@sincsina = - A s h a s i n o ,  B 
oder da,  -A 1 = cos c - k i C'sin c 
ist: B 

silt@coscsina-kiC'silt@silzcsina = coscsilzbsin<r-kiCrsimcsinbsina. 

Da kiC1 als rechtwinklige Drehung um C' keinen reellen Bestand- 
theil hat ,  so bekommt man durch Gleichsetzung des Reellen und des 
Imaginlrcn beide Mal die noch fehlende Gleichnng: 

4) sirc a sin f i  = sin b sin a. 

II. 
Es sollen die Eule r ' schen  Formeln fiir die Drehung einer Kiigel um 

eine durch den Mittelpunkt gelegte Achse abgeleitet werden. Bu diesem 
Zwecke sei pl ein fester Vector, Q ein beweg- Fig. 3. 
licher, der uin Q, so gedreht wird,  dass er in 
die Lage p' kommt. Die hierzu erforderliche 
Dreliung sei gleich y. 

Man verlangere die Btigen Q, Q und pi Q' 
über Q und pt hinaus bis D und E ,  so dass 
sowohl p,D als Q,E 90° betragen. Dann sind 

a 
die rechtwinkligen Drehungen elD und Q , E  

1 
9.- 

beziehentlich durch die Ausdrücite - D und D 
1 QI 

- -  E gegeben. Bezeichnen wir den Bogen E 
0, 
.A 

p, Q = pi er mit 8, so sind die Drehungen q,  q und g, Q' durch die Quaternionen 

bestimmt. Hieraus ergeben sich: 
(3- picos?? 

B =  sin 4 

p, cos 8. E =  ---. 
sin Q 

Dreht man nun den Vector OD urn die senkrechte Achse Q I ,  wahrend 
dor Drehung~winkel rp botragt,  so gelangt er i n  die Lage 0x1 wobei 
zugleich e in die Lage Q' kommt und es ist: 
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Durch Einftihrung der Werthe von D und E erhalt man hieraus: 

1) Q'- pl cos a = (q - pi cos 17) (cos rp + k i q, sir. 9). 

Führt  man die Werthe der Q in gewohnlichen Cartes 'schen Coordi- 
naten X ,  y, B ein, setzt also: 

$1 + i y ,  + kg, 

Q = x + i y + k s ,  

Q'= z r +  i y r +  kzr, 

und beachtet die Bedingungen: 

xi2+ YI2 + ala = 1, 

x2 + y 2 + s B = 1 ,  

2'" yt2 + a r 2  = 1 ,  

XX, + yyl+ sz ,  = cos@, 

80 giebt die Ausführung der Rechnung ohne Weiteres die bekannten 
E u  1 e r'schen Transformationsformeln in der Gestalt : 

xr = a [ x I 2  + + q 2 )  COS <pl + y [x ly l  ( 1 - cos rp) - z1 sin rp] 

+ [%,al (1 - cos 9) + Y ,  sin rpl 1 

yr = x [x, y, (1 - cos p) + a, sin cp] + y  [y,' + (x? + 2,') COS PI 
+ B [y1 (1 - COS rp) - z1 sin p l  : 

sr= ~ [ x ~ z , ( 1 . - ~ 0 ~ ~ ) - y ~ s i n r p ]  + y [ y l s l ( l - c o s c p ) + ~ l ~ i ~ c p ]  

+ .a [ f i lZ  + (x la  + Y," sin YI. 
FUhrt man dio Winkelfunctionen von !f ein,  setzt also: 

2 
rp 1 - COS cp = 2sin"r 
2 

9 cp sinrp = Zsin-  cos-, 
2 2 

so kommt, wenn man zur Abklirzung schreibt: 

wobei 
a' + ba + c9 + d2 = 1 

k t  : 
[ a'= $(a" b2- c2+ d2) + 2 y ( a b  - cd) + 2 s ( b d  + a c ) ,  

Die letxteren Formeln lavsen sich auch direct durch Umformung der 
Gleichung 1) erhelten. Wir multiplicircn dieselbe mit k i ,  setzen: 
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kig, = u, , kig = u, kiq'= u', 

so geht die Vectorengleichung 1) i n  eine Gleichung zwischen rechtwinkligen 
Drehungen tiber: 

2") ur = ul COS 3 + (U - U ,  C O S  6 )  (COS <p + u,sin gi). 

I n  H a m i l  t on'scher Bezeichnung wtirden die Gleichungen 1) und 2**) 
identisch sein, da  in diesem System pl= ul , q = u , g'= w ist. In  unserem 
Falle aber ist: u,  = k(p1 = (7ci 2,- ky, + ia,), 

u = kig = (kix -k2/  + ia), 
u'= k a g r =  (kixr-  kyr+ i d ) .  

Durch Multiplication der ersten Gleichung mit der zweiten, zuerst 
rechtsseitige, dann linksseitige, ergiebt sich: 

ulu = - ( x , x + y l y + ~ , z ) - i ( x , y - . y 1 x ) - k ( x 1 a - a l x ) - k i ( y , ~ - ~ a , y ) ,  

uul=  - ( X ~ X + Y , Y + ~ ~ Q )  +i(xly - . y l x ) + k ( x l ~ - z l x ) + k i ( ~ l b - z , ~ ~ .  
Es ist also: 

woraus uul - u.,u uzc, + cos 8 = 
2 

folgt. Multiplicirt man nun die Gleichung 2**) aus,  so findet man, da  
u I 2 = - 1 ,  mit Berticksichtigung der zuletzt erhaltenen Gleichung: 

uul - ulu 
u'= u coscp + u, cos 9. ( 1  - cos q)  + 

2 
sin 9 ,  

ergiebt sich aber durch linksseitige Multiplication mit u, : 

u - 2ulcos B = u,uul.  
Es wird also: 

Setzt man nun: 

woraus sich ergiebt : 

so findet man die beriihmte Formel H a m  i l  t on ' s ,  welche die E uler 'schen 
Transformatiouen in der Gestalt 2*) zu einem einzigen Ausdruck zuearnnien- 

fasst : - 

2) ür= q - ' u q .  
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Setzt man in Gleichung 1) sttttt k ip l  den Hami l ton ' schen  Vector p l ,  
so wiirde men die Gleichung: 

Q'- cos 8 = (, - Q ,  cos 2 ) )  (cos g, + gls in  g,) 
erhalten, welche bei T a i t  nicht vorkommt. An deren Stelle findet sich 
1. c. S. 239 die Gleichung: 

e i = - a ~ a e - a J a Q c o s s +  J i Q s i % a ,  
oder in  unsere Bezeichnlzngsweise tîbertragen : 

3 P) = - (SQ p i )  Q I  - if, Q I  .QI cos 9 4- pisin <P 

worin S g  g, den Scalar, p'e g ,  den Vector des Quaternions p p ,  bedeutet, 60 

dass identisch 
Q Q ~ = S ~ Q ~  + Jeel. 

Der Scalar von p p ,  kt :  

-(xx,+ l ~ ~ , + z z ~ ) - - c o s B ,  
also der Vector 

gi  = Q Q ,  f cos ,p. 

Dedurch geht die Gleichung 3) liber i n :  

= cos 6 - ( q  p, + cos 8 )  (Q, cos p - sin cp) 

= pl cos 8 - ( Q  - p l  cos 8) Q ,  ( g ,  cos g, - s in  cpj 

= Q,  cos 8 + ( Q  - el cos 8) (cos cp + Q ,  sir. cp) , 
übereinstimmend mit unserer Gleichung l), wenn darin Q ,  für k i g ,  ga- 
setzt wird. 

Die Gleichung 2) k s s t  sich auch unabhangig von 1) unmittelbar durch 
eine einfache geometrische Be- 

 FI^. 4 trachtung ableiten. Es sei der 

el Bogen A B  mit dem Kreis BB' 

! fest verbunden. Eine Drehung 
der: Kugel um die Achse pl 

61 des tKreises BB1:durch don 
.-.T -. Winkel cp ffihrt den Bogen 

A B  nach A'B'. Um die hierzu 

A" nothige Transformation 7u 

i u\ 

bestimmen , verltingere man 
A'B' liber B' hinaus nach A", 

B1 \>\\ B so dass B'A"= A'B' wird und 
1%-1-- verbinde die Punkte A" und 

c --- 
A' I L ~ ~ ~ - ' . ~  A durch einen Bogen A1'A; 

derselbe halbirt den Bogen 
BB' in C. 

Nun sel 
1 1 '7 '9 - ~ = u ,  - C = q  = cos- + I z i ~ , s i l z r  
A B 2 2 

also T C =  1 ug. 
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Von Prof. REEZ. 
--__-__-__-, , , ^-- - - 

57 

und -AI'= 1 - 1 c = uq,  
C A 

sa ist 

Es drtickt also ' u q  zunachst die Transformation aus, welche den 
4 

Bogon A B  = u  vermoge einer Drehung der Kugel nm die Achse Q, durch 
den Winkel rp in die Lage A'B' tiberftihrt. Werde nun der Pol von AB 
mit p der Pol von A'Br mit  Q' bezeichnet, so ist klar,  dass bei dieser Drehung 
Q mit p' zusemmeiifKllt. Weil nun die Winkel! welche der Bogen BB' mit 
den Bogen A B  und A'B' macht, gleich sind, so sind es auch die Ent- 
fernungen der Pole e und vom Pole e,. Man kann nlso auch sapen, 

1 
dass die Transformation -uq eine Drehung der Kugel um die Achse Q, 

P - 
bedentet, bei welcher der Vector Q in den Vector Q' tibergeht. 

( Schluss folgt.) 
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Kleinere Mittheilungen. 

1. Didaktische Bemerknngen zur  cnbischen Glleichnng. 

Ueber die Auflosung der cubischen Gleichungen l h t  sich bei dern 
heutigen Stand der Wissenschaft etwas principiell Neues kaum sagen; nicht 
ganz so liegt es auf dem Gebicte der N e t h o d i k .  

Wie bekannt, wird die Aufl6sung beim ersten Unterricht gewbhnlich 
so vollzogon, dass man zuvtirderst das zweite Glied der volistiindigen 
Gleichung entfernt und die reducirte Gleichung sodann durch Hudde's 
Substitution in xwei Gleichungen mit zwoi Unbekannten spaltet. So elegant 
das Verfahren sein mag, motivirt ist  es n i c h t ,  wenigstens dem Anfanger 
gegentiber nicht. 

E r w l g t  man nun, dass in  der Regel den cubischen Gleichungen die 
quadratischen mit mehreren Unbekannten vorangehen, so i s t  es didaktisch 
gewiss nicht unriühtig, wenn von letzteren eine Brücke zu ersteren ge- 
schlagen wird, und das geschieht ao: 

Man kntipfe an das bekannte Beispiel* 

an, dessen vollstandige L6sung durch die Gleichung 

gegeben ist. Sodann aber frage man, wolchon Verlauf die Rechnung 
nimmt, wenn man eine passende Verbindung von sl und ,s2 als neue Un- 
bekannte einführt, wie z. B. 

3)  $1 + z,= Y. 
Diese Substitution fkillt theoretisch allerdings mit der von Hudde 

zusammen ; dagegen ist aie nie t h  O d i s  c h durchaus anders motivirt. Wir 
spalten ntimlich y nicht in zwei nnbekannte Gitissen, sondern ersetzen 
u m g e  k e  h r t  die Verbindung zweier Unbekannten durch eine einaige; und 

- -- - 

* Heis, 5 173, Nr. 64P. - B a r d e y ,  XXVlI, 1. Stufe, Nr. 78. 
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das darf in  der Theorie der quadratischen Gleichungen als etwas Gelaufiges 
und Natürliches angesehen werden. 

Um nun zu einer Gleichung für y zn gelangen, gehe man von der 
Idcntitat 

4) (z1 + zz) [pl + 4' - 3 ~~1 - zI3 + z23 
aus, uud erhalt mit Rücksicht auf 1) und 3) 

5) y 3  3 a y  - b = O. 

Dieses is t  aber die gewünschte N o r m a l f o r m  der cubischen Gleichung, 
deren Losung wegen 2) und 3) die Gestalt, 

besitzen muss. Von nun ab verlaufen die Retrachtungen in gowohnter 
Weise; insbesondere schliesst sich jetzt die Reduction der vollst%ndigen 
Gleichung auf die trinomische Form 5) als ein n o t h w  e n d i g  e r  Schritt an. 

Durch obigen Vorgang lasst es sich also erreichen, dass der Schtiler 
suf einer Qorstufe - im Gebiete der quadratischen Gleichungen - die 
cubische Gleichung in ihrer zweckmassigsten Normalform antrifft und ihre 
Losung durch Riickscblüsse selhsts thdig ailbufinden veimag. Uebrigens 

kann man auf dem eben betretenen Wege noch weiter vordringen, i d e m  
man die Gleichungen* 

zl z, = n 
7) ;; q + z ; - O  

mit den entsprechenden Losungen 

zum Ausgangspunkt 

9) 

wihlt.  Um die Gleichung zu gewinnen, welcher 

"+%==Y 
geniigt, kann man wie früher, von einer leicht zu bildenden Identitat aus- 
gehen oder auch die aus 7or) und 9) folgondon Werthe von B, und s, i n  
die Gleichnng 78) eintragen; man findet dann 

Entwickelt man die Elammergrossen, so gelangt man zu einer 
ra t . iona len  Gleichung n t e n  Grades in  y ,  welche bereits M o i v r e  bei seinen 
Untersuchnngen über die Winkeltheilung hergeleitet hat ,  und eelbiger ge- 
ntigt offenbar: 
- 
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unter E jede beliebige mte Wwzel der Einheit verstanden. Ptir n = 6 er- 
hklt man beispielsweise die Gleichung 

mit der entsprechenden L6sung 11). 
Der c a s u s  i r r e  d u c i b i l i s ,  welcher bei diesen Gleichungen auftreten 

kann, wird am einfachsten gleich von vornherein erledigt, indem man in 

die Gleichungen 7) und 9) die Substitutionen 

z, = p (cos cp + i sifi v) ,  z, - g (cos rp - i s i n  rp) 

eintragt,  wodurch sich der Reihe nach 

?' -a ,  2 g " c o s n p = b ,  2gcoscp=y 

ergiebt. Man findet demgemiiss .n verschiedene Amplituden aus 

12) cos(ncp + 2 k x ) = b : 2 l / G ;  k - 0, 1, 2 . . .  n - 1; ( l i"4an<1)  

und sodann die n Wurzeln der Gleichung 10) mittelst 

13) ?/ - 2 i à  cos rp. 

Was die Gleichungen vom v i e r t e n  Grade betrifft, so ~ & r e  unter 
unserem Gesichtspunkt ein System von drei Gleichungen,'niimlich 

qis + z , ~  + z3' = a 

z,2z,2 + 2 3 2 ~ 1 2  4- 212822 - U 

Zi z2 s3 = C 

8, + B ,  + 23 - Y 

1 
zu wlihlen und eine Gleichung für die Verbindung 

aufzusuchen, doch verweilen wir hierbei nicht langer. 

Eine weitere Bemerkung m6ge sich anf das Auftreten der cubischen 
Gleichung in der Stereometrie beziehen.* Man begegnet hier sehr oft dem 
eigenthümlichen Umstand, dass zwei Wurzeln der Gleichung keine geo- 
metrische Bedeutung besitzen, selbst dann nicht, wenn sie reell ausfallen. 
E s  soi nur  a n  die bckanntcn Aufgaben über die Einsenkungstiefe schmim- 
mender Kugeln, über die Theilung der Kugel durch eine Ebene nach einem 
vorgeschriabenen Verhzltniss u. dcrgl. erinnert. Typisch für diese Fjille 
ist die Aufgabe: Die Rohe x eines Kugelsegments zu bestimmen, wenn 
dessen Volumen V und der Rugelradius r gegeben ist. Man gelangt hier 
zu der Gleichiing: 

* Vergl. insbesondere: E. L a m p e ,  Geometrische Aufgaben su den cubisclien 
Gleichungen, Berlin 1877. 
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14) z5- 3rxe+  3 ~ : x  -- O ,  
4 

welche, weil V <  r " n .  vorausgesetzt werden muss, stets drei von einander 
3 

verschiedene r e e l l e  Losungen aufweist, von denen n u r  e i n e  und zwar 
die kleinere, positive brauchbar ist. - F ü r  diese Erscheinung pflegt man 

selten eine Erkltirung anzugeben, zuweilen die, dass die erwahnten zwei 
Wurzeln geometrisch zwar bedeutungslos seien, aber der durch die Gleich- 
ung ausgesprochcnen Forderung gentigten. 

Hiermit erklart man indessen keinesweg, weshalb auf die einfache 
geometrische Fragestellung eine complicirte algobraische Antwort erfolgt. 
Man muss vielmehr zeigen, dass die gedachte Gleichung genau bei der 
Betrachtung a n d e r e r  geometrischer Gebilde wiederkehrt, und dass fur  
letztere s a m  m t l i c  h e Wurzeln von Bedeutung sein komen. 

Die Auffindung eines solchen Gebildes wird in  schwierigen Fi-illen Sache 
der Routine bleiben; zur Erklarung der Wurzeln einer cubischen Gleichung 
durch eine stereometrische Betrachtung kann indessen immer nachstehende 
einfache Aufgabe gewahlt werden: I n  e i n e m  g e r a d e n  E r e i s k e g e l ,  
dessen  G r u n d f l t i c h e n r a d i u s  a u n d  H 6 h e  h g e g e b e n  i s t ,  s o l 1  e i n  
g e r a d e r  K r e i s c y l i n d e r  v o n  g e g e b e n e n  V o l u m e n  U e i n b e s c h r i e b e n  
werden.  Bezeichnet man den Abstand der Deckflache des Cylinders von 
dern Kegelscheitel mit x, so gelangt man zu der Gleichung 

Diese kann man mit der Gleichung 14) zusammenfallen lassen, wenn 

h = 3r und U- 3 T gesetzt wird. Fiir h = a1/3 wird speciell 

und diese Formel stellt ebensowohl das Volumen des erwahnten Kugel- 
segments als dasjenige des Cylinders dar. Aber für  den Cylinder haben 
s a m m t l i c h e  drei Werthe von x, welche aus 16) entpringen, Bedeutung. 
Zwei jener Cylinder sind in gewohnlicher Wcise dem Kegel einbeschrieben; 
der dritte, für welchen 2: negativ wird, durchdringt den Kegelmantel, 
und seine Deckfliche wird durch den Scheitelkegol auegeschnitton. F ü r  

4 .  
V > - - r J n  wird die Aufgabe über das Kugelsegment sinnlos; die eubische 

3 
Gleichung 16) besitzt dann nur  e i n e  r e e l l e  und zwar n e g a t i v e  Wurzel, 
welche letztere jedoch für  die Cylindoraufgabe s t e t s  eine priicise geo- 
metrische Bedeutung behiilt. 

An Stelle des einbeschriebenen Cylinders kann man auch einen ge- 
raden Kreiskegel wiihlen, dessen Scheitel im Mittelpnnkt vom Grundkreis 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



62 Kleinere Mittheilungen. 

des gegebenen Kegels gelegen ist, und dessen Grundfliiche nun in drei- 
facher Hohenlage durch den Mante1 des ursprünglichen Kegels ausgeschnitten 
wird. - Diese beiden gewiss nsheliegenden Aufgaben* iindet man in den 
Lehrbüchern der Stereometrie hochst selten erwiihnt, und es ist dies auf 
einer elcmentaren Stufe auch durchaus berechtigt, weil dort der Scheitel- 
kegel ausser Betracht bleibt. Sobald aber stereometrische Aufgaben, die 
auf cubische Gleichungen führen, zug~lassen werden sollen, diirfte eine 
m o g l i c h s t  z e i t i g  e Erledigung der obigen charakteristischen Cylinder- 
aufgabe doch empfehlenswerth sein. Dr. Rr. HEYMANS. 

II. Ueber die doppelpnnktige Focalcurve. 

Die Bedingung, dass eine ebene Curve dritter Ordnung einen Doppel- 
punkt hat ,  is t  bekanntlich vom z w 6 l f t  e n   rade in den Coefficienten der 
Çurvengleiohung. Eine auffallend einfache Form erhtilt diese Bedingung, 
wenn die Curve dritter Ordnung eine Focalcurve ist, wenn sie also durch 
die imaginaren Kreispunkte geht , und wenn ihr Focalcentrum , das heisst 
der reelle Schnittpunkt ihrer imaginiiren Asymptoten, auf der Curve 
selbst liegt. 

Die Gleichung einer Focalcurve, deren Focalcentrum mit dem Coordi- 
natenanfangspunkte zusilmmenfkillt, lautet in rechtwinkligen Coordinaten** 

U = ( a x + b ~ + c ) i ~ ~ + y ~ ) + f z + g y = 0 .  

Macht man die Gleichung durcb Hinzuftigung des Factors 5 = 1 homogen 
und setzt zur Abkürznng : 

3 a z f  - b y -  a c 2  = E, 

8 a b f  + 3 a 2 g  - b2g - b c 2 =  L, 

2 b f g  - c2f  - a f 2 -  3 a g s =  Pl 

3 beg - a 2 g  - b c8 = K', 

8 a b g  + 3 b e f  - a 2 f  - a c 2 =  L I ,  

2 a f g  - c 2 g  - b g e -  3 b f 2 =  Pt, 

2af+ 2 b g  - c2 = Ml 

so findet man als Gleichung der zugehorigen II e s  s e'schen Curve: 

" Wegen der Cylinderaiifgdbe vergl. Mart i1  s ,  Aiifg. 1125. 

** Construction der E'ocalcurve aua aechs gegebenen Punkten, diese Zeitschrift 
Rd. 40 S .  337. 
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Besitzt nun die Curve U =  0 einen Doppelpunkt, so ist dieser be- 
kanntlich auch ein Doppelpunkt ihrer; H e  s s e 'schen Curve , und seine 
Coordinaten geniigen also gleichzeitig den sechs Gleichungen: 

Aus denselben ergiebt sich durch Elimination von 

xe, xy, Y" xz, YZ, z2 

flir die Existenz eines Doppelpunktes die Bedingung: 

Die links stehende Determinante lssst sich vereinfachen, indem man 
parallele Reihen mit pe igne ten  Coefficienten multiplicirt und addirt. Durch 

Wiederholung dieses Verfahrens geht die vorige Gleichung schliesslich tiber in 

oder 
l 

.(a2+ b 2 ) 2 ( f 2 + g 2 ) 2 / ~ 4 -  4c2(a f+  b g )  - 4 ( a g  - b f ) 2 f =  0. 

D i e  F o c a l c u r v e  U = O  h a t  a l s o  e i n e n  D o p p e l p u n k t ,  w e n n  

C"- 4ca(af + b g ) - 4 ( a g -  b f ) '=O 

w i r d ,  und diese 13edingung ist nur noch vom v i e r t e n  Grade in den 
Coefficienten der Curvengleichung. 
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Alle Pocalcurven, die einen gegebenen Punkt  m m  Focalcentrum haben 
und durch drei andere gegebene Punkte gehen, bilden ein specielles Büschel 
von Curven dritter Ordnung. In diesem befinden sich sonach nur  vier 
doppelpunktige Focalcurven, abweicliend von dem bekannten Satze , dasa 
ein Büschel von Curven drittor Ordnung im Allgemeinen z w 6 l f  Curven 
mit Doppelpunkt enthiilt. Dieselbe Eigenschaft kommt offenbar allen 
denjonigen '~urvenbfischeln dritter Ordnung zu, in denen eweimal zwei 
Grundpunkte in je einen Punkt  zusamrnenfallen, wiihrend ein fllnfter 
Grundpunkt der gerneinschaftliche Tangentialpunkt jener beiden, einander 
conjugirkn Grundpunkte ist. 

B r a u n f i c h w e i g .  R. MÜLLER. 
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III. 

Zur Theorie der Vectoren und Quaternionen. 

Von 

Prof. HEEZ 
in Plauen i. V. 

Sohluss .  

5 4. ~ e r a l l ~ e m e i n e r u n ~  der  Quaternionentheorie. 

Es ist im Vorigen gezeigt worden , dass das H a m  i 1 t O n'sche Quater- 
nionensystem mit den Einheiten 

1, i, j ,  k ,  
von denen die erste mit den tibrigen commutativ iut, wbhrend diese den 
Redingungen : i s =  - 1, 2 - 1, k2= - 1, 

. . 
j z = -  i j  , k j =  - j k ,  k i  = - i k ,  

i j k  = 1 

untcrworfen sind, in jeder Beziehung ersetzt werden kann durch ein 
System mit den Einheiten: . . 

1 > 21 1 22 ,  i ,  4. 
Auch hier ist die erste commutativ mit den übrigen, die zweite und 

drittc sind primitive imaginare Einheiten, die den Bedingungen 

ile = - 1,  i z 2 y - 1 ,  i A i , = - G i z  

geniigen. Die vierte Einheit i s t  sus  den primitiven Einheiten il und i, 
zusummengesetzt und mit diesen nicht commutativ. 

Es  Iasst sich erwarten, was jedoch nicht weiter ausgeftihrt werden 
soll, dass auch dau System II mit den Einheiten: 

1, il& ili3, i2i3, 

wobei die primitiven'Einheiten i l ,  i,, i, den Bedingungen unterworfen sind: 

i," - 1 , i," - 1, i32 = - l, . . i2i,=-ili2,  i s i l = - i l ~ ,  b i  Y 2 -  - -m2z3,  

ebenso zur Losung geometrischer Aufgabcn verwendet werden kann,  wie 
des H a m i l t o n ' s c h e ,  wenn auch die Rechnungen sich weit complicirter 

Zeitschrift f. Mathematik u P h ~ ~ i k .  41. Jahrg. 1896. 2. Heft. 6 
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gestalten mtissen, als bei diesem. Die Einfachheit des H a m i l  tonlschen 
Systems, welche auf der Identificirung der Symbole der pmmitiven Ein- 
heitsvectoren mit den Symbolen der rechtwinkligen Drehungen um dieselben 
beruht,  ha t  aber zur Folge, dass dieses System eine Ausdehnung auf 
mehr als 4 Einheiten nicht zulasst. Nimmt man aber das Quaternion ent- 
weder in der Form 

A a = a , + é , n , + i , a , + i , i , a , ,  
oder in  der Form 

B ! a=a,+i,i,a,+i,i,a,+i,i,a,, 
so bietet eine solche Verallgemeinerung des Calculs keine Schwierigkeit. 

Nan sieht, dass die nicht reellen Einheiten il, is1 i,i, der Form A) aus 
den Combinationen zur ersten und zweiten Classe der zwei primitiven 
imaginkiren Einheiten i, und i, bestehen. Man wird dalier das nachrt- 
hohere Quaternionensystem erhalten, wenn man zu den Combinationen der 
ersten, zweiten und dritten Classe aus drei primitiven imaginiiren Ein- 
heiten i, , i,, iS noch die reelle Einheit hinzunimmt. Dieses nachsthohere 
System hat also die 8 Einheiten 

1 , il , &, i3, i l i J ,  il i3, i2ia1 iji2i3. 

Die primitiven Einheiten sind wie immer den Bedingungen unterworfen: 
. ,  . . 
aiL = - 1 , ilin, = - z,,, 21. 

Das Produck zweier Einheiten gielit wieder eine Einheit desselben 
Systems. Das System ist also ein geschlossenes. Legen wir PZ primitive 
imaginbre Einheiten il, i,, . . . i,, zu Grunde mit denselben Bedingungs- 
gleichungen, wie vorher, so erhalten wir ein geschlossenes System, welches 
aus der reellen Einheit und den siimmtlichen Combinatiouen der ersten bis 
nten Classe der n Elemente il, é, . . . in hesteht. Die Gesammtzahl dieser 
Einheiten ist ersichtlich: 

= 1 + n i + ~ + n , + . . . n ,  
= ( 1  + 1)" = p. 

Will man die andere Form B) des Quaternions 

a=a,+i,i ,a,+i,.i ,a,+i,i ,a, 
verallgcmeinern, so hat man zn berlicksichtigen, dass die Einheiten 

1, i , i2 ,  i l i s l  i2i3 

ans der reellen Einheit und den Combinationen der primitiven Einheiten 
il, i , ,  i, zur zweiten Classe bestehen, wlhrend die Combinationen der 
u n  g e  r a  d z a  h l i g e n  Classen nicht auftreten. Das nachsthohere System 
wird daher erhalten, wenn man zu der reellen Einheit die Combinationen 
der zweiten und vierten Classe aus den Elementen i,, i,, i,, 2, hinzuftigt 
und daher folgende Einheiten besitzen: 

1 , il i2 , zl i3 il i4 , 4 i3, i, id , i3 i4 i, i2 i3i4. 
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Irgend zwei Einheiten mit .inander multiplicirt geben dann wieder 
cine Einheit des Systems, dasselbe ist also geschlossen. Die Zahl der 
Einheiten ist wie oben gleich acht. Um ein System von Zn Einheiten auf 
diesem Wege herzustellen , hat man die ~Xmmtlichen Combinationen gerader 
Ordnung aus n f 1 primitiven Einheiten il, i,, . . . i n ,  i,,+l z i l  bilden, und 
die reelle Einheit hinzuzufügen. Die Zahl der Einheiten ist:  

= 1 + (n + l), + (. + 11, + (. + 11, + . - .  
Da aber 

1 + (n + l), + (n + 1), + (n  + 1)3 + ..-  = ( 1  + = Sn+' ,  

1- (%+ l ) , + ( ~ + l ) , - ( n + l ) , + ~ . . = ( l - l ) n + l = O ,  
so ergiebt sich 

1 + (a + I), + (12 + 11, + (n + 1 ), + . . . = 2". 

Man erhalt also ein geschlossenes System von 2" Einheiten aucn dann, 
nenn man die Form B) auf n+ 1 primitive Einheiten ausdehnt. 

Es sollen nun die Multiplicationstafeln der Quaternionensysteme mit 
8 ,  16,  32 Einheiten explicite dargestellt werden. 

1. Rei einem Quaternionensystorn mit 8 Einheiten sctzen wir eine Zahl 

a = a,e, + a l e ,  + . . .  a , e ,  

In diesern Falle ist [Form A)]  

e O = l ,  e , = i , ,  e ,=i , ,  e,=i,,  e , = i 1 2 , ,  e,=i,i , ,  

e 6 =  i z i3 ,  e7 = i l i2 i3 .  

Wir erhalten vermoge der Voraussetzungen , welche liber die primitiven 
imaginiiren Einheiten gernaclit worden sind, wenn wir die Triigt:r der 
Indices un te rdrkken  und die negativen Einheiten durch einen liber den 
Index gesetzten Strich bezeichnen : 

1. 

Unter der Norm eincr complexen Zahl werde wie bei den gemeinen 
complexen Grossen und den gewohnlichen Quaternionen, die Summe der 

5 * 
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Quadrate der in die verschiedenen Einheiten multiplicirten reellen Grossen 
oder Coefficienten verstanden. Es sei also 

2 N(,) = aO2 + a," + . . . a, . 
Ferner bezeichnen wir mit Z diejenige Zahl , welche, mi t  a multiplicirt, 

die Norm giebt, so dass also 
aü = Üa = N. 

Diese Zahl, die conjugirt complexe Zahl muss, da  

eO2= C o ,  6;= eOi 

- 
a=a,e , -a le , -  a,e,-a,~,-a4e4-a5e5-ade6+a7e7; 

ausserdem &er haben die Coefficienten der verschiedenen Einheiten noch 
der Gleichung : 

1)  a,a,-a,a,+a,a,-a3a,=0 

zu genügen. Wlhrend also bei den gemein complexen Grossen, sowie bei 
den gewohnlichen Quaternionen o h  n e  E i n s  c h r a  n k  u n  g die Gleichung 

gilt, is t  der Bestand dieser Gleichung bei einem hoheren Quaternion von 
8 Einheiten an die Erfüllung e i n e r  Bedingungsgleichung zwischen den 
Coofficicnten dor Zahl gckntipft. 

Ganz dasselbe Resultat ergiebt sich, wenn man bei Hervtellung der 
?d~iltipliçationstafel das erweiterte System B) zu Grunde legt  und annirnmt: 

e o = l ,  e,=i,i, .  e,=i,i,, e,=i,i,, e4=i,i, ,  e ,=i2i4,  

es = i3 i4, e7 = il is i3 i4. 
Schreibt man die Zahl a in der Weise,  dass man die Suffixe der 

Coefficienten aus den Suffixen der zugehorigen primitiven Einheiten in der- 
selben Reihenfolge zusammensetzt, also 

a =  a,+ a,,i,i,+ a,,i,i3+ al , i l i4+ a,,i,i3+ az,i,i4+a,,isi, 

+ a1234ili2i3i4 
und nimmt an ,  dass die Vertauschung zweier Suffixe in dem Coefficienten 
cinen Zeichenwechsel hervorbringt, demnach ski = - aik i s t ,  so geht die 
obige ftir die Coefficienten ah aufgestellte Redingungsgleichung 1) iiber in 
die folgende: 

l*) a 0 a 1 2 3 4  - a 1 2 a 3 4  - a 1 3 a 4 2  - = O. 
Das Bi1dungsgeset.z der Suffixe der drei letzten Glieder aus  den Suffixen 

des zweiten Factors i m  ersten Glied ist sehr einfach. Nach Weglassung 
des Suffixes 1 bilden die Ubrigen Suffixe 

2 . 3 4 ,  3 . 4 2 ,  4 . 2 3  
die aufeinender folgendon cyklischen Permutationen von 

2 3 4. 
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II. Um ein hoheres Qusternion von 16 Einheiten zu finden, kann man 
entweder von 4 oder von 5 primitiven imaginaren Einheiten ausgehen. 
Im ersten Falle setze man: 

e O = l ,  e l = ( ,  e a = i , ,  e , = i , ,  e 4 = i 4 ,  

e = i ,  e = i l  e = i l 4  e ,=i , . i , ,  e 9 = i 2 i 4 1  el,,=i3i41 

el, = i l i2i3,  e12= i1i2i ,* ,  e13= i l i3i4,  e14= i2i3i4,  

C15 = il i2 i3 i4 ; 

im zweiten: 
e , = l ,  
e , = i , i , ,  e ,= i , i , ,  e , = i l i 4 ,  e ,= i , i5 ,  e ,= i , i , ,  e o = i 2 i 4 !  

e 7 =  i2i5, eS= i3i4, e,=i,.i,, e Io=i , i , ,  

e I1=i l i2 i3 i4 ,  e 1 2 = i l i 2 i 3 i 5 1  e 1 3 = i l i 2 i 4 i 5 ,  e14=il i3idi5,  

e15 = i, i3i,i,. 

Mun erhalt, mag man nun das erste oder das zweite System primitive 
imagingrer Einheiten vorwenden, folgendo Multiplicationstafel : 

II. 
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Eine Zahl in  diesem System hat  also die Form: 

u 
I =  U 

Auch hier sei wiederum 

Es fragt sich, unter welchen Bedingungen 

N =  u a  
wird, worin a die zu a conjngirte complexe Zahl bedeutet. Man sieht 
mit Hilfe der Multiplicationstafel leicht, dass dieselbe folgende Form 
haben muss: 

ist ,  wenn folgende ftinf Bedingungsgleichungen erfIillt sind: 

Diese fiinf Gleichungen lassen sich durch folgende fünf einfachere, die 
in ihnen enthalten sind , ersctzen: 

5 *) a,n,,- a,alo+a,a,- a,as== O, 

Dann substituirt man z. B. in 1) statt  a,,, a,, ,  a,,, a,, ihre aus 2*), 
3* ) ,  4*), 5*) entlehnten Werthe, so reducirt sie sich auf l*). 

Das Bildungsgesetz der Gleichungen l ) ,  . . .5) t r i t t  deutlich hervor, 
wenn man wie oben die Zahl a in der Weise schreibt, dass die Suffixe 
der einzelnen Coefficienten aus den Suffixen der mit ihnen multiplicirten 
prirnitiven imaginsren Einheiten und swar in derselben Reihenfolge zu- 
sammengesetzt sind und ausserdem a l k  = - a k  i annirnmt , wenii wir also 
~chreiben: a = a,+ ~ a ~ , i l i , + ~ a ~ , p p i ~ i m i p i p ,  

worin für lm die ~Lmrntlichen Combinationen der zweiten Classe aus den 
fünf Elemenlen 1 ,  2 ,  3, 4, 5 fur l m p p  siimmtliche Combinationen der 
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vierten Classe sus denselben Elementen zu setzen und zu a, zu addiren sind. 
Die zu a conjugirte Zahl muss, da  allgemein 

(ipiriaif) (ipiririt) = + 1 
ist, die Form - 

a = a, -Zal,ili, +Za~,ppi~i,ipiq 
annehmen. 

Die Gleichungen l), . . .5) schreihen sich hiernach in folgender Gestalt, 
wobei der Kiirze wegen der Trager der Suffixe a iiberall unterdruckt ist: 

0.1234 -12.34 - 13.42 -14.23 [ -(51.2345+52.3451+53.4512+54.5123)=0,  

0.1235 - 12.35 - 13.52 - 15.23 
2, { +(41.2345+42.3451+43.4512+45.1234)=0,  

0.1245 -12.45 - 14.52 - 16.24 
3' { -(31.2345 + 38.3451 + 34.5123 + 33.1234) = O ,  

0.1345 - 13.45 - 14.53 - 15.34 
+(21.2345+23.4512 + 24.5123 + 25.1234) = O ,  

0.2345 -23.45 - 24.53 - 25.34 

5 ,  { - (12.3451 + 13.4512 + 14.5123 + l5.l.234) 1 O. 

Nun is t  allgemcin die Gleichung: 

ea . bcde + eb . cdea + ec. deab + ed.  eabc = O 

eine Folge der Gleichung: 

O . l m p q =  I r n . p g +  I p . q n a +  1 q . m p  (siehe oben 1, l*)  
Denn es ist: 

O.bcde = bc  .de + b d .  ec + be.cd, 

O.cdea = c d .  ea + c e .  ad+ ca.de, 

O.deab= de.ab+ da.be + d b . e a ,  

Setzt man diese Werthe ein und beachtet, davs ss = - 1-s i s t ,  so 
verschwindet die Gleichung identisch. Es  verschwinden also die eiri- 
geklamrnerten Ausdrlicke i n  den Gleichungen l ) ,  2 ,  . . -5) sammtlich und 
dieselben reduciren sich auE die je vier ersten Glieder, welche nach dem 
Schema 1, l*) gebildet sind. 

III. Entwickeln wir noch m m  Schluss, um einen deutlichen Einblick 
in das Bildungsgesetz der hoheren Quaternionensysteme zu erlangen, das 
System von 32 Einheiten. Eine Zahl in  diesem System sei: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Zur Theorie de r  Vectoren und Quaternionen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. BEEZ. 

-- 

CU 1 "  12 z l lm l12 !2  
O 0 0  A m I C - I ~  1 g l l C 3 ' m  m m ' m  2 2 l m *  * l m  Dl I l *  l - 
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74 Zur Theorie der Vectoren und Quaternionen. 
___--^-VI - Cr-< - --r---. 

Wir setzen entweder unter Zuziehung von 5 primitiven imaginiiren 
Einheiten : 

oder, mit Zugrundelegung von 6 primitiven iniaginbren Einheiten: 

und erhalten in beiden Fallen tibereinstimrnend vorstehende, Seite 73 uud 73  
befindliche Multiplicationstafel. 
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Von Prof. BEEZ. 7 5 
- b4---z-. 

Zu der Zahl k r 3 1  
a =A1& ek 

k = O  

ist conjugirt die Zahl 
k =  15 k  = 30 - 

u = o,e, -Fe* + z k e k  - a31e3,, 

da k =l k = 1 6  

e,%z 1, e,%= e,Z . . .  = e,,2=-1, e , , B = . . . e , 0 2 = +  1 ,  1. 

Damit aber k  = S I  

oE = iv=Fi' 
k - O  

werde, niiissen folgende 15 Gleichungen erfüllt werden, bei denen wiederurn 
der Kürze wegen der Trager der Indices a unterdruckt kt: 
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76 Zur Theorie der Vectoren und Quaternionen. 
-----A , < - - - 

Diese 15 Gleichungen lassen sich leicht aus folgenden 16 zusammen- 
setzen: 

1 *) 0.1.6- 1. 1 0 - 1 - 2 . 7 - 3 . 6 = 0 ,  

4*) 

5*) 

6*) 

7 *) 

8 *) 

9*1 
1 O*) 

11 *) 

12*) 

13*) 

14*) 

15 *) 

0 . 1 9 - 1  . 1 3 + 3 . 8 - 4 . 7 = 0 ,  

0 . 2 0 - 1 . 1 4 + 3 . 9 - 5 . 7 = 0 ,  

0 . 2 1 -  1 . 1 5 + 4 . 9 - 5 . 8 = 0 ,  

0 . 2 2 - 2 . 1 3 + 3 . 1 1 - 4 . 1 0 = 0 ,  

0 . 2 3 - 2 . 1 4 + 3 . 1 2 - 5 . 1 0 = 0 ,  

0 . 2 4 - 2 . 1 5 + 4 . 1 2 - 5 . 1 1 = 0 ,  

0 . 2 5 - 3 . 1 5 + 4 . 1 4 - 5 . 1 3 = 0 ,  

0 . 2 6 - 6 . 1 3 + 7 . 1 1 - 8 . 1 0 = 0 ,  

0 . 2 7 - 6 . 1 4 + 7 . 1 2 - 9 . 1 0 = 0 ,  

0 . 2 8 - 6 . 1 5 + 8 . 1 2 - 9 . 1 1 = 0 ,  

0 . 2 9 - 7 . 1 5 + 8 . 1 4 - 9 . 1 3 = 0 ,  

0 . 3 0 - 1 0 . 1 5 +  1 1 . 1 4 - 1 8 . 1 3 = 0  
und 

0 . 3 1 -  1 . 3 0 + 2 . 2 9 - 3 . 2 8 + 4 . 2 7 -  

Man tibersieht dies ohne Mühe, wenn man die Zahl a in der Fora 

ochreibt: a = a , $  Zar,.iri,+Za~n,ppili,7Lipib+ a , 2 3 4 5 6 i , i 2 & ~ i ~ i i i .  

Die zu a conjugirte Zahl ü ist ,  da 

( i , i , ip ip ir i8) ( i~irniPiqiPiS)  = - 1, 
- 
a = a, - ; i a ~ , i ~ i , + ~ a ~ , p , i ~ i m i , i q -  a123,5,i,i,i ,à,i,iti.  

Die sammtlichen Gleichungen 1, 2 ,  . . . 10 stelleu sich drtr al8 zu- 
sammengesetzt aus j e  vier Gleichungen von der E'orrn: 

1) 0.abcd-ab.cd-ac.db-ad.be=0, 

2) e u .  b c d e + e b . c d e a + e c .  d e a b  + c d .  e a b c ~ 0 ,  

3) e f .  a b c d e f -  a b e f . c d e f - a c e f . d e f b  - a c l e f , e f b c = 0 .  
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Die zweite ist  eine Folge der ersten, die dritte eine Folge der ersten 
und der Gleiühung: 

0.abcdef-ab.cdef-ac.defb-ad.efbc-ae.fbcd 

- a f .  b c d c  = 0. 

Das Bildiingsgesetz der Gleichungen 1) und 4) ist dasselbc. LSsst 
man den ersten Buchstaben a weg, so bilden die Suffixe der negativen 
Glieder die aufeinander folgenden cyklischen Permutationen der Suffixe des 
ersten positiven Gliedes. 

Es ist nun nicht schwer, das allgemeine Gesetz aufiustellen, dem die 
Quaternionen von 2" Einheiten unterworfen sind. Eine Zahl in diesem 
System Iasst sich entweder in dey Form: 

a = a , f  Xaril +Ea l , i ' im+  Z a i m p i f i m i p  + Z a ~ , , , i ~ i m i p i q + - . . ,  

oder in der Porm: 

a = a,+ E a l m i i i m +  Z a r , , , i l ~ i , i p i p + Z i a l w p p r a i ~ i m i p  i p i r i l +  a .  ., 
wobei im ersten Fa11 n, im zweiten Falle a + 1 primitive imaginare Ein- 
heiten au Grunde gelegt sind. Die Multiplicationstafel ist in beiden Fallen 
dieselbe. Es gciiIigt a l ~ o ,  wenn wir uns auf den zweiten Pal1 beschriinken. 
Dann ist die zu a conjugirte Zahl: 

- 
a = a , -Za lmi [ im  +2'a lrnPgi i  imi , , iq  - .Ea impqrs i i im ip  iq iris + .  . - ,  

wobei die Vorzeichen der Glieder in Z abwechselnd positiv oder negativ 
sind, je nachdem die Classenzahl der einzelnen Combinationen dividirt durch 
2 eine gerade oder ungerade Zab1 giebt. Damit die Norm 

N =  a ü  

werde , Sind gewisse Gleichungen erforderlich. Dieselben lassen sich zu- 
sammensetzen aus Gleichungen von der Gestalt: 

O . b , b , b , b , -  b l b p .  b g b g - b i b 3 .  b 4 b p  - b l b 4 .  b 2 b 3 = 0 ,  

O . b , b , b , b , b , b , -  b ,b2  .O,b,bf,b,- b , b S .  b ,b5b ,b , -  b , b , . b 5 b , b , b ,  

-b,b5.b,b,b,b,-6,0ti.b,b,b,b,=0 

und allgemein, wenn m eine gerade Zahl bedeutet: 

0.6, b2 . . . b ,  - b1 b 2 .  bg . . . 6 ,  - b ,  bJ . b4 .  . . bm ba - b, b 4 .  b5 .  . . b ,  b2 bS - . - . 
- b , b k . b k + l .  S .  b m b  ,... b x - 1 - . . . -  b , b , . b , b  S . . .  b , - i = O .  

Die Zahl dieser Gleichuugen betrigt ftir das h6here Quaternion von 

2. Einheiten S n -  (1 + (n : l in),  &O f"r n = 1, 2, 3,  4, 5 . , . der 

Reihe nach O ,  0 ,  1 ,  5, 16. 
Es sind also die gemein complexen Zahlen und die Hami l ton ' schen  

Qunternionen die einzigen unter den hier behandelten Quaternionensystemen 
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mit 2" Einheiten, bei denen die Coefficienten der verschiedenen Einheiten 
vollkomrnen unabhhigig von einander angeuommen werden konnen, wenn 
die Bedingung 

erfllllt sein soll. 

5 5 .  Die Beziehungen der  Quaternionen zu den linearen 
orthogonalen Substitutionen Cayley's. 

Schon in 5 3,  II bei Ableitung der Gleichung 

1) 
, :  

u =. -uq 
4 

hat es sich gezeigt, dass die Quaternionen in engster Beziehung stehen zu 
dem Problem, eine Siimme von Quadraten in sich selbst zu transformiren. 
Denn die aus ~ 1 e i c h u n ~ ' l )  sich ergebenden Werthe von x,', x,', x,' ge- 
nUgen der Gleichung: 

xIf2 + Z ~ ' ~ + X ~ ' ~ =  x , ~ + x ~ ~ + x ; ~ .  

Durch die Transformation 1) wird also der Punkt  x einer Kugel 

in einen anderen Punkt  x' derselben Kugel iibergeführt. Die Trans. 
formationen 1) bilden eine Gruppe. Denn zwei verschiedene aufeinander 
folgende Transformationen ergeben wiederum eine Transformation derselben 
Art. Wendet man auf: 1 

u = -uq 
9  

eine neiie Transformation 
9 ,  1 . ,  

u = 7 u p  
4 

a n ,  so erhiilt man durch Substitution der ervten Gleichung in die zweite 

Sei nun 

so ist 

a130 kommt , 1 ,, 
U = i ; u q  , 

9 

welches eine Transformation derselben Art wie 1) darstellt. 
Die Gleichung 

2) q"= g*' 

heisst die Parametergleichung der Transformation und lehrt die Parameter 
der resultirendcn Transformation aus den Parametern der sie zusamrnen. 
setzenden zu finden. 
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Von Prof. BEEX. 7 9 
- ~- _ .,..., ,., _.̂  -,., - -Y,.,~r_^,., , _ _  ,,__-,. rcn--------- 

Wenn 
4 = 90 f iq, + + kiq3, 

(1'1 qO1+ iq,'+ kg,'+ kiq;i 

q"= qi'+ i glu+ k q2"+ k i q3", 

so erhtilt man durch Ausführung der Multiplication in 2) und Gleich- 
setzung der mit  gleichen Einheiten behafteten Glieder: 

42"= 92 (Iop- 43 41'4- 40 4s'+ 91 93'9 

qs"= q3 qo'f 92 41'- 41 qi'+ qu Y:. 
Die identisclie Transformation tritt  ein fur 

oder 

dann wird u'= u Die inverse Transformation von 1) ist: 

Denn wendet man diese auf 1) a n ,  so kommt: 

Die Transformation 3) ftîhrt also den Piinkt x' wieder zurlick in den 
Punkt x. 

Mit Hilfe der gew6hnlichen und der h6heren Quaternionen ist es mog- 
lich, das Problem der linearen orthogonalen Substitution vollstiindig zu 
losen. Wir besitzen bereits eine Methode zur Losung dieses Problems, 
narnlich die Methode der schiefen Determinanten von C a  y l e  y *, jedoch 
l a d  dieselbe, wie wir bei einer anderen Gelegenheit sehen werden, eine 
Anzahl Losungen unberlicksichtigt, die mit Rilfe der Quaternionen ge- 
funden werden konnen. Wir  werden die Methode C a y l e y ' s  etwas aus- 
flihrlicher recapituliren, nm in den Stand gesetzt zu sein, die mit ihrer 
Hilfe gefundenen Resultate denen gegenüber zu stellen, zu welchsn die 
Theorie der Quaternionen fUhrt. 

Es mtigen (z ,= a,, x, + a,,z, + - o .  o i n s  

zyl = a,, z, + a,, z, Jr . - - a2 R x,, 

z.'= an lx l  + . . '  & n X n  

* Siehe 8 a l m o n - F i e  d l e r ,  Vorlesungen über die Algehra der linearen 
Transformationen. Fünfte Vorlesuug, oder B a l  t z e r ,  Theorie und Anwenduog 
der Determinanten 5 15 und 5 8. 
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80 Zur Theorie der Vectoren und Quaternionen. -- 
diejenige orthogonale Substitution darstellen: durch welche die Summe der 
Quadrate: x I f S +  x ~ ' ~ +  - . .  xnr2 

in  die Summe von ebensoviel Quadraten: 

xI2 + xzS + ' . . xn2 

libergeführt wird. In  diesem Palle müssen zwischen den Coefficienten aik 
folgende Gleichungen stattfinden : 

Es sind dies im Ganzen 
n(m-1)  (n+l)n - 

1 . 2  

Bedingungsgleichungen zwischen den Substitutionscoefficienten a i k .  Da 
die Zahl der letzteren n2 betrëgt und zwischen ihnen 

Bedingungsgleichungen stattfinden , so miissen sie sich sammtlich al3 
Functionen von n(n+l) fi(%-1) 

,$ - ___ - - 
1.2 1 . O  

von einander unabhëngigcn Grossen oder sogenannten ,, w e s e n t  1 i c hen 
P a r  a m  e t e  r n  ' darstellen lassen. Die identische Transformation tritt ein, 
wenn a , i = l ,  a , k = O ,  k Z i .  

Die inverse Transformation wird durch das Gleichungssystem 

4') xi = a, i x I f +  a2 i x2'+ . . + an i x,~' ,  

oder durch die sogenttnnte transponirte Substitution von 4) dargestellt. 
n(n - 

Bezeichnet man die unabhgngigen oder wesentlichen Para- 
meter mit 

1 . 2  

b12i b 1 3 a .  rn b i n l  

b $ 1 3 ' : .  t'%Tl> 

. L l 1  n ,  

so findet man nach C a y l e y  die Coefficienten ai,+, wenn man in der 

den Coefficienten von bik mit P i k  bezeichnet, 

b i k + b k i = O y  bii=bO 

wie folgt: 
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Von Prof. BEEZ. 8 1 

In alleu dieçen Losungen treten die aik als rationale b i l i n e a r e  Ver- 
bindungen der wesentlichen Parameter und gewisser aus ihnen nach einern 
bestirnrnten Schema ebenfalls rational zusammengesetzter Ausdrücke auf. 

So findet man für n = 2 aus 

wenn schliesslich 

8) b,,= b,*= bo,  b,, = - b,,, bo2+ b t z2= B -  N 
gssetzt wird: Nzl1= (6,'- b , 4 e ) ~ l  + 2 b ,  b,,xa, 

9) Nz,'= - 2bo b,,x, + (ho2 - b,,*)x,. 

Ftir f i  = 3 erhalt man aus 

uuter der Voraussetzung, dass 

80 erhalt man genau die Eule r ' schen  Formeln für  die Transformation 
einer Summe von drei Quadraten in sich selbst,  welche in  der Quaternionen- 
gleichung : 

( d + i l a + i 2 b + i , i , c ) ( i l ~ l + i , x 2  + i l i , z 3 ) ( d  - i ,a - . i ,b  - i , i ,c)  

= il s,'+ i, xz'+ il i, zy'. 

bll = bE2 = b33 = bol h2, = - 4 9 ,  = - 4 3 7  b39 = - b03 
und B 

10) N = b,2 + blZZ + b,3a + bZS2 = - 

ist: bo 
1 

zusammengefasst werden konnen. 
Diese stimmt Uberein mit  der Gleichung 5 3,  II ,  2 ,  sobald man  statt 

der Einheitcn il, i,, i,i, der Reiho nach die Einheiten - k i ,  k ,  - i ein- 
fUlirt. 

Auch für n = 4 hat schon E u  l e r  die betreffenden Formeln und zwar 
,nulla certa methodo sed potius quasi divinandou erhalten. Setzt man 
mit C a y l e y :  

Zeitschrift f.M>thsiiiatikn.Pligiik. 41. Tahrg 1896. 2.IIeft. 6 

11) ' 

Nx,'= (ho2+ bL>32-b12'- b13') X I +  2 (bobi2- 613 &) x,+ 2 ( f i 1 2  k S b o  b13)~3 

IV$,'=- 2(b13 b2,+ bo f i l2 )  ~ , + ( b ~ ~ + b ~ ~ ' -  hi:- bs3')x2+2 (- bis bi3+b, be3)x3, 

N x i =  2(bi2b29- b, bi3)x1-2 (b,, b 1 3 + b o b 2 3 ) ~ q + ( b ~ + b , , " - b 1 3 e -  b,32)x3. 

Setzt man hierin: 
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82 Zur Theorie der Trectoren und Quaternionen. 
- - - P d - - -  - -,.- ---- . --.- 

worin, wie oben 3 4 ,  l*:  
b i Z  ' 9 4  + b13 b 4 2  + b14 b23 b I z g 4 =  - - - -  

bo 
gesetzt ist ,  und schreibt man ftir 

b0 b12 b13 b14 '2.3 b 4  ' 3 4  
der Reihe nach: 

m a  b  c h  - g f  
setzt ferner : 

G I ~  = a f  + bg  + c h  

B O  erhalt man die E u  1 e r - C a  y l e y 'sche quaterniire orthogonale Trans-  

formation : 

Nx,'= [(m2- a2)+(p- a2)+(g2-h2)+ (ha-c2)]x1+2( -am- f6+cg-  bh)xe 

+ 2 ( -  h m - c f - g a + a h ) x , +  2(- c a  + b f -  a g - h 8 ) x , ,  

Nx2'= 2 ( a  o + f8 - b  h  +cg)x,  + [ (m2-  @)+ ( f z  -an) - (g2- b2) - (h2  - c2)] xg 

+ 2 ( - h m + f g -  a b - c 9 ) x 3 - t - 2 ( g ~ + f h + b 9 -  c a ) x 4 ,  

N x , ' = 2 ( b ~ + g 6 - ~ f + a h ) s , + 2 ( h w + f g + c d -  a b ) x ,  

+ [G? - @) - ( f  - a2) + (g2 - bo) - (hZ - c2)] x3 

+ 2 ( -  fw + g h -  b c - a @ ) x 4 ,  

N z 4 ' = 2 ( c w + h 4 - a g +  b f ) x , +  2 ( - g w + f h  - a c - b 4 ) z ,  

+ 2 ( f m  + g h +  a 6 -  b c ) x ,  $ [(me- 8 2 ) - ( f e - a z )  

- (ga - h2)  + (h2- c2)] X~ 

Auch hier weist schon die Gleichung: 

B = b02X 

auf ein hijheres Quaternion mit 8 Einheiten: 

~ ~ ~ , + ~ 1 2 ~ ~ + ~ , , ~ ~ + ~ 1 , ~ 4 + ~ , , ~ , + ~ , , ~ , t ~ , 4 ~ , + ~ ~ 2 , , ~ ,  

hin. Es  l i s s t  sich zeigen, dass man allerdings mit einem Quaternion von 
8 Einheiten die E u l e r  - C a y  1 e y 'schen Transformation finden kann, dass 
dies aber auch schon durch Zusammenstellung zweier passend gewahlter ein. 
facher Quaternionen sich erreichen llisst. Ausserdem liefert das einfacbe 
Quaternion auch zwei vertauschbare Transformationen, bei denen die 
Parameter nur u n i  - l i n  e a r  auftreten. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Fur VI = 5 hat man 1 JJO 6 1 2  . . . '16 ~ - b12 . - ;25 

B = ,  : 
- b,, - b Z 5 .  . b, 

= b,3(bo2 + Z b ? k  + r b f k l n i ) .  

Der Ausdruck in den Rlammern ist offenbar die Norm eines Quaternions 
von l6 b = b, + Z b l , i l i ,  + Z b l , , ,  il i ,  i, i, 
und es folgt hieraus, dass zur Transformation einer Gumrne von ftinf 
Quadraten in sich selbst ein hoheres Quaternion von 16 Einheiten erforder- 
lich kt. Eine geringere Zahl von Einheiten scheint mir ausgeschlossen 
zu sein, wenn man nicht eine identische Transformation, etwa, 

b1834.56 = h12-h3456 + 613h4502 + b14b5,23+ b x i b c e 3 4 f  b16h945 

zu setzen ist, Der Ausdruck in der Klammer ist offenbar die Norm eines 
hijheren Quaternions von 32 Einheiten, wenn wir dasselbe in  der Form: 

x5 = x5 

gelteil lassen will, wodurch die Zahl der Einheiten auf 8 beziehentlich 4 
reducirt wurde. 

Bei einer Transformation von sechs Quadraten in sich selbst hlitte 
man auszugehen von der Determinante: 

b  = b O + 2 b i m i l i m  + 2bLmPqàl i , , , i p iq+  b 1 2 3 4 5 6 i l i 2 i 3 i 4 i 5 i o  

schreiben. Zur Transformation einer Summe von sechs Quadraten in  sich 
selbst ist hiernach ein Quaternion von 32 Einheiten erforderlich, doch 

B =  

71, bI4  . . . Ill6 

- b12 bo . . . bft i  

- b 1 6  - b  2 6 . . .  bo 

worin 
- b 2 ( b o 2 +  ~ ' b S l i  + zb;k l rn+ h S 2 3 4 5 6 ) r  

11sst sich, wie wir an einer anderen Stelle sehen werden, dieselbe auch 
mit einem Quaternion von 8 Einheiten bewerkstelligen. 

Hiernach bietet die Losung des ~ l lgemeinen  Problems, eine Summe von 
n Quadraten in sich selbst zu transformiren, theoretisch keine Schwierig- 
keiten. Wir gehen aus von der Determinante: 

B =  

bo blz . . . b ~ n  

- i l  b, . . . b 2 ,  

- h i ,  - b s n  . . . 710 
= t i ~ - ~ ( b U +  ~ J J ? m + ~ ~ S m p q + ~ h S n i p q r J +  ... ). 

6' 
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Der eingeklammerte Ausdruck ist die Norm des Quaternions: 

Die Zahl der in den Klammern eingescblossenen Quadrate, die ebeneo 
gross ist  als die Zahl der Einheiten in b ,  betragt: 

Um daher eine Summe von fi Quadraten in  sich selbst zu transformiren, 
ist  im Allgemeinen ein hoberes Quaternion von Zn-' Einheiten erforderlich. 
Wenn jedoch n selbst eine Potenz von 2 ist ,  so k a m  die Transformation 
auch schon durch fi Einheiten geleistet werden, wobei d a m  die Paramder 
unilinear auftreten und allemal zwei reciproke Transformationen moglich 
sind. E s  k6nnen ausserdcm auch noch Fiille eintretcn, sobald rz cino ge- 
rade Zahl und nieht gleich 2" is t ,  bei welchen die verlangte Transformation 
durch ein Quaternion mit weniger als Einheiten geleistet werden kann, 
wio 2. B. für  n = 6. 

Die Zahl der Bedingungsgleichungen zwischen den Coefficienten der 
verschiedenen Einheiten betragt dann 

Die Zahl dcr von einander unabhlingigen 
nach n(n-1) 

1 + 
sein, welche Zahl aber ,  sobald 

N =  1 

Coefficienten wiirde dem- 

gesetzt wird, sich auf  TL - 1 )  
- 2 

reducirt. Dies is t  in  der That die Zahl der zur Transformation einer Summe 
von II Quadraten in  sich selbst erforderlichen ,,wesentlichen Parameteru. 

Berichtignngen zam ersten Theil dieser Abhandlnng. 

S. 5 1  Fig. 2 ist im oberen Dreieck A'Ur C' der Buchstabe A überflüssig, irn 
unteren Dreieck A B C  die Seite A B  mit c zu bezeichnen. - S. 57 in der fünften 
Zeile von unten musa es statt ,,Weil nun die Winkel" heissen ,,Weil niimlicn 
die WinkelU. 
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Ueber dio ebenen Curven vierter Ordnung 
vom Geschlechte Eina. 

Von 

Dr. H. LIEBMANN 
in Jena. 

Herr T h o m 5  ha t  im 29. Jahrgange dieser Zoitschrift eine Abhandlung 
,,Ueber KreissystemeLL veroffentlicht. Verallgemeinert man projectiv die 
dasolbst gegobene Abbildung der Ebcnen oder dor Punkte des Raumos auf 
aie Kreise der gegebenen Systemebene durch Vermittelung einer Kugel, 60 

crhëlt man einen neuen und wio es scheint, ganz besondors oinfachen Ein- 
gang in die Theorie der ebenen Curren vierter Ordnung mit zwei Doppel- 
punkten und kann ohne Mühe die bekannten und einige ncue SZtze über 
dieselben als selbstverst~ndliche Folgerungen aus den Eigenschaften der 

'Flürhen zwciter Ordnung erhalten. Nan  erhtilt auch eine besonders an- 
~chauliche Uebersicht über die Erzeugungsarten dieser Curven. Dies sollen 
die folgenden Zeilen zeigen. 

1. Die Abbildung der Ebeneri des Raumes auf die Kegelschnitte eines 
Netzes mit zwei Grundpunkten. 

Man bringe die E b e n e n  zum Schnitt mit einer Flache zweiten 
Grades CD und projicire den ontstehenden Kegelschnitt von einem Punkt  N 
der Fiache aus in  die Systemebene I .  Den Punkt  N nennen wir den 
Nordpol, dio Tangentialcbono i n  ihm dio Nordpolebene (n). So verwandeln 
sich alle Kegelschnitte auf a, bez. alle Ebenen des Raurnés i n  Eegel- 
schnitte der Ebene 5 durch die beiden Punkte X und Y, i n  denen die 
durch N gehenden Geraden und von @ die Ebene 5 treffen. Die 
Ebenen durch den Nordpol bilden sich ab auf gerade Linien (eigentlich 
+ a ,  wo B die Verbindungslinie von X und Y ist). Die Geraden von dj 

bilden sich durch dieee stereographische Projection ab auf Geraden durch Y 
oder X, je nachdem sie derselben Schaar wie oder wie g angehoren. 

Eine G e r s d e  g als Trager eines Ebenenbüsrhels biidet sich ab suf  
ein Büechel von Kegelschnitten mit den Grundpunkten X Y Cl G,, wo 
G, G, die Projectionen der Schnittpunkte von g und Q sind. Die drei zer- 
fallenden Kegelschnitte des Büschels, ntimlich (X Y) (G, G,), ferner (XG,) 
(YG,) und (XG, )  . (YG,)  sind die Bilder der durch g und N gelegten 
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Ebene und der beiden durch g an @ gelegten Tangentialebenen. Wir 
nenncn (G, G,) die Potenzlinie und (Pl P,), die Verbindungslinie der zwei 
nicht auf a liegenden Nebenecken des Vierecks X P G ,  G, , die zugleich die 
stereographischen Projectionen der Echnittpunkte der Polaren p von g mit 
@ sind, die Centrale des Büschels. AUE ihr liegen die Pole der Geraden z 
für die Kegelschnitte des Büschels. Die Polare p von g bildet sich ab 
auf ein Buschel von Kegelschnitten durçh A' YP112, fiir das Pl'1?2 Potenr- 
linie und G ,  C, Centrale ist .  Die Tangenten der beiden diirch einen Punkt 
gehenden Kegelschnitte des Büschel (XYG,G,) und ( X Y P l  P2) sind von 
den Verbindungslinien des Punktes mit X und Y harmonisch getrennt, 
weil ihnen auf CD üonjugirte Richtungen entsprechen. Wir  nennen deshalb 
die beiden Büschel Orthogonalbüschel. Waren namlich X und Y die ab- 
soluton Punkte, so waren die Baschel oi.thogonale Rreisbüschel. Sind X 
und Y reelle Punkte (also nur wenn CD eine Flache mit reellen Geraden 

ist), so sind die beiden Psare  G,G, und PlP2 gleichzeitig reell odsr 
conjugirt imaginiir; sind X und Y conjugirt irnaginiir, also beim Ellip- 
soïd z. B., so ist immer nur eines der beideii Paare reell. 

Die Ebenen eines Büschels sind projectiv zugeordnet den Kegelschnitten 
des sie abbildenden Büschels, denn die Ebenen sind ihren Spuren auf 5 

projectiv zugoordnet und auch ihron Spuren auf der Tangentialebene in 
einem der Punkte, mo die Achse g des Düschels @ trifft und diese Spuren 
bilden sich auf die Tangenten an das Büschel von Kegelschnitten in einsm 
Grundpunkte durch die Perspective von AT aus ab. Der Involution conjugirter 
Ebenen eines Büschels, dessen Achse g ist,  entspricht also in der Ebene  4 

eine Involution zwischer. den Individuen eines Büschels von Kegelschnitten, 
wobei die zerfallenden Kegelschnitte ( X G , ) ( Y C , )  und (xG,)(YG,) sich 
selbst cntsprechen. 

Eine Gerade durch den Nordpol bildet sich auf ein Strahlenbüscliel 
ab ,  dessen Triigor ihr Spurpunkt Z auf B k t ,  ihre Poltire ergiebt sin 
Büschel von sich in  X und Y berührenden Kegelschnitten, zu denen das 
Geradenpaar ( Z X ) ( Z Y )  gehort,  denn ihre Bilder auf @ berührcn sammt- 
lich die beiden durch L N  gelegten Tangentialebenen, die bez. tj eut. 
halten. 

Eine Tangente t bildet sich auf e h  Büschel von Kegelaühnitten ab, 
die in  der Projection des Berührungspunktes die Projection von t berühren. 

P u n k t e  (2) kann man i n  zwci Arten auffassen als Tritger von 
Strahlen, so dass die Eigenschaften der sie abbildenden Kegelschnitts. 
mannigfdtigkoiten besnnders klar werden. 

a) Wir  legen durch die Polare von 3 IV, also durch den Scbnitt 
n mit der Polarebene 8 von 8 und durch 8 eine Ebene 8' .  Die Ebenen des 
Büschels ( 3 N )  bestimmen auf &' Strahlen, deren Stützpunkt 3 ist. Sei2 
der Spurpuukt von ( N a )  auf b ,  so ist das ki ld  von 8' ein Kegelschnitt 6, 
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der Z X  und Z Y  in X und in Y beriihrt. Das Bild einer Ebene (SN) is t  
ein Strahl (2). Durch einen solchen Strahl ( a )  und d ist  ein Büschel 
vollst%ndig bestimmt, es is t  das Bild eines Strahles durch 3 auf d. Also 
stellen alle Kogelschnitto durch X, Y und zwei diametral gegenüber, d. h. 
auE einer Geraden durch Z gelegene Punkte von d Ebenen d u c h  3 dar. 
Wir nennen doshalb 6 den Diametralkegelschnitt, 2, den Pol von z, seinen 
Xittelpunkt. 

b) Denkt man des Ebonenbündcl (3) erzeugt durch die von 3 an 0 
gelegten Tangenten ( j e  zwei derselben bestimmen eine Ebene durch 8, und 
die conjugirt imagintircn Tangenten sind mitzurechnen), so ordnen sich die 
Bilder der Ebenen in Benihrungsbüschel an, d. h. in solche Kegelschnitts- 
büschol, dio ausser X und Y noch eincn Punkt  und in ihm die Tangente 
gemein haben. Die Tangenten gehen durch Z und sind die Projectionen 
der von Z a n  @ gelegten Tangenten. Die Berührungsbüschel haben also 
die Eigenschaft, dass die Tangenten der Doppelgrundpunkte O alle durch 
einen Punkt  Z gehon und dass die O alle auf einem Kegelschnitt o liegen, 
der Projection von ('a). I n  jedem P u n k t  O is t  die Richtung der Tan- 
gente an o durch OX und O Y von der Tangente des zugehorigen Be- 
rühmngsbüschels harrnonisch getrennt. Wir  nennen deehalb w den Ortho- 
gonalkegelschnitt des Büadels. 

Folgende zerfallende Kegelschnitte befinden sich im Biindel: die Ge- 
radenpaare ( O X ) ( O Y )  als Bilder der  von 3 an 0 gelegten Tangential- 
ebenen und die Geraden durch z(+B) als Bilder der Ebenen des 
Büschels (8 N). 

Sind X und Y reell, so sind d und w beide reell, denu 8 und 
sclineiden dann beide @ reell. Sind X und Y conjugirt imaginiir, so i s t  
immer nur einer der  beiden Kegelschnitte reell, der andere imaginar, 
z. B. bei linearen Kreisbündeln. 

Dies genügt für  unsere Zwecke; eine genauere Untersuchung findet 
man ausser i n  der oben citirten Arbeit noch in 3 2 meiner Disser- 
tation: Die einzweideutigen projectiven Punktverivaudtschaften der Ebene. 
Jena 1895. 

II. Die Mo b i u s  'sche Verwanùtscliaft. 
Wir definiren sie so: Gegeben ist ein Kegelschnitt 5 und ein nicht 

auf ihm liegender Punkt  Z ,  dessen Polare a  den Kegelschnitt 5 in X und Y 
treffen mag. Um einen Punkt  C abzubilden, construire man seine Polare c 
hinsichtlich 5 und verbinde ihn mi t  2; der Schnittpunkt dieser beiden Ge- 
raden, Cf,  ist  das Bild von C. Eine eingehende Untersuchung der Ver- 
wandtschaft habe ich i n  § 4,2 meiner Dissertation gegeben, und vor Allem 
gereigt, dass man sie durch Vermittelung von Flachen zweiten Grades er- 
halten kann. 1st namlich @ und darauf der Punkt  N gegeben und ver- 
bindet man den Punkt  C der Ebene 2 mit AT und den Schnittpunkt r von 
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N C  und di mit  einem nicht auf @ gelegenen Punkt  3, 6 0  schneidet 
die Fliiche noch einmal, etwa in r', und 1" projicirt sich von N sus auf 
einen Punkt  C' in 5. Zwischen C und Cf besteht nun die M6bius1sche 
Verwandtschaft. Bozeichnen wir njlmlich uiit Z die Spur von hT3 in 5 
und mit  l die Projection des Schnittes von mit der Polarebene z von 8, 
so erkennt man leicht, dass jeder Punkt  C auf oinen Punkt ,  der auf (ZC) 
liegt, abgebildet wird, und dass C und Cr conjugirte Punkte hinsichtlich 
sind. Sie sind namlich die Rilder der von N aus projicirten Involution, 
welche die in der Ebene 3 N C  liegenden durch 3 gehenden Strahlen auf 
dem Schnitt von @ mit dieser Ebene bestimmen i d  deren Doppelpunkte 
sich eben auf die Sçhnittpunkte von Z C  mit projiciren. C und Cl sind 
also conjugirte Punkte,  und beide Definitionen sind also einander kquivalent. 
Wir  wollen nun allgemein Z das Centrum und den Symmetriekegel- 
schnitt einer Mobiue'schen Verwandtschaft nennen. C und Cl nennen 
wir symmetrisch in Bezug auf Z und [ oder auch schlochthin symmetrisch. 
Eine Curve, die aus synimetrischen Punktepaaren CC' besteht, d. h. die sich 
durch die Verwandtschaft auf sich selbst abhildet (wobei sich übrigens vom 
Bild gerade Linien abspalten), nennen wir ebenfalls symmetrisch in  Bezug auf 
Z und l. - Die eigentliche Mobius'sche (Kreis-)Verwandtschaft entsteht, 
wenn man für X und Y die absoluten Punkte nimmt, d. h. wenn t ein 
Kreis und Z sein Mittelpunkt ist. Es ist dies die wegen ihrer bekannten 
metrischen Eigenschaften auch ,,Transformation duroh reciproke Radien" 
genannte Verwandtschaft. Nimmt man in der obigen zweiten Definition der 
Mfibius'schen Verwandtschaft für @ eine Kugel, für 5 eine der Aequator- 
ebene parallele Ebene und für  8 den unendlich fernen P u n k t  der A'S-Achse, 
so erhalt man obenfalls dio Kreisvorwandtschaft. 

III. Die Curven vierter Ordnung vom Geschlechte Eins. 
Bekanntlich bestimmen zwei oinander projectiv zugeordnete Btisehel 

von Kegelschnitten mit zwei gemeinsamen Grundpnnkten durch ihre Schnitt- 
punkte eine Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten, eben jenen 
gemeinsamen Grundpunkten X und Y. Wenn wir andererseita zwei ein- 
ander projectiv zugeordnete Ebenenbüschel durch Vermittelung von CD und 
nach 1. auf eine Ebene 6 abbilden, so erhalten wir daselbst zwei einander 
projectiv zugeordnete Eegelschnittsbüschel mit zwei gemeinsamen Grund- 
punkten. Ihr  Schnitt ,  also oino C,, i s t  das von AT aus projicirte Bild dcu 
Schnittes der geraden Linien, in denen sich die entaprechenden Ebenen 
der boiden B ü ~ c h o l  achneidon mit @, also einor Raumcurve vierter Ord- 
nung r, erster Species, d. h. wir erhalten die ebenen Curven vierter Ord- 
nung vom Geschlechte Eins alle durch Projection der I'' Sei also C, die 
Projection der auf @ gelegenen 1; von N aus, so sehen wir zunachst: 
mir k h n e n  durch T'' ein ganzes Büschel von Flachen aweiten Grades 
legen, unter dem sich auch vier Kegel befinden. ,&,&&& seien ilire 
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Spitzen, Z,Z2Z3:SZ, die Spurpunkte der vier Geraden &N auf 8, endlich 
ci die Projectionen der Schnitte ihrer Polarebenen zi von 8i mit von N 
aus. Jeden solçhen Kegel (3i) k6nnen wir auf zweifach unendlich viele 
Waise durch Zuordnung von projectiven Ebenenbüscheln erzeugen und die 
Schnitte sind eben die Erzeugenden des Kegels, die Verbindungslinien der 
Schnittpunkte, in denen sich zwei entsprechende Kegelschnitte in der Pro- 
jection ausser in X und Y noch schneiden, gehen daher durch 2,. Von 
ai aus kann man ferner vier auf (gi) liegende Tangenten an @ legen und 
sie als Achsen von projectiven Ebenenbüscheln zur Erzcugung von (.&) be- 
nützen. Sie berühren @ in vier Punkten auf ail die sich auf S;: projiciren- 
An jeden Kegel (gi) kann man fernor von N aus zwei Tangentialebenen 
legen, die r4 je zweimal berühren. Perner sieht man, dass F4 sich auf 
eine in Bezug auf 1, und Z, ~ymmctrische Curve ahbilden muss nach II, eben 
weil der Kegel (ai) durch seinen Schnitt mit @ 1;  bestiuimt und a; seine 
Polarebene ist. Endlich ist zu erwahnen, dass ein Kegelschnitt, den eine 
an (si)  langs einer Tangente von ai an @ gelegte Tangentialebene aus 
schneidet, ausser dom Berührungspunkt, der Tangente auf @ mit r4 weiter 
keinen Punkt gemein hat, also 1; daselbst vierpunktig berührt. 

Uebertragen wir alle diese Eigenschaften durch unsere Projection in 
die Ebene auf C4, so sehen wir: 

Es giebt für jede C, vier Kegelschnitte li und vier Punkte 2, und 
von jedem gelten folgende Satze: 

1. Man kann C4 auf zweifach unendlich viele Arten durch Schnitt 
von zwei projectiven Kegelschnittsbüscheln so erzeugen, dasa die 
Verbindungslinien entsprechender Schnittpunkte sich auf Zi atützen. 

2. Unter den Büscheln befinden sich auch vier Berührungsbtischel, 
deren Doppelgrundpunkte auf ci liegen und deren Grundtangenten 
darch Zi gehen. Diese Grundtangenten sind namlich die Pro- 
jectionen der vier auf (3,) liegenden Tangenten an 0, die natür- 
lich auch r4 berühren. 

3. Durch Zi gehen auxh zwei Doppeltangenten an C4. 
4. Die liegt symmetrisch in Bezug auf Zi und ci. 
5. Jeder der in 2. genannten Beriihrungsbiischel enthalt auch einen 

C4 vierpunktig bertihrenden Kegelschnitt. 
Alle diese Satee gelten in jedem Paar ZiLi1 so dass wir acht Doppel- 

tangenten und sechszehn vierpunktig berübrende Kegelschnitte durch die 
Grundpunkte erhalten, von dcnen viermal je vier C4 auf einem Kegel- 
schnitt berühren, wahrend die Tangenten in diesen Punkten su je vieren 
durch den Schnittpunkt der beiden Doppeltangenten gehen, welche dam 
gehoren. 

Da nun 8, fi2 z3z4 ein Polartetraeder bildon, so folgt noch aus 1. (man 
vergleiche die über Abbildungen conjugirter Polaren abgeleiteten Sltze): 
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J e  drei Potendinien, die zu den Kegelschnitten ~ i i & 2 ~ i 3  gehoren, gehen 
durch den Punkt  Zia, wo ali2i,i, die Zahlen 1 3 3  4 i n  irgend einer An- 
ordnung sind. Ferner ist  die Potenzlinie von je zwei Kegelschnitten 
die Centrale von je zwei anderen und umgekehrt. Diese sechs Ge. 
raden, von donen jede zugleich Potenzlinie und Centrala i s t ,  sind die secha 
Verbinlungslinien der Punkte Z und die von N aus projicirten Kanten des 
Polartetraeders 9182&34 von a. Die vier Symmetriekogolschnitto schneidon 
sicb orthogonal, da immer je zwei von ihneu conjugirte Ebenen abbilden. 
Kennt man einen Symmotriekegelschnitt ( und sein Centrum 2, so ist dadurch 
das Bündel bestimmt, dem die drei anderen angelioren, namlich darjenige, 
dessen Orthogonalkegelschnitt 5 i s t ;  kennt man zwei, so ha t  man da 

Büschel, dem die beiden arideren anphtiren,  es ist  das orthogonale zu dem 
durch die beiden ersten bestimmten; kennt man drei, so ha t  man auch 
den letzten als Orthogonalkegelschnitt des durch die drei ersten bestimmten 
Bündels. D i e s e  v i e r  S y m m e t r i e k e g e l s c h n i t t e  g e b e n  a l s o  ein 
w e s e n t l i c h e s  C h a r a k t e r i s t i k u m  d o r  C,. 

Auf bicirculare C, angewendet, lautet  der Satz der vierfachen Symmrtrie 
so: E s  giebt vier M6bius'sche Kreisverwandtschaften, die eine bicirculare 
Curve vierter Ordnung a u €  sich selbst abbilden. Doch konnen von den 
Grundkreisen derselben nur drei reell sein, da von den Ebenen eines Polar- 
tetraeders immer eine die Eugel imaginar trifft. Die vier Grnndkreise schneiden 
einander senkrecht, woraus wieder folgt, dass niir drei reell sein konnen. 

Beispiele sind die C assini ' schen Curven 
(x2 + y2 + a"' - 4a2xe - b4. 

Sie liegen symmetrisch zur x -  und y-Achse, zwei der Kreisvcrwandtschaften 
arten also i n  Spiegelungen a n  diesen Achsen aus. Weiter aber bilden die 
Kreise, doren Centrum der Coordinatenanfang is t  und deren Radien bez. 

Q ,  = v+ l/m4 und p, = - v i 4 Z 4  v 
sind, durch Kreisverwandtschaft die Curvo auf sich selbst ab. Sie sind 
imaginar bei der einzügigen (a<b),  wahrend einer reell ist ,  bei der zwei. 
zügigen (a> b) Cassini ' schen Curvo. Denken wir uns die CassiniJsche 
Curve durch Abbildung aus dem Raum erhalten, so unterscheidet sie sich 
dadurch vor Allem von anderen bicircularen C,, dass bei r, eine Kante des 
gemeinsamen Polartetraeders durch den Nordpol der  A b b i l d u n g ~ k u ~ e l  geht, 

Bis jetzt haben wir nur  von den vier Kegeln (3,) Gebrauch gernactt, 
die man durch r4 legen kann. S ta t t  derselben kann man aber auch dis 
Flachen des durch r4 geleglen Flkichenbüschels zweiten Grades benutzen (a1), 
die keinen singularen Punkt  besitzon. Jede derselben lasst sich erzeugen, 
indem wir die Ebenen zweier Biischel, deren Achsen zwei derselben Go- 
rtdenschaar von @ angehorendo Geraden sind, in  geeigneter Weise eiri- 

andcr projectiv zuordnen. 
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In  der Ebene bedeutot dies, dass wir zwei Büschel mit den Grund- 
punkten X YU V und X Y U' V' nehmen, sie sind die Bilder jener Ebenen- 
büschel und erzeugen durch ihren Schnitt CA. UVU'V'  liegen auf C4 und 
sind die Bilder der Punkte,  in  denen Achsen der projectiven Ebenen- 
büschel r4 schneiden. Jeder  Flache O' entsprechen in der Ebene 2 . ool 

Büschel, die Bilder der Geraden der Flache, und d a  man jede Flache auf 
ffi Arton durch Zuordnung von projectiven Ebenenbuscheln erzeugen kann, 
und da durch r4 w' Flachen gehen, so erhalt man a'. CO' - oc3 Arten, 
C4 durch projective Zuordnung von Kegelschnittsbüscheln zu erzeugen. Die 
Verbindungslinien der beiden Punkte,  in  denen sich ausser in X und Y 
die entsprechenden Kegelschnitte zweier Büschel schneiden, stützen sich 
auf einen Kegelschnitt. Sie sind nsmlich die directen Projectionen der 
Geraden der betreffenden Flitche von N aus, also die Schnitte der Tan- 
gentidebenen des von N an @' golegten Tangentialkegels m i t  5. Solcher 
Stützkegelschnitte giebt es CO', und man kann sie auffassen als Schnitte 
der von einem Punkt  im Raum a n  ein Btiçchel von Flachen zweiten Grades 
gelegten Tangentialkegel mit der Ebene der C,. 

Diese Mannigfaltigkeit is t  zweiten Grades, denn, wonn man einen 
Punkt P in rl mit AT verbindet, so bestimmen die Flachen des Büschels 
auf N P  eine Involution und es giobt zwei Flachen, die hTP berühren und 
nur sie haben die Eigenschaft, dass der a n  sie von N aus gelegte Tan- 
gentialkegel B i n  einem P enthaltenden Kegelschnitt trifft. Durch P gehen 
also zwei Kegelschnitte der Mannigfaltigkeit. 

Sie bestimmen durch ihre Schnitte auf allen Geraden der Ebene im 
Allgemeinen zwei-zweideutige symrnetrische P~nktve~wandtschaf ten  (vergl. $13 
der von Herrn T h o m 2  im 21. Bande der Alihandlungen der mathematisch- 
physikalischen Klasse der Konigl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften 
veroffentlichten ,,Untersuchungen über zwei-zweideutige Verwandtschaften 
und einige Erzeugnisse derselben"). Es  befinden sich unter deir Mannig- 
faltigkeit vier Geradenpaare, iiamlich die acht Doppeltangenten, weil je 
zwei derselben die Projectionen des Polarkegelschnittes von IV hinsichtlich 
eines Kegels des Büschels sind oder weil in  ihnen die von N aus an die 
Kegel gelegten Tangentidebenen sich mit P schneiden. An dieser Stelle 
konnen wir auch zeigen, dass es nicht mehr als acht Doppeltangenten 
geben kann. Verbindet man die beiden Punkte, in  denen eine durch N 
und eine Doppeltangente gelegte Ebene r4 heriihrt und constrnirt die 
Flichs zweiten Grades durch r, und einen Punkt  der Verbindungslinie, 
so enthalt sie diese ganz und ha t  demnach mit der genannten Ebene nur 
diese eine. doppelt zu zahlende Gerade gemein, sie ist  also ein Kegel. 
Eine Doppeltangente kann also nichts Anderes sein, als ein Schnitt einer 
von N an einen der vier durch 1; gehenden Kegel gelegten Tangentialebene 
mit  5 ,  d. h. es giebt nur acht Doppeltangenten. z gehort auch mit zu der 
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Mannigfaltigkeit, dio Verbindungslinie der beiden Doppelpunkte der C,, 
als Schnitt der  Nordpolebene m, der Polarebene von N für @, mit 8 und 
ist doppelt zu zahlon. 8 ist  ausserdem die einzige Gerade, auf der die 
Mannigfaltigkeit eine Involution bestimmt. fi ist nllmlich die von N au8 
projicirte Polare des Punktes N hinsichtlich de# Fl~chenbüschels, da n j a  

die Polarebene von N für 4j ist. Auf dieser Polaren treffen sich nun die 
Schnitte der Polarebenen (nt) hinsichtlich (at) von N und die zugehorigen 
Flachen (@') in denselben Punkten, bestirnmen daher etienfalls eine In- 
volution auf dieser Geraden. Ih re  Projectionen, die Stützkegelschnitte, be- 
stimmen daher auf a ,  der Projection der Polare, wieder eine Involntion. 

Somit baben wir liuf sehr einfache Weise Einsicht in einige Eigen- 
schaften dor C, gowonnen, und wir k6nnen auf dcm angogebenon Woge 
wohl auch andere ableiten. Besonders wiehtig scheint es mir indessen, 
wie schon zu Anfang erwahnt, dass man so klar die verschiedenen mGg- 
lichen Erzeugungen durch projective Zuordnung von Büscheln von Curveii 
zwoiter Ordnung sioht, wihrend auf andorem Wege dio Auffindung vie1 
schwieriger sein dürfte. 
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Abgekürzte algebraische Division bei quadratischem 

und hoherem Divisor. 

Von 

C. REUSCHLE 
in Stuttgart. 

Das bekannte abgeklirzte Verfahren, das bei der Division einer ganzen 
algebrnischen Function durch einen linearen Divisor von der Porm (z-a) 
so vielfache nützliche Dienste leistct, kann auch auf die Division mit qua- 
dratischem und hoherem Divisor ausgedehnt werden. Bei Anwendung 
eines Schiebzettels (siehe unten). erhkilt man ein sehr kurzes, libersichtliches, 
rasch und sicher auszuflihrendes, schematisches Verfahren, welches gegen- 
ilber der Staffeldivision eine sehr wesentliche Abkilrzung der Rechnung 
bietet, und welches natürlich den Fa11 des linearen Divisors a h  speciellen 
Fa11 in sich enthalt. Durch diese wesentliche Abkürzung ist tluch der 
Name ,abgckürzteu algebraische Division gcrecht,fertigt, wtihrend die sonst 
in der elementaren Arithmetik tiblichen Benennungen ,abgekürzteu Multipli- 
cation und ,,abgekUrzteU Division bei Decimalbrlichen zweckmassiger durch 
,nliherungsweiseu Multiplication und Division zu ersetzen wtiren. 

Wird die Function ratan Grades in x 

1) f(x) = a,xn + n,xn- l+  . . . + a,- ix + a. 

durch den quadratischen Divisor (x8 -pz -p.) dividirt , so erhalt man 
al9 Quotienten eine Funcfion (fi - 2)ten Grades, die mit 

f (4 
PIS 

bezeichnet sein moge, und als Rest eine lineare Function in z von der 
Form 

+oz + +, 1 

somit hat  man auf Grund des fundamenta.len Divisionssatzes (Divisions- 
probe) : Dividendus = Divisor X Quotient + Rest 

die folgende Identitat : 

2) f(x)=(x2--pz--q).f(x)+(ro=~:+r,), 
Y14 

welche ausftîhrlich geschrieben, wenn der Kürze wegen n gleich 5 ge- 
nommen wird , lautet : 
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94 AbgekIirzte algebraische Division bei quadratischem u. htiherem Divisor. 

woraus durch Coefficientenvergleichung : 

aox5+al x4ta,  xY+a3x2+a4x+a6 = (x2 - P X  - q )  (box3+ b, xa + b, x  + b,) t (vox t r,) 

damit sind die Coefficienten der Quotientfunction und der Restfunction 

= box5+ bl 

-pb, 

r e c u r r  i r e n d  bestimmt durch die 
R e g  e l :  b, ist gleich a,, jedes folgende b erhalt man durch Nultipli- 

x4$ hg 

-ph, 

cation des vorhergehenden b mit p und des zweit-vorhergehenden b mit q 

- ~ b , ,  -ph, - 

und Addition beider Producte zum ebensovielten a ;  r,, bestirnrnt sich wie ein 

x3+ b3 

-pb, 

-ph , ' ,  

weiteres b ,  wahrend r, durch Multiplication des letzten b mit q und Addition 
zum letzten a sich ergiebt. 

Auf Grund dieser Regel, bezw. auf Grund der obigen Bestirnmungs- 

xa 

gleichungen für die b und r erhiilt man a n  Stelle der Zeit und Platz 

-pb3 

raubenden gewtihnlicheii Staffeldivision folgende rechnerisch - mechanisch 
auszuftihrondo abgekurzte Divisionsmethodo. 

Auf einen Schiebzettel : . . . . . , . . , , , , 

4 p i 
-- 

x 

schreibe man in die rechte untcre Ecke die Z a h l p ,  links daneben p. Als- 
dann schreibe man anf das Blatt ,  auf welchem man rechnet, die Quotient- 
function : 

aox5+ a,x4+ a,xS+ a3x2+ a,%+ a5 , 

sondere, da der Rest linear i n  z, also aweigliedrig is t ,  unter den beiden 
lctzten Gliedern ein Rechteck a b ,  alsdann werden unter den Coefficienten 
a,, a,, a,, a, die Coefficienten b,, b, ,  b,, b, der Quotientfunction und irn 
Rechteck die Coefficienten ro und Y, der Restfunction erscheinen , wenn 
man so verftihrt: unter a,, schreibe man b,(= a,), stelle den Schiebzettel 
so, dass das p des Schiebzettels das a, des Dividenden verdekt; bilde 
das Product der libereinander stehenden Zahlen auf dem Schiebzettel und 
dem Blatt,  also das Product p b, (= p a,), addire dasselbe zum nEchstcn a,  
das heisst zu a, ,  giebt b, und schreibe das gefundene b, unter a, :  
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alsdann verschiebe man den Schiebzettel horizontal nach rechts um ein 
Glied, 80 dass p iiber b, zu stehen kommt, bilde die Producte der über- 
einander stehenden Zahlen und addire deren Summe (p bl+qbo) zum niichsten 
a ,  das heisst zn a,, giebt b, ,  das unter % gesetzt wird: 

Die beiden nBchsten Verschiebungen geben in derselben Weise b, und r,. 
Nach der hierauf folgenden Verschiebung kommt p fiber das bereits im 
Rechteck stehende r, ,  wobei man (vergleiche die letzte der obigen ne- 
stirnmungsgleichungen r, = pb3 + a,) zu beachten hat: 

S o b a l d  e i n e  Z a h l  d e s  S c h i e b z e t t e l s  a b e r  e i n e r  Zahl i m  
R e c h t e c k  s t e h t ,  i s t  d e r e n  P r o d n c t  n i c h t  m e h r  z u  b i l d e n ;  man 
hat also nur noch das Prodnct der tibereinander stehenden Zahlen p 
und b, zu bilden und m m  letzten a zu addiren, womit r, gefunden und 
unter ab geschrieben wird: 

B e i s p i e l :  

(4x5+ 52'- 6xa+ 84s - 12) durch (x8 - 2% + 3)  zu dividiren. 

Die ganze Rechnung is t :  
* 

Bus diesem Schema liest man je nach Bedürfniss sofort ab:  

4x5 + 5x4 - 6 2  + 842 - 1 2  
= (4x3+ l3z2+ 142 - 17) + 82 + 39 

2'- 2 x +  3 x a - 2 x + 3 '  
oder : 

4x5+ 5x4- 6x8+  84% - 12 = (xa- 2x + 3) (4x3+ 13za+ 1 4 ~ -  1 7 )  

Als kllrzeste, meist genügende Probe giebt man dem x einen be- 
stirnmten Werth, am bequemsten den Werth 1, wodurch man 81s Coefficienten- 
probe erhalt: 
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96 Abgekürzte algebraische Division bei quadratischem u. hoherem Divisor. 
_-_^^__X^^ M_-"M-M_- -_YYYNp.------. 

2 d. Coefficienten d. Dividenden = Z d. Coefficienten d. Divisors 
X .Z d. Coefficienten d. Quotienten + 2 d. Coefficienten d. Rests; 

also im obigen Beispiel: 

75  = 2 . 1 4  + 47 = 28 + 47 = 75. 
Werden die Coefficienten r, und rl der Restfunction, das heisst die 

Zahlen im Rechteck beide gleich Null, s o  g e h t  d i e  D i v i s i o n  a u f ,  oder: 
so hat  d i e  g e g e b e n e  D i v i d e n d e n f u n c t i o n  d i e  q u a d r a t i s c h e  
F u n c t i o n  a l s  F a c t o r ,  oder: so hat die durch Nullsetzung der Dividenden- 
function entstehende Gleichung die Wurzeln der durch Nullsetzung der 
Divisorfunction entstehenden quadratischen Gleichung als Wurzeln , wahrend 
die tibrigen Wurzeln der gegebenen Gleichung die Wurzeln der durch Nnll. 
setzung der Quotientfunction entstehenden Gleichung sind. 

Sol1 der erhaltene Quotient nochmals mit demselben quadratischen 
Divisor dividirt werden, 90 kann man die zweite Division unmittelbar an 
die erste anschliessen, man erhiilt als Divisionsschema mit doppelter An- 
wendung des obigon Schiebzettels unter Weglassung der x:  

4 5  0 - 6  8 4 - 1 2  

woraus man ausser der obigen Identitiit als Resultat der zweiten Division 
zunachst ablesen kann : 

4 z 3 +  13xs + 14% - 17 - ( x 2  - 2x + 3)(4x + 21) + (442 - 80); 
d s  Resultat der zweimaligen Division liest man a b  (Probe wie oben): 

4 ~ ~ + 5 ~ ~ - 6 ~ ~ + 8 4 ~ - 1 2  - ( x 2 -  2 ~ + 3 ) ' .  ( 4 ~ + 2 1 )  

+ ( x 2 - 2 ~ + 3 ) ( 4 4 ~ -  8 0 ) + ( 8 ~ + 3 9 ) .  

Damit ist zugleich gezeigt, w i c  m i t t e l s t  d e r  w i e d e r h o l t e n  a b -  
g e k t i r z t e n  a l g e b r a i s c h e n  D i v i s i o n  b e i  q u a d r a t i s c h e m  Divisor  
i n  k t i r z e s t e r  W e i s e  e i n e  g a n z e  a l g e b r a i s c h e  F u n c t i o n  nach 
P o t e n z e n  c i n e s  g e g o b e n c n  q u a d r a t i s c h e n  F a c t o r s  m i t  in z 
l i n e a r e n  C o e f f i c i e n t e u  e n t w i c k e l t  werde 'n  k a n n .  

Schreibt man die letzte Gleichung in der Form: 

4x5+  5 x 4 -  B x 2 +  8 4 2 - 1 2  442 - 80 8s + 39 
( X 2  - 2 2 1- 3)8 - 4 x + 2 1  + x z - 2 x  + 3 + ( 2 z - 2 2 + 3 ) 2 '  

so is t  damit gezeigt, w i e  d i e  w i e d c r h o l t e  a b g e k t i r z t e  a l g e b r a i s c h e  
D i v i s i o n  b e i  q u a d r a t i s c h e m  D i v i s o r  g a n z  v o n  s e l b s t  a u f  die 
Z e r l e g u n g  e i u e r  g e b r o c h e n e n  F u n c t i o n  v o n  d e r  F o r m :  

i n  e i n e  S u m m e  v o n  P a r t i a l b r L t c h e n  v o n  d e r  F o r m :  
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f u h r t ,  wobei, fa119 die gegebene Function unecht gebrochen ist, wie im 
obigen Beispiel, die in  ihr enthaltene ganze Function ebenfalls sich ein- 
stellt, so dass damit ein Integral von der Form 

in ktirzester Weise auf Fund~menta l - In tegra le  von der Form 

a x + B  
(x9 - p x - 4)r 

zuriickgeftîhrt ist. S 
1st die gegebene Function von der Form 

so muss vor der Schiebzettel-Division der Coefficient von x' im Nenner auf 
die Einheit gebracht werden, was, um Brüche wBhrend der Rechnung zu 
vermeiden, mittelst der Substitution 

geschieht, wodurch man,  wenn f vom mten Grade in x ist,  erhtilt: 

wo f ( ~ , a )  die mit a homogen gemachte* Function f(y) andeuten soll; 
damit sind in  Beziehung an€ die Tntegralrechnung auch die Integrale 
von der Form 

f (4 d x  
erledigt. - 

Ergeben sich bei der mehrfachen Division lauter constante Reste, 
d. h. werden dio erston Zahlen in allon Rechtecken gleich Null,  so ist die 
Dividendenfunction eine Function des quadratischen Divisors. 

B e i s p i e l :  Zeige, dnss die Function 

eine Function von (x2+ x + 1) ist un? schreibe dieselbe als solche an 

Zeitschrift f .  Mathomatik u. Phyaik 11. J ~ h r g .  1896. 4. Heft. I 
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98 Abgekünte algebraische Division bai quadratischem u. htiherem Divisor. 
Y 

Die Rechnnng ist:  

2 6 15 20 16 7 -6 : " " " ' .  
Bchiebzettel 

2 4 9 7 O / O  - 6 1 :  
----- . -1  

2 2 5 10 -51 
2 Io 3  l 

also: 
f ( ~ )  = = 2 ( ~ ~ + x + l ) ~ +  3 ( ~ ~ + x + 1 ) ~ -  5(x" $21)  - 6 

E s  wird einleuchtend sein, wie man das Verfahren der abgekürztsn 
Division auf beliebige Divisoren htiheren Grades ausdehnen kann; z. B.: 

sol1 durch (s4 + 5x3 - 3x2 + 2 )  dividirt vrerden. 

Der  Schiebzettel ist  . ! 1 ; der Rest wird r o m  
: - 2  O 3 - 5 1  

3tenGrad,  enthi l t  also vier Glieder, so dass das Rechteck unter die vier 
letzten Zahlen des Dividenden zu setzen ist. 

Das Divisionsschema wird: 

1 - 4  -37 80 -36 -6 29 4 
1 - 9  11 -2 1 5  6 7 8 1 '  

also: 

Ebenso leuchtet rückwarts ein, dass bei linearem Divisor von der 

Form (x - or) in  die rechte untere Ecke des Schkbzettels <y zu sotzen ist;  der 
Schiebzettel wird übrigens entbehrlich, man setzt einfach cu vorne hin und 
e r h d t  die bekannten Sc.homata ( , , e in fachos"  und , , v o l l s t ~ n d i g e s "  
~ivisionsschema), z. B.: 

cp(x) = 2 x 3 -  7 x 2 +  5s -10 
- - - 

worans abzulesen: 3 1 2  - 1  2 1 - 4 1 '  

c p ( x ) - 2 ~ ~ - ~ ~ ~ $ - 5 ~ - l O = ( ~ - 3 ) ( 2 ~ ~ - ~ + 2 ) - 4 ;  
ferner: 2~~ - 7~~ + 5~ -10 

woraus ahzulesen : - -- 
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odar, wenn man z. B. nach der zweiten ~ i i i s i o n  abbricht: 

2 x 3 - 7 x ~ $ 5 x - 1 0 - ( 2 x + 5 ) ( x - 3 ) 2 + 1 7 ( x - 3 ) - 4  etc. - 

Entsprechend der Identitat 2) Seite 9 3  hat man für die Function 1) 
nrimlich 

bei linearem Divisor x - a die (in praxi aua dem einfachen Divisionsscherna 
abzulesende) Identitst 

3) f ( x )  - (x -  f f ) . f (x )  + R 7 
a 

wenn f(x) wieder die bei der Division mit (2: - a) sich ergebende Quotient- 
a 

function und R den Rest bedeutet; mit x - a erh i l t  man hierans 

so da~sIdaraus  die f u n d a m e n t a l e  I d e n t i t a t  resultirt: 

Die Gleichung 4) enthalt den folgenden bekannten Satz, den ich 
als R e s t s a t z  der algebraischen Function f(x) bezeichnen und so sus- 
sprechen mochte: 

Der Red, den die Fz~nct io~ f(x) bei der Division mit ( x  - or) lasst. 
ist der Werth, den die E'zcnction für x = a anlzimmt, laamlich f(a), 
im obigen Beispiel also rp(3) - - 4 ; ist  ferner f(rr) - 0 ,  das heisst geht die 
Division auf, so erhlilt man aus 5) den eraten Fundamentalsat~ der Theorie 
der algebraischen Gleichungen, der sich bei Einführung des besonderen 
Zeiclien~ f ( x )  für die Quotientfunction B O  aussprechen lasst: 

a 

Hat die Gleichmg f (z) = O die Wurzel a ,  dus heisst ist ~ ( L Y )  - 0, so 

Aaf f(z)  de^ Factor (x - ci); der Mitfactor ist f(x), dus heisst die übrigen 
a 

Wuraeln der Gleichung sind Wuraelm von f (x) - O. 
a 

Zum letzten vollstiindigen Divisionsschema, wodurch man eben in kiir- 
xester Weise die Entwicklung einer algebraischen Function nach Potenzen 
von (z - <Y) erhBlt, und das bei der Wurzelverkleinerung, sowie bei der 
Reduction ~ i n a r  algebraischen Gleichnng (Wegschaffung des zweithochsten 
Gliedes) benützt wird, m5ge noch als neu die folgende sehr gute  Probe 
angeführt werden: Nimmt man die Divisionseahl rr u m  1 grosser, also im 
obigen Beispiel gleich 4, so giebt Gleichung (*) : 

i * 
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100 A b g e k ~ r z t e  algebrsische Division bei quadratischem u. hoherem Divisor. 

das heisst gleich der Summe der Rechtecks-Coefficienten, wtihrend (p(4j 
auch direct durch Division von ~ ( z )  mit x - 4 bestimmt werden kann, so 

dass die ganze Rechnung samrnt Probe sich so gestaltet: 

Die Allgemeii?glltigkeit der Probe leuchtet ein. 

Tm Anschluss an die Identitat 5) - welcho j a  bokannt ist ,  aber 
durch die Einführung eines besonderen Zeichens f (x)  fü r  die Quotient. 

a 

function einen hoheren Grad von Brauchbarkeit erlangt, was besonders 
hervortritt, wenn man weiterhin etwa f ( x )  für den Quotienten einführt, 

aB 
der bei' der Division von f (z) mit (x - p) sich ergiebt, etc. - m6ge noch 

a 

angeführt werden, dass sich aus derselben mit Leichtigkeit gewinnen la&: 
1. E i n  e l e m e n t a r e r ,  r e i n  a l g e b r a i s c h e r  B e w e i s  f ü r  die 

S t e t i g k e i t  d e r  a l g e b r a i s c h e n  F u n c t i o n e n .  
2. E i n e  e l e m e n t a r e ,  r e i n  a l g e b r a i s c h e  M e t h o d e  z u r  ni iher-  

u n g s w e i e e n  A u f l o s u n g  n u m e r i s c h e r  a l g e b r a i s c h e r  G l e i c h u n g e n ,  
welche im Grund nichts Anderes is t ,  als die N e w  t on'sche Naherungs. 
methode, aber vor letzterer den Porzug hat ,  dass sie in der Bus 
ftihrung der Rechnung etwas einfacher i s t ,  und dass sie o h n e  d e n  Be- 
g r i f f  der abgeleiteten Function entwickelt werden kann; man findet lcicht: 
1 s t  a e i n e  N i i h e r u n g s w u r z e l  d e r  G l e i c h u n g  f (x )  = O ,  s o  bestirnmt 
s i c h  d i e  C o r r e c t i o n  E a u s :  

r . f ( u i  - I - f (a )  = O .  
a 

Da die Gleichung 5) durch Ableitung nach x ergiebt: 

woraiis mit x= a folgt: 
f(.) = fP(.), 
LI 

so leuchtet die Identitat dioser Methode mit der Newton'schen Methode  
unmittelbar ein. 

3. Eine neue, ungezwungene, quasi ganz von selbst sich darbietende 
M e t h o d e  z u r  E n t w i c k l u n g  d e r  T h e o r i o  d e r  s y r n m e t r i s c h e n  
B u n c t i o n e n ,  wobei icli nur die Gleichung: 
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anfiihren mochte. 
4. Eine neue, sehr b e q u e m e M e t h o d e  z u r  P a r t i a l b r ~ c h z e r l e g u n ~  

g e b r o c h e n e r  a l g e b r a i s c h e r  F u n c t i o n e n ,  die ich hier noch kurz 
skizziren will. 

Die Anwendung der Fundamental-IdentitLt 5) auf f (x)  und g(x )  giebt 
mi t  a statt u :  

l f (x) = (x - -1 . f 
a 

+ f (a )  ) ~ ( 4  

9 ( 2 )  = ( X  - a )  - Q (x) + 9 (a )  
1 -,(al 

woraus durch Elimination des Absolutgliedes: 

I 

oder nach Division mit g(a)  . g (x) : 

+ -- 
f (x) sich ergiebt. Diese Gleichung spricht fü r  die gebrochene Function - 
9 (.) 

den analogen Satz aus, mie Gleichung 5) für die ganze Function f (z) .  

Durch Division mit (x - a)" folgt weiter: 
f (a) 

f f ( X I  - -- !l (XI 
- -- - f (a) + 25 n (ce) a 

( x - u ) " . g ( x )  ( ~ - a ) ~ . g ( a )  ( x - ~ ) ~ - l . g ( x )  ' 

Diese Gleichang spricht den algebraischen Satz aus: 

Satz von der  Abeonderung eines Part ia lbrnchs nebet ErgLnzungsbruch: 
Von der gebrochenera ulgebraischen. Function 

deren Nemer  den a- fachela Factor (x - a )  hat, dus heisst von der E'uractam 

f (x) - f (XI -- 
G (x) - (x - a ) ~ .  g ( x )  

lüsst sich ein Purtéaltiruch absonderm mit dem N e m e r  (x - und dm 
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102 Ahgektirzte algebraische Division etc. 
- , - ? -  -. - - -  . ? - -  - - -  - 

consionten Z<ililar @ d e r  ErgUn~i~zgsbuch 
9 (a) 

derselben Art wie der gegebene, desse% Nenner 
enthdt und dessen Zahler durch 

ist ei?a einfacherer Bruch von 

einelz Fador  (x - a) wercigcr 

Wendet man auf den Erganzungsbruch dasselbe Verfahren an, etc. etc., 
so erhalt man schliesslich die vollstandige Zerlegung des gegebenen Bruchs 

in seine Partialbrtiche und damit sofort d m  Integral SGd. Die 

Methode kann als M e t h o d e  d e r  s u c c e s s i v e n  A b s o n d e r u n g  d e r  
P a r t i a l b r t i c h e  bezeichnet werden. 

Mit Anwendung des abgeklirzten Divisionsschemas erhalt man folgende 
fibersichtliche und kurze Rechnung zur Absonderung eines Partialbruchs: 

B e i s p i e l :  

Ganz analog erhl l t  man mittelst der Identitat 2) S.93 im Faile imaginlirer 
Wurzelfactoren von G ( x )  die Absonderung eines trinomischen Partialbruchs 
mit Nenner (xZ - p x - q)a.  

Die niihere Ausftihrung dieses und der oben ermahnten Punkte behalte 
ich mir fiir eine spiitere Ver6ffentlichung ror. 

NB. Einsetsuug von x = a  in den ,,übrigen Bestandtheil" des gegebenen 
Bruche.. 
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VI. 

Geometrische Bedeutung der Partialbruchzerlegung. 

Von 

C. RETJSCHLE 
in Stuttgart. 

Die P a r t i a l b r u c  h z e r l e g u n g ,  welche in  der Analysis vorzugsweise 
zur Auswerthung der Integrale gebrochener algebraischer Functionen von 

der Form - f ( x )  benützt wird, ist zugleich auch, insberondere wenn man 
G ir) 

P a r t i a l b r u c h a b s o n d e r u n g e n  vornimmt (siehe den vorigen Artikel), ein 
~ e h r  nützliches Mittel zur identischeu Transformation solcher Functionen 
und damit zur Gewinnung von Eigenschaften der durch solche Functionen 

dargestelltencurven, fiir welche ichdenNamen, ,osc i l l i rende  H g p e r b e l n U  
vorschlagen mochte. 

Analog nenne ich die Curven 

ihrer hin und her oscillirenden Gestalt wegen o s  c i l1  i r e n  d e P a r  a b e  l n , 
wclche sonst wohl p a r  a b o l i s  c h  e C u r  v c  n genannt werden; aber ab- 
gesehen davon, dass der Name p a r a b o l i s c h e  C u r v e  i n  durchaus zu- 
tre5ender Weise ftir diejenige Curve einer Plache gebraucht wird, welche 
die hyperbolischen Fliichenpunkte von den elliptischen, oder die sattel- 
f6rmig gekrümmten Flachentheile von don kuppenformig gekriimmten 
Flachentheilen trennt,  ist  fIir die obige Curve der Ausdruck parabolische 
Curve doch wohl zu wenig sagend; in  meiner Praxis der Curvendiscussion* 
(9. 152) habe iüh im Gegensata zu den b i n o m i s c h e n  P a r a b e l n  diese 
Curven a l l g e m e i n e  p a r a b o l i s c h e  C u r v e n  genannt, was aber unzulassig 
ist, da der Name a l l g e m e i n e  C u r v e ,  wie ich damals ausser Acht 

C. Re  u s  ch  l e ,  Praxis der Curvendiscussion. Stuttgart 1886. 
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liess, im Gegensatz zu singuliirer Curve gebraucht wird , und jede oscillirende 
Parabel d e r  Ordnung im w fernen Piinkt der Ordinatenachse einen (n-1)- 
fachen Punkt mit (n- 1) mit der cm fernen Cieraden zusammenfallenden 
Tangenten, das heisst einen Curvenpnnkt von der hochst moglichen Singularitat 
ha t ,  also eine s p e c i e l l s t - s i n g u l i i r e  Curve d e r O r d n u n g  ist. Die Be- 
rechtigung des Namens o s c  i l l i r e n  d e P a r a  b e l  tritt  auch besonders deut- 
lich bei Aufzeichnung derjenigen Curven hervor, die man aus der Sinus- 
h i e  y = sin x bezw. Cosinuslinie y= cos z, das heivst den oscillirenden Curven 
xat' h&oXljv, erhiilt, wenn man die unendliche Reihe fur s i n x  bezw. cosx  
succesive nach dem ersten, zweiten, dritten u. S. W. Glied abbricht. 

Entsprechend waren im Raum die Flachen von der Form 

wo F und G ganze rationale algebraische Functionen sind, als o s  c i l l i r e  nde 
P a r a b o l o i d e  bezw. als o s c i l l i r e n d e  H y p e r b o l o i d e  zu bezeichnen, sie 
werden von jeder Ebene senkrecht x y - Ebene nach einer oscillirenden Parabel 
bezw. oscillirenden Hyperbel von derselben Ordnung geschnitten. Nother  
nennt die Fltichen von der Form 

f i = E ( x ,  Y), 
wo E eine eindeutige Function ist , M o n  o i d  e , die oscillirenden Peraboloide 
und Hyperboloide waren also algebraische Monoide. 

Wird nun von einer Function von der Form y =-Y z. B. von 
G (4 

welche, wie die Gleichung unmittelbar zeigt, eine oscillirende Hyperbel 
4'81 Ordnung (die stark ausgezogene Curve der Figur) mit y = O  und 
2 + 1 = 0  a18 gewohnlichen Asymptoten und x - 3 = 0 als Riickkehr. 
asymptote und durch die Punkte (O, 0) und (2, 0)  auf der x-Achse gehend, 
darstellt, der Partialbruch mit Nenner (x + 1) a b  g e s O n d e r t (vergL den 
vorhergehelide Artikel S. 102), so erhslt  man 

13x-27 nls , , E r g ~ n z u n g s b r u c h u  des abgeion- wobei der Bruch - 
4 ( x - - 3 ) "  

3 
-. 

4 
derten Partialbruchs - zu bezeichnen ware. Damit lësst sich die 

s + l  
oscillirende Hyperbel auch schreiben : 
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3 
- 
4 - 1 132-27 

Y-5-1 (4-33)" 
oder : 

4 [ ( ~ +  l I y  - ~ ] ( ~ - 3 ) ~ = ( z + l ) ( l 3 2 - 2 7 )  . 
Hierctus folgt, da bei der Homogenisirung, wenn o als homogeni- 

sirelide Veranderliche bentitzt wird, rechts noch der Factor wS hinzutritt, 
nach dem Princip der linearen Combination: 

Die Hyperbel zweiter Ordnung (in der  Figur  fein ausgezogen) 

3 
- 
4 y=--- 3 

oder (x 1 - = O ,  
x + l '  4 

welche die Asymptoten y = O und x + 1 = 0 hat, steht im w fernen Punkt  
der letzteren Asymptote in d r e i p u n k t i g e r  B e r t î h r u n g  mit der in der 
Figur stark ausgezogenen oscillirenden Hyperbel, womit die g e o m  e t r i  s c h e  
B e d e u t u n g  d e s  a b g e s o n d e r t e n  P a r t i a l b r u c h s  charakterisirt ist. 

Weiter ergiebt sich noch die geometrische Bedeutung des gleieh Nul1 
gesetzten Zi ih le rs  d e s  E r g t i n z u n g s b r u c h s ,  insofern die in der Figur 
gevtrichelt ausgezogene Gerade 13 x - 27 = O  in ihrem endlichen Schnittpunkt 
mit der Kyperbel zweiter Ordnung eben den e i n z i  g e n  e n d  l i c h e n  Schnitt- 
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punkt der beiden Hyperbeln liefert (zunachst folgt: die Hyperbel zweiter 
Ordnung hat im oo f e r n e n  P u n k t  d e r  O r d i n a t e n a c h s e  fünf Punkte 
mit der oscillirenden Hyperbel gemein, da sie von z + 1 = O bertihrt, also 
zweipunktig, von 13s - 27 = O einpunktig und von w" 0 zweipunktig 
in diesem a~ fernen Punkt geschnitten wird;  da  aber die oscillirende 
Hyperbel in diesem w fernen Punkt zugleich einen Rtickkehrpunkt mit der 
Asymptote x - 3 = O hat,  so steht dieselbe mit der Hyperbel zweiter Ord- 
nung in 5 - 2, das heisst dreipunktiger Beriihrung im oo fernen Punkt der 
Asymptote x + 1 = O ,  ausserdem stehen die beiden Hyperbeln im <x, fernen 
Punkt  der Abscissenachse in zweipunktiger Bertihrung, so rlasu mit Hinzu- 
nahme des oben erwahnten endlichen Schnittpunkts die 5 + 2 + 1, das 
heisst acht Schnittpunkte beider Hyperbeln , wie es sein soll, bestimmt sind). 

Allgemein gilt der die g e o m e t r i s c h e  B e d e u t u n g  e i n e r  P a r t i a l -  
b r u c h a b s o n d e r u n g  aussprechende Satz: 

W i r d  von einer echt gcbrochenen algebraischen Ebnction 

welche &ne oscillirende H y p  el-bel nter O r d n u n g  darsiclit, wenm g(z) von 
( n  - 2)ten Grad,  f(~) vont (m - 2)ten oder von niedrigerem Grad i s t ,  und 
deren. Nennerfulzction G ( x )  den. einfachen Factor (x - a)  hat,  ein Partial- 
bruch mit dem Nenner (x - a )  abgesondcrf, und dicser Partialbruch als 
Ordinale einer Curve betrachtet, so ist diese Curue für die oscillirende 
Hyperbel eine asymptotische Hyperbel eweitcr Ordnung, welche im fernen 
Punkt der Asymptote x -  a =  O i n  d r e i p u n k t i g e r  B e r ü h r u n g  mit  der 
oscilliren.den. Hyperbel steht, und deren endliche Schfiittpunkfe mit den ( n  - 3) 
zur x- Achse parallelen Gcraden, zvelthe durch den gleiçh Null gesetzten 
Zahler des Erga72zu~sbruches dargestellt werden, die ( n  - 3) endlichen 
Schniitpunkte der beiden Hyperbe7n simd. 

Der Satz folgt ohne Weiteres aus der Form: 

[ f ( a ) ]  f(a) ] (x - . ) y - -  g ( x ) =  (x- a )  f (x ) -  -----.f i(x) 7 

g (a> g ( g )  a 

in  melche sich die Gleichung der oscillirenden IIyperbel gemass dpr 
Fundamentalgleichung von der Absonderung eines Partialbruchs (verglei&e 
S. 101) bringen lasst, sobald diese Gleichung homogenisirt ist. 

1st (s - u) ein mehrfacher Factor der Nennerfuuction, wie z. B, (z - 3) 
ein Doppelfactor des Nenners im obigen Reispiel, so Iiisst sich leicht ein 
analoger Satz aufstellen. 
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U. E i n  Analogon zu den Euler 'schen Interpolationsformeln. 

Aus der L a g r  a n g  e'schen Interpolationsformel lassen sich bekanntlich 
ohne Weiteres die Eule r ' schen  Formeln 

f ( ~ )  - ( a  - 81) (8 - G )  . ( 2  - .en) - 

entnehmen. In  ahnlicher Weise kann man die Ca  u c  h y'sche Interpolations- 

formel benutzen, wie im Folgenden gezeigt werden soll. 
Die Cauchy'sche Aufgabe lautet: , ,Es ist eine gebrochene Function 

'3, deren Zlhler eine ganxe Fonction mten und deren Nenner eine gsnza 
J, ( 8 )  . . 
Function n'en Grades wird, aus den (m + n + 1) Bedingungen herzustellen, 
dass dem Argumentwerthe fi2 der Functionalwerth w l  fiir A. - O, 1 , 2 ,  . . (m + n) 
xugehht." 

Die Losung i s t  folgende: Sehen  wir 

PL (2) - (a - Z i , ) ( Z  - ~ i , )  . . . (2 - 2i,J 
( k  < &+1); 

4t(z)  = (zi ,  - E ) ( G =  - Z )  . .. (zi, - f i )  

verstehen wir weiter unter 4 ,  i,, . . . i ,  der Reihe nach alle Combinationen 
von m Gliedern der Zshlenr~ihe O,  1, 2, . . .  (m + n )  und unter 
k,,  k,, . . . k,+l diejenigen Zahlen, welche die i xu der gesammten 
Reihe O ,  1, . . . (m + n) vervollst!indigen; und verstehen wi r  ferner unter 
. . 

lai . . . in und k,, k p i  . . . Aehnliches, dann ist 

Beide Functionen cp (z )  wie +(a)  sind in den Indices O,  1, 2, . . . (m + n) 
symmetnsch gebildet. 
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Jotzt denken wir uns unter a ( ~ )  eine wiükürliche ganze Function 
(m - l)te" und unter t ( z )  eine solche (n - l)tan Grades und setzen 

94~) 44 - q ( 4  @ ( a )  = 0 
für a - a,, a,, .. . Bm+n-l. Nun besitzt das Polynom der letzten Gleich- 
ung den Grad (m 4- n - l ) ,  und da gleichzeitig ( m  + n) Wurzeln der 
Gleichung bestehen, 60 ist sie identisch erfüllt, und man hat 

Der letzten Forderung der Cauchy'schen Aufgabe zufolge muss 

Q ( ~ + " )  q ( e , + n )  - wm+n 1y(&+n) <P (am + n )  --- 
(a., + n) 

sein. Hat man nun, wie wir annehmen wollen, wm+, so gewiihlt, d a s s  

es von (z,+,) : z ( z m S  ,) verschieden kt, so kann die letzte Gleichung nur 
befriedigt sein, wenn q(#,+,) - 0, das heisst, wenn * ( a )  durch ( a -  a,+,) 
theilbar ist. ~ ( a )  enthiilt nach 1) w,,+, nur linear: 

(8 )  x ( 2 )  + wm+ n X I  (8). 

Giebt man dem wm+,  mehrere, unsere Beschrankung aber nicht ver- 
letzende Werthe, so zeigt sich ohno Weiteres, dass ~ ( z )  und durch 
( B  - am+,,) theilbar sind. Daraus folgt, dass für jedes w,+,, ohne irgend 

welche Einschriinknng ~ ( a )  den Factor ( a  - cm+,) hat. Wir dürfen daher 

annehmen. Dadurch wird ( 2 )  symtnetrisch in zo ,  a, , . . . a,+,. Folglich 
ist es durch (a  - z o ) ( z  - 2,) . . . (8 - am+,) theilbar. Da aber der Grad 

von ~ ( e )  n u  gleich .la is t ,  so stellt sich heraus, dass q ( z )  identisch Nul1 
ist. Gem~ss  2) gilt das Gleiche von cp(a) .  Wir sehen also: Se tz t  man 

w o b e i  e ( z )  u n d  z ( z )  zwe i  g a n z e  P u n c t i o n e n  (m - l ) t en  u n d  (n- 1)Len 
G r a d e s  b e d e u t e n ,  d a n n  w i r d  
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In diese Formeln tragen wir nun die Werthe der w wirklich ein und 
bezeichnen dabei e ( 4  e2 U;A = -- c -. 

~ ( a )  
Jede der beiden Gleichungen 3) multipliciren wir mit 

und erhalten dadurch 

Zi, . . . Zim 

'km+i 

Bedenkt man jetzt, dass, abgesehen von einem hier indifferenten Vor- 
zeichen, die beiden Punctionenpi(z) und qi(z) sich nur durch die Zab1 der 
Factoren(z-ziz) unterscheiden, deren pi(a)nachderDefinitionm undgi(z)ebenso 
la besitzt; bedenkt man ferner, dass über p und z nur  gesagt i s t ,  sie sollen 
ganze Functionen (m - l)ten und (m - lIte" Grades sein, so folgt, dass die 
lieiden Gleichungen 4) dasselbe darthun. Wir  brauchen uns also bei weiteren 

Umformungen nur mit einer von beiden, x. B. mit der ersten zu beschaftigen. 
In diese setzen wir ein: 

wobei S eine symmetrische Function von ak , ,  .. . ~ k , + ~  bedeutet, von der 
ein Glied hinter S angedeutet ist. I n  2 tritt jede symmetrische Func- 
tion von zk,, . . . zk, + l  auf, welche keine htihcre als die (m - l)to Potenz 
jedes zk enthalt. Wir  wollen solche allgemein durch 

S m - 1  ( k t l - . -  LI) 
bezeichnen. Jedes mogliche Sm-l kommt in 5) vor, und zwar ein jedes 

mit einem anderen Producte +! ui . . . multiplicirt. 

Die gleichen Schlüsse gelten für  q, . . . ziml so dass dabei alle 

erscheinen. 
Tragt man nun 5) und das dntsprechende Resultat für z ( z i , ) .  . . z(zim) 

in 4) eio, dann ergiebt sich aus der Willkürlichkeit der u und der v: E s  i s t  

wenn  ü b e r  d i e  S u n d  d i e  p d i e  o b e n  g e m a c h t e n  A n n a h m e n  g e l t e n .  
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Endlich kann man noch 

pi(c) = am - &(il,. . . i,)am-1 + d ' ( i l .  . . im)zm-2 - . . - 
setzen, n o  die G', G", . . . die elementaren symmetrischen Punctionen -ion 

zi,, zi,, . . - aim bedenten. Wegen der Willkürlichkeit von 8 kann man in 6) 
an Stelle von pi(z) irgend eine dioser Functionen, die allgemein durch 
~ ( i ~ ,  . . . in,) bezeichnet werden sollen, einführen. 

J a c o  b i  versteht unter 

{ ( A ,  BI C, . . .)(Ar, Br, Cf, . . .) } 
das Product sus  allen Differenzen der Grossen A ,  B, C l . .  . von den Grossen 
A', Br, Cf, ..., indem man immer die zweiten von den ersten abziehY 
(Werke III, S. 503). Benutzen wir dieselbe Abkiirzung, so haben wir 

D i e s  i s t  d i e  a l l g e r n e i n e  F o r m e l ,  w e l c h e  s i c h  d e n  Euler 'schen 
zur S e i t e  s t e l l t .  

Weiteres ergiebt sich, wenn man 

setzt und dabei für e eine ganze Function rntenl f ü r  e eine ganze Function 
den Grades nimmt, 

B ( 8 ) E . ~ m f  2111m-1$. u . ~ z ~ - ~ ~  

e (2) = + vlan-l + ~ , a " - ~  +. . . + v,. 

Dann kann sich, wie ans der Betrachtung von 

cp (4 z (4 - Q (4 P (4 - 0 
folgt, cp von und + von n nur durch den gleichen constanten Factor 
unterachoiden. Das giobt bei Beriicksichtigung des Coefficienten von 2"': 

pi (2) 

(il 
' (zim)$% (Zk,) - . P' (zkn + 

(a) = -- - - - -. 
p (zk,) - - . p (&,+ J . z ( ~ i , )  . . . z (G,) 

1 

2 ~ i ( g k , )  . - -pi (zkn + 1) 
(4 

durch die Einführung der S geht diese Formel in 
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wenn a eine von 1 verschiedene elementare symmetrische Function von 
cil, e,, . . . eim bedeutet, 

rn Sn - 1 (il , . . . i,) . fi: . . . zk, + , . G (il, . . . irn) 
-- - - - ppp -p - 0  

werden. In ahnlicher Ar t  lassen sich noch andere merkwürdige Formeln 
ableiten. 

Giessen, den 12. .Januar 1896. E. NETTO. 

IV. Die Wasserwellen. 

In dem Buche ,Elemente der theoretischen Physik von Dr. C h r i  s t i a n  s e n  
(Universittit Kopenhagen) , deutsch von Dr. Joh. M H I l  e r , Leipzig 1894, 
Barthu, mit empfehlendem Vorworte von Professor E. W i e d  e m a  n n  in 
Erlangen, wird auch obiges Thema als Beispiel fur die Aiiwendung 
der Gleichungen von L a g r a n g e  auf drei Druckseiten behandelt. Ich 
erlaube mir im Folgenden eine etwas einfachere Darlegung, welche ich 
mir bei dieser Gelegenheit hiidete, zu geben; dieselbe soll tibrigens neben 
den Hinweisen auf das Buch doch von demselben unabhiingig gefiîhrt 
werden. 

Mit der Annahmo, dass jedcs Theilchen eine ebene Bahn parallel 
der XB-Tafel beschreibe, fiillt sogleich die zweite der drei Gleichungen 
von L a g r a n g e ,  diejenige hinsichtlich y ,  ausser Betracht und wir erhalten 

I ; a x / a a  + ( B - g ) a ~ / a a  + a P / a a  = O ,  
4 

& X / C C  + ( L - g ) : a e / a ~  + a P / a c  = O ,  

worin el B die zweiten Differentialquotienten nach der Zeit, g die Erd- 
beschleunigung, P = p / e  den hydrostatischen Druck durch die Dichte der 
Fltîssigkeit bedeuten ; a ist die Abscisse, c die Ordinate des Wassertheilchens 
in der Ruhelage; c  auch die betreffende Tiefe unter der ruhenden Ober- 
flache (a abwarts positiv), wahrend sich nach z die Welle fortpflanzt. 

Zu a) kommt noch als Continuitatsgleichung: 

Nun wird prasumirt, oder von der Beobachtung entlehnt, dass die 
Theilchen Kreiue beschreiben, deren Mittelpunkte um s ober- oder unterhalb 
der Ruhelage seien. Also ist für  irgend eine Zeit t :  

Hier bedeuten , sage ich gleicb, 

m = 2 n / t  und n = 2 7 c / L  

in der stereotypen RezeichnUng für die Schwingungsdauer und Wellenlange. 
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Die letzte Gleichung führt das Buch als zweite unter i) auf, die vor- 
letzte ohne solche Bezeichnung, welche von a) bis m) reicht; r und s sind 
Punctionen von c. 

Bildet man aus c) die Differentialquotienten von x und 8 ,  welche in 
a) und b) vorkommen, so wird aus a): 

1 ( m 2 - g ~ ) r ~ i v a 6  - a P / a a  = 0, 

mZrar/ac+ (rnzrcost3 f g ) ( l  + aslac)  + g ~ ~ ~ t 3 a t - l a ~ -  a ~ l a c  = 0 

und aus b) wird: 

a s / a c +  n r a r / a c  + [ n r ( l +  a s l a c )  + a r / 8 c ] c 0 ~ 0  = 0.  

Das Buch zerfkllt diese letzte Gleichung, da sie flir jedes 0 oder t be- 
steht,  in die zwei 

d)  as lac  + Br a r j a c  = 0 und n r ( l +  a s / a c )  + aria6 = O ;  

dagegen wende ich dieselbe Schlussweise vorerst auf die erste der beiden 
Gleichungen a n ,  wodurch 

9)  m2 = gm,  

oder die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

und - 

il h = J g  
a P  

und zweitens - = 0 ;  das heisst der hydrostatische Druck, der beim a a 
Wasser (p = 1) identisch mit Pl ist  unabhfingig von der Abscisse, was 
man auch a priori hatte annehmen dilrfen. 

Aus der zweiten Gleichung e) erhiilt man mittelst derselben Schlues- 
weise die zwei Gleichungen, in  denen ich bereits mittelst g) das m 

h a b e l  g , r a r / a c + g ( l  + a s / a c ) - a p / a c = o  
und 

nr(1  + as/ac)  + â r / a c  = O 

(nach Weglassung des Factors g).  
Die letzte Gleichung ist mit der zweiten d) identisch, die vorletzte 

wird es mit der ersten d) ,  wenn man 

a P / a c  = g ,  
oder 

h P = g c ,  

setzt, was ebenfalls a priori vom hydrostatischen Drucke bekannt ist. 
Also hatte man nach dieser Anschauung oder Reihenfolge sagen 

konnen: die Continuitfitsgleichung wird bei der Annabme c) u. a. W. iden. 
tisoh erfüllt. Die Gleichung f)  des Buches f811t hiermit als bedeutungslos 
liinweg. 
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Mit Integration der beiden Gleichunpen d) wird einerseits 

(Constante Null, da in hinreichender Tiefe s und r Null Sind), oder 

k ) 
j~ re 

s = -  --, 
I, 

dss heisst der Mittelpunkt der Kreisbahn rlickt nach oben von der Ruhe- 
lage des Theilchens aus ;  und anderseits 

n(c + s )  + logr = CO&, 

und, wenn ftir c  = O statt  s und r gelten S und R ,  

das heisst: 

oder 

va S + log R = const ; 

log(R/r) = n ( c +  s - S)= mH, 

1) r = R .  e - n a -  Re-sflHIA. 

El ist die Tiefe des Bahnmittelpunktes irgend eines Theilchens unter 
dem Bahnmittelpunkte des obersten Theilchens. 

Was das Buch weiter von der Elimination von ô s / â c  aus d)  sagt, 
ist uberfllissig, da s aus diesen beiden Integralen eliminirt werden kann. 
So kammt Tl 1 R 

c = - - ( R 2 - r 2 ) + - - Z o g - ,  + 
2 n r 

oder 

4 

V. Erwilrmung fltissiger und fester Ktirper durch Druck.  

In den letzten zwei Jahren vertiffentlichte ich einige Notizen auch 
dieses Betreffs, welche ausser numerischen Berichtigungen auch Erklarungs- 
versuche und einige didactische Beziehungen bieten sollten. Aber eine 
Ableitung der auch im Folgenden vorkommenden Formeln habe ich dort 
onterlassen aus Schou vor dem Vorwurfe , dass man ja  solche aus C l  a u  s i  u s' 

Buche oder ihnlichen entnehmen k h n e  und kein Grund vorliege zn 

Wiederholungen. Heute werde ich diese Scheu etwas eurtickdriingen, 
indem ich mich auf aas Buch von C h r  i s t i a n s e n  (schon erwahnt S. 111) 
beziehe , mit Abweichungsvorschlagen , die auch selbststkndig gelesen werden 
konnen. Engere Hinweise auf das genannte Buch, die ohne dessen Ver- 
gleichung noch mindere Bedeutung hlitten, werde ich in die Anmerkungen 
verweisen. 

1. 55 114-117 sollen hier erwtihnt werden, wovon der erste den Tit-1 
flihrt: ,Die Anwendungen des zweiten Hauptsatzes.' Die mit derselben 
Yarkiruiig wie im Buche versehenen Gleichungen: 

Zeitaohnft f. Nathamstik u. I'liysik 41 Jalirg. 1896. 2. Heit O 
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a) J d Q  = d U + p d v ,  

sind genugsam bekannt.' Es wird dann mit 4 dividirt, um das (totalej 
Differential d S = d Q : i ?  

der Entropie herzustellen; d S  wird ferner analog wie d U in b) behandelb 
und man erhslt die zwei Gleichungen: 

und 

welche beziehungsweise nach c und 9 differenzirt durch Subtraction liefern: 

Die Vereinfachung der rechten Seite nimmt das Buch aber erst im 
3 116 bei b) vor [und im $ 117 gleich nach b)]; ich schreibe nimlicb 
gleich jetzt 

0 
um BO mehr, a19 hernach in b) und a) substituirt man auch statt d) im 
Buche einfacher erhalt 

Der erstere Differentialquotient hier bedeutet Jcv,  wo c, die specifisch 
Wllrme bei constantem Volurn; der letztere is t  bei Gasen, fur welche 
p = Ra : v gi l t ,  gleich R : v ,  so dass für Gase 

J d Q  = J c , d 8  + p d v  

wird, was man aber auch a priori, ohne den Umweg durch den zweiten 
Hauptsatz, hinschreiben kann. 

2. Bietet 3 114 meines Erachtens wesentlich die Einleitung xu EJS 116 
und 117, so muss auch noch 5 115 vorangehen, mit dem scheinbar wenig 
sagenden und doch zutreffenden Titel: ,Die Differentialqu~t,ienten.~ Was 
is t  namlich û p / a 8  für Flüssigkeiten und feste Korper? Diese Frage wird 
a m  Schlusse von 5 115 durch f )  beantwortet. 

* Suffixe bei den zwci Diffcrentialquotienten sind entbehrlich, da durch Cie 
rundeu a  cho on die partielle Katur derselben ausgesprochen ist und die beiden 
unabhangig Veranderlichen v und 4 sind. Im Theile 2) oben is t  jeweils die 
dri t te  der drei Variablen p u 8  a h  constant anzusehen. 
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und noch zwei solche Gleichungen flir reciproke Differentialquotienten , da 
die drei Veranderlichen p u 6  den Zustand eines Korpers (seiner Gewichts- 
einheit) bedingen; und als weitere Beziehung den Kettenschluss 

- 
letzteren erhalt man aus 

iiy = -d a p  v + d . 3  a p  a u  d 8 

durch Nullsetzen und mit Benutzung von d). 
Also haben wir es hier mit sechs oder vielmehr nnr  drei Differential- 

quotient,en zu thun, wovon der eine 

der bekannteste ( a  der cubische thermische Ausdehnungscoefficient); den 
anderen bezeichnet das Buch mit: 

filr flUssige und feste Korper; ich schreibe statt dessen wie a. a. O.: 

wo fl der cubische mechanische Compressionscoefficient der fltissigen und 
festen Korper. 

Das Buch verweist bei dieser Gelegenheit auf die Elasticitlitstheorie 
und unterscheidet zunachst, wie es in dieser begrtindet ist, aber jetzt'den 
Leser verwirren kann ,  zwischen den fliissigen und festen Korpern; I ,  ist  
dort die L a  mb'sche Constante, die analog dem ElasticitXtsrnodul* eine 
grosse Zahl ist, wahrend mein dem ar verwandtschaftlich naher steht 
und von vornherein keinen Unterschied zwischen den beiden Aggregat- 
ziistanden im gegenwartigen Betreff aufkommeii lasst. 

Mittelst e) wird alsdann für die flüssigen und festen K6rper gefunden: 

3. &lit 5 116 ,Fltissige und f'este Korperu tritt  die Anwendung des 
zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wiirmetheorie, wie schon gesagi, 

-- 

* Bci den fcsten Korpcrn wird vom Buche dieser mit dem seitlichen Con- 
E 

tractions -Coefficieriteu angefiihrt , 7 , d ( 1 -  2 k )  
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erst so eigentlich ein. Ich kann gleich an obige Gleichungen d') und f ' )  

ankntipfen und schreiben: 

0') J ~ Q  = J C , ~ Q  +a % a ,  
B 

also 

1st d p  = O, so bedeutet die liiike Seite J. c, d 3, wo c, die specifische 
Warme des flüssigen oder festen Korpers bei constantem Drucke vorstellt; 
also wird' 

und 

i') J d Q  = J c p d S .  - uvQdp .  

F ü r  den Fa11 der Adiabase, dQ = 0, ist 

die diirch Steigerung des Druckes bewirkte Zunahme der Temperatur. 
(Wenn a mie meistens positiv ist ; im entgegengesetzten Palle resultirt 
Abnahme der Temperatur.) 

4. Gleich darauf bepinnt 5 117 ,Di0 WBrme-Entwickelung bei der 
Dehnungu; s tat t  des letzten Wort,es hiesse es besser ,,Pressung", wie anch 
der Text sogleich vom ,Druckeu p spricht. Hierher gehort ja die letete 
Gleichung; aber jetzt wird insbesondere cin fester Cylinder von der Masse 
M und Lange 1 axial gedrückt; die Gleichung a) ist entbehrlich fiir da3 
Folgende und ich will dieses sogleich nach meiner vorangehenden Nummer 3) 
sozusagen abscbreiben : 

b') J ~ Q  = J M Q ~ ~  + @:dl. 
B 

Hierin is t  cl dio specifische Warme bei constanter Lange, <Y der ther- 
mische' Lbgencoefficient, f i  der mechanische (der reciproke Elasticitats- 
modul). Entsprecliend der auf e') folgenden Gleichung von 3) ist jetzt 

also 

* Din Gleichung mit c p  wird vom Buche ohne obige Vermittelung (dp=O) 
hereingebracht und nach derjenigen i) nochmals angeführt und mit k) bezeichneL 
Vergl. auch Anmerkung S. 117. 
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1st d p  = O ,  so bedeutet die linke Seite JMcpd+?, aleo* 

folglich 

2 ) Jd Q = J M r p d S  - orl4dp. 

Fiir den Fa11 der Adiabase, dQ = 0 ,  ist 

Das Buch ftihrt die Masse m der Langeneinhcit ein: ich ziehe vor, die 
Lfinge der Massen- oder Gewichtseinheit einzuflihren, wie auch in 3) das 
a den Raum der Gewichtseinheit bedautet, und schreibe 

(Vergl. die letzte Gleicliung der vorigen Nummer 3.) 
Würde der Cylinder gestreckt, so wlirde eine Abkuhlung cintreton. 

Dass ich bei dieser Gelegenheit im vorigen Jahre fiber die hierbei nicht 
berlicksichtigte seitliche VerLnderung gesprochen, diese Erwiihnung mag 
den Schluss der gegenwartigen Notiz bilden. 

VI. Adiabatiache Ausdehnung rea le r  Gase. 

Bei den idealen Gasen giobt es bekanntlich keine innere Aibeit,  so 
dass bei der Ausdehnung, wenn die iussere Arbeit Ku11 ware, auch kein 
Energieverbrauch stattfànde. Bei den realen Gasen aber besteht noch ein 
wenn auch geringer Zusammenhang der Theilchen. V a n  d e r  W a a l s '  
Zustandsgleichuug, nach welcher dor 3 118 des auch in meinem voran- 
gehenden Artikel erwkhnten Buches von C h r i s  t i a n s e n  lautet,  giebt deshalb 
domp des idealen Gasgesotzes pu - Ra den Surnmandon p' = a :  v" dieses 
Quadrat, weil ,,bei wachsender Dichte sowohl die anziehenden als die an- 
gezogenen Moleküle nahor z~sammonrücken.~' 

Ausserdern haben die Moleküle einen geringeren Raum als v zu ihrer 
Bewegung frei, d a  nicht Iiur der von ihnen selbst oingenommene Ranm in 
Abzug kommen, ~ o n d e r n  etwa ein vier- bis achtfacher b ,  auf dass die Be- 
weglichkeit der Theilchen aufhoren würde. So kommt nach v a n  d e r  W a a l s :  

welche f ü r  grosse v wieder zu pv = RB ffihrt. 

* Diesmal sagt das Buch (statt d p  = O zu setzen) ,,da die Formandernng sehr 
klein k t ,  N O  haben wir etc.'' und es Solgt unvermittelt die Gleichung c). Yergl. 
Anmerkung S. 116. 

** Buchstaben mi t  ) vor der Gleichung tieziehen sich auC C h r i s t i a n s e n ;  
ein Accent hierbei aber bedcutct, dass diese Bczcichnung oder die Formel selbst 
in diesem Buche nicht vorkommt und von mir gewahlt wurde. In Gleichung a') 
und an) ist da8 const von mir gebraucht. 
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Auf den letzten der acht Seiten seines 5 118 kommt C h r i s  t i a n s e n  zun 
titulirten Betreff und führt als Zustandsgleichung, die C l a u s i u s  auf Grund 
der von v a n  d e r  W a a l s  angestellten Untersuchungen angegeben hat, an: 

K i r c h h o f f ' s  Voriesungen nber Wgrme, erschienen im Jahre 1894, 
enthalten in I X  5 3 diese Formel nebst ihrer Ueberflihrung in die von 
J o u l e  und T h o m  s o n  gelegentlich ihrer Versuche aufgestellto Form (VI1 8 6):  

in seinem Buche v o n  Jahre 1376 führt C l a u s i u s  (Abschnitt X) diese 

Versucho an ,  Gase durch Watte  adiabatisch siromen zu lassen (1854 und 
1862), und leitet die Gleichung a') aus seiner Theorie ab. Ausdrlicklich 

erwahnt er seines Vorgangors R a n k i n e ,  welcher achon zu den Versuchen 
von 1854 die Gleichung aufgestellt habe: 

a") 
const 

p v - R Z t - - - - - - .  
v 6 

Diese is t  übereinstimmend mit aO), wenn man darin 0 und b rer- 
nachlXssigt, wobei const = a; ebenso stimmen auch a') und a") überein, 
wie man sieht,  wenn man mit p diriidirt, als Annaherung im Nenner rechts 
pv - R4. setzt und R-zur Constanten schltigt,. K i r c h h o f f  erwiihnt hierbei 
auch die befriedigende Ueberoinstimmung mit den Abweichungen vom Ge- 
setze pv = Ra,  welche R e g n a u l t  a n  der Kohlensaure gemessen hat. 

Auf a') fol@ bei C h r i s t i  a n s e n  die thermodynamische Grundformel: 

au au 
as ' Jc. und - - a u  a 8  

die linke Seite h) kt Nul1 wegen der Adiabase und aird nach 
R d 9. 

a') gleich -- - b $ ( ~ ~ y ~ j  a 9 also mit nocbinaliger Benutzung von a'): 

Lj 

(indem y fortfallt), 

k) 
2 a 

au==Jc,d9 .  + 
(v + p y .  8 du 

und integrirt in der Form: 
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A U = J c , .  Ai? + 
wobei sich das Wor t  ,,n&herungsweise" nur  auf die Vernachlassigung von 
beziehen kann. Aber alsdann folgen die Worte: 

,,Dehnt sich das Gas aus, ohne einen Widerstand zn haben, 6 0  bleibt 
dio innere Energie unveraudert. Setzen wir dcmnach in der Gleichung 1) 
A U - O, so ergiebt sich : 

Die Temperatur sinkt in diesem Fa l l~ . "  Schluss des 8 118. 
Da liegt ein Fehler vor; nicht d U oder A U ist Null, sondern wegen der 

Adiabase J d Q  in h). Im Gegentheil i u t  d  U negativ nach der aus h) folgenden 
Gleichung: O -  d U $ p d v ,  
oder wegen k) 2 a 

O = Jc,d8 + 
also folgt statt  m) 

Die Integration von k) zu 1) iflt üherflüssig und das Resultat von 
C h r i s t i a n s e n  hatte ohne dieselbe gelautet: 

1 d i ? - - - -  2 a 

Jc* (v + ,q23 d v ;  
also es fehlt das p dv .  

Fiir ein ideales Gas ist a - O und die Erkaltung durch Ausdehnung 
wird nach mO) J c , d 8  - - p d v ,  

weil eine Gewichtseinheit desselben bei der Ausdehnung doch den Druck p 
der dieselhe umgebenden Gastheilchen uberwinden müsste. 

Es intereasirt vielleicht noch mehrere Leser wie mich, z u  sderi ,  
was man stat t  mO) findet, wenn man stat t  a') die Gleichung a) benutzt: 

also : 

Es unterscheidet sich also n) von run) durch den Divisor 9. und den 
Factor 2 bei a. (Von ,!l kann man absehen.) Damit klar t  sich auch der 
Widerspruch in C h r i s t  i a n s e n ' s  Worten zu a'): ,,Diese Gleichung stellt 
die wirklichen Verhtiltnisse bosser dar ,  aber sie führt übrigens im Wesentlichen 
zn denselben Resultaten, wie jene von v a n  d e r  W a a l s '  a)." m) enthalt 
auch den Einfluss von a, mit  dessen Wachsen die Erkaltung d B  kleiner 
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wird, da sich dann das Gas dem idealen Zustande nahert,  wie mit dem 
Wachsen von v2. (Der erwiihnte Factor 2 wird sich zur experirnentellen 
Prüfung schwer eignen.) 

Zum Schlusse mag noch K i r  c h h O f f's Referat dienen: Die Experimente 
von T h o m s o n  und J o u l e  (1862) haben ergeben als Erkaltung bei dor 

und die Theorie ergiebt für diesen adiabatischen Process 

aus beiden wird Z(v : 6) colzst . . - - 
oder durch Integration as ,y4 

v coast . R 

12 
denn die Integrationsconstante - erfüllt die Bedingung, dass ftir grosse 

v R P 
i? das ideale Gesetz - = - hervorgehe. Man sieht, dass diese Gleichung 

9. P 
mit a') i i b e r e i n ~ t i m r n t . ~  

Aiigsbnrg.  Prof. Dr. K I ~ R Z .  

VIL Ueber die  Construction der  FlLche zweiten Brades 
aus neun gegebenen Punkten. 

E s  sol1 die Aufgabe gel6st werden: 
W e n n  n e u n  P u n k t e  jm R a u r n  g e g e b e n  s i n d ,  auf e i n e r  Ebene 

d u r c h  d r e i  d e r s e l b e n  d e n  K e g e l s c h n i t t  q z u  z e i c h n e n ,  d e n  die 
d u r c h  d i e  n e u n  P u n k t e  b e f i t i m m t e  F l a c h e  x w e i t e n  G r a d e s  @ mit 
d e r  s e l b e n  g e m e i n  h a t .  

Sind neun Punkte im Rauin gegeben: N N '  Pl P2 P3 QI Q, Q, Q,, so lege 
man durch P1P2P3 die Ebene (G) und projicire die Punkte qi von AT und 
N' aus in die Ebene (5) .  Die Punkte,  die man so er'olilt, fieien mit Ai 
bez. Ai' bezeichnet (i = 1, 2, 3, 4). R N 1  m6ge 6 in S treffen. Auf 4 
haben wir nun einen Kegelschnitt cp durch Pl P, P3 so zu legen, dass die 
Projectivitliten, die auf den Geraden si = SAiAir durch AiAil  als Paar 
und die beiden Schnittpunkte von y mit si als Doppelelemente bestimmt 
werden, S auf vier Punkte si' abbilden, die in einer Geraden a' liegen. 
Denn, nehmen wir einmal an ,  die Flache CJ sei construirt und projiciren 
wir sie doppelt, von N und N '  au8 auf g ,  so bestimmen die Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen auf den Geraden si die oben angegebenen 

* Um die Formel p) ab~uleiten, in der ich wegen der Gleichung O) diespe- 
cssche Warme cp bei constantem Drucke auch durch eine cmst ernetzte, müstcte 
man weiter ausholen, als dem Zwecke dieser Mittheilung entsprechend wiire, 
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Projectivitkiten: Ai und Ai1 sind ein Paar  zugeordnctor Punkte, die Schnitt- 
punkte mit der Spur cp von d j  sind die sich selbst entsprechenden Ele- 
mente, und die Bilder von S liegen auf einer Geraden, denn wenn man 
auf einer Geraden s durch S einen Punkt  nach S hin wandern lasst,  so 
wandert der Schnitt der Verbindungslinie dieses Pnnktes (mit N )  und der 
Fltiche @, der Punkt  A ,  jedesmal auf einem anderen Wege nach N' und 
N'A geht in die verschiedenen Tangenten iiber, wenn der abzubildende 
Punkt S erreicht, das heisst die verschiedenen Bilder S r  auf den ver- 
schiedenen Strahlen liegen auf dem Schnitt der in  NI an @ gelegten 
Tangontialebene mit 3. Wir  haben also nur die oben aufgegebene Con- 
struction von g, auszuführen, urn rp und damit auch @ zu erhalten. Die 
Constrnction kann man nun im Allgemeinen linear ausffihren. 

Doch brauchen wir zunachst den folgenden H i l f  s s  a t  z: 
Sind auf einer Geraden s drei feste Punkte A, A' und S gegeben 

und ausserdem eine Involution J, so ordnen die Projectivitaten, die auf 
s durch BA' als Paar und ein Paar  der Involution (CCr)  als Doppel- 
elemente bestimmt werden, dem Funkt  rSsolche Punkte S' zu, die den Paaren 
der Involution (CC')  projectiv zugeordnet sind. 

Bemeis: Wir nehmen zmei beliebige Punkte LI , '  ausserhalb der Ge- 
raden an und verbinden A mit L,  A' mit L'. Die- Geraden schneiden 
sich in M. Durch NLL' und ein beliebiges P a a r  der Involution CCr ist  
nun ein Kegelschnitt bestimmt, und, indem man alle Paare CC' hierzu 
nimmt, erhlilt man ein ganzes Kegelschnittsbüschel, das ausser L L'M 
noch einen Grundpunkt, etwa N hat.  Wenn wir nun die Kegelschnitte 
y des Rü~chels von 1, und von 7,' nus projiciren, so orhalten wir lauter 
Projectivitiiten, in  denen AA' ein Paar  id, und i n  denen die Pnnkte CC', 
die Scbnittpunkto dor botreffonden Kegolschnitte mit s Doppelelemente sind. 

Um in einer solchen Projectivitat das Bild von S zu haben, verbinde 
man T, mit S ,  y wird dann von L S  noch einmal in  Sr' getroffon, und 
wenn man Sr' von L' aus projicirt, erhalt man dann S' .  Nach bekannten 
Siitzen bestehen dann 

das heisst 

was zu beweisen war. 
Zur Construction 

beliobig an, z. B. der 
lege durch Pl Pz PSP4 

die folgonden Projectivitiiten: 
(CC') ï T y ~ S 1 ' ~ ' ,  

(Cl C )  SI, 

verfahre man nun so: Man nehrne einen Punkt  P, 
Einfachhcit halber auf der Geraden pl(= SPI) und 
ein Düschel von Kegelschnitten (y) .  Jeder Kegel- 

schnitt bestimmt auf jeder Geraden s, eine Projectivitiit, indem wir AiA,' 
als Paar und die beiden Schnittpunkte des Kegelschnitte~ mit S, zu Doppel- 
elernenten nehmen. Diose Projoctivittiton rntigen S bez. auf s,'s,'S,'S,' 
abbilden, und es ist dann nach dem Ililfssatz: 

strn S* 'n  SB% S,'K ( y ) .  
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Diese letzteren Projectivitiiten sind nun zu je zweien Perspectiven; 
denn, wenn man irn Büschel den zerfallenden Kegelschnitt pl(P,I>,) nimrnt, 
so ist  S eiii Punkt  desselben, das heisst S entspricht in  der obigen Pro. 
jectivitat sich selbst; für diesen einen Kegelschnitt fallen also vier Si1 mit 
S zusammen, das heisst die zwischen je zwei Reihen Si1Skl bestehenden 
Projectivitiiten sind Perspectiven. 

Wir  betrachten nun die beiden Perspectiven S;,'iT SIr und S2'7i S; riiher. 
Zunachst kann man sie linear c o ~ t r u i r e n ,  indem man die zerfallenden Kegel- 
schnitte (P2 P,) . (P, Pl) und (P, Pl) . (Pa P,) zur Construction von zwei 
Tripeln Sl1S2'S,' benützt. Zwei Paare genügen ja schon, um das Per- 
spectivit%tscentrum Jik zu finden, das die zwischen entsprechenden Punkten 
Si1  und 8; bestehende Perspective vermittelt. Die Strahlen, die z. B. (8,') 
mit JI, verbinden, sind dann den Kegelschnitten projectiv zugeordnet, die 

S auf SI' abbilden. Zu jedem Strahl kann man also den zugeordneten 
Kegelschnitt des Büschels leicht findon. - Verbindet man nun JI, und J23, 
so erhült man demnach sofort den einzigen, eindeutig und linesr bestimmten 
Kegelschnitt des Riîschels, der durch seine in  der angegebenen Weise anf 

si(i - 1, 2, 3) bes t i imten  Projectivitaten S auf drei in einer Geraden n,' 
liegende Punkte Sl1S2'S3' abbildet, i n  der irn Allgemeinen natürlich das 

Bild AS: von S nicht liegt. Zu einem Punkt  Y4 geh6rt i n  dieser Con. 
struction ein und nur  ein solches Tripe1 S l l S ~ S , ' ,  das auf einer ,,Tripel- 
geraden" 12,' liegt. - 1st  P, und der zugehorige Kegelschnitt gegehen, so 

ist  er die Spur auf a von einer Plache zweiten Grades, die 

N N r  Pl p2 P, P4 QI Q, Q, 
enthalt, und ml ist die Spur der i n  N 1  an die FlSche gelegten Tangential- 
ebene. 

Indem wir n u n  P4 variiren, so bestimmen die zugehorigen Nachen,  

die' acht gemeinsame Punkte haben ( N N ' P ~ P ~  P, Q, Q, Q3), ein Büschel, 
und demnach dreht sich die Tangentialebene von N' um eine Gerade, 
weil sie die Polarebene eines festen Punktes für ein Flachenbüschel is:. 
Ihre  Spur m: dreht sich also um einen Punkt. Bezeichnen wir die Flichen 
mit Q4, 60 haben wir: 

nqln DpAP4,  

also n4' f i l 'd j  

den Punkt ,  nm den sich n,' dreht,  bezeichnen wir mit iV4'. 
Genau dieselbe Betrschtung, die wir ftir sls ,s ,  anstellten, kbnnen 

wir nun auch für s, s,s, machen. 
Wir konnen durch jeden Punkt  P4 von Pl ~ i e d e r  einen und nur 

einen Kogelschnitt des Büschels (P,P,P,P,) logen, für den aie wie o h  
bestimmten Punkte S,'S,'S,' auf einer Geraden nll liegen, und wenn mu 
P4 yariirt ,  so dreht sich TL,' um einen Punkt  ATl' i n  der Ebene, ucd ei 
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ist nllA P,, also, da auch n, '~  P4 ist, nI17Yn,'. Wenn wir also NI' und N,' 
verbinden, so erhalten wir die gesuchte Gerade a,', und daher muss ihr 
auf pi beidesmal derselbe Punkt  P4 entsprechen. Mit P4 ist  aber auch 

gegeben. Man braucht j a  nur das zngehorige Perspectivitatscentrum JI, 
zu suchen, das natürlich auf n' liogt, und dann den rzr zugoordneten Kegel- 
schnitt des Büschels P,P,P,P, in der Projectivitxt, die zwischen den 
Strahlen des Büschels (J,,) und den Kegelschnitten (Pl P, P, P4) besteht, 
die S auf aolche Punkte Slr-/IS2' abbilden, deren PerspectivitBtscentrum J12 ist 

Man kann auch folgende Betrachtung anwenden: die Flticlion a,, die 
S auf drei in einer Geraden liegende Punkte 8, S, S, abbilden (und 

hlN'Ql Q, &,Pl P,P, enthalten), bestimmen auf i3 ein Rüschel von Kegel- 
schnitten, von dem wir drei Grundpunkte P,P,P3 kennen, der vierte 
ist  daher linear zu finden, und die gesuchte Flzche muss ihn ent- 
halten, nann anders sie S auf drei in einer Geraden liegende Punkte 
S,'&'S,' abbilden soll. Dasselbe gilt entsprechend von den Flachen @, , 
die zu Q, &, &, in derselben Beziehung stehen wie zu Q, Q, Q,. Auch 
hier kann man den vierten Grundpunkt des auf b bestimmten Btiachels 
linear finden. Damit haben wir aber fünf Punkte von cp. 1st gp bestimmt, 
so kann man jeden weiteren Punkt  von @ in  bekannter Weise finden. 

Diese Construction unterscheidet sich dadurch von don gebrBuchlichen, 
dass nur in einer Ebene construirt wird. Aus der Theorie der Flachen 
zweiten Grades wird nur der Satz gebraucht, dass die Polarebene eines 
Punktes fü r  ein Btischel sich u m  eine Gerade dreht. 

J e n a .  Dr. H. LIEBXANN. 

VIII. Eine neue Formel  ftir d ie  mittlere Krtimmung 
und das Krtîmmungsmaass einer  Flache. 

1 s t  eine Flachengleichung in der Form gegeben : 

I I 

BO drtîckt sich ihre mittlere KrIimmung h =  + - und ihr Krümmungs- 
1 '1 ' 9  

maass k = bekanntlich folgendermltssen durch  die partiellen Ablcit- 
'-1 r, - - 

ungen erster (p, p) und zweiter (r ,  s, t) Ordnung von a nach z und y aus :  

Sind nun a, b ,  c die cosinus der Neigungswinkel der Pl&chennormslen 
gegen die drei Achsen, so ist: 
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Differenzirt man a und b partiel1 riach z: und y ,  80 erhLlt man: 

aa - r ( l +  qY) - P q S ,  
[ G - (1 + pz + +pz) :  

Eine ganz einfache Rechnung ergiebt n u n ,  dass die Werthe fur h und k 
in 2) und 3) sich durch die partiellen Ableitungen von a und b so ausdrticken: 

6) 
1 1 aa a b  h = - + - - -  + -1 

r, r, i?x ôy 

Aehnliche Formeln ergeben sich, wenn die Gleichung der Plache i n  der Form: 

8) f(x, Y ,  4 = 0 
gegeben id. Sind f, , f,, f3 die partiellen Ableitungen ers ter ,  f,,, f i4 ,  fisi 

f 2 % ,  f i s ,  fs3 die zweiter Ordnung von f (x, y ,  e) nach x ,  y ,  a ,  und setzt 
man zur Abkürzung 
so istr 

va - fl" f f i  + f2I 

9) 
fl fi, ,---. f3 a - - - ,  b - - -  v v V 

Die iiauptkrtimmungsradien beetimmen sich dann bekanntlich a13 dis 
Wnrzeln der quadratischen Gleichung in p :  

f, 2 
P 

f22 + - 
P 

fse 

J; 3 

fi, 

7 
f3, + p 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 125 

Man findet hieraus fur h und k die Werthe :. 

Bildet man nun wieder die partiellen Ableitungen 
z, y, r ,  80 erhalt man :  

von a,  b ,  c nach 

Man sieht nun leicht,  dass der  Wer th  von h in  11) sich durch diese 
partiellen Ableitungen YO ausdriickt: 
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a a  fl av 
f l L  - - v- - -- ri. S. f. 

ax v ilx 
Geht man mit diesen Werthen in den Ausdruck far  k in 12) ein, BO 

erhëlt man: 

Dieser Ausdruck lasst sich leicht tiberfuhren in:  

Die Bedingungsgleichung h =  O ftir MinimalflLchen ergiebt nacb 
6) bezw. 

16) 

Diese Gleichnng zeigt eine bemerkenswerthe Aehnlichkeit mit der 
Bedingungsgleichung fur die Bewegung einer incompressibeln Fltisvigkeit 
in der Ebene und im Raum. Sind u ,  v ,  w die Gesehwindigkeitscomponenten, 
so miissen diese bekanntlich der Gleichung geniigen: 

a u  a v  + - = O ,  a x  ay 
bezw. im Raume: 

Dr. V. KOJIMEHELL. 
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IX. Ueber einige nnendliche Producte und:Reihen. 

In dem Abschnitte , ,de partitione numerorumtL seiner Introductio in  
anal. inf. hat  E u l o r  mehrere unendliche Producte in Reihen verwandelt, 
nie z. B. für p" 1 und n - 1, 2, 3, . . . 

n ( 3 n - 1 1  n(ln+l) 
( 1 - ~ ) ( i - q ~ ( l - q ~ . - - = 1 + ~ ( - 1 ) " { q  2 -  f 4 7  

andererseits hat J a c  o b i  viele derartige Producte durch elliptische Integrale 
aiisgedrückt, z. B. (Fundamenta nova, p. 89) 

[ ( 1  - q) ( l  - 4 2 )  ( 1  - qY) . . .16 = 
4 v k . k 1 2 ~ 3  

n$'q 

zur numerischen Rechnung eignen sich beide Formen aber nur bei kleinen q ,  
liegt dagegen q der Einheit nahe, wie z. B. p-  O, 9 ,  so lassen sich schon fünf 
iichtige Decimalen nur mit Mtihe erreichen. Unter diesen Umstiinden ist 
wohl der Nachweis nioht überfiüssig, dass man leicht Gleichungon bilden 
kann, die zwar keine absolute Genauigkeit, wohl aber eine sehr grossa 
Annüherung bieten. Das Nittel bierzu liefert die Summenformol von Mac  

B l.4 Il, zc" + fi [f' (PU) - f1(0)1  - 1  - 2 . 3 . 4  [ f  "' ( p u )  - f "' (O)] + . . 
(- 1 ) n B Z n - ~ ~ a n - 3  . . .+ v ( ~ n - s ) ( ~ ~ )  - p n - a )  
1 . 2  . . .( 2 n  - 2) (011 - R h ,  

1 1  1 
worin B,, B3, B5 etc. die B e r n o n l l i J s c h e n  Zahlen - 1  

6 %' a etc. be- 

zeichnen und Re,  das Erganmngsglied kt.* 

Es sei zunachst 
1 - e -  . 

nech gohorigor Raduotion erhlilt man für p = oo und 

die Formel: 

* Eine ausführliche Discussion der obigen Summenformel und des zugehorigen 
Restes enthalt der Abschnitt: ,,Die B ernoulli 'schen Functionen und die halb- 
conwrgontcn Reihcn" S. 210-242 in  Bd. II des Verfasscrs ,,Compendium der 
hoheren Snalysis" (auch unter dem Tite1 ,,Vorlesungen-über einzelne Theile der - --- -- 
hoheren Analogie"), 4. Aufl., Braunschweig bei Vieweg, 1895. 
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Der Rest lasst sich unter der Form 

- l < e < + l  
dnrstellen, betragt aber moistons sehr wonig. Beispielsweise ergiebt sich 

1 
filr u - -- 

1 O 
und bei Weglassung des Restes 

wo der Fehler < 10-19 ist. 
Pilr e - " =  q und bei Weglassung von Rz, hat man 

woraus z. B. für q = 0,4 derselbe Productwerth 0 ,451861  folgt wie ans 
der I3 u l er'sctien Formel. 

Als zweite Anwendung der allgemeinen Formel diene 

es ergiebt sich dann bei Weglassung des Restes: 

und darauv wieder fiir e - u z  = q :  
27c -11/? 

(1 - q)(l - q4)( l  - q9)(l - p l .  . . - ---- e a - 1 4 .  

i/'CT 
Fine ganz analoge Behandlung gestattet die allgemeinere Annahme 

deren weitere Ausführung dein Leser überlassen bleiben m6ge. 
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Die geometrischen Constructionen dritten und 
vierten Grades, ausgeführt mittelst der geraden 
Linie und einer festen Curve dritter Ordnung." 

Von 

Dr. FRANZ LONDON 
in Rreslaa. 

Ein lc i tung .  

Jedes Constructionsproblem, welches die Auffindnng n u r  e i n e  s un- 
bekannten Elementes erfordert , lasst sich bekanntlich m i t  a 11 e i n i g e r  
Hilfe d e s  L i n e a l s  ausführen und wird deshalb als ein , l i n e a r e s U  be- 
zeichnet. Rei Aufgaben , welche die Auffindung z w e i e r unbekannter 
Elemente, z. B. eines Punktepaars , verlangen , den quadratischen Con- 
structionen, hat man ausser dem Lineal noch den Zirkel zu Hilfe zu 
nehmen; dabei hat S t e i n e r  in  seiner klassischen Abhandlung: , U e b e r  
d ie  g e o m e t r i s c h e n  C o n s t r u c t i o n e n ,  a u s g e f t i h r t  m i t t e l s t  d e r  
g e r a d e n  L i n i e  n n d  e i n e s  f e s t e n  K r e i s e s U  (1833) gezeigt, dass sich 
die Anwendung des Zirkels auf ein Minimum beschriinken lasse, indem er  
bewies, dass alle quadratischen Constructionen mit alleiniger Hilfe des 
Lineals ausfiihrbar werden, f a l l s  i n  d e r  E b e n e  d e r  Z e i c h n u n g  e i n  
fes te r  K r e i s  e i n  f u r  a l l e  M a l  g e z e i c h n e t  v o r l i e g t .  F ü r  die Con- 
structionen, bei denen es sich u m  die Auffindung d r e i e r  unbekannter 
Elemente (z. B. dreier Punkte) handelt, die sogenannten cuhischen Con- 
structionen, wurde die Frage nach den zu ihrer Ausfuhrung erforderlichen 
Hilfsmitteln erledigt gelegentlich der Beantmortung der von der Berliner 
Akademie für die S t e i n e r  - Stiftung im Jahre 1868 gestellten Preisaufgabe. 
Wie nimlich S t e i n e r  in  der oben citirten Abhandlung für die qua- 
dratischen Constructionen dic zu ihrer Ausftihrung erforderlichen Hilfsmittel 

Die den folgenden Betrachtungan zu Gninde liegenden Gedanken waren 
Gegenstand eines Yortrags auf der Vertlammlulig deiitscher Naturforscher und 
Aerzte in Lübeck 1895; ein Rcfcrat über diesen Vortrag findet sich im Jahres- 
bericht der deutsclien Mathematiker -Vereinigung IV (1894/96) S. 163 - 165 
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angegeben batte, so verlangte die Akademie für die cubischen Constructionen 
die analoge Rehandlung , niimlich die Angabe moglichst einfacher fester 
Curven und moglichst weniger Zeichen-Instrumente, deren Anwendung die 
Ausführung der cubischen Constructionen ermoglicht. Die beiden preiu- 
gekronten Arbeiten von Herrn Ko r t  u m* und von S t e p  h e n S m i t h  *Qe. 
langten zu den niimlichen constructiven Hilfsmitteln; es wurde narnlich 
in ihnen gezeigt, d a s s  s i e h  a l l e  c u b i s c h e n  C o n s t r u c t i o n e n  mi t  
a l l e i n i g e r  H i l f e  v o n  Z i r k e l  u n d  L i n e a l  s u s f i i h r e n  l a s s e n ,  wo- 
f e r n  i n  d e r  E b e n e  d e r  Z e i c h n u n g  e i n  f e s t e r  K e g e l s c h n i t t  - der 
a b e r  k e i n  K r e i s  s e i n  d a r f  - g e z e i c h n e t  v o r l i e g t .  Es wird also 
als Constructionscurve ein a l l g e m e i n e r  K e g e l s e h n i t t ,  als Zcichen. 
Instrumente L i n e a l  u n d  Z i r k e l  erfordert. Es ist die Prage, ob diese 
von S m i t h  - K o r t u m  angegebenen Hilfsmittel ftir cubische Constructionen 
d i e  e i n f a c h s t e n  sind, und es liegt der Gedanke nahe, zu u n t e r s u c h e n ,  
o b  d i e  A u s f ü h r u n g  d e r  c u b i s c h e n  C o n s t r u c t i o n e n  n i c h t  auch 
m i t  a l l e i n i g e r  H i l f e  d e s  L i n e a l s  g e l i n g t ,  f a l l s  e i n e  f e s t e  Curve 
dr i t t e r  Ordnung,  u n d  z w a r  e i n e  m o g l i c h s t  s p e c i e l l e  u n d  einfach 
h e r s t e l l b a r e ,  g e z e i c h n e t  v o r l i e g t .  Eine derartige Behandlung der 
cubischen Constructionen erscheint a n g e  m e s s e n e r  und e i n f a c h è r  als 
die bisherige ; a n g e  m e s  s e n  e r, weil dann eine vollige Analogie mit der 
S te iner ' schen  Behandlung quadratischer Aufgaben erreicht ist, denn, wie 
dort die quadratischen Constructionen mittelst einer festen speciellen Curve 
zweiter Ordnung, so werden hier die cubischen Constructionen mittclst 
einer festen speciellen Curve dritter Ordnung und alleiniger Hilfe des Linealf 
bewaltigt; e i n f a c h  e r ,  weil man nunmehr den Zirkel ganz entbehren kann, 
wohei zwar a n  Stelle der festen Curve zweiter Ordnung (die aber kein 
Kreis sein durfte) eine feste Curve dritter Ordnung t r i t t ,  diese aber m6g- 

lichst speciell und so einfach gewahlt werden kann ,  dass ihre Herstellung 
keine grosfieren Schwierigkeiten verursacht, als die einer a l lgemeinen  
Curve zweiter Ordnung. I n  den folgenden Untersuchungen sol1 nun in 
der That  gezeigt werden, dass sich die cubischen Constructionen mit den 
genannten Hilfsmitteln bewliltigen lassen; gleichzeitig ist itber daniit auch 
fIir die b i q u a d r a t i s c h e n  A u f g a b e n ,  das heisst fur Aufgaben, bei denen 
vier unbekannte Elemente aufzufinden sind, das Namliche erwiesen, da diese 
sich auf Aufgaben niederen Grades zurückführen lassen. 

I m  ersten Paragraphen wird die allgemeine Formulirung cubischer uiid 

biquadratischer Aufgaben gegeben und gezeigt, dass sich alle diese Auf. 
gabeil zurückführen lassen auf eine der beiden Aufgaben: W e n n  von  zwei  

* R O r t u m : ,, Beber geornetrische Aufgaben dritten und vierten Gradesi', 
Boun 1869. 

** S m i t h :  ,,Milémoire sur quelques problèmes cubiques et biquadratiquea", 
Annali de matematica, Ser. II. Tom. 3. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. FBANZ LONDON. 131 
^ _ _  _^__^^_^^Y__-p-------#.---. 

gegebenen K e g e l s c h n i t t e n  e i n  S c h n i t t p u n k t  b e k a n n t  i s t ,  d i e  
drei  l e t z t e n  S c h n i t t p u n k t e  d e r s e l b e n  z u  c o n s t r u i r e n ;  oder: d i e  
d r e i  d r e i f a c h e n  E l e m e n t e  e i n e r  g e g e b e n e n  c u b i s c h e n  I n v o l u t i o n  
zweiter  S t u f e  z u  c o n s t r u i r e n .  Diese beiden Aufgaben, obgleich sie 
selbst wieder auF einander zurllckführbar sind, werden sodann wegen des 
hiiufigen Vorkommens jeder von ihnen und wegen ihrer Wichtigkeit einzeln 
behandelt. Im zweiten Paragraphen wird daher gezeigt, wie man die drei 
letzten Schnittpunkte zweier gegebener Kegelschnitte construiren kann mit  
alleiniger Hilfe des Lineals, wenn eine fcste Curve dritter Ordnnng ge- 
geben ist, im dritten Paragraphen wird das Niimliche fiir die drei drei- 
fachen Punkte einer cubischen Involution zweiter Stufe dargethan, wobei 
man auf verschiedene, an sich interessante Eigenschaftcn der auf der 
rationalen, ebenen Curve dritter Ordnung befindlicben cubischen Involutionen 
gefilhrt wird. Der letzte Paragraph ist der Anwendung unserer Methode 
auf mctrische Aufgaben gewidmot, wobei sich eino Methode der graphischen 
Aufl6sung der numerischen cubischen Gleichungen mit unseren Hilfsmitteln 
ergiebt; als Beispiele werden schliesslich die altberiihmten cubischen Pro- 
bleme der Vervielfachung des Wilrfels und der Trisection des Winkels be- 
handelt. 

Als ein fur alle Mal feste Constructionscurve dritter Ordnung kann 
jede beliebige Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt gewahlt 
werden; besonders einfach gestaltet sich jedoch die Ausführung, wenn der 
Doppelpunkt e i n  R i i c k k e h r p u n k t  is t ,  so dass wir diesen Bal1 stets 
besonders berücksichtigt haben. F ü r  die praktische Ausführung haben wir 
als Constructionscurve d i e  C i  s s O i d e  gewiihlt, einmal, weil dieselbe ausser- 
ordentlich einfach sowohl p u n k  t w e i s e ,  al8 auch durch einen schon von 
New t O n angegebenen Mechanismus i n  e i n e m  Z u g e  herstellbar ist ,* so- 
dann weil derselben die unendlich fernen Kreispunkte angehoren, und sie 
daher denselben Vorzug, wie der Kreis bei quadratischen Aufgaben dar- 
bietet, dass sie namlich die absolute Involution und daher rechte Winkel 
linear zu construiren gestattet. 

5 1. Fixirung der Aufgabe. 

Eine geometrische Constructionsaufgabe, bei welcher gefordert wird, 
aus gewissen gegebenen Stticken d r e i  resp. v i e r  unbekannte Elemente zu 
construiren, nennen wir eine c u b i s c h e  resp. b i q u a d r a t i s c h e  A u f g a b e ,  
wofern die Beziehung zwischen den gegebenen und den gesuchten GrSssen 
eine a l  g e b r a i  s c h e ist , das heisst durch Curven und Flacheu von beliebig 
hoher, aber endlicher Ordnung vermittelt wird. Fassen wir die gesuchten 
Elemeute ale Punkte auf, so l5sst sich jede cubiscbe und biquadratische 

* cf. S a l m o n - F i e d l e r  : ,,Hohere ebene Curven", II. Aufl. Art. 215. 

9* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



132 Die geometrischen Constroctionen dritten und vierten Grades etc. 
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Construction analytisch folgendermassen formuliren: Die homogenen Coordi- 
naten x,, $2, x,, X ,  der gesuchten Punkte sind rationalo, ganze Functionen 
eines Parameters A, welcher seinerseits einer Gleichung dritten resp. vierten 
Grades genügen 8011, so dass also: 

(e ist  Proportionalit~tsfactor), wo A- der Gleichung: 

2) f ( A )  =a,  +a,A + a,Aa+a,A3 +a4L4=O 

genügen soll; je  nachdem a, = O oder O ist das Problem ein cubiaches 
oder biquadratisches. Die Coefficienten ai,, a,, a,, a,, a,, a, sind dabei 
aus den Datis der Aufgabe hervtellbare Grossen. Geometrisch interpretirt 
stellen die Gleichungen 1) eino rationale Curve R dar. Dio Gleichung 2) 
stellt das System der vier resp. drei Punkte auf R d a r ,  deren Parameter I ,  

die Wurzeln dieser Gleichung sind. Failsen wir zuuiichst die biquadratischen 
Aufgaben (a > 0) ins Auge und bilden wir dio gemischte Polargleichung < 
der Gleichung 2): 

Interpretiren wir die Variablen A ,  p ,  v ,  5 als Punkte der rationalen 
Curve R ,  so wird jedes Punkt-System A ,  p ,  v, t ,  welches dieser ge- 
mischten Polargleichung genügt, durch irgend drei seiner Punkte cin- 
dcutig bestimmt; jedes solches System von vier Punkten soll ein Quadrupel 
heissen, es existiren uc3 Quadrupel, deren Gesammtheit mir e i n e  b i qua-  
d r a t i s c h e  I n v o l u t i o n  d r i t t e r  S t u f e *  nennen und durch Js4 bezeichnen. 
Diese Js4 ist  durch die Coefficienten von 2) gegeben. Fragen wir nach 
den Quadrupeln, deren Punkte sich in einem einzigen vereinigen, so erhilt 
man dieselben, wenn man A = p = v = 5 setzt, es giebt deren mithin vier, 
welche durch die ursprtingliche Gleichung 2) dcfinirt werden; diese vier 
Punkte, in  welchen je  ein Quadrupel von J 3 4  vereinigt is t ,  nennen wir 
die K e r n p u n  k t e  von J3, und wir konnen somit jede biquadratische Auf- 
gabe auf folgendes Problem zurtîckftihren: G e g o b  e n  i s  t e i  n e  r a t  ioiiale 
C u r v e  R u n d  a u f  i h r  e i n e  b i q u a d r a t i s c h e  I n v o l u t i o n  dri t ter  
S t u f e  (JS, ) ,  e s  s o l l e n  f ü r  d i e s e  I n v o l u t i o n  d i e  K e r n p u n k t e  con- 
s t r u i r t  w e r d o n .  Denken wir uns die Punkte von R auf die Punkte 
eines beliebigen Kegelschnittes projectiv bezogen, so entsprechen den 

* cf. E m i l  W e y r  : ,,Ueber Involutionen nten Grades, kter Stufeii, Sitsungs- 
berichte der Wiener Akademie 1879, Bd. 79,  II. 
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Quadrupeln von J 3 ,  B U ~  R Systeme von je vier Punkten auf E, die eben- 
falls eine J3, bilden; den Kernpunkten der J S ,  auf R entsprechen die 
Kernpunkte der J3, auf K; mit den letztcrcn sind somit auch die ersteren 
aufgefunden. Die vier Kernpunkte einer J S  auf einem Kegelschnitt E 
lassen sich' aber durch einen mittelst J3 ,  linear construirbaren Kegelschnitt 
aus K ausschneiden. J e d e  b i q u a d r a t i s c h e  C o n s t r u c t i o n  l i i s s t  s i c h  
s o m i t  a u f  d i e  C o n s t r u c t i o n  d e r  v i e r  S c h n i t t p u n k t e  z w e i e r  g e -  
gebener  K e g e l s c h n i t t e  z u r i i c k f ü h r e n ,  was schon von D e s c a r t e s  
in seiner , G E om é t r i e  Y angegeben wurde. Diese vier Scbnittpunkte er-  
geben sich aber, wie man unmittelbar erkennt, mittelst quadratischer Con- 
structionen, wenn man das gemeinsame Polardreieck der beiden Kegelschnitte 
construiren kann. Dieses letztere wicderum erfordert aine cubische Con- 
struction. Daraus ergiebt sich, d a s s  s i c h  d i e  C o n s t r u c t i o n e n  v i e r t e n  
G r a d e s  a u f  C o n s t r u c t i o n e n  n i e d r i g e r e n  G r a d e s  r e d u c i r e n  
lasson. Wir werden uns somit mit den biquadratischen Constructionen 
nicht weiter zu beschaftigen haben. 

Haben wir eine cubische Construction auszuftihren, so wird die 
Gleichung 2) zu: . 

a) a,+a,A +a,A2+a9A9=0 

und es sind die drei Punkte der durch 1) gegebenen rationalen Curve R 
zu construiren, deren Parameter die Wurzeln von 2) sind. Die gemischte 
Polargleichung von 2) lautet hier: 

Jedes Systern von drei Punkten auf R ,  deren Parameter A ,  p ,  v dieser 
Polargleichung gentigen, ist durch irgend zwei seiner Punkte eindentig be- 
stimmt; jedes solches System von drei Punkten sol1 ein Tripe1 heissen, es 
existiren ma solcher Tripel,  deren Gesammtheit wir eine c u b i s c h e  I n -  
v o l u t i o n  z w e i t e r  StufeWQ nennen und durch J a ,  bezeichnen. Diese JZ3 

ist durch die Coefficienten von 2) gegeben. Es existiren drei Tripel, deren 
drei Elemente sich in einem Punkte von R vereinigen, dieselben erhalt 
man, wenn man A = p = v setzt, ihre Parameter geniigen der Glcichung 2). 
Diese drei Punkte, welche wir wieder als d i e  K e r n p u n k t e  von JZs  be- 
zeichnen, sind also die drei gesuchten Punkte einer cubischen Aufgabe, so 
dass wir erkennen: J e d e  c u b i s c h e  C o n s t r u c t i o n  l a s s t  s i c h  a u f  d i e  
C o n s t r u c t i o n  d e r  d r e i  K e r n p u n k t e  e i n e r  a u f  e i n e r  r a t i o n a l e n  
Cnrve R g e g e b e n e n  J Z 3  z u r i i c k f l i h r e n .  Denken wir uns wieder die 
Punkte von R auf die Punkte eines Kegelschnitts K projectiv bezogen, so 

cf. P eu1 S e r r e  t : Comptes rendus 87, 2. 

** cf. E m i l  W e y r  1. c. 
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entsprechen den Tripeln von JZ, auf R. Systeme von je drei Punkten auf E, 
welche ebenfalls aine J" bildcn. Dcn Kernpunkton der Ja, auf I1 ent- 
sprechen die Kernpunkte der J e ,  auf E ;  mit den letzteren sind mithin auch 
die ersteren aufgefunden. Die drei Kernpunkte einer J2, auf einem Kegel- 
schnitt K werden aber* aus E ausgeschnittcn durch einen mit Je ,  ge. 
gebenen Kegelschnitt, von dem ein Schnittpunkt mit  E bekannt ist. Somit 
IZsst sich jede cubivche Construction auf die Aufgabe zuruckftihren: 

W e n n  v o n  z w e i  g e g e b e n e n  R e g e l s c h n i t t e n  e i n  S c h n i t t p u n k t  
b e k a n n t  i s t ,  d i e  d r e i  l e t z t e n  S c h n i t t p u n k t e  z u  c o n s t r n i r e n .  

Dies ist auch das Problem, auf welches i n  den beiden oben citirten 
Preissühriften S t e p  h e  n S m i t h  und Herr K o r t u  m alle cubischen Auf- 
gaben zurückgefiihrt haben. Die beiden Aufgaben der Construction der 
Kernpunkte einer JZ3 und der drei letzten Schnittpunkte zweier Kegel- 
schnitte sind also Squivalent, sie sind auch leicht auf einander reducirbar. 

Wollen wir nun mit Hilfe einer festen Constructionscurve dritter Ord- 
nung unter alleiniger Anwendung des Lineals die cubischen Constructionen 
ausführen, so haben wir e i n e dieser beiden eben angegebenen Aufgnbcn, 
auf welche alle cubischen Constructionen in letzter Instanz zurückkomrnen, 
mit diesen Hilfsmitteln auszuführen. Wir  wollen jedoch j e  d e dieser beiden 
Aufgaben in der angegcbenen Weise behandeln, da man bei Constructionen 
dritten Grades ebenso haufig auf die eine, wie auf die andere dieser Auf. 
gaben geflihrt wird, und weil die Behandlung dieser beiden Probleme 
h6chst verschioden sich gestaltet und wir in beiden FSllen auf intcressante 
Fragen geflihrt werden. 

Wir  denken uns demnacfi in der Ebene der Zeichnung ein für alle 
Mal eine Curve dritter Ordnung C hergestellt; wir denken uns dieselbe 
mit e i n e m  D o p p e l p u n k t  versehen, was sich fur  den gedachten Zweck 
als nothwendig herausstellen wird, im Uebrigen ist j e d e  bel iebige 
r a t i o n a l e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  für unsere Mcthode verwendbar, 
I n  der Regel werden wir C einen R tic k k e  h r p u n k  t ertheilen, weil danu 
die Constrnctionen sich ganz besonders einfach gestalten. Pür metrische 
Constructionen und wegen der sehr einfachen Herstellung empfiehlt es sich, 
den einen unendlich fernen Punkt  mit dem Wendepunkt, die beiden an. 

deren mit den unendlich fernen Kreispunkten zusammenfallen zu lassen, die 
so entstehende Curve wird d i e  C i s s o i d e  d e s  D i o  c l e s ,  deren zeichnerisclie 
Herstellung sicher nicbt grossere Arbeit verursacht, als die einer a l l -  
g e m e i n e n  Curve zweiter Ordnung, welche bei der S m i  t h - E o  r t  um'sclien 
Mcthode erforderlich ist. 

cf. L e  P a i g c :  ,,Essai de géome'trie supérieure du  IIIiéme ordre.ll MGm. dz 
la soc. des scienc. de Liege Sér. II, Tom. 10, p. 86. - Benno K l e i n :  ,,Tlicorie 
der trilinear -sgmmetrischen Elementargebilde." Marburger Habilitationsschrift 1881. 
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9 2. Construction der  d re i  letzten Schnittpunkte zweier 
gegebener Kegelschnitte,  von  welchen ein Schnittpunkt 

bekannt  i s t .  

1. Seien K und E' zwei durch eine hinreichende Anzahl von Punkten 
gegebene Eegelschnitte, und sei einer ihrer Schnittpunkte 9 bekanut ; es 
sollen die drei letzten Schnittpunkte X, Y, Z von E und E' construirt 
werden und zwar mit alleiniger Hilfe des Lineals und einer in  der Ebene 
der Zeichnung befindlichen rationalen Curve dritter Ordnung Cl der so- 
genannten C o n s  t r u  c t i  O n s c u r v e ,  von der wir annehmen wollen, d a s ~  sie 
einen Riickkehrpunkt R besilze.* Die Construction der drei gesuchten 
Punkte X, Y, Z wird sich offenbar vollziehen lassen, wenn es gelingt, eine 
geometrische Verwandtschaft V so zu construiren, dass zu jedem Punkte 
der entsprechende linear gefunden werden kann, und in welcher dem Kegel- 
schnitt K die feste Curve C, dem Kegelschnitt K' aber eine Gerade G ent- 
spricht. 1st nimlich eine solche Verwandtschaft V hergestellt, und denkt 
man sich die dem Kegelschnitt K' entsprechende Gerade G construirt, so 
sind die drei Punkte X', Y', Z', welche G aus der Constructionscurve C 
ausschneidet, die den drei gesuchten Punkten X,  Y, Z in Bezug auf V 
entsprechcnden Punkte, und daher X, Y, Z gefunden, wenn man in Bezug 
auf P zu X', Y', 2' die entsprechenden linear construirt. Die einzige er- 
forderliche cubische Operation besteht darin, mittelst der linear construirten 
Geraden G die drei Punkte X', Y', 2' aus der festen Constructionscurve C 
auszuschneiden, und diese wird mit alleiniger Hilfe des Lineals vollzogen, 
wenn C gezeichnet vorliegt. Die ganze Schwieriçkeit besteht demnach in 
der Auffindung dor geometrischen Verwandtschaft V, welche K in C,  E r  
in G iiberführt, und gleichzeitig l i n e a r  construirbar sein muss, das heisst 
zo jedem Punkt den entsprechenden mit alleiniger Hilfe des Lineals auf- 
zufinden gestatten lassen muss. Qffenbar wLre es a m  e i n f a c h  s t e n , wenn 
sich Vals  eine b i r a t i o n a l e  q u a d r a t i s c h e  V e r w a n d t s c h a f t  bestimmen 
liesse; wir werden dies in  der That  ausführen, und zwar, indem wir V 
aus zwei hintereinander angewendeten Verwandtschaften Pz und Pl zuuammen- 
setzen werden; dabei bedeutet V.  eine quadratische Verwandtschaft, welche 
K in eine beliebige Curve dritter Ordnung mit Rtickkehrpunkt (C'),  K r  in 
eine Gerade (G') tiberfiihrt, wahrend VI eine lineare Verwandtschaft 
(Collineation) bedentet, welche C '  i n  die fevte Constructionscurve C trans- 
formirt, durch V, wird dann auch Gr wieder in  eine Gerade G iibergoführt 
werden, so dass in  der That die aus V2, Vl zusammengesetzte Verwandt- 
schaft, die wir, wie üblich, symbolisch durch P2 . VI = P bezeiclinen wollen, 
E in C, X' in G tiberftihrt, so dass a190 V das Gewiinschte leistet. Die 
Verwandtschaft V, welche dureh Aufeinanderfolge einer quadratischen Ver- 

* Wir denken uns R und ebenso die Tangente in R bekannt, ebcnso den 
daun linear construirbaren Wendepunkt W und seine Tangente. 
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wandtschaft V2 und einer linearen Y, entsteht, ist wieder eine quadratische 
Verwandtschaft. 

2. L i n e a r e  C o n s t r u c t i o n  d e r  q u a d r a t i s c h e n  V e r w a n d t -  
s c h a f  t V2. Es  sol1 V2 linear so hergestellt werden , dass der Kegelschnitt K 
in eine beliebige Curve dritter Ordnung mit Rlickkehrpunkt (C'), der Kegel- 
schni t tEf  in eine Gerade (G') Iibcrgcführt wird. Damit K in eiue Curve dritter 
Ordnung Hbergehe, muss einer der drei Hauptpunkte der quadratischen Ver. 
wandtschaft Va sich auf K befinden, damit K' i n  eine Gerade Hbergehe, 
miissen alle drei Hauptpunkte von V2, welche sich in der Ebene von KI E' be- 
finden, auf E' liegen, daher ist einer dieser drei Hauptpunkte gleichzeitig 
auf K und 8' gelegen; nun ist uns der eine Schnittpunkt P von K und K'  be- 
kannt, i n  ihn verlegen wir somit einen Hauptpunkt von V2; die beiden 
anderen Hauptpunkte N und O sind auf 8' zu wahlen; nitrimt man sie 
daselbst beliebig a n ,  so trifït ihre gerade Verbindungslinie NÜ den Kcgel- 
schnitt K in zwei getrennten Punkten M L ,  M2, welchen in Bezug auf V2 
derselbe Punkt Pr entspricht, da allen Punkten der Hauptlinie NO in Bezug 
auf V2 ein nnd derselbe Hauptpunkt P r  des anderen Punktfeldes entspricht; 
dieser Punkt P' wird somit Doppelpunkt der Curve dritter Ordnung C', 
in  welche der Kegelschnitt K mittelst V2 transformirt wird. Den beiden 
Geraden und P-~ entsprechen in Bezug auf 7, die beiden Tangenten 
im Doppelpunkt P' von Cr.  Der Doppelpunkt Pr von C' wird somit dam 
und nur dann ein Rückkehrpunkt sein, wie es die Aufgabe erfordert, wenn 
PM, und PXz, das heisst M, und X2 zusammenfallen, das heisst, wenn 
die dem Hauptpunkt P gegenuberliegende Hauptlinie den Kegelschnitt K 
beriihrt; ist Ml = M2 = M der Berlihrungspunkt, dann ist die der Geraden 
P B  in Bezug auf P2 entpsrechende Gerade die Rückkehrtangente von C'. 
Wir  haben also in der Ebene von R und K r  das Hauptdreieck von P, 30 

zu wahlen, dass der bekannte Schnittpunkt P von E und E r  ein Haupt- 
punkt wird, die diesern gegentiberliegende Hauptlinie NO den Kegelschnitt 
E beriihrt. Wiihlen wir daher eine beliebige Tangente von X aus, deren 
Berührungspunkt M sei,  und welche K in N, O schneidet, so ist N, O, P 
das i n  der Ebene von E iind E r  befindliche Hauptdreieck von V2;  andere 
Voranssetzungen , als diese Wahl des Hauptdreiecks , brauchen wir ftir 7, 
nicht zu machen; jede V,, welche ein so gewahltes Hauptdreieck besitzt, 
wird E in eine Curve dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt, E t  in eine 
Gerade transformiren. Wir  dnrfen daher V, noch sehr speciell wBhlen, 
z. B. als eine S t e i n e r ' s c h e  Verwandtschaft*, welche NOP als Fundamental- 
dreieck besitzt, und in welcher sich je zwei Punkte,  welche in  Bezug 
auf ein Kegelschnittbtischel conjugirt sind, entsprechen; das Fundamental- 
dreieck NOP ist  das gemeinsame Poldreieck der Kegelschnitte des Biischels, 

cf. S t e i n e r - S c h r o t e  r: ,,Die Kegelschnittel1 etc. 2. Auflage. Leipzig 1876. 

S. 301, 302. 
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wir diirfen noch einen der vier gemeinsamen Punkte des Biischels willkür- 
lich wiihlen, dann erst is t  das Btischel und damit die Verwandtschaft 7, 
vollkommen bestimmt und i n  einfacher Weise 1 i n e a r  construirbar. E s  
kb'nnte scheinen, als ab zur Herstellung dieser Verwandtschaft eine qoadra- 
tische Construction erforderlich ware, indem namlich die beiden Funda- 
mentalpunkte N und O von der i n  dem beliebigen Punkte M von ii con- 
struirten Tangente BUS K' ausgeschnitten werden; die Construction von N 
und O würde in der That eine qiiadratische Operation erfordern, jedoch sind 
N und O gar nicht selbat herzustellen nothig, es genügt zur linearen Con- 
struction von Y,, wie eine leichte Ueberlegung eigiebt , vollstlndig , wenn 
man die Involution kennt ,  deren Doppelpunkte N und O sind;  diese In- 
volution jedoch ist l i n e a r  construirbar. 1st  F2 in  der angegebenen Weise 
hergestellt, so construiren wir die Gerade Ur, welche dem Kegelschnitt K 
entspricht, sowie die Curve dritter Ordnung C', in  welche K transformirt 
wird, der Rückkehrpunkt R' von C f  is t  unmittelbar gegeben,* die Rlick- 
kehrtangente ist  die Gerade, welche der Geraden PiIf entspricht, wo M 
der Beriihrungspunkt der Fundamentallinie NO war;  von Cr konnen wir 
uns eine hinreichende Anzahl von Punkten mittelst der Transformation V2 
verschaffen, und kiinnen dann auch den Wendepunkt Wr von Cl und seine 
Tangente linear constrniren. 

3. H e r s t e l l u n g  d e r  l i n e a r e n  V e r w a n d t s c h a f t  VI. Es bleibt 
jetzt nur noch Bbrig, die lineare Verwandtschaft Vl (Collineation), welche C' 
in die ein ftir elle Mal gezeichnete Constructionscurve C Bberführt, herzu- 
stellen. Durch jede Collineation wird C' wieder in  eine Curve dritter Ord- 
nung Cf' mit Riickkehrpunkt übergeführt, und zwar entsprechen dem Rück- 
kehrpunkt und Wendepunkt von Cr der Rückkehrpunkt und Wendepunkt 
von Cu, ebenso entsprechen der Riickkehr- und Wendetangente von C' 
Riickkehr- und Wendetangente von Cr'. Damit nun C' in  die feste Con- 
structionscurve C Ubergehe, haben wir die lineare Verwandtschaft Tl so zu 
wiihlen, dass in ihr  entspricht der Riickkehrpunkt R' von C' dem Riick- 
kehrpunkt R von Cl der Wendepunkt W' von Cr dem Wendepunkt W von 
Cl und dass ferner der Schnittpunkt von Riickkehr- und Wendetangente in  
beiden Curven einander entsprechen, so dass i n  Bezug auf Pl die beiden 
Dreiecke, deren Ecken von Rückkehrpunkt, Wendepunkt und Schnittpunkt 
von Rtickkehr - und Wendetangente gebildet werden , einander entsprechen. 
LKsst man noch einen beliebigen Punkt Q' von Cf einem beliebigen Punkte 
Q von C entsprechen, so sind vier Paare entsprechender Punkte von VI 
bekannt, und damit FI eiudeutig bestimrnt und linear construirbar.** I n  
der That leistet die gefundene Collineation Tl das Gewlinschte, dass sie 
nimYich C' in C aberführt,  denn die i n  Bezug au£ Vl der Curve C' ent- 

* Bei Verwendung obigersteiner'echer Verwandtschaft iut es der Punkt P. 
** cf. Rey e: ,,Oeometrie der Lage", II. Theil, erster Vortrag. 
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sprechende Curve ist von der dritten Ordnung, besitzt einen Rückkehrpunk: 
und hat  mit C das vom Rückkehrpunkt, Wendepunkt und Schnittpunkt vcn 
Rückkehrtangente und Wendetangente gebildete Dreieck gemeinsam, susser. 
dem aber noçh den Punkt Q. Zwei Curven dritter Ordnung und dritter 
Klasse, welche in Bezug auf Rückkehrpunkt, Wendepunkt, Rückkehr. 
tangente und Wendetangente und noch einen weiteren Punkt  tibereinstimmn, 
sind identisch;* also ist C die der Cilrve C' in  Bezug auf Pl entsprechende 
Curve. Die Gerade Gr wird durch VI wieder in  eine Gerade G Ubergefdhrt. 
Die Verwandtschaft Pl leistet also das Gewünschte und ist linear construirbar. 

4. D i e  [ t u s  7, u n d  VI z u s a m m e n g e s e t z t e  Verwandtscha i t  
7, VI =V. Denken wir nun die beiden Verwandtschaften V2 und Pl nach 
einander angewendet, indem wir zu einem Punkte S zunachst in Beziig s?E 
V2 den entsprechenden S', sodann zu S' den ihm in Bezug auf VI eut. 

sprechenden Sff conutruiren, die Punktepaare S, S" bilden dann Paare ent 
sprechender Pnnkte in  Bezug auf eine quadratische Verwandtschaft, welche 
wir die aus P, und VI zusammengesetzte Verwandtschaft nennen und durch 
P, . VI =V bezeichnen. Die quadratische Verwandtschaft V ist linettr con- 
struirbar, da V2 und VI es sind, in ihr entspricht dem Kegelschnitt K die 
feste Constructionscurve C, dem Kegelschnitt E' die Gerade G ,  welche 
l i n e a r  contitruirbar ist, und den drei letzten, gesuchten Schnittpunkten 
X, Y, Z von R und E' die drei Punkte, welche G aus C ausschneidet 
Schneiden wir nun G mit der Constructionscurve C i n  den drei Punkten 

X',  Y', Zf - dies ist  die einzige erforderliche cubische Operation - und 
construiren wir diejenigen drei Punkte X, Y, 2,  welchen in Bezug auf B 
resp. XI ,  Y', 2' entsprechen, so sind die so construirten Punkte X, Y, Z 
die drei gesuchten letzten Schnittpunkte von K und XI, s i e  Sind also 
m i t  a l l e i n i g e r  Hi l fe ,  d c s  L i n e a l s  u n d  d e r  f e s t e n  Construct ions-  
c u r v e  C c o n s t r u i r t  w o r d e n .  - Da niin jede cubische Construction 
auf die Construction der drei letzten Schnittpunkte zweier gegebenen Kege!. 
schnitte zuruckkam, so  l a s s e n  s i c h  a'lle c u b i s c h e n  A u f g a b e n  mi t  
a l l e i n i g e r  H i l f e  d e s  L i n e a l s  u n d  e i n e r  f e s t e n  Cons t ruc t ionscurve  
d r i t t e r  O r d n u n g  a u s f ü h r e n .  

5 3. Die cubischen Involutionen zweiter  Stufe auf d e r  rationalen Curve 
d r i t t e r  Ordnung. 

1. Obwohl wir im vorigen Paragraphen vol ls t~ndig den Nachweis ge. 
führt haben, dass sich die cubischen Constructionen mit den von uns vor 

* Benn macht man das mehrfach gcnannte Dreicck zum Coordinatendreieck 
so dass der Rückkehrpunkt die Coordinaten x, = 0, 22 = 0,  x3 - 1, der Wende, 
punkt die Coordinaten x, = 1, x2 = 0 ,  x3 = 0, der Schnittpunkt von ICüclrkelir 
tangente und Wendetangente die Coordinateu x, = 0 ,  x, x 1, x3 = O hat , und whIi!f 

Q als Einhcits~unkt, BO haben beidc Curvcn die Gleiühung x32 - x2t x3 = 0 (cf. 
C 1 ebsch - L i n d e m a n n ,  Vorlesungen über Geometrie IlS. 5911, sind also identisch 
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geschlageuen constructiven Hilfsmitteln ausführen lassen, so wollen wir in  
den folgenden Betrachtungen doch noch zeigen, wie die Grundaufgabe, 
auf welche wir zunachst die cubischen Aufgaben zurückfiihrten, namlich die 
Constructiou der Kernpunkte einer cubischen Involution zweiter Stufe, sich 
mit der Constructionscurve C und dem Lineal allein erledigen lasst. Wir  
fügen diesen Nachweis hinzu, weil es auch bei mathematischen Be- 
trachtungen sicher von Vortheil id ,  denselben Gegenstand von verschiedenen 
Seiten zu betrachten, sodann aber, weil die auf diesem Wege erlangten 
Constructionen einfacher und ktirzer sich gestalten, weil ferner sehr 
viele cubische Aufgaben sich direct auf die Construction jener Eernpunkte 
zurückführen, und weil schliesslich die dabei zu erlangenden Resultate a n  
sich nicht ohne Interesse sind. Zu diesem Zwecke wird es erforderlich sein, die 
cubischen Involutionen zweiter Stufe auf der rationalen Curve dritter Ord- 
nung naher zu studiren. W i r  v e r s t e h e n  n a c h  E m i l  W e y r *  u n t e r  
e iner  c u b i s c h e n  I n v o l u t i o n  z w e i t e r  S t u f e  e i n e  d e r a r t i g e  B e -  
ziehung z w i s c h e n  d e n  H l e m e n t e n  e i n e s  r a t i o n a l e n  T r a g e r s ,  
dasa d u r e h  z w e i  E l e m e n t e  x,, x2 e i n  d r i t t e s  xs e i n d e u t i g  b e -  
s t i m m t  i s t ,  s o  z w a r ,  d a s s  z w i s c h e n  d r e i  i n  d i e s e r  A r t  z u s a m m e n -  
gehor igen  E l e m e n t e n  xl, x2, x, v o l l s t a n d i g e  V e r t a u s c h u n g s -  
fiihi g k e i t  h e r r s  c h  t .  Wir  bezeichnen eine solche Involution durch dss 
Zeichen J2, und nennen drei in  Bezug auf Jes in der gekennzeichneten Art  
zusammengeh5rige Elemente , e i n  T r i p e 1  v o n  J2,", eo dass wir eine JZ3 
auch defiuiren konnen a l s  e i n e  z w e i f a c h o  M a n n i g f a l t i g k e i t  v o n  E l o -  
m e n t e n t r i p e l n ,  v o n  d e n e n  j e d e s  d u r c h  i r g e n d  z w e i  s e i n e r  
E l e m e n t e  e i n d e u t i g  b e s t i m m t  i s t .  Analytisch wird die JB, dar- 
gestellt durch eine trilinear-symmetrische Gleichung von der Form: 

a,+a, (A+ p + v )  + a ,  ( A p + p v +  V A ) +  a,Ayv=O;* 
wie man aus dieser analytischen Darstellung sieht, existiren drei Tripel, 
deren drei Elemente in einem einzigen sich vereinigen, sie werden er- 
halten aus der cubischen Gleichung: 

a,+ 3a,1 + 3a,A2+ a3A3= O ,  
welche resultirt, wenn man A = p = v setzt. Dieee drei Elemente, i n  
deren jedem ein Tripe1 von JeS vereinigt kt, bezeichneten wir als die 
K e r n e l e m e n t e  der JS, und sahen, dass jede cubische Construction 
schliesslich a d  die Construction der drei Kernelemente einer Ps zuriick- 
kam. Wir wollen zeigen, wie sich diese drei Kernelemente mittelat unserer 
Constructionscurve C und dem Lineal allein auffinden lassen. D a m  wird 

cf. W e y r :  ,,Deber Involutionen nten Grades ktar Stufe lL; Sitzungsberichte 
der Wiener Akademie 1879, Bd. 79, II. 

** cf. B enno K l e i n :  ,,Theorie der trilinear-symmetrischen Elementar- 
gehildeLL, Marbnrger Iiabilitationsschrift 1881. - Fcrner: Le P a i g e :  ,,Essais sur 
la g6om6tne supirieure du troisième ordreLL; mém. de le soc. des sciences à Liège, 
II. SBr., Tom. 10. 
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es erforderlich sein, die auf der rationalen Curve C' eelbst bofindlichen 
Jas etwas niiher zu studiren. 

2. D i e  a u f  C b e f i n d l i c h e  f u n d a m e n t a l e  ps. m i r  sctzen C 
zunachst als eine trllgemeine rationale Curve dritter Ordnung voraus, derec 
Doppelpunkt D zwei getrennte Tangenten besitzt. Jede Gerade G schneidet 
G i n  einem Punkttripel, welches wir als ein , , g e r a d e s  T r i p e l ! '  be. 
zeichnen wollen. Die Gesammtheit der geraden Tripe1 bildet eine JeS, 
denn durch zwei seiner Punkte ist ein gerades Tripel eindeutig bestirrimt: 
diese JZ3 is t  fu r  die Geometrie auf der rationalen Curve dritter Ordnung von 
grundlogcndster Bedeutung, wir nennen deshalb diese J e 3  d i e  fundamen. 
t a l e  T r  i p e l i n v o l u t i o n  von C und geben ih r  das Zeichen J. Die Eiger 
schaften der allgemeinen J Z 3  auf J  angewendet ergeben die wesentlichstsn 
Theile der Ceometrie auf der rationalen ebenen Curve dritter Ordnung.* 
Die drei Kernpunkte von J sind die drei Wendepunkte von C, sie liegen 
i n  einer Geraden, weil das Rernpunkttripel einer J ' ~  der 53 angehort.** 
Das neutrale Punktopaar,*** wolches gobildot wird von den beiden Punkton, 
welche mit j e d e m  anderen Punkte des Tragers ein Tripe1 eines Js, bilden, 
wird f ü r  die fundamentale Involution gebildet J von den beidon im Doppe;- 
punkt  vereinigten Punkten;  es sei mit Dl D bezeichnet. Unter den Punkte- 
paaren, welche einen Punkt  P von C 2x1 einem Tripe1 von J  erginsen, 
und  welche von den St,rahlen durch P aus C ausgeschnitten werden, giebt 
cs eweiJy, welche in  j e  einem Punkt  vereinigt sindl namlich in jedcm 
der beiden Berührungspunkte Pl, Pl1 der von P an C gehenden Tangenten, 
die Paare P', Plr bildon eine quadratische Involution, deren Doppelpunkt- 
paar das neutrale Paar  Dl D ist. - Wird der Doppelpunkt D ein Rück- 
kehrpunkt ,  so iindert sich die Natur der fundamentalen Involution J ;  denn 
alsdann fallen zwei der Wendepunkte mit  D zusammen, so dass J zwei 
i n  B susammenfallende und nur einen einfachen Kernpunkt besitzt, welcher 
i n  dem einen nur  noch vorhandenen Wendepunkt sich befindet. Die 
Punktcpaare,  welche einen beliebigen Punkt  von C xu einem Tripe1 von J 
erganzen, bilden eine Involution, fü r  welche ein Doppelpunkt in D sich 
befindet, wiihrend der andere der Berührungspunkt Pr der einzigen von P 
an C gehenden Tangente ist. Das neutrale Paar  besteht jetzt ebenfaih 
n u r  aus einem einzigen, doppelt zahlenden Punkte, dem Rückkehrpunkt. 

3. D i e  D a r s t e l l u n g  d e r  a l l g e m e i n e n  J" a u 1  C. Ausser der 
fundamentalen Involution J sind auf C noch andere J ' ~  in  dreifacher 

* cf. E m i l  W e y r :  ,,Ueber die Abbildung der ebenen rationalen Curve dritter 
Ordnung auf einem Kegelschnitt "; Sitz~n~sberichte  der Wiener Akademie Bd. 79,II. 

** cf. L e  P a i g e ,  1. c. p. 62. 
*** cf. Emi l  Weyr:  ,,Ueber Involutionen nter Ordnung, ktor Stufe''; 

Sitzungsberichte der Wiener Akademie Bd. 79, II. 
f cf. B e n n o  Kle in ,  1. c. 5 1 6 ,  16.  
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Xannigfaltigkeit vorhanden; irgend drei Punkte von C kann man will- 
kürlich auswahlen, sie bestimmen eindeutig eine J Z 3 ,  welche diese drei 
Puokte zu Kernpunkten hat ,  und umgekehrt gehBrt jede J s  einem solchen 
Punkttripel, ihrem Kernpunkttripel, zu;  die fundamentale J" is t  dadurch 
charaktorisirt, dass ihr Kernpunkttripel von den Wendepunkten gebildet 
nird. Wir wollen nunmehr die von J  verschiedenen JZ3 auf C unter- 
suchen, und zunachst eine gemeinsame Erzeugung derselben betrachten. 
Der grtisseren Einfachheit wegen setzen wir voraus, dass der Doppelpunkt D 
ein R ü c k k o h r p n n k t  se;. 1st N ein beliebiger Punkt  von C, und ill 
ein beliebiger Punkt  der Ebene, ausserhalb C, dann schneidet jeder Eegel- 
schnitt K durch die drei Punkte D, N ,  Z die Curve C - ausser i n  D 
und N - noch in drei weiteren Punkten Pl ,  Pz, P,; alle so entstehen- 
den Punkttripel bilden eine zweifache Mannigfaltigkeit, jedes Tripe1 ist 
durch zwei seiner Punkte eindeutig bestimmt, so dass (cf. 5 3, i) die 
Gesammtheit dieser m a  Tripe1 eine constituken. Zwei Punkte Pl ,  P, 
von C werden durch denjen:gen i. A. eindeutig bestimmten Punkt  P3 zu 
einem Tripel ergiinzt, in welchem der Kegelschnitt dureh D, N, X ,  Pl, P, 
die Curve C noch schneidet. Sind N I ,  N, die beiden Punkte, in  welchen 
die Gerade NM die Curve C, abgesehen von N,  noch schneidet, BO 

bildet j e d e r  b e l i e b i g e  Punkt  von C mit N I ,  AT2 ein Tripe1 der J2, ,  da 
durch die fünf Punkte D, N ,  Ml NI, N2 mehr als ein Kegelschnitt ge- 
legt werden kann; jede Gerade durch D bildet ngmlich mit der Geraden 
A T Z  einen solchen, so dass in der Tha t  die obige Construction des 
Punktes, welcher zwoi Punkte von C zu einem Tripe1 der J ;  erganzt, 
angemendet auf die beiden Punkte iVl, N, ihre Eindeutigkeit einbüsst 
und jeden boliobigen Punkt  von C dem Punktepaar N , ,  N, zuordnet. 
Mithin sind (cf. 5 3,  2) ATl, iV, die beiden n e u t r a l e n  P u n k t e  von J 3 .  

Aiso gilt: D i e  cxjS K e g e l s c h n i t t e  d u r c h  d e n  R ü c k k e h r p u n k t  U ,  
einen b e l i e b i g e n  P u n k t  N d e r  C u r v e  u n d  e i n e n  b e l i e b i g e n  
P u n k t  M d e r  E b e n e  s ü h n e i d o n  d i e  C o n s t r u c t i o n s c u r v e  C n o c h  
in CO' P u n k t t r i p e l n ,  w e l c h e  e i n e  J Z 3  b i l d e n ,  f u r  w e l c h e  d i e  
beiden P u n k t e  NI, Nz, w e l c h e  d i e  G e r a d e  MN n o c h  a n s  C a u s -  
schne ide t ,  d a s  n e u t r a l e  P a a r  d a r s t e l l e n .  

AUE diesem einfachen Wege kann man somit eine unbegrenzte Menge 
von J" auf C erhalten, jedem I'unktepaar N, M, wo N auf C gelegen 
kt, entspricht eine J s ,  im Ganzen erh5lL man daher eine dreifache 
Mannigfaltigkeit solcher J Z 3 .  Andererseits liisst sich jede beliebige JS3 
auf diesem Wege lierstellon; denn is t  IV,, AT, das Paar  der neutralon 
Elemente, und N der dritte Schnittpunkt der Geraden NI, N, mit C, is t  
ferner P,,  Pz, P, irgend ein Tripel der betrachteten J $ ,  so schneidct 
der ~indeutig bestimmte Kegelschnitt dureh D, N, Pl, Pz, P3 die Gerade - 
NIAT,, abgesehen von N ,  noch in einem zweiten Punkte M. Die cro%egcl- 
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schnitte durch D, NI N schneiden nach dern Vcirigen aus C die Tripe] 
einer J s  aus, welche mit der betrachteten J 2 ,  da8 neutrale Paar NI, 4, 
sowie das Tripe1 Pl, P,, P, gemein hat, also mit ihr identisch kt .* Dem. 
nach kann man j e d e  J" auf C in der angegebenen Weise erzeugen, in. 
dem man nimlich die Tripe1 von JZ, aus C ausschneiden l h t  durch d e  
a2 Kegelschnitte, welche dnrch D, einen Punkt N von C und einec 
Punkt N der Ebene hindurchgehen. Die Punkte N und M sind fur jede 
Jz3 eindeutig bestimmbar, so dass joder J s  oin solches Dreieck D A X  
zugehort, wahrend andererseits auch jedem derartigen Dreieck eine J" m. 
geordnot ist. Wir bezeichnen das Dreiock D X N  als das  charakter. 
i s t i s che  Dre ieck  d e r  J2, .  

4. C o n s t r u c t i o n  dos f ü r  J2 ,  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  Dreiecks. ht 
von einer JZy das neutrale Paar NI ,  N, gegeben, und ausserdem ein 
Tripel, so k t ,  wie die Retrachtungen irn vorigen Artikel lehren, das 
charakteristische Dreieck unmittelbar construirt. Aber auch in dem Falle, 
wo NI, N2 nicht bekannt sind und J s  etma durch drei seiner Tripal 

Pl, Pz, P3; QI, Qzl Q3; RI, Et2, R3 gegeben ist, lasst sich das Dreieck 
DMN l ine  a r  construiren. Denn in diesem Palle kann man die In~olution, 
welche das neutrale Yaar NI, Ni, zum Doppelpunktpaar besitzt, linear 
adfinden.** Die Strahlen durch N  ferner schneiden aus C Punktepaare 
oiner quadratischen Involution sus,*** von welchor der Rückkehrpunkt D 
und der Berührungspunkt N' der von N ausgehenden Tangente die Doppel. 
punkte sind. Das neutralo Paar NI ,  N2 geh6rt dieser Involution an; 
mithin wird Dl N' durch IV,, .hi harmonisch getrennt und mithin ist in 
Bozug auf dio bokannte quadratische Involution, welche NI, Ar2 zu Doppel. 
punkten hat, N' der dem Rückkehrpunkt D entsprechende Punkt. Da. 
durch wird N' linear construirbar, und ebenso sein Tangentialpunkt if 
Die Punktepaare au£ C, welche mit N in gerader Linie liegen, w e r d e n  
durch denjenigen Punkt O von C zu einem Tripe1 von J" erginzt, in 
welchem die dem Punkte N gogenüberliegende Soite D M  dos für JP, 
charakteristischen Dreiecks die Curve C schneidet. Da man nun, weu 
die J2, durch eine himoichende Anzahl von Bostimmungsstücken - m a  
durch drei Tripe1 - gegeben ist, zu jedem Punktepaar linear den Pukt 
construiren kannJy, wélcher das Punktcpaar zu einem Tripel von 53 er-  
ganzt, BO wird der Punkt O linear construirbar; dann ergiebt sich der 

dritte Eckpunkt 31 des gesuchten Dreiecks als Schnittpunkt von DO mit 

* cf. B. Klein,  1. c. p. 42; Le I'aige, 1. c. p. 80. 

** cf. B. Klein,  1. c. p. 50. 

*- cf. E. W eyr:  ,, Sheorie der mehrdeutigen geometrischen Elementar- 
gebilde"; Leipzig 1869, S. 100 flg. 

-t cf. B. Kle in ,  1. c .  § 19. 
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dem Kegolschnitt, welcher B ,  N mit einem Tripel Pl, P,, P, von J 3 
verbinaet. 

5 .  D i e  g e r a d e n  T r i p e 1  e i n e r  auf C b e f i n d l i c h e n  5 3 .  1st 
DIYM das zu einer gegehenen JZ3 gehorige charakteristiuche Dreieck, so 
schneidet jeder diesem Dreieck DNM nmschriebene Kegelschnitt ein 
Tripe1 von J3 aus. Unter diesen Eegelschnitten giebt es eine einfache 
Mannigfaltigkeit von Kegelschnitten, welche in Geradenpaare degenerirt 
sind, die von diesen ausgeschnittenen Tripe1 von J2, sind von besonderer 
Wichtigkeit. Die in  Geradenpaare zerfallenden Kegelschnitte werden ge- 
bildet von den Geradenpaaron, welche bestehen aus einer Seite des Dreiecks 
DNiV und einer Geraden durch die Gegenecke dieser Seite. Somit er- 
halten wir, den drei Seiten entsprechend, drei Büschol solcher Geraden- . 
paare. Betrachten wir e r s t e n s  die zerfallenden Kegelschnitte, welche aus 
der Seite I f N  und einer Geraden durch den Doppelpunkt D bestehen, 
so werden die von diesen aus C ausgeschnittenen Punkttripel gebildet durch 
das neutrale Paar NI, IY, und einen beliebigen Punkt  von C, wie wir 
schon ( 5  3, 3) erksnnten. - Die Geradenpaare z w e i t e n s ,  welche von 
der Geraden DM und einer Geraden durch N gebildet werden, schneiden 
au8 C Tripe1 aus, welche bestehen aus dem Punkt  O, in welchem B M  
die Curve C nochmals schneidet, und einem mit N in gerader Linie befind- 
lichen Punktepaar; diese Punklepaare, welche die Strahlen durch N ans C 
noch ausschneiden, bilden daher die zu O in Bezug auf Ja, gehorige 
quadratische Involution der Punktepaare, welche O zu einem Tripe1 er- 
giinren. - D r i t t e n s  betrachten wir diejenigen zerfallenden Kegelschnitte, 
welche gebildet werden von der Seite B N  und den Geraden durch M, 
welche aus C (abgesehen von D und N) drei Punkte einer durch M 
gehenden Geraden ausschneiden; diese Tripe1 sind demnach die der Jas 
angehtirigen g e r s d e n  T r i p e 1  oder d i e  d e r  J', m i t  d e r  f u n d a m e n t a l e n  
Involution J g e m e i n s a m  e n  S r i p e l ;  andererseits geht olïenbar jedcls ZK 
Je3 gehorige gerade Tripel durch M ,  so dass sich ergiebt: 1 s t  a u f  e i n e r  
ra t iona len  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  e i n e  J2, g e g e b e n ,  s o  b e f i n d e n  
sich d ie  i n  J2, e n t h a l t e n e n  g e r a d e n  T r i p e 1  a u f  d e n  S t r a h l e n  
eines S t r a h l e n b ü s c h e l s ,  d e s s e n  S c h e i t e l  d i e j e n i g e  E c k e  d e s  
c h a r a k t e r i s t i s c h e n  D r e i e c k s  i s t ,  w e l c h e  s i c h  n i c h t  a u f  d e r  C u r v e  
befindet. Daraus ergiebt sich weiter der für das Folgende wichtige Satz: 

S ind  a u f  e i n e r  e b e n e n  r a t i o n a l e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  
zwei JZ3: J', J I f  g e g e b e n ,  s o  w i r d  d a s  i h n e n  g e m e i n s a m e  g e r a d e  
Tripe1 a u s g e s c h n i t t e n  v o n  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r j e n i g e n  
beiden E c k e n  d e r  zu J I ,  J I '  g e h o r i g e n  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  D r e i -  
scke ,  w e l c h e  s i c h  n i c h t  a u f  d e r  C u r v e  b e f i n d e n .  Oder: 

Zwei  a u f  e i n e r  e b e n e n  r a t i o n a l e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  
befindl iche JJ: J I ,  J" u n d  d i e  f u n d a m e n t a l e  I n v o l u t i o n  J 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



144 Die geometrischen Constructionen dritten und vierten Grades etc. 

h a b e n  e i n  g e m e i n s a m e s  T r i p e l * ,  w e l c h e s  s i c h  b e f i n d e t  auf der 
V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  b e i d e n  n i c h t  a n f  O b e f i n d l i c h e n  Eckec  
d e r  z u  J ' ,  J" g e h o r i g e n  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  D r e i e c k e .  

6. D i e  g e r a d k e r n i g e n  J". Unser Endziel is t ,  zu zeigen, dass 

sich die drei Kernpunkte einer auf C befindlichen J: durch das Lineal 

allein aus C ansechneiden lassen, das wird jedoch nur  dann der Pal1 sein 
konner?, wenn diese drei Kernpunkte in  einer Geraden liegen; bei eiiner 

allgemeinen J: wird das nicht stattfinden, da drei, nicht in einer 
Geraden befindliche, beliebige Punkte von C als Kernpunkte einer J i3  
gewahlt werden konnen. Die JB, auf C, doren Kernpunkte auf einor 
Geraden liegen, bilden also eine besondere Elasse von JZ3, welche Kir 
ale , ,d ie  g e r  a d k e r n i g e n  J;lL bezeichnen wollen. W i r  wollen die noth. 
wendigen und hinreichenden Bedingungen aufsuchen dafür, dass eine J e ,  
goradkernig sei. Wenn Jas geradkernig i s t ,  so is t  das Kerntripel ein 
gerades Tnpel ,  also der von den geraden Tripeln gebildeten fundamentalen 
Involntion J angehtirig. Nun gilt aber der wichtige Satz: , ,Sind 
Pl, P,, P,; Q,, Q,, Qy z w e i  b o l i o b i g e  P u n k t t r i p e l  e i n e s  rationalen 
T r i l g e r s ,  u n d  g e h t i r t  QI, Q,, Q, d e r j e n i g e n  J Z 3  a n ,  w e l c h e  Pl,  P,, P, 
zu E e r n p n n k t e n  h a t ,  s o  g e h o r t  u m g e k e h r t  a u c h  Pl, P,, P, der. 
j e n i g e n  Je3 a n ,  w e l c h e  QI, Q,, Q, zu K e r n p u n k t e n  hat.** Odrr 
mit  anderen Worten: G o h o r t  e i n  P u n k t t r i p e l  e i n e r  Je, a n ,  8 0  ge. 
h 6 r e n  i h r e  K e r n p u n k t e  d e r j e n i g e n  J2, a n ,  w e l c h e  j e n e s  Tripe1 
zn K e r n p u n  k t e n  h a t .  D a  nun das Kerntripel jeder geradkernigen Je3 
der fundamentalen Involution J angehort, so gehort das Kerntripel von J 
jeder geradkernigen J" an ,  und umgekehrt is t  stets in diesem Falle J2 ,  
geradkernig. Also ergiebt sich: D a m i t  e i n e  J2S a u f  C gorad. 
k e r n i g  Sei, i s t  n o t h w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ,  d a s s  d a 3  Kern. 
t r i p e 1  d e r  v o n  d e n  g e r a d e n  T r i p e l n  g e b i l d e t e n  f ~ n d a m e n t ~ a l e n  
I n v o l u t i o n  J  d e r  Je, a n g e h t i r t .  Das Kerntripel von J wurde aber, 
im Falle die Tangenten des Doppelpunktes D von C gotrennt verliefen, 
von den drei Wendepunkten von C gebildet (cf. 5 3, z), im Falk 
die Tangenten von D sich vereinigen, D also oin Rückkehrpuniit 
wird,  so vereinigen sich zwei Punkte dieses Eerntripels in D, der dntte 
lag i n  dem einon in diosem Falle vorhandenen Wendopunkt. Somit er. 
giebt sich: E i n e  a u f  e i n e r  r a t i o n a l e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  be .  

* cf. Lc P a i g e ,  1. c. p. 68. 
** cf. Uenno Kle in :  ,, Theorie der Elemententripel eines einstufigen Grund. 

gebildesLL; Annali di matematica Serie II, S. 18. Analytisch ergiebt sich der 
Satz unmittelbar aus der Thahache, dass fiir die beiden cubischen Fomen, 
welche resp. I',, P,, P3 und Q , ,  Q,, Q, reprasentiren, die lineare simültanc 
Invariante verschwindet, dieselben , ,conj  u g i r t "  sind, und diese Beziehnung eine 
rcciproke ist. 
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findliche J2, i s t  d a n n  u n d  n u r  d a n n  g e r a d k e r n i g ,  w e n n  das  
Tripe1 der d r e i  W e n d e p u n k t e  d e r  JZ3 angohOrt ;  b e s i t z t  die C u r v e  
einen R i i ckkehrpunk t ,  so i a t  J ~ ,  d a n n  u n d  n u r  d a n n  g e r a d -  
kernig, wenn  zwei  i n  R i i c k k e h r p u n k t  v e r e i n i g t e  P u n k t e  u n d  d e r  
Wendepunkt e in  T r i p e 1  von  J2, bi lden.  Es bilden somit die gerad- 
kernigen J: auf C ein J s  - System, welches ein gemeinsarnes Tripe1 be- 
sitzt, ein J" -Ne  tz. Eine geradkernige JZs ist daher durch zwei Tripe1 
eindeutig bestimmt. 

7. Cons t ruc t ion  d e r  K e r n p u n k t e  e i n e r  g e r a d k e r n i g e n  Je3 
mittelst  des  L i n e a l s  u n d  d e r  f e s t e n  C o n s t r u c t i o n s c u r v e  C. Sei 
eine geradkernige J" a d  C durch zwei ihrer Tripe1 Pl, Pz, P3 und 
Qil Qz, Q3 gegeben; wir wollen die Gerade l i n e a r  construiren, auf 
welcher sich die drei Kernpimkte befinden; d i e ~ e  Gerade schneidet d a m  
aus der festen Constructionscurve C die drei gesuchten Kernpunkte aus. 
Da das Tripel P,, Pz, P3 der vorgelegten Jz3 angehort, so wird das 
Kernpunkttripel von J2, nach dem ( 5  3, 6) citirten Satze derjenigen Je3 

angehoren, welche Pl, P,, P, zu Kernpunkten hat; dasselbe wird aber 
auch aus demsolben Grunde derjenigen Je3 angehoren, welche QI, Q,,  Q3 
zn Kernpunkten hat; schliesslich aber gehtirt es, als gerades Tripel, der 
fandamentalen Involution J an; demnach ergiebt sich: D a s  K e r n t r i p e l  
einer g e r a d k e r n i g e n  P,, w e l c h e r  d ie  T r ipe1  Pl ,  Pz, P, u n d  
QI, Q%, Q3 a n g e h o r e n ,  i s t  d a s  g e m e i n s a m e  T r i p e 1  d e r j e n i g e n  
beiden Je,, welche  Pl, P,, P, resp .  Q, ,  Q,, Q, zu  K e r n p u n k t e n  
haben,  u n d  d e r  f u n d a m e n t a l e n  I n v o l u t i o n  J d e r  g e r a d e n  Tr ipe l .  
Durch ihre Kernpunkte Pl, Pz, P, resp. QI, Q,, Q3 sind diese beiden JZ3  
oindoutig bestirnmt; wir haben aber (5  3, 6) gezeigt, dass das gemeinsame 
Tripe1 zweier J2, und der fundamentalen Involution J sich befindet auf 
der linear construirbaren Verbindungslinie dor beiden nicht auf C befind- 
lichen Ecken der zu den beiden J', gehorigen charakteristischen Dreiecke. 
Damit ist aber gezoigt, wie man die Gerade construirt, welche die Kern- 
punkte der durch die beiden Tripel Pl, Pz, P3; QI, Q B ,  Q3 bestimmten 
geradkernigon J2, onthalt. Mau hat nur nach 8 3, 4 die beiden 
charakteristischen Dreiecke zu construiren fiir diejenigen beiden JB, ,  welche 
Pl, Pz, P, resp. Q,, Q,, Q, zu Rornpunkten haben, die Verbindungslinie 
der beiden nicht auf C befindlichen Ecken ist die gesuchte Gerade. 

8. C o n s t r u c t i o n  d e r  K e r n p u n k t e  e i n e r  a l lgemeinen ,  auf  
i rgend e inem r a t i o n a l e n  T r a g e r  b e f i n d l i c h e n  J2, m i t t e l s  d e r  
Cons t ruc t ionscu rvo  C u n d  a l l e i n i g e r  Z u h i l f e n a h m o  des  Lineals .  
1st nun auf irgend einer rationalen Curve K eine J: durch eine hin- 
reichende Anzahl von Bestimmungsstücken, etwa durch drei ihrer Tripe1 

vil VI, !&; QI, Qa, 0,; %,, %,, %, gegeben, so k6nnen wir die Con- 
struction ihrer Kernpunkte stots auf die im Vorigen goloste Aufgabe der 

Zeitschrift f. Mathornatik u. Pliysik. 41. Jahrg. 1896. 3. Heft. 10 
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Construction der drei Kernpunkte einer auf C befindliclien geradkernigen Jes 
zurüükführen. Denken wir n&mlicb die rationale Curve i2 auf die Con- 
structionscurve C projectiv bezogen dadurch, dass wir sie projectiv be- 
ziehcn auf don Strahlcnbüschol durch den Doppelpunkt D von Cl der 
seinerseits projectiv auf C bezogen ist, danu wird jedem Punkt  von R 
sindoutig ein Punkt  von C entsprochen, nnd umgekehrt;  don Tripeln 
von J2, werden Tripe1 auf C entsprechon, die elienfaIIs einer Jes an- 
gehtiren. Wir  konnen aber die projective Reziehong von R und G stok 
so wahlen, dass die auf C befindliche, der ursprünglichen J2, au€ R ent- 
sprechende J2, g e r a d k e r n i g  ist,  d a m  ist nur  nothig (cf. 5 3, 6) ,  dass 
das Kerntripel der fundamentalen J auf C der auf C befindliühen J" aan- 

gehort, in  welche wir die ursprüngliche J" transformirt haben. Besitzt 
also der Doppelpunkt von C getrennte Tangenten, BO haben wir die pro- 
jective Beziehung zwischen den Punkten von R und C so zu wahlen, dass 
einem Tripol der gegehencn J2 ,  das Tripel der Wondopunkto entspricht., 
was wir erreichen, wenn wir diese Projectivitiit so wiihlen, dass z. B. den 
drei gegebenen Punkten %,, %,, 8, die drei Wendepunkte von C ru- 
geordnet werden, wodurch diese Projectivitat eindeutig festgelegt ist, 
Besitzt hingegen C einen Riickkehrpunlrt, so muss (cf. 5 3, 6) dasjenige 
Sripel,  welches aus deai Wendepunkt und zwei im Rückkehrpunkt ver- 

einigten Punkten besteht, der transformirten J 3  angehoren. In dieeem 
Falle verschaffen wir uns von der gegebenen J Z 3  ein Tripel,  bei welchem 
zwei Punkte vereinigt liegen, was wir sehr einfach dadurch erreichen, 
dass wir zu 8, noch ein zweites - von %,, 3, verscliiedenes - Punk$. 
paar  W',, %', construiren, welches 8, zu einem Tripe1 von J 3  ergkzt, 
was auf linearem Wege moglicti i d * ;  die s5mmtlichen Pu-nktepaare der 
durch !Tt2, %; !Hf2, !Hf, bestirnrnten quadratisclien Involution ergBnzen 
d a m  $ zu einem Tripe1 der gegebenen J E 3 ,  und mithin auch das Punkte. 
paar, welches aus %, und dem ihm in dieser Involution entsprechenden 
Punkte %', besteht, so dass also das Sripel !JIl, W,, fi',, bei welchem 
zwei Punkte in  $3, vereinigt liegen, ein Tripe1 von J2, bildet. 

Beziehen wir nun die Punkte von B projectivisüh so ouf die 
Punkte der Constructionsciirve, dass 3, dem Riickkehrpunkt, %', dom 
Wendepunkt entspricht, so wird die gegebene 93 in eine JZ3 auf 
C trnnsformirt, für welche der Wendepunkt und zwei im Rückkebrpunkt 
vereinigte Punkte ein Tripe1 bilden, welcher somit das Kerntripel der 
fundamentalen J angehort, so dass diese transformirte J 2 ,  (cf. 5 3 , 6 ]  
g e r a d k e r n i g  ist. Ueoeichnen wir mit h;, Ezi R3 die drei Kernpunkte 
dieser transformirten Je,, so hahen wir (5 3 ,  7) gezeigt, dass man B; 
K2, X3 aus C mittelst einer linear construirbaren Geraden ausschneiden 

* cf. L e  Pa ige ,  1. c. 
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kann, BO dass also KI, E2, Ks mit alleiniger Hilfe des Lineals construirt 
werden, wenn die Curve C als Constructionscurve fest gezeichnet vor- 
liegt. Construiren wir nun in Bezug auf die Projectivitlit, mittelst deren 
die Punkte von C auf dio Punkte von R bezogen sind, die zu K I ,  K,, .K3 
entsprechenden Punkte RI,  $, , R3,  was auf linearern Wege moglich ist, 
so bilden RI ,  9,) $, die gesuchten drei Kernpunkte der auf R gegebenen 
J e , .  Mithin lassen sich die Kernpunkte jeder suf einer rationalen Curve 
befindlichen J2, mit den angegebenen IIilfsmitteln construiren, und da wir 
(5  1) sahen, dass jede cubische und biquadratische Construction auf die 
Construction solcher drci Kcrnpunkte sich zurückftihren lasst,  so ergiebt 
sich auch hier, was wir schon $ 2 ,  4 erkannten, d a s s  s i c h  a l l e  A u f -  
gaben  d r i t t e n  u n d  v i e r t e n  G r a d e s  m i t  a l l e i i i i g e r  H i l f e  d e s  
Linoals a u s f ü h r e n  l a s s e n ,  w e n n  e i n e  e i n  fur  a l l e  K a 1  g e z e i c h -  
nete r a t i o n a l e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  v o r l i e g t .  

$ 4. Metrische Probleme und graphische AnflBsnng 
numerischer cubischer Qleichnngen. 

1. R e h a n d l u n g  m e t r i s c h c r  P r o b l e m e  m i t t e l s t  d e r  C i s s o i d e  
als C o n s t r u c t i o n s  c u r v e .  H a t  man eine metrische cubische Con- 
structionsaufgabe au behandeln, so ist stets eine Strecke als Masseinheit 
gcgeben, in Bezug auf welche man drei unbekannte Strecken aufzufindcn 
hat; denkt man sich die Masseinheit auf einer Geraden, von einem be- 
stirnmten Kullpunkt nach einer bestimmten Richtung aufgetragen, so ent- 
spricht jedem Punkt  der Geraden eine bestimmte (positive oder negativo) 
im Nullpunkt beginnende Strecke nebst ihrer Masszahl und umgekehrt jeder 
vom h'ullpunkt ausgehenden Strecke eine bestimmte Masszahl und ein be- 
~tirnmter Punkt. Eine m e t r  i s c  h e  cubische Aufgabe wird dann durch eine 
nu rn e r i s c  h e cubische Gleichung gegebon : 

axS+ b x s + c x + d = O ,  

und es sind die drei Pnnkte der Geradcn zu const,ruiren, welche den drci 
Wurzelwerthen dieser Gleichung entsprechen. Bekanntlich lasst sich durch 

die Gleichung auf die sogenannte reducirte die Substitution: x = A - - 
Form: 

3 a  

a,+ a,I + a,A3=0 

bringen. Sind di0 drei Punkte,  welche den Wurzeln diosor redncirten 
cubischen Gleichung entsprechen, gefunden, so lassen sich mittelst der Be- 

O 
ziehung z = A - - die der ursprlinglichen linear construiren. Wir  wollen 

3 a  
nnn zcigcn, wie sich die drei Wurzelpiinkte der reducirten Gleichung mit 
alleiniger Hilfe des Lineals und unserer festen Constructionscurve dritter 
Ordnung auffinden lassen. 

IO* 
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Wir  wahlen als Constructionscurve eine zunachst beliebige Curve dritter 
Ordnung mit Rii c k k e h r p u  n k  t, dann ist die Gleichung dieser Curve, wenn 
wir den Einheitspunkt beliebig auf der Curve annehrnen und als Coordinaten- 
dreieck das von der Rückkehrtangente, Wendetangente und der Verbindungs- 
h i e  von Rückkehrpunkt und Wendepunkt gcbildeto Dreieck wxhlen: 

1) x2, x3 - xZa = O.* 

Setzen mir q ,  x, ,  x3 resp. proportional der O., 1, 3. Potenz eiuer 
und derselben Grosse A, also: x1 : x, : x3 = 1 : li : A3, so wird die Gleichung 21 
identisch für jedes A erfullt, eo dass wir in: 

2) e x 1 - 1 ,  px,=, i ,  px3=rt5, 
wo Q einen Propor!ionalitiitsfactor bedeutet, die Parameterdarstellung der 
Convtructionijcurve haben. Wir wollen nun die Constructionscurve specidi- 
siren*', indem wir einen ihrer drei unendlich fernen Punkte mit dem Wende. 

punkt ,  die beiden anderen mit den beiden unondlich ferncn Kreispiinktcn 
zusammenfallen lassen, dadurch bekcmmt einmal die Curve die Rtickkehr. 
tangente zur Symmetrieachse, ferner steht die Rückkehrtangente senkrecht 
a u f  der Wendetangente und der zu dieser parallelen Verbindungsliuie van 
Rückkehrpiiiikt und Wendepunkt, und es wird dadurch die absolute In- 
volution linear construirbar, so dass man die metrischen Aufgaben, welche 
sich auf rechte Wiiikel beziehen, linear construiren kanri in  analoger Weise, 
wie beim S t  e iner ' schen  Constructionskreis. Wahlen wir noch als Punkt 
der Curve einen der beiden Punkte, welche von den Seiten des Coordinaten- 
dreiecks gleichweit entfernt sind, etwa den Punkt  E (Fig. l ) ,  und nelimn 

* cf. C l e b s c h - L i n d  emann:  ,,Vorlesungen über üeometrietL, Bd. 1, S. 591 
** Die Specialisirung der Constructionscurve geschieht nur, um die prak- 

tische Ausführung dcr Constructioncn zu erleichtom, principiell thut jedc C u m  
dritter Ordnung mi t  Rückkehrpuukt denselben Dienst. 
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diesen als Einheitspunkt, dann verhalten sich bekanntlich die drei Coordi- 

naten eines Punktes : x,: x,: x,=x: y :  a,  

wo x, y, a die resp. A b s t h d e  des Punktes von den drei Seiten zl = 0, 
q = 0, X,  = 0 des Coordinatendreiecks bedeuten. Die Gleichung unserer 
Curvo liisst sich somit schreiben: 

22a + y3= O ,  
und da y + B constant gleich dern Abstand O S  der Wendetangente von der 
ihr paralleleu Verbindungslinie vom Wendepunkt und Rtickkchrpunkt ist, 
so wird, falls wir O S  gleich der Langeneinheit machen, y + 8 = 1, also 
B =  1 - y ,  und es ist die Gleichung der Curve bezogen auf das recht- 
wjnklige Coordinatensystem, welches den Rückkehrpunkt O zum Coordinaten- 
anfang, die Rüekkehrtangente zur y-Achse, die Parallele durch O ziir 
Wendetangente zur x-Achse hat: 

~ y 1 -  Y) - y 3 =  O, 
das ist die  Gleichung einer Cissoide.' 

'Tir wLhlen mithin als Constructionscurve eine Cissoide, bei welcher 
der Abstand O S  des Rückkebrpunktu von der Wendetangente gleich der 
Lingeneinheit ist (Fig. 1). Diese Wahl  ha t  den Vortheil, dass sich diese 
Curve b e s O n d e  r s e i n f a c h herstellen liisst , sowohl punktweise, als auch 
mittelst eines Xechanismus in einem Z u g e*, als auch, weil wir sofort er- 
kennen werdcn , dass dor Para,meter der Curvenpunkte eine sehr einfache 
Interpretation gestattet. Es  war niimlich, wenn wir wieder zur homogenen 
Gleichung 1) x2, x3 - 23, = O zurtîckkehren, die Parameterdarstellung 2) : 

p x i = l ,  q x z r k b ,  px3=k3; 
mithin ist 

Es- Y I , =  ---. 
21 2 

Ziehen wir nun durch den Punkt  w der positiven x-Achse, fiir welchen 
Om = 1 is t ,  eine Parallele 1 zur Rückkehrtangeilte und projieiren den 
Cissoidenpunkt P mit den Coordinaten x,, x2, x3 aus dern Rückkehrpunkt O 
a i i f  1 nach z, 80 ist:  B i n = I ! = - s = A .  

2 21 

M i t h i n  i s t  d e r  P n r a m e t e r  A e i n e s  P u n k t e v  P d e r  C i s s o i d e  
gleich dern A b s t a n d  s e i n e s  P r o j e c t i o n s p u n k t e s  TC v o n  o. Dio 
I'unkte P der Cissoide werden somit eindeutig in  ihre Projectionspunkte 
n auf 1 abgebildet; dern Punkte z auf 1 mit dern Abstande A von o eut- 
spricht der Punkt  P auf der Cissoide mit dern Parameter A. 

Es sei nun eine reducirte eubische Gleichung gegeben: 

3) a, + a,A + a,k3= 0, 
wir interpretiren A als den Abstand der Punkte der Geraden 2 vom Null- 
punkte w ails; es sollen die drei Wurzelpuukte der Gleichung 3) eonstrairt 
- -- - -~ 

* cf. S a l m o n - F i e d l e r :  ,,Hohem ebene Curven", II. Aufl. Art. 215. 
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werden. Die drei Punkte auf der Cissoide, in welche die drei gesuchten 
Punkte aus O projicirt werden, habcn als Parameter die drei Wurzeln 
von 3);  betrachten wir nun die Gerade 

a , q  + a,z, + a,% = O, 
so schneidet diese die Cissoide in  drei Punkten, deren Parameter Oer 
Gleichung genügen miissen, die wir erhalten, wenn wir 

= 1, i l ,  1, 

setzen , dtbs heisat der Gleichung : 
a, + a,A + a,A3 = 0, 

mithin haben die drei Schnittpunkto der Geraden 

a,%, + a,x, + a,$,= O 
die Wurzeln der reducirten cubischen Gleichung: 

a,+a,k+ a,k3= O 
zu Parametern, und umgekehrt werden die drei Punkte,  deren Parameter 
die cubische Gleichung a, + a,A + a, A3 = O befriedigen, durch die Gerade: 

a,%, + a,%, + a,x, = O 
sus  der Curve ausgeschnitten. Den Punkttripeln von 1, welche durch eine 
reducirte cubische Gleichung 3) definirt werden , entsprechen also auf der 
Cissoide die geraden Tripe1 und umgekehrt. U m  m i t h i n  d a s  d u r c h  

a, + a,A + 0 , k 3 =  O 

d e f i n i r t e  P u n k t t r i p e l  v o n  b z u  c o n s t r u i r e n ,  c o n s t r u i r e n  wir  die  
G e r a d e  a,$, + a,x2 + a,z, = 0 ,  

w a s  l i n e a r  m o g l i c h  i s t ,  w e n n  d i e  C o e f f i c i e n t e n  a,, a,, a, nume- 
r i s c h  g e g e b e n  s i n d ,  b e s t i m m e n  d i e  S c h n i t t p u n k t o  d i e s e r  Ge .  
r a d e n  m i t  d e r  C o n s t r u c t i o n s c u r v e  u n d  p r o j i c i r e n  d i e s e l b e n  auf 
d i e  G e r a d e  1 ;  d a s  s o  e r h a l t e n e  P u n k t e t r i p e l  i s t  d a s  gesuchte,  
w e l c h e s  d u r c h  d i e  o b i g e  c u b i s c h o  G l e i c h u n g  d a r g o s t c l l t  wird, 
Somit ergiebt sich, dass man alle metrischen cubisühen Probleme ic 
h6chst einfacher Weise mit Ililfe unserer Constructionscurve und alleiniger 
Anwendung des Lineals losen kann, womit auch gleichzeitig eino graphischc 
Auflasung der cubischen Gleichungen mit den angegebenen Hilfsmitteln 
gegeben ist. - Wir wollen zum Schluss diese Methode noch auf die beiden 
schon im Alterthum berühmten cubischen Probleme der Vervielfachung dci 

Wtirfels und die Trisection des Winkels anwenden. 
2. D i e  V e r v i e l f a c h u n g  d e s  W ü r f e l s  (Fig. 2). Es sol1 die Lhge1 

der Seite eines Würfels gefunden werden, welçher das a-fache eincs ge- 
gebenen Wtirfels i s t ;  nehmen wir die Seite des gegebenen Würfsls als L ~ n g e o -  
einheit, so ist A durch die cubische Gleichung A3 = a oder a - k5 = 0 
bestimmt, die sich bereits in der reducirten Form befindet; in unserem Falle 

ist a, = a ,  a, = O, a, = - 1 ,  und mithin as, - x, = O die Gerado, welche 
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aus der Cissoide die Punkte ausschneidet, deren Projectionen auf 1 die 
gesuchten Punkte sind. Setzen wir a n  Stelle von x,, x,, x3 die ihnen pro- 
portionalen AbstLnde x ,  y, fi des betreffenden Punktes vou den Seiten des 
Coordinatcndreieeks, so ist:  a x  - 8 = 0, und da y + f i  = 1 is t ,  BO wird: 

die Gleichung der betreffenden Geraden in rechtwinkligen Coordinaten. 
Diese Gerade enthiilt den Punkt  x = 0, y = 1, das ist der Punkt  S (Fig. 2), 
sowie den Punkt: x = 1, y - 1 - a ;  dieser Punkt z a i r d  erhalten, wenn 
men auf 2 von G aus nach o hin E= a abtriigt. Die Verbindungsgerade 
St ist die gesuchte; sie trifft die Cissoide in einem Punkte, welcher auf 
1 von O projicirt, den Punkt  g liefert, dessen Abstand @ von w die ge- 

3 -  
suchte Strecke i d ,  6% = va.  Man hat also nur a von G aus nach w hin 

abzutmgen, so dass rit = a ,  dann S z  mit der Cissoide zu schneiden und den 
Schnittpunkt aus O auf 1 nach g zu projiciren; die Strecke G j  = kt  
die gesuchte; der Würfel,  welcher diese Strecke zur Seite ha t ,  is t  das 
a -  fache des gegebenen Würfels , dessen Seite gleich der Liingeneinheit 
OS ist. 

3. D i e  T r i s e c t i o n  d e s  W i n k e l s .  Es sol1 ein gegebener Winkel a 

in drei gleiche Theile getheilt werden; wir dtirfen unbeschadet der 811- 
gemeinhcit O < u < 90' annehaen ,  dann wird 

und es ist a bekannt, wenn sein Sinus bekannt ist;  dieser Sinus steht 
d 

aber zum Sinus des ganzen Winkels in  der Beziehung: 

OL 
sin a = 3 sin - - 4 sin3 5 

3 3 
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a 
Setzen wir S ~ L Y  = a, sin- = A ,  so erhalten wir flir Ir die cubische 

3 
Gleichung : a - 32 +4A3=0. 

ce 
Diese Gleichung bat nicht nur ri = sin ;- zur Wurzel, sondern noch 

.3 - 
CU + 2% a + 4% 

A'= sin ---- 
3 

1 A"= sin 3 i 

die Wurzel sila- = I is t  aber - und daran ist aie zu erkennen - die 
3 

kleinste positive Wurzel obiger Gleichung. Wir  wollen die drei Strecken 
aiif der Geraden 1 construiren, welche von cu um diese Wiirzelwerthe entfsrnt 
sind; darnit ist dann 

(Y <Y + 2 m  ui + 4m 
sin-, sin 

3 3 sin 
3 

gefunden und damit auch die Winkel selbst. Die drei Punkte der Con. 
structionscissoide, welche die drei Wurzeln zu Paramelern haben, nerden 
(nach 5 4 , l )  ausgeschnitten von der Geraden: 

ax, - 32, + 4x3 = 0 ,  

oder, wenn wir statt  x,, x,, x3 die diesen Grossen proportionalen senkrechten 
Abstande x, y, z des betreffenden Punktes von den Seiten des Coordinaten- 
dreiecks setzen: a x  - 3 y + 4 a = 0 ,  

uud da  y + z = 1 is t ,  so wird in rechtwinkligen Coordinaten: 

a z - 7 ~ + 4 = 0  
die Gleichung dor gesuchten Geraden. Diese Gerade lasst sich leicht con. 

4 
struiren (indem man 2. B. die lieiden ihr angehoiigen Piinkte x = 0, y =; 

1 1 1 

und x = - - 7 Y = - construirt). Bringt man diese Gerade mit der Cissoide 
2 a 2 

ziim Schnitt, construirt die drei Punkte, in welche diese drei Schnittpunkte 
aus dem Rückkehrpunkt auf die Gerade 1 projicirt werden, so sind die 
Abstlinde dieser drei Punkte von m resp. 

und zwar ist sila; die absolut kleinste dieser drei Strecken. Liegt die 
3 

Strecke a = sila cu gezeichnet vor, so macht die Construction der obigen 
LY 

Geraden und damit von sini keine Schwierigkeit. 
3 
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VIII. 

Ueber Steiner'sche Kugelketten. 

Von 

Dr. K. TH. VAHLEN 
in Berlin. 

- 

Im  Folgonden soli ein Gegenstand mine Erledigung finden, auf den 
S t e i n e r  durch wiederholt vorgelegte Aufgaben und zu beweisende Lehr- 
slitze die Aufrnerksamkeit dor Geometor zu lenken suchte.* Diese mohr- 
fachen Aufforderungen hatten meinee Wissens nur  den Erfolg, dass 
Clansen die einfachsten diescr S t einer 'schen Satze und auch diese nur  
rermittelst einer weitliiufigen analytischen Methode herleitete, die dem 
einfachen Gegenstande wenig angemcssen erschoint.** 

1. Vier Punkte einer Geraden seien mit 0, 1, 2, 3 der Reihe nach 
so bezeichnet, dass (01) ) - - (23) ist. Wir beschreiben über den Durch- 

messern (03) = 2 R 2 ,  ( 1 2 )  - ZR, in  derselben Ebene zwei Kreise mit 
den Mittelpunkten Dl2, 3, dem Centralabstand M, Ml = A .  I n  den Ring 
zwischen diesen beiden Kreisen (M,) und (Ml)  legen wir sine Reihe von 
Kreisen mit den Mittelpunkten m, rn', m". . ., und den Radien r ,  r', r". . ., 
von denen jeder Kreis den vorhergehenden und die beiden gegebenen 
Kreise CM,) und (Ml )  berührt. 

Wir suchen die Uedingung dafür, dass diese Kreiskette sich schliesse, 
das heisst, dass nach u. Umliiufen der do Kreis den ersten berühre. Dass 
dabei 2u<n sein rnuss, sei gleich hier angemerkt. 

Wi  bilden, wovon die Moglichkeit leicht einzusehen ist, unsere Pigur 
durch reciproke Radien so ab, daas die beiden gegebenen Kreise (Ml) ,  (az) 

* Th6orBmes à ddmontrcr e t  prablEmes à résoudre. Gergonne, Annales 
de Mathematiques, tome XVIiI. S t e i n e r ,  mrerke Ud. 1, S. 225-227. - üeo- 
metrische Lehrsiitze. Crelle's Journal Bd. I I ,  8. 192. Werke Bd. 1, S. 135. - 
Yorgelegte LehrsLtze. Crelle's Journal Bd. Il, S. 160. Werke Bd. 1, S. 160. - 
Aufgaben und LehrsLtze, erstere aufzul6sen, letztere zu beweisen. Crelle's Joiir- 
na1 Bd. II, S. 9 6 .  Werke Bd. 1, S. 127. - Einige geometrische Betrachtungen. 
Crelle's Journal Bd. 1, S. 256. Werke Bd. 1, S. 43. - Systematische Entwicklung 
der Abhangigkcit geometrischer Gestalten von einander. Aufgaben und Lehr- 
&tze 80 - 84. Werke Bd. 1, S. 465 - 458. 

** Clausen,  Crelle's Journal Bd. VI, S. 88 u. VII, S. 31. 
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in zwei concentrische übergehen. F ü r  diesen Fa11 ist die Sûhliessungs- 
bedingung offenbar: 

un rZ tg<=- , das heisst = (01).(21). 
12 R I 4  (03)'(23) 

Da bei iinserer Abbildung da6 Doppelverhiiltniss der vicr Punkto 
0, 1, 2,  3 unveriindert bleibt, so ist die Bedingung allgemein: 

Sind m l ,  m, p , ,  p2 die Mittelpunkte von Kreisen über don Durcii- 
messorn (23)  = 2 r l ,  (0 1) = Z r z ,  (13) = ZQ,, (02) = 2p2, so k s t  sich 
die Bedingung in folgende seehs Bormen setzen: 

un: R,X, un; Ql Qz , casi.ne un  - - RIB2 - . 
cotg2 - = - 7 cosec2 - = - 

fi r ~ r z  fi r ~ r z  12 Q I &  

Borücksichtigt man die Identitaten: 

p -  g , = r 2 -  pl== M , M 1 - A ,  

R2+Rl  = p 2 + p l  = mgml =a,  

Yn + r1 n R 2 - R 1 =  h p l  - U ,  

so la& sich die Bedingung durch die zwei Radien jedes der drei Kreis- 
paare und den betreffenden Centralabstand ausdrücken; z. B. wird: 

in  welcher Porm die Relation bei S t e i n e r  steht; oder es wird: 

2u7c 2 R , R 2 - 2 r , r ,  Q ~ , + ~ ~ , - u ~ ,  
COS -- = = 

n 2 ~ 1 ~ s  2 ~ 1 ~ s  
2un: 

woraus hervorgeht, dass - dem einen Schnittwinkel der beidon Kreise (u, 
n 

und ( p z )  gleich sein muss. Also: 

Eiue beliebige zwischen(Xill,) und ( M ~ )  gelegte Kreiskette (m), (ml), (d) , . . .  
schliesst sich oder nicht, jo nachdem der Schnittwinkel der Kreise (p,) 
und (P,) ein rationaler is t  oder nicht. 

Die beiden Kreise (m,) ,  (m,) geben zu einer xweiten Schaar von 
27 2 ra 

Kreisketten Anlass. 1st  - deren Schliessungsverh%ltnias, so mns3 - 
AT N 

dem anderen Schnittwinkel der Kreisa (pl), gleich sein. So ergielt 
s i c h  zwischen den beiden Schliessungsverh%ltnissen die Relation: 
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M U 1  
;+%=j' 

auf  die wir spiiter zurückkommen werden. 
Alle diese, wie auch die folgenden Betrachtungen lassen sich einerseits 

dadurch ergkzen,  dass man die nicht reellen Kreisreihen in Betracht 
zieht, zu denen die Rreise (@,) Anlass geben, andererseits dadurch, 
aber nur unwesentlich, verallgemeinern, dass man stat t  der Berührungen 
durcbgehends das Schneiden unter gegebenen Winkeln setzt. 

2. Bilden wir unsere Pigur durch reciproke Badien ab, d a m  geht 
die Gerade 0123 in  einen Kreis liber und es ergiebt sich der Satz: 

Bestimmen zwei Kreise (1I1,) und (M,) eine geschlossene Kreis- 
kette, 80 sind auch die durch zwei Berührungskreise von (a,) 
und (M,) bestirnmton Kreiskctten gcschlosson, wenn die vier 
Berührungspunkte O, 1, 2, 3 auf einem Orthogonalkreise von 
(Hl )  und (M2) liegen. Und zwar enthalten beide Schaaren 
geschlossene oder nicht geschlossene Kreisketten, je nachdem 
sich die durch (0, 2) und (1, 3) gelegten Berührungskreise 
von (Ml )  und (a2) in einem rationalen Winkel schneiden oder 
nicht. 

3. m i r  construiren eine der Figur von (1.) genau entsprechende und 
entsprcchcnd bezeichnete spharische Figur und auchen die Schliessungs- 
bedingung. 

Projiciren wir diese Figur fitereographisch von einem Punkte des Haupt- 
kreises 0123 in eine Ebene, B O  k t  das Doppelverhaltniss der vier Punkte 
0, 1, 2, 3 der Projection dem Doppelverh&ltniss der vicr Projections- 
strahlen gleich. Demnach wird die Bedingung: 

un sin r, . sin r, cos A - cos (R, - RI) * 
tg2 - - 5 

- .  
siri Rl . sin R, 2 silt R, sin R, 

Mle ührigen Siitze sind wortlich zu übertragen. 
4. Wir kehren zu der ebenen Figur zurück. 
Der Mittelpunkt m eines Kreises der Kette liegt aiif einer Ellipse 

mit den Brennpunkten Ml und M, und der Hauptachse m J.i, + m Ml = R, + RI. 
Die beiden Berührungspunkte von (m) mit Ml und D.I, liegen mit 

dem inneren Aehnlichkeitspunkt S von (Hl) und (M2)  in einer Geraden. 
Der , ,po ten~hdtende '~  Kreis urn S schneidet jeden Kreis der Kette ortho- 
gonal, daa heisst, er berührt alle Seiten des Polygons mm'm" . . . 

Lassen wir jeden der Kreise ( M ~ ) ,  ( M ~ ) ,  (m), (m'). ,. um einen 
Durchrnesser rotiren, so erhalten wir eine Kugelkette (m), (m') . . . Die- 
selbe wird von jeder duroh den Kreis ( 8 )  gelegten Kugel in  einer 

* 0. S t e i n e r  a. a. O. 
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sphirischen Kreiskette geschnitten. Diese hangt  mit der ebenen Ereis- 
kotte auch durch stereographische Projection zusammen: man hat nur die 
Ebene des Kreises (s) als Projectionc .e b ene zu wahlen. 

Ebene und spharische Kreisketten sind also nur  ebene und spharische 
Schnitte von Kugelketten. 

5. Anf der Ebene der ursprünglichen F'igur stehe eine zweite Iüngs 
der Geraden 0 123 senkrecht. I n  dieser mogen die Xittelpunkte M ,  JI'.  . . 
von Kugeln liegen, welche die Kugeln (ml) und (m,) gleichartig berühren, 
Die Mittelpunkte M liegen auf einer Hyperbol mit den Brennpunkten nz, 
und m2 und der Llauptachse Jlm, - Mm, = r, - r,. 

Diese Hypcrbcl (m,m,) und jeno Ellipse (Jf,Df2) sind conjugirta 
Kegelschnitte, das heisst, irgend zwei Punkte dea einen haben in Dezug 
auf den andoren die Focaloigenschaft. In der Tha t  ist  der Abstand eines 

Punktes (x, y) der Ellipse: 
x2 y2 1 

-=- 
a 2 + a 2 - A 2  4 '  

von einem Punkte (X, Y) der Hyperbel: 

X2 Y2 1 

woraus die Behauptung folgt: 
Es is t  also z. B.: 

m M, + r n M  - m,Bf2 + m, M ,  
das heisst 

rnM= II + r ,  

oder jede der Kugeln (M) berührt jede der Kugeln (m): die bekannte 
Eigenschaft der Dupin'schen Cyklide, von zwei Kugelschaaren umhiillt zu 
werden. 

6. Construiren m i r  eino Kugelkette ( M ) ,  ( N I ) ,  (,M") . . ., so ist 
das Polygon dem um den ausseren Aehnlichkeitspunkt s der beiden 
Kreise (ml) und (m,) (der eweiten Ebene) eu schlagenden potonehaltendcn 
Kreis (s) derselben umbeschrieben. 

Der Kreis ( S )  und der Kreis (s) sind einander conjugirt, das heisst, 
das Doppelverhültniss der vier Abstande irgend zweier Punkte des einen 
von irgend zweien Punkten des anderen ist der Einheit gleich. 

Sind namlich p und q der grosste und  der kleinste Abstand des 

Punktes s vom Kreise (S), P und Q der grosste und der kleinste Ab- 
stand des Punktes S vom Kreise (s), so sind: 

Y'- (p - x)(x - q )  und Y 2 =  (P- X ) ( X  - Q )  

die Gleichungen von (S) in Bezug auf s als Anfang dor rechtwinkligen 
Coordinaten x ,  y, und von (s) in Bezug auf S als Anfang der recht- 
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winkligen Coordinaten XY. Das Abstandsquadrat eines Punktes (x, y) 

von einem Punkte (X, Y), niimlich: 

+ y+ Y2 f y2< x + x - - -  
2 

wird wegon 
-- -- P + Q U n a   leich ch ~ X Ï ,  

2 2 
worauv sich die Behauptung ergiebt. 

u u 
7. Zmischen den Schliessungsverh&ltnisson - und - der Kiigolkotton 

n II' 
(m), (ml). . ., und (U), ( N ' ) . .  ., besteht nach 1. die Relation: 

so dass insbesondere beide Kugelketten gloichzoitig geschlossen sind oder nicht.* 
zc 1 1  

Die einfachsten Fl l le  sind: N = 6  oder umgekehrt, das 

lieisst, in den Raum zwischen drei einander berührenden Kugeln Iasst sich 
eine Kette von sechs Kugeln legen. 

Dies ergiebt sich auch unmittelbar durch Abbildung vermittelst reci- 
proker Radien aus dem evidenten Fal l ,  in welchem zwei der drei Kugeln 
parallele Ebenen sind. 

U l U 1  
FW - - - , - = - ergiebt sich: . 

n 4 N  4 
Bei einer Kette von vier Kugeln besteht auch jede Kette der anderen 

Schasr aus vier Kugeln. 
8. Zwischen den beiden Kugeln ( M l )  und (BI,) lassen sich nicht niir 

die Kugelketten (m),  (na'). . ., sondern noch auf mannigfaltige andere Ar t  
Kugelketten legen. 

Eine beliebige solche Kugelkette berührt die Kugeln (XI) und (JI2) 
langs zweier Kreise. Durch diese Rerührungskreise lasst sich eine Kugel 
legen, welche (JIl) und (ilI,) unter dernselben Winkel cp schneidet. Die 
Sbbildung lohrt, dass die Schliessungsbedingung ausser von R,, R,, A ,  
nur noch von cp abhangen kann. In  der That ergiebt sioh leiclit: 

n; 
Die in 1. angegobeno Bedingung folgt aus diesor für cp = - r  erhalt 

2 
aber jetzt die allgemeinere Bedeutung als Schliessnngsbedingung für  eine 
Kugelkette, deren zwei Berühmngskreise nicht speciell in einer Centralebene, 
sondern allgemeiner in einer Orthogonalkugol von (NI) und (Jf,) liegen. 

* s. S t e i n e r  a. a. O.  
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9. I n  den Raum zwischen den bkiden Kugeln (Ml) und (N, )  logen 
wir eine Berührungskugel (p) ,  mit dem Mittelpunkt p und dem Radius Q, 
Wir  suchen die Schliessungsbedingung für eine Kette von Kugeln, welche 
die drei Kugeln ( N I ) ,  (Ji,), (F1) berühren. 

F ü r  den Fa11 concentriscber Kugeln (NI) und (.IV2) ergiebt die unter 
2. gegebene Bedingung unmittelbar: 

un; s i f i r . s i t a r  
tg2 - 1 . - - 1 

cn s m r . s i n 3 r  3 - 4 s i c n 2 r '  

einzusetzen ist. Die Bedingung wird daher zunachst: 

also allgemein: un: (RI + - A2 
4s in2  - = Y 

IZ 4R,% 

so dass fiich die urn gelegte Kugelkette unabbangig von der Lago der 

Kugel (P)  schliesst oder nicht schliesst." - 
u 1 

P ü r  --- ergiebt sich daraus: 
n 6 

(R, - R,)Z = AZ, 

das heisst, alle drei Kugeln (M~), (Ml), ( p )  mümen einander berübren, um 

zu einer Kette von sechs Kugeln Anlass zu geben. Wie  unter 6. 
u 1 

F u r  - = ergiebt sich: 
Ta 3 

P, + Pa- 1 0 ~ ~ ~ ~  = A2,  

dio Bedingung dafür, dase sich zwischcn zwei Kugeln vier oinander be- 
rührende Kugeln legen lassen* 

10. 1st  die unter 9. gegebene Redingong erfüllt, so lege man 
u m  (,u) eine Kette von nKugeln, um jede dieser Kugeln eine ebensolclie 
Kette ,  die aber (p )  enthalten m6go. Fiihrt man so fort, so entsteht dio 
Frage, ob diese Doppelkette von Kugeln sich schliesst oder nicht. 

Die Abbildung lasst ohne Weiteres erkennen, dass ein Schliessan 
danu und nur dann stattfiudet, wenn ein regulgres Trigonalpolyeder 

u 
existirt, dessen Ecke die Schliossungszahl - besitzt, das hoisst, in desuon 

cn 
Ecken nDreiecke zusammenstossen, welche uEmlaufe bilden. 

* S. S t e i n e r  a. a. O. 
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1st das Schliessungsverh~ltniss ein solches, so ist:  

die Bedingung dafür, dass sich zwiechen den beiden Kugeln (NI) und ( I L 2 )  
von jeder Berührungskugel (p )  ausgehend geschlossene Doppelketten von 
Berührungskiigeln legen lassen. 

u 1 .  
Der Tetraederrall von vier Kugeln, - = - 9  1st schon in 9. erwiihnt. 

n 3 
u 1 

Für den Okiaederfall von sechs Kugeln, - = -, ist  die Bediuguug:' 
12 4 

R"+ R2,- 6R1R,=A2.  
zc 1 od.2 

Für den Ikosaeder- und Stemikosaederfall von zw6lf Kugeln, - = --- 
rz 5 ,  

wird: 

11. Zwischen die Kugeln (SIl) und (M2) werden, von der Bertihrungs- 
kugel ( p )  ausgehend, Kugelketten gelegt, die aber nicht, wie i n  Io., 

1 
das Schliessungsverh%ltniss - 7  sondern allgemeiner das Schliessungsver- 

ur 
3 

hiltniss 7 haben m6gen. JO zwci diosor Kugelketton mtigon aurser der 
1î 

Kugel noch eine diese berührende Kugel gemein haben. Wir suchen 
die Bedingung dafür, dasç nach u U m l ~ u f e n  die nte dieser Kugelketten sich 
an die erste anschliesse. 

In dem Fa11 concentrischer Kugeln (Ml), (AT2) werden die Kugelketten 
von der um Ml = M, gelegten Kugel mit dem Radius l/m in sphHri- 
schen Ketten von Kreisen geschnitten, deren spharischer Radius gleich 

un: u' n vR,R, id. Die Winkel - und 7 sind dio Winkcl eincs am COS - - 
4+4 1î IZ 

2 
sphzrischen rechtwinkligen Dreiecks, dessen eine Kathote jener Radius kt. 

so ist also: ur n; u n  (4 + R212 , 
cos2 - = sinB - . 

ni n 4R1R,' 

demnsch allgemein: u n  sid - 
(RI + - AB -- - 

u1 76 4 E, 12, 
cos2 - 

nr 

* s. S te iner  a- a. O 
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12. Wie unter 10. kann man nun weiter schliessen: die obige Be. 
dingung i s t  zugleich die Bedingung dafür, dass es eine Doppelkette von 

u u' 
Kugeln giebt, die einem Polyeder mit den Sühliessungszahlen - und - 

12 lal 
analog gebildct ist, falls ein regdiires derartiges Polyeder sxistirt,. 

u' l u  1 1 1 2  
Die Falle - = - , - = - 1 - 1 - 7 sind oben unter 9. und 10. 

Tb' 3 1 2  3 4 5 5  
erledigt. 

2 1 ' 1 2 1  1 
F ü r  den Hexaederfall von acht Kugeln, - = - - - - besteht d.e 

1 2 ' 4 %  3 
Bedingung : 

Rel + RZ2 - 4 Hl liB = A'. 

F ü r  den Dodekaederfall und den Sterndodekaederfall von 20 Kugeln, 
d l o d . 2  u 1 
-=- 9 - = - 1  erhalt man: 
nr 5 1 1 3  

Pür  die beiden anderen Sterndodekaederfglle von zw6lf Kugein, 

( B , + B ~ ) ~ - A ~  - 5 ~ i 5  --. 
 JI 2 

Damit sind alle FBllo orschopft. 
13. Das Polygon rnm'na". .. in 1. is t  einer Ellipse mit dern Para. 

meter p oin-, einem Kreiso mit dom Radius r umgeschriebon. AIS Be- 
dingung dafür, dass es ~ i c h  schliesst, ergiebt sich leicht: 

das Schneiden unter constanten Winkeln und verallgeineinert die  gauze 

Figur projectiv, so ergiebt sich das Polygon wtm'm". . . als einem Eegel- 
schnitt ein-, einem anderen umgeschrieben. Um jedoch auf diesern Wege 
zu dem Ponce le t ' schen  Theorem und der zugehorigen Schliessungsbedingung 
zu golangon, müssten die so erhaltenen beiden Kogolschnitte sich wirklic~ 
in allgemeiner Lage befinden. Dieselben befinden sich aber in derjenigen 
speciellcn Lage, doss sio sich in zwei concontrischc Kroiso projiciren lassen 
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X. Funktionalgleichnngen mit drei von  einander  nnabhangigen 
Veranderlichen. 

Im V. Kapitel seiner Analyse algébriqüe von 1821 hat  C a o c  h y be. 
kanntlich eine Anzahl von Functionalgleichungen, i n  welchen x und y 
vorkommen, ohne Anwendung von Differentialrechnung aufgelost. A b  e 1 
hat dann 1827 in Crelle's Journal II, 386-394 i n  dem Aufsatze ,,Ueber 
die Functionen, welche der Gleichung cp (a) + cp (y) = [X . f (y) + y. f (x)] 
genugthunu gezeigt, wie solche Aufgaben mit Hilfe von, wenn nothig, 
wiederholten partiellen Differentiationen nach x und nach y zu behandeln 
sind. Schon im 1. Bande von Crelle's Journal  hatte Abel scinc ,,Unter- 
suchungen der Functionen zweier unabhëngigen veranderlichen Grossen x 

und y wie f (x, y ) ,  welche die Eigenschaft haben, dass f [8, f (x, y)] eine 
symmetrische Function von x ,  y ,  z is tY ver6ffentlicht. Seit der Zeit sind 
die Caochy'schen Beispiele bald ohne, bald mit Differentialrechnung be- 
handelt mehrfach in Lehrbticher und Uebungsbhher  libergegangen. Bei- 
spiele ihnlicher Aufgaben mit mehr a h  zwei von einander unabhangigen 
Variabeln sind uns dagegen in der Literatur nicht begegnet. Vielleicht 
sind deshalb folgende beide sehr einfache Ftllle der Veroffentlichung werth. 

1. Welche Function genügt der Gleichung 

1) 9(", Y) + V ( Y ,  5) = r p b ,  a)? 
Wird in 1) für  y der Werth x geuetzt, so entsteht: 

also: T ( X , X )  + <P@, 5) = P(X, 51, 

2) y(., z) = 0. 
Nimmt z i n  1) den Werth x a n ,  so entsteht: 

also : 'P(x,Y) + F(Y> X I =  C P ( X , ~ = O  

3) w (Y, 4 = - rp (x, Y). 

Wird nach diesen Vorbemerkungen 1) partiel1 nach B differentirt, so 
entsteht 

das heisst, jeder dieser Differentialquotienten entnxlt ausschliesslich r und 
weder x noch y. Letztere Grossen ktinnen nur  in  Gestalt von zu einer 

Zeitschrift f. Patùernütik u. Phyaik. 41. JaLrg. 1896. S. Heft. 11 
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Function - von s [etwa zu x(B)] addirten Functionen [q(z)  oder 9 ( ~ ) ]  vor. 
kommen, das heisst man hat  

4) d x ,  4 = v ( 4  -l- X ( 4 .  
I n  Folge dieser Gleichung muss auch sein: 

und 5) kann nur erfüllt werden, wenn 

und die Aufgabe ha t  als einzige Losung: 

[v (4 - (Y)] + Lv (Y) - v (a)] = ['P (4 - v (41. 
II. Welche Function geniigt der Gleichung 1): 

c p b ,  YI. Y(Y, 4 = cp(x1 fi)? 

Wird in 1) ftir y der Werth x gesetzt, so entsteht 

also : 

2) 

also: 

Nimmt e in 1) den Werth x an, so entsteht: 

3) ~ ( 9 ,  4 
cp(% Y) 

Bringt man jetzt 1) in die Form 

und differentirt partiel1 nach 8 ,  so erhalt man: 

beziehungsweistr 
1 ~ C P [ X ,  z)  1 W Y , ~ ,  -- C--- 

oder : 1 4 a s  < ~ ( Y t f l )  

Die beiden Ausdrüeke rechts und links vorn Gleichheitszeichen in 4) 
konnen offenbar weder s noch y eritlialten, eondern sind ausschliesslich von 
z abhangig, etwa = f(z). Die Constante der noch e zu vollziehenden 
Integration von : 
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wird allerdings x noch enthalten konnen, z. B. Zog T/J (x) sein. Das heisst 
jene Integiation liefert: 

logcp(x1 2) log+(x) + D ( 4 d z  = logq(4 + l ogx (4  
und 

Ebenso würde man erhalten mtissen: 

Wegen 3) is t  1 
'(x).x(" = 'Y(e) 

und 
CVJ (2) . X (41 . L i ,  (4 . x (41 = 1- 

ist, beziehungsweise 

Die letztere Annahme erfüllt aber 1) nicht, ist also unstatthaft, und 
die einzige Losung der Aufgabe besteht in: 

XI. Ueber Modellirung von Isogonalfllchen, 

(Hierzu Tafel II, Fig. 1-4.) 

In einem Aufsatz ,Deber gewisse Flachen vierter Ordnung (Isogonal- 
flichen)"* habe ich auf eine Art von Flachen aufmerkmm gemacht, die 
einem lusserst einfachen Problern entspringen, aber nichts desto weniger 
interessante Formen aufweisen. I n  Verfolgung des letzteren Gesichtspunktes 
will ich in den nachvtehenden Zeilen angeben, wie man von diesen FlBchen- 
formen ein anschauliches Bild gcninnen kann, und die hierzu construirtcn 
blodelle und Apparate beschreiben. 

I s o g o n a l f l a c h e  e i n o s  P u n k t e s  u n d  o i n e r  G e r a d e n .  

Da die Isogonalflache zweier Punkte (a. a. O. 5 1) einfach durch 
Rotation eines Kreises um eine seiner Sehnen entsteht, beginnen wir so- 
gleich mit der IoogonalflZche eines Punktes A und einer Geraden g und 

* Crelle's Journ. Bd. 115 (1898) S. lflg. 
11" 
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wahlen den Winkel der isogonalen Zuordnung rp = 600. Nimmt man daun 
die Gerade als z -Achse und den Abstand des auf der x -  Achse liegenden 
Punktes A von g, p = 10 cm,  so ist die Gleichung dieser Flache (a. a. O. 9 2): 

3 
(x2 + y2) [(x - 10)2 + y2 + f i2 ]  - 100y2 = 0. 

Diese Flache kann so erzeugt werden, dass eine Ebene um die Ge- 
rade g rotirt  und bei jeder Lage ihr zu A und dem Winkel rp = 600 
gehoriger Neigungskreis (der Schnitt der Ebene mit' dem Rotationskegel, 
dessen Spitze A und dessen Seitenlinien mit der Ebene den Winkel 60" 
bilden) construirt wird. Die Gesammtheit dieoer Krsise bildet die Fliiche. 
Diese kann deshalb durch ein Modell veranschaulicht werden, bei dern eine 
Anzahl jener Kreise aus Cartonscheiben hergestellt ist. Die letzteren werden 
dadurch zusammengehalten, dass jeder, i n  zwei Halbkreise zerschnitten, 
von beiden Seiten auf die ebenfalls aus Carton gebildete, durch A senk- 
recht zu g gelegte Ebene geklebt wird. 

Figur  1 zeigt ein nach solchem Cartonmodell hergestelltes Gypsmodell 
der in Rede stehenden Flgche viortcr Ordnung. Punkt A liegt vorn, die 
Gerade g ,  langs deren die Fliiche sich selbst durchsetzt, vertical auf der 
Basis hinten. 

I s o g o n a l f l t i c h e  z w e i e r  G e r a d e n .  

Die Isogonalfiiiche zweier iinter dem Winkel cr gekreuzten Geraden g,g, 
fiir Winkel 9 (a. a. O. 5 3) ist eine Regelflhche vierter Ordnung, deren 
Gestalt wesentlich davon abhingt ,  ob 

Gerade der Grenzfall, cr = 9 , lasst sich verhliltnissmiissig am ein- 
fachsten im Modell darstellen und bietet dann zugleich einen Anhaltspunkt 
für  die Vorstellung der Flachengestdt in den beiden anderen Fallen. 

Wir  wahlen wieder a =  9 = 60°, die kürzeste Verbindungslinie von g, 
und gz al8 x-  Achse, den Abstaiid der beiden Geraden vom Nullpunkt 
y = 3 und dio Halbirungsebene ihres stiimpfen Winkels als x y  -Ebene. 
Dann lautet die Gleichung der Fltiche: 

s2 2 
[Y2 - 3 + 3 (xZ - 9)12 

2 ) (  - :[(Y - k) + 4 (X - 3)~] [(Y + i3) + (X + 1 = 0. 

2 2 4  

Der 
als einer 

3 )  

Schnitt der Flache mit der xy-Ebene besteht aus der 2-Achse 
Doppelgeraden und aus dor Ellipse : 
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Folglich kann die Flache auch durch eine Gerade, die bestandig an 
den beiden festen Geradcn g,g, und an dieser Ellipse entlang gleitet, er- 
zeugt werden. 

Es sind daher bei dem in Figur 2 abgebildeten Mode11 die Geraden 
g,g, durch Stahlsthbe, die Ellipse E durch einen Messingring und die 
Erzeugenden durch Seidenfiden dargestellt, welche gleichzeitig a n  den 
beiden Sttiben und an dem Messingring anliegen, bezw. bei hinreichender 
Verlangerung anliegen würden. Denn, um das Bild der Flache über- 
sichtlich zu erhalten, ist  immer nur  das Stück jeder Erzeugenden, welches 
von g, und g, begrenzt wird, angebracht. Eine Ausnahme davon machen 
natürlich die ebenfalls durch Fiiden angedeuteten Erzeugenden, welche 
zu g, oder g, parallel sind. Die beiden Scbaaren von Erzeugenden, 
SI, S,, sind durch Faden von verschiedener Farbe gekennzeichnet; sie 
bilden die beiden Mantel der Flache , welche in der Doppel- Erzeugenden 
(der kürzesteu Verbindungslinie von gl und g,) zusammenstossen und dort 
zugleich stetig in einander tibergehen. 

I s o g o n a l k e g e l .  

Schneiden sich die beiden Geraden g,g,, so ist ihre Isogonalfliiche 
eine Kegeltliiche vierter Ordnung, ihr Isogonalkegel (a. a. O. 4). Seine 
Gleichung lautet bci dersclben Wahl des Coordinatensystems wie vorher, 
wobei also nun nm g, und g, i n  der y s  - Ebene liegen: 

EL der Winkel von g, und g, ,  cp dorjenige der isogonden Zuordnung ist. 
Diese Isogonalkegel lassen sich ftir jeden Winkel a und jeden Winkel cp 

durch den in Figur 3 abgebildeten Apparat veranschaulichen. 
An einer horizontalen kreisformigen Messingschoibe (YS-Ebene) sind 

die Geraden g,g, als zwei Dorchmesser dargestellt, deren einer (g,) 
nm den Mittelpunkt M drehbar is t  und mit Rilfe einer am Rand der 
Scheibe angebrachten Gradeintheilung unter jedem beliebigen Winkel a! 
gegen g, mittelst Klemmschrauben an seinen Enden festgestellt werden 
kann. Um jede der Geraden g,g, dreht sich eine Ebene, dargestellt durch 
einen halbkreisformigen Stahldraht BI, Hz. Endlich konnen diese beiden 
Ebenen gezwungen werdcn, hei ihrer Bewegung stcts denselben und zwar 
ganz beliebigen Winkel p mit einander zu bilden. Hierzu dient ein kleiner 
Schlitten, der aus zwei unter beliebigem Winkel cp gegen einander fest- 
zustellenden Schenkeln SIS, besteht. Indem jeder dieser Schenkel auf einem 
jener Halbkreise gleitet, wcrdcn deren Ebenen bestandig unter demselben 
Winkel cp gehalten. Ein Eautschukfaden E verbindet den Scheitelpunkt 
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des Schlittens mit dem Schnittpunkt M von g, und g,, stellt daher die 

Schnittgerade der beiden Ebenen durch g, und g2 dar und beschreibt bei 
der Bewegiing den Isogonalkegel. 

Um jedoch von der Gestalt der Isogonalkegel auch ein fixirtes Bild 
zu erhalten, dient eine Vorrichtung, welche gestattet, die auf einer con- 
centrischen Kugel von der Kegelflache ausgeschnittenen Curven aufzuzeichnen. 
Nach Aushiingung des Kautschukfadens setzt man auf die Kreisscheibe eine 
Halbkugel aus Messingblech, sodass ihr Mittelpunkt mit H zusammenfillt. 
Wird die Halbkugel berusst oder mit irgend einpm feinen Pulver bestaubt, 
so zeichnet bei der Bewegung des Schlittens ein genau unter seinem Scheitel 
befindlicher Schreibstift St auf ihr die genannten Curven auf, die hinling. 
lich sauber ausfallen, um von der Gestalt der zugehorigen Kegelfl&chen 
ein anschauliches Bild zu geben. Nur,  wenn die Curven in die Ntihe des 
hochsten Punktes der Halbkugel kornmen - was also eintritt, wenn a 

und rp sehr wenig verschieden oder einander gleich sind - wird ihr Ver- 
lauf etwas unsicher dureh den Apparat gegeben, weil hier schon eine 
minimale Aenderung von cp, die auch nach fester Einstellung des Schlitten- 
winkels unvermeidlich ist,  cine erhebliche Abweichung der Curven herbei- 
führt. 

Pigur 4 - die in  etwas grosseram Massstab als Figur 3 wieder- 
gegeben ist - zeigt die so auf der berussten Kugel aufgezeichncten 
Kegelfliichen, wenn a ;= 60° und cp der Reihe nach (von unten an im 
Bilde) = 120°, 110°, 10O0, 90° (der orthogonale Kegel), 80°, 70°, 60' 
(der Grenzfall LY = cp), 50°, 40° genommen ist. Die Curven für 9 = 6U0 
und cp = 120° z. B. stellen also zusammen einen Kegel vierter Ordnung 
dar ,  von dem noch der symmetrische auf einer unteren Halbkugel aus- 

geschnittene Theil zu ergauzen wtire. Man erkennt aus diesen Curven 
sofort den wesentlich verschiedenen Charakter der Kegelfliichen, je nachdem 

ist, wghrend der Fa11 (Y = cp den Uebergang von der einen zur anderen 
Form bildet. 1st ci < y ,  z. B. cp = 70°, so besteht der Kegel vierter Ord- 
nung aus zwei getrennten Manteln, die sich in g, und g2 gegenveitig durch. 
setzen; ist LY > 9, z. B. <p = 50° (wobei die nicht mehr gezeiühnete Curve 

leicht zu erganzen ist), so bestcht der Kegel aus e i  n e m  sich in g, und 
g, selbst durchsetzenden Mantel, wahrend der Grenzfall, cp = 60°, in dem 
einen oder anderen Sinn aufgefasst werden kann. 

Die vorstehend besprochenen Apparate sind nach moincn Angaben 
von Herrn Mechaniker Wilhelm Schmidt (Giessen, Seltersweg 30) recht 
hübsch hergestellt worden und von ihm zu beziehen. 

G i e s s e n ,  den 27. Januar 1896. LOTHAK HEFFTEK. 
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XII. Kraf twi rknng  eines Magnets anf einen anderen.* 

Der Magnet 1 habe das Potential 7, also dass von ihm nach den drei 
Raumrichtungen die Feldstarken 

av 
ci=-- 

av av B E - - ,  y = - -  a z a~ a a 

ausgeübt werden (oder die wirklichen Krafte auf einen Einheitspol als 
Aufpunkt). 

hfagnet II befindet sich in diesem Felde; er sei gegeben durch die 
magnetischen Momente A ,  B, C der Volurneinheit, also die Momente des 
Elementarqiiaders d t : A d z ,  B d s ,  C d t ,  

wenn d x  oder d y  oder d s  81s Magnetachse gilt; oder also auch durch die 
magnetischen Plachendichtigkeiten 

A d y d z ,  B d a d z ,  C d x d y  . . .** 
C h r i s t i a n s e n  nennt in dem betreffenden 5 71 seiner ,Elementek 

ABC die Magnetisirungsconstanten, und nimmt dieselben auch weiterhin 
stillschweigend als constant an ;  in  seinem 5 69 gelten sie noch als ver- 
Bnderlich, im § 70 ausdrticklich als constant. Nachdem er  aber orp y inner- 
balb II als veriinderlich bstrachtet, wie die nachher entwickelte Gleichung 

a A  
zeigt, musste er auch -- . . berücksichtigen, wie ich nun thun will. Es a z 
kommt dabei die magnetische Haumdichte p zur Geltung, welche im 5 68 als 

ftir den Quader d t  abgeleitot wird. 
Wir setzen also die Pliichendichten eines d r  a n :  

- A d y d a ,  + ( A  + g d z ) d y d . e ,  

- C d z d y ,  + ( ~ + = d z  1 d z d y .  

* Nachfolgende Abhandlongen wurden auch durch Ch r i  s t iansen 's  theo- 
retische Phyriik veradatist, wie S. 111-120 dieses Jahrganges der Zeitschrift. 

" Im Buche i a t  1 und LI vcrwechselt mit den Worten: ,,es sol1 seine (des II) 
Wirkung aof den eraten Yagnet ermittelt werdenc'. 
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Multiplicirt man die erste Colonne durchgiingig mit u und die zweite 
beziehungsweise mit 

so haben wir sechs nach der x-Achse gerichtete wirkliche Kriifte (im Sinne 
des Productes von Masse und Beschleunigung). Und als siebente kommt 
noch ~ d z .  ar hinzu, so dass vermoge e) die obige Gleichung a) hervorgeht, 
mit selbstverstAndlicher Vernachl%,sigung der Glieder, welche Producte 

a A  an 
-- - . az2..  . 

enthalten. a~ Ô X  

Analog X ist Y und Z zu bilden durch Vertauschung von cr mit  f l  
und y. Auch kann man statt  a) schreiben (siehe oben 7): 

und flir Y und Z statt  x das y und a. 
Das Gefundene gilt auch, wenn statt  1 mehrere (active) Magnete (las 

Feld bilden, auf welche insgesammt sich alsdann das V bexieht.* 
Nun zu den Momenten L ,  M, N der Krafte, welche II um die Achsen 

der a y a  zu drehen hestrebt s i ~ d .  Urn die X-Achse dreht z. B.: 

- B d z d z .  y y  
und + B d a d z y  (Y + d . y ) .  

,Bei Vernachliissigung kleiner Glieder hoherer Ordnung ist das re. 

sultirende Momentu B d z d x y  d y ;  

ich führte diese Worte des Buches an, weil sie auf die Zusatzglieder in 

passen, welche mit den Differentialquotienten behaftet sind, deren eines ich 
und das andere C h r i s t i a n  s e n fur  a) berucksichtigt haben.** 

Ebenso dreht noch um die X-Achse 

- C d x d y  . P .  d a ,  
so dass 

C) L = ~ ( B ~  - C P ) d r  
und analog M iind N. 

Consequenter Weise konnte oder mtisste das Buch schreiben: 

L =  ~ S y d t - c l l j 3 d t  
und analog für M und N. 

* Der Wortlaut des Buchcs ist so, als ob b) nur für  mehrero 1 g&lte. 
** In obigem Zusammenhange ware man  geneigt, d y  gegen y wegzulassen 

und bekiime dann L=O. Dagegen k8nut.e man  - B d z d x y y  und dae y in 
( y  + d  y) ganz ersparen. 
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Aber zur'bnwendung dient in  demselben als 1 der Erdmagnetismus, 
woftir auch u p y  constant genommcn werden, so dass aus a) folgt: 

X =  Y = Z _ O .  
Wird alsdann das magnetische Moment von II mit 211 bezeichnet und 

die Magnet - Achse durch die Cosinusse 1 m n ,  so ist beiupielsweise 

X 1  = A J ~ ~  (das Biich achreibt Pd z) 

und auch o p y  treten vor das Integralzeichen, so dass 

L =  M ( r m -  Pn) ,  M = M(cun-yZ), N =  M(p1- am). 

*"O L a + M , 8 + N y = 0  und L Z + M m + N n = O ,  

das heisst: das resultirende Drehmoment J L ~  + M2 + NI, welches II diirch 
1 erfahrt, ateht sowohl auf der  Feldrichtung von 1 als auch auf der Magnet- 
achse von I I  senkrecht. 

Wahlt man die Inclinationsrichtung zur Achse der x ,  so ist a die 
totale Feldstiirke des Erdmagnets (8 = y = O), und ist der Winkel 0, 
dessen Coiinus gleich 1, in der xy -Tafel,  8 0  ist  auch m = 0 und 

d) Z=O, M = O ,  N - - M a s i m e .  
Dann geht des Buch zur Declinationsnadel über, wo nur statt  a die 

horizontale Feldstarke H des Erdmagnets zu setzen i s t ;  die ruhende, um 
die verticale Achse in  Schwingungen versetzbare Nadel hat d a m  das vorige 
8 = 0. Erst ,  wenn sie horizontal ausgebeugt wird um den horizontalen 
Winkel 4 mit H, erfbhrt sie das 9 vermindernde Drehmoment: 

0) - M H s i a s  = 54, 

wo J das Tragheitsmoment und 8 die Winkelbeschleunigung, so dass fiir 
kleine 4 (sin8 mit dem Bogen verwechselbar) 

als Schwingungsdauer hervorgeht (Schluss des § 71). 
Dreht man die Nadel-Ebene des Inclinatoriums um 90°, so bekommt 

man die mit der Vertical-IntensitLt schwingende Nadel; und im Falle von 
O 0  (Ebene des magnetischen Meridians) die von der vollen ErdstBrke in 
Schwingung versetzte Nadel. Eine in  den Büchern gewohnlich nicht er- 
wahnte Astasie (L = M = N =  0 )  erhiilt man,  wenn man die mechanische 
Drehachse in die Inclinationsrichtung bringen kann. 

XIE. Potentielle Energie  eines Magnets. 

Als Beispiel wahle ich die Declinationsnadel und schreibe ihr in der 
Gleichgewichtslage die Energie Nul1 zu; um 90°ausgebeugt in der Horizoiital- 
ebene hat aie aladann die Energie: 
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M Hl 
wo M ihr magnetisches Moment und H die horizontale Feldstarke de3 

Erdmagnetismus bedeutet. Die hierbei aufzuwendende Arbeit ist 

wo M E  als constant gilt und O der jeweilige Ausschlag aus dom magneti 
schen Meridian ist. 

C h  r i s t i a n s e n  liisst im Beispiel seines 5 72, der obigen Tite1 fiihrt, 
die Energie in der Gleichgewichtslage ,eines sehr kleinen Magnets, der 
sich in  der Kahe eines sehr starken Magnets befindet ", - M H sein; er 
schreibt 

C) W= M  cos 0 
und also Nul1 in  der senkrechton Stellung. 

Beide Anschauungen sind im Grunde identisch, da  es sich bei W 
stets nur um die Differenzen handelt: die Energie in der senkrechtqn Stellung 
ist urn M E  grosser als in der Nullstellung.* 

Die im Buche vertretene Anschauung der Ueberführung des kleinen 
Magnets aus dem Unendlichen in das Feld des grossen Magnets rertrete 
ich, statt  die Formel a) oder b) dort abzuleiten, durch die Erklirung, 
dass das Verbringen der Nadel aus der Unendlichkeit i n  die Endlichkeit 
gar  keine Arbeit erfordert, in  dem die dabei von Null bis H anwachsende 
Grosse auf beide Nadelpole jeweils gleich stark und entgegengesetzt wirkt. 
Befindet sich nach dieser Procedur die Nadel in der senkrechten Stellung, 
so wird sie durch iI in  die Nullstellung versetzt. 

Die Gleichungen a) und b )  hat M a x w e l l  im 5 389. C h r i s t i a n s e n  ver- 
1 .  

sieht sie noch mit dem Factor indern e r  die ursprünglichen ,hIagnetisirungs- 
2 

componentenu ABC,  welche auch in meiner vorigen Notiz vorkommen, 
von Null bis zu ABC anwachsen liisst, so dass kommt 

in den Bezeichnungen der vorigen Notiz. ,Dicselbe Betrachtung zeigt, dass 

* In gleicher Weioe aetze ich die potentielle Energie einer ,,rnagnetischeu 
Lamelle" (5 1 7 )  gleich Null, wenn sie zur Richtung des Feldes senkrecht 
steht, und gleich @ N  in der um 90" verdrehten Stellung, wahrend das 13uci1 be, 
ziehungsneise - @ N  und stillschweigcnd) Null annimmt. 
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ktu, setzt C h r i s t i a n  s e n sogleich bei; hierbei ist G die magnetische Dichte 
des Oberflachen-Elementes d w des passiven Magnets, wie p und d s  schon 
in mciner vorigcn Notiz gebraucht sind. 

Statt hierbei A B C ,  G ,  p von Null an wachsen zu lassen, kann man 
1 

dies auch hinsichtlich 'V denken, so dass durchschnittlich -V resultirt. Ein 
2 1 

lehrreiches Beispiel ist die Vernichtung der potentiellen Energie ?Qh, 

wenn aus einem cylindrischen Gefiss Wasser Q durch eine Oeffnung im 
Boden sich in der Bodenebene verbreitet, wobei nicht die Wasserhohe h, 

h .  
sondern - in Rechnung kommt. Im Buche folgt unmittelbar nach f ) :  

2 
,Sind 7 und die ersten Differentialquotienten von V stetig, so ist G = O und 

J 
Statt dessen sagt K i r c h h o f f  in seiner XIV. Vorlesung 5 1: ,Der 

bequerneren Darstellung wegen werde angenommen, dass jeder Magnet und 
jeder Eisenkorper stetig, in dIinner Schicht, in die Luft iibergehe, so 
dass die Potentiale mit ihren ersten Differentialyuotienten im ganzen Raum 
stetig sind. Die Uebergangsschichten sollen zu den Magneten gerechnet 
werdon.'' 

I m  Texte von C h r i s t i a n s e n  weiterfahrend wird aus der letzten 
Gleichung mittelst derjenigen von L a p l a c e  -P  O i s s  on  im 8 14: 

1 W=-  -J (a2v â 2 v  a2v 
8 z  v 7+7+F)dr  a~ a y  

und durch theilweise Integration iiber den ganzen unendlichen Raum 
3 7  

(Weil aS oder - a und analog /3 und y im Unendlichen Null Sind 

,Ftir die dielektrische Polarisation gelten ganz Shnliche Ausdriicke 

(5  Gl)." Schluss des 5 72. 
Die Gleichungen d) und e) finden sich nicht in Ki rchhof f ' s  Vor- 

1 
lesungen; f) aber ohne den Factor - bei M a x w e l l  1. c.; g) betreffend hat  

2 
der Herausgeber P l a n c k  von K i r c h h o f f ' s  Vorlesungen 1. c. in Klammern 
beigesetzt den Ausdruck, der ,  wenn man k gleich Null setzt, welches die 
Vertheilung des Magnctismus in ,Eisenk5rpernu betrifft, mit g )  tiber- 
einstimmt. Aber unmittelbar vorher fiigt P l a n c k  die Kote bei, dass durch 
Kirchhoff'ri Umformung die soeben von ihm bewiesene Eigenschaft der 
fraglichen Grosse verloren gohe. 

Ich führe das an, um auf das Schwankende und Fraglicho in der Theorie 

hinzuweisen. 
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XIV. Potential e iner  magnetischen Kugel. 

Man kennt die Raumpotentiale einer Vollkugel (C h r i s  t i a n s e n  5 13): 

1. 1st die Kugel ein Stahlrnagnet und denkt man sie in klcine Quader 
zerschnitten, welche die im 5 70 der Elemente C h r i s k i a n s e n ' s  vor 
mir schon gebrauchten Momente A B C  aufweisen, so ist  nach dem Aus. 
drucke [§ 69, a)] für dari Potential eines Elementarmagnets 

cos 8 
M-9 r2  = (x - k ) 2  + (y - 7)' + ( Z  - Cl2, 

r2 
2 - 5  cos 8 = - 

r  
und beziehungsweise 

Y-7, a - c ,  
also nach [$ 69, 6)]: r  r  

das Potential der Magnetkugel, wobei ich, weil A B C  als constant 
angenommen werden, dieselben gleich vor das Integralzeichen setzte. Oder: 

Also wird aus a) ftir einen ausseren Punkt  x y z ,  wenn von j e t z t  ab 
der Ursprung im Kugelmittelpunkt liegt, 

4 aY 
CI V,=.n-(Ax+By+ 5 $ CZ) 

und für  einen inneren: 

a) 
4 7z vi = - 
3 (Ax + BY + Ca). 

Hat die Kugel die Magnetachfie mit den Cosinussen A p v  orientirt, 
welche z. B. bei einer durch den Erdrnagnetisrnus temporar magnetisirten 
Eisenkugel mit der Inclinationsrichtung übereinstimmt, so ist 

A  = J 1 ,  B = J p ,  C =  J v ,  

also : 
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wo J das magnetische Moment der Volumeinheit ist. Nach aussen wirkt 
a190 die Rugel so, als ob ein kleiner Magnet vom Moment 

in ihrem Mittelpunkte concentrirt ware [siehe die auf a) folgende Gleichung]. 
Ki rchhof f  hat in  seiner XIII. Vorlesung 5 3 die Gleichung b) theil- 

weise integrirt, wobei nur der erste Theil, das Flichenintegral verbleibt, 
weil bei der , gleichmPssigu angenommenen Magnetisirung ( A B C  constant) 
dss Raumintegral Null wird: 

v = - [AY r cos (n z) + BJ* r ( n y )  + c f" - ms(n 8 )  1 
= - JJ@ - COS (ln) (n  die Fllchennormale). 

r 

Diese fur jeden gleichmiissigen Magnet (abgesehen von der Kugelform) 
gsltende Formel weist auf eine einfache Dichtigkeitsvertheilung auf seiner 
Oberflache hin, die men stat t  dos Korpers substituiren kann,  niimlich diese 
Diclite G ist proportional dern cos (Jn) oder cos 8. 

Am Nordpol ist die Dichte des nordpolaren Magnetismus die grosste 
und sie nimmt gcgen den Aequator des Magnets bis zu Null ab. Ver- 
schiebt man den Magnet in  der Richtung von J um ein kleines Stuck, so 
kann man sich auch den am Nordpol zugelegten Raum mit positiver, den 
am Siidpol verlorenen Raum mit negativer F lüs~igke i t  gefilllt denken. Auch 
Chris t i a n s e n  schreibt G = ~ c o s o ,  aber. der Rückweis auf 5 68 ist inso- 
fern anfechtbar, als dort ABC im Allgemeinen als veranderlich gelten. 

Die Feldstiirke der Magnetkugel ist  i n  der Richtung der Magnetachse 

4z J M 
2 .-aS- oder 2 .  - 3 9 r3 

und unter dern Winkel 6 zur Magnetachse (Scheitel im Kugelcentrum) 

in dieser Richtung von r. 
Aber dia dazu senkrecht gerichtete Feldstkrke, das is t  also, wenn 6 

n M 
noch um - znnimmt, ist  - 2 -sin6 und nicht, wie das Buch irrthtimlich 

2 T 3  

1 2Ta 
rechnet, - - --• a e  y 

es hat  diese darum such kein besonderes Interesse, 

da man alle Feldstarken wie vorher die Flachendichtigkeiten a proportional 
dern cos0 findet. 
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Auf einen Punkt  im Innern der vollen Magnetkugel wirkt in der 
4 n: 

Richtung von r und 0 die Feldstarke - - J c o s o ,  also wird bei 0 < n ein 
3 

positiver magnetischer Punkt  gegen das Kugelcentrum hingetrieben, und 

zwar gleichgiltig, was r ist (zwischen Null und a). Und wenn O > 2 
4' 

da befindet sich der bewegte Einheitspol (+) in  der magnetisch stidlichen 
Halfte der Kugel und seine Bewegungsrichtung ist vom Kugelcentrum ab. 
gewendet, also im Raume die gleicho wie vorhin. Demnach ist dieve Feld. 
starke nur in Bezug auf r constant und nicht durchaus, wie das Buch an 
giebt i n  f ) ,  wo allerdings f) = O angenommen wird. 

f i .  
Fiir 0 = -1 im magnetischen Aequator der Kugel, ist die Feldstlirke 

2 
Null. K i r  c h h O f f bespricht auch noch die Hohlkugel mit wenigen Worten. 

4 
F ü r  den iiusseren Punkt gilt auch die Concentrirung von M = -7c(a3 - a3,)l 

3 
im Centrum. Und da kann man auch in praktiseher IIinsicht vie1 eher von 
einem im Innern gelegenen + Einheitspol reden, als vorhin bei der Foll- 
kugel. I n  der Hohlung ist q~ = Zn(a9 - a"), also Ti gemass b) gleich 
Null ,  mithin auch die I-eldstiirke Null, wie in  der Elektrostatik (au; 
welche K i r  c h h O f f  verweist) und in der Gravitation. 

2. Die Magnetisirung (temporar) einer Eisenkugel behandelt Kirch. 
h of f im X I I I ,  5 4 mittelst Kugelfunctionen, C h r i s t  i a n s  e n  als Beispiel 
des $73; er  verweist auf die [im vorletzten Absatze angegebene] Gleichungf), 
wo die Feldstarke in der Inclinationsrichtung der Erde für das Kugel. 

4n: 
innere mit - - J bexeichnet wurde. Da or diese Richtung jetxt zur Achse 3 
der x macht, so kommt statt  J nunmehr A im früheren Sinne dieses 
Buchstabens. Und statt  der vollen Feldstarke der Erde will ich nunmehr 
das J als Anfangsbuchstaben der Inclination setzen. 

Soit P o i s  s O n gilt fur die Vertheilung 

A = k a ,  B r k P ,  C = k y ,  

das heisst, dass die temporare Mragnetisirung der gesammten Feldstarke an 
der fraglichen Stelle proportional angenommen wird; also kommt für den 
Nordpol der Magnetkugel 

A = k ( ~ - % A ) ,  

woraus k J 
A =  

4 n: 
l + - - 7 6  

3 
(vergl. K i r c h h o f f  XII I ,  $j 5). 

Irgend ein magnetischer Punkt  unterliegt, wenn er in der Nahe dieser 
Eisenkugel sich befindet, dem Einflusse der Erde und der Eisenkugel, wovon 
in der vorlctzten Gleichung schon gehandelt wurde, bei wolcher der Auf 
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punkt am Nordpole der Eisenkugel selbst angenommen wurde. Wird dann 
du Potential der Erde mit VI das der Eisenkugel mit U bezeichnet, so 
muss gemass e) jctzt geschricben werden: 

wahrend dau von dor Erde herrührende Potcntial 

V = -  Jz, 

damit die Erdfeldstarke in  der Inclinationsrichtung x = r case (Ursprung 
im Mittelpnnkte der Eisenkugel) av 

J = - -  
a x  

resultirt. Dsss mit wachsendem s das Potential V abnimmt, stimmt damit 
iiberein, dass man sich i n  der Erde Südmagnetismus (auf der nordlichen 
Hemisphare) denken muss, damit  in der Eisenkugel der unterste Punkt 
auf der Inclinationslinie (s = a) nordmagnetisch erscheine. 

Am Schlusse des 5 73  steht noch der Satz ,  dass die letzten drei 
Potentialwerthe der Gleichung e) des 5 7 3  genltgen, welche Probe zu- 
trifft. Da diese Gleichung auch noch im § 76, bei der ,magnetischen 
InductionU vorkommt, sol1 sio in der nlchsten Mittheilung abgeleitct werden." 

XV. Die magnetische Induction 

kommt bei Ch r i s  t i a n s  e n schon im 5 74b)  mit den Gleichungen 

a = u + 4 n A ,  b =  ,9+4n;B, c=y+4nC 
plitzlich herein; § 76 erst führt obigen Namen; a /3 y und A B C  haben 
dieselbe Bedeutung wie i n  den früheren Mittheilungen, BO dass 

a = ( 1 + 4 n k ) ( r ,  b = ( l + n k ) / 3 ,  ~ = ( 1 + 4 r n k ) ~ ;  
wobei p = 1+ 4n;k 

nnter vier Benennungen auch diejenige ,,InductionscoefficientY nach dem 
Vorgang von N a x w  el1 u. A. erhalten hat. K i r c h h o f f  fUhrt dieaev p nicht 
und bleibt bei 1 + 4 n k .  

Nun zur Erklarung von a b c :  Hierzu diene wieder das Beispiel der 
temporiren Magnetkugel, deren Centrum der Ursprung , und wobei die 
2-Achse nach der Inductionsrichtung abwarh gewendet sei. Uann ist A 
die Fliichendichte am Nordpol der Kugel, <y die Feldstarke nahe innerhalb 
des Nordpols auf dem Kugelradius und a diejenige nahe ausserhalb desselben 
anf dem (wenig) verlangerten Kugelradius. 

Denn, man kennt ja den Sprung,  den die Feldstarke, oder, wenn 
man sie mit + 1 Magnetismus des Aufpunktes multiplicirt, den die mag- 

Gelegentlich bemerkt, ist die Figur des 5 75 von der Kraftlinie nur halb- 
fertig, als ob namlich or und [ nur vom Nord01 des Magnets herrührten. Der 
Text ist nchtig. 
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netische Kraft macht, sobald dieser Aufpunkt von innen nach aussen die 
KugeloberflIiche durchschneidet; e r  is t  4 7c A ,  wenn A die locale Flachendictte 
des Magnetismus bedeutet. Dass a > a, ist einzusehen, da in der Lusseren 
Stellung des Aufpunktes der (stidliche) Erdmagnetismus (der nordlichen 
Hemisphare) und der Nordpol der Eisenkugel den Aufpunkt im gleichen 
Sinne (nach wachsendem x) beeinflussen, in  der anderen Stellung aber im 
entgegengesstzten Sinne. C h r i s t i  an t len  bespricht diesen Sprung auch ini 

5 1 3 ,  ohne davon beim Magnetismus Gebrauch xu machen. 
I n  allgemeiner Bezeichnung, die auch schon i n  voriger Mittheilung 

gebraucht wurde, ist  
a = -  w+ u) 

a ~  
aussen und 

innen, oder, wenn vi und va die aussere und innere Normale, 

wobei die Fliichendichte an der fraglichen Stelle O (statt A) heisst. Man 
kann da die beiden V auch weglassen, da nach vorigem Texte 

av a v  -+ - -=O a v a  avi  
(ohne solchen Sprung) besteht. Wie A =  k a ,  ist  auch 

dies in der vorigen Gleichung substituirt, kommt die Gleichung c) des 8 73 
zu Stande av a l /  a u  

4mk-+(1+4n:k) -+-= 0,  a avi a,, 
wenn man dort die beiden V Glieder weglasst; und wenn man sie nicht 
weglasst (oder in der lctzten Gleichung wieder beisotzt), kommt 

a(r+m+ av+u) = O ,  
avi a v a  

die letzte Gleichung des $ 76. 1st k xwischen 5 und 25 von W e b e r  ge 

funden worden ( K i r c h h o f f  XII1 5 3), so ist fur Eisen p mindestons 60; 
M a c h  notirt in  seiner 2. Auflage der Physik vom Jahre  1892 p = 32. Irn 
leeren Raum ist k  = 0 ,  also p = 1,  beim Diamagnetismus ist k negativ, 
also p < 1. 

A u g s b u r g .  Prof. Dr. K u K ~ .  
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Beitrag zur kinematischen Thaorie 
der Gelenkmechanismen. 

Von 

JOHANN KLEIBER, 
IInuptlehrer orster Ordnung der stadtiachen Handelsschnle in Munchen. 

Hierzu Tafel III Fig. 1-15. 
-- 

Im Katalog zur Ausskllung der deutschen Mathematiker -Vereinigung, 
herausgegeben von Prof. Dr.W. D y  c kq, habe ich gelegentlich der Beschreibung 
von mir ausgeatellter Modelle eine Reihe von Siitzen liber Gebilde der nie- 
dcren Kinematik ohne Boweise mitgethoilt, welch' lotztcre nunrnchr im 
Anschluss an eine planmlissige Daratellung gewisser Gebiete der Kinematik 
ihre Erledigung finden werden. Diese SXtze sind meist die Aussprache 
einer geometrischen Interpretation der Theorie der linearen Punktfunctionen, 
welche im ersten Theile der vorliegenden Arbeit niiher untersucht werden 
sollen. 

Der zweite Theil dagegen beschiiftigt sich mit hoheren Punktfunctionen 
und sucht auf dem roichen Feld der sich bietenden Aufgaben neben einer 
Theorie der Kreis- und Kugelpunkte besouders die von Herrn Prof. Dr. B u  r -  
mes ter** in dieser Zeitschrift aufgeworfene Frage nach der Auftheilung 
einev Stammvierecks in  Fechvierecke in genetischem Zusammenhang mit 
einer Theorie der Vierecke zu hahandeln und beziiglich der letzteren Prage 
insbesonders den Rationalitatsbereich der bekannten Losungen klarzulegen. 

So vie1 oder wenig interessant die gewonnenen Resultate vielleicht als 
Einzelleistungen auch erscheinen mogen, aie waren nicht Hauptziel der 
DarIegungen , sondern die logisch methodische Durchbildung einer genetisch 
zusammenfassenden Darstellung im Gebiete der niederen Kinematik, be- 
dacht, mit den geringsten Mitteln grtjsste Klarheit zu erzielen. Wenn man 
z. B. den vielen Seitcn langen Aufwand von Rechnungen bedenkt, der zuru 

* Katalog mathematischer und mathen-phys. Modelle, Apparate und Instru- 
mente. Heraiisgegeben von W alt h c r  D g  ck. München 1892 und 1893. Vergl. be- 
sonders S. 318 u. flg. 

** Dr. L. Bu r m  e s t e r :  ,,Die Brennpunktsmechanismen", diese Zeitschr. 38, 4. 

Zeicschrift f. Matliematik n.Physik 41. Jahrg 1896. 4. Hoft . 12 
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ersten Beweis in der von S y l v e s  t e r *  gestellten Frage ,  die auf dit 
simiiltan dreifache Erzeugung der Koppelcurve fiihrto, n6thig war und danu 

vergleichend erwiigt, dass derselbe Beweis mit ein paar elementaren Ueber- 
legungen geometrischer Natur erledigt werden kann; wenn man sich ferner 
vorstellt , in wclch' mannigfachen Formen der K e m p e'sche Geradführungs- 
gedanke sich praktisch darstellen lksst,*" so wird man unwillkürlich an 

den Gedanken gebannt, es musse gelingen, die niedere Kinematik der iiber- 

geschlossenen Mechanismen als eine organische Einheit darzustellen. Wir 
diirfen uns nicht genügen lassen, Einzelresultate zu kennen, E U  wissen, 
wie man sie historisch erlangte; nein, es muss auch offenbar werden, Rarum 

wir gerade xu den Itesultaten gelangen mussten. 
In der That liegen die Arbeiten von P e a u c o l l i e r ,  Sylvester, 

R o b e r t s ,  H a r t ,  K e m p e ,  wenn auch ausserlich verwandt, doch wie 
erratische BlGcke vor uns,  sich selbst geniigend, abgerundet , sprGde zu 
woitcrer Behandlung. Nur den Arbeiten von D a r  b O u x  und B u r  mes ter 
ist es gelungen, organisch an Bestehendes anschliessend, weiter zu bauen. 
Solche Bausteine sind zum Bau xu fügen, fehlende Zwischengliedor auf 
zufinden und das Ganze nach durchsichtigem, klar methodischem Plane zu 
gestalten. 

Der Boden, auf dem dieser mathematische Bau sich erheben soll, ist 
natürlich das Coordinatensystem. Es ist geradezu wunderbar, dass die 
Forscher Englands, des Landes der Quaternionen, in  kinomatischen Dingen 
die so fruchthare Streckenrechniing fast verschmaht und die meist sterile, 
nur kundigsten Formern sich gebende Methode der Eliminationen ver- 
wendet haben. Fast scheint ein gelinder Zweifd am Platzo, dass die rcr- 
wandte Methode den mühelosen Pfad nicht verdecken sollte, urn die Ba. 
sultate desto leuchtender erscheinen zu lassen. Doch sei dem, wie nill, 
auch die Methode der Elimination, elgebraischen Umformung, die sich 
an die Euklid'sche Geometrie anschliesst, hat zu Zeiten ihre Vortheile. 
Die Wahl des Coordinatensystems wird den weiteren Umsthden  zu über. 
lassen sein. 

Als Handwerkszeug beim Bauen werden uns gewisse Leitsatze ntithig 
sein; diese werden in verschiedenen Disciplinen verschieden benannt. In 
der Geometrie Axiome, in der Mechanik Principe, beim Rechnen Rechnungs- 
vortheile, in der Formentheorie Randerungen etc. 

Solche Leitslltze zu kennen ist auch hier von fundamentaler Wichtig- 
keit, sie gestatten unter fest bestimmten Voraussetzungen Umformungen 
unserer kinematischen Apparate in andere und derngemass die Erkenntniss 
der Gleichwerthigkeit solcher. Die Satze werden meist einfacher Natur sein, 
aber sie mtissen eben einmal ausgesprochen werden. 

-- 

* Manvergl. hier: Dr.L.Bu r m e s  t e r: ,, Lehrbuch der Kinematik", Leipzig 185% 
wo die einschlagige Literatur ausfiihrlich bezeichnet ist. 

** Vergl. auch meine zweite Mittheilung, 36, 6 dieser Zeitschrift, 5 2. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von JORANN KLEIBER. 179 
----̂ --YIX___ ,̂.̂ - ^XI_.,._.- ^_~.__^^--~__XXII 

Dass das Bestreben nach Vereinheitliohung des bisher Gewonnenen bereits 
zum Ausdruck gekommen ist , zeigt mindestens das Biichelcben K e  m p  e 's  : 
,How to draw a straight lineu. Dasselbe verfolgt die Sache aber nur  iri 
Hinsicht auf die Geradführung, also mehr euf dem Gebiete praktischer Ver- 
werthiing, als dem methodischer Durchbildung. Aber des Gebiet der von 
uns angezogenen niederen Kinematik ist  weiter, ihr  Programm grosser. 

Es kann nicht unsere Aufgabe sein, es hier xu losen, nur eineri 
Schritt zielbewusst vorw%rts zu streben, sol1 es gelten. Dass meine früheren 
Mittheilungen dies bereits versuchten, wird einem aufmerksamen Leser 
nicht entgangen sein. Der vorliegende Aufsatz gelte a19 systernatische 
Fnrtsetxung dioser Versilche. 

1. Theil. 
Gebilde der linearen ganzen Punktfuiictionen. 

§ 1. E i n  Uebertragnngsprincip. 

Ver  w a n d  t.e P u n k  t s y s t e m e. 1st irgend eine Configuration von 
Piinkten P in stetem Werden und Wandol begriffen, gleichsam mit Leben 
begabt, so wechseln und lndern sich gleichzeitig mit ihr mannigfache 
andere Gebilde von Punkten Q ,  die in  einem bestimmten Abhiingigkeits- 
verhiiltnisse zum Systeme der P stehen. Solche Punktgruppen Q mogen 
"verwandt zur Confignration PU  genannt werden. 

Zwischen zwei der Punkte P - mogen sie von einander unabhiingige 
oder gegenseitig xwnnglaufig beeinflnsste Bahnen beschreiben - spannt sich 
eine Punktreihe der Q,  die wohl am nschsten den Endpnnkten P verwandt 
gedacht werden konnen. Um sie in die weitere Hetrachtung einzuftihren, 
mlissen wir sie coordinatisireu. 

Sind die Endpunkte - wir nenncn sie etwa Pl und P, - vollig 
unabhangig von einander, so ist es zweifellos, welches Coordinatensystem 
zu wahlen ist. Es  ist das bekannte Coordinatensystem auf der Geraden, 
wobei jeder Punkt  durch sein Abstandsverhültniss x : I von Pl und P, 
charakterisirt wird. Es  drücken sich dann die gewtihnlichen Coordinaten 
von Q in folgender Weise aus: 

X Q =  "xi + 
wobci ziyiei die Coordinaten von Pi und 

Y Q =  K Y I  + I Y ~  % + A = ] .  

Diese Gleichungen kann man zunlchst symbolisch in eine einzige ver- 
wandeln, namlich in  die folgende: 

Q = x P 1 + l P ,  ( x + A = l ) .  

Sie gilt in gleicher Weise fur den Raum, wie für die Ebene. 
12" 
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A u f s t e l l u n g  e i n e s  U e b e r t r a g u n g s p r i n c i p e s .  Wir  kaunen aus 
dieser einfachen Thatsache einen jener Leitsatze aufstellon, von denen in 
der Einleitung alo von einem Handwerkszeug beim Bau unserer Wissen- 
schaft gesprochen worden ist. Wir  bezeichnen diesen Satz a19 d a s  U o b e r -  
t r a g u n g s p r i n c i p .  E s  lautet: 

, , J e d e  E i g e n s c h a f t  e i n e s  e b e n e n  Mechanis rnus ,  
w e l c h e  n u r  m i t  H i l f e  d e r  G l o i c h u n g e n  Q =xP,+AP,  
h e r g e l e i t e t  w o r d e n  i s t ,  g i l t  a u c h  d a n n  n o c h ,  wenn d e r  
A p p a r a t  r i i u m l i c h  b e w e g l i c h  g e d a c h t  w i r d . '  

I n  diesem Falle ist an jeder Stelle, wo zwei Stabe gelenkig in der 
Ebene verbunden sind, ein sogenanntes Kugelgelenk zu substituiren. 

V o r a u s s  e t z u n g .  Dabei ist aber wohl darauf zu achten, dass alle 
Reziehungen von der Form Q = xP ,  + i P 2 ,  welche der ebene Mechanismus 
sus  sich selbst aufwies, beim Uebergang zur raumlichcn Bewoglichkoit nich? 
zerstort werden. Diese Einschrankung kann meist dahin ausgesprochen 
werden, davs jedes im ebenen Mechanismus auftretende Parallelogramm 
such bei dem Uobergang zur raumlichen Beweglichkeit des Mcchanismus 
als solches erhalten bleiben muss. Denn bezeiçhnen etwa Q, und Q, bez. 

P,P Paare von Gegenecken eines Parallelogrammes, so bestebt die De- 
zichung : & i =  p1fP2- &,, 
diese ist  aber von der oben angegebenen Art.  

E r w e i  t e r u n g .  Da ferner die angezogene A r t  von Relntionen i n  
nichts mit den Bedingungen zusammenhiingt, welche die Punkte relativ 
zwanglhfig machcn (ausgenommen is t  der oben besprochcno Fall), so 
konnen die Abmessungen der Stablangen im Mechanismus beliebig verlindert 
werden. Dies hat eine weitere wichtige Folge. Die  Beweglichkeit mancher 
ebenen Mechanismen is t  vielleicht an die Aehnlichkeit von festen Dreiecks- 
flachen gebunden; man vergleiche den R O b e r t s'schen A p p a r ~ t  der sirnultan 
dreifachen Erzeugung der Eoppelcurve! (Pig. 1.) Geht man aber zum rkumlicli 
bewegten Mechanismus über, BO konnen diese Dreiecke willkürlich gewlihlt 
werden. 

B e i s p i e l .  So wurde von mir frtiher der Satz bewiesen: 

,,Sind S,S,S, drei entsprechend gelegene Punkte in den drei 
unter sich iihnlichen Dreicken --- 

A, A,P;  B, Y B , ;  P, C2 C2 
mit dem Koppelpunkt Pl so hat der Gegenpunkt S zu P in dern - - -  
sus den drei Strecken Y S I ,  P S 2 ,  PS3 zu construirenden (ebenen) 
Parallelepipede zum festen Dreiecke ABC dieselbe Lage, wic 
irgend ein Punkt  Si in seinem entsprechenden Dreiecke (Fig. 2).' 

Aus diesem Satz folgt sofort ein entsprechender für den Kaum; wir 
brauchen blos die Achnlichkeit der Dreiocke wegzulassen u n d  statt des 
ebeneu ein wirkliches Parallelepiped zu setzen. Der  Beweis kann auf 
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Rechnet man hiernach die Grosse S aus, so folgt: 

~~mbolische Weise jetzt mit einfacheren Schreibmitteln erfolgen a i e  frIiher, 
und zwar in folgender Weise: 

Nach Construction ist: 

s = s , + s , + s 3 - Z P ,  

momit die Behauptung erwiesen ist. 

S , = x A , + L A , + p P  

2. Theorie der Pantagraphe. 

A = R , + C 3 - P 1  

RKumlich b e w e g l i c h e  P a n t a g r a p h e .  Die gewshlte Coordiuati- 
sirung eignet sich ganz besonders zu Betrachtungen, die irn Raumo mit 
beweglichen Punktsystemen anzustellen s ind,  und die im Wesentlichen in 
der sogenannten Punkt - bez. Streckenaddition ihren Ausdruck finden. Solchen 
netrachtungen sind wohl dia primitivsten Apparate, welche gestat,ton, eino 
veranderliche Crosse in einem bestimmten Verhaltniss zu vergrossern oder 
zu verkleinern (kurz: mit einer rellen Zahl zu multipliciren) zu verdanken, 
wie sie von S y l v e s t e r  unter dem Namen Pantagraph (Storchschnabel, 
Scheere) angegeben wurden und vielfach in der Praxis Verwendung finden. 
Auf diese einfachen Apparate sol1 hier nicht niiher eingegangen werden, 
sondern nur auf analoge Bildungen im Raume, die wohl am Besten al8 
Raurnpantagrnphe zii bezeichnen sind. 

S , = x B , + A I ' + p B 3  B = C z + A , - P ,  

S3= X P  + AC,+ pC3 1 C = A , +  BI- P. 

x , + a + p = l .  

L6st ein Pantagraph nur die oben angedeutete Multiplicationsaufgabe, 
so heisst er auch einfacher Multiplicator. Ein erweiterter Pantagraph hat  
die Eigenschaft, zu mehr als zwei Punkten Pi einen solchen Punkt Q zh 
construiren , der der Gleichung 

entspricht, worin die xi bestimrnte reelle Zahlenwerthe haben. 

Das S c h e m a  e i n e s  P a n t a g r a p h e n .  Dei raumlichen Pantagraphen 
korrimen hüulig so viele Punkte in  Betracht, dass es ziemlich umstandlich 
ware, ihre Anordnung irn Raume , ihre Vcrbindungen und Beziehungen 
im Kopfe zu behalten oder einer Textbeschreibung zu entnehmen. Bei den 
unten behandelten Fiillen sol1 dem durch Aufstellung eines Punkteschemas 
oder einer syrnbolischen Gleichung, die auch in eine wirkliche Iibergehen 

kann, abgeholfen werden. 
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Ein solches Schema hat meist folgende Gestalt: 

Die Matrix des Schemas ist durch einen Horizontal- bez. Verticalstrich 
in  vier Theile zerlegt. Der Theil rechts oben bezeichnet die dem Apparate 
eigenthümlichen Grundpunkte, die angrenzende Randerung die aus deri vor- 
hergehenden zu couvtruirenden verwandteri Punkte. Jede horizontale Zeile 
des Systems der Grundpunkte stollt einen ,K6rperu dari  und zwar sollen 
diese ,,Korperu (oben Sind deren x angenommen) so affin auf einander be- 
zogen sein, wie ihre Ecken in den Colonnen unter einander stehen. Diese 
,,K6rperu werden in unseren folgenden Betrachtungen zurneist alu un- 
veranderlich gross angenommen. 

Das in den ,,K6rpernu enthaltene Punktsystem kann durch Zufugen 
neuer Punktgruppen erweitert werden. Die dem ,,Kürperu àer A zu- 
gefügten Punkte SI, T l . .  . Sind mit den A in gleicher Zeile, links oben 
in  der Matrix zu finden. Die Punktgruppen werden so gewahlt, dass die 
erweiterten Korper immer noch so affin einander zugeordnet bleiben, wie 
dia Colonnen es andeuten. 

Rechts unten in der Matrix steht eine Punktreihe X ,  Y,. . .W. Davoo 
stellt in unseren Anwendungeu jeder den Resultautenpiinkt eines Additions- 
k6rpers vor, der entsteht, wenn man von dem (rechts vom noppelstrich 
der Matrix verzeichneten) Punkt Q als Haupt  die Summe der Strecken, die 
in einer Colonne stehen, bildet. Eigentlich stehen in der jeweils gewahlten 
Colonne nur die Endbuchstaben der Strecken, die Anfangsbuchstaben stehen 
- weil allen Colonnen gemeinsam - rechts ausserhalb des Doppelstriches 
der Matrix. Wir haben also z. B.: 

Im Falle wir ein noch weiter nach unten gerandertes Schema be- 
ntitzen oder aiifstellen wollten, hatten wir nur die Summanden mit Factoren 
xriAipi.. . zu versehen. F u r  jedes i folgt eine Zeile. 

. Links unten in der Matrix steht eine Punktreihe S, Y',. ., welche wir 
kurz als den Lehrsatz bezeichnen k6nnen. Zu diesen Punkten kann man 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von JOHANN KLEIBER. 183 
______XI_ - I_____ I_~  ------ 

uuf zneierlei Art gelangen. Einmal, indem man die Punktreihe ~ d e r  den 
,KorperY ( X Y .  . .  W) durch die Punkte S, T erweitert, die den Punkten 
#,Ti der anderen Kljrper affin entsprechen; oder, indem man die Resultanten- 
punkte der Additionskorper zu den Colonnen der Si bez. Ti etc. bildet. Dass 
man in beiden Fallen auf dieselben Punkte kommt, bildet den Lehrsatz. 

Be weis  d e s  L e h  r s a  t zes. Wir  erweisen die Richtigkeit des Satzes 
t i r  Punkt S; analog gestaltet er sich fiir T u. S .  W. Da SI irn ,K6rperu 
der A eine bestimmte (affin unveranderliche) Lage haben soll, ferner 
S2, S3. . .  Sx ZU SI 
besteht diese Reihe 

affin homolog sein sollen in den anderen Korpern, so 
von Gleichungen : 

Nehmen wir nun an ,  S soi der Resultantenpunkt zu don Si, so be- 
steht doch die fernere Gleichung: 

8ubstituirt man diosen und die entsprechenden Werthe von 

in der Gleichung ftir 8, so ergiebt sich: 

+ (xl 6Bl + x2 SB, + . . .  + x , b ~ , )  
. . . . . . . . . . . . .  
+ ( X i m ~ l + x , m , + . . . + x , m x ) .  

Addirt man colonnenweise , so folgt : 
- 
gS=x,(ccB,+rn,+. .  .+*) 

+ x a ( a a , +  bB,+...+-) 
. . . . . . . . . . .  

Benützt man nnn die bereits oben für die Resultantenpunkte X, Y . .  . IV 
anfgestellten Gleichungen , so folgt zunachst: 

- - 
gS=x ipX+  x s g Y + . . . + x , . e T .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



184 Beitrag zur kinemetischen Theorie der Gelenkmechanismcii. 

Lost man die Strecken in Punktdifferenzen auf ,  so folgt: 

Da nun ( x ,  + x ,  + . . . + x,)  = 1 ist,  hebt sich beiderseits Q weg und  
es bleibt : 

S =  m,X + x9Y + . . .+ x,w, 

das heisst, der Punkt S licgt im ,Korper der X ,  Y,. . . W gcnau so, wie 
die affin homologen Si in den ihnen entsprechenden ,K6rpernu (Horizontal. 
reihen). 

D i e  s y m b o l i s c h e  G l e i c h u n g .  Wir  haben das Schema derPanta- 
graphen gleich Nul1 gesetzt,. Dies ist  zunschst symbolisch zu nehmen. 
Bilden wir die Matrix aber dadurch u m ,  dass wir statt  der Buchstaben 
der Colonnen die Strecken setzen, deren Endbuchstaben sie bilden (die 
Anfangsbuchstahen finden sich rechts vom Doppelstrich der Matrix), so muss 
-- unter den oben gemachten Annahmen - jede Unterdeterminante ver- 
schwinden, welche wenigstens urn eine Zeile oder Colonne weit,er iut, al8 
das Schema der Grundpunkte, das hcisst: 

Dios erkonnt man leicht, wenn man berücksichtigt, dass die Summe 
der x Zeilen der letzten gleich i s t ,  bez. dass die mit bestiuimten 
Factoren x i  multiplicirten letzten n Colonnen die vor diesen stehenden er- 
zeugen. 

D e r  K o p p e l p u n k t .  Findet sich in  den Punktreihen, welche zwei 
der ,,K6rperY charakterisiren, ein gleich bezeichneter Punkt ,  so ist dieser 
ein gemeinsamer oder Koppelpunkt der Korper. Findet sich der Name 
desselben in derjenigen Ecke der Matrix, welche die Grundpunkte enthalt, 
so ist  e r  affin auf andere Punkte bezogen; kommt er aber in der Matrix 
Uberhaupt nicht vor ,  so ist er meist willkürlich wahlbar. 

I n v a r i a n z e i g e n s c h a f t .  Bus dem Beweise des zum Schema des 
Pantagraphen geh6rigen Lehrsatzes kann man entnehmen, dass derselbe 
von der Wahl derjenigen Punkte unabhangig is t ,  welche rechts von der 
Matrix stehen. ,Dieselben kGnnen also bei der Construction von Apparaten 
beliebig gewahlt werden, zuweilcn fallen sie in einsn Punkt  zuaammen, der 
dann meist auch Koppelpunkt der ,KGrperu ist. Aus dieser Invarianz- 
eigenschaft konnten wieder Schltisse bextiglich der symbolischen Gleichung 
gezogen werden, doch ftihrt dies von unserer eigentlichen Aufgabe ab. 
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Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun xur Bescbreibung einxelner 
Typen von Pantagraphen ubergehen. 

P a n t a g r a p h  a) entspricht dem Schema: 

Erkllirung. Wir haben eine Kette von Staben, wie aus dem Schema 
der Grundpunkte (Uatrix, rechts oben) zu entnehmen ist. Die Ketten- 
stabe sind cyklisch affin bezogen und auf ihnen je ein homolog affiner 
Punkt S, fixirt. An die Ketto i s t ,  vom Haupte Bo ausgehend, ein Netz 
von Parallelogrammen gelegt, welches den Additionskorper versinnlicht. Der 
Endpunkt des letzteren ist ein Puukt ü, der auf der Verbindungslinie &An 
ebenso liegt, wio irgend ein Si auf dem zugehorigen Stabe 

Diese rtiumlich bewegliche Kette (Parallelogramrne müssen erhalten 
bleibeu!) titellt einen einfachen Multiplicator dar. Dieselbe wurde bereits 
- allerdings in anderer Form in meiner ersten Mittheilung zum Schluss 
von 5 6 - besprocben. Von diesem Pantagraphen dürfte besonders der 
Specialfall der dreigliedrigen Kette interessiren. 

P a n t a g r a p  h b) entspricht dem Schema: 

i s2 P (PI, (Fig. l ) .  

s 3  ~ P P c Il ( P )  

Die Erklarung des Schemas der (rechts oben) stebenden Grundpunkte 
besagt, dass wir drei vom Koppelpunkt P auslaufende Stiibe haben: P A ,  
PB, PC, Auf jedern dieser Stabe ist ein Punkt SI bez. S, bez. S3 markirt, 
welche homolog affin entsprechond sind, aber nicht in dor Weise, dass 
jeder Stah vom I'unkte im gleichbleibenden Vsrhaltniss getheilt wird, denn 
es ist j a  
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Von P aus k t  aus den drei Strecken P S I ,  PS,, PS, das Additions. 
parallelepiped construirt, dessen Resultantenpunkt S nach unserem Lehrsatze 
homolog affin veriinderlich mit dem Dreieck A B C  is t ,  das heisst 

S = x A + A . B + p C .  

Wir haben es also mit einem Pantagraphen zu t h n n ,  der zum vcr%nder- 
lichen Dreieck A B C  den Theilungspunkt 

S = x A + A B f P C  
construirt. 

P a n  t a g r  a p h  c) entspricht dem Schema: 

ErklBrung: Vom Punkt Y gehen vier Stabe aus nach deu Punkten 
eines veranderlichcn Tetraedcrs A, B, C ,  D. Auf ihnen sind in gewisser 
Weise [vergl. oben Fa11 b)] Punkte Si markirt und schliesslich aus den von 
P nach den Si liegenden Theilstrecken mit dem Haupte P der Additions- 
k6rper construirt, der hier ein parallelogrammflachiges Dodekaeder wird. 
Der Resultantenpunkt S desselben genügt der Formel: 

S = X A + A B + ~ C + V D  

( l = r . + A + p + v ) .  

Die Grossen x ,  1, p l  v  sind bestimmte, wenn die Si richtig be- 
stimmt sind. 

S a t z  z u  d e n  P a n t a g r a p h e n  b) u n d  c). 1st der Resultantenpunkt S - 
im nicht degenerirten Dreieck ABC bez. Tetraeder A B C D  einmal ge- 
walilt, so gehort dazu ein ganz bestimmtes System der Si. Dann ist 
namlieh die Reihe x ,  A ,  p ,  bez. x ,  A ,  p ,  v  fest bestimmt , folglich auch die Si. 

SI = x A + ( A  + p)P etc. für den Pantagraph b), 

S, = r. A + ( A  + p + v)  P etc. ftir den Pantagraph c). 

(P) 

(P) 
(E)  = O (Fig. 5). 

s, 
S, 

S, 

Dieser Satz wird uns spater bei Ableitung von übergeschlosuenen 
Raurniiguren nützlich sein. 

P a n  t a g r a p  h d) entspricht dem Schema: 

a P P P 

P B P P 

P P  C P 

-. 

4 B, C.3 (Pl 
Erkliirung : Wir haben zwei Tetraeder, die in  einem Eckpunkt P ge- 

koppelt sind und deren Basisflachen affin einander zugeordnet erscheinen. 
I n  denselben befinden sich die homolog affinen Punkte SI und 8%. Bus 
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den von P auslaofenden paarweis zugeordnetcn Tetraaderkanten werden 
ParalleIogramme construirt mit den Resultantenpunkten A3B3C3. 

Construirt man in analoger Weise aus den von P nach den Punkten 
8, und S, gehenden Strecken das Parallelogramm, so ist dessen Resultanten- 
p n k t  S invariabler Theilpunkt der veriinderlichen Ebene A,B,C, der erst 
erhaltenen Resultantenpunkte. 

Aus dem allgemeinen Pantagraph d) ergicbt sich folgcnder spcciellere 

Erkliirung: Der Koppelpunkt P wird beliebig in der Dreiecksflache 
-- - 

A,B,C, gewahlt. Wir haben also nur noch ein Tetraeder, das mit seiner 
Spitze P um einen Punkt  P einer Dreiecksflache drehbar erscheint. 
A,, B,, C, werden wie oben construirt. Der dem Punkt P von A, B, Cl 
entsprechende Punkt S in der affin zugeordneten Deckfliiche A,B,C, des 
Tetraeders ist dann auch der feste Theilpunkt des veranderlichen Dreiecks 
der Resultantenpunkte A,, B,, C,. - Bus dem eben beschriebenen Panta- 
graphen d) kann durch fortgesetzte Combination desselben Tygus ein neuer 
Pantagraph d") entwiekelt werden, der eine beliebig hohe Beweglichkeit 
erhalten kann (Fig. 8). Man setze nsmlich auf den Pantagraph d') einen 
zweiten von derselben A r t ,  so dass fiir letzteren das Deckdreieck A,B,C, 
des srsten Apparates zugleich als Grunddreieck erscheint und der Punkt S 

- 
im Deckdreieck A2 B, C, zur Tetraederspitze des zweiten Apparates wird. 
Durch gehoriges Anftigen von Parallelogrammen erreicht man dann die 

-- 

Decktikhe des neuen Apparates A,B5C,: 

Der Punkt T der Tetraederflache A,B,C, theilt nun wieder das ver- - 
Xnderliche Dreieck A, B5 C5 ebenso wie 8 die Tetraederflache A2 B, C2 und 
P die Dreiecksflache AI BI Cl. 

Auf den gewonnenen Apparat werdo nun der folgendc 

77 4 B6 (T) = O 

7 2; si . i  
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gosetzt u. a. f. Auf die bezeichncte Art  kann man beliebig viele Totraeder 
auf einander bauen; immer gilt der Satz, der für den einfachen Panta- 
grahhen d') Geltnng Lat. 

P a n t  a g r a p h  e) entspricht dem Schema: 

Erklarung: Wir haben n Dreiecke, welche in einem Punkte P ge. 
koppelt aind, der in  alleu Dreiecken homolog affin entsprechend liegt. Zu 
den von P ausgchenden Systcrnen von la Kantcn 

. .  PB, PA, .  PA,,  

. . .  PB,  PB, PB,, 

PC, PC,. . .  PC,, 
werden die Additionsk6rpcr construirt, welche die Resultantenpunkte A, BI  C 
ergebeii. Das Dreieck derselben wird dann durch den Punkt  P nach festem 
Verhaltniss getheilt. Im Falle wir zwei, drei oder vier Dreiecke gekoppelt 
haben, ist der Additionskorper oin Parallelogramm, ein Parellelepiped oder 
ein Dodekaeder. 

P a n  t a g r  a p  h f)  entspricht dem Schema: 

Erkliirung: Wir  haben drei affin bezogene Tetraeder Ai Bi CiDi,  welche 
i n  einem allen ,K6rpernu affin homologen Punkt  P gekoppelt sirid. Bos 
den Kautentripeln P A ,  + PA2 + PAS, 

. . . . . . .  
PD, + PD2 + PD, 

werden, von P ausgehend , die Additionskorper mit den Resultantenpunkten 
A ,  BI C, U gebildet. Ber  Lehrsatz besagt, dass der Punkt  P den ,KGrperu 
A 5 C D  nach demselben Verhaltnisse theilt ,  wie irgend eines der gegebenen 
Tetraeder AiBi C',Di. 
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PA,  + PA, + P A ,  + *, 
P B 1 + P B 2 +  * + P B 4 #  

PC, + * + PC,+ PC,, 
* + P D , + P D 3 + P D 4  

gehoren (Parallelepipede), enthalten als festeu Theilpunkt S, den Resultanten- 
punkt des zur Summe 

PS, + PS, + PS3 + ps4 
gehorigen Dodekaeders. 

Einen Pantagraphen g') derselben Art haben wir bei a.nderen Er -  
orterungen konnen gelernt. Derselbe entspricht dem Schema: 

P a n t a g r a p h  g) entspricht dem Schema: 

BO gelangt man auf den einfachsten aller Multiplicatorcn, auf den S y l -  
vester'schen Storchschnabel. Derselbe geht gleichxeitig auch a13 Special- 
faIl des Pantagraphen a) [Kette mit zwei Gliedern] hervor. 

(Pl 
(Pl 
( P )  = O (Fig. Il). 

(P)  

( P )  

SI 

fi, 

8, 

8 4  

S' 

Erklarung: Wir haben vier affin bczogene , cyklisch gekoppelte Tetra- 
eder. Die Resultantenpunkte A ,  B ,  C, D, welche zu den Additionskorpern : 

A, BI Cl P 

8 2  B, P 3, 

A, P C, D, 
P  B, C.i D4 
-- - - -- - 

# A B  C D  

(Vergl. auch 5 1 Schluss.) 
Kürzt mari das Schema noch weiter ab: 

Al 4 P (P) 
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Erklarung: Wir  haben vier affin bezogene Ebenen, in  jeder derselben 
vier Punkte festgelegt und schliesslich die ebenen Vierecke cyklisch ge- 
koppelt. Die Bevultantenpunkte S, A ,  B ,  C der zu den Surnuien 

P S 1 + P S , + Y S 3 +  *, 

P A , + P A , +  * + P A , ,  

PR, + * + PB3 + PB,, 

* +PCIZ+PCS+PC4 

gehorigen , von P  auslaufenden Bdditionsktirpern (hier Parallelepipede) liegen 
in einer Ebene und theilt in dieser der Punkt S des Dreieck der BBI! 
nach festem Verhaltniss, wie aus dem Schema ersichtlich. 

Lassen wir den ,K6rperu der vierton Zeile in einen Punkt zusammen. 
schrumpfen, so haben wir den Typus des Pantagraphen g') [Fig. 21. 

AIS Specialfall wiirtr noch erwahnenswerth: 

P a n  t a g r a p  h i) entspricht dern Schema: 

W ' ( P )  

( P )  
( P ) = O  (Fig.14). 

( P )  

C I E  

P 

X' 

Y' 

Z n  
- 

8 

Erkliirung: Wir  haben ein Dreieck U V W  und in dessen Ebene eicen ---  
Punkt  P. Von diesem laufen drei Streckcn P X ,  P Y ,  PZ ails, anf dencn 
in bestimmter Weise die Punkte x'Y'Z' markirt sind. Aus den drei 
Theilstrecken - - - 

P X ' ,  PY', PZ' 

wird der Additionskorper (hier Parallelepiped) gebildet, dessen Resultanten. 
punkt S ist. Derselbe theilt dau Dreieck der aus den Parallelogrammen zu 

PT+ == PA,  

PV+ YY = PR, 
Pw+ PZ = PC 

gehorigen Resultantenpunkte A ,  B, C in festem Vorhaltniss. Dabei spielt 
S fur das Dreieck ABC dieselbe Rolle, wie P für das Dreieck U F R  

u v 
x P P 

P Y P l 
P P z 1 

A B  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von JOHANN KLEIBER. 191 
---.--̂ - -MM------- 

- - -  
Die drei Strecken PX, PY, PZ ~ i n d  nicht im gleichen Verhaltniss 

zu theilen; denn es ist ja :  

x'= % x + ( n + p ) P  

Y 1 = I Y +  (%+,u)P 

Statt die Strecke PX zu theilen, kann man auch die irn Parallelo- 
grarnm gcgentiberliegende Strecke 778 in gleicher Weise durch einen - PunktA' - .  

theilen. Dann kann man auch s tat t  des grtisseren Parallelogramms ( P X  UAj 
-- 

das kleinere (PX'UA') benützen, wie in Fig. 14 geschehen. 

P a n t a g r a p h  j) entspricht dem Schema: 

Erklirung. Von einem Punkt  P  eines Tetracderkorpers U V  W M  
laufen vier Strecken nach den Punkten X I  Y, Z ,  R. Auf diesen Strecken 
sind in bestimmter Weise Punkte X', Y', Z',  R' markirt und aus den 
Theilatrecken von P nach dieven Punkten der Additionskorpcr (Dodekaeder) 
construirt, dessen Gegenpunkt S kt. Dieser theilt i n  fester Weise das Tetra- 
eder der Resultantenpunkte A ,  B,  Cl D von vier Parallelogrammen, 
welche xu den Summen: -- - P U + P X = P B ,  

- - 
. P V + Y Y = P B ,  
- -  

PW+ P Z  = PC, 
-- - 
P M + P R = = P D  

gehümn, S hat im Tetraeder ABCU dieselhe Lage, wie P im Tetraedcr 
- - -  

U V W X .  Die Theilung auf den Strecken P X ,  PY,  P Z ,  PR  erfolgt in 

der Weise, dass x ' = x X + ( ~ + p + v ) P  

Y ' = L Y + ( X + ~ + W ) P  

(Y)  

( P )  

(P) 

(P)  
= O (Fig. 15). 

(P) 

P 
X' 

Y' 
Z' 

R' 

U Tr W M 

x P P P 

P Y P  P 

P P z P 

r P P R 
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Man ersieht hieraus, dass die Theilpunkte auf drei der Strecken be- 
reits jenen auf der vierten von selbst bestimmen; dadurch ist dann auch 
der Theilpunkt P des Tetraeders U 7 W M ,  wie der Theilpunkt S dei, 
Tetraeders A B  C D  festgelegt. 

p. 

Zu jedem Punkt  des Tetraeders A B C D ,  das man sich festgelegt 
denken kann, geh6rt ein bestimmtes Systom L x ,  A ,  p l  a also auch eine - - -  
ganz bestimmte Theilung der von P ausgehenden Sttibe P X ,  P Y ,  P Z ,  PX 
und eiu bestirnmter Punkt P des Tetraeders U 7 WM. 

Ein Specialfall j') dos vorhergehenden Pantagraphen wird erzielt, necn 
das Tetraeder U V  WM in ein ebenes ausartet. I n  diesem Palle entspricht 

. -- 
einem in der Ebene U T  WM gewiihlten Punkte P nicht blos ein Sgstem 
von Werthen [ x ,  1, pl V I ,  sondorn ein ganzes lineares Gebiet 2I von 
solcben Quadrupeln. Dies zieht nach sich, dass einem Punkte P von 
U V W M  nicht blos ein Punkt  von A B  CD,  sondern eine geradlinige 
Punktreihe von Punkten S correspondirt. Allerdings werden die Anschluss. 
punkte X r ,  Y', Z', R' andere, aber die sammtlichen Additionskorper (Dode- 
kaeder) haben dieselbe gemeinsame Ecke. Unter Ecke ist dabei niclit blos 

der Punkt P, sondern gleichaeitig die von Flachen begrenzte korperliche 
Ecke zu verstehen. Diese Thatsache sol1 spater Verwcndung finden. 

W e i  t e r  e P a n  t a g r  a p  h e k h n t e n  noch in grosser Zahl entwickelt 
werden. Eiumal dadurch, dass man zu einer ersten symbolischen Gleich- 
ung noch eine oder eine Reihe weiterer hinzuftigt, oder rtuch dadurch, 
dass man Specialisirungen bei den bereits aufgezahlten und analogen eic. 

treten l h t .  Solche Specialisirungen sind z. B. : 
1. Man lasst den einem ,K6rperu affin zugeordneten Punkt in einen 

Eckpunkt, Koppclpunkt fallen. 
2. Man la& den ,,K6rperu nach und nach degeneriren in ein Puukt. 

system einer Ebene bez. einer Geraden, oder, man lBsst den 

,K6rperu in einen Punkt zusammenschrumpfen. 
Treten mehrere ,,RGrperu gleichzeitig auf, so kann man die De. 

generation in verschiedenen Stufen auf einige derselben oder gleichzeitig 
nuf alle anweuden. Doch sol1 auf die Auuführung dieses Gedankens nicht 
woitor oingegangen werden. 

3 3. Mehrfache Erzeugung v o n  Gebilden. 
M e h r f a c h e  E r z e u g u n g  v o n  K r e i s e n .  Xan  hat  zuweilen heim 

Studium ebener kinematischer Stabgebilde Gelegenheit, zu bemerken, dase 

Punkte des Mechanismus zwangliiufig Kreise beschreiben! ohue dass dabei 
deren Mittelpunkt und Radius als solche schon vorbedacht angenommen 
worden waren. Hat  man zwei Mechanismen SZ, und fi,, deren zugehorigen 
Punkte Pl bez. P, Kreise von gleicher Grosse beschreiben, so kann man 
die Fixpunkte beider Apparate (hier zufiillig auf oo vide  Arten) so anordneo, 
dass die von den P beschriebenen Peripherien sich decken, das heivst diese 
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Puiikte P zu einem gekoppelt werden konnen. H a t  man zwei oder mehr 
Apparate f i i  solchergestalt gegen einander orientirt und im kreiserzeugen- 
den Punkt gekoppelt, so spricht man von einer sirnultan mehrfachen Kreis- 
erzeugung. Dieselbe giebt zu iibergeschlossenen Mechanismen in vielfacher 
Art Anlass. Statt  z. B. direct die Punkte dreier orieutirter Mechanismen 
zu koppeln, kann man sie an die Eckpunkte eines festen Dreiecks koppeln, 
das nur der einen Bedingung untorworfcn ist,  dass sein umschriebenor 
Kreis der von den Mechanismen erzeugte ist u. S. f. u. S. f. 

M e h r f a c h e  E r z e u g u n g  d e r  s o g e n a n n t e n  K o p p e l c u r v e  (Fig. 1 
und 2). R o b e r t s  zeigte zuerst, dass man nuch die sogenannte Koppel- 
curve bei der erweiterten three bar motion mehrfach erzeugen kann. Die 
drei moglichen Mechanismen Si, von denen je zwei einen Fixpunkt ge- 
meinsam haben, geben in ihrer Zusammensotzung (Orientirung und Koppel- 
nng) den Anblick der Figur 1. Bisher glaubte man, dass diese drei 
Mechanismen die einzigen sind, durch welche die Koppelcurve erzeugt 
werden kann. I n  meiner ersten Mittheilung habe ich aber gezeigt, dass 
dem nicht so ist. Nach zwei Richtungen hin wurde der Beweis fur  diese 
Rehauptung erbracht. An erster Stelle kann man das dort entwickelte 
Pr inc ip  v o m  B u s t a u s c h  v o n  D r e i e c k e n  u n d  P a r a l l e l o g r a m m e n  
zur Anwendung bringen, wodurch der Aspect der Figur 1 verandert werden 
kann. An zweiter Stelle wurde gezeigt, dass zum Mechanis* R o b e r t s  
nach Art der Figur 2 noch m-ixpunkten nachgewiesen werden konnen, 
welche gleichberechtigt neben den Fixpunkten des R O b e r  t s 'schen Mechanis- 
mus stehen; die le txt~ren sind mir sozusagen Urnrisspnnkte zum Gebiet der 
andern, indem sie als Resultantenpunkte von zu Parallelogrammen degenerirten 
Parallelepipeden aufzufassen sind. Da aber nur zwei ti'ixpunkte zur Führ- 
iing der Koppelcurve nothwendig sind, so wtirden damit gerade m4 sirnultan 
gleichberechtigte Erzeugungsarten der R O b e r t  s'schen parallel laufen. 

/ Der Nachweis fur die Existenz dieser Erzeugungsarten konnte dort 
mit den einfachen Mitteln der Punktaddition geführt werden, gehort also 
in das Gebiet, welches wir soeben mit der Besprechung der Pantagraphen 
betreten haben. I n  der That gelingt es hier,  den dort aufgestellten Be- 
weia bedeutend zu verallgemeinern und ihn als Specialfall eines umfassendereii 
Geliietes zu erkennen. Dazu wird uns wioder das Schema der Pantagraphen 
vorzIigliche Dienste leisten. 

N a c h w e i s  e i n e s  L e h r s a t z e s .  Der Lehrsatz, den wir hier nnch- 
weisen wollen, hat folgsnden Wortlaut: 

, J e d e r  M e c h a n i s m u s ,  d e r  s i c h  d u r c h  d a s  S c h e m a  
e i n e s  P a n t a g r a p h e n  d a r s t e l l e n  l t l s s t ,  h a t  u n e u d l i c h  
v i e l e  E r z e u g u n g s a r t e n  f ü r  d a s  v o n  d e m  K o p p e l p u n k t e  
d e s s e l b e n  b e s c h r i e b e n e n  L t a ~ m g e b i l d e . ~  

Wir wollen sofort das verallgemeincrte Schema, wie wir es gelegentlich 
der Retrachtung der Pantagraphen entwickelt haben, zu Grunde legen. 

Zeitochrift f Msthenmtik TI Phgvik 41 Jiihrg 1896 4 Hnft  13 
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Dieses lautet:  

Wir nehmen der Eiufachheit h d b e r  an ,  dass die Fixpunkte des 

. Mechanisrnus die Punkte X, Y..  W seien, und dass sich der Koppel- 
... punkt in der Reihe der (a ) (b )  (m)(p) befinde. Sollten diese Annalimen 

nicht zutreffon, so mtlsste der Beweis einige Modificationen erfahren und 
eventuell ein Schema beniitzt werden, das unter dem Horizontalstrich mehr 
als eine Zeile angesetzt hat. 

Dor Erklorung gemass, wolche wir früher vom Schema gegeben haben, 
bedeuten die Punktreihen : ... Ui, Ti, Si 

Punkte im ,,K6rperu derselben Horizontalreihe , welche so homolog affin in 
den zugeordneten Korpern liegen, wie sie in  Colonnen unter einander stehen. 
Es ist durch den sogenannten Lehrsatz dann nachgewiesen worden, dass 
die Resultantenpunkte . . .  17, T, S 

. .  der colonnenneis zu bildeiiden Additionskorper im ,Korper" X Y. W die  
homologe Lage einnehmen. Da nun angenommen wird, dass die Punkte 

. . .  Ui, Ti> Si 

durch ein System von festen Werthen xi sus  dem System der Grund- 
punkte (rechts oben) entwickelt werden: 

S l = x , , A , + n , , A 2 +  . . .+  n,lA, u.s.f. 

Tl = x,,  A, + xBZ AB + . . .  + x n  2 A, u. 9. f. 

O1 = xI3A, +nZ3A2 -1 . . .  + x n 3 A n  u . s . ~ . ,  
. . . . . . . . . . . . . . .  

so folgt auch ftir die . . .  U, Tl S:  

S = r . , , X + x , , Y +  . . . + x , l l ' V  

T = n 1 2 X +  x z z Y + - . .  $ x , z W  

. . .  u= xl,X + x,, Y +  + x,,sT.y, 
. . . . . . . . . . .  

.. das heisst, dass die Punkte S, T, 27,. dann Fixpunkte sind, wenn 
X, Y,. .. W diese Eigenschaft haben. 

Verschwindet dio Determinante der 1 x 1 nicht, bez. deren Minoren. 
. .  dann konnen wir die Punkte S, T, 0. a18 Fixpunkte auffassen, die 
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mit den Fixpunkten des ,,K6rpersu X Y.. . W gleichberechtigt sind. Geo- 
metrisch gesprochen, wltrde das besagen: Zerlegt man die im System 
der Grundpunkte stehenden ,KGrperu in Partialkorper, so dtirfen im links 
des Verticalstriches stehenden Schema nur so viele Punkte diesem speciellen 
Raume angehoren, als im System der Grundpunkte vorgesehen u. S. W. 

Im vorliegenden Falle giebt es mn-l  solcher Puukte S ,  T, U.. . 
Aus ihnen kann man an("-') Systeme von Fixpunkten wélhlen, welche die 
Fixpunkte XY..  . W ersetzen. Jede solche Wahl bedeutet für unsere Zwecke 
eine neue Erzeugungsart. 

B e i s p i e l  a). Wir  wollen dies zuerst an dem uns bekanntesten Fall 
der R o b e r t  s'schen Erzeugung der Koppelcurve illustriren. Der Mechanis- 
mus derselben lautet einfach so: 

1 1  P 2 11 Iz; = O (Fig. 1) .  

Wir konnen da8 Schema erweitern durch Zufiigen eines Schemas von 
affin entsprechendcn Punkten: 

Sind die . . . U, Tl S unabhlingig von einander gewghlt, so bilden 
sie eine Reihe von Fixpunkten, die der Reihe nach für  Cl B, A gesotzt 
werden konnen. Eliminiren wir die letzteren Fixpunkte ganz, NO erscheint 

a19 eine sirnultan dreifache Erzeugung der Koppelcurve , die gleichberechtigt 
neben derjenigen R o b e r t s  steht. 

B e i s p i e l  b). Wenn ein Tetraeder gczwungcn is t ,  sich so zu bc- 
wegen, dass jedo Ecke desselben eine Kugelflkhe beschreibt, so beschreibt 
jeder mit dem K6rper des Tetraeders fest verbundene Punkt P ein Stiick 
einer Flache @. Wir  k6nnen dieser ersten Erzeugungsart der Flache 0 

das folgende Pantagraphonschema zuordnen : 
13' 
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Wie man demselben entnehmen kann, stellt U V WM das Tetraeder, 
P den Punkt  vor, der im Tetraeder die fragliche Fliiohe @ beschreiben - - - -  
so11. Von P gehen die vier Slabe P X ,  P Y ,  PZ, P R  aus ,  welche mit ---- 
den zugeordneten vier St iben P U ,  Pr, P W ,  PM zu Parallelegrammen 
mit den Resiiltantenpunkten A ,  B, C, D vervollst%ndigt werden: 

p y p P 

P 1' Z P 

P P P R 

Daraus orkennt man,  dass bei festgehaltenen Resultantenpunkten dio 
Ecke U des Tetraeders eine Kugelfiiche zum Xittelpunkt A und dem 
Radius E, die Ecke V eine solche zum Mittelpunkt B und dem Radius 
PP, die Ecke W eine ~ o l c h e  mit Mittelpunkt C und dern Radius PZ 
schliesslich BI die Kugelfl%che zum Mittelpunkt D und Radius be- 

schreibt. 
Erggnzen wir dau Schema zuu%chst in allgerneinster Weise dadurcb, 

dass wir im Tetraeder U V  W H  neben P noch weitere vier nicht in  einer 
Ebene liegende Punkte annehmen: S', S", S"', Sr'" und suchen zu diesen 

-- 
auf den ,K6rpernu XPPP, PYPP u. S. f. die entsprechenden Reihen 
X', X", X"', X""; Y' ,  Y " ,  Y"', Y"" u. a. f. wie folgt: 

( P L o .  
(P )  

(P) 

P P P P ( P )  

P P " P 1 (P)=O7 

so bilden die Resultantenpunkte S,, S,, S3,  S4 der Additionskorper LI,, 
Sr, ,  YI3, a, i m  Tetraeder der Fixpunkte A ,  B ,  C ,  D ein System von 
festbleibendcn Theilpunkten des letxteren Tetraeders , das homolog affin dem 
System S', Sr', S"', 8'"' im Tetraeder U V  WM ist. 
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Wir konnen demnach die Fixpunkte A ,  B, C, D durch die all- 
gemeineren SI, S,, Sa) S4 ersetzen und erhalten so eine neue Erzeugungs- 
art der Flache @. 

Da die Wahl der Punkte S', Sv, S"' Sn" beliebig war, so konnen 
wir speciellere Annahmen treffen. 

Wir konnen die Punkte auf den Seitenflachen des Tetraeders annehmen 
und erhalten folgendes Schema : 

Es liegen dieser Annahme gernass S' und S" auf der Kante %% 
S"'Sfl" auf der Karite Üf; analog befinden sich dann SI und S2 auf der 
Kent~ CD, S, und S, suf der Kante AB.  

, s"" S"' S" S,  

X"" X"' x" P 
1 y, Y .  
z"" P 2" z' 

P R " ' R r ' R '  

i S4 S, Sj SI 

- -- 

Liegen Sr, SIf, S"', S''" der  Reihe nach auf den Kanten WH, MU, -- 
UV, VW des Tdraeders 17 V W M ,  so liegen die Punkte S,, S,, S,, S,, 
der Keihe nach auf den Eanten C D ,  D A ,  A B ,  B C  des Tetraeders AB CD 
der frliheren Pixpunkte. Die Additionskorper sind nun Parallelcpipede. 
Würde man auf zwei Gegenkanten des Tetraeders je ein Paar der S'. . . 
wahlen, so kame man zu folgendem Anblick: 

27'"' S"' s" S' 

x"" X"' P P 

Y"" P"'P P 

P P ZVB % O  

P P R" R' 
- -- 

s4 s, s, s, 

0 v w .M 

X P P 1' 

P Y P P 
P P z P 
P P P R 

A  B C D 

(P) 
(1') 

(P) 

(P) 
= o. 

(P) 

(P) 
Die Additionskorper sind in diesem Falle Dodekaeder. Oder, wir 

nehnien die Rcihe der Punkto S', S", S"', Sr'" auf vier Kanten des 
Tetraeders U V W M  an, die einen Linienzug bilden, dann ergiebt sich: 

U P W M 

X P P P 
P Y P P 
P P Z P 
P P P R 

, s"' S", 

P X"' X" P 

Y"" Y"' P P 

2'"' P P Z' 

P P R" R' 

S4 S, S, SI 

(P) 

(P) 

(P) 
(P) = O, 

(P) 
, _ _  

u v m M 

X P P P 

P Y P P 
P P Z P 
P P P R 

A B C D 

A B c n l 

( P )  

( P )  

(P) 
(P) 

= 0. 

(P) 

(P) 

(P) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



198 Beitrag zur kinematischen Theorie etc. Von JORANN KLEIBER. 
- ..-y--------.--- .,-. 

Unter allen Fixpunkten ist aber ein einziger ausgezeichnet, nImlich 
jener, welcher dem Schema gentigt: 

Y' P Y P P (P) 

z p  P P Z P p ) = O  l~ l l~ 
R' P P P R ( P )  

&CD11 
Artet das Tetraeder in ein ebenes Viereck aus, so giebt es ûcl yolcher 

Fixpunkte Si aus ihrer Reihe konnen alsdann zwei unabhiingige gewihlt 
werden. 

Die gegebeiien beiden Beispiele mogen genugen, um das Wesen der 
hier zur Betrachtung gestellten mehrfachen Erzeugungen von Gebilden zu 
charakterisiren. Der Nachweis stützte sich hierbei wesentlich auf lineare 
AusdrUcke. Man k6nnte also die vorangehenden Betrachtungen auch als 
ein Studium der linearen Umformungen von Erzeugungen bczeichnen. Dann 
wtirde sich als Gegensttick gegenüberstellen das Studiurn von der Um- 
formung der Erzeugungen auf Grund nicht linearer Beziehungen. 

(Fortsetzung folgt.) 
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Die elementaren symmetrischen Functionen und 
die Potenzsummen einer oder mehrerer Reihen 

von Veranderlichen. 

Von 

Dr. FR. JUNKER 
in Urach. 

1. Einleitnng. 

Bekanntlich lassen sich die Potenzsummen s, = 2x1 ,  se - Zxt ,  
s3 =Ex:, . . . als ganzo Functionen dor r Elemontarfuuctionen Xxl = a,, 
Zxlxg = a,, Zx1x2x3 = as, . . . .Xxlra , . . x, = a, von r Veranderlichen 
qx,. . . x, und umgekehrt darstcllen, eine Aufgabe, die schon N e w t o n  
gel6st bat. Die hierauf bezüglichen Recursionsformeln heissen deshalb 
auch die , ,Newton ' s  ch e n  F o  r m e l n "  und sind ausgodrückt durch: 

l 
si = a, 

1) 
sa- a ; -  2 a ,  

s3 = a; - 3a1a2 + 3a, 
. . . . . . . . 
a, = s, 

1 
a 2 -  - ( s ; -  a) 

2 
1 

a, - - (sf - 3s,s2 + 28,) 6 
. - . . . . . . . 

Wichtiger als diese sind die Endformeln, welche spBter Waring in 
seinen Meditationes algebraicae (Editio tertia, pag. 13) entwickelt hat. 

Durch dieselben ist es moglich, die Coefficienten ru ,  P ,  y , .  . ., bezw. 
a', ,5", 4,. . . der in 

s?, - u a f ) +  paf- 'aa + raf)-3a3 - / - m . .  

ap = ars; + pfsl;- =s2 $- yrsf-3s3 + - .  . 

auftretenden isobaren (vom gleichen Gewichte p)  Producte a?, af-sa,l  
a ~ - s  a,, . . . , bezw. sl;, s:-as21 s{-' s,, . . direct allgemein zu bestimmen. 
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Was nun die praktische Anwendung und die Einfachheit des Ver- 
fahrens betrifft, so glaube ich, dass auch die in Nr. II  u. flg. onthaltene 
Methode, die auf dem Wege der Differentiation m m  gemünschten Ziele 
füh1-t und meines Wissens vollst$ndig neu is t ,  es wohl verdienen dürfte, 
hier mitgetheilt zu werden. Dieselbe beruht in  der LGsung der Aufgabe, 
a u f  G r u n d  d e r  b e k a n n t e n  D a r s t e l l u n g  ~ x l ; = ~ ( a )  d e r  S u m m e  dor 
p t e n  P o t e n z e n  d u r c h  E l e m e n t a r f u n c t i o n e n ,  bezw.  d e r  p-formigeri 
E l e m e n t a r f u n c t i o n  ap = f (s) d u r c h  P o t e n z s u r n m e n  d i e  Summo 
d e r  ( p  + l)ten P o t e n z e n ,  bezw. d i e  (p + l ) f 6 r m i g e  E l e m e n t a r -  
f u n c t i o n  h e r z u l e i t e n .  A u s g e h e n d  v o n  d e r  n i e d r i g s t e n  Potenz- 
s u m m e  s, = a,, bexw. E l e r n e n t a r f u n c t i o n  a, = s,, f ü h r t  dieae 
N e t h o d e  v e r m i t t e l s t  e i n e s  g e w i s s e n  D i f f e r e n t i a t i o n s p r o c e s s e s  
s u c c e s s i v e  z u r  U a r s t e l l u n g  a l l e r  f o l g e n d e n  P o t e n z s u m m e n ,  bezw. 
E l e m e n t a r f u n c t i o n e n .  

Sie liefert gleictizeitig auch ein Mittel, d i e  i d e n t i s c h e n  Relat ionen 
aufzustellen, welche z w i s c h e n  d e n  P o t e n z s u m m e n  vorhanden sind. 

Treten an Stelle der rVerinderlichen xlx,. . . x, des binaren Gebiats 
r P a a r e  von solchen x, y,, x, y,, . . ., xry,, wie dies im ternaren Gebiet der 

T 
Fa11 ist, so hangen die letzteren bekanntlich durch 6 = -(Y + 3) Elementar- 
functionen: 

2 

Zx, = a,, =YI = ad, I %x,= a,,, ~w,= a,,, Z y 1 ~ 2 -  a m ,  

~ X I X ~ X ~ = ~ I I I ,  Z ' ~ ~ X , Y , = ~ , I , ,  - % Y z Y ~ = ~ ~ w ,  Z ' Y , Y , Y , = ~ ~  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

untereinander zusammen, wo die Reihen z: und y bezw. durch die ln -  
dices 1 und 2 bezeichnct werden m6gen. Den Potenzsurnmen des binarcn 
Gebiets entsprechen hier diejenigen symmetrischen Functionen, welche in 
jedem Gliede nur die Elemente oines Variablenpaares enthalten. Wir 
nennen dieselben nach bekannten Vorgangen e i n f  C r m i g e  s y m m  e trische 
F u n c t i o n e n  oder kurz e i n f o r m i g e  F u n c t i o n e n  und bezeichnen sie ent- 
sprechend den Elementarfunctionen mit dem deutschen Buchstaben a: 

H6here Functionen dieser Art ,  z. B. Z x r y f ,  m6gen auch durch au, !  
angegeben werden, wo wir unter p = cr + /3 das G e w i c h t  d e r  F u n c -  
t i o n  2x;yf und unter  a bezw. die Gewichtszahlon dersclben hinsichtlich 
der Reihe xlx, . . . x,, bezw. y,y, . . .y,, verstehen. M i e  nun im binaren Ge- 
biet jede Potenzsumme als ganze Function der elementnren Functionon 
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und umgekehrt dargestellt werden kann, so gilt dasselbe auch in gleicher 
Weiàe für die einformigen und elementaren Functionen des ternaren Ge- 
biets. Wir werden in III. zeigen, wie sich mit Hilfe weiterer Differentiations- 
processe die hierher gehorigen Formeln direct aus den entsprechenden des 
binaren Gebiets herleiten lassen. 

LI. Neue Darstellnng der  Potenzenmmen durch Elementarfunctionen 
u n d  nmgekehrt.  

a) D a r s t e l l u n g  d e r  P o t e n z s u m m e n  s,+l m i t  H i l f e  d e r  P o t e n z -  

summe sp. 
Nehmen wir an, es sei au€ irgend eine Weise die Sumrne der pten 

Potenzen sp = 2 x I  der Veranderlichen xl x2. . . X, (wo r eine endliche Zahl 
sein soll) durch die Elementarfunctionen a, a,. . . a, derselben ausgedrückt 
worden und bezeichnen wir diese Darstellung mit: 

Spa d a l a , . . . ) - 9 ,  
so gelton offenbar die Gleichungen: 

Jhiltiplicirt man dieselben der Reihe nach mit x:, xi,. .., x: und 
addirt man die erhaltenen Producte, so ergiebt sich die Gleichung: 

Die Summe der (p + l ) ten  Potenzen ist somit dnrgestellt durch: 

Da nun <p nach der Voraussetzung eine Function der Elemeutar- 
functionen a,a, ... a, ist ,  so ist: 

Ohne Schwierigkeiten is t  nun hierin xu erkennen, dass 

ist. Die hier auftretenden spmmetrischen Functionen lassen sich sehr einfach 
durch Elementarfunctionen ausdrücken. Werden namlich die beiden 
Functionen ai und ai mit einanùer multiplicirt, so folgt: 
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Zx l  Zx1x2 . . . xi = zx,ax, . . . xi + (i + 1) Ex,  x, . . . x;xi+1, 

oder: al . ai = -Zxfx2 . . . xi + (i + l ) a i+  1. 

Hieraus ergiebt sich direct die Function: 

die wir aiich in der Form schreiben konnen: 

8) ZxSx 2 . . . x i -  a la i -  (i + l ) a i + l ,  

welcho für i = 1, 2 ,  3 , .  . . dia Gestalt annimmt: 
I Ex: = a,Z - 2a2 

D u r c h  d i e s e  a l l g e m e i n e  F o r m e l  i s t  d i e  K e n n t n i s s  d e r  Potenz-  
s i i m m e  s,+l au£ d i e  K e n n t n i s s  d o r  n a c h s t  n i o d r i g e r o n  Summa 
s, - rp z u r t i c k g e f ü h r t .  

Beispielsweise ist  die Summe der vierten Potenzon s4 von x l x2 . ,  .xr 
ausgedrùckt durch: 

s4= a:- 4a:a,+ 2a i+  4a1a,-  4a,. 

Bildet man hieraus die partiellen Ableitungen: 

9) 

und setzt dieselben in: 

ZxSa, - a, a, - 3 a, 

ZxSx2x,  = ala3 - 4 a ,  
. . . . . . . 

ein, 60 folgt direct: 

Mit Hilfe dieser Functionen geht demnach die Gleicl-iung 6) über in: 

s,- a:- 5 4 a ,  + 5a,ai+ 5a;a3-  5a,a,- 5n1a4-t 5a,, 

wie es sein 6011. 
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Ebenso erhalten wir aus sl = gpl = a, direct: 

Z'x; - - - 2 % ) = a ; -  2% 1 au, 
und hieraus: 

1 
2%: - 5{2a1(a:  - 2a2)  - 2(a1a2 - 3 a 3 ) }  

-a;-- 3a1a,4- 3a ,  u. S. W. 

Auf d i e s e  W e i s e  l a s s e n  s i c h  s o m i t ,  w i e  d i o s e  B e i s p i e l e  b e -  
weisen, v o n  d e r  n i e d r i g s t e n  P o t e n z s u m m e  s,= al a u s g e h e n d  
s i rnmt l iche  h t i h e r e n  P o t e n z s u m m e n  s,s ,... d e r  R e i h e  n a c h  d u r c h  
di0 E l e m e n t a r f u n c t i o n e n  ala,a3.. . d a r s t e l l e n .  

b) D a r s t e l l u n g  d e r  E l e m e n t a r f u n c t i o n  a,+l m i t  H i l f e  d e r  
nachst  n i o d r i g e r e n  F u n c t i o n  a,. 

Nehmen wir wie in  a) an,  die Elementarfunction a, sei auf irgend 
aine Weise durch die Potenzsummon s,s,s,. . . ausgedrlickt und bezeichnen 
wir diese Darstellung mit 

a, = f (s) 1 

so gelten offenbar wie dort die Gleichungen: 

Durch Multiplication derselben mit x:, sa,. . .,xS und Addition ergiebt 
sich hieraus die symmetrische F'anction: 

welche nach 8) angegeben kt durch: 

2xfx2x3.. .xp= a,a,- (p + l)a,+l. 

Setzt man dieson Worth in  13) ein und gleichzeitig der Annahme 
gemass a, = s,, a, = f ( s ) ,  so folgt: 

Da nun f eine Function der Potenzsummen s ist ,  so folgt: 
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Hierin kt, wie ohne Weiteres einleuchtet, 

womit die Gleichung 14) übergeht in: 

die auch in der Form geschrieben werden kann: 

D u r c h  d i e s e  F o r m e l  i s t  d i e  D a r s t e l l u n g  d e r  E l e m e n t a r -  
f u n c t i o n  a,+~ d u r c h  d i e  P o t e n z s u m m e n  s,s,s,. . . zurückgofü l i r t  
auf d i e  K e n n t n i s s  d e r  n a c h s t  n i e d r i g e r e n  E l e m e n t a r f u n c t i o n  
ap= f. 

Die Elementarfunction vom Gewicht 3 ist  beispielsweise angegeben 

Bildet man die partiellen Ableitungen derselben: 

a f  1 --- a f 1 --- af 1 
2(s:-s2)i - - - a s1 a sz 2S'> as, 3 

nach s,, g und s, und setzt dieselben i n  

a f 
as, 

a f a -- s,f--s,-2-s,- 
4 - 4  a s2 

ein, so ergiebt sich: 

wie es sein soll. 
Die Punction a, giebt nieder Gelegenheit zur Dildung der Function al,  

dieao Golegonheit zur Rildung von as u. S. W. W i r  s e h e n  s o m i t ,  dass 
d i e  O p e r a t i o n  15) e i n  N i t t e l  d a r b i e t e t ,  s u c c e s s i v e  s5mmtlicha 
E l e m o n t a r f u n c t i o n o n  v o m  G e w i c h t  1, 2, 3 , .  . . d u r c h  d i e  Potenz-  
s u m m e n  s,s,s,. . . a u s z u d r ü c k e n .  

III. Die einfbrmigen und die  elementaren Fnnctionen zweier 
oder mehrerer  Reihen von  Veranderlichen. 

Hat man nach der Methode in Nr. II die Summen der Potenzen der 
Elemente x,x, . . . z, durch die Elementarfunctionen der letzteren und um- 
gekehrt dargestollt, 60 lasscn sich hieraus direct die entsprechenden Func- 
tionen des ternaren, quaternaren u. S. W. Gebiets mit Hilfe gewisser 
Differentialprocesse bilden, die im Folgenden entwickelt werden eollen. Zu 
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diesem Zweck wLLhlen wir aus naheliegenden Gründen die in 3) und 4) 
angegebene Bezeichnung der elementaren bezw. einformigen Functionen. 

Um sofort die allgerneinsten Formeln zu erhalten, nehrnen wir an, 

es sei die einformige Function 
a 9 Zx" P =  xpJi"+ x i & +  . . .+ xry; = a , p -  1 Y l  

als ganze Function <p(n) der Elcmentarfunctionen a, a, a,, a1,az2 . . . aus- 

gsdrückt : 
a,, p =  d a ) ,  

dann gelten wie oben die Gleichungen: 

Werden dieselben bezw. mit den Elementen y, y,y, . . .y, niultiplicirt 
und hierauf addirt, so erhalten wir eine neue einformige syrnrnetrische 
Function: 

17)  

deren Gewicht hinsichtlich x u m  1 kleiner, hinoichtlich y um 1 grosser ist  
91s das der Function a,,?. Da nun p eine Function der Elernentar- 
functionen ala,all  a12 . . . ist, so kann die rechte Seite dieser Gleichung 
aiich in der Forrn geschrieben werden: 

wo sich das ersto Summenzeichen auf alle Elementarfunctionen in cp be- 
zieht, in denen die Reihe x,x, . . . enthalten ist. Wendet man nun die 

a 
o p e r a t i o n E G y 1  auf eine teniare Elementarfunction a,l von den Reiben- 

1 

gewichtszahlen x und A hiusichtlich x und y an ,  so geht  dieselbe, wie 
leicbt zu sehen, abgesehen von einem Zahlenfactor, i n  eine andere 
Elementarfunction ak-i,l+l von den Gewichtszahlen x - 1 bezw. A + 1 
über. Genau ausgeführt erhalten wir: 
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Mit Hilfe dieser Function nixnmt die Gleichung 17) die Gestalt an: 

oder auch, wenn die einzelnen Elementarfunctionen cingeftihrt worden: 

a 9 a 9, a;- aa-l,p+1 = - -a,  + - a,, +- a,,, + . m .  

3% aa11 aa111 

3~ 
+ ~ ( ~ a , , + -  ô 9, a.,,, + . -) + 3 (3 aZm +aa,,,2aisa a cp + . . 

1 a%,  %,, 
womit die einforniige Fuoction a, - 1, p+ 1 durch die Elementarfunctionen 
ausgedriickt kt .  

Vertauscht man bierin x mit  y,  so folgt der analoge Process: 

20) 
1 2 9  P= a , + ~ , p - ~  = -Z--(1+ x)a,+l, 1-1 ,  

Y p a a ,  

dem aueh die specielle Gestalt entspricht: 

M i t  H i l f e  d i e s e r  P r o c e s s e  l L s s t  s i c h  j e d e  e i n f o r m i g e  F u n c -  
t i o n  v o m  G e w i c h t  ct + d i r e c t  i n  e i n e  a n d e r e  derar t ige 
F u n c t i o n  v o m  g l e i c h e n  T o t a l g e w i c h t  a b e r  versch iedenen  
. R e i h e n g e w i c h t e n  t i b e r f ü h r e n .  D a b e i  i s t  n i c h t  n o t h w e n d i g ,  dass 

d i e  b e i d e n  I t e i h e n  x l x  ,... x,, y ly2 .  ..y, z u g l o i c h  e n t h b l t .  Es 
g e n ü g t ,  w e n n  d i e  D a r s t e l l u n g  d e r  b i n i i r e n  Potenzsumme 
Zx?= 9 ( a )  b o k a n n t  i s t ,  u m  n a c h  w i e d e r h o l t e n  Anwondungon 
d e r  O p e r a t i o n  19) a u f  d i e s e l b e  d i r e c t  z u r  D a r s t e l l u n g  aller 
ü b r i g e n  e i n f o r m i g o n  F u n c t i o n e n  2x? - l y , ,  Zxz;-"y, ..., Zyy vorn 
g l e i c h e n  G e w i c h t  z u  g e l a n g e n .  

Beispielsweise erhalten wir, von der Function 

a 9 a (P 

= a: - 4aSa1, + 2aS, + 4a1a1,, - 4al l l ,  

ausgehend, die weiteren einftirmigen Functionen vorn Gewicht 4: 

20 ') 

1 
2 x S y S = a S a ~ + - { -  2aSa,,- 2apa,,- 4a1a,a1,+ a;, 

3 + 2a,,a,, + 2alal2,  + 2a2a,,, - 2a1,,,} u. S. W. 

1st umgekehrt die ElementarEunction akA durch einformige Functionen a 
ausgedrückt: a,, 1 = f ( a )  , 
so erhalten wir auf tihnlichem Wege die Processe: 

'di"= a,+,, p-1'- - a,+--a ,z+n-  a,, a,, + . . . 
oa222 

+ 2 (".,, + "a,,, + . .) + 3 alll2+. , .)}, a a12 %2, 
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die, wenn man die einzelnen einformigen Fnnctionen einführt, auch dio 
specielle Gestalt annehmen : 

Die A n w e n d u n g  d i e s e r  O p e r a t i o n e n  a u f  d i e  F u n c t i o n  a x A = f ( a )  
g e s t a t t e t  d i r e c t ,  a l l e  m o g l i c h e n  z w e i r e i h i g e n  E l e m e n t a r -  
func t ionen  v o m  g l e i c h a n  G e w i c h t  d u r c h  e i n f o r m i g e  F u n c t i o n e n  
auszudrücken.  

Beispielsweise geht durch einmalige Anwendung der O~erl t t ion 22) 
auf die Function 1 

a,,, = -(a; - 3 a, a,, + 2 a,,,) 6 
direct die weitere dreiforniige Elementarfunction hervor: 

IV. Die identischen Relationen zwischen den Potenzsummen 
der Wurzeln einer  algebraiechen üleichung. 

Hat man eine endliche Anzahl r von Elomenten x, x, . . . x,, wie dies 
mm Beispiel immer der Fa11 ist,  wenn dieselben die Wurzeln einer algebra- 
ischen Gleichung darstellen, so i s t  bekanntlich die Anzahl der Elementar- 
functionen a,, a,, a,, . . ., a, derselben ebenfslls gleich r ,  wahrend die der 
Potenzsummen s,s,. . . s, sr+ l.. . unondlich gross ist. D a r a u s  s c h l i e s s e n  
w i r ,  dass  d i e  l e t z t e r e n  n i c h t  u n a b h a n g i g  v o n  e i n a n d e r  s e i n  
konnen, s o n d e r n  d u r c h  u n e n d l i c h  v i e l e  i d o n t i s c h e  R o l a t i o n e n  
u n t e r e i n a n d e r  z u s a m m e n h % n g e n  m ü s s e n .  u m  die einfachsten d i e ~ e r  
Relationen zu erhslten, mogen zunachst nach Nr. II die Elementsr- 
functionen ala,ag,. .  . unter der Voraussetzung, dass die Anzahl der Ele- 
mente z,s2x beliebig gross oder unendlich i u t ,  durch die Potenz- 
summen s,s,sg.. . ausgedrückt werden. 
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Wir  wollen diese Darstellungen durch: 

al- fi, ~ 2 = f 2 ,  ascf31 . . - i  

= fr ,  a,+, - ft .+i,  a r + z =  f i . + z ,  ... 
bezeichnen. Gehen wir nun, nachdem dies geschehen ist,  wieder auf eine 

endliche Anzahl von Elementen x, x, . . . X, zurück, EO müssen, wie schon 
oben erwzhnt wurde, von der rten Elementarfunction a b  sammtliche folgen- 
den Punctionen ar+l, a,+2, . . . identisch verschwinden. 1st dies aber 

fü r  die Elementarfunctionen der Fall, so müssen offenbar auch die ent- 
sprechenden Ausdrücke derselben in den Potenzsummen f,+i, f,+n, . . .  
Nul1 werden. D i e  i d e n t i s c h e n  R e l a t i o n e n  z w i s c h e n  d e n  P o t e n z -  
s u m m e n  sls,s der r W u r z e l n  e i n e r  a l g e b r a i s c h e r i  Gleichung 
rten G r a d e s  s i n d  d e m n a c h  a n g e g e b e n  d u r c h :  

Dieselbon sind hinsichtlich der Wurzeln z l z p . .  .x,. bezw. vom Go- 
wicht r + l ,  r + 2 ,  ... 

D i e  n i e d r i g s t e  R e l a t i o n  z w i s c h e n  d e n  P o t e n z s u m m e n  is t  v o m  
G e w i c h t  r + 1. 

Da nun die Elementarfunctionen a,+~, a,+2, . . . auch für weniger als 
r Veranderliche verschwinden, so reprasentiren die Ausdrücke f,+i, f r + e , . . .  

nicht nur identische Relationen für r, sondern auch solche für 7 -1, 
1- - 2, . . ., 3 ,  2, 1 Veranderliche. 

F ü r  die Elementarfunctionen oz, a,, a,, a5 erhalten wir die Dar- 
stellungen : 

1 
a2 - - - (s: - s2) , 

2 

Daher ist: 
f, - s: - l o s ~ s ,  + 2 0 s : ~ ~  + 15s1s% - 3Os1s4 - 2Os,s, + 24s, = O 

eine identische Relation zwiechen den Potenzsumrnen der Wurzeln einer 

Gleichung viorten, dritten, zweiten und ersten Grados, 

f,= .$- 6sSs, + 8s,s3+ 3s;-  6s4-  O 
oine solche f ü r  die Potenzsummen einer Gleichung dritton , zweiten und 
ersten Grades u. S. W. 
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Bei dieser Gelegenheit sei auch erwahnt, dass sich die identischen 
Relationen zwischen den einformigen Functionen zweier oder mohrorer 
Reihen von Veranderlichen unmittelbar mit Hilfe der Operationen 22) 
und 23) aus denen der Potenzsummen herleiten lassen. 

Schreiben wir zu diesem Zweck beispielsweise die niedrigste Relation 
zwischen don Potenzsummen einw Gleichung dritten Grades f, - O nach 
der Dezeichnung 4): 

f4= a l -  6a;a11+ 8ala11,+ 3aS,-t 6all , ,= 0 ,  

so ergeben sich hieraus direct mit Hilfe der Operation 22) die Relationen 
zwischen den einforrnigen Funütionen zweier Reihen von Veranderlichen: 

f3,1= ala,- 3a,a,aIl- 3a;a,,+ 2a2al11+ Gala1,, 

-t- 3 alla,, - 6 a,,,, = 0,  

f i , a = a ~ a ~ - a ~ ~ 2 - a ~ a , l - 4 a 1 a , a l , + 4 a , a l , , + 4 a 2 a l , , + 2 a ~ ,  

+ a,,.?, - 6a1122 - 0- 

Die übrigen Relationen fi, II, fo,r erhiilt man hieraus durch Ver- 
tauschung der Indices 1 und 2. 

Zeitschrift f. Methematik n Pt ip ik .  41. Johrg. 18546. 4. ~ o f t .  
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XI. 

Ueber Kreise , welche einen Ke gelschnitt 

doppelt berühren. 

Von 

1. 
1. An irgend eine Hyperbel H e  seien zmei zur Nebenachse syrnmetrische 

Tangenten b b ,  und c c ,  gezogen, welche also auf den Asymptoten von B', 
von dem Schnittpunkt O der letzteren gerechnet, gleiche StIicke o h  = o c  und 
o b ,  = o c ,  abschneiden (siehe die Figur). Die Endpunkte b ,  b, und cl cl dieser 

Tangenten liegen dam 
immer auf einem Kreise 
8," der auch durch die 
beiden Rrennpunkte von 
D2 geht. Sind diese f 
und f,, so ist niml.ch 
immer 
o f . o f , - o b . o c , = o b , . o c ,  

und die Mitten d l  d, 
dor Sehnen h  b, und ce ,  
dieses Ereises 8,Viejieu 
mit den Mitten e und e, 
der Sehnen b c ,  und b,c 
desselben Kreises auf 

einer Geraden para!lel 
zur Haiiptachse der 
Hyperbel. Ziehen wir 
weiter mit dieser Haupt. 
achse irgend eine Parel. 
lele, so hat diese rit 

der Hyperbel und den Asymptoten derselhen vier solche Punkte gemein, 
dass das Product aus den Abschnitten dicser Parallelen zwischen eincr 
Asymptote und der Hyperbel einen constanten Werth ha t ,  es ist niimlich 
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dem Quadrat der halben IIauptachse a ,  also or2 gleich. Die Punkte d 
und d, liegen über als Berührungspunkte obiger Tangenten auf der Hyperbel 
und es ist also auch : . d, = el d , el dl = 

Beschreiben wir aber um den Mittelpunkt a des Kreises AlB einen 
Kreis A2, der durch d und d, geht ,  oder der die Hyperbel Ha in diesen 
Punkten berührt, so wird dieser auf den Asymptoten Sehnen gg, und hh ,  
ausschneiden, so dass stets z. B. 

ist, das heisst: eg . eg, = e d . e dl - a2, Oder ggl = 

B e r t i h r t  e i n  E r e i s  8" e i n e  H y p e r b e l  d o p p e l t  u n d  l i e g t  s e i n  
M i t t e l p u n k t  a u f  d e r  N e b e n a c h s e  d e r  H y p e r b e l ,  s o  s c h n e i d e t  
er a u f  d e n  A s y m p t o t e n  d e r s e l b e n  S e h n e n  g l e i c h  d e r e n  H a u p t -  
achse 2 a  a u s  u n d  d i e  B e r l i l i r u n g s s e h n e  g e h t  d u r c h  d i e  M i t t e n  
dieser Sehnen .  

Liegt der Mittelpunkt des doppelt berührenden Kreises dagegen auf 
der Hauptachse, so finden wir in ganz gleicher Weise: 

B e r i î h r t  e i n  K r e i s  e i n e  H y p e r b e l  d o p p e l t  u n d  l i e g t  s e i n  
M i t t e l p u n k t  a u f  d e r  H a u p t a c h s e  d e r  H y p e r b e l ,  s o  b e s t i m m t  
die B e r t i h r u n g s s e h n e  a u f  d e n  A s y m p t o t e n  d e r s e l b e n  z w e i  
P u n k t e ,  v o n  d e n e n  a n  d e n  K r e i s  T a n g e n t e n  g l e i c h  d e r  h a l b e n  
Nebenachse  d e r  H y p e r b e l  g e h e n .  

2. 1st die Entfernung oa des Mittelpunkts a von A2 vom Mittel- 
punkt  von H s  gleich A und bildet eine Asymptote mit der Nebenachse der 
Hyperbel einen Winkel c p ,  so erhalten wir fiir den Halbrnesser q des 
Kreises Be: 

A2. a2 LYP a2 
j,2sin2<p + 0" - + a8= - 

0" f iP" a2+ P 2 ( " 2 + I S e + A 2 )  = >(y2+ i4), 
Y 

wo y die Entfernung des Brennpunktes der Hyperbel von ihrem Mittel- 
punkt  kt .  Da aber y2 + le das Quadrat der Entfernung des Brenn- 
punktes f vom Mittelpunkt a i s t ,  so folgt daraus: 

a2 a $ = . a f 2 ,  das heisst: - 

Y af  Y 
A l l e  K r e i s e ,  w e l c h e  e i n e  H y p e r b e l  d o p p e l t  b e r t i h r e n  u n d  

deren M i t t e l p u n k t e  a u f  d e r  N e b e n a c h s e  l i e g e n ,  w e r d e n  v o n  
jcdoui B r e n n p u n k t  u n t c r  g l e i c h e m  W i n k e l  g e s e h e n ,  n x m l i e h  
unter  e i n e m  W i n k e l  g l e i c h  d e m  d e r  A s y m p t o t e n . *  

3. Schneidet die eine Scheiteltangente der Hyperbel die Gerado a f i n  i, 
so ist a i  : a f  = a : y, dau heisst a i  = Q, oder jede Scheiteltangente schnei- 
det den Kreis in denselben Punkten wie dio Geraden von den Brennpiinkten 
der Hyperbel nach dem Kreismittelpunkt a ;  oder: 

* Dieser Satz und einzelne der folgenden aind bereita von S t e i n  or (ohno 
Beweis) gegeben worden. 

14+ 
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D e m  K r e i s  Az 1 5 s s t  s i c h  a l l e m a l  e i n  R e c h t e c k  ein- 
b e s c h r e i b e n ,  v o n  dern  z w e i  S e i t e n  a u f  d i e  S c h e i t e l t a n g e n t e n  
d e r  H y p e r b e l  f a i l e n  u n d  d e s s e n  D i a g o n a l e n  d u r c h  d i e  Brenn. 
p u n k t e  d e r  H y p e r b e l  g e h e n .  

Die Scheiteltangenten bestimmen zudem noch auf dem Kreise A2 elne 
Sehne ii, gleich der Hauptachse der Hyperbel und es ist immer der 
Winkel iag ,  gleich dem Winkel oae, oder fg, ist Tangente an A2 in y,, 
somit: 

D i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  v i e r  T a n g e n t e n ,  d i e  s ich  v o n  
d e n  b e i d e n  B r e n n p u i i k t e n  a u s  a n  d e n  K r e i s  A G i e h e n  lassen,  
l i e g e n  a u f  d e n  A s y m p t o t e n  d e r  H y p e r b e l  o d e r  d i e  Endpunkte 
d e r  S e h n e n ,  d i e  e i n  K r e i s  B e a u f  d e n  A s y m p t o t e n  auuschne ide t ,  
s i n d  d i e s c  v i e r  B e r i i h r u n g s p u n k t e .  

4. Auf die Ellipse sind die obigen Betrachtungen nicht iibertragbar, 
jedoch lassen sich auch für diese entsprechende Eigenschaften doppelt be- 
rührender Kreise ableiten. 

Fallen wir zunachst von einem Brennpunkt auf die Tangenten einer 
Ellipse Lothe, so liegen deren Fusspunkte auf einem Kreise, der die 

Hauptachsen der Ellipse zum Durchmesser hat. Daraus folgt unmittelbar, 
dass, wenn wir von einem Brennpunkt nach den Tangenten der Ellip~e 
Strahlen ziehen, die mit ihnen gleiche Winkel <p bildan, der Ort der 
Schnittpunkte dieser Strahlen mit den zugehtirigen Tangenten ein Kreis A' 
ist*, dessen Mittelpunkt auf der Nebenachse der Ellipse liegt und zwar  
derart,  dass die Nebenachse der Ellipse mit dem Strahl vom Brennpunkt 
nach seinem Mittelpunkte einen Winkel <p bildet. Dieser Rreis Aqerlihrt 
aber die Ellipse in zwei Punkten, namlich in den Punkten, in denen die  

Brennstrahlon nach dem Bertîhrungspunkt einer Tangente mit diessr dcn 
Winkel rp bilden. Da wir diese Beriihrungskreise auch dadurch entstanden 
uns deuken ktinnen, dass der Mittelpunkt des Kreises über der IIauptachae 
als Durchmesser sicli auf der Nebenachue bewegt und sein Halbmesser 
mit zugleich proportinal der Entfernung vom Brennpunkt iindcrt, so ist 
die kleinste Sehne dieses Kreises durch den Brennpunkt ebenfalls pro. 
portional dem Kreishalbmesser und der Ort der Endpunkte dieser kleiusteo 
Kreissehnen durch den Ijrennpunkt besteht aus zwei Senkrechten zur Neben. 
achse der Ellipse, die, wie wir für den speciellen Fa11 des Kreises über 
der Hauptachse als Durchmesser finden, durch die Scheitel der Nebenachse 
gehen. Wir  erhalten dadurch: 

B e r ü h r t  e i n  K r e i v  A2 e i n e  E l l i p s e  d o p p e l t  u n d  l i e g t  sein 
M i t t e l p u n k t  a u f  d e r  k l e i n e n  A c h s e  d e r s e l b e n ,  s o  i s t  sein 
K a l b m e s s e r  d e r  E n t f e r n u n g  s e i n e s  M i t t e l p u n k t s  von  den 

-- 

* Oder vielmehr der Ort beateht aus zwei Kreisen, die zur Hauptacliae 
sYmmetrisch sind. 
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B r e n n p u n k t e n  p r o p o r t i o n a l  u n d  j e d e m  s o l c h e n  K r e i s  l a s s t  
sich e in  R e c h t e c k  e i n b e s c h r e i b e n ,  d e s s e n  D i a g o n a l e n  d u r c h  
die B r e n n p u n k t e  g e h e n  u n d  v o n  d e m  z w e i  S e i t e n  a u f  d i e  
T a n g e n t e n  d e r  E l l i p s e  i n  d e n  S c h e i t e l n  d e r  g r o s s e n  A c h s e  
z u  l i e g e n  k o m m e n .  Z i e h t  m a n  i n  j e d e m  K r e i s  A2 d i e  S e h n e n ,  
die i m  B r e n n p u n k t  g e h i i l l t e t  w e r d e n ,  s o  l i e g e n  d e r e n  E n d -  
punkte  a u f  d e n  T a n g e n t e n  i n  d e n  a n d e r e n  S c h e i t e l n  d o r  E l l i p s e  
und j e d e r  K r e i s  A2 s c h n e i d e t  a u f  d e n  l e t z t e r e n  z w e i  S e h n e n  
sus ,  d e r e n  S u m m e  c o n s t a n t  i s t ,  n s m l i c h  g l e i c h  d e r  d o p p e l t e n  
E n t f e r n u n g  d e r  B r e n n p u n k t e  u n d  d e r  O s c u l a t i o n s k r e i s  d e r  
E l l ipse  i n  d e m  e i n e n  S c h e i t e l  d e r  k l e i n e n  A c h s e  s c h n e i d e t  
also a u f  d e r  T a n g e n t e  i m  a n d e r e n  S c h e i t e l  d e r  A c h s e  s i n e  
Sehne v o n  d i e s e r  s e l b e n  L a n g e  a u s ,  o d e r  d i e  B r e n n s t r a h l e n  
durch  d e n  e r s t e n  S c h e i t e l  s c h n e i d e n  d i e  l e t z t e r e  S c h e i t e l -  
t a n g e n t e  i n  z w e i  P u n k t e n  d e s  O s c u l a t i o n s k r e i s e s .  

II. 
5. Sind weiter zwei Kreise A2 und 13-it den Mittelpunkten a und b 

gegeben und sollen dieselben von irgend einer Geraden G gleiche Sehnen 
auaschneiden, oder soll Kreis A2 mit G die Punkte c ,  cl und Kreis BZ 
mit derselben Geraden die Punkte d ,  dl gemein haben und sollen iiherdies 
die Strecken cd und cldl dieselbe Mitte haben,  so liegt diese Mitte auf 
der Geraden gleicher Potenzen L für beido Kreise AQnd BBZ und das 
Loth in n auf G geht durch die Mitte m von ab. Die Endpunkte der 
obigen Sehnen cc, und ddl  sind also vom Punkte m gleichweit entfernt, 
und der Ort der Geraden G ist eine Parabel P' mit m als Brcnnpunkt 
und 1; als Scheiteltangente. 

Hieraus und aus 1. folgt: 
D e r  O r t  d e r  G e r a d e n  C l ,  a u s  d e r  z w e i  f e s t e  K r e i s e  Az u n d  

B B  g l e i c h e  S e h n e n  u u s s c h n e i d e n ,  i s t  e i n e  P a r a b e l  Pe,  w e l c h e  
d i e  G e r a d e  g l e i c h e r  P o t e n z e n  b e i d e r  K r e i s e  z u r  S c h e i t e l -  
t a n g e n t e  h a t  u n d  d e r e n  B r e n n p u n k t  d i e  M i t t e  m d e r  V e r -  
b i n d u n g s l i n i e  d e r  R r e i s m i t t e l p u n k t e  a b  i s t ,  u n d  s o l l  e i n e  
H y p e r b e l  d i e  b e i d e n  K r e i s e  d o p p e l t  b e r ü h r e n  u n d  s o l l  d i e  
Cent ra le  b e i d e r  K r e i s e  N e b e n a c h s e  s e i n ,  so  i s t  d e r  O r t  d e r  
A s y m p t o t e n  d i e s e r  H y p e r b e l  d i e  o b i g e  P a r a b e l  Pa. 

6. Beschreiben wir um m einen beliebigen Kreis M2, BO hat  dieser 
mit dem Kreis AQwei Punkte e  und e, und mit dem Kreie B2 zwei 
Punkte g  und g, gemein. Verbinden mir einen der Punkte e oder el mit 
einem der Punkte g oder g,, so hat die Verbindungslinie ihre Mitte n 
auf der Geraden L und die Kreise A und B schneiden nothwendig auf 
dieser Geraden gleiche Sehnen aus, oder, die auf diese Art erhaltenen 
vier Verbindungslinien berühren die Parabel Pz.  Die vier Punkte e l  el 
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und g ,  g, haben zudem einen festen Schwerpunkt, namlich den Schnitt- 
puukt 1 der Linie L mit der Centrale a b ,  und die gemeinschaftlichen 
Sehnen der Kreise A a  und B2 mit dcm Kreise N2 stehen von L gleich 
weit a b  und die Tangenten, die wjr von e oder e, an Kreis B a  ziehen konnen, 
sind gleich den Tangenten von g oder g, au Kreis A2. RTie wir ferner 
a n  anderen Orten bereits gezeigt haben, haben die vier Punkte, die ein 
Rreis mit einem Kegelschnitt gemein ha t ,  einen festen Punkt  ziim Schwer- 
punkt, wenn wir den Halbmesser des Kreises beliebig verandern. Be- 
schreiben wir aber um rn einen zweiten Kreis M 2 ,  so hat dieser mi t  A' 
zwei Punkte h ,  hl mit R B  zwei Punkte i ,  i, gcmein. Legen wir weiter 
durch die Punkte e l  e l ;  d ,  d l ;  h ,  hl einen Kegelschnitt, so muss dieser 
mit dem zweiten Kreise noch zwei solclie Punkte gemein haben, die mit 
den Punkten h und h, den Punkt  1 zum Schwerpunkt haben, das heisst 
der Kegelschnitt muss nothwendig durch die Punkte i und il gehen. 
Lassen wir die Kreise iU2 in einen einzigen zusammenfallen, so folgt 
daraus: 

S o l 1  e i n  K e g e l s c h n i t t  Ca z w e i  K r e i s e  A2 u n d  L>"oppelt 
b e r i i h r e n  u n d  s o l 1  e i n e  A e h s e  d e s  K e g e l s c h n i t t s  a u f  d i e  Cen- 
t r a l e  d e r  K r e i s e  f a l l e n ,  s o  l i e g e n  d i e  B e r i i h r u n g s p u n k t e  auf 
e i n e m  K r e i s e  u m  d i e  M i t t e  rn d e r  C e n t r a l e  a b  b e i d e r  Kreise 
u n d  d i e  B e r u h r u n g s s e h n e n  s i n d  z u  d e r  G e r a d e n  g l e i c h e r  Po. 
t e n z e n  l b e i d e r  K r e i s e  p a r a l l e l  u n d  s t e h e n  v o n  i h r  g l e i c h  w e i t  
a h ;  d i e  T a n g e n t e n  v o n  d e n  B e r ü h r n n g s p u n k t e n  d o s  oinan 
K r e i s e s  m i t  C 2  a n  d e n  a n d e r e n  K r e i s  s i n d  u n t e r  s i c h  gleich 
l a n g  u n d  j e d e  V e r b i n d u n g s l i n i e  e i n e s  B e r i i h r u n g s p u n k t e s  d e s  
e r s t e n  K r e i s e s  A h i t  e i n e m  s o l c h e n  d e s  z w e i t e n  K r e i s e s  B 2  
b e s t i m m t  m i t  b e i d e n  K r e i e e n  g l e i c h e  S e h n e n  u n d  i s t  Tangente  
a n  d i e  o b i g e  P a r a b e l  Pz. U n d  b e r ü h r e n  z w e i  K e g e l s c h n i t t e  Ce 
d i e  K r e i s e  Aa u n d  Be a u f  d i e  o b i g e  A r t  d o p p e l t ,  s o  l i e g e n  die 
B e r i i h r u n g s p u n k t e  b e i d e r  K e g e l s c h n i t t e  Ce m i t  d e n  beiden 
K r e i s e n  a u f  e i n e m  n e u e n  K e g e l s c h n i t t  Cle u n d  l e g e n  w i r  durch 
d i e  v i e r  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e s  e i n e n  d e r  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t e  
CZ e i n e n  w e i t e r e n  K e g e l s c h n i t t  C,a, s o  b e s t i m m t  d o r s e l b e  auf 
d e n  K r e i s e n  A2 u n d  B' v i e r  w e i t e r e  P u n k t e ,  d i e  g l e i c h f a l l s  
B e r i i h r u n g s p u n k t e  e i n e s  s o l e h e n  K e g e l s c h n i t t s  C2 s i n d ,  und 
n a r n e n t l i c h  l i e g e n  a u c h  d i e  B e r t i h r u n g s p u n k t e  d e r  v i e r  ge- 
m e i n s e h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  z w e i e r  K r e i s e  a u f  e i n e n i  Kegel- 
s c h n i t t .  

Jeder der obigen Kegelschnitte C2, C,e oder CaZ hat  ferner mit wenigstens 
einem der Kreise M 2  vier Punkte gemein, die 1 zum Schwerpunkt haben, 
also mit allen. Dai-aus erhalten wir aber, dass, wenn ein Kreis Me durch 
zwei gerneinsarne Punkte zweier dieser Kegelschnitte geht,  e r  nothwendig 
anch durch die beiden übrigen gehen muss, oder: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I r g e n d  e i n  K e g e l s c h n i t t  C2, g l e i c h g i l t i g  o b  e r  d i e  b e i d e n  
Kreise i n  d e r  o b e n  a n g e g e b e n e n  W e i s e  b e r ü h r t  o d e r  d u r c h  
die a c h t  B e r t i h r u n g s p u n k t e  z w e i e r  s o l c h e r  K e g e l s c h n i t t e  g e h t ,  
schne ide t  e i n e n  z w e i t e n  K e g e l s c h n i t t  C'Z i n  v i e r  P u n k t e n  q 
eines K r e i s e s  M2, u n d  u n t e r  d e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e r  v i e r  
Puiikte q s i n d  a l l e m a l  z w e i  P a a r e  s o l c h e r ,  d i e  i h r e  M i t t e  aiif L, 
der Geraden  g l e i c h e r  P o t e n z e n  d e r  b e i d e n  K r e i s e  A2 u n d  Ba 
haben u n d  d i e  T a n g e n t e n  d e r  o b i g e n  P a r a b e l  P" a o w i e  A s y m p -  
toten von  H y p e r b e l n  C2 s i n d ,  d i e  d i e  K r e i s e  g l e i c h f a l l s  d o p p e l t  
berlihren. D u r ü h  d i e  P u n k t e  q s e l b s t  i s t  e i n  B ü o c h e l  v o n  K e g e l -  
~ c h n i t t e n  b e s t i m m t  u n d  j e d e r  K o g o l s c h n i t t  d i e s e s  B t i s c h e l s  
çchneidet a u f  A2 u n d  B2 z u s a m m e n  a c h t  P u n k t e  a u s ,  d i e  zu jti 
vier auf  z w e i  K r e i s e n  D P l i e g e n ,  a l s o  B e r ü h r u n g s p u n k t e  v o n  
neuen d o p p e l t  b e r u h r e n d e n  K o g e l s o h n i t t o n  C2 s ind .  

7. Wie wir oben sahen (1.) werden die Kreise A2 und B V f ü r  den 
Fall, dass ihre Mittelpunkte auf der Nebenachse einer Hyperbel liegen, 
von einem Brennpunkt der letzteren unter demselben Winkel gesehen. 
Ebenso war fIir die Ellipse das Verhaltnise des Abstandes vom Mittelpiinkt 
zum Halbmesser des doppelt bertihrenden Kreises constant. E s  gestattet 
uns dies aber folgenden Satz auszusprechen: 

Sol1 e i n  K e g e l s c h n i t t  z w e i  K r e i s e  A2 u n d  Ba d o p p e l t  b e -  
rtihren u n d  s o l l e n  d i e  M i t t e l p u n k t e  d i e s e r  K r e i s e  a u f  d e r  
N e b e n a c h s e  derr K e g e l s c h n i t t s  g e l e g e n  s e i n ,  s o  i s t  d e r  O r t  
der  R r e n n p u n k t e  d i e s e r  K e g e l s c h n i t t e  e i n  K r e i s  N2, d e r  
den A b s t a n d  d e r  A e h n l i c h k e i t s p u n k t e  b e i d e r  K r e i s e  z u m  
D u r c h m e s s e r  h a t .  

Ziehen wir umgekehrt von einem beliebigen Punkt  des Aehnlichkeits- 
lireises N2 an die Krcise A2 und B2 Tangenten, so folgt aus 3.)  dass die 
Verbindungslinien der Beriihrungspunkte dieser Tangenten Asgmptoten von 
Hyperbeln sind, die die Kreise A2 und B 2  doppelt bertihren, dass a180 die 
Kreise A2 und B B  aus diesen Verbindnngslinien gleiche Sehnen ausschneiden, 
oder dass diese Beriihrungspunkte sich zu zwei Paaren ordnen, die AZ und 
Be in diesen zwei Punkten doppelt bertihren; oder: 

Z i e h e n  w i r  a n  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  CS, d e r  z w e i  K r e i s e  As 
und B S a u f  d i e  o b e n  a n g e g e b e n e  A r t  d o p p e l t  b e r u h r t ,  d i e  T a n -  
gonten  i n  d e n  v i e r  B e r t î h r n n g s p u n k t e n ,  s o  l i e g e n  v o n  d e n  
sechs S c h n i t t e n  d i e s e r  T a n g e n t e n  z w e i  X u n d  X ,  auf d e r  
C e n t r a l e  a b  d e r  K r e i s e  u n d  d i e  a n d e r e n  v i e r  l i e g e n  a u f  d e m  
A e h n l i c h k e i t s k r e i s  N z  b e i d e r  K r e i s e  u n d  d i e  P u n k t e  xx, b i l d e n  
s lso m i t  d e n  A e h n l i c h k e i t s p u n k t e n  b e i d e r  K r e i s e  A % n d  B2  
vier h a r m o n i s c h e  P u n k t e .  Z i e h e n  w i r  f e r n e r  v o n  i r g e n d  
einem P u n k t e  a n  i r g e n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  C8 d i e  T a n g e n t e n ,  
so v e r h a l t e n  s i c h  d e r e n  L a n g e n  w i e  d i e  A b s c h n i t t e  d e r  N o r -  
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m a l e n  i n  d e n  B e r f î h r u n g s p u n k t e n  z w i s c h e n  d i e s e n  u n d  ainer 
A c h s e  d e s  K e g e l s c h n i t t s .  

Legen wir mieder von einem Punkte r des Kreises NZ zwei Tangeuten 
an die Kreise A 2  und B" die xugleich Tangenten eines doppelt Liertihrenden 
Kegelschnitts Ca sind, so werden die Winkel dieser Tangenten durch die 
mit ihnen ein harmonisches Biischel bildenden Geraden von r nach den 
Aehnlichkeitspunkten der Kreise A2 und B h e h a l f t e t .  Diese letzteren 
halbiren aber auch die Winkel der von 1- nach den Brennpunkten von C2 
gexogenen Geraden, da  diese letzteren mit den Tangenten gleiche Winkel 
bilrlen; das heisst wir finden: 

S o l 1  e i n  K e g e l s c h n i t t  C2 z w e i  K r e i s e  A % u d  B 2  doppel t  
b e r ü h r c n  u n d  s o l 1  s e i n e  H a u p t a o h s e  a u f  d i e  C e n t r a l e  fallen, 
s o  b i l d e n  d i e  B r e n n p u n k i e  a u f  d i e s e r  C e n t r a l e  e i n e  I n v o l u t i o n  
u n d  d i e  A e h n l i c h k e i t s p u n k t e  b e i d e r  K r e i s e  s i n d  D o p p e l -  
p u n k t e  d i e s e r  I n v o l u t i o n  u n d  d a s  R e c h t e c k  a u s  d e n  AbstLnden 
d i e s e r  R r e n n p u n k t e  v o m  M i t t e l p u n k t  d e s  K r e i s e s  N 2  h a t  con. 
s t a n t e n  I n h a l t  u n d  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  K r e i s e s  .AT2 i s t  Brenn. 
p u n k t  e i n e r  P a r a b e l ,  d i e  d i e  K r e i s e  A2 u n d  B2  d o p p e l t  be- 
r t i h r t .  

III. 
8. Uerührt ein Kegelschnitt C h i n e n  Kreis A q n  den Punkten a ,  b 

doppelt und schneidet irgend eine Sehne ccl"es Kegelschnitts den Kreis 
in  den Punkten d ,  d, und die Bertihrungssehne in dem Punkte e ,  so ist 
e Doppelpunkt einer Involution, der die Piinktepaare C ,  cl um d ,  dl an- 
gehoren, das heisst es ist : 

Sind die Absttinde der Punkte c und c, von der Bertihrungssehne h 
und hl und Sie Tangenten von c und cl a n  den Kreis A y r e s p .  die hall~en 
kürzesten Sehuen dieses Kreises durch c und c2) gleich t und t, ,  so folgt 
darauu: t h  - = 

tl &' oder t = ~ h ,  t l = ~ h , ,  

wo e ein bestimmter constanter Factor ist; oder: 

L e g e n  m i r  v o n  v e r s c h i e d e n e n  P u n k t e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  
C2, d e r  e i n e n  K r e i s  A2 d o p p e l t  b e r t i h r t ,  a n  d i e s e n  d i e  T a n g e n t e n  
( r e s p .  z i e h e n  d u r c h  d i e s e  P u n k t e  d i e  k i i r z e s t e n  S e h n e n  dieses 
K r e i s e s ) ,  s o  v e r h a l t e n  s i c h  d i e  L a n g e n  d i e s e r  T a n g e n t e n  
( S e h n e n )  w i e  d i e  A b s t i i n d e  d e r  P n n k t e  v o n  d e r  B e r ü h r u n g s -  
s e h n e  d e s  K r e i s e s  u n d  d e s  K e g e l s c h n i t t s .  

Sind weiter xwei Kreise A2 und B2 gegeben, welche beide denselben 
Kegelschnitt C V e r ü h r c n  und ciie ihren Mittelpunkt auf derselben Achse 
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dieses Kegelschnitts haben, so fanden wir oben (6.), dass dio Tangenten, 
die wir von den Berührungspunkten des einen Kreises A2 an den Kreis B z  
ziehen konnten, gleich den Tangenten sind, die wir von den Bertihrungs- 
punkten von B 9  mit C2 an A2 ziehen konnten. 

Daraiis erhalten wir jedoch: 
Die L a n g e  d e r  T a n g e n t e  v o n  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t  v o n  

Ce an K r e i s  As i s t  g l e i c h  d e m  m i t  e i n e r  C o n s t a n t e n  E m u l t i -  
p l i c i r t e n  A b s t a n d  d e s  P u n k t e s  v o n  d e r  B e r t î h r u n g s s e h n e  u n d  
zwer i s t  d e r  W e r t h  d i e s e r  C o n s t a n t e n  d e r s e l b e ,  w e n n  w i r  
Kreis AB d u r c h  e i n e n  a n d e r e n  B a  e r s e t z e n ,  d e r  Ce e b e n f a l l s  
doppe l t  b e r ü h r t  u n d  d e r  s e i n e n  M i t t e l p u n k t  a u f  d e r s e l b e n  
Achse v o n  C' h e t .  

9. Liegt der Mittelpunkt des Kreises A' auf der Hauptachse des 
Kegelschnittes, so dient zur Bestimmung des Factors E folgendes. Unter 
den Kreisen AB sind allemal auch zwei solche, die zum Punkte werden, 
und zwar sind dies die Brennpunkte des Kegelschnitts. Die zugehorige 
Bertihrungssehne ist dann Leitlinie des Kegelschnitts und wir erhalten 

daraus fur E den Werth - 9  Ftir die Parabel speciell ergiebt eich E = 1. 
Y 

Liegt dagegen der Ereismittelpunkt von A2 auf der Nebenachse einer 
Ellipse, so erhalten wir aus den Umstand, dass jeder doppelt bertihrende 
Kreis auf den Tangcnten in den Scheiteln der Ncbenachse zwei Sehnen aus- 

çchneidet, deren Summe = 4  y ist  für  E den Werth 1- Um endlich fur dio 
B 

Nebenachse der Hyperbel diesen Werth zu bestimmen, ktinnen wir den Mittel- 
punkt des Kreises mit dem Mittelpoukt der Hyperbel zusammenfallen lassen, 
oder aber in Bezug auf einen beliebigen Kreis A2 diese Constante dadurch 
bestimmen, dass wir von einem unendlich fernen Punkt  der Hyperbel an 
den Kreis die Tangente ziehen und auf die Nebenachse uns ein Loth ge- 

fillt denken. I n  beiden Flillen erhalten wir für  E den Werth l?. 
B 

10. Die in Obigem gegebenen Entwickelungen gestatten uns, eine Reihe 
von Eigenschaften doppelt beruhrender Kreise eines Kegelschnitts auf- 
zustellen, so z. B.: 

a) Z i e h e n  w i r  v o n  i r g e n d  z w e i  f e s t e n  P u n k t e n  e i n e s  K e g e l -  
s c h n i t t s  a n  e i n e n  b e l i e b i g e n  d o p p e l t  b e r t i h r e n d e n  K r e i s ,  
dessen M i t t e l p n n k t  a u f  d e r  H a u p t a c h s e  l i e g t ,  d i e  T a n g e n t e n ,  
8 0  i s t  d i e  S u m m e  o d e r  D i f f e r e n z  d e r s e l b e n  c o n s t a n t ,  n s m l i c h  
gleich d e m u n t e r s c h i e d  d e r  B r e n n s t r a h l e n v o n  e i n e m  d e r  B r e n n -  
punkte  n a c h  d e n  P u n k t e n .  S i n d  i n s b e s o n d e r e  d i e s e  P u n k t e  
die S c h e i t e l  d e r  H a u p t a c h s e ,  s o  i s t  d i e s e  S u m m e  o d e r  d i e s e r  
U i i t e r s c h i e d  g l e i c h  d e r  E n t f e r n u n g  d e r  b e i d e n  B r e n n p u n k t e ,  
und i s t  e i n e r  d e r  P u n k t e  S c h e i t e l  d e r  H a u p t a c h s e ,  d e r  a n d e r e  
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S c h e i t e l  d e r  N e b e n a c h s e  d e s  K e g e l s c h n i t t s ,  s o  i s t  d i e s e r  con- 
 tante VCTerth g l e i c h  d e r  b a l b e n  E n t f e r n u n g  b e i d e r  Brennpunkte .  

b) B e r ü b r t  e i n  K r e i s  e i n e  E l l i p s e  d o p p e l t  u n d  l i e g t  sein 
M i t t e l p u n k t  a u f  d e r  N e b e n a c h s e  d e r  E l l i p s e ,  s o  i s t  d i e  S u m m e  
d e r  k l e i n s t e n  S e h n e n  d i e s e s  K r e i s e s  d u r c h  z w e i  f e s t e  l'unkte 
d e r  E l l i p s e  c o n s t a n t ,  w e n n  d e r  K r e i s  s e l b s t  s i c h  a n d e r t .  

c) Z i e h e n  w i r  v o n  i r g e n d  e i n e m  H y p e r b e l p i i n k t  a n  einen 
d o p p e l t  b e r i i h r e n d e n  K r e i s ,  d e s s e n  M i t t e l p u n k t  a u f  d e r  Neben. 
a c h s e  l i e g t ,  e i n e  T a n g e n t e ,  s o  i s t  d e r e n  L a n g e  g l e i c h  dern 
S t i i ü k  d e r  A s y m p t o t e  z w i s c h e n  d e r  U e r ü h r u n g s s e h n e  des 
K r e i s e s  u n d  d e r  H y p e r b e l  u n d  e i n e r  P a r a l l e l e n  zu dieser 
S e h n e .  U n d  l i e g t  g l e i c h e r w e i s e  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  Kreises 
iruf d e r  H a u p t a c h s e ,  s o  i s t  d i e  L a n g e  d e r  T a n g e n t e  v o n  einem 
b e l i e b i g e n  P u n k t  a n  d e n  K r e i s  e b e n f a l l s  g l e i c h  d e m  S t ü c k  
d e r  A s y m p t o t e  x w i s c h e n  d e r  v e r l i i n g e r t e n  B e r i i h r u n g s s e h n e  
u n d  e i n e r  P a r a l l e l e n  z u  i h r .  Z i e h e u  w i r  w e i t e r  v o n  e inem d e r  
B r e n n p u n k t e  n a c h  z w e i  b e l i e b i g e n  H g p e r b e l p u n k t e n  d i e  

B r e n n s t r a h l e n ,  s o  i s t  d e r  U n t e r s c h i e d  d e r s e l b e n  g l e i c h  den 
S t ü c k  e i n e r  A s y m p t o t e  z w i s c h e n  z w e i  P a r a l l e l e n  z u r  Neben- 
a c h s e  d e r  H y p e r b e l  d u r o h  d i e  b e i d e n  P u n k t e .  

d) B e r ü h r e n  z w e i  K r e i s e  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  d o p p e l t  u n d  
l i e g e n  i h r e  M i t t e l p u n k t e  a u f  d e r s e l b e n  A c h s e  d e s  Kegel- 
s c h n i t t s ,  s o  i s t  d i e  S u m r n e  o d e r  D i f f e r e n z  d e r  T a n g e n t e n  a u s  
i r g e n d  e i n e m  P u n k t o  d e s  K e g e l s c h n i t t s  a n  d i e  K r e i s e  con- 
s t a n t .  U n d  z w a r  i s t  d i e s e r  U n t e r s c h i e d ,  f ü r  d e n  F a l l ,  dass 

d i e  K r e i s e  i h r e  M i t t e l p u n k t e  a u f  d e r  H a u p t a c h s e  d e s  Regel-  
s c h n i t t s  h a b e n ,  g l e i c h  d e m  U n t e r s c h i e d  d e r  B r e n n s t r a h l e n  v o n  
e i n e m  d e r  B r e n n p u n k t e  n a c h  j e  e i n e m  B e r t i h r u n g s p u n k t e  der 
K r e i s e .  1 s t  d e r  K e g e l s c h n i t t  e i n e  H y p e r b e l ,  s o  i s t  d i e s e  Summe 
o d e r  d i e s e r  U n t e r s c h i e d  g l e i c h  d e m  S t ü c k  e i n e r  Asymptote  
z w i s c h e n  d o n B e r ü h r u n g s s e h n e n  d e r  K r e i s o  u n d  d e r  Hyperbel .  
1 s t  d e r  K e g e l s c h n i t t  e n d l i c h  e i n e  E l l i p s e  u u d  l i e g e n  d i e  
M i t t e l p u n k t e  d e r  K r e i s e  a u f  d e r  K e b e n a c h s e ,  s o  t r e t e n  an  
S t e l l e  d e r  T a n g e n t e n  d i e  k t i r z e s t e n  S e h n e n  e i n e s  E l l ipsen-  
p u n k t e s  i n  R e z u g  a u f  d i e  K r e i s e .  

A u s s e r d e m  s c h n e i d e t  d e r  K e g e l s c h n i t t  a u f  d e n  gemein- 
s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  x w e i e r  d o p p e l t b e r ü h r e n d e r  Kreiss ,  
d i e  i h r e n  M i t t c l p u n k t  a u f  d e r s e l b e n  A c h s e  d e s  K e g e l s c h n i t t s  
h a t ,  g l e i c h e  S e h n e n  aus.* 

* Alle diese Siitze lassen sich auf Umdreliungsfliichen zweiten Grades und 
liings von Kreisen herührende Kugeln ausdehncn, so folgt z. B. aila Satz d): 

S i n d  e i n e r  l l o t a t i o n s f l i i c h e  z w e i t e n  G r a d e s  zwei  berührende 
Kugeln  e i n b e e c h r i e b e n ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  auf  d e r  Achse liegen, 
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11. Wie wir bereits oben bemerkten, haben die je  vier Punkte, die 
irgend ein Kreis mit festem Mittelpunkt mit einem Kegelschnitt gemein 
bat, einen festen Punkt zum Schwerpunkt. Xiehen wiï von den Punkten 
an einen festen Kreis, der den Kegelschnitt doppclt berührt,  die Tangenten, 
so ist deren Summe gleich der s-fachen Summe der Abstsnde der vier 
Punkte von der Berührungssehne. D a  der Schwerpunkt der vier Punkte 
aber ein nnveranderlicher is t ,  so ist  diese Summe constant; das heisst, 
wir erhalten : 

B e s c h r e i b e n  w i r  urn i r g e n d  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  m m i t  
b e l i e b i g e m  E i a l b m e s s e r  e i n e n  K r e i s  M % n d  z i c h e n  v o n  d e n  
S c h n i t t e n  d i e s e s  K r e i s e s  m i t  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  a n  e i n e n  
Kreis Ba, d e r  d e n  l e t z t e r e n  d o p p e l t  b e r l i h r t ,  d i e  T a n g e n t e n ,  
so h a t  d e r e n  S u m m o  e i n e n  c o n s t a n t e n  W e r t h  u n d  e s  i s t  a l s o  
auch n a m e n t l i c h  d i e  S u m m e  d e r  v i e r  B r e n n e t r a h l e n  n a c h  
diesen v i e r  P u n k t e n  d e s  K r e i s e s  M 2  u n d  d e s  K e g e l s c h n i t t s  
cons tan t .  

12. Ziehen wir zu irgend einer Sehne eines Kegelschnitts diejenige 
Sehne, welche zu ihr senkrecht steht und von ihr gehalftet wird und legen 
durch die Endpuukte dieser zweiten Sehne Kreise, so liegen deren Mittel- 
punkte auf der ersten Sehne und die Kreise haben mit dem Kegelschnitt 
noch je zwei Punkte gemein, deren Verbindungslinien parallel sind. Wir  
schliessen daraus, dass der Ort  der Schwerpunkte der vier Punkte, 
die jeder dieser Kreise mit dem Kegelschnitt gemein hat,  eine Gerade 
ist, oder: 

L i e g t  d e r  M i t t e l p u n k t  e i n e s  K r e i s e s  a u f  e i n e r  G e r a d e n ,  
so i s t  d e r  O r t  d e s  S o h w e r p u n k t s  d e r  v i e r  P u n k t e ,  d i e  e r  m i t  
dam K e g e l s c h n i t t  g e m e i n  h a t ,  e i n e  z w e i t e  G e r a d e ,  u n d  i s t  
b e s o n d e r s  d i e  e r s t e r e  G e r a d e  s e n k r e c h t  z u  e i n e r  A c h s e  d e s  
K e g e l s c h n i t t s ,  s o  i s t  e s  a u c h  d i e  z w e i t e .  

Und hieraus: 
Die  o b i g e  S u m m e  d e r  v i e r  T a n g e n t e n  resp .  d e r  v i e r  R r e n n -  

e t rah len  b l e i b t  d i e s e l b e ,  w e n n  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  K r e i s e s  M 2  
auf e i n e r  P a r a l l e l e n  z u r  B e r f î h r u n g s s e h n e  d e s  z w e i t e n  K r e i s e s  
mit dern K e g e l s c h n i t t  b e w e g t  w i r d .  

Insbesondere finden wir daraus z. B. fur die Parabel: 
B e s c h r e i b e n  w i r  u m  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  e i n e r  S e n k -  

rechten z u r  A c h s e  e i n e r  P a r a b e l  m i t  b e l i e b i g e m  H a l b m e s s e r  

so i s t  d i e  S u m m e  o d e r  D i f f e r e n z  d e r  T a n g e n t e n  v o n  e i n e m  P u n k t e  
der F l i c h e  a n  d ie  K a g e l n  cons tan t .  

Und hieraus : 
Durchschne iden  w i r  d i e  F l a c h e  d u r c h  e i n e  E b e n e ,  d i e  h e i d c  

Kugaln b e r ü h r t ,  s o  s i n d  d i e  B e r ü h r u ~ g s ~ u n k t e  U r e n n p u n k t e  d e r  
Schnittfigur. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



220 Ueber Kreise, welche einen Kegelschnitt etc. Von BENEDIKT SPORER. 

e i n e n  K r e i s ,  s o  i s t  d i e  S u m m e  d e r  v i e r  B r e n n s t r a h l e n  nach den 
v i e r  g e m e i n s a m e n  P u n k t e n  d e s  K r e i s e s  u n d  d e r  P a r a b e l  gleich 
d e m  v i e r f a c h e n  A b s t a n d  d e r  S e n k r e c h t e n  v o m  1 3 r e n n p u n k t ,  und 
e b e n s o  i s t  d i e  S u m m e  d e r  v i e r  T a n g e n t e n  v o n  d i e s e n  vier  ge- 
m e i n s a m e n  P u n k t e n  d e s  K r e i s e s  u n d  d e r  P a r a b e l  a n  irgend 
e i n e n  d o p p e l t  b e r t i h r e n d e n  K r e i s  d e r  P a r a b e l  g l e i c h  dem vier- 
f a ü h e n  A b s t a n d  d e s  M i t t e l p u n k t e s  d i e s e s  l e t z t e r e n  K r e i s e s  v o n  
d e r  S e n k r e c h t e n .  

Bei diesen Brennstrahlen und Tangenten is t  jedoch genau aiif den 
Umstand zu achten, ob die Punkte, nach denen aie gehen, auf derselben 
Seite der zum Brennpunkt gehorigen Leitlinie oder Beriihrungseehne des 
Kreises mit dem Kegelschnitt liegen oder nicht, indem durch diesen Um- 
stand das Vorzeichen der Brennstrahlen und Tangenten bedingt ist. 

C a n n s  t a t t ,  im Novembor 1895. 
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Kleinere Rlittheilungen. 

XVI. Construction der  Schmiegungsebenen der  Schnittcurve 
zweier Kegel. 

Bei den folgenden Constructionen wird vorausgesetzt, dass die Leit- 
curven l , ,  1, der beiden Kegel in einer und derselben Ebene liegen, die als 
Bildebene genommon wird. Die Verbindungslinie der beiden Kegelspitzen 
&, N2 habe den Spurpunkt S und eine Hilfsebene durch M,M2 habe die 
Spur s durch S. Schneidet s die Leitcurven in zwei Punkten A , ,  A, ,  so 

ist P = M, A, . &A, ein Pnnkt der Schnittcurve 3 der beiden Kegel. 
Um die Tangente p von P zu erhalten, legt man in A, und A, die Tan- 
ganten t, und t2 an die Leitcurven; danu ist T = ( t l t2)  der Spiirpunkt 

von p. Der Ort 
der Punkte T ~ i g .  1. 

kt die Spur- 
curve der Tan- 
gentenflache 

von 92. Die 
Spin der 

Scbmiegiings- 
ebene in P ist 
die Tangente t 
der Spurcurve S - - - - - 
der Develop- F 

pabeln in T. 
Diese Spur- 
curve ist durch die beiden Leitcnrven und den Punkt  S vollstandig bestimmt. 

Ersetzt man nun die beiden Kegel durch zwei andere, welche sie langs 
der Erzeugenden Ml Al, M, A, osculiren, so hat  die Schnittcurve der beiden 
neilen Kegel in P dieselbe Schmiegungsebene mie 3. Die Spurcurven der 
neuen Kegel osculiren die Spurcurven der ursprünglichen Kegel in den 
Punkten A,, A,. Wir  wahlen nun diejenigen osoulirenden Kegel, deren 
Spurcurven die K r t i m m u n g s k r e i s e  dcr Leitcurven in A,,  A, sind. 

Die Gerade s werde um S unendlich wenig gedreht i n  die Lage s'(Fig.1). 
Dann erhalt man stat t  der Tangenten t l ,  ta zwei Tangenten t; , t'% in BI, Ba, 
die sich irn Punkte T' unendlich benachbart zu T schneiden. Nun ist die 
Richtung der Tangente t in  T bestimmt, wenn man das Verhëltniss der 
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Entfernungen el,  e, des Punkies T' von t ,  und t ,  angeben kann. Setzt man 
die unendlich kleinen Winkel $: t, Pl = r, , <): t, t', = r, und bezeichnet man 
mit t,, t, auch die Strecken A, T, A,T, so ist 

e l =  z l t l i  e , =  c,t,. 

Seien r, ,  r, die Radien der beiden Krfimmungskreise, deren Mittel- 
punkte Cl, C, sind, und b, , b, die unendlich kleinen Bogen A, B,, A,B, .  

Nun lasst sich aber das Verliiiltniss b, : b, durch endliche Strecken 
ausdrücken. Betrachtet man $ als eine Transversale des Dreiecks A,A,T, 
so k t  nach dem bekannten Transversalensatz: 

A l S .  TB,. A,B, = A , S .  A, B I .  TB, .  
Wir führen noch 

~ i g .  2. die Bezeichnung 

ein : A, S = a , ,  

A, B = a,, 

Dann lautet die 
Gleichung : 

( = ;:;,y;. 
Geht man zur 
Grenze über, wo 

bl , b, gegen t , , 4  
vorschwinden , so 
folgt : 

Damit erhiilt man nun:  

1) 
a, t , b 2  t Z 2  - 

e l :  e , = - : - -  a* tZ2 
Y2 : - 

'-1 '-2 a, t,"l. 

Hieraus ergiebt sich folgende Losung der Aufgabe (Fig. 2) : Auf A, C, 
t ragt  man von Al aus den Radius r, nach E, auf und durch El zieht man die 
Gerade El Q Il t,. Man macht ferner A, G, = r , ,  G, G, II S, A,Hl = A,G,, 
HIE,  1 1  s,  A,$, = A,R, und projicirt JI von S aus nach J, nuf die Gerade 
A, J, II t,. Endlich macht man A,E, = A,J, und zieht durch E, die Gerade 
E2 Q Il t,. Dann geht durch den Schnittpunkt Q die gesuchte Tangente t von T. 

Welches die cntsprechenden Sinnc fur das Auftragen der Punkte El,  E2 
sind, erkennt man leicht, i d e m  man sich vorstellt! dass s eine kleine 
Drehung um S macht. 
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Setzt man 4): 1, s - u l ,  <): t2 s = u2 nnd bezeichnet man die Winkel, 
welche Al C,, 4 C2 mit s einschliessen, mit PL, pz, so kann man stat t  1) 
schreiben : r,sim2u2 . rlsin2u1 

e, : e, = I 

a2 a1 
oder 

21 
a 

el : e, = r, cosyB, : r, cos", - 2. 
a1 

Hieraus k6nnte man eine Modification der vorigen Construction ableiten. 
Dieselbe ist in Figur 3 fur den Fa11 dargestellt, wo die beiden Flachen 
Cylinder  sind. Der 
Punkt 8 i s t  dann Fig. 3. 

im Unendlichen und ' Y  , / .  'J 
a , t '. 

man hat A= 1. Es r 1 ,  

a1 
' I 

wurde Al El = A2 I?& 

A2 E, = A, Hl ge- 
macht. 

In einem Schnitt- 
punkt der beidenLeit- 
curven hat die Spur- 
curve der Develop- 
pabeln eine S p i  t ze. 
Bei der Construction 
der Spitzentangente 

a. 
ist wieder 2 = 1. - 

a, 
Wenn ferner der 
Punkt T u n e n d l  i c h  f e r  n is t ,  so wird in 2) p, = Pa. Man hat also von A, 
aus den Radius r, nach 3, aufzutragen, den Radius r,  von S aus nach A, Ez zu 

projiciren und den 
Schnittpunkt & Fig. 4. 

von E,E2 mit s 
ru nchmen. F ü r  
Q ist das Verhalt- 
niss de r  Entfern- , 

, 
ungen von t, und r- 

S/ ' t, das verlangte - 

und durch Q geht 
al80 die gesuchte 
A s y m p t o t e  t 

(Fig. 4). 
Die unendlich fernen Punkte T werden durch eine Hilfscurve gefunden. 

Legt man parallele Tangenten an l1 und 1, und verbindet die Beriihrunga- 
punkte auf 1, mit denen auf Z,, so urnhüllen diese Verbindungslinien aine 
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Curve. Die Tangenten an diese Curve von S aus geben diejenigen Lagen 
von s, welche zu unendlich fernen Punkten T flihren. 

T a n g e n t e n  i m  D o p p e l p u n k t  d e r  S c h n i t t c u r v e  z w e i e r  s ich 
b e r i i  h r e n d  e n  R e  g e  1. Wenn die beiden Kegel eine Tangentialebene 
gernein haben, alvo sich im Schnittpuakt P der beiden Beriihrungserzeugendtin 
Ml A, ,  M, A, berühren, so ist  P cin Doppelpunkt der Schnittcurve. Cm 
seine beiden Taugenten zu bestimmen, benutzen wir wieder die zwei rangs 
NI A l ,  M2 A, osculirenden Kegel , deren Spurcurven die Krümmungskreise 
der Leitcurven in A, ,  A, sind. Sollen die Doppelpunktstangenten reell 
sein, so muss S auf der gemeinschaftlichen Tangente s der Leitlinien ausser- 
halb oder innerlialb der Strecke AIA, liegen, je nachdem die Leitcurven 
bci der Rcrührung mit s auf dcrsclbcn Seito von s liegen oder nicht. 

Denkt man sich s unendlich wenig um S gedreht, so dass beida Leit. 
curven geschnitten werden, so erkennt man,  dass die Doppelpunktstangenten 
als Gegenseiten eines volluthdigen Viereckv mit unendlich benaclibarten 
Ecken zu den beiden im Doppelpunkt sich schneidenden Erzeugenden liar. 
monisch liegen, alao ihre Spurpunkte auf s mit A,, A, eine harmonische 
Gruppe bilden. 

Auf s', unendlich benachbart zu s, seien B,,  B, die zu A,, A, be- 
nachbarten Punkte der Leitcnrven (Fig. 5). r,, r, seien die Winkel, welche 
die Tangenten in B I ,  B, mit s bilden. Nun geht für verschwindende t.,, 7, 

der Schnittpunkt T' der beiden Tangenten in den Sporpunkt T einer der 
gesuchten Doppelpunktstangenten über und es ist: 

A I T :  A,T= 5,: z,. 
Andererscits hat man : 

Wenn nun s' die Geraden A, Cl , As Cé in den Punkten N,,  N, schneidet, 
die von A,, 4 die Entfernungen nl, .n, haben, BO ist 

Man hat  also : - - 
A I T :  A,l'=P< :PA- '-1 
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Es ist aber - . -  - U A  . U A  - "  . "  

Die  S p u r p u n k t e  d e r  b e i d e n  D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e n  t h e i l e n  
die S t r e c k e  A,A, a u s s e n  u n d  i n n e n  n a c h  d e m  V e r h a l t n i s s  d e r  
m i t t l e r e n  P r o p o r t i o n a l e n  a u s  rl u n d  a , ,  r, u n d  al .  F ü r  zwei 

a 
C y l i n d e r  ist S auf s unendlich fern. Indem dann 2 = 1 wird, erhalt 

a2 
man das Resultat: Die Spurpunkte der Doppelpunktstangenten theilen die 
Strecke A,A, tbusaen und innen nach dem Verhaltniss von rl zur mittleren 
Proportionalen aus r, und r,. 

A n z a h l  d e r  S c h m i e g u n g s e b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e n  b e -  
l iebigen P u n k t  a n  d i e  S c h n i t t c u r v e  x w e i e r  a l g e b r a i s c h e n  K e g e l  
g e l e g t  w e r d e n  k o n n e n .  Wir  bczeichnen mit rn, VA, k ,  i die Ordnungs- 
zahl, Klassenzahl, Zahl der Spitzen und der Inflexionen der Leitcurven 
unter Beifügung des betreffenden Index. E s  sol1 aus den Singularitiiten 
der Leitcurven dio Anzahl der Schmiegungscbencn dor Schnittcurve 32 
nbgeleitet werden, welche durch einen beliebigen Piinkt des Raumes gehen.* 

Da diese Anzahl dieselbe bleiben muss, wenn man dem Punkt eine 
specielle Lage giebt, oo verlegen wir ihn in  die Spitze des ersten Kegelci. 

Durch M, k6nnen aber nur die folgenden drei Arten von Schmiegungs- 
ebenen gehen: 

1. Legt man durch MlM2 eine Ebene, welche den zweiten Kegel be- 
iülirt und den ersten Kegel in  m, Erzeugenden schneidet, so sind dio 
letzteren Erzeugenden Tangenten von 91 und die zugehorigen Tangential- 
elienen des ersten Kegels sind offenbar stationare Schmiegungsebenen 
von DL 

Solclier stationaren Schmiegungsebenen durch Ml giebt es also m, n,. 
Aber jede derselben ist dreifach zu rechnen unter den durch Ml gehenden 
Schrniegung-sebenen. Denn durch jeden Punkt  einer Tangente von 8 gehen 
zwei unendlich benachbarte Schmiegungsebenen und eine dritte kommt hinzu, 
wenn die Schmiegungsebene stationar, ihr Berührungspunkt aber von jenem 
Punkt verschieden ist. 

2. Der erste Kegel hat  i, Inflexionserzeugende. Jede derselben liefert 
Punkte von !JI, deren Schmiegungsebenen durch Ml gehcn und einfach 

zu rechnen sixd. 
3. Der zweite Kegel hat  k, Cuspidalerzeugende. Jede derselben liefert 

ml Spitzen von 8, deren Schrniegungsebenen durch Ml gehen und einftrçh 
zu rechnen sind. 

* Vergleiche meincn Aufsatz: ,,Ueber den Schnitt zweier Kegcl und über 
eine Steiner'sche Aufgabe betreffend ebene Ciirven." Vierteljahrsschrift der Naturf. 
Gesellschaft in Zürich, Bd. XXXVIII. 

Zeitsehrift f. Mathematik u. Physik. 41. Jahrg. 1896. 4 .  Heft. 15 
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Durch Ml gehen also im Ganzen 

3m, 12, + m, il + na, k, 
Schmiegungsebenen von 8. Die analoge Betrachtung für M, ergiebt aber 
als Anzahl der durch M2 gehenden Schmiegungsebenen: 

3m2fi1 m1i2 f m,k,. 
Da diese beiden Zahlen einander gleich sein miissen, so erhalt man 

eine Beziehung, welche zwischen den Singularitsten irgend xweier algebra- 
ischen ebenen Curven bestehen muss: 

3(m,f i , -m,nJ + rn , i , -m l i ,+m,k , -  m,k,= O. 
Nimmt man nun ftir den zweiten Kegel einen Kegel zweiter Ordnung, 

setzt also m, = n, = 2 ,  i, = Ic, = O ,  so geht die Gleichung liber in 

4) il - kl = 3(n, - ml) .  

Damit hat  man die bekannte P l ü c  k e r ' s c h e  F o r m e  1 fur jede algebra. 
ische ebene Curve durch einfache raumgeometrische Betrachtung bewiesen, 

Unter Berücksichtigung dieser Formel erhalt man schliesslich für dia 
gesuchte Anzahl der Schmiegungsebenen durch einen Punkt :  

5) 3 ml m, + m,i, + m,i,. 
R i g a ,  Februar 1896. Prof. Dr. 8. BECK. 

XVII. Solenoid, Ring- und  Kngelspirale.* 

Diese drei Beispiele von , Stromsystemenu behandelt C h r i s t i  a n  sen im 
5 79, nachdem in den zwei vorausgehenden die magnetischo Doppelschicht 
oder L a m e 1  l e  + G .  E (Dichte mal Abstand) mit der Intensitat des in ihrem 
Rande verlaufenden Stromes i als gleich erkannt wurde. E s  ist  dann fur 
das Solenoid von der Lange L und N  Windungen: 

a) ~ . d s = + ? ? i d z : L  oder ~ = f  Ni:L 
und fur das Feld y im Innern des Solenoids, welches langs der Achse gerichtet 
is t ,  beziehe ich mich auf den im vorigen Tite1 schon benutzten Sprung 4rtu 

b) y = 4 x N i :  L. 
Da ein magnetischer + 1 Punkt  von dieser Feldstarke oder ,Kraftu 

gegen den Slldpol getrieben wird, so sollte man das Minuszeichen beisetzen, 
wie es der Verfasser in seineln folgenden Beispiele, der umwickelten Kugel- 
flache, auch thut. 

Ich lasse indessen den Ring von P a c i n o t t i  oder G r a m m e  vorangehen, 
weil dieser sich inniger a n  dm Solenoid anschliesst als die Kugel. Ilau Buch 
enthalt dafür nur die b) entsprechende Formel; ich schreibe beide: 

G = + Ni  : ZzR, 
y = 2 N i  : R ,  

der Abstand des Mittelpunkts des Ringquerschnitts vom Ringmittel- 
(von der Drehachse des Ringes); y ist  in jenem Mittelpunkt senk- 

Vergl. S. 167 u. flg. 
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recht zum Querschnitt gerichtet. Mit der letzten Formel echliesst 5 79. 
Kirchhoff  hat  dieselbe und a') im 5 10 der XV. Vorlesung, kommt aber 
im $ 6 der XVI. nochmale auf a') zurflck, weil er das Drehungsmornent 
des Ringes (ohne Eisenkern, der die Thcorie complicirt) bercchnen lehrt: 
Tritt ein Strom i a n  den Endpunkten eines (um die Ringbreite erweiterten) 
Durchmessera 2 R ein und aus , so haben wir zwei Halbringe oder Solenoide 

i N .  
mit- und - Windungen fur die Lange aR vor uns; aber wegen der zwei 

2  2 
Solenoide kommt doch wiederum a') vollends zu Stande als Magnetikum an 
den genannten Endstellcn in  der Flache 1. 1st p der Ringquerschnitt und 
K das Magnetfeld, in welchem der Ring rotirt  (senkrecht zum genannten 
Ringdurchmesser steht derjenige, in  welchem der Ring moglichst nahe an 
den Polen eines Hufeisenmagnets voiliei rotirt),  BO erhiilt man das gaiize 
Drehungsmoment durch Multiplication mit E2Rp ,  also 

Nikq 
- 

7s 

Kun wende ich mich noch zu der nach Parallelkreisen umsponnenen K i i g a l -  
flëclie 4nae,  wobei N Windungen auf den horizontalen Durchmesser 2 a  
treffen, den ich wegen a') und b') wieder zur 8 -  Achse wiihle (positiv vom 
Centrum zum Nordpole hingerichtet). Wenden wir una vom Aequator gegen den 
Nordpol dioser Kugel hin, so nehmen die Windungen ftir jedes d~ um die 
Ringbreite dy  ab. E s  mag nun + s die magnetische Fliichendichte einer solchen 
Doppelschicht sein. darnit LI die Flacliendichte auf der entsprechenden Kugel- 
zone genannt werden kann,  welche wir statt  jener ringformigen substituiren 
g e m h  der Gleichung : S. dy = ad(a6) .  

Hierin bedeutet 8 den Centriwinkel wie in  der vorletzten Mittheilung, 
auf welche wir uns sogleich vollstiindig beziehen werden (insbesondere den 
ersten Theil dereelben gegen dessen Ende hin). Da y = usina,  so kommt 

s COS 8 = 6. 
Ni 

Gemiiss a) ist s = Ni : 2 a ,  also u = -cos 8; verglichen mit der gerado 
2 a 

ernahnten Mittheiiuog giebt Ni= J die S t i rke  der Pagnetisirung der Kugcl- 
2 a  

2 n  hTi 
filche an. Die Feldstsrke im Innern ist demnach - - c o s  6. 

3 a  
Das Buch giebt nur die Feldstirke auf dom Polardurchmesser (8 = O) an 

und schliesst mit dei1 Worten: ,,Auf diesem Wege kann man ein fast constantes 
magnetisches Feld herstellen! welches bei der Construction der Mess- 
instrumente zur Bestimmung der elektrischen Stromst5rke Anwendung finden 
kannaU Dieses Wort ,,fastu findet in dem fl seine richtige Deutung: wenn 6 = 0, 
so ist die Feldsttirke y ganz constant im Innern der Kugel; wenn aber 6 von 
Nul1 verschiedeu, so ist die Feldstarke mit cos6 behaftet; von r(< a) ist 
aie ranz unabhangig. Das Minuszeiçhen entspricht dern Texte nach b) oben. 

Augsbnrg.  Prof. Dr. KURZ. 
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XVIII. Zur Con~t ruc t ion  einer Flache zweiten Grades 
aus  neun Punkten.  

Herr Dr. H. L i e b m a n n  hat  im 41. Jahrgang dieser Zeitschift 5.120 
die Aufgabe gelest: 

Wenn neun Punkte ( N N ' P ,  P, P3 QI Q, Q3Q4) im Raume gegeben sind,  
a u f  e i n e r  E b e n e  2 d u r c h  d r e i  d e r s e l b e n  (PIP,P,) den Kegelschnitt 
zu zcichnen, den die durch die neun Punkte bestimmto Flache zweitcn 
Grades 0 mit derselben gemein hat. 

Wir  wollen zeigen, dass das dort angegebene Schema der Behandlung 
noch der Variation ffihig is t ,  um die angegebene besondere Aufgabe zu 
losen, dass es aber im Princip auch ausreicht, u m  d e n  K e g e l s c h n i t t  ip 

i n  j e d e r  b e l i e b i g e n  E b e n e  d e s  R a u m e s  z u  f i n d e n ,  ohne jedeHilfs- 
construction ausserhalb dieser einen Ebene. 

Zu dem Ende wollen wir hier kurz die methodischen Eigenheiten der 
L i e  b m a n  n'schen Construction hervorheben : 

a) Zunachst bemerken wir ,  dass die neun Punkte in 2 + 3 + 4 Punkte, 
also in drei Gruppen zertrennt erscheinen. Von den zwei Punkten der 
ersten Gruppe wird @ in die Ebene I der zweiten Gruppe, also doppelt 
projicirt. In dieser so doppelt be~ogenen Ebene kennt man 3 + 4 Paar 
entsprechender Punkte,  wovon die drci ersten Doppclelemonte der Be. 
ziehung vorstellen (P, , P,, Pi,). Die weiteren Doppelelemente erfüllen den 
freglichen Kegelschnitt cp. Ausserdem giebt es in  der Beziehung eiuen 
r i i n g u l g r  e n  P u n  k t S, dem je eine Gerade m im anderen System entspricht, 
Die Construction von cp und m ist gleichwerthig. 

b) Als methodisches Hauptmerkmal ist aber d i e  V a r i a t i o n  eines 
d e r  g e g e b e n e n  F i a c h e n p u n k t e  hervorzuheben. E s  wird nlimlich iigend 
ein Punkt Q, der dritten Gruppe fortgelassen und d a f i i r  e i n  P u n k t  P, 
d e r  z w e i t e n  G r u p p e  z u g e f ü g t ,  d e r  b e r e i t s  i n  d e r  E b e n e  des q 

l i e g t ,  und soliin das Problem, rp zu finden, zu vereinfachen geeiguet ist. 
F ü r  diescn neuen Fa11 wird die Construction dieses Kegelschnittes gaeeigt. 

Wir  wollen iùn don angopassten Kogc~schnitt nennon und mit rp [k] bezoicb- 

nen; analog die ihm eindoutig zugehorige singulfire Gcrade mit rn 

wobei also der obere Buchstabe den im System weggelassenen, der untere 
den hierfiir zugeftigten Punkt andeutet. 

c) Nun wird a u c h  n o c h  P, w e g g e l a s s e n ;  dann bilden die Fl%.91en@, 

ebenso die Kegelachnilte rp [ Q I ] ,  wie die ainpulhen Geraden m [ f o l  Uüscbel. 

Die noch unbekannten fcsten Punkte der beiden letztgenanntcn sind linear 
zu bestimmen. I n  der L i e  b m  ann'schen L6sung werden statt der rp die 

gleichwerthigen m batrachtet. Der feste Punkt  des Btischels der m moge 

mit  M L $ ]  bezeicbnet werden. 
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d) Zuletzt muss die der nicht variirten Flache @ zugehorige m i n  alleu 

Büscheln  fi] enthalten sein. E s  genllgt, zwei der letzteren zu con- 

~truiren und daun ihre ilf zu verbinden. Mit m ist eindeutig y zu fiuden, 
wodurch die Aufgabe gel6st erscheint. 

Unwesentlich an vorstehender Ausführung ist die Art der Vertheilung der 
neun Punkte von @ auf die drei Gruppen. Dleiben wir zunachst dabei stehen, 
dass die Gruppe der Ebene ê mit drei Punkten bedacht bleiben soll, so 
stellt sich neben die L i  e b m  ann'sche Vertheiliing die folgende symmetrische: 

Ni i'f2 N3 Pl P2 P3 IZ1 Q2 Q9. 
Hiernach wird di von drei Punkten N in  die Eùene b projicirt. Be- 

zeichnet man den Schnitt der Tangentialebene der Fliiche @ in NI mit der 
Ebcno 3 durch m ,  BO gestaltet sich die L6sung der Aufgabe nach folgendem 
Schema. Construire: 

Schnitt beider : 

Schoitt boidor : IK [3] 

Aus der singuliiren Geraden rn folgt eiudeutig 9, wie bei Herrn L i e  b - 
mann. 

Wir wollen nun gieich zu dem a 11 g e m e i n s t e n  Falle iibergehen, der 
dadurch gekennaeichnct k t ,  dass die Ebene 3, in welcher <p gezeichnet 
werden soll, keinen der gegebenen neun Punkte enthiilt. Die Abtheilung 
der neun Punkte erfolgt demnach s o l  dass die erste Gruppe a, die zweite 
Null, die dritte (9 - a) Punkte enthalt. Wir  wollen hier nur  den einen 
Fa11 betrachten, wo cu=2 ist. Dann erscheint dio Ebene C4 doppelt liber- 
deckt. In der hierdurch festgelegten Beziehung kennen wir nun &ben 
Paare entsprechender Elemente, worunter sich keine Doppelelemente be- 
fiiiden. Die neun Punkte seien bezeichnet mit 

der Schnitt der Tangentialebene an CD in N mit der Ebene 3 wieder 
mit m. Dann erfolgt die Construction nach folgendem Schema, das wohl 
unschwer zu lesen sein wird, wenn auch nach den Klammern die Worte: 
,Schnitt beideru bea. ,,Verbindung beideru weggelassen sind. Von dem 
Scheme, welches in der ersten der aoht Colonnen 4 . 4 . 4  .4 = 256 Zeilen 
erfordern wilrde, ist  natürlich nur der Anfang hergesetzt. Wie zu ersohen, 
sind nicht weniger als 341 Linien na und 170 Punkte M zu construiren. 
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XIX. Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. 

In seiner Habilitationsvorlesung Uber die Hypothesen, welche der Geo- 
metrie zu Grunde liegen , segt R i e m a n n  im 5 2,  dnss es ein wesentlicbes 
Kennzeichen einer e i  n f a c h  aiisgedehnten Mannigfaltigkeit sei, dass in ihr  
von einem Punkt nur nach zwei Seiten, vorwiirts oder rückwarts, ein stetiger 
Portgang m6glich sei. - Der Bogriff der Stetigkeit wird dabei nicht besonders 
erklirt, sondern als gegeben betrachtet. 

Auf  Grund dieser Definition der e i n f a c h  ausgedehnten Xannigfaltigkeit, 
habe ich in meinem im Jabre 1873 erschienenen Abriss einer Theorie der eom- 
plexen Functionen etc. die Ordnungszahlen , die angeben, mie eine Function 
einer reellen Veranderlichen z a n  einer bsstimmten Stelle, etwa z = 0 ,  ver- 
schwindet Irez. unendlich wird , für  eine einfach ausgedehnte Mannigfaltig- 
keit in Anspruch genommen, die unendlich vie1 dichter is t ,  als die Mannig- 
faltigkeit der gemeinen reellen Zahlen. E s  giebt auch Ordnungen, die gr6sser 
sind als jede durch eine beliebig grosse reelle Zahl messbare, mie die Ord- 
nung der Function e - I l  im Punkte Null,  so dass man durch die Ordnungcn 
nicht blos auf actuell unendlich kleine, sonderil auch auf actuell unendlich 
grosse Zahlen geführt wird. wenn man diesen Namen den Ordnungsmaassen 
zuerkennen will. 

Diese Inanspruchnahrne der Ordnungszahlen als einer einfach unendlichen 
Reihe hat nicht iiberall Beifall gefundeu, und es lasst allerdings diese Nanriig- 
faltigkeit eine andere Auffassungsweise zu. Man kann die nicht durch eine 
gemeine reello Zahl measbaren Ordnungon als qualitativ von jenen verschieden 
ansehen und so die Ordnungszahlen als complexe Zahlen auffassen, man kann 
ihnen eine mehrfache (unendlich -vieIfache) Ausgedehntheit zuschreiben. Da 
aber jeder Analytiker sweifellos in die Lage kommt,  die Ordnungszahlen zu 
ordnen, ibre Grosser und Kleinor festzustollen, und do fur keinen Jiathematiker 
der mindeste Zweifel vorhanden sein wird, dass die Ordnung desverschwindens 
der Function 1 : lg(x2) eine niedere, kleinere ist als die Ordnung von xE, wenn E 

eine beliebig kleine positiv reelle Zahl ist ,  so darf man das R i e  mann'sche 
Kennzeichen für die E i n  f a c  h h e i t der Ausdehnung einer Mannigfaltigkeit, 
dass überall nur nach zwei Seiten, riickwiirts und vorwarts ein Fortgang 
moglich ist, nicht als ausreichend ansehen. I n  der Tbat lassen sich auch die 
zweifach ausgedehnten gewohnlichen complexen Zahlen durch besondere Be- 
fitirnrnungan in eine einfache, sagen wir eine lineare Reihe anordnen. Lksst man 
2.B. auf jede reelle Zahl z die Zahlen x+y i folgen, wo y von - rn bis + w stetig 
fortschreitet, so werden dadurch die complexen Zahlen in eine lineare Keihe 
geordnet, und es is t  bei zwei vorgegebenen Zahlen dieser A r t ,  also bci zwei 
complexen Zahlen kein Zweifel, welche dieser Anordnung gemass die grossere 
und welche die kleinere ist. Der Umstand, dass zu einer Zahl z keine Zahl 
existirt, die die nichstfolgende k t ,  ist schon bei den gemeinen Zahlen ebenso 
vorhanden als bei den linear geordneten complexen. Vielleicht ist  eine Be- 
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merknng, die mir ein frlih (im Jahre 1885) verstorbener Studirender der 
Mathematik Namens B a  11 a u  f aus Hattingen über diesen Gegenstand machte, 
im Stande, das Riemann ' sche  Kennzeichen zu vervollstandigen. 

,Eine e i n f  e c  h unendliohe stetige Mannigfaltigkeit bat die Eigenschaft, 
dass sich eine abzahlbar unendliche Mannigfaltigkeit in ihr überall dicht 
bestimmen l i i s ~ t . ~  

Dies ist i n  der linear geordneten Reihe der complexen Zahlen oder in der 
Reihe der Ordnungszahlen nicht moglich. Denn bestimmt man die in die Reihe 
der complexen Zahlen zu legende abzahlbare unendliche Maniiigfaltigkeit 80, 

dass hinter einem a die ganze Iteihe der Zahlen a + y i (-oo 2 y 5 + m) fehlt, 
so ist  die eingelegte Mannigfaltigkeit nicht Hberall dicht. Werden aber hiriter 
jede Zahl x Zahlen von der Forrn x+y,i, x+y,i, x+y,i, . . . eingeschaltct, 
so ist  die eingelegte Mannigfaltigkeit von der Miichtigkeit der reellen Zahlenz, 
und also von hoherer als abzahlbar-unendlicher Miichtigkeit. 

Zurn Andenken an R a l l a u f  füge ieh noch cino zweite Bemerkung 
hieran, die einen Gegenstand der Intagralrechnung betrifft, und die bereits 
für die Mitglieder des Seminars im Seminarbericht von 1883 gedruckt 
Platz gefunden hat. 

D i r i c h l e t  beweist streng den Satz. 1st f (x )  zwischen a und b st,etig 
und lim[f(x + h)  - f(x)] : h fur positive abnehmende h gleich Null, 90 ist 

f(b) = f(a). B a l l a u f  gab hierfür einen directeren Ueweiu, der eine einfaclie 
Correctur des in alteren Lehrbücliern enthaltenen unzul%nglichen neweises 
ist ,  wie folgt : 

Sind G, G', G,, G,, . . . Grossen, die absolut genummen kleiner oder gleich d 
sind, so bat man hei beliebig klein vorgegehenem 8 ,  a :- O angenoinmen: 

f ( h , ) - f ( O ) 5 ~ 1 h , ,  f i h l + & ) - f ( h , ) 5 G , h  2 . - - ,  

für hinreichend kleine hl h,h3.. ., woraus sich durch Addition ergiebt: 

1) f ( h ) - f ( O ) < ~ h ,  h,+h,+h,+. . .=h .  
Dieser Satz gilt auch noch, wenn h = b ist. B e  w e i s .  Da h,,  h,, . . . 

poçihive Grossen sind, so miiss hl + h,+ A, + . . - sich einer Zahl c < b a19 

Grenze nahern, wenn ihre Surnme b nicht erreicht Man kann also p sa 

gross annehmen, dass hl + hl + . . . + ka 2 - 
wird, wie klein auch E sein mag. Also ist 

~ ( C - E ) - ~ ( C ) ~ G ( ~ - E ) ,  f ( c - ~ ) - f ( c )  <a', 
worin 6' wegen der vorausgesetzten Stetigkeit mit E beliebig klein wird. 

JIierauS fol@ : f ( c )  - f (O) -- < G c - E G - 8 '. 
Der Satz 1) gilt  also noch für h = c ,  und da f (c+  h l )  - f(c) < -- $1; 

gemacht werden kann, so gilt er über c hinaus, so lange c < b ist, er 
gilt daher bis h = b ,  und es ist f ( b )  - f(c) 5 d b und also, da B beliebig 
klein is t ,  f ( b )  = f (O) W. z. b. W. 
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XII. 

Beitrag sur kinematischen Theorie 

der Gelenkmechanismen. 

Von 

JOHANN KLEIBER, 
Ilauptlelirer wratwr Ordnung der stadtischen Eandelsschulw in Miinchen. 

Hierzu Tafel V Fig. 1-23. 

5 4. Uebergeschlossene Mechanismen. 

D i r e c t e  B i n d u n g  z w e i e r  P a n t a g r a p h e .  Einen Pantagraphen 
haben wir als einen Apparat bezeichnet, der zu einer Reihe von Punkten Pi 
einen Punkt Q construirt, welcher der Gleichung 

Q = % P l +  x,P,+..- 

(1 = ., + ., + . . .) 
geniigt, worin die xi fest vorgegebene reelle Zahlen bedeuten. Fassen wir 
in einem derartigen Apparate die Punkte Pi als feste auf ,  so is t  auch der 
Punkt Q fest. Nun haben wir zahlreiche Typen solcher Pantagraphen vor- 
gefiihrt, aber eines war bei alleu zu bemerken, die absoluten Ltingen von 
Stiiben , Grossen von Dreiecken , Tetraedern, K6rpern kamen bei keinem i n  
Betracht. Haben wir also einen ersten Apparat RI mit den Puukten Pi 
construirt, so k6nnon wir aus diescm sofort eine Unzahl anderer dadurch 
entwickeln, dass wir die Abmessungen der im ersten Apparat frei ge- 
wiihlten Langen (Grossen) durch beliebige andere ersetzen. Dadurch ent- 
~tehen Apparate 9' mit den Punkten Pi, fiir welche 

QI= XI Pl'+ x ,  Pi+ . . . , 
wenn 

Q = x l P , +  x , P , + - . .  

Koppelt man die Apparate 52 und R' so, dess jedes Pi mit P, identisch 
wird, so muss freiwillig Q' mit Q identisch werden: die Bindung von Q mit Q' 
nimmt der Apparat bedingungsloe an ,  ohne dass seine Beweglichkeit irgend- 
wie Leeinfiusst wird. Dadurch gewinnen wir also einen übergeschlossenen 
Mechanisrnus. 

Zeitschrift f. Ahthomatik u. Phyeik. 41. Jahrg. 1896. 5. Heft. 16 
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Am deutlichsten erscheint der Charakter des Mechanismus als über- 
geschlossener, wenn die Einzelapparate R und R' schon dann starr, lie. 
wegungslos werden, wenn man die gebundenen Punkte Pi=P,' zu Fix- 
punkten gewahlt hat. 

Dies erhcllt aus folgenden Beispielen: 
B e i s p i e l  a) (Pig 1). Wir koppeln zwei Pantagraphen vom Typus b): 

Durch das gleichzeitige Bestehen beider Schema, deren letzte Zeilen 
identisch gemacht wurden, um die Bindung sofort kenntlich zu machen, 
ist  sofort ersichtlich, in welcher Weise die ,K6rperu und ihre Theilpunkte 
rechts abhangen von den ,,K6rpernY und Theilpunkten links. Es ergiebt 
sich, dass s, = % A +  (i+ 

y;= % A +  (A + EL)&, 
. . . . . . . . 

U. 8. f . ,  
- A - - -  

das heisst, dass die sechs Stabliingen a, PB, PC; Q A ,  Q B ,  QC Le. 

liebig vorgegeben sein konnen, dass aber immer die Paare von Staben: 

Pa, &di PB, &Bi YC, QC 
je im selbeii Verhiiltniss 

K : (A + ,u) bez. A :  ( x  + ,u) bez. p : ( x  + A) 
getheilt sind. Geometrisch besagt dies, dass die drei Secanten 

- - -- 

S, T l ,  S, ï',, S, 13 
parallel der Secanto P& sein miissen. 

B e i s p i e l  b). Wir benutzen nun zwei Pantagraphe vom Typiis c): 

A P P 

P B P 
P P C 

A  B C 

R E  

s, 
S2 

s, 
-- 

S 

(Pj 1 
( P )  - O, '2'1 
(P) 

(P)  

A  Q Q 
Q 3 C 

Q Q c 
A B C - ( & )  

Tl 

T2 

1, 

S 

A  P P P 
P B P P 

P P C P 
r P P D  

A  B C D 

(QI 
(QI 
(Q)'Oa 

(P) 

(P) 
(P) = O, 

(P) 

(P) 
A  Q Q Q 
Q B Q Q 
Q Q C Q 
Q Q Q D 

A B C B 

(QI 
(QI 
(Q) = 0. 

(BI  

(O) 
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Die vier Punkte A,  B, Cl D bilden ein raumliches Tetraeder, S ist 
ein mit diesem affin fest verbundener Theilpunkt. Das Tetraeder mit S 
ist beiden Apparaten gemein bei aller Beweglichkeit der acht beliebig 
lang xu wiihlenden Stabe 

PX, PB, Ï>C, PD; Q A ,  QR, TC, WD; 

sind Eedingungen unterworfen, die d m  oberen analog sind; so sind ins- 
besonders 

siTl I I  827'2 I I  SAT3 II S4T4 I I  PQ 
untereinander parallel etc. 

Die in beiden Beispielen aufgeführten Pantagraphen haben die Eigen- 
schaft, dass zu fest angenommenon Punkten A ,  B ,  C bez. A ,  B, C, D 
festgelegte Punkte P und Q gehoren. 

Analog konnten durch directe Bindung von Pantagraphen anderer 
gleichcr oder verschiedener Typen die cinfachsten übergeschlossenen 
Mechanismen erzielt werden. W i r  wenden uns aber nun zu einer zweiten 
Methode, solche aufzustellen. Zu dem Ende ist es nothwendig, noch einige 
Betracbtungen über die Additionskorper vorauszuschicken. 

R i l d u n g  d e r  A d d i t i o n s k o r p e r .  Bisher war es fiir uns gleichgiltig, 
in welcher Weise Additionskorper aufgebaut wurden , die folgenden Er-  
ürterungen legen es aber nahe, bestimmte Annahmen bei Bildung derselben 
zu beobachten. Zur Construction des fraglichen Polyeders scicn von einem 
Punkte ausgehend die la Strecken (nach Richtung und Grosse bezeichnet) 
eur Addition vorgegeben: a,a,a,. ..a,. 

Diessr Reihe eritspricht eine bestimmte Art ,  die Strecken aneinander 
zii ketten, zu addircn, und wollen wir unter p, einen solchen Strcckcnzug 
verstehen : p l = a l +  a , + . . . +  a,. 

Der Anfangspunkt des letzteren sei Po, der End-  oder Resultanten- 
punkt Pm. Wenn wir uns nun einerseits alle directen, andererseits alle 
inversen cyklischen Vertauschungen der Reihe p denken, so erhalten wir aus: 

im Ganzen 2n Streckenzüge zwischen den gemeinsamen Endpunkten Po und 
I', , welche direct ein parallelogrammfl~chiüheu Poly eder vorutellen , da3 
in 1)" und P,, zwei gleichgeartete ausgezeichnete Eckpunkto beuitzt. 

Um diese Behauptungen zu erweisen, brauchen wir blos zu zeigen, 
dass die durch die Polygonziige p + definirten Eckpunkte mit jenen, die 

16' 
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man aus den Streckenzügen p-  erhalten würde, libereinstimmen. Zu dem 
Ende bezeichnen wir don Endpunkt der iten Strecke in cincm der Polygone 
mit Pi+", wobei der obere Index angiebt,  auf welchem der Streckenzüge 

der Punkt  genommen werden soll. Dann besteht in  der That die 
Identitat : p i t x ,  p , - ( X + i - i ) .  

Denn es ist  P,? der Endpunkt eines von P auslaufenden Zuges, der 
ein Theil von p,  is t ,  n h l i c h :  

a, f ax+i  -k. - + az+i-i.  
Kehrt man die Reihenfolge um: 

a x + i - ~ + a , + i - % + - . . $ a % ,  
so ist dies der aus i Summanden bestehende erste Theil des Zuges p-(x+i-l), 
wobei die Indices nattirliüh nur  modn zu verstehen sind. 

Diese Relation weist unmittelbar darauf hin,  dass im Punkt P: die 
vier Strecken: ax+i-l, & + i ;  a,, a,-1 
zusammenstossen, die paarweise je einem Streckenzug p~ angehoren. 

1st jedoch i = 1 bez. i = n - 1, so erkennen wir ,  dass in  einen solchen, 
den Endpunkten Po und P, beuachbarten Punkt  blos mehr drei Strecken 
einmtinden. 

Sonach hat ein solches Polyeder: 
2 Punkte mit je n auslaufenden Kanten (Po, Pn), 
2 n  Punkte mit je drei auslaufenden Kanteu, 
*i.(n -3)  Punkte mit je vier auslaufenden Kanten, 

das heisst [n. (n -1) + 21 Eckpunkte. Diese ordnen sich in Zonen nach 
dem Index i an. 1st n gerade, so giebt es eine mittlere Zone (Gtirtel von 
PZ Parallelogrammen). Halten wir i fest, so ordnen sich die Punkte der 
itou Zone P:PsP:.. . P: 
zu Eckpunkten eines Polygons a u ,  dcssen Sciten sich als Diagonalen der 
da8 Polyeder begrenzenden Parallelogramme darstellen und das wir dem. 
entsprechend als Diagonalpolygon der iten Zone bezeichnen konnen. 

Die Uebersicht der Anordnung der Kanten und Parallclogramme er- 
halten wir am besten dadurch, dass wir uns das Polyeder aus den von 
Po aus laufenden n Strecken successive construirt denken, indem wir jeweils 
zwei consecutive Strecken zu Parallelogrammen e rghzen .  Dadurch er- 
halten wir eincn ersten Qucrzug von Kanten des Polyeders. Aus diesem 
ergiebt sich ein zweiter, schliesslich ein nter. Jeder so gewonnene Querzug 
zeigt 2n Strecken, die man dadurch erhalten kann,  dass man hinter jedes 
einzeliie Element der Rcihe 

-P 1- -- a i ,  -a,, - a 3 . . , a n  
das entsprechende Element der verschobenen Reihe p i ,  das heisst: 

+ p h = + a h ,  + a h + ! :  + a s + s . . - + a h - ~  
schaltet, so dass man erhalt: 

- a , +  ae-  a,+ ah+~-. . . - -a ,  + L C I , + L -  0. 
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Beim weiteren Aufbau des Polyeders sind dann je  eine negativ an- 
geschriebene mit der folgenden positiven zusammen zu je einem weiteren 
Parallelogramm zu erglnzen, so dass wir nach folgenden CBsuren 

-a ,  + ah I - a 2 +  ah+~I - . . - I a ,+ah- i I=O 
den Querzug der nichsten Zone durch blose Vertauschung der Glieder 
in jeder Abtheilung gewinnen. Der h + lt8 Querzug lautet also: 

ah - a, I+an+I-a2I . . .I  ah - l -an I=O,  
oder 

-a ,+ah+i -a ,+ah+g. - .an+ah=O,  

was zudem unsere Regel bestatigt. 
Jeder Zug p 2 besitzt n Kanten; da  es 2% Züge auf dem Polyeder 

giebt, hatte dieses 2d Kanten. Davon sind aber die in  Po und P, mün- 
denden TZ Kanten doppelt gezahlt, so dass der Additionskorper 2% (n- 1) 
Kanten besitzt. Die Zahl der das Polgeder begrenzenden Parallelogramme 
betriigt m(n - 1). 

1st demnach E die Zahl der Kanten, F die der Flachen, E die der 
Ecken, so erhalten wjr hier die bekannte E u l e r ' s c h e  Gleichung: 

E + F - E = 2 .  

Diese Polyeder an sich betrachtet bilden schon eine gewisse einfachste 
Klesse von tibergeschlossenen Mechanismen. Wir  wollen uns aber im Nach- 
stehenden nieht mit dieser Seite ihrer Eigenschaften beschaftigen, sondern 
suchen, zu unseren Pantagraphen zurückzukehren. 

M i n o r e n  d e s  H a u p t p o l y e d e r s .  Wird aus einem ersten oder Haupt- 
polyeder, das zur Summation 

a, +a,+...+a, 
gehort, unter Beibehaltung des Anfangspunktes P und aller Summanden 
bis auf einen, an dessen Stelle ein der Richtung nach gleicher, a n  
Linge verkürzter Streckensummand gesetzt, ein anderes Addit,ionspolyeder 
der gleichen Art gebildet, so sol1 dieses ein Minor des ersten genannt 
werden. Solcher Minoren giebt es la Arten, indem die Verktirzung der 
Reihe nach auf die n Summanden ausgedehnt werden kann. 

G i - x l a l +  = a,+ a,+..-+ a, 

G,=a,+x,a,+a,+. . .+a,  

G3 = al + a2+ ~ t ~ a , + . . - +  a, 
. . . . . . . . . . 
(3,-a,+ a,+ a,+-..+x,a,, 

B -a,+a,+a,+...+a,. 
Die vorstehenden Formeln geben in (3 den Hauptkorper, i n  den Gi 

die Minoren. Jèder Minor lehnt sich langs der gcrneinsamen Summanden 
und der aus ihnen entwickelten Seitenflachen a n  den Hauptkorper an ,  zurn 
Theil auch an die anderen Miuoren. 
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S a t z :  Die Resultantenecke des Hauptpolyeders und die eines hierzu 
adjungirteu Minors liegen auf einer beiden Korpern gemeinsamen Kante. 

N a c h w e i s :  Schreibt man Hauptkorper B und Minor Gr in der 
folgcnden Weise : 

6 = (a i+,  + a ; + ~  + . . a +  a, + a, + a,+ - a - +  ai:-1) + ai, 
G i = ( a i + ~ + a i + z + . . . + a n + a , + a , +  . . . + a  i-1) +xiai ,  

so erkennt man sofort, dass die beiden Polyeder G und Bi einen ganzeii 
IZantenzug (Theile von pi+i und pi, i+,) 

a i + ~ + a i + a +  . . . + a , + a , + a , $ . . . f a i - I  

gemein haben; an den Endpunkt dieses Kantenzuges ist bei B der Streckeii- 
summand ai,  bei Bi aber xiai anzufligen. Reido Streckensummanden 
stimmen nach Voraussetzung in ihrer Bichtung liberein, fallen also in 
eine gemeinsame Gerade. Die Endpunkte Q  und Qi derselben fallen aber 
nicht zusammen, da die Summandeu an absoluter Grosse verschiedcn sind. 

Wir  konnen den vorhergehenden Satz auch so aussprechen: 

,,Tom Resultantenpunkt Q des Hauptkorpers G gehen PZ Kanten 
aus; aiif jeder derselben liegt der Resultantenpunkt Q, einee der 
adjungirten Minoren einir 

Die Entfernung QQi betragt dabei: 

QQi=ai-zia,=Aiai  ( l = x i + l i ) .  

B i n d u n g  v o n  A d d i t i o n s p o l y e d e r n  z u r  E r z e u g u n g  tiber- 
g e s c h l o s s e n e r  M e c h a n i s m e n .  Wir wollen nun die eben entwickelten 
Siitze zur Bildung von tibergeschlossenen Mechanismen verwerthen. Zii 

dem Ende gehen wir von einem der einfachsten Palle aus,  wie ihn 

bezeichnet. Der Doppelstrich (statt des  friiher gebrauchten einfachen 
Striches), welcher die Theile der Matrix trennt,  sol1 in unserem Falk an- 

deuten, dass nunmehr die abgetrennten Punkte A ,  B ,  r, t nicht affin sich 
entsprechend in den auf einander bezogenen rechts angeschriebenen ,KCrpernU 
liegen, sondern darin willktirlich gewiihlt sind. Dementsprechend sagt das 
Schema oben aus ,  dass wir auf den drei von P auslaufenden Strecken 

- - -  

PA, PB, PC drei Punkte A ,  B ,  r angenommen und aus den Theil- 
strecken PA, PB, fi das Additionspolyedcr (Parallclepiped) gebildet 
haben, dessen Resultantenpunkt 1 k t .  Dieser Punkt  I: hat zu seiner 
Horizontalreihe A, B ,  C ebensowenig eine affine Beziehung, wie die A, 
B, r zu den ihrigen. 
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Dem obigen Bauptschema konnen wir aber ein gew6hnliches adjungiren 
von folgender Gestalt: ' 77' A A A P P ( 1 ' )  

oder : 

oder : 

Dass dieses moglich i s t ,  liegt daran, dass die ,Korperu rechts vom 
aittleren Verticalstrich degenerirte sind, mi t  mehrfach zahlendem Punkte P. 

War etwa A = a , A +  plP 

B =  w,B+ P,P 

r = n 3 C + & P  

l Z a i + B i ,  
so kann man auch schreiben: 

A = a L A + a 2 P +  [ Z - a l - a Z ] l '  
B = a , P + a 2 B +  [ l - a , - w J P  
S'= al P + a2P + [l -<Y, - Cr2] C ,  

A = a ,A + [l -el - -,]P + u3P 

Tt= al P + [l - a ,  -, a,] B + a, P  
r = < Y ~ P + ~ ~ ~ - ~ ~ ~ P + ~ ~ c ,  

U'= [l - a , - a J A +  a 2 P +  a g P  
B=LI  - a 2 - n J l P +  w 2 B + ~ P  
r = [ 1 - a , - a g ] P +  a 2 P +  n3C, 

womit die Punkte Sr, T', U' definirt sind. 
Betrachtet man nun die zu den Colonnen 

A  " U' A A 1 (P) 
B 
r 

Z 

l B T' B )(P) 

r r ",; U T S  

gehorigen Additionspolycder 6,  El, 6,, B,, so erkennen wir, dass die 
drei letzteren die Minoren m m  ersten a18 Hauptpolyeder darstellen. Denn 
es geh6ren diese Polyeder zu folgenden Summen: 

G_PA +I>Ë+X 
6, E FU'+ TB + PT 
6,E PA + PTI+ PT 

G,G P A  +YB + PS'. 
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Die drei letzten Summen stimmen in allen Summanden bis auf sinen 
mit der ersten Summe tiberein, auch ist der abwcichenda Streckcnsumrnand 
der Richtung nach identisch mit dem ersetzten, wie bei Minoren erforderlich. 

Deshalb liegen die Punkte U, T, S der Reihe nach auf den drei von 
E ausgehenden Kanten des Bauptpolycdcrs G. 

Die Punkte U, Tl S liegen aber, wie aus der Pantagrapheneigenschaft 
des Mechanismus R hervorgeht, als invariabel affine Theilpunkte im ver- 
anderlichen Dreieck ABC. 

Stat t  demnach für  jeden der Pnnkte U, T, S das Additionsparallel- 
epiped ei zu construiren, markire man in richtiger Weise die Punkte U, 
T, S auf den von Z ausgehenden Kanten des einzigen Hauptparallelepipedm 6. 
Diesen Satz kann man auch so aussprechen: 

Jedes Parallelepiped G zu einer Summe + PB + 3 
schneidet die Ebene A B C mit den vom Eesultantenpunkt aus- 

gehenden Kanten in einem Tripe1 affin unveranderlicher Punkte." 
Construiren wir nun zum Apparate 

noch eincn zweiten nach demselben Schema, so dam die Horizontalreihcn 
des neuen Schemas den entsprechenden des alten affin entsprechen, 

so existiren auf den Kanten, die von I I I  ausgehen, drei Punkte UI~TI~SII ,  
die i m  Dreieck AIIBIICII ebenso liegen, als UITI& im Dreieck AI BICI. 

Bindet man die Ecken der Dreiecke AiBiCi: 

AI = AII r A ,  

BI= BII r B, 

CI = CIZ = C', 
so fallen auch die Punktpaare der 

UI EE Ur1 = u, 
TI = TlI - T, 

SI = SII = S 

zusammen, das heisst, d i e  v o n  tI u n d  XII a u s g e h e n d e n  K a n t e n  der 
z u g e h t i r i g e n  P o l y e d e r  s c h n e i d e n  s i c h  i n  f e s t e n  P u n k t e n ;  in 
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diesen kann man also jene Kanten koppeln, ohne die Beweglichkeit der 
Apparate 01 bez. 811 zu beeintrichtigen. Dadurch gewinnen wir einen 
iibergeschlossenen Mechanismus (Fig. 2). 

W e i t e r e s  B e i s p i e l .  Die Betrachtungen, wie wir sie gerade mit 
dem einfachen Schema O angestellt haben, k6nnen wir mit gleichem E r -  
folg anwenden auf das erweiterte Schemrt: 

Das Schema fIihrt im 

A P P . . . P  1 ( P )  

P B P...P 1 (P )  

. . .  
P P P.. .n 1 (P) 

Speciellen auf den aus der Combination zweier 
Mechanismen, die zu einem Schema mit vier Punkten A ,  B ,  C ,  D gehoren, 
hervorgehenden übergeschlossenen Apparat. 

W e i  t e  r e s  B e  i s p i  el. Bedingung für  die Anwendbarkeit der an- 
gestellten Betrachtungen is t ,  dass gewisse Additionspolyeder gemeinsamen 
Anfangspunkt besiteen, was hie und da erst durch Specialisirungen erreicht 
werden kann. 

Es sei hier auf die Bemerkungen beim Pantagrapheu j' verwiesen. 

M e h r f a c h e  B i n d u n g  v o n  A d d i t i o n s p o l y e d e r n .  Sttttt im Schema 

P B . . .  . . . . . . 

A B . . .  

links nur ein Additionspolyeder anzufügen, kann man mehr anreihen; 
ftir jedes einzelne gilt das oben Abgeleitete. 

das heisst auf den von 1, bez. 1,. .. ausgehenden Kanten liegen Punkte 
U'1T'1S'2 . .  . bez. U f B  T'S ' ,  . . ., welche mit dem ,KGrperu A B . .  . affin 
fest verbunden sind. Construirt man nun zu diesem ersten Apparat @i,z .. . 
einen ,analogenu, das heisst einen solchen Ofi , e  . . . , dessen Horizontal- 
zeilon affin verwandt denen von @,, . . . sind, so kann man beide Apparate 
wie oben binden. Es  ,durchkreuzenY sich dann zugeordnete Polyeder 
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beider Apparate in festen Punkten U, Tl S, .-. . bez. U2T2 S, . . ., wobei der 
nK6rperu A B  . . . beiden Apparaten gemeinsam wird. 

Die links im Schema angeftigton Vertikalreihen bezeichnon Polycder, 
welche die Ecke P bez. die von ihr ausgehenden Kanten der Richtung 
nach gemein haben. Diese Polyeder besitzen sonst keine weitere Bindung. 
Alle Eigenschafton, die sie an sich besassen, bleibon orhalten, wcnn man 
auch von den Fixpunkten A ,  B.. . absieht. Wirf t  man diese in den ge- 
koppelten Apparaten Cll2.. . und . . a b ,  so bleiben blos Polyeder 
A i B i .  . . Xi derselben Art  in Koppelung und bczeiehnen eine weitere Art 
von tibergeschlossenen Mechanismen. 

B e i  s p i  el.  Wahlt man einfach: 

1 A', A', A '  P' Pl ( P . )  

B', Br, P' B' P' (Pr) 2 O, (Fig. 2.) 
pr pr C' (P') 

A' Br Cl ( I l 1 )  

rio ergiebt die Koppelung: A = Ar, 

B = B', 

C =  C' 

feste nRreuzungspunkteU der Polyederkanten, die von 1, und XI1 bez.I2 und I', 
ausgehen. Halt man die Koppelung der Polyeder in  den gerneinsamen 
Ecken P bez. P r  aufrecht, so bleibt der combinirte Apparat auch dann noch 
Ubergeschlossen , menn man von den Koppelpunkten A = A', B = B', 
C = Cr ganz absieht. Das Resultat is t  eine eigenthürnliche Koppelung 
von vier Parallelepipeden, wie sie Pigur  3 zeigt. Der entsprechende Fa11 
für Parallelogramme ist in  Figur  4 gezeichnet. 

Es  ist  hierails leicht abzusehen, wie sich dio Sacho gestaltet, wenn 
man ein erweitertes Schema benützt. 

M i n o r e  n h o  h e r e r  O r d  nu  n g. Obwohl wir nicht beabsichtigen, die 
folgenden Bemerkungen t,icfer zu verfolgen, sei doch wenigstens daraiif 
hingewiesen, dass den oben betrachteten Minoren, welche wir ldinoren 
erster Ordnung nennen konnten, auch solche hoherer Ordnung zur Seite 
zu stellen waren. Bilden wir zum KGrper 

G=a ,+a , - ka ,+ . . . +a ,  
einen anderen : 
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G12 = xl la ,  +xl,a, + a, + . - .  + a,, 

dessen Summanden der Richtung nach alle, der Grosse nach bis auf zwei 
mit den Summanden von CZ übereinstimmen, so haben wir einen Minor 
zweiter Ordnung. Schreibt man beide Polyeder i n  der Weise: 

G = (a3+a4+. . .+an)+n ,  + a z ,  

Gle = (a, + a, + . . . + an) + xl1a1 + x,,a,, 

80 erkennt man, dass die Polyeder sich langs der Summanden 

(a3 + a4 + . . . + an) 
an einander lehnen, und dass die a n  diesen Zug sich schliessenden Seiten- 
flzchen (Parallelogramme) 

% aus den Summanden a, + d, von G ,  

3' n n n x i~ai+x, ,as  von 6 1 2  

eusammenfallen. Daraus folgt aber wieder, dass der Resultantenpunkt Q' 
von G12 erstens in der SeiteniXiche SI des Polyeders ftillt, zweitens darin 
construirbar ist  (vergl. Fig. 5). 

Zum Polyeder G giebt es gerade n Minoren der xweiten (hoheren 
Ordnung), da die aus G veranderten Summanden zwei aufeinander folgende 
sein miissen (vergl. die Construction des Polyeders (5). 

Bringt man am Hauptpolyeder (5 die Res~lt~antenpunkte QriBiCi  an, 
und lasst den Resultantenpunkt Q von G ganz weg, so bekommt man 
den Anblick (Fig. 6) eines unfertigen Polyeders. 

V e r w e n d u n g  v o n  M i n o r e n  h t i h e r e r  O r d n u n g .  Hat man, um 
ein Beispiel anzuführen, etwa ein Punktsystem der folgenden Art  gewtihlt: 

so kann man diesem unter gewisseri, unten nkher bezeichneten Bedingungeu 
in einziger Weise folgendes a n  die Seite stellen: 

A SI PI' A 

' ~ Br 8 B B 

Y = '  r r 
A 4 ' E 

1 ~ 1 &4 Q3 Q2 QI 

Die Punkte Qi liegen construirbar auf dem IIauptpolyeder mit 1; 
um aie zu erhalten, ist  es also nicht ntjthig, erst die vier zu den Q, ge- 

A, A, P P 
P P B, B, 

C , C , P  P 

P P Dl D, 

A B C D 

/ ( P )  

( P )  
( P ) = o .  

(P) 
-- 

(pl 
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horigen Polyeder zu construiren, es genügt die Einflihrung des Haupt- 
polyeders X in der oben besprochenen unfertigen Borm. 

Zwei ,analogeu Apparate V und Y" k6nnen nun in der bekannten 
Weise langs der Punktreihen 

Y' : Q4 Q3 Q2 QI A B C D: 
Y': Qr4QrJQrS Qrl Ar B r C r D r  

gekoppelt werden, nm einen Iibergeschlossenen Mechanismus zu erhalten. 
Um zu zeigen, dass die obige Darstellung moglich is t ,  setzen wir 

etwa an :  A = a l A l + a 2 A 2 +  [1+5-a2]P ,  

B L - P ~ ~ I + B ~ B Z +  [l+fli-P4]P> 

r = y s C i  + [ l + ~ , - ~ , l p ,  
A = S , D , +  S,D,+ [ l + S , - s J P .  

Dann kann man schreiben: 

A = a l A l +  a 2 4 +  8,P + BzP, 

B = a l P  + azP + BIB + &P, 

a =  alcl+ + 2 + ~ 1 ~  + p2p,  
a = @,P + U S P  + I j l D l f  AD21 

unter der Voraussetzung der Existenz folgender Relationen: 

a, + a s +  Pl + B,= 1, 
f f l + % = y , +  y47 

Bi + P z  = 82 + 8s 
Die Colonnen der anderen Minorpolyeder kGnneri dann tihnlich der 

gegebenen sofort hingeschricbon werden. 

5 5. Das Punktviereck. ( E i n  e r s t e s  R k i n d e r u n g s p r i n c i p . )  

W a h l  e i n e s  g e e i g n e t e n  C o o r d i n a t e n s y s t e m s .  Das Coordinaten- 
system, das n i r  eu Beginn des 5 1 gewiihlt hahen, leistote vortrefflicho 
Dienste zur Begründnng einer Theorie raumlicher Pantagraphen, seine Ver- 
wendung in der Ebene dagegen, wo die Aehnlichkeit von F i p r e n  eine 
Rolle spielt, ftihrt auf Weitlaufigkeiten, die meist auf den Gang der Be- 
trachtungen verdunkelnd einwirken. Das fijr die folgenden Retrachtungen 
geeignetste Coordinatensystem wird uns in  der sogenannten Gauss'schen 
Ebene geboten. 

I n  dieser wird jedtx Punkt  durch eine Coordinate gegeben: 
P ~ x + i y  

r e ' < P  
] (vergl. Fig. 7). 

Man kann aber auch die Auffassung zulassen, dass die ,,Grosso P" 
einen Streckeusummanden bedeutet, dessen Anfangspunkt der Nullpunkt 
des Coordinatensystems und dessen Endpunkt der fragliche Punkt P i s t .  
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P u n k t r e i h e .  Wir wollen nun die Coordinaten eines Punktes Q auf- 
stellen, welcher sich auf der Verbindungslinie zwoier Punkte: Pl und P, 
befindet. Es  muss dann sein: 

A 
wobei - reell sein muss. Daraus folgt: 

X 

xs)r,+rlQPz=o, 
oder 

x (Pl - Q )  + A (P, - Q )  = O1 
oder 

( X  + n ) ~  = % p l +  AP,. 

Setzen wir immer x + A = 1 voraus, so folgt wie früher: 

Q = %Pl $ AP,. 

Man bemerke aber, dass hier Pl, Pz, & auch die vom Ursprung nach 
diesen Punkten gezogenen Streckon bedeuten konnon. 

A n m e r k u n g .  Zieht man in Pigur 8 durch Q  Parallele zu OPl und 
OP2, so erhKlt man auf diesen dio Punkte W und P und im Ganzen den 
Aspect des einfachen S y l v e  s ter 'schen Pantagraphen. 

Die  a l l g e m e i n e  F o r m e l  Q = xPl $ AP,; x und A complex aber 
x + A = 1. Lassen wir in der Gleichung 

I und x  complex sein und x + rl = 1, so ergiebt sich wie oben: 

Q = %Pl + LP2. 

Schreiben mir den Ansatz in Form einer Proportion: 

Pl&: QP,: P2P1= A : x :  - 1 ,  

so erkennen wir,  dass der Punkt  Q m i t  der Basis P,P2 ein Dreieck for- 
mirt, dan bei einmal angenommenen Werthen x, A aine invariable Form 
für alle Veranderungen von Pl und P, besitzt. Das Dreieck bleibt ahnlich 
demjenigen, das aus den drei Strecken x ,  A ,  - 1 gebildot werdon kann 
(Fig 9). 

E i n  e r s t e s  R i i n d e r u n g s p r i n ü i p .  H a t  man für  ein Punktgebilde 9 
von Punkten P, eine invariable Eigenschaft vermoge der Gleichungen 

& = %Pi+ AY, 

abgeleitet, wobei die Punkte Q der Einfachheit halber auf der Verbindungs- 
h i e  P,P, angenommen worden waren, so gilt diese auch d a m  noch, wenn 
alle verwandten Punkte Q als Spitzen von iihnlich vcrsnderlichen Dreiocken 
besetzt werden, deren Gestalten nur von den Relationen der x A beeinflusst 
sind. Fasst man jede Linie PT, als Rand auf. so sind die Q Randpunkte 
und man kann von einem Randerungsprincip sprechen. Dabei ist das 
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Princip im Sinne einer Arbeitskürzung zu verstehen, wie etwa beim 
Princip von der lebendigen Kraft in der Slechanik, bei dessen Geltung man 
sofort ein odor mchrcro Integrale hinzuschrcibcn vermag. 

A n m  e r k u n g. Parallelogramme bleiben bei Anwendung des RLnderungs- 
principes erhalten, denn die ihnen zu Grunde liegende Relation enthiilt 
weder x nach A (ebenso alle Additionskhper). 

R e i s p i e l  a )  z u m  e r s t e n  R a n d e r u n g s p r i n c i p .  Der Pantagraph a) 

in die Ebene gelegt giebt die Kette von Figur  3 (Taf. I I I ) ,  wobei die Ketten- 
glioder alle cyklisch affin nach demselben Verhaltniss r, : A gethcilt ~ i n d ;  dann 
theilt auch der Resultantenpunkt die Strecke A, A, im gleichen Verh8ltniss. 
Wenden wir das Randerungsprincip a n ,  so haben wir a n  siimmtliche 
Stxbe Tdi+i ühnliche Dreiecke anzubringen, dann genau wie oben das 
Netz von Parallelogramrnen zu zeichnen, um einen Resultantenpunkt S zu 
erhalten, der mit ' B O A ,  ein den iîbrigen iihnliches Dreieck bildet. 

A n  m e r  k u n g .  Die so gestaltete Kette für zwei Glieder stellt den 
S y l v e s  t er'schen Plagiographen (Schiefschreiher) dar. 

B e i s p i e l  b). Man konnte in  dieser Weise alle bisher behandelten 
Typen von Pantagraphen in die Ebene legen und riindern; es ist aber 
wohl zu merken, dass das Randerungsprincip n u r  i n  d e r  E b e n e  gilt, 
so dass man nicht mehr in den Raum zuriîckgehen kann, ohne die ge- 
wonnenen Beziehungen zu storen. 

1. S a t z  i i b e r  d a s  P u n k t v i e r e c k  (Fig. 10). Sind A,A,A, .  . . A, 
auf der Geraden A,A, und Bo B, B, . . . B, auf der Geraden B,B, ahnliche 
Punktreihen und theilt man die entsprechenden Verbindungen AiBi durch 
Punkte Ci im constanten Verhkiltniss p : g ,  so liegcn diese Punkto Ci wieder 
auf einer Geraden CoCn und zwar ist  die von ihnen gebildete Punktreihe 
Bhnlich den beiden gegebenen. 

N a  c h  w e i S. Aus der Achnlichkeit der Punktreihen Ai und B, folgt: 

Ai=xA,+AAn,  

Bi= x B o + l B n .  

Ililden wir auf der Verbiudungslinie AiBi nach Belieben einen Theil- 
punkt Ci, so ist:  Ci=pAi+  qBi, 

= P . ( ~ A , + A A ~ ) + ~ ( ~ B , + A B , ~ ) ,  

= ~ ( P A O + ~ B , ) + A ( P A ~ + ~ B ~ ) ,  

= .c,+ac,,, 

womit die Aehnlichkeit der Reihe Ci zu den Reihen Ai, Bi nachgewieeen 
ist. Dieser Satz lasst sich auch in li'orm eines Pantagraphenschemas geben: 
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wo die Verticalreihen und Horizontalreiben xwei Systeme affiner Reihen 
vorstellen. Dies Schema kann natürlich nach zwei Richtungen erweitert 
werden und gilt ohne Anwendung des RBnderungsprincipes auch im Raume 
und lautet dann: 

II- 1- 

Mode11 z u m  v o r i g e n  S a  tz. Macht man sich aus vier Blechstreifen 
von gentigender Festigkeit ein Gelenkviercck A, A,B, B, und theilt sowohl 
das cine Paar Gegenseitcn 8 7 ,  und 33, in gleichviel Theile (n), vcr- 
bindet correspondirende Theilpunkte durch Gummif'aden, wiederholt darnach 
denselben Theilungsprocess (m Theile) f ü r  das andere Paar  Gegenseiten, 
verbindet auch hier correspondirendo Theilpunkte, wie oben sngegeben, 
BO überkreuzen sich die beiden Systeme von Gummifiiden in fixen Punkten 
bei alleu moglichen Lagen des Gelenkvierecks (in welchen die Faden ge- 
spannt bleiben). Bei der Dehnung der Gummifaden verzerren sich die 
l'heile derselben so, dass sie unter sich proportional bleiben. Steckt man 
senkrecht zur Ebene des Vierecks im Kreuzungspunkt der Faden durch 
beide eine Nadel, so wird dievelbe keiue Zerrung bei den Bewegungen des 
Gelenkvierocks erfahren und immer senkrecht zur Ebene bleiben. 

Macht man aus dem Viereck ein raumlich bewegliches, so überkreuzen 
sich die gerade bleibenden Fiiden noch immer in analoger Weise und 
bilden die Erzeugenden eines Paraboloids (zwei Scbaaren). 

E i n e  g e w i s s e  R a u m t r a n s f o r m a t i o n  (Fig. 11). Gegeben sei ein 
rechteckiges Parallelepipedon A, A,  Bo B, Co C, Do D,. Um einen Punkt P 
darin zu coordinatisiren, denken wir das Prisma durch die drei i n  P sich 
treffenden xu den Flachen parallelen Ebenen gespalten. Jedo der Ebenen 
schneidet sammtliche von ihr getroffenen Kanten in einem bestimmten 
Verhaltniss; so 

die Kanten A,A,, B~B, ,  ccnl DTD, irn Verbaltniss x : 1, 

17 ,, aTol A>,! cODoI G D n  II r> P :  q ,  

- & ~ O , A C E , B ~ ,  ECn 1 ,  ,, r : S; 

dam sind die Coordinaten von P: 

P= r [p (xA ,+  kAn) + ~(xBo+LRn)l 

+ s [ ~ ( x C o +  ACn) + y(xD,+ kDn)I .  

In âieser Formel kommen die Grossen A,,, A,, . . . Do, D, als Coeffi- 
cienben vor. Verzerren wir das Gebilde der acht Eckpunkte beliebig im 
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Raume, so bilden die vier Kanten einer Seitenflache dann ein allgemeines 
rSumliches Viereck. Vermoge unserer Coordinatisirung (welche bei feut- 
bleibenden doch selbst verzerrten Kantenllingen durch unscre Gumrnifaden 
nachgebildet werden kann) verwandeln sich siimmtliche Seitenflachen und die 
zu diesen parallelen Ebenen in Theile von hyperbolischen Paraboloiden. BB- 
merkenswerth ist  bei dieser Transformation, dass die drei Schaaren von 
Geraden, die den ursprünglichen Kanten parallel waren, als Gerade er- 
halten bleiben. 

Da r : s, p : q ,  x : A als die Coordinaten im ursprtinglichen System an- 
gehhen  werden konnen, so ist  die Transformation 

P =  r p . x A o + r p A A , + . . . + s q L D ,  

eine trilineare i n  r, p, x. 

Gehen wir zum ursprünglichen System zurück, bestimmen darin zwei 
Punkte durch ihre Coordinaten: 

P = x : A ,  p : q ,  r : s ,  

Pl= x': a', p': p', r': s', 

so ist ein Punkt  Pu ihrer Reihe bestimmt durch die Werthe: 

1 
rix'), L = ( p A +  GA'), 

P = ( q p f  GP'), Q = . ( f ? ¶ + ~ d ) ,  @ + a = ] .  

R = ( p r +  ur'), S = (es + GS'), 

Hiernach erkennt man ,  dass dem transformirten Punkt  Pu eine homo- 
gene Bunction dritten Grades in  G, @ entspricht. Bedenkt man ,  dass die 
Gleichiing P = r p x A , + . . .  

eigentlich drei Gleichungen vorstellt, indem stat t  der Zeichen 

P, A, A,. . . 
der Reihe nach ihre Coordinaten in  z, y, a zu setzen sind, so erkennt man, 
dass der Geraden P Pr nach der Transformation eine Raumcurve dritter 
Ordnung entspricht n. S. W. 

D i e  R i i n d e r u n g  z u m  S a t z  1 t i b e r  d a 8  P u n k t v i e r e c k  (Fig. 12) 
giebt den Satz: Beschreibt man über dern ersten Paar von Gegensciten 
eines Vierecks iihnliche Dreiecke von der Form u und mit den Spitzen A, 
und A2: analog über dem zweiten Paar  von Gegenseiten ein anderes Paar von 
ahrilichen Dreiecken von der Form /3 mit den Spitzen BI und B,, ferner 

tiber A,A, ein Dreieck von der Form /3 mit der Spitza B,, 

n BI B, n n n n n 

so fallen die Spitzen A,B, zusammen." 

* Ueber eine andere Art der Rznderung 
,, Aphorismen mm Aiifgaben-RepertoriumLL in 
Unterriçht XXVII, 5 2. 

vergleiche man meiuen Aufsatz: 
der Zeitschr. f. math. u. natiirw. 
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II. S a t z  Uber  d a s  P u n k t v i e r e c k  (Fig. 13). Dieser Satz giebt ganz 
sllgemein Aufschluss iiber die doppelte Erzeugung des Punktfeldas (drei- 
dimensional) eines Vierecks (Tetraeders). Um einen Punkt  dieses Feldes 
festzulegen, bestimmen wir auf A,  A, einen Punkt  A ,  auf Bo Bn einen 
Punkt BI auf A B  einen Punkt P: 

A = x A , + A A , ,  x +  A = l ,  
B = t B o + L B n ,  I + I = l ,  
P = p A + c r B ,  Q + G = ~ .  

Wir behaupten nun ,  dass dieser Punkt auch so erzeugt werdon kann, 
dam man auf AoBo einen Punkt  Po, auf A,Bn einen Punkt  P,,, auf POPn 
achliesslich einen Punkt P bestimmt, der mit dem obigen identisch bleibt 
bei allen Bewegungen des Viereckes, das heisst: 

P o = E A o +  LB,, K +  L = l ,  
Pn= RAn+i!Bn,  B + E =1, 
P = R P o + S E n ,  R +  S =1. 

Bus der Identitat fur  P folgt: 
p x A o + p  L A , + G E B ,  + GTB, 

i~ R K A o +  S R A n  + R L B o  + SEBn, 
das heisst : p x =  R E ,  Q L =  S R ,  

C I =  R L ,  GI = SE, 
wobei die rechten Seiten nur  Unbekannte enthalten. 

Durch Addition der ersten und dritten bez. der zweiten und vierten 
Gleichung folgt: A =  e x  + G E ,  

S = erl + al.  
Dies eingesetzt, giebt : 

Q K=- 
c x +  u t '  

vomit die Behauptung erwiesen k t .  
1l;t dae Viereck ein r%umliches, P ein beliebiger Raumpunkt, so is t  

belraiintermassen hierdurch ein Hyperboloid Ja bestimmt; durch P gehen 
zwei Erzeugende von @, die eine is t  n, die andere PX. Damit ist 
die Existenz der doppelten Erzeugung von P auch geometrisch evident. 

Z u r  C o n s t r u c t i o n  e i n e s  M o d e l l e s  mittelst GumxniPdden und eines 
Rahmens vergleiche man frühere Bemerkungon. 1st ein Hyperboloid durch beido 
Erzeugendenschaaren (Gummifaden) fur eine Lsge des Vierecks construirt, 
so bleiben dieselben in ihrer Eigenschaft als solche bei allen Veranderungen 
des Viereckv erhalten, o h n e  i h r e  K r e u z u n g s p u n k t e  z u  w e c h s e l n .  

D i e  R t i n d e r u n g  z u m  S a t z  II) t i b e r  d a s  P u n k t v i e r e c k  (Fig. 4). 
Unser Ri inder~n~spr inc ip  besagt, statt  die Theilungspunkte A ,  B, P direct - - 
in die Verbindungslinien ~3,, Bol?,, A B  zu legen, kaun man aie als 

Zeitachrift f. Mathomntik u. Phyaik. 41. Jnhrg. 1896. 5. Heft. 17 
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Spitaen von Dreiecken liber diesen Seit,en annehmen. Diese drei Dreiecke 
sind gestaltlich beliebig, aber bei allen Veranderungen, denen das Pnnkt- 
viereck A, Bo A, B, unterworfen wird, muss ihre Gestalt dann invariabel 
bleiben. Der solchermassen erhaltene Punkt  P lasst genau, wie oben an- 
gegeben, eine zweite Erzeugung mittelst dreier Drciccke über den Strecken - - AX~, AnBn, Po Pn zu, deren Form aber in  ganz bestimrnter Weise von 
der Form der zuerst gewahlten Dreiecke a b h h g t .  

L e i  t f i  g u  r. Diese Abhangigkeit der sechs Dreiecke wird selbst durch 
einen ganz bekannten übergeschlos~enen Nechanismus (Fig. 15) geometrisch 
versinnbildlicht, den wir als Leitfigur zum oben betrachteten Apparat be- 
zeichnen wollen.* 

E r  k l g r u n g  dcrselben: 01  stellt dic Einheit vor; O 8 + iUI = 1 
stellt die Gleichung x + 1 = 1 , 023 + B I  = 1 die Gleichung E + I: = 1, 
0 & + BI = 1 die Gleichung g + G = 1 vor. Das Dreieck aus Q + G - 1 = 0, 
das heisst OQ I werde kurz mit A bezeichnet. Dieses Dreieck iut an den 
vier Seiten x ,  A ,  f, I des Vierecks O g I B  so angeheftet, mie die Figur 15 
zeigt, dann haben nach den Multiplicationsgesetzen in der G auss'schen 
Ebene die Seiten der angehefteten Dreiecke die in der Figur eingetragenen 
Werthe. 

Construirt man nun die Parallelogramme aus OS[, und O-, bez. 
3, und ??&, so zeigen diese freiwillig den Koppelpunkt 9, wie man 
sofort erkennen wird. 

Die halben Parallelogramme: 

Dreieck O!&v und Dreieck I % , P ,  ferner Dreieck 0Tl 
losen das Problem, denn die Seiten derselben verhalten sich wie 

- - -  

O S I , : S I , ~ : O ~ = ~ ~ : £ G : ( ~ ~ + £ G > = K : L : ~ ,  - -- 
13,: % , ! @ : ~ ~ = ~ Q : ' I G :  ( A Q + ~ G ) = ~ :  B : 1 ,  
G@ :FI :OI=(~~+~G):(~~+IG):~=R:S:~. 

Da R + S - 1, 90 folgt, dass freiwilliger Koppelpunkt der be- 
zeichneten Parallelogramme sein muss. 

D e r  P u n k t  Q = x P , + A P , + y P , ,  ( x +  A + y = l )  (Fig.16). Schreibt 
man den Werth Q in folgender Weise: 

Q = .Pl + AP, + pp, ,  
=.Pl+ ( 1 - x -  p ) P z + p P 3 ,  
= [ .Pl+ ( 1 - x ) P , ]  + [(1:- p ) P 2 + p P 3 ]  -Pz, 
= c + a - r 2 ,  

so erkennt man,  dass Q Resultantenpunkt eines Parallelograrnmes zur 
Summe PTC + KA is t ,  wobei C und A Spitzen von Dreiecken über CI), 

* Dass diese Leitfigur ohne Weiteres als Ellipsograph betrachtet werden kann, 
scheint noch nicht bekannt zu sein. Der Nachweis sol1 in einer fipateren Uit- 
theilnng erbracht werden. 
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bez. p3 sind, deron Gestalt durch die Coefficienten x ,  A ,  p bedingt iç t .  
Bedenkt man,  dass die obige Zerlegung dreimal in verschiedener Art aus- 
gefahrt werden kann,  so kommt man ohne besondere Mtihe auf die simultsn 
dreifache Erzeugung der Eoppelcurve R o b e r t  'S. Die betreffende Curve 
wird (vergl. Fig. 1 Taf. I I I )  von einem Punkte beschrieben, der den folgenden 
Gleichungen gentigt : Q = .Pl+ LP,+ pP3,  

wozu noch kommt, dass die absoluten Werthe von x ,  A ,  p. fest vor- 
gegeben sind. 

III. S a t z  t t b e r  d a s  P u n k t v i e r e c k  (Fig. 17). Die Seitcn des Punkt- 
vierecks kann man noch in anderer Weise zusammenfassen wie im II. Satz. 
Zu dem Ende betrachten wir das Viereck als Projection eines Tetraeders. 
Um einen Punkt P des Tetraederraumes zu bestimmen, theilen wir eine 
der Ebenen des Tetraeders A i + i l  Ai+a l  Ai+3 durch Xi im Verhaltniss 
xi : Li : pl und die Entfernung Xi Ai im VerhBltniss pi : oi. Dann erhalten wir : 

Xl = % A ,  4- 443 + k A 4 ,  P= QI% + ~ 1 4 ,  

4 = xzAs + AzA4 + ~ 2 A l l  I'= ~2x2 + G ~ A z ,  

X 3 = 3 A 4 + 1 g A l +  v S A 2 )  P = Q 3 X 9  + ~ 3 ~ 3 1  

X 4 = x 4 4 + A 4 A , - t ~ 4 A s ,  P = ~ 4 x a + ~ o * a  
Aus den Identitaten P P ergiebt sich 

~1Ai'C'zxz" 6s = Q 4 h ,  

Q1 PI= Qz ln = PsX3 = G4- 

Nehmen wir an ,  eine Punktbestimmung, etwa, die erste, sei zablen- 
rnkssig bekannt, so ergiebt die Auii6sung dieses Gleichungssystemes die 
anderen: 61 

X n : A 2 : p 2 = ~ : p 1 : - 1  G*=plXl1 
Pl 

Hiernach ist gezeigt, dass eine vierfache Erzeugung des Punktes P 
in der Ebene des Vierecks A, A, ASA, m6glich ist. 

R o n d e r u n g  z u m  S a t z  III.  Die Theiliingspunkte aa'bb'cc'dd' auf 
den Seiten des Vierecks A, Aa A, A, von Pigur  17, welche die Construction 
der Xi vermitteln, werden bei der Riinderuug zu Spitzen von Dreiecken, 
die im Allgemeinen siimmtlich verschiedene Gestalt besitzen werden. Doch 
sind von diesen Dreiecken nur drei von eintinder unabhiingig wihlbar, 
wahrend die tibrigen sich aus diesen in bestimmter Weise ergeben. Das 

17* 
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Resultat der RBndcrung ist in  Figur 18 ersichtlich. Bei allen Bewegungen 
des Gelenkvierecks A, A, A, A, projicirt der Punkt  P die Langen XTP, 
unter gestaltlich invariablen Dreiecken. 

L e i  t f  i g u r  (Fig. 19). Um die Abhangigkeit der Dreiecke zu liber- 
sehen, construiren wir uns die Leitfigur Figur  19. Dieselbe besteht aus 
einem Linienzug von folgenden Summanden: 

( ~ 1 ,  A i r  

Ueber den ersten drei Summanden sind Dreiecke beschrieben, welche 
dem Dreieck pl + 6, = 1 iihnlich sind, so dass 

aa'= plxl, E= p , ~ , ,  cc'= pipi, 
- - 621 = 63, = 64, 

und - - 

a'b = ( x ,  + A, + ,t+) - a d =  1 - G~ = p,, 
- - 

b'lj = (L,+ ,u,+ x,) - bbr= 1 -  ~ , = g , ,  

so dass es die Dreiecksformen 
I 

aa'b, b b l $ ,  cc'i 
sind, die im Punkte P(=ar= b ' ~  c') gekoppelt erscheinen. 

Ferner Sind zugeordnet dem Punkte: 

X, = x ,  A, + A, A, + A, das Viereck 6 c b e und das Dreieck aa' b ,  

x ~ = ~ ~ A ~ + ~ ~ A , + ~ A ,  ,, I l  cher ,, ,, ,, b b l $ ,  
X4='4Al+a4A2+~4A3 11 ,, b e f e  1 1  ,, rr c c'i; 

denn es verhalten sich die Coefficienten xi: Ai : p i  wie die drei Strecken- 
summanden , welche jeweils im betreffenden Viereck (vom Anfangsbuch- 
staben an gerechnet) auftreten. 

Um deutlicher zu sein, behandeln wir das erste Viereck etwas aus- 
fïihrlicher : G 

b c b e ;  b c : c b : b e = A : , u : - '  
B 

= X s :  Ai : p2. 

Nimmt man von diesen drei Streckensummanden je zwei consecutive 
zu einem Dreieck zusarnmen, so hat man die an die Seiten AZ und 
A ~ A ,  zu fügenden Dreiecke und zwar coincidiren dio Punkto, die hier 
unter einander geschrieben sind: 

IV. S a t z  n b e r  d a s  P u n k t v i e r e c k  (Fig. 20). Auch dadurch kann 
man den Piinktraum des Vicrecks festlegen, dass man das letxtere durch 
die eine oder andere Diagonale in  zmei Dreiecke zerlegt, in jedem der- 
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Die  R l i n d e r u n g  zu S a t z  I V  ergiebt wieder Dreiecke, die im All- 
gemeinen lauter verschiedene Gestalten aufweisen, aber nur  sechs von ihnen 
sind willkurlich wahlbar (Fig. 21.). 

V e r  e l l g e m e i  n e r  u n g .  E s  sol1 hier nur  an einem einzigen Reispiel 
angedeutet werden, in welcher Weise eine Verallgemeinerung der an- 
gestellten Betrachturigen eintreten kann. 

Sind z. B. fllnf Punkte gegeben, so kann man sie in mehrere Gruppen 
ordnen , z. B. : A,A2A, ,  4 4 3 A 8 4 ,  A3A4A5. - .  

A4859 A6A1, A 1 4 - - -  
Aus jeder Zeile, die einen Raum vorstellt, nimmt man einen Punkt:  

X = + LA, + yAe,  
Y =  B A , + f A , ,  u. s. f. 

und bildet daraus einen Punkt  P: 
P =  Q X  + GY, P =  é X r +  GY' 

und setzt schliesslich die Werthe von P einander identisch gleich. Daraus 
ergeben sich d a m  die Relationen der x,  A ,  y ,  E, I ,  Q ,  G. Durch Randerung 
ist die erhaltene Figur  noch weiter aiiszubilden. 

E i q  w e i  t e r e s  P r o b l e m .  Die Satze 1 bis IV behandelten im Wesent- 
lichen die Aufgabe: 

,Es sind im Mechanismus dee bewegten Vierecks A, A, A, A, 
vier solche Punkte XXr P Y' anzugeben , so dass die Verbindungs- 
linie XXr von YY' immer im selben (auch complexen) Verhaltniss 
getheilt ~ i r d . ~  

Wir k6nnen dieser Forderung eine andere entgegenstellen: 
,,Es Sind im Mechanismus des bewegten Vierecks A, A, A, A, 

vier solche Punkte XX'YP' anzugeben, so dass die Verbindungs- 

selben einon Punkt festlegt und auf deren Verbindungslinie irgend einen 
Theilpunkt P hervorhebt. Dies liefert die Erzeugungen: 

Y 4 = x A l +  LAz+ pAal 

Y 2 = f A , + A A , + m A 3 ,  
P = p Y4+ G Y,. 

Y l = E A 2 +  L A 3 +  MA4,  

Y , = Q A , + 2 A , + % R A 4 ,  
P =  R F 3 +  SY,. 

Aus der Identitat von P = P ergeben sich die Gleichungen: 

Q x  + G! = RB, 
= RR $. SE, 

p p  + am = S L ,  

61 = R n  + SM. 
Aus diesen Gleichungen erkennt man ,  dass drei der Punkte Y, be- 

liebig wiihlbar sind, wir nehmen a n ,  es seien Y,, Ys, Y4; dann folgt : 
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linien X X '  und Y Y' einen festen Winkel einschliessen und in 
festem Verhaltniss stehen." 

Beide Probleme erfordern zur L6sung den gleichen Ansatz. I m  ersten 
Fa11 wurde ein Punkt  P so bestimmt, . dass P X  + G X ' =  R Y + S Y '  war, 
wobei p + u = l ,  R + S = l  

vorausgesetzt würde. I m  zweiten Fa11 sol1 

p ~ ' ~  = R Y ?  
sein, was man auch schreiben kann: 

P X +  GX'= R Y + S Y f ,  
wenn Q + G = O ,  R f  S = O  

angenommen wird. Da aber alle angenommenen Gleichungssysteme fur  
die Siitze 1 bis IV auch unter diesen Bedingungen losbar sind - aller- 
dings sind die Schlussresultate andere - so ist die Moglichkeit der LGsung 
des Problems erwiesen, der Gang zur Behandlung angedeutet." 

5 6. Aehnlich ver lnder l i che  F iguren .  

das Schema, dann ist bekanntlich: 

iA=a,,+a,B,+... 

1. L e h r s a  t z .  Werin die im Schema der Grundpunkte eines ebenen 
Pantagraphen auftretenden affin bezogenen ,KGrperY einander so Lhnlich 
werden, wie sie affin auf einander bezogen erscheinen, so ist denselben 
auch der in der letzten Zeile des Schemas enthaltene ,,K6rperu ahnlich. 

B e w e i s .  Sei 

Wegen der vorausgesetzten directen Aehnlichkeit besteht aber ftir Langen 
und Richtungen die Proportion: 

- -- - 
TB,: T C , :  . - - =  A,B, :  B,Ci,: C,U, . m . = . . .  

* Vergl. die Fussnote S. 248 dieses Heftes. 

(a,) 

(0,) = 0. . . . 
(a) 

... 
- - . 
. . . 
- - 

. . .  

A, B, C I . . .  

A, B, C2. . .  
. . . . . . 
A B C... 
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Nach dem Satz von der correspondirenden Addition der homologen 
Glieder kann man dieser fortlaufenden Proportion noch das Glied hinzufügen: 

= X A ~ ~  : E B i C i  : E C ~ ,  : .. - 
- 

- - 
= A B : B C : C D : . . .  

Hiermit ist der Lehrsatz bewiesen. 
E i n f a c  h e s  B e i s p i e l .  Dau Schema , Al  s, Cl 1 )  (Pl 

A, 3, C, .(P) = O (Fig. 22) 

enthalte zwei congruente Dreiecke, deren Ebenen i n  einem beliebigen, sich 
nicht entsprechenden Punkt  P gekoppelt seien. ErgGnzt man die von P nach 
correspondirenden Punkten A,, A,; B,, B,; Cl, C2 gehenden Strecken zu 
Parallelogrammen, so werden deren Resultantenpunkte A ,  B, C ein den 
gegebenen Dreiecken ahnlich verandtrrliches Dreieck bilden. 

A n m e r  k u n g .  LSsst man P in zwei cyklisch folgende Punkte,  z. B. 
A, und C, fallen, so erscheint der S y l v e s  t er'sche Plagiograph. 

2. L e h  r s  a t z. Ein ahnlich veranderliches Dreieck (Vieleck) kann von 
den einer Gruppe von Punkten A ,  B, C, D. . . N linear verwandten Punkten 
im Allgemeinen nur erzeugt werden, indem man in den Ebenen der Stabe 
-- - 
A B ,  B C ,  . . . Dreiecke festlegt, die dem zu erzeugenden selber tihnlich sind. 

B e w e i s .  Sei X Y Z  das xu construirende Dreieck, so muss sein: 

X = x , A + x , B + x , C +  ... E x i =  1, 

Y = A , A + A , B + A , C +  ... z A i = l ,  

Z = p , A +  y ,B  + p,c+... zpi= 1. 
Sol1 Z die Spitze eines ahnlich vertinderlichen Dreiecks über der 

Basis X Y  bilden, so musu 
Z = u X + c Y ,  u + v = P  

~ e i n ,  oder was dasselbe is t ,  die letzte Zeile muss eine Folge der beiden 
ersten sein. Daher muss die Matrix 

veruchwinden. Urn die Punkte X, Y, Z zu construiren, benutzen wir dau 
Schema: Z, Y, XI 

5 Y2 X, 
z, Y3 X, 
. . m . .  

- 

A B 

B C 

c . . 

(A)  

(B)  

: = 0. 
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Dabei sind die Xi Yi& so zu bestimmen, dass 

Xl = n l A +  (1- x , ) ~ ,  

X, = (xg - x1) B + (1 - x2 + xI) Ci 

x3 = (xj - x 2 ) c  $ (1- a3 $ x2)Di 
. . . . . . . . . . . . 
y1 = L ~ A  + (1 - A ~ ) B ,  
. . . - . . . . . 

z 1  = P l  A + (1 - P I P I  
. . . - . . . . . 

Wir wollen nun untersuchen, welche Bedingungen statthaben mtissen, 
damit die den Stiiben A B ,  B C  attaühirten Dreiecke iihnlich seien. Zu 
dem Ende miisste die Gleichung bestehen: 

oder: 

Damit die Gesammtheit der Dreiecko X i  Yi Zi Shnlich werde , müsste die 
Bedingung erflillt sein: 

X1 X2 X2. . .X,- I  1 
?q 4 As...An-i 1 

h / + . . . ~ n - i  1 

-0. 

Dies ist aber mit der Bedingung identisch, die wir oben entwickelt 
haben, wenu man berticksichtigt, dass Exi=  I T A i  = X p i  = 1 ist. 

B e i s p i e l .  Die eben angestellte Betrachtung ftihrt nns gleichzeitig 
auf die allgemeinste Erzengung Lhnlich veriinderlicher Figuren: Man - - -  
nehme in den Ebenen, die mit den Staben A B ,  BC,  C D  einer Kette 
AB 0 C . . . verbunden sind, willktirlich feste, einander ahnliche Dreiecke 
X i Y i Z i  an und suche zu den Punkten Xi bez. Yi bez. Zi die Resultanten- 
punkte X, Y, 2 zur Ket,te. Dann formiren diese selber ein den Dreiecken 
Xi Yi& Shnlich veranderliches Dreieck. 

Da es nun nicht auf die Constanz der Stiibe AB, HC. .  . ankomrnt, 
sondern blos auf die Aehnlichkeit der Dreiecke Xi rizi, so kann man statt 
des Stabes A B  einen Dreistabmechsnismus A Xi  Y , B  einführen , auf desaen 
Mittelglied das Dreieck Xl Y,Zl sitzt u. S. f. Dadurch ha t  man die Be- 
weglichkeit des Apparates noch erhtiht (Fig. 23). 
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3. L e h r s a t z .  Nur in AusnahmefBllen ist die Entfernung von zwei 

Pnnkten'  P = ~ ~ A + ~ , B + . . .  und Q=A,A+A,B+ ... 
bei der Bewegung des Systemes A ,  B, . . . constant. 

B e  w e i s  : Diese Entfernung ist 

Setzen wir der Einfachheit halber ein Viereck ABC D voraus, das - - - -  
von den vier St lben AB, BC, CD, AD gebildet wird,  so kann man - 
PQ jedenfalls auch so schreiben: 

das heisst: ein Punkt  X der Seite A B  müsste von einem Punkte Y der 
Seite CD eine feste Entfernung haben, was unmoglich is t ,  es falle denn 
X und Y mit Ecken A, B, C, D zusammen. 

Daraus kann man entnehmen, dass zwei Punkte P und Q nur  d m n  
eine constante Entfernung von einander besitzen konnen, wenn ihre Ver- 
bindungslinie parallel zn einern der Kettenstübe bleibt. 
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XIII .  

Die Elasticitatscoefficienten und die WeUen- 
bewegungserscheinungen als Functionen der 
Moleculargewichte und specifischen Warme. 

Von 

Dr. OTTO FOERSTER 
in Dnliiiie (Mark). 

Auf die Beziehungen, welche zwischen den ElasticitStscoofficienten der 
Metalle einerseits und deren Dichtigkeit und Moleculargewicht andererseits 
bestehen, ist  bereitv vor Iiingerer Zeil hingewieseu worden. P o i s  u on* 
stellte folgende Formel auf: 1 

N 2 n  '="  
d - f r  

r5 r 
S 3 a5 d . r  

I n  dieser Formel ist  N eine constante, auf die Oberflache des Erpers  
lothrecht wirkende Kraft,  6 die von ihr  bewirkte proportionale lineare 
Dilatation oder Contraction des KGrpers, r der Wirkungsradius eines 
Molectils, or der mittlere Abstand zweier benachbarter Molectile und f r  die 
Function, durch welche man das Gesetz der molecularen Ilesultante aus- 

gedrückt annimmt. Bei den gewohnlichen Versuchen wirkt die Kraft nur 
an den beiden Enden eines Prisma, und wenn das Verhaltniss der Kraft 
zu der erzeugten linearen Verlangerung oder Verklirzung g genunnt wird, 
so ist datjselbe die Halfte des Vorstehenden. Man ha t  also: 

r = u  

niimlich S das specifische Gewicht, A das Molecular- 
gewicht. 

Der Werth q .  or7 ist nahezu constant für nlle Metalle.** 

P ois  son ,  MBmoiro sur les mouvemcnts des corps élastiques. Mémoires 
de l'Académie des sciences. Paris. T. V I X  

** W e r t h e i m ,  Annales de chim.et de phys. IILSBr. t. 12. Poggendorff ' s  
Annalen. Erglanzungsband II. 
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Wenn man den Elasticit~tscoefficienten mit B bezeichnet, so kann 

man dem Ausdruck auch die Form E = constant geben. 

In diesem Ausdrucke ist Eins ohne Weiteres verstandlich, dass nEm- 

lich f d  ein Maass fur die mittleren AbstEnde zweier benichbarter Mole- 
9 

A 
ctile is t ,  da - ein Maass für das Molecularvolum oder besser für den mitt- 

S 
leren jedem Molecüle zur Verftigung stehenden Raum ist. Unaufgeklkirt 
aber bleibt die niihere Reziehung zwischen der Rohe der Potenz jenes Ab- 
standes und den Verliingerungen oder Verkürzungen, welche Stübe ver- 
scbiedener Metalle von gleicher Lange und gleichem Querschnitt durch ein 
und dasselbe Gewicht erleiden. 

Bekannte Formeln für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen- 
bcwegung in Sttben sollen zur Entwickelung des Ansdrucks ftir die con- 

- - - 

stante Grosse E. ( o d e  wenn die jetnt meist Ublichen Zeichen 

eingesetzt werden , x . ( i ' g ) 7 d i e n e n .  

Nach einer jener Pormeln ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

worin g die Reschleunigung beim freien Falle, 6 die Verlangerung eines 
1 Meter langen Stabes durch ein dem Gewichte desselben gleiches Gewicht 
bedeutet. 

Eine andere Formel lautct : .- Jg, 
worin E den Elasticitatscoefficienten, D die Dichtigkeit des Materials be- 
deutet, aus welchem die Stabe gearbeitet sind. Demnach ist 

Um die Elasticit#tscoefficienten der Metalle zu ermitteln, bedarf es 
daher, abgesehen von der Beschleunigung beim freien Fal le ,  nur  noch 
der Kenntniss der specifischen Gewichte der Metalle, sowie der senkrechten 
linearen Verlangerung oder Vorkürzung, welche die Raumeinheit durch ihr 
Eigengewicht erfiihrt. 

Die einfache Ueberlegung führt zu dern Schlusse, dass diese Ver- 
liingerung oder Verkürzung umgekehrt proportional sein muss der Summe 
der Centripetalkrsfte resp. Centrifugalkrsfte der in  der Raumeinheit ent- 
haltenen Molectile. 

Den zwischen zwei einzelnen Moleciilen wirkenden Centripetalkraften 
umgekehrt proportional n&nlich muss die Vergrosserung oder Verminderong 
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ihres Abstandes durch eine Kraft sein, welche dem Moleculargewichte 
proportional ist. Der Widerstand , den stimmtliche die Raumeinheit er- 
füllenden Molecllle ihrer gegenseitigen Entfernung oder Annaherung durch 
ein ihrer Gesammtmasse proportionales Gewicht entgegensotzen, muss also 
der Summe der Centripetalkrafte resp. Centrifugalkrtifte der die Raum- 
einheit erfüllenden Molecüle proportional sein. Diesem Widerstande um- 
gekehrt proportional ist  die lineare Dilatation oder Contraction der Raum- 
einheit. Es ist demnach 

6 = 
R 

S .  N. " 2 '  

worin 8 die Summe der die Eaumeinheit erfüllenden Molecüle, v ihre 
Gcschwindigkeit bci gleichen Tcmpcraturen, R ihren mittleren gegen- 
seitigen Abstand bedeutet. 

Die relative Anzahl der die Raumeinheit erfüllenden Molecüle ver- 
schiedener Korper k t  umgekehrt proportional dem Molecularvolum, wird 

D 
also durch - rousgedrückt. 

M 
Nach Einsetzung der wahren Werthe fur  R und S wird daher: 

Setzt man nun für 6, mit Vernachlhiigung von g als Bestandtheil 
D 

einer spater einzufbhrenden Constante, den obigen Werth - 9  so wird: 
E 

Da nun die Bewegungsgrtissen der Molecüle einander gleich sind, 
wenn sich ihre Geschwindigkeiten umgekehrt wie ihre Massen, also nach 
dem Gesetze von D u l o n g  und P e t i  t direct wie die specifischen Wtirmen bei 
gleichen Temperaturen verhalten, B O  kann man für  die Geschwindigkeit v 
die specifische Warrne c setzen, und es wird: 

wofür ohne beachtenswerthen Fehler aiich gesetzt werden kann: 

oder auch: 

wouiit dor obigo Ausdruck für die Constante q .  a7 oder 

bergestellt ist. 
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Fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellenbewegung entwickelt 
sich aus 

und 

die Formel: 

das heisst: das Quadrat der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen- 
bewegung ist proportional der Summe der lebendigen Krtifte der in  der 
Raumeinheit enthaltenen hlolectile, umgekehrt proportional dem mittleren 
Abstande zweier benachbarter Molectile; oder auch proportional der Summe 
der Centripetalkrtifte resp. Centrifugalkrafte der in der Raumeinheit ent- 
haltenen Molecüle. 

Auf weitere E'olgerungen aus den so entwickelten Formeln sol1 hier 
nicht weiter eingegangen werden. 

Die beigegebene Tabelle enthalt i n  den ersten drei Columnen die von 
W e r t h 0 i m gegobenen au€ experimentellem Wege ermittelten Elasticitsts- 
coefficienten, in  der letzten Colurnne die dern Ausdruck (K. D . c ) i  ent- 
sprechenden Werthe, worin die Constante K den durch Division der 
experimentell gefundenen Elasticit!itscoefficienten durch (D . c)J erhaltenen 
Mittelwerth 77,33 reprasentirt. 

Die auf die eine oder andere Weise ermittelten Zahlenwerthe zeigen 
zuweilen namhafte von den oustanden der Metalle abhangige Abweichungen, 
die namentlich durch die Verschiedenheit der specifischen Gewichte ver- 
ursacht werden, aber auch in der Grosse der fiir die verschiedenen Zustënde 
geltenden Werthe der apecifischen Warmen ihren Grund haben konnen. 
Leider sind die apecifischen Wiirmen fur  die von W e r t  h e i m  verwendeten 
Metalle nicht bekannt. Da diese Unterschiede durch den holien Exponenten 
erheblich vergrossert werden, so konnen die Abweichungen der berechneten 
Werthe unter sich und von den experimentell ermittelten, sowie der letzteren 
nntcr einandcr kaum auffallcn. Im Allgemeincn zeigen dio nach,der oben 
entwickelten Formel berechneten hochsten oder niedrigsten Werthe Ueber- 
einstimmung mit mindestens einem der experirnentell gefundenen. Grossere 
Abweichungen kommen bei Z i n n  und P i a t i n  vor, die beim Zinn durch 
die Eigenart der inneren Structur , beim Platin durch die Verunreinigungen 
des zu den Versuchen verwendeten Materials vielleicht e r k k - b a r  siud. 
Bekanntlich wird das speciGsche Gewicht des Platins durch einen Gehalt 
an Iridium, namentlich in Verbindnng mit Osmium sehr wesentlich erhoht, 
obgleich das specifische Gewicht des letzteren unter Umstënden sehr vie1 
niedriger kt.* Nattirlich beeinfiussen solche Verunreinigungen auch die 

* Durch Wasserstoff aus Ueberosmiums%ure reducirtee Osmium hat  das 
apecifiwhe Gewicht 10,o. 
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specifische Warme und beeintriichtigen die Richtigkeit des ftir des reine 
Metall angenommenen Moleculargewichts. Das verarbeitete Platin jener 
Zoit, in  welcher die erwtihnten Versuche gemacht wurden, war bekanntlich 
niemals rein. Auf die Thatsache, dass der EIasticit5tscoefficient fiir ein 
und dasselbe Metall nicht constant, sondern mit den Umstanden, die seine 
Dichtigkeit beeinflussen , veriinderlich ist , hat schon W e r t h  eirn hin- 
gewieson. 

- - - -- 

Elasticitktscoefficienten 
experimentell ermittelt 

nach 
Maximum und 
Minimum der 

specifischen 
Gewichte der 

Mctallo. 

Namen und Zustand 

der Metalle. Lknga- Quer- 

schwingnngen 

- - 
- ---- 

- - 

1993 1985 
-- 

2273 1781 
-- 

A - 
-- 

- - 

Blei, sehr langsam er- 
kaltet,  krystalli- 
nisch . . . . 

-- 

,, ebenso . . . . 
11,37 (Reich) 

11,251 (Deville) 
-- 

,, gegossen . . . 
,, ausgezogen . . 

Zinn, gesohmolzen . , 

,, durchElectrolyse 
in tetragonalen 
Prismen . . . Rammcls- 

6 7 9 6 9 (  - berg - 

,, ausgezogen . . 
,, angelassen . . 

- - - - - - - - - 

Cadmium, gehammert 

, goschmolzei 
- 

17 ausgezogen 

II angolassen 
- 

Silber, geflillt . . 
,, ausgeglühter, 

ofter gezogenei 
Draht  . . . 

p~ 

,, ausgezogen . 
- - ~ 

,, angelasfien . 
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Slasticit%tscoefficienten 
ixperimentell ermittelt Maximum und 

Minimum der 
specifischen 

Gewichte der 
Metalle. 

Namen und Zustand 

der Metalle. 
Ver- 

ingernug 
durch 

gleicùe 
3ewichte. 

- 
Gold, durch FeSO, ge- 

f i l l t  . . . . 20,689 (G. Rose) 

,, gcschmolzen . 

, ,  ausgezogen . . 
- - - - 

,, angelassen . . 
-- 

Zink, gewalzt . . . 

,, kzuflich, ge- 
schmolzen . . 6,861 (Brisson) 

,, destillirt, ge- 
gossen in Sand 

,, destillirt, ge- 
gossen i n  Form 

Pa l lad ium,  geschmiedet 

11 geschmolzen 
Deville u. 

Ill4 ( Debray 

I I  ausgezogen 

1, angelassen 
- -- 

23,54 (Cloud) 

I Wollaston, 
1)eville und 

21,s Debray 
-- 

Platin, gewalzt . . . 

,, feiner Draht ge- 
schmolzen . . 

,, dünner Draht . 

,, desgleichen an-  
gelassen . . 

,, mittelstarker 
Draht . . . 

,, desgleichen an- 
gelassen . . 
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Elasticit8tscoefficienten 
:xperimentell ermittelt  

nach 
Maximum und 
Minimum der 

specifischen 
Gowichte der 

Metalle. 

Namen und Zustand 

de r  Metalle. 
Ver- 

langorung 
duroh 
gleiche 

Gewichte. 
ichwingungen. 

Kupfer, unter N a C i  
geschmolzen, als 
Draht gehgmmert, 
auch als Bleçh 
gewalzt und ge- 
hammert . . . 

Marchand 

,, unter Glas ~ . B o r a x  
geschmolzen . . 

,, ausgezogen . . 

,, angelassen . . 
- - ~ ~ - -  ~ - -- 

E i s e n ,  chemisch rein 
durch Glühen von 
Clavierdraht mit 
Fe,O,. . . . 

,, desgleichen diirch 
Auswalzen und 
Ziehen . . . . 

, ausgezogen . . 

,, angelassen. . . 
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XIV. 

Zur Maassbestimmung in den einformigen 

Grundgebilden. 

Von 

Dr. KARL DOEHLEMANN ? 

Privatdocent i n  Münclien. 

Der zur Maassbestimmung in den einformigen Grundgebilden der 
neueren Euklidiachen Geometrie nothwendige Regriff des Doppelverhliltnisxes 
von vier Elementen eines solchen Gebildes scheint mir trotz vielfachster 
Behandlung* noch einer Darstellung fahig, welche das Dualitiitsgesetz 
etwas schiirfer hervortreten lasst,  die zwei verschiedenen Bestimmungs- 
arten des Vorzcichens ausdrücklich betont und eine kleine Lticko ausfilllt 
in dem geometrischen Beweise für den Satz, dass vier Punkte einer 
Geraden und vier durch sie gehende Strahlen eines Büschels das gleiche 
Doppelverhiltniss liefern. Es wird dies erreicht dadurch, dess von vorn- 
herein der Regriff des "Trennungs-Elomentcsu zur Einftihrung gelangt.** 

1. Der Strahlbaschel. 

1, Unter einem Strahlbtischel versteht man den Inbegriff aller Strahlen 
durch einen Punkt  in einer Ebene. Dabei ist unter ,Strahlu die Gorade 
in ihrer ganzen Ausdehnung gemeint. Sie wird durch den Mittelpunkt 
des Dtischels in zwei ,,IIalbstrahlenY zerlegt. Zwei Strahlen a und b be- 
etimmen dann zunauhst vier Winkel,  die aber paarweise einander gleich 
sind. Verstohen wir unter ab  die Grosso der Drehung, welche a nach b 
überführt und zwar auch dem Sinne nach, so ist ab der Grosse und dem 
Sinne nach doppeldeutig (Fig. 1). 

* Ich nenne die Lehrbücher von F i e d l e r :  ,,Geometrie der Lage"; Cre-  
m O n a: ,,Elemente dcr projectivischen Geometriel'; ~owie  W i e n e r :  ,,Darstellende 
Ge~metrie'~ Bd. 1. 

** Professor P a s  c h gebraucht in seinen ,,Vorlesungen über neuere Geo- 
metrie", Leipzig 1882, dio Ausdrücko ,, Grenzstrahl " ,, Gren~liunkt'~. S. 29,  S. 15. 

Zeitachrift f. Yüthematik u.Physik. 41. Jahrg. 1896. 5. Heft. 18 
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266 Zur Maassbestimmung in den einformigen Grundgebilden. ------ 
2. Nehmen wir jetzt drei Strahlen a ,  b ,  c. Dann kann man mittelst 

derselben einen Drehungs - Sinn definiren : es sol1 namlich durch die Auf- 
einanderfolge a b c  oder durch den ,,Sinn a b c u  d i e  Drehung bezeichuet 
werden, welche den Strahl a nach b führt ,  ohne dass dabei c passirt 
wird (Fig. 2). 

3. Will man aiso, dass zwei Strahlen eines BIischels einen nach Grosse 
und Sinn eindeutigen Winkcl festlegen, dass also a b  eindcutig ist ,  BO 

muss man noch einen weiteren festen Strahl zc hinzunehmen und unter ab 
die im Sinne a b u  genommene Drehung verstehen. E s  ist also a b  dann 
die Drehung, welche n i c h t  über u führt,. Wir  wollen diesen Hilfsstrahl u 

E'ig. 1. Eig. 2, 

den Trennungsstrahl nennen (Pig. 3). F ü r  weitere Strahlen c ,  d . . . m ,  lz 
gelten dann die Relationen: 

u b  + b a  = 0,  

u b  = - b a ,  

Wollte man sich weniger genau ausdrticken, so kounte man sagen, 
dass man durch den Trennungsstrahl den Büschel halbirt und sich bci 
der Betrachtung auf eine Halfte, also auf Halbstrahlen beschrankt. 

4. Hat  man vier Strahlen a ,  b ,  c ,  d und theilt sie in die Gruppen 
ab und cd ,  so bestimmen a b c  und u b d  je einen Sinn nach 2). Wir 
definiren jetzt: 

,,Die vier Strahlen a b  cd  heissen getrennt,  wenn die Sinne a b c  und 
a b d  entgegengesetzte sind.' Man kann dann von a nicht nach b ge- 
langen, ohne c oder d zu passiren. Rann man von a nach b gelangen, 
ohne c oder d zu berühren, so trennen sich die Strahlenpaare ab und 
c d  nicht. 
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5. h'ehrnen wir jetzt zu den vier obigen Strahlen einen Trennungs- 
strahl zc hinzu, so hat der Doppelquotient 

c a  d a  - . -  
c b  ' d b  

nach Grosse und Vorzeichen einen eindeutigen Werth. Es treten in  ihm 
vier Drehungen auf: Wir  rechnen alle entgegengesetzt der Uhrzeiger- 
bewegung sich ausbildenden etwa positiv, die mit dem Uhrzeiger gehenden 
negativ." 

Fur die Elechnung freilich müssen wir s ta t t  der Winkel selbst 
trigonometrische Functionen dieser Winkel einführen und zwar muss die 
eiuziiführende Bunction eino lingerade ecin. Wir wahlen aus Griinden, 
die allerdings erst spltei. 
zu Tage treten, den Sinus. 
Dnnn ist auch 

s i n c a  s i n d a  --. 
s i n c b '  s i n d b  

der Grosse und dem Vor- 
zeichen nach bostimmt , wenn 
die vier Strahlen und ein 
fester Trennungsstrahl ge- 
geben sind. i nennen 
diesen Doppelquotionten das 
Doppelverhaltniss der vier 
Strahlen a b c d für den Trenn- 
ungsstrahl u und schreiben: 

sin c a  sin d a  
( a b c d i ,  = : -. 

s m c b  s i n d b  

IIierbei muss also u gegeben sein und zur Vorzeichenbestimmung sind 
die vier Drehungen zu berucksichtigen. 1st zc gegeben und hat men drei 
Strlthlen a b c ,  sowie den Werth (a bcd) ,  so ist daraus d eindeutig festgelegt. 

6. Es fragt sich jetzt aber: Kann man für vier Strahlen eines 
BLischels nicht anch einen Doppelquotienten bilden, der von der Wahl 
eines Trennungsstrahles unabhLngig i s t?  Wird kein Trennungsstrahl an- 
genomrnen, B O  sind alle Symbole, wie z. B. c a l  nach Grosse und Sinn 
doppeldeutig (1). Die Doppeldeutigkeit des Winkels machen wir unschad- 
lich, indem wir eine trigonometrische Fuuction des Wiukels einflihren, 
welche sich nicht andert,  wenn statt  des Winkels sein Nebenwinkel ein- 
geftihrt wird. Unter den einfachen trigonometrischen Functionen hat  
d i e ~ e  Eigenschaft blos der Sinus. Es  liegt also nahe, diesen einzufiihren. 

* Die Fisirung eines bestimmteu, positiven Drehung-Sinnes ist nicht noth- 
wendig, da da5 Vorxeichen der Quotienten tiich auch ohne ihn bestimmen l h t .  

18. 
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Die Doppeldeutigkeit des Sinnes ferner umgehen wir, indem wir über- 
haupt a l l e  Winkel positiv nehmen. Dies sol1 durch Fi5 ausgedrückt werden. 
Dagegeii geben wir dem ganzen Doppelquotienten 

si3 & . sin Z -- 
sin cb ' sin d b 

das Vorzeichen + oder -, je nach dem a b c  und a b d  gleichen oder ent- 
gegengesetzten Sinn haben, das heisst, je nachdern sich die Paare ab und 
c d  nicht trennen odcr trennen. 

Wir wollen dies durch die Formel andeuten: 

Es  ist  nun der Werth II) identisch mit 1), oder anders ausgedrückt: 
Der  Werth des Doppelverh%ltnisses von vier Strahlen ist unabhangig von 
der Wahl  des Trennungsstrahles. Um dies zu zeigen, bemerken wir zu- 
nschst, dass die Werthe (a b c d ) ,  und ( a  b c d )  absolut genomrnen ohnedies 
tibereinstimmen. Es  ist  also blos nothig, dio Uebercinstimmung in Bezug 
auf das Vorzeichen darzuthun. Nehmen wir aber z. B. an, die vier Strahlen 
a b  und cd trennen sich, so wird dau Gleiche von den vier Halbstrahlen 
gelten, die naoh Annatirne eines Trennungsstrahles zu beiden Seiten des- 
selben auftreten. Dann muss von den Strahlen c und d der eine inner- 
halb, der andere ausserhalb des Winkels a b  liegen. Von den vier Dreh- 
ungen, die gemass der Gleichung 1) m m  Zweck der Vorzeichenbestimmung 
zu untersuchen sind, sind zwei gleich und zwei entgegengesetzt gerichtet 
(z. B. c a  und c b  gleich, d a  und d b  entgegengesetzt (Fig. 3), so dass sich 
das negative Vorzeichen ergiebt. Dies stimmt aber mit der Gleichung II). 
Analog gestaltet sich der Beweis, wenn a b  und cd  sich nicht trennen. 

Es mag noch bemerkt werden, dass jetzt nach Wegfall eines Trennungs- 
strahles die Gleichungen von 3) n i c  h t m e h r  angesetzt werden konnen. 

( a b c d )  = + 

II. Die Punktreihe. 

- 
sin c a  sin Zz 

- - # -  

sin cb ' sin db 

7. Um auf der Geraden die Continuitat der Punkte herzustellen, wie 
sie der Strahlbüschel i n  Bezug auf die Strahlen schon zeigt, machen wir 
die für die Euklidische Geometrie charakteristische Annahine, dass die 
Gerade e i n e n  unendlich fernen (absoluten) Punkt  U habe, dem wir uns 
sowohl i n  der einen als in der arideren Bichtung der Geraden niliern 
konnon. Sind jetzt zwei Punkte A und B auf der Gcraden gegebcn und 
verstehen wir unter A B  die Grosse der Fortbewegung von A nach R, 
so ist AB sowohl i n  Bezug auf Grosse als auch Riclitung zuriichst 
doppeldeutig, entsprechend dem Umstande, dass man von A auf zwei 
Wegen nach B komrnen kann,  entweder auf der endlichen Geraden oder 
liber den unendlich fernen Punkt U. Dieiese letztere Strecke ist allerdings 
nicht mehr endlich. 
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8. Sind drei Punkte auf einer Ceraden gegeben A ,  R, C ,  so be- 
stimmen sie einen ,Sinn A B  C U .  Darunter sol1 die Bewegung verstanden 
werden, bei welcher man von A direct nach B gelangt, ohne vorher C  
zu passiren. 

9. Um durch zwei I'unkte auf der Geraden eine nach Grosse und 
Richtung eindeutig bestimmte Strecke festxulegen, mllssen wir auch hier 
wieder ein Trennungselement annchmen, also einen Trcnnungspunkt. 
Gleichzeitig werden aber auch unendliche Strecken aus der Betrachtung 
fern zu halten sein. Beides erreichen wir n u r  dadurch, dass wir den un- 
endlich fcrnen Punkt U als Trennungspunkt wEhlen. Unter dem Symbol 
A B  ist al80 dann die Bewegung nach Grasse und Sinn zu verstehen, bei 
welcher man, ohne das Unendliche zu passiren, von A nach B  gelangt. 
Für irgend welche Punkte A ,  B, C, . . . M, N der Geraden gelten dann 
die Relationen: A B + B A = O ,  

AB = - B A ,  
A B + B C +  C A = ( ) ,  
AB $ B C + * . . + M N + N A =  0. 

10. Vier Punkte A B  und CD trennen sich, wenn die Sinne ABC 
und A B D  entgegengesetzte sind. Man kann dann von A nicht nach B 
gelangen, ohne C oder C zu passiren. Wenn umgekehrt die Sinne ABC 
uud ABD übereinstimmen, so trennen sich die Paaro A B  und CD nicht. 

11. Für  irgend vier Punkte A,  B, C ,  D ,  welche in die zwei Gruppen 
A B  und CD getheilt sind, kann man den Doppelquotienten bilden: 

CA D A  

der nach Grosse und Vorzeichen vollstandig bestimmt is t ,  da  der Trennungs- 
punkt in der Vorstellung gegeben ist. Um das Vorzeichen zu bestimmen, 
ist das Vorzeichen der vier Theilstreckcn zu untersuchen. Die von links 
nach rechts sich erstreckenden Abmessungen werden z. B. alle positiv, die 
von rechts nach links sich ausbildenden negativ gerechnet.* Dieser Doppel- 
quotient heisst das Doppelverh%ltniss der vier Punkte A B ,  CD und wir 
schreiben: 

1) 
C A  D A  (ABCD)  = -- . --a 

CB ' D B  
Die Gleichung entspricht der analogen von 6. Es gclten hier die 

Relationen von 9. 
12. Beim Strahlbtischel konnten wir uns nun von dem Trennungs- 

stralil ganz unabhangig machen durch Einführung der Sinusfunction, welche 
die Doppeldeutigkeit des Winkels a b  beseitigta. Die Punktreihe aber wird 

* Betrnchtet man blos Streckenquotienten oder daraus zusainmengeaetzte 
Ausdrücke, so i a t  die Fixirung einer bestimrnten, positiven Richtung nicht uoth-  
wcndig, da daa Vorzeichen eines Streckenquoticnten sich schon sus dcm gegcn- 
aeitigen Verhalten der beiden Strecken bestimmen l a d .  
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erst durch die Vorstellung ~ d e r  Adjunction des unendlich fernen Punktes 
zum Continuum und dieser Punkt  muas als Trennungspunkt iiberdies auch 
deswegen beibehalten werden, urn die endliche Strecke AB vor der 
unendlichen aiiszuseichnen, also um unendliche Strecken aiiszuschliessen. 
Doch konnen wir auch hier vermoge einer tihnlichen Betrachtung das Vor- 
xeichen des Doppelverh%ltnisses bestimmen, ohne die Vorzeichen der ein- 
xelnen Strecken berticksichtigen zu miissen. Wir  nehmcn namlich alle 
Strecken absolut, was durch CB angedeutet werden mag, dem ganzen 
Doppelquotienten aber geben wir das Vorzeichen + oder -, je nachdem die 
Punkte A B  und CD sich nicht trcnnen oder trennen. Man erkennt lcicht 
die Uebereinstimmung dieser zmeitcin Schreibweise mit der ersten. 

Auch diese Gleichung trat  ebenso beim Büschel auf (6). Bei der 
Punktreihe ist aber Gleichung 1) vorzuxiehen, weil für die Reclinung mit 
Strcckcn stets die bequcmen Formcln von (9) gcltcn, wiihrerid bcirn Btischel 
die analogen Relationen (3) blos unter Annahme eines Trennungs- Strahles 
anzusetzen waren. 

III. Strahlbüschel und Punktreihe.  

13. Nachdem der Begriff des DoppelverhLltnisses für Strahlbtischel 
und Punktreihe selbststbdig entwickelt, wie es die Gleichberechtigung der 

Fig. 4. beiden Grundgeliilde ver- 
langt ,  verbinden wir 

IL------ - jetzt beide Betrachtungen. 
Eine Pnnktreihe g werde 
erxeugt (Fig. 4) als Gchoitt 

I 
mit einem Strahlbüschel S. 
Dadurch, dass dann immer 

D C s0 A B im Btischel S der Halb- 
strahl ausgezeichnet wird. 

welcher dcn Schnittpunkt mit g trLgt, erhalten wir irn B U S C ~ C ~  einn An- 
ordnung nach Halbstrahlen, die genau damit iibereinstirnmt, dass wir den 
Parallelstrahl u zu 9 durch S als Trennungsstrahl des Büschels einführen. 
D a  ferner der unendliche ferne Punkt  U der Punktreihe g ftir diese gleich- 
zeitig der Trennungspunkt, so liegen also bei der perspectiven Lage von 
Punktreihe und Strahlbtischel auch die Trennungselemente der beiden Ge- 
bilàe ineinander. 

Durchlaufen wir jetzt die Punkt,reihe i n  einem Sinne, etwa von links 
nach rechts, was dem positiven Sinn entsprechen mage, so wird sich durch 
die Bewegung des entsprechenden Strahles im Büschel in diesem ebenfalls 
ein Sinn ausbilden und dies sei dor positive Sinn im Büschcl. 1st also 
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z. B. A B  positiv, so ist es auch sin a b ,  wenn a  und b  die nach A und 
B laufenden Strahlen des Büschels, ist B A  negativ, so ist  es auch sin bu. 

Hat man nun vier Strrthlen a ,  b ,  c,  d im Büschel SI welche g in A, 
B, C, D treffen, ist ferner S, der Fasspunkt der von S auf g geflillten 
Senkrechten, so hat man die Gleichungen: 

2 A S C A  = s ~ . s c . s i ? z ( c  a )  = S ~ . C A ,  
-- 

2 A S C B  = S B . S C  .sin(cb) = S S ' O . ~ ~ ,  
-- 

2 A s D A =  S A . S B . s i n ( d a )  = ~S'%~.DA, 
-- 

2 A S D B =  S B . S D . s i n ( d b )  =L!%,.DB. 
- - 

Hierbei sind S A ,  SB.. .a absolut zu nehrnen, die Vorzeichen- 
regulirung besorgt C A  und sin(ca) u. s. f. Dividiren wir diese Gleich- 
ungen, so kommt unter Anwendung von Gleichung 1) auf der linken Seite 
das DoppelverhSiltniss (abcd),  und es wird 

(abcd) ,  = ( A R C D ) .  

Kun ist aber weiter das Doppelverhaltniss der vier Strahlen unabhangig 
vom Trennungsstrahl. Es  ist also iiberhaupt: 

( a b c d )  = ( A B C D ) .  

Schneidet eine beliebige andere Gerade g, die vier Strahlen i n  
A, B, C, D, , so ist aiich 

( A B C D )  = (A,B,C,D,) = (abcd).  

Dabei Sind dann in den perspectiven Punktreihon g und g, d i e  Be- 
wegungsrichtungen als gleiche Sinne zu definiren, welche fur den per- 
spective~ Büschel den gleichen Drehungssinn liefern. - P ü r  diesen Be- 
weis scheint mir die Anntthrne einev Trennungs- Strahles, auch wenn der- 
selbe beim B h c h e l  nur eine voriibergehende Bedeutung h a t ,  doch fast 
unenthehrlich. 

München,  December 1895. 
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Kleinere Mittheilungen. 

XX. Ueber algebraisohe Beziehungen a n  einem symmetrischen 
Kreissechseck. 

Bei der algebraischen Behandlung gewisser planimetrischer Aufgaben 
st6sst man zuweilen auf Gleichungssysteme hoheren Grades, deren Auf- 

losung auf directem Wege zu untibersehbaren Rechnungen führt und des- 
halb illusorisch wird. E s  sei hier nur an die element,are Aufgabe erinnert: 

,,Aus den drei Winkelhalbirenden eines Dreiecks die Seiten des 
letateren zu berechnen.' 

Dieses 
Problem ist 
zur Zeit noch 
nicht gelost, 

inzwischen 
aber hat Herr  
Dr.Heymann 
im 35. Jahr- 
gange dieser 

Zeitschrift 
S. 254 eino 

ganz ver- 
wandte Auf- 
gabe mittelst 
wiederholter 

Winkel- 
dreitheilung 

erlcdigt und 
solchergestalt 
erreicht , dass 
die der Tri- 
section ent- A' 
sprechenden cubischen Gleichungen in die Rechnung tiberhaupt nicht eiugehen. 
Jenes Verfahren lLisst sich, wie Herr Dr. H e  y m a n n dem Endesunterxeichneten 
gelegentlich mittheilte, auch unmittclbar bei dcr Berechnung eines sym- 
metrischen Kreissechsecks in Anwendung bringen, und diese m6ge hier folgen. 

Bexeichnen : 
si (i = 1 , 2, 3) die auf einander folgenden, paarweise gleichen 

Seiten eines symmetrischen Kreissechsecks (siehe die Figur), 
xi beztiglich yi die je xwei gleiche, bezüglich je zwei ungleiclie 

Sechsecksscitcn tiberspannenden Diagonalen, 
zi die Hauptdiagonalen des Sechsecks, 
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so kann man,  da die Pigur  durch drei von einander unabhangige Stticke 
bestimmt is t ,  folgende vier Gruppen von Aufgaben auswbhlen: 

1) Gegeben: si. Gesucht: 

f 1) si 
11) Gegeben: xi. Genucht: i; yi 

zi 
(i = 1. 2, 3) 

I l l  si 

III) Gegeben: yi. Gesucht: 

1) si 

IV)  Gegeben: q. Gosucht: 
3) Yi 

Die zu den Gruppen II) und III) gehorigen Ausdrficke lassen sich 
durch einfache planimetrische Betrachtungen ermitteln. Man berlicksichtip 
insbesondere, dass die Hauptdiagonalen zi in  dem von den xi-Diagonalen 
gebildeten Dreiecke die Winkelhalbirenden, dagegen in dem von den y i -  
Diagonalen gebildeten Dreiocke die H6hen sind , und dass der P t  o l e  m a'sche 
Satz wiederholt 

Dann wird 
auftritt. 
man findcn: 
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III, l) 

III, 2) 

III,  3) 

Kleinere Mittheilmgen. 
.-_W_^- .*.- ,._ ---- __XX^ N---WINI,-^.- Y 

'In jenen Gleichungen bedeutet d den Durchmesser des Umkreises, aho: 

Zu den Gleichungen der Gruppe 1) kann man nun gelangen, ails- 
gehend von den goniometrischen Punctionen der halben Winkel im si-Dreiecke. 

Man hat : 

1) . 81 - SI A s Stn- - -, s i 1 2 2  = 2 ,  sifi- = 3 
2 d 2 d 2 d 

und A + A  A 
cos -!--? = sin T3 

Mithin wird: 
2 

oder mit Hilfe von 1):  
2) d S  - (s," ss,2 + s3"d - 2s,s,s3 = 0. 

Man erhalt dann nach dem Sinussatz , bezüglich nach dem P t o lem a'scheo 
Lehrsatz : 
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s* p'-+ %/dl_i., a, = - 
Jd" s12 

Die eigcutlich intereçsanten und schwierigen Aiifpiben enthalt nun 
Gruppe IV), denn sie verlangt, dass man das Gleichungssystem II, 3) nach 
den xi, I I I ,  3) nach den yi und 1, 3) nach den si auflose. Dies gelingt, 
wenn man ntlch H e  y m a n  n folgende Hilfswinkel einftihrt: 

Man deuke sich von den Ecken Ai des xi - Dreiecks a m  dreimal den 
Dnrchmesser d  gezogen und bezeichne die im Sinne der Uhrzeigerbewegung 
genommenen Winkel zwischen d und ai mit wi(i = 1, 2, 3), dann ist: 

Da mithin 

so wird: 
1 - cos2 rii - cose LY2 - cos2 ri3 + 2 COS ri1 COSLY2 COS arg = O ,  

oder mit Hilfe von 3): 

Bus dieser Gleichung ergicbt sich der  Uurchmesser d ,  aus 3) findet 
m m  die Hilfswirkel q und mit Hilfe von 4) erhalt man die Winkel des 
xi- Dreiecks : 

Hiermit ergeben sich als Losungen fur die Aufgaben der vierten 
Gruppe unmittelbar: 1 

s1 = d s i n - A , ,  
2 

1 
s, = dsila- 2 A, ,  

1 
s3 = d s i n  A,. 

2 

x, = d s i n  A,, 

x, = d s i n  A,. 

2, = d sifi A,. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



276  Kleinere Mittlieilungen. 

XXI. Zur Ueber t ragung  der  Rechnungsarten auf  d ie  Geometrie, 
insbesondere liber d i e  Moglichkeit der  Multiplication von  Strecken 

mi t  Strecken. 

I n  den Lehrbüchern der G e o m e t r i e  stossen die Lehrsatze tiber die 
F l t i c h e n  - und R a u m b  e r e c  h n u n g e n  auf eine gewisse Schwierigkeit. Euthalt 
in  der That  ein Rechteck mit zwei anstossenden Seiten von 8m und 7 m Lange 
einen Facheninhalt von 66pm,  ein rechtwinkliges Parallelepipedon von 8m 
Lange, 7 m  Breite und 6 m  H6he einen Rauminhalt von 336cbm, so lassen 
sich wohl die bei der Flachen- und Raumberechnung entstandensn Maasszahlen 
a19 P r  O d II c t o der Maasszahlen dor Seiton bez. Kanten erklaren , die ncuen 
Benennungen qm und ebm jedoch nicht in gleicher Weise als Producte der 
ursprilnglichen Henennungen. Denn, ,man kann nie zwei benannte Zahlen 
multipliciren, es muss vielmehr mindostens der Multiplicator unbenannt seiu" 
( S c h l o m i l c h ,  Randbuch der Xathematik 1879 S. 244) ,  oder, ,,man kann 
von Producten zweier Linien, als benannten Zahleu, im eigentlichen Sinne 
nicht sprechenU ( S p i  e k e r  , Lehrbuch der ebenen Geometrie 1894 S. 191) oder 
,,es wtirde widersinnig sein, Linien mit einander zu multiplicirenU ( K o p p e ,  
Planimetrie 1880 S. 104) u. S. W. Nur als ,,tiblich gewordene Abkürzungu wird 
es daher bezeichnet, zu sagen: ,Der Flticheninhalt eines Rechtecks ist gleich 
dem Product zweier rtnstossender Seiten", indem hierbei die von ihrerBenennung 
befreiten Maasszahlen multiplicirt gedacht werden und dem Product die neue 
Maasseinheit als Benennung zugelegt wird ( S  ch1  6 m i l e  h a. a. O.). Auf diese 
Cebertragung der ilechnungsarten auf die Geometrie kommt auch S c  h O t te n 

in seinem verdienstvollen Buche: ,,Inhalt und Methode des planimetrischen 
Unterrichtsu, dessen 1. Band Leipzig 1890 erschienen is t  , in  einigen kritischen 
Zeilen ( S . 1 4 5 ~ .  146) xuV. S c  h l e g e l s  Ausftihrungen ,,Dober den sogenannten 
vierdimensionalen RaumY zu sprechen. Da das Werk S c  h o t t e  n's eine kritische 
Zusammenstellung der Literatur des planimetrischen Unlerrichts sein will und 
als Nachschlagebuch für alle Fragen auf dem Gebiete des planimetrischen Unter- 
richts dienen soll, so dürfte es, wiewohl die Flachen- und Raumberechnung erst 
einem spateren Bande vorbehalten sind, nicht unpassend erscheinen, seine bis jetzt 
in  unserer Frage gegebenen Ansichten zu hGren und einer Prüfung zü unterziehen. 

Wir  lesen (5.146) : "DieVergleichung der arithmetischen und geometrischen 
Dimensioneu hat sich naturgemass an die drei Stufen der arithmetischen 
Rechcnoperationen zu halten. Der ersten Stufe des Rechnens, der A d  d i t i  on, 
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entspricht die einfache Ausdehnung nach der Lange, der zweiten Stufe, der 
Mu1 t i p l i c a  t i o  n ,  die z w eifache Ausdehnung nach Lange und Breite, der 
dritten Stufe, der P O t e n z i r  u n g ,  die d r  e i  fache'Ausdehnung nach Lange, Breite 
und Htihe. Das Resultat der Addition, die Summe, findet ihre geometrische 
Deutung in der Linie; das Product in der Flache; die Potenz in dem Korper. 
Wahrend nun aus der Gleichheit der Summanden das Product,  aus der 
Gleichheit der Factoren die Potenz entsteht und sich auf diese Weise die drei 
Stufen der arithmetischen Operationen entwickeln , resultirt aus der Vermehr- 
ung der Exponenten und der Glcichsctzung von Basis und Exponenten keine 
weitere Stufe des Rechnens. I n  Analogie hiermit kann man die E r z e u g u  n g 
geometrischer Gebilde durch B e  w e g u n  g setzen. Entsprechend dem Stilliitand 
der Rechnung bei dcr Potonzirung ergiebt sich nichts N e u e s  durch die Be- 
wegung des KorpersY. - I m  Gegensatz zu dem ersten Theil dieser Auseinander- 
setzung lesen wir (S. 145): ,Die einfache Zahl a stellt die Lange einer ge-  
messenen Linie, die zweite Potenz dieser Zahl a v e n  Fliicheninhalt des 
über der Strecke a a h  Seite errichteten Quadrates und die dritte Potenz a3 
den Rauminhalt des liber diesem Quadrate als Grundflache errichteten Wtirfelsu. 

Hier wird die Linie schon durch eine einfache Zahl dargestellt, oben ent- 
spricht sie der Addition von Zahlen, die Flache und der K6rper werden hier 
durcb die zweite und dritte Potenz einer Zahl, also beide geometrischen Ge- 
bilde durch Potenzirung dargestellt, oben entspricht die Fiache der Multipli- 
cation und erst dcr Ktirper der Potenzirung. Wir  finden so kurz hintereinandor 
einen vollen Widerspruch in der Uebertragung der Rechnungsarten auf die geo- 
metrischen Gebilde und doch Sind diese einoelnen Vergleichspunkte in  allen 
Lehrbtichern der Geometrie in derselben Weise ausgedrlickt. Mir erscheint 
diese geometrische Deutung r e i n  arithmetivcher Ausdriicke Iiberhaupt unhalt- 
bar; dies fühlt, wie Andere, auch S c h  O t t e  n , indem er  (S. 145) sagt : ,Die 
Bedeutung eines Productes i s t  in  der Geometrie nach einer u r s p r  i i n g -  
1 i c  h w i l l  k ti r l i  c h e n  Festsetzung die eines Rechtecks . . . * 

K6nnen wir in  der That die drei Rechnungsarten mit den drei Dimen- 
sionen in der Geometrie vergleichen? Sind die Resultate der Addition, 
Multiplication und Potenzirung etwas so von einander Verschiedenes, wie 
die raumlichen Gebilde: Linie, Flache und Korper? 

Bei der Betrachtung der R e c h e n o p e r a t i o n e n  handelt es sich selbst- 
verstindlich nur um unbenannte, bestimmte oder allgemeine einfache Zahlen, 
da auf die sogenannten benannten Zahleu sich die Addition nur ,  wenn sie 
gleichbenannt sind, die Multiplication mit unbenanntem Multiplicator und 
das l'otenziren gar  nicht anwenden Iasst. Die Reihe nnserer natürlichen Zahlen 
stellen wir uns g e  O m e  t r  i s c h als Punkte einer Geraden, von einem gewahlten 
Ausgangspunkt aus in gleichen Abstanden geordnet, vor; die Zahlenrcihe hat 
also nur e i n e  Ausdehnung, die Lange und einer bestimmten Zahl entspricht 
dann eine bestimmte Strecke. Die Addition zweier oder mehrerer Zahlen, 
welche Eechnungsart ursprünglich durch Weiterzahlen in der Zahlenreihe voll- 
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zogen wird, ergiebt daher auch eine Zahl derselben Reihe (8 + 7=  15), das Re- 
sultat der Addition von Zahlen ist also geometrisch auch als eine bestimuite 
Strecke zu deuten; ebenso sind aber auch die Resultate der Multiplication und 
Potenzirung von Zahlen wieder nur  einfache Zahlen (8.7= 66, B7= 2097162), 
Zahlen derselben Zahlenreihe; sie konnen daher geometrisch auch nur als 
Strecken , keinesfalls als Gebilde einer 2 fachen oder 3 fachen Ausdehnung ge- 
deutct werden. Dio drei Rechnungsarten Addition, Multiplication und Potenzir- 
ung ergeben immer nur Zahlen der natürlichen Zahlenreihe, nichts Neues, 
nichts entsprechend den Raumgebilden begrifflich von einander Verschiedenes. 

Was sind denn nun aber die Zahlen der natürlichen Zahlenreihe selbst? 
Sie sind Begriffe unseres Denkens , Abstractionen von gezahlten Gegenstanden 
der uns umgebenden Welt ;  die verschiedenen Zahlen erhalten wir durch wieder- 
holtes Setzen einer gedachten Einheit, der Zahleinheit. Uas Addiren ist eiu An- 
einandersctzcn zweier oder mehroror Zahlen; sind dicse Addenden alle gleich, 
so wahlen wir an Stelle der Addition eine kürzere Schreibweise und erhalten die 
Rechnungsart der Multiplication, welche zur Ausbildung des Einmaleins und 
den besonderen Regeln des Multiplicirens geführt hat; ebenso ist die Potenzirung 
nichts weiter als eine kürzere Schreibweise einer Multiplication von laiiter 
gleichen Pactoren und es haben sich eus derselben die besonderen Regeln des 
Potenzirens entwickelt. E s  giebt demnach keine arithmetischen Dimensionen 
oder Mannigfaltigkeiten, wir k6nnen dieResultate der verschiedenen Rechnungs- 
arten überhaupt nicht mit den verschiedenen geometrischen Gebilden vergleichen. 

Durch wiederholtes Setzen einer nicht mehr blos gedachten Einheit, der 
Zahleinheit, sondern eines wirklichen Gegcnstandcs, orhglt dio Zahl ihre Be- 
nennung, wird eine sogenannte b e n a  n n t e  Zahl. Diese benanuten Zahlen 
bedeuten daher oder sind g r a p  h i s c he  Darstellungen von gezahlten Gegen- 
sttinden; über die nur beschrinkte Rechnung mit ihnen ist oben schon ge- 
sprochen worden. 

Wenden wir uns nun zu den g eo m e t r i s  c h e u  Gebilden, den Linien, 
Fliichen und Korpern, mit denen man jene Rechnungsresultate in Verbindung 
gebracht hat. Wes sind sie eigentlich? E s  kommen wohl physikalische K6rper 
in der uns urngebenden Welt wirklich vor, eben die zuletzt erwiihnten be- 
nannten Einheiten oder gezahlten Gegenstiinde; die mathematischen Korper, die 
Flachcn und Linien sind jedoch cbenfalls nur Begriffo unseres Denkens, unserer 
Raumvorstellung, Abstractionen von den wirklichen Korpern. Wir  verstelien 
unter einem niathematischen K6rper den Raum, den ein physikalischer IGrper 
von gleicher Grosse und Gestalt einnimmt, der letztere ist  für uns ein Bild 
des ersteren; die Flachen sind die Begrenzungen eines Korpers vom übrigen 
Raume, die Linien die Begren~ungeu einer Figur von der übrigen Flache, 
wahrend eine Strecke von der übrigen Linic durch Punkte begrenzt wird. 
Durch fortgesetztes Abstrahiren von den wirklichen Gegenstanden werden die 
Punkte, Linien, Flachen und matheniatischen Korper für  unser Denken nach 
und nach zu selbststandigen Raumgebilden, entsprechend den einfachen Zahlen; 
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keinesfalls aber dtirfen die in  rn, qm oder c h  gemessenen Strecken, Flachen 
oder Korper in gleiche Reibe mit den sogenannten benannten Zahlen, welche 
geeahlte, in Sprachzeichen geschriebeue Gegenstiude waren, gebracht werden; 
sie Sind nur Begriffe unseres Dcnkens. Diese in arithmetischer Behandliing der 
geometrischen Gebilde bis jetzt immer gelibte Gleichstellung der letzteren mit 
den gezahlten Gegensthden ist meines Erachtens der Grund zu der aufangs 
erwahnten Schwierigkeit und es dtirfte sich wohl empfehlen, den zu allgemein ge- 
brauchten Ausdruck ,,benamte ZahlenY nur auf die, durch irgend welche Ein- 
heiten gemessenen Begriffe unseres Denkens, nicht aber auf die wirklichen 
Gegenstlinde zu beziehen, vielmehr das Rechnen mit letzteren als ,,Rechnen mit 
geziihlten Gegenst%ndenu zu bezeichnen. Zu dcn ersteren Rechnungsgrossen 
miissen neben den geometrischen die zeitlichen und die graduel1 verschiedenen 
Grossen, wie wir sie in den Naturwissenschaften autreffen, gerechnet werden. 

Hiermus ergiebt sich, dass die erwahnten Einschraiikungen der Rech- 
nungsarten bei den sogenannten benannten Zahlen nicht ohne Weiteres auf 
die RaumgeLilde übertragen werden dürfen. 

Wie sind wir nun im Stande, jenevergleichungen zwischen Producten und 
Filichen u. S. W. zu erkliiren? Auf einen wichtigen Unterschied bei der Ver- 
gleichung der Resultate der Rechenoperationen mit den Raumgrossen muss hier 
sogieich hingewiesen werden; die einfachen Zahlen sind d i s  c O n t i n  u i r l  i c h e, 
die Raumgrossen c O n t i n u i  r l  i c  h e  Grossen; der Unterschicd beider charakteri- 
sirt sich amBesten durch die Begriffe: ,wiederholt setzenY -,sich fortbewegenu. 
Wir konnen uns namlich die raumlichen Gebilde als durch Bewegung eut- 
standen denken; BO beschreibt ein Punkt ,  wenn e r  sich fortbewegt, eine Linie, 
eine fortbemegte Liiiie beschreibt entweder wieder eine Linie oder eine Flliche 
und diese in ihrer Fortbewegung wieder eine Plache oder einen Horper, wiihrend 
letzterer fortbewegt nur  wieder einen Korper beschreibt, nichts Neues erzeugt. 

Wie wir die einfachen Zahlen durch wiederholtes Setzen der Zahlcinheit 
in einer bestimmten Richtung uns entstanden dachten, so entstehen durch Fort- 
bewegen eines Punktes in einer bestimmten Richtung bis zu bestimmten Ab- 
standen die nach beiden Seiten begrenzten: geraden Linien, die Strecken; durch 
Fortbewegen einer Strecke in einer bestimmten (nicht der ihr eigenen Richtung) 
bis zu bestimmteu Abstanden, die nach allen Seiten begrenzten, ebenen Flachen, 
die geradiinigen Fipuren; durch Fortbewegen einer Figur in  einer bestimmten 
(nicht in ihr selbst gelegenen) Richtung bis zu bestimmten Abstanden dio nach 
allen Seiten begrenzten Theile des Raumes. die Korper. Lassen wir dagegen die 
Strecken sich in ihrer eigenen Richtung , die Figuren in ihrer eigenen Ebene, die 
Kürper im Baume fortbewegeu, so wenden wir die Rechnungsart der A d d  i t i O n 
auf alle drei Arten von Raumgrossen an ;  d. h. ,  verlringern wir eine Strecke um 
eine oder mehrere andere Strecken, so bilden wir die Summe dieser Strecken 
und diese iut wieder eine Strecke; setzen wir an eineFigur in ihrer eigenenEbene 
eine oder mehrere andere Figuren a n ,  so bildcn wir die Summe dieser Figuren 
und diese ist wieder eine F igur ;  fügen wir an einen Korper im Raume einen 
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oder mehrere andere K6rper a n ,  BO entsteht wieder ein Korper. - Ver- 
langern wir eine Strecke zwei- oder mehrmals um sich selbst, setzen wir eine 
Figur  in  ihrer Ebene oder einen Korper i m  Raume zwei- oder mehrmals an- 
einander an,  BO m u l  t i pl  i c i r  e n wir Strecken , Plachen oder Korper mit ein- 
fachen Zahlen und eu entstehen wiederum nur Strecken, Plachen oder Korper. 

Dom Fortbewegcn einer Strecke in anderer Richtung als der ihr eigenen 
um eine andere Strecke, dem Fortbewegen einer Figur  in einer anderen als in 
ihr gelegenen Richtung um eine Strecke entspricht das Multipliciren einer 
Strecke mit einer Strecke, das Multipliciren einer Figur mit einer Strecke. 

Nehmen wir als Langeneinheit das m ,  als Flacheneinbeit dau qlla und als 
Raumeinheit das cbm, so k6nnen wir uns die Flache eines qm entstanden denken 
durch Fortbewegung einer Strecke von 1 rn Lange senkrecht eu ihrer Richtung 
1 m weit ; den Raum eines cbtn durch Fortbewegung der Flache eines gm senk- 
recht zu ihrer Ebene 1 na weit. Lassen wir in derselben Weise eine Strecke von 
8 m Linge  sich senkrecht zu ihrer Richtung 7 na weit bewegen, so beschreibt sie 
ein Rechteck von 56 qtn = 8 m  .7 rn, wie andererseits eine Quadratflache von 
56 qrn senkrecht zu ihrer Ebene 6m weit fortbewegt gedacht, ein rechtwinkliges 
Parallelepipedon von 336 cbm = 56 qm .6  na beschreibt. Wir  konnen so i n  Folge 
der dreidimensionalen Ausdehnung des Raumes den rcchnerischen Hegriff der 
Multiplication in voller Scharfe auch auf die Multiplication von Strecken mit 
Strecken und von Flgchen mit Strecken ausdehuen; natürlich dürfen wir aber 
niüht z. B. Flachen mit Flachen oder K6rper mit Strecken u. S. W. multipliciren. 

Bewegt sich eine Strecke senkrecht zu ihrer Richtung um ihre eigene 
Lange for t ,  so beschreibt sie das Quadrat der Strecke, welches der zweiten 
Potenz dieser Strecke entspricht; bewegt sich dieses Quadrat senkrecht xu 
seiner Ebene um seine L h g e  fort,  so  beschreibt sie den Würfel über dieser 
Strecke, welcher der dritten Potenz der Strecke entspricht. So sind in un- 
gezwungener Weise, ohne jede Willkiir, aus unseren geometrischen Anschau- 
ungen heraus die Rechnungsarten auf die geometrischen Gebilde übcrtragen. 

Wiihrend jede einfache Zahl durch eine Strecke dargestellt werden kann, 
muss jede Strecke durch eine mit der Langeneinheit versehene Zahl, eine be- 
nannte Zahl oder kurz eincn Buchstaben (8m=a) bezeichnet werden; das Qua- 
drat einer einfachen Zahl (a2= 64) bedeutet nicht den Flacheninhalt des über der 
Strecke von 8m Lange errichteten Quadrates , sondern das Quadrat der mit der 
Lingeneinheit versehenen Zahl [(8 rn)2 = 64 qm] hat diese Uedeutnng; ebenso 
bedeutet nicht das Product zweier einfacher Zahlen (8 . 7 =  56) eine Plkhe, 
sondern nur das Product der mit der Langeneinheit versehenen Zahlen 
(8 4n .7  m = 56qm) bedeutet den Flacheninhalt eines Rechtecks u. S. W. 

Mit vollem Recht k h n c n  wir daher sagen: dcr Flacheninhalt eines Recht. 
ecks ist  gleich dem Product zweier anstossender Seiten etc., und ebenso konnen 
wir das Product a .  b als ein Rechteck deuten, wenn wir unter den allgemeinen 
Grossen a und b Zalilen verstelien, die mit einer Langeneinheit verschen sind. 

B a u t z e n .  Dr. HUGO VOLLPRECAT. 
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Beitmg zur kinematischen Theorio 

der Gelenkmechanismen. 

Von 

JOHANN KLEIBEII, 
Hl~uptlehrer  erster Ordnuiiy dor stadtisctioii 1Iandelsscliulo i n  hliinchen. 

Hierzu Tafel VI1 Fig. 1- 12. 
-- 

(Schluss.) 

II. T h e i l .  

5 7. Der Process 8. Anwendungen. 

A b  1 e i t u n  g .  Die bisher vorgetrageue Theorie der Pantagraphe war 
im Wesentlichen identisch mit einer geometrischen Interpretation einer 
Theorie der linearen ganzen Functionen der Grundpunkte. Wir  wollen nun- 
mehr einen Schritt weiter gehen nnd aiich h6here Functionen der letzteren 
in den Bereich unserer Betrachtungen ziehen. Zu dem Ende verbleiben 
wir zunachst in  der Ebene. I n  dieser herrscht bekanntlich die Eigen- 
tlitirnlichkeit, dass congruente Figuren nicht immer durch Schiebung zur 
Deckung gebracht werden konnen, sobald eine Drehung der Figur ails der 
Ebene heraus durch den Raum nicht gestattet wird; man sagt, die Ebene 
ist zweiseitig. Um die inverse Lage congruenter Figuren in einhcher Weise 
in nnsere Rechnungen einzuführen, werden wir einen symbolisch zu 
nehmenden Process S . .  . benutzen. 

Wir Lezeichnen, wenn 

P = : x + i y = r e i r p  = r ( c o s c p + i s i n q ~ )  
mit 

SP=x- iy=re - 'W=r(cos<p- i s incp) ,  

wobei wir P al8 Punkt  oder als die VOUI Ursprung O der Gauss 'schen 
Coordinatenebene nach diesem Punkt  P gehende Strecke auffnssen. Die geo- 
metrische Interpretation zeigt, dass dann 6P den Spiegelpunkt zu P fiir 

die x-Achse bedeutet. Algebraisch fordert der Process 13 nur den Zeichen- 
wechsel des Factors i. . 

Zeitachrift f. Mathematik u. Physik. 41. Jshrg. 1896. 6 .  Heft. 19  
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Mit Einftihrung dieses Processes 13 . . . sind wir im Stnnde, sofort 
Vector r und Amplitude p zu bestimmen. Es ergiebt sich: 

( r 2 =  P.6Y, 

1. C h a r a k t e r i s i r u n g  e i n e r  E c k e .  Geht man von A nach B und 
von B nach C, so entsteht bei B eine Ecke. Diese Ecke wird durch eine 
einzipe Zahl E charakterisirt : 

R - C  jy-. 
A - B  

Man findet für die Grosse des Winkels g, an dieser Ecke: 

ferner fü r  das Verhxltniss der Seiten a =TB und b = TC: 

2. A e h n l i c h k e i t  i n v e r s  g e l e g e n e r  P o l y g o n e .  Hat man in 

ein erstes Polygon und spiegelt es an der X-Achse,  80 hat  das Spiegel- 
bild die Reihe der Ecken J A l ,  dA2 , . . .  d'ATi. 

Beide Polygone sind invers congruent. Jedes andere Polygon 

x,x2x,. . . x , ,  

das dcm ersten lihnlich is t ,  erfüllt die fortlaufende Gleichung: 
- - 

dT2 : ~ 2 8 ~  : . . . : AX, = XI X 2  : X2 X3 : . . . : TX~, 
denn,  da jedes Einzelverhëltniss aufeinander folgender Strecken eino Ecke 
E vollkommen charakterisirt, so folgt aus der Gleichheit dieser Verhalt- 
nisse die Aehnlichkeit der Eckeu beider Polygone und somit die Aehnlich- 
keit der letzteren selbst. Sei Y, Y,. . . Y,  ein l'olygon, das dem inversen 
zu A, A,. . . A, ahnlich sein 8011, so muss a1s einzige Gleichung bestehen: 

- - - .- 

Y , Y , : Y , Y ~ :  . . .  : Y ~ = ~ A ~ ~ : I ~ A , A , : . . . : S A ~ A , .  
3. G l e i c h u n g  e i n e s  K r e i s e s .  Sol1 die Entfernung a zweier Punkte 

P und Q berechnet werden, so hat man: 

oder 
( P -  Q)S(P - Q )  = a2 

P 8 P - P d Q  -dP. Q + Q d Q  = a2. 

Hült man Q a h  Mittelpunkt fest, so ist diese Gleichung für ein ver- 
andcrliches P die Gleichung eines Kreises. 
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Hiernach ergiebt sich als die Bedingung daftir, dass vier Punkte P, 
Q ,  R ,  S auf einem Kreise liegen: 

PBP P dP 11 

Die Gleichung des Kreises kann auch in mancherlei Parameterformen 
gegeben werden; eine der interessantesten ist die folgende: ,Ist dau Uoppel- 
verhdtniss von vier Punkten P, Q ,  R, S eine reine Xnhl m l  so liegen die 
vier Punkte auf einem KreiseY. Das heisst: 

Y - &  S - Q  - - m. 
R - R ' S - R  

Die Einzelverhlltnisse stellen Ecken EL und E, vor, für welche 

E , :  E 2 = m ,  
folglich : . d E , : S E , = d m = m ,  

daher durch Diviuion : 
El 3 2 ,  
-- - - - 
SE, S E ,  

woraus men auf Winkelglcichheit der Ecken (Peripheriewinkel des Kreises) 
schliesst. Die letztere Gleichung is t ,  in  Pl Q, R ,  S geschrieben, identiscli 
mit der zuerst aufgestellten Bedingung. 

4. G l e i c h u n g  e i n e r  G e r a d e n .  Sol1 in einem Punkte N eine Gerade 
senkrccht zu errichtet werden und ist P ein Piinkt derselben, so ist  
die Ecke P M 0  eine rechtwinklige, das heisst, es muss 

sein, woraus folgt: P&! 6 P X  
-- 

n l o + a = "  

Sind Pl Q,  R, 8 vier Punkte,  welche durch Stkbe von den Lxngen 
p l ,  p l ;  q , ,  q , ;  r i ,  r,; s,, s, mit zwei Fixpunkten U und V verbiinden und 
nird das Ganze nach Art  einer Nürnberger Scheere beweglich gedacht, so 
gelten fur P die Gle ichu~i~en:  

P 6 P  - ( P ~ u +  u s P j  + udu = p l 2 ,  

oder : P d ( M - 0 )  + S P .  (M-O)=1CZ6(X-O)+dM. (M-O) .  

Drei Punkte P, Q ,  R liegen demnach auf einer Geraden, wenn 

P aP 1 

Q SQ 1 
R  S R  1 

= o .  
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Stellt man solche Gleichungen auch für  die anderen Piinkte auf und 
eliminirt U und V, so folgt: 

p 6P 1 ( P , ~ - P , ~ ) ~  

& 69 1 (41' - 42') 
= O (Pig. 1); 

R 6R 1 ( r 1 2 - r 2  :i ) 

1 9 d S  1 (s12 - s,~) , 
die geometrische Tnterpretation lautet: Errichtet man in den vier Punkten 
zu ihrer Ebene Senkrechte von den Langen ( P , ~ -  p z ) ,  (q ,Z-  q:). . ., so 
liegen die erhaltenen Endpunkte P', Q', B', AS' bei allen Verzerrnngen von 
Lr und V in einer neuen Ebene. 

5. S p i e g e l u n g  e i n e s  P u n k t e s  a n  e i n e r  G e r a d e n .  Spiegelt mari 
einen Punkt P a n  einer Geraden UV, so erhi l t  man einen Punkt Q ,  dessen 
Coordinaten berechnet werden sollen. Zn dem Ende bedenke man, dass 
die Ecken P U V  und & U V  invers congruent sind, so dass folgt: 

P U  Q U  B - = -  
U V  U V '  - 

woraus folgt: UV 
(Q - U )  d(P- U). 

J UV 
Diese Formeln sprechen sich einfacher aus ,  wenn es sich darum 

U V  
handelt,  eine Strecke a = an einer Richtung -- z u  inversiren, die 

erhalteue Strecke a: genügt dann der Gleichung 

das heisvt or ist  proportional da. 
6. G l e i c h u n g  d e r  F o c a l e n  e i n e s  S t a m m v i e r e c k s  (Fig. 2). 1st A, 

R, C, D ein Gelenkviereck von den Seitenliingen a ,  b ,  c ,  d ;  P e i n  Punkt, 
der so ge!egen i s t ,  dass die Summe der Winkel A P B  + C P D  = 1800 ist,  so 
ist der Ort  von P bekanntermaassen eine Curve dritter Ordnung, der geo- 
metrische Ort der Brennpunkte derjenigen Schaar von Kegelschnitten, die dem 
Stammviereck einbeschrieben sind. Der angegebenen Bediiigung entspricht die 
Gleichung : 
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Hlitte man verlangt, dass die Winkclsumme eine andere als 1800 sein 
so11, so wtirde die Gleichung forma1 nur unwesentliche Aenderungen erfdhren 
haben, sie würde aber dann vom vierten Grad. 

7. G l e i c h u n g  d e r  K o p p e l c u r v e  b e i  d e r  D r e i s t a b b e w e g u n g .  
Wird im Gelenkvicreck A B C D  der Stab r~ festgchalten, am Stab - -  
ein Dreieck von der Form BP + P C  = B C ~ d e r  x + il = 1 befestigt, so 
beschreibt P die Koppelcurve. Dies entspricht den Gleichungen: 

( A -  B)  d ( A -  B! = as 

( B -  C ) 8 ( B -  C ) =  ba P =  xC+AB.  
( C -  D)d(C - B ) = c z  

Hieraus waren C und D zu eliminiren. Um diese Elimination sym- 
metrisch zu gestalten, führen wir noch eine Fremdgleichung Z = C - l3 
ein; dann ergiebt sich C = P -  

A z, 

Setzt man dies in  die drei quadratischen Gleichungen oben ein,  so folgt: 

( x Z -  A P ) S ( n Z -  81') = a a ,  

Z S Z =  b2, 

( I Z -  DP) d(AZ- D P )  = ca. 
Aus diesen drei Gleichungen folgt: 

A n m e r k u n g .  Jeder Punkt  des Punktfeldes 

P =  %'A+ k'B+ @ C f  v'D 
beschreibt eirie Koppelcurve, die einem Curvenindividuum aus der Schrter 

P = x C + AB, r. + A = 1 (cornplex) 

ahnlich ist. Der Bewcis ergiebt sich aus dem Sutz II tiber das Punkt- 
viereck. Die Gleichung wird genau wie oben abgeleitet. 

8. W e l c h e  f e s t e n  W i n k e l  k o n n e n  d i e D i a g o n a l e n  e i n e ~  S t a m m -  
v i e r e c k s  b e i  d e r  B e w e g u r i g  b e i b e h a l t e n ?  ABCD sei das Stamm- 

Z B Z : - z : a z : - i =  

- 

- - 
x d x  -%an -6x.8-P A P d A P - a e  

1 O O - b2 

ilail -as~P - ~ A D P  F P ~ D P - C Z  

- - 
wobei E = AI', q = D P. Setxt man hieraus die Werthe Zd 2, Z, d Z  in 
Relation, so folgt: 

0 X B E  - E ~ X  ~ t î ~ - a ~ + x 6 ~ b ~  

- 1 0  O - b 2  

0 - a ~ ~  -4sil  r l a q - c + + l a ~ b s  
> 

1 
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viereek, TC die eine Diagonale, B D die andere. I h r  Winkel (Ecke) sol1 
constant sein, daher die Gleichung: 

R - A -  C! d(B- D )  
- x oder --- - 
6E- 

- x ( : ~  e iev ) .  
B - D  a ( A - c )  

Addirt man z u  den Seiten der letzten Gleichung die Zahl 1, so folgt: 

1st  AB=^, ~ ? = b ,  C D = , ,   DA=^, so schreibt sich der 
Zahler auch -(a" cc - b2 - d 2 ) ,  wird also constant, somit 

Wird B - I) = RI eivl, A - C = R, eifp2 gesetzt : so folgt : 

Als erstes Resultat gewinnen wir also den Batz (H,, R2 sind die 
Llingon dcr Diagonalen, cp, - rp, ihr Winkel) : 

,,Ist in einem Gelenkviereck der Winkel der Diagonalen eon- 
s tant ,  s o  ist auch ihr Product,  also auch der Inhal l  des Gelenk- 
vierecku constant." 

Dieser Satz ist in dem Palle ungiltig, wenn die rechte Seite die Form 
Null durch Null annimmt; das heisst, wenn 

x = - 1 , b" de = a'+ c2. 

Beide Bedingungen schliessen einander ein und bleibt der Winkel der 
Diagonalen bei der Rewegung ein rechter. 

Urn den allgemeinen Fa11 niiher zu untersuchen, halt man die Iiingste 
Seite des Gelenkvierecks (AD) fest und lasst erstens die Seite A B ,  zweiteus 
D C in diese fallen, dann ist in beiden FaIlen die e i n e z a g o n a l e  = n, 
die anderen miissen also gleich lang sein und mit A B  gleiclie Winkel 
bilden. Aus dem dadurch entstehenden Parallelogramme folgt dann die 
Bedingung a = c ,  ferner b = d ,  das heisst, das gesuchte Viereck konnte 
also nur das Parallclogramm odcr des überschlagene Parallelogramm sein. 
Nur letzteres lost die Aufgabe, dann ist x = - 1 und beide Diagonalen 
sind parallel, der Inhalt ist Null, wie es sein muss, da jedes Gelenk- 
viereck einmal den Inhalt O annimrnt und sonach nur Null die Grosse 
eines constant bleibenden Inhaltes sein kann. 

9. W e l c h e s  G e l e n k v i e r e c k  i s t  i m m e r  K r e i s v i e r e c k ?  Sind a ,  b ,  
c ,  d vier Strecken nach Grosse und Richtung, iind a+ i5 + c + d = O  als 
geschlossener Streckenzug das Gelenkviereck, so lautet die zu erfüllende 
Bedingung : 

1) 
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Dies in  Parameterform geschrieben: 

Uurch Addition und Berücksichtigurig von a  $ b = - (c + d) : 

3) ( c+d j  =- ~ ( v . B c + S d ) .  
Aus 2) und 3) folgen: 

aSa = x 2 u - 9 6 .  c 6  C ,  

b d b  = rirJci.ddd, 

( c + d ) S ( c +  d )  = u.cTcr.(xdc+ Sd)(xc+ d ) .  

Diese Gleichongen k6nnen sinngemass nur bestehen, wenn 

ut36 = 1,  x = 1 ,  aSa = cdc, bSb = dad;  
dann ist c + d  

' =  d ( c + d ) '  
Berücksichtigt man die in  diesem Paragraphen fiir dio symrnctrische 

Lage von Strecken abgeleiteten Beziehungen, so erkennt man aus 2 ) ,  dass 
das gesiichte Viereck nur das tiberschlagene Parallelogramm sein kann. 

10. W a n n  s t e h e n  zwei L i n i e n  i m  P u n k t f e l d  

P = x A +  A B + p C + v D  

auf  e i n a n d e r  s e n k r e c h t ?  Verbindet die eine Linie die Punkte P iiiid 
Q, die andere die Punkte R und S, so mus3 sein 

P - Q  -0. P - Q  + g - - -  
Setzen wir: R - S  R - S  -- 

so geht die Bedingnng liber in: 

Die Entwickelung liefert für reelle x ,  f, . . . : 
( x I+ fA) (ABB+ B6A)  + ( A i i 1 + ~ 1 ) ( B d C +  GdB) 

+ ( p n + ~ n i ) ( C 6 n + n S C ) +  ( v1+x i i ) (DJA+  ABD) 

+ ( % n i  + pI ) (AdC+  C6A)  + (An +vL)(BSD+DBB,I 

+ 2 x E A S A + 2 1 1 B S B + 2 p i i t C d C + 2 v ~ t D 6 D  -; 0. 
Berücksichtigt man nun , dass 

A J B +  B J A =  A d A +  B d B -  a2, 
BBC+ C ~ B = B B B + C S C - ~ ~ ,  
C B D + D d G = C S C +  DdB- c2,  

so ergiebt eine Zusammenziehung des entwickelten Ausdruckes: 
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Setzt man das lelzte Glied zu r  Abkürzung = @, so kann man auch 
schrei ben : - - 

( ~ t n + p f ) ~ ~ S ~ ? + ( i L n +  v l ) B D B B D +  (I> = 0, 

das heisst, zwischen den Quadraten der Diagonalen müsste eine lineare 
Relation eintreten. Hat  man ein Viereck, bei dem dies nicht der Fall, so 
miisseu dio Coefficienten einzeln verschwinden : 

1) ( x n i  + pf) = 0 ,  (An + V I )  = O,  0 = U. 

Dies ist Uie allgemeinc Losung. Die singularo erfolgt für des Parallelo- 
gramm, das ja das Viereck ist, für welches eine Relation zwischen den 
Diaaonalquadraten existirt: (a  = c,  b  = d )  

 AC^^+ B U S B . ~ = ~ ~ +  b 2 +  c2+ d2. 

Demnach wird die Bedingung : 

[ ( x m  + P r )  - ( l n  - v l ) ] A C B A C =  - 6, 

- (ae+ b2+ c2+ d2)(An + V I )  = @' 

und demnach die singuliire Losung: 

11) a = c l  b = d ,  (xm + p f )  = (Ln + v l ) ,  CD'= O ;  
die weitere Discussion der Formeln sol1 hier nicht gegeben werderi. 

11. W a n n  s i n d  z w e i  L i n i e n  i m  P u n i i t f e l d e  

P = x A + A B + p C + v D  

a n  L a n g e  g l e i c h ?  Verbindet die eine Linie die Punkte P und Q, die 
andere die Punkte R und S, so muss sein: 

( P -  Q ) d ( P -  Q )  = (B-S)6 ' (R-8) .  
Setzen wir: 

P - Q = x A + A B + p C + v D ,  ( ~ + r l + p + v = O j ,  

R - S = e A  + K B + i n C + n D ,  ( E + I + n r + n = O ) ,  
so geht die Bedingung über in:  

( * A +  AB+ P B +  v D ) S ( x A  + A B + p C +  vL)) 

= ( E A + 1 B + i i t C f i i D ) d ( E A + 1 B + t i i C + n D ) ,  

die Entwickelung liefert für reelle .A, f ,  . . .: 
( x L  - f l ) ( A d B  + B d A )  + ( A p  - I rn ) (BdG + C d B )  

+ (,v- m n ) ( c a n  + D ~ C )  + ( V K  - n ' f ) ( ~ a A  + A ~ D )  

+ ( x ~ -  f m ) ( A d C +  C d R )  $ (LV - I n ) ( B d D  i- DdB) 

+ (2 - t S ) A d A  $ (a" ti")B6B + (p2  - nt2) C6C 

+ (va - nz)D 8 D = O. 
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13erücksichtigt man wieder, davs 

AdB + B 6 A =  AdA + BdB - a2 etc., 

BO ergiebt eine Zusammenfassung des entwickelten Ausdrucks: 

( r . ~  - fm)[AdC + CdA - A8A - CsC] 

+ (AU + I ~ ) [ B ~ D  $- B J B  - BdB - UdB]  

- [ ( x l  - fl)a" ( A p  - Im)b" ( (FL~~ - mn)c2 
+ (vx - n f)  d2] = 0. 

Setzt man das letzte Glied z u r  Abktirzung = P, so kann man auch 
schreiben : 

- - - 

( x p -  f m ) A C d A C +  ( lu  - 1 n ) B D B B u  + 7 I f l r O .  

Wie oben ergiebt sich auch hier eine allgemeine und eine singulare 
Losung des Problems. Bezilglich der Discussion werde auf den vorigen 
Fall verwiesen. 

A n m e r k u n g .  Die Discussion ergiebt, dass es moglich k t ,  in den 
Seiten eines Gelenkvierecks Punkte X Y Z  W so festzulegen, dass sie bei 
allen Verzerrungen des Gelenkvierecks ein Antiparallclogrnmm bilden. 

5 8. Kreis- a n a  Kugelpnnkte. 

so muss die Relation 1) unabhiingig von den A, B ,  Cl D  bestehen. Um 
diese umzuformen, bedenken wir,  dass ( x i  Ai reell) ni + Ai = 1 : 

1. K r e i s p u n k t e  a u f  d e n  S e i t e n  d e s  G e l e n k v i e r e c k s .  Wir  
nehmen auf den Seiten dead3tammvierecks A B  CD vier Punkte Y, Q,  R I  S 
an und wollen untersuchen, unter welchen Voraussetzungen dieselben 
immer auf einem Kreise liegen. Wir wissen, dass die zu erftîllende 
Gleichung die folgende ist: 

1) 

< 

P6P P JP 1 

Q J Q  Q J Q  

R J R  R sn i 
SdS S BS 1 

' PÔP = K , ~ A S A +  A1%BdB + x,k,(AdB + BdA) ,  

= r.,2AdA + A12BiJB + xlA1(AdA + BBB - a2),  

= xlAdA+ LIBd.B + nllla2, 

Q d Q  = x,üdB + L,.CSC- x,L,02, 

RdR = x,CSC + A3DÔU - x,A3ca, 

l x o .  
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Sol1 nun 1) umgeformt mit 2) und 3) unabhsngig von dcn A, B, C, D 
bestehen, so müssen sich vier Zahlen u , z c , z c , u ,  finden lassen, welche von 
A ,  B ,  C, D unabhangig sind und di6 Gleichungen: 

U , P J P + ~ , Q S ~  + ~,nan+ U,S,W= O ,  
U 1 P  + u , Q  + u 3 R  + u 4 S  = O ,  

u l S P  + u g S Q  + u38R + u4dS = O ,  

zu identischen machen. Zu dem Ende muss sein: 

u1 Al + u2 x2 = O ,  
u 2 1 2  + u 3 x 3 = 0 ,  

~ 3 L 3  + U 4 X 4  = O ,  
~ . 4 1 4 +  u l ~ I  = O 1  

uI xi Al a" ,u2 x ,  A, 2i2 + u3 x3 4 c 2  f Z C , ~  n4 A4 d = 0. 

Oder, es haben die JJeterminanten der Matrix zii verschwinden: 

Die andere Gleichung wiirde sich am symmetrischsten ergeben, wenn 
man die Matrix mit einer beliebigen Zahlenreihe (z. B. 1) randert, asyui- 
metrisch, wenn man eine Zeile weglasst (2. B. die letzte): 

Da xi + Ai = 1, so stellen die zwei Gleichnngen fiir die Unbekannten 
x ,  x,x,x, ,  geschrieben ein D i o p h  a n  t'sches System dar. Zu je zwei Punkten 
a u f  Seiten des Gelenkvierecks künnen immer noch zwei andere, auf den 

= = O .  

x , i , a 2  x ,A,be  n ,A,ce  x 4 i 4 d 2  

anderen Seiten gelegen, angegeben werden, die zusammen mit jenen auf 
einern Kreise liegen. 

2. K r e i t i p u n k t e  i m  P u n k t f e l d e  P =  x A +  AB + y C +  IJD.  Die 
Lasung erfolgt wie vorhin, nur ist  zu setzen: 

O O A4 

Nach dem K r  o n e  c k e r 'schen Satze sind dies zwei Bedingungen. Lasst 
man die erste Zeile fort, so fol& eine Determinante, welche auagewerthet 
lautet: 

5) A, A ,  A, 1, = x, n2 xg n4. 

41 
A, x2 O O 

O 1, ic, O 
O O A:, x4 
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Die nothwendige UmÇormung von P I P , .  . . lautct:  

identisch zu erfüllen, ohne RBcksicht auf die besondere Lage der Eck- 
punkle A ,  B, C, D des Vierecks. Rommen diesen die Coordinaten t i 9 i t i  

zu und sind die Punkto Pi als 

Ersetzt man wieder A6 B + BSA durch A 8 8  + B d B  - a2 u. s .  f., 
60 f0lgt: - -- -- 

PSI? = - [x,p,ACSAC+ 1,v,BBùBD] 

+ [x ,ASA+ A1B8B + plCSC+ vlB?iU] 

- [xlI laa+ I l p l b 2 +  p1vl?+ v1x1d2]. 

Bezeichnen wir den letzteii Ausdruck in P SP, Qd Q.  . . mit B I ,  H, 
U,, a,, so ergeben die weiteren, genau wie vorhin zu fiihrenden Be- 
trachtungen als L6sung des Problems das Verschwindcn der folgenden 

xiA+ AiB + ,uiC+ vin 
definirt : 

(ni + A i  + pi + vi  = 1 )? 

eo ergiebt sich: 

Matrix: 

Die in dieser nach K r  O n e ck  e r enthaltenen vier Gleichungen geben 
mit den Relationen xi + Ai + pi + vi = 1 zusammen acbt Gleichungen zur 
Bestiinmung von 16 Unbekannten. Wir k6nnen demnach immer zu zwei 
vorgegebenen Punkten des Feldes (auf ffi2 Arten) noch zwei weitere be- 
stimmen, die mit jenen immer auf einem Kreise liegen. 

Eine ausführli&ere Discussion sol1 nicht Platz greifen. 
3. K u g e l p u n k t e  i m  P u n k t f e l d e  P =  x A + d B  + p C + v D .  Wir 

denken uns jetzt dae Gelenkviereck raumlich beweglich und windschief 
und frngen , welche Bedingungen erfüllt sein miissen , damit fünf Punkte 
Pi immer ;tuf einer Kugel bleiben. 

Wir benützen niinmehr gewohnliche Coordinaten xiyiz, und haben die 
Aufgabe, die Bedingung 

X1 x3 x4 

1 Al 12 A3 k 4  

1 Pz PJ P r  

VI VY Y 3  v 4  

X 1 ~ l  %3p3 x 4 r 4  

4 v1 A2v2 4 3 %  k 4 v 4  

Hl 2 H3 H4 

-0.  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



292 Beitrag zur kinematischen Theorie der Gelenkmechanismen, 
< 

Ferner liefert die Umformung von xi" gis+ zi2 das Folgende: 

4. K u g e l p u n k t e  a n f  d e n  S e i t e n  d o s  r i i u m l i c h  b e w e g l i c h e n  
G e l e n k f i i n f e c k s .  AB = a ,  B C =  b ,  CD = c ,  D E  = d ,  E A =  e seieii 
die Langen der ftinf Stabe, welche da8 Gelenkftinfeck bilden. 

Pl=  % , A +  A,B, P2= x,B+ A2C, P3= x,C+ l t ,D,  

I' ,==x,D+I,E,  P 5 = x 5 E + A 5 A  

seien Punkte auf diesen Staben, welclie so gewahlt werden sollen, dass sie 
bei allen Bewegungen des Fünfecks auf einer Kugel bleiben sollen. Zu 
dern Ende muss wieder die Determinante: 

. . . . . . . . . 
x:+yiz+  nii2 2, yi 2, ; I = o  
. . . . . . . . . . , 

* Dies Besultat kann unter Anwendung des Transversalensatzes, den ich iu 
der Zeitsohrift Fiir mathem. und naturw. Unterricht XXVII, 2 gegeben habe, direct 

umgeformt werden. Es ergiebt sich insbesonders: 

x ~ " Y ~ ~ + z ~ ~ =  x12(&2+rj12+t12) + L 1 2 ( k 2 2 +  r j p S +  t2 ' )  + 2 ~ 1  ( 6 1  t2+~1172t 51l2) 

=xi(512+q12+ . C l 2 )  + qp2+ SZ2)  - x1A1a2.* 
Analogc Werthe für x,2 + y?+ ai2. Dies eingeführt ergiebt, wie früher, 

dm Verschwinden der Matrix: 

hiugemchricben werden. 

A, x ,  O O O 
O A2 x3 0 0 
O O A,. x, O 
O O O A, x ,  

x ,  O O O A5 

Hl H2 H3 H4 14 

= o. 

Hierbei ist LT, = x ,  A, a,,  H, - x ,  l ,  b2 u .  S. W. Diese zwei Gleichungen 
im Vereine mit xi+Ai=l bilden sieben Gleichungen zur Bestimmung von 
acht Unbekannten. Drei der Punkte Pi bestimmen die iibrigen: 
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Bedenken wir aber, dass 

(6, 5, + 71 % + 51 &) = (61' + 71' + 5;') + (5z2 + 1122 + [z2) - 

2 (524 + $2 73 + 52 53) = (52' + rjz2 f cz2) + (ta2 + + Cs2) - b2> 

2 (53 t 4  + 973 q', + Sg 5'4) = (532 + $32 + Cse) -k (k42 + 9 L 2  + .cd2) - c21 

2 (4 5, + 174 V i  + c4 L) = (L2 + ~4~ + t2) + (&12 + Y Z Z  + S3') - 6 
Y0 folgt: - - - -- 

xZ2 + y12 + zie = - [ X , ~ ~ A C ~ A C +  A , v i B D 8 B D ]  

+ [xi (ti2 + rjI2 + tl2) + (5%' + 7z2+ 52') 

+ pi (Es2 i- r3' + S3') + Yi (512 + 7: + 5b2)I 

- [x i l ,a2+ Aipib2+ p i ~ , c Z +  v i ~ l d 2 ] -  

Bezeichnen wir den letzten Klammerausdruck mit Bi, so ergiebt sich 
als Endbedingniss zur Losung unserer Aufgabe (die Zwischenrechnungen 
yollziehen sich wie beim Problem der Kreispunkte) dss Verschwinden der 

Diese drei und die Gleichungen ni + Ai + pi + vi = 1 stellen acht 
Gleichungen fiir 20 Unbekannte vor. Zu je vier Punkten des Feldes kann 
man also einen Punkt  hinzufinden, der mit jenen immer auf einer Kugel 
lie&* 

5 9. Linear  verwandte Gielenkvierecke. 

1. D e f i n i t i o n  d e r  V e r w a n d t s e h a f t .  1st A B C D  ein Gelenkvierecli 
von constanten Langen a, b ,  c ,  d seiner Seiten, so ist dasselbe - aller- 
dings nicht eindeutig - bestimint, wenn die Endpunkte A und D einer 
Diagonalen fixirt sind. 1st nun etwa eine Lage der Ecken B und D fest- 
gestellt, was die Auflijsung von zwei quadratischen Gleichungen erfordert 
und somit zwei Irrationalitiiten in den Zahlenbereich unserer Rechnungen 
einfiihrt, so konnen die drei anderen moglichen Aspecte des Vierecks linear 
aus der ersten hergeleitet werden. Zu dem Ende bedenke man, dass d a m  
nur Spiegelungen a n  der Diagonale AC nothmendig sind, deren Formeln 
wir bereits früher abgeleitet haben. Was sich dabei nic'nt iindern kann, 
sind die Irrationalitiiten, also die Grossen der Ecken bei B und D. 

* Auser den hier behandelten Kreis- und Kugelpunkten ,, erster Ordnung", die 
den Charakter der Affinitiit hahen, kann es noch solche ,, zweiter Ordnung " geben, 
die erst auftreten, wenn gewisse ltelationen zwischen den Seiten erfüllt sind. 
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AIS linear verwandt zu einem ersten Viereck werden also alle jene 
Vierecke bezeichnet werden konnen, welche in  einem Paar Gegenwinkel 
tibereinstimmen. Dieses Uehcreinstimmen ist aber nicht blos ein Glcichsein 
der ent3prechenden Winkel, sondern kann auch ein Erganzen solcher zii 

180" bedeuten, entsprechend der Gleichung: 

In  der That sind derartige Vierecke von K e m p  e (allerdings ohne dass 
diese Verwandtschaft ausgesprochen wurde) aufgestellt und benutzt worden. 

2. D a s  E l i m i n a t i o n s v e r f a h r e n  z u r  A u f s t e l l i i n g  l i n e a r  v e r -  
w a n d t e r  G e l e n k v i e r e c k e .  Bezeichnen wir im vorigen Falle AC als 
Spiegeldiagonale, so stellt K e m p  e den verallgemeinerten Cosinussatz be- 
ztiglich dieser her, indem er AC zweimal ausdrückt: 

- 
A C z  = c 2 +  d 2 - 2 c d c o s D ,  

folglich : 
(a2- tb2)  - ( c 2 + d 4 )  = 2 a b  c o s R  - 2 c d c o s  D. 

Hierdurch ist gezeigt , dass die Irrationalitüten cos B und cos C selbst 
linear verbunden sind. 

Fügen wir an das erste Viereck ABCD ein zweites A I R l  CID,, 
welches mit dem ersten so verwandt sei,  dass die Ecken D und D, sich - 
zu 180'' erganzen ( A ,  Cl Spiegeldiagonale), ebenso die Eckeii B und B,, 
so fol@: ( a l 2  + b12) - (cl2 + dl2) = 2 al b, cos El + 2 cl dl cos Dl.  

Aus beiden konnte dann offenbar die Grosse B und D berechnet 
werden, das heisst, beide Vierecke wiiren in ihrer Hewegung nur in dem 
Mornente verwandt, mo eben B iind D die berechnete Grosse passirten. 
Sollen aber die Gelenkvierecke immer verwandt bleiben, so rnuss offenbar 
die erste Gleichung mit der zweiten innerlich tibereinstimmen. Dividiren 
wir die Qleichungen je mit dom Factor von c o s R  hcz. COSR,  und setzen 

COS B = - COS BI , a190 cos D = - cos Dl,  
so folet: 

Da die Irrationalitaten cos B und cos D nicht aiiderweitig linear zu- 

sammeuhüngen, so kann die Identitiit der zwei Gleichungen nur erzielt 

In diesem Falle sind die Gelenkvierecke in alleu Lagen verwandt, wo 
ein Psar  der Winkel B uder D Ilbereinstimmen. 
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3. K o p p e l  v o n  v e r w a n d t e n  V i e r e c k e n  (Fig. 3). 1st 

B,clcAc3. . C'Bn+t 
ein polygonaler Zug, Bi ein zwischen Ci-l und Ci eingescbalteter Punkt  und 
werden von einem Pol A nach allen Punkten Bi Linien gezogen, so entvtehen 
n-Vierecke, die in A gekoppelt erscheinen. Diese Koppel sol1 eine Koppel 
von verwandten Vierecken d a m  genannt werden, wenn der letzte Winkel 
B,,+I mit dem ersten B I  übereinstimmt. - 

Z i i  dem Ende muss ( U ?  = z ir  c~~ +ii = y;,-i, ABi = ai): 

- I I , F ( a , 2 +  x,2)--(a,Z+y22) = 2a1x1cosB,-  Za ,y ,cos~ , '  

- II2 = (aà2  + xa2) - (a,' $- y32) =-- 2 a, x, cos B, - 2 a, y, cos B,' 

- H3 - (a,' + 2:) - (a,' + y,') = 2 aS x3 cos B, - 2 n, y, cos B,' 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
- H n ( a n 2 f  ~ n 2 ) - ( C l ~ + ~ + ~ ~ + ~ ) = 2 a n ~ n ~ o ~ B n - ~ a n + ~ y n + ~ c o s B ' n + ~ .  

Dabei ist cos Ri + cos Ri'= O. FUhrt man dies in  das Gleichungs- 
system ein, so hat man n-Gleicliungen zur Bestimmung von a-Unbekannten 
B, , B,, . . .  B, , B,+ r B,. Sol1 die letzte , Uebereinstimmung Be,, + i -  BIu  
stnttbaben für alle moglichen Verzerrungen der Vireckskoppel, so muss die 

O 
Bcstimmung der Unbekanntcn in unbcstimrnter Forrn - -  crscheincn. Nun iut 

O 
+cosB,:-cosB,:+cosR,:...:f c o s R n : f  1 

. . .  2a,x, 2a,y, O O O TIl 

O 2a,x, Sa,y, O . . .  O El2 
. .  

= 1 O O 2a,x, 2a4y, .  O U, 
. . . . . . . . . . . . . .  

2 a n + l y n + ~ o  0 O 2a.x.R. 
Also müssen die s~mmtl ichen  Determinanten der Matrix verschwinden: 

i l  a,zl O O . . .  U,+IY.+I 

a , y 2  a,x, O . . .  
1 

O a,y, a . O 
. . . _ . . . . . _ . .  

1 

. . . . . .  

1 

I 
1 - 0  . / - .  

j O O O 0.x. ~ 
1 z1 H~ 14 . . . . . .  an 1 ;  

Dies sind zwei Bedingungen. Die aine syuimetrischo crhalten wir 
durch Weglassen der letzten Zeile: 

a,u2a,. . .anxlx,x3. .  .x, = a,+1a2a,...any,i+~~2?/9.. . yn i  
oder: 

Q ~ Z ~ X ~ X ~ .  . . x ,  = an+lyn+l?/2Y3n ..?ln- 

A n m e r k u n g .  Fgllt  die letzte Seite an+[ mit der ersten Seite a, 
in  allen Fallen zusammen, was z. B. beim ~ r o b l e n i  der A~ft~hei l i ing eines 
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Stammvierecks in Fachvierecke der Fall i s t ,  so stimmt die Matrix der 
P o  r m  nach mit der Matrix für  die Kreispunkte eines Vierecks zusammen, 
aber beide sind nicht identisch. 

4. W i n k e l s a t z  f t i r  d i e  V i e r e c k s k o p p e l .  Da in jedem Viereck die 
Winkelsumme 4 R betriigt , so folgt: 

- 

2<:A=4nR-[ (B1+B,+1)$ZCi+%-1 .2R] .  

Ftir eine Koppel verwandter Vierecke is t  BI f E n + ,  = 180°, also 

oder: 

5. D i e  c o n j  u g i r  t e K o  p p  e l  (Pig. 4). Die eben abgeleitete Formel be- 
sagt schon, dass zwischen den Ecken A und C der Vierecke eine gewisse 
Vertauschbarkeit besteht. Bezeichnen wir , um diese aufiudecken, das  
Viereck zur Spiegeldiagonale A C i  mit !.Bi, so stossen Bi und Bi+l an der - 
gemeinsamen Kante ABi+i = ai+, zusammen, wiihrend die Kanten 

in eine Gerade fallen. Dreht man die Vierecke so lang,  bis die Seiten 
yg und x, zusammenfallen, so ergbnzen sich die Ecken bei Bi wieder zu  
180". Da aber y, und x, im Allgemeinen nicht gleich lang zu sein braiiclien, 
so muss eine Vergrosserung des einen Vierecks eintreten, damit jetzt die 
Vierecke in den Punkten Ci gekoppelt erscheinen. 

Allgemein: Koppelt inan die Vierecke ai durch einfache Drehung um 
die B in den Punkten Ci= Cl so lost sich A auf in ein Polygon 

aiif dessen Seiten die Punkte B liegen, in denen zwei Vierecke znsammen- 
stossen. Die so erhaltene Koppel der Bi sol1 die zur ersten conjugirte 
genannt werden. Für beide g i l t ,  dass die Winkel B, und B.+1, ebcnso 
2 c): A und Z <): C uiiverindert erhslten bleiben. 

6 . M a a s r i v e r h ü I t n i s s e  a n  d e r  c o n j u g i r t e n  K o p p e l .  Lassen wirdas 

erste Viereck a, unveriindert, so ist das zweite mit dem Factor - 1  das dritte mit 
x2 

5 . 5 U. S. W. zu vergrossern, nm den Anschluss der Punkte C zu einem 
5 2  2 3  

zu erhalten. Das letzte Viereck erfordert den Multiplicator 

Da seine Seiten a,, a,+, , yn+i ,  X, wnren, so werden diese jetzt; 
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Betrachten wir die neue Koppel im Punkte C, so wird der Winkel 
<):.ZC dort gebildet von den Seiten 

x, von 23, und - von 23". 
an+i 

&+l Weuden wir nun auf das Ganze eine Vergrtisserung --I so werden 
die den Koppelpunkt C begrenzenden Schenkel: XI 

a,+:i und a l ,  

wzhrend in der alten Koppel der Punkt  A begrenzt wurde von 

a, und a,+i. 

Die Ecken A der alten und C der neuen Koppel haben demnach ent- 
sprechend gleichlange Schenkel, wahrend sich ihre Winkel zu einem Viel- 
fachen von 2 R erghzen .  

7. D i e  K e m p e  - B u r m e s t e r ' s c h e  A u f t h e i l u n g  d e s  S t a m m -  
v i e r e c k s q  i n  F a c h v i e r e c k e  b e s t e h t  i n  e i n e r  A n e i n a n d e r r e i h u n g  
zw e i e r c O n j u gi r t e n K o p  p e 1 n [verwandter Vierecke] (Fig. 5). Legt man 
die conjugirte (hier zweiglicdrige) Koppel in  der Ebene um (inversiren), so 
erganzen sich die Ecken A der alten und C der neuen Koppel zu 4X, 
die Schenkel decken sich der Lange nach und da B, + B, = 2 R, so bildet 
der Umfang beider Koppeln ein Gelenkviereck , das Stammviereck B u  r - 
mes  t e r  'S. Die Fachvierecke sind diagonal gepaart invers ahnlich, wie 
es sein muss. Auch stellt unsere Auftheilung den allgemeinaten Fa11 
Ilil r me  s t er 'scher Auftheilung vor , da man umgekehrt sofort tibersieht, 
dass jede letztere auf einer Aneinanderreihung zweier conjugirten Eoppeln 
berubt. 

Diese Art der Darstellung hat  neben dem Vorzug der Ktirze wohl 
auch den grosster Uebersichtlichkeit der Ableitung und der Toraussetzungen 
Iiber den Rationalitatsbereich. 

8. A n e i n a n d e r r e i h u n g  e i n e r  K o p p e l  v o n  2m V i e r e c k e n  u n d  
i h r e r  i n v e r s  c o n j u g i r t e n  (Fig. 6). Wie oben, decken sich hier die 
Schenkel von A und C der L h g e  nach, doch ist die Winkclsumme in 
A(I C) nunmehr (4R)m, das heisst, die Ebene wird mfach iiberdeckt. 
Im Uebrigen gliedern sich wieder an den Anschlusspunkten B, und Bn+, 
die Seiten der Koppeln geradlinig aneinander, so dass der Umfang der 
beiden Koppeln ein die Ebene mmal  ilberdeckendes 4rn Eck vorstellt. 
Dasselbe eracheint in  4nt Fachvierecke aufgetheilt und stellt als ein 4m- 
Gelenkpolygon einen den obigen analogen tibergeschloss~nen Mechanis- 
mus vor. 

A n m e r k u n g .  Weist die erste Koppel eine ungerade Zahl von 
Vierecken auf ,  so fallt die erste Seite der ersten und die letzte Seite der 

* Proceeding of the London Mathematical Society, Vol. 1X und Zeitschrift 
der Mathcmatik und Physik XXXVIII. 4. 

Zeitschritt f.Mathematik o. Physik. 41. Jahrg. iS06. G. Hwft 20 
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letzten Koppel nicht direct zusammen , sondern bilden die Schenkel eines 
gestreckten Winkels, in  dessen Mitte und Scheitel der Punkt A(= C )  lie$ 
(Fig. '7). Der Aspect liefert ebenfalls ein 4m Eck,  die Auftheilung in 
Fachviereke erfolgt aber von einem i n  e i n e r  S e i t e  g e l e g e n e n  P u n k t .  

9. D e c k l a g e  e i n e r  K o p p e l  u n d  i h r e r  i n v e r s e n  (Pig. 8). 
Bleiben wir etwa bei der zweigliedrigen Koppel verwandter Vierecke 23, 

und 23, und nehmen a n ,  dass a, c a3 sei ,  so ist  der Winkel A von 
gleichlangen Schenkeln begrcnzt. Legen wir auf diese Koppel die inverse 
sol  dass A und dessen Scbenkel gemeineam erscheinen, so sind beide 
symmetrisch zur Mittellinie des Winkels A. . 

Hait man den Schenkel A B ,  feat, so bilden die in  l3, einrnündenden 
Stiibe m, und BT~ mit dern festgehaltenen zwei Winkel,  die sich zu 

180° erganzen, sonach sgmmetrisch zum Stab AB, sind. Brjugt man 
zwischen die StBbe BZ und CC; eine R e m  pe'sche Zelle, so beschreibt 
deren Ecke S eine Gerade, die senkrecht zu verlauft. 

V e r b i n d u n g  m e b r e r e r  c o n j u g i r t e r  K o p p e l n .  Sei mit E; die 
zu Et invers gelogte conjugirte Koppel, abgesehen von der absoluten Grosse, 
bezeichnet, so kann man die Reihung von 

KI , KIPI E2 l q', - - . 
versuchen und gelangt zu dem Satze, dass die Koppeln vertauschbar sind 
und eine Eintheilung eines Polygons in  Faclivierecke ergeben, die jedoch 
hier nicht weiter behandelt werden soll. 

10. C o o r d i n a t i s i r u n g v e r w a n d t e r  V i e r e c k e  i n  d e r  G a u s s ' s c h e n  
E b e ne. Wir  setzen voraus , dass die Irrationalitiiten des Stammviereckv 

-- -- 
bekannt seien, dann sind die Strecken a ,  b ,  c, d  der Seiten A B ,  B C, -- 
CD,  D A  nach Richtung und Lange bekannt und nur  gebnnden durch 
die lineare Relation: a + b + c + d = O .  

1st nun A'B C ' D  ein dem ersten bezüglich der Spiegeldiagonalen 
AC,  A'C' verwandtes Viereck , so mtissen die Wjnkelpaare BW Br, C w C', 
tibereinstimmen. Hierbei sind zwei Falle zu unterscheiden: 

a) E s  herrsche die Winkelgleichheit B = B r ,  D = D r .  Um diese zu 
markiren, setzen wir die Seiten 

- - -- - 
A'B'= a', B'C'= b', C'J)'= c ,  D'A' = a' 

versuchsweise den folgenden Tcrmen gleich : 

a = x a  

bf= A b 
[ n i  A ,  p ,  v reell, G cornplex]. 

C = p C . G  

d~ v d . 6  

Dann ist jedenfalls B = B' und D = D'. Diese vier Strecken sollen 
ein geschlossenes Viereck bilden , das heisst : 
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x a + l b  
a'+ b'+ c'+ d'= 0 ,  oder - G = 

p c  + v a  ' 
ferner dllrfen bei der Bewegung des Starnmvierecks die Soiten des ver- 
wandten ihre absolute Lange nicht Sndern, das heisst: G ~ G  muss constant 
sein. Dies ist aber nur moglich, wenn 

a b  a'b' - -=-- xA.ab 

c d  c'd' p v . c d .  G ~ G '  

das heisst, wenn x  l  
6 6 6  = -. 

y'' 
Aus dieser Bedingung folgt von seltist. jene für  die x l p v :  

wobei 
@, - ( a  + b)  6 (a + b) = 0, = (c  $ d)  6 (c + d )  

ist, folglich im Zahler und Nenner weggelassen werden kann: 

Damit ist  die Aufvtellung des verwandten Vierecks geleistet, wenn 
die Winkel bei B und D iibereinstimmen. 

b) Es soll Winkelerganzung eintreten: ll + Br= 180 O, D + D'= 180 O. 

Dann hat man wie folgt anzusetzen: 

b'= + xcïa 
[x, A ,  y ,  v reell]. 

cf= -  V 6 d .  G 

a'=+ p â r .  G 

Durch diesen Ansatz ist  die Winkelbeziehung verburgt. Die einzige 
Bedingung für G und x l p v ,  wurde bereits oben angegeben: 

A n  m e r k u n g. Setzt man statt  der Werthe von a' b' c' d' die deltairten, 
so erscheint das Viereck in der Ebene einfach umgelegt. 

Il. A n d e r e r  N a c h w e i s  z u r  K e m p e - B u r m e s t e r ' s c h e n  A u f -  
t h e i l u n g  d e s  S t a m m v i e r e c k e s  i n  F a c h v i e r e c k e .  Auch dieses Mal soll 
ea sich nicht um eine Auftheilung, sondern um einen Aufbau des Stamm- 
vierecks aus den Pachvierecken handeln. Zu dem Ende nehmen wir ein 
Musterviereck 2.3 zur Grundlage, dern wir das erste Fachviereck B, direct 
ahdich machen. Das zweite 23, wiihlen wir dem 23, verwandk an. An 
dieses reihen wir d 23, = 23, und cï Bp = i n  geeigneter Weise, um schliesslich 
zu zeigen, dass dm Umrahmungsviereck sich liickenlos schliesst. Die Seiten 
der Vierecke -bezeichnen wiï  in  folgender Weise : 

20 * 
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Dann ergiebt ein versuchsweiser Ansatz znnachst für die G e s t a l t  der 
Vierecke (also nicht schon absolute Anschlusslage) die folgenden Proportionen: 

Orientirt man die Vierecke, wie in Pigur angedeutet, so erhkilt man 
fur die wahren Werthe von ai,  bi ,  ci, di bis auf constante Factoren: 

Vergrossern wir die Vierecke der Reihe nach mit den Factoren O,, 
Bo, Ko , L, und wiihlen diese so , dass die aneinander 'gefügten Vierecke 
je Seiten der Lange und Bichtung nach gemeinsam haben, so dass also 

wird, so zeigt sich, dass auch das letzte Paar  Seiten c, und cl nach LLnge 
und Richtung zusammenfallen. Dann aber wird der Umfang des Ganzen 
zum lückenlos geschlossenen Stammviereck für alle vom Musterviereck % 
definirten Bewegungen der Fachvierecke. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von JOHANN KLEIBER. 30 1 

Zu dem Ende ergeben sich folgende Werthe von O,, Ho, Ko, Lo: 

5 10. Ein zweites R ~ n d e r n n g s p r i n c i p .  

B e d i n g u n g  d a f t i r ,  d a s s  s i c h  e i n  P o l y g o n  s c h l i e s s t  (Fig.3). 
Gelien wir zur allgemeinen Koppel von Vierecken zurück, wie sie in Pigur 5 
angedeutet ist. Jede Bewegung des Systems wird im Allgemeinen verursachen, 
d m  die Schlussseiten %LA und AB.+, sich in  ihrer gegenseitigen Lage 
verandern und nur in  discreten Momenten der Bewegung wird ein Zu-  
sammenfallen beider Schenkel eintreten. Sollte dagegen dieses Zusammen- 
fallen immer eintreten, bei alleu Phasen der Bewegungen, so ist dies eine 
Forderung für einen iibergeschlossenen Mechanismus. Diese Forderung kann 
algebraisch eingekleidet werden in die sogenannte Schliessungsbedingung, 
welche besagt, dass die Summe der Umfangsstrecken für die garize Beweg- 
ung identisch verschwindet : 

Dabei bedeutet jeder Summand einen Streckensummanden nach Richtung 
und Lange und sol1 zur Schliessung ferner noch vorausgesetzt werden, dass 
die Liingen AT und  AR,+^ einander gleich sind. 

D a s  R i  n d  e r u  n g s  p r i n  c i  p. Angenommen, wir hatten irgend einen 
derartigen Mechanismus R nach dem Typus Figur  5 gewonnen, der immer 
geschlossen bleibt, 60 dass die Gleichung 1) besteht, so bleibt die Gleichung 
auch noch richtig, wenn wir folgende Umformung mit ihr vornehmen: 

Man multiplicirt die auf das Viereck 3, beztiglichen Werthe mit @,, 
die auf das Viereck 23, bezüglichen mit @, u. S. f. und erhalt (B,+,EB,). 

wenn man voraussetzt, dass 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



302 Beitrag zur kinematischeii Theorie der Gelenkmechanismen. 
--------------.-.-.-u------- -- 

Was hedeutet diese Voraussetzung? Ein Viereck mit einem complexen 
Factor multipliciren heisst, dasselbe unter Vergrosserung drehen. Es er- 
scheinen also unsercr Bedingung gemass alle Vierecke unseres Mechanismus 
verdreht. Die in den Gleichungen 3) enthaltene weitere Voraussetzung 
besagt, dass die Punkte Bi, in denen die neuen Vierecke noch immer ge- 
bunden erscheinen , nicht mehr im ,Elandeu Ci- 1 ci liegen, sondern in der Spitee 
eines an den .Randu angeschlossencn Drciccks. Oder mit anderen Worten: 
Der  neue Mechanismus hat mit dem alten den .Randu der Ci gemein; 
die Anschlusspunkte Bi liegen aber nicht mehr direct im Rand, sondern in 
den mit den Randsciten vcrbundencn Ebenen in bestimmter Weise. Denn 
es ist zunachst noch fraglich, ob ($3, beliebig gewiihlt werden k h n e  oder 
gewissen Bedingungen unterliege. Um dies zu untersuchen, bezeichneu 
wir wieder -- -- 

B i C i = ~ i ,  C i B i + i = ~ i + i ,  

dann schreiben sich die Glcichungcn 2) wie folgt: 

(al - l ) Y 2  + ( 8 2  - 1 1 x 2  = 07 
(as - 1) y3 + (8, - 1) z, = O, 
. . . . . . . . . .  
(an - l)yl + (al - 1) x1 = o. 

Fasst man die (Bi- 1) als homogene Unbekannte auf, so ist zunachst 
erforderlich, dass dio Deterininante verschwinde: 

y ,  2, O O . . . O  

O y3 XQ o . . . o  
U O y, x,. . .O 
. . . . . . . 
3'1 0 0 o .  ..x, 

= O ,  

das heisst : 
?JI Y P g 3 .  . .yn = Xi X2 X3. . . Z n .  

Diese Gleichung ist aber für den vorausgesetzten übergeschlossenen 
Mechanismus identisch erfüllt, wie bereits früher abgeleitet wurde. Also 
ist  k la r ,  dass 8, willkürlich angenommen werden darf. Das Riinderungs- 
princip hat allgemeine Giltigkeit. 

Um die Drehung der Vierecke um Bi praktisch zu bethatigen, schiebt 
man zwischen je zwei folgende einen Keil von entsprechender Grosse und 
kettct sie vorschriftsm5;ssig an den Rand. 

D e r  v o n  K e m p e *  e n t w i c k e l t e  ü b e r g e s c h l o s s e n e  M e c h a n i s -  
m u s ,  i n  w e l c h e m  d i e  S e i t e n  v o n  z w e i  G e l e n k v i e r e c k e n  i n  
P u n k t e n  d e r  m i t  d i e s e n  S e i t e n  v e r b u n d e n e n  E b e n e n  g e k o p p e l t  
s i n d ,  kann sofort mit Hilfe unseres zweiten Riinderungsprincips aus dem 
Typus (Fig. 5) der K e m p e -  B u r m e  t ter'schen Auftheilung des Stamm- 

Vergl. Proceedings of tho London Mathematical Society Vol. IX. 
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vierecks in Fachvierecke angegeben werden (Fig. 9 ,  10). Die Sbleitung 
gestaltet sich in diesem Falle sogar noch bedeutend elementarer, denn die 
Randschliessiingsgleichung fiir die besagte Auftheilung wird nach unserer 
Bezeichnung 

(al + b2) + ( ~ 2  + + (b3 + a4) + (4 + 4) - 0, 

d e r  die Werthe eingesetzt: 
p Ù ' c  

( O , + H ~ ) ~ - ( H ~ +  Ko)a.6.--  -(K,+ ~ , ) a o ; + ( ~ , +  Clo)d70.  
J" Ù'b 

Diese Gleichiing bleibt unveriindert bestehen, wenn wir statt der 
reellen Werthe O,, Ho, Eo, Lo complexe Werthe O ,  H, K, L  setzen, für  
welche: 0 + II-; O,  + Ho, 

H+ E= Ho + Ko, 

.K+ L = q , +  Lo, 
L + O = I;, + O,. 

Dass die Determinante des Systems verschwindet, oder mit anderen 
Worten, die Wahl einer der Grossen 0, 17, K, L beliebig i s t ,  erkennt 
man,  wenn man die Gleichungen mit den Factoren + 1 - 1, + 1 - 1 
multiplicirt und addirt. 

Nun haben wir noch immer die Noglichkeit, die Grosse O reell oder 
complex zu wiihlen. Wahlt  man sie reell, ao ergiebt sich der Typuv von 
Figur 10, wtihlt man sie complex, so erscheint dcr Typus von Figur 9. 

A n m  e r k u n  g. Die Gleichungen, welche die Drehung und Ver- 
grosserung der Fachvierecke charakterisiren, konnen auch in Parameterform 
geschrieben werden : 

O = O, + 8, 
H= Ho - 6 ,  

E= Eo+ 6 ,  

L = L o -  8 ,  

wobci 8 irgend eine-'complexe Zahl bedeutcn kann. Wie sich aus den 
Werthen von O,, Ho, Ko,  Lo ergiebt, sind diese Zahlen durch die Re- 
lation verknüpft : 0, Eo = TIo L, ; 

dies bedingt für die Reihe der O ,  H, E, L ,  8 die Gleichung: 

(0 - +?)(K- 9.) = ( H + ~ ) ( E +  a), 
oder: 

(OE-  HI,) = a(@ + H+E+ L) ,  

= 4(00 + Ho + K0-k Lo), 

Da i m  Allgemeinen 8- nicht verschwinden soll, so wird auch eine 
Kelation : 
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nicht eintreten, das heisst, die Anschlussdreiecke werden im Allgemeinen unter 
einander nicht ahnlich sein. 

E r w e i t e r u n g  d e s  R ü n d e r u n g s p r i n c i p s .  Hat  man eincn über. 
eschlossenen sternftrmigen Mechanismus, der aus gekoppelten Vierecken 
besteht, etwa wie Figur 11 einen solchen giebt (von P gehen eine g e -  
r a d e  Zahl von Stiibcn aus, die cyklisch eu  Parallelogrammen vereinigt 
sind, zwischen deren Gegensbiten sich Dreiecke von fester, aber im All- 
gemeinen verschie9ener Gestalt befinden), so kann man die Frage stellcn, 
ab auch hier eine Urnranderung stattfindcn Irann. Diese Fragc lasst sich 
bejahen und zwar besteht für  die Zahl dieser Umrkinderungsfiille min- 
destens eine mlfache Mannigfaltigkeit; irn angezogenen Beispiele ist sie 
sogar ooqach, das heisst, dio Drehung und Dchnung des erston Vierecks 
is t  vollkommen beliebig und ergiebt die Ansicht von Figur 12, doch 9011 
auf diese Erweiteruugen zunachst nicht weiter eingegangen werden. 
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Ueber die Doppelpunkte der algebraischen Curven. 

Von 

Dr. HERMANN ~_)I'PENIIEIRIEIZ 
in Franksnthal plbeinpfala). 

Am Eiiigang der Arbeit genüge ich einer Pflicht der Pietiit, indem 
ich Herrn Professor Dr. N o e t h e r  in Erlangen fur den bewiihrten Rath, 
den er mir an manchen Stellen ertheilt het ,  meinen tiefsten Dank aus- 
epreche. 

E in le i tung .  

Sind + m)(n + + ') beliebige Punkte in der Ebene gegeben, so 2 
Iisst sich nach der Methode von C h  a s  l e s  mittelst projectiver Büschel 
nt" und plater Ordnung durch diese Punkte die Cn-km legen. Diese 
Methode ist aber nicht für jede Form der 

Bedingungen, die eine solche Curva eindeutig bestimmen, zu gebrauchen. 

und sollen p beliebig liegende Punkte Doppelpunkte, q beliebige Punkte 
oinf~tche Punkte der Cm+" werden, d a m  lasst sich dieselbe nicht ohne 
Weitores anwenden. 

Es  sol1 zunachst eine auch fiir diesen Fa11 giltige Construction der 
alçebraischen Curven mittelst Absplitterung gegeben werden. Diese wird 
sodann die Grundlage fur  die Uiitersuchung der Cm+" mit mehr d s  
p Doppelpunkten bilden. 
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A u f g a b e .  Eine Cn zu zeichnen aus p Doppelpunkten A,-  A ,  und 

q einfachen Punkten B, - B q ,  wobei 

s e i  Wir zeichnen einen Btischel von Ccl>iA;, das heisst eineii Büschel 

von Cm{-l,  die die Punkte A, - A, zu Doppelpunkten und die Punkte BI-B,  
zu einfachen Punkten haben. 

Ein solcher Büschel hat ausserdem noch [(n + 1)2- dP - q ]  Basis- 
punkte Bq+ i ,  Bq+ z , .  . . B(n+ i ) e  - 4 ~ .  Durch diese und die Yunkte Al-Al, 
legen wir eine Cn, C:; jede Cn+l  des niischels ha t  dann mit dersellieu 
eben diese [(a + 1j2 - 4 p  - q ]  einfachen Basispunkte und die je doppelt 
zalilenden p Basisdoppelpunkte Al-Ali gemeinsam, also irn Ganzen: 

feste Punkte,  schneidet also ausserdem noch in 

weiteren Punkten. E s  entsteht also durch den Cnf  Büschel auf der C; 
eine Involution vou je ( 2 p  + p - n  - 1 )  Punkten. Jede solche Gruppe er- 

giebt mit den gegebenen p Punkten gerade - ' )(n+ 2, Punkte, dan 
2 

heisst so viele, als erforderlich siud, um eine Cn -l eindeutig zu bestimmen. 
I n  der That ist 

2 p + q - n - l + p = 3 p + p - n -  1 =  12 (91 + 3) 
2 

- w  -1 

n(n+3))  - n(n + 3) - 2% - 2 wegen der Bedingung, 3 p  + p = - 
2 

Eine solche Cn-', durch eine Involutionsgruppe und A,- AI, gelcgt, 
f i 2 - 3 n + 2  

schneidet die C; in weiteren 
2 Punkten; es folgt unmittelbar 

ails dem fiir adjuugirto Curven erweiterten R r  i l l - N o e  t her'schen Rcst- 
satz, dass eine durch eine andere Involutionsgruppe veranlasste 0 1 - 1  eben- 

n2- 3n+2 
falls durch diese ------ 

2 
Punkte geht,  und dass diese zwei 0 - 1  

einen Buschel bilden, der ebenfalls diese Involution ausschneidet. Dieser 
erzeugt mit dem I3üschel der Cn+l die 

- A$, B, - Bq)  

unter Absplitterung der e. Dass eine solche Gruppe von: 
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Punkten eine 0 - 1  eindeutig bestimmt, ist deswegen nothwendig , weil, 
wenn dieselbe erst durch s weitere Punkte bestimmt ware, diese auf der 
sugehtirigen C n S 1  angenommen werden konnten. Dann würde die erzeugte 
Cn auch durch dicso s Punkte gehen, also s Bedingungen mehr erfüllen, 
als nach der Constantenzahl ihrer Gleichung moglich ist. - Diese Con- 
struction gilt für ein belieliiges p, das der ganzzahligen Gleichung: 

gonügt, z. B. auch für p = O. So lasst sicb eine Cf A , - A a J  z. B. constriiiren 
mittelst eines Büschels von G;98i-A,,, A und eines d a m  projectiven 
C7  Biischels unter Absplittemng oinor C & 4 5 - A 8 , , .  Im Folgenden haben wir 
rs mit Curven zu thun,  f ü r  die p seinen hfichsten Werth hat,  q also 
cntweder = O odar = 2 ist. 

a) Die Construction einer solchen Curve bewerkstelligt sich nach 
obigem folgendermassen: wir zeichnen einen Büschel von 

9n2 S n  
Durch die (? + 7 + 1) Basispunkte dieses 

doppelpunkte als einfache Punkte gerechnet, gehen im AlIgemeinen 
3n(Sn+S) 9n2 Sn 

L O ~  - 003n-1 Curven 3ntor Ordnung. Jede derselben 

veranlasst in der oben erorterten Weise einen Büschel von Cs"-1 und 
gleichzeitig die projective Beziohung desselbon auf den CSn+lBüschel,  - 

deren Erzeugniss jene Cs" und die gewunschte C S n  ist. 
(A"-A' - n (*+I)) 

2 

b) Ein Fundamentalsatz der Cs"  d2 

4 

3 n ( n  + 1 )  
Wir wollen untersuchen, welche gegenseitige Lage ----- p~inkte 

2 
A,  AS^ (n+i) haben müssen, damit eine durch sie gelegte C3^ 

2 

einen ~ e i t e r e n  Doppelpunkt As. (n+i) + besitze. Bei der C:Ai-A,y, ist 
-- -- - 

2 

diese Bedingung bekannt: neun von den zehn Doppelpunkten, 8, -Ag, 
müssen 80 gelegen sein, dass durch sie ein Büschol von C ~ A l l - d p l )  geht. 
Es Iasst sich nun zeigen, dass dieser Satz allgemein für Curven 3nter 
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3%(% + 1 )  
Ordnung gilt: dass durch je . 

2 
+ 1) Doppel- 

punkten einer C S n  ein Rüschel von C 3 n  geht. Zum Beweise dieses Satzes 
wollen wir von der C 6  ausgehen und zusehen, wie die Eigenschaft, dass 
durch neun Punkte Ala- Ag2 ein Büschel von C;6,,L,p,) geht, in unserer 
Constructionsrnethode zum Ausdruck kommt. 

Wir  legen also durch solche neun Punkte einen Büschel von CIA:-,o,); 
ein solcher ha t  noch 13 weitoro Basispunkte RI-  RI,. Zeichnen wir nun 

irgend Oine ~ A , - A ~ ,  II,- B,,)? so schneidet eine C 7  des Büschels, Cl7, dieselbe 
in  weiteren 11 Punkton, C: - Ci,; sol1 en nun einen Rüschel von C f ~ ~ 2 - n ~ ~ )  

geben, so ist  das nur moglich, wenn durch die Punkte A, - A , ,  Ci - C:, 
nicht e i n e  C5, sondern ein Büschel von C b e h t .  Greifen wir eine Curve 
dieses Büschels, Cg, heraus, so wird dieselbe die C6 ançser in Al-AS, CL - Cil 
noch in weiteren zehn Punkten D: - D:, schneiden. Eine zweite C7, C,', 
wird eine Punktgruppe Ci'- C:: veranlassen; nach dem Restsatze giebt 
8.9 eine CfA,-~, ,  C,~,-L;,,I, U,,-D,,,); alle C 7  veranlassen also einen Rüschel von 
C:. , B , ~ - D , ; )  und liefern eine C~A,?-A,~). Weil es aber  cm1 Gruppen Di - Dio 
gieht - ausgeschnitten von allen Curven des C5Büschels - so erhalten 
wir in  der Tha t  einen Büschel von C$ wenn wir alle diese Gruppen be- 

nutzen. Dieser Bedingung lasst sich noch sine einfachere Porm gehen. 
Wir wahlen als C?*,-A~, Bi-B, , )  eine zerfallene C,, bestehend aus einer 

5 C(A~-A,, R , - B , , )  und der Geraden IZ,, -BI,. Die Punktgruppe C: - C:,, 
ausgeschnitten von der C7', verthoilt sich auf diesor C h o ,  dass fünf von 
den Punkten, C:-  CL auf B,, - BI, liegen, die andern sechs auf der 

Ch, B, - BI Weil es nun aber einen Büschel solcher Curven 

giebt,  und fünf Punkte dieses Büschels auf einer Geraden Riz - Bis 
liegen, so müssen die übrigen Punkte A, -A,, Ci-  C:, auf einer C4 
liegen. Jede C 7  des Büschels veranlasst so eine C4, und alle 6" bilden 
wiedor einon Büschel und erzeugen eine C~A,=-A, . )  unter Absplitterung 
der C?A,-A,, B , - B , , ) .  Daraus folgt aber, dass die Punkte BI,, BIS auch 
auf der C<A,-a,, B I - ~ I , )  liegen müssen. Denn als Basispunkte des einen 
erzeugenden Büschels gehoren sie der erzeugten Curve an;  würden aie 
also nicht ltuf dor C5 liegen, so müssten sie auf dem andern Bestand- 
theil des Erzeugnisses des C7Büschels und des C4Büschels, der CG, liegen. 
Es würdo d s o  ein Netz von C & , L ~ ~ ~ )  geben; denn die Construction des 
C&,~-Ap~~Büschels erlaubt die beliebige Lage der Basispunkte BI,, B,,. 
Ein solches Netz kann aber nicht existiren, denn sonst gabe es einen 
Büschel von C~A,Z-A~,, P) ,  wenn P i r g e n d  ein P u n k t  kt ,  d. h. einen CGBuschel 
mit 37 Rasispunkten. Wir kommen so zu dem Kriterium einea Büschels 
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von C f ~ p - g ~ . ) :  , , E h  beliebiger Büschel von C&,2-Ag.)  hat  13 weitere 
Basispunkte Bl - B,,; es giebt eine CtA,-a,, J,_~,,I.~' Selbstverstandlich 
bekommen wir gleichartige Beaiehungen , wenn wir Büschel von Curven 
htiherer Ordnung mit A, - A, als Basisdoppelpunkten wiihlen. Ein be- 
licbigcr Büschel von q A , z - A g 2 )  z. B. ha t  28 weitere Basispunkte BI - B,,. 
A, - Ag,  BI - BZ9 liegen auf einer C7. Diese Relationen nun lassen sich 
leicht verallgemeinern. Es soi 3, (, + 1) 

2 

der Kiirze wegen = k gesetzt. Legen wir durch k Punkte A,, A, . . . Ak 
einen Büschel von C:;:: 2..,, Ak,) und bestimmen die Zahl seiner weiteren 

Biisispuokte, so finden wir fü r  dieselbe (312 + 1)' - 4 3"(" + 1 ) _ 3 n 2 +  l ;  2 
es seien dies die Punkte Rl - B3n7+l; bei beliebiger Lage der Punkte 

A, - A l ,  wird es nun keine C$:r l  geben; denn 
Bk, R L - % $ + ~ )  

1st dieses aber der Fall,  dann eaistirt ein Büschal von C ~ l , - , : n i n + l )  
a 1. 

Denn jede Curve des Rüschols von C(zi_l,k2) schneidot die C3"-' 

1. in den zweifachen Schnittpunkten A, - A k ,  

2.  in den einfachen Punkten B, - B ~ n ? + l j  

die Zahl der weiteren Schnittpunkte betriigt also: 

diese weiteren Schnittpunkte seien f ü r  irgend eine Curve die Punkte 
C:,  CL,. . . C 3 n . - 3 n - 2 ;  nun giebt es einen Büschel von 

dementsprechend erhalten wir auch einen Büschel von C ~ ~ z - , k 2 ) r  wie wir 
das eben a n  dem Beispiel der C6 srliiutert haben. 

In einem solchen Büschel wird nun auch wohl eine endliche Anzahl 
von Curven sich befinden, die einen weiteren Doppelpunkt besitzen. Es 
fragt sich aber, ob diese Curven allgemeine Cf: = sind, oder ob 

12- Bk + 1 )  

dieses Kriterium der Existenz eines Büschels von C?',-, , nicht vielleicht 
k ) 

nur einem bestimmten Sypus  solcher Curven zukommt. 
Wir wolien nun aber - der Kürze wegen an dem Deispiel der 

C/A,2-A,dzA, '12)  - zeigen, dass umgekehrt k Doppelpunkte einer gogebenen 
3 

C(a: . -A%+,)  
die eben erorterte Relation veranlassen, dass die Basispunkte 
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eines Büschels von C g $ l , x . , )  m f  einer C3"-1) liegen. Wir gehen auf die 

Construction der CS zurück, die sich mittelst eines Cl0- und eines C3- 
Rüschels unter Absplitterung einer C S  bewerkstelligt.. Und zwar gehen 
wir von der gcgebenen CFA,2-A, , t )  aus. Nehmen wir einen belieliigen 
Biischel von C(5:2 -A , ,2 ) ,  so schneidet irgend eine Curve desselben, Cl, die 
C g  i n  18 weiteren Punkten I'i - B;,. Eine entsprecliende Cs musi; durch 
A, - A,,, Bi - B:, gehen. Nehmen wir nun 8 beliebige weitere Punkte 
Dl - D, auf der C g  an, so wird es unter allen Umstsnden eine 

C & ~ - ~ , 8 ,  B , ' - L ' ,  DL-.%) 

geben; dass, wenn die Punkte A, - A,, beliebig liegen, es nicht unend- 
lich viele solcher C(\,-A,8, B , , - B , / ,  D , -D , )  geben wird, lasst sich leicht 
erkennen. Würde das niimlich der Fa11 sein, und würden wir die Punkte 
BI - D, in einer geradon Linie q liegend annehmen, so würden auch diese 
Punkte unendlich viele C\%,-A,,, B ; - B , , ~ ) ,  also jedenfalls auch einen Büschel 
solcher Curven veranlasson. Ein solcher C8Büschol aber, von dem 
acht Basispunkte U ,  - D, auf einer geraden q liegen, enthiilt eine zerfallene 
Curve, bestehend ails p und einer C h , - A , , ,  B , , - ~ , , , ) .  Wonn aber cine 
C$,2-A,82, B , - B , ~ )  esistirt, deren Schriittpunkte A, - A,,, 13, - B18 auf 
einer C7 liegen, so ist das nach dom Rostsat~ bei jedcr solchen Curve dor 
Fall; nehmen wir also einen Büschel von C?z2- A , ~ ,  B, - B , J ,  so entspricht 
ihm ein Büschel von C&-A, , ,  Die Absplitterungscnrve i d  also 
eine CE, die durch siimmtliehe 46 Basispunkte des Cl0 Büschels geht. 
Diese Eigenschaft aber involvirt, wie wir allgemein bewiesen haben, die 
Existenz eines Büschels von CFA,.-,,,.). Also: bei beliebiger Lage der 
Punkte Al - A,, ist  das Vorhandensein einer unendlichen Mannigfaltigkeit 

von C&,i18, B,-D, . ,  D , -D , )  ausges~hlo~sen .  Andererseits involvirt die Existenz 
dioser Mannigfaltigkeit diejenige Eigenschaft, die wir von der C ' & , ~ - A , ~ = ,  A , ~ ? )  

uachweisen wollen. Indem wir also zunachst Verhaltnisse dor allgemainm 
C&,Z-A,,~) besprechen, haben wir anzunehmen, dass es eine einzige 

C;38,1-~,,2, B,'-B, , , ,  q-~,) giebt. 
Aus dem Restsatz folgt dann, dass, wenn eine Curve Cl' des Cl0- 

Büschels die Punkte B! - B:; ausschneidet, oino C(di-Al , ,  B ,~-B, ," ,  B ~ - D , )  

existirt. Die beiden CB liefern den erzeugenden CSBüschel,  von dem die 

Punkte D, - DIS Basispuukte sind. Nun sind die Punkte Il, - Dl, durch 
die oine Curve C&,-A , , ,  B, , -B, , , ,  = , - n e )  schon bestimmt; a i r  kommen so 

lei& zu dem Satze: wird eine C P  von irgend einor CQ i n  p p  Punkten 
A l -  A,, geschnitten, und dürfen wir von den weiteren Schnittpunkten 
einer Cs 

(4- Apq)  
mit der C* noch 7 beliebig auf der C* wshlen, die Punkte 

B, - Dr, so ist der Rest der Schnittpunkte nur  abhingig von der Laga 
der Punkte B, - Br, nicht von der Wahl  der C'q. Der Satz l&sst noch 
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eine weitare Verallgemeinerung zu. Legen wir einen Büschel von Ctl,7-A,8*) 
durch die Punkte Al - Al,, so schneidet irgend eine Curve Cr dtisselben 
noch 27 Punkte Bi - BL7 aus. Dann dürfen mir auf der (I(91,=-A,,1) fur 
oine entsprechonde c ( 9 4 , - A , , ,  B , ~ - B , , ' )  wiederum acht weitere Punkte U1 - Ds 
(und noch einen Punkt  ausserhalb der C g )  wahlen. Diese acht Punkte 

D, - D, bcstimmon d m n  wiederum unabhiingig von dern C" Büschel die 
zehn Restpunkte Dl, - Dl,. 

Dass nun diese mit den vorhin behandelten zehn Restpuriklen, aus- 
geschnitten von einer C" identisch sein werden, is t  mit Rücksicht darauf, 
dass sie nur von Dl - il, abhingig sind, an und für  sich wahrscheinlich, 
unmittelbar ist es aber ersichtlich, wenn wir eine Cl1 batrachten, bestehend 
aus ejner C$,~-A,,: B, -B,,) und oinor Geraden q (Q, - Q,); ihr entspricht 
auch eine zerfallene CS, bestehend aus q und der Ch,-A, , ,  R, - B , , ,  ai-oie). 

Rs  hat also Sinn, von dom Resta einor Anzahl von Punkten Dl - 
BI-  Br zu sprechen. Was nun die C&,2-4,9, A,,*)  betrifft, so dürfen, da 
dia Construction der C&P-A,,l) allgcmein giltig und unabhangig davon ist, 
dass die erzeugte Curve mehr Doppelpunkte besitzt, als in  das Constructions- 
arrangement eingehen, auch auf dicsor die Rasispunkte Dl - U ,  für don 
erzeugenden Büschel beliebig gewahlt werden. Dsnn werden wir auch 
einen dieser Basispunkte B, dem Doppolpunkt Alg boliebig nahorn und 
schliesslich in denselben hineinfallen lassen diirfen. Dann wird auch ein 
Punkt der Restgruppe, D g ,  in  A,, hineinfallen. Nehmen wir alfio irgend 

einen Büschel von c ~ ~ , ~ - ~ , ~ . ) ,  so werden sich die Curven des zugehorigen 
C ~ o , - U 8 1  Büschels im Punkte A,, berühren. Eine CS wird in ihni einen 
Doppelpunkt besitzen, diejenige, welche der C ( ~ : . A , ~ )  entspricht. Nehmen 
wir nun die Basispunkte Dl - Dg in specieller Lage an, so zwar, dass 
wir eine Gerade q durch A,9 legen, die die C g  ausserdem i n  Q, - Q7 

schneidet, und die Pnnkte &, - Q I ,  als Punkte BI - Dg verwenden, 
so muss die C$, -Q7 ,  die der C&-A,,; B,-B,,, A,,) entspricht - B, - B16 
soien die einfachen Schnittpunkte mit der Cg -, weil sie in  AI9 einen 
Doppelpunkt besitzt, in diese Gerade p und die Ch,-A,,, B,-B,,, A , ~ )  zer- 
fallen. Diese C7 muss ais0 ebenfalls durch die Punkte Dl,- Dl,, den Rest 
der Punktgruppe Q, - Q7, AIS gehen. Also alle rnoglichen C & i - A , , ,  B , - B , , ,  A , , )  

sind corresidual ; dio Rostgmppe il,, - U,, ist unmittelbar mit der 
C&,?L~,,T, A,,?)  gegeben. E s  ist nun nach dem Risherigen klar, dass auch 
alle moglichen C&i-A,,, B i - B , , ,  A,,) corresidual sind, wo BI - BZ5 die ein- 
fachen Schnittpunkte von Cia,.-A1821 A,,) sein sollen, und dass sie dieselben 
Punkte Dl, - D,, 7.um Rest haben. 

Die Construction der CFA,.-A,,z, A , ~ . )  mittelst eines solchen Büschels 

von C ( i , . - A , 8 9 , A , l )  und des zugehorigcn Büschels von C ~ n . . ~ , o - ~ , a )  bildet 
nun den Ausgangspunkt für das zu behandelnde Problem. Legen wir 
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wieder durch A,, eine Gerade, p, mit den weiteren Schnittpunkten Pl- P, 
und zeichnen einen Büschel von C$,~-A,,', A , , ,  p i - p , ) ,  von welchem drei 
weitere Basispunkte P,, P,, Pl, auf p liegen sollen, so wird ihm ein 
bestimmter Büschol von C&,-A,,, pi-*?, A, , )  entsprechen. Es müssen also 
beide Büschel eine zerfallene Curve haben mit p als dem einen Bestand- 
theil. Nehmen wir einrnal an,  dieoe beiden zerfallenen Curven entsprachen 
einander in der projectiven Zuweisung, d a m  würde also von der Ab- 
splitterungscurve, einer Cl0, diese Gerade p sich wiederum absplittern, 
der andere Bestandtheil ware eine C! Diese Cg rriüsste 

2. durch die einfachen Rasispunkte des C" Büschels gehen, ausser 
den 11 auf der Geraden p befindlichen, ihrc Zahl betriigt somit 
38, XI - B38. 

Zeichnen wir nun aber dieçe Cedl - A , , ,  R, - B3:3H), so schneidet jede 

C[a1 2- alse, E, - E ~ , )  diese Cume in weiteren 25 Punkten AT, - Nz5; 
nun %iebt es aber einen Büschel von CR (A, - A,, , ,?: - N,,),  und 
sprecheûd auch einen Büschel von C ~ A l r - A 1 8 9 ) ,  wie wir das an dem Bei- 

spiel der C%ausgefübrt haben. Noch in einer zweiten Weise folgt dieses 
Ergebniss aus der Annahme der Zu~ammengeh8r i~ke i t  der beiden zer- 
fallenen Curven; die zcrfallene C" wird im Allgemeinen eine beliebige 

C<'l,2-- A,,7 als zweiten Bestandtheil enthalten; denn man kann ja um- 
gekehrt den C l L  Büschel bilden, indem man eine beliebige C&P - A , 8 ~ )  
mit p zusamrnen als zerfallene C" und eine be l ieb ip  

so is t  das ,  wie wir eben ausführten, gleichbedeutend mit der Existenz 

eines Büschels von CfAl 2 - ~ ~ ~  2). Xun ist aber allgemeiner die Annahme, 
dass die beiden zerfallenen Curven sich nicht zu entsprechen lirauchen, 
sondern der zerfallenen Cs eine heliebige CL' entspricht und der zerfallenen 
C u  eine beliebige C? W i r  künnen nun aber die Existenz solcher 
Cu  Büschel nachweisen, bei welchen dieses Entsprecheu der zerfallenen 
Cwven thatsachlich eintntt.  

Wir  wollen diese C" unseres Biischels (der die zerfallene C B  ent- 
s ~ r i c h t )  kurz mit Clz bezeichnen. Ein zweiter C" Rüschel, der den gleichen 
Bedingungen genügt, nur  dass dio drei Basispunkte P8-Pl, durch drei 
andere auf p liegende Punkte PBI-P,,' ersetzt sind, wird ebenfalls eine 
solche Curve enthalten, der eine zerfallene Ca entspricht; sie heisse Csz; 
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Clz und Czz werden einen Büschel von CH bilden, deneu, weil zweien von 
ihnen zerfallene Cs mit der Geraden p als dam einen Bestandtheil ent- 
sprechen , lauter zerfallene Curven zugehoren. Dicser C7 Büschel wird 
A,, nicht m m  Rasispunkt haben. Denn die Clz z. B., die durch Al2-A,?, 
B,-B18, Pl -PT, A,, geht ,  veranlasst eine C[A,-A,,, LI,-LI,,, D,,-II,,), die 
keine weiteren Schnittpunkte mit der Cg haben kann. Daraus folgt,  dass, 
wenn das Erzeugniss des Büschels der  Cz und der zugehorigen C7 in A,, 
einen Doppelpunkt haben soll, siüh die CZ in Al, berühren mtissen. ES 
ist nun ein Beweismoment, dass diese Berührung im Allgemeinen keine 
mehrpunktige ist. Das lasst sich an Beispielen nachweisen. Nehmen wir 
nzmlich irgend eine CZ, Clz, und nehmen als zweite Curve ftir den Büschel 
der Cz eine Curve, bestehend aus p und einer C ~ ~ , L A , , % ,  B , - n , , ,  a,,)) so is t  
das eine zerfallene CL' mit Doppelpunkt in A,,; ihr entspricht als Cg p 

und die C{A,-~ , , ,  B, -LI,,, A , ~ ) .  - Dass auch die C8 zerfallen muss, folgt 
daraus, daw die C Z  vier Punkte mit der CS in A,, gemeinsam ha t ,  also 
auch die zugehorige C S  in  A,, einen Doppelpunkt haben mnss. - Weil nun 
aber die Tangentenrichtung der Ctj,.-A,,!, B , - ~ , , ,  A , , )  in Ai9 beliebig ge- 
wLhlt werden kann, wird im Allgemeinen die Cl5 mit dieser zerfallenen 
C" nur zwei Punkte in  A,!, gemeinsam haben. Dann werden auch zwei 
allgemeine Cz nicht nothwendig mehr als zwei Punkte in  A,, gemeinsam 
haben mtissen. - Die Cl5 und die C," haben gemeinsam: 

1. A,- A,, je vierfach; 

2. Pl - P,; 
3. A,,  zweifach; also haben sie noch weitere 40 Schnittpunkte 
XI - 

Die Absplitterungscurve, die ausser der CQA,=-*,,* A,,.) von dern C"- 
und dern C7-Büschel erzeugt wird,  ist  also eine 

Diese wird nun aber von irgend einer Cz, Cz', ausser in El-E,, und 
A,-A, ,  doppelt, in weiteren 23 Punkten NI'- geschnitten. 

Nun giebt es mindestens m3 

greifen wir eine heraus, B O  schneidet diese die Cg in einem Rest von 
weiteren 31 Punkten RI - R,,, und alle Cz des BUschels veranlassen einen 
Büschel von 

-&, % - R d ;  

das Erzeugniss der beiden Biischel ist  ausser der  

die t in A,, zur Tangente hat. m i r  ersehen daraus, dass es mg solcher 
Curven C [ ~ , = - A , ~ ,  p i -p , ,  A , ~ )  giebt. Wtirde es nun etwe a4 solcher cl" 

%oit~çhriCt f. >Intli8uiatik u. Yhgaik. 41. Jahrg. 1896. 6. &ft, 2 1 
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geben, dann würde noch ein Büschel von ihnen durch drei beliebige weitere 
Punkte Sy, SiO, SI,  auf p gehen; ein solcher Büschel aber müsste, weil 
elf Basispunkte auf p liegen, i n  p und einen Büschel von C B A , ~ - A , ~ * )  ZW- 
fallen, die wegen der gemeinsamen Tangente t auch noch (iurch A 1 9  gehen 
müssten. Also abgesehen davon, dass diese Annahme von Haus aus un- 
wahracheinlich i s t ,  wtirden ihre Consequenzen unseren Beweis in sich 
schliessen, ja über das Ziel desselben noch hineusgehen. Nehmcn wir 
also die Existeriz von nur m3 

10 
C ( d ~ ' - ~ i , 7 ,  Pi -pi, A J ~ )  

a n ,  so ist klar ,  dass alle diese Curven i n  A,, einc gemeinsame Tangente 
besitzen. Denn, nehmen wir irgend eine 

C ~ ~ Z - A , , ~ ,  PL -4,  A,,), 
C,,', und lassen durch zwei beliebige ihrer Punkte SI, S2 eine zweite Curve 
dieser Nannigfaltigkeit hindurchgehen, so wird zu dem Rüschel, den die 
zmei Curven bildcn, auch die zerfallene Curve gehoren, bestehend aus der 
Geraden SIS, und der CtAl=-A,;l); weil nun diese Curve in  A,, einen 
Doppelpunkt ha t ,  so wird die Tangente von C'Op in  A19 alle Curven des 
Büschels berühren, und weil wir die zweite Curve beliebig gewahlt haben, 
überhaupt alle m3 Curven. Wir  haben also folgendes Resultat: 

Alle moglichen 
CC, C612-~,," ,,-ri, A , d l  

denen zerfallene CB entsprechen, berühren sich im Punkte A,, und haben 
in ihm dieselbc Tangente, wie alle moglichen 

Ctj12- die2, PI- PI, A,") .  

Eine Drehung von p um A,, wird auch eine Drehung von t im Ge- 
folge haben. Zwei Richtungen giebt es nun jedenfalls, in welchen t und 
JI zusarnmenfallen: Die Doppeltangcnten der C V n  A,,, t, und t , ;  wahlen 
wir t, als Gerade p ,  dann fallt P, in die Nahe von Al,,  und die 

ctjL2-~,a9, Pl-P,, A19; 

werden t, zur Inflexionstangente haben; das Gleiche gilt von allen m6g- 
lichen Cz . Nehmen wir nun irgend eine nicht zerfallene C ( ~ , L  A,,2, P l - p , ) i  

( f i )  

die t ,  i n  A,, beriihrt und durch drei beliebige Punkte P,, P,, Pl, auf 
t, geht, und nehmen wir als zweite Curve für den erzeugenden C" Büschel 
eine zerfallene, bestehend aus t, nnd irgend einer 

so muss auch die Cz dieses Büschels t,  zur Inflexionstangente in A,, 
haben. Dann kann sie also niir die zerfallene Curve sein, weil sie zw6lf 
Punkte m i t  t, gemeinsam hat. Bei diesem Arrangement also entsprechen 
sich in der That die zerfallenen Curven; und die Punkte Al - A,, 
B, - BI, liegen auf einer C7, womit, wie wir sahen, unser Beweis er- 
bracht ist. 
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Der allgemeine Beweis ist so vollkommen adsquat diesem Beispiel, 
dass es langweilig ware, ihn in  extenso anzuführen. Wir  wollen daher 
nur einige Zahlen geben. An die Stelle der C H -  und der C7-Büschel 
treten im allgemeinen Falle C3n+2  Büschcl und solche von C3" - 2 .  Eine zweite 

schneidet im Allgemeinen die 

ausser je vierfach in A,2-A!u(n+-~ ,  ~ -- noch in 
a 

2 
Pünkten B1-B3,z2; geht aber eine solche Curve durch As c n + c ) + l  hindurch, 

9 

so fallen in diesen Punkt  zwei von den Schnittpunkten der beiden Curven. 
Die Gesammtzahl derselben reducirt sich also u m  1. 

Nun ist 3 n l n f l )  + 3 n P - 1 c  ( 3 n - l ) ( 3 n + 2 )  -. 
2 2 

slso geht durch die Schnittpunkte einer solchen Curve eine CS"-'; 

die Gesamdhei t  der C B n - '  - k = -  3n(n + 1) , die 
( 4 - A k + 1 ,  B , - B Q n ~ - 2 )  2 

in  diescr Weiçe zu einem Büscliel von C t i 2 ; , k ,  gehtirt , bildet einen 
' 4 k + l )  

Rüschel mit demselben Residuum, wie das,  das z ~ i  den Schnittpunkten 

A + i ,  &+I, Dl- l h n - 2  irgend einer Geraden p ( + +  gchort. Dem Büschel 

von 

eine 

von 

c) Eine Eigenschaft aller Curven eines Biischels von 
3 n 

C("L'-"'. -- (" el] ' 
merkwürdige C3" - 3. 

2 

ES sollen 18 Punkte Al-  A,, so gelegen sein, dass es einen BUschel 
C $ , S - A , , ? )  giebt. Zeichnen wir sodann irgend einen Büschel von 

C{&-A, ,= )  mit den weiteren Basispunkten B I -  B2,, so existirt also eine 

CbLz-~,8, B I - & ) -  

Auf dieser CS bilden die Gruppen von weiteren Schnittpunkten 
8, - SI,, die die Cl'' des Riischels ausschneiden, eine Involution. Wir  
erhalten d a m  eine C9 des Büschels, wenn wir irgend einen Punkt  RI auf 
CS annehmen und xu jeder Curve C ; ~ I - A , ~ ,  s,-s,~) des Büschels die zu- 

gehorige C[A,-~,,, s,-s,,, R,) zoichncn. Eine Cl0 und ihre entsprechende C7 
sclineiden sich ausser in  A, - A i s  doppelt und in 8,- SIS noch in 18 Punkten 
B,- B I S ,  die der Cg angehoren ; a190 : ,eine CL,.- A,,=) charakterisirt sich 
dadurch als einem Büschel solcher Curven angehb'rig, dass sie von einer 
beliebigen CLy2-A,8=) in  18 Punkten BI-- BIB geschnitten wird, die mit 

21' 
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A, - A,, auf einer C7 liegenu. Diese Eigenschaft kommt also nicht nur 
den Curven mit einem 19. Doppelpunkt, sondern jeder Curve eines solchen 
Büschels zu. Auf jeder dieser Curven giebt es also eine solche Rcstgruppe 
Dl - Dl,, ausgeschnitten von den Oï, die zu den Curven C&-A,,., B,-B,J 

gehoren. 
Der  C7Büschel ba t  ausser R, noch 21 weitere Basispunkte R, - B,, 

auf der Cs. Einer anderen Restgruppe Ri - RL, entspricht ein anderer 
C713üschel und eine andere CaA,.-A,B1). Nehmen wir nun irgend zwei 
Ciirven C' und C" des CIORiischels, die die Punktgruppcn 8: - &y6 und 
8;'- 8:; ausschneiden mage, und nehmen wir irgend eiuen Punkt X, 
auf C8, 60 wird es sowohl eine s;-s,;R,) als eine 

C&,-,i18, s,,~-s,,~, n,) 

geben, die Curven schneiden die Basispunktgruppen RI - R,, aus. Ntihuien 
wir einen anderen Punkt  R: auf der Ca, so veranlasst der zwei andere Curven 

C{B,-A,~, s,,-s,~,, R,') und C ~ A ~ - A , ~ ,  S , ~ ~ - - S , ~ ~ ~ ,  ztI8); 

die eine andere Rasispunktgruppe Ri - Ri, ausschncidm. Indom wir so 
die Curven der beiden C7Büschel andere und andere Basispunktgruppen 
ausschneiden lassen, beziehen wir sie gleichzeitig projectiv auf einandor. 
Das Erzeugniss i s t  die Cs und eine CfA,-d,B). Jeder der erzeuçenden 
Riischel hat  noch 15 weitere Basispunkte, resp. SA - Si9 und S& - 8;. 
Diese liegen auf der CG. Uieselbe is t  also der Ort  der weiteren Basis- 
ponkte aller Büschel von Ch,-A,,, s,-s,,), veranlacst durch die einzelnen Cl0. 
Denn, dass wir bei anderer Wahl  der erzeugenden C7Büschel dieselbe CG 
erhalten, geht aus der Beziehung hervor, in der dieselbe zu den Curven 
unseres CSBiischels steht: auf der C 6  liegen 1. die Rostgruppen Dl, - D,, 
aller Cs; denn, nehmen wir wieder die Büschel der ~, , -s , ,~)  und 
der Ch,-A,,, s,--s,,-) als erzeugende, und seien wieder C(~,.sI8-sl6,,  R,) und 
C(?Y,~*-S~~,~, n,) zwei entsprechende Curven, so bilden dieselben doch den er- 
zeugenden C7Büschol einer hostimmten Cg und gehen deshalb durch die 
Restgruppe DIo - Dl, dieser Curve; 2. geht die CG durch die weiteren 
Basispiinkte NI - A$, die der Cg Büschel ausser den Basisdoppelpunkten 
A, - A , ,  noch hat. Denn, nehmen wir die C(:+), die den Büschel der 
C(.. , s,(n)-g16(n), veranlassen moge, so ist  Nl offenbar einer der 15 weiteren 
Basispunkte dieses Büschels, da  jede Curve desselben auf der C(!;) die 
Punktgruppen B, -.BI:,, einer C g  ausschneidet, alle diese Punktgrulipen 
aber IY; gemoinsam haben. Also: die neun weiteren Basispunkte ATl -A; 
eines C 6 1 2 - A 1 8 2 ) B ü ~ ~ h &  und die Restgruppen Dl, - Dl* aller Cg desselben 
liegen auf einer C$,-A,,).  Allgemein lauten diese Resultate: Irgend eine 
C f J V s t  Individuum eines Büschels von C38 , wenu eine ( -A'fJn (;+l)), 
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sie in 312 (n - 1) weiteren Punkten BI - 

scbneidet , die mit Al - A3,' (, + 11 auf einor Cs n - V i e g e n ,  Alle dieso 
P -- 

2 

Punktgruppen BI- B:,,(,-l! sind corresidual, der R,est besteht aus  
3n  (n - 2) Punkten 1)3  .+l - D3 , ( n - l ) i  jede Curve hat  einen solchen Kest. 
Alle diese Punktgruppen liegen auf einer C A A i"" 3 .(;+ 11) . dieselbe goht 

auch durch die 312 (12 - 2) einfachen Basispunkte des Büschels Ni - AT3, (,-zj. 

d) Um interessante Erwciternngen dieses Satzes k e m e n  zu lernen, 
betmchten wir das Netz der C&,z-n,,n, A,,). Zeichnen w u  irgend eine 
Curve dicses Netzes, C r l  so bildet dieselbe offenbar mit jeder C & l i - ~ , , q  
des Büschels selbst einen Büschel, der A,, zum Berührungspunkt hat. 
Das gsnzo Nctz von Cg, das Al - A17 zu Doppelpunkton und A,, zum 
einfachen Punkte ha t ,  wird so in ~ ' B ü s c h e l  zerlegt, deren jeder A,, zum 
Berührungsbasispunkt hat. Nun gohort aber C' allen diasen Büscheln an;  
ihre Tangente in  A18 ist    omit gemeinsame Tangente aller dieser Büschel. 
Also: , ,Hat  eine Gruppe von Punkten Al -A , ,  die Eigenschaft der 
Esistenz eines Büschels von C & , Z - A , , ~ ) ,  so haben alle C$J,~-A,,Z, A ~ , )  in 
A,, dieselbe Tangente t ~ , , " .  

e) Es lasst sich nun zeigen, dass diese in c) besprochene C6, ver- 
anlasst durch den Büschel der C&LZ-~38i) sine Curve eines Ketzes iihnlich 
definirter C6 ist, indem aus dem Netze der C&,I-A,,?, A,,) jeder Büschel 
sine solche C"eran1asst. 

Das Kriterium dafür, dass durch (li(* ') - 1) Punkte ein Netz 

(fi - 1) (n - 2)  
von Cn geht,  besteht darin, dass die 

2 
weiteren Punkto 

eines Riischels solcher Curven auf einer Cn-9 liegcn (B a c h a r  a c h ,  Inaugural- 
dissertation). Aus der Modification dieses Satzes für  Curven mit Doppel- 
punkten folgt, dass, wenn irgend ein Büschel aus dam Netze der C~A,~-Ai,*i  
die weiteren Basispunkte B,  - Cl, besitzt, eine C~A,-A,,, B, -B , , I  existirt. 
,4118 Biischel dieses Netzes vermlassen so ein Netz von C" und von diesem 
Netze ist unsere C&-A,~,  ~,-r,) eine specielle Curve. 

Nehmen wir niin irgend ~ i n e  Curve C' aus dem Netze der C&,2- A,,?, 
greifen ferner einen Büschel aus demselben heraus, dem C" nicht an- 
gehort, mit den weitercn Basispunkten 12, - BI,, so lasst sich die Cr mit 
Hilfe dieses Büschels construiren, indem wir irgend einer Curve Cr' des- 
selben, die die Punktgruppe R: - Bi: auf C' ausschneidet, die Ch,-A,,, B ; ~ - B , ; , )  

entsprechen lassen. Die Absplitterungscurve ist die C ~ ( , - A , , ,  A, -B, , ) ,  also 
selbsl wieder eine Cnrve uiiserer Mannigfaltigkeit. Was den erzongonden 
Eischel der C&,-A,,) angeht, so liegen von seinen 19 weiteren Basis- 
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punkten neun anf der Cf, die R e s t g r u ~ p o  Dl - Un. Die übrigen zehn, 
QI - Q,, , liegen au€  der Absplitterungscurve Ch,-A,;, II, - B , J .  

Daraus folgt: 
Das Netz der hat zehn weitere Basispunkte Q, - Qlo. In der 

That ,  construiren wir eino zweite C&,-A,,, A , ~ ) ,  Cr", untcr Beibehdtung 
des C%üschels, so schneiden sich C"' und C' i n  der Punktgruppe 
B y  - BK; der C" érzougcnde CG Büschel ha t  slso mit dem, der zu Cf 

gehort, die CG, -,il,, Q, - Q,,, R, llz-~ll,rr) gemeinsam, und weil auch die Ab- 
splitterungscurve Cfi, -A,, ,  Q, - Q , ~ ,  R,-B,,) dieselbe bleibt wegen der Rei- 
behaltung des CgBüschels, so hat such der zu Cf'' gehorige die Basis- 

punktgruppe Q, - Qlo. Ans dieser Erorterung fol$ ohne Weiteres: Nehmen 
wir irgend einen Büschel von C(?<, 9-,il ,  z, A , , )  mit den weiteren Uasispunkten 
13, - B,, , so geht die zugehorige Cf*,-A,,, B~-II,,) durch die Restgruppen 
Il, - D, aller Cui-ven dieses Büschels. Umgekehrt is t  also jede C6 des 
Netzes erfüllt von Punktgruppen BI - D,]; jede dieser Punktgruppen ver- 
a n l a s ~ t  eine C&,7-A,,Y, di,,, Dl-o,), und alle diese CS bilden einen Büschel 
mit den weiteren Basispunkten Bl - BI,, die auf dieser CG liegen. Wir 
gehen nun zu der Retrachtung des Rüschels der C&,-,l,,, & , - Q ~ ~ ,  Ais) über. 
Nehmen wir die c ' & , - ~ ~ ~ ,  A18), die zu dem Biischel der c&,LA,,~, A , , ~ I  ge- 
hort,  so wird eine von den unendlich vielen Punktgruppen Il, - Dg, deren 
Tragerin sie k t ,  einen ihrer Punktu i n  A,, liegen habon. Die betreffende 
C3 heisst Cf. Schneidet also irgend eine C$lz-nl,z~ Cf i n  den wciteren 
Punkten Bl - B,,, so fallen von den neun weiteren Schnittpunkten der 

7 B ~ - B ~ ~ )  noch zwei mit A,, zusammen. Diese C ï  ha t  also mit der 

Cg in  A,, vier Schnittpunkte gemeinsam. - E s  ist leiüht einzusehen, d m ,  
wenn ein Restpunkt in einen Doppelpunkt hineinfallt, ein zweiter Punkt 
dos Hostes sich mit ihrn in  dem Doppolpunkt vereinigt. - Diese C7 hat 
also mit der C-n A,, vier Schnittpunkte gemeinsam. Wahlen wir non 
an Stelle der Cl0, die die Punkto B, - RI, ausschneidot, eine zorfallene 
Curve, bestehend aus einer mit C' nicht identischen Curve aus dem 13üschel 
der C ( ~ l ~ - ~ , , ~ )  und ciner Geradon p l  so zerfillt dio zugehorige C7 in die 

6 C(A,-A,,, A , ~ )  und die Gerade p. 

Daraus folgt: 
Die Cf  hat  in A,, eine singulare Tangente, die zugleich die Tangente 

der C&A,,) in  Al, ist. Bus  dem Umatande nun,  dass diese C%ier 

Punkte mit der C' i n  A,* gemeinsam hat ,  folgt, dass von der Punkt- 
gruppe Dl - D,, zii der AIS gahort,  zwei in dicsen Punkt  hinainfsllen. 
Uaraus ergiebt sich, dass der Düschel der C!G,I1-~,,, A,,) A,, zum Be. 
r ~ h r u n ~ s b a s i s p u n k t  hat. E s  lasst sich nun weiter zeigen, dass die ZU- 

gehorjge Basistangente tAIB die Baaistangonte des Netzes der C'&,a-A,,?, A,,) 

ist. Wir erhalten narnlich diesan Biiachel, wenn wir durch jedcn h n k t  
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von C' den Büschel der C&,i-~,,z, A,,) und die zugehorige C6 zeichnen. 
Greifen wir einen der Biischel heraus und nehmen wir an ,  er hlitte elf 
von A,, verschiedene einfache Basispunkt.e B, - BI,, so müsste, weil die 
zugehorige CG der Ort der Restgruppen Dl - D9 aller Curven des Büschels 
ist, A,, zweifacher Restpunkt aller C S  dieses Rüschols, also überhaupt 
jeder Cg des Netzes sein. 

Diese Annahme ist ungereimt und wiirde z. B. zur Folge haben, dass 
von dem Büschel der C&12-A18~) nicht nur  die CI, sondern jede Curve 
mit der C&,-A,,) vier Schni t tpnkte  i n  A,,, also auch in jcdom anderen 
Punkte A, -A , ,  hat. E s  bleibt nur  übrig, dass jede C[i,n-n,,g, A,,) mit 
C' in A,, vier Punkte gemeinsam hat,  d. h. dass die s ingukre Tangente 
t ~ , ,  zugleich Basistangente des Netzes der C&,Z-A,,Z, n18) ist. Bernerken 

nir noch, dass das Ketz der C&12-47~r  mit dern der 

C&'I~-AIC~, 4 8 2 ,  4 7 )  

den Büschel der 
Czql n - A 1 7  2, Nl-ND), 

also auch die Cfi,-n,, ,  ,Y,-N,) gemeinsam ha t ,  so kommen wir zu dem 
Resultate: 

,,Die Basistangenten t,,,, f ~ ,  . . . der Netze der 

sind zugleich Tangenten dor C&i-Ai8, N, -N$). 

f )  Wir haben uns nun mit der Frage zu beschaftigen, wie viele von 
den Doppelpunkten einer C [ A , ~ - A , , ~  von einander nnabhangig sind. - 
Die Betrechtung der Cf,4,2- nlO1), von deren zehn Doppelpunkten acht einc 
beliebige Lage haben konnen, k6nnte vermuthen lassen, dass analog auch 
17 von den Punktén A,-  A,, beliebig liegen. Dass das aber in der That 
nicht der Fa11 is t ,  lasst sich leicht erkennen. Denn, zeichnen wir die 
Jacobi 'sche Curve zu dcm Netze der C?A,Z, A,,*, pl,, wenn Pl ein be- 
liebiger Piinkt der Ebene i s t ,  so muss dieselbe durch A,, und A,, hindurch- 
gehen, weil scwchl der Büschel der C~A,~-A,,P, ~ ~ ~ e ) ,  als auch der der 
C ( A ~ P - / I , ~ O ,  A ~ ~ P )  eine Curve durch P scndeu wird, das heisst, das ganze 
System der J a c o b  i'schen Curven aller Netze von c&,=-~,,q geht durch 
AlBi  AI9. Das wird aber bei beliebiger Lage der Punkte A,,,  A19 nicht 
der Fa11 sein. 

A n  m e r  k u n g .  Die Consequenz der Annahme, dass die J a c O bi'sche 
Curve eines Netzes von Caala-A,7i, q bei beliebiger Lage der Puokte 
A,- A,,, P durch bestimmte Punkte der Ebene gehen niuss, w5re die, 
dass auch die J a c o h i ' s c h e  Ciirve von Netzen, die in  anderen Formen, 
z. B. durch 52 einfache Basispunkte gegeben sind, ahnlichen Redingungen 
unterliegen wlîrde, was absurd ist. Die eigenartigen Verhaltnisse der C6 
haben vielmehr in  der singularen Eigenschaft ihren Grund, dass die 
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320 Ueber die Doppelpunkte der algebraischen Curven. 

J a c o b i ' s c h e  Curve eines Netzes von CfA,~-n,? p) in  die doppelt zu rechnende 

Ch, -A,, P) und eino CFA,z -A,s )  zerfdlt. 

Dass aber 16 von den Doppelpunkten A,- A,, beliebig liegen konnen, 
folgt aus dem Omstand, dass sich zwei Systeme von C ~ , g , ~ ~ , q , , ~ ~  angeben 
lassen, die je xechs weitere Doppelpunkte besitzen. Die Cg, bestehend ails 
der C:~,2_.4,+2, A,,, A,,)  und der Geraden A,,- A,, ist eine Ciirve des einen 
Systeme; die weiteren sechs Schnittpunkte der Geraden Ai5- A,, mit der 
CS, SI - S,, sind sechs weitere Doppelpunkte dieser C g .  E s  giebt folglich 
einen Btischel von C ~ A , ~ - ~ , , ~ ,  A,,: A,,; sJ7, s,.,, der eine Curve durch einen 
beliebigen Punkt  P sendet. 

Solcher Curven giebt es 
1 6 . 1 5  
1.2 

Das zweite System von ebeufallv 
1 6 . 1 3  

1 . 2  
Curven erhalt man,  wenn man durch jede Gruppe von 14 Punkten 

A,- A,, die C4 und diejenige C q e g t ,  die in den iibrigen zwei Punkten 
Doppelpunkte besitzt. C&,-,g,.) und C ~ A , - A , , ,  , j , , 2 ,  A,,?) bilden wiederum 
eine zerfallene C9 mit den sechs wciteren Schnittpunkten der beiden Be- 
standtheile, SI'- 8,' als weiteren Doppelpunkten. 

Was nun die Frage m g e h t ,  wie v ide  Punkte A,, zn einer .Gruppe 
willktirlich liegender Punkte A,- A,, gehoren, so Iasst sich aus dem Um- 
stande, dass die angegebenen zwei Systeme von Punkten A,, ,  das der 
SI - S, und das der SI'- S,', nicht gleichartig zu Al - A,, gelegen sind, 
schliessen, dass diese Punktc Al, eine Curvc erftillen werden. Denn, wIirde 
nur  eine endliche Anzahl solcher Punkte existiren, so ware zu erwarten, 
dasv dieselbe Construction, die eine dieser gleichartig definirten Curveu 
liefert, auch alle anderen ergiebt. 

Nehmen wir nun auf dieser Curve F(.(A,-~, ,) ,  die zu 16 beliebig 
liegenden Puiikten A,- 4, die fraglichen Punkte A17 enthlilt, irgend 
einon Punkt  A,, an und untersuchen die Zahl der Punkte A, , ,  die die Eigcn- 
schaft haben, dass es einen BIischel von C ? A , ~ - A , ~ ~ ,  ~ , , 2 ,  . ( ~ , ~ 2 )  giebt,  so folgt 
aus der Existenz dieser Curve ohne Weiteres, dam die Zahl der Punkte 
A,, einc endliche sein muss; denn, würden die Punkte Al, eine Curve er- 

fiillen, so miisste diese identisch mit - A , , )  sein; dieselbe Curve also, 
die durch die Punkte A, - A,, schon bestimmt i s t ,  wtirde eine Definition 
zulassen, in die irgend ein weiterer ihrer Punkte,  Al,, einginge. Das ist 
ungereimt ; es würde zur Folge haben, dass die Punkte A, - AiG anch ein- 
faclie, beliebig liegende Punkte von f i A , - ~ , , )  sein müssten; es giebt aber keine 
Curvo, die durch 16 oder 1 7  beliebige ihrer Punkte eindeutig bestimmt ist. 

I n  der That ist  es leicht, die endliche Anzahl dieser Punkte Al, zii 

construiren, wenn die Punktgruppe A,- AIT und einer der gesuchteu 
Pu-te, ATlg, gegeben ist. 

Da diese Punkte auf den Jacobi ' schen  Curven aller Netze von 
C?AI'-A,,~) gclegen sind, so liegen sie auch auf der ,  die zu dem Netze der 
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C?A,~-A, ,? ,  A,,) gehart. A,,  ist  selbst als Beriihrungsbasispunkt des Netzes drei- 
facher Funkt dieser Curve. Nehmen wir sodann einen der neun einfachen 
Basispunkte 8 , - N ,  des Bti~chels  der CFll+ a,.?, so gehort zu dem 
Netze der Ct4 ,2-A, .~ ,  mi) eine andere J a c  O b i'sche Curve; dieselbe enthalt 
nattirlich den Punkt  A',,, aber dass derselbe nun einfacher Punkt  der Curve 
sein wird, obgleich er als Bavisdoppelpunkt ein singularer Berührungs- 
punkt ist, zeigt uns ein Blick auf die CG. Zeichnen wir einen Büschel 
von C ~ i , ~ - . 4 , ~ ,  A,z) und irgend eine C f A , - A , ) ,  die nicht durch A, geht ,  so 
bildet die C" wenn man sie doppelt rechnet und als zerfallene C6 auf- 
fasst, mit dem Büschel ein Ketz von C G .  Die J a c o  bi'sche Curve dieses 
Net~es besteht aus der (C3)2, von der jeder Punkt ein Doppelpunkt k t ,  
und der C(>,s-A,s), dem Orte der neunten Doppelpunkte nicht zerfallener 

C&,,n-A,2, AoZ). Von dieser Jacobi 'schen Curve aber ist  A, ein einfacher 
Punkt. Also wird das Gleiche in unserem Falle auch von dem Punkte 
A',, gelten. Die beiden J a c o b i ' s c h e n  Curven, die zu dem X'etze der 

C&12-A,iZ, und die zu dem Netz der C f ~ , z - ~ , , ~ ,  x , )  gehorige, haben als 
C'4 576 ~chni t tpunkte  mit einander. Von diesen ziihlen 

1. A,- A,, als fünffache Punkte beider Curven je 25fach, 

2. A',, als dreifacher Punkt  der einen Curve dreifach. 

Sie haben also noch 576 - 17.25 - 3 = 148 Punkte gemeinsam, und 
es ist ohne Weiteres klar ,  dass diese Punkte 

Ai;, A::, . . . APi9) 

die weiteren Punkte A18 sind. Denn, da A:, auf beiden J a c o  bi'schen 
Curven liegt,  so giebt es eine 

C!' 
( A , L A ~ ,  2 ,  A , , ~ ,  A~~~~ 2 )  

und eine C ( A , ~ A ~ ~ ~ ,  ivl, i l lg f r  2) .  

Pdllen nun die beiden Curven in eine zusammen, so ha t  dieselbe auch in 
A:, oinoii Doppelpunkt, woil oine CfAlz_Al , z ) ,  die durch AT1 und A:, geht, 
zu dem Büschel der C ~ , Z - ~ ~ , ~ ,  ~ ~ ~ r a )  gehart. Fallen die beiden Curven 
aber nicht zusammen, so bilden ~ i e  j a  doch einen Büschel von 

C : A ~ P - A ~ ~ P ,  A~~~~ 2 ) .  

Die Punkte A:, . . . A p )  baben also die Eigenschaft, dass es Büschel von 

C > 1 2 - ~ 1 7 9 ,  A ~ ~ ~ ~ ~ ) . . .  C ? A ~ ~ - A , ~ ~ ,  ~ ~ ~ ( 1 w ~ )  

giebt. Offenbar sind dieselben auch definirt durch die Existenz von 

C î ~ ~ 2 - ~ ~ ~ 2 ~  A ~ ~ ~ ~ ,  A , ~ ~ ~ ~ ) . ~ ~ C ~ A ~ ~ - A ~ ~ ~ ,  A ~ ~ ~ ~ ,  a , , ( w a )  

Denn, würde von den Curven C f A l z - ~ 1 7 n ,  A I R ~ ~ l  eine einen 19. Doppelpunkt 
A, haben, der mit keinem Punkte aus der Iteihe der AG. . . Ajs49) identisch 
~ i i r o ,  so ware e r  oino noue L6sung des Problerns, betreffend die Zalil der 
l'unkte Al,, die einen Büschel von C&lt-A17z, nlR2) veranlasson. Daraus 

folgt, dass je  zwei von den Punkten AL,, A : ~ .  . . A?,"') weitere Doppol- 
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punkte einer CiA z - ~ ~ ~ a )  sind, und dass es 14' ' 14' = 11026 Curien 
1 . 2  

C & 1 2 - A 1 , 2 )  mit zwei weiteren Doppelpunkten giebt. Indem wir ferner A,, 
ersetzen durch einen der 149 Punkte Ai8. .  . und bernerken, dass es eine 

u. E. W. giebt, erkennen wir folgende Eigenschaft: Von einem solchen 
Systeme von Punkten 

2 Al 2 A u 2  A(l49)Z 
A 1 2 - A 1 7 r  1 8 ,  1 8 > . ' .  18 

k6nnen irgendwelche 17  Punkte als die Ausgang~punkte gonommen werden. 

Das System ist involutorisch und veranlasst im G a u ~ e n  
166 .165 . .  .147 - 

19! 
Curven mit 10 Doppelpunkten. 

Die allge~ueinen Resultate lauten: 
Sol1 eine Ch einen Doppelpunkt mehr als " n(n + l) Doppelpunkie 

2 
von ibnsn eine bestimmie besitzen, so muEs zwisclien j e  

Reziehung bestehen. Dann giebt es zu oiner solchen Gruppe nicht blos 
ein Paar  von Punkten als weiteren Doppelpunkten einer C3", sondern alle 
P a a r ~  einer Gruppe von 

Punkten haben diese Eigenschaft; diese Punkte und die 

2 

anfanglichen bilden ein System von Punkten, in welchen je 

Punkte Doppelpunkte einer CS" sind. 

3. Die Nethode der Construction der algebraischen Curven mittelst 
Absplitterung k t ,  wie wir sahen, geeignet, die Doppelpunkte der algebra- 
ischen Cnrven zu stodiren. Dieselbe lasst eich nun aber auch für die all- 
gemeine Cn fructificiren und liefert Erscheinungen, die mit denen, die 
aus der allgemeinen Chas1  e s'schen Construction sich ergeben, parallel 
leufen. 

a) m i r  beginnen mit einer Definiiion der Cn, indem wir zur Erlauterung 
das Beispiel der C[A12-~1,~)  vorausschicken. 

Zeichnen wir irgend eino C(Ale-A182) und construiren einen Büschel 
von CfÂ12- dl& P. u ~ - B ~ ~ , B ~ ~  r, 

so, dass eiuer der 28 einfacl-ien Basispunkte, B,;, auf der C g  liegt, daun 
schneidet jede Cl0 desselben die Cg in weiteren 17 Punkten Cl- C,,, und 
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es ist klar,  dass alle diese Punktgruppen C l -  CI7 corresidual sind und 
d e  ClA,- d18 ,  cl- c , ~ )  einen Büschel angehoren, der mit dern Cl0  Eüschel 
die 
erzeugt. C ? A , ~ - A , , ~ ,  und e i n ~  C(A,-A, , ,  u,-B,,) 

Die CîAls-A1,e) I m t  sich somit auffassen als der Ort aller Punkte 
B,,' von der Eigenschaft , dass, wenn B,-B,,  die weiteren einfachen 
Basispunkte eines beliebigen Büschels von C:B1 2- *, ,z ,  B,,,) sind, eine 

CFA,-A,, , B,-B,,) existirt. 

Eine solche Definition nun lasst sich von jeder C n  gehen: Nehmen 

nir + 3, beliebig liegende Punkte A, - &(.+si auf einer 67 so bat  
2 -- - 

2 

ein Büschel von Cn+' noch weilere 
(-4 - A n w j  

Rasispunkte 13, - . dann ist die C n  der 0i.t aller Punkte B: von 
- ~ " + 1 1  

der Eigenschaft, daçs, wenn wir einen solchen Buschel von 

h) Hat  eine Gruppe von Punkt,en Al - An(n+3) die Eigenschaft, dass 
-- 

2 

die weiteren I3asispunkte B1 - BAn + 1) + 
eines beliebigen Büschels von 

7 

Cn+l auf einer 0 - 1  liegen, dann giebt es offenbsr einen Büschel 
(4  -A:(y+~) 9 

" ,  - donn jede Cn+'  des Büschels schneidet diese Cn-' 
'On C î ~ , - ~ n r n i 3 i ' i '  - 

L 2 1  

in weiteien (n - 1) (n $- 1) - (. - 2) (n + 1) 
2 2 .  

Alle diese ~ u n k t ~ r u ~ ~ e n - u r l d  ein Punkt P auf Cn-' liefern einen 
nuschel 

Cn; o &.- ,, + 1 )  - l, 
2 "1' 

der mit dem Büschel der Cn+' 

("l 

die Cn- '  und eine CnA, - A  erzeugt. E s  werden also alle Punkte P ( n ( n t 3 : )  -- 

\ 1 

von Cn-' einen Büschel von Cn veranlassen. Dieser Satz ist  

2 

iimkehrbar. Wir wollen der Kürze wegen nur Beispiele anführen. Sind 
neun Punlrte A l  -- Ag Basispunkte eines CsUüschels und sirid die weiteren 
Basispunkte eines Büschels von C & l - ~ B )  BI - B7, so liegen nach diesem 
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Satzo BI - B, auf einem Kegelschnitt; greifen wir eine C3 des Büschels 
heraus, und schneidet irgend eine Curve des C4Büschels diese Cs  in drei 
wciteren Punkten QI - Q,, so liegen diese auf einer Geraden; denn, nach 
dem Restsatze gehen alle C b l  -dB, Q, ,  g2) auch durch den Punkt  Q,, eine 
solche C4 is t  aber auch irgend eine andere C 3  des Büschels und die Ge- 
rade &, &,. Die Gerade &, Q, &,, veranlasst durch alle Curven des C4- 
Büschels bilden selbst eincn Büschel und erzeugen mit jenem die Cg unter 
Absplitterung einer CrB1 -B,J Geht durch die Punkte A, - AZ7 ein 

Büschel von C" so liegen die 22 weiteren Basispunkte eines Büschels 
von C ( A 1 - ~ 2 , )  auf einer C5. Jede Curve dieses Biischels trifft eine CG 
i n  15 weiteren Punkten Cl -- Cl,, die auf einer C4 liegen, jede solchc 
C4 schneidet die C%n einer solchen Restgruppe B, - il,, und die Rest- 
giuppen aller Curven des C%uschels liegen auf der CS, die durch die 
neun weiteren Basispunkte des C % u s c h ~ l s  A,, - A,,, bestimmt ist. 

c) Bemerkenswerth sind auch die Beziehnngen, betreffend die Schnitt- 
punkte der algebraischen Curven : 

Legen wir durch die 19 Doppelpunkte einer CfAi~-d,S2) einen Buschel 
von C:lle - A,,P) mit den weiteren Hasispunkten R, - B,,, so schneidet 
jede Curve derselben die Cg in 14 weiteren Punkten 12,- Cl,. Durch 
A,- A,, , Cl- Cl, und zwei weitere Punkte Dl, D, auf der Cg geht eine 

Cf4 - A,, , cl - Cl,, Dl , 4); 
alle diese C7 bilden einen Btischel, der mit dem Cl0 Büschel die C G r -  
zeugt unter Absplitterung einer CfA1-  B~ - B ~ ~ )  ; aber mit Rücksicht 
auf die boliebige Lage der Punkte D,, D, auf dar C9 giebt es ein Ketz 
solcher Cs. 8190: ,,Sind 19 Punkte Al-A,, Doppelpunkte einer CS1 und 
legen wir durch sie einen Büschel von C ( ~ l e - A 1 9 ~ ) ,  so geht durch die 
43 Basispunkte dieses Btischels ein Netz von Cu. Mit jedem neuen 
Doppelpunkt nun tritt  eine neue derartige Beziehung hinzu: 20 Doppel- 
punkte A,- A,, einer C G a b e n  die Eigenschaft, dass durch die 40 Basis- 
punkte eines Büchels von ci Al^- ~ ~ ~ 2 )  w5 Ca gehen; hat eine CS 21 Doppel- 
punkte A12-A,12, so gehen durch die 58 Basispunkte eines Büschels von 
Cl  O 

( ~ 1 2 - ~ 1 1 z )  m8 Cl0 U. S. W. m i r  hiitten s tat t  der Büschel von Cl0, Cil, 
auch Büschel beliebig hoher Ordnung wahlen konnen und hsttcn analoge 
Reziehungen erhalten. - Wir wollen noch den Satz für die Cn vom Ge- 
schlechte O anführen: 

,Irgend ein Btischel von Cm, dor die 

(n- 1) (n - 2) -- 
2 

Doppelpunkte einer Cn vom Geschlcchte O zu Basisdoppelpunkten hat, 

m2- 3 ( " - ' ) ( m - 2 )  
2 

) Basispunkts. Durch diese und X 

weitere Punkte geht eine C 2 m - z n  t.3; dabei ist X definirt durch dic Glcichung: 
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3 ( ~ - ] ) ( T L - 2 )  & - ------ ( 2 m - 2 n + 3 ) ( 2  m - Z n . + @  
2--- 

+x- --- 
2 

- - ln2 -9n. $- 20 
2 

Nun sind diese Siitze auch auf zerfallene Curven anwendbar. Sie 
bilden also auch Kriterien für die Schnittpunkte der algebraischen Curven. 
Ein C4 und eine C5 Z. B. schneiden sich in 20 Punkten A,- A,p Zu 
17 von ihnen, A,- A,,, ist A,, bestimmt durch die Hedingung, dass die 
46 Hasispunkte eines Büschels von C&1-818~) auf einer Cs liegen. Der 
Punkt A,, zeichnet sich dadurch aus, dass durch die 43 Basispunkte eines 
Büschels von C&2-A,gr) ein Netz von C e  geht, u. S. W. Der zu 11 Schnitt- 
punkten A1-A,l einer C4 mit einer gegebenen C3 gehorige zwoifte Punkt  
A,, unterliegt der Bedingung, duss die 28 Basispunkte eines Blischels von 
CfA1? - A,2e) auf einer C q i e g e n .  
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Klcinere Mittheiliingen. 

XXII. Stereometrische Paradoxa. 

I m  41. Jahrgange dieser Zeitschrift S. 60 habe ich die Frage zu er- 
ledigen gesucht, wie man die drei reellen Wurzeln gewisser in  der Stereo- 
metrie auftretenden cubischen Gleichungen erkliiren kann und zwar auch 
dann, wenn zwei der Wurzeln zur ursprtinglichen geometrischen Aufgabe 
in keiner Beziehunp zu stehen scheinen. - Auf streng begrenzter ele- 
mentarer Lehrstufe wird man kaum anders verfahren konnen als ich angab. 
Aber, wenn man die Grenzen erweitert, wenn insbesondere das der Kugel 
innig verwandte zweischalige R O t a  t io  n s h y p e r b O 10 i d  zugelassen wird, auch 
gelegentlich p h p  s i  k a l i  s c  h e  Deutungen r icht  ausgeschlossen bleiben, su 
lassen sich die scheinbar paradoxen Anworten e r k l k e n ,  welche die Algebra 
zuweilen auf die stereometrische Fragestellung ertheilt, und man erkennt, 
welche Vollkommenheit dem analytischen Anzatz innewohrit. 

Bus den mannigfaltigen Aufgaben , welche das Gesagte bestiitigen, 
m6gen die nachstehenden hervorgehoben werden. 

1. D i e  HGhe x e i n e s  g e r a d e n  K r e i s k e g e l s  z u  b e s t i m m e n ,  
d e s s e n  M a n t e l l i n i e  s u n d  V o l u m e n  J v o r g e s c h r i e b e n  i s t .  

A u  f 16 s u n  g. Bezeichnet man den Grundfiachenradius durch r, so wird 

1) = - 9, 

Diese Aufgabe is t ,  soweit es sich um die Deutung der zwei p o s i  t iven 
Wurzeln handelt, oft behandelt worden. Man erkennt augenblicklich, dass 
zwei Kegel moglich sind, zwischen welchen ein Maximalvolurnen auftritt, 
welches letztere durch das vorgeschriebene J zunaehst nicht überschritten 
werden darf, wenn reelle Losungen gewtinscht werden. 

Aber die Gleichung 2) hat  noch eine dritte n e g a t i v e  Wureel, welche 
g r  6 s s e r  als s ausfallt. Diose LGsung ist meincs Wissens noch n i  e erklart 
worden, und es sei gleich von vornherein bemerkt, dass die vielleicht, nahe 
liegende Betrachtung des Doppelkegels auf absolut gleiche negative Volumina 
fiihrt, betrcffs der dritten Wurzel aber nicht dcn gcringsten Aufschluss 
giebt. Beachtet man überhaupt, dass r wegen x > s nach Gleichung 1) 
imaginar wird,  so ist  es j a  zweifellos, dass eine Erklarung jener Wurzel 
am ,,cigentlichenu Kegel ganz unmoglich iat. Aber eben die imaginsren 
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Grnndflkhenradien sind es ,  welche darauf hinweisen, dass man die Grund- 
flache in eine n e u e  Lage zu bringen hat. 

n: 
In der That ,  die Formel J =  r e x  stellt nicht allein ein Kegelvolumen, 

3 
eondern auch ein Drittel des s t a t i s c h e n  M o m e n t s  d e r  K r e i s s c h e i b e  
r2n a m  H e b e l a r m  x dar. Bei dieser allgemeineren Auffassung diirfen 
wir den Kreis derartig um seinen Mittelpunkt drehen, dass der Hebelarm x 
in die Ebene des Kreises zu liegen kommt; an Stelle der Mantollinie s t r i t t  
consequenter Weise die durch ihren Beriihrungspunkt und den freien End- 
punkt des Hebelarms x begrenxte Kreistangente. Nun wird 

und also entspricht die negative Wurzel der Gleichung 2) genau der positiven 
Wurzel von 2 a). Sollen die beiden negativen Wurxeln der Gleichung 2 a)  
erklart werden, so muss man die Kreisebene wieder senkrecht zum Hebel- 
arm stollen und der Strecke s die Bedeutung eincr Nantellinie beilegen. 
Nan bemerke auch, dass J in der Momentenaufgabe beliebig gross gegeben 
werden darf und weiter, dass in dem Auftreten negativer Hebelarme nichts 
Befremdliches liegt, denn man verlangt po s i  t i  ve Momente, obgleich die 
Scheibe nach der Umklappung negativ wird. 

Z a h l e n b e i s p i e l :  - 
s = i 7 ,  J = Z n .  

II. D i e  H o l i e  x e i n e r  s e h r  d i l n n e n  h o m o g e n e n  K u g e l s c h a l e  
z u  b e s t i m m e n ,  w e l c h e  i n  e i n e r  g e g e b e n e n  F l t i s s i g k e i t  
s c h w i m m e n d  m i t  i h r e m  R a n d e  g e n a u  b i s  a n  d e n  F l ü s s i g -  
k e i t s s p i e g e l  e i n s i n k t .  G e g e b e n  s e i  d e r  R a d i u s  a d e r  
K u g e l ,  d a s  G e w i c h t p  d e r  F l a c h e n e i n h e i t  d e r  S c h a l e  u n d  
d a s  G e w i c h t  q d e r  V o l u m e n e i n h e i t  d e r  F l t i s s i g k e i t .  

A u f l o s u n g .  Das Gewicht der Schale betragt G = Z a x x p ,  dasjenige 
cines Flüssigkeitssegments, welches von der Schale verdrangt wird, ist 

Ware G' u n v e r a n  d e r l i  c h vorgeschrieben , so wlirden der veranderten 
Bufgabe drei Werthe von x entsprechen, von welchen n u r  e i n e r  für das 
Segment passt, wahrend die anderen beiden ganz unverstandlich bleiben. - 
Modificirt man jedoch die Aufgabe, wie oben geschehen, so folgt wegen 
G = G' die Gleichung : 

3) 
1 

2 u p x  = -qx2(3u - x). 3 
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Hier scheidet sich zunachst die Wurzel x = O aus, welcher zwar ein 
positiver Sinn in physikalischer Hinsicht nicht beigelegt werden kann, die 
aber jedenfalls auch keinen Widerspruch i n  sich birgt. 

Die anderen beiden Wurzeln ergeben sich aus 

4) x2- 3ax + 6Aa = 0, 
P wobei A = - eine lineare Grosse vorstellt, und diese Gleichung besitzt 
4 3 

zwei r e e l l e  positive Wurzeln, falls I.  < - u. Da die grossere dieser Wurzeln 
- 8 

1 
den Werth 2 a  nicht tibersteigen darf,  so m6ge weiter )-a; hiernach 
lie@ A zwischen den engcn Grenzen: 

3 

1 
F ü r  A =-a erhiilt man speciell x, = a, X, = 2a ,  und hierin liegt die 

3 
unmittelbar einleuchtende Thatsache, dass, wenn die hohle Eialbkugel 
schwimmend bis zu ihrcm Rande cirtaucht,  die gleich ~ c h w e r e  andere Halb- 
kugel, auf erstere dicht aufgesetzt , eine hohle Vollkugel ergiebt, welche 
soweit einsinkt, dass sie vom Flüssigkeitsspiegel tangirt wird. Für 

3 3 
A =.-a erhalt man eine einzige Schale mit der Hohe x =,a. Pür  alle 8 2 
1 zwischen den angeftihrten Grenzen ergeben sich z w e i  v e r s  c h i e d e n e  
Schalen, n a s  physikalisch so zu erkliiren i s t ,  daw auf  die kleinere 
Schale stets eine entsprechende schwere Zone angefügt werden kann, ver- 
m6ge welcher die vergrosserte Schale wiederum bis zum Rande in die 
Flîissigkeit gedrückt wird.  

Z a h l e n b e i s p i e l :  
a = 5,4 C m ,  = 2grtqcm q = lsrlcncm , A = 2 ~ ~ .  

Wir haben hier das anscheinend paradoxe Auftreten der drei Wurzeln 
bei Beritimmung eines Kugelsegments durch eine sehr wesentliche Uodi- 
fication der cigentlichen Pundamentalaufgabe zu erklaren veisucht; indessen 
ist auch eine r e i n  g e o m e t r i s c h e  Erledigung der letzteren moglich und 
sol1 nun folgen. 

III. D i e  H 6 h e  x e i n e s  K u g e l s e g m e n t s  
d e r  R a d i u s  a d e r  K u g e l  u n d  d a s  
u i e n t s  v o r g e s c h r i e b e n  i s t .  

A u f  16s u ng. Bezeichnet man den Radius 
ments mit y, so wird: 

6 )  y2= x ( 2 a - x ) ,  

zu b e s t i m m e n ,  wenn  
V o l u m e n  J d e s  S e g -  

der Grundfliiche des Seg- 
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Die letzte Gleichung liefert, wenn J selbstverstëndlich kleiner als das 
Kugelvolumen vorgeschrieben wird, d r e  i r e  e l  1 e Werthe von x, von welchen 
einer grosser als der Kugeldurchmesser, ein anderer negativ ausfallt, so dass 
zunachst n u r  der dritte pracisen geometrischen Sinn behalt. 

Nau fasse jetat die Kugel als Rotationskorper auf und zwar entstanden 
vermoge Drehung eines Kreises, dessen Gleichung durch 6) gegeben ist. 
Diesem Kreis mage sich eine gleichseitige Hyperbel anschliessen mit der 
reellen Halbachso a ,  welche den Kreis mit ihren Scheiteln auf der X-Achse 
bertihrt und also 
durch die Gleich- 
ung : 

6 a )  y e = x ( x - 2 a )  

bestimmt wird 
( F i .  1). Denkt 
man sich endlich 
auch das zwei- 
schaligeRotations- 
hyperboloid durch 
Drehung der Hy- 
perbel um die X-  
Achse erzeugt, so 
haben wir mit der 
Rugel zusammen 
ein continuirliches 
Volumen, fiir 

welches s a m  m t - 
l icho Wurzeln der 
Gleichung 7)  er- 
kliirt wcrden konnen. 

Fig. 1. 

Das Volumen eines Hyperboloidsegments ist  durch die Formel 

gegeben, wobei die II6he x von dem augehorigen Scheitel aus gemessen 
wird; mithin gilt die frühere Gleichung 7) nicht blos fiir ein Kugelsegment, 
sondcrn ganz allgemein fiir cin S e g m e n t  d e s  g e s a m m t e n  i n  B e t r a c h t  
s t e h e n d e n  c o n t i n u i r l i c h e n  V o l u m e n s ,  wenn fCir das vom Scheitel 
(Coordinatenanfang) O aus zu messende x p O s i t i v e  wie n e g a t i v e  Werthe 
zugelassen werden. - Man wolle hierbei beachten, daus, wenn auch die 
Grundflëchenradien der Segmente, das heisst die Ordinaten y beim Ueber- 
tritt von der Kugel in das Hyperboloid, also beurtheilt nach Gleichung 6), 
imaginar werden, immer noch die das Volumen erzeugenden Querschnitte, 
namlich die Parallelkreise y2 m, r e e l l  bleiben. 

Zeitsclirift f. Mstliemütik u Physik. 41. Jahrg. 1886. 6. Heft. 22 
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Wir finden demgemass: Ftir die kleinere positive Wurzel ein bestimmtes 
Kugelsegment J; für  die negative Wurzel ein gleich grosses Hyperboloid- 
segment; für die grossere positive Wurzel ein zusammengcsetztes Yolurnen, 
bestehend aus der positiven Vollkugel und dem sich rechts anschmiegendeu 
Hyperboloidsegment. Letzteres erlangt einen n e g a t  i v e n  Werth und ver- 
mindert das Kugelvolumen, so dass abermals der Werth J erreicht wird. - 
F ü r  x = 2 a  erlangt das Volumen seinen M a x i m  a l w e r t h ,  es wird zur 
Voilkugcl; fur  x > 2 a  nimmt es wieder ab,  erlangt für z = 3 a  zum 

zweiten Mal den 
Flg. 2. 

1 Werth Ku11 und 

I geht daun iua 
i Y Negative über. 
1 Z a h l e n b e i -  
I s p i e l :  
I 

a = 7, 
J = 324 n. 

x3-21 x2+972=0; 

- J -  - X X I =  9 ,  

x 2 = -  6 ,  
z,= 18. 

IV.Die  H6he 
22 e i n e s  g e -  

l r a d e n  K r e i s -  
l 

I c y l i n d e r s  
I z u  b e s t i m m e n ,  
1 

I 
w e n n  dessen  
V o l u m e n  J, s o -  

w i e  d e r  R a d i u s  a d e r  u m s c h r i e b e n e n  K u g e l  g e g e b e n  ist.  
A u f l o s u n g .  Bezeichnet man don Radius dcr Grundflache des Cylinders 

mit y, so wird: 

8) ye = ae - $2, 

9) J = 2 m z ( a 2  - zZ), 
E s  ist unmittelbar einleuchtend, dass zwei Cylinder in  der Kugol vor- 

handen sind, falls J ein gewisses Maximalvolumen , welches zwischen den 
genannten Cylindern erreicht wird,  nicht übertrifft. Diesen Cylindern eut- 
sprechcn jene beiden positiven Wurzeln der Gleichung 9), welche kleiner 
als a ausfallen. Die dritte Wurzel, welche g r 6  a s e r  a l s  n und n e g a t i v  
wird, Ikisst sich wieder durch das der Kiigel angeschriebene zweischitlige 
Hypcrboloid erkl%rcn, welches durch Rotation dor gleichsoitigen Hyperbel 

8 a) x2 - a2 
um die X-Achse, welche zugleich Cylinderachse sein moge, entsteht (Fig. 2). 
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Das Volumen des dem Hyperboloid oingoschriebenen Cylindcrs wird 
durch die Formel 

9 a) J'= 27~ x (x2 - ae) 

dargcstcllt, und die positive Wurzel jener Gleichung entspricht genau der 
negativen von 9). Die in die Schalen des Hyperboloids eintretenden Cylinder- 
grundflPchen sind n e g a t i v ;  ihre Radien - jedoch nur nach Gleichung 8) 
beurtbcilt - werden i m a g i n a r .  F ü r  den aus der Kugel heraustretenden 
Cglinder kann J beliebig gross vorgeschrieben werden, er ist  i m m e r  vor- 
hauden, und da 

Fig. 3. 
J positiv gedacht 
wird, so gehoren 

1 

1 

zu den negativen I ;Y 
Grundflgchen 

nothwendig nega- I 

tive H6hen. 
Z a h l e n b e i -  

spiel :  
- > I ! 1 :  

a = f 7 ,  
. . - - . - . - - - . - - - X 0 - , - . - - - . - . - - - - . - . - . - 

J =  12% 
x B - 7 x +  6 = 0 ;  ;+ p - 4  

xl= 1,  x- -3 
x , = 2 ,  1 

x3 = - 3. ! 
1 

Sol1 statt  des 1 

Cylinders ein g e -  ! 
! 

r a d c r  K r e i s -  ! 
k e g e l  mit be- 

1 

stimmtem Volumen in eine gegebene Kugel eingeschrieben werden, so sind 
nesentliüh neue Betrachtungen nicht erforderlich. Nur sei darauf auf- 
merksnrn gemacht, dass hier,  falls J p o  s i t i v  sein sol1 , nur e i n  e der 
beiden Schalen des Hyperboloids gebraucht wird, namlich diejenige, welche 
die negative X-Achse enthkilt und deren Scheitel also mit der Kegelspitze 
zusammenf~llt (Fig. 3). Bezeichnet a den Kugelradius, x die Kegelhohe, 
so ist 

10) 
n 

J =  s 2 ( 2 a - x ) .  
3 

Z a h l e n b e i s p i e l :  
a = 7 ,  J = 9 6 n .  

x3 - 14x2 + 288 = O ;  

Chemni tz .  Dr. W. HEYXANN. 
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XXIII. Eine neue Ablei tung der  harmonischen Eigenschaften 
des  Vierecks. 

I n  seinem Lchrbuch der niederen Suharik dcfinirt G u de  r m  a n  n als 
parallele Hauptbogen einer Kugel zwei begrenzte Hauptbogen, die sich 
auf entgegengesetzten Seiten eines dritten Hauptbogenv befinden und dereu 
vier Endpunkte von diesem Hauptbogen gleichen Abstand haben; das 
spharische Parallelogramm wird sodann definirt als ein Kugelviereck, dessen 
jede zwei Gegenseiten parallel sind. 

Uiese Definition ist sehr gekünstelt; ich halte es für  zweckmiisaiger, 
den Regriff paralleler Linien auf gerade Linien zu beschranken. 

Die Definition des sphzrischen Parallelogramms in dem Lehrbuch der 
elementaren Sphiirik von S c h  u l  z lautet: ,,Das spharische Parallelogramm 
ist dasjenige Viereck, welches zwiscben zwei Paer  Gegenkreisen liegt - 
oder: dessen Ecken Durchschnittspunkte zweier Gegenkreise mit zwei 
anderen Gegenkreisen sind, ohne dass das Viereck i n  einem dieser Kreise 
liegtnu 

Lasst man den Begriff ,parallele HauptbogenU fallen, so empfiehlt 
es sich, auch den Namen ,spharisches Parallelogrammu fallen zu lassen 
und die oben als solche definirte Figur mit dem Nainen ,Kugelrauteu zu 
bezeichnen. 

Eine einfache Definition der Kugelraute is t  folgende: 
, K u g e l r a u t e  h e i s s t  e i n  s p h a r i s c h e s  V i e r e c k ,  d e s s e n  E c k e n  

d i e  E n d p u n k t e  z w e i e r  s i c h  g e g e n s e i t i g  h a l b i r e n d e r  H a u p t -  
b o g e n  s i n  d.' Diese sich halbirenden Hauptbogen sind die Diagonalen der 
Raute; ihr Schnittpunkt der Diagonalschnitt derselben. 

Bus der Congruenz der sich am Diagonalschnitt gegenüber liegenden 
Dreiecke folgt dann sofort die Gleichheit der gegenüber liegenden Sciten; 
hieraus ferner die Congruenz der heiden Dreiecke, in die die Raute diirch 
eine Diagonale zerlegt wird, und hieraus die Gleichheit der gegentiber 
liegenden Winkel der Raute. 

Verlgngert man ein Paar  gegentiber liegender Seiten einer Kugel- 
raute, so entsteht ein sphiirisches Zweieck. Wir wollen als Mittelpunkt 
eines Zweiecks die Mitte der Wiukelhalbireuden desselben bezeichnen. Dann 
gilt für  das sphbrische Zweieck der Satz: 

,Jeder durch den Nittelpunkt des Zweiecks gelegte Hauptkreis zer- 
legt denselben in zwei congruente Theile, woraus folgt,  dass der Mittel- 
punkt des Zweiecks die Mitte aller durch ihn gelegten, ron  den Seiten 
des Zweiecks begrenzten Hauptbogen isLY 

1st also in Figur 1 DC= CE,  F C =  CG,  so k t  F D G E  eine Kugel- 
raute. Durch Verliingerung des gegenüber liegenden Seitenpeares F D  und 
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EG erhalt man das Zweieck F A E B ,  dcssen Mittelpunkt, wie leicht nach- 
zuweisen, C ist. Ebenso ist C der Mittelpunkt des durch Verlangerung 
von DG und FE entstandenen Zweiecks, dessen in der Figur sichtbarer 
Thoil D G H F  ist. 

Es ist also der Schnittpunkt der Diagonalen der Raute gemeinsamer 
Mittelpunkt der beiden Kugelzweiecke. Wir wollen ihn deshalb als Mittel- 
punkt der Raute bezeichnen. 

Daraus folgt weiter : 
,Der  M i t t e l p u n k t  d e r  R a u t e  i s t  d i e  M i t t e  a l l e r  d u r c h  i h n  

g e l e g t e p ,  v o n  e i n e m  P a a r  G e g e n s e i t e n  o d e r  d e r e n  V e r l S n g o r -  
ungen  b e g r e n z t e n  I I a u p t b o g e n . '  

Es lassen sich ferner leicht folgende Satze beweisen: 
1. Haben zwei Kugelzweiecke den 

hlittelpunkt gemeinsam, so is t  der ihnen Fiu. 1. 

gemeinsame Theil der Kugelfliiche eine 
Kugdraute. 

2. Die Ecken aller Kugelzweiecke, 
welche den Mittelpunkt gemeinsam haben, 
liegen auf einem Hauptkreise, demjenigen, 
dessen Pol jener Mittelpunkt ist. 

3. Für  alle Kugelrauten mit dem- 
selben Mittelpunkt liegen die Dorch- 
schnitte je zweier Gegenseiten auf dem 
Hauptkreise , welcfier jenen Nittelpunkt 
zum Pol hat. 

Pühren wir nun flir die Schnittpunkte der Gegenseiten einer Kugelraute 
die Bezeichuung ,, Spitzen 
der Rauteu, fiir den Haupt- 
kreis, der durch die Spitzen 
gelegt ist, die Bezeichnung 
,Spitzenlinieu ein, so ist d e r  
M i t t e l p u n k t  d e r  R a u t e  
d e r  P o l  z u r  S p i t z e n -  
l in ie .  

Wir legen nun (Fig. 2) 
durch C einen beliebigen 
Hauptkreis, der das eine 
Paar von Gegenseiten in L 
und Ml das andere in N 
und Q ,  und die Spitzenlinie 
in P schneidet. Die Ebene 
dieses Hauptkreises wird 
durch Bigur 3 dargestellt. 

E'ig 8. 

A 
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Am Kugelmittelpunkt bildet OC gegen o p  einen rechten Winkel; da 
LC = C N ,  so bilden o L und O M gegen O C  gleicho Winkel, und de ferner 
NC= CQ', wo Q' der Gegenpunkt von Q ,  so bilden auch O & '  und ON 
gegeu O C ,  sowie, wie sich aus der Pigur ergiebt, O N  und O Q gegen OP . - 

gleiche Winkel. Fig. 3. 

L 

Bus dieser Figur schopfen wir die Definition harmonischer und in- 
volutorischer Elemente: 

, U n t e r  v i e r  h a r m o n i s c h e n  H a u p t s t r a h l e n  ver t l t ehen  
w i r  z w e i  S t r a h l e n p a a r e  e i n e s  B i i s c h e l s ,  d e r o n  e i n o s  e in  
s e n k r e c h t e s  i s t ,  d e r e n  a n d e r e s  g e g e n  e i n e n  S t r a h l  d e s  
s e n k r e c h t e n  P a a r e s  (r t lso a u c h  g e g e n  d e n  a n d e r e n )  
g l e i c h e  W i n k e l  b i lde t . '  

, V i e r  P u n k t e  e i n e r  G e r a d e n  o d e r  v i e r  S t r a h l e n  
e i n e s  S t r a h l b ü s c h e l s  h e i s s e n  h a r m o n i s c h e  P u n k t e  o d e r  
S t r a h l e n ,  w e n n  a i e  z u  v i e r  h a r m o n i s c h e n  H a u p t -  
s t r a h l e n  p r o j e c t i v i s c h  s ind. '"  

-- 
* Um einem etw-aigen Bedenken gegen diese Definition der hamonisclien 

lTlement,e, die in einer eehr berleutenden Anzahl von Fillen, hesonders auch in 
der Theorie der Kegelsçhnitte, harmonische Elemente auf Grund der Definition 
sofort als solche erkennen Iasst, vorznbeugen, bemerke ich hier, dass die har- 
monische Theilung oder Trennung und die projectivische Geometrie zwei un- 
abhangig von einander besteheude Lehren sind, woran die künst liche Verbindung 
bcider zur Ableitimg der Grundlagen der Geometrie der Lage einen Zwcifel auf- 
kommen lasven konnte. Die harmonischen Elemente sind auçh hier definirt durch 
eine gewisse Lage: die Lage ist aber durch die Bezieliung der winkel mit einem 
bestimmten Maass verkniipft. 

Jn der projectivischen Gcometrie sehe ich die Lehre von den Eigen- 
schaften der projectirisclien Figuren, Oder genauer: die Lehre von den Eigen- 
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O r d n e t  m a n  d i e  S t r a h l e n  e i n e s  S t r a h l b n s c h e l s  d e r a r t  z u  
P a a r e n ,  d a s s  j e d e s  P a a r  a u s  d e n  z u  e i n e m  f e s t e n  P a a r  h a r -  
m o n i s c h e n  S t r a h l e n  b e s t e h t ,  s o  n e n n t  m a n  j e d e s  d e r a r t i g e  
S t r a h l e n p a a r  e i n  P a a r  e i n e r  h y p e r b o l i s c h e n  I n v o l u t i o n  i n n e r -  
ha lb  d e s  Btischels .  

E i n  a u s g e z e i c h n e t e r  . S t r a h l b t i s c h e l  i n  h y p e r b o l i s c h e r  I n -  
vo lu t ion  i s t  e i n  s o l c h e r ,  b e i  w e l c h e m  d i e  S t r a h l e n  d e s  f e s t e n  
Paares  zu e i n a n d e r  s e n k r e c h t  s t e h e n .  B e i  d i e s e m  b i l d e t  j e d e s  
P a a r  d e r  I n v o l u t i o n  mit.  d e m  f e s t e n  P a a r e  e i n  S y s t e m  h a r -  
monischer  I I a u p t s t r a h l e n ,  e s  b i l d e n  a l s o  d i e  S t r a h l e n  e i n e s  
jeden P a a r e s  g l e i c h e  W i n k e l  g e g e n  d e n  e i n e n  S t r a h l  d e s  
fes ten  P a a r e s ,  u n d  e b e n s o  a u c h  g e g e n  d e n  a n d e r e n .  

H i e r a u s  g e h t  h e r v o r ,  d a s s ,  w e n n  v o n  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e n  
S t r a h l b ü s c h e l n  d i e  S t r a h l e n  d e s  e i n e n  i n v o l u t o r i s c h  g e p a a r t  
s ind ,  a i i c h  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  S t r a h l e n  d e s  a n d e r e n  i n n e r h a l b  
d e s s e l b e n  i n v o l u t o r i s c h  g e p s a r t  s e i n  mt i ssen .  

W i r d  f e r n e r  e i n  i n v o l u t o r i s c h e r  S t r a h l b b s c h e l  v o n  e i n e r  
Goraden g e s c h n i t t e n ,  s o  n e n n t  m a n  d i e  D u r c h s c h n i t t s p u n k t o  
e ines  S t r a h l e n p a a r e s  d e r  I n v o l n t i o n  m i t  d i e s e r  G e r a d e n  e i n  
P u n k t p a a r  e i n e r  I n v o l u t i o n  a u f  d i e s e r  Geraden .*  

Wir kehren nun zur Kugelraute zurück und projiciren die ganze 
Figur vom Kugelmittelpunkt O aus auf eine beliebige Ebene. Denn pro- 
jiciren sich sammtliche Iiauptkreise als Gerade, die Ecken der Raute als 

schaften, welche Figuren zukommen, insofern aie projectivisch sind. Diese Lehre 
habe ich in einem besonderen Schriftchen als ein in sich abgescblossenes Eapitel 
darzustellen versucht. 

Zur Begriindung dieser Lehre lksst sich, wenn wir die Geometrie der Lage 
nicht in iinsere Erorterung ziehen, der Satz von der Gleichhcit entsprcchendcr 
Doppelverldtniuse nicht entbehren; der Specialfall, wo dieses DoppelverhiLltniss 
den Werth - 1 annimmt, ist bei der Hehanrilnng der Projectivitiit ebenso wenig 
erforderlich, als der Specialfall, wo das Verhiiltniss entsprechender Seiten der 
Einheit gleich ist, bei der Uehandlung der Lehre von der Aehnlichkeit der 
Figurcn. 

* Eine elliptische Involution innerhalb eines Strahlbüschels wird in analoger 
n'cise definirt : 

,,Orduet man die Strahlen eines Strahlbüschels in der Weise zu 
Paaren, dass jedem Strahl der zu ilim senkrechte conjugirt ist, be- 
zeichnet sodann auf irgend einer den Btrahlbüschel schneidenden Ge- 
raden die Schnittpunkte je zweier conjugirter Strahlen als conjugirte 
Punkte, so nennen wir je zwei conjugirte Punktc dcr Geraden ein Paar 
einer elliptischen Involution auf dieser Geraden." 

Diese Bennenung wird sodann übertragen auf die entsprechenden Elemente 
in allen zu diever Geraden projectivischen Strahlbiischeln und Geraden. 

Uebrigens ~cheint  mir die Bezeichnung der Jnvolution als ,,hyperbolischetL 
und ,,elliptiecheu nicht glüüklich gewahlt. 
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Ecken eines Vierecks, die Spitzen der Raute als die Diirchsclinitte zweier 
Gegenseiten des Vierecks, die wir entsprechend als Spitzen des Vierecks 
bezeichnen u. S. W. Bencnnen wir mit c ,  b ,  e ,  f ,  . . . die Projectionen von 
C, D, E, P, . . ., so wird c der Diagonalschnitt des Vierecks b g e f ,  
a $  seine Spitzenlinie. oc ist die Normale zur Ebene A o E ,  also bildet 
O C  einen rechten Winkel gegen jede von O nach eioem Punkte von AH 
oder aE) gezogene Gerade; legt man somit durch O C irgend eine projicirende 
Ebene, so bildet deren Durchschnitt mit Ao E stets mit O C  ein senkrechtes 
Strahlenpaar. Ferner bildet in dieser Ebene O C  gegen OL und O N  
gieiche Winkel, also sind dicse vier Strahlen zwei Paare harmonischer 

Hauptstrahlen und ihre Durclisclinitte mit der Ebene der Projection, c ,  p i  
1, ln, vier hzrmonische Punkte. Daraus ergeben sich nnter Berücksichtigung, 
dass jedes Viereck sich mit dcm durch Projection der Kugelraute ent- 
standenen projectivisch legen lasst, die Satze: 

1. ,,Der D u r c h s c h n i t t  d e r  D i a g o n a l e n  e i n e s  V i e r e c k s  b i l d e t  
m i t  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  d e r  S p i t z e n l i n i e  d a s  c i n e  
P a a r ,  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  h i n d u r c h  g e l e g t e n  G e r a d e n  
m i t  e i n e m  P a a r  G e g e n s e i t e n  d a s  a n d e r e  P a a r  h a r -  
m o n i s c h e r  P u n k t e . '  

Z u s a t  z. Auf jeder durch den Diagonalschnitt eines Vierecks 
gehenden Geraden bilden die Schnittpunkte mit jedem Paar Gegen- 
seiten des Vierecks ein Punktpaar einer hyperbolischen Involution, 
dcren Doppelpunkte der Diagonalschnitt und der Durchschnitt jener 
Geraden mit der Spitzenlinie sind. 

8. , I n  e i n e m  V i e r e c k  i s t  j e d e s  P a a r  G e g e n s e i t e n  d a s  e i n e  
P a a r  h a r m o n i s c h e r  S t r a h l e n ,  d e r e n  a n d e r e s  P a a r  d i e v e r -  
b i n d u n g s l i n i e  i h r e s  S c h n i t t p u n k t e s  m i t  d e m  D j a g o n a l -  
p u n k t e  u n d  d i e  S p i t z e n l i n i e  i s t u  (da die vier Geraden durch 
vier harmonische Punkte gelegt sind). 

3 . , D i e  D i a g o n a l e n  e i n e s  V i e r e c k s  s i n d  e i n  P a a r  con. 
j u g i r t e r  h a r m o n i s c h e r  S t r a h l e n ,  d e r e n  a n d e r e s  P a a r  
d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e s  D i a g o n a l p u n k t e s  m i t  d e n  
S p i t z e n  d e s s e l b e n  Sind. '  

R r e u z n a c h .  Dr. AUGUST WILEELM VELTGN. 
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Die Grassmann'sche Ausdehnungslehre. 

Ein Bei t rag  
X U i  

Geschichte der  Mathematik in den  letzten fünfzig Jahren .  

Von 

Dr. V. SCJILEGEL . 
Profcsuor an dor Gcwerbeschule in Hagen 

Im Jahre 1844 erschien im Verlage von O t t  O W i g a n  d in Leipzig das 
Werk eines Stettiner Realschullehrers B e r  m a n u  G r a s s  m a n n ,  ein 280 Seiten 
starker Rand, mit dem Titel: ,,Die l i n e a l e  A u s d e h n u n g s l e h r e ,  ein 
neuer Zweig der Mathematik, dargestellt und durch Anwendungen auf die 
übrigen Zweige der Mathematik, wie auch auf die Statik, Mechanik, die 
Lehre vom Magnetismus und die Krystallonomie erltiutert." Eine kurzo 
orientirende Uebersicht Uber das Wesen und die Hauptbegriffe der Aus- 
dehnungalehre folgte ein Jahr  spXt,er in Grunert's Archiv. Nach weiteren 
zwei Jshren wies der Verfasser in einer von der Jablonowsky'schen Ge- 
~ellschaft gekronten Preisschrift nach, dass seine neue Disciplin nichts 
Geringeres sei, als die Verwirklichung der schon von L e i  b n i  z geforderten 
und in ihrer ausserordentlichen Bedeutung fur die Geometrie vollstandig 
gewürdigten ,,geometrischen Analysisu. Gleichzeitig gab er weitere An- 
wendungen derselben auf Geometrie und Mechanik. Sodann legte G r a s s  - 
mann im Laufe der ersten zw6lf Jahre nach dern Erscheinen des Haupt- 
werkes in einer ganeen Reihe von Abhandlungen irn Crelle'schen Journale 
wichtige neue Entdeckungen im Gebiete der Curven- und Plhchentheorie 
nieder, die er lediglicli seiner Analysis verdankte, darunter besonders die 
sp5ter nach ihm benannten Erzeugungsweisen der algebraischen Curven und 
Flachen. I m  Jahre 1862 erschien bei Adolf Enslin in  Berlin der durch einen 
Doppeltitel des Werkes von 1844 bereits in Aussicht gestellte zweite Band: 
,LI i e  A u s d e h n  u n g s l e h r e ,  vollstiindig u n 8  in strenger Form bearbeitet.u 
Dieser Band vereinigte den nach euklidischcr Mothode umgearbeiteten Inhalt 
des ersten, in mehr philosophischer Darstellung gehaltenen Theiles m i t  
einer Fortsetzung der Theorie, durch welche, kurz gesproclien , die Analysis 
der drehenden Bewegungen derjenigen der Verschiebungen hinzugefiigt 
wiirde. - Trotz alledem blieb das Hauptwerk von 1844 nahezu ein Viertel- 

Ilist -lit Abth. d %eitechr.f Math.u.Phys. 41. Jahrg. 1896. 1.Ileft. 1 
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jahrhundert lang vol ls thdiç  unverstanden und unbeachtet, ebenso alles 
Uebrige, was G r a s  s m a n n  zu seincr Erlëuterung oder Erweiterung ge- 
schrieben hatte, mit alleiniger Ausnahme der oben genannten Erzeugungs- 
weisen von Curven und Flacheu, die von der Wissenschaft adoptirt wurden, 
jedoch ohne dass Jemand sich die Mühe genommen hatte, in die Methode 
einziidringen, welche diese schonen Resiiltate geliefert hatte. Des mini- 
malen Absatzes wegen hatte der Verleger das Werk von 1844 endlich ein- 
stampfen lassen. G r  a s  s m  a n n  selbst hatte sich, da der Erfolg des zweiten 
Thcils wom6glich noch geringer war als der des ersten, von der methematischen 
Arbeit giinzlicb zurückgezogen und in Sanskritstiidien ein Feld gefunden, 
auf welchem ihm rücbhaltlose Anerkennung zu Theil wurde. Die Aus- 
dehnungslehre war verschollen und vergessen. Da t rat  Ende der sechziger 
Jahre der nmschwung ein, welchen G r a s s m a n n ,  ilbcrzeugt von der 
Lebenskraft seines Werkes, am Schluss der Vorrede des zweiten Theils 
vorher gesagt hatte. Auf dem antiquarischen Büchermarkte erschien der 
erste und bald darauf auch der vergriffene zweite Theil mit rasch in die Hohe 
gehenden Preisen. Kurz nach G r  a s s m a n n 's Tode (1 878) erschien aucli 
ein Nendruck des Werkes von 1844 ,  zu welchem er  selbst noch die fTor- 
rede hatte schreiben konnen. Und heute liegt dasselbe Werk vor uns, 
vereint mit der obengenannten Preisschrift, als erster Band eineï von der 
ktinigl. S ~ C ~ S .  Gesellschaft der Wissenschaften veranstalteten Gesammtausgabe 
von G r  a s  s m  a un ' s  mathematischen und physikalischeu Werken, veroffent- 
licht im B. G. T e u b n e r ' s e h e n  Verlage im Jahre 1894 zum 50jlihrigen 
Jiibil!ium seines ersten Erseheinens. Dies sind in kurzen Ziigen die Ge- 
schicke des Lebenswerkes eines deutschen Gelehrten, dessen Name, weiin 
auch spat ,  und nicht ohne wesentliclie Mitwirkung des Buslandes, endlich 
die ihm gebührende Stelle neben denen der ersten mathematisehen Grossen 
seines Jahrhunderts gefunden hat. 

Die Entwiekelung und Ausbreitung der Ausdehnuugslehre in den letzten 
25 Jahren hat nur wenige Zweige der Mathematik unberührt gelassen, bei 
mehreren derselben hat sie sich als machtiger Hebel der Forschung er- 
wiesen und uaeh verschiedenen Richtungen hin anregend und befruchtend 
gewirkt. Dagegen sind alle diese Arbeiten und Bestreburigen, in Er- 
mangelung eines Sarnmclplatzcs, wie ilin die Schulen anderer bahnbrechender 
Forscher in einzelnen Zeitsehriften oder an einzelnen Eochschulen zu be- 
sitzen pfiegen, rlumlich ungemein zerstreut. Es dürfte daher eine zu- 
sarnmenfassende und orientirende Uebersicht tiber die Entwickelung und 
Ausbreitiing der Ausdehn~ingslehre, wie die folgenden Zeilen sie au bieten 
suchen, gerade jetzt, wo die Jubilaums -Ausgabe von G r  a s  s m a n n l s  Lebens- 
werk dasselbe auch den ferner stehenden Mathematikern wieder vor Augen 
rückt,  in weiteren Kreisen willkommen sein. 

Der Schreiber dieser Zeilen, einst jiingerer Freund und kurze Zeit 
Amtsgenosse des damals schon gealterteu und seineni eignen Werke ent- 
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fremdeten H. G r  a s sm a n n ,  hat  , i n  iester Ueberxeugung von der hohen 
Bedeutung, welche dieses Werk noch auf lange Zeit hinaus für die Ent- 
nickelung der mathematischen Wissenschaft haben würde, seit 26 Jahren 
einen grossen Theil seiner wissenschaftlichen Nebenarbeit diesem Werke 
zugewendet, dasselbe dem Verstandnisse zuganglicher zu machen und die 
demselben sich widmenden Kriifte zu sammeln und zu einander in Be- 
ziehung zu setzen gesucht. E r  ist daher, vielleicht mehr als Andere, in  
der Lage gewesen , mit dem Entwickelungsprocesse des G r  a s  s m a n  n - 
schen Werkes in bestandiger Fühlung zu bleiben, und ftir den fehlenden 
Sammelpunkt der dasselbe betreffenden Bestrebungen wenigstens so lange 
einen bescheidenen Ersatz zu leisten , bis G r  a s  s m a n  n n's Werk ails eigener 
Kraft seinen Eroberungszug durch das Ausland vollenden und im Glanze 
dieser Erfolge auch in Deutschland allgenieinere Anfmerksamkeit neben den 
Leistungen anderer mathematischer Schulen sich erringen konnte. So hofft 
er, dem Leüer ans einem ungemein reichhaltigen, wenn auch nicht lticken- 
losen Materiale, so weit es der Raum gestattet,  wenigstens die charakter- 
istischen Züge der Geschichte der Ausdehnungslehre und ihres Zusammen- 
hanies mit anderen Zweigen der Mathematik zu bieten. Andererseits ge- 
denkt e r ,  bei dieser Gelegenheit zu den die Jubiliiums - Ansgabe einleitenden 
Vorbemerkungen des dem G r  a s  s m a n  n'schen Werke im Wesentlichen fern 
stehenden Herrn Herausgebers manche ihm nothwendig scheinende Er -  
ganzungen zu liefern. Er  unterzieht sich dieser Aufgabe um so lieber, da 
in der gegenwartigen Gesammfausgabe von G r  a s  s m a n n's mathematischen 
und physikalischen Schriften nur das dem letzten Bande hinzuzufligende 
Literaturverzeichniss ihm Gelegenheit bieten wird, seine Mitarbeit an dieser 
Ausgabe, die seinen und vieler anderer Fachgenossen langst gehegten Wunsch 
erftillt, zu bethatigen. 

Die A u  s d e h n  11 n g s 1 e h r  e ist ein conscquent ausgebildetee System 
von Rechnungsoperationen, welches allen auf Geometrie und Mechanik be- 
ztiglichen Untersuchungen die einfachste, weil naturgemksse analytische 
Grundlage liefert. - Die a n e l y t i s c h e  G e o m e t r i o  tragt durch die 
Coordinaten ein dem eigentlichen Gegenstande der Untersuchung ganzlich 
fremdev Element in dieselbe hinein. Ihre Methode macht Umwege, ver- 
licrt die Fühlung mit dom Problcme und ltisst seine L6sung immer nur  
wie darch einen Schleier erkennen. Die mit der Complicirtheit des Cegen- 
standes sich unverhiiltnissm~ssig steigernde Weitschweifigkeit und Ver- 
wickelung ihrer Rechnungen und Formeln u6thigt zur Aufsteliung immer 
neuer Coordinatensy~teme , die bestimmt sind , speciellen Problemen sich 
moglichst anzuschmiegen , und zur Erfindung immer neuer Symbole der 
Abkürxung , woduroh die ganze ursprünglich einheitliche und consequente 
Ncthode in ihrer Ausbildnng der Planlosigkcit verfallen ist. - Die sy n -  
t h e t i s c h e  G e o m e t r i e  (im Sinne S t e i n e r ' s )  ist von diesen Mangeln frai; 
aber sie entaussert sich mit der Rechnung des machtigsten und bequemsten 
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Werkzeuges der Untersuchung, von welchem F. E l e  i n  in seinen ,Ver- 
gleichenden Betrachtungen Iiber neuere geometrische Forschungenu so treffend 
sagt ,  dass ein gut  angelegter Formalismus der Weiterforschung den nicht 
zu unterschatzenden Vortheil leistet, dass er gewissermassen dem Gedanken 
vorauseilt. Die Arbeitslast, welche sie dem Verotande abnimmt, bürdet sie 
der vie1 schwlcheren und beschrtinkteren Anschauung auf; an die Stelle der 
bequemen Formelsprache setzt sie die schwerfiillige Wortsprache. Darum 
ist die Zahl ihrer Anhiinger auch immer nur eine beschrankte gewesen, 
und ihr Werth wird voraussichtlich mit der Zeit mehr und mehr zu einem 
propiideutischen werden. - Die A u s d e h n u n g s l e h r e  operirt ,  wie die 
synthetische Geometrie, direct mit den geometrischen Gebilden, unterwirft 
dieselben aber den ihr eigenen Rechnungsoperationen. Sie legt die ein- 
faühsten Reziehnngen der Gebilde zu einander rechnerisch €est und leitet 
vermittelst gesetzm&ssiger Umformungen systematisch, sicher und auf 
ktirzestem Wege zu neuen Beziehungen, d a ,  wo andere Methoden ermIidende 
Umwege machen Oder die Vermeidung derselben durch ktinstliche Gedanken- 
combinationen erstreben mtissen. Dabei bedeutet jeder Schritt der Rech- 
nung eine sofort verstandliche geometrische Transformation, und der un- 
erschapfliche Reichthum der moglichcn Umformungen bildet aine ebenso 
unerschtipfliche Quelle neuer Satze. Die Ausdehnungslehre charakterisirt 
sich hiernach als eine zur systematischen Auffindung geometrischer Wahr- 
heiten geeigncte directe Methodc, welche als sichere Führerin in der un- 
endlichen F W e  der raumlichen Gebilde und ihrer Beziehungen zu einander 
das System und die Zusammenhënge klarlegt. Doch ist ihre Bedeutung 
hiermit bei Weitem nicht erschopft. Die in  die Rechnungen eingeführten 
Elemente konnen von vornherein in allgemeiner Bedeutung aufgefasst und 
nachtriiglich sammt den erzielten Resultaten in  verschiedenem Sinne ge- 
deutet werden. So konnen z. B. dieselben Formeln Siitze der Geometrie und 
der Mechanik oder Stitzo der Linien- und der Kugelgeometrie ausdrlicken. 
Ebenso k6nnen ihre Operationen und Methoden auf Rtiume mit beliebiger 
Dimensionenzahl ausgedehnt werden und sind sogar ursprünglich von G r  a s  s - 
m a n u  Iibcrhoupt i n  dieser grossten Allgemeinheit entmickelt wordcn. In 
diesem umfangreichen und wohlgeordneten abstracten Systeme finden aber 
auch alle analytischen Hilfsmittel der Geometrie ihre besondere Stellung 
und gclangen in diesem Zusammenhange zu einer wesentlich vervollkomm- 
neten und vereinfachten Darstellung. Dies gilt insbesondere von der Theorie 
der Determinanten, der ganzen sogenannten neueren Algebre und der Theorie 
der analytischen Functionen. Auch verschiedene Zweige der angewandten 
Mathematik haben Nutzen aus diesen Methoden gezogen. - Die Grundlage 
für alle diese Reformen bilden zwei von G r a s s m a n n  als ,,tiussereu 
und ,innereU Multiplication der Elemente bezeichnete Operationen, jene 
mit dem Grundgesetz (e, e,) = - (ez cl) ,  woraus sogleich (e, el) = O folgt, 
diese mit den Grundgeretoen (e, 1 e,) = 0: (el 1 e,) = 1. Aus diesen unscliein- 
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baren Anringen entwickelt sich ein ungeahnter Reichthum methodischer 
Hilfsmittel, der Seitens der G r  a s  s m a n  n'schen Schule noch manche Er -  
weiterungen erfahren ha t ,  dessen ganze Tragweite wir aber auch heut 
noch nicht iibersehen ktinnen, wie denn auch noch grtissere Abschnitte der 
abstracten G r  a s  s m a n n'schen Theorie der Specialisirung und Fruchtbar- 
machung harren. E s  mag hier sogleich bemerkt werden, dass die An- 
wcndung àer  Aiisdchnungslehre sich auf die Theorie dcrjcnigen Trans- 
formationsgruppen (im Sinne von L i e )  beschrankt, welche sich mit der 
Geometrie im gewohnlichen Sinne, einschliesslich der mehrdimensionalen 
und nicht euklidischen , dcckcn. Die Werthschtitzung der Aiisdehniingslohre 
bezüglich ihrer Tragweite wird sich also nach der Bedeutung richten, welche 
man dieser gewohnlichen Geometrie und Mechanik im Vergleich mit deu zu 
anderen Transformationsgruppcn gehorigen Geometrien bezw. Invarianten- 
theorien beilegt. I n  dieser Hinsicht sagt S t u d y l  sehr richtig: ,,Ob aber 
das betreffende Zahlensystem eine erheblichere Bedeutung gewinnen kann, 
wird wiederum davon abhsngen , wclchcn Platz die zugehtirigcn Gruppen 
in dern Ganzen der mathematischen Wissenschaft einnehmen.u 

Die Ausdehnungslehre iut keineswegs mit dem Anspruch aufgetreten, 
den regelrechten Gang der Entwickelung der mathematischen Wissenschaft 
storend zu durchbrechen. So isolirt auch ihre Stellung, und 50 fremd- 
artig und undurchsichtig das Gewand war, in  welchem sie zuerst erschien. 
es fehlte riicht an vorbereitenden Erscheinungen, welche auf sie hinwiesen. 
Sie trat rechtzeitig in die Erscheinung, um au€ die weitere Entwickelung 
wichtiger mathematischer Disciplinen einen fordernden Einfluss zu liben. 
Und wenn dieser Einfluss Jahrzehnte lang durch die gBnzliche Verborgen- 
heit, in der sie stecken blieb, nicht zur Geltung kam, so bat doch, wie 
wir jetzt nach 50 Jahren überblicken konnen, jene Entwickelung ganz von 
seltist, unabllissig und an den verschiedensten Orten , auf die G r  a s  s - 
man n'schen Ideen hingearbeitet. Und die vermeintlichen Entdeckungen 
neuer Ideen, die nichts anderes waren, als Priocipien der Ausdehnungs- 
lehre, neuer Satze geometrischen und analytischen Inhalts,  die sich als 
Corollare vie1 allgemeinerer Siitze der Ausdehnungslohrc erwiesen, haben 
da, wo man die letztere noch nicht geniigend kennt, bis auf die neueste 
Zeit fortgedauert. 

8.1s Vorltiufer der Ausdehnungslehre sind ausser E e i  bn iz '  oben er- 
wiihnter ,,Geometrischer Charakteristiku zu betrachten: J .  G r a s  s m a n n ' s  
Auffassung der Parallelogramin-Flache als geometrisches Product zweier 
anstossender Seiten, hl ti b i u  s ' geometrische Addition der Punkte und 
Strecken , R e l l a v i  t i  s '  Aequipolleuzcn- Rechnung, die spater von H oii e 1 
als logische Consequenz aus der allgemeinen Ausdehnungslehre, wie auch 
der Quaternionen- Rechnung , nachgewiesen wurde, wogegen B e l l  av  i ti  s 
allerdings protestirte." 
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Mit einzelnen charskteristischen Operationen der Ausdehnungslehre, 
aber vollig unbeeinflusst von ihr,  stimmen tiberein: S t. V e n a n  t 's7 Multipli- 
cation der Strecken, C a u c h  y 's8 Clefs algbbriqiies, O ' B r i  en 'ss  Symbolische 
F'ormen (= Bussere Producte), Q a u s s  ' lu geometrisches (= inncres) Pro- 
duct , B u n k o  f e r ' s  " Zahlenbtischel (= der Addition mterworfene Strecken), 
R é s  al 's1¶ geometrisches (= inneres) Product in der Mechanik, adoptirt von 
S o m  off13, L i  p s c  h i  t z ' I 4  Primitivzeichen, die mit den G rassmann ' schen  
Einheiten identisch sind und denselben Multiplicationsgesetzen unterliegen 
wie diese. Ferner die von K r  O n e c  k e  r und W e i e r s t r a s s  l5 abkiirzungs- 
weise eingeführten Bezeichnungen der Determinanten , die lediglich als Vor- 
stufen fur die systematische Darstellung derselben durch G r a s  s m  a n  n 
erscheinen , M 6 b i us '  l6 Auffassung des negativen halben Quadrats der 
Entfernung zweier Punkte als (inneres) Product derselben, B a d o  r ff's" Auf- 
fassung der gemeinschaftlichen Potenz zweier Kugeln als (inneres) Product 
derselben, M é r a y's I R  Assemblages binaires de la taxe k ,  ein specieller 
Fa11 von G r a s s m a n n ' s  extensiven Grossen. welche aus k + 1 Einheiten 
abgeleitet sind und algebraische Multiplication zulasseii lg  ; Ch a p m a n ' s e o  
die Quaternionensymbole S und 'V als Specialfiille umfassendes Symbol wk, 
welches eine Ausdehnung der Quaternionentheorie auf n. Einheiten ermog- 
licht,  aber nichts weiter ist als ein Symbol fur die Sussere Nultiplication, 
ebenso ein weiterer Versuch C h a p m  a n 's,  die Quaternionentheorie zu ver- 
bessern 21; ferner G e  n t y ' sz2  Auffassung des Quaternionensymbols #(ab)  
als nprojectivischesY (= inneres) Product der Vectoren a und b ,  und 
Sg I v e s  t e  r ,NivellatorUt ein Symbol, welches von gleichem Gesichts- 
punkt aus gebildet k t ,  wie der ,,LUckenausdrucku der Ausdehnungslebre. - 
Wie sehr auch die Symbolik der neueren Algebra sich den Darstellungs- 
weisen der letzteren genlihert hat ,  ohne deren sachgemasuen Charakter zu 
erreichen, zeigt hesonders deutlich die Gleichnng 013 = O ,  welche sagt ,  dnss 
ein Punkt  x die Curve nter Ordnung or beschreibt, aber links nichts weiter als 
eine zur Abktirzung hergestellte willkürliche Zusammenstellung dreier Buch- 
staben aufweist, wahrend die dasselbe ausdrkkende Qleichung a x n  = O  der 
Ausdehnungslchre das aussere Product der Cnrve cu mit der algebraischen 
Potenz xn enthkilt, also, anstatt eines zu seiner Umformung und Nutz- 
barmachung neue symbolische Operationen erfordernden Conglomerateu, 
einen in den Organismus des Systems sich einfügenden und mittelst des- 
selben weiter zu btihandelnden Aiisdriick. Einen weiteren Beweis daflir, 
dass die in  der modernen Algebra benutzten Symbole sich sehr einfach 
und mit grosstem Vortheil ftir die Flllssigkeit der Rechuungen und die 
geometrische Deutung der Resultate durch O r a s  s m ann'sche Product- 
bildungen ersetzen lassen, hildet die von W a l s  c h" ausgeführte Darstellung 
der in der Liniengeometrie tiblichen Strahlen- und Achsencoordinaten a19 
aussere Producte. Endlich sei bemerkt,  dass die abktirzenden Symbole, 
durch welche H e  s s e  der nnaly tischen Geometrie ihre langst entbehrte 
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Einfachheit und Eleganz gab,  diejenige Entwickelungsstufe dieser Wissen- 
schaft kennzeichnen, ;on welcher der niichste Bortschritt zu den Methoden 
der Ausdehnungslehre ftihrt. 

Demgegenliber haben die Analytiker strenger Observanz sich lange 
gegen die Nothwendigkeit oder sogar Zul l s~ igke i t  solcher Operationen 
gestraubt. welche, wie die G r a s s  m ann'schen Multiplicationen, anderen 
Gesetzen gehorchen als denen der gewohnlichen Arithmetik. Jedenfalls 
beschrhkte man diese Operationen auf die niedereu Anwendungsgebiete 
der Geometrie und Mechanik. Ziir Charakteristik dieser beschrankten Auf- 
fassung vergleiche man S t u d y's ' Ausführungen (a. a. 0. S.  177 flg., S. 213). 
Um so interessanter ist e s ,  dass neuerdings rein analytische Processe auf 
derartige Operationen gefribrt haben. Eigentlich gehoren hierher von 
ilteren Resultaten bereits die G r  a s  a m ann'sche Determinantendarstellung, 
C a u  ch y ' s  Clefs algébriques und L i  p LI c h i t z  ' Primitivzeichen. Sodann fand 
Frobeniuse j ,  dass, wenn A und B zwei bilineare Formen der Variablen 

x,  . . . x,, yl . . .yn sind, das Product 

im Allgemeinen von B A  verschieden ist. Neuerdings hat  S t u d y l gezeigt, 
dass die Theorie der Gruppen linearer ï h n ~ f o r m a t i o n e n  im engsten Zu- 
sammenhange mit der Theorie der hoheren cornplexen Zahlen steht. Ziir 

Beurtheilung dieser letztercn Zahlensysteme sind hierdurch weit umfassendere 
Gesichtspunkte gewonnen, als sie die auf den engen Kreis ihrer elementaren 
Operationen sich zuruckziehende ,,hohere Analysisu bieten kann, 

Die G r a s  s m a n  n'sche Ableitung einer Ausdehnungsgrosse (Punkt oder 
Strecke) aus Einheiten (Punkten oder Strecken) mittelst Zahlen, die man 
als Coordinaten jener Grosse betrachten kann,  findet sich wieder in  einer 
Reihe von selbststandig erdachten Coordinatensystemen, deren Cocrdinaten 
sich nur durch constante Factoren von den G r a s s m a n n ' s c h e n  unter- 
scheiden, aber, wie alle derartigen Systeme, hinter dem G r  a s  s m a n  n'schen 
darin zuriickstehen, dass bei ihrer Anmendung nur mit den von den Funda- 
mentalpunkten losgel6sten Coordinaten gerechnet wird, wlhrend die Gleich- 
ungen der Ausdehnungslehre gerade diesen Punkten und den zwischen ihnen 
waltenden Rechnungsgesetzen ihre grosse Einfachheit und die Leichtigkeit 
unci Durchsichtigkeit ihrer ~ransform'ationen verdanken. Solche Systeme 
sind : M 5 b iuu '  26 barycentrische Coordinaten, Ch  as1  e s '  Schnittverhiltniss- 
Coordinaten, Sc h e n  d e 1's" Trilincarcoordinaten, ferner die von K i n  de les  
bei einer recirpoken Zuordnung der raurnlichen Elemente benutzten Co- 
ordinaten und d '  O ca  g n e  's 28 Tetraeder -Coordinaten, welche letztera wieder 
als specielle Falle einerseits die C a r  t e  s i s c  h e n  und P l ü  c k er'sehen, an- 
dererseits die parallelen Punkt - und Tangentcn - Coordinaten in sich ent- 
halten. 
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Ohne wesentliche Aenderung fügen sich in  das System der Aus- 
dehnungslehre ein : A r  g a n  d 's  30 und G a  u s s '" Darstellung der imaginaren 
Grossen durch Vectoren, S i e  b e  ck 's  3Vunktcalcül ,  sowie die von M o b i u s  
und B j 5 r l i  ng"  gegebenen Darstellungen des Imaginiiren in der Ebene 
bezw. im Raume. 

Auch a n  umfassenderen , in  der G r a s  s m a n  n 'schen Tendenz sich be- 
wegenden und der Ausdehnungslehre vernandten Unternehmungen, um eine 
besondero Analysis, namcntlich fiir die Zwecke der Geometrie oder Physik, 
zu schaffen, hat es nicht gefehlt. Hier ist vermoge ihrer reichen Aus- 
gestaltung und des Ansehens, welches sie erlangt hat, in erster Linie 
H a m i l t o n ' s  Quaternionentheorie zu nennen, von welcher noch weiter 
unten die Rede sein wird. Aber vermoge der Beschranktheit ihrer Hilfs- 
mittel und ihres natiirlichen Anwendungsgebietes, sowie der abschreckenden 
Schwerflilligkeit und Unzweckmlissigkeit ihrer Bezeichnungen steht aie weit 
hinter der Ausdehnungslehre zuriick, und alle ihr zugewiesenen Aufgaben 
finden eine angemessenere, oft auch kürzere Erledigung in der letzteren, 
welche, wie schon G r a s  s m a n n 3 2  nachwies, ihre Methoden mit umfasst. Eben- 
falls unabhangig gelangte G i b b 8% von dem Ausgangspunkte der Quaternioiien- 
theorie zu seiner irn Wesentlichen mit Methoden der Ausdehnungslehre 
tibereinstimmenden Vector Analysis. Auch C a y l e y ' s 3 6  Memoir on the 
theorp of matrices, P e i  r ce '  ss7 Linear associative Algebra, nach seinem 
Tode fortgesetzt von seinem Sohne, und S y l v e s t e r ' s "  Lectures on the 
principles of Universal Algebra bewegen sich durchaus in  der Richtung 
der G r a s s m a n n ' s c h e n  Ideen, Neuerdings ha t  M a c f a r l a n e s 8  in rieiner 
Algebra of physics eine Analysis herzustellen gesiicht, welche die Methoden 
der Ausdehnungslehre, der Quaternionen und der Determinanten im Interesse 
physikalischer Anwendungen in sich vereinigen soll. 

I n  der Tendcnz theilweise mit G r a s s  m a n  n tibcreinstimmend, jedoch 
auf wenig praktikahle Wege führend, erweist sich ein iilterer Versuch des 
l'rager Professors D o p p l e r ,  geometrische Gebilde direct i n  die Rechnungen 
einzuführen , und S c h  e ff 1 e r's ,, Situationscalcülu. 

Ueberblicken wir diese lange Reihe mathematischer Bestrebungen, 
welche alle dem fast ausnahmslos schon vor ihnen vorhandenen System der 
Ausdehnungslehre wie einem Brennpunkte xustreben, so k6nneo wir uns 
dem Eindrucke nicht entziehen, dass dieses System eine bleibende Stelle in der 
Entwickelungsgeschichte der Mathematik einzunehmen bestimmt ist. Gleicb- 
zeitig aber müssen wir uns sagen: Welche Unsumme iiberfiüssiger geistiger 
Arbeit ware der Mathematikcr - Gcneration der zweiten Hülfte des 19. Jahr- 
hunderts erspart geblieben, wenn dieselbe rechtzeitig von dem vorhandenen 
Systeme G r a s  s m  a n n ' s  Besitz ergriffen hatte, anstatt dasselbe mühsam 
und mit allerlei Fehlversuchen ein halbes Jahrhundert lang neu aufzubauen! 
Denn, erreicht sind die Principien dieses Systems nur  stückweise und von 
Wenigen , darüber hinausgekommen ist Niemand, und nur um unwesentliche 
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formale Vcrbesserungen oder um Fortbildungen im Sinne dieses Systems 
und Anwendungen desselben ha t  es sich in denjenigen Arbeiten gehandelt, 
die iiber G r a s s  m a n  n's eigne Leistungen hinausgehen. 

Da drangt sich von selbst die Frage auf: Wie knm es, dass diese 
Leistungen so lange unbeachtet schlummern konnten? Eine Hauptursache 
hierfür war die Form,  welche G r a s  s m a n n  selbst seinem Werke gegeben 
batte. Indem er dau denlrl~ar allgemeinste und abstracteste System auf- 
stellte, aus welchem Geometrie und Mechanik sich erst a19 Anwendungen 
specieller Palle deduciren liessen, erhielten ganz von selbst Inhalt und Be- 
grtindung dieses Systems ein weit mehr philosophisches els mathematisches 
Geprage, und die Proben der praktischen Verwendbarkeit für die Mathe- 
matik waren vie1 zu spkrlich und versteckt, um einen Mathematiker zum 
Studiurn eines Werkes aufzumuntern, welches sich im Uebrigen weitab von 
den gewobnten Bahnen mathematischer Untersuchungen bewegte. Wenn 
selbst der den Ideen des Werkes weitaus am nachsten stehende M 6  bius4 '  
beim Studium desselben seines philosophischen Charakters wegen erlahmte, 
so ist erklkrlich, dass im Uebrigen kaum der mathematische Gehalt des 
Werkes, geschweige seine Bedeutung erkannt wurde. Die warme Aufnahme, 
die dasselbe bei Mobi i i s ,  und der Achtungserfolg, den es bei G r u n  e r t  
fand, waren Ausnahmen. Die im herablassenden, selbstgefalligen Tone des 
Olympiers gehaltene Aeusserung von Gauss4 ' ,  der das Werk des un- 
bedeutenden Lehrers einer fltichtigen Durchsicht wiirdigte, und dessen 
Interesse sich nur darauf lenkte, inwieweit des Verfassers Tendenzen 
sich etwa mit den seinigen berührten, dlirfte, nach Abzug jenes Tones, 
fiir die damalige Aufnahrne der Ausdehnungslehre im Allgemeinen charakter- 
istisch sein." 

Schwerer zu verstehen i s t ,  dass auch die rein mathematische Preis- 
schrift41 und besondcrs die Abbandlungen in Crelle's Journal42 damals 
keine Beechtung fanden, obwohl die letzteren auf dem allgemein inte- 
ressirenden Gebiete der Curven- und Flachentheorie neue Resultate zu Tage 
ftrderten, die doch spater für wichtig genug erachtet wurden, in Verbindung 
mit G r a s s m a n n ' s  Namen weiter zu leben, wenn auch die Methode, der 
diese Resultate ihre Entstehung verdankten, vergessen blieb. So kotinte 
z. B. P l ü c  k e r  im 34. Bande des Crelle'schen Journals behaupten, es gebe 
noch keine allgemcine geometrische Dcfinition einer Curve dritter Ordnung, 
wahrend bereits im 31. Bande desselben Journals O r  a s  s m  a n n  eine solche 
Definition gegeben und als allgemein nachgewiesen hatte. Man kann zur 
Erklarung nur annehmen, dass damals selbst die PublicitBt des Crelle'schen 
Journals nicht genligte, hervorragenden Leistungen die verdiente An- 
erkennung zu sichern , wenn der Butor sich, wie G r a s  s m a n n ,  in einer 
wissenscbaftlich untergeordneten Llusseren Stellung befand. 

* Als eineige Fruoht seines Werkes nennt U r a s s m a n n  in der Vorrede zur 
,, Ausdehnungslehre von 1862 eine kleine Abhandlung von K y  B a u s  l ig.  
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I O  Historisch - literarische Abtheilung. 
-- ------,., 

Uebrigens ging es ,  beilaufig bemerkt, anderen Entdeckungen G r  as  s - 
m a n n ' s  nicht besser. Das elektrodynamische Gesetx tiber die Einwirkung 
zweier Stromtheile , welches G r  a s s m a n  n 1845 in ,,Poggendorff's An- 
nalenU veroffentlichte, wurde erst bekannt , als C l a u s  i u s 49 im Jahre 1876 
dasselbe von Neuem fand. Dabei war die kurze, durchsichtige Formulirung 
G r a s s m a n n ' s  den verwickelten Gleichungssystemen von C l a u  s i u s  wesent- 
lich überlegen. - Die Theorie der Vocaltone, welche G r a s s m  a n n  1854, 
allerdings an der entlegenen Stelle eines Stettiner Schulprogramms, ver- 
offentlicht hatte, wurde 1859 von H e l  m h O 1 t z nur  wiedergefunden. Ob  
der von G r a s ~ r n a n n " ~  1877  gelieferte Reweis, dass die Grundlagc der 
I I e l m  h O 1 t z'schen Theorie tiber die physikalische Natur der Sprachlaute 
unrichtig ia t ,  Beachtung gefunden h a t ,  ist dem Schreiber dieses nicht be- 
kannt. - Im Jahre 1853 widerlegte G r a s s m a n n 4 s  die von H e l m h o l t z  
zwei Jahre frtiher aufgestellte Theorie der Farbenmischung und leitete 
für dieselbe mittelst der Methoden der jmehrmals citirten) Ausdehnungs- 
lchre ein die empirische Regel K e  w t O n '  s bestatigendes Gesetz a b ,  wclchee 
auch von H e l m  h 01 t z spiiter in seiner nPhysiologischen OptikU adoptirt 
wurde. Aber anch H e l m  h 01 t z fand, trotz des nahen Zusammenhanges 
zwischen der Ausdehnungslehre und seinen eignen Speculationen, keine 
Veranlassung , von G r  a s  s m  a n n 's Ruche Kenntniss su nehrnen. 

Die ,Ausdehnungslehre von 1862',* welche den Inhalt des früheren 
Werkes i n  ghz l ich  veranderter, nach E u k l i d ' s c h e m  Muster gearbeiteter 
Darstellung enthielt und einen xweiten Theil hinzuftigte, sollto in der 
Form dem Mathematiker mehr entgegenkommen. Bedenkt man aber, dass 
die Leiutungsfihigkeit der dogmtttischen E u  k 1 i d'schen Methode im Wesent- 
lichen auf die Elemente der Geometrie beschrsnkt is t ,  und dass diese 
Xethode auf dem Gebiete der elementaren Arithmetik nur wie der Rest 
eines mittelalterlichen Bauwerks in unsere Zeit hineinragt, so wird man 
begreifen, wie unwillig sich der umfassende Stoff des G r a s s  m ann'schen 
Systems in die Zwangsjacke dieser Darstellung hineinpressen licss. Das 
neue Gewand stand denn auch dem Werke derart übel zu Gesicht, dass 
selbst G r  u n e  r t bei aller Anerkennung des von G r a s s  m a n u  bewiesenen 
Scharfsinnes im sichtlichen üefühle der Ent thschung  erklbrte, keinen 
eigentlich wissenschaftlichen Fortschritt in dem Werke zu finden, und es 
ablehnte, eine Recension darüber zu veranlassen. So war denn trotz der 
unendlichen auf die Darstellung verwandten Mühe ein Werk zu Stânde 
gekommen, welches mit seinen seitenlangen ermüdenden abstracten Re- 
weisen die Geduld des Lesers noch in weit hoherem Maasse auf die Probe 
stellte wie der erste Theil. Die neue Arbeit blieb denn auch noch un- 
bekannter als die erste, ihr Inhalt ein Schatz, versteckt in Disteln und 
Dornen. 
- - - . ~- 

* Beide Ausgaben der ,,Ausdchnungslehre6~ werden in der E'olge durch die 
Bezeichnungen A i  und A z  unterschieden werden. 
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Angesichts dieser Thatsachen wird man fragen, ob denn G r  a s  s m a n n  
iiberhaupt nicht fshig war,  seinen weitausschauenden genialen Conceptionen, 
seinen logisch scharfen und klar durchdachten Gedankenreihen eine an- 
gemessene Form zu geben. Nun,  seine Lehrblicher der hlgehra und be- 
sonders der Trigonometrie beweisen das Gegentheil. Beide, in  Deutsch- 
land fast unbekannt, besser gewürdigt in Amerika, sind noch heut,  trotz 
Euklid'scher Aeosserlichkeiten, untibertroffene Muster von wissenschaft- 
licher Strenge , Klarheit, Ktirze und praktischer Durchbildung der Methode. 
Daftir hatte G r a s s m  a n n  aber auch Gelegenheit gehabt, die beste Dar- 
stellung der hier behandelten Stoffe im Unterrichte aufzusuchen und zu 
erproben. Und diesc Gelegenheit blieb ihm hinsichtlich seiner eignen 
Schopfung verschlossen, weil e r  niemals auf den ihm als theoretischem 
Forscher wie als praktischem Lehrer gleichmassig gebtihrenden Platz an 
einer Hochschule gelangte. Dort tbllein hatte er vermocht, im Besit,z aus- 
reichender Musse, in der Entfaltung einer entsprechenden Lehrthatigkeit, 
im lebendigen Verkehr mit Collegen und SchBlern, sein System auch 
iiusserlich in einer den Ansprlichen der modernen Wissenschaft genugenden 
Weise auszugestalten und die Vortheile desselben ins rechte Licht zu setzen. 
Die Vorlesungen, welche e r  im Jahre 1842 i n  einem befreundeten kleinen 
Kreise liber sein Werk hieltdO, beweisen ebenso wie das Zusammenarbeiten 
mit seinem Bruder Robert an der A247, wie sehr e r  die Wichtigkeit einer 
mündlicheu Darhietung und Durcharbeitung des Stoffes zu schiitzen wusste. 
Haben doch auch @ter Docenten a n  Hochschulen in Vorlesungen tiber die 
Ausdehnungçlehre das heste Mittel gefunden, in Geist und Wesen derselben 
eiuzudringen. Die Schritte,  welche er that,  urn an eine solche Stelle zu 
gelangen, fanden bei der Regierung wohlwollendes Entgegenkommen, und 
als 1868 eine Professnr in Greifswald frei wurde, untersttit(zte ihn anfangs 
anch C r  u n e r  t mit seinem Rath in  dem Bemtihen, diese Stelle (trotz erheb- 
licher pecuniiirer Einbusse) zu erlangen. A h  sich jedoch aus der Mitte der 
Facultat gegen G r a s s m a n n ' s  Berufung schwerwiegender Einspruch erhob, 
hervorgegangen aus dern Wunsche, die Stelle mit einer Lehrkraft R i e -  
man n'scher Richtung besetzt zu sehen, war dieser Plan, und mit ihm die 
Kr8nung von G r  a s s m a n  n'a Lebenswerk , als gescheitert zu betrachten. 
Man hat G r a s s  m a n  n Vorwtirfe gemacht, nicht nur hinsichtlich der Form 
seiner Darstellung, sondern auch megen seiner Prodnctionsweise, weil er, 
obwohl reich an originellen Gesichtspunkten, keine der Fragen, zu denen 
diese Gesichtspunkte von selbst hinftihren, ernstlich zu erledigen unter- 
nommen habe. Mau vergisst debei, dass auch das ausdauerndste Streben 
erlahmen muss, .wenn ihrn die nothige Lebensluft und jede Spur von An- 
erkennung fehlt. (Darin wrar H a m i 1  t O n glbcklicher , dessen Quaternionen- 
theorie rechtzeitig ordontlicher Lehrgegcnstand an der Dubliner Universitst 
wnrde.) Von Rücksicht auf O r a s s m  a n n's Porschung durch Erleichterung 
der Amtsthiitigkeit war vollends keine Rede; denn Mathematik war schon 
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als Unterrichtsgegenstand eine damals in den massgebenden behürdlichen 
Kreisen S t e t t i n ' s  wenig geschatzte Wissenschaft, um wie viol weniger 
als Kebenbeschaftigung eines Lehrers! Andererseits muss gesagt werden, 
dass auch G r a s a  m a n n  es a n  der in seirier isolirten Stellung doppelt 
nothigen Riîhrigkeit fehlen liess , durch Pfiege bcstehender und Anknüpfung 
neuer wissenschaftlicher Beziehungen sein Werk dem Interesse seiner 
mathematischen Zeitgenossen naher zu bringen. Davon zeugt schon die 
erstaunliche Goringftigigkeit soines mathematischen Briefwechsels. So 
wandte er sich denn in Ermangelung jeglichen Erfolges sehliesslich selbst 
von der Ausdehnungslehre ab ,  nachdem er  sie in den Grundztigen vollendet, 
einer spateren Zeit den Ausbau überlasscnd. 

I n  der That hatte sich bis zum Jahre 1869 Niernand mehr ernstlich 
und eingehend mit der Ausdehnungslehre beschiiftigt , H a n  k e 1 ausgenommen, 
der 1867 in seiner "Theorie der complexen Z~hlerisysteme" auch auf 
G r a s s  m a nn ' s  Theorie einging und ihr die warmsten Ernpfehlungen an- 

gedeihen liess, wenn auch ohne sichtbaren Erfolg. Im Uebrigen sind nur 
drei Fachmanner , freilich Namen ersten Ranges, zu verzeichnen , welche 
wenigstens die Bedeutung einzelner Theilo der Ausdehnungslehre mehr oder 
weniger klar erkannten. C r  e m o n  a wies schon 1860 in einer A b h a n d l ~ n g ~ ~  
auf sie hin, bemilhte sich, in sie einaudringen und empfahl sie seinen 
Freunden als Gegenstand des Studiums. - W e i e r s  t r a s  s ftihrte seine 
Zuhorer gelegentlich in einige Anschauungen der Ausdehnungslehre ein, 
machte auch auf den h'utzen des inneren Productes in der Geometrie auf- 
merksam. - C l e b s  oh wusste die Beieutung der Ausdehnungslehre für 
Geometrie und Algebra vollkornmen zu wtirdigen, gab in seiner Gediichtniss- 
schrift ftîr P l ü c k e r "  dieser Werthschiitzung beredten Ausdruck und hinter- 
liess dieselbe bei seinem eignen frühen Tode seinen Schülern als Ver- 
machtniss. 

Aber alle diese IIinweise und Empfehlungan, wenn auch von noch so 
massgebender Stelle her, konnten nicht gentigen, die Ausdehnungslehre in ver- 
dientein Maassc ans Licht zu zichen, und ihr vor allen Dingen denjenigen 
praktischen Einfiuss auf die weitere Entwickelung der Wissenschaft zu ver- 
schaffen, der ihr schon langst gebtihrt hatte. Denn, was half alle Be- 
wunderung, so lange die Wenigsten sie verstandeu und Niemand damit 
arbeitete! -- Es  bedurfte einer Darstellung, die, den entgegengesetzten 
Weg wie G r  a s  s m a n  n einschlagend , statt  mit den abstracten Begriffen 
und Satzen des fi - dimensionalen Gebietes zu beginnen , die Methoden der 
Ausdehnungslehre innerbalb der gewahnlichen Raumgebiete darlegte. Von 
dem Llintergrunde der gewohnten Raumanschauungen mussten die Eigen- 
heiten de r  Ausdehnungslehre uni so wirksamer sich abheben, an dem be- 
kannten geometrischen Inhalte ihro fremdartigen, aller Gewohnheit wider- 
sprechenden Formen um so eher verstiindlich und dem Leser gelaufig 
werden. Aus diesem Gesichtspunkte entstand des Verfassers ,System der 
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Raumlehreu,* dessen erster Theil (1872) sich inhaltlich auf die Elemente 
der Geometrie heschrankte, wahrend der zweite Theil (1875)** die Lehren 
der neueren (ebenen) Geometrie und Algebra in  G r a s  s m  a n  n'scher Dar- 
~tellung gab. CJeber die Entstehung dieses Werkes habe ich in  G r a s s -  
mann's  Biographieso berichtet, aber seine Bedeutung für die Ausdehnungs- 
lehre G r a s s m a n n  selbst in der Vorrede zur zweiten Auflage der A 1.5l 
Alle Hilfamittel der Ausdehnungslehre wurden hier ab ovo entwickelt und 
mit ihnen die genannten Disciplinen inhaltlich in  dem von den Lehrbüchern 
innegehaltenen Umfange dargestellt. Hiermit waren die Anknlipfungspunkte 
fur die Darstellung weiterer Resultate und die Ausführung selbststindiger 
Forvchungcn gegeben, gleichzeitig aber war auch ein auf dan Studium der 
allgemeinen Ausdehnungslehre vorbereitendes Werk geschaffen. Der Erfolg 
bewies die Richtigkeit dieser Erwtigungen. Die ,RaumlehreY vermittelte in 
jihrlich wachsendem Maasse die Bekanntschaft mit der Ausdehnungslehre. 
Ea fanden sich in zunehmender Zahl Mathematiker, welche, im Geftihle 
innerer wissenschaftlicher Unabhbngigkeit, die Ausdehnungslehre nicht nur  
studirten und bewunderten, sondern ttuch damit arbeiteten, sie weiter aus- 
zubilden und zuganglicher zn machen suchten. Die nachste Frucht dieser 
Erfolge war die erneute Theilnahme G r a s  s m a  n n  's a n  den damaligen 
mathematischen Bestrebungen; dieselbe fand noch in den letxten Jahren 
seines Lebens ihre Bethtitigung in einor kurzen aber werthvollen Reihe von 
Arbeiten liber das Verhaltniss der Ausdehnungslehre zur neueren Geometrie 
und Algebra , den Quaternionen. der Mechanik , der Farbentheorie und 
Elektrodynamik. Eine weitere Frucht war nach G r  a s  s m  a n  n's Zeugniss 
das Zustandekommen der zweiten Aufla.ge der A l ,  wahrend die noch vor- 
handenen Exemplare der A2 in wenigen Jahren erschopft wurden. Und 
heute, nachdem seit Beginn dieser Periode weit,ere 25 Jahre verflossen sind, 
sehen wir eine ganze Reihe von Zweigen der rnathematischen Forschung, 
in deren Entwickelung die Ausdehnungslehre mehr oder weniger umfang- 
raich eingegriffen ha t ,  und die ihr verbesserte Porschungsmethoden und 
neue Resultate verdanken. 

Die Grundstitze der a l l g e m e i n e n  F o r m e n l e h r e ,  wie sie durch 
G r a s s m a n n  geschaffen und von H a n k e l ,  spiiter auch von N 0 t h 5 ~  &US- 
fütirlicher dargestellt wurden, haben zu einer wesentlich tieferen Erfassung 
der arithuietischen Grundoperationen geführt und sind heute Gemeingut der 
Mathematiker. 

Die Auffassnng der G e o m e t r i e  als einer angewandten Wissenschaft 
bat  zuerst G r  a B s m a n  n ausgesprochen und ihre praktischcn Consequenzen 
gezogen. Hiermit aber hangt auf's Engste xusammen die Trennung der 

* Jedoch nicht auf Veranlassung von Cle b s c h ,  wie K r a f t  im Vorwort seines 
Werkes (siehe Note 170) irrthüuilich berichtet. 

** Beide Theile werden in der Folge durch die Bezeichnungen R i  und R B  
uriterschiedeii werden. 
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Vorstellung des Erfahrungsraumes von dem abstracten Begriff des drei- 
dimensionalen ebenen Raumes und die Subsumirung des letzteren unter 
den allgemeinen Raumbegriff, Verstandesoperationen, mit welchen die ganze 
melirdimensionale und die nichteuklidische Geometrie steht und fallt. 

In  der e l e m e n t a r e n  G e o m e t r i e  wurde durch die R l  der Grund 
gelegt zu einer neuen, die Bewegung der geometrischen Gebilde ale wesent- 
liches Werkzeug der Untersuchung einführenden Darstellung, im Gegon- 
satze zu der dogmatischen, nur a r  starren Gebilden operirenden Uethode 
E u kl id 's ."  Dabei erwiesen sich die Operationen der Ausdehnungslehre als 
das naturgemBsseste rechnerische Werkzeug auf dem ganzen Gebiete der 
Geometrie. Sie lieferten gleichzeitig Beziehungen der Lage und des Xaasses, 
fiihrten mit spielender Leichtigkeit bis in die sonst nur  mtihsam zugang- 
lichen entlegeneren Gebiete der Dreiecks -, Kreis - und Kugelgeometrie 54 und 
erwiesen sich brauchbar zum Losen von Aufgaben und zum Reweisen vor- 
gelegter S ~ t z e . ~ ~  Eine Weiterbildung G r  a s  s m a n n'scher Ideen stellt dar 
die vom Verfasser mitlelst des Drehfactors in  durchgeführte Metrik der 
Elementargeometrie56, welche in naher Boziehung zur Theorie der Hyperbel- 
functionen ~ t e h t . ~ ~  Ebenso die Auffassung imaginarer Schnittpunkte als 
reeller Punkte,  deren Schnittpunkt - Eigenschaft durch eine andere ersetzt 
i ~ t ~ ~ ,  eine Auffassung , zu der auch L a g  u e r  r e und T a r r y  59 und in ahn- 
licher Weise Mol e n  b r O e k W  gelangten. Das vielumstrittene Parallelen- 
Axiom wurde von G ü n t h e r  61 auf Grund des mit dem Drehfactor zusammen- 
h h g e n d e n  Beweises von der Winkelsumme des U r e i e c k ~ ~ ~  auf ein ein- 
facheres, direct eine Pundarnental-Eigenschaft der Ebene ausdrückendes 
Axiom zurückgeführt, und dadurch die Unhaltbarkeit aller Beweisversuche 
klargelegt. Ebenfalls auf dern Boden der Ausdehnungslehre bewegten sich 
die Untersuchungen E i c h 1 e r  's63 über unsere Raumauffassung und P i l  - 
g r i m ' s 6 *  über Gebietâtheilungen. Dass die mit Unrecht als Domane der 
Quaternionentheorie angesehene sphiirische Trigonometrie ihre natürlichste 
Begründung in der Ausdehnungslehre findet, hatte schon G r  a s  s m a n n  65 
dargelegt ; nouerdings kam C a r  v al1 o'j6 auf anderem Wege zu demselben 
Resultate. Die Aequivalenz des unendlich fernen Punktes mit der be- 
grenzten Strecke, die besonders für die &fechanik wichtige (Jnterscheidung 
der Strecke von dem ausser durch Richtung und Lange noch durch bestimmte 
Lage charakterisirten ,,Linientheilu sind geometrische Neuerungen der Aue- 
dehnungslehre, die sich von wesentlichem Nutzen erwiesen haben. 

Im Gebiete der Z a h l e n l e h r e  hat zunachst S t o l ~ ~ ~  den von G r a s s -  
m a n n  aufgestellten Grossenbegriff als den allgemeinsten seinen arith- 
metischen Arbeiten zu Grunde gelegt. Von ungleich grosserer Tragneite 

* Die aus den Ari~çhauungeri der Ausdehnungslehre fliessenden Grundsiitze 
dieser Darstellung sind ohne die eigentlicheu hlethoden derselben fipater in des 
Veriassers ,, Lehrbuch der elementaren hlathematik1l" übergegangen, au8 welchem 
vides Wesentliche in neuere Lehrbücher übcrnommen worden iut. 
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aber iut die allgemeine Grundlage , suf welche G r a s  s m a n  n fis die Zahlen- 
lehre diirch Aufstellung eiiies allgemeinen Systems von n von einander 
unabhlingigen Einheiten und aller zwischen denselben moglichen Multipli- 
cationsgattungen gestellt hat  , wahrend B a r n  i l  t o n  zu der reellen und der 
inlagintiren Einheit nur  noch xwei neue imaginare Einheiten hinz~fiigt~e. 
Den naheliegenden Gedanken , die Quaternionentheorie hiernach auf ein 
System von n Einheiten auszudehnen, führte C l i f  f o  r d6%us. - Ferner ge- 
horen hierher S i  m on y 's70 zwei universelle Verallgemeinerungcn der algcbra- 
ischen Grundoperationen nebst der einfachsten Formulirung des Functions- 
begriffes für ein n - fach complexes variables Argument, eine wesentlich von den 
dnschanungen der Ausdehnungslehre getragene Arbeit. Au€ derselben Grund- 
lage bewegen sich D y c k ' s 7 '  gruppentheoretische Studien vermDge der An- 
nahme einer Reihe von Einheiten und Aufstellung gewisser Multiplications- 
regeln fur dieselben; ferner D e d e k i n d ' ~ ~ ~  Theorie der aus n Haupt- 
sinheiten gebildeten complexen Grossen, deren mehrwerthige Einheiten aus 
den gewohnlichen Zahlen hervorgehen und Rechnungsgesetzen gehorchen, 
welche complicirter sind a19 die der ausseren und inneren Multiplication, 
eine Thcorie , durch welche - in Widerlegung der W e i  e r s t r  a s s'schen 
Snschauung von der Nichtzugehorigkeit der allgemeinen complexen Grossen 
aur Arithmetik - diesen Grossen gerade eine specielle Bedeutung gegeben 
wurde, vermoge deren sie unabweisbar dem Boden der gewohnlichen Arith- 
metik entstammen. Irn Anschluss an diese Untersuchungen stellte dann 
P e t e  r sen73  die allgemeine Bedingung fest,  unter welcher ein System von 
Operationsgleichungen zwischen lz Haupteinheiten eine zultissige Algebra 
charakterisirt. Endlich gehoren hierher S t u  dy's7' Verallgcmeinerungen der 
Gras s m  a n  n'schen Begriffe Ableitung" und ,Numerischer WerthY, wo- 
durch diesen Begriffen alle Arten der Geometrie als Anwendungsgebiet 
unterworfen und gleichzeitig ihre Beziehungen zu den Raumtheorien von 
R i e m a n n ,  H e l m h o l t z  und K l e i n  festgestellt wurden; ebenso desselben 
Butors Untersuchungen liber Systeme von hoheren complexen Zahlen und 
über die Beziehungen derselben zu gewissen continuirlichen Transformations- 
gruppen, worin alle verschiedenen, gewissen Gruildbedingungen genligenden 
Typen von Zahlsystemen mit 2 - 4 ,  und einige mit mehr Grundzahlen 
aufgesucht, und schliesslich die complexen Zahlen als abklirzende Bezeich- 
nungen für bilineare Formen charakterisirt werdcn, welche gewisse Formen 
von linearen Transformationen darstellen. 

Auf Grund der vorstehend gescliilderten Zusammenhange wird man 
es erkltirlich Gnden, dass auch die h o h e r e  A n a l y s i s  u n d  F u n c t i o n e n -  
t h e o r i e  der Ausdehnungslehre keincswegs so fern stehcn, wie es iriach 
der W e i e r s  t rass'schen Absage scheinen konnte. G r a s  s m  a n n  selbst hat 
fast die Halfte der A2 diesem Gegenstande gewidmet, wobei die Zurück- 
fiihrung eines Systems von lz Functionen beliebig vieler Variablen auf eine 
Function eincr Variablen den Ausgangspunkt bildet, und die Hauptprobleme 
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der anendlichen Reihcn, der Diffcrential- und Integralrechnung behandelt 
werden. Doch sind in diese schwer zughglichen Kapitel der langst ver- 
griffenen A 2 nur erst wenige Forscher eingedrungen, diese freilich mit 
dem Gewinn der Ueberzeugung von ihrer grossen Bedeutung. Die Grund- 
lagen dieser Theorie eind in der R2 dargestellt worden. Ihre Redeutung 
fiir die angewandte Integralrechnung (in der Mechanik) hat  X e h m k e  er- 
kannt , wahrend S i  m on  y mittelst einer dritten der oben erwlhnten Ver- 
allgemeinerungen der algebraischen Grundoperationen zur gesctzmlissigen 
Auffindung particularer Integrale der Cleichung 

gelangte. Aehnlich gelang es S e y d l e  r 15, durch Erweiterung der complexen 
Multiplication G r  a s  s m a  n n ' s  auf vier Einheiten für die Differentialgleichung 

eine ebenso symmetrische Losung zu finden, wie sie für dieselbe Gleichurig 
mit zwei Variablen bekannt war. Die aus jenen vier Einheitcn abgeleiteten 
Grossen erwiesen sich beilaufig als aquivalent mit H a m  i 1 t O 11's complanaren 
Biquaternionen und liessen sich mit Nutzen zur Ausdehnung von Resultaten 
der ebenen Geometrie auf den Raum verwenden. Am ausführliehsten 
wurde das in Rede stehende Gebiet von G i b b s 9 5  behandelt, welcher eine 
detaillirte Darstellung der Differeniial- und Integralrechnung der Veetoren 
gab,  unter Anderem die Transformation bestimmter Integrale, Minimal- 
werthe von Integralen u. S. w. in den Kreis der Betrachtung zog, und den 
Nutzen hervorhob, welcher auch für  die Behandlung rein analytischer Gegen- 
stlinde aus den Methoden der Ausdehnungslehre erwichst. 

Besonders tiefgreifend und gleichzeitig leicht verstiindlich ist der Ein- 
fluss der Aiisdehnungslehre auf die D e t e r m i n a n t e n t h e o r i e .  DieDeter- 
minante wird in der A 2  (Nr. 62) als Zahlfactor in  einem ausseren Producte 
von ri aus den Einheiten el . . . en abgeleiteten Zahlgrossen erkllirt. Die 
Detcrminante an sich, losgelost von diesen Einheiten und dcren Rechnungs- 
gesetzen, ist ein schwerf%lliges, unbequem zu handhabendes und zu trans- 
formirendes Gebilde. In  jenem Zusammenhange aber erhalten die Operationen 
mit ihr einen überraschenden Grad von Flüssigkeit. Dieser Gegenstand 
hat denn auch, seit zuerst in der R 2  eine ausftihrlichere Darstelliing dieser 
Determinantentheorie gegeben wurde, eine verbiiltnissmlissig grosse An- 
ziehungskraft ausgeübt. Die neue Darstellung fand zuerst eine Stelle in 
G i i n t h e r ' s  Lehrbuch der Detorminailtentheorie, wurde grundlegend und 
systematisch verwendet in dem Lehrbuche von Sc  o t  t 7$ und neuerdings 
wieder von N i e  m 6 l l e r  77 mit zahlreichen Anwendungen auf Subdeter- 
minanten, Auflosung von Gleichungen, Substitutionen, Resultanten, Reduction 
binarer Formen auf die canonische Form etc. vorgeführt. Ebenso von 
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Car v a l  1 O 78, dessen Urtheil liber diesen Qegenstand in dem Ausspruche 
gipfelte: La véritb est que l a  méthode de G r a s s m a n n  supprime la thborie 
des déterminants, en se substituant à elle.79 - Caspa:y8O gelarigte auf 
einfachstem Wege zu den Umformungen der früher von H u  n y a d y, M e r t e n s ,  
Pas  c h behandelten Hegelschnittu - Determinanten und derjenigen Deter- 
minanten, deren Verschwinden die Bedingung fiir die perspectivische Lage 
zweier Dreiecke ist. M e h m k e a '  zeigte, dass ein von K r o n e c k e r  der 
Berliner Akademie 1882 mitgetheilter Determinantensatz in  dem Satze der 
A 2  Ni.. 183 als specieller Fa11 enthalten, übrigens in seiner gewohnlichen 
Form ftir die Ableitung von Satzen der Pnnktgeometrie weit weniger 
brauchbar ist als der G r a s  smann ' sche .  Aus den in jenem K r o n e c k e r -  
schen Satze enthaltenen Relationen hat aber C a  s p  a r  y 82 das W e i e r s t r a s s  - 
sche Fnndamentaltheorem fiir die Sigmafunction mehrerer Argumente ab- 
geleitet. Man wird aus diesem Beispiel eine Vorstellung von der Trag- 
neitc der G r a s  s m a n  n 'schen Satze erhalten und von dem Nutzen , den die 
Mrathematik sus  dem grtindlichen Studium der Ausdehnungslehre schon 
lingst hëtte ziehen konnen. - Mit welcher Leichtigkeit entlegnere Deter- 
minantensxtze durch die G r  a s  s m a  n n 'schen Nethoden gewonnen werden, 
zeigen unter Anderem zwei vom Verfassers3 gegebene Beispiele. 

Unmittelbar mit den Determinanten hLngt zusammen die Theorie der 
X a t  r i c  e s , ftir welche C a  y 1 e y s4 in  seinem vielbewundertcn Memoir on tho 
theory of Matrices die Griindlage geschaffen hat. Allein diese Theorie deckt 
sich vollig mit der schon in der Als5  entwickelten Theorie der offenen 
Producle (LUckenausdriicke) und der verallgemeinerten Quoticnten der A P .  
Der erweiterte Quotient 

b 1 b z , .  . . i ln  
O =  

ist ein Ausdruck , welcher , mit irgend einem seiner Nenner multiplicirt, 
den darüber stehenden Ziihler liefert; der Ltickenausdruck eine Summe 
von Producten, aus welcher ein gemeinsamer Factor herausgesetzt, aber, 
da die Factoren jedes Productes in  bestimmter Iteihenfolge stehen, tiberall 
durch eine Llicke [2 oder ()] ersetzt ist. Der Zusammenhang beider Aus- 
drficke ist i n  der A 2  S. 246 auseinander gesetzt. Der vom Verfasser in  
den ,,Fortschr. d. Math.u87 bekannt gegebene Zusammenhang zwischen 
Matrices und Ltickenausdrücken is t  auch anderweitig mehrfach bemerkt und 
erortert worden. So erkannte G i b b s  35 die Uehereinstimmung der ,dya- 
dischcn AusdrIickeU soiner Vector analysis mit  den allgemeinsten Producten 
Gr a s s m a n  n 's  und diejenige der Matrices mit Llickenausdrücken und 
Quotienten; auch zeigte e r ,  tibereinstimmend mit R2 ,  Nr. 7 2 ,  wie sich die 
Erweiterung des Quotientenbegriffes mit Vortheil auf Differentialquotienten 
ausdehnen lasse. Dieselben Zusammenhange entdeckten M e h m k e  und 
B uc h heim8" welcher letztere eine ausfrihrlichere Theorie der Matrices 
vom G r a s s  m a n n'schen Gesichtspunkte aus gab. 

Hist.-lit.Abth. d. Zoitechr. f. Math. u. Phge. 41. Jahrg. 1896.1.Heft. 2 
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Besonders fruchtbar erwies sich endlich der gleichzeitig von Scott89 
und v O n E s  c h  e r i  c h g O  ausgeflihrte Gedanke, auch die Determinanten 
hoheren Eanges, mit denen sich zuerst Z e h  f u s s g l  beschaftigt hatte, mit 
den Mitteln der Ausdehnungslchre darzustellen und zu untersuchon. Wer die 
n e u e r e  A l g e b r a  nach den Lehrbüchern von F i e d l e r ,  S a l m o n  und 
C l e b s  c h studirt ha t  , wird einerseits die Fortschritte der der Reihe nach darin 
verwondeten Methoden bcwundert, andererseits aber auch die Verschicdcn- 
heit der von den Autoren flir dieselben Grossen und Operationen gewahlten 
Symbole bedauert und tiberdies den Eindruck gewonnen haben, dass diese 
ganze Symbolik, wie geistreich auch erdaüht, doch im Grunde aus will- 
kürlich gewihlten, einer einheitlichen Grundlage entbehrenden Abkürzungen 
zusammengesetzt ist. - Nun hatte schon C l e b ~ c h ~ ~  bemerkt,  dass ein 
grosser Theil der Grundvorstellungen der neueren Algebra bereits in  der 
A l  enthalten sei. I n  ahnlichem Sinne ausserte sich G i b  bs32, ohne die 
damals schon vorliegenden einschlligigen Resultate zu kennen. G r  a s  s - 
m a n n S 3  selbst hatte die Grundideen dieses Zusammenhanges noch in den 
letzten Lebensjahren in mehreren Abhandlungen entwickelb. Schon seine 
ersten Resultate wiesen mit aller Bestimmtheit darauf hin, dass die Aus- 
dehnungslehre es sei, in  welcher fiîr die Behandlung der neueren Algebra 
die vermisste nattirliche und einheitliche Grundlage gesucht werden müsse. 
I n  der That gelang es zunachst in  der Rzg4,  die Theorie der binaren (bis 
m m  4. Grade) und der ternaren Formen (bis zum 2. Grade) mit den Mitteln 
der Lusseren und der algebraischen Multiplication in der gewtinschten Weise 
zu erledigen, wobei in der Einfachheit der Rechnungen und der Leichtig- 
keit der geometrischen Deutungen überall entschiedene Vortheile gegentiber 
den frtiheren Darstellungen hervortraten. Dasselbe zeigte sich bei der noch 
nicht publicirten Ausdehnung dieser Untersuchungen auf die ternaren 
cubischen Formen (gegenüber der von A r o n h o l  d gegebenen) und aiif die 
weiteren in  dem C l e  b s c h - L i n  d emann'schen Werke behandelten ein- 
schlbgigen Gegenstinde. Immerhin machte sich diese Darstellung hinsicht- 
lich der Bildung complicirterer Formen von den Unzutrtiglichkeiten der 
bestehenden Methode noch nicht genügend frei. Das allgemeine Verfahren, 
invariante und covariante Bildungen jeder Art durch eine einheitliche und 
unabhldngige Methode mit den Mittoln der Ausdehnungslehre hcrzustellen, 
verdanken wir erst v O n E s c h e  r i  c h'sgO oben erwahnter Arbeit , welche 
zeigte, dass jede Ueberschiebung zweier binarer Formen eine Determintbnte 
hoheren Ranges i s t ,  und dass dic weiteren Bildungen ftir ternare, quaternare 
und Formen hoheren Ranges sich unter Benutzung schon gebildeter Formen 
als Aggregate solcher Determinanten darstellsn und discutiren lassen. 
S c  h e  n d e l  95 behandelte mit gleiühem Erfolge in verschiedcnen Abhand- 
lungen die Theorie der Resultanten, stellte (in Uebereinstimmung mit 
v O n E s c h e  r i c  h ) die r - stufige Determinante n'en Grades als Product von 
rz Determinanten und Aggregat von ( r ! ) "  Gliedern dar ,  welche in eineni 
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Raume von ( f i +  1) Dimensionen einen (n+ 1)-dimensionalen Wfirfel er- 
ftillen, und gabg6  in Buchform eine geordnete Darstellung aller Theile 

dieses Gebietes. Besondere Beachtung verdient hier die Ersetzung des zu r  

Herstellung neuer Formen  üblicheu Differentiationsprocesses durch E in -  
ftihrung der sogenannten Hyperdeterminanten. B u c h h e i m g 7  endlich griin- 
dete eine neue Darstellung de r  C l i f f o r d ' s c h e n  Theory of Graphs auf die 

Darstellung einer linearen F o r m  durch ein ausseres Product. - Tm Ganzen 

aber fehlt es noch an  einer auf  die Ausdehnungslehre gegründeten Be- 
arbeitung der neueren Algebra,  welche, au f  dem in  der  Rz gemachten 

Anfange sich aufbauend,  unter  Verwer thung der  verbesserten Methoden 
eine inhaltlich dem Stande d e r  Theorie entsprechende systematische Dar-  
stellung geben und formel1 die Vortheile dieser Darstellung in  das  rechte 
Licht setzen mtisste. Es h a t  daher  diese Anweudung der  Ausdehnungslehre 
noch bei Weitem nicht die verdiente Beachtung gefunden. 
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mbcaniques, Nouv. A m .  (3) XII (1893). - 80. C a s p a r y ,  Ueber die Umforrnung 
gewisser Determinanten etc., Crelle's J. XCLT (1882); Ueber eiuige Dcterminantcn- 
Identitaten etc., Crelle's J. XCV (1883). - 81. M e h m k e ,  Bemerkung über d. Sub- 
determinanten sgmmetr. Systeme, Schl6milch's Zeitschr. XXX (1885). - 82. C a s  - 
p a r  y, Ableitung des Weierstrass'schen Fundamentaltheorems etc., Crelle's J. XCVI 
(1884). - 83. S c  h l e g e l ,  Aufl. d. Aufg. 637, Hoffmann's Z. XVII (1886); Progreso 
mat. IV. - 84. S. Citat 36. - 85. A i  S. 266 flg.; A s  S. 228; Auch R3 S. 14. - 86. A S  
S. 241, Auch R B  S. 76. - 87. S. Citat  23 und Referat in d. ,,Fortschr. d. Mathu-  
Ii8. B u c h h e i r n ,  On ,the theory of matrices, Lond. M. S. Proc. XVI (1885) - 
69. S C O  t t ,  On cubic determinants etc., Lond. M. S. l'roc. XI (1880); On some forme 
of cubic determ. Ibid. XLII (1882). - 90. v. E s  c h e r  i c h ,  Die Determinanten hohercn 
Ranges etc., Wien. Ber. XLIII (1880). - 91. Z e h f u s  s ,  Ueber eine Erweiterung des 
Begriffs der Determinanten, Frankfurt a. M. 1868. - 92. G i b b s ,  On multiple 
Algebra, Arneric. Assoc. XXXV (1886) B. 11. - 93. ü r a s s  m a n  n ,  Ueber zusammen- 
gehorige Pole und ihre Darstellung durch Producte, G6tt. Nachr. 1872; Die neuere 
Algebra und die Ausdehnungslehre, Math. Ann. VLI (1874); Verwendung der Aus- 
dehnungslehre für die allgemeine Theorie der Polaren etc., Crelle's J. LXXXIV 
(1877). - 94. Rs S. 156-260; S. Bemerkung S. 173 u. S. 102 flg. - 95. S c h e n d e l ,  
Schlijmilch's Zeitschr. 1885, 1886, 1887, - 96. S c h e n  d e l ,  Grundzüge d. Algebra nach 
Grassmann'schen Principien, Hal!e 1885. - 97. B u  ch h e i  m , On Clifford's Theory 
of Graphs, Lond. M. S. Proc XV11 (1886). 

(Schluss folgt.) 
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Das Geburtsjahr von Johannes Eiudde. 

Von 

D. J. KORTEWEG 
in Amsterdam. 

I n  meiner Schrift ,,Ueber die Bltithezeit der mathematischen Wissen- 
schaften i n  den Niederlanden" ( H e t  b l o e i t g d p e r k  d e r  w i s k u n d i g e  
W e t e  II s c h a p p e n  i n  N e d e r  l a n d .  Amsterdam 1894. Refcrat in  dieser Zeit- 
schrift , Bd. 40, Histor.- lit. Abth. S. 53)  glaubte ich berechtigt zu sein, das 
immer noch unsicher gebliebene Geburt~jahr  des bekannten Mathematikers 
und Amsterdamer Btirgermeisters J o h  a n  n e s  H u  d d  e auf 1623  oder 1624 
festzurtellen, weil, nach einer mir von befugter Seite gemachten Mittheilung, 
H u d d e  am 26. Januar  1673  in einem Kirchenregister als 49jhhriger Brau- 
tigam der Debora Blaeuw eingeschrieben Sei. 

So wohlbegrtindet diese Angabe scheinen mochte, so hat  sie sich doch 
als irrthtimlich erwiesen. Sie ist  auch in das Referat in  dieser Zeitschrift 
Bbergegangen, und deshalb ist es wohl wlinschenswerth, hier die Ver- 
besserung mitzutheilon. 

Das Geburtsjahr H u d d e ' s  ist  namlich nicht 1623 ,  sondern 1628 und 
dass wir das jetzt wissen, verdanken wir dem cand. litt. K. O. M e i n s  m a. 
Bei Untersuchungen über die Zeitgenossen und Correspondenten S p i n  oz a's 
hatto er sieh auch mit H u d d e  beschaftigt und fand e r  Ursache, an der 
Richtigkeit meiner Angabe zu zweifeln. Beim Nachschlagen des betreEenden 
Kirchenregisters ergab es sich ihm d a m ,  dass man,  nothigenfalls, statt 49 
auch 44 oder 99 fiir das Alter H u d d e ' s  lesen konnte. Er hat dann im 
Amsterdamer Taufregister das J a h r  1628  nachgesucht und da liest man 
auf den 23. April: 

G e r r i t  H u d d e n  
N a r i t j e  W i t s e n  J o a n n e s .  
G r i e t j e  C l a e s  1 

W a h r s c h e i n l i c  h ist nun auch der Student, der am 1. Mai 1654 als 
,, J O  h a  n n e s  H u  d d e ,  Amstelodamensis, 25, Medicus ', im Leidener Album 
Academicum eingeschrieben wurde, identisch mit dem spateren Amsterdamer 
Btirgermeister. Ganz zweifellos ist das aber nicht, nicht so sehr, woil das 
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Alter nicht ganz stimmt (der am 23. April 1628' getaufte H n d d e  war a m  
1. Mai 1654 seit einigen Tagen 26 Jahr ) ,  denn in den Leidener Einschreib- 
u q e n  sind mehrere Fehler,  welche wohl dadurch veranlasst wiirden, dass 
die Studenten sich nicht selbst einschrieben, sondern dass der Rector die 
Feder ftihrte; aber, was wichtiger is t ,  es giebt nach demselben Taufregister 
noch einon xweiten J o a n  n e s  H u d d e ,  der am 13. August 1628 getauft 
w u d e  (Eltern: H e n r i c k  H u d d e  und C l a r a  N y s ;  Zeuge: B e n r i c k  
van M a r c k e l ) .  

80 muss es denn, leider! vorlaufig noch unsicher bleiben, ob H u d  d e 
jemds in Leiden studirt ha t ,  und also auch im engeren Sinne ein Schiiler 
des F r a n s  v a n  S c h o o t e n  der Jtingere war. 

* Schon seit 1583 wurde in den l'aufregistern die Greg. Zeitr. benutzt. 
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Recensionen. 

Erwidernng  auf die Recension über , , E h  allgemeinere Integration der 
DifferentialgleichungdL von E. PUCHBERQER. 1. Heft, in der 
historisch-literarischen Abtheilung für  Mathematik und Physik. 
40. Jahrg. 1 895, 5. Heft. 

1. Der Referent bemerkt, dass die Behauptung: ,,die Methode des 
Verfassers sei auf alle Differentialgleichungen anwendbar", im ersten Hefte 
nicht bewiesen werde. Hinsichtlich der gewohnlichen Linearen Differential- 
gleichungen ist der Beweis in der Einleitung des ersten Heftes enthalton 
und in den Aurführungen des 15. und 16. Beispieles des zweiten Eeftes 
in Tjobereinstimmung mit B a l  t z  er 's Determinantentheorie (3 9) niiher be- 
grundet,  daselbst auch auf die gewohnlichen nicht-linearen Differential- 
gleichungen - forner im zweiten Hefte S. 32, 33, im 37. und 46. Bei- 
spiel auf die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, endlich irn 
demnachst erscheinenden dritten Hefte auf die partiellen Differential- 
gleichungen hoherer Ordnung ausgedehnt. Der Verfasser hait es nicht 
für  genügend - wie der Referent meint -, wenn die Methode an ein- 
felnen Beispielen zum Ziele führt ,  uni ihre Allgemeingiltigkeit zu be- 
haupten; or hat  vielmehr die inneren Grtinde der Methode vorgeführt und 
sieht i n  der Summe dieser inneren Gründe einen ausreichenden Beweis, 
dessen Kraft selbstverstiindlich ausserordentlich dadurch erhoht wird, dass 
eine Unznhl der nur  theilweise veroffentlichten Beispiele aller Arten die 
Anwendbarkeit der Methode besttitiget hat.  Freilich, einen Beweis für 
die allgemeine Anwendbarkeit der Methodo, so klipp und klar und einfach 
wie etwa für 1 mal 1 ist 1, kann man bei dem ungeheuren Umfange 
des Stoffcs kaum verlangen, oin solcher ist weder moglich noch nothig. 
Schiitzte doch der angeblich exacte Beweis die berühmte ripecielle Methode 
des Laplace nicht vor der nachtrtiglichen Correctur S p i t z e r  's 1 (He r r 
Lehrb. d. h. Anal. II. Ba. 1864 5 521). 

2. Diese Methode ist auf a l l e  b i s  h e u t e  bekannten Differential- 
gleichungen anwendbar. Da man dies von keiner anderen Methode sagen 
kann, so ist  aie allerdings h e u t e  die allgemeinste; sie heisat jedoch nur 
,,Eine allgemeinerei', d. h. allgemeiner anwonabare, weil j a  Functionen ent- 
deckt werden konnen, die sich dieser Methode nicht fügen. E s  besteht 
also der im Refer ato gerügte Widerspruch n i c h t .  
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3. I n  alleu Beispielen wird genau nach der Methode verfahren. Sind 
die Coefficienten Functionen von x und lx, so ist die erste Ableitung von 
l x :  1;-'; nach dom klaren Wortlante meiner Definition des Principes 
miissen sowohl die gegebenen Gleichungscoefficienten als auch deren lz 
erste Ableitungen mit unbcstimmten Constantcn - Coefficienten und Ex- 
ponenten - versehen, also verallgemeinert werden,. somit wird aus x-' 
allgernein xbm und d m  symbolischo Integral wird 9 - n,xbm. (lxym. 

dZ 
- . x = O - const - x0 - zh. 

d" . l2 - - x - ~  - xC, 
d x2 ' d x 2  

also wird y wie oben. 
Diescn Umstand ha t  der Referent übersohen und sein Vorwurf der 

Ungenauigkeit ist unbegründet. 

4. ,,Der Nachweis der Convergonz der betreffenden Intogralreihen 
werde niemals erbracht." Alle Integralreihen des ersten Heftes convergiren. 
Jene des zweiten d s o  auch siebenten Beispieles erstos Heft convcrgiren, 
wie im 25. Beispiel zweites Heft ausgeführt ist. Jene des fünften Bei- 
spieles erstes Heft convergiren, weil sic fallen und d m  Zoichen rogelmiissig 
wechseln. Das Integral des achten Beispieles erstes Heft convergirt ffir 
alle x ,  dies ist  i n  jodem Laitfaden zu lesen, ebenso convergirt die Reihe 
des neunten Beispieles erstes Reft,  wenn sie reell gemacht wird. Derlei 
Dinge gehtiren i n  die Elemente. I m  15. Boispiclo zweites Heft ist auch 
angegeben, warum die nach meiner Methode resultirenden Integralreihen 
immer convergiren konnen und müssen. 

5. Der Verfasser ha t  n i c h t  übersehen, dass die Reihe des zehnten 
Beispieles erstes Heft gleich (y + x)"~ kt; er sagt dies selbst auf Seite 5 
des zweiten IIeftes. Wenn auch hier p(x+ y) gleich i ~ t  g~(z + y)"~, 

BO hat das zehnte Beispiel erates Heft doch gezeigt, dass die Methode 
auch auf partielle Differentialgleichungen anwendbar ist. Darin lag für  
den Verfasser des Uberraschende Resultat. [ c F ( x  + y)Cl für nllgemeiner 
zu halten als p(x + y) wlire übrigens nur eine ganz nebensiichliche, das  
Wesen meiner Methode nicht berührende Meinung]. E r s t  das dritte Heft 
a i rd entscheiden, ob diese Methode nicht auch zu allgemeineren Integralen 
führt als bisher. 

Der Titel: ,,Allgerneinere Integration der DifferentialgleichungenL' ge- 
bührt rneinar Methode schon jetzt d e s h a l b ,  weil es keine andere Methode 
giebt, welche alle Differentialgleichungen des ersten und zweiten Heftes 
nach einem Principe l t i ~ t .  Dies wird um so eclatanter, wenn das dritte 
Heft zeigen wird, dass auch die partiellen Differentialgleichungen hoherer 
Ordnung durch dieselbe Methode geltist werden. 

Hiermit sind die Bemangelungen des Referates erledigt; ich bin von 
Letzterem insofern befriedigt, als es die Behauptung, dass moine Methode 
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neu, richtig und thatsaehlich auf alle vorkommenden Gleichungen an- 
wendbar ist ,  nicht im mindesten erschüttert. Misslich war es jedoch, 
dass über  das erste Heft allein, also nur iiber einen kleinen Theil des 
Ganzon abgesondert referirt wurde; die Beurtheilung konnte leicht eine 
schiefe werden. Schliesslich erlaube ich mir, den Referenten auf die an 
alle Skeptiker ergangeno Einladung dos Vorwortes des sweiten Heftes 
hinzuweisen. EMANUEL PUCHBERGI.:II. 

Cours de géométrie analyt ique à l'usage des élhves de la  classe de Xathé- 
matiques spéciales e t  des candidats aux écoles du Gouvernement 
par B. NIEWEN~LOW~KI,  profosseur de Mathématiques spéciales au 
lycée Louis -le - Grand, membre du  Conseil supérieur de L'Instruction 
publique. Tome 1. S e c t i o n s  c o n i q u e  S. Paris 1894.  Gauthier- 
Villars e t  fils. VI, 483 S. Tome II. C o n s t r u c t i o n  d e s  c o u r b e s  
p l a n e s .  - C o m p l 6 m e n t s  r e l a t i f s  a u x  c o n i q u e s .  Ebenda 1895. 
2 9 2  9. 

Der Verfasser ha t  dom 1. Bande ein Vorwort vorausgeschickt, in 
welchem er über seine Absicht sich Sussert. E r  habe, sagt er,  vereinigt, 
was für  die Zulassung zur kcole polytechnique ebenso wie zur École 
normale an Vorkenntnissen i n  der analytischeri Geometrie zunichst der 
Kegelschnitte verlangt werde und mehr ale das. E s  soi aber für junge 
Leute, welche einem Wettbewerbe sich auvsetzen (bekanntlich findet all- 
jiihrlich nur eine beschrankte Anzahl neuer Schüler Aufnahme in jene 
hoheren Unterrichtsanstalten), ununigbglich nothig, mehr xu wissen, al3 

von ihnen verlangt werde, und sich darnach zu richten, dass das Mehr 
das Weniger einschliesse. E r  ist  dieser Absicht durchaos gerecht ge- 
worden. Der uns vorliegende 1. Rand kann seiner Vollstandigkeit nach als 
Handbuch der Kegelschnitte bezeichnet werden, ohne tiber diese Voll- 
stiindigkeit dom Wesen eines Lehrbuches untreu zu werden, und nach 
unserem Geschmacke wenigstens erhebt er sich dadurch noch über ahnliche 
Werke i n  anderen Sprachen, denen or ein gefahrlicher Nebenbuhler zu 

werden droht. Wenn auch die Kegelschnitte hauptslchlich behandelt sind, 
so hat  sich Ker r  Niewenglowski doch keineswegs versagt, allgemeinere Auf- 
fassungen zum Ausdrucke kommen xu lassen, welche dem II. Bande, der 
den ebenen Curven iiberhaupt gewidmet werden soll, bereits erheblich 
vorarbeitet. Nach einer Einleitung, welche fast 3% Bogen stark schon 
ziemlich vie1 umfasst, narnentlich mit mehr Arten von Coordinatensystemen 
bekannt macht, als es sonst der Fail i s t ,  wird die gerade Linie mit Ein- 
schluss der imaginaren Gebilde dieser Art behandelt, erst einzeln, dann 
nach Vorausschickung des Wissenswürdigsten über homogene und trilineare 
Coordinaten und weniger Invariantensatze in  ihrem Auftreten als Strahlen- 
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bündel. Die Vereinigung zweier Geraden führt  zu einer ersten besondcren 
qnadratischen Gleichung, und ihr gegenüber t r i t t  eine eweite besondere 
qnadratische Gleichung, die des Kreises. Schon die soweit erworbenen 
Kenntnisse lassen i n  einem Kapitel mit der Ueberschrift Geometrische 
Oerter manche Aufgabe losen. Kun erscheinen im VIII. Kapitel die 
Curven xweiten Grades. Bei ihrer Discussion werden, wie vorher bei der 
Geraden, wie beim Kreise, wie i n  allen Kapiteln des ganzen Bandes die 
imaginaren und anderen Entartungen mit besonderem Geschick in den 
Vordergrund gezogen. Eine Lehre von den Mittelpunkten, von den Durch- 
messern von Curven folgt. Nach einigen weiteren Kapiteln mit Gleichungs- 
umformungen, Satzen über Durchmesserliingen, Collineationsbetrachtungen 
Bonimen Tangenten und Normalen i m  Allgerneinen zur Sprache und ge- 
statten die Auffindung der Kegelschnittsgleichung in Liniencoordinaten, 
deren ausführlichere Behandlung noch a n  die Polareigenschaften und die 
reciproken Figuren anknüpft. Nun werden Kegelschnitte durch Punkte 
ebensowohl a h  durch Tangenten bestimmt; ihre nicht genügende Be- 
stimmung leitet zur Lehre von den Kegelschnittbûscheln über. Noch 
zwei Kapitel, ein XIX. und XX., erscheinen. In jenen is t  von Brenn- 
punkten im Allgemeinen die Rede, von Pliicker's Aufhssung derselben als 
Jilittelpunkte von den Kegelschnitt doppelt be~ührendenKullkreisen. I n  diesem 
ist von der Gleichung f + 1. f, O der Angang genommen, wo f und f, 
Polynome zweiten Grades darstellen, und von den Bedingungen, welche A 
erfullen muss, damit jene Gleichung ein Linienpaar bedeute; man k h n t e  
das gsnze Kapitel als das von der Gleichung in A benennen. Wir  haben 
damit eine nur allzuflüchtige Inhaltsübersicht gegeben, welche dam Pach- 
manne eine annshernde Ahnung von der Reichhaltigkeit des 1. Bandes ver- 
leihen mag. Die Ausstattung ist eine vorzügliche, der Druck scheint 
nahezu fehlerfrei. Diirfen wir zum Schlusse eine Nebensache rügen, welche 
uns beim Lesen unangenehm aufgefallen is t?  Her r  Biewenglowski benutzt 
fortwahrend die gleichen Typen derselben Buchstaben A ,  B ,  C . .  ., um 
Punkte und Coefficienten zu bezeichnen. Auf einer und derselben Zeile 
wechselt oft die Bedeutung, so d a s ~  man sich die Prage stellen muss, was 
bedeutet A hier? Die Antwort auf diese Frage ist nicht grade schwer 
zu finden, aber wir rneinen, die Nothwendigkeit sie zu stellen hat te  ver- 
mieden werden sollen. Der II. Band ist dam 1. iiberraschend schnell nach- 
gefolgt. Sein Tite1 weist ihm die Construction ebener Curven und Er-  
ganzungen der Lehre von den Kegelschnitten zu. Man sieht daraus, und 
der Umfang des Bandes, der nnr  3/5 der Stërke des 1. Bandes erreicht 
hat, bestiitigt es, dass .  der Verfasser keineswegs beabsichtigt hat ,  einen 
vollstiindigen Lehrgang der hoheren ebenen Curven en schreiben. Manches 
wird an einen solchon erinnern, aber in  vielen anderen Theilen weicht der 
Band wesentlich von dem Werke Salmon's z. B. ab. Herr Niewenglowski 
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legt ein Hauptgewicht auf die annahernd richtig gezeichnete Gestalt einer 
Curve. Die Art  der Wolbung, ihre Veranderung in Inflexionspunkten, 
Singularitaten werden zuerst eror ter t ,  dann die Grosse der Krümmung 
einer Curve, bei welcher Gelegenheit wir die Besprechung des Falles eines 
verschwindenden Kriimmungshalhmessers ungern vermisst haben. Das 
Newton-Puisenx'sche Parallelogramm findet eingehende Benutzvng. Nun 
kommen die gradlinigen Asymptoten. Ein Kapitel über die metrischen S&e, 
welche Newton, Maclaurin, Carnot eingeftihrt haben, unterbricht einiger- 
massen den Zusammenhang. Der Verfasser wollte sie offenbar nicht weg- 
lassen, wusste aber keinen geeigneten Ort, sie unterzubringen. Nun wendot 
er sich zu besonderen Curven. Hilfscurven y = cp(x)  und y = $(x) als 
Debergang zu den Curen y - q(z)  + ~ ( x ) ,  asyrnptotische Curven, Uni- 
cursalcurven definirt durch ihre beiden Parametergleichungen, bestimmte 
Curven dritten und vierten Grades treten auf. War in diesen neun ersten 
Kapiteln ausschliesslich von gradlinigen Coordinaten Gebrauch gemacht, 
BO zeigt das zehnte Kapitel die Anwendung von Polarcoordinaten. Nnn 
folgen die im Tite1 zugesagten Ergiinzungen zur Eegelschnittslehre in 
fiinf Kapiteln. Jo,zehimsthal's Stitze über die von einem Punkte ausgehenden 
Normalen, das Pascal'sche und das BrianchonJsche Sechseck, Bestimmung 
eines Kegolschnittes durch d a m  geniigende Elemente treten in den Vorder- 
grund. Zwei kurze Kapitel liber graphische Gtleichungsaufl6sungen und 
über die Lehre von den Equipollenzen nach Rellavitis beschliessen den 
Band. Auch in ihm fehlt es nicht au  Ausblicken i n  Gebiete, deren ge- 
nauere Diirchforschung Herr  Niewenglowski sich versagt hat, und noch weniger 
an geistreichen Einzelheiten, an sogenannten Kunststückchen, welche den 
Leser anregen und unterhalten. CAXTOR. 

Lezioni di  Caloolo infinitesimale dettate da ERXEBTO PASCAL, professore 
nella R. Universith di Pavia. Parte  1. C a l c o l o  D i f f e r e n z i a l e ,  IX, 
316 pag. Parte  II. C a l c o l o  I n t e g r a l e ,  VI, 318 pag. Ulrieo 
Hoepli. Nilano 1895. 

Die Hoopli'sche Verlagshandlung in Mailand giebt unter der gemein- 
samen Ueberschrift als ,,Nanuali Hoepli" handliche und ungemein wohl- 
feile kleine Bandchen heraus, welche ale Lehrbücher der verschiedensten 
Wissensgebiete dienen sollen. Die beiden Bandchen Infinitesimalrechnung 
z. B. kosten zusarnmen nur  scchs Lire! Ihro Herstellnng ist buchhiindieriseh 
nur  unter  der Voraussetzung eines aussergewiihnlich starken Absatzes denk- 
bar, und dieser wieder mag wohl zum Theil durch den billigen Preis ver- 
bürgt sein, aber sicherlich doch nur  dann, wenn der Inhalt sich ah 
empfehlenswerth bewtihrt. Die mathematischen Bandchen lassen anch 
Letzteres durch die Namen ihrer Verfasser, welche keinem Leser italienischer 
Zeitschriften unbekannt sind , erwarten, und Herr  Pascal insbesondere hat 
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sich der ihm gestellten Aufgabe i n  den heute vor uns liegenden Bandchen 
vollstiindig gewachsen gezeigt. E r  wollte, so sagt die Vorrede, dasjenige 
bringen, was in  einem gewohnlichen Lehrgange der Intinitesimalrechnung 
enthalten zu sein pflegt, wahrend er von dem Versuche, sogleich comploxe 
Veriinderliche zu wiihlen und dadurch der Functionentheorie vorzuarbeiten, 
Abstand nahm. Wir  k6nnen nach beiden Richtungen nur  unser Ein- 
verstandniss aussprechen. Die Lehre von den reellen Verinderlichen 
verdient didactisch und sachlich noch immer eine besondere Behandlung, 
wenn auch der Geist dieser Behandlung wesentlich strenger geworden es 
nicht verleugnen kann noch will, welchen Einfluss die Punctionentheoretiker 
des XIX. Jahrhunderts geübt haben. Herr  Pascal erkliirt ferner in  seiner 
Vorrede, welche Schriftsteller er insbesondere sich zum Muster genommen 
habe, und die Namen Lipschitz, Gilbert, Mansion, Stolz, Dini, Peano, 
Harnack stellen eine Auswahl dar ,  aus welcher man keinen einzigen ent- 
fernen moohte, wenn auch der Eine diesen, der Andere jenen Namen noch 
überdies genannt wünschen konnte. Die Zerlegung des Stoffes in  zwei 
Bindchen ha t  zur Folge, dass die Integration von der Differentiation scharf 
gesondert ist. Die meisten Vorlesungen halten die gleiche Sonderung für  
nothwendig. Nach dem Vorgange einee gelehrten Freundes pflegt Referent 
anders zu verfahren und hat nur  gute  Erfahrungen damit gemacht. Die 
unbestimmten Integrationen konnen sehr wohl zwischen die Differentiationen 
eingeschoben werden. Das hat  den groasen Vorzng, dass man das Hand- 
werkmassige und Langweilige auf einmal los wird und nicht zu befürchten 
brancht, den durch die Anwendungen der Differentialrechnung bereits i n  
seinen Anforderungen a n  interessante Gegenstënde gesteigerten Schüler 
nachtraglich zu ent thschen.  Freilich entfernt sich dieser Lehrgang wesent- 
lich von dem Althergebrachten, aber, wer Neuerungen anderer Ar t  nicht 
scheut, wird vielleicht auch an dieser Gefallen finden. CANTOR. 

Que~tions d'algèbre 8, l'usage des éléves des classes de m a t h h a t i q u e s  
spéciales e t  des candidats aux écoles polytechnique, normale, cen- 
trale eto. par GEORGES MAUPLN, licencié 6s sciences mathématiques 
et  physiques, membre de la  société mathématique de France. Avec 
une prhface de M. C. A. LAISANT, docteur 6s sciences. Paris 1895. 
Librairie Nony e t  Cie. VII ,  292 pag. 

Sind Aufgaben, ohne Angabe ihrer Auflosung gesammelt und im 
Drucke vereinigt, von wirklichem Nutzen? Herr  L a i s  a n t  ist dieser Ansicht, 
sonst hBtte e r  nicht eine ganze Beihe solcher Sammlungen bei Gauthier- 
Villars herausgegeben. Auch Herr  M a u p i n  schliesst sich seinem Beispiele 
theilweise a n ,  allerdings nur  theilweise, denn i n  jedem Kapitel sind 
wenigstens einige Musteraufgaben aufgelost. Referent kann den Nutzen 
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nicht recht begreifen, den solche Sammlungen stiften sollen. Bei der 
Strittigkeit der Frage unterdrücken wir jedoch unsere abweichende An- 
sicht und berichten nur  kurz über den Inhalt der Fragen. Sie gehoren 
der Algebra, der algebraischen Analysis, der Differential- und Integral- 
reehnung an, auch die Combinatorik und die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
sind berücksichtigt. Die Auswahl ist  recht hübsch getroffen und vielfach 
auf grddezu fesselnde Fragen gefallen. Herr Maupin verschmaht es njcht, 
geschichtliche Bemerkungen einzustreuen. Wir freuen uns dessen, würden 
uns aber noch mehr freuen, wenn Herr Maupin in  seinen darauf be- 
züglichen Studien auch Werke benutzt hat te ,  die spliter als Montucla er- 
schienen sind. Wir versaumen keine Gelegenheit, anzuerkennen, was Non- 
tucla geleistet ha t ,  aber seit hundert Jahren is t  doch auch die Geschichte 
der Mathernatik um ein Merkliches vorwarts gekommen, und  Manches, was 
damals als richtig galt,  ha t  sich als irrig erwiesen. Bei Aufgaben ohne 
Auflosung ist die Richtigkeit des Druckes von ganz besonderer Wichtigkeit. 
Nach manchen Stichproben bei den aufgelosten Aufgaben, z. B. auf pag. 152 
bis 156, is t  allerdings nicht überall mit der nothwendigen Sorgfalt ver- 
fahren worden. CANTOR. 

Die eiformigen Curven. Inaugura!dissertation zur Erlangung der Uoctor- 
wtirde vorgelegt der hohen philosophischen Facultat der Universitat 
Bern von FRITZ M C N Q E R  aus Kirchlindach (Bern). Bern 1894. 46 S. 
5 Figurentafeln. 

Schneidet man einen gegebenen Kreis durch eine von einem gegebenen 
Strahlencentrum aiisgehende Secante, projicirt einen Schnittpunkt auf die 
Abscissenachse und den so gewonnenen Punkt  der Abscissenachse auf die 
Secante, so bildet bei Drehung der Secante um das Strahlencentrum ihr 
vorbestimmter Punkt  eine Curve sechsten Grades, welche Herr Mtînger e i -  
f t i r m i g e  C n r v e  nennt. Die gegenseitige T>age des Kreises und des 
Strahlencentrums bedingt selbstverstiindlich andere und andere Gestaltungeii, 
welche eingehend erortert und durch Figuren verdeutlicht werden. RerrNÜnger 
hat  seine Untersuchung auch auf andere Curvm ausgedetint, welche mit 
den Eilinien in irgend welcher Verbiudung stehen. CANTOR. 

Prakt ische Hilfstabellen für logarithrnische und andere Zahlenrechnungen 
von JOSEP H R A B ~ K ,  kaiscrl. konigl. Oberbergrath und Professor. 
Dritte abgekürzte Ausgabe. Leipzig 1899. B. G. Teubner. V, 233 S. 

Sollcn wir das wosentlich unteischeidendo Morkmal dieser Tabellen 
von anderen kurz bezeichnen, so dürfen wir ssgen, die meisten Tabellen- 
werke umfassen neben den Logarithmen auch Anderes, das von Hrabbk 
neben Anderem auch Logarithmen. Mit Hilfe einer auf eine hinlangliche 
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Zahl von Decimalstellen ausgerechneten Logarithmentafel kann man j a  
unzweifelhaft das von Hem Hrabhk fiirsorglich Gerechnete jeden Augenblick 
selbst herstellen, aber eine wesentliche Bequemlichkeit gewahrt es doch, 
sofort die reciproken Werthe aller vierziffrigen Zahlen oder zweite und 
dritte Potenzen und Wurzeln, Vielfache von n, wirkliche L h g e n  trigono- 
metriecher Linien im Einheitskreise und dergleichen mehr aufschlagen zu 
konnen. Diese Moglichkeit bietet aber das uns vorliegende Buch nebst 
einer hinreichenden Gewiihrleistung für  die Richtigkeit dor Ergebnisse, da, 
wie das Vorwort ausdrücklich betont, in den etwa zwanzig Jahren seit 
dem erstrnaligen Drucke der stereotypirten Tafeln nach vielseitigem Ge- 
brauche kein einziger Fehler entdeckt worden ist. Die genanuten Hilfs- 
tabellen für die reciproken Werthe liefern sechs Decimalstellen. Auch die 
Briggischen Logarithmen der Zahlen und der trigonometrischen Linien sind 
auf sechs Decimalstellen angegeben, mithin in grosserer Anzahl, als es 
neuerdings üblich ist. Die Ausstattung befriedigt die weitestgehenden 
Wünsche. CANTOR. 

Elementarbuch der  Differential- und Integrairechnung mit zahlreichen 
Anwendungen aus der Analysis, Geometrie, Mechanik, Physik etc. 
für hohere Lohranstalten und den Solbstunterricht bearbeitet von 
FICIEDRICH ACTEMHEIYEB, Maschinen -Ingenieur, gew. Professor und 
Director des zürcherischen staatlichen Technikums zu Winterthur, 
Herausgeber von ,,Bernoulli's Vademekum des Mechanikers", von 
,,Rernoullils DampfmaschinenlehreLL und von ,,Anfgaben iiber mccha- 
nische ArbeitLL. Vierte verbesserte Auflage. blit 157 in den Text 
eingedruckten Holzschnitten. Weimar 1895. Bernhard Friedrich 
Voigt. VIII,  533 S. 

Wir haben Bd. XXXIII dieser Zeitschrift, Historisch-literarische Ab- 
theilung S. 22, unsere Ansicht über die dritte Auflage ausgesprochen, und 
die viorto Auflage hat unser Urtheil nicht verandert. Wir  wissen aus 
dem abermals n6thig gewordenen Neudrucke, dass das Elernentarbuch 
Küufer findct, wir wissen, dass es insbesondere in der Schweiz beliebt ist, 
dass der verstorbene Rudolf Wolf es in seinem Handbuche der Astronomie, 
ihrer Gcschichte und Liieratur 1, 108, in seinem Literaturnachweise er- 
wabnt. Wir wissen ferner, dass die Aufgaben aus der Mechanik, welche 
wir als Vorzug der dritton Auflage erwiihnt habcn, noch um Aufgaben 
über Quantitat der Bewegung, Potential- und mechanische Warmetheorie 
vermehrt worden sind. Wir wissen endlich, um keinen Vorzug unerwiihnt 
zu lassen, daes der Preis von 9 Mk. ein verhiltnissmlissig sehr niedriger 
kt. Aber wir wissen auch, dass die neue Auflage bezüglich der Stronge 
der vorgetragenen Beweise sich nicht im Geringaten von der uin acht Jahre 
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Llteren Auflage unterscheidet, und dass der Leser und Benutzer nach wie 
vor darauf angewiesen ist,  Vieles auf Treu  und Glauben anzunehmen. 

Aufgaben zur  Differential- und  Integralrechnung nebst den Resultaten 

und den zur Losung ntithigen theoretischen Erlauterungen von 
Dr. H. DOLP, weiland Professor am Polytechnikum zu Darmstadt. 
Sechste verbesserte Auflage. Giessen 1895.  J. Ricker'sche Buch- 
handlung. II, 209 S. 

E s  giebt Bticher, welche man nicht mehr lobt,  sondern bei welchen 
man sich damit begnügt, das Erscheinen einer neuen Auflage anzuzeigen. 
Zu diesen gehort ,,der Dolp': wie die Studierenden das Buch kurzweg 
zu nennen pflegon. D 6 l p  selbst ha t  nur  die erste Auflago 1869 er- 
scheinen sehen. Wiihrend des Druckes der  zweiten Auflage von 1874 
starb er. H a t t e n d o r f f  besorgte alsdann 1 8 7 8  die dritte Auflage. Die 
vierte und fünfte Auflage von 1884 und 1891 sind keiner neuen Be- 
arbeitung unterzogen worden und sind, d a  manche Druckfèhler sich ein- 
schlichen, hinter der dritten Auflage zurtickgeblieben, werin auch, wie der 
fortgesetzte Absatz beweist, ohne die Brauchbarkeit einzubüssen. Für die 
sechste Auflage hat  die Verlagshandlung, wie wir mit Bestimmtheit wissen, 
sich die Beihilfe eines bekannten Mathematikers zu sichern gewusst, den 
wir allerdings zu nennen uns nicht berechtigt fühlen, da sein Name weder 
auf dem Titelblatte noch als Unterschrift eines Vorwortes vorkommt. Viel- 
leicht verzichtet er bei einem spateren abermaligen Abdrucke auf den der 
Durchsichtigkeit nicht entbehrenden Mante1 der Anonymitat. CABTOR. 

Orundriss der  Differential- und Integral-Rechnnng. 1. Theil: Di f  f o r  e n  t i  a l -  

R e c h n u n g .  Von Dr. LUDWIQ KIEPERT, Professor der Mathematik 
an der technischen Hochschule zu Hannover. Siebenb vollstiindig 
umgearb. und verm. AuElage des gleichnamigen Leilfadens von weil. 
Dr. MAX STEGEMAXN. Mit 160 Figuren im Texte. Hannover 1895. 
Helwing'sche Verlagsbuchhandlung. XVI,  638 S. 

Die Vorrede zur fünften Auflage is t  vom J u l i  1887 datirt, die zur 
seohsten vom 15. November 1892, die zur siebenten vom 21. Mai 1895. 
Die sechste Auflage wurde folglich in der halben Zeit vergriffen, welche 
zum Verkaufe der ihr unmittelbar vorhergehenden erforderlich war. Die 
Kritik kann nicht immer mit der Gunst des Publikums übereinstimmen, 
aber dom Kiepert'schen Grundrisse gegentiber kt die Borechtigung joner 
Gunst allgemein zugestanden. Referent ha t  wiederholt mit Fachgenossen 
von Univorsitaten und von technischen Hochschulen darüber gesprochen, 
welches Werk sie wohl dom Anfiinger am Liebsten empfehlen, und fast 
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regelmassig wurde ihm in den letzten Jahren Kiepert genannt und damit 
sein eigenes Urtheil bestEtigt. In der siebenten Auflage bat  das Werk  
nun auch den Tite1 erhalten, welchen es vollstëndig verdient. Von der 
alten Stegemann'schen Differentialrechnung is t  so gut  als Nichts mehr 
vorhmden, Herr  Kiopert ha t  sie ncru verfasst und musste als Verfasser 
auf dem Titelblatte erscheinen, vermuthlich nicht zurn letzten Male. 

Anwendung der Differentialreohnung anf die ebenen Cnrven,  nebst 4 2 5  

gelosten Aufgaben, 164 Piguren und 138 Erklgrungen. Fiir das 
Selbststudium und den Gebrauch an Lehranstalten bearbeitet nach 
dem System Kleyer von Prof. Dr. AUGUST HAAB. Stut tgart  1894. 
Verlag von Julius Maier. VIII,  272 S. (Dritter Theil des Lehr- 
buches der Differ~ntialrechnun~.) 

Referent ha t  nicht die Absicht, das ,,System Kleyerl' einer Benrtheil- 
ung zu unterwerfen. Ein einzelnes Bandchen liegt uns z- Besprechung 
vor, und von diesem k6nnen wir mit gutem Gewissen sagen, dass es 
zweckmiissig gewahlte Aufgaben der Curvenlehre i n  grosser Anzehl ent- 
halt und sich durch diese dem Lehrer, der nach Heispielen sucht, empfehlen 
dürfte. Angenehm d h f t e  es fü r  diesen auch sein, dass die Figuren sorg- 
filtige Zeichnung verrathen und an der Tafel zum Muster gebraucht 
worden konnen. Die Rechnungen wird man freilich jeweils zu prüfen 
haben, denn allein i n  den 80 ersten Seiten, bei welchen wir keineswegs 
elle Aufgaben prüften, sind uns auf S. 20, 21, 23, 36, 37, 47, 71, 80 
Irrthiimer aufgefallen. Nachsendung eines vollstandigen Druckfehler- 
verzeichnisses von Seiten des Herrn Verfassers, dem die Müho einer 
vollstlndigen Nachrechnung in erster Linie zuzumuthen is t ,  &de dem 
Bandchen zum Vortheile gereichen. CANTOR. 

hI. BÔCHER, Ueber die  Reihenentwickelungen der  Potentialtheorie. Mit 
einem Vorwort von F. GEIN. Leipzig 1894. B. G. Teubner. VI11 
und 258 S. 

Die philosophische Facultat der Gottinger Universitat hatte 1 8 9 0  
folgende Preisaufgabe gestellt: ,,Man kann die Mehrzabl der in der Potential- 
theorie auftretenden Reihenentwickelungen und Integraldarstellungen unter 
einheitlichem Gesichtspunkt ableiten, indem man die siimmtlichen bei diesen 
Dardtellungen in Betrnüht kommenden Orthogonlrlsysteme als Ausartungen 
des Systems confocaler Cykliden betrachtet und unter Zugrundelegung des 
letzteren zunachst für  einen von sechs confocalen Cykliden begrenzten 
K6rper geeignete Reihenentwickelungen aufstellt. Die F a c ~ l t a t  wünscht, 
dass der hiermit bezeichnete Gedanke ins Einzelne durchgefiihrt, auch von 

Hist.-1iter.Abth.d.Zcitsohr. f. Math.n. Phys. 41. Jahrg. 1896. 1.Heft. 3 
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wird im zweiten Abschnitt ftir allgemeine, im dritten Abschnitt f ü r  aus- 
gearteto Cyklidensechsflache erledigt. 

Vorausgeschickt werden einige allgemeine Erorterungen, die sich auf 
die Lamé'schen Gloichungen beziehen. F ü r  dicse wird nach dcm Vorgange 
von Herrn K l e i n  eine verallgemeinerte Definition aufgestellt, und zwar 
wird als L a m h ' s c h e  G l e i c h u n g  ,,&ne tîberaii regulare homogene lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten bezeichnet, 
deren im Endlichen gelegene singuiare Punkte el ,  . . . en sammtlich die Ex- 

1 
ponenten O,  - besitzen, und die iui Unendlichen nur  einen uneigentlich 

2 
singuliiren Punkt aufweist.': Die allgomeine LamOJsche Gleichung lautot 
hiernarh: 92-4 

f'11(x)2/ " Y(") . Y, 
wo 

und a ,  b ,  . . . m beliebige Constanten bozeichnen. Jede L6sung einer solchen 
Lamé'schen Gleichung wird, ebenfalls in  Uebereinstimmung mit Herrn 
Klein, eino Lamé ' scho  Function gcnannt. Um auch noch die Singularitët 
im Unendlichen wegzuschaffen, werden homogene Variablen eingefiihrt. 

Hiernach wird aiif geometrischem Wege ein merkwürdiges, von S t u r m  
fur Differentialgleichungen mit e i n e m  Parameter entdecktes, von Herrn 
Klein auf solche mit zwei Parametern ausgedehntes Theorem ftir den 
reellen Verlauf der Lamk'schen Punctionen aufgestellt, welchem Herr 
Klein den Namen ,,Oscillationstheorem" gegeben bat. Der Verfasser be- 
scfirinkt sich auf den Pal1 TZ - 5, der f ü r  die Bandwerthauf'gabe allein 
in Betracht kommt. Das Theorem lautet:  ,,Die accessorischen Parameter a 
und b einer Lamb'sütien Gleichung n - 5 konnen stets und nur auf eine 
Weise B O  bestimmt werden, dass eine erste Particularl6sung existirt, welche 
in einem ersten beliebigen Segmente mlmz eines Intervalles der reellen 
s-Achse genau m Halboscillationen ausfiihrt, und dass gleichzeitig eine 
andere Part icular l~sung existirt, welche in einem beliebigen Segmente filmp 

eines anderen Intervalles genau n Halhoscillationen ausfiihrt." 
In  Kapitel III des zweiten Abschnittes kommt der Verfasser endliüh 

auf die urspriingliche physikalische Fragestellung zurück, nachdem er die 
Potentialgleichung mit Hilfe cyklidischer Coordinaten umgeformt hat. Uie 
Frage, ob sich ein Lamé'sches Product, das der eben genannten Differential- 
gleichung genügt, von der Form 

V ( P ,  v ,  Q )  a Ef(P) E ' l ( ~ )  Ef"(Q) 
finden lasst, wird jetzt, auf Grund der Untersuchungen der Herren W a n g e r i n  
und D a r b o n x ,  daliin ehtschieden: ,,Wir k6nnen ein Lamé'sches Product 
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bilden, indem wir die drei Factoren desselben als irgend welche L a m é -  
sche Functionen annehmen, die ParticularlGsungen einer und derselben 
Lamé'schen Gleichiing la = 5 sind,  welche die Punkte e,, . . . e5 als ein- 
fache singulare Punkte besitzt. Die accessorischen Parameter der L a m é  - 
schen Gleichung sind dabei keinerlei Beschrankungen unterworfen." 

Hiernach ist man im Stande, fiir jedes allgemeine System cyklidischer 
Coordinaten 005 Potcntialo in  der Form verallgerneinerter Lamé'scher  Pio- 
ducte V = T . ~ " ( I I )  E "'(p) 

zu bilden. Diese Potentiale entsprechen au sich keinen besonders einfachen 
oder wichtigen physikalischen Problemeu. Aus ihnen lassen sich aber durch 
Addition allgemeinere Potentiale zusammensetzen , und mit Hilfe dieser 
wird die in Rede stehende Randwerthaufgabe zur Losuug gebracht. 

Zunachst betrachtet der Verfasseï K6rper , die von sechs allgemeinen 
confocalen Cg kliden ,,dur c h a u s rechtwinkligU begrenzt sind , und führt 
folgende schematische Rezeichnung derselben ein: ,Das allgemeine Cykliden- 
sechsflach wird durch ein Schema charakterisirt, welches aus drei Segmenten 
rn,m,, nl la,, r1r2 besteht , die bezw. in  den Intervallen p , v ,  g der reellen 
x-Achse liegen, aber diese Intervalle, oder Theile derselben, beliebig oft 
überdecken k6nnenu. Wird dann noch ein L a m  é'sches Product , das auf 
fiînf Seitentliichen eines Cyklidensechsflachs verschwindet, als zu dem Sechs- 
flach ,g e h  Gr e n  d u  bezeichnet, so tibersieht man leicht, dass die L a m  é'sehcn 
Functionen , sus welchen sich diese z u g e h 6 r i  g e n  L a  m é'schen Producte 
zusammensetzen, geradezu durch das Oscillationstheorem zu bestimmen sind. 
Mit Benutzung dieser Producte wird nun die Randwerthaufgabe gelost. 
Diese L6sung ist allerdings, wie der Verfasser selbst zugiebt, iiur forma1 
richtig. Für die wirkliche Anwendung fehlen: 1. der Convergenzbeweis 
der Reihenentwickelungen , 2. eine tibersichtliche und brauchbare Darstellung 
gewisser Fundamentalzweige einer bdiebigen Lamb'schen Function, 3. die 
numerische Bestimmung der accessorischen Parameter a ,  b der L a m  b'schen 
Differentialgleichung durch die gegebenen Oscillationseigeuschaften , 4. Metho- 
den zur bequemen Auswerthung der Doppelintegrale, die in den Coefficienten 
der Reihenentwickelungen vorkommen. 

Der dritte Abschnitt behandelt die Randwerthaufgabe der Potentialtheorie 
für ausgeartete Cyklidensechsflache. Auch hier geht ein mathematischee 
Kapitel voran. Dasselbe bezieht sich auf die Specialfdle der Lamé'schen 
Gleichung und des zugehorigen Oscillationstheoreme. Zunachst wird dar- 
gelegt, dass bei einem Y-fachen singuliiren Punkt  el; einer Lsmb'schen 
Gleichung für  v > 3 im Allgcmeinon irregultires Verhalten eintritt. 1st 
aber ek zugleich eine y-  fache Wurzel (y < v - 2) von ( x )  = O, so arten 
die Lamb'schen Functionen E (a;) in das Product 

(z - ek) - i z(.) 
aus ,  unter Ë(x) eino Lamé'sche Function verutanden, die im Punkte ek 
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einen (v - p) fachen singulsren Punkt ,  sonst aber dieselben Singularitiiten 
wie E(x) besitzt. 

Um sodann ftir diese Specialfille das O~cillationstheorem zu gewinnen, 
unterscheidet derverfasser zwischen allgemeinen und specialisirten Segmenten, 
von denen die letzteren einen singuliiren Punkt  der L a m  é 'schen Gleichung 
als Endpunkt haben. FHr allgemeine Segmente bei specialisirter Gleichung 
ist der Ansatz zum Reweis des Oscillationstheorems in keiner Weise zu 
andern. Ebensowenig t r i t t  eine Modification desselben ein bei specialisirten 
Segmenten, sobald der Endpuukt des Segments ein einfach singuliirer Punkt  
ist. Sobald indessen dieser Endpunkt eine hohere Singularitht ha t ,  ist das 
Oscillationstheorem nicht mehr allgemein aufrecht zu erhalten.. So ist ein 
Fall, in welühem es seine Giltigkeit verliert, de r ,  wo sich das Segment 
von einem mehrftachen Punkt  ek zu einem anderen mebrfachen Punkt ek+i 

einfach erstreckt, das ist der Fal l ,  wo die Lamé ' sche  Gleichung die Ge- 
stalt annimmt : 

wenn 

Biernach studirt der Verfasser die zu beliebigen Ausartungen des cykli- 
dischen Coordinatensystems gehorigen L a m  B'schen Producte, welche Sbrigens 
bereits von frllheren Autoren angegeben worden sind. Dazu wird die früher 
aufgestellte Tabelle aller dreifach orthogonalen Fl%chensysteme benutzt, die 
sich als Ausartungen des allgemeinen cyklidischen Systems ansehen lassen. 
Zunachst findet der Verfasser: Wenn e k  ein mehrfachcr Punkt i s t ,  welchern 
drei verschiedene Elementartheiler entsprechen, so mtissen die accessorischen 
Parameter dieser Lamé'schen Function in der Weise specialirirt werden, dass 
die L a  mé'sche Function nach Abtrennung des Factors (2- eh) -4  in  deu 
Fa11 n = 4 ausartet. Ausser diesen L a m  é 'schen Functionen n = 4, die 
sich stets durch trigonometrische Punctionen ausdriicken lassen, und den 
sllgemeinen L a m  B'schen Functionen a = 5 ergeben sich noch ftinf Special- 
fkille: 1. die Functionen der dreiachsigen Flgchen zweiten Grades, 2. dio 
Functionen des Rotationskegels (Kugelfunctionen eines Arguments mit un- 
beschrlnktem Index), 3. die Punctionen der zweiachsigen Cylinder zweiten 
Grades, 4. die Functionen des Rotationscylinders ( B  e s  s el'sche Functionen), 
6. die Functionen des parabolischen Cylinders. Dieselbe Art  L amé'scher 
Functionen kann bei sehr verschiedenen Fl~chensystemen auftreten. 90 treten 
die Functionen der dreiachsigen Flichen zweiten Grades bei a) den all- 
gemeinen Plachen zweiten Grades, b) den Kegeln zweiten Grades, c) den 
Rotationsringcykliden, d) den zweitheiligen, e) den eintheiligen Rotations- 
cykliden; die Functionen des Eotationskegels bei a) den Rotationskegeln, 
b) den Kreisringen, c) den Fbtationsfltichen zweiten Grades (abgeplattete 
Ellipsoide und einschalige Hyperboloide; verlangerte Ellipsoide und zwei- 
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schalige Hyperboloide); die Functionen der zweiachsigen Cylinder zweiten 
Grades bei a) den Cylindern zweiten Grades, b) den allgemeinen Para- 
boloiden; die Functionen des ltotationscjlinders bei a) den Rotations- 
cylindern, b) den Rotationsparaboloiden; endlich die Functionen des para- 
bolischen Cylinders bei den parabolischen Cylindern auf. Diese Gruppirung 
verschiedenartiqer Flachen findet, wie Verfasser hervorhebt, durch die hier 
dargelegte KI e i n'sche Tbeorie eine hochst anschauliche, einheitliche Er- 
kliirung aus einem obersten Princip. Ein kurzer hidorischer Bericht tiber 
die Theorie der L a m  é'schen Producte (vergl. B y e r  lg, F o u  r i e  r 's Series and 
Spherical , Cylindrical and Ellipsoidal Harmonica. Boston) beschliesst dieses 
Kapitel. 

Das letzte Kapitel des dritten Abschnittes handelt von den Cykliden- 
vielflachen, die weniger a19 sechs Seitenfachen haben, und giebt eine Losung 
der zugehorigen Randwerthaufgabe. Des historischen Interesses wegen wird 
der Fa11 des Vollellipsoids in einem besonderen Paragraphen vorgeführt. Hier 
vereinfacht sich die allgemeine Losung wesentlich. Es  wird bewiesen, dass 
die L a m  b'schen Functionen, welche in  den zum Vollellipsoid gehorigen 
L amé'schen Producten auftreten, algebraisch sind, und zwar, bis auf etwa - - 
vorkommende Factoren f-, i z  - e,, i z  - e,, rational. Und diese 
Eigenschaft des Vollellipsoids, das hier das Oscillationstheorem auf (ganze) 
rationale. Functionen ftihrt, ermfiglicht die algebraischo Bestimmung der 
accessorischen Parameter. Der Parameter A ergiebt sich hier gleich N ( N + l ) ,  
wo N eine ganze positive Zahl bedeutet. 

E s  folgen noch Losungen der Randwertbaufgabe ftir Korper, welche 
durch ausgeartete Cykliden begrenzt sind, deren Schemata aber nur all- 
gemeine Segmente, und solche, deren Schemata specialisirte Segmente ent- 
halten. Eine historische Uebersicht Hber die hauptslichlichsten bis jetzt 
aufgestollten Reihen - Entwickelungen der Potentialtheorie ( L e  g e n d r c, 
L a p l a c e ,  F o u r i e r ,  P o i s s o n ,  G r e e n ,  L a m e ,  H e i n e ,  L i o u v i l l e ,  
F. N e u m a n n ,  C. N e u m a n n ,  R i e m a n n ,  T h o m s o n  und T a i t ,  M e h l e r ,  
M a t h i e u ,  H. W e b e r ,  C. B a e r ,  F. K l e i n )  beschliesst den letzten Ab- 
schnitt. 

Ein Anhang versucht noch, die bisherigen Resuitate auf Rn zu fiber- 
t ragen,  um einen besseren Ueberblick Bber die fur den dreidimensionalen 
Raum entwickelte Tbeorie zu gewinnen. E. JAHKKE. 
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Die Grassrhann'sche Ausdehnungslehre. 

E i n  Bei t rag  
sur 

Geschichte der  Mathematik i n  den  letzten fünfzig J a h r e n .  

Von 

Dr. V. SCHLEGEL ? 

Professor an der Gewarbeschule in Hagen. 

- 
S o h l u s w .  
- 

Zur Untersuchung der a l g e b r a i s c h e n  C u r v e n  u n d  F l a c h e n  liefert 
die Ausdehnungslehre mehrere charakkeristi~che Methoden. Die e r s  t e ver- 
folgt dio Entstehung einer Curve oder Flache aus festen und heweglichen 
Elementen, stellt dieselbe durch ein gleich Nul1 gesetztes nplanimetrischesu 
bezw. ,,stereometrischesu Product dar (welches übrigens in  einen beliebigen , 

Coordinatenausdruck verwandelt werdon kann) und führt zu einer rein 
geometrischen Theorie auch der allgemeinsten unter jenen Gebilden. Sie 
unterscheidet sich von der S t e i n  e r'schen Behandlung wesentlich dadurch, 
dass sie in jonen gesetzm%ssig gebildeten Producten und deren ebenso 
gesetzmissigen Umforrnungen unmittelbare charakteristische Darstellungen 
der Gebilde selbst, ihrer Eigenschaften und Umforrnungen besitzt, und 
alle diese Gegenstande einem von der Anschauung unabhlingigen einfachen 
Systeme von Operationen unterwirft. So vereinigt sie in sich die Vor- 
theile der analytischen und der synthetischen Behandlungsweise. G r  a s  s - 
m a n n  selbst fand auf diesem Wege die allgemeinsten Satze liber die Er -  
zeugung von Curven und Fl%chengs und gab in einer Reihe von Abhand- 
Iungens9 ausführliche Darstellungen der allgemeinen Theorie und ihrer 
Anwendung auf Curven und Fliichen zweiter und dri t ter ,  sowie auf Curven 
vierter Ordnung. Eine weitere Verwerthung fand diese Methode in einer 
Arbeit des V e r f a s ~ e r s ~ ' ~  über eine Flache dritter Ordnung und ihre Reci- 
prokalfliiche, deren stereometrische Gleichungen und Eigenschaften sich in 
unmittelbarster Weise ergaben, die übrigens spater von E c k a r  d t la' bezw. 
B a u e  r lu2 noch mit Coordinaten - Methoden untersucht wurden. Ferner 
ftihrte der Verfasser 'O3 eine Erweiterung des G r a s  s m a n n 'schen Princips 
dadurch aus,  dass den als Constructionselemente benutzten Geraden und 
Punkten eine feste Curve hinzugefügt wurde. D i n g e l d  e y 'O4 gab auf  
Grund G r  a s  s rn a n n'ficher Bewegungs -Mechanismen eine sehr einfache E r -  

Hiut.-lit. Abth. d. Zeit8chr.f. Math. n. Phys. 41. Jahrg. 1896. 8.Iieft. 4 
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zeugungsweise der C, mit Doppelpunkt und eine Construction der Wende- 
punktslinie, und zeigte, wie jener Mechanismus zu modi6ciren sei, um 
C4 mit 1-3 1)oppelpunkten zu erhalten, und wie die Elemente desselben 
liegen rntisseu, um eine gegebene C, zu erzengen. Gleichzcitig gab K 6 l m ~ l ' ~ ~  
die besondere Lage der Elemente ftir C, mit Doppelpunkt a n ,  und ein 
einfaches Verfahren zur Bestimmung des Grades einer beliebigen mittelst 
eines G r a s s  m a n  n'schcn Meciianismuu erzeugten Curve. F r i t z  lo6 dehnte 
die erste G r a s s m a n n ' s c h e  Erzeugungsweise der C3 aiif den Raum ails, 
S t u rm'07 benutzte die G r a s  s m  ann'schen Erzeugungsweisen der Curven 
dritter Ordnung und Klasse, uni die Ausartungszahlen der Homologie 
zweier ebener Pelder zii bestimmen , C a s p  a ry l"  dehnte die G r a s  s -  
m a n  n 'sche Erzeugungsart der ebenen Curven auf Ra~imcurven aus und 
leitete dttraus ihre weseutlichen Eigenschaften, wie ailch neue Constructionen 
ab. Endlich gab v o n  E s c h e r i  c hlo%uf derselben Grundlage nllgemeine 
Methoden, iim algebraische Curven und Flachen beliebiger Ordnung aus 
der Anzahl der sie bestimmenden Punkte mittelst reciproker linearer Systeme 
hoherer Stufe zu eonstruiren, eine Aufgabe, die vorher fur Fltichen von 
hoherer als vierter Ordnung noch nicht gel6st worden war. - Es hat 
dieser Methode nicht an Gegnern gefehlt. So musste schon G r a s s m  a n  n'Io 
die von B el1 a v i  t i s  ausgdsprochene Behauptung widerlegen, dass seino 
Methoden nur  speciclle Artcn der C, lieferten. S c h r t i t e r u l  machte die 
a n  sich ja interessante Bemerkung, dass die drei G r a s s  mann'schen Er- 
zeugungsweisen der C3 durch Umformung aus den Ch a s  1 e s  'schen und 
C a  y 1 e y - H e s s  e'schen Methoden erhalten werden konnen. Unzutreffend 
war aber die hieran gekntipfte Remerkung , dass die G r  a s  s m a n  n'schen 
Methoden hierdurcb tiberfltissig geworden seien; denn man bat es hier 
thatsiichlich nur  mit zwei gleichberechtigten Formulirungen desselben Grund- 
gedaukens zu thun,  einer projcctivischen und einer mechtinischcu. Ebcnso 
konnte S c h r o t  e r  nur in Unkenntniss der oben erwiihnten schon vorhandenen 
Literatur behaupten , aus den G r  a s  s m a n  n'schen Definitionen ginge nicht 
hervor, wie der einer gegebenen Curve zu Grunde zu legende Mechanismus 
herzustellen sei, und diese Definition sei daher für die wirklicbe Erzeugung 
der C, und die Herleitung ihrer Eigenschaften unfruchtbar geblieben. 

Eine z w e i t e Methode stellt Curven und Flachen als Functionen eines 
variablen Gebildes (Ponkt , Gerade , Ebene) dar und lehrt durch rechnerische 
Verbindung dieser Functionen die Beziehungen zwischen Curven und zwischen 
Flachen aufzufinden und darzustellen. Diese Methode eroffnet den ein- 
fachstcn und natürlichsten Weg zur Theorie der Polareu, der Systeme von 
Curven und Fliichen und ihrer Verwandtscbaftsbeziehungen. Die Grund- 
ziige dieser Theorie gab G r a s s m a n n 1 1 2  in mehreren Abhandlungen, die, 
zum Theil anknüpfend an Arbeiten von C l e b s c h  und R e y e  tiber Polen- 
paare einer C,, iiber die Polarentheorie algebraischer Flachen etc. die bis- 
herigen Methoden ausserordentlich vereinfachten und neue Gesichtspunkte, 
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neue Wege ftir die Ermeiterung dieser Theorien eroffneten. Die weitere 
Ausbildung dieser Methode führte danu direct in  die schon oben besprochene 
Darstellung der neuercn Algebra mit ihrem geometrischen Interprctations- 
gebiet, wobei noch die von S ~ h e n d e l " ~  i n  seinem oben citirten Werk 
gegebenen geometrischen Anwendungen zu erwahnen sind. 

Ein d r i t  t e  r Weg ftihrt in die Krtimmungsthenrie. Derselbe benutzt 
in gewohnter Weise die HiIfsrnittel der Differentia!rechnuilg, operirt aber 
iinter Vermeidung der Coordinaten mit den Gebilden (Strecken, Bogen 
und ihren Differentialen etc.) selbst und verwendet im Uebrigen die Regeln 
der Streckenrecbnung und der ftir die Ausdehnungslehre charakteristischen 
Xultiplicationen. Diese Theorie is t  in allen ihren Theileu von II. G r a s  e -  

niann ( j~ - . ) "~  ausftihrliüh dargestellt worden. Im Anschluss hieran gab 
C a r v a l l o u 5  cinen einfachcn Beweis des Satzes, dass die Summe der 
Krümmungen einer Minimalflache in jedem Punkte Nul1 ist. M e  h m k e  '1" 

untersuchte auf derselben Grundlage die Eigenschaften der linearen Punkt- 
transformationen, Berührungstransformationcn und ahnliche Prob lema~7,  
und gab eine allgemeine Constructiou der Erümmungsmittelpunkte ebener 
Curven, eine neue Hegründung der Fundamentals%tre der Fl5cheritheorie 
und vereinfacht,~ Beweise von S%tzen über Raumcurven. - Auch PeanoUB 
erarterte diese Gegenstiinde eingehend in seinen Lehrbtichern der G r a s s -  
man n'schen Geornetrie und leitete mit denselben Methoden eine Reihe 
von SStzen über geometrische Maxima und Minima und liber Normalen 
an Curven und Fliichen ab. C e s a r o l Z 0  gab eine Vereinfachung der 
Cod a z zi'schen Pormeln Bber geodiitische Krümmung und Torsion von Curven 
auf einer Oberflache. Hierher geh6rt auch die vom Verfasserl21 gegebcne 
LOsung eines erweiterten S t e i n  er 'schen,  auch von S t u r  m behandelten 
P~oblems Bber Punkte kleinçter Abstandssumme. Endlich verdanken wir 
Fine122 eine mit den Methoden der Ausdehnungslehre ausgeflthrte Theorie 
der SingularitYten der Raumcurven. 

Geometrische V e r w a n d t s c h a f t e n  u n d  T r a n s f o r m a t i o n e n  lassen 
sich nach G r  a s  s m tannlZ3 besonders vortheilhaft mittelst der ( d o n  oben 
erwtihnten) erweiterten Quotientcn behandeln. Hierauf grtindet sich die 
vom VerfasserlZ4 und von H y d e y z 5  weiter ausgebaute Theorie der trans- 
formirenden Factoren, namlich des Verschiebungsfactors A (bei H y d e  t) 
fur Punkte, und des Drchungsfactors im (bei H y d e  D) für Strecken, Be- 
griffe, die sich in der Theorie der projectivischen und collinearen Bezieh- 
ungen, wie bei der Darstellung von Curven, mit Vortheil verwerthen lassen, 
und deren Ueberlegenheit den Hilfvmitteln der Qutbternionen gegenüber von 
H y d e  zweifellos dargethan wurde. 

Zweifacher Art ist der schon friihzeitig von K l e i n  vermuthete und vom 
Verfasserle6 in der R 2  in den Grundztigen dargelegte Zusammenhang 
zwischen den Principien der Ausdehnungslehre und den Gesichtspunkten 
der n e u e r e n  p r o j e c t i v i s c h e n  G e o m e t r i e ,  a i e  aie namentlich durch 

4' 
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C l e b s  c h  vertreten war. Erstens liefert die Mothode, rnumliche Gebilde 
aus anderen mittelst Zahlfactoren abzuleitcn, gleichzeitig Beziehuiigen des 
Maasses und der Lage. I n  diesen Zahlfactoren bertihrt sich die G r a s s -  
m a n  n'sche Methode mit den projectivischen Coordinaten F i e d l  er'e. 
Zweitens ftihrt die oben erwiihnte Darstellung der Invariantentheorie ohne 
jede Maassbeziehung in das Gebiet der projectivischen Geometrie. Dass 
diese Zusammenhange den einfachsten Zugang xur projectivischsn Geometrie 
im n- dimensionalen Raume darbieten, hatte schon Cl  i f  f ord6%rkannt. Nur 
den ersteren Zusammenhang hatte S t u d y l "  im Auge, als er auf dem Gebiete 
der projectivischen Geometrie dem symbolischen Rechnen den Vorzug 
vor der Ausdehnungslehre g a b ,  und letztere in ihren Anwendungen auf 
des Gebiet der Mechanik beschrankt wissen wollte. Aber auch die erste 
der beiden Methoden hat fur die Zwecke der Geometrie der Lage eine 
Weiterbildung durch Beseitignng der Maassbeziehungen erfahren. Durch 
Einführung der projectivischan Addition und Sobtraction, sowie der pro- 
jectivisch - arithmetischen Multiplication und Division gelang es No t hlz8, 
die einfachste Analysis fur die Geometrie der Lage, und insbesondere ftir 
die Theorie der Mobius 'schen geometrischen Netze einen Rechnungs- 
mechanismus herzustellen, der nach N o  t h 's nicht publicirten hinterlassenen 
Notizen auch fur die geometrische Darstellung zahlentheoretischer Bezieh- 
ungen nützliüh zu werden verspricht. 

Auch die L i n i e n g e o  m e t  r i e  verdankt der Ausdehnungslehre neuc 
Methoden und Resultate. S t u r  mlz9 fand unter Anwendung der tiusseren 
Multipiication den Zusammenhang zmischen den Wirkungslinien im Gleich- 
gcwicht belindlichcr Kraftc und linearen Cornplexon und Congriienzcn. 
R ~ l c h h e i r n : ~ ~  xeigte, dass, wenn a eine aus vier Einheiten gebildete 
allgemeine Forrn zweiten Grades i s t ,  die Gleichung (ax) = O einen linearen 
Complex und gleichzeitig eine Schraubenbewegung darstellt. Zu deruseltien 
Resultate gelangte Hyde131 unter Hinweis auf die daraus resultirende 
wesentliche Vereinfachung der P l  ü c ker'schen nehandlung linearer Complexe. 
Ausführlicher wurde diese Vereinfachung von W t i l s ~ h ~ ~  vorgenommen 
(auf Grundlago eines schon oben erwahnten Verfahrens), und das ganze 
Verfahren mit gleichem Vortheil auf hohere Complexe ausgedehnt. End- 
lich fand Ml i l l e r l s"  dass die von G r a s v m a n n  nur  forma1 definirte geo- 
rnetrische Summo zweier Linienthcile im Raume den durch sie bcstimmten 
linearen Complex darstellt, und griindete hierauf eine vereinfachte Dar- 
stellung der Complexe, zeigte auch, wie jede erhaltene Formel trowohl im 
Sinne der Kugel- wie der Liniengeometrie gedeutet werden konne. 

I n  der  modernen Forscbung nimrnt die m - d i m e n s i o n a l e  G e o m e t r i e  
einen jahdich wachsenden Raum ein, da ,  abgesehen von dem Interesse an 
dem Gegenstande selbst, von hier aus neues Licht auf Gegenstinde und 
Methoden der gewohnlichen Geometrie fsllt. Hier nun ist die Ausdehnungs- 
lehre mit der  Allgemeinheit ihrer Methoden als bestes Werkzeug der Enter- 
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suchung verschiedentlich anerkannt worden. I n  der A i  wie in der A 2  

Sind denn auch geradezu die analytischen Grundlagen dieser Wissenschaft 
enthalten, und es bedarf, um diese Grundlagen i n  Worten zu erhalten, 
nur einer Uebersetzung der allgemeinen Begriffe in die Sprache der Geo- 
metrie. Auch im Einzelnen sind auf diesem Wege verschisdene Erweiter- 
ungen geometrischer Satze auf mehrdimensionale Rtiume vorgenommen 
worden. Vom V e r f a s ~ e r ' ~ ~  wurden die Satze über Mittellinien und Schwer- 
punkte des Dreiecks und Tetraeders, aber das vollstiindige Viereck, Hexaeder 
und Oktaeder , über harmonische Punktgruppen und Aehnliches auf RXume 
mit n Dimensionen ausgedehnt, und riickwarts durch Projection neue Satze 
fur die niederen Gebiete abgeleitet. Auch gelang suf diesem Wege die 
Klassification der Punktgruppen in Raumen mit beliebiger Dimensionen- 
~ a h 1 . l ~ ~  Dieselbe Erweiterung flihrte M e  h m k e135 aus fIir den E uler 'schen 
Dreiecksatz und die Stitze über den H6henschnittpiinkt des Dreiecks und 
den Krcis der neun Punkte. C l i f f o r d m  machte auf die Moglichkeit auf- 
merksam , eine allgemeine projectivische Geometrie von lz Dimensionen au£ 
Gr as s III a n  n'scher Grundlage aufzubauen. Dagegen muss bemerkt werderi, 
dass die fur die oben erwshnten Erweiterungen mehrfach wichtige Theorie 
der mehrdirnensionalen regelmassigen Korper bis jetzt ausserhalb des An- 
wendungsgebietev der Ausdehnungslehre steht. 

Auch die von CayleylJ%ufgcstellto Theorie des analytischen Ur- 
sprungs der metrischen Relationen, auf welcher die Unterscheidung der 
n i c h t e u k l i d i s c h e n  G e o m e t r i e n  von der euklidischen beruht,  findet, 
wie schon in der R2137 gezeigt wurde, mittclst der G r  a s  s m  ann'schen Pro- 
ductbildungen ihre einfachste Darstellung. Dieselbe Bemerkung machten 
spiter B u c  h h eimlS8 und Co welcher letztere eina ausführliche Ab- 
leitung der Grundformeln ftir alle drei Hauptarten der Geometrie gab, 
auch zeigte, wie aus dem Begriff der Ableitung eines Punktes aus Punkten 
alle descriptiven und projectiven Eigenschaften von Curven folgen, deren 
Punkte gewissen Gleichungen genügen. Uebrigens zeigte schon G r  a s  s - 
r n ~ n n l ~ ~ ,  dass die Principien der Ausdehnungslchre auch zum Aufbau dcr 
nichteuklidischen Geometrie vollstandig ausreichen. 

Mit Hilfe der Ausdehnungslehre gefunden, wenngleich nur theilweise 
in ihrer Sprache dargestellt, sind auch die sch6ncn Resultate im Gebicte 
der T h e t a f u n e t i o n e n ,  welche C a s p s r y l J 1  in einer Reihe von Arbeiten 
veroffentlicht ha t ,  und von welchen das eine, mit den Determinanten zu- 
sarnrnenhsngende, schon oben (Note 82) erwtihnt wurde. So gelang es 
Cas p a  r y  u. A., mit Hilfe einer gebrochenen linearen Substitution, das 
elliptische Differential dy  : i f0  in die W e i e r s  trasa'sche Normalform zu 
transformiren, und daraus neuere, von H e  r m i t  e gefundene Gleichungen 
abzuleiten, gcomctrisch zu deuten und zu vermehren. Dann wurde gezeigt, 
wie die neun Coefficienten einer orthogonalen Substitution sich identisch 
durch @-yunctionen ausdrücken lassen, und ais Anwendung eine einfache 
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Losung von Rotationsproblemcn gcgcben. Hicrbei stellte sich heraus, dass Re- 
lationen, welche J a k O b mittelst elligtischer Functionen gefunden hatte, 
mittelst der Ausdehnungslehre ohne dieselben abgeleitet werden konnten, uud 
sich zum Theil als absolute Identitaten erwiesen, zum andcren Theil mit Hilfe 
quadratischer Transformationen der O-Functionen in solche verwandelt werden 
konnten. Auch die Euler 'schen Winkel 8 ,  y, und ibre trigonometrischen 
Functionen wurden mit Hilfe von zwei beliebigen Argunienten durch die vier 
J a k o  b i'schen O-  Functionen, und mit Hilfe von vier beliebigen Argumenten 
durch die ungeraden O-Functionen allein ausgedrückt. Mit den Euler 'schen 
Winkeln sind natürlich durch einfache Beziehungen auch die Winkel a, O,./ ver- 
bundcn, welchc beim Bewcise dcs Gauss'schcn Fundamentalsatzes der Axono- 
metrie mittelst G r a s s  m a n  n'scher M e t h ~ d e n ' ~ ~  auftreten. So fkllt auch die 
ganze Theorie der Orthogonalsysteme, R O d r i g  u e s'schen Transformationen 
u. S. W. einfach in dns Gebiet der ,,Haupteinheitenu der Ausdebnungslehre, wie 
dies zum Theil schon aus den einschlagigen Abschnitten der R2144 hervor- 
geht. - Ein weiteres Ergebniss bildete die Ableitung verschiedener Formeln 
und Satze, wie der W e i e r  s t rass'cichen Formel für Producte aus je vier 
O -Functionen, des J a k  o b  i'schen Pundamentaltheorems, der C a  y1 e y'schen 
Gleiehung u. s. W. aus algebraischen Identitiiten.l4"s wrirde zu weit frihren, 
die zahlreichen Resultate dieser Art ,  welche das ganze Gebiet der O-Func- 
tionen und der mit ihnen zusammenhüngeuden Gegenstande als naturliche 
Domane der G r  a s  s m a n n  'schen Methoden erscheineii lassen, auch nur zu 
erwabnen, und es muss hier der Hinweis auf das Literaturverzeichniss in 
Pu'ote 143 genügen. Nur  hinsichtlich der hyperelliptischen Functionen 
sei noch bemorkt, dass die Theorie derselben identisch ist mit der gco- 
metrischen Theorie von vier Tetraedern, welche die besondere Lage haben, 
dass jedes von ihnen den drei anderen zugleich ein-  und umbeschrieben 
ist. Im Uebrigen mag als abschliessendes Resultat aller dieser Untersuchungen 
noch hervorgehoben werden, dass der einfachste Eingang schon zur Theorie 
der elliptischen Functionen weder durch die Integral-Definitionen ftihrt, 
noch durch die PeriodicititseigenschaFten, ebenso wenig wie der zur Theorie 
der Theta- oder Sigmafunctionen durch die Entwickelnng nach Potenzen 
der Variablen. E s  sind vielmehr geometrische, mit Hilfe der Ansdehnungs- 
lehre darzustellende nnd weiter zu entwickelnde Beziehungen, auf welchen 
die eiufachste Einführung i n  diese Gegenstande beruht. - Hiermit wsre 
denn auch eine schon vor langen Jahren von K l e i n  aiisgesprochene 
Ueberzeugung bestatigt, dass namlich zwischen der Grassmann'schen 
Erzeugurig der algebraischen Gebilde und der von C l e b s c h  begründeten 
geomctrischen Anwendung der A bel'schen Bunctioncn eine tiefe Verbindung 
bestehe. Diese Verbindung im weitesten Unifange nachgewiesen zu haben, 
ist  C a s p a r y ' s  Verdienst; den für beide Theorien, die analytische wie die 
geometrische, daraus zu erhoffenden Gewinn weiter ans Licht zu forderu, 
ist  Aufgabe der Zukunft. 
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Am augenftilligsten sind die Vortheile der Ausdehnungslehre in  der 
M e c h a n i k  zu Tage getreten. Wahrend in der reinen Mathematik der  
C a r t e s i s c h e  Standpunkt durch Fortbildung der analytischen und Neu- 
gestaltung der synthetischen Geometrie doch lBngst tiberholt war, lastete 
auf  der Darstellung der Mechanik sehon bei den einfachsten Beziehungen 
noch immer das Bleigewicht der Coordinaten. Probleme der Mechanik sind 
denn auch, wie G r a s s m a n n  selbst in der Vorrede zur A i  erzahlt , der 
Ausgangspunkt jener Untersuchungen gewesen, welche sich allmahlich zu 
dem Systeme der Ausdehnungslehre verdichteten. Bei der Umarbeitung 
von L a g r a n g e ' s  MBcanique analytique stellte sich zuerst heraus, dass 
alle Entwickelnngen dieses Werkes mit Hilfe der auf den Begriff dea iiusseren 
Productv gegründeten neuen Analyse sich so einfach gestalteten, ,,dass oft 
die Rechnung mehr als zehnmal kürzer ausfiel, als sie in jenem Werke geftihrt 
msru. Ebenso liessen sich die oft sehr verwickelten und unsymmetrischen 
Formeln, welche i n  L a p l a c e ' s  Mbcanique céleste (Buch IV) der Theorie 
der EbLe und Fluth zu Grunde gelegt sind, i n  hochst einfache und sym- 
metrische Formeln umsetzen, wobei die Art  ihrer Entwickelung stets dem 
Begriffe zur Seite ging. ,,In der That konnte nicht nur  jede Formel, 
welche im Gange der Entwickelung sich ergab, aufs Leichteste in Worte 
gekleidet werden, und drückte dann jedesmal ein bcsondcrcs Gesetz aus, 
sondern auch jeder Fortschritt von einer Formel zur andern erschien un- 
mittelbar nur  als der symbolische Ausdruck einer parallel gehenden be- 
griflichen Beweisführung. Bei der sonst tiblichen Methode zeigte sich 
durch die Einführung willktirl~cher Coordinaten, die mit der Sache nichts 
zu schaffen haben, die Idee ganzlich verdunkelt, und die Rechnung be- 
stand in einer mechanischen, dem Geiste nichts darbietenden und darum 
Geist todtenden Formelentwickelung. Hingegen hier, wo die Idee, durch 
nichts Fremdartiges getrlibt, überall durch die Formeln in voller Klarheit 
hindurchstrahlte, war auch bei jeder Formelentwickelung der Geist in  der 
Fortentwickelung der Idee begriffen." Mit diesen Worten Lat G r  a s  s - 
m a n n  die Vethode der Ausdehnungslehre nicht nur  in  ihrer Anwendiing 
auf Mechsnik, sondern ganz allgemein auf das Treffendste charakterisirt. 
Denn Mechanik, Kinematik und Geometrie sind hier nichts Anderes, als 
Interpretationen derselben Entwickelungen und Resultate in verschiedenen 
Anmendungsgebieten. Die Ueberlegenheit der Ausdehnungslehre auf dern 
Gebiete der Meühanik anderen Methoden gegenüber ist denn auch oft an- 
erkannt, niemals angezweifelt wordcn. Die Resultate von G r  a s s m a n n ' s  
eignen Arbeiten auf diesem Gebiete Sind sehr zerstreut. Auch die beiden, 
speciell die Mechanik behandelnden A u f s a t ~ e ' ~ ~  geben im Ganzen nur  die 
Principien und Proben der Anwendung neben Andeutungen und Ausblicken. 
Leider sind diese Arbeiten, die G r a s s m a n n  noch in der letzten Zeit 
seines Lebens wieder aufnahm, nicht vollendet worden; das Vorhandene 
genügt aber ohne Zweifel als Fundament fur den Weiterbau. Gesammelt 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



48 Historisch- literarische Abtheiluxig. 
,.N,>",.̂ rr̂ ,̂ rNV...,-̂ ^^_ . .̂ ..-.̂ rF-Y -Y 

und systematisch zusammengestellt findet sich alles Wesentliche der G r a s s -  
mann'schen Mechanik in  einer neueren Arbeit des Verfassers,147 Ein- 
schliigige Proben aus der A i  gab schon H a n  k e l  '4s, S t u  r ml29 erledigte 
auf diesem Wege den allgemeinen Fa11 des Gleichgewichts von Kraften 
im Raume und leitete daraus die speciellen Resultate von S p O t t i s  w O od e, 
C h e l i n i ,  M o b i u s ,  C a y l e y  und S y l v e s t e r  her. Cremonal49  benutzte. 
die Ausdchnungslehre in  seiner Darstcllung des graphischen Calciils zur 
Construction von Resultanten und Schwerpunkten, B u n  k O f e r  11 zu Unter- 
suchungen über die Erhaltung und Ortsverinderung des Mittelpunktes einev 
bewegten Punktsystems und über dcn Centrifugaldruck einer rotirenden 
Scheibe , F a v  a r oisd wurdigte sie in ihrer Bedeutung für graphische Statik 
als Hilfsmittel des technischen Unterrichts; einfache Ableitungen von Schwer- 
p u n k t s h e n  g& der Verfasserl", fcrner C a s p  a r y  i n  Vortrggen in der 
Soc. math. de France (1887) Beweise einer Reihe ebensolcher Satze von 
L a i s a n k ,  D a r b o u x ,  A n d r b  und F o u r e t .  C a r v a l 1 0 ~ ~ ~  fand mittelst 
der G r a s  s m a n  n'schen Darstellung von Resultirenden und Schvierpunkten 
eine Reihe allgemeiner Satze über Kriifte, die a n  Korpern wirken und iiber 
Gleichwerthigkeit zweier Kraftsysteme. Ebenso P e  a n  ol ls  Satze über Krafte, 
Complexe und Sühwerpunkte, zum Theil neu, zum Theil von P o i n s o t ,  
S e r  r e t ,  S t e i n e r  ausgesprochen. Eine ausfiihrliche Bearbeitung der Statik 
auf gleicher Grundlage verdanken wir E. b1 hl1 e r  153, wiihrend L ü r o t h ' s l M  
Grundriss der Mechanik zwar auch durchweg auf den Anschauungen der 
Ausdehnungslehre fusst, aber, nicht zum Vortheil der Sache, in die Sprache 
und Bezeichnungsweise der Quaternionen iibersetzt erscheint. B u  r m e s  t e r  
fand, dass die HauptsStze seiner kinematischen Abhandlungen155 spielend 
aus den Principien der Ausdehnungslehre hervorgehen. Die Umurbeitung 
dieser Untersuchungen, eowie verschiedene andere kinematische Arbeiten 
mit der Ausdehnungslehre filhrte Me h m k elSG durch ebeuso auch eine neue 
vereinfachte Theorie der Trigheitsrnomente157 unter Mitberllcksichtigung der 
speciellen Problerno. A b  hé  zeigte in seinen Vorlesungen über die Mechanik 
fester Korper, dass die Anschauungen der Ausdehnungslehre es gestatten, 
den Begriff' der krummlinigen Bewegung unmittelbar und nicht als Ver- 
bindung geradliniger Remegungen zu erfassen , und stellte insbesondere 
die Beschleunigung eines Systempunktes nach Lage und Grosse als den 
geometrischen Unterschied zweier auf einander folgenden unendlich kleinen 
Rotalionen àar. Die hiereus sich ergebenden Bewegungsgleichungen wurden 
von K i r c h e r l K 8  zur L8sung einer Reibe von Problemen henutzt, die 
wesentlich eleganter und übersichtlicher ausfiel, als mit Hilfe der E u l e r  - 
schen Bewegungsgleichungen. Das gleiche Resultat lieferte die von A 11 6 ' 3  
gegebene Darstellung des d 'A 1 e m b e r t'schen Princips und der Gleichungen 
der drehenden Bewegung in der Sprache der Ausdehnungslehre. B u c h -  
h e i m 130 zeipte, dass für  die ganze Theorie der Sühraubenbewegungen die 
Ausdehnungslehre den einfachsten und adiiquatesten Bechnungsmechanismu~ 
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liefert. Insbesondere gab er eine neue und vollst%ndige Theorie der Schrauben- 
bewegung im positiv gekrtimmten Raume gegenüber der von C l i f f  o r  d 
und B a l 1  nur fragmentarisch und zum Theil beweislos gegebenen Dar- 
stellung mittelst Biquaternionen; ferner dehnte er die für unendlich kloine 
Bewegungen gefundenen Formeln auf endliche Bewegungen aus,  und zwar 
fur alle Arten des dreidimensionalen Raumes; endlich erweiterte er die 
gnnze Theorie auf den 12- dimensionalen Raum. Auf demselben Gcbiete 
und mit denselben Mitteln arbeitete COX' '~ ,  der namentlich die Schrauben- 
bewegungen im hyperbolischen Raume und das Cylindroid untersuchte, und 
H y d e 13', der ebenfallu zeigte, ,wie ausserordentlich B a l l ' s  Theorien a n  
Einfachheit und Durchsiclitigkeit gewinnen, wenn man die Begriffe und 
Methoden der Ausdehnungslehre auf sie a n ~ e n d e t . ~ ' ~ O  Trotzdem ignorirte 
die Darstellung der H ali'schen Theorien, welche G r a v e  l i u s  in  seiner 
Theoretischen Mechanik starrer Systeme (1889) gab,  diesen Fortschritt 
~ollstandig, woran sich der Rath eines Recensenten knupfte, das Werk  
einer volletiindigen Umarbeitung in obigem Sinne zu ~nterziehen.~" Auch 
S t u dy  ~ch loss  seine Retrachtungen Uber die Pararneterdarstellung der 
Gruppe der Drehungen eines starren Korpers um einen festen Punkt  noch 
an die Quaternionen asi, - Endlich behtindelte G i b b s 3 5  die Thenrie der 
Potentiale und andercr ftir specielle Probleme der mathematischen Physik 
wichtigen Functionen durchweg mit den Productbildungen der Ausdehnungs- 
lehre. Entsprechende Arbeiten anderer Fachmanner aus den Gebieten der 
Elasticit&tslehre und der Hydrodynamik harren noch der Veroffentlichung. 

Auch in G r a s s m a n n ' s  schon oben erwahnter Theorie der E l e k t r o -  
d ~ n a m i k ' ~ ~  spielen die Methoden der Ausdehnungslehre eine wesentliche 
Rolle, ebenso nach neueren noch nicht publicirten Untersucliungen in der 
speciellen Theorie der Transformatoren. Dasselhe ist der Pal1 mit der 
GrassmannlschenTheorie  d e r F a r b e n m i s ~ h u n g ' ~ ~ u n d  der von P r e ~ e r l ~ ~  
aufgestellten Theorie der r e i u e n  E m p f i n d u n g s l e h r e ,  an welche sich 
eine ehensolche Arbcit von W u n  d tl" tiber die Theorie der sogenannten 
L O c a l z e  i ch e n anschloss. Eiiiige Anwendungen der Ausdehnungslehre 
auf K r y s t a l l o g r a p h i e  und die Lehre vom M a g n e t i s m u s  gab  G r a s s -  
rn a n  n selbst in der A i .  (Ueber die noch der Zukunft vorbehaltene An- 
wendung der hoheren complexen Zahlen auf die Chemie ist Naheres bei 
Han  k e 1 L66 zu finden.) Wesentliche Vereinfachungen mittelsf der Aus- 
dehnungslehre sind auch bei a a t r on  O m i s  ch e n  R e  c h n u n g e  n erzielt 
worden. G i b b s  lG7 geb mit Anwendung der Streckenrcchnung und der 
inneren und ausseren Multiplicution ein neues Verfahren a n ,  aus drei voll- 
stiindigen Beobachtungen die elliptischen Bahnen von Weltkorpern zu be- 
rechnen und wandte dasselbe auf die Bahnbestimmung der C e r e s  an. 
Dieses Verfahren gab nicht nur bessere Resultate, als die Methoden von 
G a u s s  und O p p  o l z e r  , sondern reducirte auch ganz bedeutend die Arbeit, 
welche erforderlich i s t ,  um die Fundamentalgleicliung rur Losung vor-. 
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zubereiten. Im Anschluss hieran ftihrten B e  e b  e und P h i l l i  p SI" 

vollst%ndige Berechnung der Bahn des S w i f t'schen Kometen (1 886, 
V) aus. 

Neben den vorstehend genannten Specialarbeiten sind nun eine ganzc 
Reihe von Schriften zu verzeichnen, welche lediglich bezwecken, den Leser 
mit den Methoden der Ausdehnungslehre in grosserem oder geringerem 
Umfange bekanut zu machen und ihn zum Studium derselben auzuregen. 
Ausser G r  a s  s m  a n n's eigner orientirender Arbeit 169 und des Verfassers 
,,System der Raumlehreu Sind in dieser Eïinsicht Arbeiten folgender Autoren 
eu nennenLTO: in Deutschland: H a n k e l ,  M a h l e r ,  IT. G r a s s m a n n  jr. ,  
B. G r a s s m a n n ,  P e a n o ,  K r a f t ;  in England: H e n r i o i ,  C o x ;  in Amerika: 
B e m a n ,  C l i f f o r d ,  H y d e ,  G i b b s ;  i n  Frankreich: C a s p a r y ,  Car -  
v a l l o ;  in Spanien (nebeu einer Arbeit des Verfassers): G a l d e a n o ;  in 
Italien P e a n o ;  in Russland: B o g u s l a v s k y .  

AIS einen fur die Verbreitiing der Ausdehnungslehre sehr niitzlichen 
Factor hat  sich die Quaternionentheorie erwiesen, welche aus den schon 
oben beleuchteten Grlinden ~uniichst in England weit schnellere und grossere 
Beachtung fand , als die Ausdehnungslehre in Deutschlsnd, sodann aber 
auch verhtlltnissmassig rasch liber die Grenzen ihrer Beimath hinaiisdrang. 
An ihr lernten die hiathematiker Amerikas, Frankreichs und Deutschlands, 
sich mit den neuen geometrischen Rechnungsoperationen zu befreunden, die 
man wenigatens in Deutschland so unerhort und unbequem fand; Ueber- 
setzungen der H a m  i l  t O n'schen Originalwerke, sowie eine ganze Anzahl 
kleinerer und grosserer Leitfadm und Lehrbücher, namentlich in  deutscher 
Spracho, rtiumten in weiten Kreisen mit  dem Vorurtheil gegen die den 
Mathematikern zugemutheten Neiierungen auf und arbeiteten der Aus- 
dehnunpslehre vor. Gross war dann allerseits die Ueberraschung, wenn 
sich herausstellte , dass die den Quaternionen aufgezwungenen Probleme 
mittelst der Ausdehnungslehre vie1 bequemer und schneller zu behandeln 
waren. Diese Anerkennung kam am unumwundensten und schnellsten in 
Amerika, neuerdings auch in Frankreich zum Ausdruck. Hyde17 '  zeigte 
durch Gegentiberstellung von Ableitungcn derselben Satze mittelst der 
Quaternionen und der Ausdehnungslehre in  drastischer Weise die Ueber- 
legenheit der letzteren hinsichtlich der Klirze des Verfahrens, Gibbs17' 
that  diese Ueberlegenheit in seinen bereits citirten Schriften mit Eifer und 
Nachdruck und in tiberzeugendster Weise dar  und vertheidigte dieselbe 
auch gegeuüber T a i t  's auf missverst~ndlicher Auffassung beruhenden An- 
griffen, C 1 i ff O r d" kam durch vergleichende Betrachtung beider Disciplinen 
zu demselbcn Resultate, C a r  v a l 1 0  173 endlich gab durch seine vervoll- 
kommnete narstellung der von L a g  u e r r  e (1867) begrtindeten Theorie der 
linearen Vectorfunctionen auch den wichtigsten Methodcn der Quaternionen- 
rechnung eine Gestalt, von welcher der  ntichste Fortschritt zur Ausdehnungs- 
lehre führte. Im Uebrigen wies P a d e  l l e  ttil74 in seiner Darstellung der 
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Elemente der Quaternionen wenigstens auf die G r  a s  s m ann'schen Bezeich- 
nungen hin, und S t e p h a n o s 1 7 5  auf die Anwendung der G r a s s m a n n -  
schen Streckenrechnung xur Darstellung der bilinearen binaren Pormen mit 
Hilfe schwerer Punkte. - I n  Deutschland hatte sclion frtiheï U n  ve  r zagt l7" 
Quaternionen und Ausdehnungslehre gleichmassig gegen die Angriffe S c  he  f f - 
ler's z u  vertheidigen gehabt; spiiter sprach sich S t u d y 1 7 "  mit Nachdruck 
und Unparteilichkeit tiber den Nutzen der nicht dgebraischen Algoritbmen 
und dau zulissige Anwendungsgebiet der Quaternionen aus und zeigte, wie 
unherechtigt die der Abneigung gegen diese Algorithmen zu Grunde liegen- 
den Vorurtheile seien. 

Der Ausdehnungslehre speciell ist  verschiedentlich vorgeworfen worden, 
1. sie benutze willkürliche, den Gesetzen des gewahnlichen Recbnens zu- 
widerlaufende Methoden, 2. sie wolle alles in den mathematischen Methoden 
Bestehende umstürzen und sich llherall eindrangen, 3. es k6nne durch sie 
nichts geleistet werden, was nicht ohne sie ,,ebensogutu gelange, 4. es fehle 
an ,neuen Resultatenu, die durch sie gefunden worden seien, sie sei über- 
haupt durch die gewaltigen seit G r  a s  s m a n n ' s  Zeiten gemachten Fort- 
schritte der Mathematik t i b e r f l h i g  geworden, da kein wesentlicher Unter- 
schied mehr zwischen ihr  und anderen neueren Methoden bestehe. - 
Solchen Vorwürfen gegenliber bemerkt S t u d y treffend : ,, Wer den Ge- 
brauch der Quaternionen oder ahnlicher Algorithmen grundsiitzlich miss- 
billigt, wird, wenn er folgerecht verfahren will, anch alle die schtinen (SC. mit 
dem analytisch - geometrischen Algorithmus der Functionen einer complexen 
Variablen gefundenen. Anm. d. Verf.) Untersuchungen liber conforme Ab- 
bildung , Yiinimalflachen und dergleichen verwerfen miissen, durch welche 
die Wibuenschaft seit den Arbeiten von G a u s s  und R i e m a n n  eine wahr- 
hafte Bereicherung erfahren hat. Einer solchen Ihkenntniss hat sIch auch 
Gauss178 selbst nicht verschliessen konnen, obwohl er den zu seiner Zeit 
vorliegenden snalgtisch geometrischen Algoritbmen von Haus aus abgeneigt 
war. Nan beruft sich also mit Unrecht auf seine Autoritat,  um die oben 
genannten Anschauungen zu stlitzen." Und an anderer Stelle: ,,Es ist die 
historische Entwickelung der Wissenschaft, die Macht einer durch Generationen 
gepflegtcn Gewohnheit, die uns das als nattirlich erscheinen lüsst, was wir uns 
in den ersten Studienjahren eingepriigt hahen. Tiefer blickende Geister, wie 
L e i b n i z  und dann vor Allen H e r m a n n  G r a s s m a n n ,  haben uns gelehrt, 
dasa wir dabei nicht stehen bleiben dtirfen. Freilich sind wir noch lange 
nicht soweit, iiberall nach den Principien verfahren zu konnon, die uns 
G r a s  sm a n  n als ein werthvolles Vermachtniss hinterlassen hat. In der 
Theorie der Bewegungen jedoch, wie in der elementaren Geometrie tiber- 
haupt sind wir dazn irn - Wenn Aualytiker der alteren Generation, 
z. B. der feinsinnige H e i n  e l  von der Ausdehnungslehre nicht vie1 hielten , sei es 
nu3 Princip, oder nei l  sie keine Ursache fanden, sich naher mit ihr be- 
kannt zu machen, so ist das angesichts ihrer damaligen tJnzug&nglichkeit 
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und isolirten Stellung zu begreifen. Heutzutage kann oberflachliche oder 
bruchslrickweise Kenntniss ihrer Methoden nicht mehr als Entschuldigungs- 
grund angesehen werden für so nnbegründete, absprechende Urtheile dartiber, 
wie sie oben zusammengestellt wurden. Diese irnrner nur  sporadisch zum 
Ausdruck gekommenen Urtheile konnen aber aiich thatsachlich heut zu 
Tage als abgethan gelten, oder bestehen wenigstens nur  noch in einxelnen 
Kreisen, die, eifier speciellen wissenschaftlichen Richtung huldigend, die 
Ausdehnungslehre bedauerlicher Weise und obne reelle Ursache im Lichte 
einer gegnerischeu Bestrebung ansehen. - Allerdings heisst es i n  den vom 
Herausgeber der gegenwiirtigen Jubelausgabe von CI r a s  s m a n  n's Werken 
unterzeichneten ,,Vorbemerkungenu : ,Es giebt zwar jetzt eine ganze Reihe 
von Mathematikern , die nahezu ausschliesslich mit G r a  s s m  ann'schen 
Methoden arbeiten; aber der grossen Mehrheit aller Mathematiker ist er 
bis au€  den heutigen Tag ganz fremd geblieben: man begnrigt sich im 
günstigsten Falle, seinen Namen mit einer gewissen Hochachtung zu nennen, 
aber an seincn Werken goht man achselzuckend v ~ r u b e r . ~  Allein ange- 
sichts der i n  den vorstehenden Mittheilungen niedergelegten Thatsachen 
dürfte dieses Urtheil wohl vielen Lesern allzu pessimistisch angehaucht er- 
süheinen. Ja, die obigen Mittbeilungen über Entwickelung und Ausbreitung 
der Ausdehnungslehre, auch wenn sie auf Vollstandigkeit Anspruch machen 
dtîrften, erschopfen noch keineswegs den Einfluss , welchen die Ausdehnungs- 
lehre bisher auf die Entwickelung der Mathematik gehabt hat. Es  würden 
c. B. hinzuzurechnen sein Arbeiten, welche thatsachlich mit den Methoden 
der Ausdehnungslehre àurchgeftihrt, aber nach Erlangung der Resultate 
iimgearbeitet und in den allgemein Ublichen Formen der Darstellung publi- 
cirt murden, entmeder, weil die Autoren bei ihren Lesern nicht das ge- 
nügende Verstandniss ftir die G r  a s  s m a n n 'sche Darstellung voraussetzten, 
oder, weil sie die Erfahrung machen mussten, dass die Umarbeitungen den 
Weg von dem Redactionstisch einer Zeitschrift bis zur Druckerei vie1 
schneller zurücklegten, als die Originalarheiten. - Weit mehr aber fallt 
der Umstand ins Gewicht, dass die neuere Forschung auf den Gebieten 
der Oeomotrie und Mochanik ersichtlich mehr und mehr von dem Geisto 
der Ausdehnungslehre sich durchdringen lasst, auch d a ,  wo den Methoden 
derselben noch eine mehr oder weniger ablehnende Haltung entgegen- 
gebracht wird. Die ganze Entwickelung dieser Forschung drsngt nicht 
nur ,  wie schon oben bemerkt wurde, mehr und mehr auf die durch die 
Ausdehnungslehre geschaffene iiussere Form hin, sondern bewegt sich auch in 
ihrem Streben nach Auffindung allgcmeiner Gesichtspunkto und allgerneinster 
Gesetze, nach Klarlegung der Zusammenhiinge zwischen anscheinend sich 
fernstehenden, aber innerlich als organisch verwandt zu betrachtendeii 
Gegenstanden, nach tibersichtlicher Ordnung der Resultate, besserer Funda-  
mentirung der Principien, endlich in der geringeren Werthschatzung 
detaillirter Resultate, die keinen Portschritt in den erwiihnten Richtungen 
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erkennen lassen, tiberall im Geiste der Ausdehnungslehre vorwarts. Da ist 
es denn allerdings nicht zu verwundern, wenn man heut zu Tage die Aus- 
dehnungslehre ebenso natürlich, den tibrigen Forschungsmethoden verwandt, 
und in Folge dessen überfllissig findet, wie man aie vor 25 Jahren nn- 
natiirlich , den iibrigen Forschungsmethoden widersprechend , und i n  Folge 
dessen überflüssig fand. Der Vollstiindigkeit wegen muss auch diese mit- 
unter vorkommende Auffassunq registrirt werden. Vielleicht wird in  spateren 
Zeiten klarer als heute zu erkennen sein, dass die Mathematik fin de s i M e  ii; 
vie1 hoherem Grade von Geist und Methode der Ausdehnungslehre be-  
einflusst war, als ihre Vertreter selber ahnten. 

Andererseits liegen von den Mathematikern verschiedenster Lander - 
darunter die angesehensten Namen - Urtheile vor ,  die mit seltener Ein- 
mtthigkeit , oft i n  begeisterter Weise, die vereinfachende, ordnende, 
leitende Kraft und die ausserordentliche Tragweite der ~r a s  s m  a n  n'schen 
Methoden anerkennen, dieser Methoden, die bai aller Einfachheit sich 
tiberall dem Gegenstande der Untersuchung aufs Engste anschmiegen, nie- 
mals in unwegsame Rechnungen sich verlieren, um auf Umwegen zu einem 
einfachen Ziele zu gelangen, und die dem Forscher nur den Verzicht auf 
das Vorurtheil zumuthen, als beruhe alles Heil i n  der Mathematik auf den 
Rechnungsarten der Arithmetik oder speciell in  der Geometrie auf S t e i n e r ' s  
Sgstem. Eine auch nur  auszugsweise Mittheilung jener Urtheile wtirde 
den Rrthmen dieser Arbeit wesentlich tiberschreitcn, auch wohl hier und 
da die Meinung erwecken, als bedlirfe die Ausdehnungslehre heute noch 
besonderer offentlicher Empfehlung seitens anerkannter Autoritaten. - 
Uebrigens ist die Bewunderung der Ausdehnnngslehre keineswegs eine so 
platonische geblieben, wie man nach der oben mitgetheilten Stelle der 
,Vorbemerkungenu vielleicht annehmen konnte. Nicht nur haben Autori- 
taten ersten Ranges, nementlich irn Auslande, schon seit Jahren 8ich ihre 
Verbreitung angelegen sein lassen. sie ist  auch ltingst Gegenstand beson- 
derer Vorleaungen a n  IIochschulen geworden. Sie wurde z. B. (nach den 
hier zu Gebote stehenden Mittheilungen) theils in ihren Principien, theils 
in Anwendungen verschiedenster Art ,  vorgetragen von B u r m  e s  t e r  in  
Mrinchen, von M e h m k e  i n  Stuttgart und Darmstadt, von v. E s c h e r i c  h 
in Czernowitz, von K r u  f t  in Zurich, von H y d e  in  Cincinnati; auch im 
mathematischen Studienplane der Universitat Leipzig hat sie eine Stelle 
gefunden. Von Interesse fur  die Ausdehnungslehre und die ihr verwandten 
Nethoden giebt auch eine von der Dutch Society of Sciences fflr das J a h r  1894 
gestellte Preitiaufgabe Kunde, in  welcher die Vergleichung der Methoden 
von G r a s s m a n n ,  H a m i l t o n ,  C a u c h y  mit Riicksicht auf ihre Verwerth- 
barkeit ftir die Physik gefordert wurde. Ueberhaupt ist das Interesse an 
der Ausdehnungslehre gerade i n  Amerika stets ein besonders reges gewesen; 
demgemkss musste auch der Wunsch, die schwer zug%nglichen Arbeiten 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G r a s  s m  a n  n's in einer Gesammtausgabe vereinigt zu sehen, in Arnerika 
naturgemass besonders lebhaft empfunden werden. 

Ueber das Zustandekommen dieser Gesammtausgabe, zu der wir nun 
mit einigen Schlussbemerkungen zurIickkehren wollen , verbreiten sich die 
bereits citirten ,Vorbemerkungenu mit dankcnswerther Offenheit. Herr 
K l e i n  -Gottingen that im Einverstandniss mit G r a s  sm a n n ' s  Familie die 
einleitenden Schritte d a m ,  indem er in der Person des Herrn E n  g e l  -Leipzig 
einen ebenso umsiçhtigen wie gewissenhaften Herausgeber und in der 
Mathematisch-physischen Klasse der konigl. sachs. Gesellschaft der Wissen- 
schaften eine ebenso liberale wie ansehnliche Interessentin an der Porderung 
des Unternehmeua zu gewinnen wusste. Indem Herr  K l e i n  seine eigene 
Thatigkeit ftir das Zustandekommen der Ausgabe mit dieaem Erfolge im 
Wesentlichen als beendet orachtete, ftihrte Herr  E n g  e l ,  in  Fühlung mit 
einer von oben genannter Gesellschaft ad  hoc eingesetzten Cornmiusion, 
durch Anwcrbung von Mitarbcitcrn , Verhondlungcn wegen bcstchcnder Ver- 
lagsrechte und durch Vertrag mit der B. G. Teubner'schen Buchliandlung 
wegen Uebernahme des Verlages, die Vorarbeiten zu eiuem günstigen Ab- 
schluss. 

Aber auch um die textkritiscbe Behandlung des ersten Bandes, von 
welchem der erste Theil, die A i  und die ,,Geometrische Analyseu ent- 
haltend, vollendet vorliegt, hat  sich Eierr E n g e l ,  zum Theil im Verein 
mit Herrn S t u d y ,  in hohem Masse verdient gemacht. Zu  der Schwierig- 
keit des Verstandnisses kam bisher in beiden Ausgaben der A i ,  wie in der 
,,Geometrischen Analyse ', der Mange1 an genügender Gliederung und die 
daraus folgende UnIibersichtlichkeit des Textes. Diesem Uebelstande hat 
Herr E n  g e  1, unbeschadet der vollstandigen Genauiglieit der Wiedergabe, 
durch wohlerwogene Benutzung aller verwendbaren typographischen I-lilfs- 
mittel gründlich abgeholfen. Sodann erforderte eine grosse Anzahl kleiner 
redactioneller Aenderungen, die G r a s s  m a n n  selbst gclcgcntlich der zweitcn 
Auflage der A 1  vorgenemmen hatte, genaue Vergleichung, Prufung und 
Eiitscheidung. Ceber die theils hierdurch , theils durch allerlei kleine In- 
correctheiten der ersten Drucke nothig gewordenen Abweichungen vom 
Originaltext geben gesonderte Verzeichnisse fiir die A i  und die ,Geo- 
metrische AnalyseU genaue Auskunft. Von besonderer Wichtigkeit und 
grossem Interesse ist ferner eine lange Iteihe zum Theil auch von S t u d y  
herrührender Anmerkungen erklkrenden, kritischen und historischen Inhalts, 
die in letzterer Hinsicht namentlich tiber H a m  i l  t O n's Stellung zur Aus- 
dehnungslehre Neues bringen und in dankenswerther Weise auch den mit 
der Ausdchnungslehre so nahe zusamrnenh8ngenden L e i  b n  i z'schen ,,Essay 
vollstandig wiedergeben. Den Schluss des Bandes bildet ein für beide 
Werke gemeinsames sehr ausführliches Sachregister , welches bei der im 
Text auftretcnden Menge neuer Begriffe und Beziehungcn hier doppelt werth- 
vol1 und um so mehr am Platze i s t ,  da bisher nur für die A 1 ein kurzes 
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Perzeichniss der neu eingeftihrten Ausdriicke vorlag. Ijurch Hinzuftigung 
der Seitenzahlen der frtiheren Ausgaben ist es ermoglicht, Citate aus jenen 
auch in dem vorliegenden Neudruck mit Sicherheit aufzufinden. 

Die nach allen Richtuugen hin erkennbare liebevolle Sorgfalt ,  mit 
welcher dor Herr  Herausgcbcr seine mühsame Aufgabc orfasst und durch- 
geführt hrtt, verdient um so grassere Anerkennung, da er nach eignem 
Gestandniss ,,nie ein einveitiger Parteiganger G r  a s  s m a n  n's geweaen ist 
und das auch nie werden ~ i r d . ~  Nun,  wenn das von dem Hcrrn Hcrausgeber 
trotzdem bekundete Interesse ftir G r  a s  s m a n n und sein Werk tiber die 
treunende Grenzlinie hinaus eine Hingabe a n  dieses Werk zu zeitigen ver- 
mag, wie sie der eifrigste Anhiinger desselben nicht besser documentiren 
konnte, dann sicher kampfen die einseitigen ParteigLnger - wenn es solche 
giebt - menigstens fur keiue geringe Sache! - Dass Druck, Correctur 
und Ausstattung des Bandes den besten Leistungen der B. G. Teubner'schen 
Firma gloichstehen, hraucht kaum gesagt zu werden; wohl aber ist zu er-  
wshnen, dass auch ein treffliches Bildniss G r a s  s m a n  n'a nebst Pacsimile 
eine Zierde des Bandes bildet. Moge der Herr Herausgeber aus der ohne 
Frage allseitigen Anerkennung seines Verdienstes um die Sache G r a s s -  
mann's  Kraft und Geduld zur Fortfiihrung und zum Abschluss des müh- 
samen Unternehmens schopfen. 

Die Bedeutung dieser Gesammtausgabe für die weitere Entwickelung 
und Verbreitung der Ausdehnungslehre diirfte allerdings nicht darin zu 
suchen sein, dass sie etwa eine neue Aera derselben inaugurirte und einen 
bis dahin nur wenigen Anhangern bekannten Qelehrten plotzlich auf das 
Piedestal des von aller Welt anerkannten Ruhmes zu stellen geeignet wlire. 
Wie wenig in dieser Binsicht zu thun iibrig ist, da3 beweisen die vor- 
stehend mitgetheilten bisherigen Erfolge der Ausdehnungslehre. F ü r  das 
Ausland liegt die Uedeutung der Gesammtausgabe darin, dass sis mit der 
Sammlung der theils vergriffenen , theils zerstrenten Werke G r a s s  m a n  n's 
einem bereits allgemein in den Kreisen der hervorragendsten Mathematiker 
gefühlten BedIirfniss entgegenkommt. In  Deutschland ist die Ausdehnungs- 
lehre nunmehr unter der Aegido einer hochansehnlichen wissenschaftlichen 
Korperschaft endlich als gleichberechtigter Zweig der Forschimg neben 
anderen Schulmethoden anerkanut, und diese Anerkennung wird allerdings 
nicht verfehlen, ihre werbende Kraft auch unter unseren Landsleuten zu 
tiben. Nur moge man nicht glauben, dass mit dieser Publication jede 
Schwierigkeit beseitigt sei. In dem 2jjtihrigen Zeitraume des bisherigen 
Aufschwunges der Susdehnungslehre fehlte auf dem Blichermarkte die A i  
wlihrend der ersten 10 Jahre,  fehlt die der A i  durch ihren Reichthum an 
Begriffen und ihre rechnerische Entwickelung so sehr tiberlegene A2 seit 
langer Zeit bis auf den heutigen Tag. Kein Commentar wird auch künftig 
die Schwierigkeiten ganz heben konnen, welche sich dem Studium der 
Grass  m a n  n'schen Originalwerke vermoge ihrer eigenartigen Darstelluug 
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immer entgcgenstellen werden. Bis eine ganz neue Bearbeitung des Stoffes 
den heutigen Anforderungen an Kürze der Diction, a n  Durchsichtigkeit 
und Uebersichtlichkeit der Darstellung entspricht, werden ptldagogisch 
wohldurchdschte Vorlesungen und die in die Elemente der Ausdehnungs- 
lehre einftihrenden Schriften , wie bisher , so auch weiter , das leichteste 
und bequemste Mittel des Lehrens und Lernens bilden. Ers t  nach dieser 
Vorbereitung wird, wenigstens von der Mehrzahl der Mathematiker , dau 
Studium beider Theile der Ausdehnungslehre mit Aussicht auf Gewinn und 
Befriedigung vorzunehmen sein. 

Mit dieser Gesammtausgabe stattet aber anch Deutschland den Jdanen 
eines als genialer Forschcr wie als edler Charaktcr glcich ausgezeichneten 
Mannes den so lange geschuldeten-Dank a b ,  in  Erfüllung der prophetischen 
Worte, mit denen G r a s s  m a n n  vor 34 Jahren die Vorrede zur A2 schloss : 
,Ich bin der festen Zuversicht, dass die Arbeit,  welche ich auf die hier 
vorgetragene Wissenschaft verwandt habe, und welche einen bedeutenden 
Zeitraum meines Lebens und in demselben die gespannteste Anstrengung 
meiner Kraft i n  Anspruch genommen hat ,  nicht verloren sein werde. Zwar 
weiss ich wohl, dass die Form,  die ich der Wissenschaft gegeben, eine 
unvollkommene is t  und sein muss. Aber ich weiss auch und muss es auu- 
sprechen, auch auf die Gefalir hin,  fur anmassend gehalten zu werden -, 
ich weiss, dass, wenn auch dies Werk noch neue 17 Jahre oder langer 
hinaus mUssig liegen bleiben sollte, ohne in die lebendige Entwickelung 
der Wissenschaft einzugreifen, dennoch eine Zeit kommen wird, wo es 
aus dem Staube der  Vergessenheit hervorgezogen werden wird, und wo 
die darin niedergelegten Ideen ihre Frucht tragen werden. Ic'n weiss, dass, 
wenn es mir auch nicht gelingt, in einer bisher vergeblich von mir er- 
sehnten Stellung einen Kreis von SchUlern um mich zu sammeln, welche 
ich mit jenen Ideen befruchtcn und zur weitercn Entwickelung und Be- 
reicherung derselben anregen k ihn te ,  dennoch einst diese Ideen, wenn auch 
i n  veranderter Form, neu ersteheu und mit der Zeitentwickelung in lebendige 
Wechselwirkung treten werden. Dcnn die Wahrheit ist  ewig, ist  gottlich; 
und keine Entwickelungsphase der Wahrheit, wie geringe auch das Gebiet 
sei, was sie umfasst, kann spurlos vorllbergehen; sie bleibt bestehen, 
wenn auch das Gewand. in  welches schwache Menschen sie kleiden, in 
Staub zerfallt. 
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Lahlensysteme, Leipz. 1867. - 149. C r e m  O n a ,  Elemente des graphischen Calcüls, 
übersetzt von C u r t z e  (1875). - 160. P a v a r o ,  La statica grafica ne1 insegnamento 
superiore, Venezia 1873. - 151 S c h l e g e l ,  Zwei Satze vom Schwerpunkt, Schlo- 
milch's Z. XXI (1876); Sur le théorème de M. Laisant etc., S. M. E. Bull. X (1883); 
Sur l e  t h é o r h e  de M. Haton d e  l a  Goupillière etc., Ibid. XX1 (1893). - 152. C a r -  
v a l l o ,  Théorèmes de  mécanique; Nouveau t h é o r b e  dc  mécanique, Nouv. Aun. 
(3) XII (1893). - 153. M i i l l e r ,  h'eue Methode z. Ableitung der statischen Gesstze, 
Mittheil. d .  kaiserl. konigl. Technol. Gewerbemuseums, Wien, Neue Folge III (1893).- 
154. L i i r o t  h ,  Gruridriss der Mechauik, München 1881. - 155. B u r m e s t e r ,  Kine- 
matiech geom. Theorie der Bewegung d. afiin veranderl.. . . Systeme, Schlomilch'e 
Z. XXtII (1878) ; Ueber den Beschleunigungszustand $hl. veranderl. und starrer 
ebener Systeme, Civiling. XXIV (1876). - 156. M e  h m  k e ,  Ueber die Geschwindig- 
keiten beliebiger Ordnung etc., Civiling. XXIX (1883); Einc kinematische Auf- 
gabe ,  Darmstadt 1886; Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner 
Ebene, Schlomilch's 2. XXXV (1890); Ueber den geometrischen Ort der Punkte 
oitne Normalbeschleiinigung etc., Civiling. XXIX (1883). - 167. M e h m k e ,  Ueber 
die Beatimmung von Trigheitumomenten mit Hilfe Grassmanu'scher Methoden, 
Math. Ann. XXI11 (1884); Einfache Darstellung der TrLgheitmomente von Korpcrn, 
Schl6milch's Z. XXVIII (1883). - 158. K i r c h  e r ,  Ein Beitrag zur Bewegung un- 
veranderlicher ebencr Systeme, Progr. ,  Meiningen 1887. - 159. A11 6 ,  Ueber die 
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Die Grassmann'sche Ausdehnungslehre. 59 
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Ableitung der Gleichungen der drehenden Bewegung eines starren Korpera nach 
der Grassmann'schcn Analyse, Prag. Math. Ges. (1892). - 160. M e h m k e ,  Re- 
cension von ,, Gravelius, Theoretische Mechanik starrer Systeme <' in der Deutschen 
Literaturztg. 1890, Nr. 14. - 161. S t u d  y ,  Ueber die Bewegungen des Raumes, 
Lpz. Ber. 1890, S. 354 - 168. Gra.ssm a n  n ,  Nene Theorie d.Elektrodynamik, Poggend. 
Ann. LXIV (1845); Zur E l e k t r ~ d ~ n a u i i k ,  Crelle's J. LSXXITI (1877). - 163. G r a s s  - 
rn an n,  Zur Theorie der Farbenmischung, Poggend. Aun. LXXXlX (1853); Bemerk- 
iingen zur Theorie der Farbenempfindungen (Anhang zu dem unter Nr. 164 citirten 
Werk). - 164. P r e  y e r ,  Elemente der reinen Empfindungslehre, Jena 1577. - 
l 6 j .W u n d  t ,  Reviie philosophique (1878j.- 166. S. Citat 148, S. 104. - 167. G i b b s  
On the determination of elliptic orbits from three complete observations, Mem. 
Nationnl Acad. of sciences IV (1890). - 168. R e e b e  und P h i l l i p s ,  The orbit of 
Swift's Cornet 1880, V, determiued by Gibbs Vector Metod., Afitronom. Journ. 
Nr. 207- 208 (1890). - 169. ü r a s  s m  a n n ,  Kurze Ocbersicht über das Wesen der 
Auadehnungslehre, Grunert's Arch.VI (1845). - 170. H a n  k e  1, Theorie der complexen 
Lahlensysteme ; M a h 1  e r  , Einleitung in die Grasemann'sche Ausdehnungslehre, Progr., 
Ulm 1861; H. G r a s s m  a n n  j r . ,  Piinktreçhnung und projective Geometrie, Festschr. 
Halle 1894; R. Q rasfi m a n u ,  Die Ausdehnungslehre oder die Wisseuschaft von den 
extensiven Grossen etc., Stcttin 1891 ; nie Folgelehre od. Functionenlehrc, Stettin 1891; 
Pe a n  O ,  Die Griindzüge des geometrischen Calcüls , Uebersetzung von S c h  e p  p ,  
Leipz. 1891; K r a f t ,  Abriss des geometrischen Calcüls, Leipz. 1593; H e n r i c i ,  
Encyclopad britannica (1860); C o x ,  On the application of quaternions and G. A. etc.; 
Carubr. Proc. 1V (1882); B e m a n ,  A brief account of the essential features of 
Grassmann's extension algebra,  Anal. VI11 (1881). (Tebersetzung von Nr. 169); 
C l i f fo rd ,  Applications of Grassrnanu's extension algebrn, American. J. 1 (1878); 
Hyde,  The dircctional calculus, bnsed upon the methods of H. G., Boston 1890; 
G ibbs ,  On multiple algebrrt, Americ. Aesoc. XXXV (1886); C a s p a r y ,  Sur une 
méthode de géométrie qui forme le lien etc., Darboux Bull. (2) XII1 (1889); C a r v  a 11 O ,  

Exposition d'une méthode de M. Caspary pour l'étude des courbes gauches, S. M. 
E'. Bu11.XV (1887); La méthode de Grassrnanu, Nouv. Ann. (3) Xl(1889); S ch1 e g  e l ,  
Introduction aux méthodes géométriques de H. G., Progreso mat. II, III (1892. 
1893); G a l d e a n  O ,  Teoremas, problemas y métodos geom., Progreso mat. I V  (1894), 
Geometria gcnerjl. Zaragoza 1896; P e a n o ,  Calcolo geom. secondo l'A. di  H. G., 
Turin 1888; Gli elementi di  calcolo geom., Turin 1891; B o  g u s l a w s k y ,  Algebra, 
der Ebene und des Raumes oder (:alculus Situs, Mork. Math. Samml. XIV-XVI, 
Moskau 1801 (Russisch). - 171. H y d e ,  Calculus of direction and position, Americ. 
J. YI (1883). - 172. G i  bb B ,  Quaternious ancl the A. Nature, Mai 1891, S. 79; Siehe 
auch On the Rôle of Quaternions in  the  Algebra, of Vectors, Ibid. April 1891; Qua- 
ternions and the Algebra of Vectors, Ibid. Mars 1893; Quaternions and Vector 
Analysis, Ibid. August 1893. - 173. C a r v a l l o ,  Sur les systèmes linéaires etc., 
Monatsh. f. Math. 11 (1891). - 174. P a d e l l e t  t i ,  Principii della teoria dei  qua. 
teruioni etr . ,  Batt. G. X X  (le5.2). - 175. S t e p  h a n o s ,  Sur l a  théorie des gus- 
ternions , Math. Ann. XXII ( 1  883). - 176. U n v e r  z a g  t ,  Ueber die Grundlagen der 
Reclinung mi t  Quaternionen, Progr., Wiesbaden 1881. - 177. S t u d  y ,  Complexe 
Zablen und Transformationsgruppen, Leipz. Ber. 1889, S 9; Ueber die Bewegungcn 
des Raumes, Iliid. 1890, S. 354. - 178. G a u s s ,  Briefwechsel mi t  Fchumacher, 
lV, 147, Nr. 833; Siehe auch Citat  10 und 31. - 179. K g s i u s ,  Bedeutung und An- 
wendung der Zahlen in  der Geometrie, Progr., Siegen 1850. 
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Recensionen. 

F. KLEIN. Ueber Ari thmetis i rung der Mathematik. Sonderahdruck au3 
den ,,Nachrichten der konigl. Gesellechaft der Wissenvchaften zu G6t- 
tingen. Geschaftliche Mittheilungen. 1895. Heft 2. 

I n  der Mathematik wurde in unserein Jahrhundert irnmer mehr und 
mehr die Forderung betont,  dass die unbedingte Giltigkeit der Satze der 
hoheren Analysis nicht durch Berufung auf die Anschauung, sondern dnrch 
Zurtickgehen au€ die ersten Begriffe und Definitionen der Zahlenlehre dar- 
gethan werden miisse. I n  der vorliegenden Rede scizzirt K l e i n  seine 
Auffassung der Stellung , die Geometrie und Phgsik dieser A r i  t h m  e t i  - 
s i r i i n g  der Uathematik gegentiber einzunehmen haben. Indem er in ihr 
wesentlich eine logische Vcrschtirfung der Deduction crblickt, verlangt 
K l e i n  zwar eine Uebertragnng der grosseren Strenge auf jene anderen 
Disciplinen, betont aber auch zugleich, dass der Anschauung trotzdem ihre 
Bedeutung in weitem Urnfang bewahrt bleihen müsse. Die analytisch- 
geonletrische Deutung der neneren analgtischen Entwickelungen; der Nach- 
weis, inwieweit der Raum als eine Zahlenmannigfaltigkeit aufgefasst 
werden kann; die Untersuchung, wann eine Menge von Punkten eine 
Flache odcr eine Curre bildct; die Prticisirung von Grenzübergtingen in 
der Infinitesirnalgeometrie: das sind einige Aufgaben der Geometrie, die 
einer strengeren L6sung harren. I n  der Phgsik wird genauer zu unter- 
suchen sein, inwieweit die Eiypothese, dass die Materio den Raum con- 
tinuirlich erfilllt, mit der Annahme von discreten Molecülen gleichwerthig 
is t ;  oder ob Satze Uber das Gleichgewicht und die Bewegung elastischer 
Korper oder der  Elcktricitst, die der physikalischen Anschauung entnommcn 
sind , wirklich richtig sind. Neue Naturerkenntnisse werden durch die 
Antmorten auf solche Fragen nicht gewonnen, sondern es werden nur 
unsere Auffassungen der Erscheinungen, die Idcalisirungen der Natur, die 
wir nothwendig vornehmen müssen, um sie studiren zu konnen, gekliirt 
und pracisirt. Daneben sol1 aber der Anschaunng ihr Recht bleiben, nicht 
niir der geometrischen, sondern auch dem mechanisch-physikalischen Gefiihl, 
wie es ein erfahrener Physiker oder Techniker hat  über das Spiel der 
Krafte, die bei seinen Apparaten oder Constructionen auftreten, das ihn 
lcbrt mit  Sicherheit zu erkennen, welche Vernachl!issigungen des Details 
moglich sind, ohne die grossen Zuge einer Erscheinung zu verfalschen. 
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Diese Anschauung ist es,  die den Fortschritt der Wissenschaft anbahnt, 
indern sie eine Idealisirung vollzieht, deren Tragweite nechher die streng 
logische Deduction zu untersuchen hat. 

Auch beim Unterricht ist  die Anschauung nicht zu vernachlassigen: 
bei der ersten Einflihrung in die hohere Analysis, wo der Einzelne den 
Weg gehen soll, den die Wissenschaft im Grossen gegangen ist,  und be- 
sonders bei Schtilern, deren Denken, ihrer Vorbildung und Beschaftigung 
gemZss , mehr anschauungsm5ssig ist. 

Anschauung und Deduction getrennt,  bilden aber nicht die Wissew 
schaft, ihr Leben beruht vielmehr auf der W e c h s e 1 w i r k u n g  beider Theile. 

Die vorstehenden Zeilen geben einen Versuch, den Inhalt der sehr 
gedankenreichen und anregenden Rede zu scizziren , nrn damit weitere 
mathematische Kreise auf sie aufmerksam zu machen. Die Rede ist als 
kleine Broschlire im Buchhandel erschienen. J. L ~ R O T H .  

T. PRESTON. Ueber das  gegenseitige VerhBltniss einiger  zur dynamischen 
E r k l a r u n g  der  Gravi tat ion aufgestellten Hypothesen. Inaugural- 
Dissertation. ldiinchen 1894.' 20 S. 

Der erste Versuch einer mechanischen Gravitationserklhrung geht auf 
L e  S a g e  zurück. Doch befriedigte dieselbe wegen ihrer vielen willklir- 
lichen Annahmen nur wenig. Auf die corpuscules ultramondeins von L e  S a g e  
sttitate ein Jahrhundert spater Lord K e l v i n  eine neue ErklZrung, indem er 
die Atome als elastisch voraussetzte, so dass die Aetheratome ausser ihror 
kinetischen Energie noch eine potentielle Energie besitzen sollten. Im Gegen- 
satz zu Lord K e l v i n  nahm IIerr I s e n k r a h e  einen unelastischen Stoss 
an und baute seine Bravitationstheorie auf der kinetischen Gastheorie auf. 
Zwei Jahre vorher hatte Ver f~sser  der vorliegenden Inaugural -Dissertation 
eine andere Erklarung aufgestellt, die hier weiter ausgestaltet, in  ab- 
geschlossener Form vorgetragen wird. 

Wlihrend L e  S a g e  und Lord K e l v i n  willklirlich Atomstrome an-  
cehmen, wird hier eine Bewegung der als elastisch vorausgesetzten Atome 
zu Grunde gelegt, welche der von der kinetischen Gastheorie angenommenen 
genau analog ist. Hieraus gewinnt der Verfasser eine Eiklaning für  die 
Annahmen, welche der von L e  S a g e  und Lord K e l v i n  aufgestellten 
Theorie zu Grunde liegen, im Besonderen fur die Annahme, dass die 
symmetrische Bewegung der Atome unter dem bestgndigen Wechsel ihrer 
Kichtungen, welchen die Zusammenst6sse mit der groben Materie ver- 
ursachen, bestehen bleibt. Dabei wird vorausgesetzt, dass die mittlere 
Weglange eines Aetheratoms gross sei gegen die Entfernungen, fiîr welche 
das Newton ' scbe  Gesetx genau gilt. Demnach ergiebt sich als eine 
Folgerung dieser Theorie, dass ,die Tragweite der Schwcrkraft durch die 
Weglange der Atome bedingt ist ". 
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I m  zweiten Theile der Arbeit geht Verfasser auf den Krystallbau ein. 
Schon L e  S a g e  hatte die Annahme einer sehr porosen Structur der 
groben Materie als nothwendig flir die Erklarung der Gravitation erkannt, 
und Lord K e l v i n  hatte diese Annahme libernommen. Hier wird versucht, 
diese Vorstellung genauer zu prticisiren, so dass sie zur Erklhrung der 
Cohasion, Adhasion und chemischen Verwandtschaft geeignet erscheint. 

C. DUMESNIL. Tableau metr ique de logarithmes. Instruction. - Notes et 
problèmes divers. Arithmétique. Changes. IntérBts composbs. Annuites. 
42 p. C. DUMESNIL. Tableau métrique de logarithmes. Atlas élémen- 
taire. 8 p. Paris 1894. Hachette. 

Die vorliegeude flinfstellige Logarithmentafel ist von einfachvter Form. 
Sie besteht aus vier Seiten, deren jede zwanzig Doppelzeilen enthhlt. Jede 
obere Zeile ftihrt die vierstelligen Logarithmen in rothen, jerle untere die 
entsprechenden Zahlen in schwarzen ZiEern. Um die Bestimmung der füuften 
Decimale moglichst zu erleichtern, werden fUnf Zeichen eingeführt, die je uach 
ihrer leicht zu merkenden Stellung O, 1, 2, 3 , 4  bezw. 5, 6 ,7 ,  8, 9 bezeichnen. 

Die Handhabung der Tafel wird an einer Reihe von Beispielen aus 
der Wechsel- und Zinseszinsrechnung vorgeftihrt. 

Die Ausstattung ist eine vorztigliche. E. JAHXKE. 

II. LAURENT. Trai t6 d'algébre. Compléments. IV8 partie. Théorie des poly- 
nomes à plusieurs variableu. Paris 1894. Gauthier -Villars. 56 p.  
1,50 Fr. 

Ziel des vierten Theiles ist es,  die elementare Algebra durch das Studium 
der fundamentalen Eigenschaften der Polynome mit mehreren Variablen zu 
vervollst~ndigen und die bekannten Eigenschaften der Polynome mit ciner 
Variablen zu verallgemeinern. Der Verfasser giebt, ausgehend von einem 
J a c  O bi'schen Theorem, eine vollstandige Theorie der Elimination und der 
symmetrischen Functionen. 

Die von Herrn H. M a r c h a n d  besorgte vierte Auflage unterscheidet 
sich nur  wenig von der vorhergehenden. E. JAHNKE. 

F. BUKA. Orundzüge d e r  darstellenden Qeometrie. Wisscnschaftlicho Bei- 
lage zum Programm des Charlottenburger Realgymnasiums. 1894. 
X1I und 24 S. 

Bis vor Kurzem noch war die darstellende Geometrie das Stiefkind 
des mathematischen Unterrichtcs auf hohcren Schulen. Dieses Verhlltniss 
hat  sich neuerdings gebessert; verschiedentlich ist das Bestreben hervor- 
getreten, die Kraft der darstellenden Geometrie für die Schule vol1 auu- 
zunutzen. Zum Bclege hierftir sei auf die ,,Raumlehreu von Herrn 
M a r  t u s verwiesen , deren zweiter Theil die Grundlehren der Central- 
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Recensionen. 63 
-------IIx.YxI 

perspective in  d r e i ,  oder, wenn man will, in  z w e i  Satzen erledigt, und 
deren Figuren noch vielen der bisher erschienenen stereometrischen Lehr- 
btichern als Vorbild dienen konnen. Auch die Arbeiten des Herrn H o l z -  
m till e r (1. Einführung in das stereometrische Zeichnen, 2. Xethodisches 
Lehrhuch der Elementar-Mathcmatik) verfolgen den Zweck, der Schule 
die darstellende Geometrie mehr als bisher zuganglich zu machen. Das Vor- 
wort der vorliegenden Programmabhandlung bietet eine eingehende Kritik 
der von Herrn Ho1 z m l i l l  e r empfohlenen Methode zur Einfiihrung in  
das stereometrische Zeichnen. (Vergl. hierzu noch H o p  p e's Beeprechung 
in seinem Archiv.) 

Die Abhandlung selbst zerfiillt in drei Abschnitte. I n  dem ersten werden 
die Grundztige der Orthogonalperspective gelehrt,  die riiumlichen Gebilde wer- 
den auf eine einzige Grundebene bezogen. 20 Uebnngsaufgaben, entnommen 
dem von Herrn H a u c k  herausgegebenen Lehrbuch der Stereometrie von 
K o  rn m e r e 11, sind beigegeben. Der zweite Abschnitt: Construction stereo- 
metrischer Bilder lehrt die Cavalierperspective. Die Methode der Central- 
perspective ist  als fur die Schule tiberflüssig und zu weitgehend nicht 
herangezogen. Wenn iibrigens Verfasser des weitereu die Ansicht aufstellt, 
die Herstellung centralprrspectivischer Bilder erfordere einen betrachtlichen 
Apparat von Hilfssatzen, so wird diese Behauptung, zum Theil wenigstens, 
durüh die ohige Bemerkung widerlegt, wonach es moglich is t ,  in den 
Anfangsgrflnden mit drei HilfssKtzen auszukornmen, die man noch auf 
zwei reduciren kann. I m  dritten Abschnitt wird gezeigt, wie sich die 
vorhergehenden Satze in  der Kegelschnittlehre und in der mathematischen 
Geographie verwerthen lassen. 

Die Abhandlung ist in hohem Masse geeignet, dem im Anfange 
betonten Zwecke neiie Anhkinger zu gewinnen, und m6chte sich Referent 
erlauben, sie den Herren Fachgenossen angelegentlichst zur Berlicksichtigung 
zu crnpfehlen. E. JAHNKH. 

H. HABTL. Aufgaben aus der  Arithmetik und Algebra. Reichenberg 1894. 
Fritsche. IV und 271 S. 4 Mk. Resultate 1,60 Mk. 

Eine neue Aufgabcnsammlung , welche ausser dem in allen Sarnrnlungen 
wiederkehrenden Stamme von Aufgaben wirklich neue, brauchbare bietet, 
triigt die Berechtigung ihres Erscheinens in  sich. Das vorliegende Buch, 
welches nur Aufgaben~ammlung sein, kein Lehrbuch ersetzen will, bringt 
eine Ftille neuer Aufgnben. Unter den eingekleideten mag besonders auf 
eine Reihe geographischer sowie auf die interessanten Geschoss - Aufgaben 
hingewiesen werden. Dagegen sind einzelAe Kapitel verhkiltnissmkssig 
dlirftig bedacht, 60 unter Anderem das Kapitel vom Rationalmachen der 
Brüche, das Kapitel der Rentenrechnung. Ferner ist  es nicbt zu billigcn, 
dass hergebrachte, durchaus praktische Bezeichnungen der Zinsrechnung 
willkürlich abgeiindert werden. E. JABNKE. 
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64 Historisch - literarische Abtheilung. 
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K. SCHWEHING und W. KRIMPHOFB. Anfangsgrunde der  ebenen Geometrie. 
Freiburg i. Rr. 1894. Herder. Y und 132 S. 

Es geschieht nicht eben haufig, dass Nathematiker, die neben ihrer 
Schulthiitigkeit eine wissenschaftliche Thiitigkeit entfalten, sich mit der 
Herausgabe eines Lehrbuches der elementaren Mathematik befasseii. Und 
doch ist es wünschenswerth, gerade aus solcher Hand Darstellungen der 
Anfangsgriinde zu besitzen. Um so dankenswerther ist die vorliegende 
Bearbeitung. 

Die Verfnsscr stellen sich auf den Stnndpunkt; die Raumlclirc so vor- 
zutragen, ,,wie sie von dem jiigendlichen Geiste am Leichtesten erfasst und 
verstanden werden kann ,  nicht aber zugleich allen wissenschaftlichen An- 
forderungen zu genügenu. Demnach wird für den Unterricht der ersten 
Stunden mit Recht das Hauptgewicht auf die Anschauung gelegt. Hierbei 
ist nicht der Anschauung von Korpern der Vorzug gegeben, sondern der 
Auffavsung von ebenen Figuren, die der Schüler selbst durch Zeichnung 
herstellt. 

Hervorgehoben zii werden verdient ferner die Ausscheidung der Lehre 
von den incommensurablen Grossen aus der schulgemiissen Beliandlung 
(vergl. Ref. Bd. 37),  in der richtigen Erwtigung, dass die in fast allon 
Lehrblichern auftretende Darstellunç wedcr den Anforderungen der Wissen- 
schaft noch denen des Unterrichts vollig gerecht wird. 

Bus der neueren Geometrie bringt das Buch nur die SBtze des C e v a  
und M e n e l a u s ,  sowie die ahnliche und umgekehrte Abbildung. 

Dass der Verfasser der ,,100 Aufgaben aus der niederen GeometrieU 
eine FUlle interessanter Lehrsiitze und Aufgaben eingestreut ha t ,  bedarf 
keiner besonderen Erwlhnung. 

Der Lehrstoff ist  nach Klassen eingetheilt, wobei die Bedürfnisse des 
Gymnasiums und Realgymnasiums massgebend gewesen sind. Auf der 
Oberrealschule und Realschule dUrfte der Stoff von der Quarta bis zur 
Obertertia hewtiltigt werden konnen, ohne dass Ueberbürdung zu be- 
flirchten ware. E. JAIINKE. 

R. MÜLLER. Planimetrische Constrnctionsaufgaben nebst Anleitung zu 
deren L6snng für hühere Schulen. 3. Aufl. Oldenburg 1894. Stalling. 
Ci8 S. 1,20 iuk. 

Die Aufgabensarnmlung ist durch zwei Eigenthlimlichkeiten charakteri- 
s i r t ,  einmal durch die Beschrankung des Stoffes dem Umfange nach - 
Theilungs -, Verwandlungs - und Berechnungsaufgaben sind nicht auf- 
genommen -, zweitens durch die beigefiigte Anleitung zur Aufl63ung der 
Aufgaben. Da das geschickt zusammengestellte Büchelchen in Fachkreiseo 
Aufnahme gefiinden h a t ,  90 sei hier in Bezug auf den zweiten P u n k t  
noch bemerkt, dass die strenge Durchflibrung des hergebrachten Schemas 
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bei der Behandlung s a m m  t l i c  h e r Aufgaben nicht wtinschenswerth er- 
scheint; bei den meisten Aufgaben ist e n  t w e d e r Analysis O d e r Beweis zu 
verlangen. Auch ompfiehlt sich fur die Constructionen ein knapperer Text, 
der sich durch EinfUhrung geeigneter ina themat i sehe~~eichen  erreichen lasst. 

E. JAHNKE. 

E. WROBEL. Leitfaden der  Stereometrie nebst  e iner  grossen Anzahl  von 
Uebungsaufgaben. 2. Aufl. Rostock 1 8 9 3 ,  Werther. 104 S. l,40 Mk. 

Irn Gegensatz zu einer neuerdings hervorgetretenen Anffassung stebt 
der a13 Herausgeber einer ausgezeichneten Aufgabensammlung bekannte 
Ferfasser auf dem Standpunkt, dass zwar eine tibersichtliche, aber doch 
lückenlose Anordnung des Stoffes, wo zu jeder Behauptung auch ein Beweis 
gehort, geboten werden musse. Nur an einer Stelle wird, in Ueber- 
einstimmung mit anderen Lehrbllchern hiervon abgewichen, das ist  bei 
der Heranziehung des C a v a l e  r i s  ch e n  Principe zur Raum berechnung. 
Als besondere Empfehlung des vorliegenden Leitfadens ist noch zu er- 
walinen, dass ihm eine Sammlung von grtisstentlieils neuen Aufgabeii - 
es sind 140 - angchangt ist. Den Aufgaben sind am Schluss der Samm- 
lung die Resultate angefügt. 

Was die Figuren anbetrifft, so lësst deren Anschaulichkeit auch in 
der zweitcn Auflaga bei manchen noch zu wiinschen Ubrig. E. JABNgE. 

Die Lehre von  der Elektricitat.  Ton  GUSTAV WIEDEMANN. Zweite um- 
gearbeitete und vermehrte Auflage. Zugleich als vierte Auflage der 
Lehre vom Galvanismus und Elektromagnetismus. Zweiter Band. 
Uit 163 Holzstichen und einer Tafel. Braunschweig 1894. Verlag 
von Friedrich Vieweg und Sohn. 1126 S. 

Der zweite Band beginnt mit den beiden letzten Eapiteln der Nicht- 
leiter, wovon das grtissere die dielektrische Ladung der K6rper zum Gegen- 
stand hat ,  wahrend in dem kleineren die durch das Elektrisiren hervor- 
gebrachten physikalischen Eigenschaften , wie das Tonen, die Aenderurig 
des Volumens , der Gestalt, der Elasticitiit und des optischen Verhaltens 
zusamrnengestellt sind. - Der nunmehr in drei Kapitel zerfallende dritte 
Theil ibe r  die Beziehungen zwischen Elektricitiit und WXrme vertauscht 
den Inhalt der ursprünglich zwei Kapitel, so dass zuerst die thermischen 
und mechanischen Wirkungen des elektrischen Stronies kommen nnd hier- 
auf die Thermoelektricitat folgt, von welcher das Rapitel hber die Elektricit!its- 
erregung in Krystallen durch Temperaturanderungen und Druck abgezweigt 
worden ist. Die Gruppirung und Benennung der Unterabtheilungen sind 
wesentlieh verschieden gegeutiber der ersten Anflage, so dass der bisher 
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vorhandene Raum auch nm ein Ilrittel Iiberschritten worden ist. Solche Ver- 
anderungen finden wir nicht in  dem den grEasten Theil des Buches in 
Anspruch nehmenden vierten Theil, welcher die Elektrochemie umfasst; die 
Gruppirung des Stoffes blieb dieselbe, und die Ueberschriften der einzelnen 
Abtheilungen weisen im Gauzen nur  qeringe Abweichungen auf. Gleich- 
wohl ha t  der Stoff durch die Literaturerganzung bis xur Mitte des 
Jahres 1893 eine nicht unwesentlicho Zunahmo erhalten; denn gerade auf 
diesem Gebiet war die wissenschaftliche Thatigkeit in  den letzten zehn 
Jahren angeregt durch die ErFolge der physikalischen Chemie. - J e  rascher 
die weiteren Bande erscheinen, um so willkommener sind sie fur den 
forschenden Physiker und Chemiker, denen dieses Werk ungeheure Dienste 
leistet. - Die Ausstattung von Seiten der Verlagsbuchhandlung entspricht 
ihrem bewlhrten Ruf. B. NEBEL. 

JOH. MÜLLER'CI Lehrbuch der  kosmischen Physik. Fünfte umgearbeitete 
und vermehrte Auflage von B. F. W. PETERS. Erganzungsband zu 
siimmtlichcn Auflagcn von Müller-Pouillet's Lehrbuch der Physik. 
Mit 447 eingedruckten Holzstichen und 23 dem Texte beigegebenen, 
sowie einem Atlas von 60 zum Theil in Farbendruck ausgeführten 
Tafeln. Eraunschweig 1894. Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn. 
907 S. Preis 26 Mk. 

Flir Jeden,  der Interesse an den um ihn her vorgehenden Erscheiii- 
ungen der Natur h a t ,  musa es ein wahres Vergnügen sein, dieses herrliche, 
von dem Konigsberger Astronomen in neuer Auflage herausgegebene Werk 
zu studiren, das durch geschickte Darstelliiag auch einem grosseren Leser- 
kreis ohne tiefere mathematische Kenntnisse xug5nglich gemacht ist. Das 
Interesse wird noch gesteigert durch die zahlreichen, zum Sheil in Farbeu 
ausgcführten Abbildungen, deren Anblick dern Gcnuss cinca naturwissen- 
schaftlichen Theaters gleichkommt. An diesem Werke ist deutlich zii er- 
kennen, dass die ungeheuren Fortschritte in  den gesammten Naturwissen- 
schaften wahrend der letzten 25 Jahre auch auf dem Gebiete der kosmischen 
Physik zu verzeichnen sind. Dahin gehoren die Eutdeckungen bezIiglic,h 
der Rotation des Merkur und der Venus, der Monde, des Mars und Jupiter, 
der veranderlichen Sterne vom Algol-Typus, und der Erklarung ihres 
Lichtwechsels durch P i c k e r i n g ,  sowie deren Bestiitigung durch die photo- 
graphischen und spectralanaly tischen Arbeiten Vo g e 1's. Auf Grund dieser 
neuen streng wissenschaftlichen Krkenntnisse mussten die frtiheren Anschau- 
ungen auf ihre Richtigkeit geprüpft und das als irrig Erkannte ousgeschieden 
werden, wie z. B. die frtiliere Ansicht Liber die Constitution des Erdinnern. 
Wesentliche Veranderungen verursachte die starke Entwickelung der Meteoro- 
logie, so dass die Abschnitte über Ebbe und Fluth, sowie liber die Ursachen 
und Erscheinungen des Erdmagnetismus ejner grtindlichen Bearbeitung 
unterzogen wurden. - Da das Ruch nicht nur als Lehrbuch, sondern auch 
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als Nachschlagebuch n~ment i ich  von Laien benützt wird, so wurde durch 
ein reichhaltigeres Register diesem Bedtirfniss abgeholfen. - Dieses aus- 
gezeichnete Werk bedarf keiner weiteren Empfehlung. B. NEBEL. 

-- 

Mtiller - Pouillet's Lehrbuch der  Phys ik  und Meteorologie. Neunte um- 
gearbeitete und vermehrte Auflage von LEOPOLD PFANDI~ER, unter 
Mitwirkung von OTTO SUMMER. Zweiter Band. Erste Abtheilung. 
Erste Lieferung. Braunschweig 1894. Verlag von Friedrich Vie- 
weg und Sohn. 292 S. Preis 4 Mk. 

Die grosste Veriinderung gegentiber der achten Auflage ha t  die Optik 
aufzuweisen; denn es sollten die bahnbrechenden Forschungen Abbe's  auf 
dem Gebiete der Milrroskopie, seine Lehre von der Abbildung nicht selbst- 
leuchtender Objecte und die sich daran anschliessenden Folgerungen auf- 
genommen werden, was zum ersten Mal in einem allgemeinen Lehrbuch der 
Physik der Fall ist. Auch die praktische Optik ha t  eine Reihe von Fortschritten 
zu verzeichnen, so dam nicht niir eine .vollstiindige Umgestaltung und Er -  
weiterung erfolgen musste, sondern auch die nearbeitung dieses neuen 
Stoffes in die Band eines Schtilers von A b b e ,  der sich ~ u c h  auf dern 
Gebiete der praktischen Optik schon hervorgethan hat,  gelegt wurde. 
Die Natur der Sache brachte es mi t  sich, dass die Optik, nicht wie die 
andereu Bande, geschlossen herausgegeben werden konnte, sondern dass die 
zwci Abtheilungcn selbst noch in Licferungen erschcinen werden, von denen 
zur Zeit die erste vorliegt. - Es  würde zu weit ftihren, wenn wir auf 
den reichen Inhalt noch eingehender hiuweisen wtirden. w i e  sehr man 
bestrebt wax-, schon durch Bussere Mittel ein Iibersichtliches Bild von den 
vorgetragenen Lehren zu geben, dafür sprechen die farbigen Strahlen bei 
der Parbenzerstreuung. - Im Interesse der echnelleren Einflihrung dieses 
U'erkes bei der studirenden Jugend w5re es erwünscht, dass die w-eiteren 
Licferungen moglichst rasch erschcincn, zumal das Suchen ohne Index sehr 
zeitraubend ist. B. NEBEL. 

Lehrbnch der  praktischen Geometrie. Von CH. AUGUST VOGLER. Zweiter 
Theil. HBhenmessungen. Erster Halbband. Anleitung zum Nivelliren 
oder Einwiigen. Mit 90 Holzstichen, Vier Bachbildungen durch Zink- 
litzung und fünf Tafeln. Braunschweig 1894. Verlag von Friedrich 
Vieweg und Sohn. 420 S. Preis 11 Mk. 

Jahr  auf J a h r  wurde die ~ o r t s ~ t z u n ~  des vorliegenden Werkes er- 
wartet, endlich, nach acht Jabren,  ist es dem mit Berufsarbeit tiberhkuften 
Verfasser gelungen, den ersten Halbband des zweiten Theiles heraus- 
zugeben, dem hoffentlich in ktirzerer Zeit die zweite Halfte folgen wird. - 
Als Einleitung fur das IIohenmessen oder Nivelliren werden die Nivellir- 
niethoden mitgetheilt, die zu eineï geschichtlichen Betrachtung und Be- 
sprechung der ereten Instrumente die Veraulassung geben. Nachdem die 
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bcidcn Grundformen des Nivellirinstrumentcs und deren Prüfung erlsutert 
und ihr Werth gegenseitig abgewogen worden i s t ,  wird zu den Haupt- 
aufgaben des Einwfigens Ubergegangen. - Der zweite Abschnitt betrachtet 
das Einwagen mit Hilfsvorrichtungen, dorcn vorschicdene Typcn zunachst 
beschrieben werden. Dem Einwagen mit Distanzmessung sind zwei be- 
sondere Kapitel gewidmet. Der dritte und letzte Abschnitt umfasst die 
Feinnivellements und deren Ausgleiehung, wobei die einzelnen Aufgaben 
diirch geeignete Zahlenbeispiele naher durchgefiihrt werden. Die kritische 
Betrachtung, insbesondere der Instrumente, ist  für den jungen Geometer von 
grosseru Werth; denn was nützen die fleissigsten I3eobachtungenl wenn der 
Betreffcnde tiber die Fehler und Eigenthtimlichkeiten seines Instrumentes 
nicht v6llig im Klaren ist und sie deshalb nicht in Rechnung zieht. Der 
Geometer muss Her r  der Situation sein, nur dariu kann er sich auch von 
dom besten Messgehilfen unterscheiden. B. NEBEL. 

Die Arbeit der  Muskeln und  die lebendige Kraf t  des menschlichen 
Korpers. Habilitationsschrift. Von OTTO FISCHER. Leipzig 1893. 
Breitkopf und Iltirtel. 83 S. 

Die geschichtliche Xinleitung l iss t  erkennen, dass eine Reihe von Vor- 
arbeiten wohl durchgcführt sind, dass aber dio Thatigkeit der 3luskeln im 
Zusammenhang noch keine Losung gefunden hat. Die mlihevoll anzu- 
stellenden experimentellen Arbeiten reichen nicht aus,  den Bewegiings- 
zustmd eines KJrpers vollig zu ergrüuden, um ihn in seinem mathematischen 
Gewand als kinetische Energie oder lebendige Kraft festzuhalten. Der 
Grund liegt in der Complicirtheit des Syslems. Im  Vorliegenden wird 
daher der Versuch gemacht, den Ausdruck f'ür die lebendige Kraft eines 
fur die Mechanik so eehr verwickelten Massensystems ausfindig zu machen; 
und zwar wird zunachst von einem besonders einfachen Ktirpersystem aus- 
gegangen, um die Methode aufzusuchen, mittelst deren man zunfichst m6g- 
lichst einfach den Ausdruck für die lebendige Kraft erhült und sodann die 
lleziehungen zwischen den Aenderungen derselben und den Elementar- 
arbeiten der wirksamen Krafte feststellen kann. Da dieser besondere Fa11 
so gewatilt i s t ,  dass e r  Aehnlichkeit mi t  dem beim Gehen und Laufen der 
b i e n s c h  hat ,  so wird dadnrch der Uebergang zii diesen Bewegungen 
selbst, sowie zu dem allgemeinsten Fall der Bewegiing des menschlichen 
Korpers wesentlich erleichtert. Ausgegangen wird von einem System von 
drei Korpern, die wie eine Kette hinter einander durch Gelenke vorbunden 
sind. - Die Untersuchung liefert eine Reihe von Satzen und schliesslich 
mehrere mathematische Pormeln für specielle Falle, deren Wiedergabe hier zu 
weit führen wtirde. Mit diesem System dreier durch Gelenke mit einander 
verbundener Korper echliesst die vorliegende Abhandlung, die erganzt 
werden sol1 durch eine weitere, zur Zeit schon fertige, sich auf die Ab- 
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leitung der Resultate des allgerneinsten Bewegungsfalles beziehende Veroflent- 
lichung. Somit is t  der kiihne Anfang gemacht, in  ein bisher als untiber- 
windlich bezeichnetes Gebiet einzudringen. Wie weit dasselbe aufgehellt, und 
ob jemals da8 Ziel erreicht wird, rnuss die Zukunft lehren. B, NESEL. 

Formeln und Hilfstafeln fur geographische Ortsbestimmungen. Von 
TH. ALBRECHT. Dritte umgearbeitete und vermehrte Auflage. 
Leipzig1894. Verlag von Wilhelm Engelmann. 344 S. Preis 17 Mk. 

Gegentiber der zweiten Auflage weist die vorliegende dritte Auflage 
iiicht nur eine Umarbeitung, sondern auch eine ganz bedeutcnde Vermohrung 
auf, die liber 100 Seiten betragt. Der Verfasser war dabei hestrebt, den 
Stationen erster Ordnung ein Hilfs- und Handbuch für astronomisch-geo- 
graphische Stationsbeobachtungen zu liefern, welches allen daselbst in  Frage 
kommenden Beobachtungen sammt den dazu gehtirenden Rechnungen gerecht 
zu werden vermag. Es dlirfte liberflüssig sein, das neu Hinzugekommene 
besonders zu erwahnen, da  es dem Fachmanne sofort aus dern Inhalts- 
verzeichniss entgegentritt. Dieser allein versteht, derartige Werke vol1 
und ganz zu schiitzen, zumal wenn sie in tibersichtlicher Weise ausgeführt 
sind, wie dies im vorliegenden Fa11 zutrifft B. NEBEL. 

Lehrbuch der geometrischen Optik. Von R. S. HEATH. Deutsche autorisirte 
und revidirte Ausgabe von R. KANTBACK. Mit 155 in den Text ge- 
druckten Figuren. Berlin 1894. Verlag von Julius Springer. 386 S.  
Preis 10 Mk. 

Der Verfasser war bestrebt, die Fortschritte auf dem Gcbiet der geo- 
metrischen Optik, die wesentlich G a u s s ,  L i s t i n g ,  M a x w e l l ,  H e l m -  
ho 1 tz und A b b e  zu verdanken sind , einheitlich zusammenzufassen, um 
sie schon dem Studirenden in seinem ersten Semester zuganglich zu machen. 
In den Fgllen, welche besser mit htiherer Mathematik durchgeffihrt werden, 
wie z. B. bei der Gauss'schen Theorie der Linsen, ist  zuerst ein elementar- 
geometrischer Weg eingeschlagen worden, dem unmittelbar darauf die 
eigentlicho Entmickelung folgt. Bei der Uebersetzung ins Deutsche wurden 
such Aenderungen vorgenommen, um das Verstflndniss des Buches zu er- 
leichtern. Zur Orientirung für den deutscheii Leser moehte ich in  dem 
Tite1 das ,geometrischu durch den Zusatz ,mathematischu erglnzen; denn 
wir verstehcn unter geometrischer Optik schlechtweg die Construction der 
Haupt- und Brennpunkte von Linsensystemen auf zeichnerische Weise ohne 
Mathematik. Es ist erfreulich, dass wir Deutsche in  der neueren Zeit auch 
in der Optik Werke fur den Unterricht bekommen, die sich ergznzen, wie 
wir dies in  der Elektricitiitslehre roichlich zur Verfiigung haben. Das 
Buch kann den Studirenden bestens empfohlen werden. B. NEBEL. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



7 O Historisch -1iterarische Abtheilung. 
------*- -- 

Ueber den Einfluss des elektrostatischen Feldes anf das optische Ver- 
hal ten piezoelektrischer Krystalle.  Von F'. POCKELS. Mit 14 Figuren 
im Text. Eine von der konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gottingen mit dem vollen Preise gekronte Arbeit. Gottingen 1894. 
Dieterich'sche Verlagsbuchhandlung. 204 S. - Sonderabdruck aus 
dem 39. Bande (mathematisch-physikalische Klasse) der Abhandlungen 
der konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 

Die Veïsnche von R o n t g e n  und K u n d t  über die Aenderung der 
Doppelbrechung des Quarzes durch dielektrische Polarisation in einem 
elcktrischen Felde, dessen Kraftlinien senkrecht zur krystallographischen 
Hauptachse verlaufen, legten die Frage nahe, ob die elektrooptischen Er- 
scheinungen in piëzoelektrischen Erystallen nur die Folge der im elek- 
trischen Felde eintretenden Deformation sjnd, oder ob auch eine directe 
Einwirkung der elektrost,atischen Krtifte auf die Lichtbewegung dabei statt- 
findet. Die auf Grund von quantitativen Messungen a n  Ratriumchlorat, 
Quarz, Turmalin und Seignettesalz gefundenen Resultate in  der vor- 
liegenden Arbeit bejahen die letztere der beiden Fragen, so dass ralso die 
elektrostalischen Kr&fte einen directen Einfluss auf die Lichtbewegung in 
piëzoelektrischen Krystallen ausülen. Die Versuche wurden coch auf eine 
Reihe weiterer Krystalle ausgedehnt, die aber zu keinem positiven Ergeb- 
niss gefiihrt haben, theils, weil sie zu klein hinsichtlich ihrer Dimcnsionen 
waren, theils, weil die starke anormale Doppelbrechung die Spuren einer 
elektrooptischen Wirkung verdeckte. Bezüglich der angewandten Unter- 
suchungymethode und der weiteren Einzelheiten sei auf das Original ver- 
wiesen. B. NEDEL. 

Einführung  in die Maxwell'sche Theorie der  Elektrioit%t. Mit einem 
einleitenden Abschnitte Ciber das Rechnen mit Vectorgrossen in Ser 
Physik. Von A. FOPPL. Mit Piguren im Text. Leipzig 1894. Ver- 
lag von B. G. Teubner. 413 S. Preis I O  Mk. 

J e  mehr sich die Maxwel l ' sche  Theorie verbreitet und je mehr sie 
sich auch in Deutschland Eingang verschafft, um so mehr tritt  das Be- 
dtirfniss auf ,  den Inhalt der Werke M a x w e l l ' s ,  welche fur den die Materie 
noch nicht beherrschenden Anfhnger mit grosser Schwierigkcit zu lesen 
s ind,  in eine solche Form zu bringen, wie sie für den Studirenden von 
Nutzen ist. B 0 1  t z m a n n  suchte dies Ziel zu erreichen, indem er sein 
Hauptaugenmerk auf die Ableituug der Gleichungssysteme des Peldes aus 
der Theorie der Cykeln richtcte. Diesen Weg hült der Verfasser indessen 
fiir niclit so bequem, er vermeidet die mechanischen Analogien und sieht 
von der Herauziehung der Euergiebeziehungen zur Ableitung der Grund- 
gesetze ganz a b ,  vielmehr stützt e r  sieh unmittelbar nur auf die Erfahrungs- 
thatsachen und führt den Nachweis Iiber die Erfüllung des Energieprincips 
erst am Schlues. Da nur die Anfangsgrilnde der Differential- und Integral- 
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rechnung vorausgesetxt werden, so muste in dem ersten Abschnitt gleich- 
Sam als Einleitung die Algebra und Analysis der Vectoren vorangestellt 
werden, da der Vectorencalcul in Deutschland bei Weitem nicht so ver- 
breitet ist, wie in  England. Der Verfasser hat  glticklicher Weise auf die 
Haufung von Formeln verzichtet und daher mehr Text verwendet, was nm 
sa zweckm%ssiger ist  , da die Vectoren - Gleichungen i n  ihrer einfachen 
Gliederung gleichsam die Rolle der Stenographie vertreten. - J o  rascher 
die Studirenden mit der Maxwel l ' schen  Theorie vertraut gemacht merden, 
um so schneller lernen sie diesen Stoff beherrschen, der zur Zeit in  der 
Physik von der grossten Bedeutung ist. - Das Buch sei daher Allen, 
die sich mi t  der Elektricitiitslehre und den jetzigen Anschauungen hierliber be- 
schiiftigen, empfohlen. B. NEBEL. 

Handbnch der  Vermessungskunde. Von Dr, W. JORDAN. Zweiter Band. 
Feld- und Landmessung. Vierte verbesserte und erweiterte Auflage 
in zwei Lieferungen. Stuttgart 1893. J. B. Metzler'scher Verlrtg. 
734 S. nebst einem Anhang von 53 S. 

Aus Grilnden des Vertriebes wurde der zweite Baud vor dem ersten 
in neuer Auflage der Oeffentlichkeit Ubergeben, welch' letzterer in Biilde 
folgen 8011. Unter solchen Umsttinden schien es angezeigt, die einzelnen 
Bande moglichst unabhangig zu gestalten, daher wurde dem vorliegenden 
Band ein Kapitel tîber die Grundzllge der Ausgleichungsrechnung voraus- 
geschickt, so dass den gcwohnlichen Bedtirfnksen, wie sie bei der ein- 
fachstdn Feld-  und Landmessung vorkommen, Rechnung getragen wird. 
Im Uebrigen muss der der Methode der kleinsten Quadrate gewidmete erste 
Rand zu Rathe gezogen werden. Die Aufnahme selbst neuer Abschnitte, wie 
diejenigen tiber Stadt -Triangdirung,  Eisenbahnvorarbeiten , Photogrammetrie, 
Topographie, nebst sonstigen Erweiterungen, konnte bei wesentlicher Inne- 
haltung des gegebenen Raumes nur duich Kürzungen in frtiheren Abschnilten 
erreicht werden. Diese Auflage zeigt wiederum, wie sehr der Verfasser bestrebt 
ist ,  sein Buch stets auf der den Zeitverhkiltnissen entsprechenden IIohe zu 
halten, weshalb es auch auf diesem Gebiet zu den ersten Werken in Deutsch- 
land gexxhlt wird und sowohl der studircndcn Jugend, als auch den Fachleuten 
aufs Beste zu empfehlen ist. B. XEBEL. 

Vorlesungen über mathematische Physik. Gehaltcn an der Universittit 
Konigsberg. Von FRANZ NEUMANX. Siebentes Heft. Vorlesungen über 
die Theorie der Capillaritiit. Ilerausgegeben von A. WANGERIN. Mit 
Figuren im Text. Leipzig 1894. Verlag von B. G. Teubner. 234 S. 
Preis 8 Mk. 

Erst vor Kurzem hat der geistvolle Physiker F r a n z  N e u m a n n ,  der 
ein Mittelpunkt fIlr matliematische Physiker gewesen is t ,  die Augen ge- 
schlossen. Seino berühmten Vorlesungen wurden aber noch zu seinen Leh- 
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zeiten von seinen Schtilern in zw~nglosen Heften herausgegeben, die Uberall 
freudigst aufgenommen wurden. - Das vorliegendo Heft erhielt seine 
Grundlage durch eine Vorlesung im Sommer 1864, die durch solche aus 
der Zeit von 1857-1873 erganzt wurde. N e u m a n n  giebt in  dieseu Vor- 
lesungen nicht nur  die Theorien der CapillaritBt von L a p l a c e  und G a u s s  
wieder, sondern er theilt darin auch seine Arbeiten auf diesem Gebiet mit, 
iiamentlich die Anwendung der Theorie auf specielle Falle. Wahrend der 
Herausgeber siüh in Bezug auf den Staff streng an das von N e u m a n n  
Gegebene hiilt, so glaubte e r  hinsichtlich der Darstellung in einem Punkte, 
namlich bei der Ableitung der Variation einer Flache, abweichen zu müssen, 
um durch die Betrachtung der Laplace ' schen  Satze in  voller Allgeoieinheit 
von der gesonderten Behandlung verschiedencr Falle absehen zu konnen. - 
Ein schoneres Denkrnal a18 durch die Herausgabe dieser Hefte hatten die 
Scbüler ihrem unvergesslichen Lehrer nicht setzen konnen, wodurch diese 
hochst erspriesslichen Vorle~ungen auch Solchen zugiinglich werden, die 
nicht den Genuss hatten, dern Meister zii Fbssen zu sitzen. B. N ~ ~ ~ ~ ,  

Vorlesnngen über  mathematische Physik. Von GUSTAV KIRCBHOFF. Vierter 
und letzter Band. Theorie der Warme. IIerauspegeben von Professor 
Dr. MAX PLANCK. Mit 17 Piguren im Text. Leipzig 1894 Verlag 
von B. G. Teubner. 210 S. 

Die Herausgabe dieses vierten und letzten Bandes is t  genau nach den- 
selben Grundsatzen, wie bei dem vorhergehenden erfolgt. Beniitzt wurde 
das von K i r c h h o f f  selbst verfasste und wiederholt umgearbeitete Manuscript, 
das er seinen Vorlesungen von 1876 bis 1384 zu Grunde gelegt hat. Der 
IIerausgeber sah daher seine Aufgabe darin, die in Folge der hëufigen 
Bendermgen verursachte Storung der Einheitlichkeit zu beseitigen, fiir die 
liussere Form, insbesondere bezüglich der Bczeichnung, Sorge zu tragen und 
unbedeutende Lticken auf Grund von Zuhtirerheften auszuftillen. Hier und 
da  sah sich der Herausgeber veranlasst, die gedrangte Darstellungsweise 
durch beigefügte Anmerkungen dem Bedürfniss des Lesers mehr anzupassen. 
- Mit diesem Band hat  ein Werk seinen Abschluss erreieht, das fiir das 
Studium der theoretischen Physik von hohem Werthe ist. B, N ~ ~ ~ ~ .  

Die Ter ra in lehre ,  Terraindarstel lung und  das mil i t l r ische Aufnehmen. 
Nit  Berüclisichtigung der neuest,cn Bestimmungen der konigl. preuss- 
ischen Landesaufnahme bearbeitet von KOSSMANN. Mit mehr alà 
100 Figuren i n  Holzstich, Sechste Auflage. Potsdam 1891. August 
Stein. 280  S. Preis 4 Mk. 

Die Neuauflage des i n  erster Linie für militarische Zwecke geschrie- 
henen Bnches ist einer einheitlichei-eu Bearbeitung unterzogen worden. Die 
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drei Theile, i n  welche das Buch zerfgllt, n h l i c h  Terrainlehre, das mili- 
tarische Planzeichnen und das militarische Aufnehmen, sind iiusserlich mit 
einer dnrcbgehenden Paragrapheneiutheilung versehen worden. Dabei er-  
gab sich die Streichung von Wiederholungen, die nach dem ursprünglichen 
Charakter dcs Buches nicht leicht zu umgehen waren. Einiges musste auch 
ausgeschieden werden, in Folge der Herausgabe der fünften Auflage der 
Musterblatter für die topographischen Arbeiten der k5uig.l. preussischen 
Landesaufnahme vom Jahre 1885. Sowohl die Bestimmungen der neuen 
Felddienstordnung , als aueh die Verbesserungen der Aufnahme- Instrumente 
gaben zu weiteren, hier nicht naher zu bertihrenden Verandermgen Anlass. 

B. NEBEL. 

Praktische Anlei tung zur  Ausfiihrnng thermochemischer Messungen. Von 
M. BEI~TRELOT. Autorioirte Uebersetzung von Yrof. G. SIEBEXT. 
Leipzig 1893. Verlag von Johann Ambrosius Barth (Arthur Meiner). 
111 S. Preis 2 Mk. 

Die Fortschritte auf dem Gebiete der phpsikalischen Chemie waren in 
den letztcn Jahrcn von solcher Bedeutung, dass die Erfolge sowohl ftir 
die Physik, s ls  ~ u c h  fur die Chemie fruchtbringend wirken. Die An- 
erkennung hierfür gab  sich kisserlich durch die Errichtung einer Reihe von 
Lehretüblen für  physikalische Chemie a n  den Univorsitaten zu erkennen. 
Das Cesetz von der Erhaltung der Energie, welches bei dem Unterricht 
in der Physik schon seit Jahren das Fundament bildet, ist wegen seiner 
Wichtigkeit bei dem Chemie-Unterricht bisher stiefnititterlich behandelt 
worden. In  der Thermochernie, welche zur Zeit den meisten Stoff für die 
Vorlesungen in physikalischer Chemie liefert, bricht sich dieses Fundamental- 
gesetz Bahn, uni in Balde auch das ganze Gebiet der Chemie zu gewinnen. 
Bis VOP Kurzem wurde nur von Wenigen die Thermochemie durch umfnng- 
reichere Arbeiten gefordert. Zu den bedeutendsten gehort der Verfasser, 
der nach zahlreichen, schon verCffentlichteti Arbeiten nunmehr auch die 
von ihm benirtzten Messinstrumente und Messmethoden in einem besonderen 
Bandchen vereinigt, damit auch Anderen von der langjahrigen Erfahrung 
eine erprobte praktische Unterweisung zu Sheil wird. Der erste und zwar 
liürzeste Theil enthalt die allgemeinen Prineipien, in dcm zweiten werden 
die thermocbemischen Apparate, deren Behandlung und Verwendbarkeit 
beschrieben, wa'nrend der letzte und tiberwiegend grosste Theil den thermo- 
chemischcn Operationcn gewidmet ist. 

Eine Reihe von Ahbildungen geben Aufschluss uber den Aufbau der 
Apparate, die sich meistens mit sehr einfachen Mitteln zusammenstellen 
lassen. Das Btichlein dtirfte ein treuer Berather bei der Thatigkeit im 
Lahoratorium sein, wozu auch die lussere Anordnung des Stoffes wesent- 
lich beitriigt. B. NEBEL. 
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Oetwald's Klassiker  der  exacten Wissenschaften. Nr. 52. Abhandlung 
über dio Krsfte der Elektricitnt bci der Mnskelbewegung. Von 
A ~ o ~ s r u s  GALVANI (1791). Herausgegeben von A .  J. VON OTTINGEN. 
Mit 21 Figuren auf vier Tafeln. Leipzig 1894. Verlag von Wilhelm 
Engelmann. 76 S. Preis 1,40 Mk. 

Ostwald's Klassiker  der exacten Wissenschaften. Nr. 53. Die Intensitlit 
der erdmagnetischen Kraft auf absolutes Naass zurlickgeluhrt. Von 
CARL FRIEDRICH GAUSS (1,832). I n  der Sitzung der konigl. Gesell. 
schaft der Wissenschaften zu Güttingen am 15. December 1832 vor- 
gelesen. Herausgegeben von E. DORN. Leipzig 1894. Verlag von 
Wilhem Engelmann. 62 S. Preis 1 Mk. 

Die beiden Bandchen Sind entspreehend den früheren nach Form 
und Inhalt. Zunachst werden die betreffenden Abhandlungen i n  deutscher 
Sprache wiedergogeben, woranf am Schluss dio Herausgeber unter ,,An- 
merkungenU theils geschichtliche, theils sonetige den Stoff betreffende 
ErlYuterungen beifügen. - Nach welchen Gesichtspunkten erfolgt die Heraus- 
gabe der einzelnen Aiifsatze? Eine geschichtliche Reihenfolge ist nicht zu 
erkennen; eine Zusammenstellung der epochemacheniisten Arbeiten der ein- 
zelnen Klassiker findet auch nicht s ta t t ;  denn die Namen G a u s s ,  F. N e u  - 
m a n  n ,  G a l i  l e o  G a l i l  e i  treten zum Beibpiel an verschiedenen Stellen 
auf. E s  kann doch unmoglich der wissenschaftliche Wertb der einzelnen 
Arbeiten massgebend sein; denn darüber wtirden die Ansichten jeder Zeit 
auseinander gehen. Uns fehlt eine Xussere Ordnung, zumal in einer Zeit, 
i n  welchcr sich die Literatur so rasch hsuft. J e  grosser die Menge ist, 
um so peinlicher muss für  eine klare Uebersicht gesorgt sein, sonst leidet 
der Nutzen darunter; denn zum Suchen mangelt die Ruhe in unserer 
schnelllebigen und arispruchsvollen Zeit. B. NEBEL. 

Theorie  des Fernrohrs  auf  Grnnd der  Bengnng des Lichts. Von KABL 
STREHL. 1. Theil. Mit einer Tafel. Leipzig 1894. Verlag von 
Johann Ambrosius Barth (Arthur Meiner). 135 S. Preis 4 Mk. 

Nachdem A b b e  diirch die Theorie des Mikroskops auf Grund der 
Reugung des Lichts einen neuen Impiils auf dem Gebiete der Optik gegeben 
und daher bahnbrechend gewirkt h a t ,  giebt sich eine grossere wissenschaft- 
liche Thatigkeit in der Lehre vom Licht zu erkennen, welches durch den 
ungeheuren Aufschwung der Elektricitatslehre eine Zeit lanq etwas hint- 
angesetzt war. Ein Analogon zu A b b e ' s  Theorie des Mikroskops bildet 
des Verfasserv Theorie des Fernrohrs auf Grund der Beugung des Lichts, 
welche für  die Construction und insbesondere für die Reobachtung von 
grosser Wichtigkeit ist. Bisher fehlte es a n  einem derartigen geschlossenen 
Werke ,  das die zerstreuten Abhandlungen zuaammenfasst und sie in solcher 
Weise wiedergiebt, dass den mathematischen Anforderungen vollkommen 
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Genüge geleistet wird. Der erste Theil umfasat daher die eigcntliche, auf 
mathematischen Entwickelungen fussende Tlieorie, wkhrend der zweite mehr 
der Praxis gewidmet is t  und sich daher mit den eigentlichen astronomischen 
Beobachtungen und den hierzu nothigen Tabellen und Formeln zu be- 
schiftigen hat. Der Verfasser hat  aber nicht allein kritisch gesammelt, son- 
dern auch productiv gewirkt,  namentlich weibt dr auf die Fruchtbarkeit der 
B E S  s e l  'schen Functionen hin, worin sich sein Verkehr mit Prof. v o n  L O  m m e l  
wiederspiegelt, und macht die Mathematiker auf àie Bedürfnisse der Physiker 
aufrnerksam, welche sie in I3ezug auf den Ausbau dieses Gebietes der 
Functionentheorie haben. - Es  dürfte wohl überfiüssig sein, darauf hin- 
zuwcisen, dass dieses W e r k ,  namentlich nach seiner Vollendung , ein 
wichriger naustein sein wird filr ein Handbuch der gesammten Optik auf 
Grund der modernen Anschauungen. B. NEBEL. 

Anfgaben Ilber ElektricitLt u n d  Magnetismns. F u r  Studirende a n  Mittel- 
nnd Gemerbeschulen, zum Selbststudium für angehende Elektro- 
techniker , Physiker n. A. Von EDUARD MAISS. Mit 58 Figuren im 
Text. R i e n  1893. Verlag von A.Pichler's Witwe und Sohn. 159 S. 
Prcis 2,40 Mk. (1,20 fl.). 

Diese Aufgabensammlung ist genau den BedUrfnissen der 6sterreichischen 
Mittel- und Gewerbeschulen angepasst und eignet sich sehr gu t  zur Einühung 
und EinprLgung der im Unterriüht vorgetragenen Gesetze. Das absolute 
hlaass-System ist dnrchweg zur Anwendung gelangt, so àass der Schüler 
schon Gühzeitig mit demseiben vertraut gemacht wird. Frlilier war die 
Unterweisung hierin den Hochschulen vorbehalten, weil man es zum eigent- 
lichen Fnchstudium rechneto. Die allgemeine Verwendung der Elektricitat 
im praktischen Leben zwingt, dass auch der Laie wenigstens weiss, was 
ein A m p è r e ,  V o l t  und O h m  bedeutet, dass es demnach zur allge- 
meinen Bildung gehort,  darüber orientirt zu sein. Der Stoff ist in  
15 Gruppen eingetheilt, so dass man sehr leicht orientirt ist. Am Schluss 
der Aufgabensammlur?q finden sich einige wichtige Tabellen, sowie eine 
Uebersicht über die wichtigsten elektrischen Einheiten. Den zweiten Sheil 
bilden die Losungen, sowie kurze Andeutnngen zu denselben, damit das 
Buch auch zum Privatstudium geeignet wird. Ttichtig einllben a n  Bei- 
spielen ist die Iiauptsache, um sich einen Stoff ganz eigen zu machen. 
In  erhohtem Maass gilt dies von der ~ c h n e l l  fortschreitendeii praktischen 
Elektricit!itslehre. B. NEBEL. 

Magnetische Beobachtungen an der  Unterelbe. Angestellt im Jahre 1893. 
Von A. SCHÜCK. Selbstverlag des Verfasser~.  Hamburg. 16 S. 

Nach einer kurzen Einleitung liber die Ar t ,  wodurch die vorstehenden 
Beobachtungen ermoglicht worden sind , werden die Hilfsmittel und Beobach- 
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tungs -Instrumente beschrieben, mit welchen die in  Tabellen wiedergegcbenen 
Beobachtungen ausgeführt worden sind. Den Nutzeil derselben werden 
zunaühst die von und nach Hamburg gehenden Schiffe haben; denn ihrer 
is t  bei der Auswalil der Punkte in erstcr Linie Rechnung getragcn worden. 

~- I3. NEBEL. 

Elementare Rechnungen an8 der mathematischen Geographie. Für  Freunde 
der Astronomie in ausgewiihlten Kapiteln gemeinverstiindlich be- 
gründet und vorgeführt von 0. WEIDEFELD. Mit einer Figuren- 
tafel. Berlin 1894. Ferd. Dümmler's Verlagsbuchhandlung. 64 S. 

Das Werkchen ist für  Solche bestimmt, die Interesse an der Astronomie 
haben und sich mit der Losung einfacherer Aufgaben beschaftigen. Von 
mathematischen Vorkenntnissen wird nur ebene Trigonometrie und die 
Kenntniss der Rechnung mit Logarithmen verlangt und selbst in dieseu 
Dingen finden sich Hinweise znr Auffrischung des GedEichtni;ses. Der Ver- 
fasser zeigt,  was sich unter solchen Umstanden erreichen lasst,  wodurch 
dns Interesse für  solche Artieiten auch in weiteren Kreisen geweckt nerden 
soll. B. NEBEL. 

On the  astigmatism of Rowland's concave grat inge.  By J. L. S I C K ~ .  
Vcrhandelingen der Koninklijke Akademie von Wctcnschappen te 
Amsterdam. (Erste Sectie.) Deel II Nï. 6 (With one Plate). Amster- 
dam 1894. Johannes Müller. 7 S. 

Der Verfasser ftihrt den Nachweis, dass der Astigmatisrnus bei den 
Concavgittern kein Hinderniss sein kann und darf für die sonst so iiusserst 
werthvolle Beobachtung mit solchen. B. NEBEL. 

Das Delische Problem von Professor AMBROS STURM. Programrnbeilage 
des Gymnasiums in Seitenstcttcn in Kiedcr6sterrcich. Linz 1893. 
Verlag des kaiserl. konigl. Gymnasiums Seitenstetten. 56 S. 

Referent hat den Namen des Verfassers zuerst durch Briefe keunen 
gelernt,  in  welchen ihm jener in liebenswürdigster Weise Bemerkungen 
zu den bisher erscliienenen Abschnitten der Vorlesungen über Geschiclite 
der Xathematik mittheilte. Die meisten Bemerkungen, auch wo es sich 
nicht Llos um von uns übersehene Druckfehler handelte, waren zutreffend 
und werthvoll und werden bei einer neuen Auflage die verdiente Rerück- 
siclitigung erfahren. Mit urn so gespannterer Erwartung begrüssten wir 
die Programm-Abhandlung, über welche wir heute berichten; und unsere 
Erwartung wurde vol1 befriedigt. So breit,getreten der behandelte Gegen. 
stand nachgerade is t ,  Herr S t u r m  ha t  dennoch vermocht, Neues zu geben, 
und wo e r  nur  wiederliolt, was von VorgLngern, die er mit pünktliclister 
Gewissenhaftigkeit ilenut, schon bemerkt worden war, wusste Herr Sturm 
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die Form so reizvoll zu gestalten, dass mir nicht daran zweifeln, e r  werde 
in diesem und den nBchstjShrigen P:ogrammen leisten, was seine Absicht 
ist: Etwas zu schaffen, was auch seine erwachsenen Schüler mit Interesse 
und Nutzen lesen konnen. Wir  wollen einige wenige Einzelheiten hervor- 
heben. Bei Gelegenheit der Verse eines unbekannten Dichters, in  welchem 
Manche Euripides vermuthen, durch die der Aufgabe der Wllrfelverdoppelung 
grossere Verbreitung erwuchs, wird (S. 7 Note 3) darauf n~ifmerksam ge- 
macbt, dass nur wenige Jahrzehnte nach Euripides ein anderer dramatischer 
Dichter, Aristophanes, in seinen Vogeln 1005 von einer anderen geo- 
metrischen Aufgabe, der Qiiadratur des Kreises, redet. Beim IIinweise 
auf den Bericht des Valerius Maximus! liber das Delische Problem wird 
(S. 11 Note 3) bemerkt, dort sei irriger Weise erzahlt, Plato habe die 
Delier an Euklid gewiesen, was nur als Verwechslung mit Eudoxus zii 
erklaren ~ e i .  Herr Sturm hatte hinzufügen Iionnen , diese Verwechslung 
selbst sei nur dadurch moglich gewesen, dass Valerius Maximus den Euklid 
von Megara fur den Geometer hielt. Eine weitere Verwechslung wird 
(S. 23 Note 2) in dem bekannten Verse des Horaz fiurneroque carelztis 
arelzae mensorem vermuthet, welcher zur buchstalilichen Wahrheit wird, 
wenn Horaz an Archimed dachte, wahrend e r  liber Archytas schrieb. Dass 
Plato im Timaeus zweier mittleren Proportionalen gedenkt (S. 19 Note 3), 
indem er Feuer zu Luft,  wie Luft zu Wasser, wie Wasser zu Erde  sich 
verhalten la&, war uns nie aufgefallen. Die Worte des Eutokius über 
die Würfelverdoppelung des Eudoxus waren allgemein so aufgefasst 
worden, als mache Jener Diesem Vorwürfe. Herr Sturm zeigt (S. 33 
Note 4) an der IIaud einer wortgetreuen Uebersetzung, so weit wir wissen, 
zuxn ersten Male, dass Eutokius vielmehr die alu Eudoxisch ltberlieferte 
Auflkung vermarf nnd mit Stillschweigm liberging, weil sie fehlerhaft 
war, was von der echten Aufltisung des Eudoxus unmoglich angenommen 
werden k h n e .  Der Platonischen Würfelverdoppelung wird (S. 54 u. 55) 
ausführlichcr gedacht und dabci die benutzto Vorrichtung in ihrer mecha- 
nisehen Entstehung aus zwei getrennten Winkelhaken erortert. Herr  Sturm 
beruft sich in seiner Bescheidenheit dafür auf Bretschneider, aber seine 
Darstellung ist gerede an diesem Orte so vie1 klarer und durch Unterstlitzung 
mittelst einer Figur so vie1 deutlicher i n  die Sinne fallend, dass er sie als 
Ejgenthum hatte in Anspruch nehmeu dürfen. Bis zu Plato reicht das dies- 
jabrige Programni, das nachste sol1 sich in  erster Linie mit der Wtirfel- 
verdoppelung der Alexandriner besch8ftigen. CANTOR. 

Monge, der Begrtinder der darstellenden Geometrie alu Wissenschaft. Eine 
mathexnatisch - historische Stndie von Prof. FERDINAND Jos. OBENRAUCH. 
Schluss. Brünn 1895. 44 S. 

Der zweite Abschnitt, welchen wir Band XL (Histor.-lit. Abthlg S. 106) 
angezeigt haben, lchrte uns, wie wir dort sagten , die Géométrie adscriptive 
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kennen. Der dritle Abschnitt schildert neben den spateren Lebensverhiilt- 
nissen Monge's vornehmlich seine Applications de l'Analyse à la Géo~néhie, 
des grundlegende Werk für die anslytische Geometrie der Otierfliichen, 
in welchem jene Lehren wurzeln , welche nachmals durch Einführung 
der superficiellen Coordinaten von Gauss riesig anwuchsen, aber deren 
Ursprung die Geschichte der Mathematik niemals vergessen darf noch wird. 
Fast  Alles, was auf die Kriimmung von Oberflachen sich bezieht, ist im 
Keime bei Monge vorhanden, und viele der heute noch Ciblichen Kunst- 
ausdrücke - in  erster Linie die E~iimmungscurven - sind wie das, was 
sio bedeuten, von Monge crfunden. Nicht minder gehoren hlclnge die 
partiellen Differentialgleichungen wichtiger Flachenfamilien und deren Inte- 
gration a n ,  und auch von Lagrange's partieller Differentialgleichung der 
Minimalflichen hat  er Integrale aiifzufinden gewusst. Herr  Obenrauch hat 
i n  seinem Auszuge der Applic~l ions etc. stets auf spatere, oft auf neueste 
Arbeiten hingewiesen, welche Monge's Untersuchungen fortsetzen. Er hat 
darin für  unseren Geschmack insoweit einen Missgri5 gemacht, als das 
Bild von Monge's Thatigkeit unter diesen Einschaltungen leidet. Wir 
hatten jene spateren Arbeiten lieber in einem besonderen Schlusspara- 
graphen vereinigt gesehen, doch geben wir bereitwilligst zu, dass das eine 
Geschmackssache ist. Etwas von linserem Gcfrihle muss indessen auch in 
dem Vertasser wach geworden sein, da  er noch eine besondere Abhandlung 
über die wiasenschaftliche Pflege der darstellenden und der projectiven 
Geometrie in Oesterreich als demnachst zu verG5entlichend in Aussicht stellt. 

Biblioçrap hie 
vom 1. December 1895 bis 31. Januar 1896. 

Periodische Schriften. 

Abhandlungen der konigl. sachs. Gesellsehaft der Wissenschaften. Mathem.- 
physik. Classe. 22. Bd. Leipzig, Hirzel. 20 Mk. 

Sitzungsberichte der k6nig.l. bayer. Akademie der Wissenschaften. 1893. 
2. Heft. München, Franz. 1 Mk. 20 Pf. 

Sitzungsberichte derWiener Akademie dor Wissenschaften. Mathem.-natiirw. 
Classe. Abth. II a und II b. 104. Bd. Wien, Gerold. 10 Mk. 20 Pf. 

DenkschriFten der kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien. Mathem.- 
naturw. Classe. 62. Bd. Ebendaselbst. 76 Mk. 

Verhandlungen der kaiserl. Leopo1d.- Carol. Akademie. Bd. 63 u. 64. Leipzig, 
Engelmann. 70 Nb.  

Tagcblatt der 67.Vcrsammlung deutscher Naturforscher und Aerzte zu Ltibeck 
im September 1895, Ftinf Nummern. Ltibeck, Schmersahl. 3 Mk.3OPf. 
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Verhandl. d. deutsch. Naturforscher u. Aerzte. 67.Versamml. in Lübeck, 16. bis 
20. Sept. 1895. The11 1. Die allgem. Sitzungcn. Leipzig, Vogel. 4 Mk. 

Preisschriften der Fürstl. Jablonowski'schen Gesellschaft zu Leipzig. Nr.XXXI. 
Die sacularen Vertinderungen der Bahnen der grossen Planeten. Von 
P. HARZER. Leipzig, Hirzel. 12 Mk. 

kiittheilungen des siebenbürgischen Vereins fur Naturwissenschaft. 44. Jahrg. 
Herrnannstadt , Michiilis. 6 Mk. 

Vortriige und Aufsatze aus der Comenius-Gesellschaft. 3. Jahrgang. 1. Sttick. 
(Comenius und die Akademien der Naturphilosophen des 17. Jahrh. Von 
L. KELLER.) Münster, Bredt. 2 Mk. 25 Pf. 

Bericht des internationalen meteorologischen Comité's etc. Versammlung 
zu Upsala. 1894 Berlin, Asher. 1 Mk. 50 Pf. 

Deutsches meteorolog. Jahrbuch. Jahrg. 1891. Beobachtungen in Württem- 
berg, bearb. von MACK und MEYER. Stut tgart ,  Metzler. 3 Mk. 60 Pf. 

Jahrbuch des kaiserl. konigl. hydrographischen Centralbureaus. 1. Jahr-  
gang 1893. Wien, Braumüller. 10 Mk. 

Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft. 30. Jahrgang. 3. Heft 
Leipzig, Engelmann. 2 Jlk. 

Fortschritte der Phgsik im Jahre 1859. Dargestellt von der physik. Gesell- 
schaft in Berlin. 45. Jahrgang. 3. Abth. (Physik der Erde,  redigirt von 
ASSMAXN). Braunschweig , Vieweg. 30 Mk. 

-- Dasselbe im Jahr  1894. 50. Jahrgang. 1. Abth. (Physik der Materie, 
redigirt von BORNSTEIN.) Ebendasclbst. 22 Mk. 50 Pf. 

-- Dasselbe. 2. Abth. (Physik des Aethers, redigirt von BORNBTEIN). 
Ebendaselbst. 30 Mk. 

-- Dasselbe. 3. Abth. (Kosmische Physik, red. V. ASSYANN). Ebend. 2 5  Mk. 
VerGffentlichungen der konigl. Sternwarte zu Bonn. Nr. 1. Beobachtungen 

an Nebelîlecken, von Dr. MONNICHMEYER. Bonn, Cohen. 6 hlk. 
Sammlung von Schriften der Gesellschaft Urania. Nr. 36. Wissenschaftl. 

Ballonfahrten. Von R. SÜRING. Nr, 37. Die hfilchstrasse. Von H. SAMTER. 
Berlin, Paetel. 1 Mk. 60 Pf. 

Bulletin de l'académie des sc. de St. Pbtersbourg. V. serie, tome III, 
No. 1-4. Leipzig, Voss. 2 Mk. 50 Pf. 

Mémoires de l'académie des SC. de St. Pétersbourg. VII. série, tome XLII, 
Nr. 13. Ebendaselbst. 7 Mk. 50 Pf. 

Geschichte der Mathematik und Physik. 

CASTOR, M., Vorleaurlgen Hber Geschichte d. Mathematik. 3. (Schluss-) Band. 
2. Abth. von 1700  bis 1726. Leipzig, B. G. Teubner. 6. Mk. 

VOLRMANN, P., Franz Neumann, gest. am 23. Xai1893. Dem Andenken an 
d.Altmeister d. mathem.Physik gewid. (m.Bildniss). Ebend. 2Xk.40Pf .  

ROSEMBERGEB, F., Newton und seine physikalischen Principien. Leipzig, 
Barth. 13 Mk. 50 Pf. 
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Reine Mathematik. 
GOPEL, A., Theorie d.Abellschen Transcend. erster Ordn., ü b e r s . ~ .  A.  WITTIXG. 

(Ostwald's Klasviker Nr. 67.) Leipzig, Engelmann. 1 Mk. 
ABEL, N., Untersuchungen über die Binomialreihe , herausgegeben von 

A. WANGERIN. (Ostwald's Klassiker Nr. 71 .) Ebendaselbst. 1 Mk. 
PUCHBERGER, E., Allg. Integr. d. Differentialgl. 3. Heft.Wien, Gerold. 1 Mk.60 Pf. 
LOEWY, A.,  Ueb. die Transformationen einer quadrat. Form in sich selbst mit 

Anwend.a.Linien- u. Kugelgeometrie. Leipzig, Engelmann i. Comm. 3 Mk.  
H O L Z M ~ L L E R ,  G., Methodisches Lehrbuçh d.Elementarmathematik, Gymnasial- 

ausgabc, 1. Theil b. Endev. Untersek. Leipzig, B. G. Teubner. 2 N k .  40Pf. 
BORK,  H., Mathem. Hauptsatze für Gymnasien. 2. Theil. Pensum d. Ober- 

gymnasiums (bis zur Reifeprüfung). Leipzig, Diirr. 2 Mk. 40 Pf. 

Angewandte Mathematik. 
FRIEDRICH, G., Mathematische Theorie d. reichsgesctzlichen Invaliditats- und 

Altersversicherung. Leipzig, Barth. 4 Mk. 
NIES,  A., Allgem. Krystallheschreibung nach vereinf. Methode des Krystall- 
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Hist orisch-lit erarischc Abtheilung, 

Weber die sogenannte Regel Ta Yen in Europa. 

Von 

XAXIMIIJAN CURSZE 
in Thorn. 

Heute die Mittheilung, dass die t a  yen Regel schon Anfang des 
13. Jahrhunderts bekannt gewesen ist. E s  ist Ihnen, wie m i r ,  bei dem 
Studium des l i b e r  a b  b e c i  von Leonardo Pisano vorlaufig entgangen, dass 
dielier schon die besagte Regel in Anwendung bringt. Seite 304 der Bon- 
compagnischcn Ausgabo hcisst es (Z. 6-29): 

De eodem, cnm numerus excogitatus non sit  ultra 105: 
Dividat excogitatum numerum per 3, e t  per 5, et  per 7; e t  semper 

interroga, quot ex unaquaque divioione superfuerit. Tu ver0 ex unaquaque 
unitate, que ex divisione ternarii superfuerit, retine 70; e t  pro unaquaque 
unitate, que ex divisione quinarii superfuerit, retine 21 ;  e t  pro unaquaque 
unitate, que ex divisione septenarii superfuerit, retine 15. E t  quotiens 
numerus superexcreverit t ibi ultra 105, eicias inde 105;  et quod tibi re- 
manserit, erit excogitatus numerus. Verbi gratia ponatur , quod ex divisione 
ternarii remaneant 2; pro quibus retineas bis septuaginta, id est 140; de 
quibus tolle 105, remanent tibi 35. 'Et ex divisione quinarii remaneent 3 ;  
pro quibus retine ter 21, id est 63, que adde cum predictis 35, erunt 98. 
E t  ex divisione septenarii remaneant 4; pro quibus quater 15 retinebis, id 
est 60; que adde cum 96 predictis, erunt  158; ex quibus eice 105, re- 
manebnnt tibi 53; que erant excogitatus numerus. 

Procedit ex hac regula pulcrior divinatio, videlicet u t  s i  quis tecum 
noverit hanc regulam; e t  aliquis ei privatim dixerit aliquem numerum, 
tunc ille tuus consacius, non interrogatus, tacite dividat numerum sibi 
dictum per 3, et  per 5, et  per 7, predicta ratione; e t  quod ex qualibet 
divisione remanserit, .per ordinem tibi dicat, e t  sic poteris scire numerum 
sibi privatim dictum. 

Aliter. Do eodcm, cum numerus non ascendct ultra 315. 
Praecipe, ut numerum, quem in corde suo posuerit, dividat per 5, 

et per 7, e t  per 9 ad moduin antecedentis regule; e t  singulariter interroga, 
quid ex unaquaque divisione remaneat e t  pro unaquaque unitate, que ex 

Hisi.-lii.Abth. d.  Zeitsohr. f. Math. u. Phyn. 41. Jahrg. 1896.3.Heft. - 
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divis ion~ quinarii remansorit , retine 126; e t  pro qualibet unitate, ex 
septenario remanente, 223; et  pro qualibet ex novenario, 280; et  semper 
cum summa excreverit, i t a  u t  possit inde extrahere 315, eice ea inde 
quotiescumque poteris; e t  quod tibi in  fine remanserit, erit quesitua 
numerus. 

Damit ist also die Regel t a  yen genau iu  dem Umfange, welchen die 
Chinesen kannten, aber ohne Beweis, a h  Leonardo bekannt nachgewiesen. 
jedenfalls wtirde bci genaucrer Kenntniss der zwischen ihm und Frater 
Fridericue vorhandenen arithmetischen Handschriften sich nachweisen lassen, 
dass diese Kenntniss auch nicht verloren gegangen i s t ,  wie sie ja bei den 
Byzantinern des angehenden XV. Jahrhunderts bekannt war. Ob Leo- 
nardo  si<: den Arabern entlehnte, oh er sie wie seine tibrigen Di v i n a  t i  one8 
Früheren, 90 z. B. nachweislich Beda ,  entlehnt ha t ,  muss vorlaufig dahin- 
gestellt bleiben, bis auch hier eingehenderes Studium der Hanùschriften Klar- 
heit schafft. Hatte aber Leonardo sie selbst gefunden, wtirde e r  sicherlich 
dies anzugeben nicht unterlasseii haben, wie so manche andere Stellen - ich 
erinnere nur a n  die Cubikn~urzelausxiehung - es zeigen. E r  würde denn 
auch seine Regel zu beweisen nicht unterlassen haben. 
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Vandermondes Vornamen. 

Von 

Dr. HEIFRICH SIMON 
in Uorlin. 

V a n  d e r  m o n d e  - geboren zu Paris am 28. Pebruar 1735,  gestorben 
ebenda am 1. Janiiar 1796 - ist nach verschiedenen Richtiingen hervor- 
getreten. E r  ha t  sich nicht nur als Mathematiker, sondern auch als Musik- 
theoretiker und Technolog, ja  sogar in  der Staatsverwaltung bethatigt. 
Er war Nitglied der Académie des Sciences seit 1771 ,  bis sio in der 
Revolutionszeit aufgelost wurde. I n  das am 20. November 1795  neu- 
begrundete Institut national wurde er bereits am 13. December desselben 
Jahres als Mitglied der Klasse Sciences physiques e t  mathématiques hinein- 
gewahlt. Seit seinem kurz dara,uf erfolgten Tode sind eben 100 Jahre 
vergangen, und da is t  es einigermassen verwunderlich, dass sich nur mit 
Mühe Aufvchluss über seine Vornamen gewinnen IXsst. 

Auf den ersten Blick scheint das allerdings nicht der Fa11 zu sein. 
Kennen doch die ,,Abhandlungen aus der reinen Mathematiku, die 1888 
bei J. Springer in  Berlin deutsch erschienen sind , alsverfasser ,,N. u V a n  d e  r - 
monde. Schlagen wir aber ,  um uns tiber die Redeutung dieses ,,FI.' 
niiher zn unterrichten, P o g g e n d o r f f ' s  Biographisch-literarisches Eand- 
worterbuch nach,  so finden wir die Angabs, V a n d e r m o n d e  habe C h a r l e s  
A u g u s  t e  geheissen; und wenden wir uns zur Aufkliirung dieses Wider- 
spruchs an V a n d e r m o n d e s  Landsmann M a r i e ,  sb werden wir belehrt,+ 
dass seine Vornamen A b  n i t -  T hB O p h i l e  lauteten. 

Uieser Sachverhalt rcizto zu weitcren Nachforschungen , woboi denn 
sogleich zu Tage kam, dass P o g g e n d o r f f ' s  Angabe auf einer Ver- 
wechselung unseres Nathematikers mit einem hlteren Verwandten gleichen 
Namcns, dem namhaften Mediciner C h a r l e s  A u g u s t i n  V a n d e r m o n d e  
zurückzuführen is t ,  obwohl P o  g g e n d o  r f f ' s  Quelle, die Biographie uni- 
verselle (Paris,  Michaud 1811-1828), de2 beiden V a n  d e r m  O n d  e s  zwei 
getrennte Artikel widmet und bei dem Mathematiker k e i n e n  Vdrnamen 
nennt. 

Das ,,N.' der deutschen Uebersetzung stammt vermuthlich aus H o e f e r ' s  
Kouvelle Biographie g h é r a l e  , T. 45 (Paris l866), die ,,(Ne . .)' schreibt 

* Histoire deil sciences math. et ~ h g ~ .  T. 9. Paris 1886. 

7 * 
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und ihrerseits wohl aus einem der Elteren biographischen Wtirterbücher* ge- 
schtipft ha t ,  wo sich ein (K.) findet. Ich mtichte glauben, dass dieses N. 
ursprünglich niüht den Anfangsbuchstsben, sondern überhaupt die Unkenutniss 
des Vornamens bedeuten sollte, wie man denn auch i n  O e t t i n g e r ' s  
Moniteur des dates in unserem Falle und iihnlichen den Vermerk (N. .  .N. .  .) 
liest. BestBrkt werde ich in  dieser Annahme durch den Umstand, dass in 
der Biographie nouv. dcs contemporains das (N.) mchrfach gcradc da steht, 
wo die Vornamen thatsachlich n i c h t  mit N. beginnen, also dem Yerfasser 
unbekannt waren.*' Allerdings kommen daneben auch Artikel g a u z  ohne 
Vornamen, d s o  auch ohne jenes (N.) vor; das lasst sich aber bei einem 
derartigen Sammelwerk aus einer Ungleichniassigkeit der Redaction er- 
klaren. F ü r  meine Auffassung des N. spricht auch, dass in dem Lexikon 
von C h a l m e r s * * *  ausdrücklich hervorgehoben wird, der Vorname V a n d e r -  
m o n d e ' s  sei nicht zu errnitteln gewesen?, trotzdem derverfamer doch sicher- 
lich die franz6sischen Biographien, die das N. aufweisen, zu Rathe gezogen hat. 

Die von V a  n d  e r m o n d e  selbst ver6ffentlichten Arbeiten tragen vor 
seinem Namen nur  das üblicho X. = Monsieur, und es ist schon glück- 
lich, dass der Uebersetzer nicht diesem M. zum Opfer gefallen ist,  wie es 
bei franzosischen Autoren nur  zu oft geschieht. Mancher Leser dieser Zeit- 
schrift kennt wabrscheinlich die gleichfalls bei Springer in  Berlin erschicncnen 
deutschen Ausgaben der Whrmetheorie ,von M. F o u r i e r u  und der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen ,von Dr. M. P a u l  hl a n s  i O n * ; F ou  r i e  r 
hiess aber J e  a n  B a p t i s t e  J O  s e p  h , und auf dem Titel des anderen Buches 
stcht im Original ,par M. P a u l  M a n s i o n ,  professeuru etc. Besonders 
erheiternd wirkt dies Versehen bei dem Titel ,Bericht des Herrn M.V. C o u s i n  
über den Zustand des Mentlichen Unterrichtsu u. S. W. (Altona 1832 bis 
1833), wo der allzuhtifliche Uebersetzer das unerkannte ,Monsieuru noch 
durch ein ,Her rU verstarkt hat. - I n  der That bedeutet das M. vor dem 
Namen eines 1 e b e n d  e n  Butors im Franztisischen fast nie den Vornamen, 
wahrend es andererseits Regel i s t ,  verstorbene Schriftsteller durch Weg- 
lassung des M. gleichsam über da3 Bercich irdischcr HtXlichkcit hinaus- 
zuheben. Bei der Seltenheit schriftlicher Belege für  derartige Briiuche 
sei noch gestattet, auf eine Stelle hinzuweisen, wo sich der alte L a c r o i x  
einmal darüber auslasst. In  der Vorrede zur zweiten Auflage des dritten 
Bandes seines grossen TraitE du calcul différentia1 et  intégral (Paris 1819) 
ssgt  er: ,Le titre de Monsieur ne se  joignant pas au nom des savans 
- 

* C h a u d o u e t  D e l a n d i n e ,  Nouv.Dict.hist. T . lZ .Lyon1804 . -D ic t i onna i r e  
biogr. et bibliogr., portatif, des personnages illustres.. . par L. G. P. Tome3. kJaris 1815. 
- Ar n a u l t ,  Jay, Jouy etc., Biographie nouv. des contemporains. S. 20. Paris 1826. 

** So hei Pierre Jean Simon Van  E u p e n ,  Raimond V e r n i n a c  de St. Maur, 
Pierre Charles Jean Baptiste Silvestre V i l l e n e u v e .  

*** A. C h a l  mer s , The general biograph. dictionary. New ed.Vol. 30. London 1816. 
f , ,Vauderm O u d e ,  a learued member of the French Institutc, whose Christian 

name we have not been able to discover." 
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illustres pour lesquels l a  postérité a commencé, j'ai dB ne plus le  placer 
devant ceux do L a g r a n g e  ot de M o n g e . .  .' - 

Das missverstandene K. spukt indessen nicht nur  in  unserer deutschen 
Ausgabe des V a n  d e r  m O n d e l  sondern auch das in  Frankreich sehr ver- 
brciteto Dictionnaire universel d'histoire et  de gbographie von M. -N. B O u i 11 e t  
hat es noch in seiner 19. Auflage (Paris 1863). Von den spateren Auf- 
lagen war mir nur  die 28. vom Jahre  1884  zugiinglich, und hier taucht 
plotzlich, als vierte Version, der Name Alex .  auf, eine Abkürzung, die 
Alexandre oder auch Alexis bedeuten kann. 

Das grosse Franztisische und DeutscheWorterbuch von S a c h s - V i l l a t t e ,  
daa sich mit Recht encyklopiidisch nennt und selten versagt, hat  zwar 
keinen Artikel ,.,Van d e r  m O n d  e ", füllt aber i n  seinem Supplement vom 
Jahre 1894 diese Lücke aus und stellt uns dabei vor eine ffinfte Lesart der 
Vornamen, namlich A l e x i s  - T h é  o p  h i le .  Als wahrscheinliche Quelle dieser 
Angabe bezeichnet mir die Langenscheidt'sche Verlagshandlung den Grand 
Dictionnaire universel du 19. s i M e  von P. L a r o  u s  s e ;  leider konnte ich 
das Werk nicht einsehen. 

Die meiste Wahrscheinlichkeit ha t  indessen eine sechste Form für sich, 
die sich i n  dem Werke von Alfred P o t i q u e t ,  L'Institut national de 
France, ses diverses organisations, ses membres, ses associés et  ses corre- 
spondanta (Pariri 1871) findet. Dies Buch enthalt unter anderem Listen der 
Mitglieder nach den Klassen und Sectionen geordnet, mit Vornamen, Ge- 
burts- und Todestag, dem Datum der Ernennung oder Wahl u. 8. W. und 
ist augenscheinlich nach den Acten der Akademie gearbeitet. Und hier fllhrt 
Vand e r m  o n  d e  die Vornamen Alexandre Théophile. Dieselbon Namen 
hat eine directe Anfrage beim Secretariat des Instituts ergeben.' 

Ob Herr M a r i e ,  der an V a n d e r m o n d e ' s  Geburtsorte lebte, ftir die 
von ihm angcgcbcnen Namen A b  n i t  - T h é  o p  h i l e  eine bessere Quelle ge- 
habt hat, etwa Kirchenbücher, habe ich nicht feststellen ktinnen. Bis auf 
Weiteres dürften demnach die Namen A l e x a n d r e - T h e o p h i l e  als die 
richtigen anzusehen sein, zumal es mir nicht gelungen is t ,  einen Namen 
A b n i  t irgcndwo aufzufinden. Denkbar bleibt allerdings, V a n d e r m o n d e  
habe ursprünglich diesen Namen gefiihrt und ihn,  gerade seiner Seltsamkeit 
wegen, spaler - etwa beim Eintritt  in  die Akademie - durch den gleichfdls 
mit A anfangenden Namen A l e x a n d r  e ersetzt. E s  wzre erwiinscht, dartiber 
endgiltig Klarheit zu verschaffen, denn die Angaben des Marie 'schen Werkes 
bürgern sich bereits in neueren Büchern ein. So i n  C a j  o r i ,  A history of 
mathernatics, New-York 1894 und in B a l l ,  A short account of the history 
of mathematics, London 1888,  wo (Seite 369) ,,Abnitu Vandermonde, zudem 
noch mit den unrichtigen Jahreszalilen 1736-1793, aufgeftihrt ist. 
- -- 

* Auch F r a n q u e v i l l e ,  Le premier siècle de l'Institut de France, T. 1 
(Pans 1896), best'atigt diese Vornamen, wie ich nachtraglich sehe. 
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Recensionen. 

Die Folgelehre oder Functionenlehre. Streng wissenschaftlich in strenger 
Pormelentwicklung von ROBERT GRASSMANK. Stettin 1895. 

Formelbnch d e r  Folgelehre oder Functionenlehre von R o n ~ r r  GRASSXANN. 

Stettin 1895. 
Der Verfasser wiil eine die bisherigen Lehrbücher übertreffende strengo 

Darstellung der Functionenlehre geben. Seine Reformbestrebungen er- 
strecken sich zunüchst auf die gobrauchlichen Bezeichnungon; so führt er 
für Function das Wort  Folge, für Differentialquotient Diff, für  Potenz 
Htihe, für Integriren Integern, für  Product Zeug, fü r  nFaculat  nTausche 
und noch eine Nenge derartiger Neuerungen ein, die wir hier nicht alle 
aufzahlen ktinnen. Ausserdem befürchtet e r  Gefahren fiir die Richtiglieit 
der Schlüsse aus den jetzigen mathematischen Bezeichnungen, deshalb 
muss der Unterschied zwischen eindeutigen und mehrdeutigon Functionen 
deutlicher hervorgehoben werden, indem n u r  die ersteren den Namen 
Functionen oder Folgen, die letzteren Functional oder Gefolge erhalten. 

Den Ausgangspunkt seiner Darlegungen bilden die Betrachtungen 
tiber die Stetigkeit, und e r  will diesen Begriff nicht aus geometrischen 
Betrachtungen, sondern aus zahlentheoretischen Erwagungen ableiten, da 
die Functionentheorie ein htiherer Zweig der Analy~is  ist. Eine solche 
stetige Zahlenreihe bilden die unendlichen Decimalbrüche. 

Für eine Functionentheorie kt vor allem die grundlogonde Erklarung 
des Functionsbegriffs massgebend, und diese mird i n  folgender Weise ge- 
geben: ,,Die Folgo oder Function von x heisst eine einwerthige Formel von r, 
welche durch Knüpfungen der  Rechenlehre entstanden is t  und in welcher 
die Folgo ihro Werthe gndert, wenn z sio bdcr t . "  Der  Botrachtung 
dicser einwerthigen Bunctjonen wird nun der Satz zu Grunde gelegt: 
, ,Jede reelle Function von x, welche in den Grenzen des x von a bis 2, 

stets wachst, bez. stets abnimmt, wenn die Grosse x wzchst, is t ,  sofern x 
stetig wachst, auch eine stetig wachsende bez. eine stetig abnehmende 
G r ~ s s e . ~ '  Die Entwicklung der Functionenlehre geschieht mit Hilfo der Potens- 
oder Htihenreihe, bei welcher sich dor Verfasser hauptsachlich au£ den Satz 
stützt: ,,Die steigende Hohenreihe a, + a, x + a, x2 + . - - - Sa, 9 iis stets 
echt, wenn x2 kleiner als Eins, und zngleich keine der Vorzahlen unendlich 
ist." I n  erster Linie ist hier aber der Beneis für die Entwiçkelbarkeit 
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einer Function in einer Reihe nothwendig, und  dieser ist  nicht sehr streng 
geführt. Der Verfasser spricht den Satx in  folgender Weise aus: ,,Jede 
stetige reelle Function von x kann, sofern x 2 <  1 ist ,  einer steigenden 
Hohenreihe von x gleicbgesetzt werden und diese ist ,  sofern in  ihr nicht 
eine der Vorzahlen unendlich wird, eine echte Reihe." Zur Begründnng 
desselbon wird einfach angeführt, da die Eeihe unendlich viele Varzahlen 
hat, kann man die Vorzahlen so beatimmen, dass die Reihe für jeden be- 
stimmten Worth von x anch dem entsprechenden Wertho dor oinwerthigen 
Formel von z gleich ist. Ob und  wie das hierbei entstehende System 
von unendlich vielen Gleichiingen aufgelost werden kann, darüber verlautet 
miter  kein Wort. Auf dieser Reihenentwicklung r u h t  nun auch die Er- 
klarung der Differentialquotienten. Eine Function von x + y wird nach 

Potenzen von y entwickelt, und der Coefficient von - gleich der aten Ab- 
a !  

leitung von f x  gesetzt. Wenn der Verfasser diese Entwicklung als strenger 
und einfacher als diejenigen aller anderen Mathematiker bezeichnet, so ist 
das schon deshalb nicht richtig, weil die Entwicklung auf den oben an- 
geführten Satz über die Darstellung einer Function i n  einer Reihe beruht. 

Auch bei der Integralreohnung glaubt der Verfasser neue Wege ein- 
schlagen zu müssen. E r  macht hier einen Unterschied zwischen Integre 
und Integral. Die Integre geht  dadurch aus dem Integral harvor, dasv 
die willkürlichen Constanten gleich Nul1 gesetzt werden; da die Mathe- 
matiker diesos alloin wissenschaftliche Verfahren nicht kannten, so war es 
nach der Meinung des Verfassers nicht mtiglich, hohere Integrale zu be- 
handeln. E s  scheint ihm also nicht bekannt zn sein, dass man ein wissen- 
schaftlich vie1 brauchbaeres Verfahren besitzt, welches man auch immer 
h i  der Bohandlung von Differentialgleichungen anwendot, indem man 
einem bestimmten Werth der Unabhangigen bestimmte Werthe der lnte- 
gralo zuordnet. 

Aus dem hier Angeführten kann der Leser wohl zur Gentige ersehen, 
ob das Werk das, mas es ver8pricht1 wirklich halt. MAX MEYEIL 

Einleitung in d ie  Theorie der  Gammafunction u n d  der Euler'schen 
Integrale  von Dr. phil. J. B. GRAF, Professor der Mathematik an 
dcr Universitat Bern. Druck und Vorlag von K. J. Wytls. Bern 1895. 

Die unter dem obigen Tite1 erschienene kleine Schrift sol1 keine 
erschopfende Darstallung der Gammafunction sein, sondern will den 
Studirenden in dioses Gebiet einführen. Den Ausgangspunkt nimmt die 
Untersuchung von der Definition der Garnmafunction als Grenzwerth eines 
Quotienten, daran schliesst sich die Verwandlung der Gammafunction in 
ein bestimmtes Integral und die Aufstellung der verschiedenen Formen 
der Euler 'schen Integrale. nesonders wird die Formel: 
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zur Ableitung der Resultate verwendet, wie z. B. bei der Auswerthung 

bostimmter Integrale und ùei der Barechnung von r G) und T (i). 
Ansserdem mogen aus dem übrigen Inhalte noch die Schatzung der Gamma- 
function für grosse Argumente, sowie der Integral-Logarithmus erwahnt 
werden. 

Die Daretellung ist im Allgomeinen vorstiindlich, nur wsro vielleicht 
eine grossere Deutlichkeit bei der Untersuchung der Integrale in der Um- 
gobung singultirer Punkte wünschonswerth. Es ist dnhor don Studirendon, 
die das Werk benutzen wollen, die Beschaftigung mit diesem Gebiete, 
sowie auch für einige Stellen die Bekanntschaft mit den elliptischen Inte- 
gralen zu empfehlen; alsdann wird das Werk zur Einführung in die Theorie 
dor Gammafunction sehr wohl geeignet sein. MAX MEYER. 

Untersachnngen zur Variations - Bechnnng. Inaugural - Dissertation zur 

Erlangung der Doctorwtirde von der Phiiosophischon Facultat der 
Friedrich Wilhelm-Universitzt zu Berlin'von E K N ~  ZERMELO. Verlag 
von Mayer & Miiller, Berlin. 

Diese Dissertation ist eine Erweiterung eines Theiles der Unter- 
suchungen des Herrn W e i e  r s t r  a s  S. Dieser legte seinen Betrachtungen 
Integrale von der Form: r, 

J = , p Y x ,  y; dl Y'W 
t. 

xu Grunde, wiihrend der Verfasser Integrale von der Form: 

einer Untersuchung untereieht. 
Im ersten Abschnitt wird die Frage erSrtert, unter welchen Be- 

dingurigen das Integral von der in gewisser Beziehung willkürlichon Dar- 
stellung der Coordinaten der Curve als Functionen des Parametors t un- 
abhangig ist. Soil für ein beliebig vorgeschriebenes Curvenstück 1, 2 

das Integral: 

r, 

einen bestirnmten, von der besonderen Form der Darstellung unabh~ngigen 
Worth besitzen, so darf es nach Bixiriinç der Piinctionen <pl nur von 
den Endwerttien 8, und aZ der Function 4 = 8(') abhangen. 
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Es werden in Folgondom einige Abkürzungen eingefiihrt: 

p = v  

Der P, entsprechende Ausdruck werde mit Q/, und der dem z, 
mit IT, bezeichnet, dann ergiebt sich folgondos System von Bodingungs- 
gleichungen : 

5+ B. =2(~) { ~ , ~ ( p - ' + ' )  + ~ , y ( @ + ~ + l )  1 = e v j l F 1  
p = v  

wo e,., = 1 oder O ist, j e  nachdem v gleich 1 oder von Letzterem ver- 
schieden ist. 

Gelegentlich benutzt der Verfasser mit Vortheil folgendes System 
von Veranderlichen: 

YI 
a, - arctg - 

x' 

OL2 
x1 yfr  - y x- l1 

( p y r 2 ) :  

allgsmein: 
d p - l c t ,  

4= - 
&fi-l-' 

dann ergiebt sich, dass jede Function, die von der Wahl des Parameters 
unabhùngig ist, eine Function von x, y, a,, a,. . . a ,  ist. 

I m  zweiten Abschnitt wird nun die Frage untersucht, eine Curve zu 
finden, für welche d m  Integral t ,  

J = p l  :. 
ein Minimum ist. E s  wcrden .hicrboi folgendo Voraussetzungen gomacht: 
Alle zulissigen Curven sollen an beiden Grenzen der Integration t = t, 
und t = t, i n  gogobenon Punkten zwei gegebene analytische Curvon von 
n - lto' Ordnung berühren. Perner soll sich das ganze Intervall t, . . . t, 
jodesmal in oine endliehe Anzahl von Theilen zerlegen lassen, in deren 
jedern x@) und y@) eindeutige und stetige Functionen von t sind. Ausser- 
dem sol1 fiir r 2 - 1 dia Bedingung bestehon: p '2 ( t )  f v r 2 ( t )  > O. Auch 
der von Herrn W e i  e r s  t r a s s  eingefiihrte Begriff der benachbarten Curven 
wird für die folgenden Betrachtungon erweitert. Von einor Curve soll be- 
hauptet werden, sie liefere ein Minimum in einer ,,Nachbarschaft n'Br Ord- 
nungLL, falls sich für irgend eine Darstoliung x = <p(t), y = $( t )  der Curve 
positive Grosse11 g, 9,. . .g, so angeben lassen, dass alle erlaubten Curven 
x = a(L), y - T(A), die den Bedingungen: 
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'= 0, 1, 2,. . . m )  
gonügen, Integr a10 liefern: 

J(ü)  > J (a ) .  

Führ t  man eino Variation aus, indem man: 

z = qJ ( t )  + E 5 ( t) ,  Y = ?li ( t )  + E 7 ( t )  

setzt,  so ergiebt sich zunsehst folgender Satz: Wenn einem der Gesammt- 
heit der erlaubten Curven angehorenden Curvenstück ein Xinimum des 
Integrals entsprechen soll, so muss vor allen Dingen die ,,orste VariationlL 
immer verschwinden für beliebige den vorgeschriebenen Bedingungen ge- 
niigande Functionen 5 ( t )  und Il ( t ) ,  und hioraus goht horvor, dass für den 
Fal l  eines Minimums P und Q i n  dem ganzen Intervall verschwinden 
müssen. Die Curven, wolche ein Minimum ergeben, genügen der Differential- 
gleichung Px'  + Q y' = 0. 

Für ein Curvenstück, das oin Ninimum des Integrals liefern soll, 
dürfen Pl,. . . P, und QI, .. . &, keine endlichen Sprünge erleiden, wenn P 
und Q stetig sind; ebenso wird auf Grund der fernercn Untersuchungon 
die Stetigkeit der Ableitungen von z und  y bis zur n - lien Ordnung 
vorausgesotzt. 

Analog dem Verfahren des Herrn W e i e r s t r a s s  gelangt man auch 
hier durch eino geeignete Variation zu einer Bunction: 

wo p - x("), q - y("); p - ( " ) ,  q = y(n) gesetzt werden und Z und die 
Wertho auf oiner benachbarten Curvo sind. 

Sol1 ein unseren bisherigen Voraussetzungen entsprechendes Stiick 
einer Losung der Difforentialgleichung des Problems oin wirkliches Minimum 
des Integrals liefem, so darf die Function E an keiner Stelle des ganzen 
Tntervallcs fiir irgend welchen Worth der Grossen p ,  q nagativ werden 
konnen. Durch eine Cmformung von E ergiebt sich auch hieraus 
Folgendes: Wenn ein wirkliches Minimum vorhanden sein soll, so darf in 
der ganzen Ausdehnung des Curvenstückes die Function 

hirgendwo negative Worthe annehmen. Es  orgoben sich hier gegeniiber 
dem von Eer rn  W e i e r s t r a s s  behandelten Fall bemerkenswerthe Unter- 
schiede. So kann x. B. bei dom allg&neinen Falle, aiich wenn X eine 
rationale Function kt, sehr wohl ein Ninimum existiren, walirend das 
in dem bosonderen Falle, der nur  die ersten Ableitungen enthiilt, nicht 
moglich id. 
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Im letzten Abschnitte werden nun auch die hinroichenden Boding- 
ungen fiir die Existenz eines Minimums aufgesucht, und es ergiebt sich 
hierbei folgendes Resultat: Eine particulare L6sung dor Difforentialgloich- 
ung des Problems liefert zwischen den Werthen t, und t, des Parameters, 
wenn in diesem Stück der Curve keine conjugirten Punkte existiren, ein 
Minimum: 

1. in einer Nachbarschaft 12 - l t" '  Ordnung, wenn gloichzeitig dio 
Function X ( t )  im ganzen Intervall nur positive Werthe besitzt 
und auch a n  den Stellen, wo sie etwa verschwindct, ih r  Var- 
zeichen nicht wechseln kann; 

2. in einer h'achbarschaft m = Ordnung, wenn stat t  dessen die 

im ganxen Interval1 nur positiv ist  und, auch wo sie verschwindet, 
ihr Zeichen nicht wechseln kann. 

Hierdurch kt bis auf gewisse Ausnahmefàlle, die der Verfasser am 
Schluss seiner Arbeit zusammenstellt, die Frage nach der Existenz eines 
Minimums imrner zu entscheiden. 

Dies m6ge als kurze Inhaltsangabe der Dissertation dienen, die eine 
sehr interessante Erweiterung der Variationsrechnung bietet. 

MH MEYER. 

Grundlagen fur d ie  geometrische Anwendung der  Invariantentheorie  
von Dr. P. Mum.  Mit einem Begleitworte von M. PASCH. Druck 
und Verlag von B. G. Teubner. Laipzig 1895. 

Die Anwendung der Invariantentheorie auf die analytische Geometrie 
vorzuberciton ist der oigentliche Zweck dieses Buches. E s  werden hier- 
bei nur wenige Kenntnisse aus der analytischen Geometrie und der Deter- 
minantenlehre vorausgesetzt. Ausgehend von dem Begriff dos Doppel- 
vei.h%ltnisses bringt dasselbe zunachst die Einführung der  homogenen 
Coordinaton dor Geraden, Punktroihen und Strahlenbüschol, schroitet so- 
dam zur Einführung linearer Coordinaten der Ebene fort und erweitert 
danu dio Coordinatendarstollung für  den Raum. E s  werden bei diesen 
Betrachtungen auch imaginare Werthe der Elemente borücksichtigt, mie 
auch die Dualitat in  den Formeln immer hervorgehoben wird. 

Die folgenden Abschnitte enthalten die allgemeine Coordinaten- 
transformation, projective Gebilde, Collinoation und Reciprocitat, sowio 
schliesslich die involutorischen Gebilde. Den weitaus grossten Theil des 
Werkcs nchmen also Betrachtungon über den Coordinatenbegriff oin, und 
es fragt sich, ob dieselben nicht vielleicht doch eine zu grosse Ausdehnung 
gewonnen haben. Ebenso würe bei manchen Abloitungen ein deutliches 
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Hervortreten der ihnen zu Grunde liegenden geometrischeu Anschauungon 
erwünscht. Daftir entschiidigt ailerdings die Gründlichkeit der Ableitung 
der einzelnen Siit.de, welche dtim Studirenden die vor d e n  Dingen noth- 
wendige Sicherheit in den Elementen giebt, und darum dürfte dieses 
Werk Uenjenigen gute Dienste leisten, der i n  das i n  liede stehende Ge- 
biet eingeführt werden will. MAX MEYER. 

Das grosste Problem der  Rechenkunst gelost. Rationelle und an Einfacli- 

heit unübertreffbare Metbode zur Auflosnng von numerischen 
Gleichungen beliebigen Grades. - Mit Anhang: Ein neuer Satz 
der Planimetrie. Der muthrnassliche Schlüssol zum M a l f  a t  ti'schen 
Problem. Herausgegeben von A m .  OTTO. 

Der angeführte Tite1 ist schon von vornherein goeiguet, einiges Miss- 
trauen zu erwecken. Diese rationelle und an Einfachheit unübertreffbare 
Methode ist sin einfaches Interpolationsverfahren, das zwar sehr um- 
staudlich, aber darum keineswegs klar auseinandergesetzt k t .  Von ditiscir 
Weitschweifigkeit giebt die Behandlnng der Gleichungen ersten Grades 
e i ~  gutes l ~ e i f i ~ i e l .  Der  Verfasser theilt dieselben unnotliiger Weise in 
zwei ganz verschiedene Gruppen: 

und 

Auch der nene Satz der Planimetrie entpuppt sich als spocieller Fa11 
eines guten alten Bekannten. E r  lautet nimlich: Die Schuittpunkte der 
drei Tangentenpaare, welche gemeinschaftlich an je  zwei von drei un- 
gleich grossen Kreisen, deren jeder die beiden anderen berührt,  gezogeu 
werden konnen, liegen in einer geraden Linie. - Dieser Satz sol1 auch 
zu einer von dem Verfasser selbst noch nicht gefundenen Losung des 
bl a l f  a t  ti'schen Problems, welches er al9 das mathematische Problem des 
19. Jahrhunderts bezeichnet, führen. Die Begründung hierfür ist 
so charakteristisch, dass wir uns nicht versagen ktinnen, einiges daron 
anzuführen: ,,In der zu dem angeführten Satze gehorigen Figur liegt auch 
diejenigo des Mal fa t t i ' schen  Problems, in  ein Dreieck drei Kreise so ein- 
zuzoichnon, dass jeder dcrsolben zwoi Seiten dos Dreiocks und die 
beiden anderen Kreise bertihrt, vor uns. Die Moglichkeit, den vorliegen- 
den Satz mit diesem Problem in Veïbicdnng bringen zu konnen, kann 
deshalb uicht beetritten werden. ,, Das Y a l f  s t t i 'sche Problem tritt  hier- 
mit unzweifelhaft i n  ein neues Stadium eeiner geschichtlichen Ent- 
wicke1ung.l' MAX UEYER. 
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Die logischen Grundoperationen der  Mathematik. Ein Repetitionsrnittel 
für obere Gymnasial- und Realschulklassen von F n r m ~ r c n  MANN, 
k. Professor und Rector der Kreisrealschule Würzburg. A. Deicher- 
sche Verlagsbuchhandlung Nachf. (Georg Bohme). Erlangen und 
Leipzig 1895. Preis 1 Mk. 

Der Verfasser dieser Schrift will die mathomatische Repetition in  der 
Schule d a m  benutzen, u m  die Schüler bei dieser Gelegenheit in die 
Anfangsgründe der Logik einzuführen. I n  allon mathematischen Be- 
tiachtungen kehren fast immer verschiedene logische Grundoperationen 
wieder, die der Gchiiler, ohne sich über ihre Redeutung klar ZII sein, 
ausführt, und die ihm nunmehr zum Bewusstsein gebracht werden sollen. 
Es lasst sich nicht leiignen, dass dies ein sehr beachtenswerther Weg ist, 
den Bildungswerth der Mathematik zu erh6hen. Man muss indessen be- 
rücksichtigen, dass, wenn das Verfahren mit Erfolg angewendet werden 
FOU,  schon eine gewisse Sicherheit in  dern rein mathematischen Gebiete 
rorhanden sein muss. I n  diesem Falle würde der Lehrer wohl auch Zeit 
finden, dasselbe an einzelnen Aufgaben durchzuführen, und waren Ver- 
suche in dieser Beziehung gewies erwünscht. 

In  dem vorliegenden Heftchen wird das Verfahren nur  auf die Plani- 
metrie angewendet, obgleich seiner Ansdehnung auf andere Gebiete nichts 
irn Wege steht. Die Schrift zerfzllt in zwei Unterabtheilungen: ,,An- 
schauliches" und ,,Begrifflichesl'. I n  Wirklichkeit kommen zwar An- 
sctiauung und Begriff in  der Planimetrie nie vollig getrennt vor, die Ein- 
theilung is t  vielmehr nach dem in diesen Betracht.iingen vorherrschendem 
Gebiet getroffen worden. Weriiger glücklich ist die Eintheilung in pri- 
mire und secundare Aufgaben , weil derselben kein geniigendes Princip zu 
Grunde liegt. Der  ergiebigste Abschnitt ist derjenige, welcher den Tite1 
,,T,ogische VorühungenL' führt. Hier giebt hesonders die Prage nach der 
rmkehrbarkeit der Lehrsùtze Stoff zu lehrreichen logischen Betrachtungen. 

MAX MEYER. 

Die geometrische Theilnng des Winke ls  von MAX KUEHIG, Regiernngs- 

baumeister. Mit 44 Abbildungen au€  xwei lithographirten Tafeln. 
Berlin. Verlag von Georg Siemons. 1834. 

Der Verfasser will in dieser Schrift das Problem der Theilung eines 
Winkels in eine beliobigo Anzahl von Theilen gel6st haben. Die Begrün- 
dung der Construction ist so unklar, dass Referent nicht im Stande ist, 
den derselben zu Grunde liegenden Gedankengang zu erkennen. Es m6ge 
nur erwiihnt werden, dass die Theilung des Winkels i n  nTheile mit Hilfe 
einer Theilung in la + 1 Thoile gelEst werden SOU. NAX ~ I E Y E R .  
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P. APPELL e t  E. GOURSAT. Théor ie  des fonctions algébriques e t  de leurs 
int6grales ,  Paris (Gaut,hior -Villars) 18%; h ,  X und 530 Seiten. 

Das in  der Ueberschrift genannte Lehrbuch der Theorie der algebra- 
ischcn Functionon, welches van H e m  H e r m i t e  mit oinor interossanten 
Vorrede versehen is t ,  dürfte für  uns Deutsche von besonderem Interesse 
sein. Wahrend namlich in Deutschland nun beroits seit geraumer Zoit 
die Ideen R i e m a n n ' s  zur Grundlage einer schnell vorwarts treibenden 
Entwickelung d m  Punctionenthenrie geworden fiind, war in  Prankreich die 
Kenntniss der G r u n d s ~ t z e  und allgemeinen Ergebnisse der R i  emann'schen 
Theorie der algebraischen Functionon nicht in glcichem Masse Gemeingiit 
der Mathematiker geworden. Dies ist nun in neuerer Zeit andera ge- 
worden, und zumal in dem vorliegenden Werke der Herren A p p e l l  und 

G o u r s a t  wcrden die R i e m  ann'schen Anschauungsweisen in ausgedehnter 
Weise zur Grundlage der Theorie der algebraischen Functionen gewahlt, 
wornit in der Einbürgerung R i e m a n n ' s  i n  die franzosische Lehrbuchliteratur 
ein wichtiger Schritt vorwarts gethan wird. Es is t  aber freilich auch nur 
erst ein Schritt in dieser Richtung geschehen; denn die volle und reine 
Darlegung des Riemann ' schen  Standpunktes, wie man sie übrigens nach 
den ausführlichen Vorbereitungen in der ersten Halfte des Werkes hltte 
erwarten sollen, wird hier nicht gegeben. Es ist bei den klangvollen 
Namen der Herren Verfasser gar  nioht zu bezweifeln, dass sie den eben 
jetzt vorliegenden Bedürfnissen der Studirenden ibres Landes in richtiger 
Weise entgegenkamen, indem sie die Biemann ' schen  Ergebnisse in dom 
von ihnen gewahiten Umfange übermittelten. Aber es m u s  an vor- 
liegender Stelle doch die Frage sein, inwieweit das Werk der Herren 
A p p e l l  und G o u r s a t  dem bei uns diesseits leider sehr fühlbaren Mangel 
an einem brauchbaren Handbuche der Functionentheorie abzuhelfen ver- 
mag. I n  dieser Hinsicht sind aber verschiedene Bedenken zu aussern, 
die allerdings erst nach einem ausführlichen Eeferat über den Inhalt des 
Werkes diseutirt werden konnen. Eine kurze Einleitung, in welcher einige 
bekannte Grundsatze von C a u c h y  u. A. zusammengestellt werden, kann 
hier ausser Acht gelassen werden. 

I n  den drei eràten Kapiteln, welche nahehin ein Dritlel des ganzen 
Ruches ausmachen, sind die zweiblattrigen Riemann'schen Flachen und 
damit die hyperelliptischen Gebilde behandelt. 

I m  ersten Kapitel wird im Anschluss a n  die Quadratwurzel: 

V(B - el) (a - e,) . . . (z - en) 
in anschaulichcr und interessanter Weise oin Bild von dor Eigenart der 
zugehorigen zweiblattrigen R i e  ni a nn'schen Flache entworfen, die Ver- 
xweigungspunkte und unendlich ferne Stelle werden untersucht, sowie anch 
betreffs der zugehorigen Fuoctionen allgemeine Theoreme entwickelt (Seite 39). 
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Das Geschlecht p wird nach W e i e r s t r a s s  dahingehend definirt, dass bei 
einer dgebraischon Function, die nur  an einer einzigen Stello unstetig 
wird, die Ordnung dieaes Unstetigkeitspunktes im Minimum (p + 1) ist. 
Finige Vorentwicklungen zurn spateren allgemeinen R i e m a n n - R  O ch'schen 
Satze schliessen sich hier an. 

Das zweite Kapitel is t  einer sehr grandlichen Untersuchimg dcr hyper- 
elliptischen Integrale gewidmet. Aber es handelt sich hier nur  erst 
darum, die Integrale einxeln in beschrankten Bereichen auf ihre Ent -  
wicklungsfabigkeit in  Potenzreihen, auf ihre A r t  etwa vorkommender Un- 
stetigkeiten etc. xu untersuchen. Die Gesammtauffassung des Verlaiifs der  
Integrale über die ganze Flache hin, welche in  der Erkennung des 
Periodenverhaltens gipfelt,, bleibt hier noch ausserhdb. Gemiiss des i n  
Kapitel 1 begründeten Ansatzes wird an der einmal gewiihlten R i e m a n n -  
schen Flache dauernd festgehalten. Dies ist  allerdings bei zweibliittrigen 
Plkhen (nicht aber für eioe allgemeiuere Auffassung) bis zurn gewissen 
Grade gerechtfertigt, insofern bei Transformation wieder in' eine zwei- 
blittrige Flache die Verzweigungspunkte hier ausnahrnsweise den Charakter 
der Invarianz besitzen. Natürlich müssen nun alle bei den Integralen 
rnüglichen Vorkommnisse für die Verzweigungspunkte und für die unendlich 
fernen Punkte besonders discutirt werden. 

Im Kapitel 111 folgt die Lehre vom Zusammenhang und der Zer- 
schneidung der zweiblattrigen Plachen und damit die nothwendige E r -  
ganzungLder Theorie der  fiyperelliptischen Integrale. 

In  weiteren neun Kapiteln werden nun die bei den hyperelliptischon 
Flacben gewonnenen Anschauungen zur allgemeinen Theorie erweitert, 
wobei übrigens die eingehende und erschopfende Behandlung, walche die 
zunachst folgenden Kapitel besonders auszeichnet, spater mehr und mehr 
zurücktritt. 

Die Kapitel I V  und V liefern die hauptsachlichen Grundlagen des 
weiteren Aufbaues der Theorie. Dort finden wir die wescntlichen Eigen- 
schaften der algebraischen Functionen allgemeiu entmickelt, die Art ihrer 
Unstetigkeitspunkte, ihr Verhalten gegenübor der Monodromie der un- 
abhiingigen Variabelen, ihre Verzweigungspunkte und deren Aufsuchnng 
(nach P u i s  eux) ,  die Construction ibrer R i  em ann'schen Flachon, von 
denen die allgemeinste a h  Grenzhll einer Flache mit nur  zweiblattrigen 
Verzweigungspunkten hingestellt wird (Seite 216). Hier (im Kapitel V) 
finden wir die Lehre vom Zusammenhang und der Zerschneidung der 
Flachen ausgcführt, die canonischen Schnittsystemo (nach R i e m a n n )  ent- 
wickelt und die Anwendung auf die Integrale gegeben. 

Zur Voranscbanlichung der allgemeinon Satze werden hier dio zu 
binomischen Gleichungen von der Gestalt u m =  R(z)  gehorenden m-blatt- 
rigen Flachen im Einzelnen verfolgt. Es sind dies sogenannte regulare 
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Riemann ' sche  Flachen, iind sie lassen etets mTransformationen in sich zu, 
analytisch durch: Z k n i  - 

ur= e u ,  d = B 

gegeben, bei denen sich die Rlattor der Flache permutiren. Uebrigens 
wird Seite 240 in dem mit  den Worten: ,,On appelle aime les surfaces.. ." 
beginnenden Satze der Regriff der regularen Flgchen (wenigstens nach dem 
deutschen Sprachgebrauch) nicht hinreichend scharf gefasst. Die Regularitit 
einer Flzche ist neben der Lage und Anzahl der Verzweigungspiinkte 
durchaus anch mit von der Abfolge der Blatter bedingt. I n  der Fort- 
setzung der Entwickelung bis Seite 244 bringt dieser Mange1 in der Be- 
griffsbestimmung der Regularitat mehrere Inconvenienzen mit sich. 

I n  dem folgenden Kapitel, über  birationale Transformationen, findet 
eine entschiedene Abwendung von R i e m a n n  stat t  , worauf wir noch weiter 
unten zu sprechen kommen. Es  wird hier nicht a n  die Gesammtauffass- 
mg d e r  zur Plache gehorenden algebraischen Punctionen angekntipft, 
sondern die rationale Transformation wird als etwas Neues uncermittelt 
eingeführt. Die Folge ist,  dass die Aussonderuug der birationalen Trans- 
formation, der  Beweis fü r  die Erhaltung des Geschlechtes bei den letzteren 
Transformationen etc. vom Standpnnkt einer consequenten Durchfiihrung 
der Riemann'schen Denkweise als umstiindlich erscheinen mussen; man 
vergleiche nur  etwa den ersten Beweis für  die Erhaltung der Lahl pl 
welcher sich auf den Gebrauch der Riemann ' schen  Flachen stützt (Seite 261), 
mit dem zweiten rein analytischen Beweise dieses Satzes (Seite 261-266). 
Ueberhaupt gewinnen nnn durchaus die Vorstellungen der C l e  b s c  h 'schen 
Schule Geltung, und nameutlich kommen die wichtigen Theoreme von 
N o e t h e r  tiber die Erniedrigung der Singularitaten der ebenen Curven n. a. 
zur Behandlung. Eine zuerst durch H a l p h e n  gebrauchte, Seite 276 be- 
sprochene Transformation erweist sich hier als besonders niitzlich. Die 
curventheoretische Definition des Geschlechtes p wird nun gegeben, und 
am Schlusse des Kapitels werden zur Anwendung der entwickelten Ansitze 
die wohlbekannten Satze über Transformation der Curven des Geschlechtes 
p - O und p = 1 i n  sich entwickelt. 

E s  folgt ein ausserordontlich inhaltreiches Kapitel über Normal- 
integrale, welches durchaus im Sinne des bekannten C l e b s c h - G o r d a n -  
schon Standpunktes fundirt ist. Das hoisst, bier herrscht cinstweilen gar 
nicht mehr die Vorstellung einer R i e  m a n  n'schen Plache als Tragerin 
eincs Systems mit einander zusammenhangender algebraischer und trans- 
cendenter Functionen, sondern unter Zngrundelegung einer particuliren 
Relation F(u, a) = O,  welche nattirlich geometrisch als Curce gedentet 
wird, entspringen die .Integrale, als langs dieser Curve hin erstreckt. 
Diese Auffassung, welche in der Geschichte der Theorie der Abel'schen 
Functionen eine so hervorragende Rolle gespielt h a t ,  is t  selbstverst~~idlich 
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an sich vollberechtigt. E s  ist aber durchaus die Frage, ob in  der hier 
gewahlten Wendung der Entwicklung nicht eine Inconsequenz gegenüber 
der bisherigen Disposition zu erblicken ist; wir kommen darauf weiter 
unten zurück. Uebrigens ist bemerkeuswerth, dass hier iiberall nicht die 
homogene Schreibweise gebraucht wird, welche doch den projectiven 
Charakter der Entwicklung auoh ausserlich zum Ausdruck gebracht hiitte. 
Die transcendente Normirung der Integrale und ihre Periodeneigenschaften 
kinnen nun sehr kurz behandelt werden (S. 320-322) dank des Um- 
standes, dass bereits im vorigen Kapitel die Zerschneidung der Flache 
ausführlich behandelt wurde. Zu besondors schonen Einzelausführungcn 
giobt der I3egriff eines Fundamentalsystems von 2p Integralen der  ersten 
und zweiten Gat,tung Anlass, ein Bagriff, der auch i n  der Theorie der 
Difforentialgleichungen, der Correspondenztheoïie und anderen Gebieten 
grundlegend ist. E s  kommen hier namentlich die Arbeiten nenerer fran- 
zosiacher Forscher zur Geltung. Auch die Probleme der algebraischen Aus- 
fiihrbarkeit der Integrale, der Reduction Abel 'scher Integrale auf elliptische 
kommen hier zur Discussion. 

Weit knapper sind die Entwicklungen des achten Kapitels gehalten, 
die eindeutigen Functionen auf einer Riemann ' schen  Fltiche betreffend. Es 
wird die Darstellung der algebraischen Functionen durch die Integrale 
zweiter Gattung entwickelt und im Anschluss daran der R i e  m a n n  - R o  ch'sche 
Batz und der B r i l l - N o  e t her 'sche Reciprocit~tssatz dargestellt. Einige Satze 
über das Vorschwinden dor Riemannlschen  cp-Functionen werdon anfgestollt 
(der hier zu Grunde liegenden allgemeinen Auffassung entsprechend natür- 
lich in  der Spreohweise der Geometrie der ebenen Curvon); weiter folgt 
die Besprechung einer Reihe hyperelliptischer Besonderheiten. Die Eerren 
Vorfafisor vorfahron hier überall nicht mit dorsolben Ausführlichkeit, wie 
in den früheren Theilen des Werkes. E s  ware doch besonders interessant 
gewesen, w l r e  z. B. oin sa wichtiger Begriff, wie dor der Specialfunctionen, 
an Beispielen, die nicht mehr den aller niedersten Ftlllen p angehoren, 
erliiutert. 

Es  folgt nun i n  einem besonderen Kapitel (dem neunten) eine sch6ne 
Behandlung dos A b  el'schen Theorems (natürlich in der Sprechwoise C l o  b s c h- 
Gordan's).  Zu erwiihnen sind dabei noch die Anwendungen auf Inte- 
gration eines Systeme Abel 'scher Differentialgleichungen, sowie au€ 
Additionstheoreme für  die Integrale erjter Gattung. 

Das Umkehrproblem ist (im Kapitel X) seinem elementaren Theile 
nach ausführlich und interessant entwickelt. Es handelt sich hierbei um 
die Inversion eines einzelnen Integrales in eine eindeutige oder endlich- 
deutige Function, wobei man bekannter Weise auf die Falle p = O und 
p = 1 eingeschriinkt ist. Besondors eingohend wird natürlich die Inversion 
des elliptischen Integrals erster Gattung behandelt. Als eine Anweudung 

Hist.-lit.Abth. d.  Zeitschr. f. Math. n. Phys. 41. Jahrg. 1S06. 3.Heft. 8 
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bietet sich hier die Frage, in  wie weit Differentialgleichungen erster Ord- 

nung f U, - = O durch eindeutige Functionen integrirt  werden ktnnen, ( 3 
ein Problem, dem bekannte Untersuchungen von B r i o  t und B o u q u e t  
gewidmet sind. Auch die Integrationsmethode von H e r m i t e  kommt hier- 
bei zur Darstellung. Betreffs des allgemeinen J a  c obi'schen Umkehr- 
problems und seiner Behandlung dnrch W e i e r s t r a s s  u. A. werden nur 
einige k u n e  Andeutungen gegeben; von einer systematischen Rehandlung 
sehen die Verfasser ab. 

Das elfte Kapitel (Norrnalcurven und  Moduln) beginnt mit dem be- 
kannten Theorem von S c h w a r z ,  dass n u r  die z u  p = O und p = l ge- 
h6renden Curven continuirliche Gruppen von Transformationen in sich 
zulassen. Ftir p > 1 wird aus der Discontinuitat und dem algebraischen 
Charakter der Gruppe ein nahe liegender Schluss au€ deren Endlichkeit 
gezogen. Einige weitere Ausführungen schliossen siüh hier an, wobei 
übrigens die schonen, auf diesen Gegenstand bezogenen Ergebnisse von 
H u r w i t z  nnr kurz unter dem Texto erwahnt werden. Es werden des 
weiteren zwei Arten von Norrnalcurven besprochen, namlich einmal die 

ebene Curre (JI + l p  Ordnung mit -3 Doppelpunkien (Clebseb-  
2 

G o r d a n ) ,  sodann die in  einern Raume von ( J I -  1) Dimensionen gelegene 
N o  0 t h  er'sche Noriiialcurve der y. Diese Benenniing, welche sich übrigens 
Herr  N o  e t h  ar selbst verhittet, erscheint gleichwohl nicht ungereühtfwtigt; 
inan dankt den N o e t h e r ' s c h e n  Untersuchungen principielle Siitze über 
dio fragliche Curvo, wio namentlich betrcffs der Darstellung derselben 
durch quadratische und hohere Relationen zwischon den y, wenngleich die 
Curve als solche explicite hei N o e t h e r  nicht auftritt; vor Allcm nohmen 
auch die erste Erkennung des invarianten Charakters der Curve gegenüber 
eindeutigen Transformationen die Herren B r i l l  und Noe  t h e r  für sich 
in Anspruch. 

Die im letzten Kapitel bchandelten Anwendungen des Abel'schen 
Theoiems auf die Geometrie halten sich durchaus innerhalb der allgemeiner 
bekannten Gebiete und hetreffen die ebenen Curven dritter und vierter 
Ordnung und die Raumcurven vierler Ordnung. - 

Es sind nur  wenige Bemerkungen, welche wir hier am Schluss nocli 
anzuîiihren haben. Bereits im Verlaufe des vorstehondsn Berichtes aurdo 
hervorgehoben, dass nach Meinung des Referenten die Herren Verfasser 
gegenüber den verjchiedenartigen Stromurigen innerhalb der Punçtionen- 
theoris eine folgerichtige Stellungnahme vermieden haben. ES ist ja ein 
oft gehorter Einwurf, welcher von Seiten der Nachfolger C 1 e b S C  h's gegen 
R i  em a n  n's Begründung der algebraischen Functionen erhoben wird, die 
Vorstellung der E i e m a n n ' s c h e n  Fiache sei etwas zu Cngonaues, und dürfe 
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eben dieser Ungenauigkeit halber nicht zum Fundament einor Theorie ge- 
wahlt werden. Letztere müsse vielmehr an eine concret vorgelegte Gleich- 
ung f (u, a) = O angeschlossen werden, f ü r  welche dsdann  die geometrische 
Interpretation durch eine ebene Curve nahe liegt. Das hiermit gekenn- 
zeichnete Bedenken kann aber unmtiglich in einem Buche vorliegen, dessen 
Hauptwerth in der minutitisen Einzeldurchbildung der Anschauung der R i e -  
mann'schen Flachen zu suchen ist. I n  der That muss hier der Uebergang 
zu den Vorstellungsweisen der C l  e b S C  h'schen Schulu das Bedenken er- 
wecken, dass sin sorgsam vorbereitetes Hilfsmittel fast ungebraucht in den 
Hintergrund gedrangt wird. 

Man wird ja  sagen konnen, dass die Verfasser nichts von den wich- 
tigen Errungenschaften der curventheoretischen Denkweise hiitten entbehren 
wollen. Aber dann hatte doch diese Denkweise als natürliches Glied in 
den Ausbau der Riemann ' schen  Grundlagen eingoordnet werden sollen. 
Die B r i l l -  No e ther 'sche Theorie der corresidualen Punktgruppen, welche 
hier zu einer Theorio dor Squivalcnten Punklsys t~me auf einor R i e m a n n -  
schen Flgche geworden wiire, hatte den natürlichen Zugang dargeboten. 

Es muss endlich dem Einwurf begegnet werden, dass die R i e m a n n s c h e  
Theorie ihres transcendenten Charakters wegen den Methoden der Geometer 
nacbzustellen sei. I n  einer Theorie, in welcher das einfschste Element 
(die Primfunction oder Primform) transcendent ist ,  führen naturgemass 
transcendente Methoden vielfach auf einom weit kürzeren und durch- 
sichtigeren Wege zum Ziel; die Correspondenztheorie bietet hierfür ein 
gltinzendes Beispiel. Es wtirdo zumal in einem Lehrbuch unpadagogisch 
sein, wollte man transcendente Methoden, wo es immer moglich ist,  aus 
Princip vermeiden, selbst wenn sie auf kürzerem Wege zum Ziele führen. 

Die vorstehenden Bemerkungen gegen die curventheoretische Richtung 
wolle man iibrigons durchans nicht im ahsoluten Sinne fassen (obwohl 
diese Richtung in einer gewissen sogleich noch zu berührenden Hinsicht 
unzulanglich sein würde). Unsere Remerkungen sind durchaus nur mit 
Rücksicht auf das hier i n  Rede stehende Lehrbuch gemacht, welches auf 
seinem Titelblatte den Passus führt:  ,,Etude des fonction8 analytiques sur 
une surface de Riemann." - 

Es  muss endlich die Frsge beantwortet werden, i n  wie weit das in 
Rede stehende Lehrbuch ein geeignetes Mittel vorstellt, den Zugang zum 
augenblicklichen Stande der deutschen Forechung zii gewinnen. Wir  wiirden 
in dieser Hinsicht das vorliegende Lehrbuch mit Freude begrüssen ktinnen, 
wiiren nicht zwei der principiellsten Gesichtspunkte vernachl%ssigt bez. ganz- 
lich in den Hintergrund gestellt, die air allerdings in keiner Weise ent- 
bohren konnen. 

Einmal jst es die Vorstellung der Gleichberechtigung aller zu einer 
Riemann'schen FlLche gehtirendon Jgebraischon Functionen, welche hier 

8* 
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nicht hinreichend entwickelt scheint. E s  ist  wohl keine Frage, dass diese 
Auffassung tiefere theoretische Einsicht vermittelt; und vor Allom gewinnt 
man durch Uebergang von der einen R i e m a n n ' s c h e n  Flache zu einer 
anderen auf sie conform bezogenen eine zugkraftige Methode zur Erledig- 
ung zahlreicher Probleme, zumal die rationale Transformation betreffend. 

Bürs Zweite müssen die Existenztheoreme der Functionen auf einer 
nach Willkür gewahlten Riemann ' schen  Flaclie, welche im vorliegenden 
Lehrbuche nur  ganz beilaufig erwahnt werden, für  besonders wichtig an- 
gesehen werden. niese Theoreme R i e m a n n ' ~  sind liekanntlich durch die 
Nethoden von S c h w a r z  und N e u m a n n  auf eine ausreichende und sichere 
nasis gestellt. Das Studium dieser Gegenstiinde ist namentlich auch m m  

Verstanduiss der in  neuerer Zeit sich eutwickelnden Portsetzung der Rie- 
m a  n n  'schen Functionentheorie unentbehlich. RORERT FRICKE. 

C~ARLES HENRY. Abreg6 de  la  th6orie des fonctions elliptiques. Paris 
1895. 126 Seiten. 

Dieses Buch ist (nach der cigonen Angabe des Verfassers) im Wesent- 
lichen ein Auszug aus der letzten Ausgabe von C. J o r d a n ' s  Cours d'analyse; 
der Vcrfasser steiite diesen Auszug ennBchst für  eigene Gtudienxwecke her, 
um ihn sodann zum allgemeinen Gebiauch für  Studirende zu publiciren. 
Ein solches Unternehmen ha t  immer sein Missliches. E i n m d  fohlon ja 
bei dem Herausgreifen eines einzelnen Kapitels aus einem grosseren Werke 
alle die Pramissen, welche i n  den vorangegangenen Theilen entwickelt 
wurden. Vor Allem lassen sich bei nur  erst kürzerer Beschiiftigung mit 
einem Gegenstande die Spuren der Unreife nur  ~ c h w e r  überwinden, weichfl 
bei langerem und üfter wiederholten Studium von selbst verscliwuuden 
sein mürden. 

Ueber den allgemeinen Standpunkt des Buches niogen die folgendeii 
Angaben orientiren. Die Grundlagen der Theorie der Functionen einer 
complexen Variabelen gelten als bekannt. E s  handelt sich hierbei um die 
früher i n  Frankreich vorherrschende Fassung dieser Theorie, welche im 
Wesentlichen auf C a u c h y  und P u i s  e u x  zurückgeht; die Denkwcisen 
R i e m a n n ' s  sind dem vorliegenden Buche fremd. Die Theorie der ellip- 
tischon Punctionen wird i n  der Weiso ontwickelt, dass znnachst dio Woior- 
s t rass ' sche  Fassung vorsnsteht, jedoch unter allzu starker VernachlLssig- 
u n g  des algebraischen Fnndamentcs und unter einsoitiger Bevorziigung der 
Function p (u). 

Die Darstellung ist hier irn Einzelnen vielfach nnvollstandig und un- 
gleichmassig, wie durch einige Einzelangaben zu belegen ist. Ale grund- 
legende Definition der elliptischen Punctionen (S. 9) wird gegeben ,,toute 
fonction analytique uniforme doublement phiodique,  n'ayant pas d'autres 
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war die Sammlung; innorhalb deren dem Wunsche Befriedigung werden 
musste. Herr  Paul  Tannery ha t  sich auf Grundlage der altesteu vor- 
handenen Handschrift, eines Madrider Codex au8 dem XiII. Jahrhundert, 
und unter wesentlicher Mitbenutzung eines dern XV. Jahrhundert ent- 
stammenden Codex der Marciana in  Venedig, desselben Codex, welchen 
Begiomontan 1464 i n  Venedig sah, der Herausgabe untenogen. Der 
1. Band von 1 8 9 3  brachte den griechischen Text mit gegenüberstehender 
lateinischer Uebersetzung, mithin die Hauptsache für solche Leser, welche 
kennen zu lernen beabsichtigten, was von Diophant, sich erhalten hat. Der 
II. Band von 1 8 9 5  ist sehr vermischten Inhaltes, wie aus dem ausführ- 
lichen Tite1 entnommen werden kann. Ohne dern 1. Bande an Wichtigkeit 
gleich zu kommen, biotet er dennoch dern Berichterstatter mehr des Er- 
wahnensmerthen, weil in ihm vielfach Neues vertiffentlicht ist, und neil 
dio drei Druckbogen füllonde Einloitung des Herausgebers eine ganze An- 
zahl geschichtlich bedeutsamer Fragen theils anregt, theils zur Erledigung 
hringt. Wann ha t  Diophant gelebt? Diese für die Beurtheilung der 
Leistungen eines Schriftsteller~ nnerliissliche Vorfrage beantwortet Herr 
Tannery dahin, Diophant habe etwa das J a h r  250 als Mittelpnnkt seines 
Lebens gehabt. Aehnlich ha t  sich Herr  Tannery schon im XXXVII. Bande 
dieser Zeitschrift, Histor. -1iterar. Abthlg. S. 44 - 45 ausgesprochen, und 
wir wollen die theilweise neuen Gründe kennen leruen, auf welche er seine 
Meinung stützt. Nach wie vor ist  Theon von Alexandria der alteste Schrift- 
steller, der Diophant nennt, Hypsikles der spateste, der von Diophant ge- 
nannt  wird. Mag Hypatia, Theons Tochter, einen Commentar zu Diophant 
geschrieben haben oder nicht, so wirft dieser Umstand kein neues Liüht 
auf unsere Frage. B e i l a d g  vertritt Herr  Tannery gegen Nesselrnann 
die Ansicht, Suidas habe einen Commentar der Hypatia zu Diophant er- 
wahnt, und Spuren davon seien noch nachzuweisen. Ein Schriftsteller, 
auf den man sich mitunter benift, um für  Diophant's Leben ein weiteres 
Zeugniss zu besitzen, ist Metrodorus als Verfasser des bekannten Epigrammes, 
in  welchem Diophant's Verheirathung mit 33 Jahren,  sein Tod mit 8 4  Jahren 
mitgetheilt ist. Lebte dieser Metrodorus zur Zeit als Eonstantiu der Grosse 
regierte (306-337), so is t  das etwa 30 Jahre vor Theon, und der ter- 
minus ad quem is t  nun eben so vie1 hersufgerückt. Jacobs vertrat diese 
Meinung in seinor Aufigabe der Anthologie. Herr  Tannery dagcgen schreibt 
jenes Epigramm einem anderen Metrodorus zu, einem Grammatiker, der 
nach Fabricius in der  Regierungszoit dcr Kaiser Anastasius und Justinus 
(491-527) lebte, und dann is t  wieder Nichts gewonnen. Kun ha t  aber 
Herr  Tannery einen Brief des Pseilus aufgefunden, der gleichlautend in 
Handachriften in Madrid und in Florenz vorhanden ist,  von welchem er 
den ganzen Wortlaut in den II. Band des Diophant (S. 3 7  -42) auf- 
genommen hat,  wahrend er die Hauptstelle schon in dem obenerwiihnten 
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XXXVII. Bande dieser Zeitschrift zum Abdruck brachte. Darnach ha t  
Anatolius den Potenzen des Unbekannten andere Namen gegeben als 
Diophant. Hieraus schliesst Herr  Tannery, wie uns scheint mit Recht, 
in der Xeinung des Psellus aei Anatolius jünger als Diophant gewesen. 
Er geht aber weiter, Psellus habe seine Kenntniss zweiléllos einem alten 
Commentare zu Diophant entnommen, und das werde wohl der Commentar 
der Hypatia gewesen sein, Schlüsse, die uns mtiglich, aber nicht zweifel- 
los erscheinen. H a t  Herr  Tannery Recht, und ha t  er auch darin Recht, 
R B  habe nur einen Anatolius gegoben (La gfométrie grecque S. 42 Note 3), 
der um 270 lebte, so ist  die Datirung Diophants einigermassen sicher ge- 
stellt. Wir haben gcgen Letztore weniger einzuwonden als gegen die Ein- 
heit des Anatolius. Der Bischof von Laodicea sollte die heidnisch-mysti- 
schon Dinge geschricben habon, wolche auf den Lehrer dos Jamblichus 
zurückgeführt werden? Das will uns nicht recht in  den Kopf. Eine 
nndere Frage von grosser Wichtigkeit ist die nach den Diophantischen 
Zeichen für die Unbekannte und für die Subtraction. Letzteres glaubt 
Herr Tannery als sampi deuten zu sollen, wtihrend Ersteres ein um- 
gekehrtes digamma aei, und andere mathematische Handschriften als Com- 
pendium für  6e~@pds ein Koppa benutzen. Mit anderen Worten, die 
griecliischen Logistiker sollen, vielleicht lange Zeit vor Uiophant ausser 
Uebnng gekommene Buchstaben als algebraische Zeichen benutzt haben. 
Wie verhalt es sich mit den 13 Büchern von DiophantJs Arithmetik? 
Herr Tannery glaubt,  d e n  anderen Geschichtaschreibern der Mathematik 
entgegeu, a n  das Verlorensein von sieben letzten Büchern, deren Inhalt 
man, weil sie eben verloren sind, nicht bestimmen konne; vielleicht habe 
in ihnen Alles geetanden, wss bei Indwn,  bei Arabern, bei Leonardo 
von Pisa sich vorfinde und in den erhaltenen sechs Büchern Diophant's 
fehle. An eiue grosse Lücke zwischen dem ersten und zweiten Buche, 
in welcher gu t  drei Bücher Platz finden, welche den drei Formen unreiner 
quadratisclier Gleichuugen gewidmet gewesen sein konnen, mit welchen Dio- 
phant sich beschaftigt haben muss, glaubt Herr  Tannery dagegen nicht. Jene 
quadratischen Gleichungen, nieint er,  seien i n  Porismen zur 27. und 30. Auf- 
gabe des ersten Buches abgehandelt worden. Und aus diesen kiirzen 
Poiismen, entgegnen wir ,  sollen bei Arabern und deren Nachfolger drei 
ganze Bücher geworden sein? F ü r  sa selbstandig halten wir die Araber 
nicht. Schade, dass AbûJl Wafâ's Cornmentar zu Uiophant unwieder- 
hringlieh verloren scheint, er hat te  vielleicht Licht in das Dunkel ge-  
bracht. Wir haben diese Behauptungen, denen w u  nicht einfach zu- 
zuetimmen vermogen, hervorgehoben, u m  die gsnze Bedeutsamkeit der 
Tmnery'schen Einleitung erkennen zu lassen. Unter den sonstjgen Be- 
standtheilen des II. Bandes nennen wir jene Rechnungsanweisung f ü r  

Sexagesimaloahlen, welche durch Herrn C. Henry einst maugelhaft heraus- 
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gegeben war. Wir  nennen heronische Bruchstiicke, welche in der Hand- 
schrift, der sie entstammen, sicherlich irrig, wie auch Her r  Tannery er- 
klart,  unter dem Namen lliophant's erscheinen. Wir  nennen einen 
Commentar zu Diophant von Georg Pachymeres (1242 - nach 13081, dem 
grossten byzantinischen Polyhistor, wie er in  Krumbacher's Byzantinisclier 
Literaturgeschichte heisst , der aber jenes ehrende Beiwort ganz gewiss nicht 
um dieses damals noch nicht herausgegebenen Commentares willen erhalten 
würde. I n  den heronischen Bruchstücken sind S. 16 lin. 18 - S. 17 lin. 2 zwei 
in Zusammenhang stehende , uns aber unverst!iudliche Aufgaben mitget,heilt. 
IIerr Taunery verweist in  einer Anmerkung auf Aehnliches in der 
Heronausgabe von Hultsch, Geometria 101, 9. Sollte &as nicht ein 
Druckfehler fü r  101 ,  I l  sein? An lotzterem Orte finden sich wenigstens 
die in dem neuen Bruchstücke vorkommenden Zahlen wieder. cANTOR. 

Scriptores Graeci. Aristoteles. Euclides. Nicomachus. Bacchius. 
Gaudentius. Alypius e t  Melodiarum veterum quidquid exstat. 
Recognovit, prooemiis e t  indice instruxit CAROLUS JBNUS. (Bibliotheca 
scriptorumgraecorumet romanorum Teubneriana.) LipsiaeMDCCCXCV 
in aedibus B. G. Teubneri. XCIII, 503 pag. Annexae sunt tabulae. 

Jede Kunst,  vielleicht am meisten die Musik, ha t  eine Wissenschaft 
zur Begleiterin. E S  wird wohl geschichtlich so gegangen sein, dass zuerst 
die Kunst ihre wankenden Schritte erfahrungsmassig regeln lernte, dass 
dann die Wissenschaft sich zu ihr gesellte und in Gesetzesform kleidete, 
auch scharfer begründete, was bis dahin nur  Uebung war. Ob dann 
weiterhin dem Praktiker, ob dem T h o r e t i k e r  die eigentliche Führung zu- 
fiel, das wird bei verschiedenen Volkern und in verschiedenen Zeiten sich 
solbst so verschieden verhalten habon, daas cine einheitliche Beantwortung 
der Brage zur Unmoglichkeit wird. Unter den griechischen Schriftstellern 
über Musik, welche wir kennon, waren Mlinner strengor-Wissenschaft, 
ihre  .Schriften waren Theile der Mathematik, und so kommt es, dass eine 
Sammlung griechischer Musikschriftsteller a n  diesem Orte bosprochcn werden 
darf, von uns besprochen werden darf, wiewohl wir über keine der beiden 
Eigonschaften verfügen, durch welche H. Car1 von J a n  so recht eigentlich mm 

Herausgeber der Sammlung b e â t i i m t  war, philologisches Wissen und musikali- 
sches Konnen. In  dem Bande der Musici scr@tores Graeci sind keineswegs alle 
griechischen Schriftsteller vereinigt, welche man hier suchen konnte. Wenn 
Westphal 1865 die Plutarch zugeschriebene Schrift, Marquard 1868 den 
Aristoxonus, Hiller 1878 den Theon von Smyrna, C. von J a n  selbst 
1882 den Anstides herausgab, wenn Ptolemaeus, Porphyrius in guten 
alten Ausgaben vorhanden sind, so bot dieses eine Veranlassung, die b0- 
treffenden Schriften wegzulassen, ohne dass dadurch der Band aufhorte, 
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eine erhebliche Starke zu besitzen. Manches haben zu diesem Umfange 
die Einleitungen beigetragen, welche der Herausgeber den Einzelschriften 
vorausschickte, und in welchen die Fragen nach den einzelnen Verfassern 
sowie nach der Herkunft ihrer Lehren nicht weniger genau als die der 
Textgesahichte erortert sind, wenn auch dis Letztere schon der um; 
fassenden Einleitung zum ganzen Bande als Inhnlt dient. Der  Heraus- 
geber ha t  an die Spitze gestellt, was an Stellen über Musik sich zerstreut 
bei Aristoteles ibde t .  Dann folgen die sogenannten musikalischen Pro-  
blcme des Aristoteles, die aus verschiedenen Quellen zusammengefiossen 
sein mogen; der Herausgeber vermuthet i n  Theophrant, i n  Heraklides 
Personlichkeiten, welche bei dor Formgebung dor Aufgaben mitgewirkt 
haben. Der Mathematiker wird mit Vorliebe bei den 20 Satzen des 
Euklid verweilen, welche die Form von dosson Elementen N O  genau nach- 
bilden, dass man sich nur wundert,  das W a s  zu beweisen war oder 
V a s  su maden war zu vermissen. I n  dor Einleitung zur euklidischon 
Schrift k t  ein sinnentstellender Druckfehler leicht zn verbessern. Seite 125 
Note 2 muss es dodecaedrzcm stat t  icosacdrum heissen. Dio früher fü r  
euklidisch gehaltene Einführung in die Harmonielehre E ~ ~ o r ~ w ~ ;  6ppov~r.$ 
ist aufgenommen. 81s Verfasser ist  Kleonides angegeben, und in der That  
ist die Wahrscheinlichkeit, dass damit das Richtige getroffen wurde, sehr 
gross. I n  einer Handschriftenfamilie findet sich dieser Verfassorname, 
und als Bestatigung dienen Randglossen zu einer Handschrift des Aristo- 
xenus, in  welchen für  Dinge, die genau in gleicher Reihonfolge in  der 
Einführung in die Harmonielehre erscheinen, auf meonides verwiesen kt. 
Das Handbüchelchen des Nikomachus giobt Gelegcnheit zu oiner Ein- 
leitung (S. 21 1-234), welche das Wissen von diesem trefflichen Arithmetiker 
in manchen Theilen erganzt. Der  Herausgeber spricht dabei (Seite 212 
und 232) eine Ansicht aus, welche auch Referent in der ersten Ausgabe 
dos 1. Bandes seiner Geschichte der Nathematik kundgab, i n  der zweiten 
Ausgabe aber strich, weil ein hochachtbarer Philologe brieflich die Un- 
moglichkeit behauptete, die Ansicht n h l i c h ,  die von Ast herausgegebenon 
O ~ o r l o ~ o ~ p v c r  & L ~ ~ ~ z L X ~  konnten von Jsmblichus herrühren. Die noch 
wciter aufgenommenen Schriften eines Bacchius, Gaudentius, Alypiue ge- 
h6ren spateren Zeiten an ,  die bei Kaiser Konstantin beginnen. Mit grossem 
Interesse wird man am Schlusse des Bandes die altgriechischen Melodien, 
welche in einem Papyrus und bei Ausgrabungen i n  Delphi aufgefunden 
sind, in heutiger Notenschrift abgedruckt finden. CANTOR. 

Die Theorie der  Paral le l l inien von Enkl id  bis auf Gauss. Eine U r h n d e n -  
sammlung zur Vorgeschichte der nichteuklidischen Geometrie in 
Gemeinschaft mit FRIEDRICH ENGEL herausgegeben von PAUL STACKEL. 
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Mit 145 Figuren im Text und der Nachbildung eines Briefes von 
Gauss. Leipzig 1895, bei B. G. Teubner. X, 323 Seiten. 

,,Dieses Buch, so sagen die Herausgeber in dem Vorwort, sol1 nicht 
eine Geschichte der Parallelentheorie sein.. . Nur  einen Beitrag dazu wollen 
wir geben, indem wir die Llteren Untersuchungen tiber die Parallelen- 
theorie daraufhin betrachten, in wie weit sie fur die nichteuklidische 
Geometrie von Bedeutung Sind.' W i r  konnen mit gutem Gewiseen sagen, 
dass diese in sehr bescheidenen Grenzen sich haltende Ankündigung mehr 
als nur  erflillt wird, und dass wir ilberrascht waren, wie vie1 Neues und 
Wichtiges Herr Stiickel aufzufinden wusste. Wir  sagen Herrn Stackel, de 
ihm augenschcinlich der Gedanke des Buches nngehtirt. ihm aber auch dor 
Ltiwenantheil a n  der Ausarbeitung, und wir sind tiberzeugt im Sinne des 
Mitarbeiters selbst zu reden, wenn wir der grtisseren Leistung auch den 
Hauptanthcil an dem verdienten Lobe zuweisen. Ein Baricht ilber don 
Inhalt ist nur in  zwei Formen mfiglich, entweder sehr ausfihrlich oder 
sehr kurz, und man wird es dem Herausgeber dieser Abtheilung der Zeit- 
schrift, in  dessen Redactionsmappe zahlreiche Beitrage des Abdruckes 
harren, nm so weniger verlibeln, wenn er die kürzere Form wahlt, als er 
fur die ganze Schrift recht viele Leser wtinscht und erhofft. Es  sei uns 
daher gestattet, uns mit den wenigcn Angaben zu begntigen, dass in dern 
Bgndchen folgende Arbeiten zum Abdruckc gclangten: 1. Dio 32 crstcn 
Satze des 1. Buehes der euklidischen Elemente. 2. Der Parallelenbeweis 
von Wallis. 3. Die geraume Zeit in  Vergessenheit gerathene Schrift von 
Saccheri, welche erstmalig die Folgen ertirtert, welche sich daran knüpfen 
wtirden, wenn die fiinfte euklidische Forderung nicht erfüllt würde, aller- 
dings ohne das Eintreffen dieser Voraussetzung für  moglich zu halten. 
4. Lambert's Theorie der Parallellinien von 1766 (veroffentlicht 1786) ,  die 
darin tiber Saccheri hinausgoht, dass sie auf der Kugel und auf der imagi- 
naren Kugel zwei Voraussetzungen erfullt sieht, welche auf der Ebene un- 
moglich sind. 5. Die geringfügigen Bruckstticke, welche Gauss über den 
Gegenstand zu Papier brachte. B. Die Theorie der Parallellinicn von 
Taurinus, deren Druck 1825 vollzogen wurde, die aber doch von Herrn 
Stackel ers t ,  man darf wohl sagen, entdeckt worden k t ,  ein Vorliiufer der 
absoluten Geometrie im ganzen Sinne des Wortes. Zwischen diesen Ver- 
tiffentlichungen zieht sich eine fortwahrende Erzahlung durch das ganze 
13hdchen, in welcher der Leser auf die Bedeutung der einzelnen Stticke 
hingewieüen wird und die eigentliche Geschichte der nichteuklidischen 
Goometrie kcnnen lernt. CANTOR. 
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Erste IISlfte: 1. Januar bis 30. Juni. 

A. 
Abbildnng. 

1. Ueber die conforme Abbildung der Lemniecatcnoberflache auf das Innere eines 
Kreitles. F r .  S c h i l l i n g .  Xeitschr. Math. Phys. X L ,  370. 

2. Conforme Abbildungen, welche voii der 5 -  Fiinction vermittelt werden. 
J. C. K l u  y ver .  Zeitachr. Math. Phys. XL, 129. 

Absolute Chmetrie. 
3. Sut  les premiers principes de l a  metagéométrie et de l a  géométrie Riemannienne. 

P. M a n s i o n .  Mathesis Sér. 2 ,  Y, 63. 
4. Essai d'exposition élémentaire des principes fondamentaux de la géométrie non 

Euclidienne de Riemann. P. M a n s i  on .  Mathesis E r .  2 ,  V, Supplément. 
5. Sur  la Géométrie non Euclidienne. Ch. J. d e  l a  V a l l B e  P o u s o i n ;  D e  Ti l ly .  

P. M a n s  ion .  Mathesis Sér. 2 ,  V, SupplEment. 

Analytische Geometrie der Ebene. 
6. Theorie der eindeutigen periodischen Transformationen in derEbene. S. K a n t  or. 

Crelle CXIV, 50. - 
7. Sur  un cas remarquable des transformations centrales. G. d e  L O n g champs.  

Mathesis Sér. 2. Y. 186 Iveral. Bd. XXXVI. Nr. 761. 
8.  Sur  une trsnsformation 'ceutrâle. -L. M e u r i c e .  kathesi;  Sbr. 2 ,  V, 194. 
9. Ueber eine Behandlung einer Curve vierter Ordnung und der allgemeinen 

Curvcn dritter Ordnung mittelst Kegelschnittcoordinsten. H. Op  p en-  
h e i m e r .  Grun. Archiv 2. K. XLII, 84. 

10. Ueber cine allgemeinc Eigcnschaft der Curven der rcciproken Ordiqsten. 
W. Eulf. Grun. Archiv 2.  K. XLII, 214. 

i l .  Bemcrkungen zu den ails einer Corve abgeleiteten Curven. W. Ru l f .  Grun, 
Archiv 2.  R. XIII ,  324. 

12. Ueber successive E'usspunktspolygone. H. S c  h O t t e n. Grun. Archiv 2. R. XIII, 65. 
13. Sur deux paraboles semi-cilbiques ayant m&me axe et  même point de  rebrousse- 

ment. R e t a l i .  Mathesis Sér. 2, V, 98. 
14. Sur  deux cissoïdes ayant même point de rebroussement et  leurs axes perpen- 

diculaires. DBprez .  MathesisSér.2,V,236. - D r o z - F a r n y ,  LIacken, 
C r i s t e s c u ,  J. J o n e s c o ,  V a n d e r s t e g e n  ibid. 237. - H. M a n d a r t  
ibid. 237. 

15. Ellipse et  courbe du 6. degré engendrées a u  moyen d'une circonférence et  d'un de 
ses diamètres. H. B r o c a r d .  Mathesis SBr. 2 , V ,  47. - B a r i  s i e  n ibid. 48. 

16. Nçuer Satz über die Cykloïde. W. R u l f .  Grun. Archiv 2 R. XLl1, 92. 
17. Sur deux courbes trèscompliquées construites au  moyen d'une circonference avec 

lin diamètre fixe. Bprez.  Mathesia S6r. 8 ,  8, 170. - P o o r t  ibid. 171. 
Vergl. Ellipse. Hyperbel. Kegelschnitte. Parabel. Winkeltheilung. Wurzel- 

ausziehung. 
Analytische Geometrie des Bnumes. 

18. Conditious pour qu'un système de trois axes soit trirectangle. F. Dauge.  
Mathesis Sér. 2, VI 250 [vergl. Bd. XL Nr. 181. 

19. Bedingung, unter der vier von einem Punkte aus gesehene Punkte in einem 
Raume liegen. R. H o  ppe .  Grun. Archiv 2. li. XIII, 100. 

20. Bemerkungen über die Frenet-  Serret '~ehen Formeln und die analytische Lnter- 
scheidung rechts und links gewundener Raumcnrven. A d. K neser .  Crelle 
CXIII, 89. 

Vergl. Oberflachen. Oberfliichen zweiter Ordnung. 
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Astronomie. 
Sur le développement approché de l a  fonction erturbatrice dans le cas des 

inegalités d'ordre éléve. Maur .  H a m y .  fourn.  Math. Sér. 4, X, 391. 

S. 
Bemouiii'sche Zahlen. 

Sur les nombres de Bernoulli. Ch. H e  r m i t o .  Mathesis Sdr. 2 ,  V, Supplément. 

Bestimmte Integrale. 
Berechnung bestimmter Integrale aus der Summendefinition. E. N e t  t o. 

Zeitschr. Math. Phys. XL, 183. 
Ueber Forrnclpaaro der mechanischen Quadratur. R u d .  S k u t a c h .  Gmn. 

Archiv 2. R. XnI,  78. 
Ueber den zweiten Mittelwerthsatz. E. N e t t  o. Zeitschr. Math. Phgs. XL, 180. 

C. 
Cnbatnr. 

Ueber den Flachen- und Rauminhalt der durch Bewcgung von Curven und 
Flaclien erzeugten E'lachen - und Baiimgrihsen. C h  r. N e  h l  S. Grun. 
Archiv. 2. B. XiII,  225, 337. 

Volume d'une surface engendrée par la développée de l a  section d'un elhipsoïde 
parunplan.  V l a d i m i r e s c u ,  H a c k e n ,  A b s o l o n n e .  &lathesisSer.2,V,20. 

n. 
Detsnninanten. 

Ueber regulire Determiuanten nnd die aila ihnen abgeleitcten Systeme. 
K. H e  n s e l .  Crelle CXIV, 25. 

Erweiterung des Laplace'schen Determinantenzerlegnngsaatzes, E u  g. N e t  t o. 
Crelle CXIV, 345. 

Ein neuer Batz über die Determinanten einer Matrix. W. A h r e n s .  Zeitschr. 
Math. Phys. XL, 177 .  

Zur Theorie der Determinanten htiheren Ranges. N. v. S zü  t s. Zeitschr. Math. 
Phys. XL, 113 

Differentialgleichnngen. 
Sur l'application dru méthodes d'approximations succcsuivcfi ir l'étude dm 

intCura1t:s réellea dcii 6uiiatious diB'8reiitie::e~ ordiriüirc. b;. L i i i d c l  of: 
JOU& Math. Sec. 4 ,  X,' 117. 

Zur lntegration der Uifferentialgleichungen erster Ordnung mit unbestimmten 
Coefficienten. G. B o  h l m a n n .  Crelle CXnI,  207. 

Zur Briot- Bouquet's-hen Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung. 
J. n o r u .  Crelle CXUI, 50. dY IntegrableE'iille derDifferentialgleichung (p5 y + p 4 ) d S + P ~ ~ 3 + ~ 2 ~ a f  P I  y+Po=O. 
Wold .  I I e y m a n n .  Crelle CXIII, 84. 

Ueber die Gauss'scho und Bessel'sche Differentialgleichung und eine neue 
Integralform der letzteren. P. S c  h a f h e i t  l in .  Crelle CXIV, 31. 

Sur les invariants des équatione différcntiellcs linéaires. M i t  t a g - L  c f f  le r .  
Crelle CXIV, 306. 

Anwendung der Theorie der Differentialinvarianten auf die Untersuchung der 
algebraischen Integrirbarkeit der linearen homogeuen Differential- 
gleichungen. G. W a l l e n  b e r  g. Crelle CXIII, 1. 

Untersuchung der durch die eine homogene Relation ylp - y, y, y, .  . . yp.+ , = O  
~erbiindeiien Integrale einer homogenen linearen L)ifferentialglelchung . 
G. W a l l e n b e r g .  Crelle CXIV, 151. 

Bemerkungen ziir Theorie der Differentialgleichungen. L u d W. S c h  1 e s i n g e r .  
Crelle CXIV, 143. 

Ueber die Hamburger'schen Untergruppen, in die das zii einem singularen 
Punkte der Bestimmtheit eincr homogenen linearen Difftirentialçleichung 
gehorige kanouische Fundamenialsystem zerfillt. L u  dw. S c h l e  s i n  g e  K. 

Crelle CXIV,. 159, 309. 
Ueber die von Poincaré gegebene Erweiterung des Cauchy'schen Satzcs von 

der Existenz der Integrale gewohnlicher Differentialglei~hun~ssysteme. 
L. E o n i g s b e r g e r .  Crelle CXLII, 115. 
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43. Zu Bour's Blethode der Integration eines Systemes simultaner partielle~ 
Differentialgleichungen erster Ordnung. E. S c h u l t z .  Grun. Archiv 
2. B. XUI, 316. 

44. Zur Transformation eines Systems linearer partieller Differentialgleichungen. 
E r n s t  S c h u l t z .  Zeitschr. Math. Phys. XL,  302. 

45. Ueber die partiellcn Diffcrentialglcichungcn, denen die symmetrischcnFunctionen 
der Wurzeln einer algebraischen Gleiehung genügen. E. N e  t t o .  Zeitschr. 
Math. Phys. XI,, 375 [vergl. Bd. XXXIX Nr. 221. 

46. Ueber Transformationen partieller Difïereutialgleichungen. P. S t ii c k e 1. Crelle 
CXIV, 116. 

47. Zur fiinften Form der Integrabilit%tsbedi~iguugen einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung. E. S c h u l t z .  Grun. Archiv 2. R. XLII, 311. 

Vergl. Eormen 77. Mechmik 188. 

Dreiecksgeometrie. 
48. Sur l a  transformation continue. E. L i é n a r d .  Mathesis. Sér. 2 ,  V, 116. 
49. Sur la droite réunissant l'orthocentre et  le point de  Lemoine d'un triangle. 

A n d e r s o n .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 229. - D é p r e z  ibid. 230. 
fio. Triangles doublement orthologiques. E. L e m o  i n  e. J. N e  u ù  erg.  Matheeis 

8ér. 2 , V ,  198, 227. 
51. Sur les centres isogones. H. M a n d a r t .  Mathesis Sér. 2, V, 153. 
62. Sur  4 points situés sur une circonférence. E. L e m o i n  e. Mathesis Sér 2,V, 53. 

- D é p r e z  ibid. 54. 
53. Sur l'axe d'homologie du triangle fondamental e t  du  triangle de Brocard. 

G. T a r r y .  Mathesis Sér .  2 ,  V, 6. 
54. Ellipse passant par six points d'un triangle. D r  o z - F  a r  n y. Mathesis SEr. 2, 

P. 258 , 
66. Sur quelques coniques du lan d'an triangle A B  C. J. TSeu b e r g. Mathesis 

SBr. 2 , V ,  60. - A. 8. ibid. 117. - D r o z - F a r n y  ibid. 126. 
66. Sur un article de  W. Neubcrg. D r o e - F  a r n y .  Mathcsis SBr. 2, V, 226. 
67. Sur une conique contenant six points se rapportant à un triangle. Déprez .  

Mathesis Sér. 2 ,  V, 21. 
58. Conditions pour l'Bgalit6 des bissectrices. S O o n  S. Mathesis Sér. 2 ,  V, 261. 
59. Théorèmes de géométrie élémentaire. B. J O  n e  s c o. Mathcsis Sér. 2 ,  V, 167. 
60. Note sur l e  triangle. J u a n  y D u r a n  L o r i g ü .  Müthesis Sér. 2 ,  V, 85. 
61. Construire un triangle avec diverses donnees de la géométrie récente du triangle. 

D Oprez.  Mathesis Sér. 2 ,  V, 203. 

E. 
Ellipse. 

62. Tangentes à l'ellipse tirées d'un point quelcoiique d'une diagonale d u  rectangle 
de  ses axes. H a c k e n ,  L ) r o e - F a r n y .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 74. - 
E. L e m o i n e  ibid. 75. 

63. Sur une courbe décrite au  moyen d'une ellipse. V l a d i m i r e s c u .  Mathesis 
Sér. 2 ,  V, 72. 

64. Sur une certaine enveloppe. D e s  a i n t .  hlathesis Sér. 2 ,  V, 8. 
65. Resumé des pro riétés concernaut les triangles d'aire maximiim inscrits dans 

l'ellipse. k. N. B a r i s i e n .  Mathesis SEr. 2 ,  V, 42. - D 6 p r e z  ibid. 81. 
- T z i t z é i c a  ibid. 83. 

66. Sur deux ellipses E ,  e' dont E' a pour sommets les points de rcbroussement de 
l a  développée de E. B a s t i n  u. D r o z - F a r n y .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 22. 

67. Quatre cllipses homothétiques passant par un point. Cl.  S e r v a i s ,  B a r i s i c n ,  
D r o z - F a r n g ,  D é p r e z .  Nathesis Sir .  2 ,V,  167. 

Vergl. Dreiecksgeometrie 64. Kreis 174. Krümmung 183. 

Eiiiptische Transeendenten. 
68. Partialhruchzerlcgiingcn in der Theorie der elliptischeuFiinctionen. P. G ü n  ther .  

Crelie CXDI, 262. 
G9. Entwicklungvon sin En ( E ,  9) in eine nach Potenzen von sin rp. fortschreitende 

Beihe. C. Bene .  Grun. Archiv 2. R. XIII, 102. 
70. Recursionsforrnel zur Rectification der Ellipse. C. B e n e .  Grun. Archiv 2 .  

R. xnr, 104. 
71. Reihe zur numerischen Berechnung eines ~ l l i ~ s e n b o ~ é n s .  C. B e n  I .  Grun. 

Archiv 2. R. XIII, 105. 
Vergl. Ahbildung 2. 
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P. 
Factorenfolge. 

72 .  Développement du produit (1 + z J G )  (1 + z 2 y x )  (1 +z4V7) ( ~ + e f l p z ) .  . . 
E. F a u q u e m b e r g u e .  Mathesis Sér. 2 , V ,  165. 

Formen. 
73. Ueber indefinite terniire quadratisehe Formen. A. M e y e r .  Crelle CXILI, 186. 

CXIV, 233. 
'il. Ueber das Triigheitsgesetz der quadratischen Formen. G. F r O b e n ius .  

Crelle CXIV, 187. 
75. Ueber die Classification der nicht homogenen quadratischen Formen und der 

Oberfliichen zweiter Ordnung. K. H e n  se l .  Crelle CXIII, 303. 
76. Ueber die Elementartheiler componirter Systcme. K. H e n s e l .  Crelle CXIV, 109. 
77 .  llemarques sur une note de Mr Paul Vernier. L. Fuctia. Crelle CXIV, 231. 

Vergl. Zahlentheorie 251. 
Fnnctionen. 

78. Sur une quanti t i  constante mais dépendante en apparence de  x e t  y, lesquels 
vérifient l a  condition x + y = m. C r i s  t e s c  u u. J. J onesco .  Matheais 
Sér. 2 ,  V, 19. a 

79. Sur les limites de an  e t  de  ,. E. C e s a r o .  Mathesis Sir .  2 ,  V, 155. ,". 
Vergl. Bernoulli'sche Zahlen. Bestimmte Integrale. Ueterminanten. Differen- 

tialeleichuneen. El l i~ t i sche  Transcendenten. Factorenfolee. Formen. 
ület'chungeL' HJperelÎiptische Trünacenrlcntcn. Iniaginireç. "lnvarianten: 
theorie. Irrationalzahlen. Kettenbrüchc. Ifcilien. Wurzclüusziehung. 
Zahlentheorie. 

a. 
Qeodi4sie. 

80. Eine Hypotheseüber das Gesete der Dichtigkeit i m  Innern der Erde. E m. O e ki n g -  
h aus .  ürun.  Archiv 2. K. XIII, 65. 

Geometrie (descriptive). 
81. Projective Losung eincr Aufgabe über die Schraubcnlinie. W. R u l f .  Grun. 

Archiv 2. IL. XIII, 89. 
Vergl. Perepective. 

(feometrie (hohere). 

@2. Anwendung des Ameseder'schen Nullsystems. H. Oppenheimer. Grun. 
Archiv. 2. R. XIII, 268. 

83. Die Stciner'schcn Polygone. E. C z u b e r .  Crelle CXIV, 312. 
84. Sur quelques points de la theorie des courbes et  des surfaces alg6briques. 

ü. H u m b e r t .  Journ-Math.  Sér. 4 ,  X, 169. - P. P a i n l e v 6  ibid. 203. 
6 5 .  Sur les courbes algèbriques. Gob. Mathesis Si r .  2 ,  V, 183. 
86. Construction derFocalcurr~e aus scchs peaebenenPunkten. R. M ü l l e r .  Zeitschr. - - 

Math. Phya. XL ,  337. 
87. Ueber ebene Curven dritter Ordnune. E. K t i t t e r .  Crelle CXIV. 170. 
88. Constructionen der Curren dritter 0~dnur ig  aus neun gegebenen kunkten und 

Construction des neunten Punktes zu acht Grundpunkten eines Büschels 
von Curveu dritter Ordnunç. C h r .  Be y e l .  Zeitschr. Math. Phys. XL, 99. 

89. Ueber einige besondere Curven des dritten Grades und solche der dritten 
Klasse. B. S p o r e r .  Zeilschr. Math. Phys. XL, 159. 

90. Metriache Eigenschaften der cubischen Raumcurven. R. S t u r m .  Zeitschr. 
Math. Phvs. XL. 1. 

91. Metrische ~t rah~ehcongruenzen bei einer cubischen Raumcurve. H. K r  ü g e  r. 
Zeitschr. Math. Phys. XL, 193. 

92. Metrische Eigenschaften der cubischen Raumcurven. R. Me h m  k e. Zeitechr. 
Math. PhYs. XL,  211. 

93. Sur le mouvement de  deux points sur deux courbes donnees assujetti à la 
loi que les droites menées de ces points M. &I' à un point donné O 
diviient harmoniquement un angle donné AOB. L. Meur i ce .  Mathesis 
Sér. 2 ,  V, 143. - Cl. S e r v a i s  ibid. 145. 

94. IJeber den Dreiecksinhalt und sein duales Analogon. E. B usche .  Crelle CXIV, 1. 
llist -lit. Abth. der Zeitschr. f. Math. n. Phya. 41 Jaliry. 1896. 3. Heft 9 
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95. Si  deux triangles homologiques ont leurs côtés perpendiculaires, l'xw d'homo- 
logie divise en deux parties &ales le distance des deux orthocentres, 
S o n d a t .  Mathesis S6r. 2 ,  V, 266. 

96. Triangles orthohomologiques. J .  N e  u b e r g .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 267. 
Ueber doppelt - centrische Vierecke. Ch r .  B e  y el .  Zeitschr. Math. Phys. XL, 370. 

Vergl. Absolute Geometrie. Dreieckageometrie. F:iiip~e. Kegels~hnit~te. 
Kinematik. Kreis. Krümmuna. Mehrdimensiouale Geometrie. Oberfliichen. - 
Singularititen. Topologie. 

Geschichte der Bïathematik. 

Der Unterricht in der Geschichte der  Mathematik an  der techuischen Huch- 
schule i n  München. A. v. B r a u n m ü h l .  Uiblioth. math. 1896, 89. 

Mathématiques e t  mathématiciens. P. X a n s i o u .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 184. 
Su r  l a  publication de vocabulaires mathématiques. P. M a n s i o n .  Mathesis 

Sér. 2,  V, 86. 
Die Frauen in den exacten Wissenschafteu. G .  V a l e n t i n .  Biblioth. math. 

1895, 65. 
Ptolemaeus d e  Analemmate. J. L. E e i b e r g .  Zeitschr. Math. Phya. XL, - 

Suppl. 1. 
Historische Miscellen. A. W i t t  s t e i n .  Zeitschr. Math. Phys. XL. Hiut.- 

liter. Abthlg. 1. 
Bus Manuscripten und einer f'rüheren Publication. A. W i t t s t  e in. Zeitschr. 

Math. Phys. XL. Hi&-Mer. Abthlg. 121, 223. 
Zur Geschichte des Sinus. Ju l .  B u s k a .  Zeitschr. Math. Phys. XL. Hist: 

liter. Abthlg. 126. 
Zur Geschichte des Jacobsstabes. II. S u t e r .  Biblioth. math. 1895, 13. 
Ueber einen Saiz des Nasîr-Eddîn. M. C u r t z e .  Biblioth. math. 1895, 33. 
Die Mathematik bei den Juden. M. S t  e i n  ac h n e i d e r .  Biblioth. math. 

1895, 19, 4 3 ,  97 [vergl. Bd. XL Nr. 1131. 
Zur Geschichte der vollkommenen Zahlen M. C u r  t z  e. niblioth. math. 1895,39. 
Weiteree über das Josephsspiel. M. C u  r t z e. Biblioth. math. 1895, 31. 
Anonyme Abhandlung über das Quaclratum geometricum. M. Cur tze .  

Zeitschr. Math. Phys. XL. Hi&-liter. Abthlg. 161. 
Ueber die Heimath von Johauues de  Lineriis. M. C u r t z  e. Biblioth. math 

1895, 105. 
Der Algorisuius des Sacrobosco. M. C u r  t z e. Uiblioth. math. 1896, 36. 
Ziir Geechichte der Progressionen im Mittelalter. M. C u r t z  e. Biblioth. 

math.  1895. 113. - -. - -. - - - . 7 

Dominicus Parisicnsis. M. Cu  r t  z o Biblioth. iuuth. 1895, 107. 
Die Haudschrift Nr. 14836 der Konigl. Hof- und Staatsbibliothek in  Münctien. 

M. C u r t z e .  Zeitschr. Math. I'hys. XL, Suppl. 75. 
Mathematisch-Ge~chichtliches aus dem Cod. lat .  Monacensis Nr. 14908. 

M. C u r t z e .  Grun. Archiv 2. R. XIII, 388. 
118. Arithnietisc~e Scherzaufgaben aus dem XlV. Jahrh.  M. C ur  t z e. Biblioth. 

math 1RS5. 77. - -- -- - -. . - . - 
119. Alte ~ c h e r z a u f ~ i b k  in deutscher Sprache. M Cu r t z e. Biblioth. math. 1895,110. 
1.20. Ziir Geschichte der Mathemat,ik irn XIV. und XV. Jahrh. M. Ciirtze.  

Biblioth. math. 1895, 1. 
121. Zur Zatilentheorie aus dern XV. Jahrh.  M. C u r t z e .  Biblioth. math.  189537. 
122. Ein  Beitrag zur Geschichte der Algebra in Deutschland im XV. ~aiirli. 

M. C u r t z e .  Zeitschr. Math. l'hys. XL, Suppl. 32. 
123. Die abgekürzte Multiplication. M. C u r t z e .  Zeitschr. Math. I'hys. XL.  

Hist. -1iter. Alithlg. 7. 
126. Per Leon Battista Alberti. G i n o  L o r i a .  Biblioth. math .  1895, 9. 
126. Desargues a l a  geometria numerativa. G i n o  L o r i a .  Biblioth. math. 1895,51. 
126. Sur l'Euclide de Heurion de 1676. P. M a n s i o n .  Mathesis Sér. 2 ,  Y, 

Supplément. 
127. Citations de Laplace. J. Maseau .  Mathesis Sér. 2,V,  156, 157. 
128. Nikol Iwanow. Lobatschefbkij. A. W a a s i l j  e f  (Friedr. lingel). Zeitschr. 

Math. Phys. XL Siippl. 205. 
120. Autobiographie von Gotthold Eisenstein. F. Hudio .  Zeitechr. Math. Phys. XL, 

Suppi. 142. 
130. Briefe vou Cr. Eisenutein a n  M. A.  Stern. A. H u r w i t z  und F. l l ud io .  

Zeitschr. Math. Phys. XL, Suppl. 169. 
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131. Wilhelm Stahl (SAX. 1846-19./IV. 1594). T h .  Re ye. Crelle CXIV, 45. 
132. Hermann von IIelmholtZ j- 8./IX. 1894. L. F u c h s .  Crelle CXIV, 353. 
133. Arthur Cayley (16./VIII. 1821-26./I. 1896). P. hl a n  s i o  n. Mathesis Sér. 2,V, 84. 
134. Pour le 80. anniversaire de  Mc W e i e r s t r a s s .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 273. 

Qleichnngen. 
135. L'eber die Zerlegung ganzer, ganzzahligcr Functionen in irreductible Factoren. 

M. M a n d l .  Crelle CXILI, 252. 
136. Ueber Transformation und numerische Ltisung der cubischen Gleichung. 

R. H o p p e .  Grun. Archiv 2. R. XIII ,  95. 
137. Réalité des racines de l'éqnation 

1 1 1 3 i- -- + - = -'  

x + a  x + b  X + C  x 
E. B a r b e t t e  etc. Mathesis Sér. 2 ,  VI  277. - P o o r t  ibid. 278. - 
M a n d a r t  ibid. 278. 

138. Sur l'éqnation bicarrée. L. H e r m i t e .  Mathesis Sér. 2 ,  V,  11. 
139. Theorie der An- und Umliiufe und Aufl6sung der Gleichungen vierten, 

fünften und sechsten Grades mittelst goniometrischer und hyperbolischer 
Functionen. W o l d .  H c y m a n n .  Crelle CXIU, 267. 

140. On the Sext.1~ resolvent equations of Jacobi and Kronecker. A. C a y l e y .  
Crelic CXIIL, 42. 

141. Problème d'arithmétique. J. N. N o e l .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 140. 
142. Kurze Ableitung der Redingungen, dass xwci algebraische Gleichnngcn mehrere 

Wureeln gemein haben. J. L ü r o t h .  Zeitachr. Math. Phya. XL, 247. 
143. Ueber den Grad der Elimina.tions-Resulta~ite eincs Gleichungssystems. 

K. T h .  V a h l e n .  Crelle CIXIII, 348. 
144. Zwei algebraische Aufgaben mit Loaungen. A m  t h o r .  Grun. Archiv 2. R. 

XII1, 407, 433. - C. D a v i d s  ebenda 416, 430. 
145. filimination de trois quantités entre trois équations du 3. degré et  une 

éque t iondu1 ,deg ré  P a u q u e m b e r g u e .  MathesisSér. 2 , V ,  91, 207. 
Vergl. Invariantentheorie 153. 

Graphische Statik. 
146. Ueber die reci roken Figiiren der graphischen Statik. F r i e d r .  S c h u r .  

Zeitschr. ï&tfi. Phys. XL, 48. 

H. 
Hy drodynamik. 

117. Etudes sur l'emploi des percussions dans la théorie du mouvement d'un solide 
plongé dans un solide. H. W i l l o t t e .  Journ. Math. Sér. 4 ,  X ,  93 
[vergl. Bd. XL Nr. 47.51. 

Hyperbel. 
148. Ueber eine Erzeugungsweise der Hyperbel a h  Enveloppe. W. R u l t .  Grun. 

Archiv 2. R. XIII, 90. 
149. Sur l'hyperbole équilattre passant par 4 points donnés au  moyen d'une 

ellipse. G i l l e t .  Mathcsis Sér. 2 ,  V, 147. - Cl .  S a r v a i s  ibid. 149. 

Eyperelliptische Transcendenten. 
150. Ucber die von Herrn Fuchs gegebene Ausdehnung der Legcndre'schen Relation 

auf hyperelliptischo Integrale. K. Th .  V a h l e n .  Crelle CXIV, 47. 

1. 
Imaginares. 

151. Additionslogarithmen îür complexe Grossen. R. M e h m k c .  Zeitachr. Math. 
Phys. XL, 15. 

Invariantentheorie. 
152. Riegungscovarianten nnd Differentialpa.rameter. P. S t a  c k  el .  Crelle CXTII, 58. 
153. Sur le sous - dib-criminant (ou covariant biquadratique lie à l'avant - dernier 

terme de  l'6quation aux carres des differences. R. P e r r i n .  Journ. 
Yathem. S6r. 4 ,  X ,  129. 

Vergl. Differentialgleichungen 37. Formen. Mehrdimensioiiale Geometrie 192. 
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Irrationalzahlen. 
154. Sur le prodiiit unique de deux nombres irrationnels. E. C e s a r o .  Mathesis 

Sér. 2, Y, 156. 

a. 
Kegelschnitte. 

155. Anweridung eines Abhildungsprincips zur Untersuchung von Curven xweiteu 
Gradem. S t .  G l a s e r .  Grun. Arçhiv 2. R. XLII, 113. 

156. Ueber die Anzahl der Kegel~chnit,te, welche durch Punkte,  Tangenten iind 
Normalen bestimmt sind. A. W i m a n .  Zeitschr. Math. Phys. XL, 296. 

157. Thèorèmes de  Garnier, Timmermanns, Q uetelet, Dandelin sur les coniques. 
Mathesis Sér. 2 ,  V, 197. 

158. Sur un théorème de Poncelet. J. N e u b e r g .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 13. 
159. Eigenschaften der imaginiiren Brennpunkte der Centrallregelschnitte. 

F r .  R o g e l .  Grun. Archiv 2. R. XUI,  297. 
160. Cercle et parabole ainsi que cercle e t  hyperbole joiseant de l a  propriét6 q u e  

l a  polaire réciproque de la conique par rapport  au cercle est aussi la 
polaire réciproque du cercle par  rapport  & la conique. Cl.  Se rva i s .  
Mathesis Sér. 2, V, 233. 

161. Sur un groupe de coniquea inscrites un circonscrites à un triangle. N. Ch.  
S p i j  k e r .  Mathesis Sér. 2, V, 105, 176. 

162. Coni ue se rapportant à un quadrilatère. L e m o i n e ,  M a n  d a r t ,  Droz -  
I a r n y ,  F a i r o n .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 173. - B a r i s i e n ,  J. Jonesco  
ibid. i74. 

163. Trouver une conique telle que les polaires des somniets d'uu quadrilatlire 
donné fornient un quadrilatere égal à un second quadrilatère donué. 
C l .  S e r v a i s .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 271. 

164. Ueber den Schwerpunkt der gemeinschaftlichen Punkte eines Kegelschnittes und 
eincr Curve dritten Grades. B. S p o  r e r .  Zeitschr. Math. Phys. X L ,  381. 

165. Enveloppe e t  trajectoires orthogonales de certaines circoniérences. B r o c a r d ,  
C o l l e t  t e .  Mathesis Sér. 2, V, 209. 

166. Lieu d'un point tel  que les axes des deux paraboles passant par  les points 
d'incidence des normales menées de ce point à une ellipse donnée se 
coupent surcetteellipse. G i l l e t ,  D r o z - B a r n y ,  J. J o n e s c o ,  Cr io t eacu .  
Mathesis Sér. 2 ,  V, 212. 

Vergl. Ureiecksgeometrie 54. 65. 56. 57. Ellipse. Hyperbel. Krümmung 
182. 183. Parabel. 

Kettenbriiche. 
167. Sur l a  gén6ralisation des fractions continues algébriques. H. P a  d 6. Journ. 

Mathem. Sér. 4 ,  X! 291. 

Kinematik. 

168. Ueber die Wendepole einer kinematischeu Kette. F. W i t t e n  b a u e r .  Zeitschr. 
Math. Phys. XL, 91. 

169. Ueber den Beschleunigungipol der zusammengesetzten Bewegung. P. W i t t e n -  
b a u e r .  Zeitschr. Math. Phys. XL ,  151. 

170. Die Beschleunigungspole der kinematischen Kette. F. W i t t  e n b a u e r .  Zeitschr. 
Math. Phys. X L ,  278. 

171. Trouver par des considkrations cin6matiques ou infinitésimales l a  tangente 
d'une certaine courbe. G. d e  L o n g c  h a m p s .  Mathesis 8ér. 2 ,  V, 230. - 
M e u r i c e  ibid. 232. - C. S e r v a i s  ibid. 233. 

172. Ueber die mechanische Erzeugung der orthogonalcn Projectioncn ebcner 
Curven, der Ellipsen und der Trochoiden. M. D e l a  unay .  Zeitschr. 
Math. Phye. X L ,  242. 

173. Ueber eine gewisse Klasse von übergeschlonsenen Mechanismen. K. Mül le r .  
Zeitschr. Math. Phys. XI,, 257. 

Kreis. 
174. Propriétés des cercles de Cnasles. E. N. B s r i  s i en .  Mathesis. Sér. 2, V, 

129, 158. 241. 
175. Quelques propri6tés angulaires des cercles. A. P o u l a i n .  Mathes. Sér. 2 ,  Y, 

Supplément. 
1 7 6  13 Aiiflasuneen des Malfatti'schen Problems. C. D a v i d s .  Grun. Archiv 2. 
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177. Points d'nne circonference formant un groupe équianharmonique. C l .  S e r v a i s .  
Mathcsis Sér. 2, V. 167 ,  169. - D é p r e z  ibid. 168, 170. - D r o z -  . . 
F a r n y  ibid. 170. 

178. Triangle polaire à aire minimum d'un triangle donné. D r o  z - F a r n  y ,  
H a c k e n .  Mathesie. Sér. 2 ,  V, 172. - D é p r e z  ibid. 173. 

119. Inscrire dans un cercle donné un quadrilatère dont on counait les trois 
diagonales. Mathesis Sér. 2 ,  V, 12. 

180. Sur deux circonférences décrites au moyen d'une corde fixe e t  d'nne corde 
mobile de lougueur invariable d'une circonfkence donnée: P oo r t ,  D r O z - 
F a r n y ,  J. J o n e s c o ,  D é p r e z ,  R e t a l i .  Mathesis Sér. 'L,V, 58. 

Vergl. analgt. Geometrie d. Ebene 16. 17. Dreiecksgeometrie 62. Quadratur216. 

181. Sur la courbure d u  contour apparent d'une surface. M. d ' O  c a g n e .  Mathesis 
Sér. 2 ,  V ,  Supplément. 

182. Constructionen der Krümmurigsmittelpunkte von Kegelwhuitten. K i n  k e l i  n. 
Zeitschr. Math. Phys. X L ,  58. 

183. Beweis eines Satzes von Jacob Steiner über die Krümmungskreise einer 
Ellipse. B. S p o r e r .  Zeitschr. Math. I'hys. XL, 123. 

18,l. Constructions linéaires d u  centre de courbure des podaires. M d ' o c a g n e .  
Mathesis S&. 2 ,  V, 87. 

Vergl. Mehrdimensionale Geometrie 193. Ober fkhen  197. 

m. 
Magnetismns. 

185. Allgemeine Losung d. Magnetisirungsgleichungen für den Ring. I g n .  S c h ü t z .  
Crelle CXI11. 161. 

Mechanik. 
186. Ueber deri Fa11 der Sta t ik ,  in welchem das virtuelle Moment eiuen negativen 

Werth hesitzt. L. H e n n e b e r g .  Crelle CXIII, 179. 
187. Ueber den analytischen Ausdruck des Huygenli'schen Princips. A. G u t z  m e  r. 

C r e l l e  CXIV, 333. 
185. Mémoire sur la transformation des Bquations de la dynamique. P .  P a i n  1 e v B. 

Journ. Mathem. Ser. 4, X ,  6. - R. L i o u v i l l e  ibid. 287. 
189. Ueber permanente Rotationsachsen bei der Bewegung eines echweren Korpers 

um einen festen Puukt. 0. S t a u  de. Crelle CXIII ,  318. 
190. Untersuchungen über die Attraction zweier homogener Korper. E m. L i  e b  e n -  

t h a l .  ürun.  Archiv 2. R. XIII, 39. 
191. Ueber die Vcrspktung des Flu~hmaximums in Bezug uuf die Culmination des 

Mondes. C. Benz.  Grun. Archiv 2 ,  R. XIII, 35. 
Vergl. Astronomie. GeodBsie. Hydrodynamik. Kinematik. Magnetisrnus. 

Optik. Schwerpunkt. Warmelehre. 

Mehrdimensionale neometrie. 
192. Ueber Biegungen von lz fach aiisgedehnten Mannigfaltigkeiten. P. S t 5 c k e  1. 

Crelle CXIU, 102 [vergl. Bd. XXXIA Nr. 3111. 
193. Zur Theorie der Krümmungen eindimensionaler in h i ihe r~n  Mannigfaltigkeiten 

enthaltener Gebilde. G. L a n  du b e rg .  Crelle CXIV, 338. 

0. 
OberflOchen. 

194. Dc'termination des éléments linéaires doublement harmoniques. L.  R a f  fy. 
Journ. Mathém. Sér. 4 ,  X, 331. 

195. Ueber eiue besoudero E'lache dritter Ordnnng mi t  vier Doppelpunkten. 
H. T h i e m e .  Zeitschr. Math. Phys. XL, 362. 

196. Sur l a  surfaco de Kummer. G. H u m b e r t .  Journ. Mathem. 8ér. 4 ,  X ,  473 
[vergl. Bd. XL S r .  5741. 

197. Die SchraiibeniXachen constanter mittlerer Krümmiing. H e  c k h off. Zeitschr. 
Math. Phys. XL,  313. 

Vergl. Cubatur. Geometrie (hohere) 84. 
Oberfliichen zweiter Ordnung. 

198. Propriété del'hyperboloïde réglé. J. N e u  b e r g ,  F r a n e l .  Mathesie Sér. 2,V, 101. 
199. Propriétti de deux hyperpoloïdes rkglés. J. N e  u b e r  g. Mathesis Sér. 2, V, 102. 

Vergl. Formen 75. 
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Optik. 
200. Homocentrische Rrechune des Lichtes durch das Prisma. ~ - 

Zeitschr. Math. ~ h 6 .  XL, 65. 
201. Zur homocentrischen Brechung des Lichtes im Prisina. W i l  

Math. Phys. XL, 353. 
202. Homocentrische Brechung des Lichtes durch die Linse. L. B u r m  es  t er. 

.--- 

L. B u r m e s t e r .  

s i n  g. Zeitschr. 

Zeitachr. Math. l'hg< XL, 321. 

P. 
Parabel. 

203. Propriété de  l a  directrice d'une parabole. C 1. S e r v a i s .  Matheais Sér. 2, 
VI 24 [pergl. Bd. XL Nr. 2071. 

204. Snr les podaires de parabole. P.  P. S c h m i t z .  Mathesis Sér. 2, V, 196. 
205. D'un point frxe situé Eur l a  tangente au sommet d'une parabole on mène 

une sécante. Les normales aux points d'ititersection de cette secante 
avec la parabole se cou ent sur une autre parabole. B. Broca rd .  
Mathesis Sér. 2 ,  V. 28. - 8 r i s t  e sc i i  ibid 29. 

206. Propriéte de  deux paraboles égales. D e p r e z .  Matbesis Sér. 2 ,  VI 273. 

Perspective. 
207. Zur Perspective des Kreiaes. O. B c h l o m i l c h .  Zeitschr. Math. Phys. XL,  66. 
208. Zwei Aufgaben aus der Perspective. C hr .  B e  y el. Zeitschr. Math. Phys. XL, 255. 

Planimetrie. 
209. Soient dans un même plan trois droites O X ,  O Y, OZ. On prend sur O X  

deux points fixes A ,  B, sur O Y un point variable C. C A ,  CB ren- 
1 1 

contrent O Z  en A', BI, il s'agit de demontrer - = eunst. 
.. -- .. - 

M. A. L. Mathesis Sér. 2,  V, 274. - J. J o n e s c o  etc. ibid. 275. - 
V e r d e y  e n  ibid. 276. - S e r v a i s ,  B a s t i n  ibid. 276. 

210. Propriétés d'une figure consistant en 4 triangles et  6 carrés. DBprez ,  
F r a n  o i s  Mathesis Sér. ? , Y ,  95. - V a n  A n b e l  i h d .  97. 

211. Propriété ien pseudocarréa, c'est à dire des quadrilatères dont les diagonales 
sont Bgales e t  perpendiculaires. A b s o l o  n u e  etc. Mathesis Sér. 2, V, 118. 

212. Les centres des carres construits extérieurement sur les côtés d'un quadrilatère 
convexe saut les sommets d'un pseudocarré. A b  s O 1 o n  n e etc. Mathesis 
ser.  2 ,  v, 123. 

213. Sur une suite de polygones. A b s o l o n n e .  Mathesis SBr. 2, V, 93. 
Vergl. Dreiecksgeometrie. Kreis. 

(1- 
Qnadratnr. 

214. Lo stang-phnimètre.  A. P o u l a i n .  Mathesis SBr. 2.  V, Siipplément. 
215. Quadrature approchée du cercle. P o n t  u l a .  Mathesis SBr. 2, V, 87. 

Vergl. Bestimmte Integrale 24. 

a. 
Beihen. 

216. Le somme de  2 m +  1 nombres triangulaires successifs. F a u q u e m b e r g u e .  
Mathesia S6r. 3 ,V ,  211. - P e t r e s c u ,  H a c k e n ,  J. J o n e s c o  ibid. 212. 

217. Sur  l a  sommation des puissances semblables des n premiers nombres triangu- 
laires, E. B a r b o t t e .  Mathesis Eér. 2 ,  V, 111. 

218. Bemerkungen zur Summenformel für die Potenzreihe der natürlichen Zahlen. 
S t .  G l a s e r .  Grun. arc hi^ 2. R. XLII, 106. 

219. Sur  l a  série z---'-- C r i s t e s c u .  J. J o n e s c o .  P o o r t .  (4n. - 3)' (4n - 1)4 
Yathesis Sér. 2 ,  V, 60. 

220. Sur deux séries trigonométriques. E. B a r b e t t e .  Mathesis SBr. 2, V, 135. 
Vergl. Elliptische Transcendenten. 

8. 
Schwerpnnkt. 

221. Sur  les centres de gravité. L. D e s a i n t .  Mathesis Si r .  2 ,  V. 88. 
Vergl. Kegelschnitte 164. Tetraeder. 
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Singnlaritatan. 
222. Uas Verhalten der Steiner'schen, Cayley'schen und anderer covarianter Curven 

in singularen Punkten der Grundcurve. E. W o 1 f f i  ng.  Zeitachr. Math. 
Phys. XL, 31. 

Sphllrik. 
2.23. Einige quantitative Fragen über ewolf Kugeln, die eine Kugel berühren. 

R B o p p e .  Grun. Archiv 2, X111, 439. 
2.24. Extraits de la correspondance mathématique et physique de Garnier et  de 

Quetelet sur la geométrie de la sphère. Mathesis Sér. 2 ,  V, 139.  1.78, 195. 
2.25. Der dem pythagorischen Lehrsatz entsprechende Satz derspharik. A. W. Ve 1 t e  n 

Zeitschr. Math. Phys. XL, 312. 
226. Sur une formiile de trigonometrie sphèrique. C r i s  t e s CU. Mathesia Sér. 2, 

V, 206. 
Stereometrie. 

227. Einachsigc Pol eder von kleinster Oberflache bei coustantom Inhalt. R. H o p p e .  
ü r u u  h r c k v  2. IL. XILI, 69. 

Vergl. Tetraeder. 
T. 

Tetraeder. 
228. Sur deux tétraèdres les sommets de l'un 6tant les centres de gravité de 

masses attachées aux sommets de l'autre. Q u i n t .  Mathesis Sér. 2,V, 70. 

Topologie. 
329. Uebcr ebene zusammenhangende Liniengebilde. O. S t e i n  e r t .  Grun. Archiv 2, 

IL. XlII,  220. 
Trigonometrie. 

1 
230. Démonstration de l'inégalité x - sin x ( - x'. M. F O u c  h é. Mathesia Sér. 2, 

v, 117. 4 

231. Résondre l'équation. [sin (x - a)  + cos (x + 2 or). sin a]' = 4sin a cos x sin (x + a) .  
C. J. F r a n ç o i s .  Maiheais SBr. 2, V, 100. 

232. Herleitung der trigonometrischen Formel fiir die Tangente des halben Winkele 
aus den Seiten des Dreiecks. O. S pech  t. Grun. Arch. 8. R. XIII, 225. 

233. Relations entre les éléments de  tout triangle. L e m o i n e .  Mathesis Sér. 2, 
TT, 238. - B a r i s i e n  ibid. 239. 

234. Verhalten sich die Dreiecksseiten a : b : c = 4 : 6 : 6, und sind a, 8 ,  y. die 
gegenüberliegenden Winkel, eo i s t  y = 2 a .  F. S p  e c h t .  Grun. Archiv 2. 
B. XIII, 222. 

235. Solution élémentaire d'une question de maximum. Mathesia Sér. 2 , V ,  33. 
Vergl. Reihen 220. Spharik. 

W. 
WBrmelehre. 

236. Commentaire aux principes de- la thermodynamique. P. D u h  em. Journ. 
Math. Sér. 4 ,  X ,  207 [vergl. Bd. XL Nr. 6491. 

237. Ueber den Bunsenbrenner. H. K u r t z .  Zeitschr. Math. Phgs. XL,  60. 

Winkeltheilnng. 
238. Zur Trisection des Winkels. E. F i s c h e r .  Grun. Archiv 2. R. XIII, 210. 
239. Zur Losung des Problems der Ureitheilung des Winkels. L o t h .  v. K o p p e n .  

Grun. Archiv 2. R. XIII, 446. 

Wurzelansziehnng. 
210. Sur les valeurs principale6 des radicaux. D e T i l l y .  Mathesis Sér. 2,V, 177, 217. 
241. Sur un moyen graphique d'extraire l a  racine cubique d'un nombre. G. V a n d e r -  

s t e g e n .  Matkesis Sér. 2 ,V ,  146. - DBprez  ibid. 147. - B a r b a r i n  
ibid. 228. 

z. 
Zahlentheorie. 

242. Untersuchung der  Fundamentalgleichung einer Gattung für eine reeiie Prim- 
sahl al8 Modul und Bestimmung der Theiler ihrer Discriminanten. 
K. H e n s e l .  Crelle CXilI, 61. 
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243. Arïtlimetische Untersuchungen über die gemeinsamen ausserwesentlichen Dis- 
criminantentheiler einer Gattiing. K. H e n  se l .  Crelle CXIII , 128. 

224. Zu Eiemarin'n Abhandluug über die Anzahl der Primzahleu uuter einer 
gegebenen Grosse. H. v. M a n g o l d t .  Crelle CXlV, 255. 

245. Ueber die Bestimmung der Anzahl der Primzahleu bis zu einer gegebenen 
Zahl N mit Hilfe der Primzahlen, welche kleincr a ls  sind. B.Voll- 
p r e c h t .  Zeitschr. Naih .  Phys. XL ,  1,18. 

246 Comhinatori~cher Heweis des Wilson'schen Lehrsatzes Ad. S c h m i d t  ~. - -  

~ e i t s c h I T ~ a t l i .  Phgs. X L ,  124. 
247. Ueber eine Verallgemeineriing der Euler'schen <p Function. K. T h .  Vahlen. 

Zcitschr. Math. Phys. XL,  126. 
248. Unrichtigkeit eines von Legendre aosgesprochcnen zahlentheoretischen Satzes. 

P i l t z .  Zeitschr. Math. Phvs. X L .  125. 
Arithmetische Studien über den ,;letzten4< Fermat'schen Satz ,  welcher aussagt, 

dass d ie  Gleichung an = b n  + P für s> 2 i n  ganzen Zahlen nicht 
auf losbar ist. E. W e n d t. Crelle C X l i l ,  335. 

Beweis des Fermat'schen Satzes von der Onmoglichkeit der Gleichung 
zn+ y"= .e" für rationale Zahlen und n > 2. G. K o r n  e c k. Grun. 
Archiv 2. R. XIII, 1 ,  263. 

Die Transformation der quadratischen Formen. K. T h .  V a  h 1 en. Zeitschr. 
Math. Phys. XL, 127. 

Questions d'arithmologie. D e  IL o c  q u i g  ay .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 57. 
Ueber einen zahlentheoretischen Satz des Herrn Schubert. W. A h r  eus. 

Zeitschr. Jlath. Phys. X L ,  245. 
Trouver pour A e t  B des valeurs entières telles que  les racines de 

x2 + A x + B = O soient rationnelles. F a u q  u e m b  e r g u e .  Mattiesia 
Sér. 2 .  V. 125. 

Sur nn noiibré entier dans le système dont la base est B. F a u  q u e m b e r g u e .  
Matheais Ser. 2 ,  V, 125. 

Fiindamentalauf losungen der Pell'schen Gleichung. G .  S p e c k m  a n n. Grun. 
Archiv 2. It. XIII ,  327. 

Ueber die Aufl6sune der Pell'sclien Gleichune. G .  S u e c k m a u n .  Grun. - - *  
Archiv 2. R. X I ~ I ,  330. 

Nombres dont on peut demontrer qu'ils sont l a  somme de quatre, soit de 
troistriangulaires. F a u q u e m  b e r g u e ,  C r i  s t e s  CU.  MathesisSér. 2 ,V,  150. 

Sur une valeur de x qui rende l'expression (x + a2) ( 5  + b?) (a + c2) carré 
parfait. F a u q u e m  b e r g  ue. Mathesis Sér. 2 ,  V, 76. 

Le carré de  la somme d e n  carrés est aussi l a  somme de n carrés. F auquem-  
b e r g u e .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 101 [vergl. Bd. X L ,  Nr. 2821. 

La somme - l4 + 34 - 54 + 74 - . . . + ( 4 5  - 1)4 n'est ni  un carré, ni le 
double, ni le triple d'un carré. E. F a u q e m  b e r g u e .  Mathesis Sér. 2, 
v 912 - 1 --.-. 

Pour quelle valeur de n la somme des boulets des lz premières piles à base 
c a r d e  est  elle un  carre parfait? E. F a u q u e n i b e r g u e .  Mathesis 
Sér. 2, V, 175. 

Ueber die Zerlegung der Zahlcn von der Form 471 + 1 i n  zwei Quadrate. 
ü. S p e c k m a n u .  Grun. Archiv 2 li. XlI1, 333. 

Mettre na + (2% - 1)2 + (.Ln. + 1)) SOUS la forme d'une somme de deux nombres 
triangulaires. H. B r o c a r d .  Mathesis SEr. 2, V, 23. 

Sur un thèoréme d'arithmétique. N a u t i c u s .  Mathesis Sér. 2 ,  V, 37. - 
L. M e u r i c e  ibid. 64. 

~ e b e r -  die potenzen d e r  Zahlen von der Forrn rr. i 1. Ci. S p e c k m a n n .  
Grun. Archiv 2. R. XUl, 216. 

Potenzcongruenzen. G. S p e c k m a n n .  Grun. Archiv 2. R. XIII, 217. 
Congruenzen. G.  S p e c k m a n n .  Grun. Archiv 2. R. XLII, 219. 
Si 8 q  + 7 est premier, 2 4 ~ +  - 1 ne l'est pas. F a u q e m b e  r g u e .  Mathesis 

S6r. 2 .  V. 126. 
~ e b e :  d i e  ~eiheosys teme,  deren Modul ein vielfaches von 6 kt. G. S p  eck -  

m a n u .  Grun. Arcliiv 2. R.  XIII ,  334. 
Eine arithmetische Sclierzaufgabe. Benz.  ürun.  Archiv 2. B. XID,  336. - 

Vergl. Formen. 
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Das Problem der kürzesten Dammenmg. 

Von 

'Ur. KARL ZELBE 
in Brünn (Mihren). 

Hierzu Tafel IV Figur 1-13. - 

Das Problem der kiirzesten Dtimmerung vordankt seine Berlihmtheit 
nicht so sehr seiner Bedeutung irn Bereiche der Gegenstiinde der theoretischen 
Astronomie, als vielmehr dem Umstande, dass sich nach der Erfindung der 
Differential- und Intcgralrechnnng eine Reihe der hervorragendsten Mathe- 
matiker mit demselben beschaftigten, aus deren Reihe es gentigen dürfte, 
dieNamen eines J o h .  B e r n o u l l i ,  E u l e r ,  L a m b e r t  und M o n g e  heraus- 
zuhcbcn. Nachdem es so mit der Entwickelungsgeschichte der Mathematik 
in einem gewissen Zusammenhange steht,  scheint es nicht unzweckmassig, 
einen Ueberblick Hber die bei der Auflosung angewendeten Methoden zu 
geben, zumal diesclben vom pidagogischen Standpunkte aus sehr werthvoll 
sindi denn es wechseln dabei synthetische mit analytischen Behandlungen; 
haufig wird die Aufgabe blos mit Hilfe der Formeln der sphiirischen 
Trigonomotrie gelost, ja solbst die Mothode der darstellenden Geomotrie 
wurde von M o n g e  zur Auflosung des Problems benlitzt. 

Um indessen Wiederholungen zu vermeiden, seien hier die Bedeutungen 
einiger hliufig wiederkehrenden Grossen angegeben; es bedeutet immer 

die Polhohe oder gcographische Breite, 
die Declination der Sonne oder des Gestirnes, 
das Azimuth und zmar a, für den A.uFgang oder Untergang der 
Sonne, a, für den Bcginn der Morgendommerung oder das 
Ende der Abenddammerung, 
den Stundenwinkel; tl und t, wieder die Stundenwinkel fur die 
zwei eben angeflihrten Epochen, 
den sogenannten parnllactischen Winkel; p, und p, dessen Werthe 
für dieselben Epochen , 

r = t, - t, die Dauer der Dlimmerung, 
h die H6he des Gestirnes, insbesondere 
- c die Hohe des Dr;mmerungskreises. 

Hi&-lit. Atitli. d. Zsitsïlir. f Math.u.PLiys. 41. Jahrg. 1896. 4 Heft 10 
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1. 
Bekanntlich versteht man unter Diimmerung jenen Zeitabschnitt des 

astronomischen Sages, der zwischen Sonnenuntergang und dem Eintritte 
der vollstandigen Dunkelheit oder zwischen der ersten Rrhellung des est- 
lichen Horizontes und dem Sonnenaufgange verfliesst. Nun sind die Be- 
griffe ,vollstiindige Dunkelheitu und ,,erste ErhellungU etwas unbestimmt, 
und man findet deshalb auch wirklich fur die Dauer der Diimmerung, oder, 
was dasselbe ist,  fur  die H6he des Dammerungskreises bei den verschie- 
denen Schriftstellern sehr abweichende Angaben. 

Nach H o  u z e a u ,  Vade-mecum de l'astronome (Bruxelles 1882) und 
Ki imtz ,  Lehrbuch der Meteorologie 3. Rd. (Leipzig 1836) sind die wich- 
tigsten die folgenden: 

Jahres- 
zahl. Butor und Tite1 des Werkes. c 

- 80 Ca. P o s i  d o n i u s  (nach Plinius, Historia naturàlis, lib.11. cap.32) 19O 
. . .  S t r a b o ,  Rerum geographic. libri XVII. Parisiis 1620. 

pag. 135 . . . . . . . . . . .  17O30 
130 Ca. Pt o l e  m a u s ,  Apparentiæ inerrantium stellarum. Urbini 

1592 . . . . . . . . . . . . . . . .  l a 0  
1088 Ca. A l h a z e n ,  De causis crepusculornm (nach "Nonius, De 

c repuscn l i~ .~  Olyssipone 1542) . . . . . . . .  19 

V i t e l l i o ,  Optice. Bnsilez 1672; 1ib.X. prop. 60 . . .  19 
13. J. 1 
1542 N o n i u s ,  De crepusculis. Olyssipone; par. I I .  prop. 18 . 16 

. . . .  1550 C a r d a n ,  De subtilitate. Norimbergæ; lib. IV 19 
1556 G e m m  a P r i s i u s ,  De astrolabo catholico. Antuerpiæ; 

suppl. . . . . . . . . . . . m . . . .  18 
1567 S C U  1 t e  t u s , Phænomena novilunii ecliptici. Gorliciæ ; lib. II 19 
1578  C l a v i  u s , Commentarius in sphæram J. de Sacro -Bosco. 

Romæ 1606; pag. 131 . . . . . . .  19 
1585 B a r o c i u s ,  Cosmographia. Venetiis; pag. 198 . . . .  1 9  
1588 R O t hm a n n  ( B r a h m s ,  Epistolarum astronomicarum libri 

duo. Francofurti 1610). Ende der astronomischen 
Dgmmerung . . . . . . . . . . . . . .  24 

1589 S t e v i  n u s ,  Cosmogrnphia pars II. geograph. lib. 111. prop. 2 19 
1 6 . .  C o n i m b r i c e n s i s ,  De coelo; l ib . I I I . cap .5 .quæst .2 .  . 19 
1602 T y c h O B r  a h  e l  Astronomiæ instauratæ progymnasmata 

. . . . . . .  (1610) 1, 95, 733 und II, 410 16-17 
1602 M a g i n i ,  Tabulæ primi mobiliu. Venetiis; 1ib.XI.prob. 30. 18 
1606 C l a v i u  s ,  De crepusculis . . . . . . . . . . .  18 
1618 K e p l e r ,  Epitome astronomiæ copernicanae; lib. III.  ~ a r s  5 18 
161 9 S n e  l l i u  s ,  Descriptio corneta, qui anno 1618 effulsit. 

Lugduni Batavbrnm . . . . . . . . . . .  19 
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123 -- 
Jahres- Autor und Tite1 des Werkes. 
zahl. C 

1620 B l a n c a n u s ,  Sphæra mundi. Bononiz; lib. VI. cap. 5; 
lib. X cap. 15 . . . . . . . . . . . . .  1 8 O  

1621 R o g g e  m b a c h (nach Tanner, Dissertatio peripatetico- 
theologica de coelis. Ingolstadii; quæst. 7) . , . 19 

1622 L o n g o  m o n t  a n  u s ,  Astronomia danica. Amstelodami; 
sphaerica lib. II. cap. 11 . . . . . . . . . .  20 

1624 G 1 o r  i O s O ,  De cometis dissertatio astronomico -physica. 
Venetiis lib. II. cap. 2 . . . . . . . . . .  18 

1644 R e s t a  , Meteorologia de igneis, aëreis aqueisque corporibus; 
lib. II. trac. 1. cap. 2 . . . . . . . . . . .  19 

1644 W e n d e l i n ,  Luminarcani. Antuerpiz;  praif. pag. 5 . . 19 
1644 C a b a e u s ,  Philosophia experimentalis. Romæ . . . .  16-17 
. . . .  Co t t u n i u s ,  Meteorologica; lib. 1. lect. 33 . . . .  19 
1647 G a s s e n d i ,  Institutio astronomica. Parisiis; lib. 1. cap. 1 8  18 
1651 Ricc i  o l n s ,  Almagestum novum Dononiæ. 1. 39; 

in den Aequinoctien Morgens . . . . . . . .  16 
. . . . . . . .  n n n Abends 20° 30' 

. . . . . . .  dem Sommersolstitium Morgens 21 25 

. . . . . . .  Wintersolstitium Abends 17 23 
169215) J. D. C a s s i n i  (nach Lalande, Astronomie II. 1792), Endo 

der astronomischen Dlimmerung . . . . . . .  15 
1751 L a  C a i l l e ,  Histoire de l'académie des sciences. Paris 

(nach Beobachtungen am Meere) . . . . . . .  16°55' 
1760 L a m b e r t ,  Photometria. Aug. Vindelic. Ende der Dammer- 

ung . . . . . . . . . . . . . . . . .  1830 
1859 L i  a i s ,  Comptes rendus hebdomadaires. Paris; tomeXLVII1, 

pag. 110 . . . . . . . . . . . . . . .  18 18 
1865 J. S c h m i d t ,  Astronomische Nachrichten Bd. LXIII ,  

Seite 105. Ende der astronomischen Dammerung . 15 53 
Ein Rlick auf dieso Zahlen llisst dia aussorordentlicho Schwierigkeit 

der Beobachtung i n  der Unsicherheit der Angaben erkennen. Wenn wir 
auch immerhin den alteren Beobachtungen kein besonderes Vertrauen 
echenken, so schwanken doch selbst die von geubten Beobachtern an- 
gegebenen Werthe in ziemlich weiteii Grenzen, wie dies auch bei dem nach 
Klima und Jahreszeit wechselndem Zustande der Atmosphire nicht anders 
moglich ist. Wir konnen uns daher auch heute noch mit dem bisher adop- 
tirten Mittelwerthe der Sonncndeprcssion am Ende der astronomischen 
Abenddiimrnerung c = -  18O 

behelfen; gleichzeitig wollen wir das Ende der a s t r  o n o m i s  c h  e n  A b e n d -  
d i immerung  in jenen Zeitpunkt versetzen, in dem die schw%chsten, dem 
unbewaffnoten Auge eben noch erkennbaren Sterne am Himmel deutlich 

10 * 
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sichtbar werden. Freilich haftet auch dieser Definition noch eine bo- 
deutende Unsicherheit an ,  indem die Durchsichtigkeit der Atmosphare, 
sowie die Uebung und Scharfsichtigkeit des Beobachters dabei eine grosse 
Rolle spielen; indessen liegt diese Unsicherheit in  der Natur der Er- 
schoinung und is t  irn Grunde genommen ftir das Folgondo von wenig Be- 
lang. Als Ende der b ü r g e r l i c h e n  A b e n d d a m m e r u n g  wird gewohnlich 
der Zeitpunkt angegeben, zu dom man die Arbeiten im Freien oinzustsllen 
pflegt; es ist  dies allerdings wiederum ein sehr undeutlich begrenzter Be- 
griff; indessen wird man erfahrungsgemass nicht weit fehlgehcn, wenn 
man am Ende der Abenddammerung die Depression der Sonne zu 6-8' 
annimmt." 

II. 
Als im Zeitalter der Entdeckungen die Portugiesen an der West- 

küste von Aîrika gegen den Aequator vordrangen, setzte sie die ausser- 
ordentlich kurze Dammerung i n  Erstaunen, und Cardinal-Infant H e inr ich  
(der nachmalige E6nig von Portugal 1378-1580) beaiiftragte seinen 
Lehrer P e  d r  O N u n n e z  (Petrus Nonius), sich mit den niiheren Umstiinden 
dieser Erscheinung und ihrer Erkliirung zu heschaîtigen. Dieser Aufgabe 
entledigte sich Nonius in  dem Werke: 

,,Petri Nonii SalaciGsis de Crepusculis Liber unus nunc rec& natuv 
et  editus. Item Allacen, Arabis vetustissimi, de causis Crepusoulorum 
Liber unus, à Gerardo Cremonensi jam olim Latinitate donatus, nunc vero 
omniu primum in lucem editus. Ollyssipone 1542." 

Nachdem er nin%chst den Depressionswinkel der Sonne am Ende der 
Abendd%mmerung für  Lissabon zu 16O bestimmt, weist e r  XVII) 
nach, dass die Dgmmerung zur Zeit des Wintersolstitiums nicht die 
kürzeste sei, sondern von dort gegen die Aequinoctien hin abnehme. Zur 
Zeit der Aequinoctien sei sie aber schon i m  Wachsen begriffen, und es 
lasse sich eine negative Declination der Sonne angeben, die eine ebenso 
lange Dammerung bewirke, wie zur Zeit der Aequinoctien. E r  ~ u c h t  
hierauf den Zusammenhsng zwischen den Elongationen der Sonne vom 
Ost- oder Westpunkte des Horizontes und ihrer Declination am Tage der 
kürzesten Dammerung und beweist schliesslich den Satz, dass am Tage 
der kürzeston Dammorung der Acquator den Dopres~ionsbogon halbirt. 

Figur 1 stelle die stereographische Projection der Himmelskugel rom 
Südpol au£ die Rhene des Aeqiiators vor; AhQH ist  der Aequator, 
h O H  der Horizont mit dem Mittelpunkte in  na; xSZ der Almucantarat 
mit dem Depressionswinkel c (- 18') und mit dem Mittelpunkte in n. 

* Die ausführlichsten Beobachtungen über die Dammerung hat W. B ezold 
in den ,,Annalen d. Physik u. Chemie von J. C. P o g g e n d o r f f L L  Bd. 123 (1864) 
verfiffcntlicht. 
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Beschreibt man aus P (dem NordPol) mit dem Radins Prn einen Bogen 
und ebenso aus n mit dem Radius nS-  mO, so mogen sich diese Uogen 
in C schneiden; verbindet man C mit n und verlgngert diese Gerade bis 
zum Durchschnitte mit xS1 in  a, so ist a ein Punkt  des Parallelkreises 
der Sonne a m  Tage der kürzesten Diimmerung. Zum Beweise ziehe man 
den Umfassungskreis der Circumpolarsterne BRU O iind die von der Sonne 
zu verschiedenen Zeiten beschriebenen Parallelkreise t w ,  fh, ag, p o ,  xz etc. 
Bus C mit  dem Radius m0 = Ca werde der Kreis q u e a i y  . . . beschrieben, 
so wird derselbe den pSI in a und den Umfassungskreis der Circum- 
polarsterne B R  D O i n  q borührcn, gleichzeitig sind 

<)laeh = <):Ohe, 

wie sich aus den Eigenschaften dor stereographischon Projection nach- 
weisen lasst. Die Bogen tw,  fh, ag, po, xz... sind den Zeiten der be- 
züglic.han Diimmorungon proportional, und so id es loicht ersichtlich, dass 
die Diimmerung zur Zeit der Aquinoctien nicht die kürzeste kt ,  ebenso- 
wenig wie die Diimmerung zur Zeit des Wintersolstitiums, welcher etwa 
der Bogen x a  entsprechen mag. Zieht man den Hohenkreis Z a ,  der den 
Aequator in  r schneidet, so liisst sich aus der Gleichheit der Winkel der 
beiden spharischen Dreiecke drh und ade  auF ihre Congruenz schliessen; 

daraus folgt, dass a d  = d r  

ist, das heisst, d a s s  d e r  D e p r e s s i o n s b o g e n  a m  T a g e  d e r  k ü r z e s t e n  
D i i m m e r u n g  v o m  A e q u a t o r  h a l b i r t  w i r d .  

Die weiteren Resultate des N o n i u s *  sollen nun nach D e l a m b r e ' s  
Vorgange in die moderne Z~ichensprache iibertragen werden. D a m  is t  es 
nothwendig, zuerst den nachstehenden Hilfssatz zn beweisen (Fig. 2): 

,,Werden zwei sich schneidende gr6sste Kreise R S  und R Q  von einem 
grksten Kreise ES und einem Kleinkreise Hl, aus demselben Mittel- 
pnnkte O beschrieben, so geschnitten, dam die abge~chnittenen Bogen D E  
und Hc iihnlich sind (das heisst gleichen Centriwinkeln angehoren), so ist  

<): BD E = <): k . E p  
und Bogen (RU + RE) = 180°." 

Zieht man die Radien OH6 und O l p ,  so i s t  

Bogen HL lihnlich Bogen dB; 

allein nach dor Vorauasetaung ist 

Dogen H l  ahnlich Bogen DE, 

daher, da Bogen 6@ und Bogen D E  auf demselben Kreiso liegen: 

Bogen 6 ,E = Bogen DE. 

* ,,De Nonius, de ses formules pour les c rkpusc~les .~~  Cannaissance des 
tems pour l'an 1518. Paris 1515. 
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Da ferner H6 = P t  

so wird 

und mithin <):HDE = <):tEp. 

Allein es gilt die Relation: 

sis RD : sin RE = sin H D E  : sin CEP, 
daher : R D  - I B O o  - RE. 

Wir gehen nun zn Delambre ' s  Beweis über. E s  sei in Figur 3 H R  
der Horizont, L P  der Parallelkreis der Sonne zu irgend einer Zeit vom 
Horizonte bis zum Dimmerungskreise; der Bogen des dequators EQ dss 
Xass der Dammerung = z; nach dom gerade bewiesenen Satze sind: 

<):RE& - <):(180° - EQ R) = 90'- cp 
und Bogen (RE + BQ) = 180°, 

was wir dadurch berkksichtigon wollen, daas wir setzen: 

RQ=90°-rn, RE=90°+m. 

Aus A R E &  folgt dam:  

cosR - cost cosey + sinep 
oder 

R 
4 sin - = sin t- cos 5p. 

2 2 

Dazu bemerkt D e l a m b r e ,  dass sowohl Non ius  als auch C lav ius  und 
Kei l l  die Bedeutung des Winkels R und des Dreieckes RE& ftir die Auf- 
losung des Problemes übersahen; denn es gestaltet sich nun die Auflosung 
sehr einfach; aus demselben Dreiecke folgt: 

sin R : sin z - cos y : cos m 

sin r COS rp 
cosm- - - - - 9  

sin R 
o h ,  mit Berticksichtigung der Gleichung a), 

2 
Halbirt man den Bogen EQ in ml, so wird auch der Winkel R halbirt, 

und %s ist Bogen Rm' = 90'. 

Wir erhalten also auch zur Bestirnmung von m die schsrfere Formel: 

P) 
Z 

tg  m = tg - sifi cp. 
2 

F d l t  man Py senkrecht auf LR, so folgt aus dem Dreiecke RyP, 
Py = c gesetzt: 
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C C 
si@ - cos - 

silz c 
s i n P R  =--= 

2 -  2 
Y )  silz R R B = C O S * ~  

sin - cos - 
2 2 

daher: PR-90°f f i .  

Es aber PQ = Pl1 - QI< - 9 0 ° 1  n- (90°- m), 
oder 

8 )  PQ=na+fi. 
Fkillt man von P eine Senkrechte auf den Aequator EQ, so erhzlt 

man aus dom resultirendcn rechtwinkligen Dreiecke: 

4 s i n d = s i n ( m  + n) c o s y ,  
und dies sind die zwei gleichen Sonnendeclinationen des Non ius ,  welche 
gleiche Dauer der DSrnmerung bewirken. 

Rechnet man aus den bekannten Formeln: 

silz c 
cos t, - - 

cos rp cos 6 - t g y  fgd 

costl - - tgrp tg6  

die Stundenwinkel der Sonne zu Beginn der Uorgendammerung t, und bei 
Sonnenaufgang t,, so ergiebt sich dio Dauor in Zeit: 

1 
z = 75 (t" - t,). 

Fallen die Dechationen in eine einzige zusammen, und dies ist der 
Fa11 für va = 0°, 

so erhalt man die Formeln des Non ius  für die kürzeste Dlimmerung: 

sin c 
COS n - -- - 1, c - R ,  

sinR 
und nach a): R c 

sin sin 

4 . Z --. szn-= --- 
2 cos9  cosrp 

Denn, aus dem Dreiecke P M y  folgt: 

sin c 
SilzR- - 1  

cos n 

und es ist offenbar R am kleinsten, wenn 

n = 0°, also R - c. 

Die Dammerung ist aber nach ci) am kiirzesten, wenn R seinen 
kleinsten Werth erhalt. Es  erübrigt nur noch, aus diesen Formeln den 
Werth der Declination am Tage der kiirzesten Dkmmernng zu ermitteln, nm 
die Uebereinstimmung mit den spater gefundenen Losmgen zu beweisen. 
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Aus Gleichung E )  folgt: 
sin d = sin rn cos y, 

ous Gleichung i * )  und ,8) : 
sin 

sin m = - R- sin rp, 

T 
oder fiir den gogebcnen Fal l ,  da R =  c ist: 

sin - 
2 .  sznm = - szn rp 
C 

s- 
und somit naüh Gleichung E) und 9) :  

C 
sinâ=silzcptg-3 

2 
oder, wenn man berücksichtigt, dass c eine essentiel negative Grosse ist 

Diese Gleichung wird im weiteren Verlaufe immer als Auflosung des 
vorgelegten Problemes erscheincn. 

1 s t  die Declination gleich Null,  so ftillt der Bogen PL mit den 
Aequatorbogen E Q zusammen; Q z  wird d a m  - c ,  und es ist: 

-silzc=sinRQsinR=cosmsinB, -sinc=sinrcosrp, 
woraus 

sin c 
11 sinz=-- cos rp  

die Dauer der Diimmerung zur Zeit der Aequinoctien, die ebenfalls 
einer Formel des N o n i u s  entspricht. Aber diese Dauer entspricht nach 
N o n  i u s  noch einer anderen negativen Declination dor Sonne, welche auf- 
gesucht werden soll; aus den allgemeinen Forrneln folgt: 

'2 

, ' O S %  - sin zrcos cp - sin c 
cosm = -- - 

R' sinR' sin IZ' ' 
"S;3 

c C 
silz, cos 5 

cosn= - 
R' R" 

sin COS - 
2 2 

sin â = - silz (n'+ m') COS p = - sin 2m'cos rp. 

Wir  haben uns mit der Auflosung des N o n i u s  eingehender be- 
schgftigt, einmal, weil dies die erste Losung des Problemes iiberhaupt war, 
dann auch, weil der Beweis erbracht werden sollte, dam N o n i u s  das 
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Problem in gewissem Sinne vollstandig erledigte. Wenn wir im Folgenden 
einzelne eigenartige Auflosungen eingehender darlegen werden, so wollen 
wir doch im Allgemeinen einen mehr referirenden Standpunkt einnehmen. 

III. 
I n  den nachsten Jahrzehnten nach dem Erscheinen von N o n i u s ,  

Werke scheint kein wesentlicher Portschritt in  Bezng auf das vorgelegte 
Problem erfolgt zu sein; grossere und weit wichtigere Aufgaben nahmen 
die Aufmerksamkoit der Astronomon i n  Anspruch; das Erscheinen der 
Werke von C o p e r n i c u s ,  K e p l e r ,  G a l i l e i  und N e w t o n  lenkte von den 
geringfiigiperen Problemen der spharischen Astronomie ab ,  wenn ich auch 
nicht gerade behaupten will, dass koines der damaligen Werke der 
spharischen Astronomie etwas von dem Probleme der kiirzesten Dammerung 
elithielt; selbst der bekannte gelehrte Jesuit C. C l a v i u s  brachte i n  seinem 
Commentar zu S a c r  o - B  o s  C O *  die Sache wonigstens nach D e l  ambre 's* '  
Urtheil um keinen Schritt weiter. Auch die von L u 1  of sa** citirte Stelle aus 
Clav i  u s Opera tomus III pag. 272 scheint eben nichts Anderes, als eine 
Reproduction dos Vcrfahrens von N o n i u s  zu sein, da davon weiter keine 
Erwahnung gethan wird. 

Erst nach der Erfindung der Differentialrechnung begannen sich die 
Mathematiker mit der Aufgabe wieder intensiver zu beschëftigen. Zunlchst 
ist es J o h a n n  B e r n o u l l i ,  .der  im Journal des savansU fur 1693 schreibt: 

,,J'ai rbsolu le problème, de trouver gbométriquement le  jour du plus 
petit cr8puscule; ce qui a occuppb mon frére, professeur do mathématique 
à R â l e  ( J a c o b  B e r n o u l l i ) ,  e t  moi depuis plus de cinq ans, sans en 
pouvoir venir à bout. Ce problème est d'autant plus curieux, que je 
demeure par ma methode d e  m a x i m i s  e t  m i n i m i s  (qui est pourtant 
une des plus courtes), dans un calcul prolixe et  embarassé, qui se laisse 
à la fin rbduire B une petite équation quarrée, que je transforme e n  cette 
simple proportion géométrique: C o m m e  l e  r a y o n ,  c i  l a  t a n g e n t e  d e  
la m o i t i b  d e  l ' a r c  c r é p u s c u l a i r e  ( q u ' o n  s u p p o s e  o r d i n a i r e m e n t  
de 18 d e g r é s ) ;  a i n s i  l e  s i n u s  d e  l ' é l e v a t i o n  d u  p o l e ,  a u  s i n u s  
de  l a  d é c l i n a i s o n  m é r i d i o n a l e  c h e r c h é e  d u  so le i l .  Quand on a 
sa déclinaison, on a aussi le  lieu dans l'ecliptique; e t  partant le  jour de 
l'année auquel se fait le plus court crépuscule. Supposé doncl'are crépusculaire 
de 18 degrés, e t  l a  latitude de 48 degres 51 minutes, qui est celle de 
Paris; on trouve, selon la règle que je viens de donner, que le  plus 
petit crépuscule se fait ii Paris ,  quand le  soleil dbcline vers l e  midi de 
6 degr. 50 min. Si on cherche maintenant l e  lieu dans l'ecliptique, on 

* C. C l  a v i u  a ,  In sphæram J. d e  S a c  r o-B osco commentarius. Romæ 1606. 
** D e l a m b r e  in Connaiseance des tems pour l'an 1822. Paria 1818. 

*** In Bezug anf das Werk von Lulofs  siehe die Literaturangabe am Schlusee 
der Abhandlung. 
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trouvera que le soleil doit etre éloignb d'un des points Equinoxiaux de 
de 17 degr. 25 minutes, c'est- a-dire ,  qu'on aura l e  plus petit crépuscule 
à, Paris le 18 jour avant le premier bquinoxe, e t  le  18 jour aprés l'autre 
kquinoxe. * 

Leider besitzen wir ausser dieser kurzen Notiz keine nahere Angabe 
tiber die A r t ,  wie J. B e r n o u l l i  zu dem einfachen Resultate durch eiue 
nmstandliche Rechnung gelangt ist. Man is t  daher au€ Hypothescn an- 
gewiesen , und so ha t  T. S. D a v i e s i n  ,The London and Edinburgh philo- 
sophical magazine and journal of science III. ser. 3 vol. London. Juli- 
Dccember 1833" vorsucht, die B e r n  O ul l i ' sche Losung wieder herzustellen; 
der Tite1 der Abhandlung ist: 

,On 13 e r n o u l l i ' s  solution of the problem of shortest twilight.' 

Nach einer kurzen Einleitung tiber die Geschichte des Problemes, 
welche iibrigens nicht ganz verlasslich i s t ,  stellt sich der Verfasser dio 
folgende Aufgabe: 

Gegeben sind zwei Almucantars; es ist  die Polardistanz zu Gnden, 
bei welcher der Parallelkreis der Sonne zwischen den beidcn Almucantars 
den kleinsten Rogen beschreibt. 

Es seien in  Figur 4: das Zenith, 

P der Pol ,  

L M N P '  der Parallel zum Aequator , 
L T N ,  ZSR, M UPr  drei Almucantars. 

Setzt man c)< T P N  = t,, 

sa ergeben die bekannten Formeln der sphiirischen Astronomie: 

cos Ip cos s 
sin h, - sin q s i n  S 

tp = W C  COS [ 
cos  cp cos 6 

und da 
t 2  - t, 

1 
ein Minimum werden soll, so muss : 

* J. B e r n o u l l i ,  Opera omnia. Lausannæ et Genevæ 1742. Tom. 1. Au6 

Journal des Savans 1693. 38 Journal du 19. Janv. pag. 25 édit. de Paris. 
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1 - sin rp cos2 6 cos rp f- (sin h, - sin rp sin 6 )  cos rp sin S 

l 
. - , . 

m s 2 r p c o s 2 ~ ~ l -  ( cos cp cos 6 

(sin rp  - sin hl sin 6') sec 13 -- (sin rp - sin h, sin 6) sec 8 
-= 0 

 COS" qi - sin2 hl + 2 sin rp  sin dsin hl - sin2 d vcos2 <p - sin2 h, + 2 silz sir. asin h, - 
quadrirt und reducirt man die Gleichung, so ergiebt sich: 

sin4d - 2 sinrp sin3d. 1 $ sin h, sin hl 
- cos"sin2d 

sin h, + sinh, 

I + 2sincpsin6 1 + s h h ,  sinh, - sin" sec" = O 
silz h, + sin h, I 

1 + sin h, sin hl sin813 - sin26cos28 + 2sincpsin6 . cos26 
szn h, + sinh, 

I 

und daraus 

i 1 + sin hs inh,  
cos26. sec213 sin" - 2sénrpsin6 . + sinzY] - O ,  

sw h, + sila hl 

woraus sich f u r  silzd die beiden Werthe ergeben: 

1 
cos - (h, - hl) 

sin J I  = sin q 
2 
1 

l 

sé~a - (h, + h,) 2 
1 

sin - (h, + hl) 
sin 6, = silz rp  

2 
1 

COS - (h2 - hl) 
2 

Dies ist nach D a v i e s  die LBsung von J o h a n n  B e r n o u l l i ;  weil aber  
dieser sowohl, als auch D ' A l e m b e r t  den Factor sec8 zu frühzeitig fort- 
liessen, erhielten dieselben eine Gleichung vierten Grades, welche die 
beiden nicht zum Probleme gehorigen Wurzeln 

enthalt. Ich mochte aber sehr bezweifeln, dass dies wirklich die Auf- 
losung der Aufgabe von B e r n o u l l i  ist; denn ausser einigen rein algebraischen 
Transformationen, die keine Schwierigkeit darbieten, und wegen deren 
B e r n o u l l i  wohl kaum so vie1 Worte vergeudet hiitte, bietet diese Auf- 
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l6sung keine schwer einzusehenden Folgerungen; dagegen mochte ich mir 
die folgende Bemerkung erlrtuben: Zur Zeit I3 e r n o  u l l i ' s  lagen sowohl 
die analyt i~che Geometrie als auch die sogenannte sphirische Astronomie 
noch sehr in den Anfangen; in jenen Zeiten war man gewohnt, die Probleme 
der spharischen Astronomie mit Hilfe von Betrachtungen über die Lage 
und Schnitte der Kreise auf der Kugel zu losen, mit anderen Worten: die 
sphiirische Astronomie war darnala eine Art  Geometris der Kugeloberflkhe; 
wer jemals Gelegenheit ha t ,  liltere Werke dieser Ar t  zu studiren, wird 
meine Bemerkung bestatigt finden und bald erkonnen, wie sohr die einfachston 
Aufgaben zu Complicationen fiîhren, die wir heute mit E l f e  der sphkischen 
Trigonometrie mit  einigen Zeilen erledigen. I n  der Tha t  werden wir im 
weiteren Verlaufe dieser Abhandlung sehen, wie sich die Auflosungen in 
dem Grade vereinfachen, als die Entwicklung der spharischen Trigono- 
metne  fortschreitet. 

Die weiteren Bemerkungen von D a v i e s  tibergehon wir hier, einmal, 
weil dieselben gegen die Arbeiten seiner Vorgiinger nichts Neues ent- 
halten, d a m  auch, weil dieselben vie1 an Klarheit und Durchsichtigkeit 
zu wlinschen übrig lassen, und kehren wieder zum Beginn des 18. Jahr- 
hunderts zurück. 

IV. 
Die ersten Jahrzehnte des 18. Jahrhnnderts bringen fast keinen Fort- 

schritt. Zum grossten Theile waren es nur  mehr oder minder modificirte 
Reproductionen der synthetischen Methode von N o n i u s ,  die man mit dem 
modernen Hilfsmittel der Difforentialrecbnung zu vereinfachon trachtete; 
als Beispiel dafür wollen wir die Behandlung der Aufgabe nach l ' E ô p i t a l *  
durchführen. S c h e r  f f  e r ,  dessen ,,Institutiones astronomiae theoroticae" 
mir dieselbe entnehmen, bezeichnet ausdrücklich 1 ' I I ô p i t a l  als Gewahrsmann. 

E s  sei in  Figur 5: HO der Horizont, QT der Dimmerungskreis, A B  der 
Aequator, E D  ein Theil des Parallelkreises zum Aequator am Tage der 
kür~es t~en  IXimmerung, ed ebenfalls ein Theil eines Parallelkreises, dem E D  
unendlich nahe, P der Stidpol, 

CE-s ina ,  O Y ( ~ C P ) = s i t a q ,  Q X - s i f i e .  

Sol1 nun ED ein ausgezeichneter Werth sein, so muss sein: 

M m  = N B ,  RE = S D ,  Re = Xd, c): R = <)< X= 90°; 
daher A E R e z  ADSd  und 

r = C O = l ,  $ = C G ,  s = D d ,  d y = D G - d g ,  
es ist also: 

* F. G.  de l ' H ô p i t a l  ( l ' H o s p i t a l ) ,  Analyse des infiniment petits. Paris1696. 
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nder l : x = d s : d y = r ' : x ' = O X :  G L .  

Nun ist aber A C O T w  A C K G  n, A G F L  und daher: 

C O :  C G =  O P  : G E ,  G E :  G L = C E :  F L  = C E :  Q X ,  

also da ist: G L = -  GEsin . c  = - GEsilzc 
CG-- 

C E  sin cp sin6 ' 
so wird die Gleichung 12): 

G E  G Ksin. c  1 : -  = l + c o s c : -  J s inâ=-s iactg--  9' 
szn rp sin â 2 

Diese Art  der Beweisführung scheint auch i n  J. K e i l l ,  Introductio 
ad veram astronomiam, Oxoniæ 1718' enthalten zu sein und ebenso i n  ,,P.C. L e  
I l o n n i e r ,  Institutions astronomiques ou leçons blbmentaires d'astronomie, 
Paris 1746', das übrigens nur eine Uebersetzung des vorhergehenden kt.* 
Beide Werke waren mir ebenso unzuganglich wie eiiie L6sung von 
Ernmerson,  die D a v  i e s  in seiner früher erwahnten Abhandlung citirt, 
ohne das Werk anzugeben, wo sich dieselbe befindet. Da nun E m m e r s  on 
mehrere Werke verfasste, in denen das Problem enthalten sein kann, so 
ist es schwer, das Citat aufiufinden. Ebenso habe ich ,P. L. N. d e  M a u -  
por t  u i s  , Astronomie nautique, ou ElErnena d'astronomie, Paris 1743, 
tibergehen zu dürfen geglaubt, da  derselbe nach D e l a m b r e  (Connaissance 
des tems pour 1818, Paris 1815) die Keil l ' sche Formel:** 

suf Grund einer Analyse findet, der er selbst nicht vie1 Vertrauen schenkte, 
weshalb er dieselbe i n  den folgenden Auflagen des angeftihrten Werkes 
unterdrtickte. Auch das Werk ,A.  R. M a u d u i  t ,  Principes d'astronomie 
sphérique, Paris 1765', scheint keinen Portschritt in Bezug auf das Pro- 
blem dcr kiîrzesten D h m e r u n g  aufzuweisen, da D e l  a m b r e  diese Auf- 
losung nur nebenbei erwiihnt. 

In den Berichten der Berliner Akademie fur 1752 behandelt J. K i e s  
die Aufgabe: ,,Trouver la declinaison du soleil, ou il s'abaisse à un al- 
mucentarat donné audessous de i'horizont le temps le plus courtY. Histoire 
de llAcadbmie des sciences e t  belles lettres de Berlin, avec les Mémoires 
tir& des registrei; de cette Académie, Berlin 1752. 

Der Verfasscr findot aus den beidcn Formeln 
cost, = - tgcptg8, 

-silzc-sin gisin5 
cos t, = 9 

cos p cos 6 

* P o  g g en d O r f f giebt in seinem ,, Biograph. - literar. Handwi5rterbuchLL fü r  
die erste AuFlage ,,l745" als Jahreszahl an. 

** So wenigstena nennt D o l a m b r  e diese Formel ohne Rückeicht auf die 
Prioritit Bernoull i ' s .  
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setzend : 

Das Verfahren ist in vielen Punkten jenem von D a v i e s  ahnlich, so 
dass, wenn dieses wirklich die B e r n  ou11 i'sche L6sung darstellen würde, 
dies umsomehr von der Kiev'schen Abhandlung gelten müsste, da dieselbe 
noch vielfach in der schwerf&lligen Weise dor altcren trigonometrischen Auf- 
gaben die Auflosung giebt. 

Eine ziemlich vollstandige Zusammenfassung alles dessen, was über 
das Problem der ktirzeston Diimmerung etwa bis zur Mitte des 18. Jahr- 
hunderts geleistet wurde, gieht das Werk :  , J o h .  L u l o f  s ,  Einleitung zur 
mathematisehen und physikalisehen Kenntniss der Erdkugel. Bus dem 
Holltindischen Ubersetzt von A.  G. K a s t n e r ,  Gottingen und Leipzig 1755,' 
Darin wird zunlichst in  synthotischcr Weise des Verfahren des N o n i u s  
dargestellt und bis zur Cleichung 

C 
sin6 = - sinqtg- 

2 
durchgeftihrt. Hierauf folgt ein kurzer historischer Ueberblick tîber die 
Arbeiten von N o n i u s ,  C l a v i u s ,  G r e g o r i u s  (D. G r e g o r y ,  Astronomire 
physicae et  geometricac elementa, Oxonoiæ l ï O Z ) ,  K e i l l  und 1' H ô p i t a l ,  
die zum Theile schon von uns erledigt wurden. Am Schlusse fligt K a s t n e r  
eine analytische Aufltisung hinzu mit Hilfe der Formeln aus , M a u p e r t u i s ,  
Discours sur  l e  figure des astres (Paris 1742)." Dass K a s t n e r  es für 
nothwendig findet, einige einfache Relationen der spharischen Astronomie, 
die heute in jedem Lehrbuche stehen, als aus einem Specialwerke entlehnt 
anzugeben, beweist, wie gering entwickelt noch in der Mitte des 18. Jahr- 
hunderts dio sphtirischo Trigonometrie war. Dio Auflosung K g s t n e r ' s  ist 
wenig verschieden von jener, die R i e s  gegeben, und führt auf die be- 
kannte Gleichung vierten Grades, worin die beiden Wurzeln 

sin. 13 = &- 1 
als unmoglieh für die Sonne ausgeschlossen werden; er findet endlich als 
einzig mogliches Resultat : c 

sin6 = - sincptg . 
2 

Uebrigens macht II ii s t n e r den Versuch, analytisch zu entscheiden, 
ob ein Maximum oder Minimum vorliegt; doch ist diese Auseinandersetzung 
sehr wenig durchsichtig. 

J. H. L a m b e r t  hat in seiner ,Photometria sive de mensura e t  gradibus 
luminis colorum et nmbrac, Augustæ Vindelicorum, 1760" die Aufl6snng 
insofern zu einem gewissen Abschlusse geführt, als er alle Eigenschaften der 
Seiten und Winkel des charakteristischen Dreieckv Lenith - Pol - Sonne am 
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Tage der ktirzesten Diimmerung ableitet. Die Inhaltsangabe der betreffenden 
Paragraphen wird diese Aeusserung beweisen: 

5 987. Enthalt Angaben Uber die Grosse c ,  sowie die daraus ab- 
geleitete Hohe der Atmosphare nach V a r e n i u s  (gest. 1660) und H a l l e y  
(gest. 1724). 

$9 988, 989, 990 und 991. Es wird zuerst die Fassung der Aufgabe 
anfgestellt und dann durch infinitesimale Betrachtungen bcwiescn , dass 
die parallaktischen Winkel am Anfang und Ende der Morgendiimmerung 
gleich sind. Da dieser Sata bisher noch nicht vorkam, wollen wir den- 
selben an dieser Stelle beweisen. 

Es sei i n  Figur 5: Z Z O N  der Meridian, P und Q die Pole, ADE der 
Aequator, H D 0  der Horizont, H S R L  Parallel zum Aequator, nasrl Parallel 
dem fruheren unendlich nahe, HO = OK - - c ,  CSE Parallel zum 
Dorizonte. 

Man ziehe die Meridiane 
PrRQ und PsSQ. 

Die Zeit, i n  welcher R S  zurückgelegt wird, wird gemessen durch den 
Winkel R P S  oder die Anzahl Grade, die der Centriwinkel zu rs  fasst; 
ftir den Bogen mrsl wird tv dieselbe Grosse sein. Nach der Natur der 
Maxima und Ninima muss sein r s = t v ,  daher rt = SV.  

Es k t  aber S s = R r ,  <):vsS=<):trR=9O0, 
daher A v s S z  A t rR .  

Zieht man die Hohenkreise 
Z S N  und ZRJV, 

BO werden 
<):PSZ=+:PRZ=<:rtR=<):svS4:p,=<):p2, 

das heisst d i e  p a r a l l a k t i s c h e n  W i n k e l  z u  B e g i n n  u n d  a m  E n d e  
der M o r g e n d i i m m e r u n g  s i n d  g l o i c h .  Oder 

.;: NSQ = <K ATR Q, 
daher folgt, da NR = 90°, Q R =  QS, 

cosNQ = cosQRcosNRQ, 

cos N Q  = cos NScos QS + sinNSsin QScosNR Q ;  

setz t  man beide Werthe von cos NRQ einander gleich und fur die einzelnen 
Rogen und Winkel ihre usuellen Bezeichnungon, so wird 

sincp=sincsind +coscsinp 

und daraus, da d eine negative Declination kt, 
C 

sin8 =-sin q t g - .  2 
5 992. In den Dreiecken P S Z  und PRZ ist 

PS= P R ,  
<): PS%= <): P R Z ,  

daher silzSZP = silzRZP; 
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d a  aber diese Winkel, die Azimuthe, nicht gleich sein konnen, so muss 
nothwendig sein S Z P  = 1800 - R Z p ,  a, = 1800 - a, ,  

Die Hohenkreise, zwischen denen der Bogen R S  liegt, den die Sonne 
am Tage der kürzesten Dammeruiig durchlauft, stehen von Osten und Westen 
gleich weit ab. 

3 993. Aehnlich wird 

sinPZ:sinPRZ= 1 : sinXPR=sinZS:sir.ZPS, 
oder 

daher 
cosy: sinp, = 1 :  silzt,=cosc: sint,, 

silz t, = cos c  sin t,. 

Es ist aber cost, - tgrptgg und aus diesen beiden Gleichnngen 
erhült man die Dauer der kürzeston DTimmorung: 5 = ta - t,. 

$ 994. E s  is t  ferner, da  

<):aSb = <):cRd und <):#ab = <)=Red - 90°, 
ferner Sa  = R c  auch A a S b  E A c R d ,  

daher a b  = c d ,  ac = bd ,  Sb - Rd.  

5 995. Allein es is t  nach 5 9 9 2  

GU - DH, <):GDb = <):RDd,  .):bGD = <):dRD = BO0, 
mithin A G D b  A d R D ,  also D b  = B d ,  Gb = R d ,  

nach $ 994 war R d  - Sb ,  

folglich 

das heisst, d e r  A e q u a t o r  s c h n e i d s t  a m  T a g e  d e r  k t i r z e s t o n  D a m -  
m e r u n g  d e n  D e p r e s s i o n s b o g e n  i n  z w e i  g l e i c h e  T h e i l e , "  B O  dass 
wegen 5 9 9 1  sinas - cosPZtgbS. 

§ 996. D a  aber ac = a d ( §  994),  Db - D a ( §  995), 
so kt a c  = 2Db. 

E s  ist also in  dem rechtwinkligen Dreiecke G D b  die Hypotenuse die 
C 

halbe Dauer der Dammerung - die Kathete G b  = - und die andere 
2 ' 2 

Kathete G D  gleich dem halben Bogen der Azimuthddifferena; wir erhalten 
somit, da der Wirikel A D E =  90'- rp ist ,  

G 
sin 

Z 
sin = - -  

COS cy 

f Uiese Eigenschaft hat  bereita N o n i u s  gekannt. 
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Auch L e o n h a r d  E u 1  e r  hat  sich mit der Aufgabe, die er ,,faxnosis- 
simum probloma" nonnt, beschiftigt. Dieselbe befindet sich im XX. Bande 
der ,,Novi commentarii academix, scientiarum Petropolitanæ pro anno 1765"  
und führt den Titel: ,,De trajectu citissimo stel lz  pcr duos circulos almi- 
cantarath datos pro qualibet elevatione poli.LL Wegen ihrer ausserordent- 
lichen Kürze und, weil das Prinzip, auf dam dieselbe basirt, auch in den 
folgenden AuflGsungen hauGg i n  Auspruch genommen wird, m6ge sie hier 
Platz finden. 

l n  Pigur 7 sei: B A Z P a b  der Meridian, Z das Zenith, Y der Pol, 
AniMa und B n N b  die beiden Almucantars, Z B  - Zb - h, ,  Z A  - Z a  = h,, 
A B = h , -  h 1 = c .  

Man sucht den Stern S, der am schnellsten von Bi nach N infolge 
der taglichen Bewegung gelangt; es sei: 

P Z = 9 0 ° - p ,  <):MPN=r. 

Dies vorausgeschickt scheidet E u l e r  zunachst jene Balle aus, wo der 
Stern entwoder nur einen oder gar  keinen der beiden Almucantars durch- 
schneidet; hierauf zieht er s m n  unendlich nahe XMN und es muss dann 
nach der Bedingung des Maximums oder Minimums sein: 

<KmPn - <):MPN = z, 
daher: 

<):MPm - <):NPn - d t ,  
da ferner 

P M = P N = 9 0 ° - 6 ,  P m - P n = 9 0 ° - ( 6 + d 6 ) ,  
so ist A M P m  AiVYn, 
und somit <):PMm = <):PNn; 

aubtrahirt man beiderseits die rechten Winkel 

<):SMP = <):&'NP = 90°, 
so folgt <): S M m  = c): SN%, 

das heisst, a m  T a g e  d e r  k ü r z e s t e n  D a m m e r u n g  s c h n e i d e t  d e r  
Kre i s  d e r  t g g l i c h e n  B e w e g u n g  die b e i d e n  A l m u c a n t a r s  u n t e r  
g l e i c h e m  W i n k e l .  

Mit dieser Redingung sind wir sofort in  der Lage, das Problem auf- 
aul6sen. E s  sei Figur 8: .):SMA = .):sNB, 

und daher auch < ~ 9 1 1 1 ~  = <)',sNz, 
da ferner <):PME = -i):PhTS = 90°, 
so ist auch < ) : Z B P  - <):ZNP,  
das heisst: die parallaktischen Winkel sind gleich. 

E s  ist auch 
Z M = Z A - h l ,  Z N - = Z B = & ,  P M - P N = 9 0 ° - 8 .  

Hiat.-lit. Abth. a. Zaitschr. f. Math. n. Phys. 41. Jalirg. 1696. 4. Heft. 11 
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Die Dreiecke ZMP und Z N P  haben also die Seite 

gemeinsam; ferner ist PZ= 9 0 ° -  cp 

PiIf = PN und <KZXP = <):ZNP. 

Schneidcn wir also ab NQ - M Z  = hl,  6 0  wird Z Q - h, - hl - c i  
und da A P z N ~  A Q P N ,  auch Z P =  PQ = 00"- <p. 

Ferner ist  wogen <):~px - <)< QPN, 
wenn man beiderçeits den Winkel Q P X  subtrahirt: 

<):zuQ = z. 

Zieht man in dem gleichschenkligcn Dreiecko die Winkol- und Basie 
halbirende P O ,  so folgt aus einem der rechtwinkligen Dreiecke z. B. ZOP: 

C 
sin 

. z s2.n - = - . 
2 cossp 

Um auch 6 zu erhalten, betrachten wir das Dreieck P Q O ,  woraus folgt: 
C C 

tg a tg2 
cosPQO=-J allein da, eosPQN=-cosPQO=--1 

ctg cp ip 

so folgt aus Drcicck P Q N :  
sin6=sinipcosh1-coscpsinht  ' 

2 C 
und da 

h, - h, = C, 
so is t  hs + hl 

COS - 
C "+ 

9 daher sin cl = sin ip h i + Z = -  
2 

2 h, - hl 
COS - 2 

In  der franzosischen Encycloplidie * giebt I)' A l e m  b e r t eine LGaung 
des Problemes im Artikel Crépusculeu. Die Auflosung ist analytiscb. 
Setzt man sin c = k ,  sin 8 = s,  sin ip = h , so findet man aus Fig. 9, wo 
wieder HZP der Meridian, Z das Zenith und P der Pol  id ,  wenn H o  
den Horizont, ho den Dlimmerungskreis, E C B  den Aeqiiator, ecS  den 
Parallel des Gestirnes vorstellen, 

ACcT ni A C P N ,  A C Q R  - ACPAT 
und daraus sh k 

cT= _ _ _ r  CR=-- 
il - h" i l - h 2  

Es ist aber CS= cT+TS=cT+CR 
und daher 

C S  ist der Sinus dos Stundenwinkels am Endo dcr Abcnddiimmerung 
weniger 6 h ;  CT der Sinus des Stundenwinkels beim Untergange weniger 6h, 

Encyclopédie au dictionnaire raisonne des sciences, des arts et des métiers. 
Berne et Lausanne 1782. 
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beide Werthe fur den Radius ce  =. cos6 =m. Setzt man diese Winkel 
t, und t , ,  so wird 

sh + 7c - sh 
-u, ,  ~ i n . ( t , - 6 ~ ) =  -=ul, 

(1- h v l -  s2 
und es sol1 sein arc sin u, - arc sin. u, = ein Minimum, oder 

a ?A, - du, = o. 
d s  J I - u , ~  d s v l - ~ , ~  

Daraus ergiebt sich 
2 h  2h  

~ ~ + - ~ + ( h ~ - l ) ~ ~ - - ~ - h ' = 0 ,  
7c k 

oder 

Da die Wurzeln s ~ , ~  = f 1 oder di, 9 = + 900 
für die Sonne unmoglich sind, so folgt aus der übrig bleibenden quadra- 
tischen Gleichung: h - 

~g,a=-- ( l  + J1-k2) ,  a 
sin cp 

sin d 3 ,  4 = - - ( 1  T cos c) ,  
sin. c 

Nachdem dann D ' A l e m b e r t  auf Grund einer nicht ganz einwurfs- 
freien Analyse nachweist, dass der Werth 

sind = - sinq ctge 2 
nnzulassig ist, indem er weder ein Maximum noch ein Minimum bedcutet*, 
stellt er als einzig mogliche Losung den Werth 

auf. Noch hat  N i c o l a u s  v. F u s s  im Berliner astronomischen Jahrbuche 
fur 1787 (eingesendet wurde die Abhancilung 1784) die Aufgabe unter dem 
Tite1 behandelt: 

"Leichte Methode, die Epochen und die Bauer der kleinsten oder 
kürzesten Dammerung zu finden." 

Das Verfahren ist wesentlich dasselbe, wie das von D ' A l e m b e r t ;  
auch v. P u s s  findet die Gleichung vierten Grades, verwirft die Wurzeln 

sin 6 = f l., 
weil die Sonne niemals die Declination + 90' erreichen kann, sowie die 
Wurzel c sin6 - sinqctg- J 2 
weil dieselbe die Polhohe in zu enge Grenzen einschliesst und nur so lange 
Giltigkeit ha t ,  als 

Wir werdcn im spiteren Verlaufc sehen, dass dicae Ansicht unrichtig iat. 
Il* 
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c 1 
s i l z p d g ,  < silz 23 - O  

2 2 
bleibt. E s  eriibrigt also nur  die Relation 

welche fur  jede Polhohe eine bestimmte Bedeutung ha t ;  endlich lehrt er 
die Dauer der Dammerung durch dieselben Betrachtungen kennen, wie wir 
aie bereits bei E u l e r  gcfunden habcn. 

Zum Schlusse dieses Abschnittes wollen wir die analytische Methode 
von d'Ar r e s  t beifügen, weil dieselbe i n  gewissem Sinne die analytischen 
Losungen abschliesst, wiewohl wir chronologisch etwas voraneileu; denn 
d l A r r e s t ' s  Aufsatz befindet sich in  ,Astronomische Nachrichtenu Bd. 46 
Nr. 1083 (Altona 1857). 

Die Bedingung für  das Maximum odor Minimum der Dammermg ist 
bekanntlich: 

Betrachtet man die beiden Dreieeke Pol  - Zenith - Sonne, so erhi l t  man: 

und sin t, cos rp = sinp, cos c;  sin rp - - sin8siw c + cosd cosc cosp, 
cos c cosp, = sin cp cos S - cos cp sin 8 cost, , 

und für  c = O, also bei Sonnenaufgang: 

6) sint,cosp - sinp,; sin -g - cos8 cosp,; cospl= s in  p cos6- cospsindcost,. 

Aus den Gleichungen 0) folgt: 

di,- tgcp dt, sinrpcos8-cospsiwdcost,  -- 7 -- 
dd cos2dsintl d a  

1 

cos cp cos ds in  t, 

und mit Hilfe der Gleichungen U) und 6): 

daher als Bedingung des Maximums oder Minimums: pl = pz. 
Dazu macht d ' b r r e s t  die Bemerkung, dass dieser Winkel n u r  xu 

den beiden Epochen Sonnenaufgang und Beginn der Morgendiimmerung 
gleiche Werthe besitze, nicht aber wbhrend der ganzen Dauer der Dam- 
mernng, wie dies L a l a n d e  in seiner Astronomie annehme. Bus der 
Bcdingungsgloichung pl = p z  findet man mit Hilfe von 

sin 9 
sinrp = - s inss inc  + cos8 cosc cosp und cosp = -- 

cos s 
leicht die bekannte Formel: c 

s in8  = - s i n y t g - .  
2 
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Bus 6 )  und 6) folgt 

" l  - - tg 8 c£gpi ,  % - - $ O  C O S ~ C ~ -  t gdc tgp2 ,  - - 
daher d a  d 8 

dYt2 - tl) - - tg + [ctg P, ( 1  + 4) - ctg p, ( 1  + &-JI ' daZ cos 8 sin3p, cos2 8 PZ 

der zweite Differentialquotient wird positiv, also findet ein Minimum statt. 
Koch ergeben sich einige bemerkenswerthe Relationen; zmiichst die 

schon von L a m b e r t  bewiesene Relation der Azimuthe: a, 180' - a,, 
welche naüh d l A r r e  s t D e l a m b r e  unrechtmassiger Weise für  sich in 
Anspruch nimmt. Ferner h d e t  man aus den Gleichungen: 

cos ~p sin t2 - cos c s inp ,  - cos c cos y sin t,, sifi t, = cosc sira tl 

eine Ilelation, die ebenfalls schon in L a m b e r t ' s  Photometria vorkommt. 
Die Dauer der  Dammerung findet d 9 A r r e s t :  

es ist aber 

t - t ,  1+cosccos2a ,  a 
sim2 L - 

2 2 cos" 
1 

d l A r r e s t  nennt  diese Formel die Cagnol i ' sche ;  ich weiss nicht, mit 
welchem Rcchte, da  sich dieselbe schon bei L a m b e r t  und E u l e r  jeden- 
falls vor C a g n o l i  findet. 

Zum Schlusse loitet d 7 A r r e s t  aus der Gleichung: c - 

sin S 
s in  c t - t  

COS tZ - costl - - und ans sin = - 
cos p cos s 2 cos lp 

die Relation ab: c 

. t 2  + 4 2 s tn  -- - -. 
2 cosa 

V. 
in diesem Abschnitte wollen wir D e l a m b r e ' s  Arbeiten in Bemg auf die 

Dümmerung im Allgemeinon und dm Problem der kürzesten Dammerung ins- 
besondere im Zusammenhange besprechen. Dieselben sind enthalten i n  den 
Werken: 

+ Diese Relation ergiebt sich leicht aus den Fundamentalforrneln: 
s ind '=s in<~s inh-cosg>coshcosa ,  c o t r ~ c o s t = ~ o s ~ s i n h + s i n < p c o s h c o u a ,  

cos 6 sin t - cos h sin a. 
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Astronomie théorique e t  pratique. Paris 1814. tome 1. chnp. XIV. 
Connaissance des temps pour l'an 1818.  Paris 1815. Formules générales 
e t  nouvelles pour calculer les deux duclinai~ons, qui correspondent à 

une durée donnée du cr6puscule. Nouvelle diimonstration du  plus 
court cr~pusculo. De N o n i u s ,  de ses formules pour les crépuscules. 
Connaissance des temps pour l'an 1822. Paris 1820.  Kritik des 
Werkes: ,,Delle primarie formole spettanti alla lute  creposcolarc, e del 
loro usa nella soluzione di diversi problemi di G. Calandrelli. Romæ 18 18." 
W a s  1) anbelangt, so giebt D e l a m b r e  darin zuniichst eine unzulling- 

liche Losung, indem e r  in der betrachteten Gleicliung die Declination der 
Sonne constant annimmt; er scheint diese Unzulanglichkeit selhst empfunden 
zu haben, obwohl dieselbe ein richtiges Endresultat liefert, weil er sich 
bemüssigt sieht , eine zweite, wie er selbst sagt ,  genauere Auflosung zu 
liefern, die sich auf die Eigenschaft der ttiglichen Bewegung sttitzt. 

E s  sei Pigur  10: P der Weltpol, Z das Zenith des Beobachters, A  die 
Sonne, Z A  = 90 + c ;  für den Beobachter, der das Zenith Z  hat ,  beginnt 
die Morgendammerung; durch die scheinbaro tiiglicho Bewegung mage der 

Declinationskeis P A  mit seinem Ende A in den Horizont .nach S gelangen; 
nimuit man indessen den Himmel als unbeweglich a n ,  so nstiert sicli das 
Zenith dem Sonnenorte auf dem Eleinkreise Z m Q  mit dcm Pole in P, so dass 

P Z = P m = P b = P l z =  PQ. 
Gelangt das Zenith von Z  aus nach m, so dass m A  = go0-ist, so geht 

die Sonne offenbar auf und die SIorgendBmmerung endct; es is t  also der 
Bogen Zm des Kleinkreises Z m Q  oder auch der .): ZPm= z dem Masse 
der Dammerung gleich. Uni denselben zu finden, ziehen wir den Bogen 
des grossten Kreises Z B m  und fjllcn P B  1 Z m ;  dann ist 

Zrn 
sin 2 

1 
sinz = -3 

aber A Z m A  giebt: cos gl 
m Z  c 

A m  + m Z >  A Z ,  do0+ m Z >  <JO0+ c l  L' > 81 
m Z  c 

Setzt man also 7 = - + X ,  so ist: L 2 
C C C c x 

sin. - cosx + c o s p s i f i x ,  
Z 2 L sin, + cos, sin x -Zsin, sinz- . Z 

sin- = I szn -= 
L L L 2 

2 cos cp a cos <p 
- l 

C x c + z  
sin 2sin - COS --- 

. z  
s z n  = -- 

2 2 

C x 
Da nun - und - kleine positive Winkel sind und jedenfa118 2 2 

sin g 
C x 5 + 3 < 904 so ergiebt sich sin :> - 

2 cos ip 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Das Problem der kürzesten Diimmerung. 143 
-__M__MMM_________--- ----ylT_^^YIYl 

und die kleinste Dsmmerung findet offenbar für x = O stattt; dies geschieht, 
wenn sich das Dreieck Z m A  auf den Bogen des grossten Kreises Z A  re- 
ducirt; es ist  dann Z m  = c ,  m A =  90° und die halbe Dauer der Dammerung: 

C 
silz 9 . T szn - = -a 

2 cos cp 

Die weiteren Entwickolungen sind ftir die Mothode ohne Belang und 
ktinnen um so eher übergangen werden, weil sie L a m b e r t  gegenliber 
keinen Portschritt bezeichnen, wiewohl D e l a m b r e  gern eine oder die 
andere Eigenschaft fu r  sich in  Anspruch nchmen mochte. 

Die Abhandlung 2 betreffend, gebührt D e l a m b r e  unstreitig das Ver- 
dienst, die SBtze des N o n i u s  in  die Sprache der modernen Trigonometrie 
iibertragen zu haben, wie dies gelegentlich der Arbeit von N o n i u s  ent- 
sprechend gewiirdigt wurde. Sonst enthalt der Aufsatz noch eine Anzahl 
Formeln, das Problem der klirzesten Dammerung betreffend, die entweder 
von minderem Belange oder schon anderswo angeführt sind. 

Die dritte und letzte Abhandlung endlich is t  rein polemischer Natur, 
und es findet sich darin kein irgendwie hervorzuhebendes Resultat. 

Hier dürfte es am Platze sein, der Aufl5sungen des Problemes zu 
gedenken, die sich i n  dem Sammelwerke: 

,,The mathematical questions proposed in the Ladies' Diary and their 
original answers together with some new solutions from its commencement 
in the year 1 7 0 4  to 1816. By Thomas Leybourn. London 1817. 4 vols." 

vorfinden. 
Die Aufgabe, die kürzeste Dammerung fur eine gegebene Polhohe zu 

finden, taucht zuerst als Question 2 7 1  im Jahrgango 1746 - 1747  auf; dio 
lieiden Beantwortungen, die darauf einliefen, sind jedoch unzul~nglich. 

Ein anderes Mal wird die Aufgabe als Question 564 im Jahrgange 1766 bis 
1767 vorgebracht und in befriedigender Weise mit Hilfe der stereogrsphischen 
Projection gelost; wir haben davon gelegentlich der Besprechung von 
Nonius  Arbeit theilweise Gebrauch gemacht. 

I m  Appendix endlich finden sich noch Auflosungen von W a l l a c e  und 
zweier anonyrnen Verfassor ,,fi C y g n i U  und , A s t r o n o m i c u s u . *  

Die Aufiosung von W a l l a c e  ist rein synthetisch. In Figur  11 sei 
BO der Horizont, T W der Dlmmerungskreis; Z das Zenith, P der Pol 
und RS der Bogen des Parallels am Tage der kürzesten Dammeruug. 
Mon zicho die grosuten Kreise P R ,  P9 und Z S  und mit P als Pol be- 
schreibe man den Kreisbogen Z N V ;  hierauf mache man c): % P r =  <): RPS 
und verbinde die Punkte R und V durch einen grossten Kreisbogen. Addirt 
man zu den gleichen Winkeln Z P P  und RPS den Winkcl SPP, so ist 
<): RPV= <): S P Z ;  es ist aber auch R P =  SP,  P V =  PZ nnd dahor 

* Içh vermuthe, dass unter einem dieser Pseudonyme der bekannte eng- 
liache Astronom .T. IV or y sich verbirgt. 
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A R P V  2 A S P Z ;  daraus folgt, dass R V =  SZ= 90° und es sol1 nun nach 
der Natur des Problemes der Winkel RPS oder V P Z  ein Minimum werden; 
dies kann nur stattfinden, wenn der Bogcn V N Z ,  dor dem betreffenden 
Winkel proportional ist, seinen kleinsten Werth erhiilt, und dies ist  wiederum 
nur der Pal1 (da R V eine constante Grosse = 90' besitzt), wenn er mit 
dem Bogen RV zusammenf&llt; denn i n  jedem anderon Fslle w&re nach 
der Eigenschaft der Dreiecke Z V +  V R  > Z V  + 90° die Summe zweier 
Seiten grosser als die dritte; damit ist die Aufgabe erledigt, denn die 
Dauer der kürzosten Dammerung und die Dedination der Sonne ergeben 
sich wie bei E u l e r .  

Die AuflGsung von , C y g n  i Y k t  principiell von der vorhergehenden 
nicht verschieden, weshalb wir von der Reproduction absehen. Anders 
verhiilt es sich mit der AuflGsung des anderen Anonymus ,Astronomicusu. 
Diese Auflosung ist entlehnt aus , N e v  Series of the Mathematical RepositoryY, 
vol. 1, art.  XI,  part. II. Sie is t  so eigenartig und instructiv, dass wir eine 
kurze Darstellung niebt umgehen konnen. 

Problem 1. F ü r  eine gegebene Polhohe den Tag  der kürzesten Dammer- 
ung zu finden. Es  sei Figur 12 P der Pol,  Z das Zenith, N P Z S  der 
Meridian, H O N S  der Horizont, p p ein Theil des DXmmerungskroises. Es 
sei ferner H der Punkt ,  mo Morgens die Sonne aufgeht,  X der Punkt, 
wo Abends die Dzmmerung endet; durch H und K zieho man don grossten 
Kreis K O m i I ,  der in 9% halbirt werde, so dass also k t :  Km = m H ;  da 
gleichzeitig PK und PH gloich sind der Poldistanz der Sonne am Tage 
der kürzesten Diimmerung, also wenn man von der Aenderung der Decli- 
nation in der Zwischenzeit absioht, PK - PH - 90' - 8, so steht Pm 
senkrecht auf K m  H. 

Aus dem Dreiecke ZPFI folgt O - sin 9 sin d + cos qj cos 6 cos t, , und aus 

dem Dreiecke Z P K  - sin c = sin cp s ina  + cosqcosd cos£,, und es ist offenbar 
t,- t, = t.; durch Subtraction der obigen Gleichungen findet man 

oder 1 z t + t  
- sin c = cos p cos 6 sin sin 
2 2 2 

E s  is t  aber 
<): N P m  = 

XPZ + HPZ 
2 

und aus Dreieck KPm ergiebt sich: 

E H  EU t f t i  
s i n P E s i n K P m - s i n E m - s i n -  oder s i l z = c o s ~ s i ~ t - i  

2 2 2 
wir haben also sofort 

t sin c 
sin - 

EH 
2cuscpsir. -. 

2 
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Recensionen. 

A. BRILL und M. NOETHER. Die Entwick lnng  der  Theorie der algebra. 
ischen Funct ionen i n  a l t e re r  und  nenerer  Zeit. Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Dritter Band. Berlin 1894. 
S. 107-566. 

Als im September 1890 die D e u t s c h e  M a t h e m a t i k e r - V e r e i n i -  
g u n g  ihren Anfang nahm, wurden i n  den B r e m e r  B e s c h l ü s s e n  als 
wünschensaerth bezeichnet ,,ausführliche Referate über gemeinsam inter- 
essirondo Gobiote der JfathgmatikLL. Skoptiker fragten damals, wer untor 
den Pachgenossen einer so mühevollen und selbstverleugnenden Arbeit sich 
unterziehen wtirde. Aber gloich in  der folgenden Versammlung (Hallo 1801) 
fana jener Wunech Vermirklichung: F r a n z  M e y e r  (Clausthal) er- 
stattote einen mit Beifall aufgenommenen Boricht libor die F o r t  s c  h r i t t  o 
d e r  p r o j e c t i v e n  I n v a r i a n t e n t h e o r i e  i m  l e t z t e n  V i e r t e l j a h r -  
h u n d e r t .  In Halle beschloss man, nunmehr ein Referat über die 
T h e o r i e  d e r  a l g e b r a i s c h e n  F u n c t i o n e n  in Aussicht zu nehmen, und 
es wurdc mit Preude begriisst, dass R r i l l  in Tübingen und N o e t h e r  in 
Erlangen, die an der Entwickelung dieser Theorie wiihrend der letzten 
25 Jahre einen hervorragenden Antheil gehabt hatten, zu diesem Berichte 
sich bereit erklarten. 

Jetzt liegt der Rericht von B r i l l  und N o e t  h e r  in dem dritten 
Jahresbericlite der Deutschen Mathematiker-Vereinigung vor, deren~grüssten 
Theil er bildet, umfasst er doch nicht weniger als XXIII u. 460 Seiten. 
Schon aus dieser Angabe geht hervor, welch' gewaltigen Stoff die Ver- 
fasser zu bearbeiten hatten. Und doch findet man sich in ihrem Berichts 
sehr leicht zurecht. Es  is t  das dadurch erreiüht, dass dem Ganzen eine 
ausgezeichnete Disposition ni Grunde liegt und dass i n  typographischer 
Hinsicht Alles gethan ist, was dem Leser die Orientirnng erleichtern kann. 
Ebenso wohlthuend berührt die ausserordentliche Sorgfalt und Gewissen- 
haftigkeit der Verfasser, die sich bis arif die kleinsten Einzelheiten in den 
Literaturangaben erstreckt; nur  wer selbst geschichtliche Studien gemacht 
hat ,  weiss, welche mühevolle und  zeitraubende Arbeit oft in wenigen 
Zeilen oder in einer Wendimg des Ausdruckes verborgen ist. 
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Von dem überaus reichen Inhalte des Berichtes sine Vorstellung zu 
geben, ist an dieser Stelle unmoglich. Ich muas mich darauf beschrznken, 
die Ueberschriften der zehn Abschnitte aneugeben, in die der Bericht ge- 
theilt ist, nm daran einige Bemerkungen zn knüpfen. Diese Ueberschriften 

lauten: 
1. Anfknge einer Theorie der  algebraischen Curven und der Elimi- 

nation: Von D e s c a r t e s  bis E u l e r  und B é z o u t .  
I l .  Periode der Begründung einer Theorie der Functionen: L a -  

g r a n g e ,  G a u s s ,  C a u c h y ,  P u i s e u x .  
III. Das Abel'sche Theorem und das Umkohrproblem der hyperellipti- 

schen Functionen: A b e l  bis W e i e r s t r a s s .  
IV. R i e m a n n ' s  Theorio dor Abol'schen Punctionon und ihr Ursprung. 
V. Die geometrisch -algebraischen Richtungen (P l t i  c k e r ,  J a c o b i ,  

A r o n h o l d ,  H e s s e ,  Riema.nn ,  R o c h ,  C l e b s c h ,  R r i l l ,  
Noe ther ) .  

VI.  Die Theorie der singularen Punkte ( C a y l e y ,  K r o n e c k e r ,  
W e i e r s t r a s s ,  H a ' m b u r g e r ,  N o e t h e r ,  H a l p h e n ,  B r i l l ) .  

VII. Die Weierstrass'sche Richtung ( W e i e r s t r a s s ,  C h r i s t o f f e l ) .  
VIII .  Darstellung des Gebildes, seiner Formen und  Functionen i n  in- 

varianter Gestalt (H. W e b e r ,  N o e t h e r ,  C h r i s t o f f e l ,  F. Klein). 
IX. Wurzelfunctionen und Wurzelfnrmen. (Die Li teratur  ist zu gross, 

als dass hier Namen angegeben werden konnten.) 
X. Algebraische Correspondenzen und ausgezeichnete Gruppen (Cay l e  y, 

Z e u t h e n ,  B r i l l ,  H u r w i t z ) .  
Vermissen wird man in diesem Verzeichniss die auf den Begriffs- 

bildungen der neueren Zahlentheorie beruhenden Theorien von K r  o n  e c k e r  
und D e d e k i n d -  Weber .  Dass sie fehlen, ist so gekommen. I m  Jahre 1891 
hatte K r  one cke  r sich bereit erklgrt, durch Vermittelung einer jüngeren 
ihm nahestehenden Kraft, bei dem Unternehmen mitzuwirken, aber leider 
hat sein rasches Ende diesem Plane ein Ziel gesetzt, und bei der Fülle 
des Stoffes mussten die Verfasser sich entschliessen, diese Lücke un- 
ausgefülit zu lausen. Sie haben indessen an den Stellen, wo die Unter- 
suchringen jener Forscher mit andern Richtungen in der Theorie der 
algebraischen Functionen zusammentreffen, die bezügliühen Arbeiten be- 
rticksichtigt, und was fehlt, bildet ein in sich geschlossenes Ganze, das 
sehr gut für ein spBteres, selbstst!ndiges Refeiat geeignet wire. Ent-  
sprechendes gilt in  Bezug anf die neueren geometrisch - algebraischen 
Untersuchungen der Itsliener ( S e g r e ,  C a s t  e l n u o v o  etc.), die ebenfalls 
in dem Referste keinen Platz gefunden haben. 

Weit tiher kt xu befürchten, dass Mancher ein Zuviel finden wird in dem 
ersten Abschnitte, vielleicht sogar in den drei ersten Abschnitten des 
Berichtes. I n  der That  hatten B r i l l  und N o e  t h e r ,  wie sie in der Vor- 
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rede berichten, urspriinglich beabsichtigt, eine kritisch-vergleichende Bo- 
sprechiing der verschiedenen Auffassungen zu geben, die g e g e n  w gr  t i g  in 
der Theorie der  algebraischen Functionen um die Herrschaft streiten. 
Jedoch ha t  dieser Plan im Laufe der Arbeit wesentliche Abiinderungen 
erfahren, die zu verfolgen sehr lehrreich ist;  handelt es sich doch hier 
u m  Fragen,  die fü r  die Gestaltung der  weiteren Berichte der Deutschen 
Mtithematiker-Vereinigung von entscheidender Bedeutung sind. 

Zunschst stellte sich heraus, dass eine solche Vergleichung der ver- 
schiedonen Systeme ,,ohno den Rückhalt einer vorausgehenden knappen 
Darstellung ihres Inhaltes und ihrer Hilfsmittel, ihrer  Grundlagen und 
Ziele gegonstandslos" ware, und so rückto dio objective Berichterstattung 
i n  den Vordergrund. Jetzt handelte es sich daruin, zn ermitteln, in 
welchem Vorhiiltnisse dio nou auftretcnden Thoorien zu den alten standen 
und welche wesentlich neuen Ideen sie brachten. , ,,Indem wir einer 
Untersuchung solcher Beziehungen", aussern sieh die Verfasser, ,,und einer 
Erforschung der Quellen, aus denen die Autoren geschopft haben, nicht 
auswichen, sahen wir uns zu rückwartsgreifenden geschiclitlichon Studien 
gentithigt, die um so mehr Bedürfniss und andererseits u m  so zeitraubender 
waren, sls ein Werk ,  in welchem die Geschichte der Functionentheorie 
- etwa von dem Zeitpunkt der E r h d u n g  der Differentialrechnung an - 
in einem fur nnsere Zwecke ausreichendem Umfange berücksichtigt wird, 
nicht existirt.'' 

Eine allgemeine Geschichte der neueren Mathematik, in diesem Sinne 
verstanden, kann gegenwgrtig noch nicht geschrieben werden; in  weiser 
Reschriinkung ha t  M o r i t z  C a n t o r  erklart,  dass min grosses Werk mit 

dem Auftreten L a g r a n g e  s abbrechen solle. Unerliissliche Voriiedingung 
sind zusammenfassende Berichte fiber die Geschichte der einzelnen Disciplinen, 
Berichte derart,  wie sie uns B r i l l  und N o e t h e r  fü r  die algebraischen 
Functionen in meister- und musterhafter Weise gegeben haben. 

Hoffen wir, dass sie Nachfolger finden! PAUL STACKEL. 

B. POINCA&. Les méthodes nouvelles de la mgcanique céleste. T. II: 
Mbthodes de MM. Newcomb, GyldGn, Lindstedt e t  Bohlin. VI11 et 
479 psg. gr. 8'. Paris  1893. Gauthier-Villars. 

Wir haben schon in der Besprechung des 1. Bandes* das Ziel an- 
gegeben, welches sich der  Verfasser fü r  den II. Band steckt: eine kritbche 

* S. diese Zeitschrift, Est.-liter.  Abtheilung, Bd. 38,  1893, S. 58. Auf jene 
erste Besprechung musa ich bez. der hier gebrauchten Ausdrücke, wie ,,periodisched, 
,,asymptotische" Losungen etc. und bez. der Eigenschaften dieser Losungcn ver- 
weiaen. Bd. II ist mir e r ~ t  1896 zur Hand gekomaen. N. 
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Discussion der von den Astronomen in den letzten zwei Decennien vor- 
geschlagencn und theilweise bereits in ausgedehntem Masse praktisch be- 
watirten Reihenentwicklungen im Problem der drei Korper, und zwar auf 
ihren Vergleich, ihre mathematische Einordnung unter allgemeine Theorien 
über Differentialgleichungen und auf die Art ihrer Convergenz hin. Diese 
Discussion liegt nun in eingehender Weise vor, von den Gesichtspunkten 
geleitet, welche der Verfasser in jenem 1. Bande theoretisch entwickelt 
hatte. Sie wird nicht nur den Mathematikern erwünscht sein, welche 
einen Einblick in dio scheinbar ~ e h r  mannigfaltigen, nouoren Rechnungs- 
operationen der Astronomen erhalten wollen, sondern den Letzteren selbst, 
die bei dor Zielsicherhoit ihrer Resultate die mathematische Berechtigung 
und Tragweite ihrer Methoden nicht ebenso sicher gestellt haben. 

Die neueren Nethoden haben das gemeinsam, dass sie die ,,s~cularenLL 
Glieder, welche die Zeit ausserhalb der trigonometrischen Zeichen ent- 
halten und welche in den alten Theorien durch die als erste Niiherung 
nngeeignete Kepler'sche Bewegung und d a m  durch Entwicklung nach 
ganzen Potenzen der storenden Masse p entstanden waren, vollig haben 
verschwinden lassen: ein bedeutender Fortschritt, den man zunachst 
H i l l ,  Newcom b und Gy  l d b n  verdankt. Die Methoden nnterscheiden 
sich durch die Art der ersten N%herungsbahn, welche der Rechnung zu 
Grunde gelegt wird, durch die eingeführten Argumente, durch die Wahl 
der kleinen Parameter p, nach deren Potenzen entwickelt werden soll, vor 
Allem durch die grossere oder geringere Freiheit, welche bei den suc- 
cessiven Ngherungen obwaltet. I n  letzterer Beziehung zeichnet sich vor 
Allem das G y 1 d én'sche Verfahren aus, das auch da, wo die New c om b - 
Lin d s t e d t'schen Reihen versagen, noch anwendbar bleibt , nsmlich i m  
Pall einer nahezu ganzzahligen linearen Relation zwischen den eingeführten 
mittleren Bewegnngcn, und da8 auch die für diesen Fa11 berechneten 
De launay  -Bohlinlschen Reihen im Punkte der Convergenz zu übertreffen 
gestattet Abor wahrend die bezeichnoton Mcthoden in cinem allgemeinen 
Pall der Dynamik zu absolut convergenten Entwicklungen führen würden, 
hat das Problem der drei Korper - wie P o i n c a r é  von don zu periodi- 
schen Losungen ,,asymptotiachen" Losungen im Bande 1 nachgewiesen hat 
und wie or in diesem Bande wiodorum von den genannton Reihen, wolche 
übrigens im Wesentlichen mit den ,,asymptotischenL' Losungen identisch 
sind, einzeln nachweist - die besondere Eigonschaft, dass die Entwick- 
lungen nach einem kleinen Parameter p nur semiconver  g e n  t werden; 
niimlich, dass eine solche mit wachsender Gliederzahl bei festom p sich 
nicht einem bestimmten Werthe nihert, wohl aber, wenn man an einem 
festen phn Gliode abbricht, sich von einem bestimmton Worthe nnr nm 
eine Grosse der Ordnung pp+i nnterscheidet. Es nehmen n b l i c h  die 
Coefficienten diosor Potenzreihen in p die Gestalt an: 
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wo wi= nit + oi ist, die mi und ni Constanten sind, welch' letztere, die 
mittleren Bewegungen, selbst wieder von p abhangen, v$ die Werthe der 
ni  für  p = O und wo die mi ganze Zahlen sind; die Grosse h han$ von 
den ab. Schon bei jedem Durchgang durch commensurable Werthe 
der ni (periodische L6snngen), also bei kleinsten Aenderungen von p, 

schwankt aber eine solche Reihe B i n  ihrer Convergenz hin und her ,  eine 
Reiho von Gliedern mit kleinen Nennern zmkr$ kann jedesmal, mindestens 
durch kleine Aenderungen der n:, beliebig gross gemacht werden, so dass 
B eine ganz nnstetige Function der rai, also von p wird, und die Potenz- 
reihe in  (I. jedenfalls nicht gleichmSssig convergiren kann. 

Herr  P o i n c  a r  6 entwickelt solche Verhsltnisse besonders deutlich in 
Kapitel XVII, Nummer 189 an einem von Herrn G y l d é n  behandelten 
Fall einer besonderen l i iearen Differentialgleichung 2te* Ordnung mit  Coeffi- 
cienten , die nicht -periodische Punctionen der Zeit sind, im Zusammenhang 
mit  einer mathematisch intorossanten, im functionentheoretischen Sinno voll- 
stlindigen Erledigung der bekannten Gleichung mit irregularen Integralen: 

wie auch a n  einer Reihe allgemeinerer Gleichnngen irn folgenden 
Kapitel XVIII. Von den tibrigen Theilen des Buches heben wir aus 
Kapitel IX-XV, wclcho den sohr brauchbaren N e w c o m b - L i n d s t e d t -  
schen Reihen (von der vorhin bezeichneten Form) gewidmet sind, die 
Verallgemeinerungon auf Falle hervor, die von den Urhebern nicht direct 
der Nethode eingeordnet waren: es geschieht immer dadurch, dass den 
neu vorkommenden kleinen Grossen eine Ordnung in Bezng auP p ge- 
geben und nun von Neuem nach Potenzen von p geordnet sind. Bus den 
letzten Kapiteln XIX-XXT, Bohlin 'sche Reihen, nennen wir die Dar- 
stellung des Uebergangs von jenen L i n  d s  t e d  t'schen Reihen zu den 
Bohlin 'schen,  indem, im Falle einer für p = O genau, f ü r  kleine p nahezu 

erfllllten ganvahligen lineareo Relation = O zwischen den mittleren 

1 
Bewegungen ni, auch noch die Brüche - eines Ausdrucks wie B nach 

zmknk 

Potonzen von p entwickelt worden; und, wie schon in Acta Math. XIII, 
die geometrisch-anschauiiche Discussion der  dabei zu unterecheidenden drei 

FLiiio, jo nachdem die Winkelgrosse pkyk a110 Werthe durchlaufcn kann, 2 k 

oder xwischen zwei Grenzen schwankt (Libration), oder der Uebergangsfall 
eintritt. Bemerkenswerth is t  dabei, dass P o i n c s r b  bei der Ausdehnung 
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der Methode im Kapitel XXI, wie G y l d b n  und B o h l i n ,  i n  dem Nzherungs- 
serfahren von solbst auf ellipti~che Functionen st6sst, deren Poriodenverbalten 
jene drei Falie charakterisiren, so dass die IBnführling dieser Functionen 
nicht n u r  als Kunstgriff erscheint. Ueber die Gyldén 'schen Methoden selbst, 
deren Principien darin bestehen, einmal moglichst Alles auf lineare Differential- 
gleichungen zu reduciren, sodann darin, alle Glieder, welche sehr grosa 
worden und die Convergenz verlangeamen würden, jeweils sühon in die 
iorhergehende Naherung aufzunehmen , geben die Kapitel XVI-XVIII 
und XXI Aufschluss: so weittragend sie sind, halt sie P o i n c a r é  noch 
nicht für so innerlich befriedigend, als die übrigen der genannten Methoden. 
Das Kapitel XXI musste zwar noch ziemlich unvollst&ndig bleiben, os 
knüpft aber glücklich an die Theorie der asymptotischen Losungen des 
lstzten Kapitels des 1. Bandes an; insbesondere bringt es am Schluss ein 
ausgeführtes Beispiel, mit dessen Studium, wie mit dem einiger anderer 
Beispiele (Kapitel XVI-XIX), man am besten den Band beginnen wird, 
wenn man über die Schwierigkeiten des Gegenstandes und der Schreib- 
weise des Verfassers leichter hinwegkommen d l .  - Zu dern Kapitel VI  
des ersten, XIV und XV des zweiten Bandes sina inzwischen schon weitere 
Ausführungen von mehreren Seiten her in den C. R. der Pariser Akad. 
erschienen. M. NOETHER. 
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Das Problem der kürzesten 

Von 

Abtheilmg. 

Diimmerung. 

Dr. KARL ZELBR 
in D r ù m  (Mihren). 

- 
Hierzu Tafel VI  Figur 1-16. 
- 

(Schlnse.) 

VI. 
Mit der Einführung von Monge ' s  Géomdtrie descriptive beginnt 

auch für die Behandlung astronomischer Probleme auf graphischem Wege 
eine neue Epoche. Man hat te  swar auch vor dieser Zeit die stereo- 
graphische Projection zur Aufl6sung einzelner Aufgaben hier und da benützt, 
und namentlich die Englander wussten diese Ar t  vonüglich in Anwendung 

zu hringen, wie ein flüchtiger Einblick in das schon einmal citirte Werk  
,,Lsdies9 Diary" beweist; seit dem Auftreten von M o n g e  wurde aber 
dieses Hilfsmittel sozusagen ausschliesslich zur Auflosung der verschiedensten 
Aufgaben gebraucht, und man kann ~ i c h  von der Richtigkeit dieser An- 
gabe am besten Uberzeugen, wenn man die leider mit dem dritten Bande 
abgeschlossene ,,Correspondance sur l'école impériale polytechnique'' durch- 
sieht, wobei man gleichzeitig einen Einblick i n  die ausserordentliche 
Fruchtbarkeit der Principien der darstellenden Geometrie erhalt. In dem 
eben citirten Journale giebt M o n g e  (tome 1, pag. 148 sa.) dern Probleme 
der klirzesten Diimmerung die folgende Fassung: ,,Es werde eine gemein- 
same Tangentialebene a n  zwei gerade Kegel gezogen, von denen der erste 
zur Achse die Verticale des Ortes hat, für  den man die kürzeste Dammer- 
ung sucht, und zur Baeis den Almucantarat, i n  welchem die Sonne an- 
Wngt, die Diimmenuig zu bewirken; der zweite Kegel ha t  zur Achse die 
Weltachse und ist die umhiillende Flache des Raumes, welchen der Horizont 
bei der taglichen Bewegung beschreibt; die Bertihrungslinie an dem 
ersten Kegel schneidet die Basis in  einem Punkte;  errichtet man i n  diesem 
Punkte eine senkrechte Ebene auf die Weltachse, so wird diese Rbene 
den Declinationskreis der Sonne am Tage der kürzesten DBmmerung ent- 
halten. Die beiden Kegel, a n  welche die gemeinsame Tangentialebene 
gezogen wird, haben ihre Spitze in A (Fig. 1); der erste Kegel ha t  zum 
Dnrchmesser der Basis b c ;  der zweite zur Erzeugenden die Gerade A B  
nrn die Achse AP." 

Das Problem ist in  der Porm einer Aufgabe gestellt und die Eiéven 
der école polytechnique werden von I I a c h  e t t e  aufgefordert, den Beweis 

Rist.-lit. Abth. d. Zeitschr. f. Mnth.n. Phys. 41. Jnhrg. 1896. 5 Heft. 12 
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für  die Richtigkeit der Anfl5sung zu liefern, wahrond a. a. 0. nur die 
Construction mit der geringsten Anzahl von Constructionslinien gegeben ist. 

Es sci P QR der Meridian, B C der Horizont, b c  der DBmmerungs- 
kreis und A P  die Weltachse. 

Nan  ziehe don Radius A C = 1 gesotzt die Tangente c d ,  welche 
die Verticale in  d trifft, m a c h  A f = c d  und f e I Ad, verlangere f e bis 
zum Durchschnitt mit der verlangerten Geradon A P  i n  e ;  verbindet man 
e mit  d ,  zieht d l  1 ed  und falit von 1 die Gerade lg senkïecht auf A P ,  
BO is t  BQ der Parallel der Sonne am Tago der kürzesten Diimmerung. 

Beweis: 
1 1 - COS C* 

A f =  c d  = C ~ J C :  A d  = - f d = - - !  
. sin c*' sin c* 

e f  - c fgc*c tgq~ ,  drn - A d  - 
cosa c* 

sin c* = - -  , 
sin c* 

sin c* k n û = s i n c * c t g y 1  k A =  
szn cp 

f d . m d (1  - cos c*) cos c* - e f : f d  ==rnd;:lm, lm=--- -- 

e f sin. c* tg c p ,  

k l -   ni + l m  = sinc*clgT + (l- cos c*) COS c* 
s in  c*- LI Y ,  

1 
kZ - - - ( ~ i n ~ c * c o s ~ ~  + ~ o s c * s i f i ~ ~  - cosZc*sinecp}, 

sin <p cos cp s in c* 

I 
k l =  . ( sin%* - sing <p ( 1  - cos c*) ) . s m  v w s  v sin c* 

Aue dem Dreiecke kg1 folgt: 

k g  - kicoscp = 
I 

{ sin%* - sina p (1  - 
sin m sin c* COS c*) } , 

daher sin c* 
. Ag = Ak - k g  === - - 1. 

sirz cp s in  rp sin c* ( silza c* - sin" (1 - cos c*) } , 

Da ich nirgend den von H a c h e t t e  geforderten Nachweis finden 
konnte, habe ich denselben in den ,,Astronomischen Nachrichten" Bd. 109 
( 1 8 8 4 )  gelieferk* 

Der Anfangspunkt eines rechtwinkligcn Coordinatensystems liege im 
Centrum der Erde; die positive X-Achse sei im Horizonte gegen den Süd- 

p n k t ,  die positive Y-Achse obenfalls irn Horizonte gegen den Westpunkt 

* K. Z el b r:  Ueber das Problem der kürzesten Dkmmeriing. Ashron. Nachr. 

Bd. 109. Nr. 2602. 
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gorichtet; die positive 2-Achse endlich nach dem Zenith des Ortes; dann 
ist die Gleichung des ersten Kegels, der den Almucantarat (- c) zur 
Basis hat, 

1) z2 ctg" = x2 + y2. 
Der zweite Kegel, welcher die Umhüllende sammtlicher Stellungen 

des Horizontes i s t  und dieselbe Spitze besitzt, ha t  zur Gleichung: 

2) ( x  cos cp + G s in  q )2  - (2 + y2 + 2 )  c o s 2 ~ .  

Bei der Losung des vorliegenden Problemes handelt es sich nicht so 
sehr um die Gleichung der Berührungsebene a n  beide Xegel, als um den 
Punkt der Basis des ersten Kegels, i n  welchem dieser von der Ebene be- 
rührt wird. Die Sache erledigt sich dann einfach so: 

Man sucht zuniichst den Durchschnitt der zweiten Kegelflache mit 
dor Leitlinienebene des ersten. Dio Leitlinienebene ha t  z u r  Gleichung: 

3) z - -  sin c. 
Substituirt man diesen Werth in 2), so erhBlt man als Durchschnitts- 

curve eine Parabel 

4) y ' -2ztgrps inc+sin2c( l - tg2cp)=0 oder y 2 - A z + B - 0 .  

E s  seien nun auf dem Almucantarat (- c) zwei unendlich nahe 
Punkte mit den Azimuthen a, und or2 gegeben, so ist  allgemein 

x - COS c sin a ,  y - COS c COS a ,  z - sin c. 

Legen wir durch die Punkte, deren Azimuthe a, und a2 sind, eine 
Secante, so lautet deren Gleichung: 1 

1 
WS - ('Y1 - cfZ) 

5) y =  - c t g ~ ( a i + ~ l ) x + ~ o ~ ~  
2 
1 

s i n  (a ,  + ol,) 
2 

Lasst man diese Secante zur Tangente werden, setzt also CY, - a,, so wird 

6)  
cos C 

y = - c t g u x + -  oder y = -  m z  +n.  
s m a  

Sucht man die Bedingung, unter welcher diese Tangente auch die 
Parabel berührt ,  so erhiilt man 4 m n  A + As - 4 mZB = 0. 

Substituirt man die Werthe für  die angezeigten Grossen, so erhalt 
man nach einigen Transformationen cos CY = tg rp [ctg c f cosec c l ,  und daher: 

I C 
cos crf = + tg rp ctg - 

2 

I C 
c o s u f ' = - t g g ,  tg-. 

2 

Der Kreis durch jeden dieser Punkte auf die Weltachse senkreeht 
gezogen ist ein Declinationskreis und man erhalt seine Gleichung, wenn 
man aus den bekannten Relationen: 

12 * 
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sin h = sin cp sin d + cos qi cos 6 cos t 
cos h cos a = - cos <p sin 13 + sin q ms d co.s t 

den Stundenwinkel t eliminirt; es wird 

siw6 = - cosipcosacosh + sinrpsinh, 

und da h = - c ,  so wird zunachst 

sin 6 - - cos p cos a cos c - sin cp sin. c. 

Substituirt man hierin die gefundenen Werthe von a, a' und a'' nach 
Glcichung 7 ) ,  so ergiobt sich: 

c C 
sind1-  - sincpctg-I sind1' = - sinrptg -. 

2 2 

I m  Fulgenden sollen zunachst die graphischen Methoden erledigt 
werden. Zunachst folgt: 

,, G. D a n d  e l i n ,  Problème du  plus court cr6puscule. Correspondance 
mathématique et  physiqua publice par Garnier e t  Quetelet. Tome II, 
pag. 97- 100. Gand. 1826. 

Es sei Figur 2 die Himmelskugel stereographisch von einem Pole 
auf den Aequator projicirt un?i alle Parallelkreise, welche von der Sonne 
beschrieben werden, sind concentrisch mit demselben sus dem Centrum A' 
beschrieben. C' und H' sind bezüglich dio Mittelpunkte des Dammerungs- 
kreises und des Horizontes. 1st  rry der von der Sonne beschriebena 
Parallel, so ist offonbar <):a'A1y' proportional dor Daucr dor Diimmerung; 
ein zweiter unendlich naher  Parallelkreis sei P' d'p'. Sol1 der  Winkel alA' y' 
ein Minimum sein, so müsscn dessen Difforentiale gloich soin, algo 

<): a lA '  /?' = c): y'A1 d', und daher auch A u'A' E A y'A1 d', 
daraus folgt, dass 

<): a' /?'A1 = <): y' d'A1, und  damit auch <): a' B' 6' = c): y' d' g~', 

das h e i d :  D e r  g e s u c h t e  P a r a l l e l k r e i s  m u s a  d e n  H o r i z o n t  u n d  d e n  
D % m m e r u n g s k r e i s  u n t e r  g l e i c h e n  W i n k e l n  s c h n e i d e n  (EulerlTiG5). 

Urn donsolben zu finden, logo man durch den Horizont und den 
D~mmerungskreis  einen Doppelkegel, dessen Spitze zwischen den beiden 
Kreisen liegt, w a h r ~ n d  dieso die Griindlinion der Kegel bilden, der 
Ljcheitelwinkel des Achsenschnittes beider Kegel ist  gleich; durch die Spitze 
dieser Kegel lege man eine Ebene -paralle1 zum Aequator, so wird die- 
selbe den Parallelkreis enthalten, weil er den Horizont und den D%rn~rieruiigs- 
kreis unter  gleichen Winkeln schneidet. Der Beweis sol1 hier der 
Rürze wegen übergangen werden, da  er i n  der folgenden ausfiilirlichen 
Alihandlung von L i  a g r  e neben mehreren anderen geliefert wird. 
J. B. J. L i a g r e  ha t  seine Arbeit in den ,,Nouveau mbmoires de l'académie 
royale des sciences, des lettres e t  des beaux ar ts  de Belgique, Tome XXX, 
Bruxelles 1857" vorijffcntlicht untor dem Titel: ,,Problùme des ~r6~usculas ."  
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Nachdem in der E in le ihng  die Verdienste von N o n i u s  (1573) *, J oh.  
und Nic. B e r n o u l l i  (1693), l ' H ô p i t a l ,  L e  M o n n i e r  und K e i l l  eine 
kurze Besprechung gefunden, bemerkt L i a g r e ,  dass C a g n  o l i  mit E l f e  
der htiheren Analysis die Dauer der kürzesten Dammerung bestimmte, indem 
er wie M a u d u i t  von dem Satze Gebrauch machte, dass der parallaktische 
Winkel zu Beginn der Diimmerung und am Schlusse derselben gleich sei. 

Die zweite L6sung des Problemes 

bezieht L i a g r e  auf eine Erscheinung, welche e r  D ~ m m e r u n g s c o m p l e -  
ment  ( c o m p l 1 5 m e n t  c r é p u s c u l a i r e )  nennt und zeigt, wie man sich 
von dem Vorhandensein dieser Wurzel a priori Uberzeugen kann;  die ana- 
lytische Ltisung verlangt namlich, dass der Parallelbogen der Sonne zwischen 
dem Horizonte und dem DLmmerungskreise ein Minimum sci; allein dic 
Sonne passirt den Dammerungskreis etwa nach Sonnenuntergang zweimal; 
einmal am Ende der Abenddhmerung  und dann jst die H6he der Sonne - c; 
dann aber auch zu Beginn der Morgendtimmerung, wobei die Htihe ge- 
wissermassen - (180° - C) 

gesetzt werden kann; setzt man diesen zweiten Werth in  die bekannte 
Formel fiir den Sinus der Declination am Tage der kürzesten Dammerung 
ein, so erhalt man in der That: 

180' - c c 
sin â = - sin rp tg 

2 
9 sina=-sincpctg-. 

2 

Weiter polemisirt L i a g r  e gegen die Bemerkung d ' A l e m b e r t ' s ,  als 
ob eur Zeit des Sommersolstitiums die langete Dflmmerung existire. Dies 
hat, fiihrt er for t ,  nur so lango Geltung, als die Dfimmerung noch vor 
Mitternacht endigt; es h6rt sofort auf richtig zu sein, sobald die Dammer- 
ung imaginlir wird, das heisst die Sonne die Htihe - 18"nich t  rnehr er- 
reicht. I n  diesem Falle rechnet L i a g r e  die Abenddtimmerung von 
Sonnenuntergang bis Mitternacht und die Morgendfimmerung von Mitter- 
nacht bis Sonnenaufgang. Es  sei heispielsweise g, =51", so ist ftir 

der halbe Tagbogen 8'~9'!'6 und damit die Abend- oder Morgendammerung, 
wenn man von der Zeitgleichung absieht, 

wlihrend die langste D h m e r u n g  dann stattfindct, sobald, abgesehen von 
Refraction , Sonnenhalbrnesser und Parallachse, die Sonnendeclination den 
Werth erreicht: 
- -  - 

â=90D- rp -c=2 l0 .  

* Die Jahresangabe scheint ~ i c h ,  wenn kein Irrthum vorliegt, aiif eirie cpiitere 
Ausgabe von No n i  u s ,, De crepusculis '' zu beziehen. 
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Dies findet beilaufig am 23. Mai und am 18. Ju l i  statt. D e l a m b r e ,  
sagt L i a g r e  weiter, findet i n  sciner Astronomie ausser der Epoche der 
ktirzesten Dtimmerung noch deren Dauer nach C a  g n O 1 i ,* ferner die 
Eigenschaften der Azimuthe und des parallaktischen Winkels; dagegen 
vermisst man ,  wie uns wenigstens scheint, die charakteristische Eigen- 
schaft, dass zur Zeit des Minimums der Parallel der Sonne den Horizont 
und den Dkimmerungskreis unter gleichen Winkeln schneidet, welche 

D a n  d e l i  n in  der ,Correspondance mathbmatique e t  physique (1826) ge- 
funden hat.** 

Die Deutung der zwei Wurzeln des Problemes 

C C 
sin 6, = - sin cp tg - 7  sin 6, = - sir. rp ctg -- 

2 2 

ftihrt L i  a g r  e auf die Einführung zweier neuen Perioden ; die Periode 
, p h y  s i s  c h e r  T a g  ( j o u r  p h y s i q u e )  umfasst den astronomischen Tag 
und seine zwei Dammerungen; die bereits erwiihnte Periode , ,Dam- 
m e r u n g s c o m p l e m e n t  ( c o m p l e m e n t  c r é p u s c u l a i r e ) "  ist der Ueber- 
schuss des physischen Tages tiber eine Dammerung. Die Aenderungen in  
der Lange des astronomischen Tages befolgen nicht dasselbe Gesetz, wia 
die der Dammerungen, und so fallt die ktirzeste Dammerung nicht mit 
dem Wintersolstitium zusammen, da in  gewissen geographischen Breiten 
dio Aenderungen der Dammerung jcne des astronornischen Tages vernichten 
ktinnen. Dasselbe ist mit dem Dammerungscornplement der Fal l ,  das 
wieder nicht auf die Epoche des ktirzesten physischen Tages fzllt ,  weil 
das Dtimmerungscomplement nur eine I)Bmmeriing, der physische Tag 
deren zwei enthtilt. 

Das Problem lasst sich geometrisch in  voller Allgemeinheit etwa in 
folgende Worte fassen : 

,,Das Minimum der Dlimmerung, des Dtimmerungscomplomentcs und 
des physischen Tages wird für  eine gegebene geograpbische Breite durch 
die Betrachtung dreier gerader Kegel erhalten, welche zur Achse die Ver- 
ticale des gegebenen Ortes haben. Die ersten beiden Kegel gehen durch 
den Dammerungsbogen und den Horizont und der eine von ihnen hat die 
Spitze ausserhalb, der andere innerhalb der beiden Leitebenen; der dritte 
Kegel ist  eine Tangentialfiache an die Himmelskugel Iangs des Dammerungs- 
kreises. Legt man durch die Spitzen dieser drei Kegel parellele Ebenen 
zum Aequator, so schneiden dieselben die Hirnmelskugel i n  drei Parallel- 

Auch hier findet sich der Irrthum, als ob Cag n o l i  die schon von Lam- 

sin : 
b e r  t gefundene Formel sin 5 = -- zuerst aufgestellt hàtte. 

2 cos cp 

** Auch hier licgt ein lrrthum L i a g r c ' s  vor ,  da diese Eigcnschaft, wie 
wir auch seiuerzeit angezeigt haben, eine Entdeckung Eule r ' s  (1765) ist. 
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kreisen; den ersten beschreibt die Sonne am Tage des ktirzesten Dammer- 
ungscomplementes; den zweiten am Tage der klirzesten Diimmerung; den 
dritten zur Zeit des kurzesten physischen Tages.' 

I n  der ersten Epoche macht der Parallel mit dem Horizonte und 
dem Dhmerungskreise  supplementare Winkel; in der zweiten sind die 
Winkel gleich; i n  der dritten schneidet der Parallelkreis den Horizont und 
Diirnmerungskreis unter rechten Winkeln. So oft der eine oder der andero 
Durchschnitt nicht stattfindet, bedeutet dies, dass die betreffende E r -  
schcinung für den gegebenen Ort  imaginar ist. 

Die verschiedenen sich darbietenden Fragen sind die folgenden: 
a) Für  einen gegebenen Ort  und Tag die Azimuthe und Stunden- 

winkel zu finden, welche dem Anfange und dem Ende der Dam- 
- merung entsprechen, sowie die ganze Dauer der Erschoinung zu 

bestimmen. 
b) Fur  eine gegebene geographische Breite die Epochen der langsten 

und kürzesten Dtimmeruiig, sowie ihre Dauer und die Azimuthe und 
Stundenwinkel zu Beginn und am Ende der Dammerung zu finden. 

c) Die geographische Breite des Ortes zu bestimmen, wo ftir einen 
gegebenen Tag die langste oder kiirzeste Dammerung stot,tfindet. 

d) Die Dauer des physischen Tages und des Diimmerungscomplementes 
zu finden, das ist  fur eineii gegebenen Ort die Dauer des astro- 
nomischen Tages vermehrt um seine zwei Dammerungen oder 
auch nur  u m  eine zu bestimmen; die kfirzeste Dauer dieser 
Grossen f i r  den betreffenden Ort zu suchen. 

Es  sei Pigur 3 : Z das Zenith, P der Pol, H O  der Horizoiit, CR der 
Dammerungskreis, EQ der Aequator, e q  der Parallel dor Sonne; die 
Dreiecke Z P S  und Z P S' ergeben dann folgende Relationen: 

sin 6 
cos a - . I '-TV 

2) 
sin 6 + s in  p sin c 

COS a4 = 1 
cos cp cos c 

3) cos t ,  = - tg tp tg 6 ,  

4) 
sin c 

~ 0 ~ t , = - t g < p I g 6 -  -* 
cos cp COS S 

und daher 
sin a, = 

J S & Z 2 G  
5 )  cos <p 9 

Jcos2c  - sin" - sin." - 2 sin 6 s in  c sin. rp 
6) szn a, = - - - - 

- 1 

COS rg COS C 
-. 

J G s 2  rp - sinx cî 
sin t ,  = 

COS cp cos 6 ' 
J c o s ~  c - sin" - -sin" - 2 sin. c sin 9 sin S 

sin t ,  = cos <p cos 6 
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Bus Gleichung 3) und 4), 7)  und 8) erhëlt man leicht: 
s in  c 

cos t ,  - cos t ,  = 
COS rp  cos O 

Jcos2cp-cosad JCcjs2c-sinxcp-sin26-2sincsinqsind 
s in  t + sin t, = ---- - + --- -- - 

1 - cos cp cos 6 - cos rp  cos d 
woraus durch Division: 

s in  c 
-- - -- -- -- -- ------- -- -- 7 ,  

Vcos2 cp -sin" + fcos%- sinz rp  -sin2 8-  2 sin csin rp  sin d 

t ,  4- 4 - sin c 
10) tg- - 

JcosZ rp  - sin2 6 - Jcos'c-sin" r p s i n ~ - 2  sin csin rp  sin s 
Nun untersucht L i a g r e  zunachst mit Hilfe der Gleichung 91, welche 

Bedingungen für  eine reelle Damrnerung stattfinden miissen, wo eine 
Iangste Dtimmerung stattfinden kann und ahnliche Fragen,  wie sie zum 
Theil schon von E u l e r  erledigt wurden. 

Durch Di f fe ren t ia t io~  und Annullirung der Gleichung 9) erhalt er 
hieraiif die beiden bekannten Wurzeln fiir den Sinus der Declination: 

1 1) 
C 

sin 8, = - s in  cp tg - r 
2 

12) 
C 

sin 6, = - s in  rp  ctg - 2 
Die Gleichung 10) giebt auf gleiche Weise die Wurzeln fur das Mini- 

mum des Dtimmerungscomplementes: 
1 l*) 

C 
s ina ,  = - sincptg-, 

2 

12*) 
c 

sina, = - sin c p c t g  
2 

Die Formel I l )  wird sodann wegen ihrer Giltigkeit fur jede Polh6he 
als Losung des Problems angenommen und d a m  als Dauer der kürzesten 
D b r n e r u n g  gefunden: c 

sin 
13) 

t - t  s in  5 = . 
2 cos rp  

Fur den Aequator (y = 0°) ergiebt sich 

t a - t  1 -  - c = l h 1 2 " ,  

die kürzeste Dammerung, die tiberhaupt auf der Erde stattfinden kann. 
Mit Hilfe des Ausdruckes 

C sin.6, = - sinrptg- 
2 

findet L i  a g r e  aus den Formeln 1) und 2) die Relation a, + a, = 180°, 
sowie aus den Dreiecken ZPS und ZPS'  

S=S' ,  

die Gleichheit der parallaktiachen Winkel,  woraus wieder folgt, dass der 
Parallel der Sonne den Horizont und Diimmerungskreis unter gleichen 
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Winkeln schneidet; dieser Satz , den L i a g  r e  für D a n d  e l i n  i n  Anspruch 
nimmt, ist ,  wie bekannt, bereits von E u l e r  gefunden worden. 

Wir haben bereits zu Anfang der Abhandlung von L i a g r e  nach- 
gemiesen, dass die zweite Wurzel 

12) und 12*) 
C 

sina* = - s in9  cfg- 2 
fur das Minimum des Diimmerungscomplementes gi l t ,  wie sich dies auch 
aus der analytischen Behandlung ergiebt. Mit Hilfo dorselben ergiebt sich 
aus den Formeln 1) und 2) al = a, und aus den Dreiecken Z P S  und 
ZPS' (Fig. 4) : 

sin S = sin S', tg S = sin a,  ctg cp, tg Sr= - sin a,  cfg cp, 
daher S= 180'- S'. 

Berticksichtigt man, dass S Z  und SZ' senkrecht auf HO und CR 
stehen, so folgt daraus, dass die beiden Winkel,  nnter  denen der Parallel 
der Sonne am Tage des kiirzesten D%mmerungscomplementes den Horizont 
und den Dkimmerungskreis schneidet, raich zu 180' erganzen. 

Urn endlich die dritte Frage nach dem Minimum des physischen Sages 
zu erledigen, betrachten wir die Gleichung 

sin sin 6 + sin c - cosT= 1 

cos <p cos S 
woraus sich durch Differentiation und Annullirung ergiebt: 

und dshor: 

14) 

sin cp + sin 6 sin c = O 

F u r  die Dauer des ktirzesten physischen Tages erhalten wir: 

d g  c t gT=- - - ,  
cos 6 

als Azimuthalbedingung besteht: 
cosa,: cosa ,=l :  cosc=cosOO:cosc, 

das heisst, die Cosinus der Azimuthe verhalten sich wie die Eadien des 
Horizontes und des Dhmerungskreises .  Endlich findet man noch, dass 
das Dreieck ZPX' rechtwinklig is t  in 8'; denn 

tg 9 COS C 
COS a, = - - und s h T =  -, 

tg c cos <p 
sir. 9 

cos a, = - sin T - = sin T s i n  8. 
szn c 

Wir tibergehen hier die zurn Theile neuen und interessanten Re- 
lationen, die sich a n  die Bedingung dieser drei Vinima kntipfen und 
kommen zum Schlusse zu den geometrischen Constructionen: 

1. Um den Parallel der Sonne zur Zeit der kiirzesten Dkmmerung 
zu construiren, ziehe mari in  Figur  5 mit den bekannten Bezeichnungen 
die Geradcn H R  und C O ,  die sich in E schneiden; dann ist K die Spitze 
des Doppelkegels mit den Leitlinien HO und CR; zieht man KP senk- 
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recht auf die Weltachse PD, so is t  diese Senkrechte ein Stück des 
Parallels eg  (Dan  d e l i n  1826). 

C 
Denn da < ) : H O C  

= 2 ,  
<):PD0 = p, so folgt aus dom recht- 

winkligen ~ r e i e c k e  F D  K, D O - 1 gesetzt: 
C 

F D  = D K s i n p  = sincp@-2 
2 

F D  aber ist der Sinus der Declination und negativ also: 
C 

sinci = - sin p tg -. 
2 

Man sieht gleichzeitig, dass e q  den D~mmomngskre i s  nur so lange 
schneidet, als c 

90'- rp> 

I n  Figur 6 sei irgend eiue Erzeugende des Doppelkegels G K G '  ge- 

zogen; construirt man den Kreis, welchen der Durchschnitt der Himmels- 
kugel mit der durch G K G '  gelegten Ebene bildet, so sol1 nachgewiesen 
werden, dass die Winkel a und a" gleich sind. Zunachst ist  klar, dass 
die Winkel in  G und G' durch die Tangenten gernessen werden, welche 
man an die beziiglichen Kreise zieht. Die Tangenten an die Leitlinien- 
kreise in G und G'  sind parallel und folglich die von diesen Tangenten 
und der sie schneidenden Sehne G G' gebildeten Winkel einander gleich, 
insofern dieselben auf verschiedenen Seiten liegen, wie etwa cr und a"; 
andererseits sind auch die von den Tangenten in C und C f  a n  den Kreis 
G G v G f  und von der Seline GG' gebildeten Winkel einander gleich, mithin 
auch deren Differenzen 

<j: cr - <): a', und da <): a' = <): a", so i s t  <):or - c): cru. 

2. Urn den Parallel am Tage des kürzesten D~mmerungscomplementes 
zu construiren, sei in Figur 7 die Bedeutung der Buchstaben die bekannte. 
Der Kegel mit der Spitze in E umfasst als Leitlinien H O  und CR. Man 
ziehe Kpe senkrecht auf die Weltachse PD,  so ist e p  der Parallelkreis 
der Sonne am Tage des kürzesten D~mmerungscomplementes. E s  ist, wie 

C 
leicht einzusehen, D F  = D Ksin cp, D E  = cfg -1 also, D O wieder gleich 

2 
C 

eins gesetzt, sin 8 = - sira cp ctg -. 
2 

Was die Beweisführung für <):a = <):a' anlangt (Fig. 8), so ist die- 
selbe analog der frütier gegebenen, kann also der Kürze halber tiber- 
gangen werden; auch hier ist  es einleuchtend, dass ein Durchschnitt der 
beiden Kreise HO und CR mit dem Parallel nur  stattfhden kann, wenn 

3. Es  erübrigt noch, den Fa11 des kürzesten physischen Tages zu be- 
trachten. 
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I n  diesem Falle (Fig. 9) ziehe man die Tangente E R  an den 
D%mmorungskreis CR; es ist  d a m :  

sin cp 
D K -  DRcosecc,  DF- DKsincp = -- 

sin c 

Die Gerade Ke wird die beiden Geraden II0 und CR nur  so lange 
schneiden, als die Relation gilt: cp < c .  

Dass der Parallel der Sonne ep den DXmmerungskreis rechtwinklig 
schneidet, ist  ohne weiteren Beweis aus der Construction zu entnehmen. 

In dem von M o i g n o  herausgegebenen Journal ,,Les Mondes, revue 
hebdomadaire des sciences e t  de leurs applications, Paris 1864 ,  vol. V" 
hat  E. B a r b i e r  eine Construction, das Yroblern der kürzesten Dammerung 
batreffend, gegeben, die sich nicht wesentlich von der L i a g r  e's unter- 
scheidet, weshalb wir davon hier Umgang nehmen und dieselbe nur der 
Vollstindigkeit wegen anführen. Endlich ha t  H. C r a n z  unter dem Titel: 
,,Zur geometrischen Theorie der Diimmerung" oine Abhandlung im 31. Jahr- 
gange (1886) der ,,Zeitschrift fur  Mathematik und Physik" ver6ffentlicht. 
Nit Hilfe der stereographischen Projection werden dort die Aufgaben über 
die kürzeste Dammerung gelost; doch bietet der Aufsatz nichts wesentlich 
Noues gegen seine Vorganger. 

In  diesem Abschnitte sol1 noch einer Reihs alterer Methoden gedacht 
werden, die aus irgend einem Grunde i n  den vorhergehenden Abtheilungen 
keinen Platz finden konnten, und qleichzeitig sollen die rein trigono- 
metrischen Aufl6sungen ihre Erledigung finden. 

Wir  haben seiner Zeit den Bericht über die rein analytischen Methoden 
mit der Arbeit von d' A r r e s t  abgeschlossen, sowie die zum Thoile syn- 
thetischen Methoden mit  den Arbeiten von D e l a m b r e ,  um die construc- 
tiven Auflosungen M o n g e ' s  und seiner Nachfolger zu besprechen. 

Mit den Arbeiten von D e l a m b r e  ungefahr gleichzeitig, ja  sogar 
etwas früher, erschien die ,,Astronomieu von J. G. F. v. B o h n o n b e r g e  r 
(Ttibingen 1811), worin die Aufl6sung des Problemes der künesten 
Dammerung in folgender Form gegeben ist: 

E s  sei i n  Figur 10: Z das Zenith, P der Pol,  H der P u n k t ,  wo die 
Sonne aufgeht, S der Punkt ,  wo die hforgendammerung beginnt, also: 

P Z  = P S ;  es werde angenommen: c): P H Z  = <): PSZ. 

Construirt man nun den Punkt  S' so, dass 

zs  = zsr, <):s'PB~ = + S p a ,  PH' = P S I  

und verbindet H mit 8' und S mit Sr durch Bogen grosster Kreise, so ist 

und daher <): SPS' = <): HPH'  

A P S S '  cv aPnnr, <):pSsr = <):PHHr. 
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Nach der Annahme ist aber 

=x Z I I P  = 4: Z S P ,  also <): ZSSr= <:: LHH'.  

Man mache Sv  = Z H ,  so ist 

Es  ist  aber A Z H H ' E A v S S ;  also v g = Z H ' .  

Z ~ + ~ S = Z V + Z H = Z S = Z S ' < Z V + S ' ~ < Z ~ + Z H ' ,  2 H < Z I i r .  

Da aber <):S'PH'= <): S P Z ,  so gelangt die Sonne 9 in derselben 
Zeit von S nach H  als von S' nach En;  allein wegen Z B  < ZIT' liegt 
H f  noch unter dem Horizonte, deshalb wird S' mehr Zeit brauchen, den- 
selben zu erreichen, ala S ;  ebenso wird der Beweis für ein Gestirn gefiihrt, 
dessen Polnrdistanz PS"< P S  

E s  ergiebt sich daraus, dass ein Gestirn in  der kurzesten Zeit von S 
nach dem Horizonte gelangt, wenn die parallaktischen Winkel gleich sind: 

c:: P S Z  = c): PHZ.  

Da aber Z H  = S V ,  PLI = P S ,  -=): PXS = c): P H Z ,  so ist 

A P H Z Z  ArSP.  
ist aber P v  = PZ = W 0  - cp, 4: H P Z =  <): vPS.  

Fallt  man P R 1  ZV, so halbirt diese Senkrechte die Z v  und den 
Winkel ZPv;  wir erhalten ans dern rechtwinkligen Dreiecke %PH, weuu 

1 C 
Winkel ZP R = Z R  = ( 2 s -  S v )  = gesetzt wird: 2 2 

.&, = -, 
2 cos cp 

und aus dem Dreieeke Z P S :  
C C sin q : sir. 6  = COS : - sifi 2 1 '? 

C s i n c l = - s i n q t g - -  
2 

I n  der Neubearbeitung von .J. S. T. G e h l e r ' s  Physikalischem Worter- 
bucheu beschaftigt sich H. W. B r  a n d  e s im 2. Bande, Artikel: Dammerungu 
mit dem Probleme (Leipzig 1826). B r a n  d e s  findet zunachst, dass der 
parallaktische Winkel bei gleicher Declination und Polhohe das Maximum 

erreicht, wenn das Azimuth = 90' is t ,  was aus 

s in  a 
sinp = - cos cp 

unmittelbar folgt. cos 13 

13ei gleicher Declination und Polhohe ist ferner die Hohen%nderuiig 
dem Sinus des parallaktischen Winkels proportional ; denn : 

sin h = sir. cp sin 6 f cos cp cos 6 cos t ,  cos h d h = - cos rp cos 6 sir. t d  t ,  
d h  = - s i n p  cos 6 d t .  

Ware also Figur 11 bei S v  der grosste Werth des parallaktischen 
Winkels und SS'= S'Sv, so ware die Htihenhderung in S und Sr' gleich; 
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macht man ferner S"Tr'= ST, also SS"= TT", so ist die Hohenhderung  
im Intervalle 88'' rascher als im Intervalle TT" (der Stundenwinkel Sndert 
sich fortwshrend gleichformig), und daher gelangt die Sonne am schnell- 
den zum Dammerungskreis, wenn die parallaktischen Winkel am Anfanp 
und Ende der Dammerung gleich sind; es ist  aber aus Dreieck PzS' 
uud PZS: s in  cp - s in  h sin 6 s in  rp 

W S p  = 1 C O S p = r  
cos h cos 6 cos 6 

C 
s in  6 = - s in  rp tg -- 

2 
I n  anderer Form behandelt J. C. E. Se h m i  d t in  seinem ,,Lehrbuch der 

mathematischen und physischen Geographie, Gottingen l82gU, die Aufgabe. 
Aus den bekannten Gleichungen: 

- sin c = s in  cp sin S + cos cp cos 6 cos t, , 
O = s in  cp sin S + cos cp cos 6 cos t, 

folgt durch Addition und Subtraction: 
1 t z  + tl t2  - 4 , - - s in  c = sin cp s in  S + cos cp cos 6 cos - 
2 2 

ros - 
2 

t + t ,  . t, - tl 
cos cp cos d s in  2- 

2 sw-' a 
Setzt man t, + tl = Zv, t ,  - 2,  = 2u, so findet ein Minimum statt, 

wenn ist 
d ( t 2 - 4 )  * - 

d d d 6 
- 0. 

Es  ist also: 
dv 

O = s incpcos6-  c o s c p s i n 6 c o s v w s u -  coscpcos6cosusinv--  
d 6 
d u  

O = - cos rp sir. B s in  v s in  ec + cos cp cos B sin u cos v - Y  

d v 
d d 

und wenn - eliminirt wird: 
d d 

O =  cosSsincpcosv-sin6coscpwsu; 

ferner findet man aus den Grundgleichnngen 
sine c si *azc = - -  - - -- 

4 cosa ù' ws2  cp sin" 
und aus der letztgefundenen Minirnumbedingung: 

cos' S sin2 <p cosB n 
cosou = 

sinZ s cos2cp ' 
mithin durch Addition : 

A m  der Minimumbedingung folgt ferner 
cos 6 sin cp cos2 v 

COS U cos L; = 
s in  d w s  cp 

und ans den Grundgleichungen 
s i n c +  2 s i n q s i r . S  

COS u cos v = - 
2 w s c p c o s d  ' 

w.oraus durch Gleichsetziing: 
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cos d sin <p cosZ v - sin c + 2 si9i a: s in  6 -- 
sin 6 cos w 2 cos x cos S 

und 
(si% c + 2 s in  <p sin 6 )  silz 6 

cosSv = - -. 
2 cos2 6 s in  tp 

Ferner ist  2 s i n c p + s i n c s i n  d 
sin% = 

2 cos2 6 s in  cp 

Satzt man diese Werthe in  cu) ein, so ergiebt sich nach einigen Re- - 

ductionen : 2 s in  g~ 
sin" + - s i n 6 =  - s i d q  

s in  c 
und damit: c 

s i n a ,  =- s i n q  ctg-,  
2 

Die Dauer der Dtimmerung wird nach Berechnung der Werthe t, und 
t, aus den Grundgleichungen gefunden: 

7 = t, - t,. 
Zum Schlusse dieser Abtheilung seien noch einige rein trigonometrische 

Auflfisungen angeftihrt. 
F. F. E. B r  lin n O w lieferte in dem von ihm herausgegebenen Journale 

,,Astronomical noticesU vol. 1. Ann- Arbor. 1861 eine riusserst kurze trigono- 
metrische Aufl5ssung. 

Die bekannten Gleichungen : 

cos cp cos t ,  = - s in  c cos 6 - cos c s in  6 cosp, , 
cos q cos t,  = - s in  6 cosp,, 

cos cp s in  t, = s in  p, COS c , 
w s  cp s in  t ,  = s i n p ,  

liefern sofort 
cos2q COS (t2 - t l )  = s in  c cos d s in  6 w s p ,  + cos c cos (PZ- pl) 

- cos c cos" cosp, cosp,. 
Allein es ist  sin q + sifi c sin 6 s in  <p 

m s p ,  =- > COSPI = -- > 
cos c cos 6 cos 6 

daher 

t - t, 1 - cos c cos(p,  - p,) . sin" - 
2 - 2 cos2 cp 

Diese Glcichung wird aber ein Minimum ftir p, = p,, daher 
c 

s in  . 'T 
S a n  - = - 

2 coscp 

und durch Gleichsetzung der parallaktischen Winkel: 
C 

s in  6 = - sin rp tg -. 
2 
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In  seinem ,,Lehrbuche der spharischen Astronomie, 3. Aufl., Berlin 1871" 
behandelt B r  ü n n  o w die Aufgabe folgendermassen: 

- sin c = s in  cp sin 6 + cos 9 cos S cos (2, + 5 )  

sine+ sinrpsila 6 
cos(t, + z) = -- . 

cos cp cos d 
Setzt man II - 90 - cp + 6 ,  so ist: 

1 
J s i n  S ( H  + c) cos - ( H  - c) 

tl + z - sin --- - 2 
2 cos cp cos 6 

1 

woraus t folgt, wenn f, gegeben ist. 
Nennt man Z' den Punkt  der Himmelskugel, der im Zenith ist  zur 

Zeit des Sonnenunterganges, Z denjenigen, der im Zenith ist  zur Zeit der 
Abenddiimmerung, so ist  in dem Dreiecke zwischen diesen beiden Punkten 
und dem Pole der Winkel am Pole z* und man ha t  

cos Z 2' = sinB cp + w s 2  ( p  COS t. 

Aus dem Dreieck Z Z r  S folgt c o s Z Z r  = cos c cos8,  und man h a t  

worin, wie leicht einzusehen, S = p ,  - pl der Unterschied der parallak- 
tisehen Winkel ist; daraus folgt, dam die DBmmerung am kürzesten wird 
für S = O ,  also c 

s in  - 
2 

sin ; = - 7  
cos cp 

die parallaktischen Winkol sind also einander gleich. Unter dieser Vor- 
anssetzung folgt aus 

sin cp s i n 9  + s inc  s in6 c 
cosp, = 7 ,Y COSP2 - 1 sin6==-sinrptg-. 

cos c cos d 2 
Bezeichnet man mit a, und a, die Azimuthe, so folgt sifia,= sina,,  

woraus, da a, nicht gleich a, sein kann, a, = 180 - a, sich ergiebt. 
Bus den beiden Gleichungon: 

- s inc  = sinrpsin6 + c o s g p ~ o ~ 6 ~ o s ( t l  + z), 
fiodet man O - sir. p, s in  6 + cos rp cos d cos t, 

C C C 
cos - si.n - 

t 2 2 
sin t,+- sin-=--- ( 3 2 cos, cos, 

diese Formel ha t  schon L i a g r e  gefunden. 
Eine ziemlich auaführliche Arbeit rein trigonometrischer Natur  lieferte 

noch S t o l 1  i n  der ,,Zeitschrift für  Mathematik und Physik", Jahrg. 28 
(1883) unter dem Titel: , , S t o l l ,  das Problem der kürzesten Dimmerung." 

* Siehe die Auflosungen von E u l e r  und Delambre .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



168 Historisch- literarische Abtheilung. 
IIIYYYY^̂ ^̂  ̂ -̂ -------- 

Der Verfasser stellt  sich folgende zwei Aufgaben: 
1. Unter welcher Polhtihe kommt ein Stern,  dessen Declination gegeben 

is t ,  am schnellsten von einem gegebonen Almucantarat hl ni einem 
zweiten h, 3 

II. Wie gross muss die Declination eines Sternes sein, damit dereelbe an 
einem Orte von gegebener Polhohe cp am schnellsten von einem ge- 
gebenen Almucantarat hl zu einem zweiten h, gelange? 

Von den Gleichungssystemen: 

{ 
cos h., sin a, = cos d sin t, 

1) cos h, s in  a, = cos d sin t, , 

{ 
sin hl - sin QI s in 6 + cos cp cos 6 cos t, 

11> sir,h2- sincpsind + cospcosdcos f , ,  

III) 
sin d - sin hl sin QI - cos hl cos rp cos a, 
sin 8 = sin h, sin cp - cos h, cos rp cos a, 

ausgehend, findet der Verfasser zun%chst durch Multiplication je  ameier 
zusammengehtiriger : 

1) cos hl cos h, sin al sin a, - cos" sin tl sin t2,  

2) (s in  hl - sin p sin 8) (sin h, - sin cp s in  6 )  - cos2 cosZ 6 COS tl COS tz ,  

3) cos hl cos h, cos2 rp cos a, cos a,  - (s in  hl sin p - sin 6 )  (s in  h, sin QI - sin 6). 
Aus l), 2) und 3) ergiebt sich: 

cos2 p cos hl cos h, COS (a, T a,) -k (sin hl - s in  cp sin. 6 )  (sin h, sin QI - sin 6 )  

= cos2 p cosz d cos (t, f t,) + (s in  hl sin g, - s in  6) (s in  h, s in  p -- sifi 6 )  

nnd daraus nach einigen Reductionen: 

t -t ,  
4) cos2 8 s i n z L  - cos h, cos h, sin2 an h -$  

2 2 + s i m 2 L  
2 ' 

Aus den Gleichungen II) folgt weiter: 

t 2 -  t, . 4- t, cos 9 cos 6 sin - h1 + h2 
2 2 2 2 

- hz cos--- Szn - -- sin ----- 

und daraus i n  Verbindung m i t  5): 
h - h  h +ha sin2 c0s2 L 

4 - 4  6 )  cos" sin -- - 
2 2 -. 

2 a + a2 + h -ha 
sin2 ' cos hl cos h, sin2 '-- 

2 2 

Bus Gleichung 4) ergiebt siüh für  ein coustantes 8 das Minimum von 
f2 - 4 fur al = a,, dasselbe wird: 
2 
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h - h ,  sin -- 

t - t  .çin2--' = 
2 

2 cos 6 
h - h ,  

und ist nur giltig, so lange .i- < 90'- d. 
2 

Aus don Gleichungen III) erhiilt man die Polhoho, wenn man darin 
a, = a, setzt: h $.h, sin L- 

8) sin cp = 
2 

sin d 
h - h ,  

cos -'- 
und fernor 

2 

9) 
h + h ,  cosa - - c t g ,  tgy .  

CI 

f - 4 Die Gleichung 4) deutet auch ein Maximum von - 
2 

an für 

a, - 180° + a,; 

die dadurch erlangte Zeit bezieht sich auf den eweiten Durchgang durch 
den zweiten Almucantarat, und es is t  hl + h2 

COS -------- 

10) sin (t, - t,) = 
2 

cos d 
Diose Gleichung gilt wieder nur so lange 6 < h, $- h, ist; Stinlich, 

vie früher, wird aus III): hl -3 
C O S -  " 

und 

12) 

'5 
sin rp = sin 6 

hl + h2 si% 

Um die zmeite Aufgabe zu erledigen, nimlich die Bedingung des 
Minimums fiir eine constante Polhohe zu finden, wenden wir uns an die 
Gleichung 6); diese giebt für  das Minimum von (f4 - il) die Bedingnng 

a, + a, = 180° 
und damit . hl - h, szn ---- 

1 3) 
t - t  sin L i  = 

2 
2 COS 9 ' 
hl - 722 dies ist nur moglich, so lange --- 

2 
< 90' - q. 

Ftir cos a, = - cos a, findet man aus III) : 
hl + h, sifi - '> 

und 
15) 

sin d = 
Y 

sin q 
h,  - h, 

cos ---- 
2 

Hiut.. lit AbLb. d. Zei txhr  f. Math u. Pliys. 41. Jabrg. 1896. 5 Urf t .  13 
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F ü r  das Maximum von (t, - t,) muss sein 
a, + a,= 0. 

Die Gleichung 6) giebt dann 
hl + h2 

COS - 

16) $2 - tl - si%,- - 
2 

2 
7 

cos cp 

was nur moglich ist unter der Bedingung: 

Hicr ist wieder unter t, - t, der Zeitraiim verstanden, der vorn ersten 
Durchgang durch den ersten Almucantarat bis zum zweiten Durchgang durch 
den zweiten Alrnucantarat rerfliesst. 

Fcrner wird aus III: TA, - h, 
COS ,, 

und 

18) 

L 
sin 6 = sin cp . h1+7tz  

szn ------- 
2 

h ,  + h, cos a = - ctg --- + ~ ( p .  

Die Stellung, in welcher der Stern am raschesten seine E h e  hder t ,  
giebt die Gleichung 14 ; setzt man darin h, = h,, so wird 

und aus III): 
sin d = sin h si% cp 

c o s a = O ,  a=90° .  

das heist, der Stern muss im ersten Vertical stehen. 
Die Gleichung 13) giebt: h, - h, s in  --- '> 

I 
= cos cp 

. t? - t ,  szn --- 
2 

und da für h, = h, auch t, = t ,  wird,  so ist das Sinken des Sternes im ersten 
Vertical dem Cosinus der Polhohe proportional und es muss die Ungleiühung 
bestehen O < d < cp. Im ersten F a l k  (bei sudlicher Declination) erreicht 
der Stern den ersten Vertical erst unter dem Horizonte im zweiten Falle, 

CS > cp ware sin h > 1 ,  
das heisst, der Stern erreicht den ersten Vertical über dcm Horizonte nicht. 

I n  den ,Astronomischen Nachrichtenu Bd.llO(1884) hat ,,S. J. S t i e l t j e s ,  
Note sur  le problkme du plus court crépusculeu aus Anlass meiner zwei 
AufsYtze den Beweis geliefert, dass sich das Problem nicht wesentlich 
complicirt, wenn man den Sonnenhalbmesser und die nefraction berück- 
sichtigt. Ich füge der Vollstandigkeit megen diese Betrachtung hier au. 

Es sei der Beginn bezüglich das Ende der Morgendammerung bei der 
Dcpression der Sonne c = 180  und d. 

In  Figur 12 sei Z das Zenith, P der Pol ,  S und S' die Positionen 
der Sonne zu Beginn uud am Ende der Morgendiimmerung, so ist 

PS=PS'=9Co-8,  ZS=90°f C ,  ZS'=90°+d. 
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Für  das Minimum bcsteht bekanntlich die Relation 

cl: PSZ = <)= PS'Z .  
Setzen wir 1 

Z A = - ( c - d )  
2 

und verliingern S ' Z  bis A', so dass 
1 

Z A 1 = Z A = - ( c - d )  
2 

wird, und ziehen die grossten Kreisbogen P A  und PA', so ist 

und dalier A Y S A  A l'S'A1, also P A  = PAf,  i): P A S  = <j: PA'S'. 

Da aber ist P A =  PA', so muss auch sein A P Z A  2 A PZA' und 
mithin <): S'Ar P = -4: Z A P  - <): SAP. 

Es ist also <):SAP = -4: S ' A f P  = 90° 
und man erhalt A und A', wenn man an den Kleinkreis aus Z mit dem 

c-d  
Ksdius 7 Tangenten aus P fàllt. 

2 
E s  ist ferner Azimuth P Z S  = Azimuth (180° - PZS ' )  und 

r = <): SPSr= <): APAf .  

Aus den Dreiecken P A Z  und P A S  folgt: 
sin <p 

cos P A  == c + d ,  
i cos6 = cosPAcosSA= - cosPA.sin--- 

C - d  a 
COS --- 

2 ~ + a  
siTa ,- 

und daraus ergiebt sich : 
. c-d stn - - C +  a 

2 
COS - - 

. t 2 - 4 -  s2n ------- - . t,+t, 
1 szn --- 

a 
2 

-- 
2 cos rp cos d 

und c -d  
cosPZS = - cosPZS1= cosa = tgcptg-. 

2 

VIIT. 
In  eigenthürnlicher und origineller Weise ha t  d '  A r  r e s  t in seiner 

bereits angeführtcn Abhandlung (Astronomische Naehrichten Bd. 4G) das 
Problem der kürzesten Diimmerung behandelt. Nachdem er die wichtigsten 
Eigenschaften derselben, wie wir bereits gesehen habeu, im Zuoammen- 
Lange vorgeführt hat te ,  stellt er sich die Frage nach dem geometrischen 
Orto der Stande der Sonne am Tage der kürzesten Dammerung fiir al10 

1 3 *  
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einem und demselben Langengrade zugehorigen Polhohen. Diese Cnrve ist, 
wenn man die sphhrischen Kegelschnitte zum zweiten Grade rechnet, vom 
vierten Grade und besteht aus zwei gesonderten Ovalen an der IIimmels- 
kugel; sie besteht aus acht congruenten Quadranten, besitzt vier conjugirte 
Punkte und llisst sich in geschlossenen Ansdrücken weder rcctificiren noch 
quadriren; doch hangt dieselbe mit  dem grossten Kreise und der Ellipse 
zuuarnrnen.* Zieht man durch den Ost- und Westpuukt der Himmelskugel 
zwei grosste Krcise, welche den Aequator unter den Winkeln f c schneiden, 
so ist ihre Gleichung: 

1) 
C C 

sin t = Jtgz - tg2 6 : 
2 

Denn nach Fignr  13 folgt aus dem rechtwinkligen Dreiecke mit den 
Katheten 6 und 90° - t und dem der Kathete 6 gegenliberliegenden Winkel + c 

C + cost tg- = tg 6 ,  - 2 
woraus obige Formel leicht abzuleiten ist. 

Die sphiirische Ellipse mit den Halbachsen 

o s c  J t g z + - t g % ~  

2) sin t = 
** 

C 
tg 9 

Bezieht man narnlich die Gleichung der Ellipse auf ein System zweier 
sich rechtwinklig schneidcnder Grbsskreiso und zieht durch die Pole P 
und TT dieser grossten Kreise Figur 14 und durch einen Ellipsenpunkt A! 
grosste Kreisbogen, welche auf den als Coordinatenachsen geltenden Kreisen 
die Stücke O X  = E l  O Y = 7 abschneiden, BO lautet die Gleichung der 
sphlirischen Ellipse mit den Halhachsen a iind b: 

tg2 a tg" + tg" tge = tg2a tg". 
2E C 

1st nun O A =  a=-- 
2 

C, OB= b = - 9  so ergiebt das Dreieck TTYM: 
2 

ctg q = ctg d cos t  , & = t 
und damit aus der Ellipsengleichung: 

woraus nach einigen einfachen Reductionen die obige Ellipsengleichung 
sich ergiebt. 

- 

* Für das Ver~tindniss der folgenden Betrachtungen ist ein Einblick in 
,, G. G u d  e r m  a n n  , Grundrias der analytisühen Sphirik, K6ln 1830", unerl%sslich. 

** K. Ze lbr ,  ,,Remerkiing m m  Prohlern der kiireesten Dammer~ng '~ ,  Astro- 
nomische ~âchrichten Bd. 108 Nr. 2575 (1884). worin d ' A r r e s  t ' a  Abhandluug 
erlautert ist. 
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Um Missverst%ndnissen vorzubeugen, mag hier noch angemerkt werden, 
dass die Coordinatensysteme in Figur 13 und 14 um einen Winkel von 9U0 
gegen einander gedreht erscheinen, um eine grossere dnschaulichkeit zu 
ermoglichen; wahrend der Meridian des Ortes in  der ersten Figur 13 i n  
die Ebene des Pupiers fallt, ist  e r  in  Figur  14 senkrecht darnuf gcdncht. 
Um die Gleichung der Curve für die ktirzeste Darnmerung zu finden, be- 
rticksichtige man die bekannten Relationen für die Declination am Tage 
dor ktirzesten Diimmerung und den Stundenwinkel bei Sonnenaufgang oder 
Untergang: c 

sin 6 = - tg - sin cp , cos t, = - tg p tg 8. 
2 

Eliminirt man daraus die Polhohe, so erhalt man nach einigen Reductionen 

allein es beeteht fiir diesen Stundenwinkel und jenen a m  Anfange beztiglich 
Ende der ktirzesten Dammerung die schon von L a m b e r t  gefundene Relation 

sin t, = sin t, cos c , 
daher die Gleiühung der gesuchten Curve: 

cos Jtg2 + - tg2 

3) sin t, = - 

(tg' - sin 

Wie leicht einzusehen, hatte man diese Gleichung auch erhalten 
konnen, wenn man sus 

C 
sigz 13 r= - sin cp tg - und - sifi c = sin cp sin 6 + cos cp cos d cos t, 

2 
die Polhoho p eliminirt hgtte. 

Differentiirt 'man die Gleichung 3) in logarithmischer Form,  so folgt: 

Der Mjttelpunkt der Gegencurve der Ellipse ist  um 180° abstehend 
vom Mittelpunkte der Ellipse; die Endpunkte der kleinen Achse dor Gegen- 
curve sind beztiglich 1800- c und 180° + c. Beachtet man ,  dam aus der 
Gleichung 3) der DBmrnerungscurve für  ts = 0 folgt : 

c 
tg8 = * tg-, 2 

so kann S dio vier Werthe erhslten: 
C + und 18O0f g -  

-- 2 
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Jedem positiven oder negativen 6 entsprechen zwei gleiche und eot- 
gegengesctzte Wcrthe von s in  t,, denen als Winkolgr6ssen entsprechen : 

f t ,  und 180°f t2. 
Man sieht also, dass die Figur  aus zwei getrennten Ovalen besteht, 

die uuter einander congruent aus je vier congruenten Quadranten bestehen, 
und dass diese Ovalen die Ellipse und deren Gegencurve in den Scheiteln 
berühren. Man kann diese Ovalen mit E l f e  der beiden Kreise und der 
sphiirischen Ellipse punktweise construiren; d' A r r e t i t  lehrt aber auch ein 
Verfahren, wodurch jede in  einem Zugc hergestellt werden kann. Lësçt 

C 
man einen spharischen rechten Winkel, dessen eine Katheto - über den 

1 2 
rechten Winkel hinaus um ;(TC+ C )  verkngert  ist ,  sich dergestnlt bewegen, 

2 
dass die Hypotennse stets mit dem Meridiane zusammenfallt, wahrend die 
an3ere Kathete diirch den Weltpol geht,  so beschreibt das Ende der ver- 
liingerten Kathete die in Itede stehende Linie. 

Es  soi Figur 15 BA' dor Aequator und PFA '  der Meridian; das 
rechtwinklige Dreieck, dessen Hypotenuse PF = b im Meridiane liegt, sei 

C C 
PQF; die Kathete Q F =  - 3  dieVerlangeruug derselben CQ=90U+ -; die 2 2 
andere Kathete PQ = pl so folgt aus den Dreiecken PQF und I 'QC: 

C C 
cosb=cospcos- i  silzd=-cospsin-• 

2 2 
Fernor aus Dreieck PCF: 

- sin c = s in  6 cos b + cos 6 sin b cos t ,  
daher : 

C C - s in  o = sin 6 cos p cos - + cos 6 i I - cos2 c o s 2  cos t ,  
2 2 

C 
- sin c = - sin26 ctg - + cos 6 ctg - tg - - sin" cos t. 

2 2 n 
Führt  mau dio nothwendigen Reductionen durch, so erhëlt man - 

schliesslich : 
cos c / L g 2  - tgs 6 

sim t = -- - 
- . 

/ tg~ + - si, 6 

Ans den Gleichungen 1) bis 4) findet man die ausserhalb der vnii 
der Curve umschlossenen Eaume befindlichen vier conjugirten Punkte, deren 
Coordinaten sind: 

n - 
5) t2 = + 2- 9 cos 6 = {cos c i  

F ü r  den Durchschnitt der Curvo mit  den Kreisen 1) findet man 

6) sin d *  = 2 sin"? 2 
wiihrend aus der Gleichung 5) folgt: 

c 
sin 6 = sir. - i 2 .  

2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Das Problem der ktirzesten Dammerung. 175 
-_____YI -_MM______M_--~-~^^_ .__L^^^^^^^_ I -  

,Die conjugirten Punkte sind tibrigens, obgleich sie geometrisch znr 
Aufl6sung gehoren, keine Punkte der kürzesten Dammerung; welche Be- 
ziehung sie astronomisch zum Probleme haben, mochte kaum leicht zu 
ermitteln sein. Y 

Mit diesen Worten schliesst d '  A r r e s t  seinen Anfsatz über die küraeste 
Dimrnerung, und es scheint, als ob - kleine Modificationeu ausgenommen - 
kaum etwas wesentlich Neues für die Behandlung der Aufgabo beigebracht 
werden konnte. 

Im folgenden Abschnitte sollen noch die auf das Problem beziiglichen 
Tliatsachen zusammeugestellt uud eine übersichtliche Darstellung der be- 
niitzten Qucllcn gegeben werdcn. 

13. 
Formeln von N o n i u s  (1542): 

R sin c 
s i n - - = s i r t z c o s c p ,  t y m = ~ ~ F s i r t r p ,  cosn=-  

2 2 2 sin R ' 

sifi S = sin ( m  + n) cos q ,  
sin. c 

cos t, = - 
cos (p cos 6 - @cptgd 

für n = 00 fallcn dio Declinationen in eino zusammen, und man erhült 
f i r  die kilrzeste Dtimmeruug: 

C 
sin. 

Z 
sifi - = -- , siri 8 = sin rn COS <p. 

2 cos rp 
Ausserdem findet sich schon hier die Bemerkung, dass der Aequa!or 

am Tage der kurzesten DSmmcrung den Depressionsbogen c halbirt. 
Formel von J o h a n n  B e r n o u l l i  (1693) und J o h n  K e i l l  (1718): 

C 
sin.8 = - fg,sin<p. 

L 
I u  J. H. L a m b e r t ' s  Photomctria (1760) finden sich die folgendcn 

Eigenschaften : 
5 990. PI =Pz, 
3 992. u, = 180' - a,, 

1 cost,= - tgrptgs,  

5 993. sin t2 = COS c sifi tl , 
.r = t2 - t,. 

L. E u l e r  (1775) findet, dass der Parallelkreis der Sonne a m  Sage  
der küreesten D h m e r u n g  den Horizont und D5mmerungskreis unter gleichen 
Winkeln schneidet; bei ihm findet sich auch zuerst das ftir da3 Problern 
charakteristische gleichschenklige Dreieck mit einer Seite Zenith - Pol, 
das also als gleiche Seiten 90O - (p a h  eingeschlossenen Winkel t besitzt, 
auf dessen Betrachtung oine grosse Anzahl der spatcren Auflfisungcn 
beruht. 

G. JS o n g e  (1804) giebt eine elegante constructive L6sung des Problenis. 
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T h .  S t. D a v i c s  (1833) versucht mit Hilfe des zweiten Differential- 
quotienten zu entscheiden, ob ein Maximum oder Minimum vorliegt; doch 
sind seine Betrachtungen ebenso , zum mindesten gesagt , unverstBndlicli, 
wie dio von H. G. K g s t n e r  (1755) und J. d ' A l e m b e r t  (1752). 

J. B. J. L i a g r e  (1857) ha t  zuerst die Bedeutung der zweiten Wurael 
des Problemes 

C 
sin 6 = - sin <p ctg - 

2 
richtig orklart. E r  führt neben der kürzesten Dtimmerung das kürzeste 
Dammerungscomplement und den kürzesten physischen S a g  in das Prohlem 
ein; der physivche Tag umfasst den astronomischen Tag  mit seinen beiden 
D&nmerungen, das L)~mmerungscomplement ist  der Ueberschuss des, phy- 
sischen Tages über eine Darnmerung; dadurch finden die moistcn Schwierig- 
keiten der analytischen Aufl6sung ihre Erklarung. Aus der reichhaltigen 
Formelsammlung, die L i a g r e  seiner Arbeit beigegeben ha t ,  mage hier 
als neu Platz finden: a , - a , -  t,-t, . 

tg1 - tg 7 szn y. 

Hierauf folgen geometrische Betrachtungen tiber die Minima dieser 
drei Epochen an drei Kegeln. Der erste, ein Doppelkegel, ha t  seine Spitze 
zwischen dem Horizonte und dem Dtimmerungskreise und zu Leitlinien 
diese beiden Kreise; der zweite Kegel ha t  zur Leitlinie den Horizont und 
umfasst den Diimmerungskreis als Parallelschnitt zur Basiu; die Spitze 
liegt daher ausserhalb der Himmelskugel; der dritte Kegel eudlich hat zur 
Leitlinio den Dammerungskreis und bcriihrt die Himmolskugel in diosem 
Kreise. Falit man von den Spitzen dieser Kegel senkrechte Ebenen auf 
die Weltachse, so enthalten diese den jedesmaligen Parallelkreis der Sonne, 
den sie zur Zeit dieser kürzesten Epochen beschreï~t .  Findet kein Durch- 
schriitt dieser Ebene mit der Weltachse innerhalb der Bimmelskugel statt, 
so ist das ein Beweis, dass das betreffende Minimum für  den gegebenen 
Ort  nicht stattfindet. 

H. L. d 1 8 r r e s t  (1857) endlich betrachtet das Problem vom Stand- 
punkte der analytischen Spharik, indem er den Ort der Sonnenstande am 
Tage der kürzesten Dlmmerung unabhangig von der Polhijhe sucht. Er  
gelangt zu der Gloichung einer spharischon Curve viert,on Grades und be- 
trachtet den Zusammenhang derselben mit zwei grossten Kreisen, dis unter 
denWinkeln + c gegen den Aequator geneigt sind, sowie mit der spharischeri 
Ellipse deren Halbachsen: -- C 

2 
c und - 

2 
sind. Zum Schlusse findct er fiir den behandelten Ort  eine elenante geo- 
metrische Construction in einem Zuge. 
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des arts et des métiers. Neufcliâtel. Paris 1761 - 1752. 
J. K i e s ,  Trouver la déclinaison du soleil, où il s'abaisse a un almucantarat 

donnb au-dessous de l'horizon dans le temps le plus court. Histoire de 
l'Acad6mie des sciences et belles lettres de Berlin. 1762. 

J. Lu lofs ,  Eiuleiturig zu der matheuiatischen und physikalischen Kenntniss der 
Erdkugel. Deutsch von A. G. K a s t n e r .  Giittingen. Leipzig 1755. 

J. II. L a m b e r t ,  Photometria. Auguutæ Vindelicorum 1760. 
A R. M a u d u i t ,  Principes d'astronomie sphérique. Paris 1765. 
W. T o f t ,  To find the time of the shortest twilight in any given latitude, and 

its duration by stereographic projection Ladies' Diary 1766- 1767. 
London. 

L. E u l e r ,  Be trajectu citissimo stellte per duos circulos almicantarath datos pro 
qiidibet eleratione poli. Novi commentsrii academi~e scientiarum. 
Petropolitanz Somus XX pro anno 1765. Petropoli 1767. 

C. S ch  e r f f e r ,  Institutiones astronomiæ theoreticæ. Vindobona: 1777. 
A. C a g n o l i ,  Trigonometria piana e sferica. Paris 1786. In diesem so hsufig 

citirten Werke habe ich in 5 1475 blos die bekannte Formel: 

gcfunden; es wird dort auf die ,,Enciclopedia methodica" verwiesen; 
ich konnte indessen in der ,,Encyclopkdie methodique" (Paris 1816) 
übcr Artikel ,,Crépusculei' nichts finden. 

N. v.  F u s s ,  Leichte Methode, die Epochen und die Dauer der kleinsten ocler 
kiirzesten Dammerung zu finden. Berliner astronomisches Jahrbuch fiir 
1787 (eingesendet 1784). 

G. M o n g e ,  Du plus petit crépuscule. Correspondance sur l'école impériale poly- 
technique par J. N. P. H a c h e t t e .  Pans 1806. 

J. G. F. B o h n e n b  e r g e r ,  Astronomie. Tübingen 1811. 
J. B. J. D e l a m b r e ,  Astronomie théorique et pratique. Paris 1814. 
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J. 13. J. D e l a m b r e ,  De Nonius; de ses formules pour le crépuscule. Connaissance 
des tems pour l'an 1818 Paris 1815. 

T h .  L e  y b o u r  n e ,  Nathematical  questions proposed LI the Ladies' Diary. London 
1817. Darin im Appendix (vol. IV) die Aiiflosungen von ,,Astronomi- 
cusU,* , , p  CygniL6** und W. W a l l a c e .  

J. B. J. D e l a m b r e ,  Kritik der Schrift: ,,Delle primarie formole spettanti alla 
luce creposcolare e del loro uso nella soluzione di  dirersi prohlemi di 
G. C a l a n d r e l l i .  Rom= 1818." Connaissance des tems pour l'an 18-22. 
Paris 1820. 

LI. W. B r a n d e s ,  Artiliel , , l ) % r u m e r u ~ g < ~  in  ,,J. S. T. G-eh le r ' s  Physikal. Würter- 
buch. Neu bearheitet von B r a n d e s ,  G r n e l i n ,  M u u c k e ,  H o r n e r ,  
I'faff und L i t t r o w .  2. Bd. Leipzig 1826. 

G .  P. D a n d e l i n ,  Problème du plus court cripuscule. Correspondance m:tthé- 
matique e t  physique pa r  Garnier e t  Quetelet Gand 1826. 

J. C. E. S c h m i d t ,  Lehrbuch der mathematischen u. phys. Geographie. 1. Dd. 
Gottingen 1829. 

T. S. D a v i e s ,  On Beruoulli'a yolution of the  problem of sliortest twiliglit. The 
T,ondon and 1i:dinburgh Pliilosophical Magazine and Journal of Science. 
III. ser. vol. 3. London, Juli-December 1833. (Darin sind auch Auf- 
lvsungen von I v o r y  und S k e n e  angeführt. Indessen konnte ich in 
den Besitz der ausserhalb Englands wenigstens seltenen Zeitschriften 
nicht gelangen, i n  denen sich die Aufltisiingen befinden sollen.) 

J. B. J .  L i a g r e ,  Problème des cr6puscules. Nouveaux memoires de  l ' a cadh ie  
de Bruxelles; vol. XXX. Bruxelles 1857. 

II. L. d '  Ar r e  s t (Ueber die kürzeste Dammerung), Astronomische Nachrichten 
Bd. 46. Altona 1857. 

F. F. E. B r ü n n o w ,  On the  probleme of the  shortest twilight. Bstronon~ical 
notices 1. Ann- Arbor 1861. 

E. B a r b i e r ,  Construction très simple du cr6puscule de  moindre durée. Les 
Mondes, revue hebdomadaire des sciences e t  leurs applications par 
JIoibmu; tome V. Paris 1864. 

F. F. E. B r ü n n o w ,  Lehrbuch der sph%rischen Astronomie. 3. Aufl. nerlin 1871. 
S t o l l ,  Da8 Problem der kiirzesten Dimmerung. Zeitsohrift für Mathematik und 

Physik. 28. Jahrg.  Leipzig 1583. 
K. Z e l b r ,  Ueber das Problem der kürzesten DBmmerung. Astronom. Nach.  

Bd. 108 und 109. Kiel 1881. 
J. T. S t i e l t j  e s ,  Note sur le prob1i.m~ d u  plus court crépuscule. Astronom. 

Naçhrichten. Bd. 110. Kiel 1884. 
H. C r a n  z ,  Zur geometrisehen Theorie der Dlmmerung. Zeitschrift für Mathe- 

matik und Physik. 31. Jahrg. Leipzig 1886. 
- 

* Die Auflosung von , ,Ast r~nomicus"  stammt aus ,,Kew Series of the 
Mathemat i~al  Repository'l vol. 1 art .  XI. 

** Die Auflosung von , ,P  CygniLL stamnit sus  , ,The mathematical com- 
panion" Nr. 8 
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Zusatz zu Moiigo's Losung des Problemes 
der kürzesteii Diimnierung. 

Ua es mir von Werth war,  den ldeengang anzugeben, auf welchem 
Mo n g c  zu seiner von H a c h e  t t e  auseinander gesctzten Losung des Problems 
der ktirzesten Dammerung gelangt sein dtirfte, so ersuchte ich Herrn 
O t t o  R u p p ,  Prûfessor der darstellenden Geometrie au der k. k. technischen 
Hochschule in  Brtinn, sich mit dem Probleme in dieser Richtung zu be- 
schiiftigen; die Darstellung, welche ich ihm verdanke, ist so kurz und 
pricis , dass dieselbe sehr leicht dem Ideengauge M o n g e ' s  entsprechen 
dürfte; ich gebe dieselbe mit seinen eigenen Worten wieder: 

,,Die Bestimmung des Parallelkreises der ktirzesten Diimmerung deckt 
sich mit nachstehender Aufgabe der reinen Geometrie: 

In  eiuer Schaar von Parallelkreisen (Fig. 16) Pl Pz Ps etc. jenen zu finden, 
dessen Bogcn a ,  b,,  a, 8,. . . xwischen zwei fosten Krcisen ElI und W den 
kleinsten Centriwinkel (Stundenwinkel) besitzt. 

Die Parallelkreise Y, Y,. . . konneu beschrieben gedacht werden von 
den einzelnen Punkten a,a, . . . des Kreises EZ urn die Achse A.. Uenkt 
man sich den letzteren als starres Gebilde um A gedreht, so beschreiben 
fur jede Lage wiihrend der Drehung alle Punkte a Kreisbogen von g l  e i c h e m 
Centriwinkel. 

Bei fortgesetzter Drehung des Kreises H und seiner Ebene Eh um Awird  
ein Angenblick eintreten, in  welchem die Ebene ICA den Kreis Wbert îhr t ,  z. B. 
in ù,, so dass b, als gedrehte Lage eines gewissen Punktes a, von H (und der 
Ebene Eh!) erscheint, jenes Punktes, der unter allen Punkten a des kleinsten 
Drehungswinkels bedarf, um auf den Kreis W zu gelangen (wtirde die 
Drehung fortgesetzt, das heisst, der Drehwinkel und Centriwinkel ver- 
grossert, so wnrden der Reihe nach andere Punkto von H auf den Kreis W 
zu liegen kommen). 

Ea ist mithin klar ,  dass a, b, jenen fraglichen Parallelkreisbogen dar- 
stellt, und es kommt nur darauf an,  den Punkt  b1 zu finden. Die Ebene Eh 
verbleibt mahrend der Drehung um A Tangentialebene eines Rotationskegels, 
dessen AchsemA, dessen Scheitel C und dessen Scheitelwinkel 2g1 ist ,  und 
welcher .KI heissen m6ge. In  der geforderten Lage berührt die Ebene Xh 
nach erfolgter Drehung den Kreis W in b , ;  mithin ist diesolbe auch die 
Bertihrungsebene eines zweiten Rotationskegels, dessen Scheitel C und dessen 
Basis W ist und der .K2 heissen mtige. 

Man bcstimme also die g e m e i n s c h a f t l i c h e  T a n g c n t i a l e b e n o  an die 
beiden Kegel El und K,; der Punkt  b , ,  in  welchem dieselbe den Kreis W 
berührt, ist ein Punkt  des gesuchten Parallelkreises 
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Recensionen. 

Leopold Kronecker's Werke .  Herausgegeben auf Veranlassung der konigl. 
preussischen Akademie der Wissenschaften von K. HENBEL. Erst,er 
Band. Leipzig 1893. 483 S. 

Mit dem vorliegenden Bande beginnt die Herausgabe der gesammelten 
Abhandlungen L e o p  o l d  K r  O n e c  k e r ' s ,  ein Unternehmen, welches sich 
den früher von der Berliner Akademie der Wissenschaften veranlassten 
Sammlungen mathematischer Werke anschliesst. Der  Herausgeber, Iierr 
K. H e n s e  1, hat, um den inneren Zusammenhang dor einzelnen Abhand- 
lungen besser hervortreten zu lassen, die rein chronologische Anordnung 
aufgeben zu sollen gemeint und es vorgezogen, die siimmtlichen Publi- 
kationen in drci grosse Abtheilungen zu sondern, innerhalb deren die zeit- 
liche Aufeinanderfolge des Erscheinens das ordnende Princip abgiebt. Die 
erste dieser Abtheilungen umfasst alle diejenigen Aufsiitze, welche in das 
Gebiet dcr von K r  o n e  c k e r  sogenannten ,allgemeinen ArithmetikU fallen. 
Darunter sind diejenigen Untersuchungen verstanden, welche sich auf 
rationale Functionen beliebig vieler Veranderlicher beziehen und ihrem 
Wesen nach f o r m a l e r  Natur s ind,  wahrend der Grossenbegriff  in 
ihnen gar  keine oder nur eine accidentelle Rolle spielt. Die zweite Ab- 
theilung hingegen sol1 diejenigen algebraisch -arithmetischen Abhandlungen 
enthalten, i n  welühen der Limesbegriff  ein wesentliches methodisçhes 
Hilfsmittel bildet, sie zerfdlt ihrerseits in  zwei Abschnitte. I m  ersteil 
sollen die auf den ,Affectu der algebraischen Gleichungen bezüglichen 
Untersuchungen vereinigt werden , wahrend im zweiten die Aufsatze ihre 
Stelle findcn, in wclchen von den Il i r i  c h  l e  t'schen analytischen Uethoden 
der Zahlentheorie Gebrauch gemacht k t ;  in  jenen i s t  es der Wurzelbegriff, 
iu diesen der Grenzwerth einer unendlichen Summe, welcher neu hinzutritt. 
Schliesslich sollen den Inhalt der dritten Abtheilung die auf Functionen- 
und Potentialtheorie bezüglichen Untersuchungen K r  o n e  c k e r ' s  bilden und 
hieran sol1 sich eine Uebersicht der Ergebnisse anschliessen, welche sich 
in dem reichcn und wohlgeordneten Nachlasso vorfhden. Mochte bei 
dieser Eintheilung die Einfügung mancher einzelnen Abhandlung wohl auf 
S c h ~ i e r i ~ k e i t e n  stossen, so wird der Zusammenhang der Untersuchungen 
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doch irnmerhin besser gewahrt,  als wenn die rein chronologische Anord- 
nung festgehalten worden ware. 

Dor vorlicgende erste Band enthalt von den Abhandlungen der ersten 
Abtheilung diejenigen, welche sich auf den Zeitraum von 1845-1874 er- 
streckeu. E s  sind dies, um die wiclitigsten hervorzuheben, die zahlen- 
theoretischen Arbeiten K r  o n e  c k e r 's , welche sich auf die Irreductibilitat 
der Kreistheilungsgleichnngen , auf die cornplexen Einheiten und auf die 
Klessenanzahl idealer complexer Zahlen beziehen; sodann die Untersuchurigen 
dieser Periode über bilineare und quadratische Formen, mit welchen die 
Theorie der Sturm'schen Reiheii und die wichtigen Untersuchungen über 
die Charakteristik von Functionensystemen aus dem Jahre 1869  in Zu- 
sammenhang stehen. Die zur Erganaung erforderlichen Anmerkungen sollen 
erst am Ende der Abtheilung ihre Stelle finden. GEona LANDSBERG. 

J. C. Poggendorffs  Biographisch- l i terar isches Handworterbuch zur Ge- 
schichte der cxacten Wissenschaften , enthaltend Nnchweisungen tiber 
Lebensverhiiltnisse und Leistungen von Mathematikern , Astronomen, 
Physikern, Chemikern, Mineralogen, Geologen, Geographen u. a. W. 

aller V6lker und Zeiten. III. Band (die Jahre 1838 bis 1883 um- 
fassend). Heraiisgegeben von Dr. B. W. FEDDER~EN und Prof. Dr. 
A. J. VON OETTINGEN. Leipzig 2896, bei Johann Ambrosius Barth. 
1. Lieferung: d'Abancourt - Beilstein. 96 S. 

F ü r  Jeden,  der irgendwie auf dem Gebiete der Geschichte der exacten 
Wissenschaften sich umgethan hat ,  ist  P O g g e  n d O r f f's Worterbuch eine 
nur selten versagende Quelle der nothwendigsten Art geworden. Wir  
wüssten nicht, wie ohne dieses Werk zahlreiche andere Schriften mit dem 
Anspruch auf einige Vollsttindigkeit hëtten entstehen konnen. Aber einen 
Fehler wird PoggendorFs Worterbuch nie abstreifen: dass es 1863 er- 
 chiene en ist! Ein Drittel Jahrhundert ist seitdern dahingegangen, ein 
Drittel Jahrhundert reich a n  wissenschaftlichen Tleistungen ersten Ranges, 
welche in den beiden Banden von 1863  nicht vorkommen konnten, weil 
sie noch nicht existirten. Die Noral aus dieser Thatsache ist leicht zu 
ziehen. Poggendorff's Werk bedarf, wcnn es auch kommenden Geschlechtern 
noch Dienste leisten soll, der Erganzungsbande, und ein solcher erster Er- 
ganzungsband ist es,  dessen erste Lieferung uns vorliegt. Dr. W. F e d  - 
d e r s e n  hat  ihre Bearbeitung begonnen. Sein noch unvollendetes Manuscript 
ging Ende 1894 an Prof. v o n  O e t  t i n g e n  ilber, der die Fertigstellung so 
viel als moglich vollzog. Wir  sagen absichtlich so viel ab  moglich, denn 
in der Natur der Sache ist es begründet, dasv dern emsigsten Forvcher 
recht Violes unbekannt bleiben muss. E r g b z u n g e n  zu den beiden ersten 
Banden waren deshalb auch innerhalb der von ihnen behandelten Zeit noth- 
nendig, und sie finden sich zahlreich in der jetzt erschienenen Lieferung. 
Der dritte Band soll nus etwa 15 solcher Lieferungen bestchen, wird also an- 
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nahernd ebenso stark werden, wie jeder der beiden ersten. Als Zeitgrenze 
setzt er 1883,  wiihrend die Zeit von 1884 bis 1900 einem vierien Rande 
vorbehalten ist. CANTOR. 

Geschichte d e r  Mathematik i m  Alter thnm und Mittelalter.  Vorlesungen 
von B. G. ZEUTHEN, Professor an der Universitat Kopenbagen 
(deutsche Uebersetzung von Prof. v. FISCHER - BENZON). Kopen- 
hagen 1896: bei Andr. Fred. Hast & Son. VII, 342 S. 

Das dh ische  Original erschien 1893, fand abcr so gu t  wic kcine Be- 
achtung. Die Mathematiker unserer Zeit müssen mit vielen Sprachen be- 
kannt sein, wenn sie auf dem Laufenden ihrer Wissenschaft bleiben wollen. 
Deutsche , englische , franzosische , italienische, lateinische Bücher und Ab- 
handlungen müssen sie lesen. 1st es ihnen zuziimuthen, auch noch bfihmisch, 
danisch, holliindisch, norwegisch , polnisch, portugiesisch, russisch, schwe- 
disch, spanisch, ungarisch zu leruen, weil Mathematiker unter den Volkern 
sich befinden, die jeno Sprachen als ihre Muttersprachen reden? Dcr Eine 
oder der Andere mag durch Zufall oder durch Liebhaberei getrieben über 
die Fünfzahl der Sprachen, welche wir zuerst nannten, hinaus ein eifriger 
und verstiindnissvoller Leser sein, moglicherweise vermehrt die Zukunft 
auch noch die Zahl der für  uncrl%sslich geltenden Sprachen, aber fUrs 
Erste ist es so, dass eine nicht in  einer der fiinf Hauptsprachen veroffeut- 
lichte Arbeit nur halbwegs a h  veroffentlicht betrachtet werden kann. 
Herr  Zeuthen hat  wohl selbst die Empfindung dieser Thatvache gehabt, 
und nachdem e r  in  durchsus begreiflichem Hationalgeftihle zuerst diinisch 
schrieb, hat e r  i n  Herrn v. Fischer-Benzon einen Uebersetzer gesucht 
und gefunden, der eine deutsche Ausgabe des geistvollen Bindchens ver- 
anstaltete. 

Ein geistvolles Rlindchen nannten mir Herrn Zeuthen's Geschichte der 
Mathematik im Alterthum und Mittelalter, und dieser Bezeichnung thut 
es keinen Abbruch, dass wir den Ergebnissen mit dern entschiedensten 
Misstxauen gegeniiber stehen. Des kommt wohl dahcr, dass wir die alken 
Schriftsteller, über welche wir Bericht zu erstatten haben, anders als Herr 
Zeuthen lesen. Wir  lesen sie ihrem Wortlaute nach, und wo dieser zweifel- 
haft oder unklaï erscheint, fragen wir den Schriftsteller selbst oder seine 
nachsten Zeitgenossen, ob diese nicht an anderen Stellen Erklürungen ab- 
gegeben haben, welche die Zweifel heben konnen. Nur wenn auch dieses 
Mittel sich als unzureichend herausstellt, wagen wir es, eigene Hypothesen 
zu versuchen, dio stets nur  ais solche von uns veraerthet werden. Anders 
Herr  Zeuthen. E r  liest mit grosster Genauigkeit die Werke der hervor- 
ragendsten Schriftsteller, im griechischen Alterthurne etwa Euklid, brchimed, 
Apollonius, und,  wenn e r  sie gelcsen hat,  übcrlegt er, wns e r  selbst sich 
wobl dabei gedacht haben würde, wenn er genau die gleichen Satze in 
gleicher IZeilieufolge zu Papier gebracht hiitte. Das Ergebniss dieser Nach- 
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erfindung ist ihm dann griechische Mathematik. Uns will sctieinen, dass 
dabei nur ein Mange1 ist. Der Geist des XIX. Jahrhunderts ist  nicht der 
gleiche wie der der vorchristlichen Zeit. Unsere Denkweise is t ,  auch wenn 
wir die gleichen Wege einschlagen, im Laufe von zwei Jahrtausenden eine 
andere und immer andere geworden. Wir  wisscn es nicht einmal, wie 
himmelweit anders unsere Schlüsse sind, als die der Griechen, und ver- 
fallen dadurch in nach unserer personlichen Meinung irrige Auffassungen. 
m i r  glauben uns zu antikisiren, und wir modernisiren die Alten. Wir  
verfahren auf geometrischem Gebiete nicht vie1 anders, a18 wenn wir beim 
Anblick jener altagyptischen Bilder von Figuren, deren Korper trotz der 
bedeckenden Kleidung i n  deutlichen Umrissen gezeichnet ist ,  an eine Be- 
nutzung von X- Strahlen diichten. 

Wer dieses unser geschichtliches Glaubensbekenntniss nicht theilt, 
wird Herrn Zeuthen's kleines aber inhaltreiches Buch mit wahrem Entzücken 
lesen, wird in  Euklid, in Archimed, in  Apollonius Mathematiker unserer 
Zeit wiedererkennen mit gleichem Bestreben nach unverbrüchlicher Strenge, 
mit fast gleichen Mitteln diese Strenge erzwingend. Es muthet uns a n  wie 
das weise Jahrhundert,  an welches Simon Stevin, a n  welches Albert Girard 
glaubten. Vor der Sintfluth wusste man Alles, erst allm%hlich kam das 
ursprtingliche Wissen in Vergessenheit und musste mjt hochster Geistes- 
austrengiing neu entdeckt werden. Von manchen Resultaten hat man (so 
ssgt Hcrr Zeuthen wortlich auf S. 291) - und das auch nicht einmal 
immer - erst erkennen konnen, dass die Griechen es besessen haben, 
nachdem man es selbst in einer anderen Form wiedergefunden hatte. Es  
war eben ein allgemeiner Niedergang im mathematischen Denken eingetreten, 
der nach Herrn Zeuthen weit, frtiher begonnen zu haben scheint, als man 
sonst annimmt! und ftir welchen er (S. 239) die Thatsache verantwortlich 
macht, dass die grossen Schriftsteller sich zwar mit ausserordentlicher 
Sorgfalt durch bestimmte Formcn der logischen Unanfechtbarkeit ver- 
sicherten, aber wegen dieser Alles bei Seite setzten, wss die Zuganglich- 
keit erleichtern, einen Ueberblick verschaffen, oder die Absichten bei den 
einxelnen Operationen verdeutlichen konnte. 

Dio Richtigkoit dieser letzten Thatsache ist nicht anzuzweifeln. Bus 
ihr zu folgern, dass man nach mehr als zwei Jahrtausenden besser im 
Stande sei ,  alte Gedanken noch einmal zu denken, als nach wenigen Jahr-  
hunderten, so weit zu gehen, fühlen wir uns ausser Stande. 

A pr imer  of the  Ristory of Mathematics by W. W. R o u s ~  UALL, Fellow 
and tutor of Trinit,y College, Cambridge. London and New-York 1895. 
Macmillan & Co. 146 pag. 

Eine Geschichte der Mathematik in 146, genauer gesprochen in 
137 Seiten, da  deren 9 durch ein alphabetisches Inhaltsverzeichniss in  
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Anspruch genommen sind! Der Verfasser selbst hemerkt in der Einleitung, 
eine solche Skizze konne nur  die Umrisse des Gegenstandes enthalten und 
sei naturgemass nicht fur Leser bestimmt, die mit  demselben vertraut sind. 
Aber für  mit den wesentlichen Thateachen unbekannte Leser wcrde, so 
hoffe er ,  auch eine blose Skizze nicht ohne Interesse sein. Für  die be- 
nutzten Quellen und für genauere Ausführungen verweise er auf seine grossere 
Geschichte der Mathematik. Wir  untiererseits hoffen , die zweite Auflage 
jener grtisseren Geschichte, welche wir nicht aus eigenem Augenschein 
kennen, moge besser, als es mit der ersten Auflage der Fa11 war ,  jene 
Verweisung rechtfertigen, aber immerhin ist uns eine jede Skizze von der 
Art  der uns vorliegenden bedenklich. Sie verlangt denn doch von dem 
Leser ein sehr grosses Maass des Zutrauens zu dem Verfasser und von 
dem Verfasser ein noch grosseres Maass der Zuriickhaltung bei alleu 
einigermassen streitigen Fragen,  will e r  nicht personliche Annahmen als 
Wahrheiten verbreiten. Auch die Form J believe, ich glaube, deren Herr 
Rouse Ball sich in  solchen Fiillen zu bedienen pflegt, ist kein hinreichender 
Schutz des unwissenden und unhefangenen Lesers, wenn ihm nicht ge- 
sagt wird, was Andere glauben. Welche Schriftsteller der Verfasser ale 
der Nennung bedtirftig, welche er als Vergessenheit zulassend erachtet, 
ist gleichfalls nicht ohne Bedeutung, und wenn auch die Erwahnung weniger 
hervorragender Perstinlichkeiten unschadlich i s t ,  so erscheint um so un- 
begreiflicher, dass Bradwardin , Oresme, Michael Stifel, Del Ferro,  Gabriel 
Cramer, Fagnano, Robert Simson , Nobius iiberhaupt nicht genannt und 
dementsprechend ihre Erfindungen anderen Schriftstellern zugewiesen sind. 

Christian Huygens. Rede , am 200. Gediichtnisstage seines Lebensendes 
gehalten von J. BOSSCHA , Secretsr der Hollandsche Maatsscbappij 
der Wetenschappen zu Haarlem, mit erlauternden Anmerkungen 
vom Verfasser. Aus dem Ilollandischen Ilbersetzt von TH. W. ENGEL- 
MANN, Professor in  Utrecht. Leipzig 1895. Verlag von Wilhelm 
Engelmann. 77 S. 

An 44 Seiten Text schliessen 33 Seiten Anmerkungen an. Die Rede 
selbst, jene erste Abtheilung, ist  ein kleines Meisterwerk volksthümlicher 
Darstellung. Sie fesselt und erwarmt, und flosst Bcwunderung fiir den grossen 
Gelehrten ein, zn dessen Lob sie gehalten worden ist; aber gleich den 
meisten an weitere Kreise sich wendenden Ausführungen fordert sie einen 
gewissen Glttuben der Htirer an die Bercchtigung der Wortc des Redners. 
neweise für seine Behauptungen hat  Herr  Bosscha in den Anmerkungen 
aufgestapelt, und dadurch sind diese zu dem erwiihnten Urnfange gelangt. 
Der wissenschaftlich vorbereitete Lescr wird vorzugsweise dic Anmerkungen 
studiren und sicherlich Neues aus ihnen entnehmen. Herr  Bosscha hat die 
bisher erschienenen sechs Bande des IIuygens'schen Briefwechsels grtindlich 
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fur seine Zwecke ausgebeutet, daneben aber auch benutzt,  was in anderen 
Briefwechseln für  die Bedeutung von Huygens von Wichtigkeit sein konnte. 
Uns interossirte namentlich der Nachweis, mie viel Newton dem Horolngium 
oscillatorium zu verdanken hatte, da wir selbst auf rein mathematischem 
Gebiete zu genau gleichem Ergebnisse gelangt waren. Die Uebersetzung 
von Hcrrn Engelmann konnto bei desscn genauer Rekanntschaft mit der 
hollBndischen mie mit der deutschen Sprache nur tadellos ausfallen. 

CANTOR. 

Isaac Newton und seine physikalischen Principien. Ein nauptstiick aus 
der Entwickelungsgeschichte der modernen Physik. Von Professor 
Dr. FERD. ROSENBERGER. Leipzig 1896, bei Johann Ambrosius Barth 
(Arthur Meiner) , VI,  536 S. mit 25 Abbildungen. 

Wir  stehen niclit a n ,  unseren kurzen Bericht mit denworten zu beginnen, 
dass wir,  um dem Wcrthe des Buches zu genügen, viel ausführlicher sein 
müssten, und dass nur  aussere Umstande uns die Beschr5nkunç auferlegen. 
Herr Xosenberger kennt Newton durch und durch. Sein Bestreben geht dahin. 
nuch bei seinen Lesern eine solche Kenntniss entvtehen zu lessen, und wir 
zweifeln kaum, dass ihm ausserhalb England allgemein, und auch in England 
von unbefangenen Gelehrten das Zeugniss werde ausgestellt werden, seinen 
Zweck erreicht zu haben. Eine Monographie war dazu unbedingt erforder- 
lich. Eine Geschichte der Physik, der Philosophie, der Mathematik konnen 
eine jede nur diese oder jene Leistung des Geistesriesen schildern, der ein 
Jahrhundert hindurch den nicht ohne Eampf errungenen Herrscherthron in 
den Wissenschaften einnahm. Ihn von allen Sciten zu schildcrn, vermag 
nur die Einzelforechung. Freilich wird diese durch die Menge verschieden- 
artigen Wissens , welche sie von dem Forscher verlangt , wesentlich er- 
schwert, und es ist  ein gnnz bcsonderes Lob, welches Herr Roscnbergcr 
sich verdient h a t ,  dass auch der hlathematiker nicht unbefriedigt von dem 
von einem Physiker verfassten Buche scheidet. Die Optik, die Astromechanik, 
die  Infinitesimalrechnung und deren Entwickelungsgeschichte musste der 
Verfasser sich gleichm%ssig aneignen, um seinem Helden gerecht zu werden, 
und, so weit unser Urtheil reicht, hat  er sich auf der H6he seiner Auf- 
gabe zu halten gewusst. »as war nicht leicht, wenn man erwiigt, dass 
Newton's wissenschaftliches Lebcn ans einer Reiho von Ktimpfen bcstand, 
dass also ausser Newton's eigenen Schriften, ausser denen seiner englischen 
Anhknger, auch die seiner zahlreichen Gegner studirt werden mussten. 
1st doch der Streit über das Wesen des Lichtes, über den Ursprung der 
Gravitation, also der Streit  zwischen Emissions- und Undulationslehre, 
zwischen Vertretern der Fernwirkung und solchen der mittelbaren durch 
ein Agens sich fortsetzenden Bewegung neben dem Prioritàtsstreite über 
die Infinitesimalrechnung zu schildern gewesen! Wir  wiederholen, dass 
nur ein sehr umfassender Bericht zeigen konnte, wie sehr Herr Rosen- 

Hist. -lit. Aùth. d. Zoitschr. f .  Nath. u. Phps. 41. Jülirg. 189G. 5.IIeft .  14 
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berger sich in alle einschlagigen Fragen einzuleben wusste. Hochstens 
vermissen mir ein Eingehen auf Newton's politische Parteistellung im 
Gegensatze zu Leibniz, welche Herr  Rosenberger uns zu leicht bei Scite 
zu schieben scheint. Dass die Bewunderung für Newton's Genialitiit sich 
mit dem Gefühle des Bergers Uber so manche seiner Eiandlungen ver- 
bindet,  ist  nicht die Schuld des Verfassers. Die an Newton's Grabe ge- 
haltene Leichenrcdo schilderte ihn als Inbegriff aller pers6nlichcn Tugenden. 
Das Urtheil unbefangener Geschichtsforschung kann sich dem nicht an- 
schliessen. CANTOR. 

Erd - und Himmelsgloben, ihre Geschichte und Construction. Nach dem 
Italienischen MATTEO FIORINI'B frei bearbeitet von SIEGMUND G ~ N T H E R .  
Mit neun Textfiguren. Leipzig 1895, bei B. G. Teubner. VI, 137 S. 

Seit wann hat man Kugeln angefertigt, welche dazu bestimmt sind, 
die Lagenverhaltnisse der einzelnen Orte und Liinder auf der Erdoberfliiche, 
der Gestirne am Himmelsgewolbe in  tibersichtlicher RTeise zur Kenntniss 
zu bringen? Wie ist man zu verschiederien Zeiten bei dieser Anfertigung 
verfahren? Welcben Schwierigkciten ist man begegnet, und wie ist  man 
ihrer Herr geworden? Das sind die Fragen,  welche Herr Fiorini sich btellte 
und beantwortete, so beantwortete, dass IIerr Gtinther dsm Reize nicht 
widerstehen konnte, mit Einwilligung des Verfassers eine freie Bearbeitung 
seiner im Rolletimo della societh geografica italinna erschienenon Abhandlung zii 
unternehmen. Wir kennen das Original nicht, wissen also nicht zu sagen, 
welchen Antheil der italienische, welchen der deutsche Gelehrte zu be- 
anspruchen hat. Dass man dieses der dentschen Bearbeitung nicht anmerkt, 
zeugt jedenfalls fur das einheitliche Gepriige, welches Herr  GUnther ihr 
zu verleihen wusste. Zwei Hauptabschnitte sind, wenn auch nicht riiumlich 
hervorgehoben, in der Geschichte der Globen zu unterscheiden: die Zeit, 
in welcher man auf die fertige Kugel Zeichnungen auftrug oder oinritzto, 
und die Zeit, in  welcher schon fertiggestellte ebene Streifen der Kugel 
aufgeklebt wurden. Kapitel 1-VI behandeln den ersten, Kapitel VI1 bis 
XVII den zweiten Abschnitt. Die zweite Anfertigungsart gcstattet, vermoge 
der ebenen Bedruckung der Streifen, deren vollkommenere Herstellung, 
ha t  aber mit zwei grossen Schwierigkeiten zu kiimpfen, der mehr zufiilligen 
von der Ausdehnung und Zueammenziehung der Streifen im feuchten und 
irn getrockneten Zustande und der wesentlichen, dass die Kugel keine ab- 
wickelbare Oberflache is t ,  dass also eine Ueberziehung der Kugel mit 
ebenen Streifen ohne Fal tung unrnoglich ist. Der letzteren Schwierig- 
kcit suchto man dndurch zu begegncn, dass man die Strcifen nicht als 
spharische dnrch halbe Grosstekreise begrenzte Zweiecke dachte, sondern 
andere Begrenzungcurven der Zweiecke benutzte, entweder Kreisbogen von 
anderem Halbmesser als dern der Kugel, oder Sinuslinien, und ferner dadurch, 
da,ss man an den Polen, wo siimrntliche Zweiecke aneinander stossen, eine 
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kreisforrnige Deckschoibe anwandte, deren Faltung durch Herausschneiden 
zweier symmetrischer Sectoren vermieden ist. Noch immer sind die Vor- 
schriften unllbertroffen, welche Altmtitter in dem 15. Bande der JahrbUcher 
des k. k. polytechnischen Institutes in W i e n  für die Verfertigung von Erd- 
und Himrnelsgloben g a b ,  und welche nahe daran waren, in  Vergessenheit 
zu gerathen, als I Ierr  Fiorini auf ihre Trefflichkeit aufmerksam machte. 

Ein Versuch, d ie  mathematische Analgsis auf die  Theorien d e r  E lek t r i -  
c i ta t  nnd des Magnetismns anzuwenden. Von GEORGE GREEN (1828) 
[Ostwald's Klassiker der exacten Wissenschaften Nr. 611. Heraus- 
gegeben von A. J. VON OETTIXQEN und A. WANGERIN. Leipzig 1595, 
bei Wilhelm Engelmann. 1 4 0  S. 

Die Potentialtheorie ha t  sich seit bailiufig 7 0  Jahren aus einem Kapitel 
der Mechanik zu einem eigenen Wissensgebiete ausgebildet, und a n  der 
Spitze dieser Entwickelung steht die Abhandlung des englischen Mlillers- 
~ohnes ,  deren erste dcutschc Uebcrsctzung gegenwgrtig erschienen ist. 
Allerdings kann man das von uns gebrauchte Wort ,  Green's Abhandlung 
habe an der Spitze der Entwickelung der Lehre vom Potential gestanden, 
fast nur in zun5chst unbewusstom Sinno rechtfertigen. Nicht blos in 
Frankreich und Deutschland, auch in England selbst, wo Green's Ab- 
handlung gedruckt E a r ,  blieb dieselbe durchaus unbekannt. Ihre Ergeb- 
nisse wurden, namentlich von Gauss, zum zweiten Male entdeckt, und erst 
seit 1850 wurden Green's Erstlingsrechte, in Polge abermaliger Vertiffeut- 
lichung des Aufsatzes von 1828 in Crelle's Journal,  geltend gemacht und 
bereitwilligst mgestanden. Green selbst war schon 1841 gestorben. Die 
genannte Abhandlung ha t  den ehrenden Reinamen einer klassischen Arbcit 
erlialten, als sie bereits überholt war und wenig oder keine Wirkung mehr 
austiben konnte. Die Aufnahme unter die Klassiker der exacten Wissen- 
schaften ist darum nicht weniger gerechtfertigt. CANTOR. 

Plane a n d  solid geometry by WUOSTER WOODRUFF BEMAN,  Professor of 
mathematics in the university of Michigan and DAVID EUGENE SMITH, 
Professor of mathematics in the Nichigan state normal school. 
Boston U. S. A. and London 1895 published by  Ginn &Co. lx, 
320 pag. 

Die beiden Verfaseer haben siçh zur Aufgabe gestellt, ein elementares 
Lehrbuch der Planimetrie und Stereometrie zu schreiben, welches die 
modernen Begriffe anwendet, deren erfolgreichste Wirkung allerdings erst 
in der hoheron synthctischen Geometrie zu Tage tritt .  I n  deutacher Sprache 
haben Henrici und Treiitlein ein Vorbild geliefert, a n  welches die Herren Be- 
man und Smith sich erfolgreich anschlossen, indem sie auch noch die Schriften 
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von Rouch6 und De Comberousse, von Petersen, von Faifofer, von Nixon, 
Harpur ,  Mackay, Hall und Stevens, also das Beste, was in  deutscher, 
franzosischer, italienischer und englischer Sprache vorhanden war,  mit be- 
nutzten. Wir  bemerken dazu beilaufig , dass Prof. Julius Henrici fort- 
wtihrond am Gymnasium i n  Heidelberg wirkt und nicht mit dem gleich- 
namigen Mathematiker in  London verwechsclt werden darf, ein Irrthum, 
der dem Verfasser S. 310 begegnete, ebenso wie dort das Citat S. 86 
durch 36 zu ersetzen ist. Die Henrici - Treutlein'sche Darstellung dürfte 
unseren Lesern genugend bekannt sein, so dass eine ausflihrliche Sühilder- 
ung  des Beman-Smith'schen Lehrbuches nicht nothig füllt. Wir heben nur 
sehr wenige Einzelheiten hervor. Die Umkehrung der SBtze (converse 

theoretlas) ist  zulassig, sofern folgende drei Beziehungen bewiesen worden 
< < 

sind, dass, sofern A f B is t ,  auch X )  Y sein muss (S. 29). Als Princip 

der Continuitrit wird (S. 51) auagesprochen, dass an einer Pigur  als wahr 
bewiesene Satze wahr bleiben, so lange die allgemeinen Bedingungen sich 
nicht Indern,  mogen auch einzclno Grossen nul1 oder negativ werderi. Der 
Satz von dem Grenztibergang (S. 144) sagt aus ,  dass zwei veriinderliche 
Grossen, deren jede einer Grenze zustrebt, sofern sie fortwiihrend in einem 
gewissen Verhaltnisse stehen, diesem Verhaltnisse auch mit ihren Grenz- 
werthen gentigen. Das sind, wie man sieht, Anschauungen, welche man 
ehedem dem Anfknger nicht zu bieten wagte. Die Verfasser legen, um 
die Schwierigkeit der gefortlerten Abstractionen zu mildern, von Anfang an 
das grosste Gcwicht auf Aufgabcn und Uebungen, zu wclchen fortwiihrend 
kürzer werdende Anleitungen gegeben werden. Petersen's Vorbild leuchtet 
hier durch,  namentlich aber S. 131-137, wo von Methoden der Beweis- 
führung die Redo ist. Die Ausstattung und insbcsondcro dia Figurcn der 
stereometrischen Abschnitte sind miisterhaft. CANTOR. 

Vorlesungen über  einzelne Theile der hoheren Analysis,  gebalten am 
konigl. siiclis. Polytecùnikum zu Dïesden. Von Dr. OSKAR SCELOYILCH, 
konigl. sachS. Geheimrath a. D., Mitglied der konigl. sachs. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Leipzig, der konigl. schwedisclien Akademie zu 
Stockholm, der kaiserl. Leopoldinischen Akademie etc. 4. Auflage. 
Schlomilch's Compendium der hoberen Analysis. II. Band. Mit in den 
Text eingedruckten Holzschnitten. Rraunschwcig 1895, bci Friedrich 
Vieweg & Sohn. X ,  546 S. 

Neunundzwanzig Jahre trennen das Erscheinen der ersten und der 
vierten Auflage dieses Werlies. Eine wesentliche Umaibeit,ung is t ,  wie der 
Herr Verfasser in  den auf einander folgenden Vorreden selbst erklart, und 
wie durch den nur utn einen halben Druckbogen verstarkten Umfang be- 
stiitigt wird, nicht eingetreten. Herr SchlGmiloh hat  nicht beabsichtigt, 
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in ein Lehrbuch zu vereinigen, was nach Aneignung der Elemente der 
Differential- und Integralrechnung als hohere Stufe überhaupt vorhanden 
ist, und was seit 1866 ungeheuer anwuchs; er wollte und will nur eine 
Einführung in die hoheren Theorien der Analysis geben, soweit sie i n  die 
Gedankenkreise der Physiker und Ingenieure Eingang gefunden haben. I n  
diesem Sinne und als Zusammenstellung von Ergebnissen, zu dcren Ge- 
winnung Herr  Schl6milch selbst vie1 beigetragen hat ,  sind die Vorlesungen 
heute noch wie in  der ersten Auflage empfehlenswerth. CANTOR. 

Einführung in d ie  mathematische Behandlung der Naturwissenschaften. 
Kurzgefasstes Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung mit 
besonderer Berücksichtigung der Chemie von W. NERNST, a. 6. Pro- 
fessor der physikalischen Chemie und A. SC~ONFLIES,  O. o. Professor 
der Mathematik a n  der Universitiit Gottingen. Mit 61 im Text be- 
findlichen Figuren. Mtinchen und Leipzig 1895. Wissenscbaftlicher 
Verlag von Dr. E. Wolff. XI ,  309 S. 

Wir  erinnern unsere Leser an F u h m a n n ' s  Naturwissenschaftliche 
Anwendungen der Differentialrechnung und Integralrechnung (Berlin 1888 
und 1890), welche wir im XXXIV. und XXXVI. Bande dieser Zeit- 
schrift einer empfehlenden Besprechung unterzogen. I n  dem Referate im 
XXXVI. Bande erlaubten wir uns zwei Bemerkungen. Wir  fragten, ob es 
nicht moglich sei, a h  Seitenstück zu D o l p ,  ein aus Formelableitung und 
Formelanwendung vereinigt hergestellteu Buch fur die Anwendungen der 
Tnfinitesimalrechniing auf die Natnrwissenschaften anzufertigen; wir for- 
derten die Chemiker auf ,  ihre Schiiler zu veranlassen, beziehungsweise 
ihnen die Zeit zu gestatten, sich mit Infinitesimalrechnung zu beschaftigen. 
Das uns heutc vorliegende Buch cntspricht unscrem crsten Wunsche, 
und die Vereinigung eines Chernikers mit einem Mathematiker zu dessen 
Ausarbeitung zeugt, dass auch zur Erfüllung des zweiten Wunsches ein 
grosser Schritt vorwarts nunmehr geschehen ist. Der N e  r n s  t - S  c h 6 n f l i  e s ,  
wie das Buch zunachst von dem Buchhandler, bald vielleicht auch von 
den jüngeren Chemikern genannt wird, verdient gewiss nach seinen beiden 
Seilen besprochen zu werden. I n  dieser Zeitschrift dürfte eu geniigen, 
wenn nur  von dem Mathematischen desselben dio Rede ist. Herr Schon- 
flies, der ftir diesen Theil die Verantwortung trLgt, beansprucht keines- 
wegs ein vollst~ndiges Lehrbuch geschrieben zu haben. Wer genauere 
Kenntniss der Infinitesimalrechnnng anstrebt,  den verweist er auf K i e p o r  
oder S e r r e  t - H a r  n a c  k ,  die beiden Werke, welche heute wahrscheinlich 
jeder Lehrer zum gleichen Zwecke empfiehlt. Aber was Herr Schonflies 
hietet, dan ist genügend, um die im Buche enthaltenen Anwendungs- 
beispiele zu erledigen, ist knapp gebnlten, ohne an Verstandlichkeit zu 
verlieren und entbehrt auch nicht einer gewissen Strenge. Man kann in 
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1et.zterer Beziehung vielleicht sagen, es sei so streng, als es fur den im 
Auge gehabten Leserkreis sein darf. Nur zwei Fragen gestatten mir uns. 
Warum ist auf S. 175 flg. immer f (xy) ,  f (xys)  gedruckt statt  f (x ,  y), 

f(x, y, s)? Warum sind S. 76 auch die DecimalbrIiche durch nachfolgende 
Punkte zu unendlichen gestempelt, bei welchen die letzte Stelle erhoht ist, 
und die deshalb schon bei endlicher Stellenzahl eine obere Greuze darstellen? 

1 1 
Beispielsweise steht - = 0,16667 . . ., wahrend doch - < 0,16667 ist. 

3! 3! 
CANTOR. 

Esercizi e note cr i t iche d i  calcolo infinitesimale (calcolo differenziale e 
iutegrale) di XRNESTO PASCAL, professore nella E, Universita di Pavia, 
S. C. del R. Instituto Lombardo. XIX, 371 pag. Ulrico Hoepli. 
Milano 1895. 

Wir haben im 41. Bande dieser Zeitschrift, Hi&-lit. Abthlg. S. 28 bis 
29, die beiden Bandchen angezeigt, in welchen Herr Pascal die Differentiril- 
und Integralrechnnng behandelte. Das heute uns vorliegende Doppel- 
bandchen ist als deren Eiganzung zu betrachten, und zwar in  folgendem 
Sinne. Seit man sich gewohnt hat,  a n  die inathematische Strenge imrner 
grtissere Anforderungen zu stellcn , ist man zur Ueberzeugung gelangt, dass 
viele ehedem als unbezweifelt wahr angenommenen Satze nur bedingungs- 
weise gelten, dass sich xnindestens Ausnahmefille bilden lassen, in welchen 
dieser oder jener Satx aufhort, richiig zu sein. Meistens hat  man diese 
Ueberzeugung gerade an besorideren Beispielen gewonnen , deren zufallige 
oder absichtliche Auffindung den verschiedensten Mathematikern angehort. 
Als ganz allgemein bekannte Einzelbeispiele nennen wir nur die Cauchy'sche 

1 
Function e - 2 ,  welche nicht in  eine nach steigenden Potenzen von x ge- 
ordnete Reihe entwickelt werden kann,  und die Weierstrass'sche Function 
ohne Differentialquotienten. Herr  Pascal hat alle solche Ausnahmen sorg- 
fëltig gesammelt und erortert,  eine Sammlung, welche bis jetzt einzig in 
der mathematischen Litcratur dasteht und gewiss zahlreiche Wünsche be- 
friedigt. Namentlich ftir mit den Vorlesungen verbundene Saminar- 
tibungen gewiihrt das handliche Buch eine Fülle von Stoff werthvollster 
Art ,  den man bisher nur mit grosser Mühe den Originalarbeiten ent- 
nehmen konnte. Als ein weiteres Verdienst ist anzuerkennen , dass Herr 
Pascal eben jene Originalarbeiten genau angiebt, sa dass deren Auffindnng 
ein Leichtes ist. CANTOR. 
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Extraction des racines carrées dans la Grèce Antique. 

Par 

V. V. BOEYKIN 
in Moskau. 

La question des moyens dont en s'est servi dans la Grèce antique 
pour l'extraction des racines carrées appartient B celles qui ont depuis 
longtemps attiré l'attention des rnathématicicns. De nos jours les tentatives 
i en trouver la solution forment une littérature assez vaste. Non obstant 
toutefois la mult.itude variée de ces essais, on s'aperçoit aisément qu'ils 
tendent vers un seul e t  meme but ,  celui de démontrer que la méthode 
employbe par les mathématiciens grecs pour l'extraction approximative des 
racines carrées coïncide avec la méthode actuelle des fractions continues.* 
Ces recherches n'ont point abouti à des resultats satisfaisants, car la 
plupart des valeurs approximatives de la  racine carrée que nous font 
connaître les oeuvres mathématiques des Grecs ne coïncident exactement 
avec aucune des approximations fournies par l a  méthode des fractions 
continues. C'est pourquoi la question n'en reste pas moins à résoudre, 
et c'est ainsi qu'elle est envisagée par des savants qui,  comme M. Cantor 
lui-memc, traitent avec une indulgence particuliére les tentatives pour e n  
trouver la solution.*" Serai t - i l  donc raisonnable de s'en tenir encore aux 
procédés dont l'inefficacité parait suffisament prouvhe, et ne vaudrait - il 
pas mieux de recourir R U X  moyens nouveaux pour résoudre la question 
bpineuse? Il va sans dire que la recherche de ces moyens doit ntre 

prkcédée par une connaissance détaillée de ce que nous fournit à ce sujet 
la littérature mathématique des Grecs. Nous ne tardons pas B voir que 
l'extraction approximative des racines carrées en est l'objet principal, 
comme faisant indubitablement parti du domaine des investigations. 

Parmi les oeuvres spécialement mathématiques, celle d'Archimède sur  
le ,,Mesure du cercle'' ( K v ' x l o v  p f ' z p q ~ r ~ )  eut la premihre qui contienne un 
assez grand nombre de racines carrées approximativement extraites de 

* C a n  t o r. Yorlesungen über Geschichte der Mathematik, 1. Bd. (Leipzig 1880), 
8 . 2 7 2 - 2 7 3 .  '., 

** C a n t o r ,  1. C. S. 273. 
Hiut.-lit. Abth. d. Zeitsclir. f. Nath. u. Phys. 41. Jalirg. 1896. 6.1Ioft. 15 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



194 Historisch -1iterarische Abtheilung. - ----^-___Y^__Y^ -_EIXXIX_---IX- - -___._-- 

1 1 1 3 
carrés inexacts. On y voit les nombres 591-1 1172-1 2339-1 3013--1 

9 1 1 
8 8 4 4 

1838 - 3 1009- 1 201 7 - figurer comme racines carrées des nombres 349430, 
1 1  6 4 

E t  pour p'3 on y trouve ces approximations qui la contiennent 

Le livre d9Archim8de ne prksentant point de calculs amenant à ces 
racines et ne faisant mention d'aucune connaissance relative à elles, attira 
tout d'abord l'intérot dos mathématiciens à, l'oxtraction des racines carrEes 
dans la Grdce Antique. Le commentaire de la ,,Mesure du cerclei' par 
Eut.ocius d'Ascalon ne nous en dit pas plus long. Il donne assez de dBtails 
sur  les procédbs employes par  les mathématiciens grecs pour l'addition, la 
soustraction et  la multiplication des nombres entiers et des nombres fraction- 
naires, mais il n'a que ces lignes insignifiantes pour l'extraction des racines 
ciarrbes: , , In  diesem Satze wird uns bestandig aufgegeben, von einer gegebenen 
Zahl die Quadratwur~el  zu finden. Diese aber bei ciner Zahl, dio kein 
Quadrat is t ,  genau zu finden, ist unmoglich. Denn, eine Zahl mit sich 
selbst multiplicirt giebt eine Quadratzahl; aber eine Zahl und ein Bruch 
in sich selbst multiplicirt geben keine ganze Zahl, sondern auch einen 
Bruch. Wie man aber eine Wurzel findet, deren Quadrat einer gegebenen 
Zahl sehr nahe gleich kommt, ist von H e r o  in den M q i x o l ç ,  und von 
P a p p u s ,  T h  e o n  und Anderen, welche die M&Ay . Z d v s o r & ~ ~  von K l a u d i u s  
P t  O l e m  E u s commentirt haben, gelehrt worden. Daher haben wir nicht 
n6thig Untersuchungen hierüber anzustellen, da  Freunde der Wissenschaft 
bei jenen nachsehen k6nnen.LL+ Parmi les oeuvres Bnumérbes par Eutocius 
il n'y R que le commentaire il l'Almageste de Ptolembe par Theon 
d'Alexandrie qui soit arrive jusqii'8 nous. L'extraction des racines carrées 
y est représentbe de la manidre suivante: ,,Hierauf durfte es an der Reihe 
sein zu bemerken, wie wir ,  wenn ein quadratischer Raum gegeben ist,  der 
keine in der Lange rationale Scite hat,  dio Seite dcsselbcn durch An- 
naherung berechnen konnen. Die Sache ist für  ein Quadrat, welches eine 
rationale Seite ha t ,  aus dtim vierten Satze des zweiten Buchs der Elemente 
klar ,  der so lautet: W e n n  e i n e  g e r a d e  L i n i e  b e l i e b i g  g e s c h n i t t e n  
w i r d ,  s o  i s t  d a s  Q u a d r a t  d e r  g a n z e n  L i n i e  g l e i c h  d e n  Q u a -  
d r a t e n  d e r  b e i d e n  A b s c h n i t t e  u n d  d e m  d o p p e l t e n  R e c h t e c k e ,  
w e l c h e s  v o n  d e n  A b s c h n i t t e n  g e b i l d e t  w i r d .  Denn,  wenn wir 
eine gegebene Quadratzahl, z B. 144, haben, welche eine rationale Wurzel 
ha t ,  etwa die Linie a / l ,  und wir nehmen ein Quadrnt, welches kleiner ist 

* Netiselmann, Uie Algebra der ürieçhen (Berlin 1842), S. 111. 
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als jenes, etwa 100,  dessen Seite 10 is t ,  und nehmen c iy  gleich 10 an, 
und verdoppeln es ,  weil das Rechteck der Abschnitte doppelt sein 6011, 
und dividiren mit den so entstandenen 20 in den Rest 44, so wird der 
Rest 4 das Quadrat von py, dieses selbst 
aber in der Lange 2 sein. E s  war aber " Y b' 

l- 
n y = 10, also wird die ganze Linie orp 
gleich 12 sein, was bewiesen werden sollte. Damit une aber a n  einer in 
der Syntaxis vorkommendcn Zahl das Wesen dieses theilweisen Weg- 
nehmens vor Augen gefiihrt werden, so wollen wir die Darstellung an der 
Zahl 4500 durchführen, deren Wurzel dort gleich G7O4'55" gesetzt wurde. 
Es liege ein quadratischer Raum a!yd vor ,  allein irn Quadrat rational, 
dessen Tnhalt 4500 Grade sein 
soll, und es werde verlangt, die 1- 

Quadratwurzel desselben durch 
Annaherung E U  berechnen. Da 
nun das der Zahl 4500 nkhs t -  
liegende Quadrat mit rntionaler 
Wurzcl gleich 4489  ganzen 
Graden und dessen Seite gleich 
67O is t ,  so werde von dem Qua- 
drat u S y 8  das Quadrat orl 
gleich 4489 Graden, dessen Soite & / 
670 ist,  weggeaommen. Der Rest 268' 

also, das heisst der Gnomon a 
55" 3688" 40"' 

wird gleich 11 Graden sein. 
P 

-- 
Diese losen wir in  Minuten auf 
und erhalten 660'. Dann nehmen wir r p  doppelt, weil zwei Recht- 
ecke auf E S  stehen, da E (  gleich [rj is t ,  und durch das Resultat 134 
dividiren wir die 660 Minuten und durch den Quotienten, 4 Minuten, 
erhalten wir jede der beiden Linieu €9,  7%; und wenn wir die 
Parallelogramme 9.9, Sn ausfdllen, so finden wir sie gleich 536 Minuten, 
oder jedes von ihnen gleich 268 Minuten. Nun losen wir abermals 
die restirenden 124 Minuten in 7440 Secunden auf, und subtrahiren 
auch das Erganzungsquadrat LA, welches 16 Secunden betragt, so dass 
wj;, wenn wir um das vorige Quadrat or[ den Gnomon herumsetzen, das 
Quadrnt a i  erhalten, dessen Seite 67'4', das also selbst gleich 4497O 
56'16" ist. Nun bleibt noch der Gnomon ,BA6 gleich 2O3'44" oder 7424" 
übrig. Wir nehmen also wieder 01. doppelt, weil 91 gleich L x  ist ,  und 
dividiren durch diese 134O8' die 7424 Secunden, und erhalten in  dem 
Quoticnten, 65 Secundcn, jede der beiden Linien 8 P ,  xcî. Und wenn wir 
die Parallelogramme B A ,  Ad ausfüllen, so erhalten wir dieselben gleich 
7377 Secunden 20 Tertien, und jedes derselben gleich 3688"40"'; es bleiben 
alu Rest 46"40"', wolchen naho kommt das Quadrat Ay, desscn Seite 

15 * 
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55 Secunden ist,  und so haben wir die Seite des Quadrats u 1 5 y S ,  welches 
gleich 4300 Graden ist,  nahe gleich 67O4'55". Und im Allgemeinen, wenn 
w i r  d i e  Q u a d r a t w u r z e l  i r g e n d  e i n e r  Z a h l  s u c h e n ,  s o  n e h m e n  
w i r  z u e r s t  d i e  W u r z e l  d e r  z u n a c h s t l i e g e n d e n  Q u a d r a t z a h l ,  
d a n n  v e r d o p p e l n  w i r  d i e s e  u n d  d i v i d i r e n  d a m i t  i n  d e n  R e s t ,  
n a c h d e m  w i r  d e n s e l b e n  i n  e r s t e  S e c h z i g t h e i l e  a u f g e l o s t  
h a b e n ,  u n d  s u b t r a h i r e n  d a s  Q u a d r a t  d e s  Q u o t i e n t e n ;  d a n n  
l o s e n  w i r  w i e d e r  d e n  B e s t  i n  z w e i t e  S e c h z i g t h e i l e  a u f  und  
d i v i d i r e n  i h n  d u r c h  d i e  d o p p e l t e n  G r a d e  u n d  M i n u t e n ,  s o  e r -  
h a l t c n  w i r  n a h e  d i e  g e s u c h t e  Z a h l  f i i r  d i e  S e i t e  d e s  q u a d r a -  
t i s c h e n  Raumesi ' . '  

Cette description de llexti.action approximative des racines carrbes 
ne doit pas cependant nous mener B croire que les Grecs en aient fait 
l'opération toi~jours et partout au moyen du systbme sexagésimal. Ce 
dernier, exclusivement adopté par l'astronomie grecque, y serait difficile- 
ment introduit avant Hipsicles d'Alexandrie, c'est à dire 200-100 ans 
avant J. C. La plus large application en eut  lieu dans l'Almageste de 
Ptolemée dont les commentateurs, Théon d'Alexandrie y compris, furent 
bien forcés d'extraire les racines carrées, à l'aide du systGme sexagksimal. 
Avaut que celui-ci ne fut introduit en Grèce, et toujours dans les mathé- 
matiques qui ne l'admirent point, l'extraction approximative des racines 
carrées dut s'opbrer dans toutes les fractions e t  meme de préférence dans 
les fractions au numérateur 1. 

Les mathha t ic iens  grecs de quels moyens se sont-ils donc servis afin 
d'extraire approximativement les racines carrées dans tontes les fractions? 
Eutocius semble nous donner une réponse en indiquant Hkron comme 
l'auteur qui expose le moyen, décrit plus tard par  'L'héon d'Alexandrie et 
les autres commentateurs de l'Almageste. Mais si ces derniers avaient 
opér6 d'après le prockdb du gnomon, appliqué suivant l'auteur commenth 
au système sexagésimal, Hkron qui ne s'en était jamais servi, e t  qui avait 
toujours employb, que nous sachions, les fractions au numérateur 1, Héron, 
disons-nous, n'aurait pu avoir recours au  procédé du gnomon qu'en 
l'appliquant à ces fractions là. Nous pouvons donc envisager ce prockd8 
comme Egalerrient appliqué par les mathématiciens grecs à l'extraction des 
racines carrkes dans tous les cas, peu importe dans quelles fractions en 
fusse exigée l'approximation. Avant d'entreprendre les recherches tendant 
i découvrir l'extraction approximative des racines carrées dans la forme 
commune aux Grccs e t  suivant le procédé du gnomon, nous devons faire 
une plus ample connaissance de l a  nature e t  des qualitiis générales de ce 
dernier. Nous commencerons par le  voir appliqub à l'extraction de la 
racine carrée d'un nombre donnb avec l'approximation de l'unité. 
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Ainsi que nous le montre l a  description de Théon, citEe plus haut, 

le procédé du gnomon a pour base la  formule d'une somme des deux 
nombres klevte au carre. I l  touche par là au procbdé de l'extraction 
employé dans les cours élkmentaires actuels, en meme temps qu'il en 
différe. E n  effet, représentant une méthode, parfaitement adaptée 
aux lois et aux exigences du syst6me décimal, celle des manuels de 
nos jours dbfinit à part chaque chiffre de la racine carrée, en se 
servant ainsi de la formule d'une somme de plusieurs nombres élevée au 
carrb. Certainv cours cherchent seulement à masquer l a  chose dans un 
but didactique en employant artificiellement l'expression de la Romme des 
deux nombres élevée au carré. D e  cette maniére la methode de nos 
manuels ne saurait coïncider avec le procédé du gnomon qu'en cas d'une 
racine 3, deux chiffres. Dans tous les nutrcs cas les deux procédés font 
deux méthodes diffhrentes e t  i l  est à regretter qu'on l'ait quelquefois perdu 
de vue. 

D'aprBs ce que dit Théon le procede du gnomon employé par les 
mathématiciens grecs exige que la racine à trouver du  nombre c soit 
dbcompos6e en deux nombres inkgaux a et  b ,  de maniéra à ce que le 
carré du moindre, par exemple celui de '6, équivale au reste de la division 
(c- a2) : 2a, ou y soit contenu. La demande en est satisfaite moyenuant 
un tel choix de nombres dans la  décomposition qui présenterait le carré 
du plus petit moindre que le plus grand nombre doublé, ainsi qu'on voit 
dans l'égalité 

1) 
c - a2 
.- - 

b 2 +  r 
= b + - ,  

2 a 2 a  

où r est le resto de la racine carrée, extraite du nombre donne avec 
l'approximation de 1. On conçoit que dans chaque cas particulier de 
l'extraction de la racine carrée ce nombre moindre peut - 8tre représenté 
par les nombres les plus difi'kreuts, e t  que la décomposition de la racine 
cherchée en binome, exigbe par le procédé du gnomon, est une question 
indefinie et  l e  nombre des solutions qu'elle admet doit etre plus ou moins 
grand. C'est la une diffbrence marquée entra la méthode du gnomon et  
celle de nos cours B11.mentaires, e t  meme le cas particulier quand les deux 
méthodes coïncident, c'est à dire pour la racine à deux chiffres, n'y fait 
point exception. E n  effet, la décomposition de la racine piésentée dans ce 
dernier cas par la méthode de nos manuels ne fait qu'une solution entre 
mille, fournies par la décomposition générale de la racine en n'importe 
quels deux nombres inégaux. Afin de trouver l'une des décompoaitions en 
binome de la racine carrée que l'on cherche et  qiii eusse répondu à la 
condition bnoncée, on employa la  mbthode des t2tonnements. Il n'est pas 
difficilo de reconnaître que dans 10 cas indiqué l'application on fut néccssairc- 
ment reduite à la partie qui trace les limites memes des tàtonnernents. 
Pour en connaître les procédbs prenons quelque cas particulier, par exemple 
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le  nombre 349450,  cité par Archimdde. Les limites des t&tonnemeni.s 
immédiatement aperçues et  servant à découvrir la racine carrée de ce 
nombre sont 100 et  1000. Celles qui suivent, les nombres 500 et 600 
avec leurs carrbs de 250000 e t  3 6 0 0 0 0  sont trouvées aussitôt, si l'on 
songe que tout nombre de centaines élevé au carré donne des dizaines de 
mille dans une quantité qui en égale le carrE. L'observation faite que Ic 
nombre donnb approche do plus prbe la supérieure de ces limites permet 
d'en remplacer l'inférieure par le nombre plus proche de 550 avec son carré 
de 302500. L a  même observation reitérée aprés ce changement nous laisse 
élever le  nombre 550 à 575. On peut s'arreter à cette augmentation, car 
elle introduit tout droit la dbcomposition en binome de la racine cherchbe 
dans le domaine de  celles qui repoudent à, l a  condition indiqube, adaptée 

infkrieur est plus grand que le  membre supérieur double, le membre 

au procédh du gnomon. E t  toute dBcomposition en binome des nombres 
contenus entre 550 et  600 y r6pondra en effet, si le moindre on est 33 
ou quelque autre nombre inférieur qui le suit, les carrés en étant moindres 
que les grands nombres correspondants doublés. Le nombre 5 7 3  lui-m8rne, 
transformé en 600  rien que par l'addition de 25 peut donc btre le nombre 
supérieur l'une des décompositions en binome de la  racine à dbfinir. Si 
ensuite on applique & ce nombre comme possédant la qualité indiquée, 
en meme temps qu'au nombre donné, la règle du gnomon exprimée par 
la formule l ) ,  on s'aperçoit aussitôt que le nombre inférieur à, la décom- 
position cherchée est 16 et  consequamment la racine carrée à trouver est 

3 4 9 4 5 0  5 9 1 ,  ainsi que nous le  montre le calcul suivant. La 

330625 limite infkrieure des tâtonnements, semblable dans ses 
qualitos i celle que nous venons d'établir a pu etre 

18885 1150 trouvée sncore moyennant les refiexions suivantes. 
Il5' l6 Entre les nombres 5 0 0  et 600  qui ont servi de limites 

6 9 0 0  aux tâtonnements il y a 10 intervalles représentés par 
4 2 5  les dizaines successives. Il y en a 10 autres, à 11OO0 
256 chacun, entre les carrés des memes limites, 250000 
1 6 9  e t  360000. Le nombre donné se trouve dans le dernier 

de ces intervalles, donc la  racine carrée en doit etre dans le dernier des 
intervalles correspondants, contenus entre 500 et 600. 

3 4 9 4 5 0  L a  limite inférieure peut etre élevée pour cette raison 
348100 à 590 ,  qui fait le nombre primitif du dernier des inter- 

13,50 1180 valles cites. Se servant alors de ce nombre, suffisant 
1180 1 aux conditions indiquées, comme du nombre supérieur 

1 7 0  
Il- 

de l a  racine décomposée en binome, on a trouvé que 

1 le nombre inférieur en était 1,  ainsi quo le montrc le 

169 
calcul suivant. Remarquons pour conclure que meme 
en cas d'un choix mal réussi pour l a  décomposition en 

binome de la racine cherchée, c'est A dire quand le carré du membre 
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moindre pourrait etre trouvb par la diminution du quotient, obtenu par 
l'application de la  régle du  gnomon. L a  limite de cette diminution devient 
sans doute le reste qui renferme le carré du  dernier quotient. E n  prenant 
par exemple le  nombre 550, comme le  membre supérieur de la racine 
décomposée en binome et que l'on cherche, on trouve qu'il faut diminuer 
le quotient (42) d'une unité. Le nombre supérieur de la décomposition 
étant 500, il faut diminuer de 8 le quotient 99 pour arriver au même 
but etc. 

Pour appliquer la proc6d6 du  gnomon l'extraction approximative de 
la racine carrée dans toutes les fractions indiquons dans l'expression de 
la somme des deux nombres Blevée au carre 

2) c =  (a + x)'= a2 + 2ax + xs 
par a la derniére des approximations trouvbes de la racine carrhe, c'est d 
dire l'exprimant au  commencement de l'opbration avec l'approximation de 1, 
et ensuite dans n'importe quelles parties de l'unité, en exprimant par x 
la diffbrence entre cette approximation e t  la vraie valeur de la racine. 
Il  n'est pas difficile de reconnaître que cette différence est toujours moins 
que 1. E n  négligeant dans l'équation 

3) 
xZ C - a2 z+--=- 
2a 2a 

x2 
le nombre - 2  ainsi qu'il en a ét6 fait dans l'application précédente du 

2 a 
prockdi: du gnomon, on trouve l'approximation de s excédant sa  vraie 
valeur e t  rendue par la formule 

4) 
C - a2 

5 = -. 
2 a  

Le calcul de x d'après cette formule le présente pour la plupart comme 
une somme de deux fractions dont on peut omettre la moindre. Si cette 
diminution ne suffit pas à, annuler l'augmentation qui l e  prbcède ou si elle 
n'a point eu l ieu,  la quantité x donnée par l a  formule 4) n'en garde pas 
moins son augmentation, mais descend jusqu'à etre au dessous de sa 
grandeur véritable, en vertu de la condition que le carrb du  quotient 
obtenu par la formule 4) doit se trouver dans le reste donnb par la meme 
division. L a  quantité z calculée de cette maniare e t  que nous nommerons 
xl sera toujours moindre que sa valeur réelle e t  a + z, moindre que la  
valeur vkritable de la racine. L a  ~ubst i tut ion de x, à x dans l'égalité 2) 
en en diminuant l a  seconde partie en fait l'inégalité 

c > a2 + Zax, + x2, 
dont l a  diffkrence des membres 

5)  c - a2 - Zax, - zz1 
présente Bvidemment le reste de  l'extraction de la  racine carrée fournissant 
l'approximation cherchBe. Pour définir celle qui sui t ,  il faut diviser le 
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reste faisant la diffhrence entre le nombre donné et  le carrb de l'approxi- 
mation trouvée, par l'approximation a + x, trouvée et doublEe et  continuer 
ainsi de suite. Puisque dans la formule 4) c - a2 est toujours moindre 
que 2 a ,  cette division ne saurait Ctre possible à, moins que c - a2 ne fut 
partagbe en des parties aliquotes dont Io nombre excèderait 2a. Le choix 
des parties aliquotes se trouvant parfaitement arbitraire, e t  l'application des 
formules indiqubes tout à fait illimitée, permettent de trouver en les 
employant toutes sortes d'approximations de la racine cherchée, peu importe 
quels qu'en soient le  nombre et  les parties aliquotes. 

Appliquons maintenant le procédé du gnomon dans sa  forme que nous 
veiiuns d'examiner b la dbcouverte des approximatiom des racines carrbes, 
moindres que leur valeur vbritablo et  fournies par  les ocuvros des mathi:- 
maticiens grecs arrivées jusqu'à nous. Commençons par  celles qui ont les 
plus simples dbnominateurs. Telles sont les trois premiéres approximations 

7 
d'Archimède citées plus haut e t  l a  fraction - signifiant l'approximation de 

5 
p'%, trouvée dans le livre de IIéron d'Alexandrie ,sur l'agricultureu et  pouvant 
Otre obtenue aussi comme on le  sait par le procGdb des fractions continues. 
Pour le premier e t  le q u a t r i h e  de ces cas nous avons déj& les racines 
carrées avec l'approximation de 1, voire le nombre 591 cité plus haut et 
le nombre 1 directement aperçu. Pour le  second et  le troisième cas les 
racines semblables sont trouvkes par le mcme procédé, h l'aide des calculs 
suivants 

1 3 7 3 9 4 3  

Les limites des tâtonnements pour le premier nombre sont 1150 et  
1200 ,  pour le second 2300 et  2400; les membres supérieurs des decom- 
positions en binôme de la racino corrbspondent B 1150 et  à 2300;  les 
résultats obtenus dans le  premier cas 1150 + 22 = 1 1 7 2  e t  dans le second 
2300 + 39 =1 2339. Quant aux parties fractionnaires de ces nombres 

données par Archimede ( e t  ) on peut en omettre l'examen, ou 

leur incapacité évidente d'influer sur l'approximation qui vient d'etre trouvke 
ainsi que sur  celle qui suit. 

Là-dessus, pour tous les quatre nombres passés en revue nous trou- 
vons successivement: d'aprés l a  formule 2): 
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d'aprhs la formule 4) 

d'après la formule 5) 

1 1 1 
Les valeurs approximatives des raciiies carrkes 591- 1 1172-, 2339-1 

7 8 8 4 R I  obtenuus a p r h  l'application de la  formule 4) se trouvent de cotte 

manière parfaitement coïncidentes avec celles quo donnent Archimbde et 
Hbron. 
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Tous les calculs qui viennent d'etre présentés sous los formes actuelles 
des fractions peuvent ctre réunis d'apros le  schème dbjit employé pour 
l'extraction de la racine carrée avec l'approximation de 1, et  alors telle en 
est la forme 

349450 1373943 5472132 2 
- 849281 - 1373384 - 6470921 - 1 
--- -- 

169 359 12 11 1 
x 2 x 2 - x2 

- -  
x 5 - 

338 7 18 2422  51? 
x 2  x 2 x 2 4 2 --- 

676 1436 1 
x 2 x 2 -- 4678 48441= 1 5 

13521 1162 166 5 
1182 1 -- 2 3 4 4  28721L314 1  x 4 -- - 4  

170 528 6 64 1 
x 8 x 8 - 1  

1360 4224 663 
- 1 - 1  

1359 4223 

Dans les oeuvres des mathématiciens grecs, arrivés jusqu'à nous on 
ne rencontre qu'un seul cas, dans lequel l'approximation de la  racine 
cirrrke moindre que sa valeur vkritable est exprimée par la fraction au 
dénominateur assez compliqué. Ce cas unique est la moindre des approxi- 

mations de J3 citées plus haut ( )  qui contiennent dans l'intervalle 

entre elles suivant Archiméde la  véritable grandeur de  cette racine. On 
voit aisément que cette approximation ne peut Ctre obtenue par le procEdL: 
du gnomon qu'à la condition de ce que les nombres fractionnaires en aient 
pour dBnominateurs les facteurs premiers du dénominateur 153 possédb 
par l'approximation cherchée, ou les nombres qui en sont composés. 
L'application successive des formules 2 ) )  4) et  5) avec l'emploi du facteur 
premier 3 donne 

3 = ( 1 + ~ ) ~ = 1 + 2 x $ x ~  
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a 
L'approximation trouvée est 1 + xl = 1 -; son introduction dans les 

3 
mcmes formules et avec l'emploi du facteur premier 17 donne 

5 3 88 
L'approximation nouvelle est - + - = - - Son introduction dans les 

3 51 51 
formules avec l'emploi du facteur premier 3 a m h e  aux résultats suivmts 

L'approximation obtenue 
1 

265 étant celle d'Archimède (m+i53=xx) 
il n'est pas nécessaire d'appliquer plus longuemant les formules. Tous les 
calculs opérés et réunis d'aprés le schème connu prennent la forme réduite 
que voici. 

En somme, en examinant cette Bvaluation des approxiniations do la 
racine carrée moindres 'que sa vraie grandeur on peut en résumer ainsi le  
procès. D u  n o m b r e  d o n t  o n  v e u t  é v a l u e r  l a  r a c i n e  c a r r é e  o n  
s o u s t r a i t  l e  p l u s  g r a n d  c a r r é  e n t i e r  c o n t e n u  d a n s  c e  n o m b r e .  
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L e  r e s t e  o b t e n u  e s t  d ' a b o r d  m u l t i p l i é  p a r  l e  d b n o m i n a t e u r  
d e s  n o m b r e s  f r a c t i o n n a i r e s  ( p a r t i e s  a l i q u o t e s )  c h o i s i s  p o u r  
l ' a p p r o x i m a t i o n  c h e r c h é e .  Il e s t  d i v i s é  e n s u i t e  p a r  l a  d o u b l e  
r a c i n e  d u  p l u s  g r a n d  c a r r i :  e n t i e r  c o n t e n u  d a n s  l e  n o m b r e .  L e  
r e s t e  d e  c e t t e  d i v i s i o n  e s t  m u l t i p l i é  p a r  l e  d k n o m i n a t e u r  e n  
q u e s t i o n  e t  l e  c a r r b  d u  s o u s t r a i t  a u  p r o d u i t  o b t e n u .  
L a  r a c i n e  d u  p l u s  g r a n d  c a r r é  e n t i e r  c o n t e n u  d a n s  l e  n o m b r e  

a j o u t é e  a u  q u o t i e n t  f e r a  l ' a p p r o x i m a t i o n  cherchfie .  
P o u r  o b t e n i r  l a  s u i v a n t e  o n  m u l t i p l i e r a  l e  r e s t e  
d e  l a  d e r n i E r e  s o u s t r a c t i o n  p a r  n ' i m p o r t e  q u e l  
m u l t i p l i c a t e u r  e t  o n  e u  d i v i s e r a  l e  p r o d u i t  p a r  le  
d o u b l e  n u m é r a t e u r  d e  l ' a p p r o x i m a t i o n  t r o u v é e .  
L e  q u o t i e n t  e n  s e r a  l a  f r a c t i o n  d o n t  l e  d é n o m i -  
n a t e u r  e s t  l e  p r o d u i t  d e  c e l u i  d e  l ' a p p r o x i m a t i o n  
p r h c k d e n t e  e t  d u  m u l t i p l i c a t e u r  c h o i s i .  O n  m u l t i -  
p l i e r a  c e  r e s t e  p a r  l e  m e m e  m u l t i p l i c a t e u r ,  e t  l ' o n  
s o u s t r a i r a  d u  p r o d u i t  l e  c a r r b  d u  q u o t i e n t  n o u v e a u .  
L ' a p p r o x i m a t i o n  p r F c P d e n t e  a j o u t k e  a u  q u o t i e u t  
n o u v e a u  s e r a  l ' a p p r o x i m a t i o n  n o u v e l l e .  T o u t e s  
c e l l e s  q u i  s u i v e n t  q u e l s  q u ' e n  s o i e n t  l e  n o m b r e  
e t  l c s  d é n o m i n a t e u r s  p e u v e n t  e t r e  t r o u v é e s  d e  l a  
m e m e  m a n i è r e .  

Conformément à ce qui vient d'etre exposé, l a  mbthode 
d u  gnomon donnant les approximations de la racine carrbe 
moindres que sa  valeur véritable e t  cela dans toutes sortes 
de fractions, il  s'en suit que l'application à chaque cas 
particulier en peut avoir un nombre infini de voies. Afin 
de trouver celle qu'avait adoptbe l'auteur ancien en cherchant 
l'approximation de quelque racine carrée, il  faut en dbeom- 
poser le  dhnominateur en facteurs premiers et  ne se servir 
que de ces derniers pour la multiplication des restes que 
fournit l'application du  gnomon. Dans le dernier cas passe 
en revue en décomposant le  dhnominateur 153 de l'approxi- 
mation donnbe par  Archimade pour ~ 3 ,  en ses facteurs 
premiers 3, 3 e t  17, nous avions lo voic toute tracke pour 
appliquer la méthode du gnomon dont nous avons fait usage. 

L'extraction approximative des racines carrées, telle que 
nous la trouvons chez les Grecs ne nous ayant occupés 
jusqu'à ce moment que dans les cas, où les résultats en 

sont moindres que l a  valeur véritable de la  racine, il nous reste à passer 
aux cas où les rbsultats en sont plus grands. Ces derniers l'emportent sur 
les premiers quant au nombre de leur application, mais il serait difficile 
d'en expliquer la cause autrement que par le hasard et on n'avancerait pas à 
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en soulever l a  question, ou l'absence complùte de matériaux pour l e  ré- 
soudre. Elle n'a d'ailleurs pour nous qu'une importance secondaire, notre 
but étant de trouver les procédés employés dans la Grùce Antique pour 
l'extraction des racines carrées. Afin d'y arriver dans le  cas présent nous 
n'avons qu'une indication indirecte chez Eutocius et qui ne suffit pas. E n  
nommant les auteurs qui ont traité de l'extraction approximative des racines 
carrees, Eutocius en applique I'énumhation indiffkremment à tous les cas 
de cette extraction, trouvés chez Archimride. I l  s'en suit en effet que 
dans le cas prksent l'extraction de la racine carrée était aussi opérée d'aprhs 
la méthode du  gnomon; mais de quelle manirire? Parmi les oeuvres citbes 
par Eutocius le  commentaire de Theon d'Alexandrie est bien la  source 
unique dont nous puissions disposer e t  i l  ne dit rien sur  le cas qui nous 
intéresse pour le moment, donc l'indication indirecte d'Eutocius se trouve 
insuffisante en résoudre la  question. L a  forme do la mbthode du gnomon 
que nous avons examinée plus haut et qui ne peut fournir immédiatement 
que les approximations de la racine carrbe au dessous de sa valeur, ne 
saurait Ctro appliquée immi:diatcment aux cas oii ces approximations excé- 
deraient sa  valeur véritable. Pour s'en tenir à 18 voie directement tracée 
par Eutocius, en évitant cependant toute explication contradictoire ou 
forcée, il  nous reste supposer que la méthode du gnomon dans son cas 
prksent avait affaire au  carré de la diEé.rence des deux nombres et  non 
au carré de leur somme comme dans le cas précédent. Nous allons voir 
que cette supposition tranche complBtement la question dans toutes ses 
parties et tous ses dbtails. 

E n  prenant le carré de la diffkrence des deux nombres 

et en y entendant par a la derniùre des approximations trouvées de la 
racine carrbe, plus grandes que sa valeur véritable, et par x la différence 
entre cette approximation et  la valeur véritable de la racine nous trouvons 

où z est une quantité. moindre que 1 ,  car la valeur de a,  commençant 
l'application de la formule examinke, est reprbsentée par la racine du 
premier carre exact, proche au nombre c et plus grand que lui ,  qui 
exprime la  racine cherchee avec l'approximation de 1, c'est i dire en 
l'excédant de moins que de 1. Mais l a  grandeur de x diminuera successive- 
ment, à niedure que le nombre a &quivaudra à d'autres valeurs, dans ses 
approximations suivantes et  qui approcheront toujours davantage la vraie 

x2 
valeur de la racine. E n  omettant dans l'kgalith 7) le membre -1 comme 

2 a 
nous l'avons fait pour la forme prbcédente de la méthode du gnornon, on 
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trouve l'approximation de x moindre que sa grandeur véritable et  rendue 
par l a  formule 

8) 

x calculb d'aprbs cette formule est représentb ainsi que dans la  forme précé- 
dente par la somme des deux fractions dant l a  moindre peut Ctre négligke. 
Ces deux diminutions rendant parfois l a  valeur x apte au changement dans 
la  marche du calcul, niais, contrairement à l a  forme du gnonion examinke, 
seulement quant à son augmentation e t  non quant à sa diminution. 
Nommons 2, l'approximation de x, fournie par la formule 7). La sub- 
stitution de x, A x dans l'égalité 6) en augmente le second membre et en 
fait l'inkgalitb c < a2 - 2 a  x, + zs1 dont la diffbrence des membres 

9) a2 - c - 2 n a ,  + x2, 
présente évidemment le reste de l'extraction approchée de l a  racine c a d e  
dans le cas prksent. Pour diifinir l'approximation suivante de la racine à 
trouver, il faut diviser ce reste conformhnent aux formules précédentes 
par la double approximation trouvbe a - x, et continuer comme auparavant. 
Puisque xl est bien le résultat des diminutions de x citées plus haut, les 
approximations do la racine carrée, obtenues par l'application successive 
de la  forme du gnomon examinée en excbdaront toujours la valeur véritable. 
Cette forme devient ainsi un moyen suffisant pour définir un nombre infini 
d'approximations de la racine carrbe que l'on cherche, approximations 
excédant sa  valeur véritable et rendues par n'importo quelles fractions. 
Voyons maintenant à quels résultats en aboutit l'application à l'extraction 
approximative de la racine carrée dans des cas correspondants chez les 
- - 

mathi:maticiens grecs. 
Les plus simples cas de ce genre sont représentés par les quatre 

nombres d'Archimède, cites plus haut. Pour  y appliquer la méthode du 
gnomon dans sa forme examinée il faut tout d'abord définir les racines des 
plus proches d'entre les carrés exacts qui les excèdent. On l'obtient en 
augmentant de 1 les racines des plus proches d'entre les carres moindres 
exacts e t  trouvbs suivant la maniùre prbcédente. L'bvaluation de ces racines 
comme celle d'un sujet assez connu peut se borner à l'indication des cal, 
culs qui s'y rapportent 

9082321 3380929 1018405 4069284 
- 9000000 
- -- 

- 3240000 - 1000000 - 4000000 
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Les limites des tgtonnements pour ces nombres sont 3000 et  3100, 
1800 et 1900;  10OO e t  1100;  2000  et  2100. Les membres supérieurs 
des dtkompositions en biuome des racines cherchées sont 3000, 1800; 
1000 et 2000. Les racines cherchées des moindres carrbs exacts les plus 
proches aux nombres donnés sont 3000 + 13, 1800 f 38, 1000 + 9, 
2000 + 17. E n  augmentant chacune de ces racines de 1 ,  nous obtiendrons 
les racines des plus grands carrEs exacts, les plus proches aux nombres 
donnés, nommément 3014, 1839,  1010 et  2018. 

Ce sont les nombres a que nous avons dans les décornpositions en 
binomo des racines cherchées, reprbsenti:es par l a  formule 6). Afin de 
trouver les nombres x correspondantes il faut opérer les calculs désignks 
par la forniule 8). Puisque les divisions qui en sont exigbes ne sauraient 
ctre opbriios en nombros entiors, les diffiironccs obtenues doivent etre 
prbalablement transformées en nombres fractionnaires, indiquées par les 
dtinominateurs des approximations d'Archimède décomposés en facteurs 
premiers, ou la premiore différence en 2- mes et  en 4 - m e s  parties, la 
seconde-en 1 1-mes,  l a  troisième-en 6-mes et  la quatrième-en 4-mes. E n  
produisant tous ces calculs et en négligeant au dernier nombro la  fraction 
comme n'exerçant aucune influoncc sur  l'approximation cherchée nous avons 

Les seconds nombres dans les binomes des racines carrees se trouvent 

de la sorte équivalant à 
1 2 5  3 
4, llv 

et, L a  soustractioii donne les ap- 

proximations des racines carrees cherchées 

parfaitement coïncidentes avec celles d'Archimède. Ensuite, pour dtifinir les 
derniers restes, obtenus avec les extractions approximatives qui viennent 
d'etre décrites il faut recourir aux opérations, disignées par la formule 9). 
Les deux soustractions qu'elle exige ayant déjà, été faites comme on 
defioissait le second membre du binome, il nous reste à ajouter le  carré 
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de celui-ci au reste obtenu à cette définition. On rkduit le reste au mOme 
dbnominateur avec le nombre fractionnaire dont il est augmentb, en le 
rniiltipliant par son propre dt'aominateur, car le carré en fait justement le 
dknominateur du nombre fractionnaire additionné. Les calculs nouveaux, 
exigbs par toutes ces opérations, prendront donc la forme que voici et qui 
fait suite aux calculs précedents 

Parmi les cas les plus simples pour l'extraction approximative de la 
racine carrée aux résultats exchdant sa valeur vkritable et  présentkg par 
certaines oeuvres des mathématiciens grecs, nous trouvons chez Théon 

3 
de Smyrne reudue par -. L a  racine carrbe d u  plus grand des carrés 

2 
exacts, proches à 2 est 2. Enauite, d'après la formule 6) 2  = 4 - 4 2  + 28, 
d'après la formule 

4 - 2  2 2 . 2  1 1 3  
-. 4-- . 4 = 2 j  d'où 2 - ~ = 2 - - = - ,  8) x=--- 2 2 

ou à l'approximation donnOe par Shbon de Smyrne. Enfin, le reste fourni 
par l'extraction de la racine carrbe est d'après le formule 

Outre cette approximation Théon de Smyrne en donne une autre dans 
- - 

17 
le morne livre et qui excède la  valeur de J2, nommbment - On l'obtient 

12 
en continuant l'extraction prkcédeute de la racine carrbe. Effectivemeut, 

3 
ayant le nombre - en qualit6 de premier nombre dans le binome de la 

2 
9 6 

racine, la formule 6) en fait 2 = - - -x + x%t la formule 8) avec l'appii- 
4 2 

cation des 6 -mes, exigée par le d0uominateur 12 dbcomposb en ses facteurs 
6 1 6  1 6 1 

premiers en font z = - 2) : a = j : 5 = 2 : 6 = - : C = -9 d'où 
3 1 17 

2 . 6  12 
---- 
2 12 - 

1 ce qui est l'approximation de Théon. Quant au  reste de 

l'extraction opérke il  est d'apros la formule 9) 
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Tous ces calculs rbunis suivant le schhme employb plus haut pour les 
approximations d7Archim8de, prennent la forme que voici: 

L'extraction de la racine carrée aux résultats excédant sa  
valeur vbritable nous en donne un cas plus compliqub chez 
Héron d'Alexandrie dans sa Gbometrie, où il  rend J 3 a u  moyen 

26 
de la fraction -. E n  notant que la  racine carr6e du plus grand 

15 
des carres exacts proche à 2, est 2, e t  que pour l e  déno- 
minateur de l'approximation examinée les facteurs premiers sont 
5 et  3 ,  on trouve suivant les formules 6) et  

5 1 1  
8) 3 = 4 - 4 x + x 2  et x = ( 4 - 3 ) : 4 = 1 : 4 = - : 4 = - + -  

1 5 5 20' 
ou, en omettant l a  fraction moindre, x - - r en vertu de quoi 

'-5 
1 9  

l'approximation cherchée sera exprimée par le nombre 2 - - = -. 
5 5 

Enfin le reste de l'extraction de la racine carrée, défini selon 
la formule 9) ,  est 

Là-dessus, pour calculer l'approximation suivaute on emploie celle qui 
est déjh trouvèe comme le  premier nombre de la  racine en binomo, en se 
gardant d'oublier que parmi les facteurs premiers du dknominateur 15 on ne 
s'était point servi du  facteur 3 et  l'on obtient suivant les formules 6), 8) e t  9) 

On reçoit ainsi dans cette nouvelle approximation celle de 
Hhron. L a  rbunion des calculs d'après l e  schème connu en fait:  

Un  cas encore plus compliquh est presentb par la plus 
grande dos approximations dans l'intervalle desquelles Archimède 

a renfermé J3, ou par le nombre l3'' -. Afin de distinguer l'ap- 
7 80 

proximation examinée d'entro l e  nombre infini des approximations 
possibles et  suivant ce qui a &té dit plus haut, il faut dans le 
procès meme de l'extraction se servir de fractions dont les dbno- 
minatours sont composés de facteurs premiers du nombre 780 
ou de 2 ,  2 ,  3, 5 et  13. Guidés par cette observation nous 
en venons vraiment à l'approximation d'Archimède apras une 
quadruple application des formules 6), 8) e t  9), comme on le 

Ili&-lit. Abth ci Zeitachr f h1ath.u l'bys. 41. Jahrg. 1896. 6.Heft. 16 
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voit dans les calculv suivants, présentés d'après les exemples pr6cédents 
sous les formes actuelles des fractions, ou sous celle du scheme connu en 

x 5 21 4 
- 109 

65 22 =r80+m3g00. 
44 2 -  11 2 53 
- L'approximation trouvée est 7 - - = -. 

b 30 30 
21 2809 106 

x 5 - -x -1- xB, 
900 30 

105 2809 106- 1 -+- 1 

- 30 1060 

109 106 1 
OU x - -- 

106, 1 - 
'- 30 

2809 -- 106 1 3 1 4 3--+: -- 3 900 900 900 - 900 + 900 = 900' + 1 - 53 1 52 
4 L'approximation trouviie est - - - - - a  

30 30 - 30 
x 26 2704 104 - 3 =  - - 2  =- 
1041 104 (3; ) 900 - mx + lis' 

2704 104 4 104 4 4.26 1 
104~~z=(m-3):30=m:m=30:104=mG: 104=- - 780' 

O 2704 + 1 -- 104 
3- - 1 4 104 ---- 1 

- Y00 SU'. 26 + (30 .26)' - 900 302. 26 + 
1 

- 104 - 104 1 1 - -. 
302. 26 + (30 . 26)z - (780)2 

52 1 1331 L'approximation trouvue est - - - = --- - 
30 780 780 

1 2  1 1 1351 ou 2 -------- =- 
6 30 30 780 780 ' 

qui fait celle d'Archimède. 
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Quant A leurs procés du calcul composant le procédé du gnomon dans 
sa forme examinée les approximations de la racine carrée excédant sa valeur 
véritable peuvent etre résumées dans 18 règle suivante qui est au  fond une 
forme abrbgke de ces procès leur étant communiquiie par le schhme pr0cé- 
dement accepté. L e  n o m b r e  d o n t  i l  f a u t  e x t r a i r e  l a  r a c i n e  c a r r é e  
e s t  s o u s t r a i t  d u  p l u s  p r o c h e  d e s  c a r r é s  q u i  l ' e x c a d e n t .  L e  r e s t e  
en e s t  m u l t i p l i b  p a r  l e  d é n o m i n a t e u r  d e s  f r a c t i o n s  c h o i s i e s  p o u r  
l ' a p p r o x i m a t i o n  c h e r c h k e  e t  d i v i s é  p a r  l a  d o u b l e  r a c i n e  c a r r é e  
d u  p l u s  p r o c h e  c a r r é .  Ce d e u x i è m e  r e s t e  en e s t  m u l t i p l i é  p a r  
l e  m e m e  d b n o m i n a t e u r  e t  l e  p r o d u i t  a u g m e n t é  d u  c a r r i :  d u  q u o -  
t i e n t .  L a  r a c i n e  c a r r é e  d u  p l u s  p r o c h e  c a r r é  i n d i q u é ,  d i m i n u é  
p a r  l e  q u o t i e n t  f e r a  l ' a p p r o x i m a t i o n  c h e r c h é e .  P o u r  t r o u v e r  
c e l l e  q u i  s u i t  i l  f a u t  m u l t i p l i e r  l a  s o m m e  p r é c é d e m m e n t  o b t e n u e  
p a r  n ' i m p o r t e  q u e l  m u l t i p l i c a t e u r  e t  e n  d i v i s e r  l e  p r o d u i t  p a r  
l e  d o u b l e  n u m e r a t e u r  d e  l ' a p p r o x i m a t i o n  t r o u v b e .  L e  q u o t i e n t  
e n  s e r a  l a  f r a c t i o n  d o n t  l e  d é n o m i n a t e u r  e s t  l e  p r o d u i t  d e  c e l u i  
de  l ' a p p r o x i m a t i o n  p r é c b d e n t e  e t  d u  m u l t i p l i c a t e u r  c h o i s i .  L e  
r e s t e  e n  e s t  e n s u i t e  m u l t i p l i e  p a r  l e  m e m e  m u l t i p l i c a t e u r  e t  l e  
p r o d u i t  a j o u t é  au  n o u v e a u  q u o t i e n t .  L a  d i f f é r e n c e  d ' e n t r e  
l ' a p p r o x i m a t i o n  p r é c é d e n t e  e t  le n o u v e a u  q u o t i e n t  s e r a  j u s t c -  
m e n t  l a  n o u v e l l e  a p p r o x i m a t i o n  c h e r c h é e .  On a  r e c o u r s  a u x  
mêmes  o p é r a t i o n s  p o u r  t r o u v e r  l e s  a p p r o x i m a t i o n s  s u i v a n t e s  
d o n t  l e  n o m b r e  e t  l e s  d é n o m i n a t e u r s  s o n t  a r b i t r a i r e m e n t  c h o i s i s .  

M o  s k a u ,  18. Februar 1895 
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Recensionen. 

Lehrbuch der  darstellenden Geometrie. Von J. SCIILOTKE, Lehrer der 
allgemeinen Cewerbeschule in Hamburg. Zweite vermehrte und 
verbesserte Auflage. Dresden 1893- 1896. Verlag von Gerhard 
Kühtmann. 

Von J. S c h l o  t k e ' s  Lehrbnch der darstellendon Geometrie liegt die 
zweite v d l i g  umgearbeitete und bedeutend erweiterte Auflage nunmehr 
vollendet vor. 

Sie zerfallt in vier Theile: 
1. Specielle darstellende Geometrie (Parallelprojection) , mit 165 Figuren, 

142 S.; 
II. Schatten- und Beleuchtungslehre, mit 79 Figuren,  60 S.; 

III. Perspective (Centralprojection), mit 133 Figuren, IV, 133 S.; 
IV. Projectivische Geometrie (Zusammenhang mit der darstellenden 

Geometrie und Verwendung derselben; projectivische Eigenschaften 
der Kegelschnitte und Fltichen zweiter Ordnung), mit 223 Figuren, 
IV, 177 S. 

Ilierbei ist zu bemerken, dass Theil I I  sich nur auf parallelprojectivische 
Darstellung und die Annahme paralleler Liclitstrahlen bezieht, nod die 
Beleuchtungslehre nur gegeben k t ,  so weit sie sich folgern lësst aus dem 
Satze: ,,Die Eelligkeit ist  proportional dem Cosinus des Einfallswinkel der 
parallelen StrahlenmU 

. Der Schattenconstruction in cent,ralprojectivischen Bildern , ebenfalls 
unter Annahme paralleler Lichtstrahlen ist noch ein eigener, flinfter Ab- 
schnitt in  Theil III gewidmet. Das Lehrbuch ist in einem wohlthuend 
klaren und übersichtlichen Style geschrieben. Dieee Eigenschaft %ussert 
sich besonders auch in den einleitenden Bemerkungen der Theile und 
Abschnitte, in denen das Wesen der folgenden Materie kurz dargelegt, 
soxusagen der gemeinsame Factor vor die Klammer gesetzt wird. 

Klar und übersichtlich sind auch die dem Text in grosser Fülle ein- 
gefügten Figuren, bei denen im ersten Theile hSufig Anwendung von der 
die Anschauung so sehr erleichternden schiefen Projection gemacht wird. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 213 
_ _ _ ^ ^ U M - - _ ~ ~ ~  

Eine Anzahl Uebungsaufgaben ist dom Texte theils eingefiigt, theils 
angehangt. 

Die vollkommene Trennung des Theiles IV von den anderen Theilen 
bietet den iiusseren Vortheil, das Buch den bald besehiankteren, bald 
weitergehenden Anforderungen der verschiedensten Schulen und Leserkreise 
anpsssungsfLhig zu machen. Sachlich konnte sie von manchem Beurtlieiler 
verworfen werden. Aber die Darstellung der Crundlagen in Theil 1 und 111 
nimmt durch diese Trennung einen friedlicheren, einheitlicheren Charakter 
an, der dem Lernenden wotilthut. Abgesehen von der Anweudung weniger 
elementar geometrischer Satze, die Jedem gelaufig sind, basirt nun Alles 
auf anschaulichen Daten und Operationen. Denn die Gestalten der geo- 
metrischen Elemente, die bei Projection und Drehung derselben auftretenden 
Erscheinungcn und gezeichnet vorliegende Linion sind anschaulich, auch in 
dem Sinne, dass ihre Vorstellung dem Gediichtniss eingeprkigt und ohne 
Xodell reproducirt werden kann. Den Methoden der neueren Geometrie llisst 
sich Anschaulichkeit nicht durchwcg nachrtihmen; da Doppelverh%ltnisse und 
besonders Doppelverh%ltnissgleichheiten innerhalb unendlicher Reihen nichts 
Anschauliches sind, kann z. B. die Erzeugung raumlicher Gestalten durch 
projectivisch auf einander hezogene Gebilde von der Einbildungskraft nicht 
rnitgemacht werden, vielmehr werden projectivische Beziehungen erst um- 
gekehrt durch diese Erzeugnisse anschaulich. 

Wir halten daher die in  dem Werke vorgenommene Trennung der 
elementaren Behandlungsweise von der synthetisch-geometrischen fur vor- 
theilhaft, obwohl sie den ersten Theilen des Buches manche Beschrankung 
im Stoffe auferlegt, und einzelne ~ r o b l e m è  zweirnttl, erst in engercrn , dann 
in weiterem Sinne behandelt werden miissen. Es  werden in Theil IV zuerst die 
ebene und riiumliche Collineation , dann die projectivischen Elementargebilde 
und ihre Erzeugnisse vorgenommen. Ein besonderes Kapitel ist  achliesslich 
dem Princip der reciproken Radien und den Polarfiguren gewidmet. Es  
erscheinen damit die Cykliden als der Darstellung leicht zugllngliche 
Flacheu; die merkwürdigste Form der Cyklide wird auf einer hiibschen 
Tafel mit Lichtgleichen und Schlagschatten wiedergegeben. 

Es ist kein Zweifel, dass S c  h 1 O t k e's Lehrbuch der darstellenden 
Geometrie die in  weiteren Kreisen bereits gewonnene Beliebtheit in  seiner 
neuon Gestalt nicht nur sich erhaltcn, sondern neue Freunde gewinnen werde. 

HERMANN BRUNN. 

Daretellende Geometrie mit Einschluss der Perspective, insbesondere zum 
Gebrauche an Fortbildungs- und Baugewerkschulen , sowie zum 
Selbstunterricht von F. FABER, Lehrer für darstellende Geometrie 
und Bauconstruction. Nach dern Tode des Verfassers herausgegeben 
von OTTO SCRMIDP, Architekt und Lebrer der konigl. Baugewerk- 
schule in  Posen. Mit 41 Tafeln in Lithographie. In  zwei Theilen. 
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1. Theil : Text (VII ,  129 S.). II. Theil : Tafeln. Dresden 1894. Ver- 
lag von Gerhard Kühtmann. 

Das vorlicgcnde Werk ist nach dcn Wortcn des Herausgebers lediglich 
als eine Schopfung des verstorbenen Verfassers zu betrachten, die sich 
druckreif i n  dessen Nachlass vorfand. E7 a b e r ' s  Vorrede schliesst mit den 
TVorten: ,,Bei der Beurtheilung der nachstehenden Arbeit bitte ivh zu be- 
rücksichtigen, dass dieselbe keine theoretisch mathematische, sondern eine - 
rein praktischen Zwecken dienende sein ~011." Das Ziel, das sich der Ver- 
fasser geateckt ha t ,  hat er erreicht. Es entspricht dem praktischen Zwecke des 
Buches, dass es von Weiterungen rein wissenschaftlicher Natur  freigehalten, 
dagegen mit den Abbildungen nicht gespart k t ,  so dass sich das Text- und 
Tafelbandchen schon rein kusserlicii das Gleichgewicht halten. Andererseits hat 
der Vorfasscr die Bcdcutung des textlichen Theiles doch durchaus nicht unter- 
schatzt, sondern erkannt ,  wie das, was wir Ausbildung der Anschauung zu 
nennen pflegen, ebenso von der Bildung klarer Begriffe als v o ~  Schauen und 
Zeichnen abhangt, ja, die Eigenartigkeit des Mensçhenmaterials, das er auf 
der Baugewerkschule in  Eckernftirde durch 22 Jahre hindurch zu bilden hatte, 
veranlasst ihn ,  auf die begriffliche Schulung, die Schulung im Ausdruck in 
verschiedentlichen Ermahnungen einen besondern Ton zu legen. 

Die Darstellung crwcist den besonnenen Lehrer mit praktischem Blick. 
I n  einzelnen Kleinigkeiten ist sie verbesserungsfihig. 

Behandelt werden die rechtwinklige Projection, die Bestimmung von 
Durchstosspunkten , Spuren und Winkeln, die Durchdringungen, die 
Schattirung der rechtwinkligen Projectionen, die Perspective nebst kurzcr 
Anleitung zur Schattirung von perspectivischen Bildern. 

Was Flactien und Ki3rper anlangt ,  so ist  nirgends tiber die Rotations- 
korper hinausgcgangen, meivt die Betrachtung auf Kugcl,  Kegel und 
Cylinder beschrhkt .  

nervorheben mochten wir die weitgehende Yerwendung der dritten 
Tafel,  welche zur Bildung einar vollkommeneren Anschauung von den dar- 
gestellten Gegenstiinden sehr dienlich ist. 

Bei den Beleuchtungsconstructionen wird mit Recht auf die relativen, 
das heisst die dem Auge zur Erscheinung kommenden Helligkeiten aus- 

gegangen, und zwar unter der Annahme, dass die den reflectirten Strahl 
direct ins Auge sendenden Flachenstellen am hellsten erscheinen und die 
Helligkeitsabnahme proportional ist der Abweichung des reflectirten Strahles 
von der Sehstrahlenrichtun,o. Es  sei noch besonders auf die in Farbdruck her- 
gestellten schattirten Abbildungen einer Kugel und eines Ringes hingewiesen. 

F a  b e r  befleissigt sich eines ihm eigenthtimlichen , tibrigens consequent 
àurchgeftihrten Verfahrens sowohl in der Bezeichnung der Objecte durch Buch- 
staben, als in  der Zeichnung derselben mittelst durchbrochener, punktirter etc. 
Linien, damit der Beschauer sofort zuverliissige Anhaltspunkte fur das 
Verstandniss der Figuren habe, auch wenn der erklxrende Text hinweg- 
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gedacht wird. Der vom Text vollkommen getrennte Band der Abbildungen 
kann daher von Jemand,  der die Theorie erfasvt hat ,  auch allein durch- 
stiidirt werden, was eine heilsnme Repetition und Intcrprctationsübung 
darstellt. -- HERMANN BRUNN. 

Der Coordinatenbegriff und  einige Grundeigen~chaften der  Kegelschnitte. 
Zunachst eine Frgiinzung der Neubearbeitung der Planimetrie von 
KAMBLY. Zum Gebrauche an Gymnasien nach den neuen preussischen 
Lchrplanen bearbeitct von HERVANN RODER, Oberlchrer am Lycenm 1 
zu Hannover. Mit 36 Piguren. Ferdinand Hirt,  Konigl. Universittlts- 
und Verlagsbuchhandlung. Breslau 1893. 

Das Btichlein enthalt auf 55 Seiten, was der Tite1 besagt, wenn man 
den ,,Coordinatenbegriff im engsten Sinne a1s Begriff der rechtwinkligen 
C a r  t e s  i s c h e n  Coordinaten auffasst , und sieben Paragraphen, welche sich 
mit Punkten und geraden Linien beschaftigen, hinzurechnet. Die Broschtire 
wird ihrem Zweck in der Schule durchaus entsprechen und empfiehlt sich 
Jedem, der eine erste Ahnung von analytischer Geometrie bekommen will, 
durch geringen Umfang und Billigkeif. Von den Curven zweiter Ordnung 
werden Mittelpunkts- und Scheitclgleichungcn, sowio mechanischo Con- 
structionen angegeben, ferner Tangenten, Normalen und Brennpunkts- 
eigenschaften behandelt. Den Schliiss bildet der Nachweis, dass bei ebeuen 
Schnitten eines Kreiskegels die besprochenen Curven zu Tage trcten. 

Man kann nur zustimmen, wenn gewisse elementare Satze nicht aus 
einer speciellen Figur  abgelesen werden, sondern auf die für  das Vor- 
zeichen der Coordinatengrtissen wichtigen Versühiedenheiten der moglichen 
Lage des Ohjects aufmerksam gemacht wird (siehe z. B. 5 3 ,  5 4, 8 5). 

Vielleicht wiirde sich aus diesem Grunde auch S. 46 Zeile 5 von oben 
auf der rechten Seite der Hyperbelgleichuug das doppelte Vorzeichen : 

-- 

J<+ e)" +Y,2- J & - i ) : , + t ~ , 2 =  + 2 a ,  

oder eine Bemerkung fiber die Zweideutigkeit der Wiirzeln empfehlen. 
Nachdem vorheï unter ,Tangento1' stets dic unbegrenzte Gerade vcrstandon 
wurde, würden wir i n  5 18 nicht sagen: ,Jede Tangente wird durch die 
Scheiteltangente halbirLU Auch die Wendung : ,,Au3 der Mittelpunkts- 
gleichung des Kreicies (der Ellipse etc.) die Gestalt desselben zu finden" 
wtîrden wir lieber durch eine andere ersetzen, insofcrn nicht die genaue 
Herstellung der Gestalt, sondern nur die Angabe einiger, zum grossten 
Theil sehr allgemeiner Charakteristika verlangt wird. Doch dies is t  
schliesslich Geschmackssache~ und es würde der von uns vorgeschlagenen 
Wendung: ,,die Gestalt der Curve zu charakterisirenu vermuthlich aus 
Sprachreiniguugsgriinden der Eintritt  in  die preussischen Gymnasien ver- 
wehrt sein. HERMANN BRUNN. 
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Grossherzoglich Mecklenburgische Landes -Vermeseung. V. Theil. Die 
conforme Kegclprojection und ihre Anwcndung auf das trigono- 
metrische Netz erster Ordnung. Herausgegeben von W. JORDAN, 
KARL MAUCK, R. VOQLER. 

Die Triangulation der beiden Grossherzogthümer von Mecklenburg, 
die unter P a s e  h e n ' s  Leitung geplant und 1874 vollendet wurde,  iijt 1890 
von Neuem aufgenommen worden, um das Netz zweiter und dritter Ord- 
nung zu vervollst'dndigen. Von P a s c  h e n ,  der ein Schtller von G a u s s  
war und die Ideen von G a u s s  bei seinem Plane verwerthete, ist die con- 
forme Kegelprojection zur ebenen Abbildung des Landes gewahlt worden. 
Die Herausgeber haben diesen Plan bis ins Eirizelne durchgeführt, so dass 
nunmehr die Vortheile der conformen ebenen Abbildung bis herab zu den 
Katasterkarten nutzbar gemacht werden konnen. Von W. J o r  d a  n sind zu 
dem Zweck Potenzreihen entwickelt worden, erstens um den Uebergang 
von den geographischen Coordinaten zu den rechtwinkligen Coordinaten 
der ebenen Abbildung und umgekehrt bequemer als die von P a s c h e n  
schon gegebenen geschlossenen Formeln zu vermitteln , und zweitens , u m  
aus den rechtwinkligen Coordinaten zweier Punkte die L'dnge und die 
Azimnthe der sie verbindenden geodiitischen Liuie direct zu berechnen. 
Die IIerausgeber haben die rechtwinkligen Coordinaten des Netzes erster 
Ordnung von Neuem berechnet und aus den ebenen Coordinaten alle 
Richtungswinkel und Entfernungen des Nctzes erster Ordnung. 

E s  wird dem Mathematiker erwünscht sein, in diesem Werke zu 

sehen, wie sich die praktische Durchftihrung gestaltet. Die verwendeten 
mathematischen Hilfsmittel sind verh~l tn i sçm~ss ig  elementar und ich sollte 
meinen, dass dies dem Werke zum Vortheil gereicht. C. R ~ N ~ E .  

Die geometrischen Constructionen, ausgeftihrt mittelst der geraden Linie und 
eines festen Kreises, als Lehrgegenstand auf hoheren Unterrichts- 
anstalten und zur praktischen Renutzung von JACOB STEINER (1833) 
[Ostwald's Klassiker der exacten Wissenschaften Nr. 601. Heraus- 
gegeben von A. J. v. OETTINGEN. Leipzig 1895. Bei Wilhelm Engel- 
mann. 84 S. mit 25 Textfiguren. 

Das J a h r  1832 brachte das unter dem abgeklirzten Tite1 Systenaatkcl~e 
Entwickelung bertihmt gewordene Hauptwerk J a c o b  S t e i n e r ' s ,  das Jahr  1833 
seine Geometrischelz Constructionen. Beide Schriften wurden 1881 im 1.Bande 
von Steiner's gesammelten Werken neu gedruckt. Die trotzdem erfolgte Auf- 
nahme der beiden Steiner'schen Schriften in  die Klassiker der exacten Wissen- 
schaften dlirfte durch Grfinde der  Wohlfeilheit sich rechtfertigen, da die 
beiden Bande der gesammelten Werke allzu kostspielig sind, um eine grosse 
Verbreitung erreichen zu konnen. Fürs  Erste kt die dem Datum nach 
spatere Schrift in der billigen Ausgabe erschienen. CANTOR. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bibliographie 

vom 16. Septeinber bis 31. Octolxr 1896. 

Periodiache SchriRen. 
Sitzungsberichte der Wiener Akademie. 1. Abth., '103. Bd., 1.-4.Heft. Wien, 

Gerold. 7 Mk. 20 Pf. 
- Abth. I I a ,  105. Bd., 2.- 4. Heft. Ebendasclbst. 3 Mk. 6 0  Pf. 
-- Abth. I I b ,  103. Bd. ,  3.-4.Heft. Ebendaselbst. 2 Mk. 40 Pf. 
Verhandlungen d. 11. allgem. Conferenz d. internation. Gradmessung. 1. Theil: 

Sitzungsberichto. I I .  Thcil: Landesber. XXIII. Berlin, G. Reimer. 12 Mk. 
Veroffentlichung d. ktinigl. preuss. geodiitischen Instituts. Bestimmung d.Polh6he 

und der Intensitat der Schwerkraft auf 22 Stationen von der Ostsee bei 
Kolberg biz zur Schneekoppe. Berlin, Stankiewicz. 15 Mk. 

-- Die europtiische Liingengradrnessung in 52O Breite von Greenwich bis 
Warschau. 2. Heft. Geodatische Linien, Parallelbogen u. Lothabweichungen 
zwivchen Feaghmain und Warschau. Ebendaselbst. 13 Mk. 50 Pf. 

Voroffentl. d.Grossherzog1. Sternw. z. Karlsruhe. 5. H. Karlsruhe, Braun. 20  Mk. 
Annalen d. kaiserl. Univers. -Sternwarte in Strassburg. 1.Bd. Ebendas. 20Xk.  
Vierteljahrsschr. d. astron.Gesellsch. 31. Jhg. 2. Heft. Leipzig,Engelmann. 2 Mk. 
Abhandlungen d. konigl. sachs. meteorol. Instituts. 1.Heft. Leipzig, Felix. 4 M k .  
Portschritte d.Physik i. J. 1893. Dargestellt von d. physikal. Gese1lsch.i~ Berlin. 

51. Jahrg.  1. Abth. (Physik der Materie.) Draunschweig, Vieweg. 2 0  Mk. 
Zeitschrift der Gsterr. Gesellschaft ftir Meteorologie. Register zu Bd. 1 (1866) 

bis XX (1885). Wien, Holzel. 4 Mk. 50 Pf. 

ff eschichte der Mathematik. 
WERTHEIM, G ,  Die Arithmetik des Elia Misrachi. Braunschweig,Vieweg. 3 Mk. 

Reine Mathematik. 
JACOBI , J., Ueb. d. Bild. u. d. Eigensch. d. Deterrninant. Aua d. Latein. in Crelle's 

Journ.,übers.v.P. S~Ac~~~(Osw.Klas s .Nr .77 ) .  Leipz., Engelm. 1 Mk.20Pf. 
- Ueber die Functionaldeterminanten. Bus dem Lateinischen tibersetzt von 

P. STACKEL. Nr. 78. Ehendaselbst. lMk.20Pf .  
DEDOFB, Ta.,Untcrs. üb.quadr.Forrnen (Uiss.). Leipz., B. G.Teubner.2Mk. 80Pf. 
NETTO , E. , Vorlesungen iiber Algebra. 1. Bd. Ebendaselbst. 12 Mk. 
MARKOFF, A.,  Differenzenrechnung. Uebersetzt von TH. FRIESENDORFF und 

E. P R Ü M M ,  mit Vorwort von R. NEHMKE. Ebendaselbst. 7 Mk. 
STAHL, H. ,  Theorie der Abel'echen Punctionen. Ebendaselbst. 12 Mk. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



218 Historitich-literarische Abtheilung. Bibliographie. 
--I____X__-II" --_III___I -_- ,_.___-__-I_.__________ 

BIANCHI, L.,  Vorlesungen tiber Differentialge~met~rie. Deutsch von M. LUKAT. 
1. Lieferung. Ebendaselbst. 12 Mk. 

BINDER, W., Theorie der unicursalen Plancurven vierter bis dritter Ordnung 
in synthetischer Rehandlung. Ebendaselbst. 12 Mk. 

LILIENTHAL, R.v., Grundl. einer Kriimmungsl. d. Curvenschaaren. Ebendas. 5 M k .  
STAUDE , O., Die Focaleigensch. d. Flachen zweiter Ordnung. Ebendas. 7 Mk. 
STURM, R., Die Gebilde ersten u. zweiten Grades d. Liniengeometrie in synth. 

Behandl. 3. Theil (Schl~iss). Die Strahleneompl. zweit.Gr. Ebendas. 18 M k .  
PUCHBERGER, E . ,  Eine allgemeinere Integration der Differentialgleichungen. 

Supplementheft. Wien , Gerold. 1 Mk. 60 Pf. 
SERVUS, H., Lehrb. d.eb. Trigonometrie. Berlin, Friedberg& Mode. 1 Mk. 50 Pf. 
--Trigonometr. Nachschlagebuch. Eine Formelsammlung. Ebendas. 2 Mk. 
FUNCRE, H. ,  Methodisch geordnete Aufgaberi zu Mehler's Hauptsstzen dcr 

Elementargeometrie. Berlin, G. Reimer. 60 Pf. 
SCHEFFLER, n., Das Wesen d. Mathematik u. d. Aufbau d. Welterkenntniss auf 

mathemstischer Grundlage. 2 Bande. Braunschweig, Wagner. 10 Mk. 

Angewandte Mathematik. 
HELMHOLTZ, H. v . ,  Zwei hydrodyn. Abhandlungen. 1. Ueber Wirbelbewegungen. 

II. Ueli. discontinuirl. Flllssigkeitsbewegungen. Herausg~g .  P. A. WASCERIN 
(Ostwald's Klassiker Nr. 79). Leipzig, Engelmann. 1 Mk. 20 Pf. 

HEGEMANN, E., Uebungsbuch ftir die Anwendung der Methode der kleinsteu 
Quadrate aiif die praktische Geometrie. Berlin, Parey. 5 Mk. 

CRANZ, C. ,  Compendium d. theor. auss.Ballistik. Leipzig, B. G.Teubner. 2 0 M k .  
Ilandworterbuch der Astronomie. 5,Lieferung. Breslau, Trewendt. 3 31k. 60Pf. 

Physik und Meteorologie. 

Encyclopiidie d. Naturwissenschaften. 1. Abtb., 70Lief. Breslau, Trewendt. 3 Xk. 
-- III. Abtheilung, 35. Lieferung. Ebendaselbst. 3 Nk. 
MEYER, P., Die Doppelkraft des Lichts II. ihre Metamorphose. Ein monistisch- 

antimerialistisches Natursystem. Leipzig, Mutze. 5 hlk. 
TANNERT, C., Der Sonneiistoff als Zukunftslicht und Kraftquelle. Eine 

physikalische Entdeckung. Neisse:, Tannert. 2 blk. 
NEUMANN, E. ,  Theorie der doppelten Strahlenbrechiing. Hcrausgeg. von 

A. WANGERIN (Ostwald's Klassiker Nr. 76). Leipzig, Engelmann. 80 Pf. 
FORBES, G., Elektriscbe Wechselstrtime und unterbrochene Strome. Deutsch 

von J. KOLLERT. Leipzig, Quandt & Hiindel. 2 Uk. 50 Pf. 
FERRARIS, G.  U. ARNO, R., Ein neues System zur V~r the i lung  elektr. Encrgie 

durch Wechselstrtime. Uebers. v. C.HEIM. Weimar, Bteinert. 1 Mk. 36 Pf. 
REIFF, R., Theorie molecular -elektr. Vorgange. Yreiburg i.B., Mohr. 6 Mk. 
KORNER, F.,  Tjehrbuch der Physik ftir hohere Lehrsnstalten und zum 

Selbstunterricht. Wien, Deuticke. 6 Mk. 60 Pf. 
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Jiathematisclies Abhandlungsregister. 

1895. 

Zweite Hiilfte: 1. Ju l i  bis 31. December. 

A. 
Abbildung. 

272. Ueber conforme Abbildung. A. Voss .  Mathem. Annal. S L V I ,  133 
273. Ueber Abbiltlungen. P. S t s c k e l .  Mathem. Annal. XILV, 553. 

Absolute Geometrie. 
274. Démonstration nouvelle des équations fondamentales de la gbométric de  

l'esaace de  courbure constante néeative. 8. K a n a n .  N. ann. matli. u Cs r 

~ é r :  3 ,  XIV, 20. 
275. Sur une formule bien connue de la géométrie imaginaire. B. K a g a n .  N. ann. 

math. Sér. 3 .  XIV. 251. 
Vergl.  esc chi ch te der' Nathematik 404. 

Akustik. 
276. 1)ie Bewegnng gezupfter Saiten. O. Kri iger-$1 e n z e l  R. A. R a p s .  Berl. 

Akad. Ber. 1893, 11, 509. 
"7. A n  attempt at a quantitative theory of the telephone. L o r d  i t a y  l e i g h .  

Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXYVIII, 295. 
278.  Zu den Theorien der Schallphanomene bei Meteoritenfiillen. E. M a c h  und 

B. D o  us. Wien. Akad. Ber. (Abthlg. Ha) CII, 248. 

Analytische Geometrie der Ebene. 
279. Ueber Curvensysteme und die zugehorigen Uifferentialgleichungen. E m a n .  

C z u b e r .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. IIa) CH, 1141. 
280. Neue Theorie der eincieutigen periodischen Transformationen in  der Ebene. 

S. K a n t o r .  Acta Math. XIX, 115 (Pergl. Nr. 6). 
281. Note sur les équa,tions en  1 de la  gkornhtrie. 1,. S a u v a g e .  N. ann. math. 

Sér. 3 ,  XIV, 369. 
282. Sur les podaires successives d'une courbe. S.  D a r i s i e n .  Y. a m .  math. 

Sér. 3 ,  XIV, 89 ,  157,  207,  233,  463. 
283.  Sur une courbe en quatrième ordre et  de la  troisikme classe dont l'équa- 

tion tangentielle est u3 + v Y  - uv w - o. X a g m .  Sée .  N. ann. matli. 
Sir. 3, XIV, 272. 

284. Courbe du 4. ordre décrite an  moyen d'une circonférence et  d'une droite 
por tant  deux divisions homographiques. $1 o r e  t - B  1 a n c  N. a m .  niatli. 
8ér. 3, XIV, Exerc. 8. 

286.  Sur les anplications des propriétCs de l a  strophoide A n d .  C a z a i n i a n .  N. 
ann. math. SBr. 3 ,  XTV, 192. 

1 -. I 

286 .  Sur l'orthogériide Q - 3  := a - 5 sin. (- 3 o). E.  F a u q i i e m h e r g i i e .  N. ann. 
math. Sér. 3 ,  XIV, Exerc. 5. 

287. Sur deux sairales loearithmiaues semblables N o r  e t -  BI  a n c  N. ann. 
math. k é r .  3 ,  X ~ Q ,  ~ x e r i  10. 

Vergl. Elliptisehe Transcendenten 327. Kegelsçhnitte. Erümmung. 
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Analytische Oeometrie (des Raumes). 
288. Ueber algebraische Raumcurven. P. S t 5 c k c l .  Matliem. Annal. XLV, 341. 

[Vergl. Bd. XL Nr. 227.1 
289. Ueber den allgemeinen Complex zweiten Grades. R u d .  S t u r m .  Berl. Akad. 

Ber. 1694. II. 697. 
290. &tude geomkt;iq& d'un complexe du second ordre. R. S. N. nnn. math 

Sér. 3 ,  XlV, 435. 
Vergl. Oberflaçhen. Oberflachen aweiter Ordnung. 

Ausdehnungslehre. 
291. Sur l'emploi de la, multiplication extérieure eu algbbrc. H. F e h r .  N aim. 

rnaLli. Sér. 3 .  XIV, 71. 
B. 

Bernoul1i'~che Zahlen. 
292. Ueber die zu einer Fundamentaldiscriminazite gehorigen Bernoulli'scheu 

Zahlen. L. G e g e n b a u e r .  Wien. Akad. Ber. (Abth. TTa.) C11, 1059. 

Bestimmte Integrale. 
293 .  On the thcory of Biemann's integrals. H. F. B a k e r .  Mat~liem..Annal. XLV, 

118. K. Henv  e l  ebenda 598. 
294. Sur une intégrale définie q u i  reprksente la fonction 5' (s) de Riemann. 

M. L e r c h .  Chicago. Math. I1ap.* 165. 
295. Eine Anwendung der Zahlentheorie ituf die Integralrechnuiig. L. Geg  e 11- 

b a u e r .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. IIa) CII, 927. 
Vergl. Integrator. 

D. 
Determinanten. 

29G. Ueber das Multiplicationsthcorem der allgemeinen Determinanten. L. Gegen-  
b a u e r .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. I Ia)  CII, 560. 

297. Quelques formules relatives aux opérations de polaire. A C a11 e l l i .  Chicago. 
Math. Ikp.  35. 

2!)8. Geber die Elenlentarthcilcr der Detcrminanten. G. Fr o b  e n i  u S..  Berl. 
Akad. Ber. 189L, 1, 51. 

199. On the expressibility of a determinant in terms of its coaxial niinors. 
Thom.  Mui r .  Phil .Mag. Ser. 5, XXXVIII, 537. 

300. Ueber die Resultante. P. Gorda i i .  Mathem. Annal. XLV, 405. 
501. Théorème d'algèbre. E. Amigues .  N. ann math. Eér. Y, XIV, 496. 
302. Zur Theorie dei. ort,hogonalen Determinanten. E:. N e  t t  o. Acta Math. XIX, 105. 
303. Sur les déterminants dont les cléments principaux varient en progression 

arithru6tique. Alf .  Cape l l i .  K. ann. math. Sér. 3, XIV, 62. 
30P. Verschendende Determinanten S Grades aus ternaren linearen Forinen. 

M. P a s  ch. Mathem. Ann. XLIV, 89. 

Differentialgleichungen. 
305. Sur les points singuliers des équations diffkrcntielles du premier ordre. 

Em. P i c a r d .  Mathem. Annal. XLVI, 521. 
306. Theorie der Plachenelemente hoherer Ordnung des Raumes von 3 Diniensionen. 

Kd. v. Weber .  Mathem. Annal. XLIV, 468. 
307. Ueber die numerische Auflosung von Differentialgleichungcn. C Runge .  

Wathem. Auna1 .XLVl. 167. 
308. Ueber angewandte ~ a t h e n k t i k .  C. R u n g e .  Mathem. Annal. XLIV, 437. 
309. Ueber die Diffcrrntialeleichunecn der F -Reihen drittcr O r d n u n ~ .  L. Po c h-  

h a a m e r .  ~ a t h & n .  ilnngl. XLVI, 584. 
" 

310. Die neueren Fortschritte in der Sheorie der linearen Differentislgleichungen. 
Loth.  H e f f t e r .  Chicago. Math. Psp. 96. 

311. Autographii-te Vorlesungshefte. Ueber lineare homogenc gewohnliche Diffe- 
rentialgleichungen der zweiten Ordnung. F e l .  K l e i n .  Mathem. A m a l .  
XLVI, 77. 

* Unter  Chicago J l a t h .  Pap. verstelien n i r  den 1896 bci l\lnciriillan & C o  in  Ken-Torh 
erschienenen R a n d :  Matùematical  Papers  read a t  the  internat ional  matheniat ical  congress helu i u  
coimaït ion wi th  tho World 's  Columùinu Exposition Chicago 1893. 
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312. Ueber lineare Differentialglei~hiin~en, welche von Parametern iinabhangige 
Substitutionsgruppen besitzen. L. Fuchs .  Berl. Akad. Ber. 1893, 
II, 976. 1894, II, 1117. 

313. Ceber die Abhangigkeit der Losmgen einer linearen Differentialgleich~n~ 
von den in den Coefficienten auftreteniien Parametern. L. F u c h s .  
Berl. Akad Ber. 1895, 905. 

316. Die Irreducibilitat der horuopenen linearen Differentialgleichunpen. R':mEin. 
B e  ke. Mathern. ~ n n a l . X ~ V ,  278. 

- 
315. Die spmetrischen Funetionen bei den linearen homogenen Differeiitial- 

gleicfiungen. E m a n .  B eke .  Mathem Annal. XLV, 296. 
316. Ueber die allgemeinste Differentialresolvente der homogenen linearen Diffe- 

rentialgleichungen. E m a n .  Be k e. Mathem. Annal. XLVI, 657. 
317. Beitriige zur A4uf16sung von linearen DiFerentialgleichungen zweiter Orclnung 

mit linearen Coefficienten sowie von Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, denen gawisse best,immte Tnt,~gra,le genügen. J. H. Graf .  
Mathem. Annal. XLV, 235. 

318. Ceber unverxweigte liueare L)ifferentialgleichungcn der zweiten Ordnung aiif 
ebenen Curven vieden Grades. P. CT o r  d an .  Mathem. Annal. XLVI, 606. 

319. Ceber mathematische Resultate neuerer astronomischer Untersuchungen, 
insliesondere über irregularo Integrale linearer Differentialgleich~~ngen. 
H. U u r k h a r d t .  Chicago. Mathem. Pap. 13. 

320. Ueber die vollstandigen Integrale partieller Differentia,lgleichungs~ysteme. 
L. K o n i g s b  e r g e r .  Mathem. Annal. XLIV, 17. 

321. ITeber die Existenï; irreductibler nartieller Uifi'creutial~Ieichuneen. L. K6 n i  F s - 
b e r g e r  Berl. Akad. ~ e r . ~ 1 8 9 4 ,  II, 989. 

- " - 
322. Dic singularen Losungen der pai-tiellen Differentialgleichungen mit drei 

Varictb~ln. Ed.  v. Weber .  Mathem. Annal. XLVI, 1. 
323. Sur une classe d'tquations aux derivees partielles du second oiclre, e t  sur 

la théorie des intémales intermédiaires E. G o u r s a t .  Acta Math. - 
XIX, 285. 

324. Ceber die partielle Difi'erentialgleichiing des Probleus 6jf V @, (1) d z  . dy - 0. 
J o  s Kiir s c h a k .  Xathem. Annal. XLIV, 9. 
Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 279. 

Dreiecksgeometrie. 
32.5. Sur un problhme de g6om6trie plane. Rom. B l a z e i e  wski .  N. ann. math. 

Sér. 3. XIV, 49, 385, 442. Vergl. Bd. XL Nr. 390.1 
326.  Bbgle des analogies dans le triang e et transformation continue. E111. Lemoine .  

Chicago. Math. Pap. 155. 
F 
W. 

Elasticitlit. 
327. On the vibrations of a loaded spiral spring. L. R. Wi l l e r  fo rce .  Phi1 Xag. 

Ser. 5, XXXVIII, 386. 
328. Note relative à la t h h i e  mathémat~iuue de l'élaït'icitk. L. Bossu  t.  K. ann. 

math. Sér. 3, XIV, 141. 
Elektricitët. 

320 .  Folgerungen aus M:ixwell's Theorie über die Bewegiingen des reiuen Aethers. 
B. v. H e l m h o l t z .  Berl. Akacl. Ber. 1393, 11, 649. 

330. Absorption und Emission elektrisüher Wellen durüh Resonanz. M. P l a n c k .  
Berl. Akad. Ber. 1895, 1, 289. 

331. ù'eber die Wirkung gleichgerichteter sinusartiger elektromotorischer Krjifte 
in einem Leiter mit Selbstinduction. J. P u l u j .  Wien. A k d .  Ber. 
[Abthlg. II[ a] LII, 219. 

33.2. Uehar die  Pha,scndiffeieriz zwischen der elektioniotori~cheii Gesainmtkraft 
und der Spannungsdifkrenz an einer Vereweigungçstelle des Stronikreiser; 
bei Anweudune Liarmoriischer Wectiselstr~me. J. l J u l u  i. Wien. Akad. 
Ber. ( ~ b t ~ g  fial CII, JGI. 

333. Einc Mcthode zur Nessung der Phasendifferenz von harmouischen Wechsel- 
stromen und deren Anwendririr zur Uestiuirnun~ der Selbstiuc1uct:oii 
J. P u l u j .  Wien. Akad. Ber. [h\thig. 11, a] CII, 956. 
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3.74. A new electrical theorem. Th. H. B l a k e s l e y .  Phil. Mag. Sér. 5 ,  XXXVII, 118. 
335. Electrical notes. A r t h .  S c h u s t e r .  Phil. àlag. Rér. 5. XXXIX, 175. 
336. Calciila,t,ion of the cnefficimt of self-induction of a circular ciirrent of givrn 

aperture and cross-section. G. M. Minc hin. Phil.Mag. Ser. 5 ,  XXXVII, 300. 
337. Graphie represeritation of currents in a prirnary and a secondary coil. 

C. M. Minchin .  Phil. Mag. Ser. 5, XXXVII, 406. 
338. On the self-induction and on the gravity-potcntial of a ring. W. M. Hicks. 

Phil. Mag. Ser. 5, XXXVIII, 456. 
339. Zur Theorie der lierstellung hochgespannter Strome von hoher Freqiienz 

mitt,elst oscillatorischer Condensa,torenentladi1ngcil. .T o S. S um a. W h .  
Akad. Ber. (Abthlg. IIa) CII, 1352. 

340. Some experiments with alternating currents. Alb. Gr i f f i ths .  Phil. Mag. 
Ser. 5, XXXIX, 229. 

341. ISrkl&rung des Ferranti'schen Phanomens. J. S c h u l k a .  Wien Akad. Ber. 
(Abthlg. IIa) CH, 793. 

342. On the behaviour of on air-core transformer when the frequency is below a 
certain critical value. E. C. R i m i n g t o n .  Phil. Mag. Ser. 5, XXXVII, 391. 

313. A modification of the ballistic-galvanoinetor nitithod of cietermiiiing the 
electromagnetic capacity of a condenser. 1.. Womac k.  l'hil. Mag. 
Ser. 5, XXXTX, 172. 

Ellipse. 
344 Enveloppe des circonf6rences ayant pour ciiainèt,re les tlroittô qui joignent 

les extrémitds dc deux rayons conjugii6s d'une cllipse. M o r e t -  Blanc. 
N. ann. math. S u .  3, XIV, Exerc. 11. 

Vergl. Kegelschnitte 454. 
Ellipsoid. 

315. Propriété de l'ellipsoirte. J .  F r a n e l .  N. ann. math. Sér. 3, XIV, Exerc. 29. 

Elliptische Transcendenten. 
346. Feber die aiialytische Darstellung elliptischer Functionen mittelst rationalcr 

Funct,ionen einrr Expon~nti;i.:function. Il. A. S c  h w ;i.rz. Rerl. Akad. 
Ber. 1894, II, 1187. 

347. Sur la définition des fonctions elliptiques d'après G. H. Halphen. Vlad. 
Var icak .  K. ann. mahh. Sér. 3, XIV, 14. 

348. Sur quelqucs propositions fondamentales dc la. thborie des fonctions ellip- 
tiques. Ch. H e r m i t e .  Chimgo. Math. Pap. 105. 

549. Formulary for an introduction to elliptic functions. I rv.  S t r i n g h a m  
Chicago. Math. Pap. 350. 

P. 
Factorenfolge. 

350. Ueber betlingte Convergenz unencilicher Producte. A. P r i n g s h e i m .  Matliem. 
Annal. XLIV, 413. 

Formen. 
351. Ueber die Structur der Discriminanten und Resultanten von binaren Forueu. 

Fr .  Meyer. Acta Xath. XIX, 385. 
352. Ileher d m  l'ragheitsgesetz der quadratischen Formen. G. F r o b e n i u s .  Berl. 

Akad. Ber. 1894, 1, 241, 407. 
383. Ueber die Reduction der binaren quadratischen Formen. A. Hurwi tz ,  

Mathem. Amal. XLV, 85. 
354. Ueber die Reduction der binaren quadratischen Formen. A. Eiurwita 

Chicago. Math. Pap. 125. 
385. Das vollstandige Formensystem dreier cubischen binaren Formen. Y. Gal l .  

Mathem. Annal. XLV, 207. 

Functionen. 
356. Ueber arithmetische Eigenschaften analytischer Funçtioncn. 1'. S taüke l .  

Nathem. Ann. XLVI, 513. 
357. Ueber die Bestimmuug eines Fundamentalsystems fiir einen gegebenen 

(Xattungsbcreich algebraischer Functionen einer ver%nderlichen z. 
F. Mer tens .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. 11, a) CIT, 497. 
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358, Aufstellung eines uollstinclieen Svstems von Diff'erentialen erster G a t t u n ~  
in einëm cubischen ~ i inc t ionen&t i r~e r ,  L. B a u r .  Mat,hein. A n i d  XLVI, 3 ï  
[qergl .  Bd. X L .  Nr. 270.1 

359. RGsuine de auelaues r6sultats relatifs à l a  théorie des svstbnies réüiirrrnts 
de fonctions: S. P i n c h e r l e .  Chicago. hIath. Pap.  "278. 

360. Reweis eines Satzes von Rertini iiber lineare Systeme ganser Functioiien. 
J. L ü r o t h .  Nathem. Annal. XLIV, 539. [Vergl. Ud. X L ,  Kr. 83.1 

361. Ueber eirieu Liiroth-Gordaii'schen Sntz. K u g .  Ne t ' t o .  M a t h e u  Anrial. 
XLV1, 310. 

362. Autographirt'e Vorlcsungshcfte. Riemann'sche Flachen. F el .  K l e i n  Mathem. 
Annal. XLV, 140. 

363. Ceber die Ordnungen der V e r ~ w e i ~ u n e s n u n k t e  einrr Riemann'schen Flache. 
K. H e n s e l .  Reri .  Akad ~ r r . - l 8 9 ~ , ~ 1 ~ .  932 

364 Ueber die Verzweigung der drei-  und vierblattrigen Riemsnn'schen Flkchen. 
K. H e n s e l .  ' ~ e r ï .  Akaci. Ber. 1895, 11, 1103: 

365. Beitr:ige zurgcometrischenTheoriederSchn~arz'schens-u~ction. F r .  S c h i l l i n g .  
Slat'hem. Annal. XLIV, 161. 

366. Die geometrische Theorie der Schaarz'schen s-Funütionen für complexe 
Exponenten. Br .  S c h i l l i n g .  Nathem. Annal. XLVI, 62, 529. 

367. Die multiplicatiwn Formen anf algebrsischen Gebieteii haliebigen Geschlechts 
mit Anwendung aiif die Theorio der automorphen Forinen. E. R i t t e r .  
Mathem. Annal. XLIV, 261. 

368. Die Stetigkeit der automorphen Functionen bei stetiger Abanderung des 
Fundamentalbereichs. E. R i t t e r .  Mathem. Annal. XLV, 473. XLVI, ZOO. 

369. Die Theorie der automorphen h'unçtionen und die Arithmetik. E, F r i c k e .  
Chicago. Math. Pap. 72. 

370. Ueber die Transformationstheorie der automorphsn Fiinctioneu. Rob. F r i c k e .  
Mathein. Annal. XLIV, 97. 

371. On the  automorphic linear transforniatioii of an  alternate bilinear forni. 
H. T a b e r .  Mathem. Aniial. XLVI, 561. 

371. Autorrranhirte Vorlesiineshefte. Die hvnereeometrische Function. Fel. K le in .  
" L  " 

k a i h e m .  Annal. XEV, 149. 
373. Zur Theorie der hyperneometrischen Function. M. W i n  s t O n.  Mathem. 

Annal. XLVI, ï&4. 
374. Sur les fonctions de lz variables complexes. 1'. C o u s i n .  Acta Math. XIX, 1. 
375. Die symmetrischeu Functionen uiid die Rclatiouen zwischen den Elementar- 

functionen derselhen. F r .  Ji1 n k e i .  Mathem. Aiina,l. XLV, 1. (Vergl. 
Bd. XL, Nr. 85.1 

376. Démonstration d'un théorème relatif aux fonctions symétriques. E. A m i g u e  S.  
N. ann. math. Sér. 3 ,  XlV, 494. 

377. Ceber die Umkehrung der Systeme von Funetionen reeller Variabeln. Ad. 
K n  e s e r .  Nathem. Anrial. XL\', 446. 

Vergl. Ausdehnungslehre. Bernoulli'sche Zahlen. Bestimmte Integrale. 
Ileterminantcn. Differentialgleichungen. Elliptische Transcendenten. 
Factorenfolge. Formen. Gleichungen. Hyperelliptische Transcenderiten. 
Jmaginiires. Invariantentheorie. Eettenbrüche. Kugelfunctionen. Maiiiug- 
fdtigkeiten.  I'otential. Qiiaternianen. Hcihen. Siibstitiitionen. Sheta- 
functionen. Transformationsgruppen. Wurzelaiisziehung. Zahlentheorie. 

G. 
Qeodlisie. 

378. Densitias in the aarth's crust. 0. F i s h e r .  Phil. Mag. Ser. 5, XXXVII, 375. 
379. On the  effect of ~pher ic i ty  in calculating the position of a level of no strain 

within a solid earth and on the construction theory of mountains. 
O F i s h e r .  Phil. J lag ,  Ser. 5 ,  XXXVIII, 131. 

380. Densities in the earth's crust. J. J. B l a k e .  Phil. Mag. Ser,  5,  XXXVIII, 413. 
381. Density in the earth's crust. J .  B r i l l .  Phil. Mag. Ser. 5,  XXXIX, 93. 
382. An cxamination into the physical consequeilces of the  1oc;il attraction of 

the  material of iaotropic spheres or sperical shells under uniform surface 
pressure. C. C h r e e .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXXVIII, 161. 

383. On the rigidity of the  earth. P. R u d s k i .  Phil. bkg. Ser. 5 ,  XXXVIII, 218. 
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Geomehie (hohere). 
384. Autographirte Vorlesungshefte. Hohere Geometrie. Fel. K l e i n .  I\Iathern. 

Annal. XLV, 145. 
386. Ucber die Erweiterung eincs Grundbegriffs der Geometrie der Lagc. Gus t .  

K a h n .  Mathem. Annal. XLVI, 285. 
386. Das Zerfitllen der Curven in gerade Linien. P. G o r d a n .  Mathem. Annal. 

XLV, 410. 
Ueber Kreisbogendreiecke und Kreisboeenvierecke. A. S c  h o n  f l i  e S. Mathem. 

Annal. XLLY, 105 [vergl. M .  XL: Nr. 981. 
Die Kreisbogenvierseite und das Princip der Symmetrie. R o  b F r i c  k e  

Mathem. Annal. XLIV, 565. 
Zum Beweis des Hauptsatzes über die Endlichgleichheit zweier ebenen 

Systeme. Mor .  R é  t h y .  h h t h e m  Annal. XLV, 471. 
Ceber die focalen Eigenschaften collinearer Gebildc T h .  R c y  e. Mdthem. 

Annal. XLVI, 423. 
Ueber eine algebraische Theorie der Schaaren nichtadjungirter Berührungs- 

curren,  welche zu einer algcbraisehcn Curve gehoren. W. W e i s ~ .  
Wien. Akad. Ber. (Abthlg. I Ia)  CII, 1023. 

Zur Theorie der trilinearen Verwandtschaft dreier einstufieer Grundrrebilde. - 
F r .  L o n d o n .  Mathem. AnnaIl. XLIV, 376. 

Sulla razionalitk delle involuzioni plane. G u i .  C a s t  e l n u  ovo. Mathem. 
Annal. XLIV, 125. 

Trasformazione di una  curva algebrica in un altra con soli punti  doppi. 
E. B e r t i n i .  Mathem. Annql. XLIV, 158. 

Sur les cubiques unicursales. And.  C a x a m i a n .  N.  a m .  math. Sér. 3, 
XIV, 297. 

Note sur une méthode nouvelle de  transforma,tion et sur les quartirlues 
unieursales. G. L e i n e k u g e l .  N. ann. math.  SBr. 3, XIV, 391. 

Sur quelques propriétés des cubiques gauches. A n d .  C a z a m i a n .  N. aiin. 
math.  Sér. 3 ,  XIV, 108. 

Die Raumcurre 6. Ordnung vom Geschlechte 1 als Erzeugniss trilinearer 
Grundgebilde. Fr.  L o n d  on.  Mathem. Annal. XLV, 516. 

Vergl. Absolate Geometrie. Dreiecksgeometrie. Cleichungen 423. Kine- 
matik. Mehrdimensionalc Gcomctrie. Singularit5ten. Topologie. 

Geschichte der Mathematik. 
Ueber das physikalische Sgstem des Straton. H. D i e l s .  Herl. Akad. Ber. 

1893, 1, 101. 
Ceber die Alphonsinischen Tafeln und die im Resitze der k.  k. Bofbibliothek 

in Wien befindlichen Handschriften derselbeu. Wien. Akad. Ber. 
(Abthlg. Ila) CI1, 99. 

Tieber Kometenerscheinungen in früheren Jahrhunderten, R .  M. L e r s c  h. 
Wien. Akad. Ber. (Abthlg. I r a )  CII, 1245. 

Coniparative review of some dynamical theories of gravitation. S. 'ï O 1 ver.  
Preston. Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXXIX, 145. 

On Helmholtz's electrochcmicd theory and some conclusio~is dcduced from 
the  same. F. R i c h a r z .  Phil. Mag. Ser. 5, XXXIY, 529. 

Some salient points i n  the  history of non-  euclidean and hyper - spaces. 
G. B. H a l s  t ed .  Chicago: Math. Pap. 92. 

The present state of mathematics. F e l .  K l e i n .  Chicago. Math.Pap. 133, 136. 
Eirileitung zu dem für den mathematischen'i'Liei1 der deiitschen Uriiversiliits- 

ausstellung ausgegebcnen Specialbatalog. W. D y c k .  Chicago. Math. 
Pap.  44. 

Ueber die arithmetisch-algebraischcnSeriilenzenLeopuldKroneckers E. W e t t  o. 
Chicago. Math. Pap. 043. 

Arthur Cayley (16. VIlI. 1821 - 26.  1. 1895). hf. N o t h e r .  Mat,hein. Annal. 
XLvI.  462. 

Antrittsrede in der Berliner Akademie von H. S c h w a r z .  Berl. Akad. Ber. 
1893, 11, 623. 

Antrittsrede in der Berliner Akademie von G. F r o b  c n i u  S. Berl Akad. Ber. 
1893, II, 626. 
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411. Antwort auf die Antrittsreden der Fierren Schwarz und Frobenius in der 
Berliner Akademie. A. Auwers. Berl. Akad. Ber. 1893, II, 628. 

412. Antrittsrede in der Berliner Akademie von M. P l a n c k .  Berl. Akad. Ber. 1894, 
II, 641. 

G)leichnngen. 

413. Sur le théorème d'Alembert. P. J a m e t .  N. ann. math. Sar. 3, XTV, 437. 
414. Ueber den Eisenstein'sehen Satz von der Irreductibilitit algebraiseher Glei- 

chungen. L. Kt in igsberger .  Berl. Akad. Ber. 1894, 11, 1135. 
415. Ceber reductible Binomen. K. Th Vahlen .  Acta Math. XTX, 195.  
416. Sur les expressions algébriques. D. SBlivanoff .  Acta Math. XIX, 73. 
417. Ueber symmetrische Functionen der Wurzeln einer algebraischen Gleichung. 

Gus t. Kohn. Wien. Akad. Ber. (Abthlg. II, a) CII, 199. 
418. Ueber die in recurrirender Weise gebildeten Grossen und ihren Zusammcn- 

hang mit den algebraisehen Gleichungen. Fr .  Cohn. Mathem. Annal. 
XLIV, 473.  

419. Zur Theorie der gannzahligen algebraischen Gleichungen. B. We ber .  Chicago. 
Math. Pap. 401. 

420. Ueber die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung nur Wurzeln mit 
negativen reellen Theilen besitzt. A. H u r w i  t z. Matbem. AnnaLXLVI, 273 

421. Formule de Cardan modifidc par Cayley. H. Weber .  N. a m .  math. SCr. 3, 
XIV, 347. 

422. Nomographie. 31. d 'ocagne .  Chicago. Math Pap. 268. 
423. Démonstration aJgébriqiie d'un théorkme relatif à l'intersect,ion de deux courbes. 

E. Amigues .  N. ann. math. Sér. 3, XIV, 447. 
Vergl. Analytisehe Geometne der Ebene 281. Ausdehnungslehre. Deter- 

minauten. Logikcalcul. 

Graphische Methoden. 

424. Modem graphieal developements. H. T. E d d y .  Chicago. Math. Pap. 58. 

425. Ueber die kinetische Theorie der iuneren Reibung der Flü~sigkeiten. Gus t .  
J a g e r .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. II, a) CII, 253. 

426. Ueber den Einfluss des Windes auf die Gestalt der Meercswellen. W. Wien .  
Berl. Akad. Ber. 1894, 11, 509. 

427. Ueber die Gestalt der Meereswellen. W. W i e n .  Berl. Akad. Ber. 1895,1, 343. 
428. On the highest wave of permanent type. J. Mc. Cowan. Phil. Mag. Ser. 6, 

XXSVIII. 331. 
429. On the chan& of form of long waves advancing in a rectangular canal and 

on a new type of long stationary waves. D. J. K o r t  e w e g  & G. De 
Vries. Phil. M ~ P .  Ser. 6. XXXIX. 422.  

430. Strahlformen incornprekbler réibungsldser ~lüssigkeiten. M. R 6 t h  y. Mathem. 
Annal. XLVI, 249. 

431. On the resistance of a fluid to a plane kept moving uniformly in a direction 
incliued to it at a small angle. Lord Kelvin.  Phil. Mag. Ser. 5, 
XXXVIII, 409. 

432. Tho viscosity of liquids. 0. G. Jones .  Phil. Mag. Scr. 5, XXXVII, 451. 

Hyperbel. 
433.  Propriétés de certaines hyperboles équilatEres. J .  Lem a i re .  N. ann. math. 

SEr. 6, XlV, 280. 

Eyperelliptische Transeendenten. 
434. On Weierstrass' systems of hyperelliptic integrals of the first and second 

kind. O. Bolza.  Chicago. Math. Pap. 1. 
436. Zur Transformation 6. Grades der hgperelliptisehen Functionen erster Ord- 

M. Krause .  Chicago. Math. Pap. 137. 
Ve2?8berfi%chen 604. 

Hist.-lit. Abth. d. Boitschr. f. Math. u. Phys. 41. Jnhrg. 1896. 6. Hoft. 1 7  
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226 IIistorisch - l i te ransche Abtheilung. 

1. 
Imagintires. 

Aeltere und neuere Untersuchungen über Systeme complexer Zahleu. 
R. S t u d y .  Chicago. Math. Pap. 367. 

Remarque sur l a  valeur de ii. V l a d . V a r i c a k .  N. ann. math. Sér. 3, XIV, 258. 
Sur les expouentielles imaginaires. G. E 'ar ry .  N. ann. math. Sér. 3, XIV, 269. 

Vergl. Quatemionen. 
Integrator. 

On a new harmonic analyser, 0. H e n r i c i .  Phil. Mag. Ser. 5, XXXVIII, 110. 
- Perry ibid. 125. 

Harmonic analyser giving direct readings of the amplitude and epoch of the 
various constituent simule~harrnoriic terms. A r c h  S h a r ~ .  Phil. M a r .  
Ser. 6, XXYVIII, 121. 

The Hatchet planimeter. F. W. H i l l .  Phil. Mag. Ser. 5, XXXVIII, 265. 
On a simple form of harmonic analyyer. G. U Y u l e .  Phil. Rlag. Ser 5, 

XXXIX, 367. 
Interpolation. 

On interpolation Formulae and their relation to  infinite series. W .  II. Echo l s .  
Chicago. Na#th. Pap. 62. 

Vergl. Reihen 629. 
Invariantentheorie. 

Ueber die Theorie der algebraischen Invarianten. D.  H i1  b e r  t. Chicago. 
Math. Pap. 116. 

Ueber eine Eigenschaft der Invarianten von Covarianten. G us t K ohn. 
Wien. Akad. Ber. (Abthig. II, a) C II, 801. 

ZUI Invariantentheorie. A. H u r w i t z .  Wathem. Annal. XLV. 381. 
Vergl. Geometrie (hohere) 388. Sransformationsgruppen 549. 

IL 
Kegelschnitt. 

Çeber die Siebensysteme von Kegelechnitten, welche durch die Herühruugs- 
punkte der Doppeltangenten einer ebenen Curve vierter Ordnung gehen. 
M. N o e t h  er. Mathcm. Annal. XLVI, 540 

$tude sur un faisceau de coniques. M e y e r .  N. ann. niath. SQr. 3 XIV, 291 
Les propriétés focales des coniques obtenues au moyen de la  méthode des 

polaires réciproques. M. d ' o c a g n e .  N. ann math. Sér. 3, XIV, 3.53 
Sur quelques propriétés des coniques. P. S o n d a t .  N. ann. math. Sér. 3, 

XIV. 309. 607. 
Faisceau'de droites construites au moyen de deux coniques et  dont quatre 

quelconques consEcutivcs ont des rapports anharmoniques constants 
Cam. d e  P o l i g n a c .  N. ann. math. Sér. 3, XIV, Exerc. 13. 

Sur les coniques x2+2Axy - 2Abx- 4 (a- b) y=o où a, b sont deux con- 
stantes et  1 un parametre variable. J. L c m a i r c .  N. a m .  math. Sér. 3, 
XIV, 63. 

Propriéte des paraboles ayant leur foyer au  centre d'une conique donnée. 
G. L e i n e k u g e l .  N. ann. math. SBr. 3, XIV, 173. 

I'ropriété d'une parabole, d'une ellipse e t  d'un point donnés dans un plan. 
G. L e i n e k u g e l .  N. ann. math. Sér. 3, XIV, 146. 

Vergl. Ellipse. Hyperbel. Kreis. Krümmung 466, 467. Parabel. 

Kottenbriiche. 
Deux dEmonstrations de l a  convergence de certaines fractions continues. 

A n d .  M a r k o f f .  Acta Math. XtX, 93. 
Sur les reduites des fractions continues symétriques G. M u s s o .  N. a m .  

math. Sér 3, XIV, 70. 
Kinematik. 

Sur deux théorèmes classioues de cinématiaue. Em.  P i c a r d .  N. ann. math. 
SBr. 3, XIV, 1 7 7 .  

Sur le mouvement d'une figure dans un plan. M o r e t - B l a n e .  N. a m .  
math. S6r. 3, XIY, Exerc. 22. 
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Cas d'impossibilité de la construction par un point donné et deux circon- 
férences données d'une sécante telle que la différence des cordes 
  oit &ale à une lonnueur donnée. More t - B l a n c .  N. ann. math. Sér. 3. 
XIV, Ëxerc. 2 2 .  Y 

Les 5 circonférences circonscrites aux triangles formés chacun par 3 côtés 
consécutifs d'un pentagone convexc déterminent par leurs intersections 
5 points situés sur une circonférence. 1'. T e r r i e r  K. ann. math. 
S6r. 3, XIV, Exerc. 1 .  

Vergl. Formen 353. 
Kriimrnnng. 

Sur le centre de courbure des podaires. M. d 3 0 e a g n e .  N. ann. math. 
Sér. 3, XIV, 111. 

Constructions du centre de courbure d'une podaire. N. ann. math. Sér 3, 
XIV, 190. 

Sur le centre de courbure des poda,ires. E. N. Bar i s ien .  N. ann. math. 
SGr. 3, XIV, 471. 

Sur le rayon de courbure de la projection d'une courbe. J. Caron.  3. ann. 
mat'h. Sér. 3, XLV, 188. - M a n n h e i m  ibid. 349. 

Sur la courbure du contour apparent d'une surface projetée orthogonalcmcnt. 
M. d ' o c a g n e .  N. ann. math. Sér. 3, XIV, 262. 

Sur le rayon de courbure des coniques. And. C a z a m i a n .  N. ann. math. 
Sér. 3, XIV, 365. 

Lieu du centre de courbure d'une conique variable dans un point variable. 
More t -Blanc .  N. a m .  math. SBr. 3, XLV, Exerc. 24. - M a n n h e i m  
ibid. 27. 

Vergl. Absolute Gcometrie 274. Oberflachen 493. 

Kngelfnnctionen. 
Das Additionstheorem der Functionen C;(X). L. G e g e n b  auer .  Wien. 

Akad. Ber. (Abthlg. IIa) CII, 942. . 
Logikcalcnl. 

Bemerkung zur Algebrs der Logik. A. Korse l  t. Mathem. Annal. XLIV, 156.  
Nota über die Algebra der binaren Relative. E. S c h r o d e r .  Mathern. Annal. 

=VI. 144. 

Magnetismna. 
Ueber die Losung des Magnetisirungsproblems durch Reihen. A. W a  s smu t h .  

Wien. Akad. Her. (Abthlg. IIa)  CII, 65. 
Ueber Isanomalen des erdmagnetischcn Potentials. W. v. Beeold.  Bcri. 

Akad. Ber. 1895, 1, 363. 
Der normale Erdmagnetismus. W. v. Be z O Id. Berl. Akad. Ber. 1895, 1, 1119. 
On the mametic shieldine of concentric suherical stells. A. W. R ü c k e r .  

Phil. &ag. Ser. 5 ,  X ~ V I I ,  95. 
675. Magnetic shielding by a holluw iron cylinder. J. P e r ry .  Phil. Mag. Ser. 5, 

XXXVIII. 270. 
476. Calculation of' the magnetic field of a eurrent running in a cylindrical coil. 

G. M. Minchin .  Phil. Mag. Ser. 5, XXXVII, 204. 
477. On electromaanetic induction in d a n e .  cvlindrical and s~hericai  ciirrent - sheets 

and itsc'representation b$ mo&g troils of images. G. H. Bry  a n .  
Phil. Nag. Ser. 5 ,  XXXVIII, 198. 

478. A method for camparing the values of the specific inductive capacity o f  a 
substance under slowly and rapidly ehanging fields. E dw. F. N o r t h r u p .  
Phil. Rlag. Ser. 5, XSXIX, 78. 

adannigfaltigkeiten. 
479, Beitriige eur Regriindung der transfiniten Mengenlehre. G. Can  t O r. Mathem. 

Annal. XLVI, 481. 
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Xaxima ~d Minima. 
Die Maxima und Minima der Functionen von mchreren Veranderlirhen. 

O.  SLolz. Wien. Akad. Ber. (Abthlg. IIa) CH, 85. [Vergl. Bd. XXXFIII 
Nr. 458.1 

Vergl. Oberflachen 494. 
Pechanik. 

Ueber den Hauptpunkt einer beliebigen Axe  eines materiellen Punktsystems. 
J O  s. F i n g e r .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. IIa) CII, 592. [Vergl. Bd. XXXIX 
Nr. 295.1 

Sur le théorème de la conservation des aires. A. d e  S a i n t  - Germain.  
N. ann. math. Sér. 3, XIV, 184. [Vergl. Bd. XL Nr. 552, 553.1 

Sur la définition des masses et dea forces. V a  schy .  N. a m .  math. Sér. 3, 
XIV, 5. 

Formales de l a  statique d'un corps solide en axcs obliquee. E t .  Pom cy. 
N. ann. math. S6r. 3, XIV, 449. 

Sur les equations de la dynamique. R. L i o n v i l l e .  Acta Math. XIX, 261. 
Mouvement d'un triangle 6quilatéral homogène et pesant. A. d e  S a i n t -  

G e r m a i n .  N. a m .  math. Sér. 3, XIY, 406. 
Mouvement d'un cône droit mobile autour de son centre de gravit6 suppoaé 

fixe. P. R i g o l l e t .  N. ann. math. S6r. 3, XIV, 415. 
Mémoire sur le pendille de longueur variable. L. L e c o r n u .  Acta Math. 

XIX, 201. 
Vergl. Akustik. Elasticitat. Elektricitat. Geodasie. Geschichte der Mathe- 

matik 402. Graphische Methoden. Hydrodynamik. Kinema.tik. Magnetis- 
mus. Molekularphysik. Optik. Potential. Schwerpunkt. Wiirmelehre. 

Mehrdimensionale Geometrie. 
Allgemeine Anzahlfunctionen fü r  Hegelschnitte, F l k h e n  und 1L%ume zweiten 

Grades in 12-Diinenfiionen. H. 8 c h u b  e r t .  Mathem. Annal. XLY, 153. 
Der pythagoraische Lehrsatz in mehrdimensionelen Raumcn. V. Sch lege l .  

Chicago. Math. Pap. 337. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 404. 

Moleknlarphysik. 
491. The attraction of unlike molecules. W. S u t h e r l  a n d .  Phil. Mag. Ser. 5, 

XXXVIII, 1, 188. 
492. Further studies on molecular force. W. S u t h e r l a n d .  Phil. Mag. Ser. 5, 

XXXIX, 1. 

0. 
OberfliIchsn. 

493. Ueber Flachen constanter Krümmuna. Em. W P l s c h .  Wien. Akad. Bor. " 
(Abthlg. IIa) CU, 1317. 

494. Theorie der Minimdflachen, deren Hegrenziing aus geradlinig-en Strecken 
besteht. H. A. S c h w a r z .  Berl. Akad. Ber. 1894. LI. 1287. 

495. Ueber isometrische Flachen. A. V O E I B .  Mathem. &;alal. XLVI, 97. 
496. dufstellung eines neuen dreifach orthogonalen Flachensystems. Ant.  P u c h t a .  

Wien. Akad. Ber. (Abthlg. IIa) CII, 1197. 
497. Ueber die Bedinguug, unter der eine Flachenschaar einem dreifach ortho- 

gonülen Flachensysteme angehort. 12. v. L i l i e n t h a l .  Mathem. Annal. 
XI,lV, 449. 

498. Sur la surface de Fresnel. Vah len .  N. ann math. Sér. 3, XIV, 344. 
499. Einiii-e Coustructionen bezüelich der Schraubuncsilacheu. J. S O b O t ka. 

D . ~~ 

- ~ i e n .  Akad. Ber. ( ~ b t h l g .  IIa) LII, 1204. 
500. Ueber die Steiner'sche Fliiehe. K. Th.  Vah len .  Acta Math. XIX, 199. 
501. Sur la théorie générale des surfacem unicursales. G. H u m b e r t .  Matheni. 

Annal. XLV, 428. 
502.  Sur i'éauation différentielle des surfaces r6dées. D. S i n t s o f .  N. a m .  

maih. Sér. 3, XIV, 58. 
- 

503. Ueber die Doppelcurve auf den geradliniaen Flachen. A. Wiman.  Acta 
Math. XIX; 63. 

- - 
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504. Sui sistemi linean di superficie algebriale ad intersezioni variabili iperellittiche. 
F c d c r .  E n r i q u c s .  Mathem. Annal. XLVI, 179.  

505. Sur une classe des surfaces. P. Svéchnicof f .  K. ann. math. Sér. 3. 
XIV, 501. 

506. Ueber Tangentenc,ongrucnzcn einer Flache. Em. Wal  s c h. Wien. Akad. Ber. 
(Abthlg. il  a) LII. 767. 

507. On ridge-lines and lines connected with them. J. Mc. Cowan.  Phil. Mag. 
Ser. 5, XXXVII, 227. 

508. Sur l'équation des lignes ge'od6siques Ed.  We y r. Chicago. Math. Pap. 408. 
509. Sur le# surfaces gauches dont uue mème courbe plane est à la fois ligne 

de striction et ligne de courbure. E. Amigues.  N. a m .  math. 
Sér. 3, XIV, 491. 

Vergl. Abbildung. Differentialgleichungen 306. Functionen 362, 363, 364. 

Oberflachen zweiter Ordnung. 
510. Sur les surfaces du second degré qui contiennent trois droites données. 

G F o u r e t .  N. ann.mnth. Sér.3, XIV, 266, 497. - L. Lévy ibid. 329. - 
M. d ' 0 c a g n e  ibid. 339. 

Vergl. Ellipsoid. 
Optik. 

611. Zur Theorie der astronomischen Refraction. J. v. H e p p  erger .  Wicn. Akad. 
Ber. (Abthlg. IIa) CII, 321. 

512. On interfcrence phenomena. A r t  h. Sc h u s t er. I'hil. Msg. Ser. 5, XXXVII, 509. 
513. Fixed-arm spectroscopes. F. L. O.Wa ils w o r t  h. Phil. Mag. Ser. 5, XXXVIII, 337. 

Vergl. Oberfliehen 498. 

P. 
Parabel. 

514. Sur les paraboles qui passent par un point fixe du plan et qui admettent 
comme directrice une droite fixe. G. Le inekuge l .  Y. anu. math. 
Sér. 3, XIV, 112. 

Planimetrie. 
515. Ueber die geraden Linien als kiirzeste Verbindung zweier Punktc. Dav. 

H i l b e r t .  Mathem. AnnaIl. XLVI, 91. 
516. Cansid6rations générales sur la g6ométrographie. E m. Lem oine. Chicago. 

Math pap. 143. 
517. Siir la théorkme de Carnot. And.  Cazamian .  ~ , % n n .  math. Sér. 3, XIV, 30. 
518. Théorèmes sur les transversales. F r a n c .  F e r r a r i .  N. ann. math. Sér. 3, 

XLV, 41. 
Vergl. Dreiecksgeometne. 

Potential. 
519. Ueber symmetrische Potentialfunctioilen. L. G e g e n b  a u e r .  Wien. Akad. Ber. 

(hbthlg. IIa) CII, 656. 

(1. 
Qnatarnionen. 

620. Geometncal interpretation of log Uq. Al ex. Mac  f a r  l ane .  Phil. K g .  
8er. 5, XXXVIII, 143. 

521. Notice respccting the outlines of quaternions by H. W. L. Hime.  I'hil. 
Mag. Ser. 5 ,  XXXVIU, 499. 

522. On Colonel Himes Outlines of quaternions. Alex. M a c f a r l  ane .  Phil. Mag. 
Ser. 5, XXXE, 135. 

Eechnen. 
523. Ailgemeine Theorie der nivergenz und Convergenz von Reihen mit positivcn 

Gliedern. A. P r i n g s h e i m  Chicago. Math. Pap. 305. 
524. Ueber Puuctionen, welche in gewissen I'unkten endliche DiEerentialquotienten 

,jeder endlichen Ordnung, aber keine Taylor'sche Reihenentwickelung 
besitzen. A. P r i n g s h c i m .  Wathem. Annal. XLIV, 41. [Vergl. Bd. XL, 
NI. 228.1 
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525. Ueber die notwendigen und hinreichenden Bedingungen des Taylor'schen 
Lehrsat,zes für Functionen einer reellen Variablen. A. P r  ings  h eiin. 
Mathem. Annal. XLIV, 57.  

526. Ueber die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Entwickel- 
barkeit von E'unctionen einer reellen Variablen nach der Taylor'sclien 
Rcihc und über nicht - cntwickelbare Funct'ionen mit durchwcg endlichen 
DiEerentialquotienten. A P r i n g  she im.  Chicago. Math. Pap. 288. 

527. Ueber Riemann's Convergencriterium. A. I I u r w i t  z. Mathem. Annal. XLIV, 83. 
528. Des conditions pour que l'échelle d 'me  mite récurrente soit irréductible. 

Ed. M a i l l e t .  N. ann.math. Sér.3, XIV, 152, 197. 
529. Sur le ~roblème de l'iiitemolation dans les suites récurrentes. Ed .  Mai l le t .  

~ . ~ a n n .  math. Sér. 3, ~ I V ,  473 sin y sin2 g> sin 3 rp 
530. Sur une généralisation de la formule = - - - 

'2 1 2 + 3 
C. S tormer .  Acta Math. XIX, 341. 

Vergl. Uiflerentialgleichungen 309. Interpolation. 

S. 
Schwerpunkt. 

531. Einigc S&tze vom Schwerpunkt. V. Schlcgcl .  Chicago. Mi~itth. Pap. 331. 

Singnlaritaten. 
532. The praütical determination of the dcficiency (Geschlecht) aud arljoiut 

rp - curves for a Riemann surface. H. F. l? a k  er. Mathem Annal. XLV, 133. 
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Auszug au8 einer Arbeit unter dem Titel: Zn Riemann's Abhandlung ,,iiber 
dieAnzah1 der Primzahlenunter einer gegebenen GrGese". H.Y. M a n g  o l d t. 
Berl. Akad. Ber. 1894, II, 883. 

Auszug aus einem Briefe von L. Kronecker an R. Dedekind. Berl. Akad. Ber. 
1895, 1, 115. 

Deber Systeme von Congruenzen mit einer Unbekannten in I3ezug auf einen 
Primzahlmodul. L. G e g e n b  a u  er. Wien. Akad. Ber. (Abthlg. I I  a) CII, 549. 

Ueher ein Theor~m des Herrn Ra,ker. L G e ~ e n b a u e r .  Wien. Akad. Ber 
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(8bthlg. 11, a), CiI, 951. 
Ceber eine Kelation des Herrn Nasimof. L. G e e e n b a u e r .  Wien. Akad. - 

Ber. (Abthlg. II a), CII, 1265.  
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J. H e r m e s .  Mathem. Annal. XLV. 371. 
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Sér. 3, XIV, 95, 165, 214. 

Note sur la formation des carrés des nombres. J. P i c h o t .  N. ann. math. 
Sér. 3, XIV, 489. 

Vergl. Bestimmte Integrale 295. Formen. Functionen 356. 
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Fig.  1. 

Fig. 2. 

Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. 41. Jahrg. 1896. 3. Heft. 
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Fig. 5.  Os Fig. 8. 

\--d 
Fig. 6. Fig. 9 .  

Fig. 10. 

Fig. 12. J% 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 41. Jahrg. 1896. 6. Heft. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 


	Zeitschrift für Mathematik und Physik
	Inhalt
	I. Ueber Singularitaten ebener algebraischer Curven
	II. Zur Theorie der Vectoren und Quaternionen
	Kleinere Mittheilungen
	III. Zur Theorie der Vectoren und Quaternionen
	IV. Ueber dio ebenen Curven vierter Ordnung vom Geschlechte Eins
	V. Abgekürzte algebraische Division bei quadratischem und hoherem Divisor
	VI. Geometrische Bedeutung der Partialbruchzerlegung
	Kleinere Mittheilungen
	VII. Die geometrischen Constructionen dritten und vierten Grades, ausgeführt mittelst der geraden Linie und einer festen Curve dritter Ordnung
	VIII. Ueber Steiner'sche Kugelketten
	Kleinere Mittheilungen
	IX. Beitrag zur kinematischen Theorie der Gelenkmechanismen
	X. Die elementaren symmetrischen Functionen unddie Potenzsummen einer oder mehrerer Reihenvon Veranderlichen.
	XI. Ueber Kreise , welche einen Kegelschnitt doppelt berühren
	Kleinere Mlittheilungen
	XII. Beitrag sur kinematischen Theorie der Gelenkmechanismen
	XIII. Die Elasticitatscoefficienten und die Wellen bewegungserscheinungen als Functionen der Moleculargewichte und specifischen Warme
	XIV. Zur Maassbestimmung in den einformigen Grundgebilden
	Kleinere Mittheilungen
	XV. Beitrag zur kinematischen Theorio der Gelenkmechanismen
	XVI. Ueber die Doppelpunkte der algebraischen Curven
	Kleinere Mittheilungen

	Historisch - literarische Abtheilung der Zeitschrift für Mathematik und Physik
	Inhalt
	Historisch - literarische Abtheilung
	Das Geburtsjahr von Johannes Hudde
	Recensionen
	Bibliographie

	Historisch - literarische Abtheilung
	Recensionen
	Bibliographie

	Historisch - literarische Abtheilung
	Vandermondes Vornamen
	Recensionen
	Bibliographie

	Mathematisches Abhandlungsregister
	Historisch - literarische Abtheilung
	Recensionen
	Bibliographie

	Historisch - literarische Abtheilung
	Literatur
	Recensionen
	Bibliographie

	Historisch - literarische Abtheilung
	Recensionen
	Bibliographie

	Mathematisches Abhandlungsregister

	Planches



