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AVERTISSEMENT. 

Les soins que j'ai donnés a u x  éditions précédentes m'ont 
laissé peu de chose à faire pour celle-ci. Toutes les divisions 
de l'ouvrage ont &té conservées, e t ,  à quelques additions près, 
les niatières dont il se compose sont lcs mêmes. 

La I ~ R E M I ~ R E  PARTIE, qui traite de la T~trçosonrErnre, conli- 
nuera de renfermer la formule de MOIVRE, les séries du sinus 
et du cosinus, ainsi que l'usage des tables pour résoudre l'é- 
qulation binome et celle'du troisième degrk. Relativenient 2 la 
forninle de MOIVRE, je dirai encore que je l'ai accompagnée 
de toutes les remarques nécessaires pour faire connaître les 
précautions qui sont à prendre selon l'usage qu'on en veut 
faire, précautions sans lesquelles on pourrait tomber dans 
des paradoxes impossibles h rksoudm, ainsi que i'a très- 
bien fait voir R I .  Poixso~ daus un MCmoire lu ii I 'Aradhie  
des Sciences en 1823, et imprimé en 1825 sous le titre de 
Recherches siir tanulyse  des sections ang~rlaires. 

La ~erisiiim PARTE , qui comprend la G i o n ~ i ~ n r ~  A X A L Y T I Q ~ E  

A DEUX DIMESSIOSS , n'a r e y  qu'une seule addition; c'est 
celle du beau thl:orénie de RI .  CAC(:IIY sur le nombre des 
racines imaginaires contenues dans un espace donne. L'é- 
noncé en a déjà été consigné dans mes LEJOKS D'XLGÈBRE, 
3 e  edition , 1838 ; niais la dérnonstralion n'y est pas jointe. 
Cependalit celle qu'en ont publibe RIM. S ~ u n a l  et L~orvrrr.c 
dans le Joic~nal de Mc1tlze'matiyr~es , aoîit 183G, m'a paru 
assez simple pour &lre introduite dans les ouvrages élBnieii- 
taires; et comme elle exige l'emploi des coordonri6es, j'ai. 
cru la mettre ici à sa véritable place. Sans l'idée ing6iiieuse de 
rlonner une représcnlal.ion g6ointilriqiie aux quaiititi!~ imagi- 
naires, Ic tliéorème de RI. C ~ r i c r i u  ne pourrait point exister; 
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et  lajustice exigc que je rappelle ici à ce sujet un petit ouvrage 
fort curieux, publié par R I .  S IO~RES,  en 1828, sous le titre dc 
7Gaie theorie des quantités n&sat%ve.t et  des guantilks pré- 
tendues ima~inazres .  Le but de l'auteur est d'affranchir entié- 
remcnt L'analyse de ces sorles de quanlités, et il y réussit en 
introduisant dans le calcul deux espèces de grandeurs, qui nc 
sont autre chose que les distances et les angles qu'on désigne 
clous le nom de coordonné es polaire^. band le Système ,d'al- 
géhre dkveloppé par RI. MOUREY , tes grandeurs offrent la re- 
prhentation fidéle des expressions imaginaires qiiXon emploie 
dans l'alghbre ordinaire ; et en suivant l'ordre de ses idées, 
l'guteur était parvenu a démontrer qu'une Equation d e  degr& 
m a ni racines, 

Quant a la TROISIEME PARTIE, dans laquelle je traite de la 
G ~ ~ M E T R I E  ANaLYTrrrLE A TROIS DIWRNSIONS , je l'ai iaisske telle 
qu'elle était dans l'édition prkcédente , sauf de très-léger$ 
changements. 

Le lecteur qui voudra connaître les applications du calcul 
différentiel à I'étude de l'étendue, devra conçulter les ouvrage9 
de RI. LACROIX , de RIOXLE et de M. LEROY ; et parmi les publi- 
cations d'un grand inter&, mais qui n'ont pas Bt6 rbunies en 
corps de doctrine, je dois citer principalement celle'; de  
MM. J. Eirxm, P E ~ T  et CHASLES. 
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18 lisne 4 : formule lises formuies 
36 - i  j : 0,000 i)... lisez 0 , 0 0 0 0 ~ .  . . 
61 - 5 e n  montant  : BC lirez RC' 
79 &ES le calcuI du cbté  c ,  a u  lieu de 8,8c~j56qa lirer o,Sgq56()a 
88 formule [i3]: devant  l e  le= membre il  fant mettre  h fraction ;. 
93 ligne 6 : par  lisee pour 

120 - 8 e n  inont;int : (fis. 4 )  l isez  (fis. 4 1 )  

1 2 7  - 4 : Conîtruction des équations lisez Constroction des expression6 
- ~- - -- 

r a g  - 20 :  v ( a - b ) ( n - 6 )  lirez V ( a + b )  (a-L) 

133 - 7 e n  montan t  : d o n t  o n  LI l isez  donc o n  s 
1 3 4  - I : LC l isez  BC 
135 - 20 : i'- + L' ... fiscs x"=a7-1-6" ... 
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xi j E R R A T A .  

Pa ses. 

136 lislie ; en moiit.int: $dus lc radical au l i ~ l l d c  (,id+ lic') l i rcz>d + bc)' 

17 : sur trois liscr sur ces trois 
7 e n  moutaait : opposé ;< S' l isez  opposé à Ay 

20 : Pour déduire a e  lisez Pour diduire a d e  
24 : tang a lisez t a n g a  

3 : dans la formule, sous l e  radical a u  lieu d e  zcos E l i sez  za cos0 

r~ : devant l e  second membre il faut mettre le  signe - 
1 5  : cos'a l i sez  cos'a' 
14 : y=d'Jfx l isez y = 6 ' ~  - . .  . 7- 

h L 
g e n  montant : S = - S l i s se  S= -- S' 

a a 

l o : y = q z  l i s e z y z *  
IG : l'on a considéré lises l'on n'a consideré 
18 : [ ] l i sc i  [31 

16 : O L ' X O H  l i sez  O L ' X O H '  

i o  : raison lisez tacine 
2 : cos2P l i sez  cos2,u 

I :après le mot impossible, au lieu d ' un  point mettez une virçule. 
8 : y - y - 6 ( z = z f )  l isez  y - y r c L ( z - a ' )  
g : la seconde l i ses  la secofide droite 

12 : d i m é t r e s  a e t  b l i sez  distances n et  b 

ig : aBtxy l i ~ e z  z B f x q  + 

25 : dans la valeur d e  d au lieu de T3Br l issa XBf' 
5 : 5 OPQ.  (zl+z"') l i ses  i O P Q .  (s'+a") 
8 : +OPE . (zr+z'') lisez i OPR.  (z f+z"')  
3 e n  montant : q ? &qs' Iisez q'y' + yz3 
24 e n  montant : la trace de ce l i sez  la  trace O'.nf d e  Le plan 

256 2 56 
1 :- lues  - 

2192 2197 
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ANALYTIQUE. 

PREDIIÈR'E PARTIE. 

Objet de la Ti igooouicirie. 
C o u i n i e ~ t  on rrpi-iscisle par i1.i uuuibrm Irs longueurs ei Ins auglcs. 

1. nails un triangle. quelcoiiq~ie , rectiligne ou splikrique, il 1 
a six parties coiisidC.rw : trois angles et troi3 cBtés. Pour qu'elles 
soient toutes détermini:es , i l  suffit en général d'en conndtre trois; 
mais il faut de plus, quand le triangle est rectiligne, qu'il y ait au 
moins un côte parmi cc:strois parlies. On sait en effet qu'avec trois 
angles donnés on peut .former uue infiiiitd de triangles rectilignes, 
lesquels ne sont point égaux, mais seulement semblables. Il est 
sous-entendu que la somme des trois augles donnes doit toujours 
etre égale a deux angles droits. 

La @ornétrie fournil. des constructioris fort simples pour c h -  
cun dcu cas où l'on p ? u t  déterminb un triangle au moyen do 
quclqucs-unes dc ses parties ; mais ellcs ont, ainsi que tous les 
procédks graphiques dont 04 pourrait s'aider, l'inconvénient de ita 

donner qu'une approsimatiou très-médiocre , et souvent inErne 
insdfisa~ite, i cause de l'imperl'cclion des instruments dont clle 

i 
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exige l'emploi. Aussi a-f-on' cherché & remplacer ces construc- , 

tions par des calculs riuinériques , permetterit toujours d'at- 
teindre le degré de précision dont on a besoin. L'oOjet spécial de 
l a  trigonom&ie dst de dotmer des méthode) p ; r  calculer toutes 
les parties d'un tr&n~le,bquand on a &s données sufisantes. C'est 
ce qu'on appelle résoudre un triarigle. 

2. Pour exprimer les longueurs en nombrd , on les rapporte à 
une unité usuelle, au mètre, par exemple ; et alors chaque c8te est 
&;il a un certain riorribre de métres. 

3. On désigne les angles par les arcs quileur servent de mesure. 
A cet effet, on divise la circonfërence, quel que soit son rayon, 
en un cerlaiu notnbre de parlies égales o b  degrés; et aldrs un angle 
ou un arc est exprimé par un nombre de degrés. 

Autrefois les géomètres s'accordaient ta diviser l a  circonference 
en 360 degrés, le degré eu 60 minutes, la minute en 60 secon- 
des, etc. Ik cette manière le quart de la c5rconférence ou qua- 
drar~ t  , qui est la mesure de l'angle droit, .vaut 90 degrés. Mais 
atin d'évilcr Ics erntiarras des nombres c m  iplexes, on a proposé 
de soumettre aussi la mesure des angles à l a  division décimale ; 
et alors le quadrant e h  partagé en 100 de grés, le degré en 100 
minutes, la uiiriute en 100 secondes, d c .  

Les degrés, minutes et secondcs s'indique nt par les signes o,',". 

Ainsi, pour &présenter l 4  degrés 9 minutes 37 secondes, on écrit 
14' 9' 37". Si les degr& appartiennent à la ntauvellc division, et 
qu'on veuille rapporter cet arc au quadra nt pris pour unité, il 
s'exprimera par 0,140937 ; car, dans cette di-vision , les degrés sont 
des centièmes du quadrant, les minutes sont des dix miliikmes, et 
les secondes sont des millionièmes. Afin de oe pas confondre dans 
les calculs le degré ancien avec le nouveau, quelques auteurs ont 
jugé à propos de distioguer ce dernier par Ie  nom de grade .  

bIalgré les avantages de la nouvelle division l'ancienne prévaut 
encore aujourd'hui, et c'est elle que j'adopterai. Souvent aussi, 
daris les formules, j'emploierai la lettre 11 pour représenter la 
demi-circonfërence lSOo. 

DcGnihna des l i p e s  trigowm6triqnei.@ommeot on fait msi5t des signes + et - pour 
inriiqiier des d i i a t i u n s  oppisin. 

34. Les géomètres ont dû Ctre longtemps arr&tés.par la difficulté 
d'établir les relations qui existent entre l es  angles et les &lès des 
triangles. Leur première id& ;i cté sans, doute de substituer aux 
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angles les arcs qui leur servent de mesure; mais n'ayant pas trouvé 
plus de facilit8 & introduire les arcs dans le cdcul, ils ont été con- 
duits naturellement à remplacer les arcs eux-memes par des droites 
qui en déperident, de tcllc sorte qu'ellcs soient déterniinées quand 
l'arc est connu, et réciproquement. Ces droites, dont I'utiliti! s'é- 
tend aujourd'hui a toutes les branches des mathématiques, sont 
cellcs qu'on nomrne colleclivement lignes trigonornStrigues et que  
nous allons défiiiir. 

Le SINUS de l'arc AM ( f ig .  1.) est la perpendiculaireMP abaissie, 
d'une extrémité de l'arc, sur le diamètre guipasse par  l'autre 
extrémité. 

La  TAYGENTE de l'arc AM est l u  distance AT interceptée, sur 
la tangente menée à l'une des extrémités de I'arc, entre cette 
ertr&niii et leprolongernent d u  rayon OIM qui passe p u r  h u t r e  
extrimité. 

L a  S E ~ A N T E  est l a  ~ a r t i e O T ,  d u  rayonprolonge, corlzprise entre 
le centre et ku tar~genle. 

E n  nommant x l'arc A M ,  le sinus, l a  tangente et la sécante se  
désignent d'une maniére abrégée wmme il suit : 

MP =sin x , AT = tangx, OT = séc x.  

Prolongez N P  jusqu'à la rencontre N avec la circonférence : la 
corde MN sera double de XP , et l'are MAK double de AM ; donc 
le sinus d'un arc est moitié de la  corde quisous-tend un arc double. 

En désignaiit le rayon du cercle par r , le cbté du carré inscrit est 
égal à r V 2  : or  l'arc sous-tendri est dc 9011; donc sin 450= 1 r V 2 .  
Pareillement le c6te de l'liexagone inscrit étant égal a r ,  et l'arc 
sous-tendu étant de 600, il s'ensuit que sin 300 = f r. 

5. On appelle chplérnent d'un arc  ou d'nn angle cc qu'il faut 
lui ajouter pour avoir le quadrant 90" Quand l'arc est plus grand 
que 900, son complément est négatif : par exemple, le complement 
de 1 1 7 O  est - 370. Les deux angles aigus d'un triangle reclangle 
sont compléments l'un de l'autre. 

' On nomme mainus, GOTANGENTE et C ~ S ~ C A N T E  d'un a r c ,  le sinus, 
la Lingcnte cl la sdcante du  complément de cet arc ; ct pour désigner 
ces nouvclles lignes , ou emploi<: les abréviations cos, cot , CO&. 

Ainsi, d'après les détirLtions mèmes , on a 

cosx= sin (900-x), cot x = tang(9Oo-X),COS~CX = ~ & ( g o o - ~ ) ,  
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4 #E?i.itki!fa PadhLi 

Eleboh~ 16 rdgan 0 g  perpdtt81culairé ir L'A, ët  iaérldfid ffS, 
perpetldicirlalres à OB. L'arc BAI MQ poli* sinus, lis pouf 
tangente, OS pour sécante : or  l'arc BI2 es1 le complément de -4M 5 

donc , en designant toujours AM par r , dn a 

Remarquez que MQ = OP : c'est-à-direque le cosirrus est igab u 
la parlie du rayon comprise entre l e  centre e t  le pied du SLIZIIS. 

6. La distance A P  , comprise entre l'origine de l'arc et le pied 
dusinus,  a reçu le nom de silius-verse j et la  distance BQ, cdu i  de 
cosinus-verse. Mais ces deux lignes sont hors d'usage. 
7. En donuant au  point M toutes les positions possibles sür  la 

circonf6rence, les lignes trigonométriques peuvent prendre des 
situations tout i~ fait contraires a celles qu'rlles ont quand l'arc AM 
est moindre que 90.. P a r  exemple, s'il s'agit de l'arc Ahi '  , dont 
le complément est négatif et égal à BRZ', le  cosinus QAT' ou OP' 
st! trouve place à gauche du point 0 ,  taridis que d'abord il t h i t  
à droite. De tels changements dans la position des lignes ainCricnt 
en génèral, dans 1c calcul, des dificultés que la qucslion suivante, 
quoique Ires-simple, rendra sensibles. 

Soit ABX (fig. 2) une ligne quelconque sur laquelle sont d o m &  
deux points A et B, sépares par la distance AB = a. Oh x~pposc 
conuul'iiitervalle x du point !i à un  point qoelconqne M dc la ligne 
ABS,  et on veut avoir l'intervalk di1 point A à cc dcrnicr point. 
Si on dtsigne l'intervalle demando par z ,  i l  est clair qu'on aura 

selon qui? le point M est situe du cd10 UX ou du edtk BA : de 
sorte qu'il faut eniployer deux formules diEfërenh pour ces deux 
pos ihns  du point M. Mais'on élude cet inconvénient de la ma- 
nière la plus heureuse, et une seule forihule suffira, en agaiit soin 
de doriner des signes dinërcrits aux distances qui ont des posilions 
eontraircs par rapport a u  point B. Et en effet, si, dons la pre- 
mière formule z=a + z, on fait successivementx = + BM et 
ii'=- B q ,  il vicnt d'abord z = a 4- CM et ensuite r =a-BM, 
ainsi que ceG doit dtre. De cellc manihrc, la première forrnnle 
Z. = la  + x corivimura a touits les positious du point PI, et 1;r se- 
conde devient inutile, On pourrait aussi prendre .r positii'da &té 
Ba, et n6galif du e<Hu RX : n1on t-*  if la WCIII~C Pnrniiilc, 
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&=a - r ,  qu'il faudrait constlrver, 11 serait facile de multiplier 
les exemples, mais ce qui prkcéde suffit pour faire pressentir l'im- 
portance de la r&gk suivante, établie par L)~schn~ss : 

Si on considère sur une ligne quelconque, droite ou eourlie, 
difirentes distances, mesurées r ipart ir  d'une origine cqrnmutLe . 
fixe sur cStte ligne, on i~ztroduira dans le calcul les distances qui  
onf des si'ualions opposées par rapport a l'origine, a n  a f l c t a n t  
les unes du ~ i p e  /, e t  les autres d u  signe-. 

Le sens des distances positives est d'ailleurs tout à fait indiffe- 
rent ; niais une fois qu'il a été fix6, les distances ni:gatives duivent 
sr. prendre du c6té opposé. A 1'L;gard des lignes trigonométriques, 
l'usage est de les considérer comme positives dans la'situation 
qu'ellcs occupent lorsque: l'arc est moindre qrie 90n, et qui est 
aussi ccllc ou ellcs SC présentent d'abord. 

Sous  aurons bientbt occasion de faire de nombreuses applica 
lions de celte r;glc, sur  laquelle nous reviendrons encore quand 
nous appliquerons 'I'algi.ùre A la  solulion des problèri~es de çéo- 
metrie ; mais avant d'allcr plus loin, je dois p r é w n i r  le lecteur 
curitre unc erreur assez ortiingire, lar~iielle consisle A assiniiler 
lc principe dont il s'agit à un ttiéorerne susceptible d'élre dO- 
montr6 à priori.  II  s'en faut dc beaucoup qu'il en soit ainsi; et 
quellrs que soient les corisidkratioris plus ou moins ingénieuses 
dont les auteurs l'aient étayé, on doit recvnnaitrc qa'il n'est uéri- 
tahlmicnt  qu'une simple conventioii, a laquelle il faut avoir soin 
de nc pas coritrevimir dans la suite, ct dont i'ulilité est rendue 
iividentc par les applications qu'on cn fait. 

8. Quand le rayon OBI (fig. 1) rst couclii: sur 09, il est évident 
que l'arc AM est nul, que  le sinus est nui, que la tangente est 
nulle, et que la sécante est r gale à O h .  En meme tcmps le cosirihs 
YIQ devient aussi égal à 09 : ct qriant a la cotringeulc et à la co- 
sécaiifr, elles soiit infinies; car il est bvident que Irs lignes RS ct 
OS augmentent h rnesurc qu'on rapproche O91 de OA, et qu'clleu 
peuvent devenir aussi grandes qu'on voudra. Ainsi, en nommant 
1- le  rajon , on s 
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6 PREMIÉRE PARTIE. 

Si le rayon OM s'élève vers 1.7 position OB, il est facile de voir 
que  l e  sinus, l a  tangente et  la s&mte augmentent, tandis que l e  
cosinus, la cotangcrite et la corcérante diminuent. 

Lorsque l e  point RI est a u  miliéu de AB, l'arc AM est de 4513 
l e  triangb OPM est isoscèle, et l e  sinus est égal a u  cosinus. Or ce -. 
triangle donne 2MP1= r' d'ou M P  =:rV2 ; donc 

sin45"=c0s45~=~ r V 2 .  

Les triangles OAT, OUS, étant aussi isoscélos et égaux entre cux, 
l a  tangente et la cotangente sont égales au  rayon ; donc 

tang 450= cot 45" = r .  

Enfin la sécante et la cosécante sont aussi égales; et le triangle 
OAT donnant UT'= 2r' d'où OT = r V 2,  on conclut 

sec 45" =coséc 450= r  V 2 .  

Quand le point M est venu en B, l e  sinus c g  égal à BO, l a  tan- 
gente ct  la sécante sont infinies, le cosinus MQ est nul, la cotan- 
gente BS est nulle aussi, et la cosecante OS devient égale à OB. 
On a donc <C 

sin 90n=r,  tang 9 O U = x ,  séc 90n==, 
cos 90°=0, cot 90" = O ,  coséc 90" = r ,  

Au reste, ces valeurs sont des conséquences de celles qui ont été 
trouvéfis quand l'arc é t d  ni11 : car les arcs O ~t 900 t tant  cornplfi- 
ments l'un de l'autre', on doit avoir sin 9Oo=cos0, tang 90"=cot 0,  
séc 90"=coséc 0, cos 90°=sin 0, cot 9O0=tang 0, coséc 9O0=séc 0. 

9. Le ragou O M  continuant sa rotation, supposons-le arrivé en 
OM'; alors l'arc est AM' ,  et son siniis est TII'P'. RIcnca M'M pa- 
rallèle ArA, et  construisrz toutes les lignes trigonom&iques de 
l'arc AM, ainsi que l'indique l a  figure. D'abord il est clair que les 
sinus MP et M'Pt seront égaux; donc sin AR.I'=sin AM. 

Pour  avoir l a  tangente, on est obligé de prolonger le rayon 
ON' au-dessous du diamètre Ah', d'ou i l  résulte que cette 
tangente, qui est ici AT', se trouve dans une position opposée 
a celle qu'elle avait d'abord; par conséquent elle sera nhgative. 
Or  les triangles égaux OAT, OAT' donnent AT'=AT; donc 
tang ANf=-tang AM. 

D'aprhs la définition (4) , l a  sécante de l'arc AM' cst OT'. Cettc 
ligne n'est plus dirigée sur le rayon OM', du même c6té du  centre 
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qnc le point décrivant M', mais elle est dq côte opposé. Pour cette 
raison elle doit être rii@tive ; ct comme d'aiileurs OT'=OT , il 
s'ensuit que séc AMf=-séc AM. 

Le cosinus, la cotangente et la cosécante donnent l ieu à des re- 
marques arialogues. Puisque l'arc AM' surpasse 90", son complé- 
ment est nëgatif; e t ,  en outre, comme le cosinus QM1 ou OP' se 
trouve a gauche du point O, on prendra aussi ce cosinus négati- 
vcmcnt. iil&ne raisonncment à l'égard dtzla cotangente BS'. Qiiant 

la cosécante OS', i l  n'y a pas lieu à l'affecter du signe - ; car 
elle est sur OhIf, du  même c8té que le point décrivant, ainsi que 
cela avait lieu dans le premicr qii:idr;int. Les triangles OBS ct 

.OBS1 étant égaux,  on a QM1=QM, ES'=BS, OSf=OS; donc 
cos AMf=-cos AM, cot AMf=-cot AM, coséc AM1=cosée A N .  

Ou appelle supplément d'un arc ou d'un angle ce qu'il faut lui  
ajouter pour avoir 1807 donc A'M' ou son égal AR1 est le sup- 
plément de AM', et l'on peut énoncer les propriétés trouvées plus 
haut en disant que deux arcs supple'nzcntaires ont Zcurs lignes tri- 
gonométriques égales et de signes contraires , a l'exception du 
sinus et de la cosécante, qui ne changentpas de  signe. 

Si on veut exprimer ces propriétés par des équations, on dési- 
gnera AM' par .z : alors on aura AM=A'M'=I~o~-x, ct ensuite 
on pourra écrire 

sin x =sin (18OC-x) , ( coss=-COS (1ZO"ï) , 
tang x=-tang (1 80"-x),  cotx=-cet (18011-xj, 
sec x =- séc (180"-x), cosec x=ccséc (I8o0-x). 

11 est d'ailleurs évident que,  de 900 i lSOO, lc  siiius, la  tan- 
gente et la s é ~ ~ n t c  diminuent ; et qu'au contraire, l e  cosinus , la 
cotangente et  la cosécante augmentent. Quand OM coïncide ave 
OA', on a 

i 

sin 180°=0, tang 1 8Q0= O ,  séc 180n=-r. 
cos 18O0=-r, cot 18O0=-m, cosCc 180n=r>. 

Toutes ces valenrspeuvcntse dcduire des rclations [il en faisant 
x=18O0. Par  excniple, l a  relation cos x=-cos (1800-xj devient 
cos I8O0=-cos 0 : or  cos O=r ; donc cos l'$Op=-r, ainsi que ccln 
doit être. 

10. Les applications de l'arialyse à la géométrie conduisent f r i !  
q u e m e n t  a des arcs qui renferment p lus iy - s  demi-circonfc 'rences. 
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S P ~ L M I E H E  F ~ R T I L  

11 Convient doiic de donner encore des formules pour réduire aliss 
tous ces arcs au premier quadrant. Afin d'abrbgcr, nous considé- 
rerons spécialemciit le sinus et le cosinus, qui sont les lignes les 
plus usitées; et corrirrie loct arc plus grand que la denii-circonfc- 
rence se coinpose d'un arc moindre qlie 1 80°, auginentC d'une ou 
 l lu sieurs fois 480'1, nous examinerons d'abord ce que doivent Ctre 
le sinus et le cosiiius de l'arc iSW f x, x eétant (1 80". 

Soit AM I'arc design* par x , lrquel p u t  elre pris comme on 
voudra entre O et 180' : en ajoulant à AM la dcmi-circonfkrence 
RIA'N', le nouvel arc  ARlh'h' sera égal à l8O"f x. I.cs deux arcs 
ont des sinus égaux ; savoir, Ml> ct K'P', o u ,  ce qui est la menio 
cliose, OQ et OQ' : mais commeces lignes ont des posiiions inverses,. 
on doit, conformément à la convention établie (y), leur donner des 
signes contraires. Les cosinus OP et OP' sont aussi égaux, et doi- 
vent aussi avoir des signes dilfërcnts; donc 

En second l ieu ,  ajoutons 360° à AM, i l  est clair qu'on revient 
au  m6me point RI dc la circonference , et que p a r  suile toutes les 
lignes trigonométriques redeviennent les niemes. Ainsi on a 

[3] sin (360" f r) ==s in  x , cos (3GO"+x) =cos x. 

En g h é r a l ,  quelque ~rari i leur qu'on suppose i l'arc z, si on 
lui njoule 180' ou un  nombre impair dc demi-circonfCrences, son 
entrémitc! se trouvera transport& du sominet d'un diainittrc a u  
sommet opposé; et dès-lors il est évident que le sinus et le cosinus ne 
font que changer dc signe. Mais si A .r on ajoute 360. ou un riornbrrl 
pair de demi-circonft;rciices , comme on revient sur le m&ne point 
du crrcle, aucune ligne trigonométrique ne doit changer. 

11. II reste a parler des arcs négatifs, c'est-à-dire, dc ceux qui 
sont décrits lorsque le rayon, qui était d'abord couché sur  0~1, ÎC 

meut dans le sen9 AB'A', conlraire a celui qu'il a suivi d'abord. 
Soicrit AM et AN deux arcs kgaux et  de situàtion iuversi., dk i -  

gnOs p a r x  et -x. 11 est évident que leurs sinus MP et KP sont 
a u s i  égaux et de siluation invc~se.  Pour avoir les cosinus, on re- 
marque que les complémenls 90" -x et VOO $- x sont représeritSs 
par les arcs II11 et BhIN, dont les sinus RIQ et NQ'sont égaux et 
~cmblablemcnt situés ; donc on a 
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Quoique dans la figure les arcs AM et AN sr~icnt < 90': ces for- 
mrilcs n'en sont pas moins génkrales. D'aboyd il est clair qu'cil 
augnientant les deux arcs autant qu'on voudra, pourvu qu'ils rxs- 
tent @aux, les sinus MP et NP  n: cesseront pas d'étire kgaux et 
opposes ; donc on a toujnurs sin (-XI =- sin z. Quant à l'autre 
formiile, supposons qu'on y mette des arcs >90°, comme ARM' et 
AB'Y', par exemple ; puis , faisons z = A R M r  et -x=-AB'X'. Ide 
coinplCrnent 90"-x du premier arc est négatif et représenté sur la 
figure par l ' a k  BM', situé a gauche du point B , tandis que lc com- 
plément 9O0$-x du second arc est égal a BAN', et toiijoiirs ;? droite 
du point B. Or les sinus M'Q et h'Q' de ces arcs complcmtmtaires 
sont égaux, et ont méme siluation a l'égara du diarnEtre BB'; donc 
on a toujours cos (-x) = cos x. Ainsi les forrriules 141 out toute la 
g6néralité dhsirable. 

I l  est bon de remarquer que le cosinus d'un arc quelconque, po- 
sitif ou ~iEgalif, est toujours représenté en grandour et en situation 
par la distance du centre au pied du sinus. 

12. II cst bon de remarquer aussi, avant d'aller plus Inin ,  que 
les formules [il, [2Ir  [3], L4], trouvées jusqu'à présent, peuvent 
s'appliqiim a tous les arcs possibles tant positifs que ncgaiifs. Pour 
plus de brièveté je ne m'occuperai que du sinus et du cosinus. 

Io  Reprenons no 9 les deux formules siil x =  sin ilSOo-x) , 
c»s.x=-cos(l800-x), lesquelles n'out éLé dCinontrktis que pour les 
arcs positifs compris entre O et i80°. En cliangeaiit x eu I 8 O u  + x, 
elles deviennent 

sin (1800 f x) =sin(-x), cos (i80°f x)=-cos ( - X I  : 

iplil;?cs évidentes en vertu dcs relations [2] et [4 ] .  11 rst clair qui? 
l'arc peut encore etrc augment6 de IBO0,  et ainsi de suite jusqu'h 
l'infini. En mettant -x au lieu de x, on voit de la meme inanicrc 
'que ltis dcuu Torrnuies sont encore vraies : donc elles conviennent 
à tous les arcs possibles. 

20 IAes formules [QI, qui ont été démontrees pour tous les arcs 
positifs , s'étcnde:it aussi aux arcs négalifs. Eri effet, si on y cliarige 
.c en-ir, clles dcvicnnent 

siiii180~'-s)=-~sin (-x>=sinx, 
C O S ( I ~ O " - x ) = - C O S ( ~ X ~  =-COS .z, 

et reiitrent alors dans les formules [Il. 
3" Pnisqtia I'nilrlilinn d e  1Nb à rin ar; qutlconrpie -;-.Y 011 -.v 
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ne fait que changer les signes du sinus e t  du cosinus, il s'ensuit quo 
l'addition de 360" ne doit produire aucun changement ; par  con- 
sequent lcs formulcs [3] conviennent aussi aux arcs négatifs. 

40 Quant aux formules [ 4 ] ,  clles ne donnent lieu à aucune dé- 
monstration ; car il es1 évjdent pu'ori peut y remplacer r par -x. 

13. Ricn n'cst plus facile maintelnant que dc ramener a u  premier 
quadrant les ligncs trigonométriques de tel arc qu'on voudra. Soit 
x=i029O un arc dont on dernaiide le sinus. On en retranche 3600 
autant de fois que possiblc, et il rcstc 309" ; donc, d'après les for- 
mules[3], sinx=sin309". On Ote encore 180° de 30g0, et ,  par les 
formules [dl,  on a sin x=-sinl290. Enfin on prend l e  supplé- 
ment de 12g0, qui est 5i0, et i l  vient sin x=-sin 510 (9). On 
peut mEmc encore pousser la réduction plus loin, car sin 51°= 
cos (90"-51) =cos 390; donc sinx=-cos 3911. 

Si l'arc donné élait XE- 1029" le sinus serait de signe contraire 
au précedent ( i l ) ,  et l'on aurait sin x = c o s  39". 

Sur le i  arcs qui rtpondent B un r i l r i  d o n n t ,  ou à un cosinus, etc. 

14. Les dévcloppemeiits dans lesquels on vient d'entrer donnent 
lieu à cette remarque importante, qu'il existe une infinit6 d'arcs 
qui ont les memes ligncs trigonométriques. Supposons qu'une de 
ces lignes soit donnée, c:t cht:rc:hnus les diffhrenls arcs qui lui  cor- 
respondent. 

Soit donné s i sx=a .  Sur  l e  rayon 0'3 (fig. 1) perpendiculaire 
à OA, je porte OQ=a, et  par le point Q je mène MMf parallèle à 
OA. II  est clair qu'on doit prendre pour valeurs de x tous les arcs 
termiiiés aux points M et M'. Jc désigne l'arc ARI par a, et 180"ar 
II  ; AM' sera Cgal à II-ï, et les arcs positifs terminés en M et fil' 
seront compris dans les dcux séries 

a ,  2Hf a ,  hH+a, 6 H f  u ,  etc. 
H-z, 311-a, 5 l I - ~ ,  7EI-u, etc. 

On a ABfA'M,2H-z ct  AB'A'Mf=H+. Ajoutons à ces arcs 
un nombre quelconque de  circonférence^, puis prenpns négative- 
ment !es arcs résultants : on aura ainsi tous les arcs négatifs qui ré- 
pondent au  sinus donné ; savoir, 

_ ~ H + U ,  -413-FE, -6H+u, etc. 
-II-U, -3H-!, - 5 H - U ,  etc. 
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Les arcs de ces quatre sEries peuvent se renfrrmer dans deux for- 
mulcs asscz simplcs. Remarquez que dans deux de ces séries l'arca 
est ajouté à tous les multiples pairs de H, taut négatifs que positifs, 
et que , dans les deus  autres, il est retranché des multiples im- 
pairs de H. Désignons donc par k un nombre enticr quelconque, 
positif ou nkgatif, lequel peut r n h e  être égal à zéro ; alors tous les 
arcst:herch&s pourront se r0présenter par Irs formules 

[II x=SkH+a,  x=(Sk+  1)H-m. 
Nous avons supposé n positil : si on avait sin x=-a, on devrait 

porter u en OQ', du &té OB'. Alors ce sont les arcs tcrmiués en 
N' ct N qui sont les valeiirs dc x. Faisons ABNf= CL, il est facile de 
voir qu'on a ABN=3 H-n, ABIN'=P H-a, et  A;Y=z-H . Par  
suite, les valeurs de x, tant négatives que posilives, qui répondent 
au sinus OQ', sont 

a 2Hf a, 1H+a, etc. %II-a, SB-a, 711-a, etc. 
-2lIf a,-Bli+a,-6Iif a, etc. H-a,-H-n,-3H-a, etc. 

et i l  est clair qu'elles sont encore comprises dans les formules [il. 
Dans tous les cas, si a est plus grand que le rayon r du cercle, 

l'arc x sera imaginaire ; car le plus grand sinus positif est + r, et 
le plus grand sinus négatif est - r. 

15. Soit donné cos &a. Si a est positif, on prend OP=a du 
dti: OA, on élève au poirill' la  perpendiculaire MN ; et les valeurs 
de .x sont les differents arcs positifs et négatifs terminés enM et N. 
En faisant AM=z, i l  est facile de voir que ces arcs sont ceux des 
quatre séries 

a ,  2II+n, 4H+a, etc. 2H-a, 4H-a, CH-n, etc. 
-a,-2H-2,-4H-a, etc. -2H+a, -4H f a,-6Hf a, etc. ; 

et en désignant par k un  nombre entier quelconque positif ou néga- 
tif, on peut comprendre tous ces arcs dans les deux formules 

Pl ~ = 2 k H + u ,  z = Q ~ T I - ~ ,  
Si on donne cos x=-a, on portera a du cbte OA'. Alors on dé- 

signera par a l'arc AM1)2R11, et il n'y aura rien à changer a ce qui 
precéde. Si a surpasse le rayon, l'arc x pst imaginaire. 

16. Soit encore tang x=a. Supposons a positif, prenons la tan- 
gente AT-n au-dessus de O h ,  et menons la droite TMN' qui passe 
au centre e l  rencontre le cercle en fi2 et W. Les valeurs de x sont 
les arcs positifs ou nbgatifs, qui se terrnincnt en M et W. Faisons 
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l'arc -4M=r, on aura A M N ' = I I + X , . ~ N ' I I ~ = ~ - A H -  ; et 
les arcs cherchés seront ceux des séries 

rr, ZIi fz ,  içTI+z, etc. Hf x, 311+a, 511+1, etc. 
-211+~,-4II+a,-611fz, etc. -Hf z,-3H f z,-Sllf /, etc. 

Dans ces quatre suites, l'are a se trouve ajouté h tous les mul- 
tiples de 11, posilifs et négatifs; donc 4 formule générale des arcs 
cherctiés est 

131 x = k l I + a ,  
Quand la tangente donnec a est négative, on la porte e n  AT,  

au-dessous de OB ; a représcmte alors uri arc compris entre 90. et 
180°, tcl quc AUM'. 11 est d'ailleurs evideiit que la taiigenle peut 
avoir tellc grandeur qu'on voudra. 

17. Kous n'cxamiiierons point Ics cas où l'arc est donne par 
les aulrrs lignes trigonomélriques. Au reste, on reconriait facile- 
ment q ~ i d e s  arcsqui ont mCrnc sirius, ou metne cosinus, ou mEme 
tangcnlc , oril aussi même cosécante , ou même sécante, ou nidme 
cotangente; et c'est ce qu'on verra encore plus loin (20) quand on 
aura ctabli Ics relations des lignrs trigoriouiétriques cnlre elles. 
11 suit de là que les formulcs [Il, [2] et [3] sont encore celles qu'on 
doit avoir quand on donne coséc x, séc x, cot x. 

11 nc faut pas oublier que, dans ces formulcs, z representc tou- 
jours le plus p:4it arc,  entre O et 3609, corrc~spondant à la ligne 
domée,  II la demi-circonférence, et k un nonbrc critier quel- 
coriquc, positif ou négatif, lequel pcut aussi étre zero. 

C:.in:r.çnt on  rarnkns les sinus, Iw cosinus, clc. à de simples rapporti .  

f 8 .  Ilans la trigonométrie, un arc ii'etant employk que comme 
mesure d'un aiiglc, ce n'est pas sa grandeur absolue que l'on con- 
sidérc, mais seulement son rapport avec la circonféreiice dont il 
fait parlie. Or, c'est précisément ce rapport qui es1 indiqué par le 
noml~re de degré3 de l'arc, et il est éviderit qu'il sufiil pour dEtcr- 
miner un angle ; car tous les arcs conipris dans un rnPnir! ar~glt: et 
décrits de son sommet cornina centre, coutierinent un Pgal nombre 
de degrés, quels que soient d'ailleors les rayons de ces arcs. 

Les rapporls qui existent entre les lignes trigonométriques dc 
ces arcs et les rnyoris des ctmlris :iuxqiirls ellw app:irtienntmt, 
iie dépcndcnt anssi que du cc nombre de dcgrcs. Par  cxcmple, la 
fig. 3, dans iiyiiclic! %TP. M'P' ,  F1"i'" .... wiit dm sinus d'grc- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ports, et hori If!$ sinus, qui sont dhtcrminits quand an dorine un 
adgle. La méme chose peul se dire dcs cosinus, des tangentes, etc. 
On voit par la  que ce ne sont pas les longueurs absolues des lignes 
trigonoméiriques, mais b i p  leurs rapports au  rayon qui doivent 
entrer dans les calculs; et, par cette raison, il convient de n'y iu- 
troduire que ccs rapports. Pour cela le moycri cst bicii siiiiple : il 
sufil de prendre pour unité le rayon du ctwlc dans lcqucil oii coii- 
sidère les lignes trigonométriques ; car alors les valeurs nurnt'igues 
de ces lignes ne seront plus autrechose que ces gapports eux-niCines. 
Ou doririe qui4qucfois i~ ces rapports lus noms de sinus iznti~r.eL, 
cosinus naturels, etc. 

C'cst ainsi quc lcs lignes trigonométriques se rainéncnt à lie plus 
&ire que de siriiplcs rapports, el c'est sous cc poilil dc vui? c;u1i1 
serait convenablc dc les présenler tout d'abord. Rlais, poix no 
point changer les habitudes dc l'eliseigncrnerit, je ne f a a i  d;ws Ics 
formules fondamentales aucune hypollike sur le rayon, et jc l'y 
désignerai toujours par r. 

19. Au reste, quand u n  calcul a été fait en prenant le rayon 
pour unité, il est toujours facile de modifier les résultats d~ iua- 
iiière qu'ils soient applicables à toute autre supposilion. En c&L, 
tl'aprés ce qui vient d'etre dit, il es1 clair que, dans la secondc b ~ ' -  
pothése, les rapports des sinus, cosinus, etc.', au rayon sont bgaux 
aux sinus, cosirius, etc., de la preniicre ; par conséquent il n'y 
aura qu'A changer dans les résultats do~it  il s'agi1 les qiiaiiliiCs iciics 

sin n tang b 
que sin a, tang b ,  ctc., en --, - , ctc. Pa r  cremplc, sup- 

r r 
posons qu'on ait trouve d'abord entre les ares a et 6 la rclolion 

i-cosa 
hiig O- --- - . ces substilulions donneront 

i+s ina  
eosa ' 9-- 

tang 6 r ---- - 
r sina ' 

If 7 
El en réduisant on aura ,  sans faire aucune hypothèse sur  le 
rayon r ,  
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Surtout on doit bien se garder de croire qu'il existe une longueur 
déterminée qui soit le rayon 1 et uiie autre qui soit le  rayon r, de 
m h e  qu'il y a dr:s distances égales a 1 rnét., 2 met., etc. Lc rayon 
doit toujours rester essentiellement ind6terrniné. -4 la vcrité, cha- 
que ligne trigonométrique d'un angle donné se trouve exprimé par 
des nornbrcs diflGrerils, suivant l'liypolhèse qu'on fait sur le rayon; 
mais ces nombres ont toujours le même 'rapport avec celui qui re- 
présente le rayon, et c'est ce rapport seul qui entre dans les 
calculs. 

Relations d n  lignes trigonornélriluei entre elles. 

20. Les trianglcsce la fig. i font connaître les relations des six 
lignes trigonométriques entre elles. 

a D'abord, le triangle QMP étant rectangle, on a 

m+ OPs=0nT'; 
en second lieu , les triangles semblables OMP, OTA , douneront 

A T : M P : : O A : O P ,  0 T : O M : : O A : O P ;  

et ,  en troisième lieu, les triangles OMQ, OSB, donnent aussi 

BS : RIQ :: 033 : OQ, OS : OM :: OB : OQ. 

~ a i l o n s  l'arc AM=a, le rayon OM=r, puis remplaffins 
les lignes par leurs désignations trigonométriques, savoir r 
MP par sin a ,  OP par cos a, etc. Les cinq relations précedentes 
donneront 

r s ina  r' 
t a n g a z -  [3] séca= - 

COS a ' cosa '  
 COS a r' 

cota=-- [j] cos& a = -. 
sina ' sin a 

L'équation [Il servira à déterminer le sinus au moyen du cosi- 
nus,  ct réciproquement. Si on donne sin a ,  on aura cos a = 
- + -  vrz-sin'a. On obtient deux valeurs égales et de signes con- 
traires parce qu'a un meme sinus, à OQ par exemple, il répond 
deux cosinus OP et OP', égaux et de siluation opposée. 

Les forrnules [2], [3], [9], [SI, font connaître les valeurs de la tao- 
gente, sécante, etc., quand on a les valeurs du sinus et du cosinus. 
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21. Pour présenter une application de ces forniules, prenons l a  
valeur sin 3OU= f r trouvce no 1. Au moyen de cette valeur, il sera 
facile de calculer d'abord le cosinus de 300, et ensuite la tangente, 
la sécante, etc. En remarquant que le complément de 30° est 60°, 
on forme le tableau suivant :. 

r 
sin 3 0 k c o s  60"= - , rv3 

cos 30°= sin 60n= - 
2 2 ' 

4'3 tang3O0= cot GO- - , cot30°=taiigGOo=r V3, 
3 

2 r V J  
séc 5O0=cos6c 60Q= - , cosée 5Oo=sée 60°=2r. 

3 

22. Quoique deduitcs d'une figure, dans laquelle l'arc a est 
'< 90°, les formules du no 20 n'en sont pas moins générales. 
Cela serait évident si l'on ne considérait que les valeurs abso- 
lues des lignes trigonombtriques; car ces ligncs forment toujours 
des triangles rectangles et semblables, dont on peut tirer les 
mémes résultats que dans lc  no cité. En  ayant iigard aux signes des 
lignes , il est clair d'abord que la formule [il ne cesse pas d'avoir 
lieu , puisqu'elle ne contient que des carrCs ; il reste donc a exa- 
miner si les autres formules font toujours prendre a la tangente, 
à la sécante, etc. les signes qui conviennent à leurs positions. 

Dans le premier quadrant, c'est-à-dire de O à 90°, le sinus et le 
cosinus étant positifs, les quatre formulcs donnent des valeurs 
positives, ainsi que cela doit 8tre. Dans le second quadrant, 1~ 
sinns'est positif, le cosinus est ncgatif, et par suile les v;ileiirs de l a  
tangente, de la sécante et de ln cotangente sont négatives, tandis 
que celle de la cosécante reste positive : or la fi,gure montre qu'en 
effet ce sont 1% les signes que doivent avoir ces lignes. Dans le troi- 
siémequadrant, le sinçs e t  l~cosirius sont négatifs : donc les valeurs 
[2] et [ 4 ]  sont positives, tandis que les valeurs [3] et [5] sont néga- 
tives; el c'est ce qui doit avoir lieu d'après la position que pren- 
nent alors lm quatre lignes. Dans lc quatrième quadrant, le sinus 
étant négatif, et le cosinus positif, Ics valeurs 1121, [ 4 ] ,  [5] sont 
négatives, et la valeur [3J est positive : c'est encore ce qui doit 
dtre, d'aprks la figure. 

Au-dclk de 36OU, le sinus et le  cosinus repreniient, pour un  a rc  
quelconque 360" + a,  les rn&mes grandeuis et les memes signes 
que pour l'arc a ;  les quatre formules donneut donc aussi lm 
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44 h ~ l L A k  r~s i~ i l r ,  
u i d i n ~ ~  r ~ e u h l k L  El cihcthenicni iü Lniigcriid, lii &atld, W\.. , 
doivent avoir la memcs valeurs podr l'arc 860i>+d que pue l'tir6 ù, 

Supposons leg arcs riégatif8. Puisque sin (-a)=-sin a, et  qué 
cos (-a) = cos a (1 l), il s'ensuit qu'en changeant le signe de l'arc4 
les .valeurs données par les formule*, pour l a  tangente, la cotan- 

'1 
gente et la cosécante, prennent des signes cotktraires sans changer 
de grandeur, tandis que la sCcanle reste tout h fait la méme. Crs 
résultats sont encore conformes aux iridications de la figure. 

Enfin, à parler rigoureusement, on pourrait craindre que les 
formules ne fussent pas vraies pour les arcs 0, 90°, 1801, etc., 
parce qu'alors les triangles cessent d'exister. Mais il est facile de 
voir qu'elles donuent encore des rksultats qui conviennent à ces 
arcs. Par  exemple, si on fait a =90°, or1 aura sin 90" = r, 
cos = 0 ; par suite tang 90° = P, sec 9011 = ZU, cot 90" = 0 ; 
coséc 90" = r .  Ces v a l e ~ r s  sont en effet celles qu'ou doit avoir. 
Remarquez que la valeur tang 9W = = doit &Ire prise avec le 
signe ambigu 31; car elle est la fois limite des tangentes posi- 
tivcs qu'on obtient en faisant croître l'arc de O à 90°, et limite des 
tatigeriles négatives qu'on obkient en le faisant décroître de i80° à 
!IO0. La meme observation s'applique aux  autres lignes trigouo- 
metriques susceptibles de devenir infinies. 

Concluons maintenant que la généralité des cinq formules n'est 
lirni tee par aucune reslricrtiori. 

23. 11 eùt suffi dc dtimoutrer la gthéralitk des formules [2] ct 
[3] pour en conclure celle de [$] et [ 5 ]  : car celles-ci peuvent 'se 
tirer des prciuikres en y mellaiit 90u - a au lieu de a ,  En g-ené- 
ral, toutes les foisqu'une relation entre les lignes trigonoriiétriques 
aura été demontrée pour toutes. les valeurs possibles des arcs, 
il sera permis d'y remplacer ces arcs par leurs compléments, ce qui 
revient évidemuient à changer les sinus, tangentes, sécantes, en 
cosinus, cotangentes, costicanles; et réciproquement. 

24. Les cinq relalious [ l ]  .... (51 peuvent servir à eu tFouver 
d'autres. Sous  allons faire connaitre les plus renjarquables. 
l0 En ruullipliant entre elles les formules [2] et  141, il vient 

C'est-à-dire que le rayon est moyen proportionnel entre la tan- 
gente et la cotangentm Celte consequerice se déduirait immédiate- 
meut des trianylt% semblables OTA, OSB. 
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2"a formule [2] donno 

r'sin'a r'(sjnga-/- poç'n) 
r'-+tans'~z-r'+-=: - 

cos '66 cosSn - 

Pl )if tang2n= sec'a , 
formule Cvidente dans le triangle rectangle OTA. 0 1 1  trouve d'una 
manière analogue cette autre formule 

laquclle résulte iminédiatemcnt de la préckiente en mettant 90"-u 
au lieu de a. 

30 Des formules [3] ct [:,] on tire 

1 C O S B  1 -- sin a - 
sec a- r2 ' cosécn P ' 

par soite, cn ajoutant les carres et remarquant que cos2a+sin'it 
=r7, on ü 

1 1 - 1 -+- -7. stc a ~ o s ~ c ,  a 

25. En génEral, une quelconque des six lignes trigoiiométriqucs 
étant donnée, les cinq relations (11, [2], [3], [ 4 ] ,  [ 5 ]  serviront à 
connaître l ~ s  cinq autres lignes : il n'y aura pour crla, qu'une 
simple résolution ci'éqüalions elfectuer. 

Pa r  exemple, si on veut troiivcr le sinus e t  le cosinus an  moyen 
de la tangente, i l  faut prendre les équations [ f ]  et [2], savoir : 

et en tirer les valeurs de sin a et de cos a. La seconde donne 
r2 s i d a  = tang7n cosYa; puis, au moyen de la première, on ohticnt 
facilement 

Le double signe 4 apprend qu'il existe deux sinus et deux cosinus 
égaux et o~~posés,  qui répondent a une meme tangrilte ; ct c'est auss 

2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



18 PREYIÈRE PARTIE. 

ce que montre la figure. I l  faut avoir bien soin de prendre les signes 
supérieurs ensemble, et les signes infkrieurs ensemble : autrement 

r s i n a  - 
on ne retrouverait pas - -tanga. 

COS a 

F o r r n u l e u r  trouver l e  sinus e l  le cosinus de a + L et de a-b .  

26. La question à résoudre est celle-ci : Connaissant les sinus et 
.?es cosinus de  deux arcs a et b , trouver le sinus et le cosinus de 
leur  sornnze et de  leur dzfirenc<. 

Soient (Gg. 4) les arcs -4B=a et BC=BD = b  : menez l a  corde 
CL) et le rayon OB qui la coupe ptqcndiciilaircment en son milieu 
Q ;  menez aussi le rayon OA ainsi que lcs perpendiculaires BP , 
CK , DS. On aura  

BP = sin a, OP=cos a, CQ= sin b , OQ=cos b , 
AC = a+b, CR=sin (a f O), OR=cos (a f li) , 
AD = a-b, DS=sin (*O), OS =cos (a-O). 

Tirez encore QE perpendiculaire à OA, et QF, DG , paralléles à 
OA. Les triangles CQP , QDG seront égaux , comme ayant les 
angles égaux et Ic cbté QC égal à QD; donc DG = QF et GQ = 
CF. Cela posé, on a évidemment 

sin (a+b) = CR= FR-+ CF = QE + C F ,  
cos (n+b) = OR= OE - ER = OE - QF , 
sin (a-6) = DS = QE - QG = QE - CP , 
cos (a-0) = OS = OE +DG = OE + QF. 

Le triangle OBI? cst semblable à OQE , à cause des paralldcs BP, 
QE ; et il l'est aussi i CQF, a cause des cûtés perpendiculaires. P a r  
conséquent on a 

Q E :  BP :: OQ : O B  ou QE :s in a :: cosb: r, 
OE : OP :: OQ : 013 ou OE   COS^ :: cosb:r ,  
CF : OP :: CQ : O R  ou CF : c o s a  :: s i n b  : r ,  
QF : BP :: CQ :OB ou QF: s i n a  :: s i n 6 : r .  

Dr: ctls proportions on d6duit 

sin n cos Ii cos a cos O 
QE = OF= 

r I' 

cos n sin O s ina sinb 
CF = QF= 

r ' r ' 
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et en substituant ccs valeurs dans sin (a+b), etc., il vient 
s ina  cos O+cosa sinO 

PI sin (a + 0) = r 7 

cosa cos b-sina sin b 
PI COS,@+ 6) = r 9 

sina cos l-cosa sin O 
i31 sin (a- b)  = r ,  7 

i, 
cosn cosG+sina sinb 

FI cos@-b) = 
4 

27. La figure dont on s'est srrvi semble attacher certaines restrio 
tions a ces formules ; car elle suppose q e a et b sont des arcs B positifs, que la somme a+ O est <90n, et  naCrne que a,snrpasse b 
dans les formules relaiivrs i a - 1i. A la &ité on peut modifier 
facilement les constructions pour les autres s s  ; mais ces cas sont 
nombreux, et il serait peu commode de recoI aPtce par ce procedé 
si les formules sont générales. Le suivant est \ p 'férable. 
10 La restriction a) O peut être Ccartee des formules [3] et [ h l .  

En effet, quand a est moindre que O ,  on sait ( i i )  qu'on a 
sin (a-G) = - sin (b-a) et cos (a-6) = cos (b-a) . 

Nais,  b Ctant plus grand que a , on peut obtenir sin (6-a) et 
cos (6-a) par les formules [3] et [4], en y changeant a en O et b 
eu a : or il est évident qu'alors la prcmii:re change sedernelit 
de signe, tandis que la seconde reste la méme; donc on aura en- 
core, pour sin (a-Ii) et cos (a-b), lcs mêmes formules que dans 
le cas où a est plus grand que Ir. Ainsi, cns quatre forniules ont 
lien dans tous les cas ou n et 6 sont positifs et font une somme 
a+ b (90" par conséquent il est permis d'y supposer 2i chacun 
de ces arcs telles valeurs qu'on voudra entre O et 43". s 

2' Comme les formules relatives à la diffbrence a-0 peuvent 
se déduire de celles qui expriment sin (a+b) et cos (a+6), en  
changeant b en-1, i l  s'ensuit que les formules[i] et [2] sont vraies 
pour toutes les valeurs de a rnlre O et 45', et pour toutes les 
valeurs de b entre -45" et  +45". O r  je dis que ces mêmes 
formules conviennent aussi aux valeurs négatives de a ,  prises 
de O h -&jO. 

Supposons que a soit ( 6 5 0 ,  et faisons a=-a, on aura 
sin (a+G) - sin (-a+O) = - sin (a-b), 

COS (a+b) =COS (-a+D) =;COS (a-0). 
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nxrs a et-L sont dans les limites p u r  l q i i e l l e  la formules 
[i] P L  [2] s m t  déiiioiitrées ; donc 

Puisquea=-a,on a ( 1 i ) s i n  a=-s ina ,  c o s a = c o s n ;  c tpa r  
suilc ces formules reviennent aux formules [Il et [.2]. 

3" Mainitrnant dbmontrons qu'on peut,  dans les forrnulcs [Il 
ct [2], r e c u l ~ r  indéfinim~rit lm limiles positivrs (4 négatives dan 
et O .  Faisons a= 90°+a, a étant un arc quelconque entre -45" 
ct +W :Qn aura, en prenant les compléments, 

cos (a f  O)=cos(9O3$.o:+b) =sin(-a-O)=-sin(a-/-b) 

- -sin a cosb - cos a sin O - - 
r 

Mais, par des réductions connues on a 

donc O; peut remplacer cos v. par sin a ,  et sin a par - cos a ,  cc 
qui ramkne encore aux formules [l] et [2]. Or, en prenant R entre 
-450 et +%Sn, l'arc 90n+a, ou a, passe par toutes les grandeurs 
drpuis 450 jusqu'à 1350 ; donc la limite positive dc II est reculhe 
jusqu'i 135". En r6petar.t le n l h e  raisonncmcnt , il est évident 
qUe celle limite peut crrcore etre reculée de 90" ; et ainsi de suite à 
l'infini. 

La dhonst ra t ion  qui a 6té faite plus haut (Tl),  pour prouver quc 
les forn~ules [Il et [2] étant vraies pour les valeurs positives dc a 
moindres que 45" le  sont aussi pour les mêmes valeurs priscs nU- 
gativement, peut évidcmmerit s'appliquer au cas où la limite posi- 
tive de n serait differentc dc 45". Donc, puisqu'on vient de recon- 
naître qu%llcs sont vraies poitr  toules les valeurs positives de a, 
elles l e  sont aussi pour toutils l m  vn!curs nkgativcs. 

Quant a l'arc O, i l  es1 fividcnt qu'il se prete a u x  mêmcs raison- 
nw-irnts que a, et qu'on peut aussi daigner à l'infini chnriine de 
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TRIGONOMETRIE. 31 

ses limites. Donc ciifiri les formules [Il et [Il, et par cotiséquent 
les formules [3] et [&], sont démontrces pour toutes Ics valcurs 
dcs nrcs a et b. 

Furmules pour la mulliplication et la division des arcs. 

28. Désormais je supposerai tanjours le rayon r= 1, de sorte 
que lcs sinus, cosinus, etc., ne devrout plus etre coiisidér8s que 
cornini? de simples rapports, ainsi qu'on l'a expliqui! no 18. P a r  
cctte li~rpothése, les formules des n090 et 'G, deviennent 

sin a COS a 
fang a=- cota= -y. 

COS a' sin a' 
1 1 

sec n = -- - COSCC n= 
L U S I L  sin a' . 

sin ( a t l ) = s i n a c o s  6 &cosa sin I> ; 
cos ( ~ ~ ~ O ) = ~ 0 s a ~ 0 ~ 1 > ~ s i n u s i n  b .  

29. Cela posS, dniis le3 cripressions de sin (a+ l )  et cos ( a - t h )  
faisons k a ,  iivient 

sin 2a = 3 sin a cos a, 
COS 2a = cos2a-sinla : 

formules qui servent à calculcr le sinus et le cosinus du double 
d'rin arc, quand on corinaït le sinus el le cosinus de cet arc. 

30. Soit fait L=2a, les mémes expressions donnent d'abord 

sin 3a=sin a cos 2a + COS sin 2a, 
COS 3a = cos a cos 2a -siil n sin 2n ; 

puis, cn reniplar.ant sin 2n ct cos 2a  par leurs valeurs, et simpli- 
fiant les résultats au moyen de la relntioii sin'a+cosaa = 1 , on 
obticnt 

CS] siii 3a=3 siua-4 s in2a ,  
141 cos 3n=&cos3n-3 cos a .  

En coritinuant de la m h e  mailibre on s'élcvera aux multiples 
4n, 5 2 ,  etc. Au reste, il existe, pour la mri l t~ l i cn t i on  des arcs,  

des foïrnules génhï:lrs qii'on trouvera dans'le chapitre III. 
3 1. Occupons-nous maiulenant des formulcs relatives la divi- 

~ L O I L  cles nrcs, et suppobons d'abord qu'on veuille trouver le sinus 
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et le  cosinus de la moitié d'un arc. Changeons a en f a dans les 
formules [Il et [2], elles donneront 

et d'ailleurs on a aussi 

171 cos' In f sin' : a=i . 
Si on donne cos a ,  il n'y a qu'a résoudre les équations [ G ]  et [7]. 

Or, en retranchant la première de la seconde, et ensuite en l'ajou- 
tant, i l  vient facilement 

Tellcs sont donc les formiilcs qui servent àcalciiler sin; a et cos f a 
quand on connaît cos a. Sur quoi il faut observer que le radical doit 
&tre considéré comme portant avec lui le signe t. 

La rqison pour laqii~llr, on oblicnt ainsi deux valcurs, i?gnlcs et 
de signes opposés, pour chacune des inconuucs sin; a et cos : a; est . 
facile à trouver. Remarqucz d'ahord que ce n'estpas l'arc a lui- 
meme qui entre dans ces valeurs, mais seiilemcnt son cosinus; dc 
sorte qu'elles doivent donner en meme temps le sinus et le cosinus 
de la moitié de tous les arcsqui ont même cosinus. D'après le no 15, 
ces arcs sont fournis par la îormule 

dans laquclle on dbsigne par z le plus petit arc positif correspou- 
dant au cosinus donne, par II la dcmi-circonférence, et par k un 
uombre entier quelconque, positif ou rigatif. 011 doit donc trouver, 
pour sin a et cos t a, les valeurs comprises dans 

s i n ( k ~ t ; a )  et ~ s ( k J I + ; a ) .  

Si k est pair, kH sera un multiple de 360" ; on pourra le  suppri- 
mer sans altérer ni le sinus ni le cosinus ( I O ) ,  et il viendra 

Si k est impair, on supprimera encore k H  f mais il faudra changer 
los signes du sinus et du cosinus (10) : on aura 
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On voit donc qu'on devait avoir en effet deux valeurs égales et dc 
signes contraires pour sin + a  ; et dc même pour cos f a. 

32. Si on donnait le sinus au lieu du cosinus, il suffirait dc 

remplacer dans Ics forrnulcs [8] cos a par sa valeur L/i -sin3 a ; 
et comme ce nouveau radical porte aussi avec lui le double 
signe I ,  on aurait quatre v'aleurs pour chacone des inconnues 
sin +a ct cos t a. 

Mais on peut obtenir ces valeurs sons une autre forme. Repre- 
nons les équations [5] et [y] 

2sinf a c o s ~ a = s i n a ,  
cosn;af s i n a i a = l  ; 

et tirons-en les valeurs dc sin :a et cos f a .  En ajoutant d'abord 
la prcmiére à la deuxième, ct en la retranchant ensuite, puis en 
extrayant l a  racine carrée, i l  vient - 

cosfa+sin:a= Vif sïna,  

c o s t a - s i n ~ a = V i - s i n a  : 

d'ou l'on déduit facilement les valeurs cherchées, 

191 sin f a=f VI + sin a-+VI-sina, - 
r io ]  cos f a=+ V l + s i ~ i a + t v i - s i n a .  

A cause dcs deux radicaux, chacune de ces expressions a 
quatre valeurs. Pour démontrer &priori que cela doit &tre ainsi, on 
observe qu'elles doivent donrier le s inw et le cosiuiis de l a  moiLi6 
de tous les arcs qui ont le même sinus : or (14) ces arcs résultent 
des formules 

x = 2 k H + c r ,  x = ( 2 k i - l ) I I - a ;  

donc les expressions de sin f a  et cos f a  doivent donner le sinus 
et le cosinus des arcs représentés par 

k H + t  a et (k+f)  H- f a. 

Mais 'on peut snpprimer kH , en ayant soin de canserver ou de 
changer les signes du sinus et du cosinus selon que k est pair ou 
impair. Par conséquent on doit avoir pour sin : a ,  et  a u ~ s i  pour 
cos f a, quatre valeurs, savoir : 

s i n f a = i t s i n f a  et sinta=-Fsin(;H-:z); 
c o s ~ a = - + c o s ~ ~  et c o s ~ a = ~ c o ~ [ ~ H - ~ a ) .  

On voit de plus qu'elles sont égales dcnx a deux, et de signes 
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'contraires. Si cc =9O0, on a ;o. = 4.50, : H  - $a===&" ; et les 
qualrc, valeurs se réduisent à deux. 

Unc autre remarque se présente encore. Puisque 11 représente 
180°, il s'ensuit que les deux arcs : LT et ; LI - ,r sont cumplé- 
ments l 'un de l'autre, et par suite les valeurs précédentes peuvent 

, étre présentées ainsi : 
s i n : a = + s i n f u ,  sin : a = 4 c o s  ju ;  
COS f a = 31 cos U, COS ;a= f sinru. 

C'est-à-direque les valeurs de sin f a sont les mêmes que celles de 
cos f a ; et c'est ce qu'indiquent aussi les formules [9] et  [IO]. 

Il reste maintenant une dificirlti: à éclaircir : c'& de savoir 
comment, Iorsqu'on connaît i'arc a et son sinus, .on peut discer- 
lier celle des quatre déterminations qu'il faut choisir pour sin f a 
ou pour cos f a : car on comprend bien qu'il ne doit y en avoir 
qu'une seule. Afin d'abréger, ne considérons que sin ; n ; en pre- 
naiit les radicaux avec letirs différcnls signes, lesquatre valeurs 
peuvent s'ccrirc ainsi 

sin: a = -t+(vi+sina-VI-sin a), 
-- 

sin:a=+-f (V.i+sioa+ VI-sin a).  

D'abord i l  est kvidcnt que les deux preaihres sont égales ct de 
signes contraires; et il en est de même des deux dernières. Ensuite, 
si on fait le carre des unes, on le trouve < i ,  tandis que celui 
des autres est > 3 : o r ,  on sail (S) qiie sin'45O = cos' 4.5" = :- ; 
donc, abstraclian faite des signes , les deux premikres valeurs sont 
moindres que sin 950, e t  les deux dernières sont plus grandes. 

Mais, d'un autre cbté, quand un arc est donné, il est toujours 
facile de déterminer &priori si le sinus de sa moitié est positif ou  
négatif, et s'il doil être moindre ou plus grand que celui de 45".  
Ainsi toute indéLermiiiaticin cessera. Les mêmes raisonnenmits 
s'appliquent au cosinus. 

P a r  exemp!c , soit a (90" ; sin : a devra être positil el moindre 
ques in  4P ; cos f u dcvia etre positif aussi, mais plus graud que 
cos 450 : donc il faudra prendre les valeurs [9] et [iO] avec les signes 
qui  y sont en évidence. 

Ccs forniules sont, comme on le voit, appropriées aux cas des 
arcs moindres que 90°. On a le meme soin à l'égard de toutes les 
formules trigonométriques, parce qiie ces cas sont en effet les 
plus ordinaires. 
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33. Passons à l a  trisection des arcs. En cliaaigeaiit n eu f a ,  les 
formules [3] et [&] du nu 30 donneut 

sin u = 3 siil a - 4 siu3' n ,  

cos a = 4 cos3;a-3 cos 4 a. 

Supposons, par exemple, qu'on donne cos a ,  et qu'on demande 
COS Su : on posera cos a= b, cos +a = z ,  et la scconde équation 
deviendra 

il1] z 3 - ~ z - ~ O = O .  
Telle est donc l'équation qu'il faut résoudrc pour avoir cos f a. 
Sans entrer dans aucun delail dlal;èbre, jeme contenterai de mon- 
lrcr 8 priori que st:s trois racines sont r$elles. 

C'cst ici un cosinus qui est donne, et la foriliule des arcs corrcs- 
pondant à cc cosinus est 2 k I I I x  (15) ; donc l'équation [i 11 a pour 
racinrs toutes Ics valcurs comprises dans l'e~pressiori 

Lc nouibre eiiticr K ne Peut avoir qu'une des trois formes 3n, 
3 + l ,  3n-1 CL élant aussi un nombre entier) : faisons donc succes- 
sivement h=31~, k=3fz+ 1, k=3n-1. 11 vient, cn supprimant les 
circonfkrences inutiles, 

Lcs deiix dernières valenrs sont lcs memes que lcs deux prbck- 
deiilcs ; ainsi il y a en tout trois valeurs diffbrentes, savoir : 

a 

Y' 
Toutefois, il pitut se faire que deux de ces valeurs soient égales 
entre elles : par exemple, la première est égalc la troisième 
quand u=II .  

Iious n'ciitrcrons pas dans de plus longs ddveloppcrncnls sur la 
division des arcs : ceux qui pr6cèdent niontrcrit osscz la marclie à 
suivre dniis cc çenrc dcqiicstion.;. 
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Formiiles relative8 aux tangentes. 

34. Proposons-nous d'abord de trouver la tangence de la somme 
O U  de la d~$Zrence de d c i ~ . ~  arcs, quaru? on connaît les tangentes 
deices deux arcs. 

D'après la relation établie no 20 entre Ic sinus, le cosinus et la 
tangente, on a d'abord 

puis, en remplapnt sin (a+U) et COS (a+) par leurs valeurs [ B I ,  
il vient 

s indtos  b$cosasinb 
tang (a+b)= 

:os aco9 b -sin a sin LI' 

Pour n'avoir que des tangentes, divisons le numérateur et le déno- 
minateur par cos a cos b, on aura 

sin a sin b 
- C -  
cos a I COS U 

tang (a+U) = 
s inasinb '  

sin f i  sin b 
Mais - =fang a et -=tans O ; donc 

COS a cos b 

tang a + tang b 
tang (a+b) = 

l-tangutangb' 

Par  un calcul tout à fait scmblablc, on trouvera, pour la diffk- 
rence Qcs arcs, 

tang a-tang b 
tang (a-O)= 

l+tang a tangb' 

35. Soit k a ,  on aura, pour la duplication des arcs, 

En faisant b=2n, on trouverait tang 3a ; et ainsi de suite. 
36. Déterminons tang ; a en fonction de tang a. En changeant a 

en : a, la dernière formule donne l'équation 

2 lang :a - - tang a, 
1 -tarig3f a 
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qui revient 5 cette Bquation du second degré 

2 
Aang'; a + - tangtu-1 = O .  

tang a 

De cellé-ci on tire 

1 
tang: a= - (-1 z!z v1+tarig1a). 

tang a 

L'équation [hl ayant pour dernier t'erme -1, on cst sûr, sans 
la résoudre, que les deux valeurs de tang f a  ont pour produit - 1; 
donc, si AT et AT' (@p. 5) sou1 ces valeurs dans la situation qui 
convient à leurs signes, on doit avqir ATXAT'=O~'- Ainsi 
OA est une moyenne proportionnelle entre AT et Al". De là il 
suit qnc l'angle TOT' est droit, o u ,  ce qui est la même those, 
que l'arc MN' est égal. a 90°. 

I l  serai6 d'ailleurs facileu de faire voir, d'après la nature 
meme de la question, gourquoi tang + a a deux valeurs et n'en 
a que deux. Mais je laisse au lecteur cct exercice, qui ne saurait 
offrir aucune dificulté après tout ce qui a été dit plus haut 
ilans des bas analogues. 

37. On rencontre assez souvent les formules suivantes : 

sin a 
-a= tan, : 

i + c o ç a y  

1-cosa 
tang f a = 

s i n a  . 
Elles se déduisent facilement de formules d6jà connues. 11 est clair 
en effet qu'on a 

siu f n cos f a sin a 
tang f a =  - - 

cosl:a l + c o s a  

sin1 t a - 1 - cos a 
tang f a =  

s i n : a c o s t u -  , sin a 
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De quelques autres forrnulrs fréqurrninml cinployi.es. 

38. lm formules du no 28, qui erprinient le sinus et le cosinus 
de la somme a+ b et de la diiïérezice a-.b, conduisent à un 
grand nombre de formules dont les astronomes fopt un usage 
presque continuel. J c  mc bornerai à rapporter ici sculcmciit les 
principalcs. 

E n  combinant ces formules par addition et soustraction, on en 
tire cclles-ci : 

2 siri a cos b =sin (n+G)+sin(a-L), 
2 cos a sin b=sin (a+b)-sin(n-b), 
'3 COS n COS 6=cos (a-b)+cos(a+b), 
2 sin a sin 1i = cos (a-0)-cos(a+b) . 

"Ellcs pruvcnt servir à transformer l e  produit d'un anus  par uu 
cnsiiius, ou bien celui de deux cosinus cnire eux, ou hirn cncorc 
celui de jeux sinus, en une somme ou  une difference de deux lignes 
trigonomhtriqucs. 

39. Dksignons par p et q deux arcs quclconqiirs , ct faisons 
a+b=p, a-b=y : on aura a=f(p+y), b=:(p-ql. En metlant 
ces valeursdans les formules précédentes, et  changeant l'ordre des 
membres, il vient : 

sin pf sin q=2 sinf(pf y) cos: (p-y), 
sin p-sin q=2cos;(pf y) sirif @-y), 
cos pfcos 9-2 cos;(pfq)cosf @-q;, 
cos y-ws y=2 siii:(p+y) sin:@-21, 

forG~u!t:s qui  sont d'un usage fréquent, surtout dans le calcul 
logarithmique, pour changer une somme ou une diffkence cn 
un produit. 

40. Enfin, par Iri divisiou, et en observant en général quc 

sin A -- 1 
-tangA =- 

cos A col A '  

les dernières formules donnent les suivantes, rpi font d'un usago 
non moins fré<Iuent : 
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sinp - sin7 sin ' (p-q) - - - tang ; ((1-y), 
cosp +cosg-cos 1 (y-y) 
sinp-sing - cos;(p+y) . 

- = col z' i'p+y;, 
cosy-cosp siu i (p+y) 
cosy +cos y - cos : @+y] cos f (p-q) - cot 5 (PST) 
__I__pL- - 
COSI -coSp sin f @+y) sin ; (p-7) - faiig 5 (p-y)' 

Parmi ces formules on remarque particulièrenient la preiriiérc, 
qu'on peut énoncer en ces termes : la sonzrne d e s  s inus  de deux 
arcs est à la dif i remce d e  ces nzirnes s inus ,  comme la tmzçeii te d e  
la dertzz-sornriie des 0.rc.s est  ci la tulrgenle de leur derlzi-d~flirerrce, 

4 1 .  En étudiant Irs auteurs, on rencontre quelquefois des trnris- 
formations trigonométriques dont on n'aprrcoit pas l'origine. Le 
mieux est alors de -se borner à les vérifier, ce q u i  ne p u t  jamriis 
offrir de difficulté. Par exemple, pour vérifier la relation 

sin (afb] sin :&-O) = sin'n -sin'b, 

je remplacerai d'aqord sin ( a f b ]  et sin (a-b] par Icurs valeurs 
(28), et j'aurai 

sin (a+b) sin (a-b) = sin'rz cnsPI>- cos7a sin'b ; 

puis à la place de cos'n et cos'6, je subsfituei-ai encore 1 -- sin'a 
et i - siu'b. Aprés que les réductioiis auront été effectuées, ou 
trouvera I'Çgalité proposCr:. 

S'il s'agissait de cette autre relation. 

sin I n  
je metirais pour fang f a  sa vdeur - - et le  second mcmbrc 

COS ;a' 

deviendrait 
COS' f a - sina a 
cos' ; a-j-sin' f n ' 

3r, on sait ( ri"' 20 et 29 ) qur cos'f n+sin':n = 1, rt que 
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cos2 : a - sin' ta = cos a ;. par conséqncnt l'expression précé- 
denle se rkdui t Ir cos a ,  et c'cst ce qu'il fallait démontrer. 

Voici encore plusieurs transformations que je propose comme 
exercices : 

cos (a f 6) cos (a -4) = cos2 a- siu'b , 
I + tang a 

tang (450+a) = 
1-tanga' 
1 

COS a = 
1 + tang a tangf a' 

sin (a+D) 
tanga+tang b= 

eos acos b ' 
tang a+ tang L + tang c = tang a tang b fang c. 

La derniérc formule suppose que a+b+e= 180°, et elle prouve 
qu'onpeut choisir d'une infinité d e  m a n i b e s  trois yuantités telles 
p e  leur somme soit égale  à l eurprodui t .  

Démonstrations ~eomL:lr iques des formules trouvées préc ldemmenl .  

42. Le lecteur a sans doute remarque qu'après avoir établi au 
moyen de la géométrie les formules d u  sinus et du cosinus des 
arcs a + O et a - O, j'ai ernploy6 le ca l cg  algehrique pour en dé- 
duire toutes les autres. De là résulte que, les premières ayant été 
démontrées vraies pour tous les arcs possibles , les derniéres 
ne peuvent mauqucr d'avoir le niCrne degré de genéralitc; et 
c'cst la l e  caractère essentiel des methodes aqalytiques. Au con- 
traire, en se semant des constructioiis gitomélriqucs, il y a tou- 
jours licu de craindre que les conséqucnces ne conviennent qu'aux 
seuls cas représentés daus les ligures : cependant, comme elles ont 
l'avantage de rendre la vkrilé plus sensible, je vais démontrer par 
cette voie les principaux résultats obtenus précédemment. 

4.3. Le sinus et le C O S I I L U S  d 'ur~  arc étant donnés, trouoet. le 
sinus et le cosi~zus d e  l 'arc  double. 

Soit (fig. 6 )  l'arc AB= BC = a, et faisons les constrnctions telles 
que les indique la figure : on a 

sin a=-@, cos a=0& sin 2a=CQ=ZPH, 
cos 2a=OQ=OH-QH=OII-AH. 

Le triangle rectangle OPA donne 
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TRIGONOMETRIE. 3 1 

par cons6qnent, en remplaçant les diffbrentes lignes par leurs 
désignations trigonométriques, et faisant le rayon OA= 1 , i l  
vient 

s in2n=2PH=2sin a c o s a ,  
cos 2a= OH - AH=cos2a -sin2a. 

Ce sont les formnIes [Il et [2] du nu 29. 
44. Etunt donné cos a, trouver sin ; n et cos a. 
Prenez i'arc AC = a (Eg. 7) , menez C P  perpendiculaire au 

diamèlre AB, puis tirez les cordes AC et BC , ainsi que les deux 
rayons OD et OE qui les coupent perpendiculairement en leurs 
milieux. En supposant toujours OA = 1, on aura O P  - cos a, 
AP=l-cos  a ,  B P = l + c o s u ,  A C = 2 s i n ~ u , U C = 2 c o s ~ a .  
Or, chacone des cordes est moyenne proportionnelle entre le dia- 
mètre et le segment adjacent ; donc . 

De la on tire les formules connues (31) 

sin f a = 1 +cos a 
cor t \/=I 

45. Le sinus et le cosinus d 'un a r c  d a n t  doanEs, trouver Ce 
sinus et le cosinus de  I'arc triple. 

Considcrons la fig. 8, dans laquelle le rayon OB = 1 et I'arc 
AB =BC = CL) =a. Lc triarigle isuscèle BO11 est semblable à 
EDF : car l'angle OBD est commun, et l'angle BDF, qui a pour 
mesure ;BAE ou BCD, est égal A BOD. On a donc 

UV : BD :: BD : OU d'où BF = 4sin2a: 

Menez PG paral1P:le à BF : on a PG = BF = 4 sin1 a, et les Man- 
gles semblables QGP, OBP, donnent 

. QG : BP :: PG ' OB d'où QG = 4sin3a; 
PQ : OP :: YG : OB d'où PQ = 4sin2u w s  a .  

Mais on a 
sin 3a = I)Q =DF + FG-QG 

=BD +BP-QG= 3s ina-QG,  
cos 3a=OQ =OP-PQ= w s a - P Q ;  
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33 P K E R I I ~ R R  PARTIE. 

donc, en subslituant les valeurs qui  viennent d!&e trouvées pour 
QG et PQ, il viendra 

sin 3a ri 3sinn - 4 sin3&, 
cos 3a 2 COS u - $ sin2 n Cos a. 

La premikrr de ces dcux caprcssions n'est autre que la formule 
1131 da no 30 ; et. cn remplacant sin2 a par 1 -cos%, l a  seconde 
devient la formule [&]. 

46 .  Rtm~t don?zées Zrs tnngentcs d e  dersx arcs, trouver la tan. 
gen te  d e  leur somme et celle de leur difirence. 

Soient (Gg. 9 )  O h  = i ,  AIS = a,  BC= U : aux extrémités des 
rayons OA et OB je mène lcs langentcs AT et BS que je termine 
comme l'indique la figure, et j'abnisse SEI perpendiculaire sur 
OA Par  i'énoncé on donne BR = tang a ,  BS = tang 6 ; et il faut 
cherchcr AT = tang ( a + 6 ). 

A cause des triangles semblables OAT, OHS, on a 

AT SH S 1% 
OA=oH d'ou ' tang (a+D)= - 

OH' 

On déduit SH des triangles semblables SHR et OBK , Icsqur:ls 
donnent 

Pour trouver OU, on observera que, d'après un théorème connu, 
l'on a - - ~F=~K'+os'-~~R X OH. 
Mais - JK==(BR+us)'=E+G+zBR x BS; 

donc 

HK' + L ~ S ' + ~ B R ~ E S = O K ' + O ~ ' - ~ O R X O H .  

,- 

= 208'- BRR X BS= 2 -2 fang a king O ; 

par consi.qucnt 
i -1ang a tang U 

OH = 
OR 
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T R I G O N O X K ~ R I G .  33 

Beriiplacons, dans tang ( n f b ) ,  SI1 e t  OH par leurs valcurs, e t  
on  trouve la formule connue ( 3 4 ) .  

tang a +tang 6 
fang (n+6) = 

1-tangatang b'. 

On obtient a w c  la menle facilité la valcur de lang [a-6). il 
faut  alors emp!oynr la fig. 10,  dans laqiicllc l 'arc AC =a'-b; e t  
l'on voit sur-le-champ que les memes calculs ont encore lieu diins 
ce cas. Seulement i l  a r r ive  que  R S  étant égal à tariç a - lang 6, 
le  second tcrinc des ni i rnkatcurs  de SH et  de 011 ch;ingc d c  signe : 
de sorlc qu'on a 

tang a- tan9 O 
tang (a-l) = 

1 + tang &ia:ig O' 

47. Démorztrer par la géonaitrie lesformules  

sin y +sin q = 2  sin @+y) cos: (y-y), 
sirip -siri q =2 cos (p f g) siii f (p-g;  , 

Ayant pris ( fig. 11 ) AB =p et AC = y, tirez l a  corde BC ct le  
rayon OD qui la c o u p  pcrpc~ridiculairemciit en son milieu 15; abais- 
sclz sur  UA les perpendiculaires BP, Co, DR, EP; puis menez L'Ç 
paraIlde à OA. D'aprés la constructiori meme, on a 

s i n p  + sin q sin p -sin g 
B P = s i n p ,  CQ =sin g ,  E F =  , JIG = 

2 B 9 

A D = ;  [ p f  y ) ,  D R = s i n ;  (p+q), O R = c o s  t ( p f  y!, 

BD = f ( p - g ) ,  BE = sin t (p-q), OE = cos f (p-q) .  

Mais les triangles semblables ODR, OEF, RGE, d o r i n ~ n t  

d'où EF = BR x OE OR X BE 
OD et  BGt- - - -  

0ü . 
E n  rernplacant les difïcrenteslignes par  leurs val:wrs, doiiblant ces 
expmssions , e t  faisant le  rayon OD = 1 , or, oblient les fi,rrnulrs 
dont il s'agit. 

Les mêmes triangles donnent aussi l r s  valeurs de c o s p  + cosy 
et de cos y -eosp. 

3 
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34 P R E M I O H E  PARTIE. 

48 ,  ~ e r ? z o ~ z t r e r ~ e ' o r n é t r i ~ u e n z e ~ ~ t  rjue la somnze des sinus d e  deux 
arcs est ù la d i f h n c e  de ces sirrus, cornnrc la tangenLe dcla demi- 

L I  erzce. sonune des cieux arcs es t  a In t a r ~ g e ~ ~ t e  de leur d e m i - d i p  - 
Pailrs ( fig. 1 2  ) la meinc co::slructiori que préccideiiiment ; de 

plus! mmez ail point 1) In tarigcwte ST que vous tcrrnincrcz cil S 
et en T sur les rayons prolorigés 08 et OB ; proloiigez aussi BC 
jusqu'en II. Cela posé, à cause des paralleles, on 3 

Mais on a S F = s i n p  -+ sirig,2l'iG= sin p - siri q ,  I)S=tang DA= 
tarig i (p+q), DT= tang DB = tang : ( p - 7 )  ; par consequent , 

s i i i p + s i n ~  - lang f ( p f  q . 
., - 

sinp -siii p Lang ; (p-2)' 
c'est ce qu'il fallait demontrer. 

CHAPITRE II. 

'FABLES TIII t iO1OYtTIi IQI:ES ET RESOLUTION I J K S  THIAMGLES. 

49 .  Pour qu'il y ait iiric: véritable utilitb a rem;~lac:er lm anglcs 
et les arcr par lcs sirius, cosinus, etc . .  i l  faut ,  quand l'arc cst 
donrio, qu'on puisse connai tre les nonibres qui c:.rprimerit ces 
q ~ ~ ~ i t i l é s ,  e t  réciproqilen:erit. Or, le oieilleur uioyen d'atteindfe 
ce but est de foriiirr des tüblrs daris l~:sqiir:llcs ccs nciiribrcs SC trou- 
vent bits a c6té des arcs aüsilucls ils corrcspondeiit. En consé- 
quence, je vais enscigncr à calculer les sinus, cosinus, etc., pour 
tous les arcs de  10" en 10", dans la division ailcienne. Cette loi 
est ccllc suivant laqiiellc les arcs se succèdcrit dans les TaIil(:s de 
CALL~T.  Je  ne parle ici que de l'ancieiine division ; si l'on adoptait 
l a  nouvelle, la marche qui va etre tracée serait encore applicable. 
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T R I G O ~ O ~ I E T R I E .  3.5 

Cherchons d'abord le sinus de 10". A cet CM, rapp:l~ilnç q ~ i o  
le rapport de la circoiifCrcncc au diamélrc est 

ir=3,14159 213535 89793 .... 
Qumid le rayon est pris pour unité, la  deii~i-circorif&r~~~~cc CE! tlow 
égaIc à Z ;  et conme i l  y a 648C00 secondes dans 18W, or1 aura , 
cil partics du rayon, - 

Or, un très-petit arc étant a fort peu prks égal k son sinus, le iiom- 
bre ci-dessus pciit Ctre regard6 cornuie uiie valcar très-appro.:liée 
tic sin 10". Mais ci:r:i d(iiniintlc qut~lqui?s tlikeloppenimts. 

50. D'abord je vais démoiitrcr qür dans lepremier rjrindrnnt w r .  
arc est plus grami! gzre son sinus et rnoirulre pue sa,iongelzte. 

Soient (fia. 12) AP le siuus d? l 'arc AJJ, et AT la tançciilr, : 
pliez la figure auloiir de OT, et çuppiscz (pie Ic p o i ~ t h  vicnce en C. 
On aura arc AC > corde AC, et  par suite arc AU > AP ; doric 
l ' x c  est plris grand que le sinus. On a aussi arc AC (AT + CT ; 
dont: AU <Aï'; donc l'arc cst rnoiiidrc q!ie la tangente. 

fang a u 
De i i  il suit que si - diffère très-$eu de 1, le rapport _- 

s ina  sin a 

cn diaTércra moins encore. 
51. En second lieu, je dis que si l'on fuit décroître ~ L I Z  arc jus -  

Q I L ' ~  ziro, l e  rapport de cet arc à son sinus peut deve?~ir nussi peu 
difl~relic qu'on voudra de l'unité : c'est-&dire yue cc rapport a 
m u r  litnile l'unité. 

sin n tango 1 
La formule tan6 n = -- - (28) doniic = --. Or, 

cos a sin n cos cl 
en diminuant l'arc u ( qui rst suppose < 90" ) , le cosinus arig- 
incntc ct peut zpp~ot:lr<:r autarit qu'on vcut de l'unité ; doric Ic 

1 tarig a 
rapport - ou son @al --- va eu diminuant ct  a pour 

cos n ' siri a ' 
limite l'iinitb. 

L'arc éta:!t plus grand que le siniiis et moindre que la tarigcntc, le 
n tan.- a 

r a ~ p o r t  - ni: peut jamais elro ni < 1 ni > A; doiic , 
s i n (I sin u 

puisque ce dcrnicr rnpport peut approcher autant qn'on vriit 
dc l'unité, i l  en scra de rriéri~e du preniicir. C'c-st cc: qii'il fallait 
dbniontier, cl  c'est poiirquni l'on prend I n  valeur de l'arc dc 10" 
pour crlle de si:i 1 0". 
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3 6 P R E N I I ~ R G  PARTIE. 

52. Il faut maintenant déterminer le degré de l'approximation, 
afin de rejeter les décimales inutiles. On a sina=2sin;a cosIu. 

sin n 
Or l'inégalité tüng f a > a , 1;iqiielle rcvirrit à +- >, a, 

cos ; U 

donne 2 sin: a)  a cos; u ; donc on a 

Mais on a cos': a= 1 - s in2 ta ,  c l  par conséquènt cos'ta 
> 1 -(ta)'; donc 

Appliquons ce résultat à l'arc 10". D'aprirç la valliur [1], en aug- 
mentant d'une unite la 5" dacimale, on aura arc 10" < 0,00005 ; 
donc a (arc < 0,00000 00000 00034. f9ar suite il viendra 

0,00004 8t813 68.1 10 .... 
Sin 101'1 [ - 0,00000 08000 00032 ; 

et , en effectuant la soustraclion , 
1 

sin 10" >$Op004 8481 3 68078 . . . . 
On voit que ce sinus nc: c:cimrnerict:ra à diffhw de l'arc 1 01' qui? 
par l a  13'' décimale ; et mèmc , dans l 'arc,  cette 1 3  décimale n'a 
qu'une unité de plus. De là il suit que si on prend 

sin 10" = 0,00004 84813 681, 

on sera assuré que l'erreur sera moindre qu'une unité du 23. ordre. 
E n  efit2t , i l  est clair que la valeur prbcédente devicnf trop petitesi 
on 8te une unité à son dernier chiffre ; et qu'au contraire , si on 
lui  en ajoute une,  elle devient trop grande, car alors elle surpasse- 
rait l'arc. 

E n  metlant l a  valeur de sin 10" sous le radical Vi-sin210", 
on trouve cos 10" , savoir : 

cos 1 O" = 0,99999 99&38 248. 

Ensuite on pourra obtenir successivement les sinus et les cosiniis 
de 20", 30", ho", . . . jusqu'à 4.2' , au moyen des formules connues 

sin (a+li; = sin a cos b + cos a sin b ,  
cos ( a f b )  = cos ucos O-sin a sin O. 
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TRIGONOMLTRIE. 3 7 

53. Les calculs se font plus rapidenlent par l e  procédé suivant, 
que j'emprunte a Twolnas Srw~so'i , géomètre anglais. 

Les îor~riules d u  no 38 doiiuent 

sin ( c t f b )  = 2 cos L sin a - sin (a - b), 
cos (nf 1) = 2 cos 1i cos a - cos (a - b). 

On peut considérer I (~s  arcs (*-LI, u , a 4- 1, comme trois termes 
c«nçtaulifsd'iinr progrrssioii arilhmétiqut: dorit la raison c1sl6; donc:, 
si on nomme t ,  t'. t" , ces trois termes, on a 

s in t"=2cos6si i i t ' - s in t ,  
COS I" = 2 COS I> C0s t'-COS t .  

La première formule uioritrc que deux sinos consécutifs etant 
calculEs, on trouvera le sinus suitant en iiiultipliant l e  dernier par 
2 cos 6 ,  l'avant-dernier par - 1, et  en ajoutant les drux produits. 
Néme règle pour les cosinus. 

En consrquenw, pour obtenir les sinus et les cosinus de 10 sc- 
condes en 10 second(ts , on fera 6 -- 10'' ; ct , en nonimant z et p les 
valeurs connues dc sin 10" et cos 20r', on aura 

sin 0 = 0 ,  
 in 1 On'= z , 
sin PO"= C > /  sin I O " ,  
siri3OU= 2 1 sin 20"-sinlOr!, 
sin40" = 2 p sin 30"-sin 20", 
etc:,, 

Jlais comme 2F diffère peu de 2 unités, ces calculs peuvent 
encore étre abr6gés. Désignons par k la dilkrence 2-2 P, on aiira 
k = 0,00000 00023 504 et 29 = 2- k.  P a r  suite la valeur d e  
sin t" devient 

sin tu= 2 sin tr-k sin f- sin t ,  

d'ou sin d'-sin t' = (sin t' - sin t) - k sin t' .  

Quand l a  diff6rcnce sin t" - sin t' sera calcul&, on l'ajoutera à 
sin t' , et on connaîtra siri t". O r ,  d'après la dernière formulc, 
cette difl6rcnce est égale à sin t'- sin t, différence dtija calculée? 
avant d'arriver i l'arc t", rmiris le pri d u i t  ksint'; doric la seule 
op6ration Inhorieuse, qui se renouvelle a chaque sinus, sera 
la muliplicalion .du dernier sinus par le nombre constant 
k = 0,00000 00023 504. Mais cette opfiration peut elle-mfimc 
etre abrégée en formant d'avance les produits de 23504 par lcs 
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clii8ïcs 1 , 2: 3,.. .. Jusqia'A 9 : pr-1A cm aura irnrni:din:cment Ics 
produits pxliels  qui composent chaque produit tcl que ksintr1 
et il ne restcra qu'i lcs ajoutcr. Des calculs presqw semblables 
feront coriii:;itre les cosinus. 

Pendant iine si longue suite d'opéralions les errtiuss pouvant se 
inultip!icr cmsid6rablcment , & coniprcnd qu'il est irnpossihlc de 
conserver trcizc: c!6c:irnaIeç exnctvs jusqu'a la firi. Pour déterminer 
le drgré de précision sur Irqirtll on doit compter , je chercherai 
bicntût ( 5 6 ) ,  par d ~ s  procidés qui donncnl uiie approximation 
certaiiie, les valcurs dr? plusivurs sinus et cosinus; et alors Ic 
nombre tics di.cirn:ilcs qui lciir scrorit conimuncs avec 10s valeurs 
fournics par les c:ilculs qui viennent tl'elre expliques, ini!iqucra. 
aswz sûrr~nmit les déciniales qiie l'on peut rrg-arder cornnie exactes 
iians Ics risultals int~~rnic'tii;airts. 

Si l'on vcnait A reconnaitrc que l'approximatioii est insuffisante, 
on chuisirait pour point de dbpart un arc moindre que IO", celui 
de I V ,  par (excrripie, ct on recoriinieilcerait lous les calculs. 

54. Bans la pratique, il est bien moins utilc d'avoir les nombres 
trigonométriqiies que leurs logarithmes : aussi les tables donnent- 
elles inimiidiatemcnt ces derniers. Mais, en coriscrvant 13 supposi- 
tiou dd  rrayon=l, les sinus et les cosinus seïairiit des fractions, ct 
par suite leurs logaïi[hrncs srraierit ncgaliîs. Afin de les rcndrc 
positifs, on fait r=iOo, ce qui rcvient à paila:;rr le rayon en 20 
ùillio~rs do pai.tit:s ég;iles; et ;ilors Ir logariiliriic d'uii si:ius OU d'un 
cosinus nc pourra plus étre ni'gatifque pour unangic si peu diffhrent 
de zéro ou de 90°, que la difrércnce sera tout fait négligeable. 

Il est d'ailleurs facilc dc transporter tous Ics résultats de la pre- 
mière lit-pciihksc à la wcondc , en lcs rniiltiplinnt par iû'", oii cn 
ajout:irit 10 leurs logarithmes. En rffcl, dans la pr;.mièrc hypo- 
thcse, ccllc d e  r= 1 , on trouve les rapports drs sinus ct des cosi- 
nus au rayon ; et il r h t  clair que si on divise le rayoii ;ri m pnrlicis 
égales, il but multiplier nt par tous ces rapports , pour connaîtra 
Ic nombre dc partics contenues dans les sinus et lês coçinns. 
55. Les logarittiines dcs tarigeiites se détcrmincnt par la formule 

r sin n 
taiig a = laquelle doiirie 

COS n ' 
log t a n g n x l o g  s i n a +  (10-ion cosa )  : 

c'esl-a-dire qu'il faut ajouter au  logariilioic du sinus le coiilplC- 
niml ai iiiiiiirtique dc relui du cosinus. 
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On abticnt ensuite les logarithmes dm cotangentes au moyen de 
la relation tang a cot a = r', d'où l'on tire 

log cota=iOf (20-log tang a) 

Quelques tables ne contiennent pas les cotangeriies : on voit qu'il 
est facile d'y suppléer, puisqu'il suffit d'ajouter 13 au complément 
arilhrnélique du logaritlirne de la tmgerilc. 

Quant aux sécantes et aux cosCcantes, les tables n'en font aucune 
mention, altendu que leurs logarithmes sc calculent sans peine 
par ceux du sinus et du cosinus. On fait  d'ailleurs trcs-peu usage 
de ces IIPUK lignes. 

Les tables ne vont jamais plus loin que 4.50. Au delà, on obtient 
les sinus et les tangentes par les cosinus et les cotangentes , et  vice 
versû: par e-remple, a étant) 4 h 0 ,  on aurait sin a=cos (90"-a). 
IA disposition des tables 6pargric mdmc ie  calcul de ce romple- 
ment. 

Calcu ls  drs sinus ct co,,iniis d e  go eii go, pour  1 s  rér;ficaiioii des tîhl-S. 

56. Pour obtenir les v9rificatioris dont i l  a été parlé plus haut ,  
B la fin du no53, je vais calculer Ies sinus et Ir!s cosinus tlcs arcs d e  
9" en 9". 

Soit d'abord sin l ao=  ;L- ; 2x sera la corde de 36' ou le c6tE du 
décagone rSgulier inscrit. O r ,  ce cOt8 cst égal au  plus graiid seg- 
ment du rayon divis6 en moyanrie el extrême r;iiso~i; donc, le 
rayon étant 1, on a 1 : 2 s  :: 2s : 1-2s. Dc la on tire 

puis, en résolvant cette équaiion, et nbgligeant la valeur négative 
de z, qui nous est inutile, il vient 

Avcc ccttc! valeur, or1 lrouvc facilemml 

Mettons ces valeurs d e  sin 18" et cos 18" à la place dc sin a 
et cosa,  dans lcs formules qui exprirnrnt sin 2a et COS 2a (09) ; 
el on aura 

sin 3G0=cos 54"=f V1O-- 2 V 5 .  
c o s 3 6 0 = s i n 5 4 ~ = i ( l  f Va). 

Substituons la mème valeur de sin I W ,  dans lcs formules qui 
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donnent les' .cdeiirs de sin f u et cos: a en fonction de siil a (32) ; 
il viendra 

sin go= cos a ln=  ; v3+~5-; V5-v~ , 

Enfin, si on remplace, daus les mémcs formales , sin a par la 
valeur sin ;B0=:(l+ V 5 ) ,  on en déduit 

U'un autre c8t6, rappelons qu'on a (8) sin $5°=cos .450=t~2;  
et nous formerons le tableau suivant : 

Ces diverses esprrssions étant fort simples et ne renfermant 
' que des racines carrées, il sera facile d'avoir leurs valeurs avec 
autant de décimales exactes qu'on voudra. Ces valeurs sont celles 
qui doivent srrvir a vkrificr les calculs expliqiii~s no 53. On p ~ u r r a i t  
meme descendre par la bissçclion aux arcs de 4" 30' et de 20 15' , 
puis remonter aux multiples successifs dc 20 15', ce qui fournirait 
de n«uvclles vk-ilicalions. II en existe encore d'autres, mais de 
plus grands-dktails ne seraient pas ici i leur place. 

57. Les Tablcs dc CALLET tant les meilleures pour l'ancienne 
division, et ccllcs de BORUA, pour la nouvelle. Dans l'ouvrage de 
CBLI.LT, trois tablcs principales sont à distinguer. La première 
contient les logaritlimes des nombres jusqu'à 103000; j'ai cxpliqui 
dans min  traité d'algèbre comment elles sont dispos& et corn- 
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T R ~ G O R O D I ~ T R I E .  4.1 

ment on doit s'en servir. La deuxième renfcrme les logarithmes 
des sinus, tangcntes et cosinus, pour tous les arcs de minute en 
minute, selon la ~iouvelle division ; et la t ro is ihe ,  ceux des sinus, 
cosinus, tangcntes et cotangentes, de 10" en 10"7 pour l'ancienne 
division Je  ne parlerai ici que des demiPres , attendu que le- 3 in- ' 

strument$ et les r:alculs astronomiques sont toujorirs assujettis a la 
division sexagési male. 

58. On y tronve d'abord les LOG-SIN et les LOG-TANG de seconde 
r.1 seconde j u s p ' à  5 0 ,  et  par conséquent aussi les LOG-cos et 
IPS LOG-COT des migles au-dessus de 8 5 O .  C'est à cette piirtie de 
la table qu'on a recours quand les arcs sont dans ccs lirniles. A 
la suile viennent les logarit!imes des sirius, cosinus, tangentes 
et cotangentes, de 10" en 10". 11s sont écrits dans les colonnes 
inlitul~es sixlis, cosrn, ( 4 ~ .  Quanti fa tangcntc ou la cotangente 
est plus grande que le rayon, son logarithme surpasse 10 ; dans 
la table on a supprimi: la dizaine, mais il nc faut pas oublier de 
la rétablir. 

Si on ne c o n s i d h  que les r1egrt;s qui sont à la tête de chaque 
page, on croira que les tables rie s'Ctendent que jusqu'a 4s1> ; 
mais si l'on observe que les colonnes marquées par cil haut srms, 
COSIN, .  . .. sont marquées par eu has cnsrru, SINUS,.. . on voit qu'en 
consultant les d c p é s  et les titres qui sont au  bas dcs pages, airisi 
que les colonnes arcendantrs placées à droik pour les minutes 
ct sec~ndes, on aura Ics Iogariihizies des sinus, cosinus, etc. , 
dcpuis 4 5 0  jusqu'h 90". 

U'aprCs ce qui prilcéde, on trouve sur-le-champ 

59. Quand l'angle donne conlieiit des secondes et des fractions 
de seconde, i l  faut recourir aux d~fl2r-eiices, ot faire des calculs 
abso1uil;cnt scrnblablcs à ceux qui oriiiitC indiqués en parlant des 
logaril2imes des nomhres. Cela revient à corisidfircr lm diffk- 
rences des LOG-SIN , LOG-COS , etc. , comme proportionnelles à 
celles des arcs; et  cette proportion, quoique incxacte , donne cc- 
pendant une approxirnatiori suff~sûrite. Remarquez bien que les 
mCmcs difîérenccs sont conimunrs aux 1.0~-TANG et aux r.oc-co~. 
Lesexemplessuivants tiendront lieu d'explication. 
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42 P R B M I B R ~  PARTIE. 

1" On veut trouver L. sin 6'1 321 37", 8. 

L. sin G3 32'301'(rliff. 1836. . . . . . . . . . .  o,o.%67.18 
pour p . . . . . . . . . . . . . . .  izHi 2 

pour O , a . .  . . . . . . . . . . . . .  146 88 

L .  sin Go 32'35",8 g,o%;G50 

2" On veut trouver L. cos8P 27'22", 2. 

. . . . . . . . . .  1.. cos83"?7' 3o1r(<liff. 1836 g,uSGG~i8 . 
, . . . . . . . . . . . . . . .  pour - pu 128.5 2 

pour - 0,s . . . . . . . . . . . . . . .  i q G  88 - - 
L. cos 83O 2;'  221'2 g,056;G50 

3" Oii veut connaitrc L. tang8" 13'52", 7 6 .  

. . . . . . . . .  L. t. ing. 8" 13'5o/'(diff. 1465. 9,1603083 
. . . . . . . . . . . . . . . .  pour Y1 297 2 

pour  O , ;  . . . . . . . . . . . . . . .  1 0 4  oa 

pour o,oF.  . . . . . . . . . . . . .  8 916  

L. tdriç.8"13'5~",;6 9, i(io3+~3 

40 On veut connaître L. col S i o  46' 7", 2 4 .  

. . . . . . . . . .  L. cot SI" $6' 10" (diff. i@G g . 1 6 ~ 3 0 8 3  
pour - 3'1 . . . . . . . . . . . . .  297 2 

pour - O , 5 .  . . . . . . . . . . . . .  104 u ï  
pour - 7 ,di. . . . . . . . . . . . . .  8 916 -~ 
L. cot S i 0  46' 711,2/t g ,  1603/ig3 

60. Naintenant il faut résoudre aussi la question inversc. 
Supposous donc qu'on connaisse lc logariihme d'un sirnus, d'un 
cosinus, etc. , et déterminons l'angle. Par  exemple, soit donné 
L. sin xt.=9,0567650. Dans les tables, parmi les hg-siri rnoin- 
dres que celui-ci, le plus approdiant est 9,0566218, et il ré -  
pond a 6" 32' 30". La différence avec Ic logarithme donne est 
1438, et la différence tabulaire, correspoiidaiit à I O " ,  est 1836. 
En consdquence, je divisrrai 1432 par 1836 ,  et. je compterai les 
dixièmes du qiiotient conirne des secondes. De cette manière on 
trouve 7", 8 .  Donc on a l'arc demandé 3: - 6" 32' 37", S .  tioici les 
calculs de cet cxeniple et de plusieurs analogur!~. 
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i n  Qiicl est l'angle dont le  L. sin est 9,0567690 .' 

1" restc 14320 . - . . . . . . . . . . . . .  7 
. . . . . . . . . . . . .  . le res te  i~j(iSo 0 $ 8  

20 Quel est l'angle dont le L.  cos cst 9,05C7650? 
1.. cos x=<~.uiG;S;o 
pour <~,oFi(iSoI>$ [difi'. 183G. . .  : . . . . . .  8$2;' 20" 

iCr reste ~ j o $ o  . . . . . . . . . . . . . .  2 

2' reste S(iSo. . . . . . . . . . . . .  O ,2 

6 

30 Quel p s t  l'angle dont le L. tüng est 9,1603493' 

3. reste S;Ho . . . . . . . . . . . .  O ,06 

40 Quel e ~ t  l'angle dont le L. cot est 9,lGO3$93 2 

L . c o t s = g , 1 6 o B ~ c ~ 3  
pour 2, iT>cr$5Gg (diff. 14FG. . . . . . . . . .  810 46' 0'1 
le' reste IO; Cm . . . . . . . .  . . . . . .  7 
2' reste 3500 . . . . . . . . . . . . . .  O ,- 

3e reste G U S ~ .  . . . . . . . . . . . .  C I  ,04 
x = s i o  46) m" , , ' 4  

61. Les formules qui contiennent des sinus ? cosinus, etc. , sup - 
posent presque toujours que le rayoii a 6ti: pris pour unilu. Four  
leur appliqucr les lablcs, on peut s'y prendre dc deux manières 
diffcirentes. Y 

La premihrc consiste à r6tablir le rayon r dans les formules, 
corrirnc i l  a élci di1 un 19, et h employcr ensuite les logarithines tels 
qu'ils sont dans Irs tables, eii ayant soin de prendre 1,. 7.=10. 

Dans la seconde, on nc change rien a la formule, c'est-à-dire 
que l'on cunserve l'hypothèse r = l ,  mais on  6tc I O  à chaque 
logarithme que l'on prtrrid dans la tablc trigoriorn6triilrie. II est 
bien d'opkrer cette soustraction sur la caract6ristique sculc , qui 
par-là pourra devenir négative ; et mieux encore d'employer les 
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logarilhrnc~s tels qiie l a  t;ible les duniie, e t  dc fie tenir compte 
d e  cette dizaine qu'à la fin. Celte espèce de correction sera toujours 
facile : car, dans Ics calculs, on n'a jarnais qu'a ajoutcar r a t  retran- 
cher  des logaritlirrics; et il est kvidcnt que chaque logarithme addi- 
tif, pr is  dans la tablc Liigoiiornetriqoe, nictlra une dizaine dc trop 
darisle rcsultat, et que  chaque logarilhme souslraclif en imttrn une 
d e  rnoiris. 

Afin d'abrcger, on doit toujours rcniplacrr la soustraction d'un 
lagarittime par l'addition de son conzpl&r~ent arithrnetique. Alors la 
dimirie qii'i! 'fatidrait relrancher à ce logarilhrrie, pour  le réduire 
a l'hypotbése r=I, est campens& par celle qui  se  trouve ajoulée 
e n  prenant le  cornpl6menl. Au reste, l 'crrcur  d'une dizaine, dans 
un IogariUiiiie, serait si cuiisid6ralilc qu'elle ne saurait  resler ina- 
pcrcuc. Pour di,jsipcr tout nuage, jc c a l c u l ( ~ a i  dena  escmples. 

iu  Soi1.r-419 X ~ i n ' ~ 4 0 " ,  d'ou L. x = L .  419+2L.sin4OU; cn 
prenant L. siii 40° dans les tables, 1,. x contiendra 2 dizaities dc 
trop, qu'il  faudra rctrancl-icr daiis IC rEsul tal.. 

1,. Lj1rJ. . . . . . . . . . . . . . .  2,62111jo 

2 L.  sin 4 0 0 .  . . . . . . . . . . . .  i9,G161350 

L .  x z,a3S3.{yo 

Si on veut avoir z à & prds, on  ajoutc 2 1 la caractérisliqur, et 
ori trouve x= 173,12. 

L. 41 1 + L .  sin 30"-2 hi. cos 150. En op6rarit pa r  coinplémcuts, 
lcs 2 dizaines qu'i! faut Oter 2L.  cos 15" sont cornpensées par Ics 
9 dizaines sur  lcsqucllr~s on prciid Ic cornpléincril. Le L. siri 3011 c t k  
cornplérncnt de L. 411 introduisent 2 dizaines de trop : mais, 
cornme il budi-a chercher 1';irigle x au moymdes  tabks,  on n'01era 
;iu résultat qu'une scuie dizairic, ainsi qu on lc  voit ci-dessous. Je 
designe les cornpltirn~nts ;iril~:méliqucsdos logarithiric!~ par Lr. 

1.. 311. . . . . . . . . . . . .  2, 49ikp96 5 
L'. 4 1 1 .  . . . . . . . . . . . .  7 ,  3 S 6 1 5 S x  S 
1.. s in  300. . . . . . . . .  c), fc$&);«o 

3 1,'. COS 1 5 0 .  . . . . . . . . . . . .  O, 0301 1 2 4  
, -  

1,. sin x S. 6 1 2 1 ; ~  

Cr  logaritlirnr! est prtprB cornnic: i l  convient pour btre cherche 
dans les tables : on trouve x=2@ 10' 7". 
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62. Afin d'abrkgcr, nous désignerons, dans tout ce qui va suivre, 
Icsarigles ùcs triangles par lcs 1i:ltrcs A ,  B, C, plsc6cs à leurs son-  
uiets; et lcs c6tes opposes, respeclivcinent p u  a, Ii, c .  n e  plus, si 
lc Irian;;-le est rcctarigle, A sera l'arigle droit, et a l'hypolenuse. 
Crla p s e ,  je vais dEtnoritrer lcs principes sur  lesqiicls s'appuie la 
résoliiliori des tri;irigl(:s rtic4iligncls. 

63. THESR~JIE 1. DOILS an trirrizçle rectmz.$e, chaque cbré d e  
l'angle &il es[ igal à I ' hpo~cb~use  m ~ ~ l ~ i p l i t k  par lesi l~usdc lean-. 
çle opposé à ce côté. 

Soi1 h W  (fig. 13) un  triangle reclanglc en  A : du point B, 
comme ccritre el avec un rayon quelconque, dlcrivez l'arc DE,  
e t  abaissez la pcrpr:iidiculaire EF. Le sinus de 1';ingle U tist le 
rapport de El? au rayon BE (18) : or  les triançlcs semblables 

AC R F  O 
BCA, REJ?, donne: t - -- - . donc - -- sin B, donc 

UC; lm7 a 

C'est le tlibr61ne qu'il fallait dErnontrer. 
L'angle f5 est le compl~niérit de C ,  donc siol3=cos C. Ainsi, 

on peut dire i:ric:ore qiic dans un i r iarzg le  rectangle, chague 
côte' de ?angle droit est 4 g n l  à 2'hypoténuse rnultipliie par le 
cosirz!rs de l'rmgle adjacerl~ à ce côté. 

6 4 .  r~rreo~Eh~ti 11. Dans UJL t r i a r ~ g k  rectang/e, chaque c h i  de 
l'angk droit est &pi! I'aurre côté nzultiplie par In tangente de 
l 'aryle opposé au premier c ô ~ é .  

Suil elicoro le triangle ABC (fi& 13) : aprés avoir dbcrit l'arcDE, 
élcvrz DG piymxiicuiairt? & B U .  Lc rnpporl de UG à B1) est la 

A C  UG h 
tangente de i'anglc R (i8j : or - = -- donc -= tang B ;  

AB EU' c 
doiic 

Pl 
Ce résultat peul aussi se déduire du th6orènie 1. En ef fe t ,  si on 

applique ce t11Eorime à diatun des  cûtcs 1> et c ,  et si on observe 
quesinC=cosR,onaura b = n s i n R  et c = n c o s R ;  donc 

6 sin 
-=--=tangB ou b=ctangR.  
c cosu 

CI 
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46 P R E M I È R E  PARTIE. 

6 5 ,  T R E o R È I ~ ~  III. Dans tout trin~agle rectilcgr~e, les s inus  cles 

nnglcs sont entre e z . ~  C O R Z ~ I L ~  ZES C ~ I ~ S  O ~ , I ~ S L ! S .  

Soicnt h et B ilcüx a:!gles qurlconques du triarigle ABC (Gg. 141, 
et sait Ci) la pcrpcndiculnire abaisske du sornnict C sur le chtc 
AB. Si d e  tnriilic au dcd;ins di1 1ri:iriglc ABC , lcs rieiix triangles 
rectangles ACD, BCD , donneront CD = b sin A ct CD =a sin 7 3 ,  
donc O sin A = a  sinG, ou bien 

Si la prrpmdiculaire tombr sur le prolongment ric BA (fig. 1 5 ) ,  
le  triangle AC11 donne CD= b sin CAD. Nais l'angle C h l )  élan1 
supplcrnrnt de CAB, on a (9) sin GAD= sin CAB = sin A ; et par 
suite ou a cricore 

131 sin A : sin B:: n : O. 
66. T R E O R ~ H E  IV.  D a m  tout t r iang le  rectil igne, le carré d'un 

coté est &-al à la somme des carre's des  &u.x autres, moins le dorible 
rectangg-le de ces deux cote's , nzuZtlpliépar te cosi~zus d e  I'niigle 
compris entre ces ~Otis. C'est-à-dire yyu'on a 

L4.I a'= O'+ c2 --SUC (:OS -4. 

Soit And' {fig. 1 4 )  le  triangle dont il s'agit, abaissez CD pcr- 
pcndic:ul;iire sur 813. Quarit1 l'niipl(: A fast a i gu ,  on a ,  d'après un 

U W 

théorème connu , UA= AC' j G 2 - - 2 ~ ~ ~ ~ l l ,  ou  

Or l e  triangle rcctriiiglr. llCD doiinc dl) =. 0 cos A (63) ; ct cn 
s:;bstitiiant cette valeur de AD, on truuve l'équation [JI. 

Quand l'angle ,4 est obtus ( fig. 15 ), on a 
( Z 2 = , p ~ c z -  , ~ I C X A D ,  

r l  le  triaiiglc ACD donnc AD= 6 cos G4D. Mais CA11 étant su;)- 
pl:irricrit de CAB ou A , on a cos M D = -  cos A (9)  ; donc 
AD =- b cos A ,  cl par suilr , c.i mettarit cetle valeur dans celle 
d c  a', on trouvc cncore l'équatioii [4.]. 

67. Le théorenie précedent peut suffire à lui seul pour resoudre 
un  triaiiglc rrctiligne. Il cst clair cri cikt  que, si on l'applique suc- 
cessivemciit à c h a p e  cUté , on aura les trois équations 
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TRIGONOMETRIE. 47 

par lesquelles on peut déttirminrr trois des s i s  parties du triangle, 
quand les trois iiutws sont connues ( sauf les cas oh l e  triangle est 
impossible, et celui où L'on ne donne qiie lcs trois a i ig l~s  ). 

65. Le théorème III, exprimant une relation enlre deux cbtés 
et les deux angles opposés, doit étre une coriséquence des trois 
equatioris ci-dessus. Or voici coniinent clle s'en deduit : 

L,'d+C'-Ul 

La preniière équatiou donne cos b = ; donc 
Abc 

et par conséquent 

Les deux autres Cquations donnent de la méme manière les rapports 
sin B sin C - 

6 
, mais on les obtient plus simplement en changeant, et -. 

dans le second membre de l'égalilé précédente, d'abord a en 6 et 
Ir en a, puis n en c et c  en a.  Or, remarquez que cc second membre 
est une fririctiori syrrictrique de a, O, c, c'est-8-dire qu'il dcrneurc: 
le méme en y faisant un kchange quelconque cntre ces lcttrcs ; 
donc on a, conformément au theorkrnc III , 

Rikolulion des triangles reciiligncr rectançlm. 

69. PREMIER CAS.  &tant doirnés L'hypoté~zuse a et U R  angle aigu 
B, trouver L'angle C et les &LLX c Ô ~  b et  C .  

On a d'abord C = 90° - 13. Puis, on dktermine b et c a u  moyen 
du thkorkme 1, lequel donne 

b=as in  B, c = n  cos l<. 

11 est bien entendu que les calculs se feront par logarilhmes. 
70. SECOYD cas. l t n n t  d o t ~ i z é s  le cote b de l ' a~~g l t .  droit et ra?zgle 

aigu B? trouver (;, a, c. - 
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48 I ~ ~ I ~ R E  P A R T I E .  

On a encore C=9W-B.  Le théoréme 1 donne a par la relation 

et le IhCorèrne II donnc c au moyen de celle-ci : 

c=b taiig C ou c=b cot B 

71. TROISIÈUE CAS. B t ~ t n t  C ~ O I L I L L : ~  l ' / ~ ~ ~ o t é r ~ ~ ~ s e  a et un &té b, 
trouver l'c~utre c61é c et les angles  43 et C .  

Par  la proprictil. du triangle rectang!~ , on a c'=a2- b 2 ,  d'où 

c = V!a+D) (a-li) , expression qui  est trks-facile à calcuicr par 
1ogn:illinios. 

B 
On troiivcra H par la relation 6 = a  siii B (63 ) ,  d'oh sin = - ; a 

et enfin on aura C=9OU- B. 
Si on cornrnence par chercher les angles, on pciit encore dé!er- 

niirier le c6te c par la rclatiori c  = a sin Ç. 

72. (ITIATRIEME C A S .  E t a n t  donrzés les d e u x  c&rh b e t  c d e  2'tzngle 
droit  , t r o ~ ~ v c r 2 ' 1 y ~ ~ o t ~ i i ~ u s e  a et les angles B et C .  

On calcule d'abord B par la relation 2,= c tang B ( théor. I l  ), et 
on a clrisuilt: C=9O0-R. L'hypotériirse a s'ol)lii!rlt par 13 relation 
b=as inB( Ihéor .  1 ) .  

P 

On pourrait trouver n dircckrr:ent par la forniiile a= V b q + c ' .  
Mais comme Ic binome 6'+ c' ne se dt!conipose pas en facteurs, 
cllc est peu commode pour le calcul logarithmique, el il vaut 
piciix dktcrrnintkr d'abord l'angle I I ,  et s'cn servir cnsuitc pour 
avoir a. 

Hcsi;liiliou des Irianç!es reciiliçnes quelconquei.  

73. P ~ m i r e ~  cas. &tant dor~nr;.~ u n  &té a et deu.r angles d'un 
triarzgle , trouver les aiilres par t i e s .  

E n  retranchant dc 180° la somme des deux angles connus, on a 
le troisihe.  Puis on trouve les deux cOtés O et c par Ic Ihiior. III, 
en faisant les proportions. 

74. D e n x i r ' ~ ~  CAS.  &tant d o r m i s  deux chtés a et b, avec l'angle 
A opposé Ù l'un d'eux, trouuc'r letrozsiéine côté c et les d e u x  nu!? es 
nng-les R et C .  
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Le plus simple est de chercher d'abord I 'anglcB, opposé au 
cûté L, par la proportion 

a: b::sinA:sinR. 
Les angles A et B Ctant 'connus, on a C= 180"- (A-/-B) ; et 

d o r s  l e  cOLé c se trouve en posant 
sin A: siuC:: a :  c. 

75. Cctk solution exige quelques développements. La premi6re 
proportion dbtermine d'abord sin B , savoir : 

G sin A 
sin B = - 

a ' 
et Ica tables font cnsuitc trouver p u r  13 un angle aigu. Mais Tc 
memc sinus repond aussi B l'angle supplémentaire, qui est obtus ; 
donc, en noinmant i\I l'anglc des tables, on aura Four B les deux 
valeurs 13 =nI, B=iSOn-RI, ce qui sernblc indiquer deux Irian- 
gles , et donne lieu aux remarques suivantes. 

1" Quand l'angle connu X est oblus ou droit ( fig. 16 ), les tleux 
autres angles doivent dlre aigus; donc on prendra seulement 
B =JI. Et encore faut-il , pour que le triangle soit possible, qu'on 
ait a>b. Celte condition est d'ailleurs suffisante. 

2" Quand on donne A aigu et a>b  (fig. i'i), on doit avoir 
A>B, et  i l  faut enwrc  rejeter la valeur B=lSOo-N. Alors le 
triangle est toujours possible. 

31 Mais quand on donne A aigu et  a<G, on prendra indili'k- 
sernment B=M ou B=I8O0-M. Et en effet, soit (fig. 18) l'angle 
aigu M C = S  et A C A  : l c  cercle dEcrit du centre C avec l e  rayon 
a pourra dans crrtairis cas couper AR en deux points I3 et E'; 
et alors on aura deux triangles ACB,ACB1, qui seront construils 
avec les donnees, et dans lcsqucls les angles ABC, AB'C, sont sup- 
plémentaires. La condition pour qu'il y ait deux solulions est que le 
c(N6 a ,  qui est snpposé ( h ,  soit plus grand que la perpendiculaire 
CD abaissCe sur AB. Si le côtti a est égal i Cl) ,  le cercle est tangent 
à AB, ct les deux solutions se rCduisrnt au seul triangle rectar:glc 
AÇL). Enfin, si le cbt6 a est moindre que CD, il n'y a plus dc 
triangle possible : o r ,  jc vais faire voir que cette irnpossibllilé est 
indiquèe Far la valrur n l h e  de sin B. 

Le triangle rcctarigle ACD donne CD=b sin A. Mais p,ir hypo- 
tlike a est moindre qiie CD; donc on a 
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Ainsi 13 valeur dc sin B est plus grande que l'unité : or il n'y a point 
do sinus plus grand que l'unité; donc le triangle est impossibl8. 

76. Sous  avons prr3crit de chercher le cbti: c aprés l'angle B. 
Cependant on peut avoir c immediatcment an moyen des données 
cc, li , A : car, par le tliéorèrnc IV, on a 

équa1io:i Ilil second degré, de laquellc on tire 

Le calé d'un triangle dcvant toujours être une qiiantité réellc 
cl positive, il y aiirait à os;iinint:r quellcs relations enlre a, Ir,;A, 
peuvent amener pour c une ou deux valcurs dc cette espèce : mais 
jc nem'arrêtcrai pas a celie discussion. 

Lis valcurs préccdentes de c étant ptw cnmrnodes pour le calcul 
]logarithmique nesont d'aucun usage en trigonométrie. Néanmoins, 
comme on cn rencontre souvent de semblables, je vais montrer 
l'espèce de transformation que les astronomes leur fcraierrt subir 
parii.cn faciiiler l'emploi. 

Mcltons d'abord ces valeurs sous la forme 

6 sin A 
Cuinruc nous les supposons rk l l e s  , la quantité est moindro 

a 
gue 1, et on peut la regarder comme l e  sinus d'un angle qu'on 

as in?  61 sin2 A 
A i r m  on a b =-, 1- - = cos y, et par suite 

sin 8 
a (ain 9 ~ ~ ~ h f  sin Ac0s.p) a sin{?if_A) 

c= - - --- 3 

siil A siuA 

valeurs faciles à calculer par lopritlirnes. 
Çetti: soluiioii, a u  resle, rentre exactement daus la premiére ; 

car l'angle auxiliaire p n'est autre que l'angle B.  
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77. TKOISI#AIE CAS. h a n t  doi.t~zks dam un triangle les deux 
ri cl b avec I'nngle conzpris C , trouver c, A ,  B. 

Par  Ic i l ihréme III, on a 

proportion qu$ renferme deux inconnues A et B. Mais on e n  lire 

a+G: a-L :: sin A+sinB :sin A-sin E, 
et, d'un autre cBté, on sait (40) quc 

donc on a 

[il a+li : a-b : : tang : (A + B) : tang : (A-B). 

Or; (A+B) = '; (180"-C) =go0-: C; donc les trois premiers ter- 
mes dc cetle proportion sont coniius, et on pourra en déduire ln  
ualei~r de ;(A-B). Quand (in connaft la demi-sornrnt: ct la dcmi- 
diK&wcc des angles A et B, chacun d'eux est connu : car on a 
évidemment 

Ad-B A-B A=--- AfB A-B 
+T 

et B=-A-. 
'L 2 a 

A et B 6Lant trouvés, on peut oblenir lecbté c en posant 

78 Cette proportion dcmande qu'on chcrclic trois nouveaux 
logarithmes, savoir : ceux de a, sin A,  sin C. Dans le  prockdé 
suivant il y en a un de nioins à calculer. 

I'uisqu'on a sin A : sinB : sin C :: a : li : c, on doit avoir aussi 

(a+b)sinC 
sinA+sinB:sinb;::a+li:c, d'ou c= , 

sinii+siiili' 

Par des formules connues (no. 39 et 29) , on a sin A + sin B= 
2sin+(A+B)cos+ (4-B), sinC=r!sin;Ccos:C; e t ,  d'un autre 
cbtè, sin' (A-FR) = siri (go0-f C)=cos f C. Subs~iluons ces valeurs 
dans c, et il vient, rbductions biles, 

(a+D)sin: C 
131 c= cos ; (A- B) ' 

Cette formule contenant a+ f~ dont le logarillimo est déjà connu, 
il y a rbclriment un logariihiuc de muins à chercher que dans la 
~ i u : p  ilion p]. 
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52 P R E Y I B R E  PARTIE. 

79. La d6lcrmiiiation de c n'est vrnuc qu'après celle de A et da 
B. Pour avoir c dirccternent, on sc sert du théorème IV, lcqacl 
danne 

c = Va'+ 6'-;>ab cos C;. 

Xais cornrneles logarithmes ne pcuvent pas s'applitfier a cette for- 
mule, il faut recourir à uu an$e auxiliaire. Parmi les differcntes 
transformaiions que celle formule peut subir, je choisis la plils 
remarquable. 

Onacosl ;Cf  s in1~C=le tcos2~C-s in2 :C=cosC(31) ;par  
ccmsk4p!nt 

c= l/(ol+Li') (cos'; Cf sin' + Ci-Sa6 (cos' ; (;-sin3; C) 

= V(a+b)'sin2 i C+ (a-D)'cos2 :C 

Puisqu'une tangcnte peut avoir tous les états de grandeur, on fcra 

(a-6) cot f C 
tang p = 

a+b 

Alors lc dernier radical devieut 

el par conséquent on a 
(a+b) siu t C 

c= 
cos 

Ainsi, on trouvera successivcrnent l'angle auxiliaire 7 et le col6 c 
nu moyen de deux formules faciles à calculer Far les tables. 

Celtc solulion ne diîfcre de la précédente qu'en apparence: 
car, tang : (A f Ii) élant égale à cot : C, la valeur de tang est 
idenlique à celle de tang f ( A  - R) deduite .de la proportion 111 ; 
et par suite la dcrnihrc valeur de c se trouve aussi identique a la 
fcirmule [3]. 

W. Dans les applications, il arrive souvent quc lcs cOLtJs sont 
connus par leors logaritlimcs. Supposons qu'il en soit ainsi de a et 
O, quc d'aiilcurs C soit doilno, ct que A et  R soient les s e u k  
quantit& dont on ait brsoin. Alors, pour déterminer f (A-B) au 
ninyen dc la proportion [Il, il faudrait pri.alab:en~ent chercher 
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a et Ir dans les tables: mais on peut cviter cellc rcclierciic par 
l'emploi d'un angle auxiliaire. 

O 
En effet, soit j~ un angle trouvc cn pojant tang + = - : par l a  

. n 
formulc p] du no 34 , on a 

datic, rn rcmplapril larig + par sa valeup, on aura 

D'autre part, la  proportion [Il, d6ji cil&, donne 

donc 
tang t (il- B )  = tang (&Y,--; ) tang ; ( A + Li) ; 

et puisque # est connu on trouvera fdcilcmenl : (A-E). Pa r  c c  
procEdé on a deux logarilhrnes de moiris à calculer que si l'on 
eût détermine lcs cbtés a ct b. 

81. Q U A T R I I ~ E  C ~ S .  Btant T I O I L I L G S  les trois c0té.s a, b,  c, troll- 

ver les ar~gles A, 1i, C. 
Par l c  thcorémc IV, on a a'= Ii2$ cl- I l i c  cos A ; donc 

On dkterminc scniblalileincnt 3 ct C .  Nais i l  faut clicrc'iicr one. 
autre forrnulc plus commode pour les logarithmes. 

Le no 31 donribla formulc 
2sin2; . 4= i - cos i l ,  

et, en y suùstiluant la valeur de cos 4 ,  il vicn! succcssivcnicnt 
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j?t P R ~ I E R E  PARTIE. 

Pour simplifier cette formule, on fait le  p~rnè t rea+ l i+c=2s .  
Par  suite on a a+b-c= 2s-1c=2(s-c), et  a-O+ c =  
2s-26=2 f s - 6 ) ;  donc 

\ 

De la on tire cet te rC$c : DLL denai~érinzètre retranchez alterna- 
tivement chacun des cotés qui  confprennen? l'angle cherché; divisez 
le produit des i t e ~ i z  restebpar celui des deux chtés j puis extrayez 
In rnci~ie yuarrie d u  quolient r vous aurez ainsi le sinus de Lc 
moitié de L'angle cherché. - 

Quoique l'angle A soit dCtcrmin6 par son sinus, il n'en résulte 
aucune am tiigui té, parce que A étant un angle d'un triangle on 
doit avoir A<18On et A (90". 

82.  On peut se procurer avec une égale facilitc des formules 
qui dCtcrminent cos fh et tang f A. Eu remarquant (31) que 
3 cos': A = 1 + cos A , des transformations toutes semblables aux 
préckdcntes conduisent a 

s (s-a) 
cosf A = V ~ .  

Puis, cn divisant sin f A par cos f A, on a cette autre formule 
(s-b) (s-C) 

tang; A=V--. s (s-a) 

Chacune des trois formi~lcs. exigeant qu'on cherche qua!re lo- 
gar i thm~s , aucune d'elles no mérite d'etre préfëréc aux deux 
autres quand on ne veut délermincr qü'nn seul angle du triangle. 
Mais quand on en doit calculer deux, il vaut mieux t i r e  usa:(: 
de la dernicre : car il suffira dc clicrcher Ics logarithmes des 
quatre quantitc's s, s- a, s-G, s - c ,  tandis qu'il en faudrait 
dierciier deux de plus en se servant des deux premières formules. 

83. On sait qu'il n'cst pas toujours possiblc do former u n  
triangle avec trois c13Lés pris a volonté : or  je vais montrer que 
cette impossibilité est indiquée par le calcul mCme. Supposons 
qu'on fasse usage de la formule 

@and 1c triangle est possible, elle doit donner pour sin ; A. 
une valeur rëellc moindre que 1 i mais, s'il est impossible , je dis 
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qu'on aura une valcar ou imaginaire on plus &mdc\qiie i .  
Pour que l'impossibililé aif lieu , il faut qu'un cOt8 soit plu3 
grand que la somme des deux autres : voyons quels résultats 
doline alors la formule. 
Io Soi1 b>a+c: on aura 2b>a+b+c  ;donc 2O)Is; dont 

s - b < O .  Mais d'ailleurs on a &idemment a + b > c ;  d o i ~  
a+D+c ou 2 s ) l c ;  donc s-c> O .  Ainsi la valeur de sin i A 
est ipaginnire. 

2 Soit c>  a+I> : on conclura S-c < O  et s- b )  O, c'est-à- 
dire que sin i.4 est encore imaginaire. 

30 Soit a>O+c  : on aura a+ b+c ou 9s)Zb-t- 2c;  donc 
s > b + c ; d o n c  s - D > c ,  s-c>O, et(s-bj (.s-c)>bc; par 
conséquent la valeur de sin 'A serait plus grande que 1, cc qui n e  
ptut convenir à aucun angle. 

Application i drs e imnplcs .  

84. Lee grandes opkrations trigonométriques exigent l'emploi 
de divers instruments qu'il n'enire pas dans mon sujet de dkcrire. 
Les indications suivantes suffiront pour comprendre les exemples 
quc jc proposerai. 

Pour tracer une ligne droite sur  l e  tcrraiu, on emploie dcs pi- 
quets ou ja lons  que l'on plante de distance en distance, de ma- 
nière que,  l'œil étant placé au-dessus du premier, tous les autres 
paraissent confundus en un seul. 

On trace un angle sur le papier au  mogcn du rapporteur: c'est 
un demi-cercle divise en dcgrrs. 

II existe un grand nombre d'iristruments crnplogés pour mesurer 
les angles, soit sur l c  lrrrain, suit dans l'espace : le graphonzétrr, 
la boussole, le cercle r i t ~ é l i ~ e u r ,  elc. En géneral , ils sont formes 
d'un crrcle, ou secleur de ccrcle, sur  lequel on niarque un 
rayou GXP qui serl d'origine aux sukidivisioris, t;iridis qu'un second 
rayon, mobile autour de son centre, peut prciidre la direction 
qu'on veut. l x  plan du  cerclc peut lui-mdme t o u r n ~ i a u t o u r  de 
son centre. Quand on a besoin de conriailre l'angle coriipris par 
les droilos qui vont d'un point donnC a dcux autri:s, il n'y a qu' j  
placer le centre de l'insirurnenl au  premier point et a diriger les 
deux rayoris vers IPS d~ i lx  autres points : alors OI lira sur la cir- 
wnfèrerice le nombre dc d ~ g r e s  iiilerccpl0s entre Ics rayons, et ce 
Sera l'angle cherch&. 
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Je vais mainlenant passer aux exem les Tous Ics calculs sont P .  
eireclués par le proc&dé que j'ai dkvcloppé no 61. 

86.  EXEMPLE 11 (fig. 20). Dans i r u  &angle AEC, C I L  do~znc 
a = 259Tm,Si5, b= 30Sim,317, A = 5611 12' 87" ; et I'oi~ veuL 
trouver 13, C, c ( Y i ) .  

8 5 .  EXEMPLE 1 ( fis. 1 9  ). Dans un triangle ABC, r,ectmzg,nle eT2 

A, o n  d o ~ m e  a = 1785",395, U = 5 g n  27' 4 2 "  ; et Z'o~r propose 
detrouver C ,  b, c (69). 

En rctïanchant B de 90n, on s l'angle C=9Dn-;lin 37'4.2If= 
30" 22'  1s". Il reste trouver b et c. 

b 

Calcul d u  cûté L. Calcul du  coté c .  

t r = a s i n U .  

L. sin 5)037'4>!'. . . .  9.<333&~1~ 
L. r;Sj,3gj. . . . . . .  3,2517343 -- - - p. 

L. ZJ S,18;62& 
b = 1qom,3;.j. 

Calcul de  I'niiçle C.  C:ilcul de l'.irigle C. 

C =  IBo"-A-B.' C=ICO"-!~-II .  

c = a  cos B .  

1 L. cos 5 9 0 3 ~ '  42". . . .  r~.;o3Si% 
L .  1785,J93. . . . . . .  3,251;3@ 
- ---- 
1, c 2,9555$;!5 
C = (J02'",ios. 

Calcul dc l ' ü ~ i ~ l c  G. 

a : b  :; s i n A  : z i n i l .  

. . .  1.. sin X0 12'4:". CJ,!-)I~FJ'IJ" 
1,. 30$'( ,hg.  . . . . . .  3,4&9j(jo4 
LI. n%~;,S4.5. . . . . .  G'5S3d68 

C . I ~ C U I  L I U  ~ 5 t l :  B. C I ~ C C I  du ct5te c .  
s i n A : s i r C : : a : o .  . siil A : sin C :: a : c. 

1 : 11 y a deux solutions : 

Daris la prciiiièrc 1: = 800 39' 43" 

, ;  Daris !ri deuxié~rie I: = ggO 20' I ~ ' '  

L .  sin B 9.99j2064 j /  

. . . . . .  . . . . . . . .  L. 2$: ,S$~.  3,$1(613:x 
. .  L. sin 43" 7' 30". 5,831;97a 
. .  L'. sin Xio 11' 4714- 0,08o3~$~8 

L. c 3,3ag;51a 
c =e136-,;.33. 

. . .  L.  sin 210 26' 56". 9,G1C;S:S9 

. . .  LI. sin560 I ~ J - / '  0,08o3ijoS: 
-A- 

L .  c 3 ,1118759  
c = 1q3~.,GSg. 
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87. EXEMPLE II1 (fig. 20). Ott propose de retrouver sur le terrain 
u ~ ~ p i ~ z t  C, dunt o n  u mesur6 les dista~rces a et h ri deux poiars 
sorirtus A et  B. 

Si le triangle ABC n'a qu'une tri%-pcîitc étrndue, on pourra 
décrire deux arcs de cercle, des points A et JI comme ccnlres, 
avec les distances données pour rayons. illais cette opérnliori est 
iiiipratitable quand Itis disfances sont coi:siddrablcs. Alors on 
commencera par niesurcr la distance AU; et par suitc on coniiattra 
les trois COL& du triangle -4BC, de sorte qu'il sera facilc de cnl- 
euler l'angle A (Si) .  La direction d u  cBtE AC est ainsi d!!lerriiirik, 
et ii ne reste plus qu'B s'avancer, dans cetlc direction, jusqu'h la 
distance donnéc AC = b. 

L. ( s - b ) .  . . . . . . . . . .  
1,. ( 5 - c )  . . . . . . . . . .  
L'. b . . . . . . . . . . . .  
L .  r . . . . . . . . . . . .  

3L.  s i n + A  . . . . . . . . . .  
1,. s i n  $ A . . . . . . . . .  
; A = 350 3 1' 4;'f 
,Ir>,* 3'3'1". 

88. EXEMPLE IV (Gg. 2 1 ) .  ï'rouvcr la haulcur AB ~ ' I L I L  L'.cIifice 
tlo~ri le pied est accc~ssi6lc. 

Sur le terrain, supposi? di! niivcnu, on mcsiire iir!c base UC , 
5 partir d u  pied de 1'Cdificc; ct , aGn d'évilcr lcs petits angles, 
cette bnsc ne duit étrc ni Ires-pelite hi ~rfiç-~raiirle par rapport à 
la hauteur .4E. On plncc en C le pied de l'inslrumerit avec lcquel 
en nlcsure l'arigle EDh,Sormé par DA avec l'horizontnlc DE pa- 
rall5lc à CI1. Alors, dans lc triangle rectancle AEB, on connüit Ic 
c01é DE cit i'ni~g!~: D ; ( I O T I ~  (III p w t  calculer h E  (70) .  1i:i ajoutarit 
CD à AE, on aura la Iiauteur demandée AB. 
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5 8 P R E M I ~ E  PARTIE. 

Quand le pied de l'kdifice est inaccessible , ou quand AB 
1'ElEvalion d'me colline au-dessus du sol environiiant (Eg. 22). 
l e  pied de cette perpendiculaire est inconnu, et par conséquent 
on ne pent plus mesurer la distance BC. Mais alors on peut encore 
mesurer l'angle AUE ; cm, saus voir la ligne AB, il est possible 
d'amener le plan du  cercle, avec lequel on mesure Ics angles, a 
passer par la verticale AB. En outre, on déterminera la distance 
ilil corilme il sera expliqué dans l'exemple suivant; done on 
connaitra l'hypoténuse AD ct l'angle D , et  par suite on pourra 
trouver h E  (69). 

89. EXEMPLE V (fig. 03). T r o z ~ v e r  la ~ ~ L L Z T L C ~  f l l l 7 2  p o i ~ ~ t  A, o h  
l ' on  est placé, à un po in t  éEoigi& P, qui est irmccessible; mais 
yu'on peut apercevoir. 

On mesure d'abord une basc AB, ainsi quc les angles P A N ,  
P E A ;  et alors on peut ci6lerrnincr AP (73). 

Prenons pour données : Al3 = 2 4 ; 1 n , ( ( g ,  A = G x O  4 1 ' ,  B = 590 42 ' .  0 1 1  en 
déduit I 'anj le  P = 5 j o  3,'; et  alors  on calci~le  Ai'roirime il sui t  : 

Sin P : sin R :: A B  : AP 
. . . . . . . .  L.AB. z,1g33577 
. . . . . . .  L. sin II ~~,93( i iogB 
. . . . . . .  LI. sin 1' o,o?3/lo87 

. . . . . . .  L. A P  a,4031;6î 
Distance clici.cliée :Il' = î53 '* ,032 .  

90. EXE~IPLE VI (Gg. 2 8 ) .  Trouver  In  distance PQ d e  &UX 
poiuts inaccessibles, nzais visibles. 

On mcsurc unc ùnsc ,414 et  Ics angles BAP, B h Q ,  ABP, AI@; 
puis on détermine coinmr ci-dessus le cOLC A P  du triangle ABF, 
et le cd16 AQ du  triangle ABQ. D'ailleurs l'angle PAQ est connu : 
car,  si les quatrt? poir:ls A , i l ,  P ,  Q , sont dans !.n rnémt: plan, 
on a PAQ=RAP -BAQ; e t ,  dans to:is 11:s cas, on pcut trouver 
cet angle en le mcsurant directcmcnt. Ainsi, on coniiaiira, dans lo 
triangle PAQ,  deux cûtEs ct l'angle compris ; il sera donc facile 
d'avoir le cOte PQ (77). 

Çuient lcs doiiiices : A E = 3 4 j r = , ~ ~ ,  C9P= &y A', BA() = 4p JI ' ,  
pt\p= 2s0 ( t i f .  ABI'=(i$a I!?, hl<(!- lo?O 14'. 

Dc la  o n  conclut  irnmédi~itcnient APC=Gae i r ~ ' .  AQC=JJo 15'; pnisam 
cffectue le calcul coiorne dans Ic t ~ b l c ~ u  suivant : 
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10 Calcul de AI'. . /[ 30 Calcul des n n j l r s  P et Q -  

Sin ADB : sin -4BP :: AB : Al' 

. . . . . . . . .  L.  AR 2.5381840 
. . . . . .  1,.  sin ABP g,S;a7.; .~ .~  

L'. sin AI'B . . . . . .  v.o52y~.;3  

L. AI' 2.@3;535 
AP= ?-gom,p7.  

zo Calciil dc AQ. 

Siii AQB : sin 

L . A D  . . . . .  
L. 5in ADQ. . .  
L'. s in  AQB . . 

L.  AQ 
AQ =615.",/,5$ 

91.  Autre solutiorz. On n'a oblenu lcs distances AP et AQ qu'en 
passant par leurs Iogarittimes ; c'est donc ici Ic cas d'employer 
l'ariglo ausiliairc + dont i l  est par16 rio 80. Alors, aprés avoir 
irouvc L. AP e t  L. AQ, on cherche les anglcs P ef Q comme il suit : 

AU ; AQ 

a 5 3 S l S i o  

9 .Wof i247  
v,2(io98;i 

a.;Sgig58 

Calcul  de 4. II C J ~ C U ~  de  P c t  Q. 

40 Calcul de PQ. 

Sin Q : sin PA() :: 2 : PQ 

t. y. . . . . . . . . . .  2.$63;533 
L. sin PAQ.  . . . . . .  9,6365859 
L f . s l n Q . .  . .  , . . . .  Oq4j351$i 

L. PQ a,f>;/, 1.590 
r'Q = 3;5~ ,110 .  

92. EXLMPLE! VI1 (fig. 25). T r n z ~ ~ o i ~ t t s  remarquables h, B, C, 
\ont .situes sur u n  terrain u n i ;  et L'on veut y retrouver lepoint 31, 
i l ' ou  Zcs distotces AB et AC ont dlé vues salis des nzgles coimus. 

D'après l'énoiicé les angles AMB et AMC sont connus. Décri- 
vez donc sur AB un segment capable du prernic.r de cm angles , 
et sur ,4C un scgmrnt capable d u  second : les arcs se couperont cn 
A et en M ; et le point M seralc point demande. Mais cette con- 
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66 p r i É ; u ~ $ n ~  PARTIE. 

struclion étant imprnticablc sur le terrairi, on va détcrmincr par 
lc calcul l'angle B A N  et la distance MI. La mBthode suivade, 
dans laquclle on clierche d'abord les angles B U M  et AC31 , m'a 
paru In plus sirnplr. 

J e  ferai les donnérs A13 = a,  AC = O, B.4C = A, ARIB = 51, 

ANC=? ; et les inconnues, ABAT = x, ACM=y. 
Dans 10 quadrilatère ARDlC on a 

ainsi la somme des anglcs x et y est connue. Cherchons leur dif- 
férence. Les triangles AIlM et ACX donnent 

Cl 1 s i n a :  s i n x  :: a :  AïIl, s i n p :  s i n y  :: b :  An2. 

En égalant les va1eur.s de AiII, on a 

n s i n x  lisiny Osin2 s i n x  - = --- , OU -=- 
s i n ~  sin p a sin p sin y' 

n sin 5 . 
Posons a' =-;-- . la qua9tifë a' sera facilc a calculer par loga- 

Slil a 

rithmes. Par suite on aura 

O s inx  - - b+a' sin xf sin ,y -- d'où -- - - 
u' siny'  . 6 - 4  siil z - s i ~ ~ y '  

donc (40 )  

Puisque la somme .z+y est conririe, on aura la diflcrcnce z-y 
au moyen de  la derniex  hgalitc!, ct ensuite on trouvera facilement 
x et  y. Alors on aura l'acgle 61Ai)l=180 -(u+x), ct  1;i distar~ce 
1\31 wra donnec par l'une des proporlioris [il. 

93. F o ~ n i u ~ ~  FOVDAWEWALE.  Les partics d'iin triangle sphé- 
rique, tracé sur une sphère donnée, sont connues lorsqu'on sait 
Ic nombre dc degrés que corltient chacunc d'elles. La solution 
des queslions reialives aux triangles sphériques d6prnd donc d p  
relations qui existciit entre ces nombres de degrhs, c'est-à-dire, 
entre les nombres trigonornelriques correspondanls , sinus, cosi- 
ailis, etc. Eu co~isequence, je vais établir d'abord la formule qui 
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lie nu angle quelconque avec les trois cdtés, et je montrerai ensuite 
comment on en déduit la solution de tous les cas que peuvent pré- 
senter les triatigles sphériques. Les angles seront toujours désignés 
par A, B, Ci et les cGtk opposhs, par a, b ,  c. 

Soit O (fiç. 26  ) le centre de la sphkre sur laquelle est situé le 
triangle ABC : je mSne les rayons OA, O!;, OC ; j'élève sur 0-4 les 
perpendiculaires AD et AE, l'une dans Ic plan OAB, l'autre daras 
le plan OAC, ct je suppose qu'elles rencoiitrent en D et E les rayons 
OB et OC prolongés. L'angle DAE est Egal à l'angle A du triangle 
sphhrique ; et , CU prenant OA pour unité , on aura AD = tang e, , 
O D s é c  c, .4E=tang 6, OE=çéc 6. 

Cela posé, les triangles DAE, DOE, donnent [66) - - - 
AUi+ AE'-SAD.AE.COS A==D%, - \ - 
~ 1 + ~ ~ ' - 2 ~ ~ . ~ ~ . c o s  a = DE'. - -  

De la 2" égalité retranchons la ire, remarquons que OU"-ILI)' - - 
=OE1-AE'=i, rcirnpla~ons lm ligncs par leurs désignations tri- 
gpriométriques, et divisons par 2, il vient 

1 - sécb &cc cosa+tangb tangc COSA = O  : 

1 sin L . 1 sin c 
mais séc L= - tang b= - sec e = - 

COS LJ ' COS 
, tang c = - . 

cosb ' COS cl 
donc on a 

ws a + sinbsincmsh 
1- =O, 

cos b cos c cos 6 COS c 
d'où , 

II I cosn = cosb cosc+ sin b  sinc COS A. 

Telle est l a  formule fondamentale de l a  trigonométrie sphL;riqiie. 
94. Dans la figure Ics c6lés b et c sont moindres qiic 900, niais 

il est f a d e  de voir que la formule [II est générale. Supposcins que 
l'un de ces cûtés surpasse 90°, et que ce soit, par exemple, O 
ou AC (fig. 27) : j'achi:vc les tlerni-circonférericcs CAC', CUC', et  
je forrnc ainsi le tri an$*^^^', dont lcs cbtés a' et Ir', ou BCr 
et AC', sont supplCmcnts dc n et 1, ct dont l'angle BAC' est sup- 
plément de A.  Puisquc les cOles 1' et c sont rrioiridres que 90', la 
forrnnle Il] siapplique au triangle ABC', et donne 

cos a'= cos 6' cosc f sin Ii' sin c cos B-IC'. 
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Or a1=18O"-a, b'= 1 80"-O, BAC'= 180-A : en subsliluant 
ccs valeurs, et changeant Ics signes des deux membres, on retraiiva 
]a furmule[ll; donc ellc convient au  cas oii l'on a .!J> 900. 

Supposons que les deux &tés O et c surpassent 90" (fig. 28) : 
je prolonge les cblés AB et AC jusqu'a leur intersection A', et je 
forme Ic triangle BCA', dans lequel l'angle A' est égal à A ,  et les 
cûlés O' et c' égaux aux supplCments de  6 et c.  La formule [il, 
Ctant appliqube à ce triangle, devra avoir lieu en y remplacant , 
6 et c par 1 80° - b et 180"-c : or  ce$ substitutions n'y produisent 
aucua changement. 

Enfin, on peut vkrificr aussi la formule dans le  cas ou l'on a 
b=90" etc=9OU, ensemble on isolément. Mais comme elle conBicnt 
à dcs valcurs aussi voisines qu'on voudra de 9W, il est Eridcnt 
qu'elle doit encore subsister dans ces cas particuliers. 

95. On pcui appliquer la fornmle [ I l  à chacun dcs cbtés da 
triangle, ct on aura ainsi trois Bqualioris , au moyen desqiicdles on 
pourra toujours détcrmincr trois parJies quelconques dc ce trian- 
gli:, quand les trois autres seront conuucs. Rlais , pour la praliqur 
il est nécessaire d'ayoir sbparement Ics diverses ~elations qui 
existent entre quatre parliesdu triangle, prim de toutes les nia-  
nières possibles. II u'y a en tout que qiiatrc combinaiso~:~ distinctes 
que nous allons parcourir successivemcnt. 

96.  1" Xelatior~ eutre les trois cotés et u7z angle. C'cçt I'équa- 
tioii [Il dBjà l rouvk  , laquelle en produit trois par la pcrmutaliori 
des leilres, savoir : 

@ 1 cosa=cosh cosc+sinD sinc cos A, 
[rl cosb =a)saccis c f s i n a  sinc cos B, 

[SI cosc =cosacos b+sinasinb cos C. 

97. 2" Relation entre deux chtés et les deux angles opposés. Pom 
avoir celle qui +pond à la combinaison a ,  O, A, B, il faut cli- 
miner c eiiire [Il et [Il. Le moyen qui se pré.sentc d'abord, c'est 

'd'en lircr les valeurs de sin c et cos c , pnis de Ics subslilucr daris 
I'liquaiion siri'c+cos2c= 1 ; mais lq,~alcul suivant, analogue i 
celui du  no 68, est plus sinlpk. 

L'bquaiion [il donne d'abord 
cos a-cos t cosc 

COSA= 
siri 6 siii c 

1'31' suile, on a 
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(cm -cos o cos c)' 
sin'-4= i -cos1A=1- 

siii'b siri'c 

- (i-cm'b) (1 -ccis'c)-(cosn-cos O cos c)' 
-- 

sin'6 siiidc 

- - i-cos'a-cos'b-cos'c+2cosaos b cos c 
sin'lr sin'c 

dono 
sin A - l-co~a-cos'~-cos'c~2cos u cos b cos c -- 
siria sin a sin 6 sin c 

Il n'y a ici aucune ambiguiti! dans Ic signe d u  radical., atlcndu 
que les cinglos cl les c6tés élant moindres que 180°, leurs sinus 
sont posilirs. Comme le second m~rnbre  demeure constant quand 
on chnngc A et  n en Il et b ,  et vice versa', ou bien en C Etc, et 
vice versn", on concliit 

sinA sinR sinC . 
Pl -i=-i=-- 

s i n a  b i n b  SMIC ' 
donc, dans un t r iangb sphérique, les s i m s  des angles sont entre 
e u x  comme les sinus des &tés opposés. 

98. 3" Relalion entre deux cbrés, t'angle qu'ils cornprerinent , et 
I'angle opposé ri. L'u.n d ' e u x .  Considérons la combinaison a&, A ,C. 
Elimiuons d'abord cos c entre (11 et [3], il vient 

cos a =. cos a cosab+ COS 6 sin a sin b cos Cf sin O sin c cos A. 

En transposant ros n cos' 0, observant que cos a - cos a cos1 O = 
cos -a sirph, et divisant tout par s in  E sin a, on  trouve 

cosasin Ir sin c cr's A 
=cos b cos C + 

siu a sin a 

siiic sin C 
Mais -;- =--- - ct pic sui te on a , pour la relation chcrclii.~ , 

Slna sin A '  
col a sin Ii=cos b cos C+sin C cot A. 

On peut y faire diffcrerites permutations entre les Icttrcs, c t  on 
obticut en tout six ilquations, savoir : 

[SI cot a sin b=cos b cos C+sin C cot A ,  

161 col O sin a=cos a cos C+siri Ç coi B ,  
L71 cot a sin C = C O ~  c C O S  U+>iu U cot A,  
[SI cot c sina=cos a cos I:+siii B col C. 

191 eut b sin c-cos c cos A+siri A cet 12, 

[foi cot c sin b= cos b cos A+sin A col C. 
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99. 4" Relarion elzrrc urz ctrs et les trois n l q l e s .  C'cst la der- 
nière qui  rcstc à chercher. Eliniinons 6 rt c entre les 6quations 
[Il, [2], [3]. A cet effet, mettons d'abord dalis la Ire la  valeur de 
cos ç, tirée de la 30 : il vient, comme ci-dessus, 

1 

cos a sin b sin c cos A 
= cos 1icosC + 

sin a s i r i a  ' 
et cclte relation, au moyen dcs égalités 

5 
sin O sin B --- sine s inC - et -=- 
sin a sin A s ina  sin A' 

se charige facilement en celle.ci : 

cos n sin B = cos O sin A cos C+cos A s i r i ~ .  

En effectuaut les mEmcs calculs sur l'équation [2], OU mieux, en 
changeant, dans la dcrnihre, a et A en O et U, et vice versa, on a 

cos Osin-4=cosasinR cosC-IcosB sin C. 

Il n'y a donc plus qu'à éliminer cos O entre les deuxiiquations pr8- 
cédcntes. On trouve ainsi, après toutes rcductions , la relation 
cherchée entre A, 8, C et a ,  laquelle, élant appliquée aux trois 
angles successivement, donne les lrois équations 

Ir il cos A=-cos D COS Cf sin B sin C cos u, 

lrol cos U=-cos A cos C+sin A sin C cosb, 

il31 cos c=-cos A cos B+sin A sin B cos c. 

100. L'analogie dc ces équations avec ln  formule fondam~ntalo 
[ t ]  est frappanle et conduit à une consi?quence reniarqnablc. h a -  
giuons u n  triangle sphérique A'B' C' dont les cdtés a', 6', cl, soient 
les stippl6mcnts des angles A, B, C : cri vertu de la la formule [Il 
un aura  

cos a'= cos b' cos c'+sin b' sin c' cos A' : 

or  si11 n'=sin A ,  cos a'=-cos A ,  sin bl=siii 6, etc.; donc 

- cosA=cos B cos C + sin B sin C COS A'. 

On tirerait de la, pour cos A', une valeur égale et de signe COU- 

traire B celle que donne i i i]  pour cosu ; donc a=180°--A'. 
Srinbl;ililtment, L=lSOn-R' et c=ISOo-C'. Doiic, un triangle 
q ~ h é r i y u e  Orant donné,  si ron e ~ ~ ~ o r m c  un second d o n t  les chtic 

soient s r ~ ~ ~ l é n z e ~ t t s  des arzgles du premier., récLyrorjueme~lt les &t& 

r?ripre~iiic~rserotrl les s ~ ~ ~ ~ l é m e n t s  cles angles dir second. 
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Par cette raison, lesdcux triariglcs sunt dits szyplé;nenrairm. On 
a vu en gbométric que chacon d'eus peut 6lre décril en prenant 
pour pOles les lroi~soinmels dcl'autrc; c'est d'après cctte propriétb 
quc chacun des dcuu hinnglrs est di1 lc polaire de l'aiitrt.. 

101. Aualogies (le ATcper. J e  vais encore démontrer 1 s  propor- 
tions, qu i  sont conniics sous Ic nom $'a~ralogies rie i kper . ,  ct qu'ou 
emploie poür siaplificr qnclqnrs cas dcs tria:içlcs sphériques. 

Les équations [l] et [2] donnent 

casa-rosbcosc=sinO sin ccos A ,  
cosb -cosacosc=sinasin c cos B. 

En divisant ccllcs-ci l'une par'l'aiilrc, et en ayant Egnrd à Irt 

rclation siri a ; sin !, :: sin A : sin E, il lierit 

cosb -cosn cosc - sinA cosB - -- 
casa-cos6cosc siuBcosA 

1\Ictlons celle égalité sous forme de proporlion, c t cornpanons 1s 
diffhrence des termes de clinquc rapporl avec: la sonime dcs n!&nes 
termes : alors, par àes traiisFormations faciles ii apercevoir, on 
trouvo 

cos b- cosn 1 -tcosc sin (A-1i) x-=: 
cos L -+ cos rr 1 -cos c sin ( A  + E) ' 

Mais, par des formulcs conniics (40, 37, 29), on a 

s in(A+l~;= . ' s in: (9+B)cos~(A+B) ,  
. sin (A-B)=2sinf (il-8)cos; (A-B); 

subsiituons donc ces valcuis, cl il viendra 

sin: (A-B)cos' (8-13) k] tang;(a+b]tnngl; (a-I/)=tang2: c . 
sin; ( ~ + ~ ] c o s : ( . 4 j - E ) '  

- D'un autre côté, dc !a proportion sin n : sinb :: sin h : siuB, on tire 

sinn+sirib sinA+sinll 
sina-sin6 - sin A-sinU ' 

5 
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et cetlc équation peut &tre transformée en cette autre (40 ,  391, 

iang:(a+b) - s i n f ~ A + B ) c o s ~ ( h - B )  
- 

tang p (a-6) cos. (A+ Il) sin: (A-B) * 

Nulliplion~ d'abordl'kpatioii [z] par celle dernière, puis divisons- 
Jcs I'unc par l'aulre, il ne reslera que des carrés. Alors, en ex- 
trayant lcs racines, et obscrtant qu'en vertu dc l't'quation [ X I ,  
tang : (afb)  et cos : (A+ B) doivent être de même signe, il vieni 

COS: (A-Il) 
tang:(a+b)=tang+c 

cos j ( A + B )  ' 
sin; (A-B) 

tang; (a-b)=lang;c 
sin : (A+ E)' 

On peut appliquer ccs formules triangle polaire; ct pour 
cela il faut y remplacer a, b,  c, A ,  13, par 180"-il, 180"-II, 
180"-C, 180>-a, 4 80"-6 : il en résulte 

cos: (a-b) 
tang; :h+B:=cot :C 

cos: (a+617 
sin : (a-b) 

lang : (A-B) =cotf C . 
siri :(a+D)' 

Les quatre formules ci-dcssus sont, sous forme d'egalitcs, Ies pro- 
portions ou analogics dPcouvertcs piIr ~ V K ~ E R .  On se sert dcs dcux 
grcmières lorsqu'on connaît un cbt6 avec les angles qui lui sont 
adjacerits; et des deux dnrnikres, quand on connall deux c6 tb  et 
l'angle compris. 

102, Relations entre lespnr&sd'un triangle spZ~Eriqzie rectnnç!c. 
Pour avoir les formules qui conviennc.nt a u  cas particulier du  
triangle rectangle, il sufllra de faire A=90L8dans cellesdcis rcl;ilioiis, 
trouvées precédernmciit, qui contiennent cet angle Dc cette ma- 
nière, on trouve 
[a] c o ~ a = c o s ~ c o s c ,  ilo 95 

Eh] sin 6 =sin a sin B, sin c =sin a sin C, no 95 
[c] tang 6= tanga cos C, tang c = Lang a cos B, n" 98 
[dl tangb=sio c tango, tang c = sin 6 tang C, ibid. 
[el cos6 =sin C cos 1, cos C =sin B cos c, un 99 
[ f ]  c o s a = c o t ~ c o t C ,  ibid 

E n  tout s i s  formules distinctes èg l rmcn t  commadrs pour Ic 
calcul logariifimique. La premier? une rclation entre 
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1'11~-plEnuse et les deux &tes de l'angle droit; la ù ~ ~ ~ i i : ~ ~ ,  
entre l'hypoténuse., nu coté et l'angle opposi! ; la troisiCme, entre 
l'hypot~riase, un c0ti: el  l'angle adjacent ; la  quatrième, entre les 
deux cdtés ct l'angle opposé 4 l 'un d'eux ; la cinquiéme, entre 
un  cûté et lcs drux angles obliques; enfin, la sixième, entrc l'hy- 
poténuse et les angles obliques. Ainsi, drjux @clconqucis des cinq 
parties étant connues, on a une formule pour déierminer telle aut re  
partie qu'oii voudra. 
103. Certaines propriEtCs des triangles rectangles doivent &Ire 

remarquks ici. . 
10 La formule [a] exige que coa!u ait le signe d u  produit 

cos L cos c : or, pour cela, il faut que les trois cosinus soient positifs, 
oü qu'un seul le soit. Donc, dam LLIZ triangle sphérique rectangle, 
les trois cltés solrt nzoincZres qzre 9OC' ; ou bien deux des èl~Zs son t  
plus g-rund%ue 9OCJ, et l e  troisième est moindre. 
9 Les forrnulcs [cl] rnozlrent que tangl. a le mbnc siçrir. qnc 

lang B, et iang c le mémc signe que tang C. Donc c h a p e  cijté d e  
1'nagle droit est d e  n&me espèce q u e  l'angle opposé r c'est-&dire 
p e  l'mzgle et ZecOié sont C O U S  cleusr t~oi~~dres  yrie 90n ou tous deux 
p l u s  grands.  

10g. Un triaiinle siihériquc peut-élre bi-recAangle et meme tri- 
reclanglc, c'est-à-dire que dcux de ses angles peuvent C'ire droits, 
et m&ne tous les trois. Dans le drrinier cas, 11,s trois cBLds sont des 
qiindrants. Dans I'autrc, les cdlEs opposCs aux dcux arigles droits 
sont aussi des quadrants ; et lc iroisiEmc angle, ayanl pour mesure 
le  LroisiPme cBté, doit Ctre cxprimcparle mémc nombre dedegrks 
que cc cOtb. Ainsi, ces deux cas ne doiinanl lieu h aucune question, 
jc parlerai seulemeni du triangle sphPrique q~r (  ne rcnferiz-e qu'un 
angle droit. Pour le dctcrmiiicr, il sufiii dib connaitredeux dc !cinq 
autres pariics, ce qui fcra six ras à considérer. 

IC5. PREMIER c.4~. halit  donnes I ' I~~p~lt; izuse a et uir c8ré b,  
trouver c, B, C. 

11 faut recourir aux relations [a], [LI, 

cosa . sin O 
eosc= - 61nB= - 

c a b '  6111 a ' 

[cl, lesquelles donnent 

tang i, 
cosc = - 

lang a' 
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Comnic il s'agit ici d'arcs et d'angles qui ne pciircnt surpasser 
180°, ct comme dans czllc limite, il n'y qn'un scal arc qu i  rcponde 
h un cosinus donné, il s'ensuit que c et C sont d5icrniincs sans 
aucune ambÎguit&. Quant à I'anglc B. coririie il rçt connu par son 
sinus, il semble qu'on puisse le prendre indifY~i'rcriimcnt aigu ou 
obtus; mais, d9aprçs 1;s rernarqucs du no 103, i! duit f!rc dc mbme 
eqkce cpc Ie d i e  donné 6. 

106. L)~oxibare cas. Biaut ii?orrt~& les deus c h l s  b pi c dc .l'ar#e 
droii, tr.orrver Z ' l ~ y ~ o ~ é n ; ! s e  a e t  les arlçles G, C. 

Par les relations [a] et [dl on a 

et i l  est clair qii'il n'y a ici aucune anibiguik!. 
107. T R O I S I ~ ~ M E  CAS. fitunt d o ~ m i s  Z I J q ~ p ~ & d : l r ~ ~  3 rF&z m g l e  B, 

trouverb, c ,  C. 
Des relations [ h l ,  [cl, [ f J,  tirez . 
sinb=sina sinB, langc =tanga cosC, c,J:(:  = C O S C L  tang5. 

c et C seront détcrrnink sans arnbigiiitC, r i  1~ c6!b li dcvra Zilre de 
meme cspke que B (103). 

108. Q u h ~ n i È l ! ~  CAS.  k tau t  C L O R I L &  le c6fG r) d e  I't?!t;ze droit, 
ainsi q u ~  L'ailçle opposC B,  trouver a, c, C. 

Au moyen des relations [hl, [dl, [r], oc a 

II y a ici ambiguile à causc des sinus, ct il c s l  fiicilc clc voir qti'eue 
doit vi:rilabIerncnt csistiir. En cffct; si le 1ii;i:i;Ic IfAC (fi;;, 291, 
rectangle en A ,  satisfait A la queslioii, prolongea El\ c l  CC jusqü'a 
leur intcrscction D, puis prencz I)A'=Dl et DCr=i3C, Ics Iriangles 
BBC,L).4'C1, seront Cgaux dans toutes lcurs partics, ililiic l'imgle il' 
est droit, cl C'A'=CX=h. Ainsi lc trinnglc BA'C' cs t  r i .ctan~le et 
contient aussi Ics dcux parlics données II ct 6 .  On peut donc 
prendre à volont6 a (90'' ou a)9OC;  niuis rjiiacd Ic c!ioix sera. 
fait, l'espéce de c sera donnée par la relation cc i  c=cos 11 cos C,  ct 
cettc espfce sera aussi cellc Cc C. - 11 n'y a plus qu'un seul triangle, Icque! es[ bi-rcc[arlç{p, quand 
b=B. 11 n'y ena plus si l'on a sinb>sInC. 
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109. Cix~nrk:ai~ C ~ S .  Ekmt d o n ~ z é . ~  urz c i t é  b de l'angle droit UV& 

l 'a,~gle ndjacerlt CA trouvera, c, B. 
h relations [CI, [ c i ] ,  [el, on tire 

Par-la on conmika a, c, B, sans aucune ambiguité. 
110. SIXIÈME CAS.  Etant clonrrés les deux angles oliliqurs B et C, 

Ccs valeurs ne laissent aucune ambiguité ; et si le  triangle 
possible, cllcs cri avcrliront. 

est im- 

11 1.  R~nrr,cpce. I>lusirurs cas sc rami'.ncnt au triangle rectangle. 
in Si dnns un triangle spheriquc on donnc trois parties parmi 

I e s q ~ ~ d l c s  il y ait un cd16 @al a <JOo, l'angle correspondant, dans 
le triaiiglc polaire, sera droit. De plus, on connaitra dcux dcs cinq 
autres élitnitints dc cc triangle ; donc on pourra Ic r&oudre par ce 
qui a étc dit plus haut : o r  il cst hvidcnt que la rcsolution de ce 
triangle fera !?-ouver Ic premier. 

2 O  Quand un trixng!c est isosciilc , les dcur cbtk Cgaus iic sont 
compt~squc  pour un scul élhncnt, les anglesqui leur sont oppoçfis, 
aussi pour un seul ; et alors il sriffit de deux iilCrncnts pour deter- 
minrr le triangle. Or, eri meiiant un arc dc grand cercle du Som- 
met an rriilicii rlc l a  bax,  on Ic dbcbmpose en dcux triangles rec- 
tangles, i ' g ~ u x  dans touks lcurs parties, et dnns chacun desquels 
m conriaiira deus L;!t:mcnis, outre l'angle droit ; donc Ics triançlcs 
isoscéics 1)eü~cnt se résoudre par les trianglcs rcctanglcs. 

3" Soit on triangle sph8rique A B C  (cg.  30) dans lequel on a 
a+lr=18Do. En prolurigcant a et c jusqu'à leur inltmection Il, 
on aura a+CD=18OU; donc Cn=O. Or chaque ékmcnt  connu dn 
triangle BEC cn fait connaflrc un dans lc triangle isoscèle AGI), et 
vice vers l ;  donc la rbsoltilion d'un trianglo dans lequel la sommc 
de deux cU1Cs est Cgale à 180' revient à mile d'un triangle isoscdr, 
et par suifc à celled'uti trimgla rectangle. 

anLa niéine those peut se dire d'un triangle sphbripue dans 
lequel deux arigles sont suppléments l'un dc l'autre; car on ne peut 
pis avoir n+b=f 80a sans avoir cn même temps A+ B=iûûa 
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70 Q R E P I È R E  P A R T ~ E .  

et vice versa". En effct, dans le triangle isoscde ACD, J'anglo 
CA D=B=B : or CAT)+CAB=1 80°; donc aussi , dans lc trianglu 
A I X ,  on doit ai.oirA+B=18ûn. 

i l B .  PREVWR CBS. .&nt d o m i s  les trois cotés a, b, c, fr.ouvrrB 
les angles A, B, C. 

Pour avoir A ,  par excmplc, de l'éqiaalion[l] no 9G on tire 
cosn-rosb cosc 

COS A = 
~ i u  li *in c ' ' 

mais on 'oblient une cspression micus appropriée aux loga- 
riihmcs en cherchant sin ; A ,  cos : 4 ,  ou Inn; : A ,  comme on l'a 
fait pour les triangles rectilignes. Prenons donc (31) la formule 
2 sin2: A=I-cos  A,  et mr,ttons-y la valeur de cos A : on trouve 

rosa-cnsbrosc cosbc«sc+siribsir~c-cosn 
?sin1; A= 1- - 

siriUsiric siri bsinc 

- cos(b-c)-ccça - 
siri bsiric 

Dans la formule corinue cos q -cosp = 2 sin: ( p f  q)  sin f ( p - g ) ,  
faisonçp=a et q = O - c :  il vient c o s ( 6 - c ) L c o s  a =  
2 sin : (a+6-c) sin f (a-bfc) ; donc 

sin 9 (a+O-c)sinL(n-b+c) 
sin ;A= 

sin bsiuc 
Pour abrPgrr, posons a+ li+c=Qs, onaura a+b-c= 2 (s-c;, 
a- b+ c = 2  ( s -  L ) ; ct par suite la formule prkcédenle devient 

sin(s-6) siil (s-c) 
sin :A= 

siil U~inc 
sin s si II (s-a) 

De mdsne, cos:A= 
siii/lsiuc ' 

sin's-O)sin(s-O) 
et  par suile, iang:A= 

6111.7 J~u(s-u) 

113. DEOXIÈME CAS. h'~nnt donnés deux c 6 h  a, b, avec 6nliçle 
A opposé à l'un deux, trouver c, B, C. 
011 obtient d'abord l'angle B, opposé A 6, par la proportion 

sinAsinb 
sina : sin8 :: sinA : sinB, d'où sinB=- 

sinn 
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Ensuite, le inicux sera de d(!tcrininer e et 4: par Ies analogies 
de NEPER ( loi) ,  lesqu~lles donnent 

sin' (A+B) 
tang :c=(ang: (a-O) 

(A--&)' 
sin ' (a+b) 

cot : C=tang ( A - B )  . 
srn ; Lu-b)' 

L'élément R étant dktcrniiné par snn sinus, cet angle peut étrc 
aigu ou obtus. Cependant, pour ccrtairies valeurs des donnécs 
a, B ,  A,  il n'aiste qu'un seul triapgle. Kous rrvimdrons dans 
un article à part (1 18) sur celte discussion, analogiie a celle qui a 
été faite sur 1C second cas dm trianglrs rc,clilignes (75) .  

On peut aussi lrouver C dir~c:ement par i'cquaiion [ 5 ]  n" 98, 

A cet effet, determinons d'abord un angle auxiliaire 1 en posanl 
cot A= cos E> cot y ,  d'où 

cot A 
Coty=-. 

COS 6 ' 
puis, dans l'équation [5] substituons la valeur cot A = cos O cot y=  
cos 6 cos - . Cette fiquation devient cos b (sinC cosy + cas C sin y) 

s i q  
=cotasin Osiny, et alors on en tire facilement 

donc on connaîtra C f Soit C $ <p = ru, on aura C = m - y .  
Après avoir trouve C , on obtint le cOté c par In proportion 

sin A : sin C :: sin a : sin c. Mais si on vrut calculer c directe- 
ment, il faut recourir a l'équaticn [ I l  du no 9 6 ,  

cos Ocasc+cosAsin bsin c=cosa .  
On réduit, comme plus haut, le prcmier membre h un seul 
terme, au moyen d'un anglc auxiliaire ?, en posant cos Asin b = 
cos 6 col p , d'où 

col = cos A tang L. 
Par suite, I'Êqunlion devient cos 6 (sin p cosc + cos ?sin c) = 
cos a sin y ,  ou 

m a  sinT 
sin(c+?)= - . 

cosil ' 

dooc, aprCs avoir calculé 7, on aura facilcmeol c. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



112. T~oraikiic cns. ~%zntrdon~tés d e u x  c&és a e l  b,avecPan& 
conzpris C, trouver A, 15, c .  t 

Lcs formules [5] ct &fi] du no C8 donncnt, pour A et R, 

EH employant des anglcsaiixiiiaircç, i l  rsl facile dc rhduire cliaqw 
numérateur à un mononie. Nais il eut plus simple de recourir aux 
aiirlogies d é  X$;PER ( f  Of), 

cos: (a-b) 
langf ( A +  B;=cot:C 

cos (a $6) ' 
sin: (a-li) 

tan~r$(A-n)=cot: C 
s in; (o+b) '  

Elles forit ronnattrc '; (A+%: et : (A-B), et par saile A et B. 
Urie fois (:CS a u g l ~ s  trouvés, on cihLiciit c par la proprtioh 

sinA : sinC :: sina : siiic. Mais si on veut avoir c diîectcment, 
ao prendra (96) la  formule. 

c m  c =cos a cos b + sin i sin 1i cas C, 

coslJcosp 
daiis laqudlc on fera sin b cos C = - - cos 6 col y. Alors il 

w n  ? 
viendra, sans aucune ambiçuitk, 

cosb sin (a+?) 
c»t?=tangli cosC, cosc=- 

siiip 
9 15. Q U A T R I ~ V E  CAS. &ant do~inc!s & u s  angles A et B avec Ie 

côte n d j c t c e ~ ~ t  c, trouver a,  h, 6. 
On peut trouver a et LJ par les forrnuks [ï] et Cg] du no 98, 

cothsinR f co~Rcosc  
cota= - - 

sine 
cosBsinA+cosAc«sc 

CO! (, z= 
siil c 

1 

ct niirur cncorc par les a~ialogies de KI~PER, 

sin; (A-B) 
ta@: (a-6) = tnng : c 

sin: (A+B] 
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TRIGONONETRIE. 73 

Ensuite on a C par la proportion sin a : sin c :: sin A : sin C. Si 
on veut avoir Ç direrlrmciit, on pgcndra (99) la formule 

cos C =sin h sin II cos c - cos A cos B; 

on posera sin H cos c = cos B cot y, ct il viendra 

Ce cas est analogue au trcisii?nic, et n'offre aurune ninbigui tk. 
i 16.  C i r i ~ t i i t ~ ~  CAS.  Ezm~t dorrnés d e u s  angles A et B avec le 

&té a opposé à l 'un d'eux, trouver b, c, C. 
Ce cas rst tout à fai t  nnologue ausccond; il sc h i l e  de meme 

et préscnte Ics nichws aiubiguitCs. 
On dbduit O d e  la proportion sixi A : siiiB :: s i n a  -;sin b ;  ct on 

trouve c et C par los formulcs d E j i  cm~iloyL;cs ( l i  31, 

siil : (A  + IJj 
fang f c= tang 4 (a-O) 

sin; (A-BI' , 

Le cd16 c s'oblient aussi par I'équalion [7], ne 93, 

cot a sin c- cos U cos c=cot Asirt B, 

dans laq:!elle on fait  cot n =coçE col y ;  c:t par là il vient 

cota . bufi Bsin? 
coty= -- sin (c-y)= 

cos lii tarig A 

Enfin , on peut aussi connattrc C en posant sin a : sin c : : 
s inh : siu C ; 03 hien ( 99)  au moyen de l'equation 

cos a s i n B  sinC-cosUcosC=cosA. 

0ii réduit d'abord le premicr nicrnhre à un monome, en posant 
cos0 sinB =cosB coti ; et il en rCsulte 

cosAsinp 
sin$-y)= - 

cos Il 

(2s valeurs d@terminent y ,  C- y, 61 par suitc l'angle C. 
i i 7 .  SIXI~MF: ~ D E R Y I E R  CAS.  &tant donnés Icstrois angks A ,  Tl, C, 

truuvsr les cotés a ,  b, e.  * 
Ce cas se résout par da calculs semblables à ceux du premier. 
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'7 5 P R E M I ~ R E  PARTIE. 

Par exemple, pour avoir a,  on se sert de l'équation [ii] nb 99, 
laquelle donne d'abord b 

cosA +rosBcosC 
casa= 

silii3 siuC; . 

Ensuite, par les transformaiions eniployées dans Io cas c i t k ,  
or1 trouve les expreisiunis de sin : a, cos : a, tan J : a,  lesyuellt~s 
sont plus con~morles pour le calcul logarithmique. En posanl 
A + B C = 180" 2S, ces cspressions sont 

Si lcs trois derniers cas ont une si grande analogie avec les trois 
prernicrs, c'est qu'en effct ils peuvent s'y ramc8ncr par les pro- 
priétés du triangle polaire (100). 

118. Les seuls cas daas lesquels i l  y ait incertitude sur l'cs- 
. p k e  des élc'ments inconnus son1 le second et le einquiitme. Je mr 
propose, dans cct arlicle, de recliercticr a quels syrnpi6uies on rc- 
connaîtra qu'il doit y avoir dcur solutions ou une seule, ou même 
que le triangle est i m p s s W e ;  r l  pour cela je \ais établir d'abord 
plusieurs propositions sur lesquelirs je m'appuierai. 

Cousidéroris sur uiae sf&re un dcnii-ccrcle I)CDr (fig. 31) 
, perpendiculaire à un cercle entier DHD', prenons CD <!IO', r t  

menons des arcs de grand ccrclo CB, CD', CH, ... du  point 
C aux différents points de la circonfcrence DIID'. Prolongeons 
CD d'une quantite Pgalo C'D, et joignons Cr>. Les triangrla 
CDG, C'DB ont un an@ droit compris enlre çd%s egaun, 
donc CD= C'B. Or on a CDC1< CB +BC'; donc CD (CE. 
Ihric Io l'arc CD esl  le plus petil qir'oit puise nzelzer du point C 
2 la circo~@rpnce DIID'; et par suite CD' est le plus grand. 

Soit D g =  D13 : les triangles CDD, CDB' ont aussi un  aiiglt 
droit compris entre cf  tes Cgaux ; donc CUr= CB. Donc 2" k5 
ciiçs obliques également éloigizés d c  CD OU Ide CD', sont k n u x .  
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TRIGO~~OYÉTRIE. 75 
Enfin soit DEI) DB : menons C'Il, et prolongeons CE: j iqu'b 

sa rencontre 1 avec C ~ H .  Puisque l'arc CC' est inoindre qu'uri 
demi-cercle, i l  doit &ire renconlré par l e  prolongCrnent dc 
CR, au' d e l  du poiiit Cr, ce qui exige que l'iclerseclion 1 se 
fasse enire H et Cf. On a donc C'H < C I  + 111, et par suile 
C1B+BC<C'I+IC. Nais on a I C  <IIi+IIC, et  par suite 
C'I+lC (C'FI + IIC ; donc, à plus forte raison, C'R + BC ( 
C'II+HC. Or C'B =BC (4C'Il=HC; doiic on a PIC < IIC. Donc 
4" les arcs obliques sont d>autantplusgrmzds qu'ils s'écartellt d ~ i -  
varrtrrge de CD, ou qu'ils se rapprocherrt davantage de CD'.  

119. 3Iainlcnarit supposons qn'on veuillc construire un tri;ii:glc 
splikrique avec deux chiés donnés a, b, et l'angle A opposé a a .  

D'abord je remarquerai que certains cas d'irnpossibiliti: sont in- 
d i q u b  par le calcul inêrne. Pour les faire coiinaitrc, je fais (Bg. 32 
et 33) l'angle CAB = A el AC =O, j e  prolonge AC,  AB, jusqüP 
leur iutersection E, pois j'abaisse C D  pcrpcndiculaire sur A E .  
L'arc CD doit etre dr: mr'rnc esphce que l'angle A (103) ; donc, 
lorsque A est aigu, CD ejt la plus courte distance du point C a la 
demi-circonfkrence AE, et c'est la plus grande lorsque h est obtus 
( l is ,  I o ) .  Daiis la première hypolhèse, le triangle sera impossible 
si l'on a a <CD, ce qui donne sin a < sin CU ; el dam la S L W I ~ C  

il sera impossible si l'on a a) C D ,  ce qui donne encore sin a < 
sin CD. Gr,  dans le triacglc reclangle ACD, on a 

i : sin O : : siri A : sin Cl) E sin b sin A ; 

donc, dans Ics deiiu hypotiibsrs, on anrait sin n <sinbsinA. 12'iiri 
autre cBLé, quand on cherche l'nnglc B du triangle inconnu ACB, 
on a 

sinb4nA 
sina: sinA :: sinb : sinB= 

sina 

donc cette u-alcur de sin I3 serait) 1, ce qui indique mie imposbi- 
biliie évidente. 

Si I'on donnait a=  CD, i l  n'y aurait que le seul triangle rcc- 
tanglo ACD q u i  fùt possible ; et c'est ce qu'indique encore la va- 
leur de sinB , laquclle &vient s inB=l .  11 est sous-entendu que 
I'angle A n'est pas 9gal à 90". 

120. Laissant donc ces cas de &té, exaniinons les dilfércnlesre- 
lalions do grandeur que peuvent présenter les donnée3 a, 6, A. 

soit A <  90' et b < 90" (fia. 32). Poisqiie A cl O sont < 9Ge, 
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AD est aussi < 90" (103) ; donc AD <DE. Cela posé, si l'on a 
en outre n < L, il est clair qu'on peut placer entre CA et CD un 
arc C B  = a ,  et que de l'aulre cble, entre CD cl CE, on peut en 
placcr Lin autre CJY =CL>=a : c'est-à-dire qu'il existe deus trian- 
gla ACB et ACB', construi& avec les mcmcs données a ,  b,  A. 
Lorsc~uc a = b, le triangle AC!$ dhparaît, et il ne reste que ACE. 
Quand on a n+b = 1800 ou a+O) 180°, lc  point Br vicut cn E 
QU passe au delà, ct alors il n'y a plus de trianglr. 

0:i discute de la n i h c  manière les autres hgpotheses. Les ré- 
sultats sont tous conipris dans le tableau suivant. Le signe > veut 
dire égal ri o i ~ ~ l ~ r s  gmnd  que; 4 sigri%e <:gaz à ou i~zoindrc que .  

i u<D deux solutions. 
6 (90' a> 6 une soiulio~i , i rnoics qu'on n'ait 

a f Ii >180° plcunc. a+6>iSoe .  

i a -4- O (1 80" deux solutions. 
6) 90" a -1 b > f 80" unc solution, i irioi~is qu'onn'ait 

u > b  aucune. a>b. 

u < b deux sulutions. 
O =  90" a>l> aucune. 

n + b )  180" dcux solutions. 
cz f- 6 4 2 80" une sohtion, i m ~ i i i s  p ' o n  ri'ait 

a<b aucune. a , ~  

/ a> U cieux rolulions. 
O > 99" a <b un? ~ o ~ u t i o n  , i moins qu'on n'nit 

{ a  + b <i80°~ucuno.  a+L<iEo'. 

a> l> deiis solutions. 
!, = 90" 

a) 1, une soiution, P ~ O ~ L I S  n'ait f u+b aucune. a t li> 180.. 

a + O >18OW aiicurie. 
n < b une soIution, i nxiiirs qu'on n'ait .4 = 98" 

a+b<iScP. 

!a -/- ?1<l80* aucune. 
n = W  infinité de sol~tions.  , b = 90' 
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1". La propriEtB du triangle polaire pcrmct d 'a~pliquer ces 
&ultats a u  triangln dans lequel on connait les éléments A, B, a ,  
ce qui est l e  cinqoiiime cas ( 1  16). Sculenient il faut avoir soin de  
changer partout a, Ir, A en A, B, a, l e  signe > en ( e t  l c  sigiic 
< en >. 

Lorsque Ics données tombent dans l'cn des cas où I'on ne doil 
aioir qu'unc seulc solulion, le calcul nr lalsse pas qiie d'en indi- 
quer ~ C U X .  Mais, pour discerner celle qui doit etre conscrvcc, il 
suirira d'observer que les plus grands angles doivent être opposbs 
aux plus grands cbtés, el réciproquement. 

Supposons que les données soicnt A = 1 191, a,lOEo, b=1060. 
Dans le lablcau précédent ,' parmi les ças qui corrcspondent à 
h>90D, je considère ceux ou l'on a b>90°, et parmi ceux-ci je 
remarque celui où 1'0:) a a 4 lr, J'obscmc en outre  qu'on a 
a + O=30Su ; donc a + 6> 180n. Alors je conclus, d'aprés lc 
tableau, qu'il n'y a qu'une solution : e t ,  puisque Ii est > a ,  
l'angle B est > A ,  donc B est obtus. 

123. EXEVPLE P (fig. 3'4). Rérluirz rrrr angle ri l'horizotr. 
Soit BAC un angle situé dans un plan incliné, et AI) la ver- 

ticale qui passe ail sommet A. blenez h volonlé lc plan horizontal 
AIN qui rencontre les lignes AB, AC, AD, en E, F, G : l'aiigle 
EGF est lu projection horizontale dc l'angle BAC, ou, en d'autres 
termes, c'est l'angle BAC ridicil à l'l~urizorr. C'est cet auglc EGF 
qu'il s'agi1 de calculer, cn supposant connus les angles E4C, BAD, 
C.4D, qu'on mesure avec l'instrument. 

La solution graphique serait aisée : car la ligne AG étant arbi- 
traire, on aurait les donnbes suffisanlm pour construire d'ahord les 
triangles rcctanclcs E.4G ct FAG, p i s  le triangle EAF, puis enGn 
le triangle EGF. 

Le calcul de l'angle ECF esl également facile. Si on dEcrit 
une sphère dx centre A avcc un rayon quelconque, les droites 
AB, AC, AD, dcterminent un  trianjle spliérique BCD, dont les 
chtés sont connus en degrés au moyen des angles donnés, et dont 
l'angle UDC n'est aulre que l'angle cherché EGE'. C'est donc par 
le premier cas des triangles spht!riqucs quclconqucs que la ques- 
tion scra ri.solue (1 12), c'cst-à-dire qu'on prcdra  11 formulc 
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sin (s-b) sin (s-c) 
s in fA= 

siil b sinc ' 
et qu'on fera a e B A C ,  b = B A D ,  c=CAD, s=:(af b+r). 

Si,ipnt a = 470 45' 39", 1i = 69" 49' 19", c = 80" 17' 36". On 
aura 2s=197" 52' 34", s=98" 56' 17", s -b  =29" (1' 58"; 
s - c  = 18" 38' a i f f ,  et on fera le  calcul suivant : 

L. s in ( 5 4 ) .  . . . . . .  9,657 1552 
1,. sin (5-c). . : . . . .  c~,50$;412 
L'. sin i~. . . . . . . . .  o,os?50;8 
L'. s i n c .  . . . . . . . .  o.ooOaGa3 

21.. sin t A .  . . . . . .  ., I ~ . z x X X ~ %  
. . . . . . .  t sin ; A .  g,Gxï633.a 

-.;A = 240 rat q",g 
A = 480 24' 56", 

123. EXCIPLE I I  (fig. 35). &ant dorrn&s les latiticdes et  I ~ J  
lo?zgitudes d e  deux points d u  g lobe ,  trouver l a  d i s tame  de C P S  

t leux poilrfs. 
Soient A et U les deux points. Supposons que QR soit I'éqaa- 

terar, C lc pole borbal, et CEU, CFD, les méridiens des points A 
ct 13. EnGii, supposons ericore que les longitudes se comptent d 
partir d u  point P dans lc spns PEF. 

La diffcirericc des longitudes , PT?-PE , est @ale h l'arc CF 
ou n l'angle C compris cntre les deus méridiens ; et les arcs 
AC,  E5,  sont les complrmerits drs latiiudes donnees AE , Ill?. 
Ainsi, dans Io triangle sphériqiic A B C  , (in connnit i'angk C awc 
1cs côtés qui le cornprcnnent, et il s'agit de calculer le troisikac 
cftd AI3 : o r ,  d'apres le n3 114,  AB ou c est determiné par le6 
krrnulcs 

COS 1) Sin ( a  3 . 9 )  
cotp=tanglicosC, cosc=------. 

ai11 cp 

Supposons, par exemple , qu'on demandc l a  distancc dc Brest 3 
Cajenne. Daus l'ilunuaire du bureau des Iongiludes, pour 1828, 
on trouvc 

Long. de Drcst = 6' dg', Lat. = 48' 23' 14"; 
Long. de Cayenne = 540 35', Lat.= 4" 56' 15". 

Lcs deux longitudrs sont occidentales, et comptées h parlir du  n&- 
ridicn de Paris;  les deus la~iludes son(~boréa1es. 
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En consEqucnce dc ccs données, on trouvera d'abord 

Aprks quoi on cherche c comme il suit : 

Calcul de l'auxiliaire q. Il C ~ l c u l  du cStS c. 

Ainsi. l'arc qui mesure la distance entre Brest et Cayenne est 
dc 5g0 23' 5ar',38. Pour l'évaluer en myriamètres, il faut sc rap- 
~ d c r  que Ic quart d u  mkidirn  tcrrestw vaut 10 000 000 mial., 
ou 1000 myr. Alors on fera la proporiion 

lA. cos C. . . . . . . .  9,82;',6;1 
L t a n g L . .  . . . . .  ,, ii,oG353SG 

L. c o t g .  . . . . . . .  xo,Sg1oo57 
+= 7" 19'26" 

a ;- 9 = 480 .5(i1 i 2". 

et, en réduisant les arcs en secondes, cn trouvera 

. . . . . . . .  L.  cos&.  8,~~34S( t53 
L.s in(a+g) .  . . . . .  g,Sj. i3O~i 

. . . . . . . . .  L'. sin q. 8.S<j@G4.2 

1,. cos c .  . . . . . . . .  g.:o:i:;31 
c=5<)0 23' 5q1' ,36 .  

Cettc dcrriih-e évaluatioii eUt été plus facile si l'arc c eut étc 
cxprirnk en degr6s centésimaux. Par exemple, soit daus cctlc di- 
vision un arc de 37" 45' 69" : en le rnpporlant au quadrant i l  sera 
exprimé par 0,374569, c t  en mulljpliant ce nombre par la va- 
leur d u  quadrant cn mgriamètres on trouve siir-le-champ, pur 
Ic simple dt;placcrncnt dc  la virgule, 3T4u1~c.,569. 

Je nc préscntcrai püint ici u n  plus grand nombre d'excrnpks ; 
les applications de la trigoiioinctrie doivcnl être étudiées da- 1 s  
ouvrages qui leur sont spéçialcmcut çonsacrés. 
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CHAPITliE III. 

124. Cette forninlc, i Iaq~icllc on altachc le riüm da gComhlre 
francais qui l'a d k o u v c r k  , cst la suivaiitc : 

- 
(COSY+ V-l sin y)n= cosny+ v-i-sinnrp. 

Clic exprime que, pour dcvcr  Ic binon~e cos Y-+ V-1 sin? à 
une puissance qliclco~que, il suffit dc multiplier l'arc p par l'ex- 
pmant dc ccitc puissance. On peut y mettre indifféremment+ 
ou- devant V- I : car ccla revient a charigcr y m - p .  

Lc c~as ou l'exposant cst rnticr posilif est Ic scul dont j'aurai 
besoin. dans la suile : c'est celui quc jc vais corisidi.rcr d'abord. 
P a r  Ia mullipiicalion oii t r auw 

(COS y+  V - ~ S ~ U  ( c o s + + V ~ ~ s i n + ) =  

c o s F c o s ~ ~ - s i n ~ ç i n < ~  ~ T ( s i n  vcos+f cosysin li) .  
Or, d'après 1t:s formules conniics [28], la parlic réelle dc ce pro- 
duit est @ale a cos (?+?/], et  la partie imaginaire csl &gale à 
v-~i sin (y+$]  ; donc 

- 
(cm y $- V- 1 sin (coç~i + PZ sin.+) = 

~ ( 9 3 - . + ) +  Vllsin ( y + + ) .  

C7csl-A-dire qu'en ~ t ~ ~ l l i p l i a n t  enlrc c1lt.s deux crpressions dc k 
forcit: cos y $ VEl  sin 9 , on abiicnt pncore unc cxprcssion seni- 
blahli-, d a m  laqilrllc Irs deux arcs sont ajoutCs entre eux. Pour 
iuul!ipIier Ic produit par un  nouveau facteur de mémc forme, il 
siifira dune d'ajouter encore le nouvrl arc aux deux autres, et 
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<P ~ n t  9 par - la formule [il donne 
n' 

- 
(vus + v ~ i  sin 2 I I  )"=CM p - i - ~ - i  sin?. 

Piiis, rri i~x(rngant la rarinc n'me, et rii~ttant un rxposnnt P ~ A C  
[iounairc ~ i u  lieu d'un ritdical, la formule [il se trouvcia dkmon- 

1 
trCe pour l'cxyosanl - ; car on aura 

IL 

Dl ? 
(COS rp +[/.Sn pi)n G COS 7 +l/=i sin -. 

n n 
>II 

En @n&ral, l'expression An signifie qu'on doit faire la puis 
s;inrc m dl, A ,  et cxlr:iirc* rrisuili: la  racine neme (lu resultal 
En consPipiericc, si j'L'léve cosrp+ l/ -1 s ir i  rp a la pu ss.\nc 
 IL par ln  foriirulr [i 1, 181 si eiisiiilc j 'cxlrais la racine nema pdr la 
fosu~ulc [il, i l  vieiidra 

C'csl la f!Ji.riiule [A] dans laq~icllc rL pst chnrl@ en une fraclioti 
ni 

positive quelconque -. 
JL 

E u h ,  quand l'c~sposant est nbgalif, on observe que 

( c o s ~ q + ~ - i  sin IL?) 'COS IL~-I/-I sinu?) = 
* COS'IL~ + sin'rq = ; 

et de 1 on Lire 
i 

cus nrp+V-l sin n p  
-Vz sin nt 

ou, ce qui est la rneme chose, 

[il (CO!:~+V= sinrp)-=-:cos(-n,)+~z sh(-a?). 
Ainsi la forrnul~. [.a] rhsi vrniia, quand on prend pour tr un nombre 
quelcoiique positif ou nkalif. 

6 
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82 P R E M I ~ R E  PARTIE. 

J'ai laissn de c8tc les exposants irrationnels, attendu qu'ils n'of- 
frent aucun stws , a moins qu'on ne les rcmplacb par dcs nombres 
commensurable., qui d'ailleurs peuvent cndifîé~er aussi peu qu'ou 
voudra. Et quant a:in c>xposhts irnagiiiaires, ils ne sont e,n eux- 
mémes susccpiibles ii';iuc~iiic iiiterprcitaiion. 

125. La formule [II, qui s t  si simple et si élégante, a un défaut 
bien grave, qiinnd l 'otp )sani eht ilne fr;ii:liori. EnrtFct, le premier 
mrmbre, étant alors.C,~uivalciit à un radical, doit avoir plusieurs 
valeu .s, ct cep, ndaril le s Y: !nd rnmitu-e n'eu présente qu'une 
seLile Les explications q u i  suivent ont pour objel de corriger cette 
i m  perfection. 

Revenons h la formule [ L I .  dans laqlielle n est un nombre 
entier positif. D'après les p r i . , ~  i , ,s d l',iig(.brc, le  premier mem- 

bre , qui Quivaut à v c o s  V-7 sin y ,  doit alors avoir n 
valeurs diinL'reutes : et, pour ,iiir le secoiid les donne toutes, je vais 
montrer qu'il sufit d'y rcinplaccr y par tuus les arcs qui ont 
meme sin s et mêine coriiius que y lui-meme. 

L'expression génCral(: de ccs arcs cst y + k C ,  C dhsignant la cir- 
conférence entière, et k un iiutnbre entier quelconque positif on 
iiégatif. Eii niettant y + X C  au lieu de y ,  le second membre de la 
formule 121 devicnt 

XC 
151 COS - y + k C .  +y= sin- , 

/z 12 

et, dans cet état, je dis qu'il a précisément les memes valeurs que 
le prprnier rnemhrc. 

D'abord, puique n est entier, il est clair, en vertu de la for- 
mule [I l ,  qu' en élevant ce second ruembre & la puissance n, on 
retombe sur cos y + V-lsiri p. 

En secand lieu, si ou y fait successivement k=O, k - 1, X- =2, ... 
 IL-1, on obtient IL valeurs diffkrentes. En effet, soient deus 
queitmques de ces vaicurs, 

y + &  .+SC ?+X 
cos - +vS sia - et cos - + V q  sin -, 

n n n IL 

dans lesquelles 2 et p sont des iiornbres enlicrs < n. Pour qu'elles 
fussrrit eg;iles, il faudrait qu'il g cht séparhmrit égaiilé enlre les 
partics rhelles, e l  Cgaliié rnlre Irs parties iinagiiiaires; donc 

-y+oC o f C C  
la différence des deux arcs - 

n 
et - devrait etre égale 

I t  
9 
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TRIGONOHI~TBIX. 89 

à une ou plusieurs circonfërences : o r  cette différence, qui est 
( a - ? ) C  , est moindre que C ,  attendu que a et sont ( n .  

n 
En troisième lieu, si on prend pour k d'autres nombres que 

0, 1,2,. . . n- 1, on rie trouvera point de nouvelles valeurs. E n  
effet, tous les autres nombres entiers, posiiifs nu iiégatiîs, peuvent 
se représenter par la formule T L Y + ~ ' ,  ~j I h l t  un  nombre entier 
quelconqiie positif ou n(gatif, et ra' un nombre entier positif < n  : 
or, en faisarit k= JZ? + n t ,  l'cnpression [j] devient 

( f 'l") +VA sin + cos y C + - 
IL @)7 Tl. 

ou bien, en supprimant 1r:s circoriférenccs in:itiles , 

et comme n' est un nombre positif (n, cette valeur est comprise 
parmi celles qu'on a obtenues en posant Ir= O, 1, 2, .  ..n - 1. 

Aimi, le s~cond  rncmbre d~ Li foririule [à] aquer ra  toute la gé- 
ncralite qu'il doit avoir, si on a soin d'y pïeiidre, pour l'arc y ,  

iion-seulement cet arc y lui-niéine, mais cutore les arcs m f  C, 
y f 2C, .... p f  (n-I 1 C. 

La formule [37 &oit aussi Ftre intcrprétee d'une maniére ana- 
logue. On l'a trouvee ed  élevant c o ~  y+ L/- 4.9 y à la puis- 
sanre nt, et en extraymt la ricinc  IL^^^^ d~ >' rit. Or l a  for-  
mule [Il, relative au  cas de l'exposant (. ; positif, donne 

-- 
d abord (COS?+ V-1 sin y)"=co~rny f VI~ siam%; et ensuite, 
pour la racine neme, ki formule [à] dorinc 

' rn 
m w m? 

(cos y + V q  siil = COS - + V Z  sin -. 
n r~ 

Mais pour que lc second membre ait la merne extension que le pre- 
mirr, il faut, d'après ce qu'on vierit d'expliquw, y iiithtlrc rnrp+kC 
au lieu de m y ,  ou, ce quies1,la mtirie cliuse, y remplacer mrp suc- 
cessivement par my, mrp-j-C, rnp + 2 C ,  ... nq+(n--P) C (*). 

nt a 
(') C'est pour plus rie wricisiun e t  d'6!éçaiice qo'on Trris~e L'arc - dans le 

11 

second membre de la formule [3] : cor l'exactitude e x i p a i t  qu'on y mî t  
n z ~ + k ( :  m -. Par l à  on voi t  q ï ' i l  faut bien se garder de riduire la fraction 1 

II 
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Qarlques tq l icaf ihns  sont PrirorP ~iécc~mit'esq+md on veut ehm 
p1ciyt.r la forniult: [3] pour exlriiirth la racine nemc de I'expression 
cos f V-is i i ,? ,  et élever ensuite celte racine é la m. 

nt 
Si la fracliori - est irrcduclible, on peut se servir irnmbdia- 

IL 

tcmerit dela formule [3] : car, Lirsque lesnombres rn et IL sont pre- 
n - m  n 

miers entre eux,  I'algtibrc demontre que (VA) 
nz 

Mais si la fraciion - est rédiiciibl~!, el  que Sa plus simple c,sprvs- 
, fi 

P ' Y -  P 
-1/'.4'=AQ ; donc, po;ir sion soit - , on ilérnonire quo (;A ) - 

4 
fairc usaie de la furinule [3], il faiit pi-éalablemcut y r e d i r e  Id  

na 
fraction - ses moindres tcrmes, et l'écrire ainsi 

n 
!2 P'? - P+' ( c o s c p + v Z i  sin = COS - +V-i sin -. 

Y 4 
m 

Si on laissait subsislcr - dans la formule, le premirr membre 
n 

serait équivalent a un radical du drgré n, lequit1 aurail n valeiirs 
di&rerites, tandis qu'il lie doil y 1.n avoir qu'un nombre rgal à q. 
II est d'ailleurs inutile d'avi~rlir qu'oii doil, airisi qu'il a etc dit 
plus hdut, sous.eiitendre le lerme -j- kG lii suite de p y. 

126. Quand les nombres ni et n sont prcrnit-rd entre eux, . m m  

,'ai dit qu'un avait ( i / À )  =vP : cela revienl à dire que 
l 'e~irdelion de la raciiie et 1'14evation a la puihsanre peuvent s'el- 
feciuer dans l'ordrr qu'on voudra. Esitayoris d a b m i  la racine 

dk COS y + ~ G i s i i i ~ ,  par la formule [2] ; puis faisons la 
puissance m, par la formule LI] : i l  vierit 

d alors il faut concwoir qur y est rempinci: dans le secoiid membre 

n s a  plus sirnp.e t hxpr~ss ion  D Aii lcurs .  cette ré i i~i i~t ioi i  n'est pas plus pcr- 
mise dans le pren1it.r mrmbre ; car or1 ne doil y cerisidérer I'cai80s;int 

cuiiinie une fr ,cticin. in , i s  bitrri comme uiic r i u t ~ t ~ o i i  diiris Idquelle le riurné- 

r , i t r u r  ni d ia ig i i r  iiiie puia.!znre rlu i ~ i i  i toi^ furiuc:. ci  .ibord, e t  la dinoniina- 

k r i r  i, une racine qu o(i duit aatr,iira P U S I I ; ~ ~ .  
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par y+kC. Si, au  contraire, on commciice par faire la pulssancem 
au moyen de 1.7 f o r m u l ~  [Il, e r  qu'rmuite on applique la fur- 
mule l2] pour extraire la racirie t+e, il viendra 

>(CM ,+v-? siny)"=ms 2 +V=i sin 2. 
n n '  

et alors c'est nrip qu'il faut remplacer par ntlp+ kC. De là il résulte 
comme c o n k q u ~ n c e  nécessaire que les deux expressi. .us 

dans lcsq~irllrs k est un nnmhre eniirr qurlronqiie, rlo'vent Ctre 
parfaitemenl i.quivalvnles, loult s les ftiis que nt cl n scroiit h s  
nomb es preniiws entre iur. C'es1 au  r&tv c m  qu'on rcconiiaitrait 
directement rn posant siicrt~ssivrmt nl k=i , 2, 3 , .  . . (n-1 ), 

et en montrant que si on divise m, 2/11, 3m,. . . . . (n-  1) nt 

par n, tous lins rrslrs sont diiïbrrnts riitre eus .  
127. Cc qui prkède moiitre quellrs pr~rauiinns nn doit prendre 

en empiuyanl la formule de  IVRE. Ordiriaircmcnt, quand ï e x -  
ni 

posaiil y est un nombre fractionnaire - , on suppose, pour plus 
n 

de sïnipliciit+, m el n premicm rnlre riil ; niais dans re ras moine 
il ne faut janiais ne~ l igvr  d'y regarder p ou nt p cnmme devant 
etre augmente drs diff6r(wts niuliipli~s dv la rirconfi~rencc. Celte 
attention est surtout nécessaire dans la throritl conniic soiis le nom 
de sections mgulaires. II Pour y avoir maiiqiir. dit ïîl. P I I I N S ~ T ,  
quelques autrurs n'out pas prevmu crriaines difficulies qu'on a 
trouvées dans crtte branche d'anal~se, el ctlux qui les ont ren- 
contrées ne les ont pas toujours resi~loes. P 

Formiilen pour exprimer s ion$ et coi.9, (sin 9). et (cm $1". 

128. Reprenons (124) la formule de Morvni 

[I l  COS nrf +V-I sin nip = (cos y+v= l  sin ?)", 

dans laqutlle je supposerai n entier et positif. Chaiigpons-y en 
- y ,  il 1 icnt 

- 
PI m n?-L./-i sin n?=&?- l/d 
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.En ajoutant celte @alité à la préckdente, et ensuite en la retran- 
chant, on trouve &s valeurs 

129. On peut effectuer Ics puissances par la furmule du binome; 
et, en supprirrimt i .s [ermcs qui st:dktruiçcnt, on obticnt 

n(n-1: 
COS IL =(COS ?jn- .----- (cos ?)-(sin y)' 

1. a 
nfn-1) in-2)  (n-3; ' 1 . 2 . 3 . 4  

(COS i;n-4(~inl)4- etc. 

n   TL-^) in-3 (IL-3) (a-9) 
f (cos y)""(sn - etc. 1 . a . q . k . s  

Ces foririules exprliulnt le sinus et le cosirmtrs do mulliple n y ,  en 
fopctjon pe ceva di. i +t c s'niple. La loi des termes y est évidente; 
et, roniiric la forinii!~ dia hinowe de laquc'llc e1lr.s dérivmt, ellcs 
doivent se proloiyci. juçqu'à cc q u ' q ~ ~  trouve un icrnie nul. 
1 Un @ut encore prvenir à ccs forniul*es au noyen de la s ede  
@nalion [Il. Er: r f lc t ,  le di:veloppenwné d u  second membre 
contiendra une p:rrtie rc;c!le r t  une partit? affcctk de y-; et, 
pour que l'équati~n subsiste, il faut qiic dans Ics deux membres, 
les parties réc:llcr soient égalcs cntse cllcs, ct Irs parties imagi- 
naires égales entre eHcs, ce qui ramèoe aux rieun formules. 
150. Dans les applications élevces des niathPnialiqurs, on a sou- 

vent bcsairi d'exprinies ( sin ct (cos?)" ai fonctian dsi sinus et 
du cosinus des arcs mul!iples. Voici cprnrficfit ?n y parvient 
lorsque IL cst c11:icr positif, ce qui es; le ca . ordinaire. I'osous 
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on %;en, en développant les pnissances, 

[YI 
IL n(n-1)  COS un+ - u'+'v + --- u-'va + etc., 
1 1 . 2  

Pour le moment, ne considérons que la forrnule [il, et sup- 

posons d'abord que n soit un nombre impair 2?1~+1. Par cc qui 
a été di1 en algkbre, & sait quc les tcarrncs i'golrnic~nt b1oigni.s 
des extrCpes ont drs cmficients k ~ a u x ,  et que lc nombre dcs 
termes dc la formule est 2 r n . f a .  A l'aide de cm reiiiarqiies, 
il est facile- d';tpercevoir qu'en prenant la dt'uxikrne uioilié dcs 
termes dans up ordre inverse, et, en l'kcrivant au-dessous de la 
prerniere, on aura . 

ou bien, ce qui est la  mrmc cbosr , 

\ I L ' I Z  - ! \ (TL-S) . . . ( rn+2)  .... i. umvm (u+ Y ) .  
1 2 . 3  ........ rn 

l'dais la formule de M o t v n ~  di.1111 c.n géuéral 

u " t k . = ( c o s i p + v ~ ~  sin?)'+ (cos?-v= sin?)k 
- - 

=cosKy+ V-1 ~inX-~+cosk?-[/-~ sinX-?-2 cogX?; 

et, d'un a u t r e  EOté, les puissances du produit u v  sont égales 
à 1 ,ca r  on a - - 

UV=(COS~+V-I  S~D~)(COS"-V-I  s i n ? ) = c ~ s ' ~ + s i n ' ~ = ~  

En conséquence dc ces remarqurs , I ' e ~ p r c 4 n n  dr 2" (cos ?)" se 
simplifiera ; ct, cn divisant tous les trrmrs par 2 il viendra 

I L  > r f 7 -  " 

[9] 2%' (cos = cos IL? + - COS (TL - 2) y +.--- COS ( I L  - 4 ) O 
1 1.2 

Supposons en  seccnd lieu que n :oit uu nor bi e pair 'm. La 
formule 171 aura 2rn f i termes; et si on dCmmph~1 le ternie du 
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Maintrnant cnnsidérons la formulr [8] Les termes sont affi,clés 
allrr ali~cincml df s bit.nc5 f el-; d~ sort(: q w  si I I  est un 
nnrrihrc inlpir 2nz+i , los tcrrnes Igalrmic.nl cluigii>* d ~ s  e t -  
trPmcs auront des rot m:ici.t- cg.iux, rn,tis do bignt s ccvii~ aircs Par 
suitcl, en r,iiioniinrit ci~riitnt~ p u r  la rorrnulc 111, i l  v s l  facile de 
voir qu'on aura 

+ n [ n - I ) ( 1 ~ - 9 ) . . . ( r 1 1 { - 2 )  . ....- sin p. 
1.2.3..  ...... .nz 

Lorsque R est un riombre pair 2 n z .  lrs tcrrnes 6galmrirnt éloi- 
~ n k  dos rxirPrnes, dans la forriii~lc [SI, 11nt d ~ s  c w F k  i mts é p ~ m  
c d  dc m0nw sizne; ~t ('II raisoiiiianl ici coriin-ic dans Ic ç3s ma- 
11gue de la form le [7], on Lrouve facilvrni,tit @ 
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dcwa d o r i n ~ r  un  facteur r6i.l q a l  a f i oü-1 , adon qiir rn w r a  
pair ou iriipair. Ori doit r rpiarqi i rr  aussi,  pour la roiiirnoditb d o  
calcul, qu'cri siiivaiil la loi indi+ui?c par  Ics prcwiii rs tcrnirs,  on 
doit s 'arrèier dés qu'on eii Irouvr uii qui r-enlilrme un a r c  negaiif, 
PII ayant soiu dc iie p r t n d r e  que  la moilie du dcruier quand il ren- 
ferme l 'arc zéro. 

D h ~ l n p p ~ r n ~ o t  du <inin et du cosinus en ser' S. L' 

1 3 1 .  l ' c h 3  romnic.ri1 .EULER déduit, di s f~mni : lcs  [5Jcl [6] du 
no 1'>9,li,s s k i e s  qui exllririient le  siiius el le cobinus t-II fo~iclion 
d e  l 'arr.  ( 1 1 :  peul, saris q u r  n c r s r  d'FLre witier, rlisjiosw de  p 
de maiiibre que I L ?  :ail cgal à un a r c  quc~lconqiir x. Posons 

x 
donc n y = x ,  011 a u r a  n=- , e t  par  suite les formules pourront 

w 
s'écrire ainsi : 

Con,cvons qiie ip diminue jvsqu'à zCro, le  nrwnbre n drvra  
augnwuter jusqu'i l'iiifiiii : alors Ics foriiiules ci drssu: III.  consor- 
vcrorit aiiriine Iracr de ip PI de I I ,  14 e IPS nt1 c~ni i indro i i l  plus 
que le wiil a r r  x. C'csi cil 14i*l  (:v qiii doit arrivi r a des brmii les  
&ni I'ot~jcL c.si d'oxliriiiwr Ir siiiuc et  cosirius d'un arc: en foric- 
lion de cet arc. Quand y dcvieiit zero,  ori a cos cp= i ,  et aussi 
sinp sinp 
-= 1 (511. Adnielloris que les puiasaiices d e  cosy et de- 
? 9 

soiisnt sussi alors tnuivs bgalcs à I'uiiilé, q u d q u e  grands que  soiciil 
lcs cxposaiits : les f o r m u l i ? ~  ci-dessu3 devimnrrit  

z= x4 x6 
[3] cos.r=i - -  -t----- + etc. 1 2 1.2.3.4 1.2 .3 .4  5 . 6  

y'3 x z7 [a] s i n s =  2- - & - - + etc. 3 1.2 3.4.5 l.5?.3.4..5.6.7 
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Comme le nombre n est devenu infini, il s'pnsnit que ces séries ne 
doivent point s'arteter. Mais elles n ' a  sont pas moins proprrsii 
donner des valeurs Ires-approchées du sinus et du cosinus, sur- 
tout quand l'arc x est une petite fraction ; et cecas est le seuldans 
lequel les çSomi.tres en fassent usage ( *). 

132. Au premier coup d'oeil, il scmble évident, ainsi que je l'ai 
. sillo 

admis, que toulcs, les pGissances de cosy e t  - doivent drrriner 
'P 

l'unitbf quand on fait diicroitre 1 jiisqii'a zkro. Nais en y repar- 
dant de plus p rk ,  on apwcoit une difficulté qu'il faut rkwudre. 
Pour &tre mieux compris, je reprends les choses de plus loiu. 

Soit l'cxprcssioii uU dans lacjui4le IL et v sont des variables tout 
a fait indkpendantes l'une de l'autre. Si on prend pour u un 
nombre positif constant, et qu'on fasse airgmmter u de O à 1, la 
quantité u" aupmcnTrra elle-mlnio dt~liuis O jusqu'à 1. Si c'es1 u 
qui demeure constant, mais(1, et  qu'on donne à v de très- 
grandes valeurs, la quantité ZL" sera Ires-pctite, et sa limite, cor- 
respondante ii V= + =, scra n k o .  Or, niainteriarit concevons 
que u croisse de O a 1 en meme temps que o augmente jas- 
qu'à +=. Tant qu'il n'existe aucuric relation entrc u et v, on 
peut toujours iniaginer entre echs vari;ihles unc liaison telle qucla 
limite de uv, corrcsporidautc aux valer~rs u =  1 et v=$ =, soit 
OU O,OU i, DU toute autregrandeur conipriso entre O et i : c'est-à- 
dire qu'il y aalors une vérital~lt: indt;ttrrruination. 

Mais il en est autrement lorsque 1c.s variables u et u ne sont 
p i r i t  independantc*~. Imnginoiis, par immplc,  qu'elles soient des 
fonctions d'urie r n h e  variahlo t ,  el  que ce soit la vari;ition 
de t qui fasse croître IL ju-qu'a 1, et v jusqu'à +=. I l  faut 
alors examiner comment se balance 1-a:igmentation que tend a 

(') Ces deux skries sont de In nature d e  celles qu'on uoniine curivergen:er. 

Pour  passer d'un tt-rrnr a u  suivant, oii multiplie ronsLirnment ce terme par 
sa, tandis qu'on le diyise par deux nombres entiers q u i  vont toujours enaug- 
mer.car~t  (je fais en ce  *r:onient ah?  rn tioii du .,içiie) i o;i est donr  assuré qu'il 
y ,Jra  dans chaque si i te  un terni2 i >artil  di ~ u e i  tous les autres s e ~ o n t  in- 
clélii:iuierit décroissaiits. 3)'uri aii 11 îOté, 1c.a termes &tant  ~lternativcmcnt 
po.citifs e t  niçat i fs ,  il est fürilc ie ùir q a'e arrctant  les s6rics à l'un quel- 
eurique des termes dEciois~arits, ~ ' e i ,  eur  q J e  on  cornrne t t r~  sera moindre que 
le  terme suivant ;  par conséqiient cette rire.i? p e u t  ê t re  rendue aussi petite 
qu'on voudra. De plus amples d h i l s  sur ce iu je t  appart iennent  il'algèbre 
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~roduire, dans l'expression uv, l'accroissement de u, avec la dimi-- 
nulion que tend à produire i'accroit;wmcwt de u : ou au moins faut- 
ilreconiiaitre, d'aprés la cornposition de u et o en fonction d e  t, 
vers quelle limite tend l'expression uw. C'est précisement une dif- 
firullé do cc genre qui scl présentc dans le passage des formules [Il 
et ['] aux series [3] 1.1 [4 ] .  

Ici les deux variables sont y et  n ; ellcs sont liPes entre elles 
pi. 7;n rcldiorc TL ÿ = z ,  laquelle eaigt: q i i ~  le produit n y rrstc 
cnn~wnmmt bçâl à un are donrié x ,  qui plut étre qucl~onque. 
Or, i formules [Il et [2] roritienncnt Ics c~apressions ( cos y )  ", 
(cos; ln-' ,  . . . dans lcsqiiellcs on doit faire en mênie trmps 
y =  O et n -$- = ; donc il n'est pay évic!ent que les limitcs de ces 
expressions soiml l'unite. D'un autre côti., les mPmes séries con- 
tiennPnt aussi Ic. puissances rroisshntei: eu r a p o r l  de sin cp à ?, et 
lorçquz n ilst infini, lcs sPricgorit unr Infinité de trrrnes; par con- 
sequent , lcs cxposanls d e  cc rapport dqils les termes des deux 
skries pcuvcrlt sugrncnter jiisqu'a l'infiui, et la m h e  dificultC SC? 

reprnduit encore. Lcs explicaiioris suivantes me paraisserit à l'abri 
de toute objcciiod. 

Revenous Aux formules [Il et ['>], et, pour abréger, posons 

sin? " 
F= (cos . 

!r? t x m e  génbal d(: c:!inc:u:ie de ces formulcs pourra s'écrire ainsi : 

In élanf pn n o q ~ b c  pain pour ici f t x  n;jl A [! 1, et un nombre impair 
pour la forrnulo [ 2 ] .  F ~ i s o n s y ~ O ,  et popmuns ïîl cequc devient 
alors F : ce terme géuf cal deviendra 

Ainsi ç'est BI qu'il f;i:it di?lyrnincrb Or, en siippsqnt y moindre 
q w l e  q i i d  ant , cr qui cst permis p:iisqu'on doit faire y - = O ,  on 
a ip < taiig y ,  et par consiq~ ?nt 
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92 PHbhlILHL PARTIL. -- 
Nais cos cp = I/~-W; donc cos v >  1/ 1 -?', el par suite 

En d&vcloppant la  puissanc~ 272, et en se rappelant que na = x l  
il vient 

cp6+ etc. 
1.2.3 

P o u r  arrivcr a l'hypothèse y = O ,  on peut comrnencw par sup 
poser .p cxtr&nemeiit prtit. Alors il est clair que Ics tern~es decelie 
suite iront mi dkcroissant ; ct cainrne ils sont alternativemeni 
siliSs cl né alifs, si or1 se hume au.x drux preiniim , o n  aura un 
résulta1 trop faible ; donc ( 1 -?' ) '"> i - Zyx, et a fortiori 

-- - 

F >  V1-2yx.  

Quaud on fait y = 0,  ce radiwl se rcduit 1 , et F devient la 
limite RI ; d ,ri; hl ri; peut pas @ire < 1 .  D ailleurs, la foiiciion F 
élan1 le produit dn deux facteurs qui ne pruvtvit pas Btrr>ll 
la limite M nc prut pas non plus devenir > t ; donc M = t.  
Donc riifin le terme grneral [ S I ,  des scries qui cxprinienl cos x 
ct sin x ,  sera 

x- + - 
1 . 2 . 3 .  . . m  

En faisant na =O , 2 , 4 .  . . ., nu b i ~ n  m = 1 ,3 ,5 .  ... ., et ayanl 
soin d'alterner les sipnrs, o n  obliibnt !ous les ternies des series [ 3 ]  
et [Z] , lrsquelles se Irouveiit ainsi rigoureusement demontrées. 

R c ~ o l u i i u n  d:, rqiialions binomes por les tables. Theorrmedc cdzia 

*fa 
133. Soit une équation binome y*=* A :  si  on nomme a i'une 

quelconque des racintls ~z~~~~~ de A,  et qu'on fasse y=ax ,  l'équa- 
tion binome devient xX=+ 1. 

Considérons d'abord le premier cas 
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- 
cos ncp + V-1 sin ng=+ 1 , 

donneront des valeurs de x qui seront raciiics de l'kquaiion [Il. 
Dans l'usage qu'on fait ici de la formule dc, MOIVRE,  il suflil qu'elle 

w 
ait clé tibmontrée pw les exposants en1ic.r~ positifs. 

Pour satisfaire a cette dcriiiére égalité, il faut que- la p r i i c  
imaginaire V ~ I  sin np s'evariouissr; d'ou l'on conclut que rrlp doit 
é t reùn inulliple de la d~~mi-ciraiiifi.rc~ncc. Ensuite il I'aut qu'on 
ail cos ny= 1 , cl  cc+ exige que ny suit 8n rnulliple pair de l a  
demi-cii conférence; donc en désigiiaiit par Ii  la demi-çircoiife- 
rence, et  par 2k un nombre pair quelcunque, on devra avoir 

2fiH 
tzo=2kH, d'où y = -  

n ' 

En mettant partout - devant v = l e  r;iisonni.mcwt eûl  élc l e  
m h i !  : ainsi on aura des rarinw dc I'rquatic~ii ru= t , rn prcnarit 
loules les valeurs dr x canpriscs dans I'empressioii 

2A-II - ZkH 
11 s=cos-  f V-i sin-. R n 

L'6qui;Lion [i l  a n racines. et l'on sait que toules ces racinrs sont 
ini;g;ilvs. Or, dans la fo mule c-d,.ssus, on pcut donner à toulcs 
lcs valrurs entières p>ssiblcs, positives et négalivcs; et jc vais 
molitrcr que de cettv ma~iicre on oblknt n valeurs diîkrenles pour 
x ,  et qu'on n'en i)hiieiit pas davantage : ces n valcurs scront donc 
les 11 raciiies de I'cquation El ] .  

D'abord il est inutile de donner B k des valeurs négaiives: car, 
en m[4.ant - k au lieu de k , les deux valeurs de la formule [z] ne 
font que se changrr l'une dans l'autre. 

En sc~ond lieu, il est inulile aussi de prendre k=n  ou )n, car 
on peut 6ter de k l e  plus graud niultiple de n qui y soit contenu ; 

2XH 
cela revient retrancher de l'arc -une ou plusieurs circon- 

I I  

fbreucrs , ce qui ne cliangc ni le coinus ni le sinus. 
Enfin, si on cousidèrc , riilre O el n , des nombres k' et n -K 

&plcmt\nt dloigni? de ces d ~ u n  ~xtrPmm, lw valrurt; rnmmpnm- 
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dantes de x seront les m ê m s .  En enèt , soit k S n -  A', il vient 

- 2 k'H - ' -?klFI 
=cos - eV-1 sin- 

et ces valeurs sont les inêmes que cclles qui  r c y n d m t  à il=-k'. 
Il est donc inutile de c !  wncr à k dcs valeurs > : n ; el par consè- 
queiit, soitqu'on su?$tije n. égal a un nombre paix 2p ou à un 
nombre impair 2p-t 1 , on pourra se borner à prendre pour k les 
valeurs k = O ;  1,2, ..q: 

Il reste à prouver que de cette manière la formule [z] donne 
toutcis les racines que comporte l'équation [il, el c'est cc que je 
vais faire. 

Si l'équalion est de la forme xJP = 2, la  forrniile [?] devient 

Pour les nombres e x t r h e s  k=0 et k=p , on troupe XE+ i 
et x=-1. Pour les noiiibrcs interrntdinircs 1,  2 ,  3 ,  . . . p-1, 
l'arc est corripris erilrt: O et 180" , donc le sinus qui i,iiiltiplic 
~ T i i e  dcvicnt pas nul ; donc Ics valours de ;t- sont irnaginairrs. 
De plus, parmi ces deruières, il n'y en a aucune qui se répCte : 
car, daris les deux racirics r»njiiguc'~s qui [ont parlie d'un in ime 
couplc, c'est-à-dire, qui resulteiit d'une même valcur de k, i iuia- 
g i n a i r e t / z ~  a des sigim conf'raires ; e t ,  dans les couplr:s pr.ive- 
nant dc valt?urs difireiites dc k, les parties r&lltss sont diiT6:c~'c.ç~ 
attendu qu'eues sont les cosinus d'arcs qui vont cn croissant de 
O à 180". En réunissant à ces valeurs imaginaires, dont le nombre 
est 2p-2 ,  les deux v;ileu~s réelles+ i ct - 1 , on a cn tout 2p ra- 
cines pour 1'6qurilion z'' = i , ainsi que cda doit etrc. 

Si l'equakioa (1) a la forme xYp" = 1 ,  la formule [a] devient 

2X-H - iLkH 
x=cos- 4-V-1 sin ---. 

2 p ) u + ~ -  2~ + 1 
Dans ce a s ,  il n'y aura qu'une sculc racine réelle x=+l,  la- 
queHe rkporid a k= O ; toutes les autres sont imaginaires ; el d'&- 
leurs il est clair que le nombre total dcs racines est tgal a l'expo- 
sant 2p + i . 
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Jîaintcnant considérons 1'c;quation 

Pl xn=-1. 
Si on pose 

-- 
x = c o s r f t V - i  sin y ,  

on aura xn= cos nrp k V-1 siri ny. Ainsi on ohlieridra pour x 
des racines dc l'équalion , en dt'tcirminant y par la coridition 

donc on doit avoir sc~pdr6rncmt sin n y  =O et cos r zy  =- 1. De là 
on conclut que l'arc n y  doit être un mullipk impair de II. C'est 
pourquoi je fais a 

n y =  (2k+1 J H, d'où y= 
(2k(  l ) H  

n i 

e t  on aura 
( 2 k f n H  - f ~ k + l ) H  

[PI x = COS Z!I V- 1 sio --. 
TL I L  

On ne prendra point de multiples négatifs de 11, car il en résul- 
terait les mtnics valeutflde x q ip si ces multiples blairnt posi- 
tifs. On ricl prendra piint non plus k> 1 2 ,  ni rni.iiic k = n  : car ru 
61aul de k le multiplc de n qu'il rrnfertnc, oii diiuinue l'arc 
(2k+ t ) 11 -- d'une ou plusieurs circonfkmces entières, ce qui ne 

n 

change pas les valeurs [r] . Le nombre k = n-i  donne 

(2n-1) M - (2n - 1) H 
X=COS tv-1 sin 

I L  71 

- H  - - H  H - - H 
-cos-&.V--1sin-= cos-qzV-l sin-. 

B n I L  I L  

Ces valrurs h l  l rs  m h r s  qu'on obiieul par IJhypothi:sc k = O ;  
et,  eu gt'niml, les valcurs de k egakmeiit éloignem de O et de 
n-1 dorincmt les memes valeurs de x. En eflet, si on pose 
X=IL-1-KI il vient 

(2n-2k'-1) H - (%L - N- 1 ) H 
x= COS 1 V-l sin---- 

n n 
(2k1+l )H - - 

=COS + V- 1 sin 
(2k'+l jH 

n n '  

resullal qui est le même que si on eût fait k=kt. De la il sait 
qu'on obiient toutes les valeurs de x en donnant à k des valeurs 
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2pf 1, on fera k = ~ ,  1, 2 ?... p. 
Bans le cas où rr=2p, I'crluiuion à rbsoudrc 

11,s noriibrca k=O, 1 ,  1,. p- l dunniml dail> 
arcs crui'arils 

II 313 sa (2p-1)Ti 
- 4 

2p ' 2p ' 2p ' " ' 
2~ ' 

lecqueis sont tous rc7nftwriés ckiitrc O r t  H ;  par conséquenl Ic 
S ~ I I U S  d'au('~11 d'iaux n'est Pgiil ii zi,ro, r t  I(.iii~s co.iinii* corit Ious 
inbgaux. Chaque arc dwitt$rn Joric dcwa v < i l  ur-s iiiiagiiiaireu de 
x ,  qui dilfweronl l'uiie d c  I'autsi. par  Lia bigrie ild. V -  I , et q u i  
lie pourront puiiit se repi'ler. .4iiid x a ira 2~ valeiirs tiiffkciites. 

Dans II! cas où n=+ + 1, 1'cqu;iiion ebi xS&' + ' =- 1, e l  les 
nombres k=0 , 1 , 2 ,.. . p , am~iieroril dans la furiiiule [;.] lcs 
arcs 

H 3H -- (-2p+I!T1 , . . . - ou II. 
2 ~ +  1'  il)+ l i p +  t 

Lr dernier i'taiil ~ g a l  ii t1 ihiiine .r=- 1 .  Pour charlin d;>s ail- 

i res,  x a diwx vnlciirs iinwgiria'rcs; cl i l  rsi f d l e  d . ~  vuir que, 
parmi tmtes ces valturs il :l'y en a aucune q u i  se rL't èle. Doric 
x aura 2p+ 1 val~urs .  O 

134 Quaiid cm coiiibait IPS ra inrs dits éqrialicins x"= i e l  
xn=- 1 , il est lacile de hru i r r  les divis:-urs rci-1s du 2" dcgr6 
des bi onirs su-i el x" + l . 

U'abord la forrniilc [pl doniie pour Facieurs du la' iiilgri: du 
biuonic 2'- 1 ,  lcs deux ihxprc~siuria 

et, en Ics multiplianl enlre cllrxs, il vient 
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~RIGO:IO.?II!.T~IE, 9 7 
On lrciuw scinblalilcmerit , pour les diviseurs du ze degr0 du 

binomc xn+ 1,  la formule 

xq - 2s COS (2k+ 1) H 
I L  + f ,  

dans laquelle i l  faudra remplacer k Far lcs nombres entiers posi- 
tirs, à partir de k=0 jusqu'au nonbrc { ( IZ-1  ). 

Comme les forrnulcs [z] et [,',] comprennent l a  racines réclles 
des eqtiations zn=i ct 2 " - 1 ,  i l  s'ensnit que les d c u s  der- 
nières formulcs [?] ct [$] doivcnt- aussi comprendre les façtcnrs 
r k l s  da  1" degré dcs linomes xn-i et x4+l. Mais il faut 
remarquer qu'ils s'y présentent elcvés au carré.. Pa r  exemple, si 
on suppose k = O dans la formule b'], clle devient sa - 2x3- 1 ou 
(x - i )' ; inais on ne prendra que x- i. 
135. T~Eonihe  DE C ~ T E S .  Pwr Elablir ce thi:oriimc, je rcrnar- 

querai que si on donne à k,  dans la formule L X ' ] ,  tontes les valeurs . 

k = O ,  1, 2, ... jusqu'à IL- 1, et qu'on mulliplieeiitrc cua  tous 
lm trinornes qui r6suÙcrit de ces valeurs, j l  est clair qu'on aura 
un produit dans lequel tous les factciirs dc xn - 1 seront kleviis 
au carré ; et par consiiqucnt cc produit sera égal à (2- i )'. Pa- 
rcillcment, si on d o m c  h X- , dacs la formule &'], toutes les va- 
leurs IL= 0, l, 8 ,  .. . jusqu'h n- l ,  le produit de tous les trinomes 
r6sultants sera i'gal 9 ( xn$- 1 )'. 

Cela posb, diviscz unc circonfbrenee qnelconquc en 2 it parties 
Cgales, et dksignez Ics points de division par les nc", i,'2,3, etc.; 
menez à h division O, prise pcur origine, un rayon que vous pro- 
longerez au-del3 de ccttc division, si ccla est nbcessairc ; sur CO 

rayon, du cûtd de Ici d i~is ion 0 ,  niarqucz un point & une distancc 
quclconquc x du cenlrc ; puis de ce point, tirez des droites tt toutes 
las divisions dela circonfkrcnee. 

 fors prcncz le rayon du  cercle pour unifé, nommez u nnc 
quelconque de ces droites, et considbrez Ic triariglo qu'ellc formc 
avcc cellcs qui joignent scs dcus  extrPmiti!s au cenlrc. Si cllc 
aboutit lt ünc division de rang pair dkçignbe par 2 4  l'arc compris 

2 11 akII 
eiitrc cette divi~ion et l'origice O rcra - X 2 k  O U  -; ct il cst 

2 r ~  n 
facile dc voir, par 1c triangle, qu'an aura 
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98 P R L I ~ I E R E  PARTIE. 

Mais si la  droilc IL abolitil à unc di~isioii impriirc dürit I'orilrc soit 
marquç par 2,! t 1 , or1 aura 

(?k+i)II 
u ' r x 7 -  2.c cos, 

IL ÏJ-i. 

Eu mctlant dans ces lrinomcs successivrmcrit, au Jiou dv X. , tous 
IM nombres O, 1, i",., . n - 1, le prcniict doniicra les rarrrs des 
droilrs qui aboutissent aux divisions paires ; ct Ic sccoi;d Ics car- 
rSs des droitcs qui ' ahoutisscnt aux divisions impaircs. Or ccs ' 
triiiomes étant les rnerncs quc [x ' ]  cl [;1'J, on pcut conclure, d'après 
cc q ~ i i  a 616 rcmarquh plus haut, Ic tliCor8nic suivant, ddcouvcrt 
par COTES ; L c p r o c l r ~ i t  de toutes Ces rlroitcs nwrics  nrix drlivisioi~s 

p a i r e s  d e  la circo~L/c:re~tce est égubà ta diJGre7rcc xe- 1, et Ic pro- 
duit de toutes celles qui sont ntetrées aux divisior~s in~paires est &al 
ci la sonme xn + 1. 

AEsoluiion dm $quoiions nu Se degré per les iaL1r.a. 

136. ~ ' é ~ u a i o n  du 3' degré se ramEnc Q la forme 

x ~ + ~ ~ . F ~ ! ? ~ = O ,  . 

ct l'on d6montre en algébre que lcs t r o i ~  valcurs dc x sont rcn- 
fcrmEes dans la formule 

Mais comme les valcars mulliplcs d a  radicaux cabiquc; fcraicnt 
prendre neuf valeurs à ccllc cxprcssion, il f;iiit cil oiitrc sc rap- 
peler qu'en designant Ic premicr radical cubiquc' par a, ct le 
sccond par 6, on ne devra assoçicr que lcs valcurs de a et de O 
pour 1cst~uclIes on a a b  =-p .  Par.consCquml, on bcartcra touL$s 
les valcurs Ctrangbres cn posant 

137. Lorsque q'+p3 est unc quanti16 nkgalivo , ICS ~ a l e i m  ne- 
nErales dc x sont compliquéesd'imaginaircs; et.cornmc d'un autre 
cOt6 on dCrn:ontrc en algbbrc que, dans 1'h~-polhbsc p'f p3<0,  
les trois racincs dc 1'i:qiialion sont rCellcs , il scniblc quc lc  calcul 
doive fourr iir Ic niogcn d'opSrcr la réduclion dcs imaginaires. 
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Ccpcndant il n'cn est pas ainsi, a moiiis qu'on n'emploie des s6ric.s 
inlinics ; c l  cctte dificiillé, qui  a bcaucoup cxcrcc': les analgstcn, 
a fait donner le nom d'irréductible a u  cas dont il s'agit. 

La dificul16 vient de ce q ~ i c  les dcux racines cubiques qni cn -  
trcnt dans l 'cxprcssi~n gCnhdc  dc x nc peuvcnt pas, si cc n'cst 
dans des cas particuliers, s'extraire dc maiiiérc que la partic r M l c  
soit isolkc de la partie imaginaire. Or, par la formulc dc AIOIVRE , 
ccltc sbparalion s'obtiiint sur-le-champ dans Ics exprcssioris de  

n 

l a  forme v c o s ? +  V-I sin? : c'est pourquoi je vais rameiier lcs 
dcux radicaüx cubiques à celte forme. ' 

Puisqu'on a q2+p3(0, p doit élrc niigatif. J c  nietlrai donc 
-p  au licu d c p ,  et 1'Cquaiioii s'écrira ainsi 

111 s3-3px$-2q=oi  
Alors on Bura 2'-p3<0 o u  g'<p3, lcs valcurs dc n scroiit 
doiinbcs par la fornmlc -J a 

J - 
9 - 

a= v-q+ vI'--3, 

cl ccllcs dc x par la formulc 

dans laqurille il faudra mcttrc lcs diffirrentcs valcurs de a. 
Cela posb, I'csprcssion gknkale de a donnc 

ct puisqu'on supposc q'<p3, onpcut déterminer un arc au  rnoyrri 
dc 1'Equation 

I l  exislc une infinit6 d'arcs qui répondent à un cosinus donne; 
inais nous convicndrons ici de prendre celui qui estd< 180°, 

Par  l a  formule de J ~ ~ O I V B E ,  on a évidemment 

Donc aussi, rkciproqnement , 03 doil avoir 
8 ,  

\/cosy+ ~ - 2 s i i l ~ = c o s  j y + ~ E f s i n ~ y i  
ct par suilc il viendra 
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bieinarquons que le second nicmbre di: la  formiile [2J n? t3i;iii;c 

pas lorQue dalis cettc formule on ajoute h y autant de circonfë- 
r iwes  qu'on veut. De 1: 11 suit qu'en dhsignant 180Dpar H, et par 
/; un nombre entier qi~clconqirr, on pourra prendre pour x toutcs 
I!.s valeurs comprises dans la formule 

x = a V j c ~ s : ( ~ + n x - r r ) .  * 
CcpcAdané il ne faut pas croire qu'il rn résulte pour .r plus dc 
trois valeurs ; car, aprks avoir fait k = 0, 1, 2, toutcs les autres 
siitistitutions r;innénerant aux mfirries rËsultats, ct l'on h'aura Das 
d'autres valcurs qi:e ccllcs-ci : - 

x=21/(1cos;?> 
z = P v ~ ~ o s ~ ( ~ + ~ T ~ ) ,  
x = 2 6 / ~ c o s ~  ( ? + 4 I I ) .  

i138. C'est piincipn!cnic~nt pniir vaiincrc la diIIicullc propre au 
~ 3 5  irréductible qu'on a recours aux ligncs lrigonom6triques ; 
indis on peut aussi les employer dans lcs aulres cas. Continuons 
dc precdrc p nbgatlf, ct en cooçCquencc consid~rons encore l'é- 
va t ion  

131 S ~ - ~ ~ X + I ~ = O ,  
x ~ a i s  suppcjsons qs  ) p'. Lcs transformations du num6ro précitdent 
sorit alors impossibles, car cosy, abstraction faite de son signe, 
serait > 1. T'oici comment ce cas doit etre traite. 

On a touionrs 

a 
l'lais actuellenient on nletlra - sous la forme 

VI] 
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et alors on aura  

En cxtrnjaut la raciiic carrte on pcot prendre indiflhmmc-nt 
- cos29 OU + cos 29 : on en verra la raison tout 3 l'heure. ' 

Remplacons 1 -cos 29 par 2sin'p et sin 2 y  par -sin 9 cos y ,  pi1 
rkduisons ; i l  vient 

: 
2sidy a - 

= Vtang 
2siny cos p 

Posons encore 

ct calculons + par ccitc formule. Si on dcçignc par O et O' liis d v ~ x  
racines cubiques irnaginaircs dc l'uiiilé, lcsquellcs sont, corrruc on 

a 
sait, le carré l'une dc l'autre, les trois valcurs de - seront 

VP 

Subsliluons ces valcurs dans x : en observant que tang #col+ = 
et que 03;;ri, il vicnt 

X = V ~  ( tang++cot+), 
X=V;(B tang++i'cot+) , 

, x=v~(6 'hng~~+~  col#). 

Si on eût mis dans l c  calcul +COS" 311 lieu de  C COS^^, 
tang '1 serait devenue cet+ et  vice vsrsrl', mais il n'en serait ré-  
sulli! aucuno nûuveilc valcur pour x. 

A priisrrit rcmplagm 8 et O' par k u r s  valrurs , et isolons d m s  
chaque valcur de x Ia partie rèclle dc Ia partie imaginaircl. Pdr - 
l'algkbre, on a o=f(-l+V-3), oa=5(-1-VG); si 
en outre on oliscrve quc, cet# + tmg $ = 2 coséc43, r ;  que 
cot $ - tang cotS#, ilviendra, toutc rédiiction faite, 
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139. Nous devons aussi considérer le tas où le cocfRcicnt p sc- 
rait posilif. Itcprenons I'kquation du 3e degré tcllc qu'elle &it 
d'abord. 

141 .z3+3px+2q=0. 

Alors, B causc de ab=-p, on 5 . 

ct d'ailleurs 

La tangente et la cotangente peuvent passer par tom Ics états de 
-4 grandeur; ct comme le terme -3 pcut avoir une grandeur qiiel- 
VP 

conque, je le remplacerai par une de ces lignes. Soit posé 

il viendra 

~ o t 2 ~ =  . 
Vp' - 

2 COS'? ' 
2 sin p cosy = V c o t y .  

Soit encore posé 
a 

cot+=Vcot y : 

lcs a n g h  p et 4 'seront faciles à wnnailre par lcs tabler, et l'on 
aura ces trois valeurs 

a a a - -=tut+, --=8col+, --GScot+; 
VP VP Vp . 

par consiiquent, les valeurs de r>= seront, aprcs toutes rdductions 
faites, - 

s= 2Vp  cotP4, - 
~ = - ~ p ( c o t e l + - V - 3 c o s é c 2 + )  

rz;-v>[~ot 2 ; W - Z  C O S ~ C ~ + ) .  
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140. Quand on connaît uiie l i g n ~  trigonomclriquo corrcspon- 
dant 1 un arc quelcodquo, si Poti veut trohver une ligne trigono- 
métrique correspondant h un arc qui mit la moilib, Io tiers, etc., 
du ptcfnier arc, on arrive A des équations dont la comparaisoh avec 
ccriaincS Cqtiations donufies pput servi) à dLwiivrir directement 
les taclncs de ces dcrni6res. C'est ca qu'on va voir pour ïkipaiion 
du troisihmc dcgrd. 

Reprenons I'eualfon sans second terme 

11 1 x 3 f  3px+2q=0.  

Soit rp un arc quelconque,'si on regardo cosy comme donné et 
qu'on fasse cos: o=z, on a trouvë (na 3 3 ) ,  pour dStcrminer r, 
l'@a tion 

Pl z ~ - ~ z - - ; c Q s ~ ~ o ;  

et, si on scippoçc que 9 soit l'arc pbsitif moindre que fl cohespon- 
dant au cosinus donne, il est démontrdqne les trois racines de 1'6- 
quatiora. 621 sont 

[1] z = ~ s ~ ~ ~ , ~ z = c o s ~ ( ~ H +  y ) ,  Z = C O S ~ ( ~ H - ~ ) .  

Poilr rendre i' quatiou [2] identiqué avec [il ,  il faut poser 
deux condilions : il f h d r a i t  donc qu'il y eltt deux indétctrninécs 
dans l'Cquation [.il, et il n'y cn a qu'une ~ e t i l e , ~ .  On en inho- 

x 
duira unc secondo p cn faisant z S p z ,  d'où E S  --. Par celte 

P 
trans~orrnalion, Yéqualion 1-1 dcvicni 

C41 -$,I a x - ~ ~ ~ c o s ' Q = O ; , '  

et  cn muilipliabt par p lcs valcurs [3], on aurait les racines do 
ccllc d c r n i h  équnlion 

On h rendraidcnliqnc avccï'dqnation [il, en posant - a ?'= j p ,  
- )p3  CDS y==2ql d'où 

- 
Pour que l'arc p soitrbel, il faut d'abord que cosy llfsuit, ce qui 
exige que p soit nbgatil dans l'kquation [Il. Ep ipnséque&e, j'y 
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l o t  PBENIERE PARTIR. 

cliange p en - p ,  par-la clle dcvient 

F I  x3-3px-/-2q,O; 
et la valeurs de p et cos ip sont 

Mais, pour quo.? soit rée l ,  il faut de plus que cosy, abstraction 
faite du aigne, soit < 1  : c'est-à-dire qu'on doit avoir qa<p3 
ou y' -y3 <O.  Alors on pourra calculer o, par les tables, et en 
yullipliant lcs valeurs [3] par p ou 2 Vp, on aura les racincs de 
l'équation [SI, savoir : 

- 

x = 2 v p ~ 0 9 ; ~ )  
x=2 v y c o s  :- {211$p), 
z = 2  V ' c o s f  ( 2 H - y ) ,  

Icsque!les sont clles-mCrncs fx i ics  à calculer par les iablcç. On 
raniimcrs saris pcirie cclles du xi" 37 7 ccllcs-ci. 

On a supposd tacilcment quc la valcur p = 2  V p  Chil positive. 
On pcut aussi prcndrc la valcur négative p =- 2 V p .  Alors 

li' donc il fau- -' on awai t  cos <p = - . au lieu de cos 7 = - V'+ ' Vp  " ZL 
drait, dans les raleiirs prÇckdcntcs, changer V p  en - V p ,  et y 
en 11 - y .  Mais comme une équation da  3" &gr6 n'a que trois 
racines, on ne trouvera point de nouvellc valehr pour x ,  ct c'est 
d'ailleurs cc au'il scra aise dc vérifier. 

Lorsqu'on suppose p negalif et  qY<p3, l'kquation [il tombc 
dans Ic cas irréduclible : ainsi cc c a s  cst rbsolu par ce qui pr8cèdo. 

141. Conlinunns dc preri8rep nEgalif, mais supposons qu'on 
ait pa -p3 > O ,  le signe) n'excluant pas l'égalité. 

Dans ccttc hgpotlidsc, les valeurs de x trouvees pIus haut ne 
sont in~a~ ina i rc s  que parcc quo la condition qui détermine a 
exige qu'on ait  cos p )  1 ; il est donc naturel de cliercIier pour 
x unc valcur > 2 V p ,  ct pour cela jc poserai x = y V'coskc .$ , 
ou micur, afin d'kvit~ir lcs fractior!~, x = 2 ~ j c o s ~ c  2.11. 11 falit 
donc composcr 2prior-i une équalion du 3"cgri: qui  admette une 
racine rccllc de ccllc forme, don1 Ics deux aulrcs racincs soient 
ininginaires, et q u i  puisse facilornent se r6ssudre parlcs 1abl:s. 

Sans ricn supposer sur  le nmlliplicatcur dc c&c2.+, posons 
x = aPcosec 2'1 ,  
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p et rl, étant deux jndCterrninEes. Si on observe que 2coséc2+ 

X =  p ( tang + S c o t # !  * 
Donc z3 -j.S(tang3+ +~o t3<) - / -3~~  (tang++cot +) , ou bien, en 
remettant x à la place de (tant;+ -j- cot +) et transposant , 
[G1  .r3 - 3 pax - ,G~ (tang3 + +mt3 + )  = O. 

Lcs deux racines cubiques imagitlaires dc l'uni l e  élant 0 et 6'' i l  
est facile dc voir qu'on arrive a la  mEmc équation [6], en prenant 
l'une quelconque dcs trois valeurs 

x = p  ( tai ig++cot+),  
x =  ( 0 l û n g . ~ ~ O o ' c o t / ) ,  
x=?($ lang .+$-Qco tS)  ; 

par consklucnt, ces valcurs sont les racine? de l'Cquatfon [ 6 ] .  
Xaintcnaut il fout rendre cette kquation identique avec la  pro- 

posé~,  x3 - 3px + 27 = O, ce qui donne 

p=vp c t .  t a n g 3 + + c o ~ + = - 3  
v p 3 -  

Pour trouvcr +, posons 
a----- 

tant; + = Vtang 7 : 

on aura Lang? = tang3 II,, cot y = cots+ ; et par suitc 

oq sin cosy h g i +  cotp=- -- B q  
cosy sin rp V p 3  ' 1'3" -+-=-- 

Ainsi les tables donlieront y ; a u  moycn de 7 on aura + ; puis enfin 
on aura lcs valeurs de s. E n  rcmplaynt ip, O, (I', par leurs valcurs, 
ct cfïcctuant les rkdiiclions, il vient, coxmc nu u' 135, 

l 4 2 .  Ccs formules ne conviennent qu'aux seuls cas ùc l'équa- 
tion xS + 3px+ 2q z 0, d.ms lcsqucls on a p ncgntif et q' >p3 : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



106 P R E M I ~ E  PARTIE. 

car auirement !a valeur do  in+ s y i t  ou imigiiiairc ou > i. II 
Saut donc changcr de nioycn quandp est poriliS. 

Alors soit fait xd? ,~co tS .+  ; on aura aussi 

et I'blkvalion au cul16 conduit, comtno plus haut, 1 I'dqualion 

i71 X ~ + ~ ~ ~ X - ) ~ ( C O ~ ~ + -  tang3+)=o, 
dont les trois racines sont 

x = ~  (cot4-fang$), 
x z P  (Ocof+-bltang+), 
~x=p(O'cot+-b tang+). 

On la rcnd identique avec la proposCe cn faisant p = V p  , 
- 27 

col3 +-tang3+= - 3 et pont déterminer + ti l'aide des tablcs, 

Oh pose 
VP ' 

a - 
cot\ j ,=vcotIf;  

doric cotp-tangcp = cot3 ;/l- fang3 1J,, et par suite 

JA1arcy étant connu, on iroiivera 9, et énsuite les trois ,valenn 
dc x, savoir : 

it.= 2pp cot 2$ ,  

s = - v j ( c o t  2+-1/-3 cosCc2+), . - 
x=- j / i ( co t  2$+V-3 cosbc9+). 

Lcs transformations precddentcs ne doivent point slappli@er au 
cas ofi p cst né.galif, parce qu'alors CO& est imaginaire. 
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DEUXIÈME PARTIE; 

ANALYTIQUE 

P , é ~ l e r  pour molira un prohlema en équaiioo. 

i U. On appelle G~OIIETRIE ANALYTIQVG, OU,  en d'autres tcrmes, 
- ~ L I C A T I O N  DE L'ALG~BRE A LA GEOMI~TRIE, cet10 branche impor- 
tanta des nlalh8niatiques qui apprend h Sairc usago do I'algùbrc 
d m  l a  rcchcrches gkornctrlques. Sous cc point de vue elle doit 
comprendre la  trigonométrie, qui formo la preniibro partie dc ca 
traité. 

VII~TE, géomdtrc francais, qui donna 3 l'algèbre de si remar- 
quables accroissemenis, est le premier qui l'ait ernployéo poup 
trouver les parties inconnues d'une fighre , en exprimant par tics 
equalions Ics relations qizi lient entre elles toutos les parlics de 
cctle figure. DEYCARTES non-seulement perSectionna Ics travaux de 
y i é ~ e ,  mais encore il inventa des méthodes g é n h l c s ,  tout 3 la 
f ~ i s  simples et Fécontlc~, pour ramener l a  théorie des courhr~s au 
calciil algebrique; et ces mkthodes sont aux yeux de la postérité 
Ie pIuo beau {itrc de gloire de ce célÇbre philosophe. Ellm n'ont 616 
a p p l i q u h  d'abord qu'aux courbcsplancs, c'ert-&-dire, dont tons 
It!s piritu sont rcnfcrmés dans un plan; et plus tard cllcs ont etc! 
étendues aux surfaces et aux lignes quelconques. C'est do 1h que 
vient la distinction, assez génèralcment adoptée, de g-tornérrie ana- 
+ r i p e  ci deux,  ou ri trois dinzensions. 
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Pour suivre l'ordre le plus naturel, j e  commeiicerai par expo- 

ser, avec les dkveloppcmeiits qu'elle a r r p s  dans l'dritlime'tique 
i~niverselle de NEWTON, 13 mtthode emp1oyi.e par Vrém pour ri! 
soudre lcs problèmes délcrrninés. 11 scmblo qu'onn'y ait en vuc 
que les queslions relatives aux figures planes, mais il sera facile 
de voir qu'on peut y considcrer aussi les surfaces et les solides. 
: 194,;Ces diverscs grandeurs, lignes, surfaces, ou solides, peuvent 
dtre rapporides i une uni18 de mesure ct évaluces en nombres ; 
pour plus de généralité, ces nombres peuvent Btre représentés 
par des Ictlres ; et dès-lors on concoit comment Icç grandciirs dc 
la géomdrie pcuvent être soumisea aux calculs dcl'ariihmétique 
et de l'algèbre. 

14.5. 11 arrive quelquefois qu'une quostion de géom6tric est si 
facile a mettre en bqualion, qu'il n'est bcsoin d'aucune régle pour 
y parumir. 

ISr exemple, s'il s'agit de pnrtnçcr IL& droite en moyenne et 
e x t r h e  raisojz,  on désignera par u la ligne donnée, et par x Ic 
plus grand scgrncril ; alors Ic plris' pctit srgmcnt scra a-x, c t ,  
d'apr6s I'énoncd du problème, on posera sur-lc-chainp l'équation 

[II xy=n (a-x), 
d'où il est facile de tirer - 

Ln sccoiide yalriir est nkgativc, et ne  saurait convenir $ la  qucs- 
tion ; car il est évident que le segment cherclid ne peut Ctrc qu'une 
quaillit& positive. 011 n'a docc qu'une solution, savoir : 

\ 

11 est clair que quand on acra évaluS cn nonibrc la ligne 
donnée, a d  moyen d'une certaine uni16 de longueur, i l  nc rcstcra 
plus qu'à exécuter les calculs indiques dans la formulc, pour con- 
naître le nombre d'unités' linCaires contcuucs dans l e  scgmcnt 
chcrcIi8. 

S i  on vcut avoir ce scginent par une construction géomCLriquc, 
l a  valeur prbcédcnte er. indique une fort simple. Elevez (fig. 3 6 ) ,  
h l'exlrkmilè de la lignc donuée AB, unc pcrpendicu1;Gre BC 
cgale à la ruoilii: dc AB, ct joigncz AC. L;bypot6nusc AC sera 
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et en à6crivant7 du crntre C avec !e rayon 

BC, une circonf6rencc qui coupc AC en D, on a évidemment 

donc.t.= AD. Ainsi, pour résoudre la qucs!ion, i l  n'y a plus qu'a 
rapporter AD en AD1 sur AB. On remarquera que cette construc- 
tion es1 précisénient celle qui est coxir;üe en géométrie. 

La circonférencc dbcrite du  centre C coupe le prolongement 
de AC en D' ; et  si on porte AD' en -khi', sus AB prolongée, 
011 aura c 

rloric Li swon:lc valeur c!r, .% est s = - AM'. Je  reviendrai bientOt 
sur lcs valeurs n6gotives des inconnues, et  sur les constructions 
dont les expressions algébriques sont susceptibles. 

146 .  Lc problémc précklcnt était fort simple; mais lc plus 
sowent les rapports de grandeur et de situalion, qui lient les 
lignes cntre elles, compliquent les questions de géométrie à tel 
point qu'on a besoin de mélhodes ct d'artiricrs particulicks pour 
former les 9qrau!ions d'ou dfpendent leg inconnues. -klors, l a  prc- 
miErc régle a obscrvcr consiste i se bicn pitnétrer des relations 
que ce problérne établit eniro les lignes, lm angles, les surfaces, 
les solides, sans aucune distinction drs doiinkes et  dcs iiiconnucs : 
il devicnt fûcilc ensuite d'exprimer ccs relations par des equations ; 
ct enfin on dCd:ii t dc ces iiquations, quand cela ést possible, les va- 
leurs des quantilbs inconnues. 

Par  exemple, considérons ( 65. 37) un triangle isoscii.1~ inscrit 
dans un cercle ; il est cvident qu'il existe cntre le cOté UC, l a  baso 
CD et le (1iarni:tre AB, une tcllc ditptindance, que deux de ces trois 
lignes iitant données, la t r o i s i h c  en dhrivc nCcessaircment. Do 
là il suit que la question peut etre de chvrchcr le diamètre par l c  
moyen d u  cOtÇ et de la h m ,  ou dc chcrchrr l n  hase par le moyen 
tliicOté ct du diamètre, ou enfin, de chercher le cOtC par le moyen 
de la base et ducliamètre. niais, quelle que soit celle de ces trois 
questions qu'on ait résoudre, on ne mettra d'abord auciine diKé- 
rcncc cntrc les donnécs et l'iueo~inue, et on posera l'équalioa qui 
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Clablit la rclalion niuiuc4lc dcs trois quantilcs. 11 n'y aura pius 
alors qu'a d6duirc dc l'équztion la valeur de la liçnc quiaura d è  
prisc pour iiicorinue. 

Soit fait la basc C D r b ,  Ic cOtb B C z c ,  Ic diamEtre A B - d .  
Supposons que cc diamétrc soit cclui qui divise l'angle CI3D cn 
dcliix parties Cgalcs, il devra coiipcr la base CD pcrpendiculai- 
rcmcnt, cn son milieu E. Or,  d'après un IliCorbrne connu, la 
corde CB est moyenne proporti'onnclle entre Ic diaméirc BA ct Ic 
s c p c n t  EE ; doncon a AI3 X BE, ou, cnmcltant Ir3 1clt1.c~ 
qui rcprCsrntcn1 lcs ligncs, 

c' 
c'=dxBE, d'oU DE=-- 

d ' 

Mais le triangle rcclangle CEE dorinc 33 - BT'= CE, cl par 
suitc il vient -__, 

Pl 
c4 

- I  Cr - 4 j ' r 4  

équation facilc ~ résoudre, quelle que soit l'inconnue. 
Si c'cst Ic diamètrc qu'on chcrchc, on iirc de celte i.quatioii la 

valeur de d, ct l'on a 
CI 

d= -- -- 
y~'-; b' 

Si c'cst la basc qui cst inconnue, on tire dc l'équalioii la valcur 
dc Ii, cl l'on trouve - 

2c Vd- c' 
L =  

'.? ' 

Enfin, si on khcrchc Ic cùta du Irjangle isoxdc, il faut réso~idre 
1'Squation par rnpport B c, CC qui donnera 

c=L/ f .~ ' . t . fd~d ' -b ' .  
' Dans chacun d i  ces trois cas nous avons n4gIigh Ics valcurs 
nhgatlves, parce qu'elles nc peuvent point convenir à la question. 
L a  deux premiers cas n'admctterit qu'une seulc solution. Le troi- 
siéme peut cn admettre drux : il est évident en cfîet quc, quand 
on donnc lc dianihtrc AB et la base CD, chaçun des triangles 
ACD, BCD, satisfait égdmnerit 1i la qurslion. 

147. Rcvcnons maintenant sur nos a s ,  et remarquons la ma- 
nigrci dont on est parvcnu a l'équation [2]. L'inspection dc la fi- 
gure  a monIr6 sur-lc-champ que, par Ic inogcn du diariiklre AB 
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c l  du cd16 UC , on pouvait oilculcr d'abord IIE, cf cnsuilc ln  dcmi- 
bnsc CE ; ct  ceci a suffi pour former lli.qualion. De l i  rcsulicla. 
rkglc suivante posée par RBWTOX : 

L O ~ S ~ U ~ U A ~ ~ O H ~ ~ M  est proposi, i l fanl le regnrder comnx? k- 
soh ,  et Coniydmr entre clles L~rilcs les quan(ilés qu'il nllfernte, 
saris auc lpe  Jis~iïzctto~r entre c d l e s  gui aont connues et celks  gui 
sont irrcotii~ucs; axamiucr ensuite coninzelqt elles dipendent Ics unes 
des ffiitk?s, d f i  de reco~ir~nilre  r /~;ci tes  solla tek qui, étant dotl- 
 lée es, pourraieut co~rduira ci !a déternzina!ion da uutrcs. Alors il 
sera facile de mErrre leproblènw en éqrut~ion. 
' 

149. Toulcfois, i l  importr de rcmarquer, arcc le mhc g60- 
rnblrc, qu'il n'eut pas nc!crssaire de rcconnallrc du premicr coup 
d'mil par qucllcs opkrations l e  calcul peut conduire dcs p r c m i h s  
quantilés aux dernières : il sat de sentir .en gCnéral que lcs unes 
peuvent se dbduire dcs autres par un moycn quclconquc. C'est ce 
qu'on va développer. 

Soit proposé une questioii dans IaqueIle i l  y ait à considCrcr lc 
diamètre AU (Q. 38) avec ICS trois lignes BI;: CD, DA, inscrites 
dans le dcmi-cercle. Si on chcrchc lc diarnelrc AB ct que les autres 
lignes soient donnks, on ne voit nl calcul ni construction propre 
à di.tcrniincr cette incoiinuc. Ccpc~dnnt, 11 est cvidcnl que ce 
diamfitro n'cst pas arhilrairc, car il doit etre tcl qu'on puisse 
inscrire dans Ic demi-cercle les trois lignes données. C'est pourquoi 
l'on rcgardcra AB commc connu, cl l'on établira le calcul commc 
s'il l'était v ~ r i h b l c a e n t .  Alors on rcrnarquc qu'il est facile, cn 
s'aidant dc quclques thi.orbmcs dc géomfilrie, de calculcr I'unc 
qur:lconqiic des trois coïdcs, AD, par excmplc, a u  niciycn du 
dinmELrc ct des deux autrcs coràcs. 

Pour y parvenir, rncncz Iri diagonaIc AC, ct abaissez .CE per- 
pcndiculairc sur  Al) prolongCc. Yiifsquc l'anglc ACI3 est inscrit 
dans un demi-cercle, cct angle cst droit. Puisque le q n a d r i l a t h  
rll3t;D est inscrit dans un ccrclc, la sonimc dcs angles opposEs 
ABC, ADC, est 6gnIc à deux angles droils.: o r ,  la  somme dcs 
anglcs CilE ct ADC, est aussi égale -à dcup anglcs ùroils ; il rst 
donc facilc d'apcrccvoir que les angles ABC, CDIS, sont cgnur , et 
que par consbqucnt lcs triançlcs rcctanglcs 'ACD, CED, sont sem- 
ùlahlcs. Cela posÇ, pour dELerminer AD a u  moycn dc AB, 
BC ct CD, voici dc qucllc mnnikrc Ic calcul se conduit. 

Soit fait AB = x ,  B C i r f  , CD=b, AD=c. Le triangle rrc- 
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119 D E U X I ~ N E  PAI~TIE .  

tançlc ACB donne la valeur dc AC, au moycn dc AU cl'de Dg+ 
ct  l'on a -- 

AC=Vx2-a' .  

Les triangles scmblablcs ACB, CED, feront trouver CE et DE. En 
elïct, ils donnent les proportions - 

CE:,I\C::CD:AB OU CE:VxY-a'::li:x, 
DE:BC::CD:AB 1 OU DE:a:;b:x; 

et de 1 i  on tire 

Lc triangle rectangle AEC dunnc AE= \/Bcn-C~>. Par suite, 
en rcrriplac,ant AC et CE par leurs valcurs, on obtient 

V(xl- a') - v(x'-a') (x2-6') - - 
x' x 

Maintenant la diffëreiice AE-DE donne AD,  c'cd -i - dire 
qu'on a 

- (2- 6 ah 
AD i -- 

x it' 

laquclle dcvient successivenicnt 

ct cnfin, cn divisant par x - 

131 x3- (a2+1>~+c~)  x - 2 n b c = 0 .  * 
Ainsi, la dBtcsminntion du diamblre AB diipend d'une équation 

du 3. dcgr6, cc qui donne lieu dc pcn:jci-quc Ic problCmc peu t avoir 
trois solulions. Nous nc fcrons d'ailleurs aucune autre obserw- 
tion : car, pouf le moment, il s'agit principalement de montrer dc 
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qucllc r~anifire on peut ramener lcs proSl8mes dc g6ornCtrie à des 
l'qualioris. 

1 19. O n  est a l'fiquation [3], cn siiivant litt&raIcinent 
la règle du II" IF7 : c'esl-h-dirc qu'on a regardé c'oiiii:ie coririues 
toutes Ics lignes de l a  qucstiun, et qu'on a examiné ensuite celles 
qui pouvaient etre ernplo~ées a Irouvcr facilrmrnt les autres. 
ïîlais sonvent il est dificile, et rnhie  impossible dc suivrc rigou- 
reusemciit cette mardic. En cEct, on est obligé, dans la plupart 
des cas, de tracer sur la figure des lignes auxiliaires, qu'il fnu- 
drait exprimer d'abord par le irioyeii des lignes qu'on rcçardc 
cornrno connues? et dont les valeurs dcvraicnt entrer ensuite dans 
les valeurs des lignes qu'on regarde comme inconnues : or  il est 
évident que ces calculs dcvienncnt cxtrémcrnent embarrassants, - 
lorsque les expressions des lignes auxiliaires sont compliquecs 
d'un grand nombre de terines. Pour surmonter ces difficult&, il 
convient dc inotiifier, ainsi qu'il suit, la règle du  ne 147. 

AprCs avoir trmé sur I a f i p r ~  toittes les lignes connues ou iimm- 
i z m s  qui se trouvent dans ka yuestion proposL:e, on nzénera les 
I i p l e ç  auxiliaires rju'or~ jrigera propres à en faciliter la  solutiotr 
par I'emploi des théorèmes de la géométrie. Ces lignes auxilioir~es 
seront de norivelles irrconnues, que L'on considérera conzme sielles 
ilaierzf dans l'énoucé nzé~j~e  de la  questiort. Alors onposera k s  
i~ua t ions  qui lient entre elles [outes les lignes de In ,fijiure. Q~~nrzd 
leproblkn~e est diternziné, on arrivera tortjours à r!rz nonibre cl';- 
quaiions &al Ù celui des l i p c s  inconnues, et le pr3blénae J E  géc- 
ii~étrie sera ramené u la rL:solu~io~r de ces 6gzcations. 
150. Le problErne du ne 118 peut Offrir une applicalion fort 

simple de celle règle. Ayant tiré lcs ligncs auniliaires AC, CE, 
faisons toujours AIC=x, BC=a, CD=k, DA=c;  considcrous la 
diagonale AC comme une nouvelle inconnue, et faisons AC=y, 
Le triangle rcctauglc ACB donne, entre a et y, l'équation 

Or, les triangles sembIab!cs ACB, CED, donnent la ~ a l c u r  
a L 

DE= - ; ct le triangle obtusangle RCD donne, par un  Ihéorèma 
x .  
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T o i 3  donc dcux éqiintions diiris l::sci,uclles se troüvcnt l'inconnuc 
riuxilinirc y ct l'iiiconnnc prii1cip:i.l:: ir.  Si 04 veut avoir l'bqualion 
q u i  d3terminc ,r par le moyea des sculej ligacs donnCcs a, 6, c, 
i l  fmt  élimliicr y' entre les decx cqua;iors, ce qui es t  faci!c. II 
sufit de substituer, dans l a  première Cqualion, la valeur dc y' 
donnée par la seconde. 11 vient ainsi 

c'est l'équation [3] trouvkr, plus tiant. 
151. Afin de préscnter encore une application de la rkgle du 

rr" 1&9, et de montrer do combien de manières les solutions d'une 
mbme question pcuvent etrc varib~s,  placons ici une autre solu- 
tion du m&mo problème. Prolongez CI) ct B 1 (fig. 39 j jusqu'a 
leur intersection P, et vous aurez deux triangles ECF, DAF, qui 
seront semblables : car l'angle F est commun, et de plus les aii;les 
ABC, ADF, sont égaux, comme su~plCments du mbme angle 
AllC. Maintenant i l  cst évidcnt qu. si, oulre les l i g n ~ s  qui sont 
dans la question, la ligne BF était encore donnée, nous trouvcrions 
facilement CF ct DF, et par suite l'équation CF-DI;= CD. Con- 
servant toujours à nos prcmiéks l i p c s  lcs m8nws noms a ,  6 ,  c ,  x, 
faisons de plus BF = y. Nous aurons AF =y - x,  et Ics trian~lcs 
semblables donneront 

C Y  D F . y : :  c : a ,  d'où DE'=-, 
a 

CF:y-x :: a : c ,  d'ou CF= 4 ~ - - 4  
C 

Rcriip!ar,ant, dans CF-DF =CD, lcs ligncs par leurs valeurs, 
on aura 

a (y -x )  - C y - b ,  -- Ire équation. 
c a 

Mais ayant trnilé conimc comiues dcux quantilés inconriucs, 
D h et BF, il faut encore trouver urne autre équation. Pour cela, 
j'abaisse CG perpendiculaire sur BA, ct  j'ai 

lxa a.' IIG : RC :: EC : BA, d'ou BG=--=-. 
E'l x 
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Or, le triangle CBF donne 

je remplace donc les lignes par leurs valeurs, et il vient 

En diminant l'inconnue auxiliaire y,  orl aura l'éqtialion de 
laquellc dkpend l'incounue principale x. J e  ramène d'abord les 
deux équations à cclks-ci , 

(a2-c')y-nax=aOc, 
(a2 -ca)  yax + 1u2 (c' -xa) y+a'x3 - a2c'x= O ; 

puis, de l a  première, jc tire 
a% + abc y' 

Cg 

et en subslituan t celle valeur dms  la seconde, jc trouve comme 
precedemment, après rbduetions faites, 

152. Les trois &lutions que nous venons de donner pour le meme 
problcme ne sont pas kgalement simples ; et ceci donnc lieu de re- 
marquer que les moyens qui se présentent les premiers à la pensée 
conduisent souvent a des calculs laborieux quand on veut les 
mettre en usage. Il faut alors revenir sur ses pas et  faire de nou- 
yelles tentatives pour s'ouvrir un  c h m i n  plus facile. 

153. Lc problème suivant nous oKrira de nouvelles remarques 
qui ne sont point sans importance. 

BtantdonnE uncarré OCMN (fig. 80) melrer une draite,par le 
sommet RI, de telle sorle que l a  distance comprise surcette droite,  
entre les lignes AA' et BB', qui forment I>anglc O opposé au sorn- 
met BI, soit égale à une Io~zg~eur donnée m.  

Pour le momeut, ne kiites pas atlention aux lignas ponctuées de 
la figure ; elles se rapportent a u  no 157. Soit RIQP une ligne qui 
satisfait a u  problème : comme 1'8nonce laisse l'iuconnue Ii volonté, 
et qu'il suffit qu'on puisse s'en servir pour dItermiiier facilcmerit 
la ligne cherchée, je prends OP p u r  inconnue. Je fais OP=*, 
O C = l K = a  ; on a d'ciileura, par l'énonce wéme, QP = nz. 
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d'au 

- a= x2 
Par suite, le triangle OQP donne l'Qa = x' + -. Or, PQ doit (..+.y 

a0.7.-a 
&rc égal a m ; donc x" + - = r d ,  ou bien, cri rkduisant, 

(x -1- u), 

[ 4 ]  xi+ ~us~- (~IL' -%L' )  x1- i>a~~~'x-a2i i~'=0.  

Ainsi la question depend d'une équation du l i e  degré. 
Nous avons siipposé, d m s  ce qui préciide, l a  ligne QP placEe 

daiis l'angle 1301'. Or l a  qricstion demande qu'elle soit placet 
entre les droites A-k', D E ,  sans désigner cn particulier aucun 
d!,s quatre angles droits. I l  suit de là qii'on peul remplir lcs 
 condition^ de l'énoncé de qualrc manikrcs, ainsi qoc l'indique 
la figure. Les deux solutions reprbsentées dans lcs angles 
JIOAr, AOPI', existent toujours ; mais lcs deux autres, repr6sentecs 
dans l'anglc AOB, n'existent que lorsque la ligne donnée m est 
suffisarnrucnt graride. 

Pour fornicr les éqaalions qui  détcrininent les trois dernihm 
solulions , il n'y a que dc légers changeinciiis à faire aux raison- 
~ i c i n e n l ~  préciidcnts. En dEsignant par .r l'inconnüc OP', ou OP", 
ou OP", 011 arrive toujours a 1'Equation 

x5--%lx3- ( n ~ ~  -3u1) ~ ~ - ~ 3 a n 2 x - a ~ n ~ ~ ~ O .  

Unc observation se  priscnte d'elle-meme 1 c'est qu'en changeant 
dans cette Equation x en - x, on retombe sur  l'équation [&] ; donc 
ccllcci suffit pour doniier toutes les solutions de la question, - 
pourvu qu'on ait soin de porter lcs valcurs négatives de x du 
cbté OA, tandis que l a  valcur posilive se portera du cOté OAr. 

154. L'l'quation ['t] est completc; mais, par un choix conve- 
nable d'incoiinue, on peut parvenir à une équation plus simple ct 
~11 : s  facile a résoudre. Soit toujoiirs hIQP (fig. 4 0 )  une droite qui 
*atisfait au problème, et soit 11 l e  niilieu de PQ : je prends Ain 
pgur inconnue et je fais MII=3-. J'aiirai 
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CP : OC :: NP : JIQ, d'ou nro r, w=oz 'r' m. 
En remplacant les l i p c s  par leurs valcurs, cette bgalité dcvicnt 

ou, cn Slc-vant au  carrè et rèdilis:~nt, 

Cqualion qui se résout par 1~ second degrri. On cri lire d'abord 

nL1 
na + - iaViA+rnl" ,  

4 
cl ensuile 

- 
.y= \/a.++Lvaq-z. , 

La preniièrc dc ces deux valeurs rst toujours rEellc; c'est elle qui 
doiinc les deux lignes MQP, nlPfQ'. La seconde peut dcvciiir ima- 
ginaire, e t  c'cst elle qni doone les lignes l>WQ1', Pf"l\IQ"'. Qu:iiil 
aux valeurs ncgatives de y ,  on n'en tient aucun compte, parce 
qu'cllcs sont inulilcs. 

I 5 5 .  Il  Etail facilc dc prévoir que l'inconnue y cr  dEpcnriraitque 
dcs équaîions du second drgré. E n  cKct. comme le point JI est rga- 
lement éloignè des cBtés dc l'angle AOB, il cst évident que, si on 
coiiiiail l a  solution JTQP, qu'on prcnnc OP1=OQ, ct  qu'm tire 
MI1'Q', on aura PIQ'=I'Q=n~; donc IvQ' sera unc autre solutioii 
du problerne. Parcillemrnt , si PflQ" est une droite 6çak h n a ,  eu 
prenant OP"'=OQr' et tirant 1"VIQ"' on aura aussi I'"'Q"'=rra. 
11 est Pgalcmcnt évident que, si on prend Ics milicux II, H', H", II"', 
dc Po,  P'Q', PuQ", P1"Q"', l a  distancc Mii1 scra égale h Ni l ,  et la 
distance YII"' 6 p l e  à JIH" ; donc, cn adoptant poiir icconnucla dis- 
1;:ricc du point PI1 au riiilieu de la clroile égale à na, qui dui t  étrc iri- 
scritc, oncst ccrlain qcccetlc iiiconnue n'aura quc deux vakurs  dif- 
ferentcs, ct ne devra par conséquent d2pcndre que du s ~ c o n d  drgrb. 

I l  n'en était pas ainsi lorsqu'on pccriait pour iucoiinucladislancc 
du point O au point où la droite dcirhndée coupe la lignc Ah'. 
Alors l'inconnue, qui Elait d&ignbe par x, devait a ~ o i r  quatre va- 
lrurs tout fait diCfkrcntcs, l c s ~ ~ c l l c s  sont: x=OP, ir--Op1,  
x=-OP",  ZG-OPfrr; 
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De cc qui vient d'être dit rksulle cette rEgle importante que, 
pour se diterminer dans le choix de l'incon~~ue, ilfaut examiner 
quelle est celle qui doit avoir le nzoirzs d~ valeurs. 

156. D'après cette règle, s'il arrive que deux quantités aient une 
telle resscmblance de relation avec les autres quantitks de la ques- 
tion, qu'en prenant I'nnt! ou l'autre pour inconnue, on arrive à des 
équations entièrement semblables, il faudra les rejeter toutes deux 
également , et prendre à !cur place, pour inconnue, une quantite 
qui ait une m&ine rrlation avec l'une et l'autre; par exemple, leur 
v m m e  , ou leur diffbrence, ou une moyenne proportionnelle, ou 
enfin toute autre quantité convenahlcmcnt choisie. 

Quelquefois on apercoit sur-le-champ qu'unr quantilé ne peut 
pas avoir une valeur positive + a, sans en avoir aussi une nèga- 
tivc dc méme grandeur - a. Cette circonstance peut détcrmincr A 
prendre cctte quanlitè pour inconnue : car on est sûr que l'équn- 
tion finale dont elle dkpend aura toutes ses racines égales dcux à 
dcux et de siçncs contraires, et que par conséquent cette equation 
ne contiendra que des puissancrs paires de i'inconnue. 

Dans certains cas encore, on reconnaît qu'en prenant pour 
inconnue le rapport de deux quantilés, cctte inconnue ne peut 

1 
pas avoir une valeur a sans avoir aussi la valeur . Alors on est 

a 
sbe que l'inconnue sera donnEe par une equation réciproque. Or, 
on sait qu'une telle équation s'abaisse à un degré moitié moindre, 
e t  eette considération peut paraître dbterminante. 

157. Mais, parmi les inconnues, qui au  premier apercu parais- 
sent pouvoir etre employées avec un égal avantage, il y a encore 
nn choix à faire, quand on veut avoir l a  solution la plus simple 
possible; et ce choix est quelquefois tellement dificilc que le bon- 
heur semble y avoir plus de part qua l a  sagacité. La dernikre ques- 
tion nous servira rnrore d'cwmplc. 

Supposons, comme plus haut (1 53), que la lignc XIPQ satisfasse 
B l'énoiic6, et élevons sur kIP la perpendiculaire P R ,  qui rencoii- 
tre en R Ic prolorigcmrnt de MN. I l  est clair que le  point P est 
déterminé quand on connaît le  point R : car i l  sufi t  alors de dé- 
crire une demi-circonférence sur MR comme diarnèlre. Sans doute 
i l  ne vicnt guère à la pensbe de prendre la distance NIi pour in- 
connue; cependant on va voir qu'on obtient par cc moyen un ré- 
sultat d'une extreme simplicitk 
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Soit donc BR=z. Jc  f:iis de plus IîIQ=n, ct j'abaiiçe Ps ~ e r -  
pendiculaire sur MX. Lcs triangles N K Q ,  PRS sont égaux, car i!s 
sont rectangles, ct on a ?iN =PS ; doiir: PR=-iiQ= u. Cela posi., 
le triangle rectangle TLPR donne les deux kgalités 

En rcmplnpnt les ligncs par lciars désignatiuris analytiques, il 
vicnt 

( Z / - ~ ) ~ = ( I / Z +  ZL)'+U', ( z + a ) a = ( r n + u ) ~ ~ ;  

on a ainsi dcux équations entre deux inconnues. Si on Fait passer le 
point P dans les quatre positicns qu'il   eut açcopcr, on verra que 
ccs équalions s~~bsistciit cncorc, avec cette dinëreiice que z change 
de signe quand lc point R tombe Uu ~ 0 t h  AR', tLt qiie u en change 
aussi quand Ic point Q tombe de l'autre c0tk du point BI par rap- 
port au point P, lcqucl doit toujours rester sur laligne A.4'. 

On élimine u en retranchant de la première équation dcux fois 
la deuxiiinie, ct i l  vient 

-- -- 
zP = as -1- ?IL' d'où z = -+ V(L' + m l  : 

rCsullct d'une simplicité iiiespérke, ct qui donnclieu j. la  construc- 
tion suivante. 

Perpeiidiculairen~cnt à nIN , prenez nlT=rn, ct tirez N T  : 
on aura NT=VCZ'+IIZ'. Il  faut donc porter NT, de N en R 
et en R' sur MN prolongée , puis décrire , sur NR et Mn', 
dcs dcrni-circonfiircnccs qui rencontreril la  ligne ,4A' aux poir:ts 
P, P', P'', P'"; et alors on ohlient les so!u[ioiis du problime cn 
t r a y n t  Ics quatre drcitcs MQP, MP'Q', P"hTQ", T.'"MQ"'. Les 
intcrscctions P" (4 P"' dispwaiss~nt quand un a BIR' < 2MC, 

-- 
c'est-5-dire Vd + 17:" - n < l n .  De 1 i  on déduit a h n c n t  
m < 2n V 2  , oii bien na <?OTiI, cn rcrmrquaiit <iilC la dia- 
gonale ORI=rzVZ ; donc l a  plus petite ligcc qu'on piiissc me- 
ner par le point n I ,  dans l'anglc AOD , est égalc au doublc de la 
distance 0111. 

J-a conslruclion précCdentc éhit  coniiue de PAPPCS , géomE!re 
d'hlexandric, qui virnil ycrs l'an 400 dc I'èrc cfirbiirnnc. 

158. Aprés lcs d~vclopprmci~ls dncslcsqucls je viens d'cntrer, le  
lectrnr à qui les tli6orèiiirs de l a  géonictrie sont fainilicm lrouycra 
pcil de dillicullii à rnctlrc les problèmes cn E q u ~ t '  c 1Oi1. 
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Quand la question proposée rcnfcrmera dcs aiiglcs , il faudra 
l i r r r  des droites entrc lcs c6tés de ccs angles, cc qui forniera dcs 
triangles ; ct on infroduira dans Ic cnicul , au lieu des ançlcs , 
les cûles des triaiiglrs, ou piutOt les rapports de ces cblés On 
p u r r a  aussi sc servir des Zi~nes tri,rrorzo&riqr~es, cc qui est la 
mCme chosc au fond : car ccs lignes sont rllcs-memes les cùlés, 
ou pluldt les rapports des cûtés dr  cerlains lriangles rectangles. 

S'il y a des surfaces h considkrcr, on pcut les rcrnplaccr par 
des carrés ou par des rectangles, ct les représentcr par des exprcs- u 
sions tclles quc a' et a2i. Si la qucslion renferme des solidcs, on 
pourra lcur substituer dcs cubcs oudcs parallélipipèdcs rcct;iriglcs 
kqnivalents, et les désigrier par dcs expressions dc la forme 

abp,  abc. 
Sur les valeurs nlça l iver  d e r  inconoiiei. 

159. Eorsqu'on cmploic I'Algébre pour traiter une question de 
nombres, on t r h v e  quclqucfois, pour les inconnitcis, des v;ilr:urs 
nc!gativcs. On sait que ces vnlcurs ne conviennent point a la qucs- 
lion, prise avcc toutes les restrictions cantenucs dans son énoncé, 
nu avec cclllcs qu'ou y introduit souvcnt par ccrtaiiies s ~ p p o -  
silions, faites soit au commciiccmerit, soit dails le cours du  calcul; 
et on sait aussi comnncnt, cri c h a n p r i t  d;ins lcs Cqunlions Ic signe 
des lcltres qui reprcsentenC les inconnues, on peut Icwr  ces dit%- 
rcntcs sortcs de restriclions. Ces rernarqncs s'appliquent (rgalement 
aux prob!~uics dc giiomélric qu'on résout par 1'AlghSre : c'est cc 
qui va étre développe. 
163. Rcprcnons le problbmc di1 ne 145 ,  dans Icq!xl on proposc 

de pnrtagcr unc droite en moyenne et extrême raison. BI est dvi- 
dent qiic cct imoncé revient a u  suivant : Partacer m e  droite A n  
(fi;. en deux se,rrnmlls A>) ,  nII3, d c  telte sorte qix le s y ~ z e ~ ~ t  
.4M soif nzoyenproportionr2el entre Zn Zrjpe e12tii.i-e AB et I'alrtre 
scgme~z( MD. 

En faisant AG=n , M I = x ,  on a RIB = a  -x, ct l'cqualion 
du probléme est 

dc laquelle on lirc Ics deus valciirs 
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La prcn~ic re  valcur  cst positive e t  riioiiidre que  a ; donc ellc di!- 
termine veritablcrncnt u n  point M s ihl  en t re  h c t  G ,  ainsi que 
l'cxigc l'knoncé. Nais  la sccondc est nQative, cl, pa r  cette raison, 
nc saurait convcnir à l a  question. 

Ciiangcons, dans l'Cquation, lc signc de .T, elle dcvicnt 

Pl z L = c l  ( a + - x )  ; 

et  en pïanarit positivement l a  valcur de x, q u i  tout I I 'hrarc  dlait 
ni.gali~c, on aura l'cxprcssion 

qui devra salisfaire à l 'équation O r  celle Squation est prki- 
si!ment ccllo qri'on trouve , si on  chcrchc, s u r  le  prolorigc- 
ment de l a  droite BA a u  delà dc A: un  point RI' tel que la dis- 
tauce A M '  soit moyennc proporlionnellc entre la distance BM' et  
l a  droite donnée AB. Ue là il  s:~it qu'cil portant l a  valeur po- 
sitive de s du  cdtk A R  i i  droite di1 poinl A, ct la valcix ni!g a 1' IYC 

dc x ,  prise abstraction faite de son signe, d u  c61é AXh gauche d u  
point A, on a u r a  toutcs les solutions du  problème proposé, gEn& 
ralisi: aiusi qu'i! süit  : 

Sur unc droite illdcyirrie , q u i p a s s e  par d e u ~ ~ o i n t s  doliilt.'s 
ct T3, déternzinrr ILIL point d o n t  Zn distance a u  yoirlt A  soi^ 
nzv.ye~r/re pr~pvr t io lme l l e  entre s n  dis tr~nce à l'autrcpoint B et la 
distance clolznde AB. 

Cct enonci! est clkgagi?, commc o n  voit, dc la rcstriclion qui 
clripait que  le  point dc~;and& fëil placi: cntrc  A ct Il, et  non 
ailleurs. 

161. On aurai t  pu proposer d'abord cc dernier imoncé. Alors, 
considbrant l c  prolli:mc commc rirsolu, e t  supposant qu:: l e  point 
nr en reirip:it touics les coiidihons, nous aurions 13it encore 
l'i!iconnur~ hX= .-r, e t  nous scrioiis arrivEs à la nic!irie Cqua- 
lion [ i l ,  cl aux mL.iiics valeurs dc x. Nais il cst kvitlcnt quenous  
aurions i s t r ~ d u i i ,  dEs lc  coinmcncen~rnt,  iiiie reslrictioii ftrangbrc 
à l'énoncé : car  iious nurioris assujiiti nos calculs à I n  supposition 
que Icpoirit rlicrchii il1 f i t  placé eiitrc Ics points A et  il. La valeur 
positive est la scule qui rhpoude h cette hypolhésc; cl In valeur 
nkgalivc, étant prise poçilivcmcnt et portéc du  col6 A S  opposi: i 
celui où l'un a clicrché le poiiit 31, diilcrniinera la ecccindc so!u- 
tiun du problcnie g h c r a l .  , 
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Ainsi, la valeur négative sert tantôt a c o m p l ~ k r  la résolution 
d'un p rob lhn~ ,  dont la qriestioii proposée n'est qu'un cas parti- 
culier, tant01 à lever une restriction introduite pour fairc lcs rai- 
sonnements et les calculs. Mais ce qu'il faut remarquer dans taus 
les cas, c'est quc cctte valeur, prise cn graridciir absolue, a été 
port&+ du cblé opposé à cclui ou dcvail &trc situbc la distance clier- 
chée. C'est pourquoi nous établirons le principe suivant : 

Si on enlploie I'algélrrepourrésoudre z~npro6lL;nze de géométrie, 
et gu'onpren7zepour inco~znue une distame compl6e surune ligne 
S OB IL(^, à par~ir  d'un pointJize situé sur cette l i p e ,  les valeurs 
négatives de I'inconlme devront &reportées dans un sens opposé a 
celi~i où l'on a supposé que cetie distar~ca etnit plac6e. 

Au fond, ce principe nc diiErc pas dc cclui qui a dijà étC 
élabli dans la prcmilrc partic (7) ; et  jc dirai aussi qu'il n'est pas 
du nombre de ceux qu'on puisse démontrer Ùpriori. On y parvient 
par aiialogie ou par extension d'idces, et les applications vienncnt 
rnsuile lc confirrncr. 

162. J c  vais encore me servir du meme problbuie pour prémn- 
nir  Ic lecleur contrc Urie erreur grave, dans laquelle on tombe 
quelquefois. 

J e  n'ai pas supposé quo Ic point cherché pût SC trouver d u  
chté BY, parce que, pour un point quelconque N situé de ce 
chte, la dis1ant:e AN Clant plus grande que AR et que UN, on 
ne saurait avoir A- = AB X BN, ainsi quc l'cxigc la question. 
Mais admettons pour un rnornent quc cette remarque ait échapp5 
qu'on veuille détcirminrr l e  point N d'après la condilion xhL =. 

AB x BN, et qu'on preniic pour inconnue la distance BN. En 
faisant BN = x , on aura A X  = a + x , et l'équation i rbsoudrc 
sera 

( ( I + c c ) ~ = u x ,  OU z P + a x +  a2=0 .  

On en tire 

valeurs qui sont imaginaires, et quiindiquent une in~possibililé. 
Mais on se tromperait grossibremcnt si on concluait qiie l'irnpos- 
sibililé se trouve dans la qocslion meme : car cc qui a é1C dit 
plus haut montre le contraire. L'irnpossibiUé rcside ic,i, tout 
entière, dans la supposition que le point cherché soit placé du 
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cbté BY. Pour nous en assurer, cherchons s'il &&te dc l'autre 
c6t6 BX quelque point qui puisse remplir la condition de l'é- 
noncé. On désignera encore par x la distance du point li à cc 
point inconnu ; et sa distance au  point A sera a-x ou x-a, 
selon que ce point inconnu sera avant oh après l e  point A. 

Dans le. premier cas, ou aura ( a - x ) '  = a x ;  et, dans l e  se- 
cond, on aiira (.î: -a)' = as. Or, ces équations reviennent toutes 
deus à celle-ci : 

xa-3nx+ual=O; 

par conséquent ccltc drrniiire doiiriera en m6mc temps le point 
RI et le point RI'. Et eii effet , si on la rbsout, on trouve deux va- 
leurs reellcs ct posilives , savoir 1 

On voit donc que si on  cherche une distance inconnue du cbté 
opposi ii celui où  elle d o i t  étre pIncL:e, l'erreur d e  la supporirion 
n'est pas toujours recl{fi/iée pur des valeurs nigatives, ainsi qu'ou 
pourrait le peiiscr. Cette erreur en cf i t  , dausl'excrnple ci-dessus, 
n'a &té indiqube que par des exprcssions imagiuaircs. 

163. Dans les calculs de I'AlgChre, les leltres sont regardées 
comme exprimant des noinbres ou dcs rapports; par conséquent , 
dans les formules et dans Ics équations auxquelles conduisent les 
problémcs de GbomEtric, Ics lignes, les surfaces et Ics solides doi- 
vent étre considérés comme &valuCs en nombres. Ainsi, les lctlres 
a, 6, x ,  ayant été prises pour dEsigner des lignes, la formule 

6 
x= 2+ - montrerait qu'il faut diviser le nombre d'unilés li- 

a 
néaires contenues dans b ,  par le nombrc d'unitiis linCaires conte- 
nues dans a, puis ajouter 2 a u  quotient, et qu'alors on aurait Ic 
nombre d'unitcs linéaires contenum dans la ligne inconnue x. 

165. Mais il y a, sur la formo des Cqu;ilions clans lesqwlles il 
entre dcs grandeurs g6oiiiclriques, un principc important, qu'on 
pourrait nommer loi d'l~omogS~iéité, et qu'il faut établir ici. En 
voici l'énoncè : Si des lettres a, h , ~ , .  . . . qui entrent dans une éyua- 
lion, représenlellt des lignes, et qrr'aucrrne Zigneparticulière n'ait 
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;té prise pour ~ h ~ i f 8 ,  d ' ~ : q ~ ~ u r i o n  doi l  d r e  holi?o;éuepar rappori 
ces Lcttrcs, O I L  6;rc Ln s o ~ m n c  de plusieurs c!qunlions homogi.ries ('1. 

Ce principe se  vbrific s ü r  toutcs les hgalilés qui sont ctablics par 
lcs  théorérrios de la CBornélric , (11 il cst év idcrit qu'cllc doit eçalc- 
ment avoir licu pour  toutes les i.cpiilés qui  se dbduisent dc ccllcs-Id 
p a r  lcs calculs algcbriqucs. Mais unc démoiistration g8nL;rale cst 
n8c~ssairc  , ct  j'ai propos6 L i  siiivnnic. 

P o u r  niicuu fixer les idkcs, jc rne s r r ~ i r a i  d'unc ériiiatiori parii- 
cuiiErc. Soit ccllc-ci , 

qui n'est point Iiomo,~Ene p a r  rapport 2 a ,  O ,  c, d. Supposons que 
ces lcttrcs rcprEscntcnt dcs lignes, c t  admetions qu'nucunc ligrc 
particulière n'ait cIc prise pour unith, ou, en d'aulrcs lcrnics, que 
I'uriilé soit rrsléo iritPClcrriiiricV~r. 

Iicrnarquons q u e  dans cette Cquation les op9raiions iiidiqubcs 
sont toutes des oparalions de  crilcul; dc sorte que cclte bquation 
nc peul avoir aucün srris, 2 moins qa'oni n'y rrgarc!c les lrillios 
a, O ,  c ,  d coinrnc reprcçcnlaiit non pas l r s  lignes elles-inérncs, 
mais bien Ics nombres ou  rapports  qu'ou ciht:c.iitirait cil mesurant 
Ics lignes avec une  uriilb l i r ihirc .  C'csl cm c~iï:~t di! cclltc r&in!lrc 
que 1'i.qualion doil E!rc con:prisr; !mis afin iI3t;vit(.r toutc confu- 
sion, j c  diGgnerai pour  un  mi>i::ciit, p r  A ,  l!, Cl  Il lcs I@IG 
ellcs-il;Cmcs, c t  jc nc. coiisidbrcrai plus n, 6, c, d q u e  coniriic de 
siinples rapports. P a r  hgpotlii?sc, l'uni16 est rcslkc iii6Ftcrrninèc: 
prcnoiis-la 1 volont6 et nommors-ia 1.. Alors les Ictlrcs a ,  6 ,  c ;  d, 
dans l'équation [Il, pourront  ê t rc  regardi'cç c o a m c  !es rapports 
dcs lignes A ,  E, C , D ,  i la ligiic I ,  

D'un aulrc  cdtl,  il cst clair qu'au lieu dc rripportcr dircctrment 
une  ligne P à l'uni16 ), , on peut cvalucr d'abord P ct  X cn nornbrrs 
au riinycri d'unc lignc que1cor:qiic p, c l  qi?'cn prenant cnsuilc Ic 
rapporL dc ces dcux corubrcs, ori aura le rapport da P a 1. 

(') Urie cxpres>iori oii U r i e  &lastioii est ilite hon2og.l.,re par r ~ p p o r t  .? cer- 
tailles Iettrcs qiianri tous lcs teriiic: sont de  m h e  dcgré p:ir rpapport i ces 

a R, b,  F ,  r: et le chgr& do l'iloino,rrin4iti' est .*, pparcc q u ~  tous les teriiies 
sent da ae dcgrir. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C ~ D I I É T I I I B  B N . ~ I . I T I Q ~ F .  d I ) I : U ~  U:IIEÇSIONS. 125 

D'npris ccltc rcmnrquc, ri nous di.sigiions par a', I i ' ,  c', d', i.', 
les noinbrcs qui expriincnt les ligncs A ,  Il, C ,  il, l . ,  rappor- 
tCes à uric ligne arbitraire p ,  Ics rapports dc A, U ,  C ,  I), à i., 

a' i/' c' d1 
seront Egaux B ?, -;, ;, - Or ces rapports sont désigncis dans 

h i. 1' ' 
I16q..ation [ ? 3  par a ,  b, c ,  d;  on peut donc mettrc ccs rapports 
à la place de ces lcltrcs, et il viendra 

On peut d'abord écrire cette équation ainsi : 

et ciisuite en mullipliant les deux iiieinbrcs par if', on aura 

ou, cc qui est l a  memc chosc, 

Naklcnant, rappelons quc l'unité l peut étre prise 1 volonté, et 
observons que, qucllc quc soit cette ligne, les rapports ai,O',c',d', 
des lignes A ,  B, C, D ,  ii i'unilC p , nc doivent point çkianger, mais 
quc l e  rapport À' de 1 à p variera nCcessairernc:nt, cl pourra niême 
tlevenir égal a tel nomhre qu'on voudra. I l  résulterait de là que 
l'équation prkcédcnte devrait subsister pour toutes Ics valeurs dc 
1'; donc lcs multiplicateurj des diverses. puissonccs dc j! devraient 
étrc nuls st.paréuient, ce qui donnc les Equations 

Comme a ' ,  b ' ,  c' , dl, reprkcntent Ics rapports des ligncs 
A ,  B, Cl D, à uueunité arbitraire p ,  prise tout 1 fait en dt~hors dcs 
lignc~s de la qiiestion, lc srns dcs lettres accentofes a', b', c', d ,  
cst absolurncnt le merne que cclui des lettres a ,  b, c, ci, dans l'é- 
quation [Il. On peut donc iiidificremment ou conserver les équa- 
tions precédcatcs ou y supprimrr lrbs actxlnts, ct iicrire 
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Or, celks-ci peuvent se déduire imn16dialcmcnt de l'équalion [I l ,  
en groupant enscmblc les termes de m8uie degré et Fgalant chaque 
groupe a zéro. 

Ainsi se trouve démontrée la loi d'homogénéile ; et de plus on 
voit commrnt s'obtiennent les Cqiiations s6par6cs duns lesqiicllcs 
se partage l'équation proposée quand elle n'est pas homogène. 

On doit remarquer aussi que le principe ct l a  démonstration 
subsistent encore quand 1'6quali.on conticnt des surfaces et des 
solides, pourvu qu'on ait soin de compter pour deux facteurs les 
lettres qui représentent des surfaces, et pour trois f:icteurs celles 
qui reprériintcnt des solides 

165. La loi d'homoghéite cesse de s'appliquer dès qu'on sup- 
pose qu'une ligne dorinér: a 616 prise pour unilé ; car alors lm fac- 
teurs et les diviseurs égaux a cette ligne disparaissent. filais il est 
toujours facile de rktablir I'hornogdnéitb en restituant dans l'équa- 
tion ces facteurs et ces diviseurs. C'est CP que montre de la manière 
l a  plus évidente la comparaison des équations [il et [SI. Dans 
celle-ci, X' rie sera plus un nombre arbilraire , puisque X n'est plus 
une unité indétermince , mais bien une ligne donnée qui a été prise 
pour unité. D'ailleurs, l'unit6 auxiliaire p , a laqwelle les lignes 
A, B, C ,  D, 1, sont rapportées, est tout à fait arbitraire. Ainsi 
a', 6', G', d', Ir, représenteront les nombres qu'on obtiendrait en 
évaluant les lignes de la question avec telle unilé qu'on voudra, 
c t  qui reste indéterminée. Pour simplifier, on Otera .les accents, 
e t  il'viendra 

3 - 3 1 1 7  &3 

[a] a'+ L vacf V a b ~ ~  - Vcdi" - + - = O. 
6 ac 

Mais les lettres a, 6, c, d,  n'ont plus exactement le mc'mc sens 
que dans l'équation [Il r car d'abord on supposait X =  i , de sorte 
que ces lettres désignaient les autres lignes rapportées à celte 
ligne 1 prise pour unitfi, tandis qu'P prcsent l'nnitc est enlière- 
ment indbterminée. Et remarquez bien qu'en méme temps la 
ligne X se trouve replacbe dans l'équation de telle manière quo 
l'homogénéité est rétablie. 

Comme l'équation [2] a été déduite de l'6quation [il en y sub- 
a' 6' 

~ l i t u a n t  - - .... au lieu de n , li ,... , et que l'ciquation ho- 
8' a' ' 

mogénc [a] rient dc i'cqunlion [2] en y supprimant partout les 
accents, il est clair qu'on peut arriver a celte équation homogène 
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de a ,  b ,. . . Ori est ainsi ramené à la regle prescri te pour relablir le  
rayon dans les formulcs trigonoinétriqires [19]. 

&fhwYt i rJ  
Con,Lruclion iles whpqs als&riqiies. 

166. Kon-seulement l'Algèbre remplace les procédks graphiques 
par des m6thoùcs dc calcul qui permettent de porter les ap- 
proximations aussi loin qu'on veut ; mais elle est elle-meme 
le inoyrn le plus sûr pour découvrir les constructions dont un  
problérile de Géomélric est susccpLiblc. C'est ce qu'on peut déjà 
pressentir par celles qui ont Blc rapporlecs no"& et 457, et c'est 
ce que je vais plus psr~iculièrcmcnt expliquer dans cet article. 

167. je vais d'abord faire voir comincnt on peut conslruirc, 
avec la régle et le compas, une ligne inconnue x, qui  est expri- 
m5e sans radicaux eii fonction de lignes connues a, 6, c. . ,  Je ne 
prendrai pour cuemplm quo des équations homogènes, parce que 
les autres se ramènent à celles-ci (165). 

i0  Soit 
n O 

x z  -. 
C 

Cette valeur est Cg:iIc au quatriérnc ternie de la proportion 
c : a :: b : x; on obtiendra donc x en construisant unc quatriSrne 
proportionnelle aux trois ligncs c, a, O. 

2" %il 
2a"c 

x=x- 
2a.a Ire 

Ou ditcomposera cctlc expression ainsi , x = -d X --. Par 
4 

une quatrième proportionnelle, on trouvcra une ligne a égale à 

cherchant de nouveau une qüalriémc propor(ionhelle, 6 ,  t'!gale B 
" b  6.c d ,  on a x =  -, expression qui se ccnstruit elle-mCme par unc 

e 
q i ia t r ihc  proportionnelle. 

3" Si on avait 
f Z l l ~ 3  O ~ L =  C l l t  

x= - 
l L 3  + 7 + y 9  

il est clair qu'il suffirait de chercher des quatrièmes proportiun- 
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nellcs. Mais, dans ce cas,   CS constructio~ls s'cnchaincnt nssrli dé-  
garnmrnt comme fi suit. 

Soient (fig. 42) I i N = n t  ct RN - n; faites un angle quelconque 
RXS, mcnct  AIT parnllC!e,$ R'S, prcncz BA =a, c l  tirez RA qui 

a . .  .\, 
coupe RIT cn F. On aura , . 

aifi R X o u r s : R M o u n z : : R A o u a : i ) l F ,  d'où 1\.IF=--. 
71 

3Ienez F F  parallèle j RN, et prcncz P B =  l r ,  on aura 
nnz. 

ND = RIF f I."B= + G ; donc, si ou tire RD qui rcncontrc 

Enfin, soit CG' cncorr: parall$Ic j RN, cl G'C = c.  On aura 
nnz' h i 7 2  

KC = MG + G'C = -+ n + c ; ci par conséquent, aprés avoir 
72' 

mcnb EC qui coupe IIlT cn II ,  il viendra 

Ayant rciiiarqui: qüc la ligne d entre dans cette cxpre&on plus 
de fois que les autres , je fais abc = P o ,  n ~ i ~  = ri';, p' =clï;  et il 

On obtiendra donc x eJi ~oiistruissrit uiie quatrihmc proportioii- 
nelle aux trois lignes CL-d ct a?. Quant  aux lignes incon- 
nues a ,  ??y, clles sont dEterrninks par Ics Cquations posées ci-dcs- 
sus, lesqucllcs donnent 

monomes senhlal~lcs 5 ceux des excmplcs priickdcnts. 
011 voit que tout l'artifice de la  mi.tliodc conçistc à transfori!icr 
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Ic nuniEraleur ct Ic d é n o n i i n n t e ~  en produits de facteurs du prc, 
mier drgr8. 

5" Soit eflcorc 

L'iiabitudc du calcul suggèrc quclqucfuis d'heureuses dkcompo- 
silions, ct c'cst cc qui  arrivc ici. Er1 cEct, avec un [icu d'attcriliori 
on rcconiiait que celte cxprcssion pcut se changer cn ccllc-ci : 

la$~ielle est facile h construire, puisqii'cllc ne contient quc dcs pro- 
duits de lignes connws. 

168. J c  p a s ?  aux esprcssions qui contiennent dcs radicaux du 
second drgrk. Les plus siniplcs soiit lcs suivantes : 

- 
LI prcniicrc, s= VaL , est uno moyennc proportion~icllc 

entre lcs lignes n ct O, cl la Geornktrie donnc plusieurs cou- 
-- - 

striictioris poiir la tlcleririirier. La iicuxiCrnn , x = VaJ+6' , est 
l'hypoténuse d u  triangle rcctanglc dont lcs cbtés sont n et O. IhGn 
la troisiBine, x= Va'-li',  cst Ic cOté d'un triangle rcctanglc qui 
a pour hypotBnrisr. a ,  et pour sccond cbte O. On peut ciicoie do- 

- 
cornpscr Vad-O1 cn V(n+b) (a-li) , ct alors cc scra uiie 
nioyriinc proporlionnclle cntrc n+b r t  ri-6. 

Conslruisons les valcurs d c y  trouvecs no 1 5 4 ,  

Sur les cdlbs a ct nt on formera un  triatiglo rcctanglc, sur les cOtPs 
a et :nt on cn formcra un second ; et ,  eu nommant a, e ,  Icurs hy- 
potkiiuscs , les valeurs de y deviendront y = V $ ' F a x .  Pour 
changer a z en un carr6, on prcndra la moyenne -- proporlionnclie, 
y, cnlrc a ct a ; c:t alors or1 aura y =  Vpl+-f, wlcurs  qui sc 
construisent par dcs triangles rcctariglcs. 

Considérons maintenant une valeur aussi compliquCe qu'on vou- 
dra : par extmplc , 

c~*6'-alic' +c4 
x.=- + 

O ac-1-6' " 
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J e  transCormc d'abord la quantitÇ q:ii est sous Ic radical cn une 
fraction dont le nuni6ratcur et Ic dhoininatcur soient dcs pro- 
duits dc lignes, cummc dans le no 167. Je  pose donc a2P= c3a, 

abc2 = c" , ba = ccy ; et alors il vicnt 

J c  cherche, par dcs quatriiimcs proportioiinclles, deus lignes 8 et c?' 
ac c(z-8 - 

égales a - et à "); onauras=E+Ve8.Bnûn, soit une 
6 a+*, , . 

moyenne proportionnelle cmtrc? c et S r ,  il viendra x= b+p, et il nc 
s'agira quc d'ajoutcr deux lignes. 

Quant aux lignes reprcçentécs par Z, ?, 7) on les trouve par des 
qualrièmes proportionneIles : car ou a 

169. Les constructions nc seraibnt pas plus dificiles, si les radi- 
caux avaient pour indice une puissance de 2. Par  excruple , soit 

jc changerai facilcmeait la quantitb soumise a u  radical en un pro- 
duit de quatre facleurs simples. Poür cela, je posc b k  u'~, 
b'= a';?, et il vicnt 

Jc  représente par cy l a  qualriérn? proporlioiinclle égale a 
n (a-3zf a)  - , par 3 l a  moyenne proportionneUe égale B Va.,; et 

a + a  

Il rie s'agit donc plus puc d'avoir une moyenne proportionnelle 
entre a et 8. 

170. Les Cqualions du second drgri: SC ram6nent a la forme 
xy -+ ax = 4. Si a et x sont dei, lignes, l'homogén6itd csige 
que 2, abslractiou. faite de son signc, représente une surface ou 
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un produit de deim lignes. Soit L' le cxrré bquivalent, fiiisoiis dails 
l'équation touies les combinaisons que peuvent donner les signes 
de ses termes, et on aura les quatre suivantes : 

til Z L U X = -  hg, [SI ~ z - j - a x = - ~ 2 7  
Pl z 2 - a x =  +bl ,  [h l  z2+.a.r=+ O*. 
En tirant de ces équations les valeurs de z, on n'aura que des 
radicaux du second degré; mais je sais  faire voir qu'il n'est pas 
nécessaire de les résondrc pour en construirc les racines. 

La premiére équation, xl -ax= -bl, étant mise sous la 
forme 

x (a-XI = os, 
montre que x et f-z sont denx lignes dont la somme est Cple  
à une longueur donnée a ,  et dont le rectangle est égal a un  carre 
donné b'. On décrira donc ( fig. 4 3  ) un  demi-cercle sur un diamè- 
tre AB égal é a ; perpeiidiculaircment à AB,  on elevera l3C 
égal à 6 ;  puis on mcnera y parallélement à AB, la ligne CF qui 
coupe la de,mi-circoriférencc en D ; enfin on abaissera DE per- 
pendiculaire sur AB. Les segments BE et AE seront les valeurs de 
l'inconnue. En effet, soit x l'un des segments, l'autre sera a-x. 
Or on a BE x AE = D%;; donc x (a -x )=  b', ce qui est l'équa- 
tion A résoudre. 

Si nC= : AB, ou t1 = in' ,  la  ligne C F  devient tangente, e t  
les deux segments, AE, BE, sont égaux i f a  : cc cas répond à celui 
ou les racincs de I'equalion soiit égales. JJais si BC surpasse :AB , 
la  ligne CF cesse de rencont& le cercle, circonstance qui répond 
au cas des racines imaginaires. h 

L'kquation [2], x l+ax==-O? ,  n'apoint de racines positives. 
En y changeant x en -x, elle devient ~ ~ - - a x = - b ~ ~  dquation 
semblable a la  premiére ; donc, après avoir trouvé 113 racines de 
celle-ci , il t u d r a  leur donner le signe -. 

Prenons maintenant I'Equatiou [3], et écrivons-la ainsi : 

x ( z -a )  = '!P. 

Sous cette forme, on voit que x et x-a  sont deux ligiirs dont 
la diffcreoce est Pgale à a, el  dont l e  rectangle est égal L O?. Pour  
les trouver, je decris un cercle ( fig. 44 )  sur le dianlàtre AB = a  , 
jr mène la tangente BC=L, et je tire la skcante CUE par le 
point C et par l e  centre. Les valeurs de x seront .z = C E ,  
i ~ .  =-CD : car , eu nietlarit ehscnnc d'elles dans I'équation 
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x ( x-a) = b q ,  on arrive à llfgalitU CD x CE =Èci, laqnelic a 
éIS démontrco en GConiktric.. 

L'équation [5] a pour racines celles del'Cquation [3], prises 
avec des signes contraires ; par conskquent Ics valcurs de x sont 
x=CD, z=-CE. 

671. hTous ne parlerons point ici des cxpressions irrationnelles 
qui ne peuvent pas SC réduirc à dcs radicaux du sccond dcgri., at- 
tendu qu'il n 'es tp in t  pcssiOle d e  lcs  construire avcc la droite et 
le cercle, sculcs ligncs qu'on 6~udie  cn G6omélric. Cette proposi- 
tion, qu'on néglige ordinaircmcnt de d0tnnnkcr, peut cependarit 
l'étrc d'une manière fort simple. 

Supposons, en effiit, qui: le  problème dont i l  s'agit puisse se 
résoudre cn nc tracant que dcs ctroitcls c t  dcs cc~clcs  , mais qu'on 
ignore commc:it ccs l i p e s  doivent Btrc mrnées. I l  n'en cst pas 
moins évid:nt que, si on suit avcc attention les construclions suc- 
ccssivcs qn'on fait sur les donnEcs (droilcs, cercles ct angles), pour 
arriver la lignc inconnue, il scra toujours possible dc licr ces 
dcinilecs 3 l'inconnue par un  cricliaincmcnt de triangles , tous par- 
faitcmcnl détcrmirii:s. Or, on a v u ,  en Trigononietrie, quc daris 
tous lcs cas ou un triangle cst dEtermiiié , les parlics inconnucs~ 
s'expriment, en fonciion dc c e ? h  qui sont connues, ou par des for- 
rnulcs qiii sont ratiorincll~s, ou par &s forriiu!cs qui ne cunlicc- 
ncnt qiic Ic radical du sccond degr6 ; donc il en doit Slrc encore de 
mtrrie pour Ics vdeurs clcç iriconoucs, qui seront données par lcs 
dvrnicrs Lri;iriglcs. Il est hicri crilc:iilu qu'oii substitue toujours 
aux ongles Icurs siniis , ou leurs cosinuç, etc. 
p suit dc 1A que, si un pïoblknc peut se rEsoudre avec la rCglc 

e t  lc compas, lcs ii~conilucs que 1'rll;cbrc fera trouver doivimt elre 
ou  rationnrilm ou r6iIuciiblcç à dcs radicaux du second degré. 
P'w c ~ n s ( i ~ u c n t ,  lorsqn'on arrive à des cxpressions qui nc sont pas 
suçceptiblcs d'étrc rcduilcs à l'unc de C &  formca , il faut coriclurc 
quele  pro 'ù lhc  n'cst point dans la classc dc criix qüi peuvent 
étrc rédolus par 12 G6ornblrie é!brn:ntaire. C'est ce qn'il s'agissait 
dc pronvcr. 

172. Les anciens , qui ne connnissaiciit point 1'Algébre , man- 
quaient de moycns pour jiigcr si un probléme est susceptible dc se 
rhoudrc  avec la droilc ct le cerclc ; ct , comme ils rccherchaient 
avant toiit cc! genrc d c  construction , qu'ils considéraierit comme 
p!us siiiipicct plus Cli'gnrit, il n'y avait qiic l'inutilitc de Icurs cfforls 
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qui pùt les dhtcrmincr CI recourir à d'autres lignes. AprEs lccerclc 
celles qu'ils prCféraient élaieiit l i s  sect iom co~ziques, qut! 1108sétu- 
dierons plus loin ; ils ont méme invent6 certaines courbes dont 
l'objct spécial Btait de résoudre yiielques problèuie6 particuliers ,. 
tels qiic ceux de la trisection dc l'angle ct des deux moyennes pro- 
portionnelles géornctriques. A'Iais l'analyse donnant p u r  cesqucs- 
tions les solulioiis les plus cxnctcs qu'on puisse desirer, les gkmè-  
tres n'aUaclicnt plus aucune iniportauce ii ces cou ri):!^. 

Jiisqu'à présent on a cxpliqué comnicnt on met les p r o b l é m ~  
en equation, cornrrient or1 interprétc lcs valeurs nbgalives  de^ 
inconnurs, ct comment on construit lcs nspressions algébriques, il 
convient n~airiientint d'exposer Ics snlutIons dc quelqucs prohlkmcs 
ctioisis. 

Probll~mcs d e  G&omi'li ie rP ro lus  par  I'.hlçi:liret 
8 - 

173. PROBIANE 1. C O I L ~ U ~ S S U I L ~  les trois ci2L:s d'111z tr;nngle, 
/rolrrler In suf;.;ce de ce trintigle, le rayon  C ~ L L  cercle circonscrit, 
cl  celui dl6 cercle inscrit. 
Io SurJace d u  triangle (fi> 4 j ) . Sait le triangle A!!C , dans 

lequel or1 donne I:C=a, AC = 6 ,  AB = c  ; j'abaisse la pcr- 
pondiciilairc AD. L'un des an$es il et C étant nécessairerncnt 
aigu, jc suppose que ce soit l'angle C : onaiira, par un tliforiiino 
co;:nu, 

Par suite, Ic triangle rectangle ACD donne 

Or, la siirfacc du triangle est 6,~nlc B f n X AD ; doncon a ,  cn dC- 
signant ccltc surface par S ,  

On pciit d6composcr en facteurs l a  quantité soumise nu radicel : 
alors In valeur dc S prend uiie forme rcnarquablc, et  surtout 
coniniodc pour Ic calcul logorilhmiqne. En e3et , ccttc quantité 
étant une difli~encc de  deux carrks , se décompose d'abord cn 
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(2ab+a8-J- Il-c') X (2nO-am-b'+ca), Ensuite chacun de ces 
facteurs, étant lui-m&me une différence de carrés, se dkompose 
aussi en deux auires; de telle sorte qu'on a 

Soit a la  plus grande des trois lignes a ,  b , c ; pour que lc trian- 
gle soit possible , il faut qu'on ait a < l+ c. Alors on a ,  h plus 
forte raison, O<a+c, c < n + l ;  donc tous les facteurs, qui 
sont sous le radical, sont positifs ; donc la valear dc S est réelle, 
ainsi que cela-doit 8tre. Mais, si le triangle est impossible, on doit 
avoir a) O+ c ; par consequent le dernier facteur est négatif : 
d'ailleurs les précedcnls sont positifs, puisque a est suppose plus 
grand que 6 et que c ;  donc la valeur de S est imaginaire. 

Si on suppose a = b + c ,  on aura S=O. Cc cas est celui oh le 
sommet A ,  aprés s'être rapproché trks-près de la bas&, vicn- 
drait enfin se placer sur cette base ; il est évident qu'alors la sur- 
face du triaiigle devient nulle. 

On simplifie l'expression dc S en posant n + O + c = 2 ~ .  De 1% 
on f i r e , a + b - c l  2(p-c),  a+c-li= 2(g-O) ,  b+c-a= 
2 @-a) ; et par suite i l  vient 

20 Rqyon du cercle circonscrit (fig. 46 ). J e  fais encore RC =a, 
AC= b, A B z c .  Soit AE le diamètre du cercle circonscrit; je méue 
la hauteur AD, et jc joins BE. Les triangles ABE , ADC, sont sem- 
blables : car les angles ABE, ADC , sont égaux comme droits, et 
les angles AEB , ,4CD, sont égaux comme inscrib dans le nieme 
segment. On a donc la proportion AE : AB :: A C  : A D ,  ou 
2R : c :: O : AD, en désigrlarit par R l e  rayon du cercle. Cetle 
uronortion donne 

Remplayons S par sa valeur trouvée plus haut,  on a u r a ,  pour la 
valeur chcrchée, 

abc 
R =  

' i v p  (p-a:  (p-0) ( p - 4  
3" R w o n  du cercle inscrit (fig. 47) .  Soit O 10 centre et r le 

rayon du  cercle inscrit dans le triangle ABC. En tirant les lignes 
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O h ,  OB, OC, Ic triangle sera dkcomposd en trois autres, dont les 
surfaces sont égales a i ru-, + Dr, f cr  ; donc la surface du triangle est 
egale à + r (a + L f c).  Ainsi, on a 

frla+lr+c)= S,  d'où r=; 2s S = -. 
a t b i - c  P' 

et, en mettant au lieu do S sa valeur, on obtient 

174. P ~ o n ~ é u e  I I .  &mt donne's les quatre c2és  d'un qundri- 
latCre inscrit, trouver les diagonales. 

La solulion suivante, qui est trés-connue, sc trouve dans VIETÇ. 
Soit AIKD (tig. 46)  uii quadrilatère inscrit, ou plufbt inscrip- 

tiblc : j c  fais AB=a, BC=li, CD=c, ,4D=rl, A C = x ,  
D D =  y. Je suppose, pour fixer Ics idEes, que l'angle ABC soit 
aigu; l'angle Al)C sera obtos .et égal au supplkment de l'angle 
ABC, d'où il suit qii'cn prolongeant C D ,  l'angle ADQ sera ègal 
A AgC. Si on abbaisse les perpendiculaires CP, AQ, les triangles 
CBP, ADQ,seront semblalilcs, et donnerontBP : DQ :: ti : d,  d'ou 

Mais les triangles ABC ct ACD donnent, par des tli8orbmes 
connus, 

d x2=a+lr2-lnxGP, x2=c2+ da+ 2 c x  DQ. 
On tire de là 

al+bl-x' X= -cl -& 
BP= Pa ' w== 

Pc 
t 

c l  en metlant ccs valeurs dans l'équation [il, il vie111 

Le numCratcur de l n  quantité placée sous le radical cst égal au 
produit (uc + Dll) (ad + (ic) ; donc la valeur de l a  diagonale AC 
peut s'écrire ainsi : 
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Si on cherche l'autre diagoriale IID ou y ,  il est clair quc les 
calculs seront les memes que les prkc6rleiiis, avcc cette seule d i f i -  
rence quc a ,  13, c ,  d, seront remplacés par b,  c, d ,  a. En faisant 
donc ces changements dans la formule ci-dessus, on aura la valeur 
dc y ,  savoir : 

Renrnrques. Io A i'aidc des vnlcurs précédentes , il cst facile dc 
conslruirc Ir quadrilalére inscriptible, dont les c01és sont connus, 
I l  sufit , en efkt , de former au-dcssus de AC, commc basc, ln  
triangle ACD, qui a pour ctités c l  d ,  et au-dessous un autrc 
triangle dont les c0tés soient a ,  L. 011 trouve ainsi deux solutions 
diiïkrentcs ABC'D, AB'CD (Eg. 49 ) .  Quant a l a  diagonale AC, 
cllc cisl elle-mErrit? fiicilc à coristiuirc. E n  c ik t ,  on peut c l i a n p  
(l'abord chaquc produit dc deus  lignes en un rarrk, et cnsuilc 
chaque somme de carrCs cn u n  carré unique : de ccttc nianiérc 

l a  valeur (ici .z prr~id  In formcx = 
. . 

qu ' i  chercher unc quatribrne proporlionncllc h 7 ,  K ,  F. 
2" Si on multiplie les diagonales l'une par l'aulre , on trouve 

(nc+bdj2 (06 +cd)  (nd-1- bc) 
.r? = = nc+ bd;  

(ab + cd) (ad + Dc) 
-b 

donc, dans tout quactrilatbe inscrit, le rec~nngle des rliitgonnlrs 
est é,pl ri la somme des rec~angles ttes ciires opposis. 

3" Si on prend l c  rapport de ccs mémes diagonales, on a 

donc les tli+gonnles sont entre elles conznze les so~izn2es des recfnn- 
gles  des côlis, qui  abourissent aux eestn'.rnit&s de ces diagunules. 

173. P I ~ O I I L ~ I E  III. Comznissar~t les quatre c6tis d'un q u a d d a -  
tére inscrit, trouver la szrrface d e  ce y~~ndr i l a t i r e .  

Ciierchc~ris, comnic dans Ic nurnhro prkixient, Ics va!curs de BP 
cl  dc AC (Li:. 48). CCS valcurs sont 
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Dans BP renipla~nns J' par sa valcur : i l  vient, toutcs réductions 
faites, 

L(n2+ ü-c2-d)' 
B P =  

2 (Ub + C L Z )  . 
Müintcnant , le  t r i a ~ g l c  rectangle BCP donne 

donc la surrace du tribngle llnC sera 

Si on cherclic dic aEmc cclledc ABC , on trouvc 

La quanlitc qui cst sous l e  radical sc dkomposc fac ihicnt  en fac- 
teurs, ct il ~ i c n t  

ou bien, en faisant n + L + c +d= ?p, 

liemnrque. I l  cst fncilt: dc trouver le rayon du ccrclc dans 
lcqucl le quüdrilatfire peut Ptrc inscrit. Pour cela, il faut c a h l e r  
In diagonale AC ; alors on conmit  les trois c0t&? d a  trianglc ABC, 
cl on oblient lc r;:yon du ccrclc circonscrit i cc triangle par la 
forniulc trocvée dans Ic no 143. Or, cc rayon cst prkcisémcrit celui 
qu'il hrit d6lcrrniricr. 

176. I'rionr,ihr~ IV. irroisparnll2lcs itn;rt do~zntles, FG,  I I I ,  
Kt, (1;s. VO), trourw. les c&& d 'au  (1-ia~igle r t o ~ ~ t  Zrs m:;.Zcs s o ~ ~ t  
d o n n ~ ! ~ ,  e t  dolrt les son7n1e:s doivent c'freplacL:s sur- ces purtl2lL:lcs. 

SoiiABC Ic trianglc demande : par liypoiliiisc, Ics angles A,B,C, 
sont donnés ; niais Ics ~ 6 t h  soiit iiicoririiis Jt: pose U C = x ,  
A C = y ,  BE = z ;  sur KI, j'abaissc la prrpcndiciilairc AI; qui  
coupe III el1 f) , ct jc filis AD = a ,  AE= 6 .  
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Cela pos8, les triangles r e e t a n g l ~  ABD,  ACE, donnént (63) 

Or CAE +BhIkz angle A i donc cos(CAE+BAD)=cosA, ou, 
en développant, 

cos CAE cos3lhD- sinCAE sinBAD = cosA, 
RemplaconS les sinus et  les cosinus par leurs valeurs, faisons 
disparaitre les radicaux, et cffeetiions les autres réductions: il 
vient, pour première équation, 

yaz2 siii'h-aaya-O"za$-2allyicosB=O. 

Mais dans tout triangle les c6li.s sont comme les sinus des anglcs 
opposés ; donc on a ,  dans le triangle ABC, 

Mettons ces valeurs dans l'6qualion , on aura , toutes réductions 
f d e s ,  et aprEs avoir divisé par x', 

Il est ais6 maintenant d'avoir la valcur de x, et ensuite celles de y 
et de u au moyen des rclrrtions précédentes. La questioil proposcc 
est donc résoluc. 

La valeur dc. x est facile h construire. FG, 111, KL, (+tant les 
paralkles donn~es , faites lcs angles RBII , RCL , respectivcrnent 
égaux aux anglcs donnés C et D ; puis joignez les points D, C : la 
droite BC sera le cdtk cherché, d8signé par .z. Pour s'en convain- 
cre, on abaisse la perpendiculaire RD'E', et les triangles rcetaii- 
gles RBD', RCE', doniient (63) 

a 
RB= - Ir 

siuG ' RC = z3. 
Maintenant, si on prolonge RB,  on aura l'angle liOC=RBH 

C : or l'angle RCO est déjà égal à B ; donc CRO, troisiéma 
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angle- du triangle RCO, est égal a l'angle A ; par conséquent le 
trianglc HBC donne lG6). - UG~=KU~+KC~-QRBXRCXCOSA, 
ou, en metlant a u  lieu de RB et  de IEC leurs valeurs, 

- aa 
UC2= - b2 2a6 cosA +-- sin2C sinlU sin(: sinB. 

Cette expression est la meme que celle de x'; donc BC est le ci116 
cherche, place comme il doit l'êlre, entre les parallèles don- 
nées HI,  ICL. 

Pour nclierer Io triangle dernantl6, on fera passer, par les 
points R, B, C, une circonlCrencc qui coupera l a  ligne F G  en un 
second point A, puis on mènera les droiles AI], AC ; et ABC sera 
Ic trianglc dcmandé. 

Si on veut démontrer cette construction à posrcriori, on rc- 
mafqucra que les propriétés des sécantes parallkles donncnt 
are &C =arc  RBT;  donc l'angle ABC, inscrit dans la premier 
arc, est égal b l'angle RCi) , inscrit daiis le srcorid. Or, par con- 
struction, l'angle RCO est kgal l B ; donc aussi l'nngle ABC=B. t e  
triangle ABC ayant deux angles,  CI^ et ABC, cgaux A et  B, lo 
troisième est nécessairement égal B C. 

On peut faire les memes constructions dcl'autre c0t6 du point B, 
et décrire un second triaugle A'UC', qui ne diilërera du premier 
que par la situation. 11 est évident d'ailleurs que chaquo point du 
la parallélc HI peul servir 31 dctcrminer deux triangles égaux à ceux- 
la, et qui rcsoudront aussi la question. 

Renzarquc. 1.a r:oristruction pri:cédcnte a été h i t e  sur les don- 
nées ellcs-memes, ct la  ligne BC a éIé trouvée dans la silualion que 
doit avoir l e  cbte inconnu désigné par x : c'est cn cela que con- 
siste l'élégance dcs constructions fournies par l'Algèbre. 11 est rare 
qu'elles remplisserit ccs conditions, et ménw elles out ordinairc- 
ment l'inconvbnicnt d'élre moins simples que celles qui se dèdk- 
sent das seules considéralionsgéométriqucs. Le problbme qui vierit 
d'C1rc résolu en cst iine preuve. 

177. Nous terminerons ce chapitre par les énoncés de quclques 
prohkmcs a résoudre. 

1. Inscrire un  carré dans u n  triangle. 
Ir.  Connaissant la base d'un triangle, l'angle au sommet et la 

somme des deux cotes, trouver chacun de ces c61és. 
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III. Sur une bas0 donnéc, construire u u  triaiiglc dans Ieqiirl la 
sonirric diis cOtCs soit doulile de la base, et dont Ic sonimct soit sur 
une droitc d o n n k  de posilion. 

IV. &nt donrifs la haulour d'un tri;iriglt:, Ie rayon du ctw:lc 
inscrit, c l l e  rayon d u  cercle circonscrit, trouvcr les trois CM& dc 
ce triangle. 
Y. Corinaissant le ph-iriiCtrc d'lin triangle, le  rayon dii ccrclc 

inscrit et celui d u  cercle circonscrit, t rouver  ICS cbtCs, 
YI. &nt d o n n k  lcs angles, la surface et l e  pèrimétre d'un 

t r apEz~,  t o u \ e r  Ics quatre rdiés. 
VII. Diviscr u n  t r a p k c  r n  dciin pnrtim bgalcs par  unc ligiie 

paralléle a u x  bases. 
l'III. Par un point donnU, mcncr unc droite qui renfcrnic, 

a a un avec deuxauires  droites d o n n k s  de posiliori, u n  triangle 6; 1 ' 
carrb Ka. 

IX.  z t a n t  dorinécs trois circoiirércnces conccntriqucs , tronvcr 
d. Ic c0té du triangle 6quilnti.ral dont Ics sommets seraient sur  tiois 

circonfcirences. 
'X. Trouver  un triangle qui soit srmb1;ible 5 un tri:inglr: tlnrini', 

et dont Ics sonlmets r r p o s r n t p u s  trois iir~o;if!~rc.rices conmitri- 
ques donnbcs. 

XI. Élant donnè u n  cercle sur n ~ i e  spliPrc, on dwiand(: uri 
sccond ccrclc, parülliile a n  picniicr, cornprcilnnt avcc lui un 
segment qui soit dans u n  rapport donné avec le  c h e  dont l,, n soin- 
met serait au ctiriirr? du  premier cercle, c l  dont la base srrliit le 
second ccrclc. 

XII. Un tronc de cdnc, i~ hases pnrallClcs, étant donnC, mcncr 
u n  plan paral ldc aux bases, qui divise c e  tronc en denu parlics 
ayant entrc  cllcs un rapport doriné. 
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DES LIEUX GEO~I~ , ,TI<IC>CEJ .  

178. IL peut se faire que dans unc question ùc gé~m6trie,  où 
l'on propose de trouver un point, la condition donnée par 1'6- 
nonré ronvimnc & tous lm points rl'uue même lignc, Ic p r o b l h c  
est d o r s  indCtertuitie , et l ' l lgchrc doit faire connaitre ccttc 
ligne elle-meme. Par exemplc, on drnznndc Z L I L ~ O Z I L ~  lez ,  yu'en le 
prenant P O I L I -  sonznzet d'mz ~~-ial?gle  dont la Onsc e5t don~rée, Z u  
sonznze des carrés d e s  c&és d e  ce t?iangle soit Cgctle a x  carré de 
In base. I l  rst évidcrit qur tous les points de la circonfcrcnce d ~ -  
crite sur la baçc, comme dnmCtrc, jouissent de la proprikti! écoii- 
CCC. Si on veut appliquer lc cdcul à dette quesiion trcs-sinipie, 
on supposera que du point clierclié , nZ ( fi;. 51 ) , on abaisic unc 
purpcndicnlaire ïîIP sur la basc donnée AT3 : les distances A P  
et NP seront deux inconnues qu'il faut connaître pour quc lc 
point AI soit deterniiiie. (911 f h a  A P = z ,  AlP=y, AII=a; et !es 
triangles rectangles hMP, B X P ,  doiincront 

- - 
Or, l'énoncé ne donnc que la senlc condilion AM'+uBI'= hW; 
on mettra donc au lieu des ligncs leurs valeurs, et on aura, pour 
dcterminer x et y, l'kquaiioii unique 

yDf x 3 + y a - ~ ( < z - x ) ~ = < ~ ' ,  

ou, cri réduisant et transposant, 

Cette Quaiion ne change pas, quelque position qii'on suppoçc 
au poiut n l ,  soit au-drssus, soit au-dcssous de Al:. Comme elle 
coritimt diwu inroiinutls, or1 priit donncr k YUPIC d'cllcs, à x ,  par 
cseiiiplc, une valeur arbi!rairc AI>; l'aalro inconnuc,y, sc calcu- 
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lera par l'bquation, et on connaitra la hauteur P M ,  corrcspon- 
ùant la distance BP. En faisant passer ;l' par tous les &ais de 
grandcirr, on trouvcra tous les poinfs de la circonfkrence qui r6- 
sout le probl<:me. Remarquons en passant que y a deux valeurs, 
y=& V ( a z  -xl), et qu'on peut établir comme convention, quc 
la valeur négative scra portce au-dessous de A B  en YAl'. 

Sans entrer dans dc plus longs détails, ce qui préchdc suffit 
pour montrer comment i l  arrive que lcs problQmrs indéterminés 
conduisenl t~ la recherche de certaines ligncs, dont tous les points 
jouissent d'une m6me propriété, que l'knonci! fait connaître. Les 
lignes coiisidérées ainsi, c'cst-a-dire comme composées de points 
quiont une propriétd communc, sont désignées sous le nom de 
l ieux gc'omi.triqzles. 

La solution la plus élègante d'un problèine, dans lequel il s'agit 
de trouver un point inconnu, consiste souvent a déterminer deux 
lieux géornélriqucs qui, par leur irilersection, fout connaltre ce 
point. Mais ce n'est pas le moment dc  donner dos développements 
a ce sujet. 

L'Algèbre s'emploie de l a  manière la plus heureuse pour con- 
mi t re  leslieux gcomètriques et découvrir leurs propriétés. Ji suite 
de ce Traité a pour objet principal d'exposer les méthodes propres 
a ce genre de rcchcrchcs. 

i Ï9 .  Pour determiner la position d'un point sur une droitc 
x'x (fig. 52) ,  on donne la distance de ce point ii un point fixe, 
A ,  de cette ligne; et pour indiquer de quel cOté il se trouve par 
rapport au  point A, on aIfccte cette dislancc du sigrie + ou du 
signe-, selon quc le point est du  c6Lé Ax ou du cO!é *4x1. 
D'après cette convention, si on désigne d'unc manière géii6rale 
par x cette distance prise avcc le signe qui lui convient, i'iq~ia- 
tion x = + 2 délermincra un point il1 place du cOté A 2  , à uiic 
distance A N  égale a dcyx unités de longueur, ,,tandis .que I'équa- 
tion z =-2 donnera un point Dl' plack d u  cOté opposé, mais 
toujours à la meme distance 

Ainsi, le signe -, dont 011. fuit pt~ké&r la valeur de x , n e  ser l  

qzi7à indiquer le sens dam lequel on d o i ~  porler cette disluxce. 
180. Pour fixer la position d'nn point sur un plan, on trace 

dans ce plan deux droites, s'x et y'y (fig. 5 3 ) ,  qui font entre cl!es 
un angle connu, et l 'un niéne par ce point parallèlement i ces 
ligncs, les droites MP , N Q  , qui Ics coupent cn cerlainç poiuls 
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P et Q .  11 est clair quc lc point BI est parhitcmerit d&xr- 
niiné quand on connait les points P ct Q ;  car en menant, 
pnr ces poinls, P M  parallèle à A y  , et QJI parnllclc a A x ,  ccs Fa- 
ralldes iront se croiser au point 11. Or, le point P est détcrminb 
quand on donne la distance A P  , ct qu'on a soin de l'affecter 
du signe f ou du  signe -, selon la position du point P à I'C- 
gard du point A ;  de m6me le point Q es1 détcrrriiné au moycn de 
la distance AQ et du signe dont on l'aîfectc : donc, avec ces don- 
nées, le point R I  sera entièrement fixe. 

On appelle abscisscs les distances tcllcs que A P ,  ou son Eg& 
MQ ; et ordonnées les distances tcllcs qut: AQ,  ou son egale AIP. 
Ia ligne x'x, sur laqnclie sc comptent les abscisses, SC nomme 
l'axe des abscisses; y'y est l'axe des ordo~znt:es. Les ordonnécs et 
les abscisses se designent encore conjoinlement sous la dénomina- 
mination dc coordonnées : les lignes x'x et y> sont alors les axes  
des coordonnées, et le point A ,  ou elles se coupent, en est l'ori- 
gine. Souvent encore on représente d'une manière générale Ics ab- 
scisses Far x, et lcs ordonnces par y ; et  on. di t ,  pour abréger, que 
x'x est l'axe des x , et,y'y l'axe des y. 

Les abscisses x et les ordonnécs y doivent etre considérées 
comme des quanlités variables, qui peuvent recevoir toules les 
valeurs possibles, positives et négatives. Le cùlé des abscisscs nE- 
gatives est tout 1 fait arbitraire, et il en est dc memc dc celui des 
ordonnées négatives : mais dans la suitc nous prcndrons toujours 
les abscisses positives à droite, c'est-à-dire du chté A s ,  et les ab- 
scisses négalivcs à gauche ; les ordonnées positives, au-dessus dc 
l'origine, du cOté Ay, et les ordonnécs négatives au-dessous. 

Dc ces conventions, i l  résulte qu'on aura 
z positif et y ps i t i r  dans l'angle y A z ,  
x nkgatif ct y positif dans l'angle y As', 
x négatif et y nègalif daus l'angle y' A d ,  
x posilif et y ncgalif dans l'anglc y ' A x  ; 

et quand on donncra h x ct h y des valcurs particulières, on recon- 
naîtra sur-lc-champ I'anglc OU est situé le point que ces coordon- 
nées déterminent. Par  excmplc, qu'on ait x=-2, y=- 3 ; le 
point sera situé dans l'angle y'9xf.  Si on veut en marquer la posi- 
lion, On prcnrlra , sur As', AP' = 2 ,  et , s i r  &Y', AQr= 3 ; on 
miinera P'M', Q'M', parnlldes aux deux axes, et Ie point M', ou 
ces parallèles se coupent, sera lc point demande. 
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Four tous lcs points dc l'axc .r'x, l'ordonnée cst nulle ; par con- 
skqucnt les valeurs x = - 2 , 2  = 9 ,  détermincraient le point P'. 

Dcm&iic, pour lotis Ics poin!s de l'asc,y'y, l'abscisse Ciant nulle, 
les valeurs x- O ,  y==- 3 ,  détrrmincraicnt le point Q'. 

Enfin, l'origine A serait doiinbc par les valeurs x=Q, y=O. 
1st.  nIaintcnant q2'on sait dbterminer l n  position d'un point, 

conccvons qii'unc courbe étant tracée sur un plan,  chacun de scs 
points soi1 rapportb à dcux axes dc posilion connue , et qu'il y ait, 
eutre l'abscisc et l'or3onnbc dc ctiaque poirit, une relation con- 
stan!e , c'est-à-dire , unc liaison ou  dcpendance mutuelle qui ne 
charigc pas quand ou passe d'un point de la courbe à un  autre. Il 
arrive, dans u n  grand nornbrt: dé cas, qui? cette rclation est de na- 
ture h elrc cspriméc par une équation entrc l'abscissc et l'ordon- 
née. Cetle équation: urie fois Irouvbc?, fait coririaitrc uric qyc!coiique 
de ccs quantilEs au  moycn de l'autre , de sorlc qu'cn donnant 
l'abscissc , par escmple , des valeurs arbitraires, on dCduit dc ré- 
quation ics valcurs correspondantes de l'ordonnée, et on oblient 
ainsi autant dc points dc la courhc qu'on vondra. 

S'il s'agit d'unc ligne droite, tclle que AB (Eg. >a;, qui rlivisc 
en deus parties Qgnles l'angle yA.c dcs coordonn6cs1 on observc 
que,  DOUT chaque p i n t  de celte ligric, I'ordoriri6e es1 Pgale i l'ab- 
scisse ; donc la rc!atio!i dc ces dsus  coordonnks sera esprimtc par 
l'équation 

i 
yzx. 

Avec ccttc Cquation, on trouve au!ant de points qu'oii vcut dcla 
droite en donnant à x drs valeurs particulières. Si on donnc a .z. 

des valeurs positives, on trouve pour y dcs valeurs posiiivcs, cc 
qui détcrrninclcs poin!s dc l n  droite silu& dans l'angle y A x .  Si on 
donnc à s des valeurs n e p t i ~ c s ,  y est né;atif, cc p i  détcrminc 
des points silués dans l'aiiglc .x'Ayl. Il est clair, cn eflct , que,dans 
l'angle r'Ayl, pour chaque point du p;olon:;cmcnt de Al), l'abs~issc 
c l  I'ordonnEc sont ncgntivcs ct toujours bgales. 

L'épuatior~ qui expri/rze d'une ma~~iL;re g i ~ ~ i r a l e  la rclulior: 
c o n s t a n t e  d e  l'aliscissc e t  de I'ordor~nL:e d'une ii.;rize, est dite ï L : y ~ ~ n -  

tion de cette l i gm.  Cettc ligne, à son tour,  se nomme le lieu d e  
Z'iguation. 

Ainsi , y = x  est l'équalion dc ln droik  qui divisc cn deus païtica 
égalcs l'angledes c:iordonn&cs; et, ri.ciproqucrncrit, ln ligne qui di- 
v i s ~  en dcus parlies Cgnlcs l 'ai~glc des ctn~rdunnCcs cst l c  lieu de 
I'équaiion y-x .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



j82. Ciie ligne doiin6e ne peut avoir une 6quation qu'autant 
qu'on coiinaît ou la drfiniticin, ou l a  gérii'ratioig ou hw3 eiiwrrî une 
proprieté dc cc31te l i p c :  Ainsi, on nc saurait rcprEçciitw par une 
hquatioii le  trait que décrit la plume d'un kcrivain, parcc qu'ari 
ignore luut a fail la loi dc sa gknkraliun ; mais on aura facilemefit 
l'équation du crrclc en partant dc sa d f h i t i o n ,  savoir : que tous 
Bes points sont figalemen! éloignCs du centre. Quant au licu d'unc 
èqualion, il e-t f a ~ i l e  i déleminer, ou dm moiiis on n'y rcriconlre 
pas d'autre difficulté que celle de résoudre l'èqnation. 

183. .Tc proposerai d'abord des exemplcs dans lesquels il faut 
construire des Iicux gi'oin13riques d'a@ des Cquations donnBcs. 

E~E?IPI.E 1 (fig. 55) .  Soit l'équation 

CL,y=.-L' , 
-+ 

dans laquclle on reprbsente par a une longueur donr~t!e, et par s 
ct y lus coordomiks d'une ligne qu'il s'agit dc construire. L'equa- 
iion filant homoghiie , l'uni19 os t arhilraire (1 6s) , et je puis pîezi- 
dre a = i , cc q u i  donne 

'1.. *2. 
Pour  avoir la courbe, jo tionuprai à 2: clitYbircnles valwrs  positives 
et nPgatives ; je tirerai de l'équation, pour y,  des valcurs corres- 
ponda.:tcs, qui scnmt tuütcs ri:ellcs, ct ciiaque solution de l'équaa 
tiou ii6termincra un point de 1ii ligne ctierchée. Ainsi, .z=% d m -  
narity=a, sion prcrid A P - 2  du CC& A x , e t  qu'on niénr, ducbtd 
dcsy pc~silifs, PA1 parallèle à A y  et égale a 4 ,  le point 31 appar- 
ticiidra au licu géornélriquo de 1'Cqualiori. On obtieiit ainsi autant 
de points qu'on veut, des distances $'autant plus rapprochl;es 
que les valeurs de x le sont elles-mêmes davantage. 

En faisant s= O on a y =O ; donc la lignc représentbc par 1'6- 
quation y=x2 passe par l'origine. 

Sionpose x = l ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  etc., 
on trouvc y=l , 4 ,  9, 16, 2.5, 3 6 ,  etc.: ' 

l'ensemble de ces valeurs détermine des points dans lFang:ej-Ax. 
Si on fait z-=-i, -2,-3,-a, etc., 

onaeiicor'e y= , 4 ,  9 ,  16,  etc.: 
ces coordunnkes di.,terminei\t drs points situCs claiis I'augIe , yAxl .  

1 O 
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voit quo I'o~donnBe , h partir de ;= 1 , crolt b~ancoup plus 
rapidement que l'abscisse: c'est ce que montre sur.lcchamp 16- 

qnation. En clffet , elle donni.z=.z-, ce qui prouve que depuis 
x 

x=1, ce rapport surpasse l'unité cl augmente en niêrnc temps 
que x ; donc l'ordonnée conlierit l'abscisse un noiubre de fois d'au- 
tarit ,plus grand que l'abscissr est cllc-mCme plus grande. 

Pour ne pas se tromper sur la forme de la courbe dans le 
voisinage de l'origine, il est nhcessaire d'on avoir, vers cette 
partic, des points asscz rapprochés. C'est pourquoi l'on calcu- 
lera les ordonnées correspondant aux abscisses fraciionnaires 
0,1, 0,2, 0,3 ,... On ob.ient ainsi lc lableau suivant : 

xr;rO,lO, 0,20, 0,30, 0,50, O , 3 ,  etc. 
y = O , O i ,  O,OJ, Q,09, O , l 6 ,  0,25, etc. 

Il fait con~iaître que l'ordonnée diminue plus rapidement que I'ab- 
scisse, quand la courbe approche tr8s-près de l'origine ; et ,  en effet, 

le rapport 2 =.z est alors ires-petit. 
x 

Après avoir construit un certain nombre de p i n t s ,  on les 
joint par un trait continu, et l'ou a le lieu de l'équation avec 
d'autant plus d'exactitude que ces points sont plus nombreux. 
C'est ainsi qu'a été tracée la combe représentce sur la figure. 

On sent bien qu'il est impossible d'obtenir en réalité tous les 
points dont les coordonrtécs satisfont B l'cquation y=xa : car il est 
impossible de suhstiluer, pour x, des valeurs qui  ue suient pas 
discontiriu~:~, Mais comme on coucoit parfaitement qu'en faisaut 
varier x d'une rnauiére coritiiiuc, y doit aussi varier d'une maniere 
continue, il en résulte que la coutinuité existe dans la suile do 
tous les points que l'équation détermine. S'il restait quclque doute 
à cet kgard, on le dissiperait en remarquant que la discontinuitc 
nt! pourrait avoir lieu que par@ qu'il y aurait des absci+ses sans 
ordonnées correspondantes : o r  c'es1 cc q u i  n'arrive pas, puisque 
chaque valeur réelle de x en determine aussi une réelle de y. 

EXE~IPLE JI  (cg. 56). Soit l'équation 

Ou CR tire 
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Le double signe monlre que,  pour chaque abscisse A P ,  il faut 
parler, au-dessns et au-dessous de l'axe x'x, drs ordoonkes 
égales. De la il suit que si les axes étaient rwtangulaires , et  qu'on 
fit tourner la partie infkrieure de la courbe autour de x'x,  cette 
partic viondrail coiiicider avec la partie supérieure ; donc elle lui 
serait égale. 

Quand on fait x négatif, y est imaginaire ; donc l a  courbe n'a 
aucun poini du &te Ax'. 

En faisant z = O ,  on a y=  O ; donc la courbe passe ii l'origine. 
Lorsque x croit positivement, y est réel et de plus cri plus 

grand ; et m h e  les dcur coordonnces n'ont aucime limite, puis- 
que it. infini donne y infini. I l  résulte de la que la courbe, & partir 
de l'origine, se separe en deux branches qui s'éloignent indéfini- 
ment des ~ C U X  axes , du chté des abscisses psitives, l'une au-des- 
sus de l'agtt des abscisses et l'autre au-dessous. 

6 .  
On n'a encore qu'une idee générale de ia forme de la courbe. 

Pour la coririaitre avec plus de précision, il faut la construire par 
points, comme on a fait no préckdeut. L'équation Plant homogène, 
l'unité est arbitraire ; on peut supposer a = 1 , et on aura 

En donnant A .r des valeurs entièrcs et en calculant Ica valeurs dey ,  
on forme le tableau suivant : 

En donnaut a x des valeurs fractiorinaircs , on forme cet aulre 
tableau : 
X= O , I O ,  0 , 2 0 ,  0 , 3 0 ,  0,40, 0,50,  0,60, O.7Oi O , S 0 ,  0,p; 

Y = - ) _ o . ~ o ,  +u,og, &o,lG,  &O,'&, 2 0 ~ 3 5 ,  &O.@, *O,.% ~ k o . ~ r ,  3 - 0 ~ 6 5 .  

Y L'cqualiou donne - = V x  ; donc ce rapport est très-grand 
x 

quand x est très-grand, et  il est très-petit qnand x est trèu-petit , 
ce qui justifie la forme donnée i la courbe sur la figure. 

EXEMPLE III (Gg. 57). Soi1 encore l'equation 

Jusqu'ici on a fait croltre l'abscisse en progression arillam6iiqno, 
mais on peut adopter tclle autro loi qu'on voudra; et  miiine i l  
peut dtre utile d'employer une troisiiime indeterninée d o ~ t  Ifs 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



relalions avec 2 cCt .Y soient :rioilis co!r!pli~iii!is quc ccllc qui at 
d o m i k  wlre cm wriublcs. C'cd nicsi quc dans l'exemple pro- 
pose, pour éviter la résolution d 'uce éqoation d u  3p  drgrh, on 
fera y krz. Aprfiç cette substitution, l'éqiiation p u t  Ctre divisée 
par xa et devient 

t ~ . r - 3 n t + z = O m  

De celle-ci on  tire x en t ,  puis on exprime aussi y en t .  On trouve 
3nt 3n12 

x= - @+1' JGtlfl. 
Alors 011 fera passer t par tous les états dc grandeur, ou calculera 
les valeurs correspondantes de .r et y ,  puis on construira la courbe 
par point$. 

En supposant t =  0 ,  O i i  a .z=O ct y=O, cc qui détermine 
l'origine A.' Si on fait crokc  t positivcrnent , les valeurs dc x 
seront posilivrs, et commenceront aussj par croitrc: mais  clics 
ne dépasmont pas une ccrtaiiic limite; car lorrquc t est tr& 
grand, x est trki-pclit, arausp. dt: t Q u i  est a u  dcnorninalcur. 
Quoiqiie iious n'ayons pas de méthode pour assigner cette liwitc, 
il n'en est pas moins évident qu1e1Ic existg, et d'ailleurs rllc sc 
trouve d6tcrminEc par approximaiion quand on calcule ce que dc- 
vicnt x pour dcs valcurs de t trés-rappiachées. Pareillornrnt, l'or- 
docnéc y augm~nte  jusqa'à unc certai~ie limite, après Iriqticllc elle 
diininue. Erlfin, pour t==  , on a , . r = 0 ,  ) .=O,  et.. ces valeurs 
rarnénent à l'origiiic. On ob(icnl dc cette rnaniérc l a  J C d l e  ACDE:\. 
Sur quoi i l  fmt  observer que,  l'équation proposce étant sgrnélri- 
que. en ic el en y ,  la droi!e AD, qui divise I'angle',yA.r c n  partics 
@ales, doit parlagcr aussi la courbe cn parlies CgaIes. 

II fiiut mainteriaut donnrr a t d i i ~  valeurs négatives. Poitr plus 
de commodité, jc change t en - r : il vicnl 

3nC 3af7 
M'=---- '--. 

1 - [ J 1  2 - 2-[3 

et alors on devra p rc t~ l re  t positiveanent. E n  hisant augmenter t 
de O à 1,  le; variables x r t y  croissent de zbro à l'irilirii, l'une ne- 
gatirerncnt , et l'autre positivement : ains' se corislruit la branche 
indefinie AF. La meme diosc arrive quan 1 on fait décroilrc t dc- 
puis l'infini jusqu'à 1 , avcc cctle scule différeiirc q u c x  est positif, 
tandis q u e y  est nép l i f :  dc là risultc la branche AG qui aclieve la 
coiiïba d w x m i c ÿ ,  l ~ q u d l e  est coni:uc sous le fiom defohrrm d e  
DI:ÙCAR 1s. 

L 
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184. Proposons maintenant des probknces danslcsqucls il s'agira 
dc Lrouver lcs équations de qurtqucs lieux gkm6lriqucs 

P ~ n ~ l . k a i ~  1 (fig. 58):  Soit  9 L R  un  ccrck: d o n n b ,  e t  i'C u n e p e r -  
aendiculnire élevée ri I'eztrémilé du diarnl.tre AB ; d u  point A ,  
tirez uiie i~Lf ini l i  d e  Ziglies te&s l u e  AIIB, rjui coupe UC en  IP et ka 
circonfire?ice e n  Id; et ,  sur  c?ucune d e  ces Zigrzm, prencz h?W=LD: 
le Zim &.Y n1, a i n s ~  diirerrni!ris, sera une  C O I L ~ ~ I :  don t  
on denzande I ' i q u a t i o ~ ~  Cette ligne est la cissoïde inveciec par 
IIioc~Es. 

Jo prrntlrai le tliarnktre AB pour axe drs abscisses , et la Fcr- 
pe:itiicii!airc -4.y pour axe des ordontiC~>s. J'zhaisse MP, LC, pw- 
pcndic.ülaircs sur hi3 , ct LR pwpcndiculaire %r  BC. J e  fais 
A . i ' = z ,  AlP=y, A B =  a. Pour avoir une équation cctrc ccs 
quanlili%, je r e rn :~ iqü~  d'abord que lcs trinngies ABEP , L 9 R  
sont égaux; donc Q B = L l l =  A l ' = x ,  et - 4 Q = a - ~ .  La 
ligne LI,) cst moyenne proportionnelle entre A Q  ct QB; dm(: - --- 
LQ = V r  ( a - - ~ ) .  Enfin Ics triangks seniiiiab!es A N P ,  A L Q ,  
doiincat MP : Al' : : LQ : AQ, or1 

. Ccttc vnlcur ne donne que la pzïlic supérieure de la courhe : 
pour avoir tolite la coiirhc, il faut pseridre cettc valeur avec Ic 
doublc sigric I, ou, cc qui rcvierit au méme , d e v e r  lcs deris 
niilrnbres dl: l'kqcation ail c;irrC. Or1 a aiiisi, poiir l'éqiiation dc la 
cissoïdc. 

On pourrail cn trouver la fwme en suivant la niarche tracce dans 
les nuniéros précbdcrits M ü i s  i l  rst :,lus simple dc con?slruirc celte 
coiirbe d7apri.s l'bnonci; i~Crnc de In qucsiion. 

~ R O C L ~ ~ E  I I  ( G a .  59).'Soielit Xg', YY', dexx droites rectnngu- 
iairrs , et  O z i i i  point  dcnné  sur 1 : ~  liçrre XX', o n  f u i t  niouvoir 
u n  al?.y:-le dmil :<El1 de nzarri>re r j u c  son cC:E Eli ,  qui est ind@ni, 
passe tortjoi:rs p r  le point 0 , et giie l'auire c l l é  EH,  g ~ ' ~ ~ ~  S U J I -  

pose &al & 01, ail tortjo~rrs son cztrirni16 II sur  ka ligne J'Y': 
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Ce point M, milieu de EB,  décrira une coirrbe dont on demande 
C é g u t i o n .  

Je prends XS' et YY1pour les axes de coordonnées. Soit 
M un point de la courbe, correspondant une position quel- 
conque de l'angle droit RE11 ; je mène RIP , ER , perpendicu- 
laires a AX, et EQ parallèle A AX. J e  fais AP = x ,  RIP =y, 
EII=AO=2a. 

Le point h l  étant le milicn de EII , on-a RIE=a, et QE=PR= 
AP = x ;  donc le triangle MQE donnera 

Mais MF on y = E R  + blQ ; donc 

En effectuant Ics calculs et les rédactions, puis &vant un  carré, 
on trouve I'cquation demandée,. 

Si on fait x=O, on a y=&a ; donc, en prenant ABf=BB=n, 
l a  courbe passera aux points B et Br. Si on fait y = O ,  il vient 
x = - a ;  donc, cn prenant A C = a ,  diicdtk des abscisses négatives, 
le  point C apparliendra a la courbe. En continuant cetle discussion 
oii obtient toute la courbe. 

Elle parail semblable à la ciasoïde du probléme 1, et on peut 
mérnt: demontrer que les équations des deux courbes ne diffcrent 
que p r c e  que les abscisses partenl du point A dans l'une d'ellcs , 
tandis qu'elles prirlcnl du point C dans l'astre. Rn eflct, si au lieu 
de AP on prend Ç P  pour aliscissc, et qu'on désigne CP par x', ou 
aura évidemment x=xf-a; et  en mettarit celte valeur dans l'é- 
quation de la courbe, il vient 

x13 
5 '=  e4, 

2a,- ' 
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équation d'une cissoide rnpportk aii-r axes C?i, C y ,  cl conslruitc 
avrc le ter< le dont lc dian16:re est égal à 2a. 

Pnos~kue III ( fig. 60).  Sur une base donnie AB décrire urr 
triangle ARIB, [ c l  yu'en abaissant sur AR1 et RB1 les perpendicu- 
laires EC et AD, qui se coupent en. N ,*on ait la somme des trianglcs 
AMB , AXE, égale à un carré don& ka .  

11 s'agit de trouver le sommet M. Pour wla ,  j'aliaisse la pt3r- 
pendiculaire MP, et jc remarque, d ' a p r b  une propriété connue, 
qu'elle doit passer par le point B .  J e  fais A P = x ,  n1P = y ,  
R'P =y1, AE = a. Lm triarigles Ab1B , AXE, ont pour surfaces 
;ay , :ay' ; donc leur somme est ;a ( y+yl) : or  cette somme doit 
etre égale h k' ; donc on a l'équation 

Il faut maintenant exprimer y' au moyen des coordonnées x et 
y du point RI. Or les triangles AMP, BNP, sont semblables au 
trian:lo ACB , et par conséquent semblables entre eux ; donc ib 
doriuerit NP : BP :: AP : RIP. ou 

En mettant cette valeur dans 1'Pqnalion précédente, on a 

k' 
ou bien, en faisant -= t et réduisant, 

a 

Cette équation est celle d a  lieu géométrique des sommets de 
tous les triangles qui satisfont h la question. Nous laissons au 
lecteur le soin de rechercher quelle doit étre la forme de la 
courbe. 

l85.  Il serait superflu de multiplier davantage ici les exemples. 
Plus tard, nous en proposerons d'aulres auxquclles on poorra faire 
l'applica~ioii des Lhéories et  des méthodes de calcul que nous avons 
encore à exposer. 
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186. L'équation d'une courbe ne reste pas la mêrnc quand on 
change les asps auxqucls on l n  rapporlc. hAous rn avons dia$ un 
exemple dans le probléme II du  no 184, qui a conduit à une équa - 
tion dont la dilTerenceffpec ccHc de ln cissoide ne venait que de la 
posiiion de l'origine des abwissrç. Le crrcle en offrc cricore un 
exemple frappant. Si on prend pour ares deus  diamètres rectangu- 
laires (figr. G l ) ,  el qu'on dcsignc lc rayon par R,  or1 aura, pour c h -  
que poiril de la cirronfbrc~ncc, l'équation 

car celle cqualion exprinic , ainsi qiie le montre la figure; quc la 
dislnnce de l'originci c l ique  point de la courbe est égale i K. 

Mais supposons qiic lcs axcs reclangulair~s auxqucls on rap- 
porte le crrcle ne p a w n t  paint par Ic crritrc, et drlsigtions Irs roor- 
données dc cc crntrc par s et ,2. !b i t  O Ir cer:tre (cg. G2 ), et RI un 
point quclconquc de la ciz~corii'circncc ; mcnons OB, MP, prrpcn- 
riiculairrs a l'axe A x ,  rt 0Q ptrpendiculnire à NP,  Ic triangle 
OXQ donnera (@? +Re" =@Y. Or, OQ =AP -AC=x-cr, 
IMQ =JIP -OB =y-!, rt 0 N = R  j donc on aura, pour 1'Equa- 
tjon du cercle, 

( z - ~ ) ~  f i -C)s=R2,  

Ccttc Equa!ioii est, comme on voit , beaucoup moins siinplc qiir: la 
prcmibrc. 011 cri aurait une moins simple cnccrk si les avcs n'é- 
Iniént point rcctnrigul~ircs. 

187. Puisque 17équaiiu:i d'an2 l i p c  p.ut drvcnrr plus ou moins 
simplc, x lon  l a  axes auxqcels el!c est rapportée, il s'ensuit qu'on 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



GEOAIETRIE ANILYTIQEF, A DEUX D I \ I E X S I ~ N S .  153 

doit avoir l e  plus grand soin, loruqu'on ckicrche l'équation d'une 
courbe, dont on donne la génbration ou une proprikté quelcoiique, 
de fiiirc cliuis d'un système d'aucs qui ri'cntraine point dans dcs 
cnlculs compliqués, et qui conduise 3 l'équation la plus propre à 
manifester la forme et,& propriktés de la courbe. 

D'un autre c01é7 il peut se faire qu'on connaisse d5jà 1'i.quatiori 
d'uneligne rapportte à un syslcrne d'axes détcirniini.~, r t i l  ri'cst pas 
moins important de savoir trouver l'kquation qui représcntcrait 
ccttc mbtne ligne rapporlEc à d'autres axcs. Cc prob1è:nc sera rC- 
solu quand on connaîtra, pour un point qürlcoiiquo, les valeurs des 
ancitmncs cciordoririét*~ en f«ncf.irm dcs noiivel1:ls ; car alors , cn 
substiluarit ces valciurs dans l'kqua ticin propos&, on obtient une 
rcl.:tion m!rr lcs nouvelles coordoiinées dc clincun des points dcla  
courbc qoc l'on corisidhrc. C'rst fin ccla que coiisiçto la transfor- 
malion dcs coordonnées. 

358. D'apriis cc qui pré:ekde, la question h f~soudra  est ccllc-ci : 
Espririzer ics coordo~zrzicsprirnitives c f u n  point yuelcongrte eir 

Jonclion CECs nouvelke~.  
Supposons d'ahoril que la direclion dcs ases reste la n?i.me, et 

que l'origine seule varie. Soit ( cg. G 3 )  A' la noüvclk origine, et 
A'd,  A?', Ics noui-mur axcs acxqucls 011 veul rapportri- Ics points 
prCicl:dmmriit rapportss aux axes paralliiks Ax, A y .  Si on prend 
un p k t  qi~clconque ni;  situé: dans I'anglc.y'h'x', et que l 'un n@ne 
I'ordoiliiée NP q u i  coupe A'x' cn P-', on a éviderumer!t 

AG ct  A'B sont les oordonn6cs rie In r;ouve!lc origine : elles dé- 
tcrniincnt sa posilion par raprort ails ar?cicns axes. Faisons donc 
AB = rz  et A'U =li ; représentons par z, y, les ancirnmies coordon- 
~ C r s  du point i)P ; t:t par s',y1, !es riouvelles. Alors «ri aura 
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e u s  l ' angleyAx=4 ; ct soient A'z', AY, lcs noiivcaux axes. 
Plcriez A'E paralléle à As, et A'F pvrallclc à Ay. Pour détrrmi- 
ncr Ics dcrniers axes, il saflit de connailre les coordorinécç An,  
A%, dc l'origine A', et Ics angles xrA'E, y 'h lE ,  que ces axes font 
avec la droite A'E. Je  désignerai ces deux coordonnées par a et 6, 
et ces dciix angles par a et ut. 

1C 

Soit Ill u n  point quclconqae : menrz IIIP parallklc Ay, et 
niQ parallele n'y'. Les anciennes coordorinC.rs d u  point M sont 
AP = x ,  PM =y;  Ics nouvelles sont A'Q = .zr, n3Q=y'. 

Par lc point Q, rnencz QS paraMe Ay, et QT paralléle à 
Ax,  on aiira 

z=AP=a+ A'S +QT, 
y =PM= 6 + Q S  +RIT. 

Lc triangle A'QS donne, par un  principe connu (65),  

A'S Qs -- -- AfQ 
s iuhlÿS - siiik)ArS - sin A'sQ' 

niais on a 
A'Q = xr, 

sin A'QS -sin FA'xf = sin ( Q - a ) ,  

sin VA'S = sina, 
siiiB1SQ = sin (18O0- O )  = sin 0; * 

A'S - QS x' donc - ---- = ---- 
sin (0-2) sin a sin O ' 

d'où 
x r s in  (O-=) xrs inz  

A'S = -, QS= -. 
sin 0 Siu 0 

Semblablement, le triangle MQT donne 

QT -- MT - - MQ 
siu QhIT - sin RlÿT - sin MPQ' 

Or, on a 
ni Q =y, 

sin QRlï=siny'ArF = ~ i n ( Q - ~ ' ) ,  
sin MQT= siny' A'E-sin z', 
sin !MTQ = sin (180"~) = sin 13; 

donc 

d'où 

QT - RIT y' 
sin (6-a) - Sinz'=G9 

y' sin (e-z') y's i n a' Q'r = , MT==-. 
sin e sine 
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Maintenant il ne rcs!e plus qu'à remplacer A'S, QT, QÇ, MT, 
par leurs valeurs, pour oblenir les formules clicrchces, savoir : 

i 
z' sin (9- 2) +,y1 sin (8-v.') 

x = a +  
siri8 2 

Pl x ' s i n ~  fy 's inz '  
\Y=W sino 

E:leç sont rarement employées dans toute leur gCnPralitC; 
mais nous allons en déduire, comme cas particuliers, celles dont 
l'usage est le plus fréqnerit. 

190. Pourpasser  d'urz sysléme de coordonnées rectnngiclaires (i 
un systènie de coordonnées obliques, on fait dans ces formules 
%= 90" ; c l  elles se réduisent a celles-ci : 

19 1 .  P o u r p a s s e r  d'un sysri.rne de c,oordonnées rectangutnires 
à de nouvelles coordonnées rectangulaires,  il faut faire de plus 
a= 90°+ a dans les dernières formules. On remarquera quc 

sin 2 - sin(90n+ U) = sin(9O0-a) =cos=, 
CDS a' = COS (90°+rr) =- ~03(90"-v.) =-sina; 

et par suite il viendra 

192. Enfin, quand on veutpasser  d ~ c n  système d'axes ohligues 
ci des a x e s  rectangulaires, il faut, dans les valeurs gbnkales, 
faire CL'= 901 + 2. On aura 

sin CC'= sin (Wnf a)= sin (90"-ai) = COSU, 

sin(5-djl- sin(0-90'-U) =-sin [ 9 0 " - ( ~ - ~ ) ]  
- -- COS (O-uj;  

et par suite lm  formules deviendront 

x'sina -/-y'cosa 
I Y = j + +  sinb . 
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193. Outre les coordonnées paralléles a dcs axes qui se cou- 
pent, les géomélres en emploient encore d'autres qu'ils nomment 
eooldomiEes polaires, et que nous fcroiis comaitrc plüs tard. 

Retmrques sur les formules de  Ic Lrnnsforrnolion. 

194. Pour que ces formules aient toute la girnéralili! dont e h ! ~  
sont susceplihlcs, il faut donner aux diverses coordonniics ICS 
signes qui convirnnrnt Icur posilion , et aux arigirs 1 '~xt~i is ion 
nécessaire pour que les nouveaux axes puisscnt prtindrc toutes les 
incliriaisons possibles à l'égard dm a w s  priinilifs. 

S'il s'agit dcs I'ormulcs [Il q u i  o:it CL6 dbdüilcs dc 13. GJ 63, il 
faudra y supposer s c t  x' positifs dans le scns Ax, A'x' et néga- 
tifs dans le sens conlrairc; et de nidme, .y ct y' podifs dans les 
S P I I S  Ay, A'y', et ni!gntifs au-dcssoüs. Par cxrrnple, pour un 
point silué comme l'est le poiiit N , il faudra prcridrc .x- AQ , 
.z' r= - A' QI, y - - QX,  y'== - 0%. En effet, cm valeurs 
vérificril les formules [Il : car, eu les substiluarit, il vieiit 

AQ=a-A'Q1=AB-ilQ=AQ, 
-QN-b-Q'N=A1IS-Q'N-Q'Q-Q'S=  -. QN. 

Si on faisait occiipcr nu point N toutes Ics positions possibles, 
on obtiendrait toujours des verifications aiialogucs, en ayant soin 
de prendre Ies signrs cornrne il a étS prescrit. 

11 faut enrorc reinarquer que la figure rrippose la i;ouvclIc 
origine A' situcc dans 1'anglcyA.r. Si on veut la p l a c ~ r  dans un 
aulrc angie, dans I'anglc x,Ay, , par cxemple, il suffira de consi- 
deres les coordoniircs a ct L comme ayant dcs valcurs n6gativcs 
chus Ics formules [il. C'cst ce qu'on vEriGl1rait cri clierchant 
dircctctnent, pour la noilvcllc position de l'origine A', les valeurs 
de .r et de y. 

Quand on fera usage des forninles [-21, GU des suivantes, qui en 
sciit dkduitrs, on devra soignrnscmerit sc rnppclvr : 
Io Que O représente l'aiiglc y A z ,  fornit' par les pvrlionç des nn- 

ciens axes sur leêqricllrs $o:it meçur5es les coorclonnCcs posilivcs : 
oii pc'ut ioiijoiirs reprt lcr  c:.l mgla c;iniIilc! rnoitirlrr! que lSOfl. 

2" Que cl. et m'sont IPS anglcs fcrnl!i~, du ci)[é: dils x posilifs, 
par les portions A ' 2 ,  Aj-', des nouvraus sxcs , sur laqur!Jcs se 
complcnt le x' et posilifs: ces angles peuv~111 croiirc jusqu'à 
36'J0. Pour lefi èva!ucr p1ris facilmeiit, on nlfine, pr l'origine A' 
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daus 1c sens des x et  des y posiiiîç , les droilcs A'E , A'P, paï~il-  
ldcs à ccs coordonne~s, p i s  on suppose que A'x' cit At?-', d'abord 
coiiîon~lus avcc la l i p c  A'E, s'el1 écartent, en se rapprocliaiit de 
A'F, pour venir a leurs positiocs ac~tuelleç ; ct cc sont les arcs 
d2criis par u n  point de ces ligncs qu'on dcvra prmdre pour la 
mesure dm mgles 1 et u'. 

Eclaircissons cc qui preci.de par un exrmple. Les deux systcn~es 
d'axes étant dans les posiiions qu'indique la figure 6 5 ,  supposons 
qu'on ait trouve 

AB= 3 ,  A'J3 =2 ,  l'arc >.il.= 8y0, i.;~., = 2400, ),p - 31p i  

et les formules gSnGrales deviendront d'abord 

x' sin24,0n +.y' sin 3 150 
y=- l+ 

siri 870 

Nais, d'aprSs la Trigonométrie, , 

sin 2'10"=- siil ( 240- 180) =i -siri G O 0 ,  
sin 315"=-sin (360"-315") =-sin 4j0, 

O - sin (Si0-2$0 ) =sin (-iXÏ) = -sin (180"- 153") = -sin 2To, 
sin (87"-31iJ) -sin (-228")= -siil (180"3-1$') = $- sin $8"; 

donc on aura,  par suite de ces réductions, 
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195. Les géoiiiétres de l'antiquit6 ont dù  étudier les lignes 
courbes dans l'ordre méme ou elles se sont offertes leurs 
recherches ; mais ils n'ont point tardé a laisser de cOlé celles 
dont la découverte avait été , en quelque sorte, forluile, pour 
donner une attention plus parliculiere A ccll(~s qui peuvent se 
trouver par des consideralions générales. C'était sans doute une 
idce simple et fecoride de couper les surfaces par des plans, et 
de recht rçher ensuile les propriétes de3 lignes ri'sullaat dc ces 
interseclions : aussi s'est-elle presentée à eux ;  et comme les sur- 
faces courbes connues par les' cléments de gComt.trie sont celles 
de la sphére, du cylindre et du &ne, c'est en coupant ces corps 
par dl s pians, qu'ils ont oblenu les lignes vers lesquelles ils ont 
diripi! leurs in6Jilalions. La scclion de la sphère est un ci'rcle, et 
cellc du cylindre sc retrouve parmi celles du cO:ie; de sorte que 
ces lignes nouvelles se sont réduilcs aux seules sections coniques, 
courbes fameuses, sur lesquelles AP~LLOXIUS de Perçe a laissé un 
beau et s a ~ a n t  traith. 

Aujourd'hui, l'on doit adoplrr une autre marche; et puisque les 
lignes p e u v a t  dtre repri.senlL4.s par des équations, c'est dans les 
equalions qu'il faut les chercher. L'ordre à suivre dans l'élude dcs 
lignes SP présen!e alers de lui-ni&me. 

1%. Toulcs les équations, cntrc les yoordonn&es x cl y, qui 
peuvent éire ramenées à la forme. 

sont appelkes algkbriques : toutes les autres sont des équations 
transcendantes. De la rcsulte la distinction den lignes en aZçL:bri- 
gues et  en transcenrlu~~tes, suivant que leurs équations sont elles- 
mêmes algkbriques ou transccidantcs. U s  classe eiiçuito les lignes 
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algébriqiies d'après Ic. dcgri: d c  leurs équations par rapport  aüx 
coordonnées x et y. L'ordre de la ligni: est marquk par l'exposant 
de ce degré. 

i a  ligne droite, qui divise l'angle des coordonnees en deux 
parties égales (1 S I ) ,  et  qui a pour équation y= x, est une ligue 
dn premier o rd re ,  parce que son équation est du premier 
degr&. La courbe du no 153 , EXEMPLE 1 ,  laquelle a pour équa- 
tion ay=C est du second ordrc ; celle dc ~'EXEWPLE II est  
du troisjeme. 

N E W T O ~  remarquant que Pe premier ordre ne renferme que des 
lignes droiles, ainsi qu'on le verra tout a I'licure, appelait cour- 
bes d u  premier gelrre celles qui sunt données piir de c q ü a -  d tions du dcuxieme degré, courbes du seC'0~dg-enFe ce es dont 
l'équation est du  troisièiue, et ainsi de suite. Mais ces dénoniiiia- 
tiuiis n'ont pas été adoptkes ; et  aujourd'hui, pour la facilité dc I'ex- 
pression, orit dit indilfercmment ligne ou courbe du second ordre, 
du troisicme ordre, etc. 

197. La classificalion des ligrics cn diiîérrnts ordres, suivant 
le dtgré des équations, serait defwtueuse s'il pouvait arriver 
qu'on charigi3ant 113s a rcs  des coordorin~cs, le dcgre dc I'equaiiun 
changeât; mais il n'en est point ainsi. En effct, étant donni.e, 
entre -71 e t y  , l'cquation d 'urx ligne rapportce à certains axes, 
ponr avoir I'cquation de la r n h e  ligrit:, reppor16e Q de nouvwus 
axes, il faut rtbmpl.ic~~, dans l'équation donnée, x et y par les 
valrurs trouvées no 189 : or ces valrurs sont du premier degré par 
rapport à x' et ti y', donc le degr6 de l'équation ne saurait s'élc- 
ver par cetle substitution. Pa r  ccla merne qu'il ue peut poirit s'é- 
levtr, il ne peut pas non plus diminuer : car ,  si ceta était possible, 
il faudrait qu'en revenant des nouveaux axes aux ancieus le &gré 
s'élevlt 

198. L'Pquatiou g6nérale d'un certain degré comprend uon- 
seulement les lignes dunt l'ordre est indiqué par ce degrd, mais 
encore toutes celles d'un ordre idérieur.  Par exemple, si on a 
l'équation du second degré, 

il est clair qu'elle sera vérifiée, soit en posant y =oz+ 6, soit en 
posant y=a1x+6'. Ces deux équations rcpresenterit deux Iigncs 
du premier ordrc : ainsi, à parler exactemerit, l'équation prspo- 
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s t c  IIC reprCsciilc pas une ligne du sccond ordre, mais bien r l e ~ x  
Iiglics d u  [!rraiirr; el i~il.:iic cllti n'cn rcpr!isr:ratcrnit plus qu'utie 
seule, si G i i  arait n'=a et O ' z O .  

Scriiblnblcrucn~-, l'équalion d u  troisième dqrk, , 

( 7 - a x - b )  ( ty -x2 )=0 ,  

~ e p r é s a t e  une lignc riri prcmicr ordrc, laqucllc est doiinéc par I'E- 
quation y = ux 4- 1,; ct unc ligne du  second ordrc, laquelle est 
dor1riE.e par l'equntion cy  = 2. 

199. Une droite n e  peut pas re~ lcon t rer  une l igne de l'orclre 
m en plus de m points. En cflct, supposons qu'on prenne cette 
ùroitc pour l'axe des x ,  et que U=0 soit alors l'équation de la 
l i g e  &nt il s'agit : si on veut connaitre cn quels points elle est 
coupCe par la droitc, il faut faire y = 0 dans I'équalion U = O ;  
ct les valeurs correspondantes de x seront Icç abscisses des points 
chcrchiis. Or I'équalion U=O étant du degré r u  , cclle qui donne 
JL sera au pliis d u  dcgrb rn; donc ~c n'aura pas plus dc nz valeurs; 
donc il ne peut pas y avoir plus de nz points d'inlcrscction. Mais 
remarquez que le nombre de ces points peut etrc inoindré; car il 
peut se faire que 1'Pquation cn .-c soit d'un degr6 inkricur nL : et 
même cette équation étant de degr& nz, si cllc a des racines Cgalcs 
ou des racines irniigiiiaires, Ic norubrc des poiiits d'iiitersci;lion 
sera encore moindre quc nt. 

260. l m  1ignr.s du prt.mIer ordre ne peuvent donc jamais 
etre rcnco!ilrik?s par une droitc cn plus (I'LIII poiiit ; ct coiiime 
il est Svidcut qu'aucu~ie ligne courbe ne jniiit de celtc propide,  
on en  conclut sur-le-champ que les l ignes du pi.enzier ordre saut 

rir.oitcs. 
?Dl. Il peut arriver que y soit facteur dans tous les ternws de 

l'équatiun U= O. Alors elle es1 satisfaite eti fnis;tiit y = O ,  quel 
que soit x , et tous les points de l'axe des abscisses se trouvent 
ainsi indiquCs comme points d'inlerseclion. Or, si oii met le factew 
couiinriu cri kvideoçc , l'cquation peut s'écrire ainsi 

vy=o; 
et il est clair qu'on y satisfait en posant soit TT= 0 ,  soit y = O. 
Celte dcrriièrc bquation rcprksenlc l'axe des .li ; mais I'aatrc, V=O, 
qui n'est plus q i~c  du d ~ g r é  nt- i , ni? p u t  pas représenler une 
l i g e  du degii? m. 
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Si on veut maintenant ne plus prendre la droite donnée pour la 

ligne des x, et eiiiploycr des axes quelco!iqucs, il faut mettre dans 
l'équation Vy = O  les valeurs de x e t  de y trouvScs n-89. 
On obtient alors une équation de la forme 

dans laquclle V' sera da  degré nr - 1 en s', fi'. 
De ce qui prbcdde or1 peut tirer cette conclusion : Si o n  trouve 

sur une droite plus d e  m points, dont les coordonnées satisfissent 
à une équation du degré m ,  les coordonné.as des autres points 
doivent kgalement y satisfaire, et cette iquatiorr est déco~nposalile 
en d e u x  autres, dont I'u~ze est du premier degr; ,  et i'autre du 
d e g r é m - 1 .  / 

202. On ne se borne pas a distribuer leo courbes algébriques en 
ordres, d'aprés le degré di' Iiwrs équations; on cherche encore les 
diffërents genres de 1ig:ics qu'un même ordre peut renfermer, et  
meme, s'il y a l ieu,  les dillkrentes espéces de chaque genre. 
On classe ensuite toutils u t s  ligiu-s entre elles d'après certains ca- 
ractèrw , faciles i reconiiai~re , qui les distinguent corn;ilCternent 
les unes dcs autres ; puis enfin on s'attache à détcrniiner la formo 
et les propriétés de chacune d'cllrs. C'est ce que nous ferons pour 
les deux premiers degrks. Dans i'uii il n'y a que des lignes droites, 
ainsi qu'on l'a déjà dit r l'autre doririera trois genres de courbes 
bien distinctes. 

L'CnurnCration des ligues du troisidme ordre a été faite, d'abord 
par N ~ w ~ o n ,  qui en avait h u v é  soixante-douze esp6ct.s comprise# 
sous quatorze divisions. Mais STIRLING a restitue quatre espèces qui 
avaient é:é ornisps par ce géomètre ; et rnErnc CRAMER en a ajoute 
encore deu~au l res ,  ce qui ferait en tout soixante-dix-huil esphces. 
Du rgsle, CRAMER maintient, sous la dénomination de genres, les 
quatorze divisions principales de NEWTON : s e u l ~ w m t  il les place 
dans u n  ordre diEcreut. Voyez NEWTON, Enunzerurio liirearurn 
tertii ordinis; STIRLING, l inee  tertii ordiuis ,Weu~or t i a~r~~;  CRAMER, 
~~ztroductiora a l 'andyse des courbes algébriques. 
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CHAPITRE V. 

LlGNES DU PREMIER ORDRE. 

Conalruciion dei  i.quaiians du premier degré. 

203. On sait déjà que l'équation du premier degré ne peut don- 
ner que des lignes droites ( 200). Je vais détnonlrcr ici celle propo- 
sitiou, sans avoir recours a aucune transformation dc coordonnées. 

Toutes les Cquations du premier degré sont comprises dans la 
forme générale 

A y + B x = C :  
construisons d'abord l'équation plus simple 

dans laquelle nous supposerons que a est une quantité positive. 
Si on donne Q x dcs va lexs  positives, y sera posiiif, et si on 

donne Q x dos valeurs niyplivc's, y sera negntif; donc tous les 
points détermin& par l'équation y=  a s  son1 situés dans l'angle 
y A x  (fig. 66)  et dans l'angle opposé y'iix'. 

Y 

Cette équation donne 

Y=a. 
x 

Ainsi, pour tous ces points, le rapport de l'ordonnée A l'abscisse 
est égal à la constant<: a; par (:ons6qucint, si M et M' sont deux 
de crs points, et qu'on niènca le- ordoiitit'es RIP et iCI'Pf, 1~:s triangles 
RIPA. RI'P'A, qu'on formerait en tiraiit les droites M A ,  M'A, 
sont srrnblablrs : donc Iris ;iiiglits MAP, M'AP', sont égaux ; donc 
les droites -4R.1, AM', se confondent, ainsi que toutes cell;xs qui se- 
raient menées du point A aux dilTtmn:s points dbterrninfs par 
l'équation y=  ax. Cela veut dire ,  cil d'auires termes, gue tous 
ces points soit sur une ligne droite DAD', menée par l'origine et 
par L'un qzcclcorrque d'entre eux. 

Réciproqucmtirit, tous les points d e  cette droile peuvent être 
considerés cowzrne détermin4s par l ' iqu(~tiorz y - ax. En effet, 
v i t  R.I un point, determilié au  moyen de cetteéquatioq , par lequel 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



GBOMÉTRIP ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. 165 
la droite DdD' a Bté rnenke , et soit RI' un point quelconque de cette 
droite : si on abaisse les ordonnées MP, hi1P', les triangles AMP, 
MI'P', scrout semblables et donneront 

Mais l e  point M &tant determiné au moyen de l'équation y = ax, 
MP M'P' 

on doit avoir- =a; donc aussi -= a ; et par conséquent, en 
AP AP' 

représentant par .r et y les coordonnées du point hl', on a y=ax.  
Be la on conclut que tout point dc la droite DAD' peut dlre consi- 
déré comme detcrmirié par I'équa tion y= as. 

Si u est une quantité negalive-a', l'équalion ii construire est 
y =- a'x. 

Alors les valeurs .positives dc ;c répondent à des valeurs négatives 
de  y, et les valeurs négntivcs de x rrépondcnt à des valrurs posi- 
tives de y; donc tous les determinés par cette équation sont 
situés dans les angles yi4s1, y'ilz. 011 peut d'ailleurs faire lrs 
ménies r;iisonnrinrerilir que plus haut, ct.011 arrive aux riihrms con- 
s6qucncw : c'est-à-dire que l'equriiion y =-a's represente aussi 
une ligne droite, ttlle que dhd', qui passe par l'origine (Tig. 6 6 ) .  
hins:, q u e l  que soit a ,  I '~qua l io l~  y =ax reprisente toujours urre 
ligne droite qui passe par L'origine. 

Pour avoir un  second point de cette ligne, on fera x=i  , ce 
qui dorirte y=a. On prendra donc, du cblé A x ,  une abscisse Ai?, 
qui reprkcentcra I'unilé; on mènera KFK' parallbles aux ordon- 
nees, et on prendra sur cette parallèle, au-dessus ou au-dessous 
du poiiit F, suivant Ic signe dsa ,  une loiigueur Fti égale a u : la 
droite ,Ilil', tiree par 1'o:igilie et par lc poinl G ,  sera la ligne de  
l'équation y =ax. 

204. Construisons actuellenient l'équation 

dans laquelle nous supposerons, afin de mieux fixer les idées, que 
a et b sont positifs. On observera que  si on iiunne A x, dans celle 
équaiii~n, les nibmes valcüra que daris l'équalion y = ax, la di& 
rencc des valeurs corrcspridiiii~rs d e y  sera coristiintc et sgaltn à Ir. 
Donc le lieu de la iiouvelle équatiun est une droite parallèle à l a  
droite DI)' (fig. 67 ) )  que l'equatios y =ax ddÿ\ormine ; et on 
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construira cette nouvelle ligne en prcnant AB = O sur A y, et eu 
menant BE paralléle à AD. 

S'il reste des doutes à cet égard, on peut les lever en prenant 
des points de la droite, daus chacun dcs trois angles qu'elle tra- 
verse, et en démontrant que pour tous ces points on a y = a,- $6. 
Si, par exemple, on considère un  point M situe dans I'anglrj Ar', 
qu'on m h e  RIP parallèle à A y ,  et qu'on prolonge cetle parallélc 
jusqu'au point N où elle reucontre DD', ou aura 

L'abscisse des points M et N est égale i -AP;  donc l'orduziriiic 
corresporidante du point, N ,  qui est situé sur la ligne DD', sein 
&ale A -a X AP. CeHe valeur est négative, parce que le p ~ i i t i  
N est au-dessous de xlx : eu ne prenant que la valeur cibsolur: , 
on a P N = a x A P ,  et par suite 

M P = O - a x A P ,  

valeur égale B celle qu'on dMuit de I'kpalion y = ax +-6 cn y 
substituant -AP à la  place de x. 

Nous venons de constrliire l'équation y a s  + L, dan; 1'1 sup- 
position que a et b étaient des quantités positives ; mais ceitc èqua- 
tion présente trois autres variétés relativement aux signcs dc ces 
constantes, savoir ; 

On peut appliquer h chacune de ces équations des raisonnements 
semblables a ceux qu'on a fails pour l'éqwiion y = ax+ 6 ,  et 
on trouve toujours une ligne droite, mais la position n'en cs t point 
la méme. Voici Ics constructions bSpres  a chacun de ce3 trois cas. 

Si l'équation est y = aic - 6, -011 construit, comme dans le 
premier ras ,  la droite AD (fig. 6 8 ) '  reprksentée par l'équation 
y= as, on prend encore sur l'axe des y une distance AB = b , 
mais d u  cûté opposé a h y y e t  on mène encore BE parallèle a AL). 

Si on a l'équation y = - a x f b ,  on construit la droite dh 
( fig. 69), représcniée par I'équalioni y = -ax , on prend AB ;= b , 
du c&Li A y ,  et on mène encore BE parallèle à A d .  

Enho , quand on considère I'équation y =  - ax- O ,  la seule 
diE'tkeiice avec le cas précédent consiste en ce que l'on prerid 
AB ar L (fie. 70) au-dessous de l'origine, du c6té Ay'. 
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205. Lorsque h n'est pas nul ,  on peut ramener l'éqnation 
Ay-j- B x =  C a la forme y = a2 + 1> , et cette dernière représente 
toujours une ligne droitc, ainsi qu'on vient de Ic démontrer. 
Quand A = O ,  l'équation se réduit a 

Bx=Ç, OU x-  
C 

-2 ;  
et il est clair que celleei a pour lieu géométrique une droite C F  
(fig. 71 ) paralléle'h l'axe des y, et qui reiicontre l'axe des x à 

C une distance AC de l'origine, égale a -, du c6tB A s  ou du c6tb 
B 

Ax',  d o n  que cette quantite est positive ou negative. 
206. C$ticluons maintenant que, dans tous les cas, l'équation 

du premier degré a pour lie~~gEometrique une ligne droite. 
007. D'après ce qui prkède , pour c~nstruire une équation du 

preniicr degré , il faudi'ait d'abord la mettre sous la forme 
y = ax+b, construire la droife représentée par l'équation y = ax, 
prendre sur l'axe des Y ,  au-dessus ou au-dessous dc l'origine, une 
dis\ance Cgale A b ,  et mener ensuite une parallèle a cette droite. 
Mais il est plus simple de déterminer les deux points où la droite 
cherchCe rencontre les axes , cc qui se fera en supposant successi- 
vement x=O et y=0, dans l'équation de cette droitc. 

Soit ,par exemple, l'équation 

3 ~ - 2 x + 5 = 0 .  

Ponr trouver le point où la droite qu'elle représente vient couper 
rase  des ordonnées, on remarque quo pour ce point l'abscisse est 
zéro ; c'est pourquoi on fait x = O  dans l'équation, et on trouve 
l'ordonnée correspondante y = -;. Si donc on prend ( fig. 721, 
du cûti! des y nègatifs, la distance AB égale aux 5 de l 'mite de 
longueur, le point B appartiendra a la droite cherchée De meme, 
l e  point de cette droite qni est sur la ligne des abscisses, ayant une 
o r d e e  qulle, je ferai y= O, et j'aurai l'abscisse correspondante 
x= 2 , ce qui montre qu'en prenant , dans l e  sens des. lr: positifs, 
AC = t , le point C apparlieudra encore à la droite cherchée. 
Cette droite est donc déterminée. 

203. Jusqu'à présent on a di.montrC seulement que l'kquation 
du premier degré représente toujonrs une ligne droite. Actuelle- 
ment,  on va faire voir qu'il n'y a pas de ligne droitc qui ne puisse 
Ctre donnée par une huation du premier de@. 
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1" D'aprés ce qui  a été vu no 203, pour construire la droite 
de 1'Pquation y = az, on fait x = 1, ce qui donne y =a, on 
prend sur A x  ( fig. 66 ), dans le sens des abscisses positives, une 
distance A F  pour présenter l 'unité, qui est ici tout à fait arbi- 
traire, on mCue KFK' parallele à I'axe des y, on prend sur  cette 
paralléle, et d;tris.le sens indiqué par le signe de la quaniilé a, 
la distance FC égale a a, puis enGn Qn tire, par le point G 
et par l 'origiw A, la droite Di)' : crtie droite est la ligne de- 
mandbe. Pa r  crtte consiruction, il est clair qu'en doniiant des 
valviirs diff6rentrs à a, Ic [roint G change de position, et par suitc 
la droite DD'; et commc la quanti16 a peut parscr par tous les 
états de grandxir, le point G peut prendre toulcs le$ po>itions 
pnssiblrs sur KK' ,  et par conséqumt la droite  eut avoir 
toutes les positions possiblrs autonr de l'origine A. Dooc toutes 
lesdroites yassmrtpar 1'0ri~i t~epeuoent  itre données par uneégzra- 
tion de  ln fornze y =ax.  

20 On a vu aussi (104) qu'après avoir construit l a  droite PD' 
( hg. 67) représentée par l'cquation y= az, il faut, pour avoir 
la droite dc l'fquationy = as + O, prendre sur l'axe A y  une or- 
donnée A B  = b,  au-dessus ou au-dessous dc l'origine, sclon que G 
est posiiif ou nCgatif, puis mener BE parallde à 1)D'. II est clair, 
par ctlttc ~(!nsLru~tion. qu'en faisarit passer b par tous les iitats de 
graadeur, posil ive~cntcl  négaLivc'ment, le point Ii pourra prendre 
toutes les positions pocsiblrs sur l'axe y'y. I>'aillours, en faisant 
varirr le corfficirnt II.! la droile DD', à laqiiellc: RE ~ s t  p;ir:illCle, 
peut prendre, à I'éganl de A.cNoules les iriclinaisons possibles, donc 
tontes les droites qui r e n c o n f ~ e ~ ~ t  I'axe des ordonnées peuver~t ê ~ r e  
donnéespar une dquntion de la  fornze y=ax + b .  
30 Enfin torrte droite C F  (fig. 71) parallèle a I'axe Ay, est re- 

présentée par u:ic Cquaiion kl le  ( ur, x = c ,  puisque pour tous ,J 
les points dc droite l'absc$e est constante : or  l'équation 
z = c est un cas particulier de l'équation A y  + Bx =&$ donc 
enfiri, toute l i p e  droite, quelle que soit sa  yosilion, peut &re 
donnéepar urte Eyuation du premier degré. 

Prollirnes sur la l içne  droite. 
I 

209. Pnoe~Enre 7 ( fig. 7 3  ) . Connaissant l'angle ECX, qu'une 
dro i teCEfp i t  avec l 'axe  des abscisses, et I'ordonnée AB , à Z'ori- 
gine, trouver l ' yunt ion  de celte droite. 
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Comme la  droite doit couper l'axe Ay, cllc scra donnée par une 
equalion de la forme 

y = a x + b .  . 
Dans cette équation, O est l'ordonnée du point B , où la droite 
coupe l'axe A y  : cette ordonnée est posilivc ou négative selon la po- 
sition de ce point, et c'est elle qu'on appelle ordonnée à l'origine; 
ainsi cettc quan(ité est donriéc immcdiatement par l'énoncé. 

Quant au  corfficient a, il dopiind de l'angle qiic fait la droilti avec 
l'axe des x. Menims, par l'origine, AD parallèle a CE : l'équation 
de celte parallèle scray = ax (204.) ; ct  si ïilP est l'ordonuee d'un 

RI P 
point quelconque de cette ligne, on aura - = a. Mais le trian- 

A P .-- 

g k  bnlP donne (65) 
DTP sinDAx 

ct, en désignant par z l'anglc doririé ECx, r t  par B l ' a n g l c y h r  des 
coordonnées , on aura DAX = a, AMP = D A y = Q - a  : douc la 
valeur de cr devient 

sin a 
a= . 

sin (6-2)'. 

et par sui te YCquatiou de l a  droite CE sera 

210. Nous avons supposé iuip1icitcmt:nt que l'angle donni! ECx 
était moindre qur  y A x  ; niais i'équation k lquel le  nous sommes 
parvenus n'en convirnt pas moins au ca? où ECx swait plus grand 
que y A x .  En t4T(:t, dans ke cas, la parallhle AD cst située comme 
le représente la figure 74, et le triangle 3IAP donne 

Dans l'équation y = ax, a est toujours le rapport de l'ordonnée à 
M P  

l'abscisse, el  ici l'abscisse du point N est -AP; donc a = - - AP' 
Donc, en observant que sin (2-  Q) =- sin (9 - z), ou aura 

sina sin z 
a=-.----- -- 

sin (a-6) sin (b-) 

Ainsi l'équation [Il est toujours celle de la droite CE. 
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2 l l .  Il est très-important, pour ne point cornmdtrt! d'orreur 
quand on applique cette Pqiintion A des cas particuliers, de se rap- 
peler : ln que 6 est une quantité positive ou nilgatiut?, suivant que 
la drriilo coupv l'axe des ordonnBcs en dessus ou en dessous de 1'0- 
rigine ; 2" qur 0 est l'angle yhx des coorrIonnO~s positives , et non 
l'angle adjacent yAx'  ; 3" que cc est l'angle ECx, forme du rGté des 
abscisses posi tivia par la parlie supérieure de la droite, c'est-a-dire, 
par la partie siiubc du niéme cOtc que les ordonnées positives. 

212. Si l'angle des coordonnées est droit, on a 6 = 901, 
sin a 

sin (O -a) =COS a ; donc a= - = tanga ; donc R représente la 
COS a 

tnngcntc de l'angle quc fait ln droite donnée avec l'rixe dcsx.  
213. P~onr.Ème II. h a n t  do~~rrée l'équation d'une droite, 

Y =-+ k 
calculer l'angle que cette droite fait avec l'axe des x. 

AI) (lig. 73) Btant l a  droite de l'cqaiation y=  ax , à laquelle la 
droite de l'équation donntie est parnllde @OS), menez l'ordonnée 
MP : si on désigne par cz i'angle diamandi! ECx, et par 0 l'angle 
y A x ,  on trouvera, comme plus liaut, a l'aide du trianglc ARiP, 

sir' a - = a. 
sin , O  -a) 

Pour  deduire mdeceite dquation, on chasse le dénominateur et on 
remplace sin ( 9 - a )  par sa valeur pin0 cos a-sin% cos0 : il vient 
s i n a = a  sine cos a-asinrr cos0, ou  

(I+a cose) s i n ~  = a sin O coss ; 
sin oi 

et de là, en observant que - = t a n g 4  on tire 
COSX 

asin0 
lang a --= 

1 +a cos9 
La tangente de cc Blant connue, l'angle a lui-meme doit hlrc regardé 
comme connu. 
\ 214. P R O B L ~ N E  III. Trouver l'équation d u n e  droile qrripasse 

par deuxpoiiits donnés. 
Soient xr, Ly', et x", y", les coordonnées de ces points. La ligne 

cJerchée devant c'tre droite, son iqnation, en supposant que la 
droite ne soi1 pas paralléle l 'are desy, sera de la forme 

y = a s + b ,  
a et b dant mciîrr inconnus. 
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Pour qu'elle passe par le point dont les coordonnées sont z1,y', 
il fant que son équation soit satisfaite quand on y met s ' p o u r  x ,  
et y' pour y, cc qui exige qu'on ait 

Au moyen de cette équation on prut déjh éliminer l'aile des deux 
quanlitb inconnues. En la relraiirhant de l'cqiiation y=nx+O, 
b sera éliminé, et il vientira 

Cette équation est celle d'une droite assrijétie à passer par le p i n t  
dont les coordonnées sont X I ,  y'; mais a reste encore iaddterminé , 
parce qu'on peut mener une infiiiite de droites par un point, 

Pour que la droite passe par le second point doniié, il fitut que 
la derriiére équation sGii satisfaite en y remplacant z, par z", HL y 
par y", cc qui donne 

yIf -yf = a (zr'-xr ) , 
d'où l'on tire 

y"-.Y' a=-. 
z~'-x' 

En substituant au lieu de a cette valeur, on aura 

equation de la droi& qui passe par les dcux poinls donnés. il est 
d'ailleurs facile de s'assurt r que les conditions de la question sont 
remplies : car x = x' donne y =yr, et x = x" donne y =y". 

215. Cette équation donne toutes les positions p;irticulièrcs 
qu'une droite peut prendre, puisque les coordonnées x', y', x", y", 
sont tout à fait arbitraires. On va &me voir qu'elle donne les 
droites parallèles a l'axe des y, quoiqu'on soit parti de l'équation 
y = ax+ b , qui ne conviciit pas ces droites. 

Si y" =y', l'équation 131 se réduit à y =y' ; donc la droite est 
parallèle a r a r e  des x.  Cela doit étre en effet, car elle passe par les 
extrkmilés des deux ordonnees égales RIP et M'P1 (Gg. 75). 

Si x" = x', le mul~ipliwteur de X-x' dans le second membre, 
devient infini : mais si on résout l'équation par rapport ii x-xf, 
on aura 
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et si maintrnant on supposc .d"'xf il v i ~ n d r a  x= x', ce qu 
monlre qne la droite est parallèle à l'axe des y, ainsi que cela doi 
être,  puisqu'elle passe par les cxlrt;inités de deux abscisses égales 
MQ et M'Q' (fin. 76). 

Si ou suppose a la fois xl'=ic' ct y"=yr, l'équation [3] devien 

Le coefficient de x-x' étant indétermind, la droite peut prendri 
toutcs Ics positions possibles autour  LI point dont les cordonnée 
sont x' et y'. C'pst en efft!t ce qui doit avoir lieu : car Ics d e u ~  
points donnés n'en font plus qu'un seul, et par u n  point on peu' 
faire passei. une infinit6 de droites. 

216. PROBLEME IV. Trouver FEguntion d'une droite qui pnssr 
par un point donné, et s o i ~ ~ a r a l l è h  2 une droite d o ~ n é e .  

Pour  la droite donnke et pour la paralléle, prenons les 
équations 

y = a x + D ,  
y = a r . r + 6 '  : , 

a et 6 sont snpposes donnés, mais a' et O' sont inconnus. 
Pour que les droites soient parallèles on doit avoir 

E n  e f f ~ t  , l'iinc est paralklc à 'une droite qui passe par l'origine et 
dont l'équation est y-ax (204) ; l'autre est parallde A une droite 
dont l'équation est y= n'x. Or, les dcux dermbres lignes, passant 
par l'origine, doivent sc confondre en une seule quand les driiix 
premieres sont parallélcs; donc on doit avoir n'=a. Par  suite 
l'équation de la parallele la droite donnée devient 

j = n.r: -+ 0'. 
Ici Ir' reste encore indktermiué, parce qu'il p. a une infinité de 
droilrls qui soijt parallèles à uric ligue donnée. Mais si on vçut que 
celte parallele passe par un point doiipc', dont les caordonnèes 
soient z' et y', il faudra qu'on ait 

y' = a 2  + b', 

équation qui fait connaître 6'. En la retranchant de la  précedenle 
b' sera ddimiub , et ou aura ,  pour la paralMe demandée, 
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217. PROBLOYE V. Déterminer le point d'intersection de deux 
droites dont on connait Les équutions. 

Soient les équations des deux droitcs , 

bu point ou ces droites se coupmt,  cllrs ont les mémes roordon- 
nées, et rticiproqurment les coordonnées de ces lignes ne sont 
Bgalcs qu'au point où elles ,se rencoritrcnt , donc, pour cc point, 
et pour ce point seulement, or1 ü 

a x + o = a l x + o l ,  . 
ce qui donne 

2r - .?Ir 
x = -  

a' -a' 

En rnrttant cette valcur a la place de x dans l'equation de l'une 
des droites, on trouve 

a'b-ab' 
Y =  ' 

218, Quand a l = u ,  ces valeurs devicnncnt infinies, donc alors 
il n'y a plus d'intersection. Nous savons en effet (916)  quc les 
droites sont parallcles quand on a al=a.  

Quand on a la fois al=a et  b'=l i ,  les valeurs de x et de y 
deviennent ;, c'est-à-dire indL'tcrmioks ; donc on doit conclure 
que tous les points de l'une des' droites sont communs a l'autre. 
C'est en effet ce qui arrive : car alors, lcs 6qualio:is des droites de- 
vrnnnt idimtiqiirs, 1 ~ s  d w x  droites n'en foril plus qu'une wule. 

219 .  P R O B L ~ M E ;  VI.  Trouver la d i s t a m e  de d e u x  points dont  
OIL c o n r ~ a î ~  les coordo~rrrées. 

Suppomnsd'abcird lcs axes rectan;.ulaires (fig. 7 7 )  , et soient 
et N les points dont il s'agit. Menez les ordonnées hW, NQ , et l a  
parallèle NR à l'axe des x : l e  triangle rcctan@e nlRR donnera 

B ~ K = ~ & R ' + M R ' .  
Désignons par r c ,  y, les coordonnées du point PII ,  et par ;xi', y', 
celles du point N : on aura NR=.x-.xl, RIR=yTy'; ct par 
suite, en nommant 8 l a  distance chcrchee, i l  vieiidra 

d=V(s-x~)~+(Y-Y~2).  

En plamnt successivement lcs point Tt1 et N dans toutes les po- 
sitions ou l a  construction du triangle M 3 R  peut offrir quelque 
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ch;ingcment dans la figure, et en ayant égard aux conventions 
établies sur les signes des coordonnées, on reconnaîtra que cetb 
formule nt! souffre aucune exceplion. 

Pa r  exemple , si le point N est a l'origine ( fig. 78) ,  on aura 
xl=O, / - O ,  et par suile 

6= 1 / r r ' f y 2 .  
C'est l'expression de la disiance d'an point quelconque à l'origine 
des coordonnées ; et il est aise de s'en convaincre, car le triangle 
rcclanglc AMP donne 

Prenons pour sccond exemple celui ou les points M et h' ont la 
position représelitce hur la figure 79. Alors les abscisses de ces 
poiuts sont -AP et --AQ; aiusi x=-AP et xt=-AQ. L'or- 
dorinée du point M est encore RIP, mais celle du point ï ï  est -QN; 
donc y=  PM et y'= -QN. Mettons, pour x ,  y, x', y' ces va- 
leur6 dans la formule gtinérale, et  on aura 

résultat semblable B celui qu'on tire immédiatement du triangle 
reclangle MNR. 
210. Actuellement, supposons les axes obliques (fig. 80)  : 

nicnons encore la ligne NR , paralléle a l'axe des x et terminiic aux 
ordonnkes MP, hQ. Le triangle RINR ne sera plus rectangle, mais 
une formule connue (6G) donnera 

L'angle MRN es1 le supplément de l'angle y A x ;  en désignant donc 
ce dernier par 9, et conservant les memes dénominations quc dans 
le uurnero précédent, on aura 

Si on snpposo G = g o 0 ,  on a cos ri = O ,  et par suite 

a =  V(x-x')" f y-y')' : 

c'est l a  formole d$$ tmnv6e pour le cas da axes rectangulaires, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



c&u~rkr-rnic ANALYTIQU~.: A uusx DrrrafisIoaa. fi3 

231. PROXLBME VII. h a n t  donn&s les é q i ~ a ~ i o n s  de d e u s  r iro i -  
tes, trouver l'angle d e  ces droi tes .  

Soient 
y = ax + b, y = a's+ lir ,  

les équ~tions des deux droites. Rlenons par l'origine (fig. 8 l )  les 
lignes AD, AD', parallèles L ces droites. L'angle UAIi' est cgal2i 
l'angle chcrchL; : nous le design(-rons par Y. Lrs angles ILi.r, 
DrAx, sont égaux h ceux que lcs droites doni~Ces Font avec I'axe 
A x :  nous les désignerons par a cl A'. Ccla pose, on a évidcmment 

Supposons en premier lieu que les ayes des coordonni.cs soicrit 
rectangulaires : ai a (21 2)  Lang CC= u , tang a'= CL'; donc 

a'- n 
Lang V = 

Celle formule résout la question, puisqu'elle fait connailre la lail- 
gente de l'angle detuandé. 

Quand les druiics sont paralkles, I'anslc Y est nul, kirtg V doit 
etre nul aussi ; donc ur=a, ainsi qu'oii l 'a  déja va (21 6). 

Quarid elles ibrit un angle droit, tang V doit etre infinie, cl pour 
cela il faut qu'on ait 

1 
aur+ 1 = 0, d'ou a'=- -. 

a 

Telle est la condition qui doit etre remplie pour que deux droites 
soient perpendiculaires l'une sur I'aulre. Si la premiere droilc cst 
perpendiculaire aux abscisses , a est infini, el on trouvc a'= O ; 
donc la seconde droite est parallèle aux abscisses, ainsi que c c l ~  
doit Ptre. PareiIlcrnenl, si la  premiérc. est parallèle aux abscissiis, 
u es1 uul, et on trouve a'= 3, cc qui monlre que l'autre dmile 
est parallclc aux ordonnées. 

222. En second licu , supposons quc les axes dcs coordonnCes 
soient obliques, et qu'ils fassent cntrc e u s  un angle 3 ,  on a (213) 

n sin 9 a' siri 6 
tang a= tang Z ' Z  . Remplaçorir donc 

141% ~ 0 ~ 8 '  i +~'cose 
tang u et tan; d par ces valeurs ; i l  vient, toute réduction faite, 
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Si on veut exprimer que les deux droites données sont perpen- 
diculaires cntre elles, il faut égaler le dCnoiniiiateur a zéro, ce qui 
doline la  condition 

' -1-acoçQ 
1 f aar+(a+ a') cos 0 = 0, d'ou a'= 

a+cos9 

Lorsque 0=9O0, ccttc formule se rbduit A celle qui a et6 donnée 
1 

plus haut, a'= - -. 
a 

113. PROHLEME VIZI. Mener, par un  point donné, une perpen- 
dicultzire ci &te droite donnée, et trouver Zn longueur cottyrise sur 
cette petpcnrttculoire, entre k point dotiné et la droite donnée. 

Soit l'cquation de la droite donnée, 

et x', y' los coordonnEes du point donné. La ligne cherchée étant 
droite et devant passer par ce point (214) ,  sou &palion sera de la 
forme 

y-y'=a! (x -xl), 

d'étant cnrore iriconnii. Mais la condition d'&ire perpendiculaire 
à la droiledonnée exige qu'on ait,  quand lcs axes sont r&tangu- 

1 
laires (221), a'= - - ; donc l'équation dc la perpendiculaire 

a 
sera 

Pouï avoir les coordonnées du point d'i~tersectioii de la droite 
donnee. et  de l a  perpendiculaire, il faut tirer des ~quations dc ces 
lignes les v a l w r s  dr, z ct tic. y (217). Afin de raire l'éliniiriation 
avec plus de facilitk , on mettra la prerniére, y= ax f O ,  sous la 
for ni c 

~ - ~ ' = n  (x-x') -+ O+ax'-y'. 

Enla comliiriant avec celle di: la perpcndiciilairc, et prenant pour 
inçoiinues les diflérerices J-y', x-2, on trouve 

valeurs dont il est facile de déduire les cvordonnCes x et y du pied 
de la perpendiculaire. 
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Maintenant si on désigne par p la distance comprise sur la per- 
pendiculaire, entre le point donné et l a  droite donnée, l'expres- 
sion de cette distance sera 

mx-xl)'+ ( y  -yi)?; 

et, en mettant pour x-x1 ety-y'lcurs valeurs, elle dwient 

Comme la valeur d e p  doit Etrc cssenticllrmcnt positive, on pren- 
d~ a le signe sbpérieur quand lc numérateur y'-a'x - b scra posi- 
tif, et le signe infericur quand ce numÇraleur sera négatif. 

Si le point donrié est situe 1i l'origine, il faut faire x l = O ,  et  
y'= O : alors l a  v aleur de p se réduit à celleci 

Si le point est placé sur la droite donnée, les coordonnées sr et 
y' doivent satisfaire à l'équation de cette droite. On a donc 
yl=ax'+b, et par suite la valeur d e p  se réduit à zéro, ainsi que 
cela doit élre. 

22.4. Quand les coordonnEes sont obliques a' n'est plus égal a 
1 -1-acosO -- maisonau= 
a' u t c o s  6i 

& , et l'équation de la  perpen- 

diculaire est 

En combinant cette 6qiiation avec cclle de l a  droite donnée, mise 
sous la forme a 

1 .  ~ - ~ ~ = a ( . r - - x ~ )  +li+axr-y, 
on trouve 

(a f cos 5) ( y- ax'- 6 )  
x-x'= 

1 f a ~ 2 a c o s 0  ' 

et, pour avoir l a  longueur p de la pcrpcndiculaire , il faut pren- 
dre la formule 

d=~/~x-x') '+(~-~')~-/-f (js-x') (y-') coso, 
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trouvée nu 220 , et y rcmplaccr r - z', 3. -y1, par leurs valeurs, 
Aprks toutes les rkductions, il vicni 

( , y ' -ax-  f l  siil 5 PT-' 
V I  +u"&osu 

Que les axes soient reclangulaircs ou qu'ils soient obliques, 
l'expressio:i çénFraIe dc la perpcndiculaiscp est toujours du pre- 
mier degrk par rapport aux coordoi~nkes, x' et y', du point d'ou 
elle est abaissée. Celte rcmnrquc peul êtrc quelquclois utile. 

285. Exe~cices. Comrnc il importe beaucoup de se rendre fatni- 
liéres les applications qu'on peut faire de l'équation dc la ligne 
droite, et  des qucslions qui viennent d'étre traitees, je piaccrai 
ici les énoncks dc quelques problémcs b résoudre et de quelques 
théorèmes a démontrer. 

1. PHOBL~MX. Trouver 1'Cquation d'une droite qui divise en deux 
partics égales l'angle de deux droites rapportées à des coordoit- 
néesrectangles, et  dont les é&aiions soiit données, 

s JI. TAEOR~ME. Démontrer que les d r ~ i t e s  , qai  divisent les irois 
angles d'un triargle en deux partics égales, se coupent en un meme 
point ( centre du cercle inscrit). 

III. T H E O ~ ~ M E .  Les perpendiculaires klevces sur  les milieux des 
troGs &Les d'uo Iriaiigle se coupcnt en un même point (centre du 
ccrclc circunscrit ). 

4 I 
IV. TKEOA~ME. Les droites ptenées , par les sommets d'un trian- 

gle, aux milieux des cdtcs opposés, se coupent en un méme point 
(centre de gravité). 

V. T H E ~ R ~ M E .  Les perpendiculaires abaisskcs des somniets d'un 
triangle sur les trois cbtés se coupcmt tan un nierne point. 

VI. THEORIIME. Uans tout triaiigle r idil igne,  le ccinlrc du ccr-' 
cle circonscrit, le czritre de gravile 1.t le point d'interseciion des 
vois hautcurs sout toujours en ligne droite ; et la disiancc des deux 
derniers points est double de celle des deux premiers. 

VIL T I I ~ O R ~ Y E .  Si l'on mène à volonté une piiralkle a la base 
d'un tri;lnglc, et que ,  par les points où cette parallèle coupe les 
deux autres cbtés, on tire des droites aux sommets des deus angles 
opposés, elles se couperont toujours sur un  point de la droite qui 
joint le milieu de la base au  sommet do triangle. 

VIII. ~ R O B L B M E .  Étant donni! un point A (fig. 82) dans le plan de 
l'angle yOs, lirez par ce point deux droites qiwlconques (2, ED ; 
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menez la droite CD par lcs points C clt 1), où CF r e ~ i c ~ u t r e  O y  et  
ou ED renconlre O x ;  menez dc la meme rnnniere la droite FE 
par les points ou les mêmes Iignes C F  et El> rencontrent O z  
et O y ;  prolongez, si cela est nécessaire, les droites CD et EF jus- 
qu'a leur iiikrsection Il; puis menez par ce point deux sécantes 
quelconqiies qui coupent les cotés de l'angle en G, 11, 1, K, d'on 
rbsulte lc quadrilatère IGHK : il faut prouver que le point M, OU 

lcs diagoiialvs GK ct III de ce quadrilatére viennent se couper, est 
situé s i r  la droite O A ,  qui joint le point donné A a u  sonimet du 
l'angle donnei. 

IX. P n o u 1 . 2 ~ ~ : .  Un point A et une droitcBC étant donnés (Gg. S3), 
menez par c j  point une droite quelconque AP, termince ii !a l i ~ n o  
DG; faites l'angle PAhI égal a un  augle don@ ; puis prenez sur le 
cdlé AR1 une distancc telle Rue ALM soit h AQ dans un rapporl 
donné : le lieu des points n i ,  ainsi déterminbs, est une droite , et  
c'est ce qu'il s'agit de trouver. 

CHAPlTRE VI. 
LIGXES DU SECOND ORDRE. 

Divirion des lignes du recoud ~ r d r e  en l ro is  gonrn 

2-16. L ' ign~~rors  générale du s ~ c o n d  degré, entre x rt y, est 

[!\] Ays+Bq+C.z3+  Dy+ Ex+ F=O. 
Quand le coefficient A n'est pas nul, clle donnera, en la résolvant 
par rapport B y, 

-B -D 
et si , pour abréger, on pose a = -, L =-, n=Bq-4AC, 

2A 2A 
p =i BD -2AE, y = D' - 4AF, on aura plus simplement 

Les deux valeurs de y ont ilne partie rationnelle commune, 
19 
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e x p r i m 8 ~  par nx+li. Or a z f b  est l'ordonnke d'une ligne droite, 
dont l'équation esi y = a x  + b : supposons que cette ligne soit 
conslruite, r t  qu; ce soit 111-1' (fig. 84.1. si on veut avoir les points 
que,l'équalion [A] dL;tcrmiiie pour une abscisse quelconque AP, 
on mènera d'abord 1'ordonni.e PQ termince a la druiie IIII', et on 
portera ensuite dans la direction de PQ, iant en dessus qu'en 
dessous de la droite RH', des parties QYI, QN , égales a la valeur 

1 
correspondante de la partie irrationnelle - V n x 2 +  2px+ q .  Il 

2 8  
e ~ t  daii: en effot, qu'on aura,  par k<nltr. construction, 

Si on imagine que cette ronstruction soit r6pctée pour toutrs les 
valours dr x qui donncwt au radical des valeurs réellcs, on oblicn- 
dra tous les points de la ligne rrpo'esmtée par l'rquatioii [A].  

227. La droiie HH', dorinée par I'equaiion y= uz+b, jouit de la 
proprieté dl! paringw rn  deux pariirs kgale.; les lignrs mcnées 
parallclernc.iit a l'axe de. y, entre deux points de la courbe : pour 
cette raison on lui a dorme le nom de diamètre. 

Afin d'abrilgrr, j ' appr lh~ai  ordonnée comptée a partir du dia- 
mètre la quanlilé qu'il faut porter au-dessus et au-dessous de H U ,  
et  je la représenterai par Y : de sorte qu'ou aura loujours 

228. Pour connaître l'btcndue et les limites de la courbr, il faut 
ch:!rchçir I'éicn.iue et les limites des valcurs de x qui rendent 
reelli~, nulle ou itnagiriairc , I'orduniiée Y couipt& A partir du dia- 
mètre, ou bien qui rendent positive, nullc ou négative, la quan- 
tile nx +2px+q placce sous le radical. Or, or1 démontre en Al- 
gèbre que, dans un polgnome qui?lconque tel qnc 

f~~+gx'"-'S_?~x"M+ etc., 

on peut toujours assigner à x une valeur positive et une valnur 
nEgative, telles que toutes lcs valeurs positives et négatives plus 
grandes donnent pour ce pdynome des valeurs de même, signe 
que le premier terme ; et on dénioutre aussi qu'en faisant croitrex 
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jnsqu'tt l'infini , les valeurs du polynome augmentent elles- 
rnémes jusqu'à l'infini. Ainsi, a partir de certaiiies valeurs de x , 
positiveset riegalives, la quariiité nxzi'+2pr+y preridra des valeurs 
croi-saiitc.~ jii~qu'à l'inririi ct de mêmc signe que ïzx' ; et comme la 
carre x' est toujours posi Lif par lui-mbmc, ce signe sera celui de a, 
c'est-à-dire de B' - 4AC. De la résulterit les deux conséqueuces 
suivantes. 

Lorsque B'-&AC est nbgatif, il y a des valeurs de x a u  delà des- 
quelles l'ordoririée Y est toujours imaginaire, soit qu'on prcnne x 
positivt.ment, soi1 qu'on le prcnne nrgativement. D'ailleurs, pour 
les valeurs de x zrnnre li.iqut4es Y reste réelle, cetic ordonnée ne 
saurai1 être infiriie; doiiç la courbe, que 1'Cquaiivn [A] pvut repré- 
senter alors, est limitée dans le sens des abscisses positives et né- 
gatives, tant au-dessus qu'au-dessous du diamètre. Cette courbe 
porte lc nom d'ermpse. 

Limque Ba --4AC est posiiil, il y a des valeurs positives ct nt!. 
gatives' de x au di3là d t~squel l~~s  l'ordonnée Y est toujours réelle. 
D'ailleurs cette i~rduiiiiée p w l  croitre juqqii'a l'infini; donc la 
courbe reprksrntée par l'équation [A] est infinie dans le sens des 
x, tant positifs que riégatiîs, tant au-dessus qu'au-dcssous du dia- 
mktre : c'rsl-a-dire, en d'autres tvriiws, qu'elle's'&end P l'infini 
vers quatre régions dilïkrentes. Elle SC no~nme IIYPERBOLE. 

239. Lorsque 13'-4AC=O, le polyiiome affecte du  radical perd 
son premier terme, el  on a simplement 

Alors, si p est une qliantith positive , on peut prendre r positif' 
aussi grand qu on voudra: Y svra rPel et croftra jusq l'à I'infinl. 
RI,iis si on preiid x iiégaiif, Y srra imagin;iiro, ou il deviendra - 
tel quand x aura &pand une Ccrlainr grandeur ; lacourbe est donc 
lirnitee du coté des x iiégaiifs. Ce sera le contraire si p est une 
quantité négative. Ainsi, dans ces deux cas, la courbe est indéfinie 
au-dessus et au-dessoiis d u  diarriétre , niais elle n'est illimitée que 
d'uii seul cOii! dc*l'iiri<int~ ; de sorie qii'clle ne s'étend a l'infini que 
düiis d e u s  sens seulr~m(~nt. 011 la nominc P A R ~ B O L R .  

Pour le iiiorneiil r!ous nt, considErons pas le cas où p serait nul 
çn mEme temps qut: R2-4ACj parce qu'alors Y est constant, et y s  
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l'équalioii prop:?sie ne peut plus représenter uite ligne coirr*bc. 
Xous rcl\ iciidn~nç sur cc cas par l icukr .  

Y30  1.1 s rir-sonnements précedmts co~idüisent ü é1:iblir trois 
geitrcs i l ,  COIAI b ~ s d u  second ordre. Cctttc hurn6ratio11, il rsi .  ~ r n i ,  
srtnbIe c'siLw ~,ui.l 'cquation soit du scconil tlrgrk Far rajlport 1i.y; 

mais nous allo:~. riioritrcr qu'cl!: rorni)mnd Ies autrrls cas. 
231. LI: co1~0ii:ient A etan: iiiil i:t C nc i'6taljt ~ o u ~ t ,  I':k:;::;iltc!n 

[A] sera du swond de@ rri x ; et si on 1a tbsout par ra2pozt à 
cctte variable, i > i i  aura 

- Si B n'cst p p s  nul,  13"' est posilif; e t  si or1 raisonne cornnie 
'plus haut (228, .  cm mcttarit pnrtouty à la place de x, on vcrrn qut! 
la cc*iirbe düit ;.v(,ir quatre pariics iiidéliriics, et qtic, par cctkrai- 
son, il est p e r m i ~  th. la placer dans le gerirc des hyperboles,' auquel 
elle appartient enicorv pi. Ic caractère analytique : car la quantiM 
Ba-hAC, qui se rédt.it iiai à B', est esscntic'il~mcnt pasitivc. 

Si B =  O ,  y n'est plus q ';III premier degré sous le radical , et 
il ~ s t  facile de voir qut: la ( Y I  r be represcnt6e par I'Cquation doit 
btrc rangein parmi 1's parabol' S .  C'c~st Iri aussi qiic la porte le carar- 
l è r r  aiiiilj i ,i.e : car IJ2-$AC est égal à zCro, à cause des hypo- 
thesvs A = O ,  B=O. 

232. il penl arriver que C soi; iiul (in n-10mc temps que A .  hlnrs 
I'i'quatiori [A] devient 

B x y + D ~ i - E x + F = o ,  

et ne peul plus etre résolue que cunimc équation du ywiiiiïr dcpri:. 
Ori en tire 

' x  

La valeur de y moplre que, si on fait x égal h l'infini posilih ou A 
-E 

l'inlirii négatif, on a y = -  ; clonr:, si on prend (Gg. 85)  siir 
B 

l'axe des y, ct dans le sens convenai~lv, une parlic AIS egalei  cette 
qriantitc, et que par le poirit B , on rriimt: RB' par;illélc à As, la 
ligne du m i i d  ordre ira rciwonlwr wtie parrrlk;ie P unc distance 
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infinie du poiut ,B ,  tnrii d u  cbtt5 RH que dit riil6 BR' ; donc elle ç'F- 

tcnd indéfiniineiit dans l'un et I'autrc x n s .  La vaPeur de x rrrioritre 

convenablede l'origiric,l'abscisso A C  égale à cette rpiriiiti., etqu'on 
mEric, par lc point C, la ligne KR' pralli.le A A J ~ ,  la courbe reiicon- 
twra celte parallèle à l'infini , Iatii air-dessus qu'au-dessous i donc ' 

etlci s'ctcnd ind6tinimrnt do ix3i i~Cfl  rt  du cbté CK'. Lacourbeadouc 
qiia!rc par!ics in icfinic.s, PI IJO . r  wite raison on la placera parmi 
les hypprbolcs. (ln reriiaiqriera d';iilieurs qac la quairtitb U'-4AU 
es[ encore positive, puisqu'ellv si! reduit à B', ct que U n'pst point 
ii!il, sins quoi I'kquntion prop~si'c ne sc~rait plus da ~croiiil degré. 

233. Maintenant on doil voi ,  bien claircnient qu'il ii'g a lieu a 
distinguer que troisçmres dc cnurhcs d u  second ordre 

1,' 1 ~ s  E L L I P S E S )  qui son1 des cour.lws liniitces dans tous les scris, 
et pour lesquelles on a B1- 4Aê<O ; 

20 Les H Y P L R B O L L . ; ~ ,  qui sont des coiirbcs composées de quatre par- 
ties indkfiiiics, et pour Icsquellcs on a t o ù j ~ ! ~ r s  Ra-4AC)  O ; 

3" Les Pmanotxs, qui sont des courbes ~oil;~r,si.es de deux par- 
tics iiidL;Gnies, et pour lesquolles on a B -&AC = 0. 

La coridiLiori JY-4AC=O est celle qui doit ;A, oir lieu pour que 
iiya+S.ry+C.z' soit uncarrC :ainsi, on peut dire qiierEnr~s les cas 
oc I'1:yuation du second degré représente une pur zbole, les trois 
termes du secotld degré J O I W ~ ~ J L Z  uu carré. La réciliroqucrsi vraie. 

Maintenant nous allons discuter en particnlier cl~acun dc3 trois 
get1rp.s de courbes. 

234 .  Eu résolvant l'équntioii [A], on a trouve (2%)  

valeurs dans lesquelles n désigne B2- 4 - K .  Dans ! I a c  qci . nous 
discutons, celte quantité est négative ; c'est pou~i t io i  iitids met- 
trons -8' au lieu dc I L ,  et IIIJUS pourrons écrire 12s valcurs d e y  
commc il suit : 

Suppoçons qiic HH' (Gç. 86)  soit le diamètre qui a pour Equation 
J - = ~ . x +  b ,  et cherclions les points nu il est .enroiitré p i r  I;I 
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courbe. Pour res points, l'ordonnkr ccimptfe à partir du diamètre 
es1 nulle ; donc les abscisses de ces poiriis sont données par l'équa- 
lion 

[il 2~ $--- 5- LO. 
8' d' 

Représentons-en les racines par x' c l  x" ; et  comme ces deux ra- 
cines peuvent &Ire rédles et inégales, ou réelles ct i'galcs, au ima- 
ginairrs , examinons succc~ssivemcnt ces trois (,as. 

235. 1"' cas. x' et X" elaiit dtas qllaniités réelles et inbgales, il 
s'ensuit que la co ~ r b e  a en eff(~1 deux poinls placés sur le diarnélre. 
S.:ppowns, pour mieux fixer les idées, x' et x" positifs, el x' 
moindre qne x" : si on V C U ~  co~istruirr les points p lads  sur le dia- 
metre, on prciidra AB=xr, AB1=x", on nienera, par les points 
B ct Br, les droites CD, C'DI, par;illdes a lJ;ixi: des y, vt Ics inier- 
sections dr czs ligri~s avec HII' di:terminerorit les puinis H el II', 
où le dianifitre rencontre la courbe. 

Rcpresentonu, comme on en est dbja convenu (227), par Y l'or- 
donriée compléc à partir du diamètre, rious aiiroiis 

Afin de saisir plus facilemtmt la marche de cette ordonnée, 
quand on fait passer x par tous 11.s états de grandcur , d h m p i -  
sous en facteurs le puly nome placé solis Ir radical. Puisque xf et 
su sont les racines dc I'equation [Il, il s'ensui1 que le polynome 

4 s2- 2 z - - - est le produit des facteurs x-zr,r-xrr : par 
ô" 5' 

conséquent on a 
d 

Y= - V(x-x,, (x8'-x).  
2 A  

Cela posé. il est clair que,  de A en B, l'abscisse x est plus petite 
quc x' et x'" donc le fdcieur x-x' est négaiif, tandis qiic le fac- 
tciur 2'-x est posiiif i donc Y est imaginaire, donc il n'euisteau- 
cdn point de la courbe enlre l'axe A y  el la parallele CD men& par 
le point B. 

De I3 en B., x- est plus grand que x' et moindre que 2". Alors 
les facleurs x- xr, x"-x, son1 posilifs, et par suite Y cst réel; 
donc à chaque abscibsr BPI compriso culre ccs )iruiles, il corrcs- 
pond deux poinls de l'cllipsc. 
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Au delà de R', jusqu'a l'inriiij , x surpasse .ru et sr, l e  facteur 

x-x' est pnsiiif, mais le fwttwr xt'-x eest nbgatif; d m c  Y est 
imaginaire; donc l'ullipse n'a aucun point au dclà de la ligne 
CIL)', rn~iiée p~ral81erritml h Ay par lc point B'. 

Du cbté Ax' ,  I'abscissex e-t ni.galivv. Le facieur x-x'sera donc 
nbgatif, tandis que x"- x srra p ,sitif ; donc Y sera imagini re ,  
et l'ellipse n'aura aucun point du c8ié des s négatifs. 

L'ellipse est donc p!nc@e loiit rnli8re rntre les paralli.l(ls CD,  
CD'; et comme les valeurs dc x ,  pour lesquelles Y ml  réel ,  sont 
comprises enlre x' et s", et quc d'aillc.urs Y I;C peul devenir irifini 
par aucune dc ces valrurs, il s'cnsiiit que l'ellipse est limilcc dans 
tous les sens, ce qii'oii savail dcja (548). 

Mais on peut aussi déterminer d'ulie iiianii!ri> precise les limites 
de  l'ellipse parallèleiiii~~i\ au  diaoietre. Kviriarquons que les deux 
facteurs qui sont sous le radical, btaiit ajoutés ensemble, donnent 
une somme xl'-x' qui ne changr point quaiid x varit., et que par 
consdquitni lc prudui t (z - z') (x"-Z;CI s-ra Ic plusgra d possible, 
quand chaque lacLtwr scra 6gal ii Id moitic: de celte s<)minc, c'est- 
a-dire à ; (x"-2 ) .  Je  pose donc 

\ \  i \  
L (xlJ- x') , d'où x = x' + f (x"- x') = f (xi'+ x') ; 

et cette valeur dr  x srra l'abscisse pour laquelle Y est nznxirnum. 
ELle répoi~d visiblement au milieu E de BU'; car on a A E s  
AB+UE= x'f (x" -d ) .  La valeur dc ce nmxitnuni. est 

Polir avoir les points corrc~spondiirits de la conrbe, on méneEO 
parallele aux orduntiees, et on prmd sur cetle ligne, de chaque 

8 (.ru-x') 
cûté du diamètre, '0G=OGf= : les points G et G' se- 

4 A 
ront ceux où l'rllipse s'éloigne l e  plus de HH'. Si on lire GK et 
G'K' paralleles à I I W ,  cvs ligri~s serviront de limitrs à la courbe; 
de telle sorte que Irs qnatrib druitcs C D ,  C'D', GK , G'K', formont 
un parallclograniaw qui r d  mne toute la courbe, et duiil le2 COL& 
ont leurs milieux sur citLte courbe m6mc ('). 

('1 On peut écrire Y sous cette forme 
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Si on donne au diamctre une position parliçulidr~, si on pniid 
pour 3, A ,  s" et xi', des valeurs nimi.riqiies, et si on coristruil la 
courbe par points suffisamment rapprochCs, on trouve qu'elle a 
la forme indiquée fig. 86. On est certain d'ailleurs qu'elle doit étre 
p r l o u t  cuni,ave vers le diamètre: : car cn admetlant qii'ellc eût 
une autre forme (fi$. 57), on pourrait tracer une ligne droite, 
telle que R S ,  qui l a  rencontrerait en plus de deux points, ce 
qui ne peut pas arriver une ligne de second ordre i f  99). 

236. se cas. Lorsque les racines xr et s" sont réellos cl iignles, 
l'ordonnée Y devient 

8 rl(x-x~) - " 
Y =- v - ( . r - ~ ~ ) ~ =  aa v-1. 

2a 

La seule abscisse qui puisse rendre Y rcel est x=xf  ; pa- conse- 
qucnt l'ellipse se réduit au point unique dont lcs coordonnées 
sont x = x f ,  y = a x J + O .  

257. 3# cas. Enfin, quand les racines x' et x" sont imaginaires, 
on sait que le polgiiome nx2+ 2px f y, qui se trouye sous le 
r a d i a l ,  ne peut jaiiiiiis changer de signe, quelque valeur qu'on 
prenne pour s. D'un aiitre cbtd, il est démontré quc des valeurs 
de a- suffisamment grandes doivent donner à ce polynome des 

P 
e t  alors on  voit immédiatement q u e  sa valeur nlarinzunr répond à x =  - 

d1 ' 

Cet te  valeur d e  s équivaut à +(s"+x1) : car on  sait q u e  dans l 'équation [ I I  
la somme des racines est égale au coefficient d u  second te rme ,  pris avec un 
s igne contraire. 

Soit p i s  EP=EPtzzpr on aura AP=P-~ ,  Apt= <+: En sub- 
z 3  d 

s t i tuan t  ces iibscisses à I n  p l î r e  d e  x, on  a u r s  pour Y la même v3leur, donc, 
pour  ces abscises . Irs ordiinr ées Q M ,  Q N ,  Q/Mi,  Q'Nr,  comptées à partir 
d u  diamétre. sont  égales. De là on  cunclut q u e  les t r imçleb UQU, OQIPU", 
son t  eçaiix, e t  par suite que  MON' est urie l igne droite divisée en deux 
parties ée;.des au point  O : c'est-à-dire que le point  U est Ic milieu de toutes 
I r s  droites menées par  ce point  dans l'ellipse. Cet te  propriitk a f ~ i t  donner 
a u  point O le  nom d e  centre. 

L'eçiilite des mémcs triaue;les prouve q u e  la  corde MW', prirallfle a IIH', 
est  coupée en son milieu par  la ligne GG'; et  comme il e n  est d e  même 
d e  tuu;es les cordes parallèles à HHf, i l  s'ensuit que GG' est un diarnL.fre. 

A i n s i ,  les deux diamètres HHf  e t  G G r  son t  tellement disposés q u e  chacun 
d'eux prisse par les niilieux des cordes parallèles à l'autre 1 pour  cette raison 
o n  les nmrnr: d i s m h r ~  m n p ~ k .  
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valeurs de meme signe que le premier termc. Or cc preniicr terme 
cst crmsiamment 116gatil; donc le polJ-me Ie scra aussi ; donc Y 
est imaginaire : par conséqu6nt i l  n'existe aucun point dont les 
coordonnées puissent satisfaire à l'équation [A].  On di1 alors que 
l'équation est irrzpossible, ou bien encore qu'cllc représente une 
ellipse imaginaire. 

238. Lc cercle est u n  cas particulier de l'ellipse. Pour s'en con- 
vaincre, il suffit de remarquer que l'équation de la circonf&erice 
pst du second degré (186), et que les ellipses sont les seulrs courbrs 
du second ordre qui soient limitées dans tous les sens. A la vériti., 
l'équation du numéro citi: suppose que lcs coordonnées sont m.- 
!angulaires ; mais nous avons vu ( 197) qiie Ic dtlgri. d'iine équniiim 
ciiire x et y n'c.sl jamais altéré par 1s cl!aiigcment d~ r axrs. 

239. Puisque la quantité n , ou Bq- &AC , est positive dans le 
cas des hyperboles, remplacons n par 8" et les valeurs geiiéralris 
de y (226) s'écriront ainsi e 

Posons l'équation 

désignons par xr et z" ses deux raciiies , c l  distinguons trois cas, 
comme précédemment, selon qu'elles sont réelles et inégales, 
réelles et egales, ou bien imaginaires. 

240. f e r  cas. Les racines x' et x" 8t:int réelles et ini.gales, l a  
courbe renconlre le diamètre dunnè par l'bquation y = a x + b  en 
deux poinls II et II' (fig. 88) qui répondent aux abscisses A B = x r  
et ABr==x".  (On suppose x' et sr' positifs, et xf<x~'). 

D6romposnnt cn factcurs le trinome qui cct sous le radical ! nous 
a,irons , pour l'ordonnée A partir du diaiuétre , 

De A en R ,  x est positif el moindre qiw chacune des racines X' 

et x", la fadeurs x - 2 ,  Lr-x", sont ni.,Ratif~, et Y est rkl .  pour 
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dbcciuvrir si, x augmentant Y augmente ou diminue, rendons ces 
facteurs positifs , etécrivon f i  

d 
Y = - V ( x l - x )  ( x f ' - x ) .  

2 A  

On voit que x croissan[ de zéro à z', la valeur de Y diminue de- 
$ - O 

puis - Vdx" jusqu'à zCro. Soit donc IF= IFf= - V x'x" , la 
2 A  2A 

portion d'hyperbole comprise entre A y  et BI3 sera terminée aux 
points F et F', et aiira 2 pt:u prés la fornie FHF'. 

De B à B', x > x' et <xi' ; donc Y est imaginaire; donc il 
n'y a pas de courbe entre Irs parallelcs BII, B'H'. 

Au dcla di' II', x est plus granit que x "  et xti Y est dnnc  réel. 
De plus, il est éviilt.rit qu'cm faisant croître x ,  1 ~ s  deux îactriirs 
augmrattmt, et n'ont pas d'aulre limite que l'infiiii Cela dciicrriiiiic 
une hranctie d(: cwurbc, SH'S', qui s'éicrid à 1 infini dans le seiis 
des x posiiifs. au-dt.ssus cst ail-dcssous du diamétre. 

A partir de l'origine A ,  du cûre Ax' ,  x elanrit riegaiif, on fera 
x=-8, el ou aura 

8 
Y=- V ( z  f x') (z$xl'). 

S A  

Chaque valeur posilive de z déterminrra une valeur réelle de Y ;  
el z augnieritarit indefiniment, cctie ordonnie auginenlera jiisqu'a 
l'infini. Ou aura ainsi deux arcs d tiypcdwle, F R  et PR', qui 
s'ékndroiit ta l'iiifiiii du chié des x ncgiltifs, cn s'écartant de plus 
en plus du diamètre. 

Si on donne au diamètre une position particulibre, si on prend 
pour S. A ,  2, z", des valeurs numbriqiies; 1.t si on construit la 
courbit par poiiiis, on lui trouve la forinc indiqube sur la figure. 

241. 2" cas. Quand les racines 2, XI', sont égales, les valeurs 
de y sont 

d 
y=ax+ b r k - ( x - x ' ) .  

2 A  

Elles ddrrmincnt deux droitrv FO, F'O (fig. 89) ,  qui se coupent 
sur le diarnéire, nu poini O dont l'absl isse cbst x' : car, en faisant 
x=x1, l 'ordc~nné~ ûe chaque droite se rkduil à y=axf+Ii. 

242. 3' cas.  Lorsque s ' e t  x'' sont irnaginnirca, l'hyperbole ne 
rencoiilre pas le diamètre. Le trinoriie J ' x ' $ ~ ~ x + ~  d e v a n l  res- 
ter toujours positif, chaque valeur de a duone donc pour Y une 
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valeur rerlle, et par suite d ~ u u  pciiirts de l'hypc~rb(~le, situés l'un 
au-dessus du diamctre et l'autre au dessous. La rourhe est encore 
composée de deux brant hes indt~finies, mais s6pari.m par le dia- 
mètre; chacune de ces branches est convexe vers le diarnèlrc, et a 
la forme représentée (fig 90 1. 

On prut se proposer de déterminer les points ou l'hyperbole 
approchtb le plus de se diarnktre. Pour y p;irrt:nir, on met d'iihord 
la valeur de Y sous celte forme, 

Ensuite on observe qiie la quanlite doit dtre posilire : 

autrcmrnt , en dgalaiit h z6ro celle qui est sons 1c radical, on trou- 
vrmrait pour x drs valeurs rcclles, ce qui  est contre l'hypolhcse. 
D'apres cette observalion, on voit que  Y sera mirzir~zurn quand le 

P carré (.z+$)' s n a  nul, ce qiii n'a lieu qu'en fairant .x=-- 
8" 

Ainsi, la valeur minimum de Y cst 

On prendra dnnc l'abscisse AE Cgale à la  valeur de x, on mé- 
nrra E ) parc~l lde  aux ordorinres, puis on prendra, de rhaquc i.bii: 
du diamètre, les disianccs OG , OG'. +gales a la valiwr dc Y : l r s  
points G ct G' seront ceux où les branches de I'hyperbolc s'appro- 
chent le plus du diamètre ('). 

243. On a vu (231) que -4 étant nul , B et C ne l'etant point, l ' i- 
quation [ A ]  donne des courbes qui doivent Cire rnrig6rs parmi Ics 
hypcrholes. Suivarit cc qui a éié dit alors, on prut rbsoudre l'cqua- 
lion par rapport à x , et établir une discussion semblable à la pre- 
c6dt:iilc, sans autre changcincnt que cclui dc x ibn y el de y en x. 
l a i s  puisque le carré dc y manque, i'équaiiori [A] n'est plus que 
du premier dcgrC relaiivc~mcrit à y, rl il parail naiurel de la resou- 
dre par rapport à cciie variahlt:. Suivons crtie kouvellc mari he. 

(')Par desraisonncmrnts scmblililesa ceux de la notep .183 ,  or1 dimontre 
que. d m 5  les 1;: 8S et !,O, le point O est u n  cerztre, que  la ligne GG'eat un 
d~nntè t re ,  et que HII' e t  GG' sont deux diunL&rcs co~tjugues.  
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L'équat'on qu'il s'agit de construire pst 

[Al U X ~ + Ç X ' $ - D ~ + E . ~ $ - F = ~ ,  
ou  ( B x f D )  y + C ~ a f E ~ + t = F = .  

-Cxa-EX-F 
Elle donne 

Y =  B s f l )  

Si on effectue la divi~ion, en dbsigiiant p:ir rx 2 : s  ICS deux premiers 
krrnes tlu quolient , rt par t le reste dl. la d i b o n ,  leqvcl nc con- 
tient puint la variable x, la valcui- ci-dl ssus dwicut 

Corislruisons d'abord l a  droite qui a pcmr équation y=r.x f s, 
r t  supposons que ce soit IIH' (fin. 91). 11 r s t  (#!air que,  polir avoir 
'cs p i n l s  de la courbe, il faut porter, dan- la dircction des ordon- 

L 
nées dc cette droite, les distances represrntées par --- 

Biç + D '. non 
point au-dcssus et au-desbous , mais sc~ulrmr~nt au-dessus lnrsqiie 
celte quantité est positive, et sèulemrnt au-dessous lorsqu'ellc est 
nCgalivc. Eii effet, il est évident que dans le prcmicr cas celle 
quantile doit etrc ajuulee à 1'ord.miée dr. la droite, et que daris le 
second elle doit en être retranc hEe. 

Posons, pour abrtigcr, 
t .  v =  -. 

I I x f d '  

et supposant que B, D, c,  soient des quaritités positives, examinons 
quelle marche suivent les vàleurs de Y lorsqu'on fait passer x par 
tous les étals de grandeur. 

t 
On a V= - quand x=O ; donc:, en' prenant sur A y  , au- 

1) 
dessus de IIH', une partie GC cg& a crtte valeur, le point C sera 
à la cotirb:. En faisant croilre x~p'ositivernenl ju~qu 'a  l ' i r  h i ,  V 
restc positif, mais dimiuue jtisquli zéro. Cela iridique qu'a partir 
du  point C la courbe se rapproche de plus en plus dc la droite Hli', 
sans qu'on puisse assigner de limite a ce rapprochcment, On obtietit 
ainsi un arc iiidéfini le1 que CR. 

Afin deramcner la substitution des valeurs négatives à celle de 
valeurs positives , faisons x = - z ; il vie11 t 
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Le dénominateur D-Uz devient nril et  V est infini en faisant 
D 

"- - . 
--BI 

donc si on porte cette valeur de A cri f i ,  du c8té Axr ,  

et qu'on mène LKLr pnrallde a A.y, la droite LKLr ne rencontrera 
pas la courbc, ou du moins riil la renconlrera qu'à l'infini. Si on 
donne à z drs valeurs croissantes depuih zero jusqu'à AK , V sera 
toujours positif, et augmentera drpuis CC jusqu'à l'infini : cela dé- 
t~ rminc  uri nouvel arc h,fierboliquc. CR', qui est comme Ic prolon- 
gement dc l 'arc CR, et qoi se rapproche continuellement de la li- 
gne KL a mesure qu'il s'éloigne de la droite IlII', sans qu'on puissc 
assigneraowne limite à ce rapproclientent. 

Si on donne h z une valeur AZ';=I:IK, V m a  négatif; donc Ic 
puint F, qni rbpond à cette abscilse , sera situé au-dcssous d t x  la 
ligne HIIt. En faisant décroître z dcpuis BE jusqu'h A K ,  V aug- 
nlente négativement depuis DF j uqu ' à  l'inlini ; et en îaisünt croîtrr! 
a depuis AE jusqu'à l'iufiiii, V diminue jusqu'à zero tout en rcs- 
taiit ncgatif. Donc, de chaque c8te du point F, il existe deux arcs 
hyperhoiiques iridcGriis, Fa' et FS, dont l'un s'approche indéfini- 
meut de la droite KL', I t l'autre, de la droite GHt. 

Lcs droiies HH' et LL', qui sont données par lcs équations 
I) 

y = rx + s et x = - -- , approchent indefitiiment de l'hyperbole 
B 

saris jamais la rencontrer : cette propriété remarquable leur a fait 
domir  le nom d'asynzpfoies. La partie OH est asymptote de l'arc 
CR, et la partie OH' est iisymptote de l'arc FS. Pareillement les 
lignes OL et OL' sont asjiuptotes des arcs CR' et FS'. 

I l  a été supl osé, daris cc qui pré(:&, qu'en Taisant l a  division 
indiquCc dans ia valeur dr y di'duite de l'kqualion [BI, le resle t 
n'était pas nul. Supposons maintenant t = O : alors on a 

-Cx3-Es-F = ( rx+s)  (Bit.+-1)). 
Par  suite l'équation [BI peut s'écrire ainsi 

( B x f  y'(r-xf s) ( B x + D ) = O ,  
ou encore de celte manière 

(Bx+D) ( y - rx - s )=O;  

et il est évident qu'on y satidera, soit en posant 

I) 
Bx+D=O d'où x = - -  

B '  
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soit en posant 
y-rz- s = O  d'où . y = r x + s .  

Dc là on rnncluf que ,  dans le cas dont il sagit , I'équalion [BI re- 
prbsenle deux droites, dont l'untt est paralléle a l'axedesy. 

II resulle de la discussion qui vieni d'étre faite q u e ,  dans lc cas 
où l'équatiori du srcond degré iiianque du carré y', sans toutefois 
manquer du rectangle xy, elle reprvsente ou une hyp~rbule qui 
a deux asymptotes dont l'une est par allàle à l'axe dt:s y, ou deux 
droites do111 l'une est paraliele a cet axe. 

244. Il est clair que si l'tquntion niariquait du carré x', et non 
du carré y', cllt. dorinerait ou uiie hyperbole qui aurait uueasymp- 
totc parallele à l'axe des .z , ou bien deux druiles dont l'une serait 
parallele a cc1 axe. 

245. Si les deux carréo manquent, l'bquation doit donner une 
hy pei bolc qui ait deux asy rnplolos respc~clivetnent paralklrs aux 
deux axes, ou bien deux droitos para1ldi.s h cm axes. C'il4 en 
effet ce qu'on dkduirait de I'equation Bxy+1Py$Ex+ F=O, en 
lui appliquant les raisorinemcnls du no 243. 

2i6.  Lorsqu'une branche dr: courbe tlst infinie, unr droite qui 
en approche indérininwnt, sans jarnais la reriwiitrer. se nonime 
asymptole.  b'après celte delinilion, les asyrnptoles sont facilrs a 
déterminer. Voici comment M. CAUCKY a présenté cette recherche 
dans ses l r p n s  d'Analyse. 

Soit C K (Gp. 9 4  une branche de courbe, et GH sou asymptote, 
que nous sii~tposons n'etre point pirallèle a I'axc A y ;  el soient 
MP , i\ B , dm ordonnécas qul,lcc>nqut.s de ces ligncs , corrt,spondant 
à un(- méme a b h s c  AP. 11 faudra que la  dislaiire MN devienne 
t r  és- pc4te pour de irbs-grandes valtwr s dl. x ,  c l  mCnie qu'rlle se 
réduise à zCro qudrid on fera x infiiii ; dunc, si i'cqualion de i'a- 
symptote est 

y=cx+d, 

il faut qu'on puisse tirer de l'équation de la courbe une valrur 
de y, dont la dili'ereiic~ avec cx+d devienne nulle quaiid x es1 
infini. Cette 1 alcur pc-ut doiic be nirLre sous la forme 
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V Blant une forictiou de x, qui disvierit zero pour x= f 9 ou 
pour x= -w ,  suivaut que la brariclie di: c onrbe dont il s'agit 
est infinie du c8té des x positiîs ou du cGLe des x ncgalifs. De celte 
équation on lire 

LZ+V .'.= Y- - , d=y-CS-V. 
.r' x 

Or, quand x est irifini, les quantités Ir et d+V - deviennent 
x 

nulles: on obtiendra donc c en cherchant ce que devient alors le 
Y rapport - , de l'ordonnée de la courbe à son abscisse ; el, aprés 
x 

avoir détcrmini! c, on obtiendra d en chrrchant ce que devient la 
quantitéy-ex, pour la niCnie valeur x =iltfini. Alors, c et d 
étant connus, l'bquation de l'asymptote sera y= ex+ d. 

Si on peut déierrniner de wt t r  mariièrn plusieurs systèmes de 
valeurs rérll(~s et finirs pour c et d,  c'est qu'il existwa dans la 
courbe p'usicurs branches iiifinics qui auront des asymptotes non 
parallèlvs aux ordonnées. Eii faisant x=+=oriobtit:ril les asymp- 
lolcs des branches qui sont infinies di1 cOte d ~ s  x p)silik, et eu 
faisant x=-P, on obtient les asymptotes des branches qui sont 
infiiiirs dans le sens dvs x nrgatifs. 

247. Pour nr laisser èchapper aucune osymptole. il faut encore 
chcrchrr ccllev qui sont parallèles aux ordoiinees; et à cet cffi~t i l  
sufira dc remarquer qu'clics résulicnt dts valeurs non infinies 
de x, qui rendent infinie I'ordoriné~, de la coiirhe. 

A U  reste, en changeant partout, dans ce qui vient d'etre dit, 
x eu y et y en x, on aurail luuks  les asymplotes non parallèles 
aux abscisscs : de sorte qu'on rc~troiivrrait toutes celles qui sont 
déjà connues, plu* celles qui sont paralldes aux ordonnera, les 
seules qii irrsknt encore a découvrir. 

248.  Appliquons à l'hyperbole lins règlvs précédentes. Pourcette 
courbe, les valeurs générales de y sont (239) 

Supposons qu'il s'agisse dc l'hyperbole représentée fig- 88 : sclon 
qu'un fait croitre ;r jusqu'l +su QU jusqu'a - 39, la première 
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valeur d r y  t1L"temmine l'arc HrS ou l'arc I1R , ut Iri seconde valc7:r 
de y determine l'arc IIrS' ou l'arc IIRr. 

Pour avoir l'asytnptole du premicr arc, H'S, il "aut prendre d'a- 
bord lc rapport dt1 y b x, et chercher la valeur de ce rapport cor- 
resporidantv à .r== + =O. Or on a - 

et, si on fait x= + M, il vient 

Aprks avoir lrouvc c , il iaut , pour avoir d ,  clrercher la liniile 

mais on nc voit pas ce quc! devient cette qua~itilc lorsquv x aug- 
mente psitivr!mcrit jusqii a I'irifini : car Ia partie yositive et la par- 
tie négatir e de la parcni h m  dcvienrimt mfinies eil m&me temps. 
Pour Bluder wtte difficulté, nous aurons recours à une transfur- 
ii~ation connue, de laqiielle il résulte 

Sous cctte forme, on reconnaît facilement qu'en faisant x = + 3, 
il vient 

P d = Limite de y-cx = b S - 
BA$ 

Rernpl-cons, dans l'équation y =cx+ d, c et d par leurs valeurs, 
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et on aura, pour l'asymptote do l'arc H'S, 

Si on veut l'asymptote &!Warc HR', on remarquera que ~ c t  arc 
est donné par la s e c o d e  valeur de y, en y faisant croître s jus- 
qu'a - =. Dans ce cas, on a 

Changeonsr en -8 ,  et on fera ensuite x =+=, i l  vient 

donc, pour z = a x , c  a l a  m h e  valeur que dans I'autre cas, savoir , 
. 8  

c = Limitc de 'Y = a + -. 
Z' 2 9 

On trouve pareillement 

el par suite, en opérant la mérnt. transrormation que plbis liaut , 
p. 192, et faisant de nouveau z= + =O, on a aussi la même valeur 
de d que pour le premier arc, savoir : 

P d=Limite dey-cx=  b+ - 
R h J '  

Il suit dc la que k s  deux arcs H'S et HK' ont leurs asymptotes 
sur une même ligne droite, laquelle est donnée par l't5qri;ition [il .  

En raisonnant tout à fait de  la niéme mnnicr~,  on trouve que 
les deux autres arcs, lII l  et II'S', ont aussi leurs asymptbtes sur 
une meme droite, qui a pour équatim 
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ou  encore, en les réunissant en une seule, de cctte manière 

et cette forme montre mieux comment les asymptotes pcmcnt 
se déduire immédiakmenk des valeurs générales qui expriment 
l 'ordonnk de l'hyperbole. En effet, s i  , dails ces valeurs, on ne 
conserve sous l e  radical que les termes variables d'xa+2px, siqn 

compi~tele carre PX%+ 2px+$, et si on extrait la racine de ce 

c;irr6, on aura prbcisément l'6quation [3]. 
249. Les deux asymptotes se coupent sur le diamètre de l'hy- 

perbole : car les ordonnées de ces trois droites deviennent égales 
quand on pose 

P P J x + - =  O, d'où x=- - 
d P .  

Cette valeur est la même qui rend Y nzinimum ( 2 6 2 )  dans le cas 
de la fig. 90 ;  les asymptotes pakent donc alors par l c  point 0. Si 
on semonteau no 240, auquel se rapporte la fig. 88, et qu'on mène 
l'ordonnée OE du milieu de IIII', on aura 

AE = Al3 + f BBr = xr+ (x" - x') = f (xr+ x"). 
%J 2 Mais x' et ;2" sont racines de l'équation xa + 7 s  + - = 0 ; 
d J2 2 

donc la somme x' f xrr est Cgalc au coeficient de x, pris avec un 
signe contraire ; donc 

P PA=: (xA7)+-x")z--.  
6' 

Cette valilcur pronve que, dans le cas du na 240, Ics asymptotes de 
l'hyperbole passent par lc milieu O dc IIH'. 

Connaissant ainsi lt! point où lcs asymptotes coupent Ic diam@ trc, 
pour achever dc les dbterrnincr on fera ZLO Jans lours &paqoq s, 
ce qui donne 
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Oii prendra donc sur l'axe des y [Gg. 8s et YQ), au-dessus et au- ' e t e n  dessous du diamtitre , les distances lT, IT', iigales à - - 2hd ' .  
menant les droites OT, OT', on aura les asymptotes. 

250. Lorsque, dans l'dqualion gknérale du second degré, lc  
coeff~cient de y" n'est pas nul,  les valeursdc y ne contiennent point 
x en diviseur : elles ne peuvent donc deveriir irifinics que par 
une valeur infinic! de x ;  par conséquent il n'existe point alors 
d'asymptote parallèle aux ordonnées (247). 

Si A = O ,  alors l'équation est 

B x ~ + C L + D ~ + E E ~ + F = O ;  

et l'on en tire, comme dans lc no 24.3, une valeur de y de la forme 

La méthode générale fera trouver une asymptote non parallèle aux 
y, rcpr&entée. par l'équalion y=rx +s; mais il y a une autre 
asymptote qui est paralléle aux y, et qu'on obtient en chcrchant, 
comme i l  a été prescrit nn 247, s'il y a quelque valeur finie do x 

D 
qui rende y infini. Or, l a  valeur finie x=- - jouit de cette pro- . B 
priété ; par conséquent il existe une asymptote parallCle aux y, 
laquelle a préc'isenient cette valeur pour abscisse. Ces résultatasont 
conformes à ceux du no 253. Onanrait pu aussi obtenir la dernière 
asymptote par la méthode gdnkralc, cn changeant dans tous les cal- 
culs x en y et y en x. Je ne pense pas que de plus amples expli- 
cations soient nkessaires. 

251. Lorsque B"-4AC=Q, on a ,  pour l'ordonnée cornptbc à 
partir du diamètre, 

1 
Y = - v  p 

idh 
2 x+q. 

Alors, s ip  el y sont positifs, clinqae valeur positive de x donne 
pour Y une valeur rEcHc; et x augmentant depuis zéro jusqu'à 

i'inûni, Y augmente depuis 0 jusqu% l'infini. On eondut de l i  
Z h  

que si on prcnd sur I'axe Ay (fig. 931, au-dessus et au-dessous 
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et  F', et aura du  cbté des x positifs deux arcs infinis tels que 
FS et F'S'. Pour avoir les points situés du cdté des x négatifs, on 
fait x=-a,  ce qui donne 

7 On voit que z augmentant depuis zéro jusqu'à - Y est récl et 
2 p  ' 

diminue jusqu'à 'zéro : mais z devenant plus grand, Y es1 imagi- 

Q naire. On prendra donc AB = -, du côté Ax', et on mènera, pa- 
2~ 

rallt'lernrnt à A y  , la droite Bc. qui coupe le diamètre en C ; la 
parabole sera terminée, du côti: dcs x négatifs, par un arc tcl 
que FCF'. La parabole n'a donc qu'une seule branche SCS', 
çomposL;e dc deux parti&, qui sont indéfinies dans le%ciis des 
abscisses posilives , qui s'ccartent dc plus en plus du diarnktre , 
et qui d'ailleurs sont concaves vers ce diamètre puisqu'uoe droite 
nc saurait rencontrer la courbe en plus de deux points. 

Quand, p étant positif, g est nul, la parabole prcnd la position 
RIR'; et quand, p étant positif, y est négatif, elle prend la posi- 
tion TDT. 

259. Lorsque p est négatif, la courbe prend une position 
ioverse, c'est-à-dire qu'elle s'étend a l'infini dans le sens dcs x 
négatifs. La figure 94. indique comment elle se trouve placée, 
selon que q est positif, nul ou négatif. 

233. Enfin, lorsquep= 0, on a 

cc qui donne deux droites parallélcs au diamètre, et également 
eloignees dc ce diamètre, pourvu toutefois que q soit positif. 
Ellcsse réduisent aiiseul diamctre si q = O .  Elles soiit imaginaires, 
o u ,  en'd'autres termes, l'équation est irnpossilile si g est nrgatif. 

25'1. Si A est aEro, et que B soit zéro en meme temps, l'Qua- 
tion gcnérale [A] devient celle-ci 
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qui est encore comprise dans l c  cas des paraboles (831). Si on la 
résout par rapport à x, on a 

E 
En ne prenant que la partie rationnelle x=--, on a l'[qua- ac 
lion d'un diamètre qui cist parallèle à l'axe des y. Rien n'empeche 
d'ailleurs d'appliquer ici les raisonnements précédents, en y rem- 
placant partout x par y et y par .x. 

On p u t  aussi résoudre l%qualion par rapport y; il vient 
a! 

valeur qii'il serait facile de discuter. 
255. Comme la parabole s'btend a l'infini, on peut demander si 

elle a des asyrnptotcs. D'abord, elle n'en a point de parallèle aux 
ordoniiiics : car, pour cette courbe, on a 

1 
y=ax+ li+-Vi+x+q, 

2 4  
et il cst iividcnt qu'aurone valeur finie de x ne peut rendre infinies 
ces valeurs de y, ce qu i  devrait arriver s'il y avait des asymptotes 
para1Ièles aux ordonnées ( 2 4 7 ) .  

En second licu, pour dkouvr i r  s'il y a dcs asgmplotcs rion pa- 
rallkles aux ordonnées, appliquons la mbthode gCnCrale du nu 046. 
Or, on a 

Y et en faisant x=+m, il virnt Limitc de - =a. Cette valeur doit 
.z 

elre le cocficicnt dc r dans l'équation de l'asymplole, et clle 
prouve que si la parah ;le a cn rfïct des asymptotes, clles sont pa- 
rallClcs au diamctrc. IiIainlenant, on a 

1 
y-nx=I- V ~ p x + y ;  

2A 
donc Limite dc y-nx=tzx .  @cite liiiiite cçt l'ordonnée da point 
où l'asymptote rrnrontre l'axe d m  ,y. Ainsi, pour avoir Irs azymp- 
lotes de la parahole, il facdrait mciier des paralldcs a u  diamdrc,  
infinimc;it eloignees dc l'origine, ce qui rcvient a dire que cette 
courbe n'a point d'açyrnptates. 
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Applicationdes discussions prCctdentes ?i des exemples numériques. 

236. ExetnpZes dans  lesquels o n  a 82-4AC <Oi 
EXEMPLE 1 (Cg. 8 5 ) . y ~ - ' ; x y + ~ x ' - 4 y + 4 ~ - G ~ 0 .  

En comparant cette Equation à l'?qu;ilioia gbnéralc [A], on trouve 
Ba-4AC=-4; donc, si elle représente une courbe, ce ne peut 
elre qu'une ellipse (233). Alais il se pourrait qu'elle ne rr1prhscntât 
qu'un point (236), ou mêmc qu'elle fût impossible (837). Pour savoir 
quel cas a l ieu ,  on la résout par rapport à y, ce qui donne 

y=~x+2iv-x2-3;c+10; 
puis on posa c 

- x l - , ~ x + ~ o = o ,  COU ~ . = a  et  .T=-5. 

Ces raciues étant rkelles et int'gales, on en concliit (235)  que la 
courbe est rkellement unc ellipse qui a pour diamch-e la droite de 
lëqaation y=bx+B,  et qui coupc cc diamètre cn deux points 
dont les abscisses sont f 2 ct - 5 .  

En faisant .r=0 dans l'cquatioii du diami:trc, il virnt y=2; 
et en faisant y = O ,  on a x=-8. Je  prends donc, sur les a x a ,  
AI=2 et AIr=S7 et je mène, par les points 1 et Ir, une drbitc 
qui sera I c  di;im~trr. De plus, jc prends A B = 2  et AB1=5, jo 
mène, parallèlement à llaxèAy, des droites qui coupent cc diarnètrc 
aux points II et II'; et ces points sont ceux où la courbe e l l e - m t ~ e  
reuco~itre ce diamètre. 

La quantité qui rst sous le radical pcnt se décomposer en 
- ( x - 4 ) ( x + 5 )  ou ( 2 - x ) ( x + 5 ) .  En nommant dooc tou- 
jours Y I'ordonnEe comptée k p:irtir du dinmhlre, on a 

De A jusqu'à B ,  l'abscisse x est positive r t  moindre que 2 ;  
- 

donc Y est récl. L'abscisse x =  0 donnc Y- V 10, et x - 2  

donne Y=O. Donc , si on prciid IF= IFr= ~ 1 0  , I'elliysc 
aura un arc tel que FHF'. A i i - d r l i ~  du pi r i t  B, I'abscissc .r est 
plus grande que 2 ,  et Y dcvicrit imaginairr ; par conscqucnt la 
courbe ne s'iitepd pas au-ilch de la ligno XJI. 

Pour avoir lcs points placés do coté des x negatifs; on fera 
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et il est clair que dans l'intervalle AB', z étant moindre que 5, Y 
est réel ; mais qu'au delà de Br, z etant plus grand que 5,  Y est 
imaginairc. De li r6sultc un swond arc tel qiir FH'F', qui ne 
s'étend pas a u  delà de la droite B'H', et qui acliève la coiirhe. 

S'il était utile de déterminer lrs  points où elle colipe l'axe A s ,  
on ferait y=O dans l'éqriation proposée ; alors il viendrait 
+; x-4x-6=0,  d'où I'on tire les abscisses dcs points cherches. 

Pour connaitre les limites de l'ellipse paralli~lemrnt au dia- 
mètre HII', on remarquera ( 2 3 5 )  que la sommo des f;rcirurs qui 
entrent dans l'expression de Y, etant égale à 7, lc maxin~unz de 

ct  que la valeur correspondante de x est donnée en pusant 

2-x=:, d'où ~--i 3 .  

Cette abscisse est celle du miIieu E dc BR' ; de sorlc qu'on aura 
Ics limites c1ierchi:es c!'n portant sur l a  ligne EO, p;irallklt: aux 
ordoiinires, au-dessus et au-dessous du diamètre, les distances 
OG=OG1=: ,  et en menant ensuite les droitcs CM ct G'K' pa- 
rall6les a u  diamétre. Si on résout l'6qualion dc . la  çoiirbe par 
rapport à x, on trouvera un  autrc diamètre et d'autres limitcs. 

E x m i ~ ~ e  II (fig, 96 ). y2+ 2 x y + 5 . ~ ? - 4 x s O .  

Ue cette cquation l'on tire 

Sous Ic radical, x' a le signe - ; et si on pose x-x'=O, on 
trouve x=0 et x = 1 ; donc l'équation représente une ellipse. 
Le dianidre a pour équation y =- x; donc il divisc l'angle ZAY' 
en deux parties kgalcs. Les ;il~scisscs x= O el  AB=1 dktermincnt 
les poiuts A et I-1 , où  l'ellipsc coupe le diamètre. 

De . x = O  a x = i  , le  radical est réel; au  delà du point B ,  i l  
est imaginaire ; pour les abscisses negatives, il es1 aussi 'imagi- 
ginairc. Donc I'ellipsc est comprise entre lcs parallblrs A y  cl  nH. 

En faisant y = O dans l'équation, on trouve x = O et x= 5 ,  
valeurs qui donnent Ics'points où la courbe rencontre l'axe de x .  

La valeur dc x qui rend 16 radiwl n z a z i n u m  est x = + ;  et  ce 
nznxirnurn est 2vz< = I , ce qui dbterxniae les limites de la 
courbe Flc chaque Çatd de diamètrg 
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EXEMPI.E III (8g. 07).  y'-2.ry f 6x'-gy-28x f 46=O. 

De là on tire y= x f i  zkv-5.2 +30x-45 

et en posant - 5x2 + 30x-45 = 0 ,  on trouve deux racines 
égales i~ 3. Comme d'ailleurs le coeficient de x2 est niigatif, on con- 
clut que 1'Equation proposée rrqw6serile un point seulcmcnt ( 236). 
Et  en  effct, les valeurs de y pouvant s'écrire ainsi 

>=xf I Z ! I ( Z - ~ ) ~ ,  

il est évident qu'elles ne  peuvent elre réelles que pour la scule 
abscisse x = 3,  à laqurJle correspnrid y = 4. 

Dans ce cas, l'equation proposce est la somme dc deux carrbs : 
en effct, il est clair d'abord qu'elle revient à celle-ci ' 

ou liien, en remarquant quc le prcmier membre est Ie proililil de 
la somme de deux quantites par leur diffbrence, 

(Y-x - l )n+5(x -3 )2=0 .  

Sous crtte forme, 'on voit bien qu'on n'y pcut satisfaire qu'en 
figalant ii zkro, en mCme trmps, chacun des deux carrés, ce qui 
donne x=3 et y=&, comme plus haut. 

Exe ,u i .~~  IV. y2-2xy$.2x2-2y+3 = 0. 

Ici ,  on a y = x + i i ~ - x ~ + x - ~ ;  - 
puis on pose -xa +ex-2=0,  d'où x= 1 kV- 1; et comme 
ces racines sont irnagiriaires , on conclut que 1'8qualion proposée 
est impossible (137). Pour mettre cc résullat en évidence dans 
I'bquation meme, on remarque d'abord que 

et que par suite l a  proposée revient a 

ou bien B 
~ - x - I ) " ( x - l ) =  4 - 1 1 0 ,  

équalion évidemment impossible : car In  somme d m  trois carrés, 
dont l'un est unc qiiantit8 constantc, ne  peut jamais etre nulle, 
quclque valeur réclle qu'on donne A x. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



~ & o ! ~ ~ T R I &  A N ~ Y T I Q U R  A DEUX ~ I M E N S S O N S .  202 
E x e m ~ r . ~  V (fig. 98). jPa+2-4y+2x=O. 

On suppose quc les axes sont rcclangulaires,, Si on ajoute 4. aux  
termm y'-'Gy, on aura lc carré de (y - 2) ; et si on ajoute 1 à 
x2+2x,  OU au ra le  eurré dc (xf  l).: donc si onajoutc4+1 ou 
5 aux deux rnernbris de 1 '8pation,  on aura 

dy-2)a+(x+lj2==5. 

Le prenaer membre de cette dquation est I'rxpresGon du  carré de 
la distance d'un point quelconque M de la courbe, au  point O dunt , 

les coordonnées sont x=-1 et y = 2 (219). Cette distaricc est 
donc kgale à V 5  pour tousles points de la courbe ; par conséquent 
cette courbe est une circonférence de cercle qui a le point O pour 
centre et V 5 pour rayon. La distance A 0  sera re rayon de cctle 
circonfcrence : car le  triauglc rectangle AOE doniic 

-- - 
AO=~/KZ~+EO~= VI + 4 = ~ r J .  

Il est important de remarquer que toutcs les fois qu'une equa- 
tion du second degré doit Ctre construite sur des axes rcctangulai- 
res, si elle ne conlient pas le recl.anglryx, et que les carrcs x.' ct 
y' aient le m&mecoei?iciént, ccttc équation peut être traitée comme 
la préc&dente, et rcpresenlcra lin cercle ou un point, ou hirn sera 
impossible , selon que le second membre, après qu'on a complcté 
les carres, est positif, nul ou negatif. ' 

0 

257. Rxeniplrs  duns lesquels on a D1 -$AC> O .  

Extiai~r ,~  1 (fig. 99:. y'fxy-2x2-?y-2~+3=0. 

Celte cquation donne y=-; x +I -+ V ;JI' fx-2. 
On construit d'abord le dirlmétrc dont l'équation est y = -$x + 1. 
et on pose ensuite - 

%x'+x-2=0 ,  d'où x=-:*$ V 7 6  ; 

comme CPS racines sont réelles et inégales, et que d'ailleurs le 
cocffisient dc x' est positif sous le radical, on est sûr que l'bqua- 
iion proposée est une hyperbole qui coupe le diamétrc (%O). 

En prenant AE = %, du côie des x negatifs, ct portant, de chaque 
cOté du point E, une distance kgale à 5 L/ 76, on a les deux points 
B et Rf, qrii ont pour abscisws Irs valeurs prGc6drnles de ir. ; et cm 
mcnmt par cm points des parallèles a l'axe A y ,  on détermine les 
intcrscctions Il  et It' dc l'hypcrbole avec Ic diamèlre. 
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La première valeur de x est posilivc, et la seconde est negativa : 
je les désignerai l'une par x' et l'autre par -zl'. Alors on aura, 
pour l'ordonnée à partir du diamètre, 

Uo A r n  fi, x est positif cl rnoi~idre quc .xr, donc Y est imaginaire. 
Au delà du point 13, .r augrnenlant depuis x' jusqu'à l'infini, Y 

. cst rhel et augmente dcpuis zero jusqu'a l'infini, ce qui $blerrninc 
, la branche d'hyperbole RIIR'. 

Soit x =- z, on a 

Y=; V ( z f  .xl) ( z - x " ] .  

Lorsque z est a m p r i s  entre zéro et x", Y est imaginaire. Mais si z 

augmente drpuis z= x" jusqu'à z = x, Y sera récl et augmcn- 
tera lui-mi:rne dqiuis zéro jusqu'à l'infini, ce qui donnera la sc- 
conde branche SH'S'. 

Pour  avoir les asymptotes de ccttc hypcrbolc, i l  faut , suivant 
la rigle donnée a la  f i r i  du no 24.8, prendre lc tiiriorne f x-1-:, dont 
le carrk reproduit les dcux premiers tcrmes Sxl+x, qui se trou- 
venl sous le radical dans les valeurs de y ; et les équations des deux 
asymptotr:~ seroril 

y=-: x2.f l f  (lx+;). 

Ces droites se*coupent su i  le diamètre au point O, pour lequel on 
a x =- G .  Afin d'obtenir un  second point de chacune d'elles , on 
fait z r 0 ,  et la partie 1x -+ t ,  qui est prCcFd6c d u  s i g r ,  31, 
se réduit a ;. On prendra donc, de  chaque cOte du diamètre, 
IT=ITf=f , on mènera la droite 1111' par les poinls O et T, 
et la droite LL' par les poinls O et T' : ces droitis scronl les 
asymptotes de l'hyperbole. 

EXEMPLE II (66. 100) .  ya-2xy-2y-Zx-4=0.  

De I i  on tire y = x + i - + V x 2 + 4 s + ~ .  

Si on pose xp + 4x + 5 = O ,  on trouve des racines imaginaires : 
d'aillcurs za a le signc f sous le radical; donc l'équation repré- 
sente une hyperbo!e qui nc rencontre point le diamètre (242). 

Soit 1111' le diani6tre. L'ordonnbe à partir de ce diamctre est 

0t on  oit qu'elle est miirinum lorsque .TG -2, ca u1 dongs 9 . .  
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1. On prend donc AE= 2, on miine I'ordonnbe EO da diad 
mètre, sur laquelle on porte OG&OE=I ; et les poinls G et E 
seront ceux de l'hyperbole qui approchcnt lc plus du  diamètre : 
de sorte qrie si on tire EK et GK' parallèles à IlII', la courbe sera 
tout entière hors de ces parall~lcs.  

La quantité P va en croissant de ;t.= - 2  a x = 0 ,  et  de x= O 
à x=+=. Elle croit encore de .r= -2 5 x x - m .  Ainsi à 
partir des poinïs E et G ,  les deux branches de l'hyperbole s'Qloi- 
giicnt de plus en plus du diamétre, a droite ct à gauche. 

Si on fait x=O, on a Y =  V 5  , ce qui donne les points F et F' 
ou la courbe coupe l'axe des y ; et si on fait y = 0 dans l'équation 
proposée, i l  vient x= -2, ce qui donne, pour l'intersection dc la 
courbe avec l'axe des x ,  le  point unique E , déjà trouvé. 

Quant aux asymptotes, ellcs ont pour équations y = x  + 1- 
(x 4-91, ou bien 

y=2x+3  et y=-1. 

La prcmiérc détermine l a  droile U U ~  quircricontre les deux axes; 
et la seconde donne une parallblc YV' à l'axe dcs x .  On pouvait 
d'ailleurs prévoir, à l'inspection de l'cquation proposée, que l'hy- 
perbole avait une asymptote paralMe à l'axe des x ,  puisque le 
carré de celte variable n'entre pas dans l'équatiori (244). 

EXE~IPLE 111. y%-by-?y f 4 x d .  

On trouve y = ~ + 1  t - ~ s ' - 2 x + l  ; 

et si on pose .xl- 2 x f i  = O ,  on obtient deux racines égales à 1. 
Donc, au  lieu d ' u w  hyperbole , on a deux droites qui se coupent 
(241 ) , et d ~ r i t  les Iqüations sont 

y=2x et. y=2. 

L'hquation proposée peut donc se d6composcr cn facteurs ration- 
nels, et s'écrire ainsi 

(Y-22:) ( y - ? ) = O  ; 

et sous eette forme, on vuit pourquoi elle représenlc deux droites. 
EXEMPLE IV (fig. 101). x2-23/.~'-2~+4,y-I  = O .  . 
Comme le carri: y' manque, cette Qquation se :rapporte a u  cas 

traité no 253. Si ori en tire d'abord la  valcur de'y, et qu'on eKcc- 
tue la division, on trouve 
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Construisons la droite TIR' qui a pour bquatian y =:z, et faisons 

Pour x = O ,  on a V= : ; donc il faut prendre au-dessus de la 
droite 111-I' la distance AC = i. Si on fait croître .x depuis zéro jus- 
qu'à 2 ,  V augmcntc positivmicnt . jusqu'à l'iriGiiï; dnnç si on 
prend AB -X 2 et qu'on mène, par le point B , la  parallcle LL' a 
l'axe des y, l a  courbe aura un arc indéfini, tel que CR, dont OL 
est asymptote. Quand x surpasse 2 ,  ecrivoris V de cette maniére : 

On voit que,  si on fait dScroitre l'abscisse jusqu'à XI= 2, V aug- 
mente jusqifa -=; et si on fail augmenter x jusqu'à l'infiiii, 
V dirninuc justp'à zkro; donc la courhc a iinc branche tclle que 
TT', dont OL' ct O11 sont asymp!oles. 

Faisons x = - z ,  on a 
1 V= -. 

2 (8fz) 

Cette quantité reste positive et diminue depuis V = i  jusqu'a 
V=O , lorsque z augmente dcpuis zéro jusqu'à l'infini : de là ré- 
sulte l'arc indéfini CR', qui est l t :  prolongenitmi di? CR et qui a pour 
asymptote OH'. 

E x ~ ~ ~ ~ ~ V ( f i g . 1 0 2 ) .  x 2 + 3 x y f 2 y f 2 x + f = 0 .  
-x= -SX-8  

Cette équation doline y= - --- ;x-4. 
3;c+ 2 d > 

et cette valciir indique une droite trlle que RC , qui rencontre Ics 
deux axes. Mais l'équation prbposbc dktcrmine aussi une droite 
,DE parallcle 5 l'axe des y : en effet, de ce que la division a pu sc 
faire exactement , il s'ensuit que 3 x  $2 est un facteur dc I'équa- 
tion ; donc elle est sabisfaitp, en posant 33-+ 2 = 0  ou x =- J, ce 
qui donne une parallclc aux ordonnkcs. 

EXEMPLE VI (fig. 103). z y + 2 y  $31-2=0 .  

De là on lire 

et une discussion facile à faire détermine une Iiypc~hole , telle que 
l'indique la figure, avec s('s deux asylnptotes MH', BK', qui sol$ 
parallélcs aux axes et qui ont pour équaiiops y=-- 3 ,  x = - 2. 
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et comme le radical renferme la première puissance de x, sans 
le carre x a ,  on doit avoir une parabole (251). Le diamètre est 
donne par l'équation y= - x- 2 : il rcnconlrc les axes en deux 
points 1, 1', aux distances A I  = 2 ,  AI1= 2. 

En faisant croître -x positivement de zkro a l'infini, le radical - 
V x + i  est réel et augmente indéfiniment à partir de l'unité. 
Ainsi 'sont détermin& le i  arcs FS et  FIS', qui coupent l'axe des z 
aux poinls F et Pl, construils en prenarit IF=lF1=l .  

Si x croit négativement jusqu'à l'unité, Vx + i dimirlue jusqu'à 
ziko; donc, t.ri preriaril A B  = 1  et menant BC paralllle à A y ,  cette 
parall&lc coupera le dianiètre au point C ,  où viennent se réunir 
1,s deux a r c s  de la parabole. I ls  ne vont pas au-delà de UC : car 
les abscisses négatives > 1 rendent le radical imaginaire. 

La Parabole ne rencontre point l'axe des x :  car en faisanty=O 
dans l'équation proposée, i l  vies x" 3x 4-3 = O ,  d'oc l'on tire 
les valeurs imaginaires x = -t $ V- 2. 

EXEMPLE JI (Lig. 105). ys+.23-y+x2-4y -3x--f-4= 0. 

Ue là on tire y=-r+aiV-x:  
alors' l a  parabole et son diamètre sont placés c m m c  on le voit dans 
la figure. 

On peut résoudre celte équation par rapport i y ; mais on peut 
aussi la traiter comme les exemples précédents, en changeant dans 
les raisonnements x en y et y en x. On trouyera le diamètre HU' 
et la parabole SCS'. 

Cette équa t ih  doiinc y =x-1 & V ~ . = X -  f&2,  

c'est-à-dire y = ~ + i  et y=z-3: 

ces valeurs déterminent deux droites paralkles. Dans ce cm, l'é- 
quation proposée a pour premier membre lc produit des deux fac- 
teurs (y -x-1)  et ( y - x f  3). 
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Celle équalion donnant pour y deux valeurs égales x t i ,  Son 
premier membre est le  carré de (y-x- 1 ), et elle ne détermine 
qu'une seule droite, laquelle a pour équationy = x  +- f l .  

EXENPLEVI. y2+2xy+xa+y+x+l=0. 
Ici on a ' Y= - x - ~ +  A - V-; ; 

et comme ces valeurs sont imaginaires, on conclut que l'équation 
est impossible. En effct , elle revient a (<y-/- z+ f)'+t =O, 
et, sous cette forme, on voit sur-le-champ pourquoi elle est im- 
prmiblc. 

CHAPITRE VIT. 

Évanouissement des ter&s du premier de@. 

259. POGR reconnaître awx plus de facilité les propriétés des 
courbes du second drgré, il convitmt dc réduire leur équiilion i 
la plus grande simplicité ; et le procédé qu'on emploie pour opérer 
cette réduction mérite d'etrc soigneusement remarqué. 11 consiste 
à changer le syslèrrie des coordonnées sam supposer d'abord au- 
cune Valeur particulière aux quantitbs qui servent a fixer la posi- 
tion des  nouveaux axes. Par-là, on introduit dans l'équation 
tra~isîorrnée des quantités ind&tarrninécs , dont on dispose ensuile 
pour annuler quelques-uns des termcs de cctte équation. 

La transformation la plus génera!c serait de changer i la fois 
l'origine et 1% direçtion des axes : mais il revienl tout à fait au 
meme d'eflectucr ces changements l'un a p r h  l'autre. De cctte ma- 
nière, on démêle mieux l'influence propre a cliacun d'eux, et le 
calcul es1 moins compliqué. 

260. Soit donc I'kquation g&éralc 
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premons d'autres axes, parallllcs aux  axes ûctucls, mais passant 
par une origine que lco r iq~e~  A cet effet, il faudra fairc dails [A] 

n et Ei Etant les coordonnées de cotte origine, ct 2, y', les nou- 
velles coordonnées variables. Pa r  cctte substitution l'iiquation se 
transf~rmc en celle-ci, 

P l  Ayr"+ Bx'y'+Cx1"DDi'+E'x'+F'=O, 
dans laquellc, pour abrkgcr, on a fait 

Df=2AD+ Ba+ D, E1=IC~z+BO+E, 
Fr = AD2+ BuD +Caa + l ) G + E a f  F. 

Remarquons la composition de l a   transformée'[^]. I o  Les coeffi- 
cients des termes du  2. degrii n'ont pas changé.'2" Les coefficients 
D' et Er de,/ et de x' s'obtiennent en Eforrn;int le polynome dérivé 
relatif à y et le polynome dérivé relatif à x , du premier membre 
de l'équation primitive [A], et en remphlant dans ces polyuomes 
x et y @ar les coordonnées a et 6 de la noiiucllc origine. 3" Enfin, 
l a  partie constante F' sc trouve en substituant a et O à la place de 
x et dc y dans le premier mernl~re de l'équation [A]. 

Revenons maintenant à i'kquation [BI, et profitons de l ' ihé ter -  
mination de a et  b pour faire disparaître les termes du premier 
degré. En conséquence nous poserons 

[Il 2Al f  Ba+D=O, 2Ca+Bb+E=O ; 
ct nous tirerons de ces équations les valeurs de a et 0 ,  savoir : 

2AE -BD, 2CD - BE 
a= b =  

B2-4hC " H"4.4C ' 

Dans le cas des ellipses ou des hyperholcs ,' Ic ddnorniriateur 
Ba-4AC n'est pas nul (233) : ces valeurs ne sont donc ni infi- 
nies, ni indéterminées; de sorte qÜ'cn plapiit l'origine au  point 
qu'cllcs di?lcrminent , l'i!quation [RI perd vCritablemcnt Ics ternws 
cn r' et en Ce point est le  seul qui jouisse de'cetle propriété : 
car les équations [il n'admettent pas deux s?htions. 

Pou r  Ics paraboles çclte sirnplificalion est irnpossiNe : car alors 
3' -~ .AC=O, ct lcs valeurs tlc a et de b sont infinies., 

Mais si, de plus, un des numérateurs, 2AE-BD , par exemple, 
est nul en m h e  temps que B"-$AC, ces dcux suppositions 
rendent aussi nul Yaulre numérateur, et les valeurs de a et de b 
deviennent iitd6terrninées. A.lora on sait que les équations C l ]  
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rentrent l'une dans l 'autre, ou, ce qui e s t  ln  m&me chose, Ice 
droites qu'elles représentent n'en font plus qu'une seule; par 
conséquent il existe une infinité d'origines, toutes situées sur cette 
droite, avec lesquelles on peut faire évanouir les termes du prcmicr 
dcgré./blors aussi l'kquation [hf ne rcpréscnte plus une courbe. 
E n  effet, les valeurs générales de y qui s'en dbJuisent sont 

et, par la double hypothèse Ba-4hC =O et 2AE-BD=O, elles 
se changent en cclles-ci : 

Dr, ces valcurs ne repritsentent pluf quedeux droites parallbles, 
lesquelles peuvent, dans certains cas, se réduire à une sde, ou 
~ n h e  devenir imaginaires. 

Donc lcs ellipses et les hyperboles sont les seules courbes du 
second ordre dont l'bquation puisse se ramener à la  forme 

ICI Ayfa + B x f y f + C x f a + f ' =  O .  
261. On pourrait penser qu'en changeant à la  fois l'origine et 

l a  direction des axes, il serait possible de faire disparaitre les ter- 
mes da  le. degré, dans dcs cas ou l e  seul changement d'origine 
ne suftirait @as : il est facile de se détromper à cet égard. Suppo- 
sons qu'une telle transformation ait en effet opéré cette simplifica- 
tion, ct qu'elle ait donnS l'équation [Cl. Remplayons les derniers 
axes par d'autres qui aientmCme origine qu'eux, mais qui soient 
paralleles aux coordonné~s primitives x et y. Les valeurs qu'il 

'fatidra substituer dans la dernière kquation [Cl seront de la forme 
Z ' = I I Z X " + I I ~ " ,  y'= n ~ , ~ : d ' + ~ ~  j et il est évident qu'on ne rcpro- 
duira aricun terme du Icr degré. De 1i1 je conclus que si on était 
passé tout dlabor.d dr? la prernitire origine aila seconde, sans altcrer 
In  direction des premiers axes, lcs tcrmcs du Irr degré auraient 
également disparu ; de sorte que la direction des axes n'a aucune 
influence sur l'évanoussiment de ces termes. 

262. Bans ce qui préccde, les coordonnées de i'tkpation [A] 
avaient une direction quelconquc. On suppose, daris ce qui suit, 
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qu'cllrs sont rcctangulaireç. Si ellcs ne 1'Êtaicnt pas, on pourrait 
les r ~ n d r e  tellos par un(> simple transbrmation d'axes. 

Ccla posé, chcrchoiis a faire disparaître l e  produit des coordon- 
nées en choisissant de nouveaux axes qui soient aussi rectangu- 
laires. I l  est inutile de changer l'origine : car si ,  en la p l apn t  en 
un certain point, ce produit disparaît, cette simplification aurait 
encore lieu pour toute autre origine, attendu qu'en y transpor- 
tant les nouveaux axes parallblemen11 eux-rnenirs, lcs tcrmcs du 
second degré ne changent pas ( % O ) ,  et que par conséquent le 
produit nc saurait reparaître. Prenons donc les formules [ 4 j  
du no 191 qui servent a passer des axes rectangulaires i d'autres 
axés rectangulaires, et faisons-y a = O ,  b = O  : on aura 

x=x lcos  a-y' s ina ,  y = x l s i n  u + y l  cos a;  

et en mettant ces valeurs dans l'équation [A], on la changc en une 
autre telle que 

P I  MyrS + K.r'y'+ N.r f2  f Ryr+ Sx' -1-F= O ,  
' 

dans laquelle M, K, N, R, S, contiennent l'indéterminée a. 

Pour que l e  terme affecté du rectangle x'yr pzisse disparaître, 
il faut que l'équation K=O détermine pour u unc valeur réelle. 
Or, si on développe les calculs autant que cela cst nécessaire pour 
avoir K, ou trouve 

K=B(A-C)sin acoszf B (cosau-sin' a). 

Ainsi, pour cannaitre a ,  l'équation à résoudre est 

2 (A-C)sinzcosa-~B (cos'a-sin"a)=O. 

Dans Ia trigonomCtric ( 29 ) , on a trouvé 2 sin a cos a=siii%, 
COS' a-sin' a=cos 2 a. Pa r  suite, K = O devient] 

(A-C) sin 2a+Bcos2a=0,  

d'où 
sin 2 x  -B -- -tang2z= -. 
cos 2 2 A-C 

Comme la tangente peut prendre tous les élats de grandeur entre 
-CC et +oc, il s'ensuit que l'arc 2 x  est toujours rEcl. Cet arc  
peut avoir quatre valeurs : en eEct, cc doit être compris entre O et  
3600 (194) ; donc 22 est compris entrc: O i 360" X 2 ,  et si nous dé- 
signons par %' 1'al.e moindre que 180°, qai répond à la tangente 
ci-depus il y- aura entre O et -360" X i2 quatro arcs qui aumnt 

14 
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cette mémc tangente (16). Ccs quatre arcs sont 
z ' ,  2a'+180°, 81'-?-2. lSOn, 22'+3.180°, 

donc a aura aussi quatre valeurs, 
a'. a'+ 90" u'f 3.900, a'f 3.900. 

Les drus p r c m i h s  déterminent deux droites à angle droit, et 
lcs dernières en dctermimnt lcs prolongements. 11 cst clair quc 
si 011 prend unc d c  ces draitcs pour l'asc des 2, l'autre sera cclui 
des y'. R"oub1ions pas que l'origine n'a pas et6 changk, et qu'elle 
Ctait sitiiCc d'une mnnicrc quclconque : alors on pourra conclure 
qu'il existc, autour de chaque origine, un systkmc d'axes rrsctan- 
gulaires propre à faire dispayaitre l c  reclzngle x y ,  ou à réduire 
l'équalion du sccqnd ordre à la forme 

Pl fil2" -+ N X ' ~ B ~ ~ +  SX' +F=O ; 
et en gciiéral il n'en existe qu'un seul. 

2G3. I I  faut ccpendarit rcuiarqurr ici l e  cas où l'on a en memc 
temps B=û et  A = C .  Alors l'6quation [A] pcut s'dcrirc ainsi 

et on voit quJel!e rcprésciilc un cercle ( n n  2 X ) ,  Ex. V. Alors 
aussi tang2;r cçt indéteruifnée, ou plutfit le  coeflicirnt Ii est nul 
dc l u i - m h c  : ct ccln prouve qu'on pcut prendrc deux aues quel- 
conques à angles droits, sans ramener dans l'équation le rectangle 
des coordonn6cs. Ccttc conclusion s'accorde avcc le no 186, ou l'on 
voit que l'équation génkrale du ccrclc, rappr t i :  à dcs axes rkctau- 
gulaircs, ne conticnt point le rectangle xy. 

264. Selon que l'équalio~i primitive [.4] représente une ellipse, 
une hypcrbolc ou une prabole ,  la quantité W-4AÇ est ncgative, 
positive ounullc. Or l a  quantitb analogue, tirde de I'équation [El, 
est -4,MN; donc lcs cocfficicnts nI e t  N doivent êtrc de mdme 
signe dans le cas dc l'ellipse, ct de signe d i f ï k n t  dans le cas dc 
l'liypcrbolc. Dans lc cas de la parabole, u n  dc ces coclficicnts doit 
Ctrc nul : d'aillcurs, ils ne perivcnt pas l'être tous deux; autrement 
l'équation [El cesserait d'&tre du  2" degré. 
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l'origine (2601, ct ensuite l e  rcctanglc des variables cn choisissaiil 
de nouvcaux ares  rectangulaires, comme on vicrit dc l'cspliqucr ; 
ou bien, si on lc prbfbrc, on peut changer d'abord l a  dircclion des 
axes, et ensuite l'origine. Par  cette double npbralioii l'cquation 
dc la courbe sera réduite à la forme 

J 

en dhsignant par x et y les dernifircs coosdoiinécs. , 
Dans le cas de l'ellipse, M ct  Pi sont dc r n h c  signe; ct en 

N P 
faisant - = 112, ---p, l'équation peut s'écrire ainsi : 

nl M- 

Dans lc cas de l'hyperbole, DI cst de signe contraire i K. Alors 
N P 

on fait - =-nt2, - = p ,  et l'équation s'écrit ainsi : 
n1 171 

y' - n z b 2 = y .  

2136. Ces formcs d'iquations ne convienricnt point aux para- 
boles : car l'équation de ces courbes ne peut jamais perdre Ics 
deux termcs du  premier dcgrb (260) .  Mais on peul cn faire dis- 
paraître le rectangle, r t  meme alors l'un des carrés disparaît 
aussi ( 2 6 4 ) .  Supposons que ce soit le carre x'" : l'écpitiori drs 
paraboles sera 

FI I V ~ ~ ~  + RY'+ s.x'+F= O .  

Prenons de nouveaux aucs, para!lCles i cbuv dcs s' et dcs3fr, ct 
rapportons-y l a  courbe. Pour cela, on fcra dans l'eqnation [G] 

i l  ne reparaîtra point dc rectangle s''y", et nous ii~éroduirons ainsi 
deux indCtcrrninées a ct O ,  à l'aide dusqucllcs on pourra faire 
disparaître dcnx nouveaux termes. La substitution donne 

équation dans Iaqucllc la partic aKccf6c dc y'', ct cclic qui  est 
indépendante des variabks , sont les seulcs où entrent lcs indfiter- 
minées a et  O .  On fcra disparaître ces deras parlics en posant 
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b n'est pas infini, car N n'est .pas nu l ;  et a n'est pas infini non 
plus, car il est permis de supposer que S n'est pas zéro. En effet, 
si S etait zéro, l'équation [G] ne conlienclrait plus x', e t ,  cn la 
résolvaut p;ir rapport à y', on Lrouvrrnit deux valeurs constantrs; 
donc l'équation donnée ne rcprésen!erait plus une ligne courbe, 
ct  pour cette raison on rejette le cas particulier ou S est nul. 

RI;iintcnanty il est clair qu'en p lapn t  l'origine au point qui a 
pour coordonnées les valeurs précédentes dc a ct b ,  la dernière 
transformeo [Hl se réduit à celte éqnation 

[il P?ly""- Sx" = O, 
S 

ou bien, en supprimant les accents et faisant -ni=2p, il 

y=-9  - -PX Y 

qui cst , sous la  forme la plus simple, l'équation des parabolrs. 
267. E n  rCsumC , on conclut qu'en choisissant convenablement 

l'origine et l a  direction des axes, les cllipses , les hyperboles et les 
paraboles peuvent être rcpréscnlées par les équations 

[a] y2+nt2x2=p,  [b] y'-nzPx'=p, [CI .31?=2px; 

et  que ces formas d'équations ne subsistent que pour un seul sys- 
thme d'axes rectangulaires ( lc cas du ccrcle esccpl6). 

Du centre et des axrs. 

268. Ccs équritiuns mettent en évidence quclqiies propri6tds 
qui meritent dc fixer l'attention. D'abord, de ce quc [a] et [[il nc 
contiennent pas les termes du  le' degri! , on conclut que l'origine 
est un centre. Mais il faut rcp-endre les clioscs de plus haut. 

On appelle centre d'une courbe u7z point qui divise en deuxpar. 
tics igales toute droite qui yassepnr cepoint,  et qui est terminée 
a la courbe. n e  cetle dkfinition découle le théoréme suivant : 

Quand l'origine des coordonnées est placée au centre d'une ligne 
du secorzd ordre, les termes da 1" degré , par rupport aux coor- 
données, n'entrcntpoirzt dans l'équation de ceLh ligne; et récipro- 
quement, lorsque les termes du l e r  degré n'entrentpas dans I'icjua- 
t i o n  d ' u n e  ligne du second ordre, l'origine est l e  centre de cette 
courbe. 

Pour l e  démontrer, reprenons l'équation générale 
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G$OM~TRIE ANALYTIQUE A DEUX DlME?;SIONS. 213 
supposons que l a  courbe rcprésenthe par cette Gquatioii ait u n  
cerilre, et que cc contre soit pris pour origine des coor*données. 
Toute droite menée par ce point s pour équation y = n.z; et, pour 
obtenir les abscisses des points de reocontrc de l a  droitc avec l a  
coiirbc, il t u t  Faire y = a x  dans l'cquation [A). On a ainsi 

(An2+Ba-tC)x2+-(Da+E)x+F=O, 

equation dont les racines sont lcs abscisses cherchées: Or, MN 
(fig. 107) étant la partie de la droite comprise dans la courbe, on 
doit avoir AN=AM ; donc si on mène les ordonnées RIP, KQ , les 
tria:igles ATW, ANQ , seront kgaux ; donc AQ=AP : c'est-a-dire 
quc l'équation qui donne ces abscisses a ses racines égales e t  de 
signes contraires; donc on doit avoir Da+E= O .  Mais celte égalitc 
doit exister quel que soit a ;  donc on a séparérncnt D=0, E=O : 
par consequent , lcs termes du Irr  degr6 ne doivent pas entrer dans 
l'équation [A]. 

Rkciproquemcnt , lorsqu'on a D = 0 ,  E = O,  l'équation qui 
donne x a ses deux racines égales et de signes contraires, d'où l'on 
conclut que les triangles APM, AQN , sont égaux, et par suile que 
toute corde MN, mcnée par l'origiuc, y est divisée en deux parlies 
égales : c'est-à-dire que l'origine est un  centre. 

Ppur  qu'une courbe du second ordre ait un centre, i l  faut donc 
qu'on puisse transporter les axes, parallacment à eu&-mérnes , à 
une origine qui fasse é~anou i r  les termes du leu de@; et alors 
cctte origine sera le centre. Or cctte transformation est irnpossihle 
pour les paraboles, et elle ne l'est que d'une seule manière pour les 
ellipses et les hypc1rboles (260) ; donc ltis ellipses et les hyperboles 
ont un centre qui est unique, mais le,s paraboles n'en ont pas. 

269. Suivant la définition du  no 227, un diarnktre est une droitc 
qui divise cn deux parlirts t5gales une suite de cordes p;iralléles. 
De la i l  suit que si une des coordonnces, y ,  par exemple, 
n'entre qu'au carré dans l'equalion d'une courbe du second 
ordre, l'axe auqucl l'autre coordonnée x est parallèle cst u n  
diamétre. Il cst visible en eikt que,  pour chaque abscisse, les 
valeurs de y seront égales et de signes conlraires : donc l'axc des 
x divise en parties égales les cordes parallèles à l a  ligne desy ; donc 
i l  est un diamètre. 

Quand un diamktrc est pcrpccdiculnirr. à ln direclion des curdcs 
qu'il coiipc par moifiCs, c'est uii nxe de la cour~l/c. La partie corn- 
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prise dans la courbe est la  longueur de cet axe. Les points où il la 
renconth se nomment soym-~ets. 

La ligne sur laqiiellc se comptent Ics abscisses x, dans Ics équa- 
tions [ a ] ,  [ h l ,  [cl, est donc un diamètre, et même un  axe de la 
courbe. Pareillemerit, la ligne dm y est aussi un axe dc l'ellipse 
et de l'hyperbole données par lcs deux premières : mais elle n'en 
cst pas un pour la parabole donnée par la troisiéme, parce que x y 
cst au Icr d~gré. On verra plus tard que los axes dont nous pnr- 
lons ici s m t  lessculs qu i  existent dans les courbes dusecond ordre 

DL:veloppenienls <le+ uls qui  minent a u x  iransforrn$?s [FI et [Il. 9 
270. L'objet de cc chapitre ktait de d é c o h i r  la forme des Qua- 

tioiis les plus  siinplcs qui rcpréseritcnt les courbes du  second ordre. 
11 clait donc bien plus important de rcconnaltrc la possibiliîc des 
transformations q ~ i c d ~  les elkctucr ; c?  c'est pourquoi j'ai nCgligé 
Ies d8tails dc calcul qui m'auraient écarté du but vers lequcl jc 
tcndais. J e  vais réparcr ici ccttc omission volontaire. 

Srrpposons d'abord que l'équation 

[.dl A ~ " - ~ - I I X ~ +  C X ~ + D ~ + E X +  F=O 
représente unc ellipsc on une hyperbole, et développons les cal- 
culs nécespirks pour In réduire a la forme [FI, nlyl+NxJFP, 
e n  prenant des axes rectangulaires. La question se rbsnut en ope- 
rant , ainsi qu'on l'a dit (265), deux transformations d'axes. 

PRBMII~RE TRANSFORWATION (260). On fait disparaître Ics termes du  
1.. d ~ g r e ,  ce qui revient a Irarisporter l'origiue au centre; et on 
obtient une transformée telle que 

[cl Aya +Bxy + C x a  +FI= 0. 

Les coefficients A, B, C, sont Ics memes que dans [9] ; Ics coordon* 
riées du centre soiit d&terrninées par les équations 

[II l i l b f  Ba-J-D=O, 2Ca-/-Bb+E=O; 
et on a F'=AL2+.Rab+Ca'+D6-kEa+F. 

On pcut simplifier cette valcur de F' : cn CM, si on multiplie lcs 
k q .  [Il rcspcctivcmcnt par O et par a ,  et qu'on ajoute, il vicnt 

2AIi'f 2B~b+2Ca'+ DIi+Ea=O, 
DO+ Ea D1>+En 

d'oii Ab" Bnb+Cai=- ---- ; donc F ' z F +  -, a a 
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En réunissant ici lcs valcurs de a et  b (260) à celle de F', onaora 
k:s élémerits de la première transformation, savoir : 

SECONDE TRANSFOHIATION. Avant de procéder à cctte transforma- 
tion il faudrait rendre lcs coordonnces rectangulaires si clles lie 
l'étaient pas. Mais je supyoscrai qii'ellcs le soieri1 déjà dans I'équn- 
lion [C l ,  et jc cherche immBdiatcmcat dc nouveaux axes rcctan- 
gulaircs qui fassent disparaître le produit xy. dc tellesorte que 
l'équation rbsultante prcnnc la forme demandée 

LFI 1.1~" f Nx' = P. 
Pour y parvenir, dans [Cl on remplace 2 par r cos cr -y sin a ,  

par z sin z+y cos u ; ct on détermine a d'aprits la condition que 
Ic riiultipliaitcur de xy soit Êgal à ZEFO. (an a trouvC (262 )  

ct  par suite on obtient facilerncnt (25) 

1 
L 

A-C 
COS Sa= 

V<+ tarigî 2% VW+ (A-c)" 
-n 

sin 22 = cos 2 . ~  tang 21 = 
VBd + (A-6)" 

Dans ces valc~irs, le radical porlc avcc lui l e  signe 31, garce qu'on 
peut choisir chacun des nouvcaux axes p u r  celui dcs x ;  mais, 
pour écarlcr toute ambiguité , je donnerai partout au radical l e  
signe +, ce qui revient à prendre sin SU de signe contraire a B. 

Blaintenaiit i l  faut calcu!er Ics cocfficicnts R l ,  N ,  P. La subsli- 
tutiou irnmédialo des formulcs . ~ c o s a - y  sin a, xsin  x +y cos 7 ,  

dans i'éqiialion [Cl, donne 

1;" ((-1 - C,' 
Y VU f (.\--(;)* ; (,\-Cl cos .2;.-l3sin2.*= ----- --- vua +(A-@ 
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ct alors on obtient facilement les valeurs de M et de N. En y joi- 
gnant celles de tang 22 et de P, on aura tous les éléments de la se- 
conde transformation, savoir : 

II  nt: faut pas oublier que sin 22 est dc signe contraire à B. 
271. Su~)~)own~m;iiritt:riant que l'équation [A] représente une 

parabole, et, sans cesser de prendra des cnordorinét: rectangulai- 
res, ramenons-la à la forme [ I l ,  R7y"Sx =O. Dans cc cas, on 
fait d'abord évanouir le rectangle en changeant la direction des 
axes, et ensuite on déplace l'origine. 

P R E Y I G ~  TRANSFORMATION. Elle conduit (266) a I'équation 

P l  naya+Ry+ SX+F = o. 
Les axes primitiîs sont supposés rcctangulaircs; lcs nouveaux le 
sont aussi, et l'angle a qui dbtcrrnine leur situation est donné 
par la méme formule que dans le no 810. (an a aussi, pour nI ct N ,  
les m&mcs forniul(1s : mais comme, dans la parabole, on a 
B2=4AC, elles reqoivent de grandes simplificalions. 

D'abord VB' f (A- C)" &(h+C). Relativementau s i g n e t ,  
observons qu'on peut toujours rendre A positif dans l'equation 
[A], et qu'alors, en vertu de la relation U" =4AC, C est aussi posi- 
tif; donc, si on continue de prendre le radical positivement , on 
aura VU" +- (A- C ) k A + C .  En cons6quence, il viendra 

-B A-C -B 
tang21= - COS 22 = - 

h + C  ' sin21 = - - -- A-C ' A+C' 

ICI=A+C, N=O. 
On voit, ainsi qu'on devait s'y attciidre , que l'évanouissement du 
rectangle'fait disparaitre un dcs carrks (264). 

Il îaut de plus calculer K et S. Or, quand on remplace dans [A] 
x par xcosa-ysin a, c t y  par xsirisf ycosa,  on trouve 

R==Dcri~u.-E~iiia,  S = D s i n ~ f  E C O S ~ .  
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par cons6quent on aura 

-NE-BD -CD-BE 
R= , S= 

2 v c  (A+C) 2VC(A+C)  

J'ai pris sinu positivement,'parce qu'il est permis de choisir lc 
cbte dm x positifs de manihrc qu'on ait a < lSOo. Quant à cos sr, 
il est de signe contraire à B. 

SECONDE TRANSFORMATION. Il rcste encore à déplacer l'origine. 
bkttans x f a et y -k 1i à la pl;icti de x ct de y dans [Cl, puis éga- 
lons à zéro le mulliplicateur de y et la partie constante, on a 

2Mbf R=O, RZLa+Rb+Sa+F=O, 

-R 6=- R L - 4 M F  
d'où a= 

2YI ' 4RlS ' 

Les coeficients de .ya et de x restent les memcs que dans [G], de 
sorte qu'on a ,  pour dcrnihre transformation, 

Pl DJy"Sx =O. 

CHAPITRE VIII. 

DU CERCLE. 

Formes diverses de  l'Équarian du cercle. 

273. Sr, dans l'équation [a] du no 267, on suppose nt = i et 
P=R'. on a 

[' 1 y3+.2? =R1, 
tqualion dijà troiivhe no 186, ct qui ~xprirnc que,  dans Ic cas pnr- 
ticulirr dont il s'agit, la courbe a tous ses points à une distance de 
l'uriginc , constante cl i.gnle i X ; ccltccaurbe est donc une circon- 
fcwrire rie cwclr. P a r - l ~  on apprendrait, si on lie Ic savait . 
db j i  (238), que cette ligue est un cas particulier dc l'ellipçc. 
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273. L'équation l a  plus générale du cercle, tant que les coordon- 
nCcs sont rectangulaires, est (1%) 

Pl (x-u)' +(y-p)' = r. 
Elle rcdonnc l'équation [il en faisa. = = O ,  P=O. 

Si on veut placer l'origine à l'extrémité d'un diamètre, et 
prendre ce dianiélrc pour axe des x ( ü g .  108 ), il faut faire 
u=R, p-0 : l'cquation [ 2 ]  d-vient ( X - R ) ~ + ~ ~ = R ~ ,  O U ,  CC 

qui est la mEme chose, 

y2=2Rz-z.'. 

Sion b i t  scdemcnt p=O,  le centre sera surl 'axedesx (fig. log) ,  
mais la circonfbrence ne passera plus à l'origine ; ct si on fait seu- 
lement u= O ,  le centre sera sur la ligne drs y (lig. 110). Dans ces 
deux positions, Ics'bquations du cercle scront 

c4.j y+ ( X _ ~ ) = = R " ,  

[SI xl+ (y-?)= =K. 
274. Eu coordonniics obliques, l'équation du  ccrcle est peu em- 

ployée. On l'obtient immédiatement en exprimanl que la distancc 
du centre à un poirit quelconque de la courbe est égale au rayon. 
Celte distance est donnée par la formule du n 9 2 0 ,  dc sorte quc, 
si on désigne par O l'angle dcs axes, par a et p les coordonnées du 
centre du cercle, et par r le rayon, on aura 

[ G ]  {x-a) '+ (y-P)'+2 (x-2)  (y-F) cosG=r2. 

275. L'équation [SI étant développbe, en donne une dc la formc 

xa +y2+ax+  /y+ c=0,  

qui ne conticnt point le rectanglcxy , et où les cocficients dcs 
carrés 2 cty '  sont Qgaux. Quand ces condilions sont remplics 
(les axes fitant toujours reclangulaires), l'équation ne peut pas 
représenter d'autre courbe qu'une circonfbrcnce. E n  effet , apriis 
lSVoir divisi!e par Ic coc.fficicnt de y' si cc cocfricieiit n'est pas 
dbji égal à I'unilc, on lui donne la forme prf cddcnle, p i s ,  en 
complétant les carrés, on lui donne ccllc-ci 

(x+tn)" (y+- :6) '= ina+$t-c  : 

or cctte équation rrprésentc évidcmmcrit un cerclc, dont le 
ccntrc a pour coordonnées - ; a, - i O, et dont le rayon est 6gnl 
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à V? a +  + l D L e C .  
4 . 4  

blcment un cercle 
car, 

Toutcfois , cette cquation ne représente vérita- 
que lorsquc la quantité $a"f b'-c est positive : 

si elle est nulle le cercle se réduit L son centre, e? si elle 
est négative I'équation est impossible. Ces détails ont déja é1e 
donnés no 256, EXENPLE Y. 

276. E ~ a n t  donnée unc Cquation du  second de@, entrc coor- 
données obliques dont l'inclinaison cst connue, on pcut demander 
comment on jugera qu'dlc représente un ccrclc. Pour  rkpondre à 
celte équalioii, on développe l'équation [G] , et on f icr i t  ainsi : 

Alors on voil sur-le-champ qu'aprits avoir divise l'équation pro- 
posée par le  rnuliip!icateur de y', il faudra quc celui de 2 
soit égal a l'unilc , et cclui de xy égal au double du cosinus dc 
l'angle des axes. 

Jc dis de pIus que toute Equation qui remplit ccs conditions ne 
peut pas représcntcr d'autre ligne qu'une circonfércncc. E n  cffct , 
supposons que celte équation soit 

[71 x = + ~ ~ s ~ x ~  C O ~ O + ~ X + ~ ~ +  c=O,  

et, afin de la rendre identique avec celle du cercle, posons 

De ces égalités on tire 

donc ces $curs Etant mises h 1s place dc a, P, r, rendront l'équa- 
tion [6] identique avec l'équation [7] ; donc cctlc dcrniixe ne peut 
pas rcpréscntcr d'autre ligne qu'une circcnférc.nce, dorit le ccntrc et 
le rayon seront donni:s par Ics formules ci-dessyr 

Pour construire le centre, i l  n'est pas nBccssairc de calculcr 
v. et p. Soit O cc ccntrc (fis. 111) dont k s  coordonriées sont 
81: =OC = X  ct AC = 08 = 1 : abaisscx OD perp~ndiculnirc 
i A r ,  ct OE prrpendiculairc à A y .  Les triangles rectangles BOD, 
COE donnent BD = cos 8 ,  CE = a cos 0 ; donc 
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Ainsi, eq prenant avec des signes contraires, dhns l'équation ['il, 
les moitiés dcs coefficients de .r et de y, on aura les 1origucurs~rW 
e t  A E  ; et par suite, en iilcvant les perpendiculaires DO ct EO, on 
connaitra lc centrc O .  

Si la valeur d e r  est nulle, l'équation [6] exprimant quc le carré 
d'une distance entre deux points est égal A zéro, on cn conclut que 
le cercle se réduit à so~ i  centre. Si r est imaginaire, l'équation est 
impossible. On peut encore rendrc ces consdqucnccs évidentes en 
écrivant l'équation [6] d'abord sous cette.forme 

[ ( s - ~ ) ' + ( ~ - ~ ) ' ]  (cosl,O f - s i ~ f f  5 )  

$2(x-2) (y+) (COS' O-sina O)=ra; 

puis, sous la suivante : 

[(~-~)+(~-,9)]'cos~~6+[(x-~) - ( y - ~ ) Y s i n < ~ = r ~ .  

Comme le premier membre est la somme de deux carrés, on voit 
que si r est imaginaire l'équation est impossible; ct si r est zero, 
elle ne peut etre satisfaite qu'en égalant chaque carré a zéro, ce 
qui colirluit à x=a, y=$. 

277. Je vais faire voir ici comment on pcut démontrer par le 
calcul Ics IhEorèmes sur Ic cercle, dtablis dans la Ghmdtrie. 

Reprenons l'équation du cercle, 

y'+x'=R1.  

Elle donne y= 4 VR2-x';  donc il y a (Gg. i l a )  deux ordonnées 
égales e l  opposks, M P  el PN,  pour chaque abscisse AP. Or RIN 
&tant perpendiculaire a AB, si on applique l a  partic inférienre du 
cercle sur la partie supérieure, en la faisant tourner autour du dia- 
métre UC, le point & lombcra sur le point RI; ct pareillement, 
tous lcs autres points de la partie BNC se placeront sur la partie 
supérieure BMC.Dc là on conclut 
Io Que tout rtiunr2rr-e divise le cercle e t  LncircorfLre~zce en deux 

parties t!gnle~; 
2' Que Zc dianrèlre, perpendiculaire ri une cordr, divise aussi 

cctie corde et L'arc soupendu,  chacurz ell deux parties esales. 
275. Il est éviderit, sur la figure, qiie CP=R+s ct BP=R-J~; 

donc 
CPXBP=(~+X) (R-X)=R' -X" .  
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niais, par l'équation du cercle , on a MP2 =y9 =Ra - x2 i 
donc %ni3 =CP x BP. Donc , l'ordonnée y erpen&cu!aire au 
diamètre est  nioyeime proportioizrdle erztre les d e u x  segments 
de ce dianzétre. 

279. Si on mène l a  corde CRI, ct qu'on dksigne par x ct y les 
coordoiinecs du point Ml on aura  

Car =y2+ (.r:+R)'=ya+x2+ 2Rx+fna. 

Or, llÇquation du cercle donne xYyk=R"; donc 

~i ) l^=2~' - f -  ~ R X = ~ R  (x+ s). 
Nais on a BC = 2R, CP =R + x ; doncCilia = BC X CP : c7est-2i- 
dire que la corde C M  est moyenne proportionnelZe entre le dia- 
nzè~re BC et le s a p e n t  CP. 

280. Si, par l c  point C pour lequel y = O  et x= -n, et  par Io 
point M dont nous continuerons de dbsigner les coordonnées par x 
ct y ,  on mène une droite CM, et qu'on représente par a la tan- 
gente de l'angle P i C s ,  ou aura 

Si, par le m h c  point M , ct par le point n pour lequel y = O  
et x = + R ,  on mènela droite N B ,  et qu'on represcnkpar a'la 
tangciile de l'angle M B x ,  on aura parcillcmcnt 

En multipliant a par a' et rcrnarquant que y' ZR'-x', i l  vient 

y= - 
Ra- X' 

auf== - - - -- 56-fid ZÎ- 1:l 1 ;  

donc au1+ 1 = O  ; donc (22i) les droites CRI et MB sont perpendi- 
ciilaires l'une sur l'autre, ou ,  CU d'autres tcrnics, tout m g l e  
inscrit d a n s  un demi-cercle est droi t .  

281. En géniiral, lcs angles inscrits dans un meme segment sont 
égaux. Pour Ic prouver, je prcndspour axe dcs x (fig. 113) la corde 
DE qui sous-tend lc segment, et pour axe des y le diamètre pcr- 
pendiculaire; alors le cercle sera donné par l'équation [5 ]  d u  
no 273 ; et en désignant par l'dévation du ccntrc au-dessus de 
DE ct par c la  demi-corde AD , l'kquation du cercle sera 

(y -p)= +x2= c7+pa. 
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Si on joint un p i n t  quelcunquc il1 de l'arc DRIE avec Ics points 
E et D , et si on nomme cncore x, y, les coordonn6es du point M, 
et a, a', les tangentes des anglcs NEZ, RIDx, il est facile de voir 
qu'on aura 

a'- d 
Mais tang DBIE = -(221); remplac,ons donc n et a' par lcurs 

1+ aa' 
valeurs, et il viendra 

Comme le point n'l appartient au ccrclc, on a, entre x ety ,  

( ~ - $ ) ~ + x ? = c " p =  : 

de là on lire 2 -c3 +y2 = 2Fy ; et par suite 
C 

tang DME = - 
P '  

Cctlc valeur est constante, c'est-à-dire qu'elle ne varie pas quand * 
le point RI change dc position sur la circonfércncc. Dc plus, le 
triangle rectangle AOD donne 

AD c 
tang AOD = - = - no p ;  

donc t o m  les angles inscrits dans un  rn&e ~ F p t m t t  de cercle 
sont Lgaux u la moitié de  l'angle au centre , qui s'appuie siir le 
rn&ne arc q u e  le s~grizent. 

283. Démontrons maintenant les th6orémcs rclatiTs au.c lignes 
droites qui se coupent dans le  cercle, et hors du ccrcle. Soit A 
(fig. 114) un point quelconque, pris dans lc plan d'un ccrcle. Ayant 
niené A x  par lc poiiit A et par Ic centre O ,  puis A y  pcspendicu- 
lairc sur A x  , prenons les abscisses et Ics ordonniies sur ces deux 
lignes. En désignant le rayon pür R ,  et la distance A 3  par a ,  l'c- 
qualion du ccrclc sera (273) 

( z - u ) ~  4-y2=Ra. 

L'équation d'une droitc quelconque, passant par lc poiiit A, sera 
de la fornic 

v c ; x ;  

et si on vcct avoir l'écjtlation qui donne Ics abscisses dcs points ICI 
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et N, ou celte droite rencontre 1c ccrcle, i l  faut mctlre cette ~ a l c u r  
de y dans l'cqualion du cercle, ce qui donnc 

ou,  en e~cctuant '  lc  carré, transposant Ra, cet divisant cnsuile par 
le coefficient dc x2. 

Nommons x', y', et .rrr, y" les coordonnCes dcs points dc rencontre, 
on aura - 

~ j y p = ~ ~ = + ~ l = ,   AR;=^ +3ra;'3 . 
or, cc3 points é h i t  sur la droite, on a 

et, en multipliautm9" par-" iil vient 
w -  

AM' x A N 7 =  (if ~") 'x ' :"x '~ ' .  

Maintenant rernGrquons que x' ct xr' sont lcs dcux raeincs de 
l'cquation [a], ct que dans toute équation du sccond dcgré Ic 
produit des racines est égal au dernier teriiic : nous conclurons 

a'-X" j 
quc x'xra;' = -- , ct par suitc quc 1 -LQX _ 

De là, suivant que u est > R ou K R ,  on lire 

AMxAN--I"-R', OU A&1xAX=R9-ua.  

Dans Ic prcmier cas, le point est extérieur au  ccrclc , ct dans le 
second il est intérieur. Mais, ni dans l'un, ni dans I'aulre ,'le pro- 
duit AM x AN ne conlicnt 6' ; et  cela prouve qu'il rirrilc Ic rnfirnc, 
quollc que soit ln position dc la sècanle : donc , si on r n h c  
une secondc sécante qui coupe le ccrclc cn 31' et Ka;', on aura 
AM X AN = A N '  X ART. Or,  cetic éçaiitS donnc 

AM : AM' :: MX': AN; 

donc, si par un poiitt A,  exlirieur o u  intc'rieur, o u  rirène cleux 
droites qui coupent le Cercle, les distances comprises eirtre le point 
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A et le cercle, sur  l 'une des droites, sont réc~roquerncn t  propor 
tionnelles aux distances analogues conzprises sur l'alrtre droite. 

Cet knonce comprend évidemment les deus  théoremcs suivants, 
démontrés cn GfiomEtrie : 

Q r ~ a n d  d e u x  cordes sc cozrpent d a n s  le cercle, les parties de 
l'une sontre'ciprogz~et~zentpropor~ionneIles a u x  parlies de l'autre. 
Si, par un point pris hors d'un cercle, o n  mène d e u z  sécantes 

quelconques k la circorf&-ence, les sécantes entières sont récipro- 
qrrenzentpro~~or~ionnelles ci leurs parties extérieures. 

A quoi l'on peut ajouter ce troisième théorème : Si, par uit 

p o i l ~ t  pris hors d ' u ~ ~  cercle, o n  mène une  sécante et une tangente 
a ce cercle, la tangente  sera rnoyelzne proportionnelle entre la sé- 

cante  entikre et sa part ie  extérieure. 
Cc dernier n'est en effet qu'un cas particulier du précédent, et 

il s'en déduit e,n supposant que l'une des shxmtcs tourne autour du  
point A jusqu'a ce que,  les deux points d'intersection M' et R' se 
confondant cn un seul, la  droite devienne tangente. Alors la sé- 
cante cntière ct sa partie extérieure nc font plus qu'une seule et 
niéme distance, égale a l a  tangente. 

283. Clierchons encore les conditions relatives à l'intersection et 
a u  contact des ccrcles. Pour y parvcnir de la manière la plus facile, 
prcnons pour axe des x (fig. 115) la droite A x  qui passe par les 
ccntrcs A et B, et placons l'origine des coordonriécs rectangulai~es 
a u  cmtre A. En ddsignant par or la distance AB, et les deux rayons 
par R ct R', Ics équations des cercles seroiit 

z3+yÎ = Ra, (x-a)'  +y2=R''. 

Lcs coordonnées de chaque point commun aux deux circonfércnccs 
doivent satisfaire à ces deus  équations ; et réciproquement, deux 
coordonnees qui satisfont à ccs équations apparticnncnt à un point 
commun aux deux circonférences. Si donc on considère x et y 
comme dcux inconnues, et qu'on cherche toutes les solutions des 
'deux équations , cellcs qui seront réelles f r ~ o n t  connallrc les iritcr- 
sections des deux cercles. 

Pour réso~idre les équations, on eiïectue le cari6 (x-a)"t on 
retranche La seconde dc la premikre : il vient ZZX-Z~=R'-R", 
d'où l'on tire 

U' + Ra -Ria 
X s = -  

1 22  
9 
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En substituant cette valeur dans la première équation, on obtient 
les valeurs correspondantes de y, savoir : 

On ne trouve que deux solulioiis, et de Ih ce thfiorfime connu : 
B e u r  ~ i r c o r f é r e n c e s  ne peuvent  avoirplus de cleux poi/~ts ,conz-  
I I L U I L S ,  d n ~ o i n s  qu'elles n e  se con fonden t .  

Les deux points d'intersection ayant nne mEme abscisse AP, 
mais deux ordonnées M P  et  NP, 9galcs et opposCes, on conclut 
encore cet autre theoréme : (&and dux circo?Efërences se cazlpenr, 
l a  ligne des  centres est pcrpendicu1oire a ln  corde gui j o i u t  lcs 
points d'intersectio/z, et Zn divise en d e u x p a r t i e s  égales. 

Pour qu'il y ait en effct intersection, il faut que la quanlité 
soumise a u  radical, dans les valeurs de y, soit positive. Afin de 
reconnaître dans quel cas ccttc condition est rcmplie, remarquons 
d'abord que cette quantité est une diffbrence de carres, et que ?Iir 
suite y peut s'écrire ainsi : 

Chaque facteur est lui-m0me une diffërence de carres, et peut 
aussi se décomposer eri deux autres ; de là rksulte 

11 est toujours perniis de placer l'origine a u  centre du plus grand 
cercle, et de prendre les abscisses positives d u  ni&mc chle que lc 
centre de I'aulre cercle ; c'est pourquoi nous supposerons positif, 
et R plus grand que R' ou  au moins égal. Alors lm deus premiers 
facteurs soiit positifs, e t ,  pour que y soit réel, il faut que les dcux 
autres facteurs soient tous deux positifs, ou tous deux nPgatifs. On 
devrait donc avoir cn méme tcmps 

u<R+R'  et  R < z +  R', 
ou bien 

cr>R+Rr et R > a + R f :  
mais les deux dkiiières codbilions sont incompatibles; car il rC- 
sulte de l'une que OL serait > R , et de l'autre, que R serait > v , 
cequi implique contradiction. Ainsi les conditions ri.latives à l ' inkr-  
section des cercles sont u < K  f 1P' et ri <z+K' : c'est-à-dire que 
ln rlistnnce d a  c e l ~ h w  do i t  Che nzoirzdre yzie la sorizilie d e s  

15 
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rnyons, et que leplus grand rayon doit étre moindre que la somnae 
faite de ln dislance des centres et duplus petit rayon. 

Pour qu'il y ait contact, il faut que les dcux valeurs dc y se rE- 
ùüiscnt a une seule, ce qui nc peut pas avoir lieu si la quantito 
placée sous 16: radical n'est pas nullc : mais Ics dcux premiers fac- 
teurs ne peuvent pas être nuls; il faut donc que ce soit le lroisibme 
ou le quatrième. Ainsi on doit avoir 

R+Rr-a=O d'où a=Rf RI, 
ou bien 

a+R'-R=O COU a=R-RI. 

Donc, pour que dcux cercles se touchent, i l f au t  que la distance 
des centres soit égale à lu somme des rayons, ou Lien à leur d~ f f i -  
rence. Dans l'un et l'autre cas , ZC contact a lieu sur la liçne.des 
centres~ et il est évident d'ailleurs que dans le premier cas il 
est extérieur, et que dans le second il est intérieur. 

Enfin y est imaginaire, et il n'y a plus de point commun aux 
deux circonfe'rences, quand on a u>R+ B', ou bien quand on 
a R > a +Rr : car, dans l'une de ces hypothèses, il n'y a que le 
troisième facteur qui soit n8gatif , et dans l'autre, i l  n'y a qnc le 
quatrième facteur qui le soit. Donc, p o u r  que deux circonférences 
n'aient aucun point commun, il faut que la distance des centres 
soit plus grande que la somme des rayons, ou que leplus pand 
rayon surpasse lu somme faite de la distance des centres et du 
p h  petit, rayon. . 

Si (j;? avait en méme temps Rr= R et u = O ,  les valeurs de x et 
de y se prCsenteraient sous la forme:, qui est lc symbole de l'in- 
dbtermination. Et en effet, les deqx cercles ayant meme centre et 
memc rayon, lcurs circonférences ont tous lcurs points cornmuiis. 

On pourrait se servir du calcul pour dèmontrcr beaacoup 
d'autres théorèmes relatifs au cercle ; mais il nous suffit d'avoir 
retrouvé ceux qui sont établis dans les Eiémcnts dc Gdomélrie , et 
dont l'usage est le plus frkqueiit. 

De la tanSenle au cercle e e la norinale. U 
284. En Géomdtrie on définit la tangente an cercle une droite 

qui n'a qu'un point commun avec la circonférence. I l  suit de  cette 
diXinition que s i ,  par deux points M et hI' (fig. 116), pris sur la 
circonîérencc, on mène une secantc indclinie MS, ob qu'ou la fasse 
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tourner autour du point M jiisqii'h ce que le point 39' se réunisse 
au point M ,  alors la droite deviendra tangeiile : car elle n'aura 
qu'un point commun avec la circonférence. Cette considération 
fuurnit un moyen facile de déterminer la tangente en un point 
donné sur la circonfërcnce. 

Soit S le  point où l'axe des x est rencontré par la sécante qui 
passe par les points M et N' : en désignant par xr et y', z" et y",  
lcs coordonnhcs dcs points RI: et N', on aura (214) 

1 I I  

tang MSX= - 

Comme ces deux points sont sur le cercle, leurs coordonnées doi- 
vent salisfaire h l'équalion de celte courbe; donc, si i'hqualion 
du cercle est 

En retranchant la seconde éqnation de la première, il vient 

Cctte équation peut se mettre sous cette forme 

(y'-y" ) (/+y" ) + (XI 2"'" ) (x' + x" ) = o. 
Alors elle donne 

- y r  zl+ z" --- 
*'-x'r ~ ' + y "  ' 

et par suite 
xl+ xrr 

tang MSx = - - . 
Y'+ Y' /  

Lorsque Ic point M'se r h n i t  au point M ,  on a x"= 2 et 
y" =yr : alors la sccante MS prend la position de la tangente MT;  
donc, si dans l'expression ci-dmsus on suppose x-'l=x' et yIr=y', 
on aurala tangcnlc de l'angle XTx,  formé avec i'axe dcs x par la 
tangente au point M. Ainsi, en nommant a la tangentc de cct angle, 
on a 

a = -  
2 
7. 
Y 

L'Equation dc la droite RIT est y-Y' =a (2-2') : remplacons- 
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y n par sa valcur , et il viendra , pour l'équation de la tangent0 
au point M, 

x1 y-y'=- 7 (x-2). 
Y 

En chassant le dEnominatcur y ' ,  effectuant la mulliplicalion par 
2,  transposant les termes convenablement , et remarquant que 
y" + x" =R', on obtient cetle équation, qui est plus simple, 

[ t l  yy'+xxf =na. 
285. Il est facile de s'assurer à posteriori que la droite donnée 

par cctle équation es1 en effet tarigente a u  cercle, en démoritrant 
qu'elle est tout entière hors du cercle, exccpté dans le seul point 
qu'elle a de commun arec lui. Cela se voit très-simplement au 
moyen des équations 

yy1+xx '=Ra,  y1=+xr==R=, 

dont l'une appartient à la  tangente, et  dont l'autre signifie que le 
p i n 1  dt: tiingence est sur la circonférence du  cerclc. Si de la seco~idc 
on rctranchc le double dela premiére, il vicnt 

y"-2yyf $. xf'-~xx'= - R2; 
et en ajoutant x'+ya aux dsux membres on a 

(y-yf)'?$(x-~~)~=x=$-y~-R'. . 

Le premier membre &tant la somme de deax carr&, il s'ensuit que, 
pour aucun point dc la tangente, la quantité y'+ x'-R' nc saurait 
Clre nrgalivc : o r  x2f y' est l e  carré de la distance de l'origine, 
qui cst l e  centre dü cercle, à un point quelconque de la tangente ; 
donc cette distance n'est pas moindre que le rayon. Elle ne devient 
égalc, au  rayon que lorsqu'on fait z= x' et y =y'; donc tous lcs 
points de, ln tangente, lc point de tangence excepte, sont situbs 
hors du cercle. 

286. Supposons maintenant qu'on veuille l'équation de la tan- 
gcntc qui passc par un point donné hors du ccrcle. Désignons par 
z", Y", lcs coordonnées de ce point, et par x', y', cellcs du point 
de contact qui est inconnu : quand on connaitsa x1 et y', on aura, 
pour 1'Equatiori de la tangente, 

ct comme la tangente doit passer a u  point donné, cette équation 
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doit Etre satisfaite cil y nicttant IL.", y", au licu de x et dey,  cc qui 
donne 

FI y ' i f  +x"xr== na. 
On a de plus, pour exprimer que Ic point de contact c s t  sur la cir- 
confércncc, 

FI y'1+.x'2=RÎ. 
Ccs dbux équations serviront à déterniincr x ' ,~ ' .  De [u] on tire 

R' -*'"' 
y'= 

YIf ' 

En substituant cette valeur dans [pl,  on tron-re l'Ciquatiori 

X ' ' ( X " ~ + ~ " " ) - ~ ~ Z ~ ' X ~  + l i l ( K a - y " ' )  = O ,  

laquelle 9tant résolue par rapport A xr, donne 

et, cn rempla~arit z' par ces valeurs, on obtient lcs valcurs corres- 

Quand le point donné est extérieur par rapport au  cercle , on a 
X ~ ' ~ + ~ " ' > R ~ ;  donc alorsles valeurs dc x' et de yf sont réelles, 
c l  il y a deus  tangenlcs. Quand lo point donne est sur la cir- 
conftirencc, on a x"'+y"'=R', lcs valcnrs de x' sc rédiiiscnt 
à urib scule, de m6mc que cellcs dc y', et i l  n'y a plus qu'une 
seule tangento. Erifin , quand l e  point est intérieur , on a 
x " ~ + ~ " ~ < R ,  les valeurs de x' et de y' sont imagiriaircs, et on 
ne peut plus mcncr de tangente au cercle. 

287. La conslruction des valeurs de x' et y' est assez compliqutk 
et no prkserite rien dc rcmarquable. Mais si on reprend lcs deux 
Ciquations [CL] et [FI 

K" 
~ ~ ~ + ~ ~ ~ = ~ ~ 1  

ct qu'on regmie ,  dans chacune d'ellEs succcssiven:cnt , les coor- 
données x' e t y f  comme indktcrininécs, on aura les équations de 
deüs lieux gcorntitriqucs qui coniienncnt~cs points dc tangeucr. 
La secoiide équatiori est ccllr du ccrclc proposé lui-niéme. La 
première est cclk d'uiie ligne droilc facile j. construire; car si 
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on suppose alternativement y f = O  et xf= O ,  on aura les dis 
tances dc l'origine aux points où  cettc droite rencontre les axes, 
savoir (fia. 117) : 

Ces exprrssions se construisent assez simplcmcnt par dcs troisii?nîes 
proportionnelles. Les points T et Tf sont donc déterminés; et par 
suite la droite TTf, dont les rencontres avec la circonférence don- 
nent les points de conlact 3s et M', l'est aussi. 

288. En général, lorsqu'un problème conduit à deux équations, 
entre les coordonnées x et y d'un point inconnu, chacune de ces 
équations , prise isolément, donne un  lieu génmétrique sur lcquol 
ce point est placé; par conséquent, en construisant les deux lieux 
géométriques, on a deux lignes dont les intersections dbtermincnt 
les points qui satisfont au  problème. 

Mais rarement ces lignes sont faciles a construire, et alors on cn 
cherche d'autres qui remplissent cette condition. Or, si on ajoute 
Ics deux équations, ou qu'on lcs retranche l'une de l'autre, ou 
qu'on les combine de toute autre manière, on en déduira une nou- 
velle équation qui devra se vérifier par les mêmes valeurs de x 
et y qne les deux premières ; par conséquent l e  lieu géométrique 
de cctte Pquation devra contenir aussi le point chcrché. Tout l'ar- 
tifice consiste donc à opérer des combinaisons propres à donner 
des lignes facilcs à construire ; et ce sont ordinairement des droites 
et des ccrcles qu'on lachr: d'otitenir. 

289. La construction donnée plus haut (287) pour obtenir ICS 
points dc contact, toute simple qu'elle est, ne l'est pas encore 
autant que cellequi est connue par la GeorriCtrie. Mais celte drr-  
niére se déduit aisErnent des considérations gCnCrales qu'on lient 
d'exposer. Reprenons encore les équations 

dans Icsquellcs 2 et y' sont les coordonnCes inimriucs du poii~t de 
contact. Si on retranche la première de la seconde , il vient 

y~-y"y'+z'2-z";cf= 0, 

En complCtant les carrbs, celte Equation peut s'écrire ainsi 

(y- ;y'i)=+(xf- 5$")==:yf'a+~ 4 x"=j 
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et en l a  comparant alors avec l'équation génerale du cerclc (273) , 
on reconnaît qu'elle représente clle-même une circonfbrence dont 
le centre a pour coordonnées <xt', ;y", et dont le rayon est 
Vty''a+;x". Or, si on suppose que N soit le  point donné par 
lequel on doit mener les tangentes, si on joint A N ,  et si on 
prend le milieu O de AN,  i l  est clair que x" et  yr 'étant  les 
coordonnées du point N, cellcs do point O seront 5 x", :y", el que 
A 0  = l/;yf"+- i 2'' ; donc le nouveau ccrclc , dont la circonfc- 
rence contient les points cherchés, doit être décrit sur -4N comme 
diarnotre : c'es1 I~construcliou connue. 

Les rhsultats de cette construction s'accordent parfaitement avec 
les conclusions tirEes des valeurs de xr et dey'. Il est évident, en 
cffct , que dans tous les cas où le point N est hors d u  ccrclc doriné, 
la circonfèrence décrite sur  AN doit coupcr la première en deux 
points; que ccs dcux points se rcduisentà un seul, qui est l e  point 
N lui-m8me, quand le poiii 1 N est sur cet te circonférence (fig. 11 8) ;  
ct qu'il n'y a plus d'intersection possible quand le point R' cst 
au dedans du cercle donné, çar alors les dcux circonfércnccs sont 
intérieures l'une i l'autre (fig. 119). 

R' 
090. La valeur AT = - (287) , qui dbtermine l e  point T, où 

x" 
l'axe dcs x est coup8 par la ligne TT' (fig. ilï), donne lieu à une 
cousC.quence remarquable. Comme elle nc r cn f~rme  point l'ordori- 
née y" du point IV, i l  s'ensuit que Ic point T ne doit pas changer 
lorsque le point N change de position, en restant nkanmoins sur 
la droitc NL perpendiculaire à Ax ; car alors x" conservc toujours 
la m h c  valeur. De 1ii ce thCorime, qui a son analogue dans toulcs 
lcs lignes du second ordre : Si, de chaque point d'une droitc 
donnée, on  mène deux tangentes c i  un  cercle, et qu'on joigne les 
deux points de contacl; on  aura des skcantes pi se rc~xontrerofzt 
toutes au rnérneyoint. 

Pour que AT change, il faut que x'' varie; d'où l'on conclut 
cette proposition réciproque : Si , par  un point pris dans le plau 
d'un cercle, a n  tire dzfldrentes sécantes &ce cercle, et que,  par les 
poiiits où chaqrre sécante rencontre la  circonfckzce, on ntbnc 
deicx tangentes, le lieu despoiuts rl'interseclion de ces tunçeiite~, 
ainsiprises deux ci ~ P U X ,  sera U I Z C  ligne dmitc. 

291. Une lignc droitc menee par l e  point de contact, perpendi- 
culairemcnt à la tangente, se nomme une nornrale, Les coordon- 
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n&s de cc p$nt étant x' c ty ' ,  l'équation de la normale sera dcln 
forme 

y-yr=a' (x - s r ) .  

La coridition d'être perpendiculaire à la  tangente donnc (BI) 

donc I'Squation rio la normale ou cerclc est 

Y' y -yf= > (x-x') , 
ou :a r éduisant , 

Y '  
Y = 2z"S. 

Crtte ligne passe par l'origine, qui cst ici le ecntrc du cercle; 
cl on rctrouve ainsi cctle propriéte conniic, que h k z r ~ g e ~ ~ t e  au 
cercie est pcrpe~diculuire ci l'exlrénziti du ruyo/r r~zeni au poilzl 
de contact. 

CIIAPITnE IX. 

232 .  0 1 1  a vu prfckdcminciit (2137) qu'ilcxisle un syçlèinc utiique 
dc coordoiiiikcs rcclangdaircs puur Icqiicl 1'Cjuaiioii dc l'ellipse 
prci~d la o r ~  

y' 4- m a x Z e p .  

Si p est tiitgatif , cctlc kyiialion cst i!iip\?ssiblc, piiisquc Ic prc- 
niic,r iricmhrc nr: pt::it pas devenir n&;alif, cpclqci: valcür I.&IIc 
qu'on y s~ibslituc pour x etL?-. Si p = 0, l'cqiiatiori IX rcpr$scfiie 
q u c  la sculeoriginc : car le P T C ~ I P ~ C ~  mcrnbrc ncpcut Clrc i ~ u l  qu'cn 
;y îaisalitcii rnCmelcrnpsz=O cty=O. Aiiisi ,  porir que l'Cq!lNion 
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reprbsentr. ~Oritablcmcnt une ellipse, p doit dtre une quantitk posi- 
tive. C'est pourquoi jo rcmplaccraip par 6',  ct  je prendrai, pour 
l'équation de l'ellipse , 

y'+ msx'= La. 

293. Cette Forme d'hquation montre d'ailleurs, à la seule inspec- 
tion, que l'origine des coordonntIies cst au  ccntre de  l'cllipsc : car 
les termes du premier dcgré n'y sont pas (268). Elle montre éga- 
nient que l'axe des x ct celui des y sont des diamètres, el même 
des axes de la courbe (269) : car,  celte équation donnant, pour 
chaque abscisse AP (Gg. 120), deux ordonnées égales et opposées , 
et aussi, pour chaqueordonnée AQ, detis abscisses iigales et oppo- 
sSes, il s'ensuit quc chacun dcs axes de coordoriné(~s est prrpen- 
diculaire sur  les cordes paralkles à l'autre, et les divise en deux 
parties égales. On verra plus loin (337) que l'ellipse n'a pas d'riutics 
axtls que cenx-ia. 

294. Pour avoir les grandeurs de ces axes, c'cst-à-dirc la partie 
de chacun d'eux qui est comprise dans l'ellipse, on fait successive- 
ment y = O et x = O  dans l'équation de celte courbe. Or, 

L 
en consèquencc on prcndra Al3 = AC = -sur la lignc dcs x , ct 

rn 

AD = AE=b sur la ligne desy : Ics distances BC, DE, seront Ics 
longueurs des axes. 

On appellc grand a x e  ou premier axe la plus granric de ccs 
deuxdistancrs ; ct petit a x e  ou secondaxe  l a  plus petilc. Lcs points 
D, C, D, E sont lcs somnzets de l'ellipse. Cependant ce nom se 
donne plus particuliCrcment aux ext rèmil~s  du grand axe. 

b b 
295. Représc~tant AB par a, on aura -=,a d'où nz = . En 

I I Z  a 

mcltant celte valeur au  lieu  den^ dans l'équalion [a], et  chassant le 
dcoorninateur a', il vient 

[CI a>'+ ha x' = u2 h a .  

Crtlc 6quati«:i de 1'el:liipsc es1 ccllc dont on fait l'usage le plus 
frthlucut. C o m m  lc ccntre est pris pour origine, et que les dcüx 
axes de l'ellipse sont cn m h e  temps les axes dcs coordorinScs, 011 

di3 alors quc l ' e l l y s e  eh1 rr11.yor.tie ci d o n  C B , L ( ~  et c i  ses n s e s .  
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296. Si on veut placer l'origine an sommet C, il faut changer 
dans l'equationte] x en .r-a ; et il vient succcssivemcnt 

aaya + ba (x-a)'=aabba, 

297. Lorsquc t =a, les équations [el et [e'] deviennent 
y'+ x2=aa, y2=2ax-xa,  

et alors cllw rcpriisentcnt un ccrcle ; donc Ic cercle es1 une cllipsc 
dont Ics axes sont Bgaux. 

298. L'équation [el donne 

ct  on voit que x augmentant positivement depuis zéro jusqu'ii a ,  
les deux valeurs de y sont réelles e t  vont en diminuant dcpuis Ii 
jusqu'a zéro ; mais que x devenant plus grand que a ,  ces valeurs 
sont imaginaires. Airsi, du cdté AB (Gg. isO), l'ellipse a un arc de 
la forme DBE. Si on change le signc de x, les valeurs de J- ne 
changent poiril; par conséquent i'ellipse l a  méme forxne du rbté 
AC que du cûté AB. Remarquez d'ailleurs qu'elle a ,  cn chacun 
de ses points, sa concavité tournée vers son centre : autrement, 
elle pourrait @ire coupPe par unc droite en plus dc dcux points, ce 
qui n'arrivc jamais aux lignes du second ordre (199). 

299. Soient NP et PN deux ordonnces correspondant In 
merne abscisse AP, les ;ingles BIPA, NPA,srront droits, puisque 
Ics ~xessont  rcctangclaires, et PM sera kgal à PX; donc, si la partic 
infëricnre de l'ellipse tourne autour de BC, pour s'appliquer sur 
la partie supérieure, 1c p i n t  N tombera en n i ,  et pareillemcut 
tous Ics points dc l'arc GKÇ se placeront sur l 'arc BNC, donc ccs 
deux arcs coïncideront. 811 peut dire la mcmc cbose des arcs 
DUE, IICE, puisque chaque ordonnée AQ détermine dcux a3- 
scisscs iyyltls ct opposks, QRI ~t QL ; donc chacun des axes de 
l'ellipse divise cette cor~rbe en deuxpar~ ies  égales. 

300. Le triangle ABIP donne 

11 est teujours permis de prendre lcs abscisses sur le grand nsc : 
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ainsi on peut, sans nuire la généralité des rksultals , supposer 
a>b. Or, il es1 clair qu'en faisant occuper au point M toutes l c ~  
positions possibles entre les points D cl R, x croissant depuis z6ro 
jusqu'à a ,  MA croîtra depuis DA= O jusqu'à BA = a ;  donc , s i  
dans l'ellipse o n  rnèr~e des droites ou  r u y o n s  e r r t ~ w  l a  courbe et 
son centre ,  l e p l u s  pet i t  r a y o n  est &al à la moitié d ~ ~ ~ e t i t  a x e ,  
et l e p l u s  g r a n d  r a y o n ,  à la moit ié  da g r a n d  axe. 

Quand b-a, on a MA=a : c'est-à-dire que les rgyons sont 
%aux, ce qui fait reconnaitre le cercle. 

301. En supposant que x et y représentent Ics coordonnées d'un 
C 

point parliculier M pris sur l'ellipse, l'&quation [el donne 
O' O' 
-(aa-xa) x-  
aL a' ( a - 4  ( a + x ) .  

Ory=NP, a- x=PB, a+x=PC: ; donc 

- 6' 
hLP2=- XPBXPC.  

ad 
POUE un aulre point M', on a parcillement 

- b' 
RI'P" = - X P'B xP'C ; 

aa 
donc - 

l a  PBxPC -- - - p ' B X p ' Ç .  .m'" 
Donc, dans I'ellipse, les carr i s  des onion.&s, perper~diculaires ci 
TILIZ des  a x e s  de cette courbe,  sont entre e u x  c o n m e  les produils 
des s e p e r r t s  correspondants forrnés sur cet axe. 
306. Pour tous les points situés sur llel!ipsc, on doit avoir 

aly"k 6%' - a76'=0. Si on ronsidére un point ~xtkr ieur  Ji, 
ct qu'on tire la droite AR,  cette ligne coupera i'e!!ipse en un 
point dont les coordonnées seront moindres que celles da point 
K ;  donc, pour le point K ,  on aura uayy'+ Oazz.'-a'b2>0. 011 

verrait de  la même maniim qu'on a a2y' + 1i'x3 -sol>' <O POLT 

un point intérieur Kt. Ainsi on a toujours 
a)' + O ' r 2  - a%' = O pour un point pris sur l'cllipse , 

+ haz' - a3 O 1 > O pour un point eutiirieur, 

a2y2 + 13"' -albb' < O  pour un point intérieur. 
Par  conséquent, pour savoir si un point est sur l'cllipse, s'il est 

estcrieur, ou s'il est inMrieur, il sufiit de reconnaître si la quan 
tite a>'+- Laxa - d L 2  est nulle, positive, ou négative. . 
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Commenl on dicrit l 'ell ipse :iu inoy?n de aes axes. 

Si on décrit un ccrcle sur l'axe BC cornine diamètre (fig. i - i ) ,  
son équation sera 

= 

d'où il suit qu'en représentant par y et Y les ordonnbcs Ph' et 
PM qui, sur l'ellipse et le cercle, correspondent à uuc meme ab- 
scisse, ou aura gknéralement 

Supposons, pour rendre le discours plus facile , que BC ou 2a 
soit le grand axe. Ces rCsultats .prouverit que dms l'ellipse, les 
ordonnées, yerpendiculaircs au grand aire, sont aux ord~iznées 
correspot~dantes d u  cercle, décril sur  cet axe conzme drnnzétre , 
d~ms l e  rapport constant du petit axe nu grand axe.  

304. 1'" co~rs(ruction. 11 suit de lii qu'on pcut construire l'cl- 
lipse en diminuant les ordonnées du ccrcle dans Ic rapport dc b 
à a. En corisCqucricc, ayant dbcrit une circonfL;ronce sur lc grnrid 
axe EC, décrivez-en nne aussi sur lc pctif axe DE. Soit PM unc 
des ordonnées de la prcmiCre, tirez le rayon AM qui coupe la se- 
conde en G,  puis mcncz CN parallde à AP. Celle parallde rcn- 
contre PM cn un point Pi qui apparticrit i l'ellipse. 

E n  effet, a cause dcs parallèles, on a 

P N _ _ A G  1, - -= b 

A a' d'où PR = -X PA1 ; 
a 

et cette valeur est précisément cellc de l'ordonnée de l'ellipse, cor- 
respondant B l'ordonnée P M  du ccrclc. Eu réphlant cetle con- 
struction, on aura aularit de points qu'on voudra. 

303. 2. construc~iorz, D'un point quclconquc F (Cg. 122) pris 
sur l'un des axes, sur l'axe ego1 à 20, par  cxemplc, et d'un rayon 
kgal à la sommc cz 4- b ries dcux dcini-axes, on décrit un arc de  
ccrcle qui coupc l'antre axe cn E ; 03 joint FE: ct on prcnd FJI 
Ggal à a t le point RI  sera à l'ellipse. 
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Eti effet, si du point M on mCiic i\iIR et RIP pnrallèles aux deus: 
ases, GU aura, par le  triangle MRF, - 

FR = p' ~121~ -nmd'-= vad- zz.' ; 

et ensuite les deux triangles semhl~hles 3iRF, ERIP, donilcront --- 
RIP:FR::XE:MF,ouy : V U * - ~ ' : :  b : n ;  donc 

donc Ie point II es t  B l'ellipse. 
Il  est clair que EF peut etreunc règle dont la longueur est a+, 

et sur laquclle on marque un point31 tel queMF= n. En hisant 
mouvoir celteriigle dans l'anglc xAy, le poiiit hl tlécrira un quart 
de l'ellipse dernandk; et on aura les autrcs par tics de l'ellipse en  
placant la riigle dans Ics autres angle?. 

306. 3 conslruction. D'un point quelconque F (Gg. 123 ) pris 
sur le petit ;i:icl, et d'un r d j  on FE Cgal à la tliffiwnce a - 1i drs 
demi-axes, d6crivcz un arc de cercle qui coupe l'axe BC en E ; 
par les points E ct F menez TE31 ; et prenez FDI =AU = a. Le 
point AI appartiendra à l'ellipse. 

Car, si on mbnc, paralliilernent 5 BC, la ligne FR qui rencon- 
tre en R le prolongement dc l'ordonni.~ &lP, on aura,  dans l e  --- 
triangle rerkinglc FRIR, filR = v a 2 -  x\ (4 rrisuite les trinri- 
glcs semblables RIEP, AIFfi,  donneront AW : &IR :: ME ; TLIF, 

- --- 
O U ~  : Va2-2 :: 15 : a ;  donc 

par conséquent l e  point 31 appartient à l'ellipse. 
FA1 peut 6lre uric règlc d'uiie lo~igueur égale à u, sur laqucllc 

on marque un point E tcl que El1 =b. En faisant mouvoir la ligne 
ERI , d'abord dans l'angle .ZAY, et ensuite dans les trois autrcs, 
on aura toutcs les parlies de l'ellipse demandée. 

Des foyrra et  des direciricm. 

307. Larsqu'on chcrchc l a  distance d'un point dom& B un  point 
quelconque de l'ellipse, et qu'on exprime celte distance en fouc- 
tion de l'abscisse dc ln cüurhc., on trouve une formule assez corn- 
pliquéc, daris 1;iqut:llc cette abseissc est engagée sons des radicaux. 
Nilis cette forniiile sc réduit a unc fonction rationnclle d'unc 
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extréme sirnplicitb cri placant dans certaines positions le point d'où 
part la distance; et dés lors ces positions méritent d'etre ycmar- 
quées. La question à résoudre est donc celle-ci : . 

L'ellipse é lant  rnpporl2e a ses axes,  déterminer  les points dont 
la distance, à un point quelconque d e  cette courbe, est exprimée 

p a r  U I L ~  fonct ion rationnelle de Z'abscisse d e  ce point. Ces points 
se nomment lesxoyers de l'ellipse. 

Soit pris à volonté un point G (fig. 124) dansle plan de l'ellipse : 
désignons par x' et y' ses coordonnées, par x et y cclles d'on 
point quelconque M de la courbe, et par d la distance GM, on aura 
généralement 

iJ2=(x-X')'+G~--y')', 
on, en dEveloppant les carrEs , 

d'= xa- 2~'x+x'"~-2~'y  +yra. 

Le point M étant sur l'ellipse, on a entre x et y l'équation 
a2y2+Oax2 = aaV. Or on en tire 

portons donc cette valeur dans l'expression de a', ct on aura , 
reductions faites, 

Pour que 8 soit une fonction rationnelle de x, il faut A plus forte 
raison que b' en soit une, ce qui ne peut pas arriver à moins que 
le  radical ne disparaisse. Or, cc radical ne peut disparaître qu'en 
faisanty' = O ; donc le point G , pour &ire un foyer de l'ellipse, 
doit dtre situé sur l'axe des x. 

En faisant y' = 0 ,  on a 

ct l e  seul moyen de rendre la valeur de d rationnelle en x est dc 
disposer de l'indéterminko x' de manière que le second menibrc 
soit un carre parfait. Pour cela il faut qu'on ait 

équation d'ou l'on tire, après rcductions , 
x l ; r : L  Va"b6', 
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Ces valcurs nc sont r6ellcs qu'autant que a est plus grand que 0; 

c'est-8-dire que les abçcisscs doivent Ctrc comptées sur  le  grand 
axe, et non sur le petit. Supposons donc qu'il en soit ainsi, et nous 
jurons dcuv foyers, F et Pr, situés sur le grand axe, de part e t  - -- 
d'autre du ccntre, à une distance fgale a VaL-0". 

On construit facilcmcnt ces foyers par les intersections du 
grand axe BC ct d'un arc de ccrclc décrit du poinl D, extrémitb 
du petit axe 2O, avec un rayon égal à a. En cfïet , si on supposc 
quc II et Fr aicnt 6th trouvés par cettc coiislrnction, on aura -- 
AF=AF'=Vn'-I)8. 

La distance FF' se nomme l'ezcentricité de l'ellipse. 
308. Chcrchonç maintenant les valeurs des distances FM et F'M, 

qu'on nomme ordinaircmenl rayons vecteurs. Si on veut avoir 
FM, il faut mettre dans la dcrniérc exprcssion de dl, au lieu de . 
2, la valeur positive + Va"-(/ ' ;  et pour avoir P'X, il faut -- 
remplacer 2' par la valeur 11Cgative -Va2 - ha. Faisons, pour 
plus de simplicité, Va'- Ii" =c, remarquons que 0' + ca =aa,  
et nous trouverons 

ou, en extrayant les racincs , 

On ne doit prendre que Ics,valeurs qui sont positivcs : or x est 
moindre que a pour tous les points de l'ellipse, et c csl aussi nnc 
quantitb moindre que a ; donc il faut prendre, pour FM et FM, 
les premiércs valcurs , c'est-à-dire, 

309. En ajoutant ces expressions, on trouve 
FM + $31 = 2a, 

ce qui donnc cc tECorénie remarqunblc : La. somme des rayons 
vecteurs, men& à un point q~e lcor t~aede  l'ellipse, est comtarzfe et 
égale au axe.  

3 10. Soit N (fig. 125) un point hors do I'ellipsc, menons NP 
et hF'. Soit 31 le point où RF coupe l'cllipse, joignons MF. 
On a F 3 l f F N > F N + F ' $ 1 :  or, FJf+PfiI-2ai donc 
FN Jr F'N> 2a, 
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Pour un poiut intérieur Nt, on a ,  en suivant la figure, 
pK'-(- F'N' <PM +-FM ; donc PXr+ F'N' <Pu. 

Ainsi, selon qu'un point est sur  l'ellipse, OU au dehors, OU au 
dedans, la somme des rayons vecteurs, menés à ce point, est égalc 
a u  grand axe, ou plus grande, ou moindre. 

31 1. Ce qui précéde donne un moyeu fort simple dc trouver 
autant de points qu'on voudra d'une ellipse, ou memc de la décrire 
d'un mouvement continu , quand on connait son g a n d  axe UC et 
se3 foyers F et F' ( fig. 125). 

On prend sur BC une longueur qnelconque BK; du foyer F, 
avec BK pour sayon, on décrit u n  arc de cercle; de l'autre 
foyer Fr, avec CK pour rayon, on dCcrit aussi un arc dc cercle. 
Le point M l  ou se coupent ces arcs, appartient a l'ellipse : car 
ou a FRI+F'iCI=BC. 

Il est buri de décrire Ics arcs de ccrclc au  dessus et au dessous de 
l'axe. Par  ce moyen on trouve à chaque opération deux points de 
l'cllipse; et on en obtient quatre quand on porte successivement la 
m h i c  ouverture de compas h chacun des foyers. 

Lorsque l'ellipse doit etre fort grande, comme cela a lieu lors- 
qu'on opiire sur le terrain, on fixe aux foyers les exlrémités d'un 
cordeau dont la longueur est égale aux grand axe, et qu'on tend 
par lc moyen d'un piquet : on fait glisser ce piquet de manière 
que le cordeau soit ,toujours tendu, et la courbe se trouve tracée 
quand il a fait um? révolution enlierc. 

31 2 Proposons-nous de résoudra directement cettc question : 
Trouver  une  courbe [elle q u e  l a  sonzrne des  distances d e  chacun 
d e  ses points à d e u x  points f i x e s  soit constante et Gg-ale à 2a. 

Par  les deux points fixes F et 17' ( fio. 124),  nierions la droite 
xf.r , et au milieu A dc FIi" élevons la perpendiculaires y'y. Soit 
M un point de la courbe, abaissons N P  pcrpeudiculaire x'x, 
et prciions PJI1=;PM. Le point M' sera aussi à la courbe, car 
on a FM'+ P'&I'=l~X +F1M=2n ; donc la ligne x'x partage 
la courbe symélriqwrncnt. Le mL.m raisoiiuement s'applique A 
la ligne yy. C'est pourpo i  l'on choisit x'x et y? pour axa des 
coordonri8cs. 

Ccln posé, puisqo'on doit avoir F,)I+F'N=2a, on peut faire 

FM=;-z, F I I - a + z ,  

a étant une quantité varjablc. Désignons par c la distance AF, 
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c t  par x ct y lcs coorilonr16:s i lP  ct PX; Ics triangles rec- 
tangles DIFP, NF'P, donncnt 

y2+(c-x) '=(n-z) ' ,  
y = + ( c + ~ ) ~ = < a + z ) = ,  

équations cnlrc lesquelles il s'agit d'élimiricr o. En retranchant la 
prerniérc dc la sccondc, i l  vient 

CS^ 
iFcx=4az, d'pu z=-. 

n 

En portant celte valeur dans l'une des dquations, on obtient, pour 
l'équation de la courbc cliercliée, après toute réduction, 

a>'+ ( a 2 - c ' )  s2=ap(a1-2) .  

D'après I'énoncé même, il est clair qu'on a FM+FIN> FE' ; 
donc 2a)ac ;  donc a'-c' est une gtiantiiE positive. Si on compare 
l'hquation ci-dessus avec celle de l'cllipsc , 

a 2 y i + b a x a ~ a ~ b a ,  

on  oit que les deux équations, et par conséquent les dcur  courbcs 
qu'cllcs représentent, seront identiqucs , quand ou aura 

a'-$=U. 
--- 

On tire dc là b=Vd -c3 ; donc la courbe chcrcliéc -- est - -- une cllipsc 
dont Ic grand axc = = ~ C L ,  et dont le petit axe =3 Va"c3. - 

313. La relalion a'-c2= 6' donne aussi 

Ci/'a3-b2. 
donc, si on suppase que BC soit l e  grand axe d'uilc cllipsc, et si 
sur U C ,  a partir du ceiitrc, on prc~id 4F=AF'=Va2-ha , 011 
sera sûr que pour chaque point dc l'ellipse on aura FM+ P33=2m. 
Ct:tte propriCli: cst celle qui a été trouvge rio 309, et pourrait 
scrvir it dkfiuir les foyers s'ils ne 1'avaie:it pas été d'une autre 
mani th .  

cx 
En ineltant, dans nus et  a + z ,  au lieu de z sa valeur - 

a' 
on rclrouvc 

C r s  espressions sont des fonctions rationnelles de ïabscissc X ,  et 
cette propriété est cellc que ~ ious  avons adoptee pour defiiiiliori des 
foyers , scluii l'usage le plus rEpanclu. 

16 
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3 i4 .  Cliaque foyer divise Ic grand axe en deux scgmcnts rcspec- 
tivemeut égaux à uf Vu3-lil et a- Va3- F, ct dont le rcc- 
tangle est kgal a Ii', carré dc la moitié di1 pctit axe : c'est par cctte 
propriété fort simple que les foyers sont définis dan's le traite 
d ' h i ~ i ~ o ~ ~ o r i i c , ~ .  

315. Aux deux foyers rbpondcrit deux droites rcmarqualiles, 
qu'on 'nomme directrices, et que je vais faire connaitre. 

Pour l a  distaiicc du foyer F à.uii point qiielconquc il1 de l'cllipse, 
aa 

on a t r o u ~ e  IiIF=a- .Or,sionprendAII= -, 
a a c 

' si ensuite on mène HL perpcndiculriire à AD, et BIR perpcn&iilaire 
d 

HL, or1 aura NP: =- 
C 

c IITF c 
- x ;  donc RIF= - x7.R; donc -= - 

a MK a' 
d2 

De l'autre cOtè du  centre, à la distance AHr= AH= -, menez 
C 

anssi H'Lr perpendiculaire a AB, et MR' pcrpendiculaire à Il'L'. On 
aa c.x c a= 

aura MXr= - .+x : mais &IF'= n -J- - = - ( -+x) ; donc 
c a a c  

Lm perpcndic~iairrs IIL ct MrL' sc nommcnl les directrices dc 
l'ellipse ; et les propriétés pr'kédentes, qui les caractérisent, 
peuvent s'énoncer ainsi: Les distairces d e c h q u e p o i n t  d e  l'ellipse 
ri. l'un des  f o y e r s  et r i  ln directrice voisine d e  ce foyer ,  sont entre 
elles comme 2 'excentr in '~i  est au g r a n d  axe .  

liemarquez d'ailleurs que , d'après l a  construction , on a 
AH X c= a' : c'est-à-dire que le demi -grand  a x e  AB doit étre 
rnoyenproportiorrnel enke  AF et AIL 

31 6. Supposons qu'on veuille trouver d i r r c t c m m t  la courbe dont 
chaque po in t  est t e l  q u e  ses distances à un p o i n t  donné  et à w e  

droi te  donnée ~ o i e l ~ t  er~lre  ellea constarnnzent : : m : n. 
Soient F et  H'L' le point et la droite donnCs: abaissrz la ligne 

il'Frx pcrpendiculaire à la droite donniic IL'L', et divisez I;'Iir 
en C de manière qu'on ait Fr@ : CH' :: ru : r z ;  il est évident 
que lc p i n t  C apparlimit à la courbe, et qu'on peut supposer 
m =F'C et la = Cli'. Élevez GY per~endiculaire à Cx, et prcrcz 
les lignes Cx,  CY, pour axes dm coordonnées. 

Cela pose, x et y étant Ics coordonn6es d'un point qwlconque I1I 
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de la conrhc, Ics diçtûnccs de cc psint au poiüt F' ct h la ligne Ii'Lr 
seront 

MF'= Vy2+ (.r - nz)= et ~ I K = x  4 11 ; 

donc, d'opriis l 'honcé , on aura 

~ ~ ~ ( x - m ) ' :  X + T L  : : n t :  1 2 ;  

ct , par suite, toutcs r6ductions faites, 
n'y' + (n" mm') z2- 2mn (n $ m )  x = 0. 

Cette &qualion est celle de l a  courbe cherchEe , et elle montre que 
cette courbe scra une ellipse, ou une hyperbole, ou une parabole, 
selori qu'on doririer;~ rn < I Z .  , ou m> IL, OU 7n=n. 

Prenons l a  première hypothèse, et, pour avoir les points ou 
' l'ellipse coupe l'axe C x  , faisons y = 0 dans l'équation : il vient 

(n2- m2) z 2 - 2 1 n n  ( n $ m )  x=O, 

d'où 

La valeur x=O donne le  poiat C d6ja coirnu, et l'autre valeur dé- 
termine le point B. Transportons l'origine au point A, mi l iw dcCB: 

nzn 
il faudra changer ;r: en x 4- - ct alors on lrouve l'équation 

IL-77L ' 

L'ellipse cst actucllrmciit rapportoc à scn centre et h ses axes. 
On connaît dbja la longueur du demi-axe AB; et si on fait 
x = O dans 1'L;quation précédente , on connaîlra l'autre dcnii-axe. 
En désignant ces derni-axes par a et O ,  on aura 

P 

En nommant c la distance du ccntre A aux foyers, on a 

-. m2n' na' (a f m )  rn' 
c = V ~ ~ - ~ ~ -  - - -. 

IL - nl. IL - ni 
Mais on a 

in72 772' 
AF' = AC - CF'= --- - Il7 = - ; 

I L -  112 IL- IIZ 

duiic le poiiit F' est un foycr dc 1 ' e l l i p .  Il cst fùcilc a u s i  de 
rccounaîtrc que I I \  àroile JI'L' csl ünc dcb  dircctriucs : car cllc 
vérifie la rdatiun r c z 8 1 : ' X  Ml' (3!5). 
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317. Renrdi-que. La définition des foyers, tclle qu'elle est prhcd- 
téc no 307, d'ilprés EULER, est simple sans doute, mais d lo  a le 
défaut de nc pas caractériser ces points par une propriété géomk- 
Iriqu" et ccllc d'A~~ni.r.nnru-s (314) n'exprime pas une propriCt6 
assez saillante pour qu'on doive s'y arreter. 11 serait plus çatisfai- 
sant de réunir les foyers c l  les directrices dans une mérncrecherchc 
cn les définissant cornine dans l'Cnonc6 du probliimc pri'cétlcnt; et 
alors l'analyse qni r&out cc problEme pourra servir à lcs dficr- 
miner. Si on adopte celtc marche, on devra rcgarder ~t et b comme 
diinnks, laridis que m ct n seront des inconnus qu'il faudra déduirc 
des équations [t]. Mais il sera micux encore dc prendre pourincon- 
nues les distances AF' et AH', lesqucllcs sont dctcrminées trEs-sirn- -- 
plemcnt par les rclatioris A r =  Va" ha et AF'xA1I'=a2. 
; 318. Autre remarque. En clierchant lcs foyers (308) on a tmuvD 

Ca? CA- 
FilIea- -, PRZ=n+ -; e t ,  plustard(315),laformemémc 

a LX 

de ces valeurs a fait découvrir avec facilité les deux directrices. A 
ce sujet, je ferai remarquer d'une manifire générale qu'il suffit que 
la distance d'un point fixe à un point quelcoiique d'une courbc 
soit exprimée par unc fonction ralio~inellc du let degré, entre les 
ccordonnées de ce dernier point, pour conclure qu'il existe une 
droite fixe qui cst lelle ,que Ics distaiiccs de chaque point dc la 
courbe au point fixc et à la droitc soient entrc rllcs dans on rap- 
port constant. Voici comment on dCrnonlre cette proposition, et 
comment en d9tcrmirne la posilion de la droite. 

Ilésign?ns par O l'angle des axes, que nous laisserons quclcon- 
ques ; par x, y, les coordonnées dc la courbc; e t  par p, p', Ics deux 
distances dont il s'agit. D'aprcs l'hypolliése, p es1 une fonction 
qu'ou peut metlre sous la forme 

k ( y - g x -  hl. 
Supposons qu'une droile de position iiidétcrminde ait pour kquation 

y,=Gx,$ II, 
sin 9 

e l  faisons K r - , le nn 225 donnera, pour la 
b/l+G'+"cos~ 

prrpendiculairc 
p'=K(y-Gz-H) : 

alors on vcit qu'en prenant G =ç et H =h, les dislances p c l  !' SC- 

rcnt cri enet dans un rapport constant; car on aura p : ; :: I I - .  K. 
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319. Pour avoir une diifinition dc la tangente qiii convienne h 
toutes les courbes , et a laqucllc/lc caleul s'applique facilement, on 
la consid9rc coniine une sicanle qui pUJSe d'al iordpur d e u z p o i n t s  
de Za cool~rbc, et qui ensuite tourne autour d'un de ccspoinls jus-  
gu'ùcc que  razclre poiht vienne se c o n o ~ r d r e  avec lui 

Occupons-nous de chercher, d'après celle corisidCration, l'kqiia- 
iion de la tnngente a l'ellipse dont l'équation est 

[PI aaya + L2xP =a"la.  
Soient 2, y', et i l ,  y", les coordonnées de deux points pris sur la 
courbe : si on rnèrie la sécante qui  passe Far ces points, et qu'on dé- 
signe par S l'angle qu'elle k i t  avec l'axe des s, on aura 

yr-S"' 
tang SG- - x l d  s 

Lcs dcux points étant sur l'ellipse, leurs coordonn~es doivent sa- 
tisfaire à l'éqnation de cette courbe; dorie on a 

ay + b=.zla = al j= n2ylla + b a 2 ~ l = ~ = b 3  0 

En retranchautla seconde équation de la première, il vient 

et par conséquent on a 
ba(s '+  x") 

tang S 1.- 2 (,'+y1' ). 

Quand Io second point se réunit au  premier, on a rr'=~l,y'l=yr, 
et alors la sécante devient tangente; donc si 011 suppose, dans l'cx- 
pression ci-dessus, s"=2 et y"=yf, on aura la tangente trigono- 
métrique de l'angle forrnC avec I'axe des x, par la tangcnte menée 
à l'ellipse, au point qui a pour coordonnées xr, y'. En désignant 
celte tangente trigononiétrique par a, il vient 

b2z '  
ff=-- 

n"y" 
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P a s  snile l'kquation dr: tangente sera 
b3x' 

y -y1= - - ( x - x ' ) ,  ' 
a i '  

O U ,  SOUS une autre forme, 
a?> f bazfx= a'yrg $- O ' Z ' ~ ,  - 

OU enfin, en remarquant que aZyfa + baxfa  = a1bL9, sous celle-ci : 

[ t l  a2y> -t blx'z =aa"V.  
Comme il n'y a qu'une valeur pour a ,  on ne  pcut mener par 

chaque point de l'ellipse qu'une seule tangente à cette courbe. 
320. On peut ici, comme pour le cercle, prouver quela  droite 

ainsi déterniinhe cst tout entière hors dû l'ellipse. En effet, si on 
reprend les kqualions 

et q;!'on retranche dc la seconde l e  double de la premiére, le ré- 
sultat pourra êirc mis sous cette forme 

La qan:itii n'ya+ 6%'-n'b' est dtinc constamment plus grande 
qu? zero pour tous les points de la droite, exceple pour celui dont 
les coordonniics sont x', y' . tous ces points, cxceptc celui de lan- 
gence, sont donc situés hors de l'ellipse (302).  

321. La formule trouvce plus haut, 

Vx1 
z=-- 

a y l '  

montre que si on tire par l e  centre une droite quelconque, qui 
mrirontre 1 ellipse r n  R I  et cn BI' (cg. 127), les I;ingc.~iles menées 
à ces deux points seront pnrallèlcs. Ln effet, en passant du point RI 
au  point BI', lcs coordoiinées changent de Ggne, mais non de 
grandeur; par conséquent Ia valeur de a ne changera point. Au 
reste, ce parallhlisrnc des tangentes r h l t e  immiidiatement de la 
syinétrie de l'ellipse par rapport i ses axes. 

329. La n i h m  forniiile montre encore comment la tangcntc 
I\IT s'incline sur I'axs DG, quand le point M change de position. 
E n  B et en C on a xf=Fn et yl=O; donc a est infini ; donc la 
tangcntc cst pcqwridirulairc sur BC. E n  D et en E on a xi= O ,  

y ' = i O  ; donc = = O ;  donc la tangrnte est parallClc à BC. Dnns les 
points intermériiaires, ci1 al!ant dc Il vers D, x' diminue et y' a a p  
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mente ; donc u diminue r:fgativrmcnl. Cela prouve que l'anglc3lT.z 
cst obtus, et s'ouvre de plus cn plus jusqü'a cc que la tangente 
soit devenue parallèle a BC. 

323. Pour avoir (fi& 128) l e  point ou ln tangente rencontre l'axe 
nC, il faut faire y=O dans l'équation [ t ] ,  laquelle donne alors 

Cette valeur ne contient pas O : elle est donc l a  mirme-pour toutes 
les ellipses qui ont l e  meme premier axe BC; elle convient par 
conséquent à l a  circonf~rcnce dkcrite sur cet axe comme diamétre. 
Ainsi, prolongez, si cela est nécessaire, MP jusqu'j. cette circon- 
fiirence, menez la tangente NT au point de rencontre N , et alors 
en tirant BIT vous aurez la tangentc l'ellipse au  poirlt 31. 

Ccttc construction s'appliquerait également an srcond axe ; car 
I'expression de la distance AR est indépendante de a. 

32$. On nomme sous-tangente la partie de l'axe des abscisses 
mence : comprise entre l a  tangente et 1'orilonni.e du point de tan, 

tclle est PT. On obtient ici cette sous-tangente en retranchant AP 
ou x' de l a  valeur t ro i ivb pour AT, ce qui donne 

a2 - 
PT=-. 

L 

En prenant la sous-tangente sur le second axe, on trouverait 
l'expression analogue 

. 6' -fa 
QR= -. 

.Y' 
325. Si, par le cenlre et le  point dr, tangence, on mène Ic rayon 

AR1 (Gg. 127), son équation sera de la formey = U'X ; et la condi- 
tion dc passer par le point do tangence donnera y' =alx',  d'où 

En cherchant l'kquation de l n  tangente (319) on a trouvé 
Vx' 

O!=-- 

aly' ' 

Or,  en pzultipliant ces valeurs l'une par l'autre, il vient* 
b ' 

I 
O!* =- -' 

an ' 
donc l e  produit des tangentes R et G! reste le meme, quelle que soit 
la position du point de taa&ncc. 
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3%. Poli;. avoir la tangcntc trigonoin6triquc de l'anglc ARlT 
( fi;. 107), forme par l e  rayon cl par la tangente, il suBit dc rem- 
placer, dans la forrnulc comuc (231 j 

a-.*' 
fang AMT= - 

l + d '  

ct et cL par lcurs valcurs. En rcduisant l'aide de la relation 
aay12 -+ 6 b r a  = n2b2, oü trouve 

-a2 bs 
tang ARIT= 

(ad- ba)x'y': 

Il est permis de prendre les abscisses ;r sur le grand axe, et alors 
on a a> 6. Si de plus on suppose que lc point 31 soit situé dans 
l'angle clcs. coordonn6cs posilivt.~ , la valpur prérédcntc sera n6- 
gative; donc l'angle MIT est obtus. Pour qu'il  soit droit, il faut 
que tang AIIT soit infinie, ce qlii exigc qu'on ait x' = O  ou y' = 0. 
O r  y' n'cst zi'ro qu'aux extrémités dc l'axe BC , et zr n'est zkro 
qu'aux edrkmi(6s de l ' a rc  DE ; donc Ics exlrhnzités des axes 
sont les seulspoints de l'ellipse oii la tairçente soit perpendiculaire 
au rayon. 

327. Cherchons présentement 1'6qiiatioli de la tangente, lorsquc 
cettclignc doit passer par un point dom6 hors dc l'ellipse, et dont 
nousrepréscntrrons lcs counloni~6es pnrx'' et y". Dans cc cas, lcs 
cooidonnfies x' et y' du point dc contact sont incoi~nues , et elles 
doivent étrc tcllcs que 1'Equation de la tangente 

nyy'y + b 1 ~ ' x =  a2V 

soit vérifiée en y remplacant x par s", et y par y", d'où résulle 
cette preniiCre équation 

111 1 a2y"y'+ blx"d = a'ba. 

De p!us, Ic point de contact ktant sur l'ellipse, on doit avoir 

Pl I- = 

Ces cleux fiqualions suffiront pour determiner les inconnues xr ety'; 
cit q~iaiid » r i  Ivs coiin:ii!rn , il n'y aiira plus q u ' A  substituer lcurs 
valcurs dans l'équation dc la tangcntc. 

Si on tire de l'éqxation [il la valcur de y' cn fmction de x', rt 
qu'on l a  substitut daqs 1'6qualion [SI an  aurii uiic équation du 
second d c p é  cri 2 qui doncc deuv valcurs pour cdte inconnue. 
En portant eilsuitc ces dcux valeurs dam l'kquriliou. [ l  J, on trouve 
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les valeurs . corrcspondantcs dc y'. C'est ainsi qu'on arrive aux 
formules 

aî(l>lx~l - t n y r t  vay51"3-+ ~ I z ' I P - n ' ~ ' )  

.Zr= u?.llZ+ ()'x!i' 1 

,32(a2,yi i  - .  v a a y l l a  + ba ztta-atb2) 

y' = 
a y t 2 +  haxm 

Quand le point donné est au dcliors dc l'ellipse, la quantité 
a'yft3 + L J ~ X ~ : ~ - ~ Z ' ~ '  cst positive (302), e t  ccs valeurs sont ri:riics 
et inhgnlcs, donc il y a deux tangentes. Quand Ic point doririé ~1st  
sur l'ellipse, In quantith a>"' +b'xV'-a'b' est nulle , et l'on n'a. 
PIUS qu'une seule solution .i!=xrf7 Y'=yii; donc iln'y a plus qu'une 
seule tangente. Enfin, quand le poinl dorink cst irithieur, la yuan- 
titi: n:y"'+ U9x'"- a'ba est négative, & ct jt sont imaginaires; 
donc alcrs on ne peut plus mencr de tangcnlc al'cllipse. 

328. Cherchons l'équation de la normale. On remarque d'abord 
qu'tlle doit étre rlc la  forme 

'' "'(x-x'z.) . 
Mais de plus elle doit Gtrc perpendiculaire à la tangenlc; donc 

el par suite I'bquation de l a  normale devient 

1 ' aaY' y - y  = - (ar-2). 
U2x' 

309. Pour avoir le point S (cg. 199), ofi la normale icncontrc 
l'axe des s, il faut faire y = O  dans l'equation précédente; et la 
valeur corrrspondaritc de x sera celle dr: AS. On trouve 

En supposant toujours que BC soit .le grapù axe, cctle valcur de 
AS aura Ic m6me signe quc x', cc qui rcvicnt a dire que lc pointP 
el le point S wnt toujours du meme cdté du centre. 

Si on fait x' = 0, on a AS = O ; donc lc point S tonihc en A : 
niais si .z' aiigrnenlc posilivemeut, AS augnieiitc anssi, rt lc point S 
s'doigne du centre. Eufiri quarid 2- a ,  In disiarlce AS atteint 

CL'-- hï 
sou rnas.in~um ct est ëgalc à ---- . Soit dom pris AN égal $ 

a 
cettc valcar, Ic point N sera uiic lirnitc dvnt les iiormalcu- appro- 
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chent indéfiniment, h mcsure que le point M approche lui-m6mc 
du pointI3 : de telle sorte qu'on peut toujours prendre le point RI 
asscz voisiri dn U pour que l'intervalle SN dcvienne moindre que 

' 

toute quantité donnée. 
330. 11 existe, entre la direction de la tangente a l'cliipsc et celle 

des rayons vccteurs menés au  point de contact, des relations r e  
marquables que nous allons faire connaître. 

Soient RT (fig. 130) la tangente a l'ellipse, et PM, F'DI, les 
rayons vectciirs rncnés au point de cnritact : la ligne MF passant 
au  point 19 dont les coordonnées sont 2 ety', son Cquation est dc 
la forme 

y-y f=z '  (.x-x').  

: i on fait A F  = Va'- O' = cl la condition dc passer par le foycr 
F donnera -y1= ~ ' ( c -  x'), d'oéi 

. .' 
r Y a =--. 

c - x '  
Pour h v a l c u r  de a, relativc à la tangente MT, on a trouve 

u=-- 
a'y" 

Or. on a - I 
a-3 

tang FRIT = -. 
1 + azr l  

remplacons donc K et U' par leurs valeurs, et il viendra 

O'x' y' 
-. - C- 

c-x' 
tang FMT = 

0=2.y1 - ' + .'y' ( c - 2 )  

En circctuant les calci~ls, ct rrmarqiiant q:ii: a'y" + D'x" = naOa 
et que a' - b'=c2, on trouve snccessivcmcnt 

a 2 ~ a + b a d a -  b3cx' aaOa - b a c 2  
tang MFT = - 

aacyr- [aa-u) &yf - ~ ' C ~ ' - C ' ~ > '  

- b2(a" cx' ) Ii2 
- - - - 

cy '( a'-cxr ) cy" 
On obtiendrait scmlilahlement , en changeant partout c en - c, 

Ainsi, les angles FMT, FrMT, ont leurs tangentes égales et do 
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signes contraires ; donc ils sont supplCments l'un de l'anlrc. Nais 
l'angle F'bIT est aussi siapplCrncnt de l'angle FWR ; donc F M T  
est égal ii F'RIR. Si on mEnc l a  normale BIS, et que des angles 
droiis TRIS, RAIS, on retranche les angles égaux TMF, RRlF, il 
rcstcra FMS = PNS. 

Donc, dans léll+se, les rnyons vecteurs menes a u  point  de con- 
tact font avec la tangente, dun méme c6ti d e  celte ligne, des 
angles +aux; et ln normale divise en deuxparties &ples l'angle 
de ces rnyons vecteurs. 

331. Ces proprihtiis foiirnisscnt une construction très-simple 
OUP mcncr une tangmte à l'ellipse par un point donné. 
Supposons d'abord que ce point donné RI (fig. 131) soit sur 

-'ellipse. On miine les rayons vcctcurs FM ct FM, on proloiigcl'un 
d'eut, par exemple FJI , d'une quantité MR égale à FM, et on 
tire FB : la ligne MT, perpendiculaire à EK, sera la tangente 
dernaniléc. E n  effet, d'aprés la conslruction, Ic triannle KRTF 
est  isoscèle ct l'angle KRIT = TMF : or  KMT = RNP' ; donc 
TPIF = RNF'; donc R T  est tangente. 

On pcut d'ailleurs s'assurer qut: cette droitc a tousçrs points hors 
de l'cllipse, à i'cxception du point M. En effet, pour tout autre 
point R, on aurait F'R + RI(> F'DI $ N K  : or PIICI+MK = 2a ; 
donc le poiut R (1st hors de l'ellipse (310). 

332. Rcnzaryz~e. D'après la construction, il est évidcnt que l e  
point O , où nlT rencontre FK, est l e  milieu de FK ; et comme l e  
point -4 est le milieu de PT, il s'ensuit que l n  droile A 0  est paral- 
Ii!lc à F K  ct figale 5 :F'K : or  P R =  l a  ; donc A 0  = a. 

Donc, si  desfoyers on abaisse des perpendicuEaires sur les tan- 
gentes ri. l'ellipse, ladistance despieds de cesperyw~dic~~laires,  a z b  

centre de  l'c21ipsc, est constante ct écale IZZL demi-grand a x e  : de 
sorteque tous cespoints ont pour  lieu g-éométrique une circonfë- 
rence dicrite s u r  l eç rand  a x e  conzme diamèlre. 

333. Supposons niaiiitenant que l e  point donné T (Gg. 132) soit 
extCricur à l'ellipse. Si le probleme ctait rCsolu, que TM fût  la 
tangente et M le point de contact, en menant par l e  foyer Ir l a  
ligne F'MK égale au grand axe 2 n  , et par le foyer F l a  ligne FM, 
la tûngcnf~ 'l'BI st~rait ~rDenr l icula i rc  sur l e  milieu de FK, et l'on 
aurait T F  = T K  ; donc le point K sera determine par la rencontre 
de deux circonfi.rences, l'une decrite du  point F' avcc le rayon Za, 
et I'autre, du point T aiec le  rayon TF.  Le point K étant coii~iu , 
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252 D E U S I ~ N G  PARTIE. 

nn tire FIi ct  KI?, puis on abaisse Tri pcrpcndiculairc sur ICF. 
Ccl tc  pcrpendiculairc cst tangcriteà l'ellipse, ct lc point RI, ouollc 
rencontre F K ,  est le point de tangcncc. 

En effet, par construclion, TR=1'F; donc RT est perpcndicu- 
laire sur le niilieu de K F  ; donc nili = M F ,  et par suite F M +  MF 
= P a ,  ce qui prouvc dhjà que le point nI est sur l'ellipse. De plus, 
i'angle F M T q T M K  = MIF' ; donc TJl cst tangente. 

334.  Comme deux ccrclcs pcuvent se couper en deux points, 
i l  peut aussi y avoir doua tangentes. C'cst cc qui arrive quand 
lc point T est hors dc l'ellipse, car les conditions relatives a l'in- 
tersection dL,s cercles sont alors remplies. En e k t ,  si on joint 
F'T, le triangle F'TF donnc F'T < F'F + FT , et ri for~iori 
FT< 2n + F T ;  donc Io la distance dcs centres est plus pctile 
que la somme des rayons. Ensuite, Ic meme triangle donnc 
FrI'<P'F+Ii"T, et hfortiori  FT<2a f P T .  D'ailleurs, puisque 
le point T est ext6rieur à I'cllipse, on a Ba( F T  + ET (310) ; 
donc chaque rayon est moindre que la distance dcs centres, 
augmcntéc dc l'autrc rayon. Donc les ccrcles SV coupent, et il y a 
deux tangentes. 

Si le point T &tait surl'cllipse (fig. 1331, le plus graiid rayon% 
serait égal a l a  distance des centres F'T, augmentbe du plus petit 
rayon TF ; donc les cercles se  toucheraient intericurement, et il 
n'y aurait qu'une seule tangentc. 

Si le point T était intérieur (fig. i%), Ic plus grand rayon 2a 
serait plus grand que la distance des centres F T  augnicntée dc 
l'autre rayon TF. donc l'un des cercles serait tout cntier intérieur 
à l'autre : et il n'y aurait plus de tangente. 

Des diamilres. 

335. Tl a déjh et6 dit que, dans les ligne3 du second ordrc , Io  
diamètre est une droite qui divise en parties égales toutes les 
cordes paralleles h une mCmc direction. 11 est facilc d'appliquer le 
calcul à cette définiticn et d'cn dkduirc l'équation d'un diamklre 
quelconque. Il sufit pour cela de prendre l'équation générale d'une 
cordc, et de clicrcher le lieu giioniélriqueqiii canticnt toujours le 
milieu de celte cordc, quand on suppose qu'ellc se meut paralle- 
lemcnt à elle-méme dans l e  plan de l a  courbe. 

Soit donc 
y==J'x+P 
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l'équation d'une corde quelconque FG (fig. 133) .  En la  combinant 
avec cellc de l'ellipse, 

a2ys+ OPxg=u26", 

on trouve facilcmcnt lcs co0rc1onnScs des points F et G ,  Où la 
droile rcncoutrc la courbc. L'climirialion de y donne 

fquation cloiit Ics racines sont prkcishncnt les abscisscs AH ct AK 
des poinls I.' ct G. I l  cst facile de voir que l'abscisse AP du milieu 1, 
de FG,  est kgale à : (AI1 + A K )  ; donc, si on nommc x cette 
abrcissc AP, et X I ,  .dl, celles des points F et G, on aura 

XI + 2 
x=-. 

2 

Or, on sait que dans l'équation génbralc du second degré, 
ic' + p z  + q = O  , la somme des deux racines est égale au cocffi- 
cient du second terme, p rk  avec un  signe contraire; douc 

el par conséquent, pour l'abscisse AP, on a 
asu= 

x=-- 
b'+uAù" 

Si on inct cellc v;ilt:ur dans l'kqualion dc la corde, on lrouvc, 
pour l'ordonnée correspondante IP, 

Acluellcmcnt, si , afin d'éliminer /3, on divise ces dcux valeurs 
l'une par l'autre, il viendra 

y=< OU y=--5. - ba 
x ua'S ' a' 6 

Cette équalioii contient rncore û; par conskquciit elle représente 
le  lieu géombtrique dcsmilicux de toutes les cordes pour lesq~ielles 5' 
cst constant, c'est-l-dire, de toutrs les cordes parall~lcs à ilne 
mémc direction. Celle kquation est donc cellc d'un diamiitrc ; ct 
comme la droi tc qu'ellc représente passe a l'origine, qui cst ici le 
ccntrt: dc la courbe, on condut que tour les diamètres de I'ellipsc 
passent y nr l e  centre. 
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ri8ciproquciiîcnt, to i~ te  droite nzei~éepur le celitre est L L ~  diamè- 
Ire .- car en faisant passer S' par tous les ktais dc grandeur, Ic cocif- 
ficicnt de z dzns l'équation du diarnklrc, prend lui-même toütcs 
les vaicurs possibles, posilives ou n6g;ttives. 

336. 11 y a un rapport remarquable eiitrc la direction d'un 
diamètre et celle des cordes qu'il coupe cn parties égales. Soit 
toujours 

y=r?x+ +, 
l'équation d'une corde quelconque ; et soi1 

y = rx,  
cellc du diem6trc correspondant. Ou vient dc trouver 

ct de là on tire, entrc les tangentes 8 ct %', 

relation fort simple, au moyen de laqucllc on peut toujours les 
déduire l'une d e  l'autre. 

337. De cette relation découlent plusieurs conséquenccs : 
1" Si par l'extriimité du diamétrc on mène une tangcnte &ZT à 

I'ellipse (hg. 135), ét qu'on nomme a la tangentc trigonamktriquc 
de l'angle MTx, on a tronve (325), entre x et a', cetle équation 

donc bO=ad', d'où cc= 8. I!one les cordes, qu'un diamètre divise en 
parties &ales, sont parallèles à l a  ta~~çente  nzenéepar l'extr.hité 
de ce diamètre. 

La 
Bo Lc produit o"cY', étant constant et égal à ne peut pas 

ai ' 
devenir égal à - 1, si ce n'est dans le cas du cercle où b=a; donc 
les axes actuels des coordonnees sont les seuls axes d e  lu courbe, 
puisqu'aucun autre diamL'tre n'est pcrpcndiculairc aux cordcs 
qu'il divise en parties égales. 

3" Si on mcnc un second diamètre dont l'équation soit y - l ,  
Ies cordes qucce diamètre coupc cn lcurs ~ , l l e u s  devront Ctre pa- 
rallèles au prcmicr : car si on rcprésentc l'équation g6nErale de 
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lJa 
ces cordes par y=O1'x+ $, on doit avoir J'Y=-- - et  par 

12 
conséquent 8Jr=85", d'où du=#.  Ainsi, dcux diamctrcs doiil les 
fqiiations sont 

y=dx, y=8x, 

et pour lesqucls on a la relation [il, sont tels que cliacun d'cux 
divise par nioitii:~ les cordcs paralléles B l'autre. Ccttc propriété 
leur fait donner l e  nom de diamètres conjugués. 

Der cordes supplément~ires. 

338. Dans l'ellipse, on appelle corcles sr~pplth~entaims celles 
gui sont nzenies d'un point de celte courbe aux extrémités d'un 
diamètre. Telles sont G N  et C'AI (fig. 136).  

Si on dcsigne par xi, y', les coordonnées du   oint G, celles du 
point G' seront -x.', -y'; si de plus on rcpréseritc par x, y, 
ccllcs du point AI, et  par y ,  lcs tangentes trigonom6triques des 
angles MHz,  MLx, formes par les cordes supplementaircs avec 
l'axe BC, les valeurs de y et  de seront (214) 

En multipliant y par Y', il vicnt 

Or, les deux points iiI et C blant sur l'ellipse, on a cntre x et y, 
x' et y', les dcux 6qnations 

et, en les retranchant l'une de l'autre, il vicnt 

6' 
y2-iY:î = - - (xP+ : 

a= 
par conséquent on aura 

[Il "-'-- O' 
i l  - 7- 

Telle est la, condition qui doit toüjours Clrc remplie lorsque deus 
cordcs sont suppl6mentairrs. 

Réçiproquemerit, toutes lcs fois que cette condilion cst remplie 
pour dcux cordes qui passent aux extrémités d'un dirimctrc, ou 
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256 mtfxrilwe ~nnris.  
pour deux cordes qui pCissrnt par un mCinc puint dc l'cllipsc, on 
est assuré qu'cllcs sont suppl6mcntaires. 

E n  cffct, supposons qu'cllcs passent cn G ct G', et que lcur 
inlrrsectiori N rie tombe pas sur i'cllipse : soit fi1 le piiiiil où G'X 
rencontre l'ellipse, et mcnoiis KG.  Puisque nIG et MG' sont dcs 
cordcs suppl9rncntaircs, on aura 

b ' 
tang X L z  x t aiigflIHx =- -. 

d ' - 
or, par hypolhése, on a 

6' 
fang b I h  X tang NRx zi - --. 

ad ' 
donc tang ïII1i.x z: ttangNKx; donc KG et BIG se confondciit. 

Supposons maintmant qu'on ait 
b" 

tang n l L x  x tang MHz = - al - 7 

jc dis q u d a  ligne G.4G1scra droitc. S'il en est autrement, soit A 0  
IC prolo~gcme~i t  dc G'A, menez N O  : on aura 

1 2  

donc, à causc dc l1hypoth?se, il vient tanç MTls =: tang MIx, 
c'est-ailirc que il10 se confond avcc MG, et A0 avec AG. 

339. L'équation [Il cst rcrnarquable cn  ce qn'ellc rnonlrc que 
le produit demeure c,onstant, non-sculeiaent quand on change 
la direction des cordes supplEmentaircs qui passent par les extré- 
mitEs d'un dinrnfilrc, unis cnc.orc quand on mhnc crs cordes par 
les extri.mit6s d'un nouveau diambtrc. Dc l h  il rCsnltc que si deux 
cordcs s~c~~lénze~r tn i res  B Y  et CN (lig. 137) sont nrenies par les es- 

tkrrzifés d'un ~limzètre. de Z'uxe BC, par exemple, les parallèles 
d ces cordes, nlerries p a r  les cxtrémiids d e  tbut autre d i a n & e  
GG', seront aussi ~u~plénzentaires relativenzent à cet autre diarné- 
I re  : et ces rruuvelles cordes GM , G'M, étant prolur~gées , firvnl 
entre elles les mêmes aq- les  que les prenzières. 

3'13. Pour lcs tangentes 1 c l  a', des angles forrnés avec l'axe l!C 
(fig. 138) par l a  tangcntc nIT et lc dcrni-diamclrc A& on a trorivc 
(325) le  meme produit quc pour ; donc a ~ ' = ~ ~ ' .  Il suit dc 12 que 
si 2 on (loi t avoir cc = 7 : c'csl-à-dirc, en  d'autres termes , 
que si VIL nièm le clenri-dianzktre AM au poirzt de contact, si o n  
tire, par 1>extrilnité d'zm diumélre quelcorque, In corde CPI 
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tik~MikEl!I? ARALYTIQUE A DEUX Dllil8NSlONS. 057 
parallèle ci. A N ,  e t  si on rire ensui~e Zn corde srr,uple'~?ze~~tnire NS, 
lu ta!:gente iiW sera pnrall& Ù cette dernière corde. 
; Cette construction fait connaitre la tangente à l'ellipse en un  
point doiink sur cette courbe; et il est facile de la modifier pour 
lc cas o i ~  la tangente doit être parallèle à une droite donnée IIB. 
Alors on nrénc 1IR parallèle u I I K ,  on tire la corde supplénren- 
taire CN, puis le rayon AM paralléle à CX, puis e?$rt MTparal- 
lèle ù UTV : la tangente cherchée est MT. 

381. Pour dcux diamètres conjugués, dont lcs hquations sont 
y = Jx, y= d ' x ,  on a trouvé aussi (337 entre 8 ct ô' la  morne rela- 
tion qu'entre 7 et -yr .  De Id on conclut encurc que deux diamètres 

à des cordes supplénze~rtnires sont toujours conjugués ; 
et ,  réciproquement, que deux dtnmEtres conjug~iés sonf togozws 
paralleles à des cordes sz~pj~Zémentaires. 

D'après cela, on peut construire d'nne manière fort simple deux 
diamèlrcs conjuguhs qui fassent entre eux u n  angle donné, e n  
supposant que l'ellipse soit dejà dbcrite et qu'on en connaisse l e  
centrc. On tire (cg. 13Y)un diamotre quelconqucAB, sur lcqüelon 
diicrit un  arc de cercle ACB capable dc l'angle donné ; ct , par un  
des points oh cet arc coupe l'ellipse, on mène les cordes supplc- 
mentaires C A ,  CB : cm cordes serout parall?!es aux diamétres 
cherchfis, et cn leur menant des paralléles EE' et FF 'par  le centre, 
on aura ccs d iamétr t~ .  

Dans 18 cas représenLE sur l a  figure, l'arc ACB, capable de  l'angle 
donné, ne rencontre l'ellipse qu'en un seul point C (on fait abstrac- 
tion des points A et B) ; mais l e  prolongeincnt AD3 de cet arc coupt? 
l'ellipse en un autre point D, qui détcrminc une seconde solution 
du problème, quoique l'angle ADB lie soit pas égal il 'angle donrifi. 
Il est clair, cii riïct , qu'il cn est le supplément. Or, deux dianiétres 
paraliéles aux cordes AD ct Rd) font entre eux quatre anglcs , dont 
dcua sont dgaus à l'angle A3K , mais dont les deux autres sont 
Pgaux i l'angle sopplérrieriiaire; par consi.queiit ces nouveaux 
diamètres satisfont encore an problème. 

I l  y aurait plusieurs observations à faire sur cette construction, 
mais 011 se bornera à remarquer que l a  circonfkrence décrile sur  
AB ne peut pas donner d'autres diamètres conjugués : car le cercle 
ct l'ellipse ne peuvent pas avoir plus de quatre points communs , 
altendu que leurs cquatioris, ctant du  second degrb en x ct en y, 
n'ont pas plus de quatre solutions çommunes. 

17 
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342. Dans chaque ellipse les angles des cordcs supplémentaires 
sont toujours compris entre certaines limites, et il en doit etre de 
même de ccuxdes diarnètrcs conjugués. Pour déterminer ces limites 
plus simplement, nous supposerons, c t  cela est permis (no 339;, 
que lcs cordcs soient mcnécs par les cxtrémiliis dr l'axe IIC 
(Eg. 140). Alors on trouve facilement 

tang XBx = - .Y y t a n g i \ ~ ~ s =  - 
x-a' xCu' 

et par suite 
Y Y --- 

x-a ~ + a -  tang C N B  = - %Y 
. . y3 y" xa-aa' 

31ais le point 

-a3 =- 
M étant sur I'cllipse, on a azy'f D"x2= a", d'où 
a>' -. b, , donc , 

- 2nt1 
tang CMB = 

(a2-b2)y* 

Si BC est le grand axe,  et que le point M soit situé au-dessus 
de cet axe, la valeur pr6cédcnte sera négative , ce qui montre 
que l'angle CRIB est olilus. Celte valeur, abstraction faite du 
signe, atteint son n~ininzum lorsque y = b : alors le point hl  
est en D h l'extrémité d u  second axe, et les cordes supplérnen- 
taircs sontBBD e l  CD. L'angle obtus CDR cst donc le plus grand 
angle, et son supplément, BDM , l e  plus petit angle que puis- 
sent faire deux cordes supplémentaires. Pour l'angle maxirnun 
CDB, on a - 2ab  

tang CDG = - ai-(y". 

De part et d'autre du petit axe DE, i l  y a deux points iV et N, 
pour lesquels y a la méme saleur ; il y a donc aussi deux points 
pour lesquels les angles CMB, CND, formés par des cordcs supplé- 
mentaires, sont @aux entre eux. D'ailleurs, comme il n'y a que 
deux points pour lesquels y ait une m&me valeur, il n'y a aussi, 
au-dessus de BC , que deux syslémes de cordcs supplémentaires 
formant entre elles un angle donné. 

Ainsi, on peut avoir deux systEmes dc diamè!rcs conjugués qui 
se coupent s o w  un angle donn8, ct jamais davantagc. 
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Ccs deux systèmes se rdduisent h un seul dans deiix cas : idors -  
qac les diamètres sont parallèles aux crsrks Uld ct CD ; 2' lors- 
qu'ils sont les axes mémcs de l'ellipse. 

Enlin il n'existera plus dc diürn&laes conjugu4s forinarit entre aux 
m angle donné, lorsque cct angle sera plus grand que l'angle 
obtus BDC, ou moindre que l'angle aigu BDK. 

343. Les axes de l'ellipse n'Stant autre chose que des diamétres 
conjuguiis rectangulaires, il faut, pour les construire, quand on 
connaît le  ccntrc, décrire une ciaconfkrence de cercle sur un dia- 
hiètre quelconque ; mener, par un des poiuts d'interseüion, dcs 
cordes aux extrémités du diamètre, et, par le ccntrc, des parallèIcs 
à ces cordes : ces parallèles seront les atcs demandés. 

Au reste, la aymktrie de l'ellipse, par rapport a ses axa ,  s a t  
pour rendre raison dc cette construction. II rCsultc en effet de 
celte symétrie qu'un ~e rc l e  decrit du centre A (fig. 14 l ) ,  avec un 
rayon quelconque AM, coupera la coxbe en quatre points situés, 
deux à dcux, symétriquement par rapport à chacun d a  axes, et 
que la figure MNQP, formée par ces points, est un rectangle dont 
les ~ 6 t h  sont parall6les aux axes ; donc eu mcnant , par lc centre, 
des parallèles BC et DE aux cbtés de cc rectangle , 6rr aura les 
axes de l'ellipsa. 

344.. Bans les constrnclions pr6c6dentes1 on a snp&d connu 
le centre de l'ellipse. Quand celte courbe est donnée, ce point 
est en effct facile B trouver. Pour ccla, il sufit dc mener dcu5 
cordes paralléles EF et GR (fig. 14.2), de tirer par leurs milieux 
la droite PQ, et de prendre ensuile le milieu A de cetle ligne. 
Le point A sera la centre cherchd : car PQ cst un diahtètfe , et 
tout diümétre passe par l u  centre et y est conph en deux p-ties 
égaies. 

t'ellipse rapportée i ses diîm;tres conjuçiier, e tc .  

345. L'equalion que nous avons cmployée juspu'a présent , 

est eelle de l'cllipsc rapportéaà sori centre et A ses axes. Si oa rap- 
porte cette courbe à des coordonnces obliques, et que son équation 
conserve la m&mc formi:, c'est-h-dire nc contienne que les carr6s 
des variables ct une partic constante, Ics nouucaux axes seront des 
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diarnblres conjup0s,  puisque cliaqur valcur dc l'nnc des coordon- 
niics fcra trouver pour l'nulrc dcux valcurs 6galcs ct de signcs 
contraires. Celte circoo;tanre n'ailrait plus licu avec une autre 
forme d'équalion ; donc on passcra dc I'équalion [el a l'iiquation 
aux diamittres conjugués, en clicrcliant, p r  la 1r;rusforrri;itiori drs 
coordonnées, tous lcs syatémcs d'arcs pour l q u e l s  l'équation dc 
I'cllipsc conserve la rnPm forme. 

Prenons donc ( l W )  Ics formulcs q ~ i i  scrvcnt B passcr des ascs 
rcclangulaircs aux axes obliqrics , c't sup~~riiilona-y les tcrmcs 
coiislants, attendu qiie l'origine doit rrstrr  an ccIitrc dc I'cllipsc; 
on aura 

x-xlcosz+ ylcm y =xrsinZ -/- y'sinï' , 
Siibstituons .ces valeurs dans [el ,  et en posant, pour abréger, 

A = a9 sina a' +ha COS"', 

B = a' sinQ a +La c o s ~ n :  
C= a"s iaas inaf+  C CO SU COSX', 

il viendra : 

I I I  Ay'" Bxl' +- s@dyr= d b a .  

Afin que cette bquatioo ne con(icnne x' et y' qu'au carrk, il 
faut profiter de I'indihxrnination de a et de a' pour faire disparaître 
l e  rcckmgle x i ' .  Posons donc 

Pl a' sin u sin 2 + G2 COS a cos O = 0, 
et I'kquation [il srra réduite & ccl!e-ci 

Pl A2"f Bit"=aYL'. 
3 E G .  L'ellipse est actuellement rapportée à dcs diamèlrcs conju- 

guks. Si on veut connaître leurs loiigiieiirs FG, lIK (Lig. 143), on 
fcra successivement y = O  et x=O dans cetle 6quation. En dfsi- 
gnant AF par a', ct AI1 par b', on trouve 

E 'cl 

a a'b3 
Par suith, en rcmplagnt  A et U par l e l m  vale-us 7, 7, 
I'équalion [3] dovient 

a P y 3  4- b r 2 x ? 2  - - a'' bl' , 
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tang a tang ro'= - 5 
a= * 

Or, il est clair qu'en doiinaiit 3 l'axe Ax'  unc position quclconqiie, 
ce qui revient à détcrmincr u , on pourra sur-le-champ assigner 
une valeur rEelle à 2 ; donc chaque diamètre a  sol^ conjugué. Do 
plus, comme l'équation précédeiitc est la méme que celle qui lie 
entrc elles lcs directions dc deux cordes suppldmentaires (3.781, i l  
s'ensuit que si l'une de ces cordes est parallde a u  pernierb dia- 
mètre, l'autre corde sera aussi parallèle au  sccotid diambtre. Ainsi 
en général on peut dire que denx diamètres conjr~g,nnéç sont tou- 

joursparallèles à deux cordes supplérne~rtaires ; e t  que, récipro- 
quement, d e u z  di&nétresparallèles A des cordes supplémentaires , 
son t  toujours C O ~ ~ I I ~ I L ~ S .  Ces'propri$tés sont dèjà connues (351). 

358. Si on suppose sin a-O et cos2 = O, ce qui fait coïncider 
les x' avec les x, et lcsy' avcclesy,  l'équation [8] est satisfaite ; et 
cela doit Nrc, puisquclrs axes del'cllipsc sont des diariictres con- 
jugues. Nous savons mBme qu'ils forment le scul système de 
diamètres eonjuçut;~ rcctai~gulaircs qui existe dans l'ellipse (337); 
ct c'est cc qu'oa peut relrouver faeilcmcnt. Et1 efit , supposons 
qu'il y en ait d'autres : pour ces diamètres on devrait avoir 
a' = 90% Z, et par suite 

Ces valeurs étant substituées dans l'èquation [a], on aurait 

(a' - La) sin o cosa= O ; 

d comme on ne peut pas dispospr des quantités LA et I r ,  on nc peut 
satisfaire a cette égalité qu'en faisant sin% a O ou cosz = 0,  sup- 
positions qui ramènent précisément aux deux axes primilifs. 

Si l'ellipse se change en cercle, on a a = O, et la derniére éga- 
lit6 est vèrifiiie d'elle-méme, quelle que soit l a  valcur de a 8 ainsi, 
dans l e  cercle tous les diamètres corijugués sont rectangulaires. 
Dans l'ellipse, les axes seuls jouissent de cette propriété. 

3 i9 .  Si on demandait que les diamétres conju@s fuswnt Cgaux, 
on aurait, en idgalant les valeurs de da e t  de Ir", 
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E n  remplacant cos' or par 1- sin'a, et cos'u' par 1 -sin2;, cette 
équation sc change facilement en 

(aa- -O') (sida-sin"') 0 : 

par suite on conclut 

sinan' = sinP a, COS"' = COS' a ,  

tangar'= tanga cc, tangd --t tangcr, 

Mais l'équation [6] exige que tang a et tanga' soient do signes con- 
traires , il faüt donc prendretangzr= -tanga. Alors l'équation [ti] 
dcvicnt 

ba b 
tango x = - d'au tanga = + - . 

a' ' a 

Le signe supérieur est relatif a l'un des diamhtres , et l'autre, 
son conjiigué. Or, si on m6nz (LE. 144) lcs cordes EU et CD par 

Ics extrémités des axes, on a 
b b 

tangDCz = - tang DBx = - - - 
a ' a' 

donc i l  faut inciicr des diamétrcs parallèles à ces cordes, pour 
avoir Ics dianîétrcs eonjugucs Egaux. 

Lorsqn'on rapporte l'ellipse aces deux diamètres, son équation est 
y 2  + =p, 

laquelle est analogue à celle du cercle, quand il est rapporté & doux 
diamètres rectangulaires. 

330. Il y a, sur Ics diametrcs conjugués de l'ellipse, deux théo- 
rèmcs remarquables. 

THEOR~MB 1. Dans l'ellipse, le parallelogranarne construil sur 
deuxdiamètres conjugués est équivalent au rec<iznglecorzstruit sur 
les a x e s .  

E n  multipliant, l'une par l'autre, les valeurs de a" et Of",  on a 

Mais on a ,  enlre a -et a', l'équation [2]  ; et si on 61kve ses deux 
membres au  carré, on en tire 

ah sin2= siu%'f Lfcos"ccos2 zr=-2aqG" siriz siqxr COS x COS$; 

en coriséq~ience l u  produit a"L" devient 
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, ' I ~ i =  
a4b4 

u%' (sin'd cosau+ cos"ar sinaa)-2dba sin a sina' cos sr cos a' 

- - aï 01 
L 

a'Dî 

(sin 2 cos a- siuu ç o ~ a ' ) ~  - sinZ(2-E)' 

et de la on conclut 
a'b'sin (ccf-a)=aG. 

Or, l'angle ur-x est celui que forment cntrc eux les diamètres 
conjugués FG, HK (fig. 14.5); donc, dans le parall6Iogramme 
AFLII , la  hauteur LI = b'sin ( a'-z) , et l'aire est exprimée par 
a'b'sin(ar--u). Ilonc cette aire est constante et égale au rectangle a b  
dcs demi-axes, ce qui revient au théorème énoncé. . 

TH~OREME I I .  Dans l'ellipse, la somme des carris de deux 
dinmhtres conjugués est constante el k a l e  a la somme des carrés 
des deux axes. 

Si on reprend les équations 121 , [ I L ] ,  [5], 

aPb' 
a'' = , . 

a sin'x $-Ir" cos" a ' 
na lis 

b'= = 
a2 sin' ~ + b a c o s h '  

et qu'on 6limioe entre elles les angles a et CL', on tombe sur l'équa- 
tion a" + Dla =aa"+ ha,  qui démontre le théoréme énoncé. 

Pour faire ccttc élimination, on tire d'abord de 1'6quation 14.3, 
combinée avec l a  relation sin%+cos2 u= l , les valeurs de sin" a 
et cos'a : ces valeurs sont 

Comme l'équalion [5] se dEduit de l'équation [ k ]  en changeant 
a en O' et u en d, on dhduira sin"' et cosa~'  des valeurs prkcédentes, 
en y changeant a' en b'. On trouve aiusi 

OP (aP-lit') a"(OfP - O' )  
siri2~' = (a:2- 6 2 )  7 COS' .'= Uï  (aY - O 2 ) '  

Prenons maintenant l'équation /2], transposons le second term0 
dans l'autre membre, puis élevons au carri  : il vient 

a4gi113 a sina z' zzz  COS" COS" cd', 
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Rcrnplagns Ics lignzs trigonouictriqucs par leurs valcurs ! lcj; 
~&duçlioiis sont faciles û apcrcevoiriel il vient successivement 

Ce résultat est conforme a l'énoncé. 
351. Les trois équations [2 ] ,  [4],  [a], suffisent pour dclermi- 

ner trois des six quantitcs a ,  O ,  a', Li, a ,  2, lorsque lcs trois 
autres sont connues; elles peuvent par conséquent servir a ré- 
soudre toutes les questions relatives aux diambtres conjugues. 

Mais il sera souverrt plus commode d'employer,-au lieu de ces 
équations, les suivantes, qui en ont été dcduites, 

O' 
tanga tairgd=-- 

af 

352. Reveiions à l'équation [ e , ] ,  et, pour plus dc simplicilé, 
supprimons-y les accents dc x1 et de y' : on a 

Ce1 te équation étant absolument de meme forme qne celle qui est 
relative aux axes, toutes les propriéth indEpcndantes dc I'inçli- 
naison drs ordorin@cs seront communes aux axes de l'cllipsc ct à 
ses diambtres conjugn6s. Ainsi on pciit regarder les proposilions 
suivantes commc dEmontrécs. 
Io Selon qu'un point est situé sur l'ellipse, ou hors de l'ellipse, 

ou au  dedans, l a  quantilé a"y'+l"~'-a'%~ sera nulle, pnsitivc, 
ou negalivc (302). 

2" Les carres des ordonniies, paraIliiles à un  diamètre, sont pro- 
por t i~nnels  aux produits dcs segments qu'ellcs forment sur son 
conjuguE (301). 

3" Eésignons par a Ic rapport de sinus, égal au coefficient de x 
dans l'équation y =9x f G : on ilura ( 3  19) , puur la wilcur tlc u 
qui convient ù la  tcngentc mcnéc h l'ellipsc, a u  point dont ILS 
coordonnks sont x' et / ,  

b'ax' 
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ct pour l'fiquaiion de la tangentc on aura 
n'2y'y + = n'lU'l  

La sous-tangente sera (326) 
a'=- zf2 

PT= --, ; 
;d: 

ct on aura toujours, entre Ics valenrs de u et .de u' rclativcs à la 
tangente et a u  diamètre men6 a u  point de contact, cettc relation 
rcrnarquable (325) 

or= 
a%'=- - 

a" ' 

40 Si y = ?x+$ cst l'équation d'une corde quelconque, ct que 
y=8x soit celle du diamètre qui passe par les milieux dc toutcs 
les cordes parallèles, on aura (336) la relation 

laquclle a encore lieu pour deux diamètres conjugu&s dont les 
équations seraient y = d x  et y= 8dfx  (3371, aussi bien que pour 
deux cordes supplémentaires mcnées aux eutrtmités d'un diamètre 
qaelconquc (338). 

353. L'ellipse Ctant rapgortk à deux diamiilres conjugub, et 
son équation étant 

f ~ r " l - m "  j" - 7 

si on veut mener des tangentes h cclte courbe, par un point 
extEricur N (Gg. I 4 G j  dont les coordonnkcs sont xfl et y", on 
aura (307), eritre les coordonnées inconnues de chaqne poiut de 

a ions contact, Ics deux équ t '  
+ , y ' g f a  -aibu, - 

J=yy"/t j'lxZ.i';C.fs a l l p .  

La scconde prouve que la droite, qui a pour équation 
a~qyy + ~ I ~ I I ~ =  a ~ 2 ~ a  

7 

passe par Ics points dc contact. Pour consiruire cettc ligne, on 
fait successivemcat y=O , x=O, et on obtient les dislances dc  
l'origine aux points où elle renconirc les deus. diam6lrcs : savoir, 

Si oii considSre i'unc de ces distances, AT, par exemple, o n  
voit qu'cllc ne contient pas y" : par conséquent, si on mène la 
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droite NL parallèle a Ay, et que d'un autre point quelconque de 
cettc ligne on mene deux tangentes à l'ellipse, la sixante qui 
passe par les nouveaux points de contact coupera encore le dia- 
mètre Ax au m6me point T. Ce point ne pourrait changer que 
dans le cas OU 2' changerait. 

Donc, si, de chaque point d'une droite donnie, on ntène deux 
tangentes ri une ellipse, et qu'on joigne les deux points de concuct, 
on aura des sécantes qui viendront toutrs se rencontrer e n  un - 
ntêrne poirzt situé sur le diamètre conjugc~é de celui qui est paral- 
lèle a Za droite doilnée. 

E t  réciproquement, si ,  par un point donné dans le plan d'une 
ellkse, on tire chfirentes sicanles, et pue, par les points où chu- 
que sécante rencontre la courbe, O I L  mène deux tangeiztcs, le 
lieu despoints d'intersection de ces tangentes, aiilsiprises deux à 
deux, sera une droilepurallèi'e au d imnè~rec&~u~ué  de celui gui  
passe par lepaint donnE. 

354. La conformile des Cquations [el et [e,] donne encore un 
moyen simplo de décrire une ellipse par points, lorsqu'on connaît 
deux diamétres conjugués 2a1, 2b', et l'angle qu'ils font entre eux. 
Sur  le premier, par excmpls, on dScrit une ellipse dont les axes 
soient an', 20'; et ensuite on incline (fig. 147)  les ordonnées MP, 
MIP', ... sous l'angle donné, sans changer leurs longueurs : les 
points N, NI,.. . trouvés par ce procédé apparticnncnt h la courbe. 

Quadrature de l ' e l l ipr~ .  

355. Si, du centre de l'ellipse, avec un rayon égal au dcmi- 
axe AB (fig. 148) ,  on décrit un cercle, et qu'on nomme a le  demi- 
axe -4B, O le demi-axe pcrpcndiculaire AD, et y, Y, les ordon- 
nées telles que KP et MP, élevées au méme point P, on a vu (303) 

b 
que$= -. Je vais ddmontrcr que les aires de i'ellipne et du cercle 

a 
sont aussi dans le même rapport. , 

Inscrivons 5 la circnnf6rcnce un polygone quclconqile CNRI'B, 
de chacun de ses angles abaissons des perpendiculaires sur l'axe 
BC, et joignons les points où ces droites rencontrent l'ellipse : on 
formera aiusi le polygone CNN'B intérieur h cette courbe. 

Cela posé, un  trapbae quclconquc PKN'P', pris dans le dernier 
polygone aura pour mesure :(PN + P'N') x PP' ; et le trapèze 
correspondant PMM'P', pris dans le  cercle, aura pour mesure 
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+ (l'fil +?'DI1) x PI>'. Ces deux trapèzes seront donc entre eux 
: : PN-j-P'N' ' PRI+P'Mr. O r ,  PB: PM : : P'N'; P1DZ' :: b ; a; donc 

PN+PIN': PnI+PP'M':: b : a. 
Les trapèzes 'correspondants étant entre eux dans le  rapport can- 
stant de b à a, les aires des polygones seront aussi dans le menie 
rapport; et cela, quel que soit le nombre des cdtés de ces poly- 
gones. Donc, ce rapport sera cncore celui de leurs limites; donc, 
en nommant E et E' les aires de l'ellipse ct du cercle, on a 

E b  
E7 =à : 

c'est-à-dire que l'aire de l'ellipse est à celle du cercle, décrit sur 
l'un des axes, comme l'autre axe est L celui-ci. 

Eu dCsignant par E le  rapport de la circonfdrence au diamètre, 
l'aire du cercla est iraa, et par suite celle de l'ellipse est 

- E=r;abj  . 

donc l'aire de L'ellipse est égale à celle d'un cercle, dont le rayon 
est moyen propor~ionnel entre les demi-axes de l'ellipse. 

356. Si d et 1' sont deux demi-diamètres conjugués formant un  
augle y, on sait (350) qiio a b i a ' b ' s i n y  : on a donc aussi, pour 
l'aire de l'ellipse en fonction des diamètres conjagués, 

E = ra'li' sin y. 

357. Si, au lieu dc i'ellipse entière, on ne considére qu'un scg- 
ment PP'N'N, compris entre deux ordonnées perpendiculaires à 
l'axe BC, et qu'on fasse un raisonnement semblable a celui qui a 
été fait pour l'ellipse entière, on trouvera en désignant par S le 
segment d'ellipse, et par S' le segment correspondant du cercle, 

La quadrature du premier segment se ramhne ainsi à celle du se- 
cond, laquelle est connue par la géornktrie. 

358. Supposons qu'il s'agisse d'un segment d'ellipse, compris 
entre un diamètre quelconque BC (fig. 149) et deux ordonnées 
PN, P'N', parallèlt:~ a son conjugué. On décrira un cercle sur 
EC comms diamètre ; on inscrira dans Ic stgmcnt d'ellipse une 
portion de polygone PIRR'R'; puis, ayant mené les ordonnkes 
RS, R'S', . . , parallèles à NP, on iilevera sur BC les perpendicud 
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laires PM, SI'i,.. . qui dCtermincront sur le ccrclc lcs points N,H,.,. 
Joignons ces points entre eux, ct comparons les 1rapL;zes obliques, 
tels que PSRN , aux trapézcs reçlangulaires correspondants. 

En abaissant SI perpcudicuiairc sur NP, l'aire du trapi.ze obli- 
que sera ; ( P N + R S )  X SI. Mais le triangle rectangle SIP donne 
SI = SP x siuIPS , donc on a ,  pour celte aire, 

' 

+ (PK f RS) X SP X sin IPS. 

L'aire du  trapkze rectangulaire PSIIM est exprimée par 

donc lc rapport des deux trapèzes est 

(PN f RS) sinIPS 
PN+IiS ' 

' LI  L'Cquation de l'ellipse, rapporlée aux dcuv diamktres coiijuguCs, 
0" 

étant y'= - (a"-x') , celle du ccrcle, rapporte au  diamètre 
a" 

BC ct à un autre dinmétre perpendiculaire h cclui-ci , sera 
y 2  =an- x' ; donc PX : PM :: lis: LfS :: O': a', et par conscqnerit 
on a ,  cn nominant y l'aiigle IPS des diamètres corijuçub, 

(PN+RS) sin lPS - b' - - sin./. 
lJMf HS a' 

Les trapèzes correspondants étant entre eux dans un rapport 
constant, le segment elliptique sera au segrrierit circulaire dans Ic 
meme rapport; d'où il suit qu'en les dcsignant par S et S', on 

Pour  avoir tonte i'el!ipse il faut prendre S' =va", cc qui  donne 
S = ra' l 'sin y, comme plus haut (356). 
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L'hypi.rhok rapporiEc i rrs nxcs ,  etc. 

3 3 .  En placaiit l'origine a u  ccnlre, il cxistc (267) un syslbme 
uniqne dc coordonnlcs rcclangulairrs, pour. lequcl l'équalion de 
l'hypwboic prend la forme 

Pl y" maza =p.  
Lorsque p = O ,  cette Cquation donne y = I m s ,  et alors cllc 

représente deux droites. Laissant cc cas de cOté, on a cncorc 3 
considércr Ics deux suivants : 

[i 1 y2 - f i ~ ~ 2  = y, 
PI y" - ns'xl  = -ha, 
selon que p es t  posiiif ou négatif. Riais la premikre équation peut 
se raniencr h la sccondc : en effet, remplayns-y z par y et y par x, 
divisons tout par inP.ct changeons les signes : il virrit] 

Equation tout à fait semblable a la seconde, ct qui s'en deduirait 
1 '6' 

eu mettant dans celle-ci 7 au lieu de niaB et - au licn dc b'. Il 
ni m" 

suit de là que ,  pour découair  les propriétés dé l'hyperbole , i l  
suffit de ronsidérrr l'éqiiation [2]. 

360. La formo de  cette équation montre sur-le-champ qiac i'ori- 
ginc est au centre, cl que les axes des coordonnkes sont aussi des 
axes de l'hyperbole : maie il nkrrivc point ici,  comme pour I'cl- 
Upse, que les deux axes rencontrent la courbe. En cffcet , y = O 

Ainsi l'axe de$ x (Gg. 150) est cncorc coupé en deux points B et C, 
O 

pour lcsqucIs on a AB = AC = - . Mais i'axe desy ne rencontre 
nz 

Pas la  courbc, car it. = O donne des valeurs imaginaires p u r  y. 
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ta b Soit - = a : on tire de 18 rn= - et la substitution de cclte 
TI L a ' 

valeur chango I'équalion [2] en 

Pl Ci bPxa = - a"6' 

L'axe BC, égal 2i 2a, est ordinairement nommé prelnier axe ou 
axe transverse; et quoique I'axe dcs y ne rencontre Fils l'hyprr- 
bole , on n'en porte pas moins sur cet axe les distances AD, AE , 
égales h G, et l'intervalle DE ou 2G est ce qu'on est convenu de 
prendre pour longucur du second axe. Les extr6mit6s du prcmicr 
axe sont leor sommets de l'hypcrbolo. 

Pour mcltro l'origine au sommct B ,  il faut changer x en x +a, 
et alors on peut donner B l'équation de l'hyperbole la formc 

Lorsque 6 = a ,  les équations [hl et [hl] deviennent 
y'-x2c'=-a" et ya=2ax+ x': 

on dit alors que l'hyperbole est épi lu tère .  Elle cst parmi los hyper- 
bolcs ordinaires ce qu'est Ie c e r c l ~  parmi les ellipses. 

361. En rksolvant l'équation [IL], on a 

Tant que x est moindre que a ,  y est imaginaire ; x = AR = a 
donne y = O ;  x augmentant jusqo'a foc, y a deux valems rcd- 
les et de signes contraires, qui augmentent jnsqu'h l'infini. Les 
valeurs positives de 2 ddéterminent donc une branche de courbe 
tclle que RBS , qui s'étend k l'infini dans, le sens de A x  , syrnélri- 
quemcnt audeasus et au-dessous de cet axe. Les valeurs ndgatives 
de x donneront une branche R'CS' tout à fait semblable, de l'autre 
cBte de l'axe Ay 3 car, x changeant seulement de signe, les  aleo ors 
de y demeurent Ics mbmes. Il est clair d'ailleurs que les deux 
branches qui composent l'hyperbole présentent leur convexitc B 
I'axe des y 2 autrement, on pourrait mener une droito qui coupe- 
rait cette courbe du sccond ordre en plus dc deux points, ce qui 
est impossible. 

363. étant une ordonnée quelconque de l'hyperbole, le 
triangle rectangle AMP donne 
- Ir' 

Aar =L/ = Vs' + - (2-aa) , \ / ~ s ~ - ~ .  
a= 
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L'abscisse x pouvant croitre jusqu'B l'infini, AM peut cfoltrc 
aussi jusqu'a l'infini. Mais, dans l'hyperbole, la plus petite valeur 
de x est n ; Ic rni~xirnui~z de AIT sera donc A R  = a. Ainsi, le demi- 
axe transwerse est la ligne la plus c o ~ ~ r t e  gue l'on pr~isse nzencr 
entre l'7yperOole et s o n  centre. 

363: L'kquation [hl donne 

La oa 
y' = (.ra--a') = - (z-a) ( x f  a): 

a aa 

- O" or, y =Ml?, x-a=BP, x+a=CP ; donc J3P7= XBPXCP, 
a 

Pour toute autre ordonnéc JI'P' on aurait une semblable relation ; 
par cons quent $ -- 

MP" BP XCP -- K I I ~ I Z  y BI>' x cp' ' 

Donc les carris des ordonnées , perpendiculait.es a u  premier a x e  
de ,?hyperbole, sont comme les produits des distances cornprises 
entre les extré~nités de cet axe et lespieds des ordonnées. 

364. Pour chaque point appartenant à l'hyperbole on doit avoir 
a y a  -Opx' +a'b2 = O .  Si on considère un poiut N situé entre les 
deux branches, el que, pcrpendiciilairemeut A y  , on méne QN 
dont le prolongement rencontre l'hypcrbolc en M , il est évidcnt 
que l'akiscissc du point N scra moindre que cclle du poinl 31 , et que 
l'ordonnbe scra la même ; donc la quarititb a'y' - o"x" a2ba, qui 
est nulle pour le point N , doit élre posilivc pour le  point N. Cil 
raisonnemcnt sembl;hle montre qu'ciie doit elre négative pour 
un point ;"Y' situé dans l'upe ou dans l'autre branche. Ainsi, on a 
toujours 

a'y' - 0'2' + a' b' = O sur l'hyperbole , 
n'y' - b'x2+a'b' > 0 hors de l'hyperbole, 
LA>' - b'x' +a'bl < O dans l'hyperbole. 

365. Si on rapproche l'une de l'autre les 6quations 

dont l'une rqrésente une ellipse, et l'autre une hyperbole, on 
voit que, pourpasser de la  première à la secoirde, il  sufit de  
changer b' en - b' ou b en b V-l . Cette remarque peutêtre son- 
vent ulile pour faire pressentir les propriélés de l'hyperbolc qui 
ont quelque analogie avce crllcs de l'ellipse. 
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De; ~ J J E P S  el des direclricrs. 

366.  Cc qui a CLC dit sur les foyers de l'ellipse s'applique a l'hy- 
perbole avcc fort peu de modifications. Et d'abord, l'équation de 
l'hypcrbolc ktarit 

[Ill A uz2 =-aab' 

lesfoyers seront tespoinrs d o n t  la distnnce a ZLIL poWzt q u e 2 ~ 0 1 ~ p e  
d e  la courbe est exprinz ie  rrztio~rnellernen& e ~ t f o n c t i o n  d e  L'abscisse 
d e  cepo in t .  

Soient donc x', y', les coordonnées d'un foyer; x , y, cclles d'an 
point a I'hypc:.bole; et 8 la disiance de ccs deux points : on aura 

fY = (x- xry + &-yr).= 
- - ~ = - 2 x ~ x + x ' ~ + y ~ - 2 y y + y ' = .  

b - 
Or y= - Vx'-a' ; donc d', et à plus forte raison 8 ,  nc scra 

a 

point exprimé rationnellement cn .x, à moins qiie le terme 33'i ne 
disparaisse , cc qui'esigc qu'on fassc ?'=O. Alors cn remplacarit 
y' par sa valeur, d'  devient 

ct il faudra que cettc cxpression &oit un carrC exact. Cctle condi- 
lion exige qu'on 

e t  de 1ii on tirc, 

ait 
aP + L2 

Kous' avons dijh trouv8 y f = O  : ainsi l'lryperbole a aussi dcus 
foyers, placés - sur son .pernier axe, de chaque cOté du centre, à 
la distance Va'+ 6'. 

Pour les construire, on éIèrc (GJ. 151) à l'eutr6mité du prcrnicr 
axe une perpendiculaire BH, %ale a la moitié (ni second axe, un 
joint AH,  et du point A comme centre , avcc AH pour rayon, 
on décrit une circonfcrcnce qui coupe l e  premicr axe en deux 
points F et  Fr : ces points sont les foyrrs. La distance FE" se nomme 
l'czceletricité de l'hyperbole. 
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267. Pour avoir lcs r~r,;.-oi~s vecleurs Fil1 ct , faisons -- 
AF= Va"+ b'= c , et siibsliteions au liciii dri z', dans i;i v;il(:ur 
dc 3" d'abord +c ct ciisuik - c ,  Nous trouverons, cn rcanarquaut 
q u ~  cZ- LI'= a', 

- C2xa 

P Dl' = é+ 2 ~ x 4  a'; 

ct par suite , on aura 

Lcs rayons vecleurs duivcnt être essentiellcnlent positifs. Or, tant 
que le point BI reste situ6 sur la branchr: placée du  cûté des z 

CA1 
positifs, le  terme - est positif et > a ;  donc alors il faut prendre 

a 
les signes supi.ricurs. Alais ce terme sera nEgatiF , ct toujours >a, 
si le point A l  est sur l'autre braiiche; donc alors i l  faut prendre lcs 
signes inférieurs 'pour quc FX et F'M soient posiiifs. 
3%. Ces dislances étant retrancliécs I'uoe de l'autre, on trouve 

F'nI--FhI=2a pour l a  premiQc branche, et FM-F'l'vI=3u 
pour la senondc; donc, darrs Z'hype~.bole, l u  d ~ f l I r e ~ z c e  des ruyoizs 
vecteurs est constante e t  6pak  a u  premier  a x e .  

Pour un point M (fig. 152) situ6 hors dc l'hyperbole , on a 
F ' N - F N < 2 a .  En cTfct , soit A l  l'iriterseclion de FIV et do la 
courbe, on a F'K < F M  +KA1 ; rctrnnchant d'une part FN,  
et dcl'autrc, son Cgal Ni1 $-3IF, il vient F'h -FN < F'N -fiIV : 

or P'M-RIF = 2 a  ; doiic FIN- FN (4n. On a supposé que IC 
point N était B droite du second axe;  s'il ktait à gaiiclie, ce sc- 
rait FN - F'N qui serait nioindre qiic 2a. 

Pour un  point h' intérieur A l'une dcs brailches, on doit avoir 
FiN'-FN') 2n. En cffct, on a évidcmmcnt FN' <FiVI + MN', 
et f;'N1=F:B1 + iX&' ; donc par la soustraction il viendra 
Fil' -FXf > FAI-FM ou F'S' - FR' > 2a. 

Ainsi, selon qu'un point est surl'hypeihole ou au dehors, ou 
au dedans, l a  dillércnce dcs rayons vecteurs est Egale au prcmicr 
axe, ou moindre quc cet axe ,  ou plus grande. 

369. I l  est f x i l c  maintenant de décrire une hyperbole dont on 
ccnnait l'axe transveïsc BC (fig . 152) et les foyers F et F'. Du f o p  
F, avcc uii r a y w  quelconque IIB, on dOcrit une circonfércnt.~ 
de ccrclc et dc l 'aulrc foyer E" , avcc CB + BK pour rayon, on 

1 S 
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décrit une autre circonférence. Les points où ccs circonf6rcnces 
s e  coupent appartiennent à l'hyperbole : ca r ,  d'aprés la construc- 
tion, on a toujours F'M -FllI=BC. 

On pcut aussi décrire l'hyperbole d'un mouvement continu. 
Pour cela, on fixe au foyer 5" une règle F'M qui peut tourner au- 
tour de ce point : on attache au  point A ï  et à l'autre foycr P les 
extrémités d'un fi1 MF,  d'une longueur telle que F'M - FM soit 
égal à l'axe transversc CB ; puis on fait glisser une poinle lc long 
de l a  règle, de manière qu'une portion di1 fil soit loujours forcée 
de s'y appliquer. La pointe, par ce mouvement, décrit une por- 
tion de l'i~yprrbole dt~maridbe. 

370. Suivant la niarche tracée dans le chapitre précédent, pro- 
pûsons-nous de trouver u n e  corlrbe telle q u e  la d ~ f l i r e n c e  des dis- 
tances d e  chucrin d e  sespoints  à d e u x p o i ~ l t s f i x e s  soit coustaute  

et égale à une l o n p ~ u r  donnée 2a. 
F et F' (fig. 153) étant les deux points fines, je mène l a  droite 

x'x par ces points, et  j'éleve la perpendiculair~ y> a u  milieu de 
FF'. Je  prends ces lignes pour axes, je dbsigne par x et y les coor- 
donnhes AP et llïP d'un point qurlconque de la courbe, et par 
2c la distance FFr. Cela pose, puisque la diflérence F'M -FM 
est égale à Zn, on pcut rcpréscnter F'M par z + a  ct FM par 
8-a : alors les triaiigles rectangles F M P  et FIKP donnent 

(z+ a)'=yP$ ix +c)', 
(Z-a)' =ya $ (X-c)' .  

En retranchant ces deux équations l'une de  l'autre, on trouve 

d'ou 

ct en mettant cette valeur dans l'une des équations, i l  vient 

On voit, comme on devait s'y attendre, que l a  courbc est nnc hy- 
--A 

perbole, dont 2a est le axe, et 2 V  c' -aa le  second. 
371. Sans entrer dans d'autres details sur les foyers, je ferai 

remarquer, comme pour I'elIipse, que les foyers de l'hyperbole 
smiicnt encore définis fort simplcmcnt par l a  propribti: que les 
rcctangIes F'C X F'B ct F0 x F C  soierit égaux au carre b 2 .  . 

372. L'liypcrboIe a aussi ses clcux dircctrices. Du cOté AF 
(fig. 153) prenez &AB=$,  e t  flcvez la perpendiculaire HL. Si 
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d'un point quclconque dc la courbe on abaisse .RIPL perpendicu- 
lairc à HL, cl si on tiro M F ,  on aura 

c x  
- - a  

I\IF a -- cx-a' c -- 
A X - ;  

i \ lR - x-ri cx-cd a 
donc cc rapport sera constant, et enal 2 celui de c a a ,  si on 
choisit l e  point JI d'après la condition cd=nY 011 arrive a la 
inême conclusion sur quelque branche quc Ic point M soit situb. 
Ainsi, comrnc daris i'ellipsc , le demi-uxe AIS doit Cire nzoyclz pro- 
portioizrzel entre ilF el  AII . 

Après avoir déterminé A H ,  on pcüt, d u  eûtè AFf , prendre 
AH' = AH, élever la pcr~ienr1ic:ulaire Ji L' , et reconnaitrc facilc- 
ment que pour chnquc point de l'hyperbole les distances MF'  et  
DIR' sont encore entre elles :: c : a. 

Donc, en nommant directrices les deux droites FIL ct HL', on 
pourra dire, comrnc pourl'ellipse, que lesdistances de cchaqaepoi~rt 
d e  l'7yperbole ri l'itndes foyers  et à Zn directrice voisine d e c e f i y e r ,  
sont entre elles conznzo I'irz~ervalle des f o y e r s  est ri ï a z e  transverse. 

On p:ut passer de cette propriété à la recherche du licu gkomi:- 
trique défini par I'énonvé du no 316 ; et en faisant m>n dans les 
résultats, on a vu qu'on doit avoir unc hj-perbole. Si on suppose 
que F sait lc point donni: ct HL la droitc donnée, si on divise, 
comme dans le numi'ro cilé, la distance FH de manière qu'on ait 
FE : BH :: 7n : n ,  si l'on prend nz=FB, n=BH,  et enfinsi l'on 
choisit pour axes de eoorrlonn~!es la ligne RF ct la pcrpcndiculaire 
BY elevke ail point B, on aura encore l'équation 

n 2 y a ~ ( n 2 - n z "  2 - 2 n m  ( 7 2 f  na) z z . 0 .  

, Nais ici le rnultipliratcur de x2 est négatifpiiisqu'nn dorme n r )  72; 

ct on trouvera que l a  ligne des ahscisscs cst coupée par l a  courbe 
du côté Bx' ia distance 

L'origiiie étant transpor:ée au  milicu h de BC, l'équation de 

Ics ~ a l c u r s  dcs dcmi-axes sont - 
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ct, comme oii trouve Fxilement 

oii cûnclut que le point P cst un  des foyers de l':iypxbolc et que 
11 L est rine de ses &rcclricc~s. 

373.  Lc lccteur transportma sans peine i l'liyperbolc lcs rc- 
inarqucs îaitcs sur les foycrs de l'ellipse, nc" 317 et 313. 

l l c  IJ 1on;enle e l  d c  la rnrindli . .  

316.  L'Cqiialion de I'Iiyperboie h r i t  

L'il nay"-~'xa =--"b2, 
pour obtcnir cel!~ dc la tangenle, les calculs so!it les inémcs que 
dansl'dlipse, avec ccltc dilK'c!rcncc quc b 2  scxx partout rernplaci: 
par -Il1. Les résultats seront donc aussi les rnémes, a cette modi- 
fication près. Ainsi, x', .yi é13ut les coordonnées du point de con- 
tact, et a ctaiit la  tmgentc trigoriornPlrirpr: II(: 1';irigle IciriiiC, avec 
l'axe des x , par la tangente A l a  courbc, on aura (319) 

b2x'  
a = - .  

air' : 
et I'équalion de la tangentc sera 

Lt1 aOayry - b 2 x ' ~ = -  n'b'. 
375. Pour moniïcr ù posteriori que tous l a  points de la tan- 

gente, cxccpti: le point de tarigencc, son1 liors de l'hypcrbolc, il 
faut ,  d'ripr9s le il" 3 6 4 ,  proilver que,  pour tous ces poinls, la 
quantiti: aayy" -O?x3 + aVOa cst posilive. Or, tirons de l'kqualion dc 
la tangente la valeur de y, 

h2 (x1.r -d) 
Y= a>' ' 

substituons-la à la place d e y  dans la quantité a"y2 - b'x" f alba, 
rbduisons tout au  même déiiominateur , mettons au lieu de 
sa valcür 6's"' -a2b"irée de 1'i'qu:iLiori de l'hy porbole , puis effcc- 
tuons divers calcuIs faciles a apcïccvoir : il vicnt 
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Le second membre est cssenticllement positif ainsi, sur la tan- 
gellte, on a toujours u'y" V x 2  +- u21i3 > O ,  ce qui prouve que 
tous scs points sont clxl6ricurs 5 In  coiirbe. Il  n'y a ti'cxcrption que 
pour la valeur x = .r', laquclle donria a'y' - Gk2 + a ' b k  O ; et 
cette valeur nous ramènc a u  point de tangeiicc. 

376, Si, dans la formulc 
02.îi' 

u = -  uyl 
on  change lcç signes dc x' et de y', la valeur ùc GI reste la r n ~ h e ,  e 
on en conclut que si unc droite, menée par le cc:itrc dcl'hyperbolc, 
rencontre cette courbe en deux points, les tangcntes R ccs points 
wrorit paralliilcs. C'est ce qui r6sulle aussi dc la symétrie de la 
courbe relativemect a ses axes. 

377. S i ,  dans la meme formule, on fait rcl=a et yr=O, on a 
U - C C ;  donc la tmgmtc  au  somnict B (fig. 154)  est perpcndicu- 
laire à I'axc. La même chose arrive au  sommet C .  

Supposons que l e  point dc contact prenne toutes les positions 
possibles dans l'angle y A x ,  l'abscisse x' croîtra et y' aussi ; mais 
on ne voit pas au  prehijer coup d 'ai l  la marchc des valeurs de a. 

n --- 
Pour la rcndrc sensible, rt:rnplayns 2 par sa valeur Vym+ O' ,  z 
tirée de l'iiquation dc la courbe, et il viendra 

On voit bien à prkcn t  qu'en faisant croifre y' depuis zéro jusqu'j. 
lJ 

l'infini positif, a dinlinue depuis l'infini jusqii '~ -; donc la tangente 
n 

RIT va toujours en s'inclinant da.ctitage jusqu'à cettelimito. 
Pour savoir CC qu'cst alors la tangciitc MT, cfierchons cc quc 

devient AT. En faisant y = O  dans l'équation [ t ] ,  on trouve 

Or ,  cettc valcur diminuc et  tend sans ccsçe vers zéro, à mesure 
que x' augmente; et d'ailleurs elle est toujours de même signc 
quc 2 : donc, h mesure que le point de tangence s'éloigne sur  
l'hyperbole, Ic point 'i? se rappï0clie du ceritrc, saris jamais p;isstlr 
de l'aiitrc celé;  et n t m c  il nc SC confolid avec lui que lorsqu'on 
supposc le point de contact l ' i n h i .  

Ainsi, h cette limite, la tanfente it l'bypcrùo!e passc au ccutrc, 
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1> 
et l'angle qu'ellc fait avec l'axe a pour tangente - . Pour construire 

a 
cette tangente, il suffira de former l e  rectangle IIIIII'IC' sur Ics 
axes 2 ,  et ? O ,  et de tirer l a  diagonale indéfinie HH' : car on aura 

O 
tang HAB = -. Comme l'hyperbole est symétrique par rapport a 

a 
chacun dm axes, cette diagonale est aussi la limitc des tangentes 
qu'on peut mcncr à la  courbe dans l'angle oppose y1Ax'. Sem- 
blableme~it, l'autre diagonale HK' sert de limite aux tangentes 
des deux autres parties dc l'hyperbole. Et qüant aux équations de 
ces deux droites, elles sont 

b 
Y=T a "- 

Dans l'hyperbole i5quilatérc on a b=a : alors ces droites divi- 
sent en parties égales les angles des axes, et  sont perpendiculaires 
entre elles. 

378. En rctrandiant AT de AP ou x', on aura la sous-tangente, 

On doit remarquer ici que les valcurs de AT et  de PT sont 
i~idbpendantesdusecondaxe 2O, ct que par conséquent elles doivent 
&Lre les mêmes pour toutes les hyperboles décrites sur le même axe 
transverse. 

379. Par le centre ct par l e  point de contact, menez la droite 
AIiI (Gg. 155) : son Cqualion sera de la forme y=zlx ,  et la 
coritlilinn de pasxr au point dc contact donne y'= a'x ' ,  d'où 

1 Y' b2x' 
z = -. Plus haut (374) on a trouvii a= 2-. donc 

x' ay" ' ba 
aar = - . 

a2 ' 
donc, pour l'hyperbole, de meme que pour l'ellipse, le produit 
dcs tangentes u et a' reste constant. 

380. Si on cherche tang AAIT, on trouve 

Aux estrémitirs du premier are; y' cst nul et alors taag MIT est 
infinie; donc, en ces points, l a  tangente est perpendiculairc à la 
droile qui j ~ i n t  lc cclitrc au p h i  de contact. Cela n'arrive qu'cn 
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ces points: caF, pour tous les antres, ni$ ni x' n'est zéro, el 
par conséquent tang AMT n'est pas infinie. 

Quand le  point M s'éloigne  SR^ la courbe, dans i'anglc y A x ,  
x 1  et y' augmente positiveqient , et peuvent mSme surpasser toutg 
limite ; donc tang AMT diminue positivement jusqu'à z k o ;  donc 

Wangle AMT reste toujours aigu, et diminue jusqu'a zéro : c'est- 
à-dire qu'a l'infini 14 tangente MT se confond avec la droite AM,  
meq& du centre au poirit de contact. 

381. Après avoir trouvé (374) , pour la tangepte à I'hyperpole , 
au point dont les mrdonnécs  sout .r' et$, l'équatioq 

III - lr'x'x 7: - a?kJ , 
il est facile de trouver celle de la tangente qui passe par un point 
ext6rieur. Si on représente Jescoordonnées de ce point par x" et y", 
elles devront satisfaire B l'équation [t] , ce qui donne 

- b"'fs' = -qabP . 
s J 

et puisque le point de tangence est sur l'hyperbole on a encore 
aaYra - Oa2'a = - a"b' : 

ces deux équations déterminent les inconnues x1 et y'. 
Les valeurs de ces coordoouées contiennent un radical souq 

lcquel se trouvc l a  quantité n'yf'- b'.r"'-+a'b' ; de l h  ~p qnclut ,  
c o r n e  pour l'ellipse, que par un poiqt extérieur on peut meper 
deux tangentes à l'hyperbole; pue ccs tangentes se réduisent 4 
une seule quand Je point dontié est sur la courbe ; et enfin qy'il n'y 
a plus de tangente possible quand ce point est intérieur. 

332. La normale au point M jGg. 155) ,  gont les coordonnées 
son1 x' d y' , n'est autre vhose que la perpendir:ulairc çlevee, par 
ce point, sur la tangente ; et par suitg iJ est facile de v ~ i r  que soq 
équation est 

a?' 
[nl y -y'= -- 

b 2 F 1  (x- xfl. 

Pour avoir la distance AS, à laquelie cette normale coupe l'axe 
des x , on fait y = O ,  et on trouve 

a2+b9 
AS= -P. 

a' 

Ccttc expression diminue en m h e  temps que x' ; donc, quand 
le point 31 SC rapproche du sommet B , le point S se rapproche 
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ha cciitrc! A ! et il ne passc jamais dc l'autre chfi'!, car AS est dc 
mémc signe que x'. II y a plus: lorsqo'on donue à x' sa valeur 
utinirni~rn zr= a .  AS atteint anssi son mininauna ; et de là on 
conclut que l e  picd de la normale n e  dépasse jamais un certain 

aa + oa 
poip4 N pour lequel on a AN= -.. 

a 
c 383; D a n s  l 'hyperbole ,  les rayons  vecteurs menés au point  de 
t a n g e r ~ c e f o n t  avecla tangen te ,  et de d~férentscBtésde cette ligne, 
des angles é ç n u . ~ ;  

C'est-à-dire (fig. 156) que les anglcs FnIT, FM'l!, sont égaux. 
La  dbmoiistration élant l a  meme que pans l'ellipse, je laisse au 
Jccleur Ir: soin Jc la développnr. 

r 
384. D7apri.s cctte propriété, si on vcut (fig. 157) tracer une 

Pangente à l'hyperbole, par un point n I  pris sur cette courbe, on 
niérie les rayons vecteurs FR'I, FrM, on prend sur l'un ti'triia 

iVK = F M ,  on tire K F  , e t  on abaisse MO perpendiculaire à KF ; 
la ligne. NOIest la  tengente. E n  efïct , d'après la construction, Le 
triangle MKF est isoscèle , et In perpendiculairc Ri0 divise l'angle 
F'RiF en parties égales. 

On peut d'ailleurss'assnrer qu'en efïet cette ligne a tous ses points 
hors dc I'hyperbolc, à l'exception du point KI : c a r ,  pour tout 
autre point, 11, par cxemple , on a RF' - RK ( P K  ; or RK - RF 
et FrK=2a ; donc RF-RF < 2 a ;  donc le point R est ho;s de 
Phypcrbole (3681. 

383. Rernarqre. Le point O étant l e  milieu de FK et le centre 
A élant le milieu de FrF, l a  droite A 0  est parallèle 1 F'K et égalc B 
f F r K  or  F1K=9a;  donc A O = ~ .  

Donc, si drs  &ers cTe l'hyperbole OB abaisse des yerpenclicu- 
la i res fur  Zes tdhgentes c i  Cette courbe, la distance desp ièds  d o  ces 
pcrpeircliculaires nu centre cst constante ct  bgczle au dcmi-nxc 
transvcrsc : de sorte gue ces points o n t p o u r  lieugéonzétriqire la 
circonfirence rlEcr~te sur  cet axe conz~i~a diamètre. 

386. Supposons mahtonant qu'on veuillc mcncr une tangente a 
l'hyperbole par un point exterieur T (fig; 158). Soit TB la tangente 
cherchée ct R I  lc  point de contact; si on mene les rayons vecteurs 
1:N et  F'nl, qu'on prenne ïtvIS = 2 a ,  et qu'on lire KF, la Lari- 
gcrilc TRI doit être pcrpciidicolnirc sur lc milieu de K F ;  donc 
TR=TlT; donc le point K sera détcrrniiii. par la rcnconlrc du 
cercle dacrit du  foyer Pr ascc un rayon kgal à 2n,  r t  du cercle dkr i t  
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du poiiit T avec un rayon Cgnl a TF. Le point K étant connu, on 
lire F'K et KF,  puis on abaisse TR perpendiculaire sur KF : cette 
ligne T R  est tangcnte a l'hyperbole, et le  point M, ou elle ren- 
coutre le prolongement de F'K, est lc point de tangence. 

En effet, d'après l a  construction, on a RiK=DIF; donc 
F'RI - M F =  F1K=2a;  donc le point ïiI est sur I'hyperbole. Do 
plus, l'angle KMT=FI\IT ; donc T R  est une tangente. 

387. Quand le point T est hors de l'hyperbole, les cercles décrits 
des centres T et Fi se coupent en deux points : car on peut démon- 
trer que les conditions relatives ii l'intersection dcs cerclcs sont 
alors remplies. 

En effet, si on joint FIT, on aura (368) F'T-TF<%, d'où 
FT<TF+Ba; donc 1" la distalice des crmtres est moindre que la 
somme des rayons des cerclcs. Ensuite, le triaogle F 'TF  donne 
FfF<F'T +TF, ct Ù for-~iori  Sa (FT+TF : ci'ailleurs, le point 
T étant supposé tnr:ilemcrit plus près du fnym F que du foyer &", 
on doit avoir PT< FIT, et hyertiori FT<PTf a ;  donc 2' chaque 
rayon est moindre que la distance des centres augmentée de l'autre 
rayon. 

Donc les cercles se coupent en deax points, et il y a deux tan- 
gentes à l'hyperbole. La démonstration est facile à modiGer p o u  le 
cas où Ic point T serait plus prés de F' que dc F. 

Si le point donné T est sur l'hyperbole (Gg. 159),  la distance des 
centres P'T est égale a la somme des rayons, les cercles se touchent 
extérieurement, et il n'y a plus qu 'me sculc tangente. 

Si lc point T est intérieur b l'hgperholc (fin. 160), la difiCrence 
F'T- FT est plus grande que 2a ( 368)  , et  par conséquent la 
distance des centres F T  est plus grande que la sommc dcs deux 
rayons ; donc les cercles n'ont plus de point comrxiuri; doiic, par le 
point Tl on n r  peut plus mener dc tangente à l'hyperbole. 

Dis Diamètres. 

386. Soit l'équation 

[' 1 Y =Jx+F, 

celle d'une droite quelconque qui coupe l'hyperbole cn F et G 
{fig. 161). En la combinant avcç ccllc dc l'hyperbole, 

Pl d Y 2 - b a x 2 ~ - a 2 b q ,  

on trouvera les coordonnEcs des points F et G. Par 1'i.liminntion 
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équation dont les racines sont précisément les abscisses AH et AR 
des points F et G. La &>mi-somme dc res abscisses est donc égale 
à la moitié du coefficient du second terme, pris avec un signe 
contraire : mais cette demi-somme est l'abscisse du milieu 1 de la 
corde FG;  donc, en nomrnarit x cette abscisse, on aura 

- û$aP 
X E  ayo ' -b '  ' 

En mettant celle valeur dans [Il, on a, pour l'ordonnée IP, 
-pl2 

y=- 
a"y - b' ' 

Supposons que S conservant la mémc valeur, j3 prenne succcssive- 
ment tous lcs états de grandelir : la droite FG se transportera 
parallclement à elle-mbme, les formules précédentes donnent 
toujours les coordonn6es des milieux de ces cordes; donc si, pour 
klimincr p, on divise y par x, l'équation résultante 

sera celle d'un diaméire. On voit ici, comme pour l'ellipse, que les 
dinrrrètres d e  I'lzyl~erbole passent  par le centre.  E t  comme on peut 
faire prendre ou cocfficierit de x toutes les valeurs possibles en fai- 
sant varier û depuis +CC, jusqu'à-, on conclut encorc que toute 
droire rnenéepar  b centre peut  étre considérée comme  u n  diamètre. 

Ccttc conclusion souifSe cependant deux exceptions.Elles ont lieu 
h 

lorsqu'on suppose d'= -t- - . Alors l'équation ci-dessus devient 
a 

b + - y = - ,  x> 

et on retrouve les deus  droites déjà remarquées c o r n e  étant les 
limites des tangentes (377). Or elles ne peuvent pas être des dia- 
métrcs; car les valeurs de d dont i l  s'agit, réduisant l'équation [2] 
au prcmicr drgré, Ics lignes paralléles données par l'équation [Il 
ne rencontrent plus l'hyperbole qu'en un seul point, et par consen 
quent il n'existe pas de diamétre correspondant, 
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389. Pour l'kquation du diambtrc, on peut prcndrc 
y=dlz. 

oa 
Mais alors il faut établir entre 8 et O' l a  relation 5'=- ou 

aaJ' 

390. Cette rclation se déduirait de son analogue dqns l'ellipse en 
changearit 6' en - 6' (336) : les consSqucnccs sont semblables. 

1" Si on nomme u la tangente trigonométrique de I'angle que 
la tangente, menée à l'extrémité du diamètre, fait avcc l'axc des x, 
on a, eiitrc a et a"', cette relation (379) 

donc aJ'=Jdf, d'où u=S; donc les cordes, qu'lin diamètre divise e n  
parties égales, sor~tpurul lè les  ù lu tangente nzcrr& à l'extrémité 

a .  de ce dinmiitrc. 
La 

2 T e  produit dù" étant constant et égal à - ne peut pas devenir 
a'' 

égal à - 1 ; donc les axes actuels des coordo~inécs sont les seuls a x e s  
d e  l'?yper6ole, puisqu'aucun autre diambtre n'est perpendiculaire 
sur ltis cordes qu'il divise en partiris kgales. 

LI" 
3" L'équation &Y=.- montre que, si le diamètre qui a pour 

a= 
Cquation y=8x  divise en parlics cgalcs les cordes parallèles à 
cclui dont l'équation est y =Oz, réciproqucment le second coupe 
enparlies 6gales 11:s cordcs par;illklcs au premier. Ainsi,pour qzle 
d e u x  diamètres soient C O I L J ' L I ~ U S S ,  Zn condition est 

O" 
daf = - . 

a= 

391. De deux diamètres conjugués, il n'y en a qu'un seul qui 
rencontre l'hypcrbole. En effet, supposons quey=Jx  soit l'équa- 
tion d'un diambtre, et qu'on cherche. ses int6rst:clions avec la 
courbe, on lrouve pour lcs abscisses de ces points 

6 
Ces valsurs dc x sont réclles si on prend d C q ,  posili~crncnt OU 
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ni.gativcmrrit; niais rlles dcvicndronl imagiiinircu si on prrnd 
Ir 

8 )  -. Dans le premier cas, le diamiitre rencontre l'hyperbole; et 
a 

dans le second il ne la rcncolitrc point. O r  on voit, par l a  relation 
O' &y - - L b 

que si ô est <;, on doit avoir Of>- ; donc tous les 
a' ' a 

diamètres qui coupent l'hyperbole ont leurs c o n j u p i . ~  parmi ceux 
qui ne la rriicontrent pas. 

Que si on construit (fig. i G 9 )  sur  les axes dc la courbe le rcc- 
tangle llBIIIIC', tons les diamètres qui traversent IW angles HAR 
ct H'AK' font avec l'axe BC un angle dont l a  tangente, abstraction 

Ir 
faite du signe, est < - , tandis quc les diamètres qui travcrsentles 

a 
angles HAK' et H'AK fonl avec UC un angle dont la tangcntc est 

6 > - ; donc les prrmicrs sont ceux qui rcncontrent la courba et les 
a 

seconds sont ceux qui rie la rencontrent pas. 
II O 

392. Dans le cas par(icu1ier ou d = -  , on a ai;ssi 8'=- : alors 
(2 a 

les deux diarnktres conjugués se confondcnt avec la diagonale liB'. 

diamètres se confondcnt avec l'autre diagonale KI('. Dans les dcux 
cas, les diamétres ne rencontrcnt I'hyperhlole qu'a l'infini. 

393. Lorsqu'un diainktre rencontre l'hypcrholc, on nomme 
cordes supplL:rmut~zires celles q u i  s o l ~ t  nze~zées des e z t r S ~ ~ ~ i i i ' s  rlc 
ce diamètre rl u n p o i n t  ~ u e l c o ~ z ~ u e  d e  la cor~rbe. 

En reprenant ici tous les raisonnements et tous lcs calculs qu'on 
a faits pour l'ellipse, on trouve que si deux cordcs GM ct G'17.I 
(fig. 163) sont sppplémcntaires, et qu'on désigne par 7 et 7' Ics 
tangentes des angles n lHz  et N L x ,  on doit avoir 

Ii' 
7Y' = -: 

al 

ct réciproquement, toutes les fois qu'on a cette relation pour deun 
cordes qui passent aux cstrémitEs d'un diamètre, ou pour deux 
cordcs qui passent par un mCmc point dc l'hypcrbole, on est as- 
suri! que ces cordes soiit supplfiuentaircs. 
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Dans le cas de l'hypcrbolc équilatère b = a ,  et on a simplement 
$=i : ce qui prouve que les angles formes par les cordes sup- 
plimentairesavec 1'axetrar.sverse sont compléments l'un de l'autre. 

394.  L'équation précédente donuc des coris~quences sernblablcs 
à celles qu'on a dhduitcs dc son ann lope  dans l'ellipse. Il suffira de 
les Bnoric:er. * 

i0 Si d e u x  cordes sont ~ ~ ~ ~ ~ 2 ~ 1 1 ~ e ~ ~ ~ n i r e s y n r  rapport  a un certain  
dianzè~re, les parallkles k ces cordes ,  m e ~ z i e s p a r  les e z i r 4 m i ~ é s  de 
t ~ t  autre riiiznzbire, seront ( L L L S S ~  s z~pp le ' rne~~ta i rm re,?ntiverncnt a 
cc diamètre; et ces noi~vclles cordes f o n t  entre ellcs les n té~nes  
aryles que  leu premières.  
3" Soit 4;C (fi:. 161) ILIL d k ~ n è t r e  q u e k o n p z ~ e  qui rnncontre 

I'hyperOole, et  soit I\IT une  tangente  : si o n  nzène le denzi-dinniètre 
A M ,  ln corde CN p n r a l l è b  ri AiII et lu corde srtppltin~erztaire UN, 
ln tangente I\IT seraparalli . le Ù Zn corde RN. 

Cette propriété donne le moyen de mener à l'hyperbole un8 
langcntc qui passe par un point de cette courbe, ou qui soit paral- 
lde ii urie tlroile dourict: HIC. Et loulrfois, dans l c  deriiier cas, 
le probléme n'est possible qu'autant que la droite donnbe PIK cst 
trllc qu'une parallèle, qu'on l u i  mènerait par Ic centre, serait au- 
dessus dcs lintites des tangentes (377). 

3" D u r :  dinniètres pnrnlil.les Ii. des cordes sr~pp1L:nsentaires sortt 
toujoirrs con jug~r (k ;  et réciproquement, d e u x  diamètres conjugrcés 
sont to i r jo i~ i ' s~r . rn l l~ les  ri des cordes s i ~ ~ 7 ~ ~ l é n ~ e r ~ t n i ~ - e s .  

Dc l i  rcsulle une construclion fort simple pour trouver deux 
dia:né!rcs conjiigüés qui fornient cntre eux des angles donnés. 
Cctte construction est représrntCe dans la figare 165. 

Mais il n'arrivc pas ici, eornmc pour l'ellipse, que les angles 
do!inés doivent être compris entre ccrtairics limiles : car l'angle 
aigu des cordcs suppléirientaircs peut passer par tous les Ctats dc 
grandcur, drpuis l'anjle droit jiisqu'k zéro. C'cst cc qu'on voit 
clairemenl cn chcrcl-iant la tangente dcl'anglc CnIU (cg.  165). Or, 
en supposant que B Ç  soit l ' a r c  irgal 2z, on trouve 

et il est visible que y croissant depuis zkro jusqu'h l'infini, la tan- 
gente dc CMB décroît depuis l'infini jusqu'à zéro. 

Coiilmc il y a kr l'liyperbolc dcux poirits III ct N, au-dcssus dc 
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l'axe BC, pour lesquels y a la mdme valeur, il y a aussi deux 
systèrn~s de diarnbtrrs conjnguEs qui font entre eux des anglcs 
donnés; mais il n'y en a pas davantage. 
4" Les axes de l'hyperbole étant des diamètres conjuguiis rec- 

tangulaires, on les lrouve comme ceux dc l'ellipse , par unc con- 
struction qui peut aussi se déduire dc la symétrie d c  l'hypcrbolc 
relativement a scs axes. Voyez la fig. 167. 
50 Enfin, le centre de l'hyperbole se découvre aussi parda 

mcme construction qub cvlui de l'ellipse (fig. 163). 

L'iigperLo\e rapportcc à ses dio;ntres c o n j u g u é s ,  e!c. 

393. L'équation dc l'hyperbole rapportce ii ses axes claiit 

Pl a2y~-02x==-aab2,  
on en déduira l'équation aux diamètres conjugués, en cherchant 
les systèmes de coordonnc'es pour IcsqueIs l'équation de celte courbe 
ne confirnt les variabl!.~ qu'au carré. 

En consécpmce, on substitue dans [IL] les valcurs 
x = x l c o s  z +yr COS z', y =x'sin ;r+y1sin lf, 

011 b i t ,  pour abrFgcr, 
A=a?sin%'- O'  COS^^', 
B =a2 sinP K - O1cos"oi, 
C =a%in cc sin a'- b b s * ~ ~  cos a', 

et on a l'0quatioii transformbe 

L I  1 Ayf' + BxIa +2Cx'yf= - aa4'. 

Pour qu'elle ait la forme demandcc, i l  faut poser C=0, c'csl-idirtl,. 

P I  a2 sin sc sin a'- b2 cos a cos a' = O ; 
et par-là on réduit l'équation [Il 9 celle-ci 

131 A ~ " +  B X ~ ~ = - U ~ ~ ~ .  

Ces valeurs soiit de signes ditrérents, car la relation [2] donne 

a2 sin2 K X CL' sin2 ~' = LZ cos2 O. X U' COS' Z' ; 

ct on voit que si a'sid" est moindre que bacos' Z ,  il faut, par 
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compensation, que a' sin' a' soi1 plus grand que 0" cos' a', et rEci- 
proquement. Donc l'un des nouveaux axes est rcncontrd par l a  
courbe, et l'autre ne l'es1 point, cc qu'on savait dcja (391). 

Prenons pour axc dcs 2' celui qui est rencontré, ct désignons 
par 'LU' la partie de cet axe coraprisc dans l'liyperbole, on aura 

Puisque la ligne des y' n'est point rencontde par la courbc, d k i -  
gnons par - 0'' la valcur négative de y", et on aura 

a'ba 
A présent, en rcmplqant A et B par lcurs valcurs - 

0'" 
l'équation [3] devient 

[hl]  a ' = y ~ ~  - p z l ~ - a ~  6". 

- b' 
ct --- 

a'' ' 

Le diamètre sur lequel se comptent les x', celui qui rencontre la 
courbc, se nommeprcnzier dianzbtre ou dinnzélre transverse, et sa 
longueur cst 2d. L'autre, sur lequel se comptent lcs y', sc nomme 
secoud diamhre; ct, qlaoiqu'il ne rencontre pas l'hypcrbolc, on 
convient dc lui donncr 20' ponr longueur. 

397. L'équation p2] étant divisée par a'cos a cos? donne 

et l'on voit qu'en donnant à l'axe des x' une position particulière, 
ce qui revient a dkterminer L L ,  on aura unc valeur rcellc pour 
tang a'; ainsi chaque dianrètre a son coryugué. Mais il faut re-  

L 
marquer qu'ou ne doit point faire tangcr= k - : car alors on 

a 
n'aurait pas de vrais diamètres (388). D'ailleurs, ces hypothèses 

O 
donneraient tang G( = _+'- ; donc, dans les deux cas, l'axe des y' 

a 
coïnciderait avee cclui dcs xi, ce qui niontrc assez chiremcnt que 
ccs lignes ne peuvent plus êtrc des diarrièlrës corijugués. 

De plus, comme l'8qualion [6] est semblable à celle qui lie entre 
cllcs les dircclioiis dcç cordes supplérncntaires (393),  il s'ensuit que 
si l'une des cordcs est parallclc au premier diamktre, l'autre scra 
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paraiide. a u  sccond diamétre. On rclombe ainsi sur ccs propriClés 
déja connues (294) : que deux diiani.ires colljuguis sol~tparalhles 
à Jeux cor~ les  supplirr~m~airw; et réciproqucmcnt, yue deux.rZia- 
nzètrrs pai.nlli.lcs il dcs cordes s~~ppl6ntexlaires sont des diamètres 
coryi~gués. 

Dans i'hyperhole Cqiiilalbre b =a; donc tang 2 tang G' = 1 ; donc 
les angles ir c t  E' sont complémciits l'un de l'autrc. 

398. Pour connaitre s'il y a d'autres diamktres conjugubs rec- 
tangulaires qiic les deux axcs , faisons a' = 90" t o ,  cc qui donnc 
sin a' =COS ct et cos z'=- sin^. L'équation [2] devient . 

et celle-ci ne peut se viiriliw qu'en faisant sin n= O OU COS n = O ,  
stippositions qui ramkncrit aux axes primitifs. 

399. Si or1 wulai t  que les diam6Lres conjugubs de l'liypcrbolc 
fusseut égaux, on égalerait eritrc cllcs lcs valeurs de da et dc h", 
ct on aurait 

i2 sina sr- hkoss u = - a2 sin' d + b' cos%'. 

En remplapnt cos" par I - sin' cc, et cos'u' par i - sina a', ceitc 
equatiori donnc 

(73 
211% sinla $ sin%' = -- 

u1+LD' 

Si on transpose lc second tcrmr, de l'6quation [2] daris i'aiilre 
iilcmbrc, qu'on élbve le tout aii carrb, et qu'alors on fasse Ics 
ni6nics subslitutioris que ci-dessus, on trouve facilcmciit 

Du carré dc 1'Equalio:i [ï] retranchons quatre fois celle-ci, il vient 
(sin' a-sin'a')' = O ; donc 

Mais l'équation [6] prouve que les deux tangentes doivent êtrc dc 
mbmc signe ; donc tang Z' = tang y ,  et par suite l'kqualion [ri] 

donne 

Ainai, dans l'hypcrbol:! , Ic calcul indique, pour diamètres coiiju- 
euCs égaux, dcus droites réanies en une seule, et dirigées suivant 
l'une ou l'autrc dcs diagonalcs du reçiaiiglc coristruit sur les axcs. 
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800. Dans l'hyperbole i l  y a deux tlièorèmcs tout à fait analogues 

à ceux du nu 350 ; et comme ils sc dcnontrent de la niéme maiiièrc, 
je mc bornerai 1 Ics Enondr. 

THI?ORÈYE 1. L e  pnrnLZiZogrc~mRze construit sur  d e u x  diamètres 
coiLjugués est équivulel~t  au rectangle des czxes. 
MOR~ME II. Ln r l~f l rence  d e s  carrés  &s diami.r~rs C O ~ ~ ~ U ~ Z L ~ S  

est égale à l a  d~f l i rence  d e s  car?-& des  a x e s .  
401. De cc qui précéde i l  suit que ,  dans lcs problèines relatifs a 

l'hyperbole, on pourra, si cela paraît plus commode, substituer, aux  
iiquations [ 2 ] ,  [4] et [ 5 ] ,  celles-ci qui en sont dédnites : 

O' 
tanga tangu' = -. 

a' 
.a'I>'sin ( a f - & ) = a l > ,  

d'-O"=a2-IiO'. 

La dcrnihre montre que si a = O ,  on a aussi a'= O' ; donc, dans 
i'hyperbole équilatère, les diamctrcs conjugués sont égaux. Cette 
propriklé a lieu dans le cerclc ; mais les diamétres conjugués y sont 
rectangulaires, tandis que, dans l'hyperbole équilatère, ils font avec 
Faxe transverse dcs angles cornplérrients l'un de l'autre. 

Dans les hyperboles ordinaires, a &nt d i f f h n t  de Ii, a' nc 
saurait être égal à Ii', et il n'y a pas, a proprement parler, de dia- 
mktres conjugués egaux. 

402. Ea Oknt les accents des variables x' ety',  l'équation [h l ]  
sera 

[kl a'=y= - pz= =- a"b" 

Elle est toute ~eniblablr: B l'équation [hl relative aux axes; donc 
les propriétés indhpendantcs de I'inclinoison des ordonnées seront 
communes aux axes de l'byperbolc et B scs diamctres conjugués. 
Ainsi : 

1" Les carrés des ordonnées, parall6lcs a u  second diamètre, 
sont entre eux commc Ics produits des segments formés sur le 
prrmicr (363).  

2" Selon qu'un point donné est situé sur  l'hyperbole , ou au 
dehors ou au  dedans, la quantité n''y'- b"x'+ d'O" sera nulle, 
posilive ou négative (364). 

3' En désignant par n le rapport dc sinus, &al au  coefficient 
de x dans l'équation gCnSrale de la ligne droilc, on aura pour la 
valeur dc u ,  rclativc a la langerile ( 3 7 4 ) ,  
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b" x' 
x = - '  

a'lr' ' 
et l'cquation de l a  tangcntc sera encore  

I I  II ~ ' ~ / ~ - l r ' 2 x = - a  O 
Les limites des tangentes auront pour équation (317) 

d'ou Y'& conclut qu'cllcs se confondent avec les diagonalcs du 
paraIldogramme construit avcc les d i ~ ~ k t r c s  çoi~jugqés (fig. 169). 
La sous-tangenteest encore (378) 

et on aura toujours entre les val rws de a et de a', relatives à la 
tangente et  a u  diamCtre mené par le point de tangence, la rclation 

6'" 
u i ' e  -. 

a' = 
4" Si y= o " . ~  + p est l'kquation d'une corde quelconque de l 'hy. 

perbole , et  si y = 6x est celle du diamotre qui passe par les. milicux 
des cordes parallèles, gn aura (359) la  relation 

et cette relation a encore lieu pour deux diamhtres conjuguh dont 
lcs Cquations seraient y = 6x et y = b ' x  (390), aussi bicn que pour 
deux cordcs supplémentaires men6es a m  extrkmith d'un diarnklrq 
quelconquc (393).  

4OX L'hyperbole étant rapport5e i deux diamélres conjugués, 
si on veut lui mener des tangente? par un point mti.ricur, rt qu'on 
répète les memes raisonnements que pour l'ellipse (353), on aura 
ce théorème : 

Si de cJ~agucpoin t  d'une droite donit&, o n  méne d e u x  tan- 
p.entes ri une hyperbole, e t  qu'on joigne les d e u x  points de contact, 
OIL  a u r a  des sécantes q u i  vzendront toxtes ae renconlrereu qrarrzime 
point, situ6 Pur le d iank tre  conjr~gué d e  ceeli qui est paralli& ù 
la droite donnée. 

Et réciproquement, s i ,  p a r  un point d o n n i  d a n s  le p lan  d u n e  
hyperbole, on tire d~flérentes sr'cantes, et l u e ,  p a r  les points où 
c h a p e  sécante rencontre la courbe, on rnène deux tungerrtes, Ee 
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lieu despoin~s dintersection de ces tanaentes, ainsiprises deux à 
d e u x ,  sera. une dr%ite parallèle au dium2re conjugué d e  ccelr~i 
quipusse par le poi/rt do:zizti. 

404. L'équation [h,) montre encore que, pour décrire une Eyper- 
bole dont on connait deux dianrictres conjugia6s, il faut décrirc und 
hyperbole sur ces diamktrcs , comme s'ils tltaient lm axes de la 
courbe, et incliner ensuite conyenab1emcnt les ordonnées, sans 
changer lcurs longueurs, 

Des Asymptoies. 

405.  Supposons que l'équation 
n'y'- ha x7= - aa 

soit cclle d'une hyperbole rapportiic 5 deux diamtkes conj:igu8s 
quelconques : on en tire 

6 - 
y = & - Vd- a'. 

a 

Si on fail abstraction du terme - a1 ,  qui se trouve sous lc radical, 
on aura d e u ~  droites représentkes par les équatious 

et ees droites seront les asymptotes de I'hyperboIe. Cela est évident 
/d'après la règle ~ O R I ~  à la tin du no 1 4 8 ;  mais on peut le dC~non. 
trer directement. 

Pour plus de cIarté, ne considérons sur la courbe el la droite 
que les partics situées dans l'angle yAx (fig. lrog la diEkrcnce dc9 
ordonn&s, correspondant à une rnfirne abscisse x , sera 

Comme la parlio positive f x et la partie négative - 1/x2-a' 
croissent et deviennent infinies en m e m  temps, on ne reconnaît 
pas immédiatemeut si cette diîïérence va en diminuant, Mais uric 
transformation çonnne, et déjà emuipi&6e no 84.8, donpe 

et alors on voit claircment qu'en faisant croître & jusqu'h l'infini, 
RIN décroit jusqu'a zero. On peut raisonner de la mémc rnanièro 
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pour lcs portions d'hyperbole comprises dans les autres angles, et 
on conclut queles deux droites dont il s'agit sont en effet les asymp. 
totcs de l'hyperbole. 

406.  Si on coustruit surles diamètres conjuguésl(fig. 170) un paral- 
Iclogramme BKII'K', les équations des diagonales HH' c t  KK'sont 

donc les myinp~otes de l'hyperbole coïncident avec les diqollales 
du yarallélogr~zn~r~ie formé sur deux dianzétres co~Ljugués quel- 
E O I L ( I U C S .  

E n  rapprochant cctte conséquence du n" 402,  on voit que les 
asymptotes peuvent étrc aussi considérées comme limites des 
tangentes. 

407. Les &tés H K ,  H'K', menés par les extrémités du  premier 
ùiamktre BC, sont tangents a l'hyperbole, et  divisés en parties égales 
aux points B et C , dc sorte qu'on a EH = BK = b' ; donc, en ter- 
n ~ i r ~ a l ~ t  Eu tal~gente a u x  points O ~ L  elLe renco~ztre les asymptotes, 
on peut dire qu'elle est divisée en deux parties @ales par lepoint 
de contact, et qu'elle est igalc et pnralkle nu diamètre conji~çué 
de celui qui aboutil 4 cepoint. 

Il suit de la qu'on peut facilement mener la fangenle en un point 
B de l'hyperbole, lorsqu'on corinait les asymptotes. En effct , si on 
mène BQ parallèle à l'une d'elles, à AT1 par exemple, qu'on prenne 
QK - AQ , et qu'on mene la droite KBR , elle sera la tangente 
cherchée : car ,  à c;irise des p;ir;illi:l(:s BQ et AH, on a BH = BK. 

Il est facile aussi, quand on doline un diamètre qui rencontre 
la courbe, de trouver son conjuyii : car, ayant mené la tangenteHK 
par l'une dcs rxtréuiiti?~ dc ce diamètre, il sufira de mener la 
droite DE parallèle à H B ,  et de prendre AD=AE =HI .  

408. La propriété de la tangente n'c!sl qu'un cas particulier de ce 
théorème général : les portions d'une sécnnte quelconr/ue, corn- 
prises entre l'hyperbole et ses asylr~ptotes, sont &gales entre elles. 

Il s'agit donc de demontrer que &i'N'=MN (figr. 171). Par Ic 
milieu de RIDI' et par le ccntrc A ,  menons le diamètre A x  , et 
supposons qu'il renconlrc l'hyperbole au  point B : son conjugué Ay 
sera paralliile 5 MM'. Or, si par le point B onmène, entreles asymp- 
l.otes, la droite IiK parallèlcà A y ,  on duit avoir B H t  BK ; donc A x  
divise en parties Egalcs tartes ks droites parallèles a $15, comprises 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



GBOYÈTRIB ANALITIQTIF: A DEILX DIMENSIONS. 293 
entrelesasymptotes ; doncNP = N T  ; ùoncNP-MP =N'P-N'P ; 
donc MN = RI'N'. 

La démonstration ne serait pas plus dificile, si l e  diamètre A s  
ne rencontrait pas l'hyperbole. 

On a maintenant un  nouveau moren trés-simple de  décrire une 
hyperbole, quand on en connail u n  point M ainsi que la position 
des asymptotes. On mène de ce point une droite quelconque NMTU", 
qu'on termine aux asymptotes ; et en portant NM de IN' en M' le 
point Mt appartient é l a  coiirbr. En répctant cette construction, 
on trouve autant de points qu'on veut. 

Pour le tracé, il est commode de  ne  pas mener t o u t ~ s  lcs ligues 
par u n  seul point R I ,  e t  dc faire scrvir k cet nsagc quelques-uns dc 
ceux qu'on détermine. On évite ainsi 1~ confusion qui résulterait 
d'un grand nombre de lignes passant par un méme point. 

On peulemployer cette construction quand on connait la grandeur 
et l'angle de deux diamètres conjugués; car alors on connait deux 
points de l'hyperbole, et i l  est facile de déterminer les asymptotes. 

409. 8i désignant par a et O lcs demi-diamétres corijugu6s AB e t  
AD (fig. I J I ) ,  l'équation de l'hyperbole rapportce a ces deux dia- 
mctren est 

a5'-lJ's1 saalJ', 

et celle dc l'asyrnptotc AI1 est 
1> 

y = - S .  
a 

En nommant y et Y les ordonnées de la courbe et de la droite, qui 
rbpondcnt i la  merne abscisse A P ,  on a 

mais Y-y=MTu, etY +y = PM+PN=PnI+ PNf=içlN';donc, 
pour les partics MN ct IIZN' de la sécante NN', on a 

Si la sbcante &tait paralléle a u  diamétre 2a, on ferait voir sembla- 
blernent que 

M T T  x N V '  = a'. 
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De là résaltc un  moyen de trouver deux dianiStres conjilgués , 
quand on connaît la direction de l'un d'eux A y ,  les asymptotes st 
un poiiit de l a  courbe. Pa r  le point connu M , on mène, entre les 
asymptotes, xnIPi' parallkle a Ay ; et l e  demi-diametro AD sera 
moyen proportionnel entre MN et MN'. Connaissant AD, on mène 
A x  par te centre A et par le milieu P de NN'; on mène aussi, pa- 
xallklcmcnt hx la  ligne DH qui coupe l'asymptote en H; enfin on 
méne, parallblcmeht à AD,  la droite HB, qu'on lerminc A x  
en B i AB sera le demi-diamètre conjugue de AD, 

La rnénie prop-iéti! sert encore a trouver les axes quand on a 
deux diamètres conjugués : car alors on mnuait un point de l'hy- 
perbole, on peut tracer les asymptotes et avoir la direction des axes 
en divisml en parties égales les angles des asymptotes. Le reste 
s'achève facilement. 

410. Les droites BQ, BR (fig. I ' iO),  étant menées paraIliiles aux 
asymptoles, le  trianglo ARR est Pgal à AHQ : mais les triangles 
ABQ et BQIi sont Equivalunts puisque BQ = QK ; donc l e  paralldo- 
gramme AQBR est équivalent a u  tribnglo ABK. Or, ce triangle est 
la huitiémc partie du pnrallélogramrne IIKH'K', dont l ' g re  est con- 
stante quelle que soit la position du point B (400) ; donc l'aire du 
p ~ r a l l é l o ~ r a m n r e  fornré p a r  les asymptotes de 1'hyperLioZe et pur 
les pnrnll;,les nwrzées, a crs Zicne~, d'un point quelconque de  la 
courbe, est co~zstnnte, et é p l e  A Zn huitzénze parl ie du recta~zçle 
 de^ axes ou d u  ynrallélogrr~rnl,ae c&struit sur deux diamètres 
conjugué.% 

L'lijperliolc rnpportee i 6P3 asymp!oies. 

411. Si on prcnd l'asymptote infërieure (Gg. 172) pour la ligne 
des r ,  et I'asympiotc supérieure pour celle dcs y; si par un point 
quelconque de l'liyperbolc on mène les coordonnées RIP, MQ, et 
si on dkigne par p l'angle des asymptotes, l'aire du paralldlo- 
gramme APMQ sera esprimPe par xy sin p. Cette aire doit etre 
constante et kgale à la huitiiirne partie du  rectangle des axes; 
donc si ces axes sont donnés et qu'on les représenta par B a  ct 26, 
l'équation de l'hyperbole, rapport& à ses asymptotes, sera 

Od peut exprimer sin? au moyen de n et de O. Élevons à l'eslrb 
mite du premier axe la perpendiculaire BI1 termiiik à l 'aspptolo 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C E O ~ I ~ T R I E  ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. ; 295 
Ay .: la ligne BH sera Cgale à b; et ,  si on désigne par 0 l'angle BAB, 
le triangle -4BH dannera 

Or sin (lc sin 212 =2 sin 0 cos 8 ; donc on a 

et par conskquent l'équation de l'hyperbole devient 

La forme ae cette équation suffit pour rappeler sur-le-champ 
que lcs asymptotes sont prises pour axes des coordonnées : car on 
en tire 

a' + b' 
y=- 

4x ' 
valeur qui est nulle lorsque x =AOC, et qui augmente de zéro 
à -+CC quand ou fait décroître x jusqu'à zéro. Il en est de m&ma 
dcs valeurs dc 3n cornpar~ks i cellcs de y. 

412. Quand on veut trouvcr l'équation aux asymptotes en par- 
tant de l'équation aux axes 

[hl ay3-baS2 =-.a2r, 
on a recours aux formulcs 

x =X'COS a f ~ ' C O S  a', y - 28 in  à f y' sin a'. 
11 faut d'abord y mettre au  lieu de sina,  cossr, sin dl cosa', 
les valeurs qui se rapportent aux nduvcaux axes dont on fait 
choix. En prenant, comme dans le numéro précédent, les z' sur 
l'asymplote inférieure A d  (Gg. 1 7 3 1 ,  et les y' sur  l'asymptole 
supSricure Ayr, l'anglc a' sera bgal à y 'Ax ,  et l'angle u égal 2i 
3G0°- xrAx . O r ,  si on élève, â i'extrémitè de l'axe tranverse, 
la perpendiculaire EIi = b ,  Io point H doit &tre sur I'asymp- 
totc (406) ,  et par consC.qurnt lc triangle AB11 donne, comme plus 
haut, 

6 a 
sinar= , c o s d e  

V a" bb" va'fl>"' 
Puis, si on observe que a = 360'- x r A x =  360'-z', on aura 
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P a r  suite, les formules au  moyen desquelles on passera des axa 
aux asymptotes sont 

a (Y'+ x') h ( y1-- x') 
x =  9 Y =  -- 

Vaa+ ba Va2+ b' 

Il n'y a donc plus qu'à substituer ces valeurs dans l'équation (11). 
Il vient ainsi , en btant les accents dont on n'a plus besoin, 

PJ xy = i (a+ b 2 )  : 

c'cst l'équation de l'hyperbole rapportee aux asymptotes. 
Le carri! égal à ; (aa + baj , est quelquefois nomme la puissance 

de Z'hyperbole. Représentons ce carré par nZ,  et i'cquation precé- 
dente devient 

[hl xy =ma. 
413.  dent x',yl, et sfl,y", les coordonnées de deux points de l'hy- 

perbole, ri on méne une sécante par ces points, et si on fait 

Y '  -y1' 
a, - *' 

l'équation de la sécante sera 

LI1 y-yf=z( .z-XI).  
On doit avoir 

s'y' = rr~', z"yr1= n~' ; 

e t ,  en retranchant la seconde équation dc l a  pemiére , il vient 
x'yr-*"y"=0. 

Cettc Egalitb peut s'ecrire ainsi : z'ly1-y") +y"(xf-x") = O ; et 
alors on en lire 

-yf' 
a= --- - Y" - -- 

X I  - *" &.I 

Si on veut que la droite devicnne tangente, il faut supposcr 
Y' 

x'I=xr, y l '=y' .  Par ces hypothéses, 3 se rcduit à - parcon- 
x 

séquent l7Qquaiion d; l a  tangente sera 

414. En faisant y = O  dans cettc équation, on trouve, pour le 
pied dc la tangcntc RIT (fig. 174),  

; c = A T = ~ ~ ' ;  

donc AT =2AP et par suite Rl'r = PIR, résultat connu (407). 
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$15. Reprenoiis l'équation [ t ]  de la socante MM'. E n  y t i s a n t  
.Y' y= O, i l  vient d'abord sr-x= PS=--; puis, en remplacnnt 

CL 

Y" 
u par sa valeur gEnérale - - relative A la  sécante, on a 

x' 

donc, si on mène M'Q paraIlde h A x ,  les triangles IIIPS, M'QV, 
sont égaux; donc nlSf M'Y : théorème dr'jà trouvé (408). 

Quadrature de l'hyperbole. 

416. Supposons d'abord l'hyperbole équilatère, et sa puissance 
égale B l'unité ; i'équation de cette courbe, rapportce à ses asyrnp- 
totes sera 

xy=1. 
Prenons (fig. 175) unc abscisse AC = i et unc aliscissc quelconque 
AP = X  ; puis proposons-nous d'évaluer l'aire BCPM, comprise 
entre l'hyperbole, l'asymptote et les ordonnées CB, PM. 

Divisons CP en un nombre quelconque de parties (elles ne sont 
pas supposées égales) ; élevons aux points de division les ordonnées 
C'Br, C"B, ... et formons les rectangles CBDC', C'B'D'C", ... Si on 
fait la somme de tous ces rectangles, la  limite dc cctte somme sera 
l'aire demandée : c'est-à-dire que si les intervalles CC', C'C", ... 
se resserrent indéfiniment jusqu'à devenir nuls, ce qui exige que 
leur nombre augmente jusqu'B l'infini, la  somnic des rectangles dè- 
croîtra en se rapprochaut de plus en plus de l'aire hyperbolique 
BCPRI, à laquelle elle iinit par élre égale. C'est donc celte limite 
qu'il s'agit de découvrir. 

Les abscisses AC, AC', AC", ... AP, étant désignées par 1, x' 

$1 .p I l i  1 
, , . . . x, les ordonne es sont 1, , 2, - 7 . . . - ; donc on aura 

ainsi de suile. 
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Ln loi selon laqucllc les points Cr, C", ... ont fit8 &qacés cst 
tout fait arbitraire ; ainsi on peut prendre lcs abscisses l,xl,x", ... 
en progression g6omélrique. Le prernicr terme étant 1 , la raison 
sera .xr, et on aura .ï?'=.xra, .tl"= .d3,  etc.; de sorte que si n est 
le nombre des intcrvallcs cntrc C ct P, l a  dernière abscisse sera 

fn x=z . Alors tous les rectangles sont égaux à XI-1. 
Si on ajoulc d'abord lcs deux prcrniers rcciangles, ensuite les 

trois premicrs , puis les quatre premiers, et toujours de méme, lcs 
sommes seront 2 (d- 1), 3 (XI- 11, 4 (d-i), etc. Bonç les aires 
rectangulaires, c o n i m e n p t  à l'abscisse AC = 1, et tcrminécs aux 
abscisses successives, pourront se représenter comme il suit : 

' 

abscisses 1, XI, x xr3,  . . . . . . x"' ou x ,  
aires O, 2 - l , 2 ( x f - l J , 3 ( x 1 - 5 )  ,... n(xl-i). 

On met zéro pour la première aire,  parce que l'aire compris0 
entre IIC et UC l u i - m h e  est nulle. 

On voit que les abscisses forment une progression géométrique 
qui commence par l'unité, et Ics aircs une progression arillirné- 
tique qui comnicincc par zero ; donc les aircis raclangulaires , com- 
prises entrc Bi: et les autres ordonn6cs successives, sont lcs loga- 
rilhmcs des abscisses ausqucllus ces ordon!iées correspondent. 

Celte conscquence est iridépendnnic du nombre dcs divisions 
faites sur CP, et doit par consCquent s'appliquer encore au  cas où 
leur nombre de.vient infini, o u ,  cn dlautres.termcs, au cas oii, au 
lieu de pas.wr di1 point C au point P par un nombre infini d'abscisses 
en  progression gf om&triquc, on passerait successivement par 
toutes les abscisses interrnédiaircs. Mais alors les aires rectangu- 
laires ne sont plus autrc chose que lcs aires liyperbolirpies, com- 
prises entre CE et Ics ordonnées correspondant à ces ahscissrs; 
par conséquent on a cc bcau IhLkxiinnc! : les aires l1yper-2/oli~ ues telles 
~ U C  BCPM sont  tes  logarithnxs des  abscisses correspo~zdnnrcs 81'. 

Quello est la base du systernc dans lequel se prennent ces loga- 
rithmes? Cetlc question revicnt a déterminer un nombre tel qu'en 
l'élevant à la puissance iudiquèc par l'une dc ces aircs, on trouve 
pour résültat l'abscisse correspondante. Reprenons, dans les pro- 
gressions ci-dessus , lcs termes correspondants 

x et n(xl - l ) ,  
dont le second cxpdmc la somme des rectangles compris entrc JIC 
et MP. En faisant n==, cette somme doit dcvenir égale a l'aire 
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hyperbolique PICPhlr c'est pourquoi nous poserons l'équ a 1' ion 
E"("'-')= x , ou. ce qui est la mEme chose, 

a 

Ill E ~ ( V  "1) - 
-x? 

et nous déterminerons la valeur de E qui répond ii lavalcur n =oc. 
Nous aurons alors la base cherchée. 

Compe la valeur de  E doit rester la mEme quel que soit x, ngus 
choisirons pour x la valeur qui rend l'exposant de E égal 1 , lors. 
qu'on fait n =DG. O r ,  l'equalion 

donne 

Si on développe la puissance, il vient 

et, en supposant IL = OC, on trouva 

1 t 1 
x = 2 + + - + -  2.3 2 . 3 . 4  f etc. 

On dkmonlre en algebre que la valeur èaacte de dcttc série nu- 
mErique est irrationiielle. Mais si on prend dans la série un nombre 
sullisa111 de tcrnirs , on peut olitcriir cetlo valeur avec une aussi 
grande approximation qu'on veut. En la désignant, selon l'usage, 
par e , on trouve 

e =  2 ,  ' i l8  181 528 459  043 .  .. 
Maintcnkt ,  pour l'itidélerminée x, prenons cette valeur par- 

ticuliérc , et l'équation [ t  ] devient 
n 

Pl E";Y"t) - - e,  

Mais l'équation [2] doit se vérifier en posant x = e  et n= oc; 
donc l'exposant de E, dans l'cquation [3], se reduit a t quand 
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on fait n =oc; donc E s e .  Ainsi , c'est le nonzbre e gui es1 la base 
du systE~ne d a n s  lequel i l  f u u ~  prendre bs loguri&Jmes des nbs- 
&ses AP, pour  avoir les aires hyperboliques telles que UCPN. 

Ces logarithmes sont ceux que N ~ P E R  , inventeur des logarithmes, 
calcula d'abord, et on leur donne l e  nom de lV4périens. Je les in- 
diquerai par la lettre 1, et en conséquence j'écrirai 

aire BCPM =lx. Ipi 
Cette formule donne aussi les aires qui répondent aux abscisses 

<_4C, pourvu qu'on regarde comme négatives Ics aires tclles 
que BCQN, qui sont placées à gauche de BC. En effct , si on 
mène BG et MI1 perpendiculaires su r  Ay , on aura DGHN =)y : 
car tout est semblable ponr chaque asymptote. U r ,  

l BCQhT =BCAG + BGIIN-NQAH, 
et, a cause de xy = i , on a BCAG =NQAH =1 ; donc 

i 
BCQN=BGHN=ly==l- =-lx. 

x 

417. Jusqu'ici l'on a considéri! quc l'hyperbole fquilalére don- 
nde par l'équation x y =  1.  Maintenant supposons plus gknérale- 
ment que les asymptotes fassent enlrc ellcs un angle y A x = P  
(fig. l 7 6 ) ,  et qu'on ait l'équation 

xy=na. 

Menons Ay' pcrpcndiculairc sur A x ,  ct convenons qu'on ait 
décrit sur les axes rectangulaires A x  et Ay' l'hyperbole équilatére 
qui a ponr équation ;ry= 1. Si on prend AC= 1 et AP=x,  si on 
rn tm les ordonnees correspondantes des deux iiypcrboles, et si on 
désigne par S et s les surfaces BCPM, B'CPM', i l  sera facile de 
démontrer, par uu  raisonnement semhlablc a celui du no 358, que 

S m'sin? - - -- , d'où S =ni'fiu ,E x lx. 
S 1 

On peut, si i'on veut,  considérer l'aire S comme étant elle- 
mbme l e  logarithme de x; mais i l  faut prendre alors les logarith- 
mes dans u n  systéme qui aurait pour modirle masin? (c'est ainsi 
qu'on nomme la quantité constante par laquelle il faut multiplier 
l(5s logarilhmes nephriens 'pour les transporter dans un autre 
Système). 
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DE LA PARABOLE. 

La paraiiule ~ p p o r l c e  t i  sun a x e ,  etc. 

418. Ou a vu (267) qu'un choix convenable de coordonnBcs rec- 
tangulaires rami:ne l'fiquation d'une parabole a l a  formc 

[PI .y9 =2px. 
De plus, on pourra supposer p positif : car si on avait y' = -2px, 
il n'y aurait qu'à changer l e  sens des x positifs pour changer cette 
équation en y' =2px.  

Cette forme d'équation montrc sur-le-champ que l'origineest un 
point de la courbe: car en faisant x= O , on a y= O. Elle montre 
encore que la ligne drs x est un axe de l a  courbe, puisque chaque 
abscisse donne pour l'ordonnée deux valeurs égales et de signes 
contraires, et que d'aillebrs les coordonnées sont rectangulaires. 
C d  axe est le seul qui existe dans la paraboIc (44.5). 

419. L'équation [ p l  donnant - 
y =$Vf2px, 

on voit que la courbe ne s'btcnd pas vers les x nègatifs ; rnr x n6- 
gatif rend y imaginaire. Mais, si x croit depuis 0 jusqu'a f w , y 
croit aussi jusqu'a ?CM ; donc la parabole s'étend a partir de l'ori- 
gine jusqu'a l'infini, symEtriquemcnt au-dessus et au-dessous de 
l'axe des X .  Elle doit d'ailleurs Gtre toujours concave vers cet axe, 
ainsi que le représente la figure 177 : autrement, on pourrait la cou- 
per en plus dc deux points par une droite, ce qui est irnpossiblc. 

La parabole n'a qu'un seul sommet: c'est le point A où clle est 
rencontrée par spn axe. Le coefficient de x dans l'équation [p l  
par lequel une parabole diffkre d'uno autre parabole, se nomme 
le paramètre. 

420. Le rapport du carré de l'ordonnk ii l'abscisse étant con- 
slant d'aprks l'équation meme, il s'e~isuit  que dans la parabole 
les carris des ordonnées, perpendicubires sur l 'axe ,  sont entre 
eux coninle les tlista7zces d u  sonlnzet aiixpieds de ces ordon~iécs. 
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4.91. Pour chaque point de l a  parabok on a yr-2px=0. Si on 
considère un $oint extérieur K ,  et qu'on mt;m sur A y  la perpen- 
diculaire QK dont Ir prolongement rencontre la parabole enM, 
l'abscisse du point K sera moindre que celle du point M,  et l'or- 
donnée sera la rn&me; donc au point K on devra avoir ya-2p)O. 
U n  raisonnement semblable rnontrc que pour un point intkricur K' 
on a ya-2px<O. Ainsi on a toujours 

y'- 2 p x z  0 sur la parabole, 
ya - 2 p z ) O  hors de la parabole, 
y'- 2p;t'<0 dans la parabole. 

429. On peut dccrire très-simplcmcnt la  parabole. Soit [fig. i77)  
AP une abscisse quelconque, on porte sur l'axe ,4x, a gauche du 
~ r n x n e t ,  une distance AU égale au paramètre 2p ; on décrit sur UP, 
comme diamétre, une circonférence qui eoupe au point R la per- 
pendiculaire A y  ; enfin on &lève l'ordonnée PN, qu'on termine à la 
droite RN pri l lb le  $I A.r: le point N appartient a la parabole. 
En effet, par cette construction, PN=All et A H J ~ A B  x AP; 
donc ~ i V z 2 ~  x AP. 

423.  On a .vu (260) qub dans le as de la parabole les coordon- 
nées du centre sont infinies. Cela conduit ir &nsidérer celte courbe 
comme une ellipse infiniment allongec ; et cette analogie pouvant 
être utile pour prhvoir avec facilit6 les propriiilés da la parabole, 
il importe dc la vérifier. Prenons (296) l'équation 

La 
I4 ya=u; (aux-xaj, 

dans laquelle l'origine est au sommet de l'cliipse (cg. 178). La -- 
distance OF, du centre au foyer, est Va2-6' ; et cn la rctrauchaut 
d e  a on a AF=a- Va'- 6'. Introduisons cette quantité dans 
a'6quation de l'yliipse , comme constante que nous prendrons égale 
à :p : on aura - 

a- va'- b' rr rp ,  d'où i5' = np- lp2  ; 
ef, par fa ~ubstitution de cdte valeur, 1Equation Fe'] dcvient y 

ou, cn dkveloppant convenablement le second membre, 
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Si danscette équation on donnie successivement à a di-rentes va- 
leurs, p restant constml, on aura une suite d'ellipses dont les 
grands axes seront diirérents, mais dont le sommet A et le foyer F 
conserveront la méme position. Or, en augmentant l e  grand axe 
jusqu'à lJinEiii , il faut supprimer les lermes qui coiitiennent n en 
diviseur; l a  dernière équation se change donc en celle-ci, 

qui est précisément celle dc la parabole. Ainsi on peut prendre 4 

si grand que l a  diEércnce entre l'ordonnée dc l'elljpsc ct  celle de 
la pxrabole soit aussi petite qu'on voudra, ce qui revient à dire que  
la parabole est une ellipse dont le grand axe est i~Efini. 

Du foyer e t  de la direclrice. 

40a. Les coordonn&s étant rectangulaires, et  l'equûlion- de la 
parabole étant y'= Q p x ,  on nomme foyer lepoirzt dont lu di- 
stutrce a U I Z  point  quelconque de lu parabole esl une fo12cliorz 
ration>rellc d e  l'abscisse dc cepoint .  

Considérons (fig. 118) la suite des ellipses qui ont un sommet A 
ct un foyer E' communs, h distance de ce foyer a un point queicon2 
pue dc chacune dc ccs courbes cst une fonction rationnelle dc 
l'abscisse OP conip!ec à parlir du  centre; elle est donc aussi n n c  
fonction rationnelle dc l'abscisse hl' comptée à partir du sommet s 
car OP = A P  -80. O r ,  la parabole cst la limite de cm cllipscs ; 
donc la distance du point F A chaque point do cette courbe cst cd- 
core une fonction ralionneiic de l'abscisse dc cc point. D'ailleurs, 
AI? étant représenté par i p ,  le  parau!èlrc de la parabole est Cgal 
B 2p; donc cette courbe a pour foyer nn point situ6 sur son axe, à 
une distance du sommet cgalc au  quart du paramètre. 

425. L h s  l'ellipsc , la somme des rayons vecteurs, menés dcS 
fogers à un même point de cette courbe, est égale au  grand axe : 
cherchons l a  propiété correspondante dans la parabole. 

Soit une ellipse (fig. 178) dont l e  grand axe est Ah', el donl lcs 
foyers sont F et F'. Dkcrivons du point Fr comme centre, avec Ah' 
pour rayon, une c i~~onférence  IIBH'; elle coupera l'axe en u n  
point B à unc distance A13 = AF.  Menons deux rayons vecteurs 
FN, E'N, à un point quelconque dc l'ellipse, ct prolongeons F'N 
jusqu'à sa rencontre K avec la eirtonference ; on aura- &idenment 
FN = NK. ilfaintenant supposons que l'ellipse conserve toujours 
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le  sommet A et le foyer F, mais que son grand axe augmente jus- 
qu'à devenir infini. A cette limite, l'ellipse devient unc parabole, 
la circonférence HHr se cfiange en unc droite LL' pcrpendiculairc 
à l'axe au  point Il, et la ligne hTK devient perpendiculaire à IL ' ,  
sans cesser d'Ptrr! égale a u  rayon vecteur NF. La perpendiculaire 
LL', qui passe à une distance du sommet bgale à A F  ou au quart 
du paramètre, porte le nom de directrice. On a donc ce théorème : 
Chacun despoints de In parabole est égalentent éloipé dufoyer 
et de la direclrice. 

I l  est d'ailleurs facile de reconnaître qu'à la limite a = zu , l'une 
des directrices de I'dlipse dcvicnt LLr. Eri eiïet, d'après le n-315, 
c et d étant Ics distances du centre aux foyers et aux directrices, 
on doit avoir cd=aa. Nommons d' l a  distance du sommet A à la 
directrice voisine, on aura c= a -:p, d= a+ dr, ct par suite 
(a - :JI) (a + cl') = a', d'où 

PU Y d= - =-. 
2c~-p P 2- - 

a 

Or, en faisant a= m, il vient dl=:p,  ce qui donne la ligne LL'. 
4 2 6 .  Pour trouver directement le foyer de la parabolo, on 

applique a la dcfiiiilion les calculs déji faits pour I'ellipsc ct 
pour l'hyperbole. Dbsignons par x', y', les coordonnées du foyer 
inconnu ; par z, y, celles d'on point quelconquo de la parabole, et 
par 8 la distance de ces dcux poinls : on aura 

- 
L'équation de la parabole ddnne y = V2p.z; donc, pour que d" soit 
une fonction rationnelle de x , il faut fairey' = 0. Cette supposition 
donne 

r3==.2""2xrx+xr=+2px=x~+2(p-x')x+x'a. 

Il ne sufîit pas que 8' soit iinc fonction rationnelle de x, il faut 
que 8 lui-même en soit une : cette condition exige qu'on ait 

donc dans la parabole il n'existe qu'un foyer, lequel est situé sur 
l'axe a une distance du sommet égale a u  quart du paramètre. 

427. En metlant : p  a u  lieu de x', il vient 
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Si on prend (fig. 179) AB= AP= + p l  ct qu'on éléve BL pcirpcndi- 
culaire à l'axe A.r, le  point F sera lc foyer dc la parabolc, et CL en 
sera la directrice. Si ensuile on mbnc, d'un point quclconyüc de 
cette courbe, le rayon vccteür FA1 et  les lignes M P  et IIIQ prrpcn- 
diculaires sur A r  et BL, on aura 

el  ainsi on retrouve quo chaque point de la parabole est également 
éloigné du foyer et de la directrice. 

428. Soit N un point exterieur à la  parabole ; menez NQ perpcn- 
diculaire à la directrice, prolongez NQ jusqu'a sa rencontre M 
avec la courbe, et joignrz l e  foyer F aux points N et K : on a 
RF+MK>MF, et  MF=MQ=NQ+MN; donc NF+ M N  
> KQ +NN, ou bien NF) NQ. 

Pour un point intkrieor R", on a, en suivant Ics constructions de 
la figure, N'F<iïfR.I +MF : or, N'RI + IIIF~N1bI+MQ = N'Q ; 
donc NiJ?<N'Q. 

Donc, selon qu'un point est sur la parabole, ou au  dehors, ou a u  
dedans, sa distance au  foyer est égale à sa distance a la directrice, 
ou elle est plus grande, ou elle es1 moindre. 

499.  IL es1 facile de construire une parabole dont on connaîl Ir: pa- 
ramètre 9p. Ayant pris (fig. 180) AB = AF=:p, on éléve une per- 
pendiculaire GH par un point quelcouque P de l'axe; puis, avec 
BP pour rayon et le point F pour centre, on dCcrit un arc  de ccrclc 
qui coupe GII cn BI et N. Ces poinls sont A la  parabole : car ils sont 
6gülement distanls du  foyer F et da l a  directrice BL. 

Si on veut ddcrire la parabolc d'un rnouvemcnt continu, placez 
contre la directrice BL une Bquerre mobile EQR, prenez un fil 
d'une longueur cgale QI: , attachez une de ses extremitCs en R, 
et l'autre ou foyer F ; tendez alors cc fil par le  moyen d'un style 
appliqub contre QR, et  faites glisser l'équerre l e  long de la direc- 
trice : le style décrira la parabole. En effet, on aura toujours 
FM+MR=QRIf N R ;  donc FM=QRI; donc le point M est a 
la parabole. 

430 .  Clierchons encore l'équation de la parabole d'après l'énoncé 
suivant, qui est celui du no 316, clans lequel on fait nz=n. 

Trouver la courbe qui jouit d e  In propriélé d'avoir clzurun dc 
seslmints +-alentent clistnnt d'uu poiut donné F ct di im droile 
donnie LL' (Gg. 180). 

10  
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J e  mènc BFx perpendiculaire a LL', et par le point A, milicu 
de BF, j'kléve A y  perpendiculaire à Ax.  La courbe cherchée sera 
symktrique par rapport a A x  et passera au point A : c'est pour- 
quoi l'on choisit les lignes A s  et A y  pouf axes de coordonnées. 
Soit iîI un point quelconque de la courbe, AP son abscisse, et 
MP son ordonnhe : je mènc MQ perpendiculaire LL', et je fais 
AF=Cp, A p e x ,  MP=y. - E Cela pos8, MF' =y'+ ((s-:p)' et M Q = s +  :p : or on doit 
avoir MF=MQ ; donc l'bquation de la cmrbe sera y' + (x- {p)' 
= ( x +  i p  la, ou bien, toutes réductions fdites, 

y1=2px. . 
7131. Ici encore ou peut appliquer an foyer et à l a  directrice de 

la parabole ce qui a été dit au  sujet de l'ellipse no' 317 et 315. 

B e  la taogcnk et d k  la normala. 

k32. Les coordonnées de deux points de la parabole étant z', y; 
et x", y", si on mène une sécante par ces deux points, et qu'on 
désigne par S l'angle formo par cette sépnte  ayec l'axc des x,, on q 

y1c3/rr 
tang S =- 

X'-xfr - 
&es deux points étant sur l a  parabole, on doit avoir y" = 2pxq, 
y"'=2pxr'; et par suite, il vient 

, y"-y2-2p (xr-if), 

IP tang S = -. 
Y'+Y'~ 

Quand le second point se réuuit an premier', on a,x"=x',yi'=y', 
et alors la sécante devient tangente ; donc si on désigne par a la 
tangente trigonom9trique de i'angle formé arec l'axe des x par la 
tangente à la parabole, on aura 

Par  suite l'équation de l a  tangente sera9 - y'= 2 (2- 2) , oa 
Y' 

bien, cn observant que y" = 2px1, 

[[I yry=p (x-kX3, 
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$33. Le double de ccttc équation étant rctranchi: de l 'k~iiation 
2 p 2 ,  on trouve y" - 2y'y = - 211.2. ; ct en ajoutant de 

part et d'aulre , il vicnt 
(y-y')' =y= -2px .  

La quantitéy' -. 2 p x  est donc positive pour tous les points de la 
tangente; 3exc,cptB pour celui dont l'ordonnee est y'; tous ccs points 
sont donc cxtbienrs h la parabole (421). 

131. Si on fait y' = 0 dans la forrnulc UL <, on trouve 
Y 

Ü= 9 ; donc la tangente au sominet est pcrpcndiculaire à l'axe. Si 
on fait croitreyf jusqu'a l'infini positif, z décroit jusqu'à zdro ; donc 
la tangente à la parabole apprqchi: saris cesse de devenir parallclc 
a l'axe. 

435 .  Pour avoir (fip. 181 ) 'le point T où la tangente rencontre 
l'axe des x , il faut faire y = O dans 1'6quaiion dc cette ligne, cc 
qui donne 

I x = - z .  

Ce résultat prouve que le point Test du cbté des abscisses n6galives, 
1 une distauce AT égale à l'abscisse AP. 

En ajoutant t' à Aï, on a la s~m-tanpcnte 

donc, dans lu parabole, lu sous-tangen~e double d e  I'nOscise, 
ce qui fournit une construction fort simple de la lailgentr:. 

4.36. Ayant trouvé l'équation 

pour la tangente à pasaboie, au point dont les coordonn6es sout xr 
et y', il est facile de trouver celle de la kingente qui passe par un 
point extérieur. Si on reprcsente les coordonnées de ce point par z" 
et y", elles devront satisfaire à l'équation de la tang,.cdc : on a donc, 
entre les inconnues XII' etyl,  les deux equations 

yl= = =p (z'f s") . 
On en tire 

5 v j P s  q,,x'', 
y"=-pz'~ Vy"'- 

2 = i 
P 

et il n'y aurait plus qu'a suùsti!ucr ces valcnrs dans llkqu;ltiou [1] .  
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Quand le point d o m 6  est hors de l a  parabole, l a  quantité 
y"'-2px" est positive, les deux valeurs da y' sont réelles et 
inégalcs , et celles dc x' sont rcclles aussi ; donc alors il y a deux 
tangentes. Quand l e  point donnb est sur la courbe, les deux 
valeurs de z' se réduisent A unc seule, aussi bicn que celles 
dc y', et il n'y n plus qu'une seulc tangente. Eufin, quand le point 
donni: cst Jans  l a  coerrlic , les valcurs de x' ct de y' étant iinagi- 
naircs, il n'cxisk plus de tangente. 

437'. Cherclions maintcnaut 1'Pqilalion dc  la normale i l a  para- 
bole, an point qui a pour coordonnées x' et y'. D'abord, cette 
Equation doit Gtre de la forme. 

Ensuite, comme la nornialc doit étre perpendiculaire fr l a  tangente, 
on doit aypir 

, 1 a' 
0. =--=- -' 

U P' 

ct par suite, l'équafian de la normale devient 

En faisant y - 0 dans cette équation , et prenant la valeur de 
x-ic', on trouve, pour la sous-normale PS (cg. 2811, 

P S s x - x r = p ;  

donc, dans la p u r d o l e ,  la sous-normale est constante et igate ù 
ta moilié du paran~élrc. 

438. Le foyer de la parabole étant en F (cg. l a i ) ,  on a vu que 
AP = :p et FM = z+ :y. La tangente au  point il1 datant MT, 
oii a vu  aussi que AT= x.  Par  consfiquent TF= x f + p  ; donc 
P M =  TF et l'angle TMF.rFTR1. Ainsi, dans la parabole. la 
tangentefait desangles égaux avec I'axe et avec le rayon vecteur 
mené a u  point de contact. 

Si on mène MC paraIIde à l'axe, l'angle RMG= FTM ; par 
conséquent , on peut encore dire que la tangente fait des angles 
igaux avec le rayou vecteur el avec hparaUéle a F a x e  ,.menée 
par le poi~zt de contact. Dann cet Enonce on reconnaît nn thborcrno 
analogue à celui du no 330, et qui devait naturcllcment rksulter de 
ce que la parabole'est une ellipse dont lcs foyers sont infiniment 
éloignés I'un dc 1:aalrc. 
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439. On lire de là u n  moyen triis-simple cic mener une tangente 

à la parabole par u n  point donné. Supposons d'abord que ce point 
soit en M sur la courbe (fig. 182). On mène le rayon vecteur FM, 
on prend FT=FIK, et on m h e  In ligne TM, qui est la tangente 
demandée. 

Pour le démontrer ciposteriori, on mèni la directricc BL B la 
distance AB = A F  = fp, on tire MK parallbIe à l'are, et on joint 
KF. Par  la nature de l a  courbe MK =HF (425) ,  et il résulte de la 
construction que l'angle KMT =TNF ; donc MT est perpendicu- 
laire sur le milieu de KF. Maintcnant , si d'un point quelconquo 
R, pris sur MT, on  m8ne la droite H F  a u  foyer, la droite BL pcr- 
pendicnlaire ii BL , et qu'on joigne KR, on aura RF= RK : or  R K  
est.>RL ; donc RF> RL. Ainsi, chaque point de MT, excepté 
l e  point BI, est hors de la parabole (425). 

460. Remarque. Le point A est l c  mifieu de BF ; donc la ligne A y ,  
perpendiculaire à l'axe , doit passer a u  point O, milieu de KF. Or, 
la  tangente TIR passe par ce point et est perpendiculaire i OB; 
donc, si du foyer de la  parabole on  abairse desperpendiculaires 
sur les tangentes & celte courbe , les pieds de ces perpendicdaires 
ont pour lieu géométr ipe  la droite menée par le sommet, yerpen- 
dicnluirerrwzt à l 'axe. 

4.41. Quand la tangcntc doit Etre mî-uéc par un point T situé au 
dehors de la parabole (fig. 183), on observe que , si RI est l e  point 
de contact cherché et MT la tangente. en menant MF au foyer cl 
nIK perpendiculaire à LI:, l a  tangcrite MT doit être perpendicu- 
laire au  milieu de PK ; donc les distances TF ct TK sont égales ; 
donc lc point K sera connu par l'intersection de la dircctrice avec 
le cercle décrit du  centreAT, avec F'P' pour rayon. Alors, en joignant 
KF et abaissant TR perpendiculaire sur RF, la ligue TR scra tan- 
gente à la courbe, et le point de contact sera l'ioterscction RI de 
cette tangente et de la ligne KM parallcle h l'axe. 

Quand le point T est Lors de la parabole, sa distance TF au foyer 
est plus grande que sa distance B la dircctrice ; donc le cercle coupe 
la dircctrice en deux points R,  K', et il y a deux tangentes. Quand 
le  point T est sur la parabole, TF est égale à la  distance du point 
T à la dircctrice ; donc le cercle touclic cetle ligne, el il n'y a plus 
qu'une seule tangente. Enfin , quand l e  point T est intérieur à la 
parabole, la prcmii.re distance e j t  moindre que la semode, le 
cercle u'altcint pas la dirçctrice, c$ i l  n'y a plns dc tangrnia. 
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442.  La construction prkcdente peut Ctre consid6réc comrncunc 
modification de celle qui a clé <lon~iée pour l'ellipse (333) : modiG- 
cation qui rksulte de ce que la parabole est une ellipse dont le 
grandaaxe est infini. 

Dans l a  constrnction donnt51: pour l'ellipse, on dCarit iine pre- 
mikrc circonfercnce LBL' (fig. 164) de l'un des foyers, P', avec un 
raycn F'B égd au grand axe AA'; puis on cn décrit une secimdc 
di1 point donné T comme cmtrc, avec un rayon égale B la distance 
TJi de cc point à l'aiilrc foyer. Le point K étant une des intersec- 
tions de ces deux circonfiirences, on joict BF, on abaisse TR pw- 
pcririiciilaire à RF, et on mene KF' qci  coupe TR cn M ;  TR est 
la  tangente, et M l e  point dc contact. 

Maintenant imaginons que, l'ellipse continuant d'avoir Ic point 
A pour sommet et .te point P pour foyer, le grand axe del '  wnne 
infini : les points A' ct  P' Skloigneront ti l'infini; mais comme on 

1 
a AB = A'F' =AP, la circonférence LBL' tonlinue toujoura de 
reric:oritrerl'asc an m h e  point B .  Q ~ a u d  AA' est infini, cetle cir- 
conC6rence dctiént directrice rie l a  parabole, la ligne KF' devient 
pai-allblc a l'axe, et on retombe ainsi sur la construction qui con- 
vient a In parabole. 

4 4 3 .  Le cas oii !es tangentes parlent d'un point place sur la di- 
rectrice miirite d'elre remarqué. Soit T (cg. 185) un point dela 
directrice, et TM, TRI', deux tangentes. Soit F lc foyer de la pa- 
rabole , joignez TF, MF, MF, et  mencz MB, I\1'Kr, perpcndicu- 
laires sur la directrice. 

Lt-: triangle TKM cst égal & TFM , à càuse de MT cornmuri, 
de BM=NP, et de l'angle K3IT =FXT, doiic l'angle TFM est 
droit comme égal de l'angle Ji, rt de plus l'angle KTM= FTRi. 
Les triangles Thl'Ii', TNP, sont aussi égaux, ct  ils prouvent quc 
l'angle TFM' est droit, et que l'single K'TnIr= FTJPi'. 

Puisque les angles TFRI, TFAI', sont droite, il s'ensuit que la 
ligne MFM' est dïoite ; ct puisgnt les anglcs FTM et FTRI' sont 
égaux aux angles 14TM et Ii'TïlI', I l  s'ensuit qae Ieix sornmc est 
Egalc & un droit : donc i'anglc RITDI' est droit. Ainsi on a ce thCo- 
rèmc remarcpiable : 

Les tangentes nzen~:es c i  la parabole, par uupoint de la direc- 
trice , -font entre elli.s I L IL  angle droit ;. et ln droite gzri i m i ~  les 
poiizrs de contact passe nu foyer, et est perpendiculaire sur celle 
pi joint le foyer m e c  l e p o i ~ l t  pade?zt les tangentes. 
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Des diamètres. 

443.. Soit l'cquation d'une droite quelconqne, 
y=ax+p: 

si on la combine avec celle de la parabole y' = 2px,  et qu'on éli- 
mine x, on  aura, pour dcterpiner y, 

Les racines de cette equation sont les ordonnées des points OU l a  
droite rencontre la courbe, et  t'ordonnée du  milieu de la corde 
qui joint ces points est égale à la demi-somme de ces deux racines; 
donc, en dbsignant cette ordonnée par y,  on a 

Cette valeur ne contient point p , et reste la même tant que d de- 
meure constant: ainsi, tous les diamEtres de la  parabole sontpa- 
rallèles u l'axe. 

Réciproquement, ioure droiteparallèle à l'axe peut être consi- 
dérée comme diamétre de la parabqle: car en donnant à d' une 
valeur convenable, y devient égal à telle quantité qu'on voudra. 

4.45. Supposons qu'un diamètre Arx' (fig. 186) soit mené à une 
distance y' de l'axe, on aura,  pour ce diamètre, 

E-  -y', d'ou 8 -  P -;. 
Y 

Cette valeur est celle de la tangente triganomélrique de l'angle que 
font avcc l'axe les cordcs coupécs en parties égales par le diamètre. 
D'un autre ~ 8 1 6 ,  cettevaleur est aussi celle de la tangente trigon* 
niélrique de l'angle que fait avec l'axe l a  tangente au  point A1(432) ; 
donc les cordes qu'un diamètre divise en parties igales sont pu- 
rallèles a la tangentr nzenéc à I'eztrêmité de ce diamètre. 

Pour que l a  tangente S soit infinie, il faut poser y'= O ; donc la 
ligne des x est le seul axe de la parabole. 

La parabole rapportée d ses diamètres. 

446. Les formuies, pour passer des axes rectangulaires aux axes 
obliqua, sont 
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L'équation de la pnraliolc, cn coordonnEes rectangulaires, Ctant 
y2 = 2pxy si on place la nouvelle origine en un point A' de la courbe 
(cg. 186), on aura entre a e.t 6 la relation O' = 2pa.  Dc plus, si on 
prend le diamètre b'z' pour axe dm x', on aura sin a=O, cosa=i ; 

P et sion choisit~1a:tangente A'y' pour axe desy', on aura  tango: -- - 6- 
Prenons les formules connues (25) 

en y rcmplacaht tang a' par sa valeur, elles deviennent 

et en substituant les valeurs de sinst, cos a, sind, COS r', les for- 
mules de la transformation deviennent 

11 ne reste plus maintenant, pour rapporter la paraliolc aux 
nouveaux axes , qu'h mettre ccs valeurs dans l'équatioii y' =2px : 

par cette substitution l'on obtient 

iîlettons encore à l a  place de O', sa valcur +ay et, pour abré- 
ger, posons 4(n+ $) = 2p1 : on aura 

et  l'équation de la parabole devient, en Otant les accents à x' et y', 

r P T 1  y' = 2p1z. 
Le coeEcient 2p' est ce qu'on nomme leparamétre du  diamètre 

auquel la parabole est rapportée ; ct comme 2p' représente 4. (a+:p), 
et que a + i p  est la distance du foyer au  point A' (k27) ,  on conclut 
que le paranztiire d'un dianzi.tre est é,gal à q~iatreJois la distance 
du- foyer Ù l'extrémité de ce diamètre. 

447. L'Cqiialion de la parabole étant la mkme par rapport à ses 
diamétrcs que par rapport h son axe, les prbpriétks indhpcndantrs 
de 1'inclin:ison des coordonnces scrontcoinnlunes dans les diffkrents 
sys thes .  - . , .  , 
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i n  Selon qu'un poi,nt est sur la parabole, ou dehors, OU dedans, 
la quantité ya-2prx doit élrc nulle, positive ou négative (421). 

2" Les carrés des ordonnées au  dismétre sont cntrc eux commc 
les abcisses correspondantes (420). 

3" En désignant par a le rapport de sinus, égal a u  coefficicilt do 
x dans l'équation génirrale de la ligne droite, la valcur de U, rela- 
tive à la tangente, sera (&), 

D' 
(L ='-. 

a'' 
on aura, pour 1Yquaiion dc la tangenlo , 

et, pour la sous-langentc (435), 

c'est-à-dire que l a  sous-tangente est loujours double de raliscisse 
du point de conlnct. 

448. Une droite étant donufie , si on mene & la parabole une 
tankentc parallèle à cette droite, et le diambtrc qui passe au  point 
de contact, i'équation dc la courlie rapportée à ce système d'axes 
srra y1=2p'x. Menons, d'un point quelconque de la droite donnée, 
deus tangentes à la parabole : en désignant par x" et y" les coor- 
données de cc point, on a (436), pour déterminer celles des poiriis 
de contact, les deux kquations 

y'= = 2prx', yy 'E p'(xf + zJ1) . 
La seconde fait voir que la droite, qui a pour équaiionyl'y = 
p'(x+xrl), p s s c  parles points de conlact. Si dans cette équation 
on fait y = 0, i l  vient x =- 9 : rèsultat indi'pendarit de y", et  
qui donnc pour la parabole le thkorème dkjà trouvé pour l'cllipsc 
et l'hyperbole (353, 403). Donc, en général, 

Si, de chay uepoint d'une droile donde ,  on nzène deux tangen- 
tes a une courbe du second ordre, et yu'on tire une droite par  les 
deuxpoints de contact, on aura des séca~ites gui  viendront toutes 
se rencolltrer e7~ un r n h e  poirr~, si& sur le diamètre pui divise en 
parties Egales les cordes parallèles-rjr Ica droite donnée. 

Et ,  riiciproquemcnt, ~ i , ~ a r u i z ~ o i n t  dol~né d a m  le plan d'une 
courbe du second orcire, on tire clifererztes sécantes, et grlepar les 
poit~ts OU chaque sécanre rerrcontre la courbe, on nzéne deux tan- 
gentes, le lieu des points ~ i? ' in ferxc~ io~~  de ces tangentes, ainsi 
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prises deux h deux, sera une droite parallèle nux cordesgue divise 
en parties égales Ië diamètre passant nu point donné. 

449.1,'6xpîion [ p , ]  montre encore [pie si on veut décriro une 
parabole, lorsqu'on connaît le paramètre' d'un diamktrc et lincli- 
naison des ordonnees corrkspondantes, i l  suffit de décrire d'abord 
une p r ; ~ b o l e  sur ce diamètre pris pour axe, avec lc  paramètre 
donné, et ensuitc d'incliner convenablement les o rdonnh  de 
cette courbe, sans changer leurs longüeurs. 

On peut encore dCtcrminer d'abord le foycr et ladirectrice,ct dB- 
crire ensuitc la parabole. Soit h'xl(fig. 187) Ie diamétre donné, 
menez la droile yfb'T' sous l'inclinaison donnée , cette ligne sera 
tangente à la parabole au point A' (445) ;  faites l'anglc TA'F=y'A'xr, 
la ligne A'F passera au  foyer (438); prenez A T  égale au quart du 
paramètre donné, lepoint scralc foycr (446). Alors, sur le pro- 
longement de A'.?., portez A'C = A'F, puis élevez CL pcrpcndicu- 
Iairc à A'x' : CL scra la  directrice (42Yj. 

/ Quadraturs de  13 parabole. 

4 5 0 .  Soit APM (fi:. 188) or1 segment paraboliquc'terminé par 
le diamétre Ax ct par l'ordonnée P N  IparalICle A la  tangente AV, 
i l  s'agit d'cd évaluer la gurfacc. 

Ayant Ii~scrit un polygone dans lc segment, mcnons par les som- 
mets de ce polrgonc lcç ordonnkes P'M', P"ïFI1', . .. et les tangentes 
MT, Wd", ïll"T".. . . Ces tangcntcs déterminent, par leurs intersec- 
tions sueccssivcs, des triangles TR'I', TR'T", ... que rious allons 
comparer avcc Ics trapèzes correspondants Pidnl'P', P'M'M1'P", ... 

Si d u  poirit Xi, et du point 1 milieu dc la cordc MJi', on abaisse 
RQ ct IK perpendiculaires sur 8.1- on aura  

aire TRTf= fTS'xRQ, airePMS11'P1 =Pl" XIE. 

Mais d'abord, de ce que MTest tangente il suit que AT=AP ( 4 4 7 ) ;  
et par urlc raiscin sernliliible A T =  A P  ; donc 'I"J?= PP'. En second 
lieu, si par Ic point 1 on mène IG paralléle à A r ,  IG scra un dia- 
mèlre ('14 '11, et les tangentes cn M et 31' devront couper cc diamCtrc 
au  meme point; donc le point R est sur le diamètre IG, ct RQ 
est @a1 à I K .  Dc Ih on conclut que 1c trapèze cd double du triangle. 
On ferait voir srmblaùlernent que PiM'IC1;"P" est double de TrR'T", et 
ainsi de suite. Donc la somme des trapèzes est double de la somme 
des triangles, et cela, quel que soit le nombre des cbtésdu polygone. 
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Il suit de là que le segment parabolique APM, qui est la  limitc 
de la prernikre somme, sera double du scgrnent exthrieur AWF, 
qui est la  limite de la seconde somme. Lc segment AMP étant 
double dc AMT, i l  est Ics d c u ~  tiers du tifanglc rectiligne TRIP ; 
et comme ce triangle est éqriiualant au parall~logrammc APDIV, 
dont la hauteur est In rnfimc, et durit la base AP cst moilié de TP, 
on conclut que le segment parabolique APM est les deux tiers cZu 

parallélogrnmme fait sur I'aOscisse AP et sur l'ordonnie MP. 

CIIAPITRE XII. 

n6n i i i ons .  Formiiles ç6nbrales. 

451. Aulieu de déterminer la position des diffCfi.rents points d'un 
plan cri lcs rapportant, comrnc nous l'avons fait jusqu'a présent, a 
deux axes trac& dans cc plan, on peht cncorc fixer la position dc 
rbacun de ces poinls au moyen dc sa distancc ;)XE (fig. 189) un 
point fixe F, et dc l'angle MFR que la ligne ialF fait avec une 
droite Fih coiinue de position. Lè point fixe F sc nomme l e  y6le ou 
l'orlgine, la distance MF cst le rayon vecleur dupoint BI, et RIFR 
mt Iangle dicrit p r  ICI rayon vcwteur. Le rayori vecteur et l'angle 
corrcsporidant se designcnt coiijointemenf sous l e  noni de coor- 
do7~1lées polaires. 1 

Pour bien compr<wirc coiurncnd l'angle el le rayon correspon- 
deiit l ' u n  à l'autre, il faat imaginer qu'unc droitc FS, terminée au 
point F ,  mais illimitée d c  l'autre cbtc, soit d'abord coüchk 
sur F R ,  qlii clle-niêrne est Iermiri8c cri l:, c l  que celte droitc FS 
tourne avlour du  ptile F toujours dans le  m6mc sens. Alors un 
point X ,  pris arbitraircnlcnt sür celtcligiic, dccrit un arc qui peut 
croilre jusqu'a 3ii0°, ct niCmc jusqu'à f =o i et si FS tourne en 
scns conIrair(., l'arc tiCcrit srra nlgalif ct pourra croître encore 
jiisqu'a -=O. C'est cet arc qu'on prend pour l'angle dCcrit par le 
rayon vecteur et que je designerai dorénavant par W .  
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.Quant au  rayon vecteur MF, je Ic représenlerai par p, et il 
pourra prendre toutes Ics valeurs possibles, soit positives soit né- 
gatives. Les premières servent à déterminer les points situés,sur 
le rayon veeteur l u i - m h e ;  et Ics derniércs, à déterminer ceux qui 

.se trouvent sur  son prolongement, de l'autre e6té do @le. 
D'après ces considérations, si on donne pour les variables ol et p 

des valeurs particuliéres, on sera en état d'assigner la position du 
point auquel se rapportent ces coordonnées. 

Soit, par excmple, ;=3520 et  p = i i m ~ f .  t OP prendra i'arc 
Ipv = 352O, et on ménera la droite FUN, sur  laquello on prendra, 
dansle sens FY, la distance FN=17m".. Si on donnait o=3jP 
et  p z -  l'lm'", i l  faudrait prendre FN'= 17m""ur le prolonge- 
ment de Fr, de l'autre CM& du pble. 

852 .  Cherchons les formules gknérales qui expriment en coor- 
données polaires les coordonnées parallèles a deux axes. 

AP et MP(fig. 190) elantles coordonnees d'un point quelconque RI 
rapport6 aux axes A x  ct*Ay, on fera A P = x  et etIP=y. L'angle 
MFRet ladistance FM élantles coordonnées polairesdu mdrnepoint, 
on fera RIFR=u et FN=p. Mcnons, parsl!~lcmcnt a A z  et i Ay, 
les lignes Fx' et Fy', qui coupent RiIP en Q ct dx en ; puis desi- 
grions par a et  6 la coordonnées AB et BF du @le F, par I l'angle 
RFd, et par 0 l'hnçlc yA.r ou y'Fx'. Cela posé, on a d'abord 

Ensuite le triangle EIFQ donne 

Or, on a FM=!,  s i n M Q F ~ s i n 0 ,  s in l 'VIFQ=s in (~fw) ,  
sin FMQ cs in /F I I I  =sin Le-n- bi ) ; donc 

sin(8-K-u) . p sin (zf-O) 
FQ,' - ., MQ=-- 

sin U sin 8 ' 
et en substituant ces valeurs dans cclles de x et de y, on a 

p sin (0-a-u) p sin (o(+w) I l ]  s=n+ 7 4'=bf G n O  
sin O 
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453. Quand les coordonnées x ct y sont rectangulaires , on a 
O =  90°, et par conséquent 

formules qu'il serait facile de trouver dirc~lement~ 
$54. La géuhralité des formules [il ne souffre aucune restriction : 

je me bornerai ii lcs vérifier pour le cas représenté Gg. 191, dans 
kquel ona x=AP,g=-PM,  a = A B ,  BE-BI?, pe-FJ1, 
f~=X-;l., a = k p X ~ 3 G 0 0 - k l ,  o = h .  

En mettant ces valeurs dans Ics formuIcs g h h l e s ,  il vient 

- Ph1 sin (Ap- 3600 $. k)r-IV) FM sin pu 
A P 2 A B  f - * * A B -  

sin ku s ink,~  ' 
-FM sin (3600- k~ + XY) =-BF- FM sin kv -PM =-BI?+. 

sin kp sin+ ' 

FM sin pv FM sin k v  
Mais le triangle WQ donne QF= -, MQ=- 

sin k , ~  ain k- i Par 

suite Jcs deux @alités qui prhcédent sont 4vidcntcs : car eiles de- 
vienne~ AP=AB- QF= AP, -PM =-BE'- MQ =-PM. 

Au lieu de pi-FM et w = I V ,  on pourrait prendre p=+FM 
et w = $J' on o= -14. Les memes vérifications auraient encore 
lieu. 

Equ~tioes polaires des trois conrbcs d u  second ordre. 

455. ELLIPSE. Soit U ' ~ ~ + ~ > ' X ' =  a2hî l'équation d'une cllipsc rap- 
portée a son centre e t  a ses axes (fig. 192), et E le foyer situ6 du 
eBté des abscisses négatives : la distance AF étakt représentée par c, 
et le rayon vecteur FM par p ,  on a trouvé (308) 

Désignons l'angle variahleXFx par W ;  le triangle reclangle MFP 
donnera FP=pcos~, et par consequent x = p c o s ~ ~ - c  : en substituant 
celle valeur de x dans l'équation [il, il vient 

Ue13, en remarquant quc cl= am- b', on tirc 
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c 6' et en posant c ,  - = p ,  cette valcur dc p devicnt 
a 

tcllc est l'équation polaire de l'ellipse. En donnant a w toutcs lcs 
valeurs possibles de 0 à 3G0°, le rayon vecteur p prend des valcurs 
correspondantes qui i1élr:rrnirieiit tous les points de la courbe. 

Ln quantith 2pl qui est une Lroiçièiiic proportioniicllc au grand 
axe et au petit axe, se nomme 1eparanti.tre dc l'ellipse. Ainsi, dans 
l'éq. [z], e repr6sente l e  rapport dc l'excenlricité au grand axe, 
rapport qui est moindre que l'unité, e t p  cçt le demi-paramktrc, 

Il ne faut pas confondre le paramètre de l'ellipse avec le para- 
métre d'un diam6tre. Ce dernier est une troisième proporiionnellc 
au diamètre et a son conjugué. 

456. HYPERUOLE. Soit dy2-Lax2 =-aPLs l'équation d'unc hy- 
perbole, et P (fig. 193) le  foyer si tué du  côte des x positifs. En de- 
signant la distance 4 F  par c,  et le rayon vecteiir FN par p, on a 
trouve (367), selon que l e  point M est situé sur la branche qui ren- 
ferme l e  f o y c ~ F  ou sur l a  branche opposée, 

Quelle que soit l a  position du point M, si on désignc toujours 
I'angle JIFx par o, on a x= c+p coso. En subslituant cclle rra- 

c 6" 
lw dans les équations [2], et posant - = e $ - =p, il vient 

a a 

La quantité e ,  qui est ici plus grande que l'unité, est encore le 
rapport de l'excentricith au prcmicr axe; cl 2p est lepara&re de 
l'hyperbole, c'est-à-dire, une troisième proportionncllc au  prcmicr 
axe et au second. I 

11 faut bien'rernarquer que,  dans lcs équalions [Il, p doit Etre 
positif (367), et que par suite cette supposition doit être maintenue 
à l'égard dcs équations [pl et [S'Il qui sont tirces des équations [2] : 
ainsi il faudra rejeter les valciirs négatives de la variable p, comme 
si cllcs étaient imaginaires. Mors l'équation [fi] donne une branche 
de l'hyperbole , et l'équation [ $ '  donne l'autre. 
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Pour ne laisser aucun doute à cet égard, discutons sucëessivemcnt 
chacune des deux équations. En sul~posnnt d'abord le rayon vecteur 
appliqué sur Fx, il faut faire a= O ,  ct l'kqoation [FJ donnc 

' P  p z - .  
l - e  

Cette valeur est noplive,  car Io ncimbre e surpasse llunitB; la 
courbe n'a donc aucun point correspondant ii cctte valeur. En 
général, le signe de p sera celui du dénominateur i - e cos w , 
puisque k n u n l h t e u r  p est positif : ur  i -e cos orcstera négatif 
jusqu'i ce qu'on ait 

donc, depuis p = 0 jusqu'a cette limite, on ne trauvcra sur le 
rayon vecteur aucun point de l'hyperbole. 'Voyons oc que rcprL- 
scntc cette limite. 

c 1 a .  
Si on remet - an lieu de e ,  la valeur -devient -. Mais, si on 

a e c 
méne au-dessus de Parie GB la perpendiculaire BI égale à L, on 
sait que la droite A I  est rine asymptote de l'hyperbole (&OF), et Ic 
triangle AIB donne 

AB a 
msJAB= - =r--  

AI c ' 
donc la droite FH, parallèle l'asymptote AI ,  est la limilc jusqu'a 
laquelle s'éldve le rayon vecleur sans cesser d'être nkgatif. Nous 
désignerons l'angle HFx par V. 

Continuons la discussion. Du moment ou v surpasse Y, le dé- 
nominateur i - e COSU devient positif ; u = Y donnc p = oc ; 
0 = 90' donne p = p ;  et dans l'intervalle les valeurs de p sont 
dScroissantcs' : on trouve ainsi i'arc SK. 

Au del& de FK, o continuant d'augmenter, cos 6i devient n6gatif, 
et p continue encore de décroître jusqa'h ce qu'on fasse w=180°. 
Alors on a cos w = - 1 , ct par sui te 

p=Le. 
1-k 

Cette valeur cst celle du rayon vecteur FE, ainsi qu'il est facile de 
le vkifier, et l'hyperbde est actuellcmcnt prolongée jusqu'cn Pi. 

Depuis 180' jusqu'a 360°, cos w prend lcs mêmes valeurs, mais 
dans un ordre inverse, quc dc O à 180" i donc, si oq fait l'angle 
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H'Fx &al à HFx , ou,  CC qui est la n16rne chose, si on mène FIT 
paralldc a la seconde asymptote, on trouvcra dans l'angle AFIY 
un arc  tel que GK'S' symétrique à BIG. Dans I'angle H'Fx, le 
rayon vcctcur est ncgatif comme il l'a é té  dans l'angle IIFx, cl ccs 
valeurs doivent être rejctCes. 

En faisant croitre l'anglew au delh de 3609, le rayon vecteur 
aura  les memes positions et les memes valeurs qu'il a dkji eues ; 
de sorte qu'on n'oblient plus de nouveaux points de la courbe. 

L'équation [fi] n'a fait trouver que la première branche de l'hy- 
perbole : en raisonnant de la même manière sur l'Cquation [ P t ]  , on 
aura l'autre branche TCT'. 

Maintenant, nous ferons remarquer que s'il y adans  l'équation 
[pl un  défaut de généralité qui I'empéche de donner les dcos 
branches de l'hyperbolc, cela tient uniquement 5 ce que nous 
avons attaché A p la  condition d ' C h  positif. Si on Ote celte res- 
triction, et que, suivant l a  regle gknkrale (451), on porte les va- 
leurs négatives de cette variable sur  le prolongement du rayon 
vecteur, l'équation [pl déterminera aussi l'autre branche, tclle 
qu'elle résulte de l'équation [p']. 

Eu effet, soit F R  une position du rayon vcclour correspon- 
dant à b),,= 3)', l'équation [FI donnera 

P :  '- 1 -e cos 

sbpposons que cclle valeur soit négative. Pour Ic prolongernent FR' 
de  FR,  on a s,=w'-I- 180 ; et en substituant celte valcur dans [,5'], 
i l  viendra 

O =  -P 
i-ewso" 

quantité qui est positive, puisque l'autre est supposk nkgative : elle 
détermine donc sdr FR' un point N de la branche TCT'. Or ,  CO 

point est le  meme qu'on eût trouvé, si, au lieu de rejeter Ia valeur 
neplive dc p dcduite de [Pl, on l'eût portée sur  le prolongement 
de F R  : donc l'équation [Pl donnera à clle seule toute l'hypcrbolc, 
pourvu qu'on regarde, ainsi qu'on doit le faire en général , les va- 
leurs négatives du rayon vecteur comme devant être portées sur le 
prolongement de cette ligne, dc l'autre cOlé de l'origine. 

457. PARABOLE. Les coordonn6cs iitant rectangulaires (fig. 1 9 4 ) ,  
ei l'équation de la parabole étantb.' =?PX, si le  rayon vcctcur PM, 
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men6 du foyer à un point quckonquc de la couïùo, est dbsignG 
par p, on a trouvc ($27; 

p=fpfx.  
En faisant l'angle MFx = o, on a x =fg f p  COS^ ; et par suite on 
aura, pour l'dqnation polaire de la parabole, 

hl Y -. P =  1-cosw 

458. En rapprochant les équations [a], [&], Ir], on apcrcoit 
sur-le-champ que les trois courbes peuvent dtre données par l a  
seule équation 

P 
1-e coso7 

dans laquelle p représente toujours le demi-paramètre de la 
courbc. On aura l'ellipse, l'hyperbole ou ,la parabole, selon que 
le rapport e sera (1,) 1, ou= l . 

Quand w = 9 0 * ,  le rayon vecteur est perpendiculaiic à l'axe : 
alors on trouve p =y; donc, dans les trois courbes, l i z  corde per- 
pndiculaire a L'axe, etpassantpar Ic foyer, est égale a u  para- 
n~5ti.e. Cette propriéte appartient exclusivement aux foycrç, et  
peut servir a les déterminer. 

Siir les signer et l'erlenrion qu'il  convient de danner nilx coûrilonn6ea p l ~ i r r a  

Exemple<. 

459. C'est une erreur assez commune de croire qu'il cst pcrniis 
de lie faire varier l'anglc w que dans Ics limites de O à 3GOa, et de 
neçliger tout à fait les .r7aleurs négatives du rayon vecteur, comma 
si elles élaient imaginaires. La raison sur laquelle on s'appuie, c'est 
que le rayon vecteur, en tournant autour du pGlc salis sortir d u  
memc plan, ne peut revenir à sa premikre situation qu'aprcs avoir 
passi: par tous les points de ce plan : d'où l'on conclut qu'il n'y a 
aucun point qui ne puisse se déterminer par une valeur positivc 
de CA moindre que 3GO"t par une valeur posilive de p. 

Celtc conclusion est exacte, mais elle np s'applique qu'A des 
points pris isolément, et qui se succf dent saris aucun ordre. Tl en 
est autrement lorsque l'on considkre les variables GI ct p dans une 
équation qui exprime la relation qu'ellcç doivcrit avoir p u r  tous 
Ics points d'une n i h c  ligne. 

Supposoiis qri'uiie droilc (5;. 1%;): rf'ihorci coii~omlw avcc Fs, 
2 I 
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toarnc autour du pOlc F sans sortir d'un mCmc plan, pi.ndant qu'uii 
point Ill, parli dc l'origine, SC nieut Ic long de ccttc clroilc, dc tclle 
sorte que distance FX, correspondant à une posilion quelconque 
de l a  droite, soit toujours égalc a u  quart de la longueur dc l'arc AB 
décrit par un point B donnR sur la droitc PR. Le point M dEcrira 
une courbe ; et si on désigne toujours par CJ l'arc A C ,  et par p la 
distance F M ,  l'équation de cette courbe sera 

p=Sm. 

Si on ne fait croltre DI que jusqu'a 360" on trouve unc courbe 
tcllc que FnIH, qui se termine brusquemeiit cn lI sur la ligne Fx.  
Ct~pmdant i l  (1st Cvidrnt quo la droito F R ,  après s'être rcplaréc 
sur F x  , ne ccsse pas pour cela sa  rolation , et  que la courbe dé- 
crite par le point Dl se prolonge au-dessus de Fx.  Il  en est encore 
ainsi après chaque révolution de FH ; en sorte que la courbe fait 
elle-merne une infinité de circonvolutions autour du point F. O r ,  
l'équation ne  peut donner toutes les parties do cette courbe qu'en 
faisant croître w jusqu'a l'infini : ce seruit dom Li tort qzr70n vou- 
drait anQer cette variable a lu limite 360'. 

Tirons la droitc Fx' qui rencontre en A' la circonférence décrilc 
par le point B, et représentons l'arc Ak' par a ;  si on veut compter 
les arcs varialiles o à partir de Fx', il fautira, dans YSquation ?= ib ) ,  

remplacer o par a +o quand la droite FR est au delà de Fx', et 
par a-w quand FR est en  dcrii. Il vient ainsi: \ 

et l'on voit que toute la courbe ne sera plus représentée par une 
seule équation, i moins qu'on ne donne à r~ des valeurs nég a 1' ives. 
C e s t  donc ewore sans raison p ' o n  rejetterait du calcul les valeurs 
nigrratives de cette variable. 

Revenons aux rayons vecteurs, ct imaginons (Eg. 196) qu'au mo- 
ment où la droilc FR a commencé sa rotation, Ic mobile M soit 
partidu point I3, réuni alors an point A, pour semouvoir du cGti: h F .  
Si on suppose toujours que In distance qu'il parcourt soit le quart 
do i'arc décrit par le point B , on aura encore 

p=i.. 

Mais l a  variablo p désignc ici unc rlistmce 1331 comptéc 5 partir du 
point B , lcquel se déplace en m h c  temps que la droilc FR. 

Lorsque FR prend la position FS , dans laquelle l'arc w est égal 
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à qualre fois lc rayon FB , l a  distance p devient égak FI', de sorte 
que le point mobile SC trouve arrivé en F. La droitc continuant ùc 
tourner et venant se placcr cri FT, p surpasse FR, et lo point M 
passe en BI' de l'autre c01é du @le F , sur le prolongement FT' 
de FT. 11 s'éteigne ensuite de plus en plus du pôle. 

Si, au  lieu de RM, onvcut introduire dans 1'Cqnation unc diçtancc 
variable dont l'origine soit au  pblc, et qu'on dksigne l c  rayon FB 
par a ,  il faudra rcmplnccr p par a-p s'il s'agi1 d'un pairit t d  
que M, et par a + p s'il s'agit d'un point tel quc RI'. A!ors p dd- 
sigiiek-a les distances FR1 ou FM', et on aura 

cc qui montre que la courbe ne pourra pas étre donnée par unc 
seult: hquation, a moins ~ Z L ' O I Z  ne regarde les valeurs ~zignriues 
du rayon vecteur com~ize devant être portées sur le protonçenzeirt 
de ce rayon,  de l'autre c6té d u  pOle. Cette conclusion s'accorde 
avec la discussion établie plus haut au  sujet de l'hyperbole. 

Naintcnant il est hors de doute que lcs coordonnées polaires ne 
doivent Ctre assujetties aucunc limitation. S'il se rencontre des 
courbes, et il en exisle en effet un grand nombre, qui soient dhter- 
mioécs tout entiéres, par des valcurs dc w moindres quc 36On, et 
par des valeurs posilivc,~ de p ,  ce sont des cas particuliers qui ne 
sauraient servir de règle générale. 

460. A l'appui de ce qui précède, je présenlcrai encore qiiclques 
considcrations qui, cn rendant sensible la liaison des coordonnEcs 
polaires avec celles qui sont paralldes à deux axes, me paraissent 
bien propres !i montrer comment les signes httribués aux dcrniéres 
doivent s'appliquer aussic()us premihres. 

Soient (fig. i97)deuxaxes rectangulaires XX', YY', qui se coupent 
en F. De ce point comme centrc décrivons une circonférence qui 
coupe FY en A, et menons DAD1parallèle à XX'. Concevons que DD' 
s'enroule sur l a  circonférence de manière que les points tels que Q 
et Q' détermineniles arcs Bq et Aq', égaux auxlongueurs AQ et AQ', 
en meme tcmps que les perpcndiculaircs QP et Q'P' viennent coïn- 
cider avec les rayons F q  et FI'. Alors un point Ri, dont les coordon- 
nées parallèles aux axes rectangulaires étaient FP et PM,  vient 
prendre. une positioti rn, dans laquelle il a pour coordonnées 
polaires l'arc Aq = A Q  = FP et le rayon vecfenr Fin PM. L a  
abscisses placées a droite et à gauche de l'origine 17 é h n i  c',c s i p c s  
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contraires, et pouvalit croilre jusqu'g l'infini, il en doit btre dem6mc 
des ares situés de chaque c6té du point A; et pareillement, les cnor- 
données situées au-dessus etau-dessous de XX', comme PM et PN, 
devant Btrr prisesavec des signes contraires, les rayons vecteurs cor- 
rcspondantsFrnet Fn, dont le premier se trouve du c6lC F q ,  et le se- 
cond, sur le prolongement de F q ,  de l'autre cOté du  p&, devront 
aussi etre affectés de signes differents. Ces conclusions ramènent 
précisément aux rcglcs établies (451)  sur  les signes et  l'exteiision 
qu'il faut donner aux coordonnées polaires. 
46i. Pour terrriiricr, je proposerai comme exercices les questions 

suivantes : 
1. Construire l'équation polaire p = au (spirale dc Conon). 
II. Construire l'équation oo=a2 (spirale hyp~rbolique). 
I I I .  Conslrnire l'équation p =a  cos ~ + 6 ,  dans laquelle a et b 

sont positifs. On distinguera trois cas : O )  a, b =a,  O < a. Si 
O=0, l'équation r~prksente un cercle. 

I V .  Construire l'équation p =acosm w dans les cas suivants ' : 
m=3,  m=4, m = f ,  r n = ?  2 1 rn=l 1, rn=Q. 

V. Construirc l'kquation p=  a cos3 u + O. On distinguera trois 
c a s :  L>a, b=a, b<a. 

YI. Trouver l'rquation polaire de la ligue droite. Cctte équa- 

tionest p= . P 
sin (oj  - E )  ' 

VII. Trouver l'éqiiation polaire du cercle, pour une origine 
quelconque. Cette kquation est - 28,~ COS (w -a) + 8'- P = O ,  
et les propriétés des sécantes s'en déduisent immédiatement. 

VIII .  P~OBLEME. Etatit donné uri cGne droit dans lcquel le rayon 
dc la base est le ticrs de l'apolhéme, p w e z  sur la surface de ce 
cone un point situé à une distance quelconque a du  sommet, et dc 
ce poiiit comme ccnlre, avec une ouverture de conipas égale à r, 
tracez uiie courbe sur ccttc surface ; supposcz ensuite qu'on déve- 
loppe cette surface sur un plan, cc qui donnera un secteur cir- 
culaire doiit l'angle est égal aux 4 d'un angle droit. On demande 
l'équation de la courbe tracCe par le compas, ct devenue plane par 
le d6veloppernent. 

L'équation de cette courbe étant trouvCe en général pour toutes 
les valeurs dc a et de r ,  on fera a-3, r = 2 ,  et on déterminera, 
pour ce cas particulier, la figure cxacte dc la caurbc. 
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CI-IAPITRE XII .  

Sections coniques. Identité de ces c 0 u r h i  arec celle# d u  ~etond ordra. 

462. Nous nommons ici &ne droit la surface engendrée par unc 
droite indéfinie qui tourne autour d'uiie droite G X C  , sans cesser de 
passer par un  méme point de cette ligne et de faire avec elle Ic 
meme angle. La droite mobile est lagéizèrarrice du cbne, l a  droite 
fixe en est l ' axe ,  et le point par lequel passe constamment la genb- 
ratricc en est lc sommer. Comme la génératrice (1st illimitée de 
chaque cbté, il s'ensuit que la surface conique est composbe dc 
deux parties ou m z j p e s  parfaitement semblables, situees de part 
et d'autre du sommet. 

Dc la génération du cBne il suit que tout plan perpcndiculairc A 
l'axe coupe cette surface suivant un cercle, et que tout plan conduit 
par l'axe la coupo suivant deux gén6ratrices qui font entre ellcs un  
angle double de l'angle cgnstnnt formé par la gEnératricc avec l'axe. 

463. Laissant de c6te tous les cas particuliers, proposons-nous de 
rechercher les difî&entes courbes qu'on obtient en coupailt un c h c  
droit par un  plan, et qu'on nomme scctions corriqrrrs. 

Soit MAN $g. 198) l a  courbe dont il s'agit : par l'axe TV' me- 
nons un plan perpendiculaire à celui de cctte courbe ; i l  coupera 
le cûnc suivant deux génératrices opposècs RSR', TST', et le  plan 
de MAN suivant une droite A x  que je prendrai pour la ligne dcs 
abscisses. Par un point quelconque dc la courbi! j'abaisse I'ordon- 
née rectaogulaire &IP : jc d&sjgne AP par x, NP par y, et il s'agit 
de trouver une relation entre x et y. 

Il y a trois cas à distinguer , selon que A x  rencontre la géné- 
ratrice TT' sur  la rn&me nappe que KR', ou qu'il la rencontre sur 
la nappe opposée, ou  qu'il lu i  est parallcle. 

Premier cas (fis. 198). Par  lcs points h et B , OG Ax rencontre 
les deur g6néralrict!s SR, ST, je mène AC, RD, perpendiculaires 
à l'axe Sv, et j e  fais ,4E=3n, U D = ? f ,  Ac= 2g.  J e  mene 
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encore, par le point P, EF, perpendiculaire à l'axe, puis jc conduis 
un  plan par M P  et E F  ; ce  plan sera lui-merne perpendiculaire a 
l'axe, et coupera par conséquent le  cane suivant un cercle EMF, 
qui aura EP pour diamètre. 

L'ordonnSe MP &nt pcrpcndiculaire à hx , et située dans Ic 
plan RIAN perpendiculaire au  plan ASB , doil elre c l l e - m h e  per- 
pendiculaire à ce dcrnicr plan ; donc elle fait un angle droit avec 
lc diamEtrc EP , donc on a 

y 2 = E P  xPF. 

Mais lcs triangles semblablcs AEP, ADB, donnent EP:x:: lf: 2 ~ ;  
et lestrian~lcssemhlablcs CFF, UCA, donncntPP: 2a-xÎI '-  . . 5 . 2 a .  

De ces proportions on tire EP = - ; donc 
a 

l'équation de la section coniquc sera 

donc la section conique e.st une ellipse. 
i i e ~ n u r y u e s .  1. Le grand axe d'une ellipse étant dési@ par 2,4, 

et 16 pdi t  axc par 2 U ,  si or1 rapporte cette ellipse à son grand a m  
et à une perpendiculaire clevée par l'un des sommets, I'équiltion 
de cette courbo est (296) 

n1 
y" - ((28~- 2). 

-A1 

E n  la comparant à la précédente, on voit que le grand axe dc la 
section conique est égal à Pa, que Ic petit axe est égal à 2V&, ct -- 
que par  suit(: 1;i dislance dm deux foyers (1st 2Vd-j&. 

Abaissez AG perpcndiculaire sur  PD : on aura IIG = f'f ç, ct le 
triangle ABD donnera 

- 8 AL)' ;=4n2+4f '-4J(f-j-g)=4aa-4fg; 

donc AD = i V u a  - fg, dis ta~ce  égale à cello des foyers. 
Ainsi , ~Euns l'ellipse résultant de Zcz section cZr~ cbne , le gmnd 

a x e  est +al a AB, Zr! perit axe est moyen proportion~zeZ entre A C  
et En,  et I'excentricitl. est ;.gale r i  AD. 

I l .  liiscrivez un cercle dalis le triangle ASD ; et soient 11, 1, IC, 
lcs points dc contact avec lcs trois cWs. Il cst facile de voir qu'on 
a AII-AI, BII=I;K, SI=SK. 
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Par suita on a CK = AI=AII. Or, BK- CIi=BC; donc EU-AI1 

= BC, ; donc ;iussi, en prenant BII' = AH, a n  aura BH-BFIr=IIH' 
=BC. On vient dc voir que la distance des foyers de l'ellipse est 
egalc à UÇ ou AU ; doiic lespoiuts  II et H' sont (es deux f o y e r s .  

Au restc, l e  foyer El' es1 aussi détermini: par le  cerclcdkrit au-dcs- 
sous de AB tangentiellement aux trois mêmes lignes AB. AR, BT. 
En effet, si on suppose quc H', 1', K', soicnt les points de contact, 
ona BIT'= J3Kf=D1'. Par  co~iséquent AH'- EH' = AIr-I)Ir=AD; 
donc TI' est l'autre foyer. 

Si on niéne IL paralklc à AC, l e  trianglc ,4IL sera semblable à 
ABD, et on aura AL : AB :: A I  : AD. Soit O 10 miliou de AB : on 
a AB = 2 0 A ,  AD = 2 0 H ,  AI =AH ; donc, au lieu de la propor- 
tion precédeute , on peut kcrire AL : OA : : AH : OH, iou  bien, 
conzponendo, 

OL:OA::04:011,  d'oh OLXOII=U?. ' 

P arcillement, si on mirne K'L' paralléle h BD, on trouve NL' X 011 
-074'. Ccs rEsultats étant rapproches du no 315, on conclut que 
les points  L et L' sont les pieds des deux directrices. 

III. Si le plan coupant se meut parallèlement 6 lui-mdme, les 
triangles ADB , P C B  , conserveront les mêmes angles ; donc Ic 

rapport t/-, qui est celui dcs a m  de i'ellipse , restera constant. 
a 

C'cst en cela que consistent les ellipses sernlilnliles. 

IV.  Qqand le cdne et l'ellipse sont dorinés skparérnent, on connait 
les cûtés AB et AD du triangle ABD, ainsi que l'angle D. E n  effet, 
AB est le grand axe dc I'dlipse , AD est la distance des foyers, et 
l'angle D ~1st lc complérnimt rie l'angle formi: par la génératrice du  
cûne avec l'axe. On peut donc çonç(ruire1e triangle ABD, et avoir 
ensuite le point S en élevant SV pcrpentIrculaire au milieu de GD. 
Alors est évident que lo rOnc t q m d r i :  par la révolution de SR 
autow de SV est égal au  côiie donxih, et quele planconduit par AB, 
pcrpcndiculaircment au  plan RSY, coupe ce cBne suivant l'cllipsc 
donnée ; donc taule ell+ac peut are ylacéo mr LLIZ  c l i z e  don&. 

Par  1:i na!urc de l'ellipse , AD est < Ai3 ; d'ai l l~urs,  l'angle 
hn3J est aigu ; donc lc triangle ADB cst toujours possible, ct la  
conclusion pr6cédentc n'est sujcltc à aucune exception. 

46'1. U e u x i è n ~ e c n s  (fig. 199). En faisant ICS m h e s  Constructions 
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que dans le premier cas, et conservant les memes dénominations, 
on a toujours y ' = b f p = ~ ~  X PF. 

Par  la comparaison des triangles scrnblablcs AEP, ADB, et 
par celle des triangles BFP, BCA , qni saut aussi semblriblcs , on 

fx. ' ( " " + ) ;  et par suite, il vient trouve EP = -, PF= 
a a 

donc la section conique est u n e  hyperbole.  
Remurgues .  1. E n  plagant l'origine au sommet, l'équation dc 

l'hyperbole est (360) 

On voit par là que, dans l'hyperbole située sur  Ir? cbne, le premier 
axe est &al B 2 a ,  que le scçond est Egal 9 2 vjz, et  que l'cxccri- 
tricith est 2 VU'+~&. 

En menant AG perpeiidiculaire sur B D ,  on trouve facilement 

donc AD = 2 V U ' - ~ - ~ ,  ce qui proeivc que la distance AD est égale 
3 l'excerilricite. 

II. Soient I I ,  1 ,  K ,  et Hf,  Ir, K', les points de contact dcs lignes 
x'x, RRY, TT', avec les d rus  cercles tangciits a ces lignes et com- 
pris entre les génkratrices KK' et TT', on aura AH=AI=CB! et 
par suite BM + AH = I X  + CK = UC. Or , la ligie AD nu BC est 
Cçalc à la distance des foyers de la courbe ; donc le point II est 

I L I L  foyer. On a aussi BII' -BK'= DI', el par suite M I '  +J31111 = 
Al' +DI' = AI) ; donc Le p o i r ~ i  11' est L'autrefoyer. 

Tirons IL et KI,' paralffiles 5 B1). Les triangles semblables AIL, 
ADB,  donnent -41 : AB :: A I  ou AH : AD ou Hli'. 

Soit O lcmilieu de la distance A B :  ccttc proporlion revient à celle- 
ci ,AL : OA :: Al1 : OII;  tioric, dividende, 01, : Oh :: Oh : OH, 
d'ou l'on tire OL X 011 =UT'. 

SembldbIcxnent , on trouverait OL' X OHf=O1l'; donc (372) Zcs 

p u i l ~ t ~  L el L' sont lespieds des deus. direclrices. 
VA 111. Pour drs srçtions ~ a r n l l ~ l c s ,  Ic rapgort drs deux axes- 
a 

reste constant ; dors les liypcrbo!cs sont ditcs ser~zlilalles. 
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Co rapport demeurant constant, les hyperboles qui résultent dc 
ces sections ont leurs asymptotes parallèles. 11 est facile de recon- 
naître aussi que la section paralléle, faite par l e  sommet du cbne, 
donne deux génératrices parallèles A ces asymptotes. 

IV. Pour placer une hgpcrbole sur un c6ne donné, on construit 
le triangle ADB, dans lequel on connaft l'angle aigu D, le cOté AD 
Pgal à la distance des foyers de l'hyperbole , et le c6té AB égal àl'axe 
transverse ; on 6lève ensuite SV perpendiculaire au  milieu de BD. 
Le &ne droit qui a SV pour axe et SA pour génératrice est égal 
au cbne donné, et le  plan mené par -4B, perpcndiciilairemerit au 
plan ASV, coupc ce c h e  suivant l'hypierhole donnée. 

Mais le coté AB étant (AD, le triangle ADB n'est possible que 
dans le cas où AB n'cst pas moindre que la perpendiculaire AG. Or,  
le triangle ADG donne AG= ADsinADG=AD x cos ASV; donc 

A B  
il faut qu'on ait AI) X cos ASV <AB, d'oG cos ASV < - . (Ici le 

AD 
signe < n'exclut pas l'égalilk). 

AD 
Dans l'hyperbole donnée, l e  rapport - est bgal au cosinus de 

AL) 
l'angle formÇ par l'asymptote axec le premier axe (411). En dési- 
gnaiitdonç cet angle par 0 ,  on a cosASV(cos0, d'ou ASV) 0 et 
M S Y )  20. Donc une I ~ ~ ~ e r b o l e  peut se p l ~ c e r  sur un c8ne 
donné, pourvu que llurrçle de deux  ginL:rnlrices opposies ne soit 
pas nzoindre que celui des nsynzptoles de I'IyperDole. 

$65. Troisiènze c m  (GE. 100). E n  se servant toujours des memes 
ccnstructions, on a cccort. y'-=lT X PF. 

Asctant parallde à ST, on a PF=AC=2ç. Faisons A S =  cl, 
les triangles AEP, SAC, ét:tnt scmbhbles, on a EP : x :: 2g;  d ,  

d'iiU ~ l >  = -. Par suite, l'kquation de la cuurhe sera 
d 

Donc ln s e c h m  coiriqt~e est icne parabole. 

Remarques. 1. Le param&-e de cette parabole est egal a - . Or,  
d 

si d i  milieu dc AC, on mènc G11 pcrlieridiculairesiir Az, le  triangle 
ACB sera sembleble à AGS , et on aura AH : ç :: g : d, d'ou 

ç ' Ai l=  -; AIll cst donc le.cpart  du paramSlre, ct par ccnsEqucnt 
rl 

le  poiizt est {efiyer d e  la purdo le .  
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II. DES lors il est bvidcnt que ce foyer  est lepoirzt  de  contuct de 
14 ligrze $X avec le cercle décrit  entre les gévératrices RR' e l  TT', 
tarrg-entiellenzetlt ù ces d m x  géi~ératr ices  et iz la droite X'X. 

Dc plus, il est facile de voir que si, par le point dc contact de 
SR' avec le mEmc cercle, on tire I L  paralléle a AC, on aura 
AL = AI1 i donc la directrice pusse, u u  poilzt I,. 

I I I .  I l  n'y a pas lieu à roparquer que lcs paraboles données par 
des plans parallèles sorit sernblahles, par la raison que toutes les 
pccr@oles doivent i t re  corzsidürées cornrne renzDbbles. Ccla se bndc 
sur ce qud, dans deux paraboles quelconques, lcs droites mcnScs 
par les sommets, et  egakment inclinées SUI les axes, sont toujours 
proportionnelles. La démonshation de cctte propositioii est trop 
facile pour qu'il soit n6cessaire de la donner ici. 

IV. Une parabole élant donnée, pour la placer sur un cbne 
donné, an construira le triangle rectangle GAH, dont on connaît 
le  cûti! AH et l'angle GAH;  puis on Clcvera G S  perpendiculaire 
sur AG, et on fera l'angle GAS=GAII. La surface décrite par la 
r6volution dc S A  aulonr de SI; srra celle du r h e  donné, et le plan 
conduit par AI1 perpendiculairement au plan ASG coupera ce c6nc 
suivant la parabole donnéc. Donc toutes les pnraliolespeuveot étre 

placées sur un cdne donné.  
$66. Ce qu'il faut principalement conclure de tout ce qui précède, 

c'est que  les ~ e c t i o n s  coniques sont des  courbes di6 seco~zd ordre; 
et  réciproquemcrit, pue les courbes du secorzd ordre sant des sec- 
t ions c o n i p e s .  

Auire méiliade. 

467. Nous allons encore chercher Ies sections coniqucs par une 
méthode qui fera trouver les trois courbes dans une seule équation. 

Faisons (fi:. 201) 10s m5mes construclions que dans 1c no $63;  et, 
pour avoir des données qui coriviennent à toutes les positions dc 
la ligne A x  , prenons SA = d,  SAX = cc, RÇV= P. Cela pose, le 
ccrclc EMF donnc y l=EP x PF. 

Dam lc triangle APE, on a EP : x :: sin PAE : sin EEA. Or, 
.z. sin2 

sinPAE=sina, sinPEA=cos fi ; donc EP = -. 
cos fi 

nienom AC parallhle à El?, et PH paralldc '4  ÇP : Ic trian- 
gle AP3I dorme AH : .r :: sin APR : sin AliP. Or, sin APT1 = 

xsin  f ~ + 2 ? )  
s i n ( ~ S 2 3 )  et sin AElP = cos 6 ; donc AII = 

cos p 
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Le triangle SAG danue 2AG = AC= 2d sin?; et en retran- 
x s i n  ( 4 - 2 7 )  

chant AH de AC, il vient PI: = 2d sin P - 
cos B 

Enfin, en rcmplacant EP et PF par leurs valeurs, on aura l'kqua- 
lion générale des seclions ou cône, savoir i 

2dsinasinP sina sin (a+29 
[SI y= = x- 1 x2; cos g coq3 

donc les seclions coniques sont des courbes du second ordre. . 

Ponr démontrer la proposilion réciproque, il faut rcmarqiier 
d'abord qu'en prenant des coordonn6es rectangulaires cf en placant 
l'origine à un sommet, les trois courbes du second ordre sont con- 
tenues dans l'équation 

[SI y = = 2 p x + n x y 7  
2p désignant le paramhtre de l a  courbe, et I L  le carré du rapport 
du  second axe au premier (abstraction faitc du signe). Alors, l a  
question revicut à démontrer que les quantitésp, n, F, étant doil- 
nées, on peut deterniincr pour les iriconnucs d et  cc des valcurs 
rkllcs qui rendent les équations [SI et [s] identiques. 

En ; d a n t  respectivement les cuefficiens de x et de x', dans les 
deux équations, il vient 

1 
dsina sin p sinusin (a+2p) - 

=P, Pl Co$ . - - I I .  
COS 3 

L'équation [il donne pour d une valeur réelle quand a est lui- 
mCme réel. Mais la forme de l'éqnation [2] n'est pas commode pour 
faire connaître cet angle ; c'est pourquoi noüs allons la changer. 

Prenons lcs formules lrigo~iométric~ucsquicxpriment cos ( A  $ B) 
et cos (A--B), etretranchonsla premihrcde la seconde, ontrouve(38) 
2 sin A sin E = cos (A-B) - COS (A+ B). 

Soit fait A=a+'la et 13 = a ,  cette dqrnière fonnule donnc 
2 sin u sin (1+2$) = C O S ~ , ? - C O S  @ x + 2 8 )  ; et par soif0 q u d i o n  [ 2 ]  
devient cos 2/? - cos (22 + 2r3) = - 2n cos2g, 

COS (Sa + 2P) =COS f 212 C G S ' ~ .  

Or, COS 2p = COS'? -sinsp=2 cos2T:- 1 ; dune enGn 

Dans l'ellipse, le rapport I L  est négatif ct< 1. 11 s'cnsuit que la 
Y aleur préccdentç est comprise entrc f 1 et - 1 ; donc l'arc 2zf 2f 
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cst réel, et par suite a l'est aussi; donc un c&ze droit ;tant damé, 
on peut toujours .Se couper suivant une ellipse donne'e. 

Dans l'hyperbole, it est positif et peut avoir une grandeur quel- 
conque. Si la valeur de cos (Sa+ 2aj est nkgativc, il est évident 
qu'elle sera plus petite que l 'unit&, et par conséquent z sera réel. 
Mais il n'en est plus ainsi quand cette valeur est positive : il faut 
alors m'on ait 

1 
2 (<+ii) cosap-i < i ,  d'où cosp <Vi+. n 

Pour interpréter cette condition, remettons au lieu dc n le carre 
a 

du rapport des axes : ella devient cos $ < . Or, si on dé- 
V a a  4- b' 

signe par e l'angle des asymptotes avec l'axe transverse, on a aussi 
a 

COS Q =  ; donc cosp < cos 0 ; donc p > 0 ct 2:, > 20. 
V a A  + b' 

Ainsi on retrouve cette condition que,  pourplacer'une hyp,erbole 
sur u n  cibze droit, i l  faut que ,  duns ce c8ne , I'urzgle au sommet 
soit au  rnoil~s igal à celui des asynzptotes. 

Dans la parabole, n =O,  et alors l'equation [ a ]  donne ou sinx = O  
ou sin ( ~ + 2 1 ) = 0 .  La première valeur n'cst pas admissible : car 
en la metlaiit dans l'équation Li] on aurait p = 0 ,  et l'équation [s] 
ne representerait plus une parabole. On doit donc prendre 
sin (a+ 2,3)=0- Or , a+ 2? doit être (360' ; donc il faut poser 
OU a+2F=0 ou u-1--2P=18Oe. 

On peut nbgligcr l'égalité a + 2B =O, car clle donne pour a une 
valeur négative ; et quant a l'L:galilé u + 2P = 18G0, elle montre quc 
la ligne A s  (fig. 201) doil être parall6le i SL : c'est en clkt ce qui  
doit arriver dans le cas de la parabole. AinSi, toutes lesparaboles 
peuvent se trouver en coupant un nre't~te cible droit par des plans. 

Section eylin.lrique. 

4G8. Soit AAID (fi% 202)  la section d'un cylindre droit par un 
plan : si on fait les mémes constructions que pour le cbiie (463) ,  
c l  qu'on désigne le rayon du cylindre par r ,  et AB par oa, ou 
trouve facilement, pour la courbe AMB , 

Celle équation qui représente une ellipse, peut aussi se deduire 
dc l'équation [SI, niais il faut auparavant introduire dans celle-ci 
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la ligne AG (fig. 201). PosonsAG=r : le  triangle ASG donne 
r=d sinp, et par suite [SI devient 

Sr- sinu sinsr sin ( a  f 2P) 
y"-x- XI. 

cos p cos2 p 
Alors, si on suppose P = O ,  les lignes RR', TT', deviennent Fa- 
rallkles, et le  cBne se change en cylindre.'Par cette hypothésc, 
l'equation se réduit a 

y2 = 2r sin z .x-  sin'a.x2. 

Ce résultat s'accorde avec l'équation [Tl; car a reprbsente l'anglc 
r 

R'AB (fig. 202), et Ic triangle ABC donne sin ABC 3 sin cc= -: 
a 

or, si on substitue cctte valeur dans l'équation ci-dessus, on re- 
tombe sur l'équation [Tl. 

Srclion anti-pariIlile du cône 01,liqiic. 

469. Si on fait mouvoir une droite de rnaniére qu'elle s'appuie 
toujours sur un  cercle et  qu'elle passe constamrncnt par  un point 
donné, ellc engendre un chne, qui a pour base Ic ccrclc, pour 
somnret l e  point donnk, et pour a x e  la droite men& par Ic sommet 
et par le centre de la basc. Le c6nc est droit OU oblique, selon 
que l'axc est perpendiculaire ou oblique à la base. 

Un plan mené par l'axe d'un cbnc obliqiic perpcndiculairernent 
a sa base, coupe le c6ne et sa base suivant un triangle qu'on 
nomme la sectionprirzcipale. 

Le cbne oblique, de memc que le c6ne droit, est coupé suivant 
des cercles, par des plans parallElcs a sa basc ; mais i l  jouit en 
ouire de la proprieté d'étre encore rencontre suivant des cercles 
par d'autres plans. C'est cc que nous allons faire voir. 

Soit SAP, (Gg. 203) la  section princip.de d'on cbne oblique, et 
DMC la courbe produite par l'intersection de ce cûne avec un plan 
pcrpendiculairc au plan S9B. Ayant mené nlP perpendiculaire 
sur CD, et  EPF paralliilc à A B ,  jc conduis par EF et MP un 
plan qui sera paralléle à la  base du cOne, et qui coupera Ic cbne 
suivant un cercle EMF. 11 est facilc de voir que RIP est perpendi- 
culaire au diamètre EF ; donc= =EP x PF. 

Supposons que l a  courbe DRfC soit un cercle : la droite DC 
scra un diamctrc de cc ccrclc, et on aura aussi MI-DP X PC ; 
donc EP x PF-LIIP X PC, ou bien EP : DP :: PC : PF. 
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f LcS deux triangles EPD, CPP, ont donc un angle kgal cntrc 
cOtCs proporlionnels ; par conséquent ils sont semblables, et 
l'angle SCD=SEF=SAB. Quand cette condition est rcmplic, il 
est clair qüc. la section est un  ccrclc. 

On connait ainsi la nouvellcdircciion qu'il faut donner aux plans 
coupants pour:qiic lesmsections du c h c  oblique soient cncorc des 
cercles. Ces sections sont cclles qu'on dksignc sous Ic nom de a d -  

parallèles ou de sous-contraires Il y a aussi une section anti-paral- 
ldlc dans le cyliridrc oblique à l m e  circulaire. 

470. Remarque. Quclk que soit la position dcs lignes C D  et EF,  
pourvu qu'elles soient parallélcs a cclles qui répondent aux deux 
sérics de sections circulaires, il est clair que les deux triau$cs 
EPI) et CPF seront encore semblables : de sorte qu'on aura toa- 
jours EP X PP=DP x PC. De là il est facile de conclure que CD 
ct El? sont les cordes d'un mêmc ccrclc, ct que les deux s e c h s  
circulaires, qui ont ces lignes poixr diarnctres , sont siiiibcs sur une 
mbine sphère dont le grand cercle est préciskmcnt celui qui 
contient les deux cordes CD et El?. 

CHAPITRE XIV. 

T A X G E X T E S  ET A S Y M P T O T E S  

Tangentes oux courlica algrélriques. 

471. Soit x' ct y' les coordonnécs d'un point quelconque d'une 
courbe. Pour un autre point dont l'abscisse serait xl+h, on aurait 
urieautreordonnEe que je ddsignepary1+ k. La sécante passant par 
les deux points est déterminée quand on connait le rapport de k à h : 
mais la valeur générale do ce rapport ne nous est pas niicessnirc, 
et il sufrit de trouves cclle qu'il prend quand l e  second point coïn- 
cide avec le premier. Il est évident, en effet, qu'en nommant 1. ccttc 
limite, l'équation de la tangente sera 

y -yr=A(x-x'). 

La limiic 1 doit étrc unc conséquence dc i'équalion qui cxpritm 
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la liaison Etablie entre l'abscisse et l'ordonnée de la courbe; et 
voici commcct on trouve cetlc liinilc. 

Soit L=O l'éqüaliondc la courbc. Elle doit btrc satisfaite en y 
remplaçant x ct y par x' et Y' ou par x' + IL et y' + X.; donc, en 
appelant L' et Z" cc que devient 5! par ces subçtilnlions, on dcvra 
avoir Z ' r  O et Z"= 0, d'oii Zr'- Zr= 0. 

Or, si on supposc quc Z = O  soit une équation algébrique, i l  est 
clair que tous les termes dc Z' doivent sc trouver dans Z" : car, 
lorsqu'on fail h=O ct k =  O ,  on rEduit x ' f h  i x' c t y r + k  A y r ,  et  
par suite %" à Z'. Il suit de là  que l'équation 2"- Zr-O nc doit se 
composer quc de t c rnm multipliés par IL ou k ,  ou bien par des 
piiissanc:cs et dcs produits de ces qiimliiés. On fcra donc k=lh  
dans ccltc équation, ensuitc on en t i r e ra  une valeur gbnérale du  
rapport 1, puis on pa-sera à la limilc 1. en faisant h=O. 

En algkbro on dérnonlrc que, si on rcmglacc x et y par x+ h ct 
y f k , lc polgnome Z deviendra 

Z+XJ,+ Y k + w ,  
X ct  P (:tant les polynomes dbrivds dc % relatifs à x et B y, ct u 

Chnt une suite de termes tous multipliés par des puissances ou par 
des produits de IL ct de k .  

Cela posé, il est évident qu'en clksigriant par Z', X',Y1, w', ce quc 
deviennent L ,  X, Y, w, par le changement de x et y cn xi et y', 
on aura 

Z"=Z'+X'IL+Y'~+ or ;  

et par consEquent l'équation Z"-Z'=O deviendra 
X ' h + Y 1 k f  w l = O .  

RIainlcnant i l  faut poscr k= l h ,  et alors, en divisant par h et 
et riorrimailt d' lc quotient de w' p w  h l  il l i en t  

3 .  x 'Y  OJ X'+Y'l+tLr=O, d ou ,?=--- - 
Y' Y'' - 

La quanti16 W" conticmt cncorc 7~ dans tous ses termes; donc elle 
dcvicnt zéro lorsque, pour avoir lalimite 1 dc I ,  on suppose h=O : 

aiiisi on a simplcilicnt 
X' 

),=-- 
Y '  

Par suite l'équation de la tangente sera 
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o u  bien cncore , en posant X'xrf Y'yl=V', sous cctte autre forme 

II serait facile dc démontrer qu'au moyen dc l'équation Z=o, 
la quantite Y' se réduit toujours à un polynome de degré infericur 
à Zr, mais je me bornerai à vérifier cetlc proposilion dans les deus 
cxemplcs suivants. 

472. EXEMPLE 1. Considérons les lignes du second ordre,  dont 
l'équation générale est 

[Al Ay'+Bxy+Cxl+Dy +Ex+ F=O. 
Alors on a Yt=2Ay'+BI+D,  Sr=Ry'+2Cx'+E, 

V= BAy" + 2Bx'y' f 2Cx" + Dy'+ Ex'. 
Or, l'équation [A] donne 2 A y r 9  2Bx)'f 2Cxr1 = - 2DY 

-2Ex'-2F; donc Vt= - Dyr-Ex'- 2F, et  en consCqucncc 
l'éqiialion de la tangcrite devient 

EXEMPLE II. Soit encore l'équation, dkjh consfruilc no 183, 

a On a Y'= 3."- 3axr, Xf= 3x1"3ay', V'= 3y'3-Gax'y'+ 3xf3 
= 3nx'y'; et par su ik  l'équation dc la tangcntc est 

Tançcnles aux courLes rapportdes i des eoordonoeer polnirei. 

473. Quand une courbe CD (fig. 204.) cst donnéc par unr 6qunlion 
polairc, on détermine sa tangentc, en un point quclconquc. 31, au 
moyen d o a n g l e  AJIT qu'elle fait avec le rayon vectenr AM. Pour 
connaître cet anglc, on considere toujours la tangente comme une 
sEcmle passant par deux points RI et N'qui vierincnt sr reunir ciiun 
seul. Soit M'KS cette sécante : avec AM dkcrivez un cercle qui rcri- 
contre l e  rayon vecteur AM' en N, mrnez la droite lîMlb, et tirez 
AS parallele à RH. Les triangles ASX', NRIX', sont semblables, 
et donncnt 

If1 
As nIN -=- 
ailr arr(ie 
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coïncidence. DIS devient la tangente NT, ct RI11 dcvieiit perpen- 
diculaire sur Bill; donc aussi la paralMc A S  prend une p&itiori 

AS 
- AM' 

hT et AT perpendiculaire sur A M .  Alors - se change el1 -- 
AM ' 

comme le triangle AMT est rectangle en  A, on a 

MN Chercho~s aussi ce que devient alors le rapport -. Soicnt 
. PI'N 

u, p, les coordonnées polaires du point M , ct &, + h  , f k, 
celles du point fil'; de sorte qu'on ait l'angle M A S  = u, AM = p ,  
angle MAN = h , M'Pi = k. Abaissez AI perpendiciilaire à nliv, 

DIN 20 sin'h. 
on aura MN = 2NI= 2p sin: h ; donc - = -. Pour 

fil N k. 
trouver la limite de ce rapport, écrivons-le ainsi.: 

M N .  sinfh 7~ -- 
K l f N  - .:/a XiXp. 

Au moment où 31' et RI se confondent, h devient z6r0, et on sait 
qu'alors le rapport de sinih à fh doit être cgal à 1 (51). De plus, 
nommons B ce que devient le rapport dc IL à k; et nous aurons 9p 
pour la limite cherchée. Ainsi, au  moment où la sécante devicnl 
tangente, l'équation [Il donne 

Pl tang ASIT = Op. 

La position de la tangente BIT ne dépend donc que de la sculc 
quantité 8 ,  qui est la limite du  rdpport de l'accroisscniciit dc 
l'angle w à celui du rayon vecteur p ; e t  il est olair que, dans d ia-  
que cas particulier, cctte limite se dEduira de l'kquation polaire dc 
la courbe, tout à fait de la  méme maniere que si cl-et p étaient des 
mordonnees parallèles à des axes. 

Quand on emploie les coordonn9m polaires, on appclle sous- 
tangente la distance A T  comprise entre l'origine ct l a  tangente, sur 
la perpendiculaire &Y& au rayon vecteur par l'origine. Cette di- 
sttncc se déduit du triangle rectangle AMT, et l'on a 

AT==: tangA&IT= opa. 
$74. EXEMPLE. Prenons l'équation polaire des coürlies du second 

ordre (458) ,  

P 
= 1-c coso. 

22 
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Si on y clianga w en o+ TL, et p en p + k, il vient 

P 
P + ~ =  ~ - e w s ( u + / a j .  

Par  suite, cn retranchant p de k, on a 

P p [cos ( W  + h) -coç~] 
(1-e COS w) [i-e COS ( W  + h)]' 

h h(i-ecosc.)[l-ecos(o+h)] 
puis 1 .- - 

L- p e  [cos (o+h)-cosw] ' 

Alais la formule connue cosy-cosp = 2 sin t (I? + q) Xsin f [p-q) 
donne cos~j  -cos ( w  + IL) = 2 sin (W f f h) sini h ; dpnc 

h - (i-ecosw) [l-ecos(w+hj] ' h  Zr-- X -. 
pesin ( w  S.+) . s infh 

Pour avoir la lirnitc dc cc rapport, il faut supposer h=O : alors, 
en désignant cette limite par 0, il vient 

(1 -e cas a)' 
O=- 

pe sin- ' 
et par conséquent la formule [2], en y mettant la valeur de ,O et celle 
de 0, devirnt 

1-e  COSOI 
tang AMT = - 

esin@ ' 

Asymptotes den courbes alpébriquw. 

475. soit, Gomme dans le no 246, 

y = c x + d  
l'équation d'une asymptotenon parallèle aux ordonnces. D'aprés la 
définition des asymptotes, l'équation de la courbe doit donner une 
valeur de y tclle que 

y=cx+ d+V, 
dans laquelle V est une quantité qui devient nullc qnand on fait 

Y d-tY x= 130. Or, de cette égalité on tire d'abord c =.- - - 
x x '  

d r y  -cx-V; et ensuite l'hypothèse x=_+-a donne ' 

donc ce sont ces limites qu'il faut déterminer, et c'est ce que jc me 
propose dc faire ici pour les courbes algébriques en gkncrd. 
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Considérons des polynomcs quelconques en x et y ,  et  soient 

U =iixP yq + B  xTye f etc., 
U , = A ' X ~ ' ~ ~ ' + B ' ; L . ' ' ~ " +  efC., 
~ , ~ ~ " x ~ ' i ~ ' ~ f  ~"~"y' f  etc., 
etc. 

Supposons quc tous lcs termes de U soient du degré nL, qtlc ceux dc 
U, soient d u  degr6 m - i,.et ainsi de suite : les courbes algébriques 
de l'ordre nz pourront &ire rcprésentÊcs par l'kquation 

[il . ri+ ri,+ u,+ etc. = 0.  

Cela pose, pour avoir c, il farit faire y- c x  dans [Il, et clierclier 
la valeur de c correspondant à x=rtrso. Or, puisque les termes 
de U sont du degré nt, il est cIair qu'après 1a substitution de cx,  ils 
contiendront tous x"; de rnérrie ccux dc tJ, contiendront x"'; et 
ainsi de suiie. Four abréger, faisons 

T = AcY-t I Ic*  +etc., T, =A'C~'+ B1c"+ etc., 
TT& ~ " ~ " f l 3 c ~  '+etc., etc.; I 

. féquation [Il deviendra Tx"+T,x"' + T,xM+ etc. e 0 ,  otl 
bien, en divisant par x", 

T, T ' 
T+ yf $1- etc. = O .  

Maintenant supposons x = +- = , il reste T= O ,  ou 

Pl Acq $ Bcef etc. = 0 ; 

et telle est l'équation dont les racines réelles seront les valcurs de c. 
Connaissant c ,  passons à la  deterrninatiod de d. Dans l'Qua- 

tien [Il je fais y-cx = d , OU plu161 y = c x  + $; je repriisenteo 
par T', T",. .., TI1, T,"; ..., T,', T," ,..., etc., les polynomes dérivks 
relatifs B c, de T, T,, T,, etc.; et i'équatiou résultante, ordonnée 
par rapport à x, sera 

TIf T t  TZT+ ( T ' ~ + T , )  rm-'+ ( i r / ' + ~ d + ~ , )  F 3 + e t e . = 0 .  
1 

La partie Tx"  est nulle en vertu de l'équation [2]. En la snppri- 
mant , divisant par xm-', puis supposant x = &=XI, il reste 

131 ~ l d + T ,  = O. 

Crttc éqcation fcra connaître la valeur de d correspoudant a chaque 
valeur de c .  
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Ainsi les asyrnptotcs non parallèles aux y sont d6lcrminécs par 
les équations 121 et [3]. La prcmihrc, qui dctcrniiric c,.dépcnd uni- 
quement des coefficients du  polynome U ; et la seconde, qui dé- 
termine 4, se forme a u  moyen des seuls polynomes U ct LJ,, sans 
rien emprunter à ccux d'un degré inférieur. 

Il y acependant uneobservationimportante à faire. II  pentarrivcr 
qu'une valeur de c fasse disparaitrc dc l'équation Tx: + etc. = 0, 
non-seulement les termes en x", mais aussi ceux en xm-'. Dans cc 
cas on divise par xm-', et cm a,  gour déterminer d,.l'équation 

laquelle en génEral est du second degré. 
S'il arrive que les termes en xm-a disparaissent aussi, on rc. 

courra à ceux qui renl'erment xm^j ; el ainsi de suite. 
Pour ne manquer aucune asymptote, il ne faut pas oublier de 

chercher celles qui sont parallèles aux y. %Iles sont déterminEcs 
par les valeurs dc x qui rendent y infini : or,  .én supposant que 
l'équation proposée soit ordonnèe par rapport à y, et qu'alors elle 
soit Vyn+V, y"-' + etc. = O, on la divisera par y", et on recon- 
naîtra sur-lc-champ que les ~ n l e u r s  de x , pour lesquelles on a 
y =*=O, sont données par l'équation V=O. 

476. E X E ~ P L E  1. Soit l'cquation génèrale du 2"egré 

i l  faut chercher ce que deviennent dans CC cas les équations [ i  et [3]. 
Pour plus de commodité, on remarquera que T et T, ne sont aulre 
chose que les polynomes U et U, , dans lcsquellcs op a supprimé x 
et  cliangé y en c. 

Cela posé, on aura u.= A ~ '  +-B;L-Y+ CX', = D ~ + E I ~ . ;  
T=Ac2+Bc+C, T , = D c + E ,  Tr=2hc+B.  Par  suite les 
équations [2] et [3] deviennent 

et on en tire 

Ces valeurs reviennent a celles du  n' 248 : e,n les mettant dans 
l'équation y = cx + d, on aura les asymptotes. 
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EXEMPLE 11. Soit l'équation 

Dans a s ,  on a U=y3+'2i '  U , = - 3 a x y ,  T r c 3 f  1, 
T, = -3ac, T'= 3ca ; et les équations 121 et [3] sont 

Donc la courbe a one asymptote dont l'équation e s t y  =-x-a : 

c'est la droite GH (fig. 205). 
477. Plusieùrs auteurs déterminent les asymptotes en les consi- 

dérant comme limites des tangentes. Cette proposition, qui a été 
vérifiée a l'égard de l'hyperbole (406),  peut se.  démontrer d'une 
maniCm génCrale. Supposez que l e  contact s'éloigne à l'infini, ét 
que l a  tangente MR (fi5 206) devienne 611, dont l'équation est 
y = cx f d. Soient x', y', les coordonnées du point M ; menez 

.Y' AM dont l'équation est y = -; z. Quand le contrat est Li l'infini , 
x 

Rrtl et AM devront être considéri:cs comme parallèles : or,'alors la 
tangente RN coïncidc avec GJI ; donc aussi alors A M  doit devenir 

parallèle k CI1 ; donc limito dc <= c. 
x 

%iaintcnarit menez l'ordonnée MP qui rencontre GH eii N , e t  
mcnez aussi AE parallblc à GH. La figure donne ME =MP - PE 
- - 3 E  -&IN. Mais iiLP =y', PE= c s ' ,  NE= A G z d ;  par con- 

sequent y(-cx' =d-MN. Or, quand le point bl s'cloigne & I'in- 
fini, pukque la tangente dcvicnt G H ,  il faut que l a  distance MN 
devienne nulle; donc limite de Cyl-CX') = d. 

Ainsi, on voit que les valeurs dc c et d sont les memes pour les 
limites des t anp i t c s  que pour les asymptotes. 

478. Les lignes droites hc sont pas les sdulcs qu'onpuisseprendre 
pour asymptotes. Par  cxernple, on peut considcrer lescourbes pa- 
raboliques, dont i't;quation est de la forme y = cxT f &fi + etc., 
et proposer de déterminer c,  d, .. . de manière que la courbe para- 
bolique approche indéfiniment d'une autre courbe qui est donnée. 
Afin de mieux fixer les idées, je raisonnerai sur l a  courbe paraho- 
lique dont l'équation est 

y = c x ' + d x + e .  

Ponr que cette Cquation représente une asymptole, i l  faut qu'on 
puisse tirer dc l'équation dc l a  courbe donnée une valeur de y, 
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dont la différence avec la précédente soit pulle quand x est infini; 
donc celte valeur doit 6tre dc la forme * 

y=cz2+dx+e-J- V, 

V étant une quantité qui devient zéro quand 4~ A=. Or, de là 
on tire 

et ,  quand on fait x = & 3, ies quantités comprises dans les pa- 
renthèses deviennent zéro : donc on a 

En conséquence, dans l'équation de i a  caurbc donn6e on fera 
y = c x 3  , et or1 cherchera la valeur de c correspondant A 
XE-+= ; ensuite un fera y -cx9=dx ou y=cs" d x ,  et 
on cherchera la valeur de d correspondant à r = 3z = ; puis enfin 
on fcra y-  c z 2 -  dx=e  ou y = cz' + dzf e ,  et on cherchera 
la valeur de e qui répond x = 31%. I 

CHAPITRE XV. 

SUR ,LES COURBES SEMBLABLES. 

479. ON dit que d e u x  courtes sont senrblables torsqar'onpeüt les 
placer de telle sorte qu'en n ~ e u a n t  p a r  un m&me poir~t, des rayons 
vecteurs a u x  diflirentspoint des deux courbes, les rayoRs  vecteur^ 

dirigés suivant les mêmes droites soient proportionnels. 
Ainsi, supposons qu'on ait transporté la courbe ab  (fig. 20i)  

dans la situation cd, et qn'ori ait tiré par lc point 0 ,  dans .tcllcs 
dircciions qu'os voudra, Ies droites qui rcneontrcnt la courbe 
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AB en M,  DI', ..., e t  la courbe cd en N ,  N',... ; Si alors on a 

Imaginons que la courbe cd  soit reporiéç en ab, et que les 1;gnes 
ON, ON', ... se placent en o m ,  orn' ,... : les points O et O, d'où 
partent alors les rayons. proportionnels, sont nommés centres de 
sirnilirude. 11 est d'ailleurs évident que Ics rayons de l'une des 
deux courbes' font entre eux les memes angles qÙe ceux de l'antre 
courbe auxqucls ils sont proportionnels, et qu'on peut désigner 
par le nom d'homologues. 

La courbe ab peut avoir telle position qu'on veut àl'égard dehB 
sans cesser de lui être semblable. Quand cette position est telle qde 
les rayons de rune  soient parallèles à leurs homologues de l'autre, 
on dit que les courbes sont semDlaOlernent situées. Quand elles sout 
disposees comme cd et AB, de manière que les rayons honiologues 
partent du m h e  point et  soient dirigées suivant la merne droite, . 
clles ont même centre de similitude eet .situation senzblaO2e. 

480. Quand deux courbes sont semblables, je vais montrer qu'on 
peut prendre tel point qu'on veut pour centre de similitude del'unc 
d'elles, ct qu'il y a toujours pour l'autre un centre correspondant. 
De ce que les courbes ab et A13 sont semblables, i l  s'ensuit qu'il 
existe un point O tel qu'entonnant à d u n e  position convenable cd, 
et tirant iï volonté OM , OM', qui coupent les courbes en M et N, 
M' et N', on aura OM : ON :: OMr : OX1. Le point O est un centre 
de similitude: or je dis que les m&mes'conditions peuvent être rem- 
plies à i'égard d'un point quelconque G. Tiwz UG, G M ,  GN'; 
menez NH parallele à G M  ; .joignez HN'. On aura OG : OH : : 
OIT : ON : : 031' : ON1; donc IIN' est parallèle k GIN1; donc l'angle 
NH~$'=RIGM', Par conséquent, si on prend sur GM et GM1 les 
distances GP=ITN ct GP1=HN', puis si on donne B la courbe cd 
une nonvelle position ef telle que IIK vienne coïncider avec GP, 
la ligne FIN' coïncidera aussi avec GP'. D'ailleurs GII1:HN :: 
OG : OH :: GW : HN'; donc GM : GP :: GM' : GP'. Ainsi 1t:s 
conditions de similitude sont encore rcmblics en prenant le point G 
a u  lieu du point O, pourvu qu'on transporte la courbe a6 en $. 

Quel que soit le point qu'on prenne pour centre de similitude, le 
rapport des rayolis vecteurs homologues resté invariable, puis- 
qu'on aGM': GP ;: OR1 : ON. Ce rapport pourrait Ctre désigne 
sous le nom de rnppor-t d e  similitride. 
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4 S l .  RIaintcnant proposons -nous cette qucstion : I'équation 
d'une courbe étant dpnnée , trouver l'équation générale des 
courbes semlilaliles. 

Soit AB (cg. 208) l a  coqrbe dont on donne l'équation 

[al F (x ,y)=O.  
Menons de l'origine les rayons O N ,  OIII', ... et divisons-les pro- 
portionnellement en m, m', ... : l e  lieu des points m ,  nz'. . . . sera unc 
courbe ab semblable à AB. Désignons par k l e  rappert de OM 
a Om, par x et y Ici coordonnkes d'un point quelconque M de la 
courbe AR, par x' et y' celles du point homologue nz : il est clair 

x y OOM 
&'on aura - - - - - drori s = ks', y = kyl. 

2) -y1- Fm- ' 
E n  mettant ces valeurs dans [cc], l'équation résultanle 

[h l  F (kx', kyl) = 0 

.comprendra toutes les courbes semblables à la propostre; et on les 
obtiendra en donnant au rapport k toutes les valeurs possibles. 

Mais ces'courbes aiirorit une situatiori particulière : car l'origine 
est le centre de similitude commun à elles et à la  courbe proposée, 
et de plus les rayons vecteurs homologues sont dirigés suivant la 
m h e  droit(!. Doririoris 3 ces courbes une autre situation ; t:l d'abord. 
supposons que les axes 0.r et Oy se transportant paralli.lement à 
e u x - m h e s  en O'x' et O?', la  courbe a b  devienne cd. Elle aura, 
relativement à ces nouveaux axes, la même équation [b]  que re1a'- 
iivement aux anciens; e t ,  sj'on veut continuer de la rgpor tcr  
cecrx-ci, il sufit de changer, dans cette équation; s' en x- a, et y' 
en y-O, a et b étant les coordonnées du point 0' par rapport aux 
axes Ox, O y .  De celte manibe  on trouve l'kquation . 
1.1 F [ k  (2-a), k(y--b)]=O, 
qui représente toulcs lcs courbes semblables à la proposCe, et sem- 
blahlement situées. 

Cettc bquation n'a point encore toute la géncralite désirable.' 
Pour l'atteindre, il faut q& les axes O z  e t  Oy, au lieu de se traiis- 
porter parallèlement h eux-niiimes , soient déplacés d'une manière. 
quelconque dans lcnr plan. Supposons donc qu'ils soient devenus 
0'x8, 0y (fig. 209), ct que cd  soit la'nocvelle position de la 
courbe a b  : il est clair que I'équatioii de cd,  relativement aux 
nlouvcaux axes, sera encore F (kx', Lyl) = O  ; et la queslion est 
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dc trouver quelie 6quation ondoi t  avoii en rapportant la nouvel10 
courbe aux mêmes axes Ox,  Oy, que AB. 

Pour passer des premiers axes aux derniers, on a (189) les for- 
niules 

? - 
x'sin (0- a) +ylsin (O-d) d s i n  a+ y' sina' 

x = a +  
sino 7 Y = G +  , sinB Y 

dans lesquell~s a et O sont les coordonnék. OG et GO' du point O', 
b l'angle y O x  , a et U' les angles xlO'E, y'O'E, forrnh par O'x' 
et O>' avec une parallèle 1 l'axe &. Ici on a a' = O+ E , et  pal 
suite ces formules deviennent 

, .?"'in (0-z)-y' sin% x' sin n + y'sin ( O  + U )  
x ~ a ~ .  9 Y = B +  

sin 0 sin 0 

Réciproquement, on tire de ces relations les valeurs dc x', y', ci 
fonctions de x et d e y ,  savoir : 

(.x-a) siri(0 + n) -+(y-b)sin.r 
x l = ,  

sin O Y 

-(x-a)sin;+ (y-b)sin(O-à) 
Y' = 

sin 'I 
En substituant ccs valeurs dans l'éq. F(  L i ,  ky') = O ,  la courbe cd ' 
sera rapporlk aux axes primitifs, et on aura ainsi l'équation la 
pliis gEnbralc dcs courbes sergblables à la courbe doriniic. 

Applicûlions. 

482. Pour premikre application, considérons la parabole doqt 
l'équation est 

y2 = 2 p x .  
' 2~ Si on cliange y en ky et x en kx , il vient, en posant - 3 2yr, 
k 

y' = 2p'x : 
équation qui donne toulcs Ics courbes semblables h ln parabole, 
et qui montre que ces courbes sont elles-mêmes des paraboles. En 
faisant varier A-, le paramètre 21)' peut prendre telle grandeur qu'on 
veut ; donc loutes les pkaboles sont scm blables. 

483. Plus giiiic!ralcincnt, considérons une équation algkbriquc 

F(X,Y, y )=O, 
qui ne rcnfcrme qu'une seule constante p, ét qui est homogéne 
par rapport aux trais quantités x, y, p: c'est-&dire que la sornmc 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



346 D E U X I I ~ E  MRTIE. 

des exposants de  ces trois lettres est l a  mdmc dans tous Ics termes, 
comme cela arrive dans l'équation y3 - 3pxy + x3 =O. 

Le changement de .x: et y cn k x  et ky donne, pour les courbes 
semblables , l'équation 

F ( k x ,  ky, p )=O.  

Posons p= kp' : elle devient 

F(kz, ky, kpl)=O. 

Supposons que la somme des exposants de x 7  y, p, dans chaque 
terme de l'équation proposée, soit iigalc à rn, il est clair que r" 
sera facteur commun de l'équation précdente; p h  consÇquent, 
aprcs avoir oivisi! par km, on aura une eqiation 

s t x , ~ , p ' ) = O ,  
qui ne différera de la proposée qu'cn ce quo p' aura pris la place 
de p. D'ailleurs p' pouvant avoir telle grandeur qu'on veut à cause 
de X, on en conclut que toutes les courbes données par l'équation 
F (2, y, p) = O ,  en y faisant varier p, sont semblables cntre elles. 
0 1 1  pt:ut niêmc ajouter qu'elles sont semblahlerncnt siluiics, ($1 que 
l'origine est un centre de similitude qui leur cst commun. 

4 84. Soit encore l'équation transcendante 

y = M l o g  x, 

qui représente unc famille de courbesappelées lognrithn~iques. Elles 
diffèrent les unes des autres a raison du coefficient M : mais cllcs 
rencontrent toutcsl'axe des z à la  même distancc QA=l (fig:2lO), 
car x=1 donne y = O  ; et cllcsont toutes pour asymptoteçla partie 
inférieure de l'axe des y, ,car x = O  donne y -7. D'ailleurs, 
elles ont l a  forme indiquée dans la figure. 

Rcnplacons x et y par k x  et ky, il vient k y = ~ I l n g k x  : d'où, 
en faisant A2=l'l'k7 y = M r  log k x  =Mr log'x+Xr 10: A. 

Changeons l'origine, et plaçons-la cn O' à la distance OOr= 
Dl' log k. En nommant z', y', les nouvelles coordonnées, on aura 
z=zl, y = y t j - W l o g  k ,  et'l'équation prbcédentc se réduit à 

y' = I w o g  z'. 4; 

Cette équation représente encore une logarithmique ; et comme 
N' peut prendre toutes les grandeurs possibles, i l  s'ensuit que 
toutes les logarithmiljues sont semblables. 

485. Potir dernière application, proposons encore de chercher 
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les condilions qui doivent être remplies lorsque deux courbes du 
second ordre sont semblables' et  semblablement placées. Soient 

les èquations des deux courbes. D'après ce qui a été dit pour ob- 
tenir i'équation [cl du no 481 ,  il faudra, pour avoir toutes les 
courbes semblables à la prcmicre, et semblablement siturJes, rem- 
placer dans [Il x et y p a r  k ( x - a )  ct k ( y - A ) .  

En posant, pour abréger, A" = Ak' , B" = BI?, C" = C k a  , 
Dr' = - 2Abk' - Bak' + Dk , E" = - 2&k2 - B t k 2  + E k  , 
F" = AO'k' + BabrE.' Ca'k' - Dbk - ~ n k  + F , l'équation ré- 
sultante pourra s'écrire ainsi 

Pour que la seconde courbe donnée soit semblable B la première 
et semblablemcnt placée, il faut qu'en déterminane con\ enablemcnt 
a ,  6, k ,  ou puisse rcndrc itfentiqum les courbes des kquatinxis [2] 
cl [3]; cl ,  pour que cette identité ai( lieu, il faut qu'après avoir 
divisé les deus équations, l'uiie par A', et l'autre par A", 1es.tcrines 
semblables aicrit les rnêmrs rocfifiieiits. Pl"égalons d'abord que les 
coriricients de xy et de x' : on aura 

Ainsi on a déjà ces conditjons, que les coeflciens des termes du 
second degr8, d a n s  .les deus  équations données ,  doivent Are 
proport iorz~ze~~.  

Supposons donc que ces conditions soient remplies, et qu'ori ait 
A'=& B' =Bp,Ct= Cp. Deplus, faisons D t = 4 ,  E1=e?, F=fp.- 
l'fquation [ 2 ] ,  6taut divisée par p, deviendra 

Pour achever de rendre lcs courbes id~ntiques, il faut encore. 

A", Dtr,EE", Fu, lpnrs valeurs, CPS conditions deviennent 
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Si on ajoute ces trois équations, après les avoir multipliees res- 
pectivement par lik, par a k  ct par 2 ,'on trouve facilement' 

181 . 2fka+fdbk ' f  eak'+DDbkf E a k - 2 P ~ o .  
Cette éq~at ion ne contient a et  O qu'à la Ir' puis~ance, et on l'em- 
ploie de préférence à 116quation [7], conjointement avec les équa- 
tions Pl. et [6], dans la dktermination de a, O,  k .  Il faudra que.les 
valeurs de a et O soient réelles, et en outre que celle du rapport k 

.soit positive : cherchons quelles conditio& résultent de là. . 

En posant, pour ahrPger , Ba - 4AC = N, BD 2- 2AE = G ,  
Bd-2Ae=g, BE-2CD=II, Be-2Cd= h ,  les équations [s] 

G -  gk II - hk 
et [G] domenta= - , b = - - - - - - .  

N k  
, et en portant ces valeurs 

dans l'équation [a], il vient, tout calcul fait, 

2FN-EG-DH 
ka = 

2fN - e~r -dh ' 

lJour que le rapport k ait une valeur réelle et positive, il faut et 
il suffit que k' soit positif. Ainsi, on a encore cette autre condition, 
que le  ?~un&aterrr et le rléno~ninalerrr 02 i'exp?ession précidcnte 
doivent h e  des quantités de hzéme signe. 

Les valeurs dc a et de Ii étant iSelkcs quand celle de,k est r6cllc, 
ellrs ne donnent licu a aucune condition nouvelle. 

486. Lorsqut: les courhes quc l'on compare sont des paraholes, 
N ou Ba-&AC est zéro, et les valeurs de a et .de 6 seinblot dc- 
venir infiiiies. Mais si, avant d'y introduire l'hypothèse N=O, on 
y substitue les deps valeurs de k, on trouvera que dans les deux 
systèmes de valeurs qu'on obtient pour a et b ,  i l  y en a un qui se 
compose cncGre de quantit9s finies après l'liypoth8se N =  O. 

Kéanmoins , pour éviter les riifficullés dc calcul, il est mieux dc 
rémonter aux équations [5] ,'[6], [SI. Enéliminant Ii entre les deux 
premieres, a disparaît aussi, ct l'on trouve immediatement k : on 
délcrrriine ensuite n ct 2, au moyen des équations [5] et [8]. La 
valeur qu'on obtient pour k cst  

. G BD-2AE 

et l'on en conclut que ,  dans le cas ou B' - kAC.= O ,  il faut, au 
licu dc la derniére condilion énoncéc ci-dessus, quc les qunntids 
BD - 2AE e l  Brl-2Ae suient de I I L C ~ Z ~  sigrze,. 
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CH APlrI'RE XVI. 

Construclion des èqiistions déterininées. 

487. P~o~osoris-NOM de construire une équation quelconque à 
nile seule inconnue. 

Parcet  énonci?, on doit entendre que l'inconnue est une longueur' 
qu'il faut déte'rmincr par des intersections de lignes, sans elïectuer 
la résolution de l'équaiion donnée. L'inconnue pourrait représenter 
toute autre espéce de grandeur, (il mhme un nombre abstrait, sans 
que la question fût changce pour cela : car il est 6vidrnt qu'on peut 
toujours considber cette inconnue comme une ligne dont IC rapport 
à une cerlaine unit6 linéaire est égal au  rapport de la quanlilé 
chcrchéc i l'unité de m'me cspèce qu'elle. 

Soit l'équation proposée 

f w = o ,  
dans laquelle x est une lignc inconnuc : si on construit par points, 
ou de toute auire manière, la courbe repr6sentéc par l'éyualion 
y = f (x),'il est clair que les abscisses des poinls ou cette courbe 
rencontre l'axeI!es x, sont lcs racines reclles de l'kqnation f (x)=O.* 
Ainsi, supposons que la courbe soit celle de la fig. 211, les raciiies 
cherchées seront x= AR,  a-= AR', x=- -4R". 

On peut encore transposer dans le second mcrnbre une partie des 
tcrrncs de I'hquation f(x) = O .  Alors on en a une de la forme 

Y ( x ) = + ( x ) ;  

on construit lesliçnes qui ont pour équations y - p  (x), J= 4 (x); 
et lcs intersections de ces lignes ont pour üIiscisscs les valeurs 
cherchées. En effet, pour ccs points, on a y (x) =.i, (x). 

En général on peut choisir d'une infinilé de manières diffbrcn(cs 
deux lignes dont les intcrsectioiis fassent connaîlre les racines d'une 
équation. Mais une condition csscnliclle à remplir, et qui est la 
scule, c'est que l'élimination de y, entre les équations de ces lignes, 
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dinrie pour tbsultante l'iqriation proposée, ou au m'oins nne éqiia- 
ibn qui en contienne tolitcs les racines réelles. 11 est bien entendu 
qie ,  dans Ic cas où cette résultante renferme d'autres racines que 
d l e s  de la proposée, i l  faut aprés les constructions, me tenir 
aucun compte de ces valeurs étrangbres. 

48Y. Si on considére des lignes 'd'une espèce dEterminée, il 
st facile do rt:coniiaîlre quelles équations elles peuvent servir a 
iésoudre. Il suffit d'examiner le degré de l'équation finale qu'on 
ibtient enéliminanty entre les équations de ces lignes. iiinsi, l'eli- 
uination d e y  entre Ics équati&s de la droite e t  d u  cercle donnant 
ine résultante du second degré, on en conclut, comme au n"li1, 
Iue la droite et le cercle nc peuvent résoudre que les problèmes dont 
'P6quation est réductible au second dcgri!. nctix courbes queIconqucs 
Iq second ordre donnerit une équation finale du quatrième de@; 
at on en conclut qu'on ne doit pas chercher dans les intersections de 
:es lignes la construclion d'une Cquation de degré supérieur au 
patrième. I l  est inutile de pousser plus loin ces cons(squences: p r é  
entons quelques applications. 

489. Construisons d'abord l'équation du second degrd 

11 s"ax+b=o .  
1 Si on la considére comme.résulfant de l'élimination dc y entre 
es équations y= O, y =x2 f a x  + I i ,  11 faudra construire sur des 
lxes quelconques la parabole représentkc par !a deuxième; et les 
bistances comprises sur l'axe des x, entre l'origine et la courbe, 
beront les racines chcrchécs. . 

1 On peut se servir d'une parabole donnée. En effet, I'équa- 
ion [Il résulte aussi de cclles-ci , xl=. ky, ky 4- a2 + b = 0 ; et 
e paramktre k peut avoir tcllo grandeur qu'on voudra. 

Mais c'est la  combinaison du cercle et de la droite qu'on doit 
 référer. O r ,  si on pose les équations 

y = O ,  ( 2 - a ) ' + ( y - @ ' = R i ,  

kt si on élimine y,  il vient 

i 2-2rri>7+û+r)n-R1 1 0 ;  

t pour que cette équation soit identique avec [il ,  il faut qu'on 
ait-2z=n1 Sa-F= B ,  d'où 
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Ainsi ,  on peut prendre arbitrairement, pourvu qUC R 2 o i t  po- B sitil; et alors on aura iu cercle dont l'irilcrscction avec la ligne 
dcs s déterminera les r&nes de l'&quation [il .  

490. Soit à construire I'équalion du 3" degrk, 

[el a x3+ax+6 = O .  
D'abord on peut la remplacer par celles-ci , 

5'=.r3,  ~ + a x f  b = O :  

de sorte qu'après avoir construit la courbe y = x3, i l  n'y aura plus 
qu'h construireune lignc droite. Et  remarqutiz que la m&mc courbe 
pcut wrvir, quels qu6 soient les coefficients del'equation [2]. 

Mais il est facile d'éviter les li gnes supérieures au second ordre. 
Par exemple, à l'èquation [2] on peut substituer les suivantes : 

k y = z p ,  kzyfa.z-I-b=O. 

Or celles-ci représentent une parabole et une hyperbole. Comme 
le paramètre rie la parabole est arbitraire, on peut employer tou- 
jours la mirme parabolc ; mais l'hyperbole doit être difirente dans 

' chaque cas particulier de l'équation [2]. 
Enfin rcgarde-t-on comme plus simplo de faire usage de la para- 

bole et du cercle? on l e  peut encore, et c'est cc qu'on verra a la 
fin du numéro suivant. 

491, ConsidCrons encore l'équation du 4.. degré, 

[3I x4 +axl + bx+ C= O ;  

.et, laissant de c8té les différents systèmes de lignes auxquelles on 
peut recourir, duterminom-en 1esr:icines par les intersections d'une 
parahole et d'un cercle. A cet effet, prenons les équations 

3y=;ca, ( x - a ) ' + ( y - $ ) ' = R 2 .  

En éliminant y, il vient 
~ ~ + k ( ~ - - 2 ~ ) ~ ' - 2 k ~ a ~ + ( a ~ + ~ - ~ ~ )  P=o. 

Or, cetfe équation devient identique avec [3] en posant 
k ( X - - 2 $ ) = a ,  2Pa=- 1, (2+lj'-R2)k'=c: 

on a donc ainsi !rois équations entre les quatre quantités arbi- 
traires X-, a, p, R ; par conséquent on peut disposer de l'une de ces 
quantités, et détccrninrr ensuite les trois autles. lllors on connaitra 
une parabole et un  cercle dont les intersections auront pour ab- 
scisses les racines réelles dc l'équation [?]. 

Cette solution comprerid comme cas particulier celie de l'équa\iou 
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d u  3. degré. En effet, par l'hypothèse c+, l'équation [3] devient 
x4 +f-nx2 + Ox = O ,  ou bien xj+ ax + = O ,  en faisant abstrac- 
tion de la racine zéro. Alors la derniére des trois relations ci-dessus 
donne Ra ==a"+ 5' ; donc le cercle passe par l'origine : et comme la 
parabole y passe aussi, il est évident que c'est à cettc interseclion 
querépond la racine inutile x= O ,  qui doit etre supprimée. 

C'est ici qu'il convient de placer quelques problémes célèbres , 
qui ont beaucoup exerce les géomètres de l'antiquité, mais qui ne 
sont pour les kodcrncs qu'un simple jeu d'analyse. 

De quelques problèmes fameux chez les anciens.  

4.92. PRODLBME 1. T~OUVEI'  deux n~oyenr~esproportio~t~zellcs entre 
deux +*iles données. 

Soient n et b les droites données, x et y les deux moycnnes in- 
connues, on doit avoir 

d : . T : : X : J ' ,  X : Y : : y : b ;  . . 
et ces proportions donnent les Equations ' 

[ I l  s2= ay,. y'= bx , 
qui déterminent deus paraboles. Elles sont repr%scntécs fig. 212, 
et les valeurs de ;ri et y Sont x=AP, y=PPd. Cette construction 
a été donnke par Mhrscniwe, g6omèlre de 1'6colc de PLATON. 

En multipliant les équations [il membre à membre, et Btant le  
facteur comrnun xf,  i l  vient xy= uO, equation d'une hyperbole 
entre ses asymptotes. On peut substituer cette courbe a l'une des 
deux paraboles, et on obtient ainsi la construction représenlec 
fiç. 213, laquclk a aussi été donnée par Mcx~crrm. 

On regarde ces Lieux so'nutions comme défectucuscs en ce qu'elles 
erriploient deux sectic!ns coriiqups , taridis qii'uiie seule, coinbiribc 
avec le cercle, pcut sufire. En effet, si on ajoule les équations [il, 
il vient y" x2- ayf bx; et si on coustruit ccttc cqualion sur 
dcs axes rectangulaires, on a un cercle dont l'interseclion avec 
l'une des deux par;iho!es détermine les deus  moyennes x et y. 
Boyez la figure 214. 

On pcut 6galemeril rmploycr lc ccrclc arcc l'hyperbole : celle 
solution était connue d 7 A ~ ~ ~ o ~ ~ o x I U ~ .  . 

Solutio~r de Dioc~ks. C'est pour résoudre le problème dcs deux 
moyennes proportioniiellcs que Diocr.és avait imaginé ln cissoïrlc. 
Soit (fig ,215) une cissoïdc ddcrile a u  moycn d'un cerclcquelconque 
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ALU. D'aprfis la construclion dc cette courbr, no 184, PRON.  1, on a 
A M  =LD;  donc les triangles AAIP, LDR, sont @aux ; donc on a 
AP=QB=LK, ;12P=DK7 AQ=BP, PK=QL.  

Ccla posé, Ics propriétés des triangles rcctanglcs donnent 

A Q : Q L : : Q L : Q B ,  B R : L R : : L % : D R ;  
ou, B musc dcs ligncs &gales, 

oü, ce qui est la mdme chose, 

Aiiisi PX ct AP seraicnt les deus moycuncs dcmandUcç, si BP e t  
I l P  élaienl les lignes données a et 6. 

Dbtcrminons d'abord le poiut itI sur la cissoide de sorte qn'on 
ait IIP : KlP :: a: I i .  Pour ccla, il suni1 de prcridrc a ançlc droit 
BE= u, EF =b , ct de lircr BF, qui rcnuoiilr(: la courbe au puint 

Bl'Xil 
ciierchd J I .  Alors n 3 - ; et cn niultipliant Ics lcrnirs tlc 

iII P 
la progrc3sion ci-dessus par Ii , puis divisant par IIIP, il ~ i c i i t  

Doiic, polir lm iuoycnnes dcmandbes, on a 
PNx6  

.2-=- 
A P x b  

Rlp , Y -  -: IV! P 

c'csl-&rlirc qu'il iic s'agit plus que de construire dcus qualri&iiies 
proportionnelles, cc qui n'offre aucune difficull6. 

R'ous avons indlquc, lie 184, P n o ~ .  II, Ic moyen de decrirc l a  
cissoïdc par un n~ouvement continu : cc pcrfcctioiincmciit dc la 
solution dc Droc~ks est dû à NLWTOX. E E S C ~ T E S  a ai!ssi imagine 
uii inst ï~~metit  composé de plusiêurs rbgles, l'aide duquel on 
peut construire des moyennes proportionuellr~ cn tel nomlire qu'on 
vriit,  critrc deux lignes donnécs : mais cc n'est plus aujourd'hui 
qu'un objet de pure curiositi.. 

4 9 3 .  P R O B L ~ N E  I I .  Trozwer ILTL cube double d'un cirlie donné. 
Soit ca l c  c0ti: di1 ciibç donné, et a: [:?lui du cubc clierclié, i l  

s'agit de construire l'huatiori 

Pl .&.y = gd:l 

Or rllc résulle de l'diinirialion tic f .  m t i c  Ics d c u ï  i!i(uali»iis 
2 3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



aly=xï  et y =?a, dont la prcmii.re cst facile i conslruire par 
points, et dont la s~cciiide rcpréscnte un(! droilc paralldo à l'axe 
des abscisses ; par conséquent l'abscisse du point d'iatersection, 
x =  AP (fig. 216), donne lc cO!G du cube inconnu. 

On peut écrire l'équation [2f d c  ccttc ~ciri ièrc x" z=;4a3. 
Alors onvoit qu'elkpcut aussi rksulter dcsdcuu cqualions x"2ny, 
et xy = a' ; donc la question peut sc rbsoudïe par l'intcrseclion 
d'une parabole el d'unc h i  pcrbolc. 

En introduisant la racinc x= O ,  dont on ne ticndra aücun 
compte dans la suite, l'equation 121 dcvient 

Or, cn posant x2=ay, ccttc dcrniérc se change CI) y?=Pax; 
donc le problème est encore résolu avcc deux paraboles. 

On pcut ajoiiter lcs équations d c  cos dciix paraboles, ct iI ~ i c n t  
y' + x s ' = q +  Sax. On peut donc aussi se servir d'unc parabole 
et d'un cercle, et ccttc solution cst la plus simple. 

L'analogie de cc problèmc avm lc pr6cPdcnt est frappante. C'est 
que'% cbté du cube double est la premiére des deux moyennes pro- 
portion'nellcs entre a et 2a. En effet, si on pose les proportions 

on en déduit l'équation [.JI x 3 = 2 d .  
494. PROGLEME III. Diviser un angle en trois parfies égnlcs. 
Soit BAC (Gg. 217) l'angle donnC. Jc décris l'arc 13C du centre 

A avcc un  rayon quclcoiiquc , puis j'abaisse C D  perpcndiculmc 
5 AB : on peut prendre AU pour uuité et AD pour lc  rosinus dc 
l'arc BC, et Ic probldme sera rfisoiu si jc trouve cos :BC. En posant 
cos BC= a, et cos: B C = x ,  on a vu (33) que l'iiiconnue x dé- 
pend de l'équation 

Pl x 3 - ; z - . s a 3 @ .  
Quoique pllis compliqüèc que celle de la duplication du cube, elle 
se conslriiit ccperidanl par les memes corirbes. 

1" On pcut la rcmplaccr par les deux équdtiuns y = xi, 
y =l,x+ ja, [esquelles représenteut uns droite et une courbe 
construites fig. 218. 

2" On peut prendre les 6quations kxy- tx- $a = 0, z'= ky, 
k éiant un paramè!re arbitraire ; et l'on a ainsi. une hgpxbole -ct 
unc pu abolc . 
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30 v n  miilti~iliarit l'éq. [3] p a r s ,  elle dcvicnt x4- 32-+rz.=O; 
et celle-ci p u t  résultvr dcs desx Cqimlicins .y2- y- $nx= O, 
x 7 = y ;  doiic la question p u t  se riisoudre Far deux paraboles. 
Mais il faudra avüir soin dc rejctcr la valcur x= 0. 

4 O  On pcut ajouter ccs deus  dwnikres bqüaiiuns, et prcidre Io 
syslirme xl=y, x'f y 9 - < y - :  ax=0 ,  lequcl indique iinc 
parabole et un ccrclc. 

Rernurque. Outre l'arc, BC , il en exislc uns  iiifinild d'an!rcs qui 
ont aussi n pour cosinus, et l'cquation [3] doit donner le m i n u s  
du tiers de chacun d'cux. Or on sait (33; qu'il y en a trois dont les 
tiers ont des cosiiius dilférents; donc lcs trois racines de I'Cqua- 
tion [3] doivcnt être réelllis et < 1. 

La fig. 218 a 6th tracée dans 1'hgpnllii:sc de a=$ Les va- 
leurs de x,  en nkgligearit la valeur zero, sont x r OP, x=-OP', 
.r=-OP" ; et il es1 faciic de voir quc 13 prcrnii?re est la seule 
qtii co~ivierine à la  question. niaintenant, si on r c ~ i e n t  1i la fi g. 21 7 ,  
si on y suppose AD= ;AC,  si on y prend AE =OP et qu'on 
niCneEF perpendiculaire à AU, l'arc BF sera lc ticrs dc l'arc BC 
et l'angle BAF sera le liers de l'angle BAC. 

495. Lcs l ipes o h n t  un moyen facilc de rcpr6sriitcr et de 
peindre, pour ainsi dire, la conhui lé  des grandeiirs, peuvent sou- 
verlt titre crnploy<!cs avec le plus grand aranlage dans Ics rcchcrchcs 
dc pure analyse : c'est cc que jc rnc propose de mû!ilrer ici. 

Soit f(x) = 0 une Cqualion de la fornic 

A s p  f B . P - ' +  C.rm-' -t etc. = O ,  

clans iaquclle nt es1 un noinbiccnlier positif, et A ,  L-', C ,  . . . des 
non~bres qiiclconques donn6s. Adoptons m e  certaine Iongueur 
polir iiniti:, et cuiisidkiiis 

Y =f (XI 
cornnie l'équation d'une courbe. En faizint passer 2 par tous les 
états de grandeurs, l'ortlorintic y n'a pour chaque abscissc qu'une 
çiiulc vaiciir, laquclle nc pciit jamais &ire imaginaire. Uc là il suit: 
l n  que la eourbc s'étcnd in:lklinimtnt vcrs les J. posiliis et vcrs 
Ics x nkgalifs ; 2 O  qu'cllc a, eritrc dens qnclcwques dr scs points, 
nn coors non interrompu; 3Q qii'cllc iic pcut polnt r:vciiir sur clle- 
niCino, comme cc13 arrive cg. 219. 
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S n p p o n s ,  ce qiu cst permis , les coordonti6cs perpenrliculaircs 
entre elles, désignons par fr(x) le polynomc dcrive de f(x), et 
Far K l'angle que la tangcnte à la  courbc fait avcc l'axe des x : 
d'après la forrnülc qui donne X no 471, on aura. 

tanç K = f (x) . 
Par la nature du polynome f (s), on ne peut avoir, pour une 
mérnz valeur de x ,  qu'une seule valeur do t:mg a, et celto valeur 
ne peut pas devenir infinie à moins que x ne soit infini ; doric la 
courbe, en aucun de scs points, ne  peut présenter les fornles indi- 
quCes sur la lig. 220 cn RI CL Ri'. 

Mais ricn nlcmpCchc que certaines valeurs de x ne rendent 
f(s)=O : alors il y aurait des tangentes paxllhlcs aux abscisses, 
conmc cr.1.a arrive aux points N et N'. 

496. Ccla pose, adrncitons que deux abscisses AP et APr jfig. 2-1) 
donneut dcs ordonnks dc signes contraires, EIP ci M'Pr: la courbe 
ric pourra point aller dc $1 cn M' s:iiis rtlnconlrcr l'axc A x  en p:1- 
que point 11, silué cnlrc P cl Pt.  Or il ~ 3 1  évidcnt que l'abscisse 
x= AR est unc racine de l'équalion f (x)  = O  ; de lii ce principc si 
connu cn algfbre : Lors?-ue d e u x  qr~nrr i i t i s  substituées daris 1'é- 
qua f ion proyosL:e riorirrcrit de s  r é s u l ~ a t s  de sigtres conrrtzires, i l y  a 
art rrzoirrs Litre racirre réelle corr~prise erltre ces quant i tes .  

. On voit aussi, à 1 inspcclion de la fig. 522, qu'cntre deux ordoii- 
nbcs de signes contraires la csurbc peut avoir plusicurs inlerscc- 
tions avec la ligne A x ,  mais toujours cn noiiibrc impair. Si Ics 
deux ordonnCcs étaient dc mémc signc (fig. 213) la courbe pourrait 
n'avoir aucune intcrscclion cnlrc P ct Pr, ou liien il y en aurait un 
nombre pair. Donc, si Jeux  qr~antitEs conrprennerrt entre elles rcn 
noni tre  inYmir de racirws ,  et yir'oir les sl i lst i lue rlnns I'éyuntion, 
on trouvera d(:.s rés i ihz ts  d e  sigries confrnires;  et si ces qrral:tilés 
ne conzprelznellb arrcurze r a c i n e ,  ou si c&s e n  conlprerinerzt irtr 
nombre pcrir, les r i su i l e t s  s e r o ~ t t  de m6me s igne .  

497. Ccpendarit il y a des cas où In deriiiére proposition parait 
en dkfaut. 11 peut sr! faire quc la coüri~c,  aprfis avoir atlcinl l'axe 
4.r en un point R (cg. 224) ,  nc passe pas iicniédiatcnient de l'autre 
COLE de cet axc. Alors lcs ordonnEcs NP c t  N'Pr pcuvcnt Ctre de 
signes conlraires quoique les p o i u / s  corr~uinns & la cour.hc ct 8 
l'axe A.,: soicnt cn r:ombrc pair. Nais alors aussi on doit ohscr~cr  
q[ic l'éqnalion f,,.t.) - O a ni1 n::~tiùrr p a i r  dc raçincs Cjalcs 5 AIE, 
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c l  que, par cctlc raison, il corivieiit dc considCrcr lc point R 
comme dan t  la riiunion d'un nombre d'iiiler.scclions parcil 3 cdui 
dc ccs racincs égales : c'est ce qu'il faut éclaircir. 

DEsignons AR par n : p u r  avoir l'ordonn6e y', corrcspondsnt i 
une ahscissc a + T L ,  il faut subslituer a + h au lieu de x dansfi) .  
Représentons commc à l'ordiiiairc par/(a) , f ' (u)  , fl'(a) ;... ics 
qrianlilk qn'on obticnt cm fnlsarit x = a  dans le polgnomc f [ x )  ct  
dans aes dhïivbs , on aura 

Puisque n ou AB cst rricinc de l'équation on a f ( O )  = O  ;donc 

ne  plus, commc la courbe, aprés avoir atteint le point R , ne passe 
pas dc l'autre chi6 dc l'axe A x ,  les ordonnCcs trbs-voisincs dc cc 
poiut, soit a droite, soi1 à gauche, doivent elre dr  nifime signe; par 
coriséqucnt, en prenant pour h dcs valeurs ausssi petites qu'on vou- 
dra, positives ct negativcs , l'cxpressicii prbcédentc doit conserver 
le memc siçnc. Or ,  pour que cela soit,  je vais prouver qu'on doit 
avoirf(a) = O. Ecri~rons la valeur dc y' comme il suit : 

Alors il csl c5vidcnt que si f ' (a )  n'chi: pas z k o ,  on pourrait prendra 
h assez pLit pour qu? l a  qiianlilb comprisc entre les accoladrs eût 
le signe dcf'(n), et quc par suile ,Y' changcit de s i p  en mem0 
temps que h ,  donc on a f ( a )  = O .  Ricn n'emp&be m@me que 
ylusicurs autres dcsqtimliIésJ'"(~), T''(a), ... ne suient nulles aussi; 
inais le raisonuement préccd~nt moiilre qu'il audra toujours qnc 
lc plus pctit (xposaril dc h ,  dans les tcrPJcs ' .~~lanl~,  soit pair. 

Pour f iwr  lrs iiibcs, j e  s~ipposc qil'avcrJia)=O e1.f (a) =O, on 
ait cncoreS",a) = O  etJ""(n) = : com*ic on dcmontrc en algèbre 
qiie ce; qiiatrc conditions élnblioscrit t'existence de qudtre racines 
égales à n dans l'équntionf'(s) = O ,  A voit clnircmenr pourquoi l'on 
convient de regarder alors le p r ~ l t  R comine rcpréscntaut quatre 
interscriioiis que drs typothcos parlicu1ii.r~~ ont fait coincidcr en 
une seule. Et reniarquez hicl W'W CC point Ikre A s  est l a ~ g e n t  
la COLI! kr, pnisqir'an a t ~ . g ~ = f ' : f l \  = O  ! 5 % ) -  
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5 08. Ln courbe pcut quclquelois atleindrc I'axc Ax , puis passer 
dc  l'aiilrc! rihtt5, ct avoir rcpcnhnt cet axc pour 1arigc;iie (fi& 225). 
C'est ce qui arrive qiiand Ic noinbrc des quarilitk f'(a), f"(a), ... qui' 
dcvjenncnit nulles en mCnle temps quef(a), csl pair. Alors le dévclop- 
pemcnt de ,yr cornmencc B une puissance impaire dc A : 1331- suitu, 
dcs va1c:irs de Iz dc signes contraircs , mais trés-petites, donnent 
pour/ des valeurs de signes contraires ; ct ccIa prouve que, dans 
Ievoisicagc du point R ,  la coi~rbc est siiuke parlie au-dessus, parlie 
au-dessous de  I'aïc A . r .  D'aii!curscet a n b  est encore langent puisque 
f '(a]= O. I:aiis le cas dont j1 s'agit l'kquatioii proposéeAz)=O a un 
nombre impair dc raciiics égalcs à n, ct pour cette raison 04 convient 
dc rcgarder l c  poii;t. dc  ccntncl I< rornnic resultanl d'un nomlirc 
impair d'iii~îrsrctions qui se sont reduites h unc scule. 

I I  serait îacilc dc faire rcmilrqncr d8s à prbsent dz f i r en t s  ordres 
de corttact w l r e  la  drrtile A x  PL la coui.be, sdo~il 'ordre dc la puis- 
sance par I:~qiitdle commence le dbvcioppcmint de y'. niais ces 
consid~rations appartirnrient en propre au calcul  diflérentiel, et no 
iloivcnt pas en 12lt-O 6bparecs. 

i.99. J e  plücrrai rncoro fci d'autres proposi!ions assrz inipor- 
tantes, qui sont attribuées a R o r ~ x ,  auteur d'un procédé, connu 
sous le nom de Jfé l l~ode  J C S  ca scades ,  pour résoudre les équa- 
lions nuniériqncs. 

Si on construit @,B. 226) le lieu de  I'bquation y = f ( x ) ,  il est 
6 v i d a t  qu'entre deux intersections consi.cutives de la courbe avec 
l'rixe d 6  z, il g a a u  moins un  point, tel que M , dorit I'ordonriec 
AIP est I ~ Ç  grande que ccllcs qui la suivent ou qui  la précédent 
iinmFdiatem~i~t; et je vais montrer qu'en ce point la tangente cst 
parallde aux &ic:isses. En ciflet, soit A P  = a ,  faisons x = a + h  
dans f(x), et noqmons y' l'ordonnée corrcspoiidant à a +h : on 
aura , comme dansTl: no .i 9 7 ,  

En donnaut à h des vaieurspositives oii nEgatives , mais foujours 
trés-prlites , on trouvera les Wonnées qu i  suivent ou qui précèdent 
immédiatement R'IP : or,  toutes (3s ordo~inées doivent ltre moindres 
que BIP ou f(a) ; donc la quantile 
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qui est ajoutée àf(a) dans y', doit rester constamment négatiso 
pour toute valeur très-petite de h ,  soit positive, soit négative. 
D'aprés lrls rais~nnements du nurncro citC , cctte conEition ne peut 
pas étre remplie à moins qu'on n'ait f (a) =O ; donc la tangente en RI 
est parallèle aux abscisses. 11 est d'ailleurs possible qu'il y ait, 
entre deux intersections consécutiv~s dc la courbe avec l'axe Ax, 
plusieurs points ponr lesquels la tangente soit parallCIe A cet axe, 
cornlm cela arrive entre R" et R"' ; ct il est évident que les abscisses 
dc ces points doivent toujoiifs étrc? rarint:s d e  l'équalioii f '(x)=O. 

Donc, lorsyrw E'4~itatio1z f (x) = O ne renfernze p o i n t  de racitzes 
égales, si otz f o r m e  u n e  suite dicroissante composée ; io  d e  l a  l imite 
s~ iph ieure  des racines posilives J e  celte ;yual ion;  des  racines 
réelles d e  l a  dlrivée r(x) = 0 ; 3' d e  la limite s ip!r icure  des racines 
nqn t i ves  de ZaproposËe; chaque r a c i m  réelle d e  la proposée serz  
comprise entre d e u x  termes C O I L S ~ C L L ~ ~ ~ S  de cette suite.  

Ue l i  se tire imniédiaternerit cette conséquence, qu'on déduit aussi 
de la figure, savoir : q u e  le nombre des  racines réelles d e  l'équation 
proposée n e  p e u t p a s  surpasser d e  p k l s  d'une unit6 le nombre cles 
racit~es réelles d e  la dériv6e. Et meme on peut dire que Ce nombre 
des racines réelles l u i ,  dans laproposée, sont a fectées  d'un certain 
signe, $ o u  -, h e  p e z ~ t j a m a i s  surpasser d e  p h  d'une uni té  le 
nombre des racines de m h e  s igne gui  se trouvent d a n s  l a  dérivée. 

11 est bienentendu quelcs racines réelles de chaque signe peuvent 
etre moins nombreuses dans la propcisèe qnc dans la dérivée. 

500. Je vais faire to i r  maintenant commect la Gkomètric indique 
des méihodes pour approcher des racines des éqmtions. 

Reprenons l'equatioa 

dont j'ai dksigné le premier mcmbre par f(.r) : je supposc qu'on 
connaisse une racine avec un certain degré d'approximation ; et il 
s'agit d'en obtenir une valeur plus approchée. ' 

Soit RIM' (fiç. 227) la Courbe dont l'éc~ualion est y=f(z) ,  et 
soit AR la racine dont on a dkjà une première approximation 
p = ~ i P .  Menons l'ordonnée M P ,  la tangente NP', et calculons la 
sous-langente PP'. Un a tang PVIP'x=Ji(:), c t  par suite 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



après avoir calclilc celle valeur on l'ajoutera à p ,  et l'on aura une 
nouvcllc valeur approchée p'= AP'. 

nrcnens encore l'ordonnce MT' et la tangente NP".  En calculant 
scinblablement, au nioycn de p', lasous-tangente P'P", et en l'ajou- 
tant ii p' on aura une troisibme valeur approchée. Cette valeur ser- 
vira a cn di.terminer une quatrième; rl ainsi de suile, cn se ser- 
vant toujours do la dernière approximation pour en obtciiir une 
nouvcllc. , 

Le lcctcur a sans doute déjà reconnu, dans ce procédé d'approxi- 
mation, lri nzélhode d e  Kswxon. Dans le ras de la cg. 2%, on voit 
que les pieds P',P", . . . dcs tangentes s'daignent de plus en plus du 
p i n t  R ;  et par conséquciit alors le procèdb es1 dkfccttueux. RIais 
si ,  comme dans la Gg. 227,  les ordpirii.cs sont décroissantes depuis 
lc point RI jusqu'en R ;  et si  dans cet intervalle la courbe dcmcurc 
toujours convcne vcrs P R ,  il est évident que lm picds Pr,P", ... 
s'ripproclient de plus cil plus du point R ,  r t  que les calculs prece- 
denis donnent en effet dcs valeurs de plus cn plus e.xactes. Cepen- 
dant, meme alors, on pourrait craindre encore que les pieds dcs 
1arigt:ntcs , q!ioique se rapprochant continucllcmenl dc R , ne 
pussent pas dépasser une certaine limite, distincte du point R.  

501. Au lieu des langenles on pourrai1 employer Ics cord~:s, 
ct voici comment. AprSs avoir trouve par unmcyen quelconqucque 
p et p' sont deux quantilfis qui ,  substiiuées dans f (x), donnent des 
rksultats de signes conlraires, et qui ne comprennent enlrc clles 
qu'une seola racine, prenez (cg. 9-9) A P = p  et AP'= ; et 
soient les ordonnées correspondaiites 3TP =f(~) ct Rl'P' =y({). 
nrcriez la cordc RIYi' qui coupe Pl?' en P", calculez PP" au  moycn 
dcs triangles scmhlahliis, puis ajoutez le ri.sultat avc,c AP ou p : 
vous connoitrez,ainsi AP", que je desigiierai par 

Alors vous chercherez si lc point 1''' est situe du cOt6 R P  ou du 
cbté RP' : il  sufIit pour ccla dc sub~ti tuer p" dans f (x )  et d'rxanii- 
ncr le signe du r&ullnt. Supposons-le négatif, on sera sUr que la 
racinc AR csl cornprisc cntre AP ct AP". Ces limites sont plus 
rapprcchfies que Al' c l  AP'; rt en continuant l'eniploi du mt'ma 
procedk on obiiendra des limites de plus en plus resserrécs. 

Cc procede n'est point nou plus exempt d'iinpcrfections, mais cc 
n'eut pas ici lc licu de lc discu:er : &~reobjct est seulrmcnt de re- 
marq;:er Ics sccours que la G6omélric pcut prGter a l'analyse. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Tlirorème rein-r ,uab!e de JI. C ~ l i c u u .  

504. Je vais reproduire iei l'énonce de cc théorhme , tel qu'il se 
trouve dans mes Lcqo~s D ' A L G ~ C R E  , 3'édition; et de plus j'y join- 
drai la di.moustratioii qu'en ont donnec MM. STURM el LIOUVILLE. 
Ellc est extraite du  Journal do Mathématiques publié par ce 
dcrnier gComélre. 

Soitf(c) =O, une équation algébrique dc 1s forme 

Az"+ BaB-'+ CzGa-+ elc. = O  ,' 
dans 1:quellc A ,  P ,C ,  sont des quantités donnkes , rtcllrs ou ims- 
ginaircs. Si on rcmplace a par x +7~a,  f (z) prendra la forme 
P - J - Q V ~ ,  P ct Q étant des p!yuomcs cn x eety, qui nt! con- 
tiennent point V I T .  Pour r6soudre l'equationrf'(z) = O ,  il faut 
trouver les valeurs réelles de x et y q u i  pcuvrnt annuler à la fois 
Pet  Q. 

On peut rcgardtr x et y comme l'abscisse OP c l  l'ordonnée N P  

Y d'un certain point III; et lorsqu'on pro- 
pose de résoudre l'équation f [ z )  -0,  la 

D<$ question revient à chercher les points dont 
1i:s coordonnécs son1 te1lt:s qu'en lrs  suli- 

hl stituant h la place de x e t y ,  l'on ait h la 
fois P=O, Q = O  Ces points sont en quel- 

O1 
P x que sortc une rcprhentation géomctrique 

des racines de l'équation, ct, p u r  abrhgcr, 
j'appliqucrâi le nom de r a c i n e s  à ces points eux-niemes. Si l'or- 
donnk y est zéro, le point NI est placé sur l'axe des abscisses, 
cl  alors la racine est récllc. 

Sracons dans lc  plan des cuordonnées x et y un contow fcrmb 
quelconque ABCD. On peut demander s i ,  dons l'intcricur de ce 
contoiir, il y a Ucs points pour lcsqucls P et Q sont nuls à la  fois, 
ct combien il y en a : o u ,  plus brièvement, on peut dcrnnndcr 
comhicn, d;iris I'iiitéricur de cc coiitcur, il y a dc rncines do 1'i:- 
quatim f,r) = O .  Pour rksoudrc cctte queslioii , 11. CACCHY a donne 
le \hioreme dont il s'agit et qui s'thionce comme il snit. 

P 
Coi~siri'érez le r a p p o r t  - = R , et srrpposez yu'il  IL'^ ait szw le 

Q 
conto~crnuc~rrr  p o i n t p o u r  l e y u e l  P et Q s o i e r z ~ z i r a  cn nz6n~c t e / r ~ p s  : 

pour clauque point de ce contour, le rapport R aura irne valclrr 
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~ é t e m i t z i e .  Si l'on szd Ze contour AISCD 3 partir. d 'ui~ point 
q~cdconque A en avttnçant tor/jours dans lenzénze sens ABCD jus- 
qu'a ce qu'on revien~re à ce même point A , le rapport R prend 
successivenzent direrses valeurs, et i l  pourra c l ~ o ~ z g c ~  de signe en 
passantpar zéro  si P devient z h ,  etpnr Pirdini si Q devient zéro. 
Soit i le nonibre de fois yue ee rapport, en s'evnnouissant et chan- 
geant de signe, passe du posit~f  a u  ~z<:gatlf; soit i' le nondre de 
fois que ce r~rhne rapport, en s'éuunouissant et changeant de si- 
gne , passe du i~ég-atif au pos i tg :  te nombre i ne Fera janznis 
moindre que i' et la dzfirence i-i' sera douùle du nonzbre des 
rucines C~~zte~zues d a m  l'intérieur du C O I E ~ O U P  ABCI). Ainsi, eu 
&s ipon t  par p le nonzbre de ces racines, et par 3 l'exclsi-i', on 
devra avoir ,u = 1. 

Le théoréme de II. CAUCHY coiisistc dans 1'6ylitk p = f 1 ; c'est 
donc cc tk  égalité qu'il s'agit de démontrer. Dans ce theoréme, on 
suppose qu'en aucun point du contour P et Q ne sont zéro à la fois, 
11 est essentiel aussi d'observer qu'on ri'y doit tcriir aucün compte 
drs changements dc signes que peut bprouver le rapport R en pas- 
sant par l'infini, et qu'on ne fait aucune attention au cas où cerap- 
port devient ~ é r o  sans changer de signe. 

503. Lc tliéor&me est évid(3nt si ,  dans lJinli.ricur du  contour et 
sur le contour meme, on n'a jamais P = O : alors en effet on a 
p = O , A = O ,  et par s u i l c p = ~ l .  
. Cctte ègalite est encore salishile lorsque, dans l'intérieur du 
coritour ct sur le contour mc'rncx, on n'a jamais Q =O.  Alors le 
nombre y est encore zéro, et jc vais prouver qu'on a aussi ,A = 0. 
En effet, le rapport R,  quand on aura fait un tour entier pour 
revenir au point de départ, devra reprendre le mCme signe qu'il . 
avait d'abord, au commrnccmcnt du  n~ouvemcnt ; donc, à la fin, 
il aura passé autant de fois du positif au négatiî que du négatif au 
positif. En outre, A chaque changement de signe, R aura dùs'é- 
vanouir, puisque l e  dénominaleur Q est supposé nc pouvoir pas 
devcnir zéro. Ainsi, dans Ic CAS dont il s'agit , la différcnçc A= 0, 
donc l'égalité ,L = est satisfaite. 

504. Considérom maintenant un point M dont les coordonnées 
a et b satisfonl A la fois aux équations P = O et Q = 0 ,  ou, ce qui 
est la meme chose ,  que la valeur a-;e a + 6 vq soit unc ra- 
cine , simple ou niultiple, de I'i?+mlion f(z> = O .  Tracoris autour 
du point FI un contour convexc : si polir chaqlre point N I  dc ca 
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contour, l e  rayon vccteur JiN cst suffisammrnt petit. on va prou- 
ver que, pour ce contour, l'égalix! p=:a doit avoir lieu. 

Posons MN =p rt nommons o I'anglc de ce rayon vecteur avec 
i'asc d m  x. Les coordorinérs du point N seront z= a +p cos - 
J'= O -+ p sin CJ ; et par suite la valcur génPr;ile z = .T + y V- 1 

dcvicnt z = ( n + b V = i )    cos^ $ V z  sin 6,). En posant' 
u t  6 V z =  et (cos u f sin o) = O ,  on ~iourra  écrire 
simplement x = k $  O ; et la substitution de cette espression chon- 
gcraJ(z) eu f (k-bQ).  Si ensuite on développe eL si on observe 
que f ( k ]  ==O, il viendra 

Par la forrüulc de  IOI IVRE ( 1 2 4 ) ,  on a 
G = ?  ( c u s w + v ~ ? s i n o > ) ,  -- 
( ia=pi(~os(i~f V ~ ç i n ~ ~ ) 1 = ~ o ( ~ o ~ ~ ~ + V - l ~ i n 9 ~ ) ,  
6 3 = P 3 ( ~ ~ ~ o $   s si no)^=^^ ( c o s 3 0 i + ~ = i s i n 3 u ) ,  
etc. 

D'un autre cûté , les mulliplicateurs des ditrérentes puissances 
de G se prfitent à d ~ s  trar,sforniations qu'il importe de remarquer. 
Par exemple, au  moyen du calcul algébrique on pourra mettre 

f ( k )  sous la forme . 

C 
Alors observons que lcs quarrks des fractions 

d 

vc"+s' vë"2 
font une somme égale a 3 ,  de sorte qu'onpeut regard& ccs fractions 
conimc le cosinus ct le sinus d'un méme angle a,. Faisons aussi -- 
Vc" dd" =nl,; rt l'on pourra écrire 

par conséquent on aura 

f ' iQ  
7 Q = ~ l . f c o ~ a . +  V z s i n  z, ) x p ( cos + v z s i o  *) 
I 

=nl,p [cos ( W  .f O,}+ V z  sin (w+z,;]. 

Des lransfor mations parcilles peuvent se Caire sur les termes qui 
cmlicnnent Ice diverse3 puissances do e 1 dc sorio qu'on peut écrira 
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f '~d- , , l /~ i )  = A L p  [cos ( O  4.4 + ~ z f s i a  ( @ - t a , ) ]  

+ fil,?' [cos (2w+a,)+ V -Tsin (24-2,)] 

+ M , ~ ~ [ C O S  ( 3 4 -  uJ+ ~ x s i n ( 3 ~ + ï , : ]  
+ etc. 

ljans cc tléveloppernent mettons ensemble lcs tcrmes rCcls, c l  
aussi ensemble ecux qui contiennent V I T .  Oo aura ainsi les 
quantités di.;ignées par P et Q, savoir i 

p= M,?COS (o f z,) + M l  COS (2w+a,) + etc., 
Q=M,psin(w f a,)-+-M,p'sin(2o+~~{-etc. 

Lorsque k ou a + 1i est unc raison simplc , le  po1ynoi:ie 
dErivt'y(k) doit Gtre diffërcnt de zkro; donc l'une au  mciris des 
quantii(6s dbsignt'cs plus haut par c et d doit etre dilTcrcntc de 
zero ,  ct par suite Mx aussi est difltircrit de zero. Ce cas est cclui 
qu'il convient d'cxamincr en premier lieu. 

505. Pour dt'rerminer lc degré de petitesse du rayon veclcur p ,  
posons 

Dksignons aussi par 1 un arc quelconque, pris arbitraireinrnt dans 
le  preniicr quadrant : on pourra Ccrirc 

et alors j c  siipposcrai que I r  contour sonvcxa tract' autour du . - 
point ICI soit tcl qu'en cliacun de ses points Ic rayon vecteur? soit 

b1,cosl 81,sin X 
moindre que la plus petite dcs trois quaniitcs i ,  -, --;-. 

S 5 
Cela posé, lcs tcrmcs qui  cotaposent S sont tous posilii's ct rcs- 

pc.clivcmeut plus grands quc ccux qui leur corrtymiidonl dans S' 
sr S" 

et Su ; docc lcs fractions - ct - scront, en grarrrlcur ahsoluc , s s 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C;É(>METHIE ANALY~IIJUC A  EUX D I L I L ~ ~ I O S ~ .  365 

t i m  et > 4 ; donc P aura Ic signe de son premier t e m e  pour 
toulcs lcs valeurs de o qui  rciidront , cn grandew absohc , 
COS(G~+Y,)> COS>, ce qui arrivera quand l'angle C.I f a ,  sera com- 
pris enlrc H-X et H+X, ou cntrc 2II-X et  2II-j-i. (ITrcpr~sculc 
la dcini-circonfbrcnce) ; et parcillemerit, Q aura aussi le signe de 
son prcmicr terme pour toutes les valeurs de w q u i  rendront, en 
grandcur absoluc, sin (o+ 1,)  > sin,., ce qui arrivera quand l'an- 
gle o+ï, scra compris entre ). e t  11-1, ou cn:rcH+)i cl 2H-?,. 

En conskpencc Ccrivons le tableau ci-dessous , 
Arcs u + 2,. ., . 1, H-X , II+ h , 2H-1, EII+X, 

SigiiesdeP..,. + - - f $., 
SignesdeQ ....+ -/- - - +, 
SiçhesdcR ....$- A i- - +. 

On reconn;itlra sur-le-champ que dans Ic prmic r  inlervallc , 
cclui de a H-b, le signe dc P devra changer dc manifire qu'a- 
prbs avoir commençc piir Clcc -+, il finira par Btrc -, tandis 
quc le sigiic do Q restera constamrncrit +. Do:;c dans cet intcr- 
valle le rapport R devra en s'évanouissant passer unc fok de plus 
du positifau négatif que du  nCptif au posiiif. 

Dans lhtcrvalle de fi-h à II f h ,  1' est constamment négatif, ct 
Ic signe dc Q p m t  changer une fois ou plusieurs ; mais dans Ic 
Ihéorkme on nc doit considérer quc lcs charigcmcnls dc signc dc R 
qui ont lieu lorsque P passe par zc'ro. 

Dans l'iritcrvallc de H+A 911-1, le sigric d r .  P chaiigc dc tcllo 
sorte qu'aprks avoir commencE par Ctrc- il Gnit par 6trc + ; 
mais dans ce mCme inlervallc Q rcste co!istrtnmcnt négatif; donc 
Ic signe du rapport A nc pcut changcr que par 1'Cvanouisscmeiit 
dc P ; r t  coinrnc i l  conimcnce par dtre + et  finit par Ctrc - , il 
s'ensuit que le nombre dcs passagcs dc f -surpasse d'une 
uriiic le nombre des passages de - à +. 

Quant au dcrnicr inlcrvallc , cdui dc  2FI-2. ii gI+). , on rcnar- 
qucrnquc si R pcut y c1i::ngcr de signc cc nc sera puin: cn pnssant 
par zkro püisque P y rcsle coris:amnient posilil. 

Ainsi, après quc le rayon p a parcouru unccircorifërence enticrc, 
on a siniplcincnt 3 =2. Comme l'int6rienr du contour ne renfcrmc 
qii'une sculc racine on a j ~ = i ,  et il cst évident q ~ i c  l'@pli16 
p = f 1 ert aalisfiiilc. 
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506. 11 fant euaminrr, en sccond lieu, le cas où la  racine k on 
nf b V- 1 serait mulliplc d'un ordïc qwlwiiqnc 7 2 .  Alors les n 
polynomes dérivés f '(Ir) , f "(X). . . , f(")(~) sont ~h ; par suite 
les motiuliis M,, I t T  ,,.... Mn-, sont zdro aussi , et les valeurs de P 
ct Q son1 

P = hI,olL COS (mf gn) +i\fn+ipn+' COS [(n + i) O $ rn+J +etc , 
Q=RI, sin (IZW f x,J f MN+, p n f ' s i ~  [[IZ 4- i > w  + u+,] -1 etc. 
Divisons par rn" tous lcs lcrmes A pariir du sccond , dcsignons 

par S l a  sommeMn+,+Mn1,+. . .., et ,  en nous scrvaut encore du 
memc angle auxiliaire ), bcrivons P et Q sous celte formc 

En raisonnant encore ici comma dans le cas où la racine n'était 
point multiple, nous choisirons lc contour convexe, qui enveloppe 
la racine, de maniere qu'en chacun de ses points le rayon p soit 

Mn cos X fil,, sin1 
moindre que la plns petite des trois quantités 1, - s ' ;  s R 
alors uous reconnaftrons que P prendra des valeurs de mFmc 
signc que son prcmirr tcrme quand on aura cos ( ~ ~ u + ~ , ) > c o s ) ~ ,  
ct  que Q prendra anssi des valeurs de meme signe quc son premier 
terme quand on aura sin (nt,,+ 2,: >sin 1. 

I l  y a donc encore lieu à considérer les v a h r s  de l'arc n w + r ,  

comprises dans les intcrvallcs de la suite 1, 11-1, Zl f 1, 2I-1-1, 
2Hf 1. ; mais ici il faudra pousser celte suitc jusqu'a %rH -1 et 
2nII+A, a6n que le rayon parcourre une circon2rence entière. 

D'aprés les raisorincrnerits d u  numéro précédrnt, le3 intcrvalics 
de rang pair, comme celui de II-X a H+b, donneront des chan- 
gemcnts dc signc du rapport Rqu i  seront produitspar l'évanouis- 
sement dc Q et non p w  celui dc P; de sorte que ces changcinenls 
de signe ne doiuciit t%re ici d'aucune considCration. Au contraire, 
dans 1rs intervallcs de rang impair, lc  signe de R ne cliangera 
qu'avcc l'évanouisscment de P : or, le nombre dc ces ir,tcrvlillcs 
est égal a on, et daiis chacun d'eux, le nombre des passages de 
+ a - l'emporte d'due unité sur celui dcs pa\sngcs dr: - B  4- ; donc 
3 =%L. D'ailleurs i'bqaation donnCc adrncttarit IL racitics Cga!cs 
a k, on doit avoir ;, Z= r i ;  donc lli.gilité y= ;'I est encore v6rifiS.e. 
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507. quand le théoriirrie a lieu pour deus  contours ABCDA, 
I X B D ,  qui ont uric portion commune DG, 

Y E  il doit avoir lieu égalcinent pour le coii!our 
toial AUGEDA formé par leur réunion. 11 
est ciair en efkt qu'cn parcourant ARCHIA, 

\ Irs changements de signes de E qui pour- ,?, ront avoir lieu de c en D auront lieu aussi, 

mais en ordre invcrsc, lorsqu'en parcou- 
A rant DCED on ira cic D cn C. Doiiç en 

-7 désignant par A' et A'' les valeurs dc A rela- x 
[ives aux deux contours partiels, et en con- 

s~rvard a pour la contour tolal, on dcvra avoir A =&'+ -\". 

Nommons ,p' le  nombre des racines enveloppCcs par le premier 
coiilour, p" lc nombre des racines enyelopp6cs par Ic deuxieme , 
et p le nombre des racines cnveloppécs par le contour entier, 
on a Cvidemrnent y=  !A'+ ?". Or, puisque le théoréme est suppose 
vrai pour Ics deux contours siiparément, on doit avoir p'=;h', 

i;'=;-\"; donc p'f p"=ii14-  :lu, et par suite ;=:A. Donc le 1hC.o- 
r h e  est vrai pour l e  contour total. 

Si on avait un nombreqoclêonqucde contours juxta-posés, pour 
chacundcsquels le t119orBme eût lieu, il devrait avoir lieu aussi pour 
Ic contour total forme par la réunion de ceux-là. E n  efi'ct, aprFs 
avoir réuni en unseul deux contours juata-posds, on peut réunir le 
nouveau contour avec un troisième qui lu i  soit juxta-posé; puis 
encore le nouveau contour avec un qaatriémc, et ainsi dc suite : 
d'aprks re qui vicut d'élre dit plus iraut, le IhEoréme coutinuera 
touj~urs d'avoir lieu. 

508. Enfin supposons qu'un contour quelconque soit donné : on 
pourra toujours le diviser en contours partiels dont les uns seront 
trac& autour de ciiaqiie racine et assujcltis aux conditions du no 504, 
tandis que les autres ne renfermeront aucune racine et scront assu- 
jettis aux condilions du n' 503. Or, d'après le numéro précédent, 
le théorkrne étant vrai pour chaque contour partiel, dcvra i'étre 
aussi pour le contour propose. Ainsi se trouve démontré le theo- 
reme dc RI. C.~ucrru. 
509. De ce Ihéorérne dEcoule commc conséquence que I'équa- 

t iou I [z )=o,  a rn racines d e  la f o r m e  a + b V? e t  n'en a pas 
t lnvui~~rc; .e.  En effet, autour do l 'origim.0, tracons un ccrclc 
d'iin très-grand rayon, et cherclions combien il y a de racincs 
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comprises dam l'intcrieur de cc cercle. Soit p un rayou quelconque 
dc la circonfërcnce, et w l'angle dc ce rayou avec la ligtie dcs x ,  
on aura x =p cosw ct y =  sin w ; donc 

f ( x t y v Z ) =  ApTn [ C O S I ~ +  v=i sinmw] 

+ ~ p " '  [cos(nz-l)~+ sin ( n b - i ) ~ ]  +etc, 

Chacun des coeficictils A ,  U , . .  p u t  Ctre mis sous la forme  cos r + ~ ~ i ~ i n î ; ,  et par suile ce d6veloppcment pourra s'icrire 

c o s ( n ~ o f  a )  S" 
cos A 

Nous supposerons qüc Ic rayon : ait  616 pris p!us grand quc la plus 
S s 

grande des trois quantilës 1 - -- Alors on voil quc lc ' ïkos i '  Usini '  
signe dc P scra semblable à cclui dc son prcmirr Lcrrnc louitis 1rs 
fois qu'on aura cos [ ~ m  + e)>~oS 1. ; et de m h e  lc  signc de Q seLa 
cclui dc son prcmkr terme toutcs les fois qu'on aiira s i n ( t n ~ ~ +  r )  

>sin;.. C'est pourquoi jc considhre la suitc dcs arcs 

1, If-)., Tl+)., 211->., 21I+l. ,..... 2inII-1, 2 1 ~ s I i f  1 ;  

et en raisonnant cornmc au no 505, on rxonnakra que le nornbrc 
A = 2 m ;  donc p= 71" donc 1'~:yuntion y r . o p ~ ~ &  n m racitres el rr'cn 
a poirlt d u u a n t q c .  

510. J e  n'expliquerai pas ici comm:iit on pcilt conndlre l 'ex- 
cès & pour un contour donné : sur ce point jc rcnvcrrai a u  Jour- 
nal dc Illu~hénzatigues de nI. L ~ o c v m x ,  août 1836. 
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CHAPITRE XVII. 

;il .  PROBLI~ML 1. Trouver l'èquahon d u n e  seciiolt conique qui 
passe cinq poirtts dom& 

Choisissons lcç arcs de coordonn~es de manifire que chacun d'eux 
mnlieunc deux dm points donnos, et désigrions par y' ct y'' les or- 
données dcs points A et B (fip. 230) situ& sur la ligne dm y, par x' 
el x" les abscisses des points (; et D situbs sur la ligne des x ,  par x'" 
et y"' les coordonnées du cinqiii6nic point E. 

On exprimera les condilions de la question en substituant suc- 
cessivement les coordonn6es de chaeun de ces poinls, a la . place 
dc x et y, dans i'kqualion générale 

[Al A ~ ' + B x y $ C x a + D y f  Ex+F=O. 

Les inconnues du problème sont les coefficients de l'équation LA]. 
Parmi eux il y cn a loujours un qui reste arbitraire : supposons que 
CC soit F, divisons toutcs ces equaiions par F, el on trouve 

En divisant aussi l'équation [A] par F, et  remplagant alors les 
coeficicrils pac ces valeurs, on obtient l'équation demandée. 

Si ,  parmi lcs points donnés, il n'y en a pas trois en ligne droite, 
aucune des quantités x', .r", y', y", d", y"', n'cst zkro; donc Ics 
rapports prccédenfs ne  sont ni infinis ni indéterminés. D'aiUeurs, 
chacun d'eux n'a qu'une seule valeur ; donc, par cinq ~ M I I I S ,  
quand il iz'y en u pus [rois err ligue droite, on peut tozrjours faire 
pnpser une seclion coirique, ~izais on n'enpeul faire passer /u'ui~e. 

512. La tondilion de passer par deux points peut étre remplack 
24 
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par celle dc touclicr une droite eri un point donné. Par cxçniple, si 
on dcmande que la section conique toilchc l a  droite ()S. au point A, 
il faut supposer dans lmf~rrnules  P:+cOden~esy"=y'. 

513. Si on veut lrailcr immédiatement la qucstionavec ccltc nou- 
vcllccondition, il faut faire d'abord x s  O dam [Al, ce qui doiinc 

et cxprimet ~nsuitc qticcesdeuix valeurs sont égala  by'. On trouve 
I3 

ainsi les dcux Çqsatious IY- 4 h F -  O et - - - y' .  
2A- 

51&. Si on veilt tpc  la sectinn coriique soit une parahle,  on doil 
avoir ]Ca-~AC===O, ct il ne faut $lus qud qnRrre cooditions pour 
dklermiwr la caurbe. On kcat ehtoi-e ksgrimcr ~hiddiatvmeht 
cette supposition dans f&ualioti [A.] en p k e ~ a ~ t  titi carre pour les 
trois tepmes du secofid d~grc; (233). Alors cette cqudtion prend la 
forme A?'+ 2ACxy+ CPx2+ Dy + Ek+ F e  O ,  qui ne peut 
convenir qu'aux paraboles. 

525. P R ~ B L ~ M E  II. So2ent (fig. 231) RAR' ér SBS' deux angles 
d o ~ m i s ,  qu'on fait tourner autour de  lear,s sarrzrnets Je maniire 
qui Ics côt is  AR' e t  RS sr: coupent toujorm sur  utze droite ou di- 
rectrice donnie LL' ; res irztersectiom s i t cc~ss iws  des deux autres 
c 0 t d  déterntinerzt uze courOe don& o n  d e n c a d e  I'i'qua~iou. 

Preiioris le$ rib~cisses sur la droite x'x qui passe par les sommets 
k et B ; et tes ordonnées sur la perpendiculaire Ay. La directrice 
LL' étant donnec, je représenterai son équation par 

y= a : " -p ) ,  

et q G, SW& des quantites connues. De plus, jc fwai AB = d i  
tang RAR', a ,  tang SUS'= O .  

Suppowsffla&aanl que h s  angles soient dans une position 
quelcorique, que hs  cbtes AR et BS se coupent en M ,  rt que, sui- 
vant les conditions de I'énonc6, les chté$ AR' et BS aillent rencon- 
trer LE au mEmc poi~f N. DCslçnons les coordonnecs du point M 
par x c t y ,  et ccncs du point par  2 eety' .Il y aura troid dondilions 
-à exprimer : I d  qüe le point N est sur la lignc! LL' ; 90 que la tan- 
génte de l'angle XAN 6st Egak Li u ;  na que celle dc l'angle MBN 
est figale A 6. P&t ainsi qu'on parvient aux trais equ'tt' loris 
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et il n'y a plus qu'a éliminer entre cllcs les variables x' et y' pour 
avoir l'équation du licu cherché. CC lieu est one courbe d u  second 
ordrr, car l e  résultat de I'élimination est une équation du second 
dcgré, savoir : 

516. &(te équation est trop compIipuéc pour q:i*on reconnaisse 
facilement si elle est susceptible de donner chacune des trois murbes- 
Biais voici iin cas particiiIicr qui e8t assez remarqujble , ct qui IBvt? 
tolis lcs doutes. 

prenons la directrice LL' perpcndiculairc a AB , l'angle BAR' - 90b, et I'anglc S!G= O : il faudra faire a = 30, a c =, 1, = 0 .  
Mai§ avant d'introcluirc ws hypolhhsés dans l'équation, il faut 
ptéahblcment la diviser par Zn. Oc cettc nîani+re il vient' 

équation qui,  toute particulikre qu'elle est, gent encore rcpr6- 
scntcr les trois courbes. Pour en dCduire une parabo:~, i l  faut la 
diviser par d et faire cnsiiitc d= xl. 

517. Revenons à 1'Bquation g6n6ralc. Ellc est satisfaile par x=O, 
y = O, cf cela prouve que le point d npp;irlipnt à la c a u r h .  011 
auraif pu mettre roriginc dcs coordonri2es au point B, et  l'on eût 
trouvé alors quc la Courbc passe aussi pa r  c c  point. 

On peut reconnailrc, d'aprcs l'énonce, que  la courbe passc CU A 
et B , et même di.terrnirier la tangcntc B chacun de ccs points. En 
cffct, parmi les positions quc peut p r m d r e  l'angle SBS, il y en a 
unc oif BÇ est couché Sur Bx', comme l e  reprbsente l a  fi;. 232. 
$oit RAR' la position correspondante le l'autre angle : il cist clair 
que RA et SR se couprnt alors au 1 ioint A i  par conséquent cc 
point est sur l a  coufùe. On voit en ou tre que la ligne AR doit être 
une tangcntc, car clle peut Btrc consi. h k e  coiilmt une sécanlc tlorit 
dcur poirlts d'irilersccha sri111 rbue is en un scul, 

Tout cc qu'on dit du point A s'a. pplique au poii:t 6.  Aiiisi, cn 
supposant (fi;;. 233) que l'aiiglc Ri' A' ait lc côlC AR apkiliqciC sur 
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Ax', c l  que SC§' soit la position correspondanle de l'autre angle, 
la ligne BS sera tangente a la courbc, au point B. 

518. P n o n r . ~ ~ ~  III. Décrire p a r  poinls ,  ou  d'un nzouvelizenf 
Continu, une  section coniqite dont  o n  donue  cinq poiilts; puis dé- 
lerrnirrer géon~é~rizuenreizt le genre et !es éléments de cette courbe. 

Par  l e  prn1)lérne précédent, on a appris qu'en faisant tourner 
deux angles autour de leurs sommets, de rnjniére que deux c0tés 
aillent toujours se couper sur une droite donnée, l'intersection des 
deux autres cbtés dBcrit une section coniquequi passe par lce som- 
mets des deux angles. Il est clair que cette manière d'engendrer l a  
courbe permet d'en construire autant de points qu'on veut,  ou 
méme de la tracer par un mouvement continu.Ils'agit donc dc déter- 
miner les deux angles et la dir~cirice , de telle sorte que la seclion 
conique passe par les cinq points donnésA, B, C, D, E (Gg. 234). 

nIenons la droite x'x par deux de ces points, A et B ; joignons 
AC, BC, et prenons ÇAxf et CBx' pour les angles mobiles. Nainte- 
nant faisons tourner ces angles pour amener les cûtés AC,  RC, 
d'abord eii A D ,  BD , ensuite en AE , BE ; et  supposons que Ics 
cBtés A d ,  Bx', vicnncnt se couper en L après le premier dépla- 
cemcrit, et cn L' aprPs le second. Tirons la droite LLf, et prenons- 
la pour directrice. 

D'aprhs la conrtrnclion , il est éviclcnt que si Ics angles touriient 
aulour rie lenrs sommels, sans que les cbtt's A x f  et U x r  cessent de 
se rencontrer sur la droite LL', l!intcrseclion des cbtés AC et BC 
décrit une courbe qui passe aux points C,  D, E. Nous savons d'ail- 
leurs qu'elle est unc seclion conique, et qu'cl\e doit passer aussi 
en A et en U .  Cette courbc satisfait donc à la question; et elle est 
la seulc qui y satishssc, car on ne peut faire passer qu'une seule 
sectiou coriiquc par cinq poiuts (5 1 1). 

519. Pour connaître l e  genre de la courbe, rappelons qu'on sait 
trouver ses tangentes en A et B (517) ; remarquons aussi qu'il est 
permis de prÊndre Ic poirit C ,  au lieu dc I3, pour sonimct do l'un 
des deux angles, cl qu'alors o n  pcut trouver la tangente cn C. Soient 
donc (Gg. 235) AG, DG, CH, CPS trois tangentes dont la premiérc 
c o ~ p e  les deux autres en G ct en II. k a  général, les tangentes 
men6es à une courbc du  second ordre, par lcs rxtrémilés d'uiie 
corik,  von1 rcnconkcr an merne point Ic diamétrc qui passe au 
milieu de ceit? corde : donc, si par lcs niilieux P et Q des cordcs A U  
et AC, cf par les poiuts G ct TI, on mctie les droilej GG' et Illi', on 
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aura deux diamètres dc l a  seclion conique. Si ces dianlitres sont 
paralléles, la coiirbc cst unc parabolc ; clic est u n e  ellipsc, s'ils so 
coupent en un point O situé au delà dc la cordc AC par rapport au 
point H ;  elle est une hyperbole, si la corde AC laisse Ics points O 
et H d'un mCme cbté. Voyez fig. 236 ct 937. 

520. Détcrmiiions, dans chaque cas, les elemcnts de l a  courbe. 
Si elle doit être une parabole (Gg. 235), on méne les diamèlres 

Ah' et CC', parallèles à GG', on fait les nngles HAF, IICF, respec- 
l ivment égaux à GAA', 1CC' ; et le point I? oii se coupent Al?, CF, 
est le foyer de la parabole ( 4 3 8 ) .  E n  prolongeant AA' d'une lon- 
gueur AM égale au rayon vecteur AF, et en élevant ~ ~ ~ ' - p e r -  
pendiculaire sur Ah', oii aura la directrice de la parabole (425) .  
Le foyer et la direclrice s r h t  les Blhncnts dc celtr: courbe. 

Quand la section conique est une ellipse (fia. 239), on méne, par 
le centre, la droite OIC parallèle a C h ,  et lcs lignes OH, OK, font 
c~nnaître les directions de deux diarnétrrs corijugu6s. Pour en 

alS 
avoir Ics longrucurs, rappelons l n  lorrnule OH= (382), dans 

OY 
' laquellc i l  est permis de regardcr a' comme le dcini-diamètre dirigé 

suivant OH. De cette expression on tire a'= V O H  x 00. 
Si on rnùne CK parallèle à' OQ , si on prolonge OK jusqu'en 1, 

et si on rcpréscnte par o' le demi-diamètre conjugué de a', on a 
aussi li' = V O K  x OI. 

Ainsi, l'on obtiendra a' ct Ir' en construisant dcs moyennes pro- 
portionnellcs. 

Connaissant deux dcrni-diamhtrcs conjugués a' et L', et l'angle 
1101 qu'ils forment entre eux, il est facile d'avoir les demi-axes. 
En effet, si on représente lcs demi-axes par a el O, et qu'on fasse 
HOI=?, c n a  (35ij 

Si on ajoute d'abord à la seconde équation le double dc la preniiérc, 
et si ensuite on le retranche, il vient 

(a  f L)' = a" + 0" --t 2nfb' sin y, 
( n - li)' = a" b'" 2enft' sin -/ ; 

par conséquent on a 
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Ces radicalik SC construisent élégamment par les propribths des 
triangles obliquangltis : en dkignanl par A et B 'lcs lignes qu'ils 
représenteut , on aura n = :A + f B  , O = t A  - f R .  

La direclion des axes cst encore inconnue. Pour la dçterrniner, 
il sunit de trouver les foyers de l'ellipse. Or, on sait (332) queles 
pieds des perpdicului res ,  mendes des foyers sur  les tangentes, 
ont pour lieu géométrique l a  circorifërence décrite du centre dc 
l'eliipsç, avec un  rayon egal au demi-grand axe : on peut donc 
décrire cet& ~$rconî6rence, puis &ver dns perpendiculairt?~ sur 
lcs tangentes AH el JIC , aux point? où elles sont rcncontrkcs par la 
circonference; et on connaîtra les foyers F et I;'. 

Enfin, sila section conique doit être unehypcrbole, on dktermine 
d'abord, conme pour l'ellipse, deux diarndres c:onjiigués; puis on 
construil les asyniptotcs ((LOG), et ensuite les axes (409). 

521. PILOBLÈME I T T .  T r o u v e r  l a  courbe que dkrit  le sommet d'un 
angle droi t  dunt les cetCs sont toujours tangerits à icrre sec fi or^ 
coniqire. 

Condérons  d'abord I'el!ipsc , dont I'kquation est 

1.1 @'y2+ bax'= a'b'. 

D6signoris par XI, y'> et x", y', les coordonnées dcs points où 
l'ellipse est toychhe par les c6Lb de l'angle droit : elles dqivent sa- 
tisfaire à l'équation [el ; on a donc 

[il asy" f bax '2=a2ba  , 123 aqyl" + b ' ~ ' ' ~  = alV. 
Soient x et y les umrdonnEes du soinqel dc l'angle, elles doivent 

eatisfaipo aux équations des tangenles : on 3 danç aussi ( 3 1 9 )  

[3] n y y f +  laxx'= a"', (4.1 asyy"+ b%xIf ~ ~ " 6 1 .  

Enfin, les deux tangentes devant faire entre elles un angle droit, 
e l  les tangentes Lrigonomélriques des angles qu'elles [ont avec l'axe 

b2x' blx" 
des x étant - -- et - -- (319j, on a eiicorc 

n'y'  a>" 

On a ainsi cinq équations pour exprimer t o u l ~ s  les popditions du 
problfirne. Ellcs rrnfcrrnent six variables, x ,  r ,  X I ,  y', x", y" ; et ,  
pour avoir la courbe cherchce, il faut Cliinincr, entre c e s  cinq 
équalions , les qualre quantitds x', y', a", y". 
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Si on Bliminc y" antre pz] et [4), il est évident qu'on trouvera qqff 

une équation toute semblable 4 la prkédcnte. Cela prouve que 
x'et x" sont les deux racines decettcéquation. Or, le derniek tcrrne 
doit 6Lre kgal ou  produit des cjcux racines i donc on a 

En commenpnt le calcul par 1'8liminatioq de x', on trouverail qç 
la m h e  mariicrc 

Mettons ces vnlmrs dans I'bquatiou [5], et il vicnt , pour l a  courbe 

6quation qui rcprdscnte l e  cerclc circonscrit au rectangle eonstrnit 
sur les axes de l'cllipro (fig. 260). 

Pourrésoudrela qucjtioq j l'égard dcl'hyperbole, dontl'équatiori 
est aly'- L'x' = - a'b', il suffit de chaiigcr partout lia en - L'. 
II vient y'+ x'c= na-,- Vu", équation qui représerite encoro un cercle. 
Si b=n, cc ccrcle oe réduit à un point unique ; et il dcvicnt irna- 
ginaire si G est >a. 

En appliquant à la -parabole, dont l'équation est y'= 2 p x ,  les 
calculs qui ont été faits dans le cas dc l'ellipse, on trouve, pour la 
ligne dbcrite par le sommet de l'angle droit, x = - ip  : cc qui 
donne la directrice, ainsi qu'on devait le prihoir ( 4 k 3 ) .  

522. PEOBL~UE 1.. U n e  ellipse étaat clannée (fia. eki) ,  portez 
sur le g r a n d  a x e ,  à parlir du  centre, une d i s t a m e  AH f kD 
à l a  dentz-sonune des a x e s ,  et décrivez un cercle sur AU comme 
dianzètre; p a r  l'extrrl.rniti: du grnad  axe la plus voisine d u  centre 
d u  crrcle,  menez u n e  corde BBH' &LIM ce cercle, et  tirez les d ia-  
mètres d e  l'ellipse, AR et AR', y uipasseirt p a r  les extrinzités de 
cette corde. I m a g i n e z  ulors que les y o i n ~ s  41 et 11' se niersuent sur 
AR et AR' snns gub 133' chunge de grandeur : le point de  cette 
ligne, yu i  coinciduit  d'ubord avec 1'~xtrérnité 1: dr tgrnnd  a x e d e  
I'eiliyse , dccrit rrze courlie dont on cZentnnrfe l'+untion. 
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Soit HII' (fig. 251) une position quelcoiiqne de la druite qui se 
meut dans l'angle RAK, et M celle du point qui décrit la courbe. 
J e  prends AR et AR' pour axes des coordonn8rs, jc mène MP, MQ, 
parallèles à ces axes, et je fais AP= x', RIP=yl, DIH= c, NH'=d. 
A cause desparalkles,on aA1I : c f  d:: xl:d ,  AII1:c+d:: y l : c ;  

( c + 4  z' > *H3 donc AH = - (4-4 Y' 
d c 

Le triangle ATIH' donne AII" +AIT"-BAH x AH' x cos RAR' 
c H H " .  Mcltons dans cette égalité les  valeur^ de AH et AU', 
remarquons que HH'=c +O! ct faisons RAR' = 0 ,  il vient 

On voit déjà que la courbe cherchée est une ellipse qui a meme 
centre que l'ellipse donnée. 

Faisons (fig. 241) AB=a, BD=b, angle BAR=a,  et cher- 
chons les valeurs de c, (2, cos s. Pour cela, joignons DI1 , menons 
BI parallcle a DH, et BK paralléle a AH. Lcs triangles BAI, BDTI, 
sont rcchngles et doniient 

III( -BI = a  sin a ,  BK=lcosz. 

Ensuite, le triangle rectangle BHK donne 

e t ,  par les propriétés d u  crrclc, on a 

Maintenant, pour avoir cos e , je vais calculer d'abord sin BAR' 
et cosBAR1. Ilésignant BAR' par a, et remarquant que DAR' 
=lIHK, je trouve, par l e  triangle IIKB , 
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En substituant dans l'équation [Il les valcurs de c, d ,  cos 0, il 
vient, pour la courbe cherchée, 

Poiw comparer plus facilement cette conrbe avec l'ellipse don- 
née, rapportons aussi celtc derniére aux lignes A R  et ARr. Quand 
elle cçt rapporlke a scs axcs BU', CC', son hquation est 

Les formules par lcsquclles on passe des coordonnées rectangulaires 
aux coordonnées obliques de meme origine, sont 

Par 2' on représente i c i k  méme angleBBR1 que plus haut. maisz = 
360"-BAR; de sortc que si on veut continuer a dfisigncr B-4R 
par a, il faut changer uen 3600 -2 dans Ics formulcs prPckdciitcs. 
Alors cos= ne changera pas, s i n ~  deviendra -  sin^ ; et, en rcmpla- 
gant ensuite sinzr et cosa par leurs valeurs, on aura 

uyr sin r 
x= Z ' Z I £ O S ~ +  7 

V a Y  sinsa $6' COS'@ 

En effectuant la suhstitulion dc ccs valcurs dans l'équation [el, on 
trouve un résullat identique avec l'équaiion [2] ; donc la coiirbe 
cherchie n'est autre  q u e  Pel lk~se  donnée. 

523. PROBL~NE 1'1. ktatant ~ O I L I Z ~  u n  angle  yoz ( f i g .  24.3), et d e u x  
points A e i B  sur  les c6tis d e  cet angle ,  onXilit ~ n o u v o i r  une droi te  
S T ;  d e  nzuniére rjue les l ignes OA et OB soient torljorcrs coupies 
suivnnt la proportion AP : PO : : OQ : Q U .  Les intersections conti-  
r~uelles d e  la droite Si' avec e l l e - n h z e ,  considir ie  d a n s  sesposi-  
t i o m  successives, déterminent une courbe a Inquelle ST est tou- 
jours tangente,  el d o n t  on demande  I ' iqunlion. 

Divisons A 0  et OB en nz parties égales, nt étant un nombre 
qu'on pourra supposer aussi grand qu'on voudra ; prenons les dis- 
.tance AP et OQ eornpskes , diaeurie, d'un mmhr@i n de m divi- 
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sions, et nmions la droilc PQ. hicnons aussi la droite P'Q' qui in-  
terccptc sur A 0  et OB unc division dc plus que PQ. Les deux 
droites PQ et P'Q' sc couperont en un  point SI, dont la position 
dfiperid des rioniiires rn (11 T L .  Si on filirriirie d'ahorii l'iridi'tcrinirik n 
~ n t r c  les éqüatioiis de ces deux droites, l'équation rt?sultante sera 
celle du lieu qui contient les sommets du polygone 1\13l111" ... 
formé par les positions succcssivcs de la l igie  PQ, lorsqii'on fait 
parcouriraux poids P et Q touteslcsdivisic?ns dcslignes A 0  et OB. 
Pour établir la continuiib du mouvement on fera rn =ZO, et on 
obtiendra la pourbe cherchée. 

Prcnons les deux lignes Oz et CBy pour axes des coordonnées, 
et faisons O h  = a, OB = 6. 1)'aprcs cc qui @cède, on aura 

n a  (ni -n)  a nb 
AI>= -,OP= - , OQ = mi et par suite on trouvc LI- 

nz m 
cilemcnt, pour l'équation de PQ, 

En changeant n en n t 1, cette équation devient ccllc dc l a  lignc 
P ' q  : savoir, 

[ 2 ]  m(rn - i r  - 1 )  u y t  nz ( n f  1) 6x= [ i z t l )  (na-i.z-ij4O. 

C'cst entre [Il ct [2] qu'il faut eliminer a. Pour'faire ce calcul 
avec facilité, a n  retranche d'abord [2] de C l ] ,  ee qui donne 

De là on tire la valeur de n et par suite celle de m-n : crs valcurs 

-m (ay -b.x) + (na+ 1) al) 
m - n = -  

2a6 

et en les sulisiituant dans If], OII trouve pour résultat 

Celte kqaation donne lacourbe qui contient lcs somrncts diipolygoae 
n131'fiIr". . . Pour passer à la courbe chercliéc, il faut  faire nc ==" ; 
et il vient 

(ay-lix -ab)'-4nb'x= 0, 

équalion qui rqréiaenla une parabolo. Lq courbe doit passer en 
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.4 et B, el avoir pour tangentes O h  et OB : en effet, l'fiquation 
donne pour x deux valeurs Cgalas à a quand on fait y = O ; et, pour 
y ,  deux valeurs bgaies a. O quand on fait r = 0.  

Conmissant dcux poinls de la parabole, et les tangcinlcs en (:es 
poink , on construit facilemerit les iiliiments de cette courbe (500). 

Si on veut les trouver par le calcul, on cherchera deux axes rcc- 
tanplaires qui réduisent l'équation de la parabole 'à la  formc 
y'= 2px : c'est une simple trarisïormation de coordonnées. 

524. Je proposerai encore les énoncés suivants. Le lecteur est 
prié de tracer lui-meme Ics figures. 

1. THÉORBNE. Si on prend les cercles d'une sphère pour bases de 
diDrérentçcBneS, et l'cxtrémilé d'un rayon pour sommet commun 
de ces cbnes, tout planperpenciiculaire à ce rayon coupera les c0ries 
suivaii t dcs cercles. 

II. Trrilonéve. Le rectangle fait sur les parlies d'une tangenle à 
l'ellipse. ou 5 l'hyperbole, comprises entre le point de contact et 
deux diamètres conjugués , est égal au carrb du drmi-diambtrc 
parallèle à cette tangente. 

III. Tiiéontnre. Ayant liré une secante qiiclconque par deux 
poinls A èt il d'iiric ligne du sccoiid ordre, nieriez dans cette ligne 
une suile de cordcs parallèles qui couperit la sécante : le rectangle 
des dcux segments de chacune des cordes sera au  rectangle des seg- 
menls correspondants de la sécante dans un rapport constant. 

IV. THEOKBNE. Lorsqu'une droite de longueur constarite se meut 
de rnaniike qiieses extrémités soient toujourssur les dcux @tes d'un 
angle donne, on sait (520) qu'un point marque h volonté sur cette 
droite décrit une cllipsc. ConsidErcz cette droite dans une quelcon- 
que de ses positions ; élevez, par ses deux ertrémitks, des perpcn- 
diculairrs aux deux cbtés de l'angle donné; puis, menez par le point 
dbcrivant une normale à la courbe qu'il trace : cette normale et les 
deux perpendiculaires iront se rencontrer au  piéme point. 

Aux droites qui dirigent le mo~ivernent de la droite mobile, 
substituez dous polygones; puis, à ces polygones, fiubstituez deux 
courbes : il est clair que la proposihri subsisie encore, pourvu 
qu'on prenne , a u  lieu des pcipendioulaires iiievees sur. les droites 
dircclrices, les noriuales aux courbes qui les remplawnt. 

Y. T~i?,ouÈbis.Si on a deus  lignes concentriques d u  second ordre, 
la  somme des car& de.trois diamètres conjugues quelconques de 
la première, divises respecliveii~ent par les carres des trois diam9- 
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trcs de la seconde compris sur les directions de c ~ s  trois diamélres 
conjugu6s , est constante. En prenant une circoi!I~5rence pour la 
seconde courbe, on rctronve une proposilion connue (330, 400). 

VI .  P R O G L ~ ~ E .  Un point O étant donné dans le plan d'une section 
coniqiic ABIM'A', menez, par ce point, des sbcantes, telles que 
OMM' qui rencontre l a  courbe en ni et Ri'; puis, considlrant une 
sécante particulière OAK qui rencontre la courbe en A et A', tirez 
les droites AM,  A'AI', dont les prolongements se coupent eii N: et 
les droites AN',  A'M, qui se coupent en W. On demande lclieu 
géométrique des points N, et celui des points NI. 
Y11. Puol;i.il~e. Lu point O étant dciniié dans le plan d'une sec- 

tion coniqlie, rnencz unc sdcanlc quelconque 033N qui rencontre 
cette courbe en 31 et N, puis divisez-la de telle sorte qu'on ait 
0M:Ollr : : PX:Pi\r'; on demande le lieu des points P. 

VIII. P n a s ~ é m .  Trouver le licu des poiuts qui divisent en 
moyenne et extrême raison les droites menées par un point donné, 
et comprises entre deux droites donpkcs. 

IX. P~oer,kriie. Trouver, daris le plan d'un polygone, le lieu des 
points tels que la soüime des cnrrhs dcs distarices dc chacun d'cm 
aux sornme~s du polygone soit égale à un  carré donno. 

Y. Pnou~Ba~. Trouver, dans le plan d'un polpgone régulirr, la 
lignc dont chaque point est tel, que la  carrés de scs distances aux 
cOtl;s du polygone fassent une somme égale à un carre donné. 

S I .  PROBL~YE;. Etant donnés un parallélogramme et une droiie, 
conslruire, ~ v e c  la règle et Ic compas, les points où la droite serait 
coupée par une ellipse qui touçlierai t en leurs milieux les cûlls du 
paran6logramrne. 

XII. Pnonr.me. E ~ a n t  donnés un triangle DEF et  un point O, on 
demande de mener par ce point une droite OABC, qui ren- 
c,ontre les trois cOtés DE, EF, DF, OU leurs pro!ongemcnts, en 

i 1 1 
trois points A ,  B , C , tels qu'on ait = = + ,. 

OA' OU1 OC' 
XIII. PROBLEW. Quand on veut mcner, par un poiut donné, une 

norinale à la parabole, on reconnaît que la question dépend du 
3Qcgré, et qu'elle admct trois solutions, ou deux, ou une seule, 
selon la position du poirri donne. Les points d'ou l'on peut mener 
deus normales forment un lieu géombtrique dont on dcinaude 
1'Cqiiation. -- .-AS 
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A TROIS DIMEIYS1OPI:S. 

CIIAPITRE PREMIER, 

Projeciion 1ial:airc &un s)-&me de droites, 

j a s .  Soir OX (pl .  X ,  fis. 1) unaxe ou droite indéfinie et AB une droi te  
de longueur ilétermiriée , laquelle peu t  n'être pas dans u n  même plan avec 
OX : si on niéne A R  parallfle i OX, l'angle BAR est celui qu'on p rend  
pour l'aliçle rie la  droite A B  avec l'rixe OX ; et s i  on abaisse sur cet axe les 
perpendiculaires AA' e t  Un', la distance A'nr est ce qu'on nomme lap i -o-  
jcction de AB sur OX. F'aisoris l'angle BARI  x ,  AR = l ,  AIB'=p ; p a -  
rallèleinont C AAr menons B'D,  qui rencontre AR a u  point D, e t  jo ipo i i s  
BD : le triausle ABD est rectançle et i l  donne 

donc la proJ'ectior~ d'une droite sur icrr a.re est égale au produit de ccttc droile 
pal. Ie cusirrus Je l'ariçle p ' e l l e f a i t  avec l 'axe. 

526. ConsiciErons u n  système d e  plusieurs droites consécuiircs, t e l  que  
ACCD ( f i s .  a ) ,  et, par les sommets A , B , C , D ,  menons des plans per- - 
pendiculairea à I'axe OX : les p i n t s  A',Bf,C',D', oii ils coupent cet  axe ,  
sont les projeçtioiis de ces sommets, e t  les distances A'B', D'Cf, C f D r ,  
sont les projections des cAtEs successifs AR, BC, C D .  Menons l a  droite AD 
qui ferme le po lyçone ,  e t  que nous nomn~erons  ligne résiiltarife ou sim- 
plemcnt rdsulfantc: cet te  droite a el le-msme A'D' pour prqiection. Bési- 
g-nom par 1 ,  l', Ilf, les c6tGs successifs : par cr.al,a", les ançles qu'ils forrncnt 
avec les droites AR,  B1I1, CRn, mrnées parallelement a OX , e t  toutes dzns 
le niéme sena, coiiinie le montre  l n  fisure : par L la résultriute AD ; et 
par 4 I'cinsle DAR : les projections de ces différentes ligiies seront expri- 
niées par lcos rc , l'cos zr, l''cos a",Lcosq. Or, quand Ics angles a, II, dl', 

saut aiails  , tous les cosiiius sont positifs, c t  par suite ces produits le sont 
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aussi : d'af ikujs  est c l a i l  $u'aloA ks prdJe~tions A%\ S'CrI C'Dl, s'a- 
joutent  pour  Cdlnposéi A%' ; don? on h 

E.1 1 cos a + l'cos a'+ ll'cos a " = L  cos q. 

I\iIaii d f a d& aagies db tas ;  par exehipla + si D C R ~  04 a" est dlitus 
(fiç. 3),  i l  faut  retmnclier la  projection C'D' des précédentes, pour avoir 
AlDr. Alors aussi 1"cos a" est u n  produit  néçatif d'oii il suit que la for- 
mule  ci-dessus donris anaas la  d e u i i  dc Ar@ ad t c d  q ~ .  

E n  général, s u e l  que  soit le nombre des cûtés placés entre les sonimets 
extrêmcs,  il  es t  facile de voir q u e  les  angles obtus donnent des projec- 
tions qu'il faut  retrancher d e  celTes qu i  répondent  aux angIes aigus, pour 
composer la projection de la résultante : e t  comme l'expression de chaque 
projection est par c l l e - m é m a a d d i t i ~ e  o u  sdustracbv'e , suivaut que l'angle 
est nisu ou ob tus ,  i l  s 'ensuit que  l a  formule [2]  a toujours lieu sans 3u- 
cune restriction. 

Cette f o ~ m u l &  n'est a u  fund q u e  la  t t a d ~ t ~ t i o n  analyti1$16 dé Ce piiiicipe 
évident  par lui-même, que l a  somme der projections de plusieurs droites m i -  

sicutives , sur U R  a n  quelconqire, est igale  à la projection de  l a  ligue risuitante. 

Je  ferzi u'saaç de ce principe pour la  transformation des coordonuées daus 
l'espace : et  le lecteur qu i  serait pressé d e  connaître les méthodes employées 
dans !application d e  l'analyse air* surfaces, peu t  dé$ a présent passer au 
chapitre siiivant. 

337. Qumd 1- d ~ e i t e s  S U C C ~ S G ~ V ~ S  , qu'elles- soient dans. u n  méme plan 
am non, forment  un polygone f e r m é ,  on a L =a, el' par conséquent 
L cos+= O i donc, dans toutpoIygone fermé,  la mrnm cler projectionr des dtér 
sur un a x e  quelconque esh écale iz zkro. 

Dans u n  polygone fermé u n  abté es t  l a  résultante desantrcs cbtés, et le 
dernier choncd n e  semble pas s'accorder avec l e  précédent. La difiicoité 
disparaît en Gisent  a t tent ion que, dans l e sdeux  cas, les nriçlcs formés pat 
ce cdté, avec I'axe d e  project ion,  son t  supplckne~its l ' tm de l'autre. Ainsi, 
dans In fi,pre 2, si  o n  cons idè~c  AD comme la résul tante ,  c'est DAR .qu'on 
prend pour l ' o r i ~ l e  d e  cet te  l i p e  avec l'axe de pro'ection : et s i  AD eat con- 
sidéré comme cbté d n  polyçoiie, ce  sera l'anSle.A $ Rrrt ,  d e  même que BAR, 
CBK', DCR", son t  les ançles des cÔtEs précédents avec l'axe. 

528. l'layons I'axe de projection doris différentes situations. Prenons-le 
d'abord parallèle a la  résultante ; alors q = O e t  L cos Q = L : c'est :a plus 
çrsnde valeur q u e  ce produit poisse avoir. Si I'axe est dans un plan perpen- 
diculaire i 1B résultante, o n  a 9 =go0 e t  cos Q= o. Enfin, si 1'ali.e tout en 
cliangeant de position continue d e  faire le m8me angle aveçlri r6siiltante, le 
produit  I.cos 9 restera toujours i e  rnéme. De là les conséqiienceç suivantes : 

10 La sonin~e des projec&rrs d e  plusieurs droites corisécuiiues est la p h  
grande p s r i l i e ,  &and l ' u ~ e d e ~ r o j e c t i o r r  e s t parn l~è i e  4 la résrsltarrte ; el cetk 
somme maximum est ;gale4 l a  rdsulfante e l le -n~éme.  

no La sanznre desprojcctiorts est izulle sur mi$ les  axes >crpmdi~irlnii.es à la 
rértcltarite. 
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3 0  Ccite ronme rcsre la  méme pour taus Les axes qu i fon t  aveç la t .értdtnrhfc 

dcs ançlts égaux. 

fien~nrqz~e. On p e u t  étcndrc ce qu i  précède a u n  système d e  droite* 
disjoiutes. Mais alors il Lut coiicevoir cesdroites tronsport8ee parallèlement 
à elles-niémes bout  i b o u t ,  d e  inani6i.e qu'elles forment  une  pop.Liw & 
polj,gorie: et < i n  prend pour résultante l a  droite. q u i  achève le polysane. 

' 
5 2 9  Soit OG (fiç. 4) ana droi te  donriée, el hoicnt OX, OY,  O%, trois axes 

perpendiculaires entre  eux ; $i par le po in t  I f ,  On mbne dcs plans parai- 
lE!cs aux plans YOZ, XOZ, XOY, bn forme u n  parallélépipède rectançie 
rloi~t OG est la diaçona lc ,  e t  durit les arètes contiçuGs OA, OB, OC, son t  
Ics pojcctioils dc O c  sur Ics trois axes. Or, le carré de la diagonale d u  pn- 
rnllé!kpiiiède est c 'gJe In somme des cariés d c ~  trois côttis contigus ; donc  
LB rorrrnae des carres der projcctioirs d'urre droite, sur trvis axes rectoiiçulaires, 
est rjgale au  cnrrb de cette droite. 

Pour convertir cet &non& en fo rmdl t  , dn fera UG-!, O A = p ,  OB- y, 
OC = r ;  e t  o n  aura 

131 p2+q7+ .'=r. 
530. S on suppose OG = I , il est  évident que OA = cos GUX , 

OB= cos G O Y ,  OC=cos GOZ; par  conséquent, e n  nommant a ,  1, 7 ,  ces 
trois a n ~ l e s ,  il  vient . 
i41 C O Y ~ ~ ( + C O S ~ J +  eob7>= I : 

c'est-à-dire q u e  las angle# durte dmile nvet dmi~ axes rcctairpulairet doivent 
lotcjouri dt re  t e k ,  rfue AQ suhme des earrdc de lewzs  cosirrms m.4 ;gale à l'uiritd. 
531. Rlairitenant ptenuiis u n  systéme de droitesl,  f', i", ....., qui peuvent 

ètre consècatives au  disjointes ; nommons L la résultante, e t  supposons 
qu'on projette 1, L i ,  Ji',.. .r  sur t rois  axes rectançulaires. Si  a n  ajoute les pro-  
jx t ions  faites sur un même axe, o n  aura trois sommes qu i  devront  être res- 
pectivement i ç a k r  aux projections d e  L sur les mbmes axes (526). Par con- 
séquent, si ou nomme P, p ,  p', .... Les: projections cle L, & t J , , . . ,  s u r  l e  
premier axe; Q, q, q',.... les pmjections 6 i l ï  le secondr c t  R, r, r', .... les 
projections smr k traisièmo, on aura 

p+p'+.. .eP,  q + q f f  ... =Q, r+l% ... =R. 

Or, P'+Q7+il"- L'(5q)  ; donc 

1.51 (pf p '+- . . )a+(q+q '+ . . .Y+(r f  r ' f  ...y = L7. 
Les trois quantités p 1-pr-\- ..., q 1-q'q-..., r+iJ+ ..., diangen t  en même 
temps que  les axes rectaiig-ulaires ; mais 'l'+alité précédente prouve que l a  
sommes de leurs carris est  une srarrdeur consfnrrfe, +ale au carré de la r.tsol- 
tante, grtclle SUC s o i t  lapositioic des trois axes rectairgulaires. 

. 0 1 1  a rcmcirqué ( 5 x 8 )  la direction d e  1a.iésultarite L comme &nt  pa- 
r ~ l ! è k  aax axes sur lcsqucls la soiurne des projectionsdu système f ,  l', ... cst 
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a n  niaximum; e t  011 a v u  aussi q u e  la lonçuenr L est  précisément ce maxi. 
nium. Or ,  i l  est facile d e  détcrmiiiei. par des formules la grandeur e t  la direc- 
t ion de L, quand  en connaît 1, I', ... e t  les  angles de ces droitesavecles trois 
ares rectangulaires.En effet, dériçnons ces angles par a,  FI ), a'#: 7'r etc., 
on a u r a  

p = l cos&, p'= 1' cosaf. etc. 
9 = I   COS^, q1=1'  COS,^?, etc. 
r x 2 cos >, rt= l1 cosy', etc. 

Aifisi, les trois projections P, Q, B,  de L, sont cmtiues. 
E n  nommant Q ,  q', Q", les angles incounus d e  L avec les axes, an 

Sait que  
L c o s q = i P ,  Lcoss'=Q, L c o s g . " = n ;  

et d'ailleurs, pur l e  no 529, ou r aussi 

La = Pn+ Q'+R1. 
De ces quatre  égalités o n  t i re  - P Q R I r = V P a + ~ " + w ,  c o s 9 r = - i  COS&-, C O S Q ~ ~ = ~ .  L L 

L a  première formule donne la  grandeur d e  la ligne résultante, e t  les trois 
autres en déterminent  la direction. Tdutefois, il  faut se rappeler que,  
Ics projections sur des axes paralléles étant  égales, ces déterminations 
n e  font pas connaître a n a x e  unique, mais bien une i~ i f iu i t e  d'axes parallèles 
entre  eux. 

53a.  R e ~ e n o n s  a u  pariilléldpipéde (6g. 4) dans lequel DG est une droite 
donnée,  et UA,  O l i ,  OC, les projections d e  cet te  droi te  sur  trois axes 
rectangulaires. Si e n  ~ ~ r o j e t t e  ces trois metes ,  ou leurs égales O A D  AD,  
DG, sur u n e  droite quelconque UV, il est évident  (52G) que  ln somme 
d e  ces projections sera égale a l a  projection d e  OG sur la même droite. 
Donc, quarrd on connait les prbjec;io~is d'urie droite sur trois axes rectairgulmrcr, 
ori aura r a  yrojcctiori sur un axe quelcorrpe, en projelaiil ces troir projcctioris 
dur cet  axe ,  et eu faisant la tonlnae de ces rrouveller projecrion;. 

Pour  mettre  cet énoncé e n  formule,  supposons, comme plus hau t ,  que 
les projections d'une droitel,  sur lss  trois axes, soientp,  q ,  r ,  nommons s sa 
projection sur le noavel axe ,  e t  A, p, r,  les angles d e  cet axe ayec les axes 
reçtanjulaires : ou aura, par ce q u i  vient  d'ètve dit, 

['il s=p cosr +- 4 cosy+ r. cos P. 

E n  çénéral ,  l a  somme des d e  t a n t  de droites qu'on voudra 
est to i~ jours  éçûle i la projection d e  leur  résul tante ,  quels que soient les 
aacs de projection (526); c t  Ze la  il suit qu'on p e u t  e te rd re  la  forniulef(j] 
à un nomhrc qiiclconquc d e  droites. Ainsi, P, Q, IL, é tant  les projections 
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A'ott système de droites sur trois rixes rectanplaircs,  e t  S pi'oiection sut 
le nouvel axe, o n  doit  avoir 

[il S=P C O S A + ~ ~ O S ~ +  R cosv. 
533. J,a formule [6 ]  conduit aussi à une  relation remarquable entre les 

ançlcs. D é s i p o n s  par B l'anglc GOV dc la droite I a r e c  le  nouvel axe, sur  
lequel la projection d e  i est égale à s, o u  aura s = l  cos 0 : d'ailleurs , o n  a 
p = l  cos a, z= I cosg, r = l c o s  7 .  En mettant  ces valeurs dans 161, e t  ôtant 
le facteur 1, on  trouve 

Pl cos 8 = cos a COSA+ cos1  e o ~ p +  cos 7 cos r : 

forniulc d'un usage fréquent, au moyen d e  laquelle on obtient  I'ançle de 
deux droites qnaiid on connnir les anglcs que chacui~e d'elles f a i t  avec tr.oir 
axes recfaiigulaire~. 

En posant cos 0 = O ,  cette forruale clonpe 

c'est lacondition qui  doit  avoir lien pour p e l e s  deux droites soient à aiigle 
droit. 

Ln formule q u i  exprime sin 0 es?he~uconp plus compliquSo. En effct. 
on a sin'b = I -cos' B ; or, à cause de  13 rclatiou [(II t r o d ~ e e  plus 11aut, on 
a (cos'=+ cos?pf ( C O S ' A ~  ços? ,~  +cos2i.) = 1 ;  donc 

sin78 = (cosza+ C O S ' F ~  COS'>) (COSIAS COS',U+ cos2 u) - (COS rr  COS^+ COS f? COS ,U+ COS Î COS P )', 

et, en effectuant les calculs, on troave facilement 

534. Le principe des projections, no 3aT>fiirmule[~], conduit encore i d e s  
- .  

relations fort rernorquribles entre les parties d'an parcil:é!épipedc oblique, 
e t  qui sont d'une srande utilité dans les applic;rtions. 

Soit (fig. 5) le parn1:dépipèdc dont il s'apit : je ferai OG = t ,  OA=x.  
O B - y ,  OC=.r, GOX=Q, GOY=:. GO%=>,  X O Y = A ,  XOZ;.r?, 
YO%=ri. Ccln posé, je projette In ligne brkée O.\DG, ou z+y+t ,  d'abord 
sur i n  di;igoriale O(;, et  ensuite sur cliacurie des trois arétes contiçaës OX, 
OY,  0%. O n  aura au,itre sommes qiii devront étre ~espectivenient  kgales 
aux projections de OG ou  1 sur les niémes liçnes. O n  obtient ainsi les quatre 
e q u ~ t i o n s  :, 

/ x c o s a + y  cos,? 1-2  cos)=/, 

Telles sont 1P.s relations qu'on vonlait étnlrlir. Tontes  les antres qu'on Four- 
rait troiiver entre les dix quantités 1 ,  x , y ,  a, a, ,&?, > ,  x, p, v ,  oii entra 
quelques-unes d'entre elles,aei.aient des coiisequerices de celles-là. 011 s'eu 

^J 
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convaiacra e u  remarquarit qw l e  pora l l é lép ipde  est dit irminé quand on 
connaî t  les trois cOlés x ,  y, i, e t  Ics trois an$es & p, v ; donc alors 13 

diagonale 1 e t  les ansles  1, F I  y ,  soiit aussi détçrrniiiés ; or : pour cela, il ne 
farit que  quatre  Equations. 

535. Éliminons a , f ,  9 ,  en t re  ces éqnûtions; e t .  i cef e f b t ,  multiplions 
la première pa r  2 ,  e t  ternplacons ensiaite l e o s a ,  i cos&, 1 cosy, par leurs va- 
3 enrs  r il vient! 

Ce t te  formule f a i t  ooirtiaitre la &aganale dt) paiaile!tipipéde. 
On g. parvient encore d 'une autre  manière. Menons OL); e t  le triançlc 

DDG donne z2 OU 

F z 01)l-f- ~ ' + ~ ~ . O D . C O S C O D .  - 
Mais, d'iiiie p ~ r t  , l e  t i i m a l e  OAU donne  O l ) " z k " + y ' + ~ ~ y c o s ~  ; e t ,  
d'autre pa r t .  le produit  Q U  &cos COI), o s p a m t  LR projection de DD 

'sur  OC, doi t  être é y , ~ l  a la sorniile des projections d e  O d e t  .4D su r  la même  
aroi te  OC i donc ODXcosCOD 2 x c o s p +  y c o s  Y .  E u  s u h t i t u a n t  ces valeurs 
d e  0 3  e t  de ODXcos COD dans ccl1e d e  P ,  o n  relrouve ln formule [ r  11. 
, 536. Si o n  v e u t  avoir, en t re  les a n g e s  forniés paP une droite avec trois 

axes ohliquei ,  l a  relation analogue i celle d u  no 530, il f ~ u r l r a  éliminer 

i, z, y ,  B .  ou piutar  les rapports 5 L, eni,e les équations [IO]. 
I ' L ' L  

Que si o n  veut connaître I ' a n ç h  de deux droites çn fonction de cciix 
qu'elles fon t  avec les axes obl iques,  o n  fera l a  projectiofi du eoutour 
x+y+ a ,  e t  celle de OG ou 1,  s u r  une au t re  droite O V ;  puis o n  Ec$era 
lu deux eapressions. E n  posant VOX =af, VOY =Ir, VOZ F î', GOY = O, 
on aura cette nouvelle éQuritioil 

1 cos B = s cos &'+y COS Bf+a COS 

dans laquella il n'y a qu'à substituer les valeurs de z, y, z,  tirées de, é q ü ~  
tions [roi : l e  f ~ c t e u t  f disparaîtra de l u i - m ê m e ,  e t  o n a u r a  cos 4 .  J e  laisse 
le lecteiir faire lui-m8me le calcul. 

Projecliods supcriiciciics des aires planes. 

53;. S i ,  des diflkrents points dn ton tour  d'une rignrc plma, o n  almisse 
des perpendiculaires sor un p l a n ,  o n  formera sur ca plan une  autre figure 
qui  est laprojectioa de la première. 

I'renons d'abord u n  triangle don t  un cOté soit parallele au plan sur le- 
que l  on  projette : o n  pourra, sans q u e  l'éten11ue de la  projection soit alte- 
rée, supposer q u e  ce plan a èti: t ransporté  parallelenient i lui-m&me de 
maniere qu'il contienne l e  cô t é  q u i  lu i  était parallèli. Soit donc AGC(fiç. 6) 
un triangle d o n t  un çAtéBC est s i tué dans l e  plan d e  projection U V  1 ahais- 
aez AA'perpc i id icu l . i~ i~  sur ce # a n ,  e t  A'BC sera la projection d a  tiiarigle. 
hienex Al11 p e r p e n ~ i i ~ ~ l ~ i r g  iur BG , et  t i r a  A n .  i,,,~ ligne AIL est aussi 
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GEONETRIE AXALYTIQUE A TROIS DIYE q WSIONS. 381 
pcrpen(licu1aiie sur GC, e t p a r  conséquent l 'acçle AfIA1 rncsure l ' i~~c l ina ison  
du plan ABC su r  te plan U V  : nous dési,rrnerons cet apgle par p. 

Cela posé, les rleiix triangles A'IIC et A B C  ayant mcine hase. sont entre 
eux ;: A'fl : A H .  Mais le trianale Ari'li étant  rectangle, ce rapport=cos+ ; 

Quelle que soit l a  position du t r i a q l s  ABC (kg. 7), on peut t o ~ j o o r s  sup- 
poser que l e  plan de projectionUV passe par l'un dessommets, B. boit Ari?C' 
la pmjeçtion du t r k n ç l e  A & ,  prolongez AC jizsqu'à son intersection D 
avec le plan U V  : le pain& U sera sur  la ligne AIC', et les triamgles A'UD, 
C'BU,  seront les projections d e  ABL) et CBD. D'après ce q u i  p rkLde ,  om a 
donc -4'UD = ABD X cos q, C r B D  = CIJD X vosg; e t  p u  ruus+uen& , en 
prenant In difftii.ence, o n  aura A ' B C ' z  ARC X COS+ 

O n  passe de la aucas d'un polygone efi d6composari& ce polygoneen trian- 
çles. Si  an nomme T, SI, T", . .. ces triaugles, e t  t, t'#,. , leurs projections, 
o n a  z=: Tcosg, t'= T'cos+r..; donc, ena jootan t ,  iE mien4 

t+~'+f!~+. . .  = (T+T*+Tr'f  ...) cos 9 .  

O r ,  la  nomme T'+T'+Tlf+ ... est égale' no polgçone,  e t  Iâ somme 
tf t ' f  L"+ ... est e'çale a sa projection; donc, si o n  dEsigne ces deux s n r f x e s  
par A e t  a ,  on aorz 

[l21 a=Acosq .  
Cc résultat s'aplique aussi à a n e  aire plane terminée par des lignes cour- 

bes ; car ces l i p e s  peavent  être considérées comme des polygones à'one in- 
iinité de cbtés. Dorrc, e n  ginért i l ,  Znprojcetioa d'me aire pfnmc ,  sur un plnd, 
est égale a u  produit du eetLe a i r e  par le cosinus dc I'ruiçZe des deux plans .  

555. LA relation puécédente est la méme qu'entre une droite e t  sa projee- 
tioa su i  un axe (525); et .  d'lin au t re  cdté, on dérnonti~ f ~ c i l c m e n t  par  In 
géométrie que Zeur droites perpendic~rlairou a deux plans font entre elles 
un angle éçal i celui des plans ; de l à  &ulte la conséquence qui suit. Diffe- 
rentes aires A, A', A", ... é t a n t  situées d a i s  des plans quelconques, si on 
éltive des perl~eiidiculnires ;1 ces plane,  si on  prend sur elles des parties 
1, l', lr', ... proportionnelles aux sires A, A', Ar', ..., et si o n p ~ o j e t t e  en même 
temps toutes ces aires sur un p lan ,  e t  toutes ces droites sur  un axe perpen- 
diculaire à ce p lan ,  les projectioiis linéaires auront entre elles les mêmes 
rapports que  les projections soperficielles. 

539. Di?s l o r ~  unc antre mnsPqnence bien rernarqual~le se prksenre encore. 
C'est que les reclierciies relativesaux projectioiis des aires planes peuvent se 
ramener a dcs reclicrches tout  à L i t  sernblsblrs dans, lesquelles on suhsti- 
tuera, auxaires e t  a leurs projections, des droites qu i  leur soientperpendi- 
culaires e t  prqportionnelles. 

Ainsi, qu'on veuille conrirltre le plan sur lequel la somme des projec- 
tions de plusieurs aires est uu nmrimum; je formerai ulie portion de  p d y -  
gonedont les chtés soient respectivenient pioportionnels e t  peip?ndiculaires 
à ces aires. La dniite qui  Lrms le poly,none, et que noua ayons nommée 1;1 
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Pé$ultante, é tan t  rare sur lequel la somme des projections des c6t& du pa. 
1jgo1ie r s t  unmartnzirnl (.%S), o n  conclut que  le  plan perpendiculaire à cette 
ligne est ccliii su r  lequel lcs projections superficielles o n t  une ~ornmcmox;- 
bilrm A quoi L i  h u t  a jouter  q u e  ce  maximum a l e  m ê m e  rappoit  avec chaque 
aire, q u e  la l i p a  récuitante avec le cBt6 perpendiculaire i cette aire. Cette 
remarque suffit pour  dé te rminer  la somme niaximurn des projectiaiis des 
aires , soinme qu'on pourrai t  aussi appeler aire résultarrte. 

T o u t  c a  qu i  a Cté d$ des projections linéaires se transporte  sans aucune 
difficulté aux projections superficielles. Je me bornemiici  h énoncer lapro-  
priété q u i  est  analogue a celle d a  no 531, @voir r que,  psurprojclsr wie aire 
plane s u r  u r ~  p l u t  donrd, on peul la  projeter ù'aliord~ur tmis plans rectungulai- 
res,projeteran~uila les trois projecfians sur l e  plan donné, puis faire la romnad 

dcs trois rrouvelles prqjecliorib. 
540. Lc principe d u  no 527 a aussi son analogue dansles  polyèdres. On en- 

t end  ici par polyiidra un assembkge  d e  fnc& planes qu i  r e n f e h e n t  entre elles 
u n  espace limité cn tous sens, et  le principe d o n t  il s'agit s'énonce ainsi i 

Daru tout po:J >dm, la somme de* projections der c1iffèi.enteo faces, m r  fin plan 

Cet  enorieb exige éyiderninent qrie certaines projections soient prisea 
n é p t i v e n i e n t  : c t  il faut d'bord expliquer cnrnriient les siçnes doiveut étre 
distribues. 

Supposons que  les projections d e  plasienrs faces c0iisécutives soient 
(f ig.  Y) AuCD, AUEI.'G, AGIII, ..., o n  p e u t  prendre l 'une d'elles a v e c  l e  signe 
qu 'on r e u t  i convenons ile donner  i ABCD le s i sne  +. Pour  avoir celui 
de l a  projection ABEFG qoi s u i t  immédiatement ,  il faut o b s e v e r  s i ,  à 
part i r  d u  cBté AB p a r  lequel  e l le  touche la première . elle est en  dehon  
d'elle o u  en dedar;s : c'cst l e  premier cas qui s l i e n ,  e t  alors o a h i  donne 
aussi le signe +. La projection de l a  troisiérne face est A G H I  :à  partit  da 
raté AG elle est  en recouvrement S U R  ?il précedrhte ,  e t  par celte rni?;on 
elle aura u n  signe contraire, 011 continue niiisi d e  comparer la projection 
de chaque face à la pojeç t ion  qu i  la precedc immédiatcinent ,  e t  avec la- 
quelle elle a un c 8 t é  rnrnrnnn; e t  on l'affecte d u  m ê m e  signe o u  do s i p e  
caritraire , suivant qu'elle s'applique au delà ou e n  decà du c6té commun. 

Ceftc rEçle é tan t  bien comprise, irnüginons q u e  les faces d 'on polyèdre 
convexe. seinb1:iblo 3 e e u r  de la géométrie élémentaire ,  soierit projetées 
sur  u n  plan queicoi~que.  IL est  facile de voir q u e  chaque partie de l'espace 
q u i  renkrn ic  ces projectiorts doit ê t re  considérée comme contenant deux 
projtxtioiir égales et de signes opposes, de telle sorte que  si on  ajogte, avec 
les s iyies  q u i  leur coni ienncnt ,  les projections d e  toutes les f ü c e ~ ,  Fe résul- 
t a t  sera miro. Quand le polytdre a des ansles  ren t ran t s ,  coniine il doit Qtro 
fermé d e  tous cùtés, il t u i i r a  q u e  chaque portion de l'aire couverte par t e s  
projections contienlie u n  nnmbre pair cle projections, é p l e s  deus  ii deux 
e t  d e  signes coritraiies; par conséquent 1.î somme des projections de toutes 
]CS fdccs est enrore zoro. 

-% L a  5gu ie  Q représente, pour les p d ~ ç o i ~ c s ,  uii cas analogue a celui dont 
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je viens de parler. On  y voit q u e  la portion 172 de l'rire J e  projection OX est 
c u v e r t e  par quatre  piwjections. égales deux i deux, e t  de siçces opPosis, 
iavoir t  <elles d e  ah. cd. e t  celles d c  rf, çIi .  Enfin, l'esprit doit aller ici plus 
loin q u e  le texte de I'euplication e t  apercevoir clairement q u e ,  d'après la 
nature des polyedre~i fermes. ii arrivera toujours q u e  la snmnre desproject'oias 
der faces soit L p l e  r i  h o . .  

! i j~ .  Désignons p;ir A ,  A', A", ... les faces successivesd'uii polyèdre ferme: 
menons uue  sui te  de droites cenkcu t ives  L, L'. LI', ... perpendiculaires e t  
proportionnelles a ces faces, e t  ayons soin d e  les diriger d e  manière qu'elles 
compreniient e n t r e  elles des angles égaux aux in~ l ina i sons  des fnces les unes 
'sur les autres. Alors je dis que cra droi~rr fu~rnrrorrt un pobgone fermé. 

Supposons qu'il en m i t  autreiiienl, et nommons X le cBté qui ferme IR po. 
l iEonc.  Projetoiis tou t  l e  polygone sur  u n  a r e  e t  l c  polyédio 
sur ui i  plan p e r p ~ i d i c u l a i r e  4 cet  axe : les faces A. A', A", ... feront avec ce 
plan les mêmes angles q u e  les droites proportionnelles I,, L'. 1, " , . . .  avcc 
L'axe; et comme )a somme des projections super f i c ides  des faces doi t  ê t i e  
uul le ,  celle des projections linéaire3 d e  ces droites ser? aussi nulle. Mais, 
dans le polyçone fe rmi  par  le cBtk ,Y. 11 sornnie dcs projcctioiis 1inéairc.s 
de X, L,  Li. LIf, ... est nulle (5a;); donc 1;i projection de X est nulle. Cet te  
conséquence a lieu quel q u e  soit l 'are d e  projection , ce qui  est irnpossihlc i 
moins qu'on n'ait X= O i doric les lignes L, L', L". ... iléterrnincnt an poly- 
gone fermé. 

Cette proposition est importante:  car clle montre que toutcs les relations 
eiitre les ciités et  Ics angles d 'uu  polygone s'appliquent aussi aux pnl gddres. 
542. Coilsidéronç e n  particulier une  pyramide triaslgulaire. durit je déhi- 

gnerai les faces par  A. A', Ai*. A"'; e t  soit AUCD [fig. 10) l e  quadrilatère 
correspaiidmt. don t  les d L é s  Ab. BC. CU. UA. sont  perpendiculaires e t  
proporbioniiels a ccs faces. Ces CA& n e  peuvent pas é t ro  dans u n  m ê m e  
plan : car. si eela è t a i t ,  ce plan serait perpendiculaire a toutes leu faces, e t  
par conséquent i toutes les arCtcs de 1s pyramide. 

De la il  suit qu'un act iev~ri t  l e  l>ar.ille'loçramine ARCE, e t  en t i r an t  les 
lignes JIP, AG, E H ,  éçales et  paralléles à CD, ori formera u n  parallélépipède ; 
et par consi.queiit 13 forniule [ r  11 d u  n* 535 doit avoir lieu entre AB, AE, 
AG, AD. e t  les angles IIAE. UAG, GAE. Ces angles gont suppléments de 
ABC. ECI), ECD; et ceux-cisont  égaux aux inclinaisoiis de -4 sur  A'. d e  A 
sur A", de A' s u r  A". Désignons iiaiic ces incliuaisons par a ,  a', e"; o n  
pourra remplacer, dans la formule citke. les angles r x r  180"-o, r8o0-a', 
180'-a". e t  les l i ~ n e ç  par les aires A,B',A".A1". auxquelles les longueurs 
AB, BE, AG, AD, sont proportiorirrellcs. De cette maniCr0 on  obtient In 
formule 

qui exprime la, relatioii en t re  une face quelcoiiqne d e  13 pyrnrnirle, les trois 
autres hces,  e t  l es  i ~ ~ ~ t i r ~ i l i s o n s  niutue!lc~ ile ccs [rois Faces. 
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CBAPITE1E II. 

543. Pour  déterminer l a  position des différente points d e  l'espace, on !es 
rapporte i trois plans fixes qu i  forment  un  angle wlide.  t e  plus souvent ces 

plans sont perrendiculairrs entre  eux, inais nous n e  ferons d'abord aiicune 
hypothèse particulière. Soient ( fig. ai ) xOxl, Y O ~ ' ,  aOer, les intersections 
de  ces'plaps deun àdeux ,  e t  BI u n  point situt! comme on  voudra dans l'espace. 
P a r  ce point .  e t  aux trois fixes, o n  mène  trois plans, 
srivoir : RINfI'Mf' p:irnll&le au plan y O e  , e t  qu i  coupe la ligne x'x e n  P :  
MM'()Mif1 parlillèle pu plan z O z ,  et qui  coupe y? en Q ;  e t  enfin 
fi1JIffRi\P"' parnllélc au plnn sOy. e t  q u i  coupe o'z en IL. Le point  M sera 
p a ~ f a i t p e n t  déterminé quand  on connaîtra l e spo i r i t sP ,  Q ,  i'~; car en rne- 
uont, par ccs points, des plans paralléles aux plans fixes, ils iront se  rencon- 
t r e r  au point X. Et ,  d'un autre  c5t6,  ces trois points P. Q ,  R . se déternii- 
n e n t  c u ~ ~ ~ ê r n c s  gu moyen  des distarrces OP, 09, On, qu'onaffecte dusigne 
-i- ou  d u  s i j u e  -. selon leur  situation i I'é~ard du point O .  
Les distances O P ,  OQ. OR, prises avec les signes q u i  leur conviennent, 

se nomment les coordoirnées du point 111. Les droites x'x, y'y, de, snntles 
Iip.irss ou les a resde  cescoordosnées; le point  O où elles se renconti exit en  est 
l'origiva; e t  les plans sOj., r01, yOz, sont  eux-mtmes nppelL;splans des coor- 

données, ou simplehient plaris coorrloniiés. Souvent 0x1  désigrie les coordon- 
nces d'une manière générale par x , y ,  z,ori di t  alors quc  zrs est l';ire dcss ,  
que  xOy est le plan de sy, etc. i,es plans et  les axes des eoordoiinées doi- 
vent étre considêrhes comme indéfiuis; niais, aGri d'éviter la corifusion, on 
n e  représente ordinairement dans les fiçuies que les portious des axes sur 
letqueiles son t  comptées les coordonnées positives. 

5$4. Les trois pians menés par le poink M forment  n r e ç  ceux &s coordon- 
n b c s  u n  parallélépipéde ; e t  d e  là i l  suit qu'oii peut  prendre indilfërernmerit 
pour  les coordonriEes d u  point M. soit Ics disiances OP, OQ, OR, qui sont 

situGes sur les axes, soit les distsnces ;\IN"', M n l " , N N f ,  quip.irtent du point 
M c t  qu i  soiit parallèles aux nxrs ,  soi t  eiicoielcs di>t.ir:ccs Ob, IJ1ll', 31'31, 
qui  composent la l içne brisée OPM'RI rneriie entre  Icpo in t  hl e t  l'origine. 
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Ç ~ O M É T R I E  A N A L I T l Q U B  A TROIS DIMENSIONS. 269 
qne deux coordonnées sunt uullcs, l e  puint est sur l 'are da 13 troisième. 
Ainsi, e n  prenant x = a  . y = O ,  G = O ,  il sera sU1' Ia ligne des x. Eiifin, 10 
point est situé à l'origine si ou a e n  rnbme temps x- O, y = O, r s; o. 

5/16 Les p d n t s  ILI', M", hl"', où les I i p e s  menées d u  peint  3% parallèle- 
ment aux axes, rencontrent les plans coordonnds, senomment l t ~ ~ r o j e c ~ o n s  
de ce point: e t  ccs projections sont  aites orihogozralrr on obliquas+ selon 
qu'eHes sont faites par  des perpendiculaires o u  par dés obliquasa 

Les coordonuées d u  point M étant  a, b, e, i l  est  évident qu'on e 

a= a ,  y= 6 ,  P. = O ,  pour la projectioq M f  sur le  plan de sy, 
r =  a, y=o,  8 e c ,  pour la  projection N" sur l e  plan d e  XE: 
r =O, y = I i ,  c = c, pour la projection RI"' sur l e  plan de yz. 

Quand on  veut désigner l 'unedcs projections, Nt, par cxeniple, on  se borne 
quelquelois a énunccr les deux bgalitth x=q, y q l ;  mais d o r s  la troisikme. 
=i O ,  est sous-entendue, e t  on  doit y avoir égard dans le raisonnement. 
5/17. Maintenant i l  faut expliquer corninent on détermiiie les surfaces. 

Çonsi<lérons 4ne s~irfare quelcuntpc, e t  supposnns qn'on a i t  pt,is arliitrzire- 
ment deux Ç O ~ K ~ ~ U U ~ ~ J ,  par cxemple z= OP et  y= PMr (hg. r 1) i e n  me- 
nant la droite M'M pnral lde à l'dxe Os, elle ira rencontrer la  surface e n  u n  
poiiit M , o u  en plusieurs qui  scrout entièrement determintis. Il suit de l à  
qu'il doit exister cntre x, y 8 ,  une relùtion telle q n e ,  deux Je ces l i p e s  
étant donnbes, les valeurs d e  la troisiéme puissent s'en déduire. L'kquation 
nui exprime cetle relation se nomme I'iqraation de 10 surface 8 e t  réciproque- 
ment la  srrrfacc est IC lieu d e  l'dqiration. 

C'est ainsi qu'un est conduit ri regarder une équation ent,re r, y ,  0, comme 
reprisentant une surface. Cctte proposition p e u t  d'ailleurs sc démontrer 
comme il suit. 

Soit F ( x ,  y ,  a )  = o l'équation dont il s'agit. Prenons (fig. 121 snr l'axe 
des E une distance queleonr~ae OOr=c, e t  menons l e  plan xrO'y' parallele 
à xOy : i l  coupera les plans SOL et yOz suivant les droites 0'1' e t  O'y'. pa- 
rallelcs aux axes (Px e t  Oy. Parmi  les points qu i  satisfont a l'équatioii don. 
née F ( x ,  y ,  s)= O ,  ne considérons que ceux qui sont contcnus dans l e  plit 
xrU'y', ct  soit 'M l 'un quelconque de ces points. Si on mL:xie MX pîrafielc 
i O'yl, e t  qu'on fasse UIN= .T' e t  SM :y', les coordonncrs du poiiit III rap- 
port6 aux lignes O'xl et O'y'seraient s' cty'.  Les trois coordounées du méme 
poiiit Pd, rapporté aux trois axes Os, Oy, Os, smt  

x = O I N ~ z ' ,  y=MX*y1, ~ = 0 O ' s c .  

Or, ces qiinntitEs doivent vérifier I'<;quntion F(r, y, z) = n ; donc, si on ef-, 
fectue les substitutions, l'équation rtsuItante F(xr, yf,c:  = O ne contiendra 
que les cieux varinliTrs x' et ri, et  représentera nne l isne r.qportée aux 
axes 0's' e t  Ory'. Ainsi, qiicl que soit l e  lieu de l'équation Fix,  y, d)= O ,  c c  
lieu est roupé suivant des l i p e s  par dps pnrrill&lcs a u  plan de sy. Cette 
propriéti: n r  peot appartenir qu'Aune surface ; donc une equoiion errtw x, y, z ,  

représente tcne s u f i c e .  

tToutefuis, comme il peut se faire que i'&qnation en x' et  y' ne repre'sente 
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392 TIIOISIEME PARTIE. 

qu'un ou plusieurs points, e t  iiiéme qu'elle soit impossible. 11 arrivera .&, 
dans certains cris, q u e  l'équation e u  x ,  y ,  z, donriera u n e  ligne seulement, 
u n  ou plusi turs  poirits separés, o u  niéiire encore qu'elle sera itnpossible. 

548. Lorsque l'équation donnée n e  reniernie q u e  deux des coordonnies, 
s et  y, par exemple, elle représente u n  cylindre pa ra I lde  ir l'axe des z. Eu 
effet, si o n  n e  considire d'abordqne les points d u  plan d e  sy, cette équation 
d t t e rmine  e n  général, s u r  ce plan, u n e  l igne AB (fig. 19). Si ensuite, par 
chaque p0 in t .M Je bette ligne, o n  mène u n e  drpi te  NAll parallèle aux c, il 
es t  clrir q u e  les viileurs de x e t  d e  y seront, pour  tous les points de cette 
droite, les nii.mes que  pour le point M. II n'y aura de diffcrence que dans ln 
troisiénie coordonnée a; e t  comme s n'entre pas dans l'équation donnée. il 
o'ensuit q u e  tous les points d e  DlhI '  satisfont également a cette équation; 
c'est-&dire, Cd d'autres ternies. que cet te  équation détermine un cylindre 
p3raLlelc i I'axe des 5. La Jénoniinatiori de c!yliiidre est prire ici  daus le seus 
l e  p!üs é t e n d u ,  e t  désigne toute  surface engendrée par une droite qui se 
m e u t  parallèlement i elle-n16ine. 

549. Qnanci une équation ne contient qu'une seule cooi.doniiée,-an en tire 
pour  cette coordonnée des valeurc cousbantcs, e t  chacune de ces valeurs, si 
elle est réelle, d i t e rmine  un plan parallèle i celui  des deux autres cunrduri 
nées. E n  effet, s i  z = c  es t  u n e  de ces v;ileiirs, e t  s i  on mène, paraIlilemerit 
nu plan d e  zy, un plan qui  rencontre l'axe des r i u n e  aistonce c de l'oriçine, 
su-dessiis ou no-Jessous suivant l e  signe de c, il est clair quepour  fous les 
p i n t s  de ce r l n n  a est Gçnl i c, e t  que pour les points situés hors d e  ce plan 
z est diCErent de c .  / 

II suit de là que  Ics éçalit& s = o ,  y=:L, z=c, prises séparément, repré- 
sentent  trois plans p a r ~ l l è l e s  à ceux des coordonnées ; donc, étant prises en- 
sciiible, clles di ter ininent  le point  d'intersection des trois plans. Ce point 
est précisément celui qu i  a pour coordonnées a, 6, c; et, pour cette misou, 
on d i t  que s= d ,  y = b,  s = e, sont  les è p a l i o ~ r s  de ce point. 

550. Enfin, p r l o n s  des l ig i~es .  L3 nianière la  plus simp!e de déterminer 
u n e  ligrie, dans l'espace, consiste i 1; considérer comme l'intersection dedeux 
surfaces. Ainsi, une  droite sera doniiée p ~ r  l'intersection de deux plaris; e t  
u n  cercle le sera par celle d'une spliére et d'un plan, o u  encore par celle de 
d e u r  sphércs. Les Cquatious de deux surf3ces. qu i  contiennent une l i p e ,  se 
nomment,  prises conjointement, Irr lyi.rutror~a de cette ligne. 

Comme il existe une  infinité de surfnces rliffèrentes qui  passent par une 
même liçne, il y a aussi u n e  ir~firiité d e  siirf.ices q u i  peuuent, prises deur  
ii deux, represei?ter cette ligne. On  f ~ i t  disparditre cette indétermination eu 
çlioisissant, pour  les deux s u r f ~ c e s ,  (les cyluidrcs pnt.illèles a deux dcs axes 
d e  coosdoiiiiées. Si  le prcmicr cylindre est  parallèle a la lijrie des y ,  son 
équation ue co~it icndra poiut y ( 5 @ > ,  e t  si Je second est pli~.tllble i ln lislie 
clcs .x, son équation ne conticridra point x; par coriséquent, e n  d6siÿnarit par 
F ( s , z )  une foiicticn <le s e t  d e  e wiis y, e t  p n  F , (~ . .z )  une fonction de?- et 
d e  z sans r, o n  peut  psrnJre,  pour les e r p i t b i t s  d u n e  liçne quelconijue, 

[ I ]  F( .r,z)&o, L.1 F,Lr,i!=o, 
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551. Soit AH (fi3. x!+)I;i ligne d o n t  ils'riyit. Si, p:<r tous lespoints  31, RI', ... 

dc AB, on inerie des pnr.illéles i C3-, les points ni, ml, ..., où elles rcncontreut  
le plaii sot, roiit les projectioiis des poirits RI, RI', ... ; In liçrie A'B'. qui  e s t  
le lieu dc toutes css projectious, est  lii p r ~ o j c c ~ i o ~  de  13 ligne A B ;  e t  l e  
cylindre ABBr.4' se rionime cyiitidie prujriarit. Il est évident  q ~ i c  l';qua- 
tion [il cloit é t re  celle de ce cylindre i e t ,  e n  la rcsti.eignnnt P P X  W U ~ S  

piuts  du plan x O z ,  r l l e  dvuiie 1 1  piojection A'B'. Pareillerrient . l'éclua- 
tiori 121, restreinte aux seuls points 6itues dans le plan y05.  ilonue la p r o .  
jeclion rie A B  s u c  cc piaii. On  oit donc que les é g u ~ t i o n s  [il e t  [.il peuveu t  
p us si t t re  considé:i.es comnic celles des  prnjectiriiis J'uiie l içne e u r  1ea y i a n ~  
de r ç  et de yo. 

Si ou clirriine 3 entre [ij et [ï], o n  t r o u r e  urie equ;itiuri e n  r e t y  qui  d o i l  
appartenir P la miine Iigrie AB.  Cette bquütiou est relie d'un cylindre pa- 
r.dlbie aux r ;  e t  e n  la restrcigiiriiit aux seuls points du plrtugUy, clle repré- 
seriierii la de AU bur ce  plaii. 

552. En ginérül ,  si leu équations d'une Iigne donnie sunt  

P(a-,y,a)=o, F , ( x J , I )  = O ,  

I'éliminat;an d'une coordonnc!e, de y ,  par ereniple ,  conduit a une 4qnntion 
qui ieprisente uiic surface cyliudrique, pr:iIIeIe 8 cette coordoiinCe; e t ,  
comme cette surfcice doit contenir Ia l i g n e  donnée, i l  s'eiisuit q u e  son iqun- 
tion, appliquée aux ieuls poiiits d u  plan d e  r r  . dGtermine sur ce pliin une 
iiçiie qui cht  pr&i&me~i t  1.1 pioject io~i  J e  ln ligne Joniiec. 

Donc, hi on  élirniiie ~ I t e r n ~ t i r e n i c t i t  charlue coordonni-e a son toi i r ,  an 
~ l t i e r i ~ l r ~  les projectioiia d e  1.1 courbe sui. les trois plarir coorr lor ir i~.  

553. Je vais démontrer. J':ilioril, que  l'éqiiotion du premier d e g r é ,  e n t r e  
les coordonnkes x ,  7. a ,  reprisunte tuujours un p h :  e t .  i cet effet.  je 
suivrai la rn~rct ie  J6j i  eiuployre uo 547, pour prouver  qu'une éqiiation dé. 
teimiue urie surface. 

SoAL I'iquoiion ç é n é r ~ l a  

131 A X + I ; ~ + C B + U X O .  
Jc l i s  d 'dioid yrz O ;  e t  il t ie i i t  

A D 
Ax+Cc+D- - O  O U  4 7 - - 3 - - .  

C - 7  

Cctte équation rloiine l a  t race Al: (kig. 1.51. de la  surface, sur le p!an de as; 
doiic cette tr.;ce e s t  une lijiie droite. 

donc, sur le de y3, la  SUTGCC a encore pour t î . ~ ç e  uue droite A C ,  q u i  
reiicoiitre l'axe des a au rni.me point  -4 que I'adtre t r ~ c e .  

Naintenarit, menolis î yoloritt u n  plau paralléle a celui dc r z  : suppo ~ Q I I ~  
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qu' i l  rencontre l'axe CJf . l a  distance OUf=,@, et  les denx p l a 1 i s ~ O s , ~ 0 z .  
suivant les liçnes Or*', 0'2' pûtnlléleS :7 O s  e t  c i  Oc. Soit M u n  point quel. 
conque d e  l'intersection d e  ce pldn avec l a  s u i f ~ c e  d e  l'équation [A]: rap- 
portoril ce aux deux axes Of#  e t  (Tfxr, e t  désignons par ='et  z '  ses 

coordonnées O r P  ct  PAf, cornpties silr C F S  axes,  tandis que nous continue. 
rons de n o m m e r  X ,  y ,  z' SES t rois  coordonnées OrP, OUtl PM, relatives aux 

axes O z ,  0-y, O z .  fl est évjdc,n: qu'on doi t  avoir x=xr,  y = / ,  a = # ' :  d'ail- 
leurs  ces valeurs doivent satisfaire B l'Cquation [A]; donc on a 

C e l t e  équa t ion ,  en t ra  zJ e t  f i f ,  est celle d e  I'intersection ArB' de la  surface 
p z  le plan s fOrx1 ;  e t  comme elle est  d u  premier < l e p ! ,  il s'ensuit qne 
cet te  intersection e s t  u n e  ripne drai ie .  De plus, l e  coeflitient de f f  étant le 
mCmc que  celui de s dans 1'équ.ition de la trace AB, o n  conclut que  A'B' 
fait avcc 0's' l c  méme dnçie que  ~ V P C  0 9 .  Ur, l e  plan. coridu'it par les 
deux tracesAu e t  AC secnit co i~pé  par ~ ~ ~ ~ x ~ 6 u j v ~ r i t  une droite qui pascrait 
nu point -4; et qu i  ferait aussi ce inémo n n g l e a ~ e c  Ore'; doiic elle ne scrait 
pas d i f i r e n t e  de  ArC'. Aiiisi la suridce clc l'équation [ A ]  est re11coritri.e par 
tous Ics plans parallélcs i z 0 x  suivant  des  droite? eritikremcnt compiisrs 
rliiris le p lan  BAC: par  conséquent, cet te  surface n'est autre  que ce plm 
lui-méme. 

5 5 4 .  (,.aspnrticicZien. L'équation [A] Fcnt  n'avoir point tous srs teimes, et 
alors le plan qu'elle détrrmii ie  prend uiie positiuti particulière p;ir rnppoit 
aux axes. 

io Soit D = O < l'équation [A] devient  . 

L e  plan passe pa r  l'origine r car  cet te  équation ost satisfaite par l e i  valeurs 
n=<i , ydo ,  i c o .  

3' Soit A = O : l'équation d u  plan se réduit Ù 

Alors l a  trace d u  p l a n ,  sur l e  p l ~ n  d e  xz, est  parallèle à l'axe des x; car, 
D 

e n  faisant y = o ,  on  troiivl,  pour cette trace, a = -- Donc Ic  plan est c ' 
]ni-rrii-me IiaraiiiIe à Paae dcç .r : c'est-à-dire, e n  générai, que l'équation i ~ i i  

ptemicr degr&, qu i  n e  cont ient  q a e  deux coordbnnées, reprisente un plan 
pnrallble i l ' n e  de la truisièine coordonnée. 

30 Dans Ic cas plus particulier encore, ou l'an suppose en même t e ~ ~ i s  

A=o e t  B=o, l'équation [Al  devient 

Alors les traces A B  et AC somt respectivement par.il l~léc d O r  et Oy, e t  le 
pian EAC est pdrallèle 5 sOy : eoiiclosion d'3illcurs évidente. p i s q u e  

l 'é~iiatiofi donne ,  par t6ns les points da r i o n  , nhe vafeut. constante de c ,  
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D 
savoir z =  - -. 11 résulte do là  q u e  1'Cquation d u  premier  dcçré ,  qu i  ne 

C - 
conlient qu'une coordoniii.c, représente un plan pnrallèle celui des deux 
autres  coordonnP~s.  

555. I l  ne suîfit pas d'avoir reconnu qiie I'équntion d u  Premier degré re- 
présente toujours n n  p lan ,  il f:iirt encore démontrer  qu'elle peu t  'donner 
tous les plans*po.;sil~les- 

D'nliord, quand l'équation conticnt la variable z, on a trouvé pour fés 
traces d u  plan, sur les pians de XI ct  de y a ,  

D 
Ces deux traces coupent l'axe des z à ln distance - - , e t  e n  faisant r a -  

.. (; 

rier D on peut f ire passer ces traces par  tel point de l'axe des  z qu'onvoodra.  
Si ensui teoni~i tvaricr  A ct  1:, on  pourra, aussif i i rcprcndre à ces traces telics 
directions qu'on i ( :udra ; donc 1'L:qüation [A] peut  ùoririer tons l e s  p!anç 
qu i  rencontrent la ligne des c .  

En secorid l i eu ,  si C es t  zéro , I'équntioii [ i l ]  devient  Ar +BYf-D  x o. 
Alorselle rrpr5serite uii plan qu i  est p a r ~ l i è l e  aux s, e t  .dont la  trace, sur le 
plan de xy, a aussi pour Equatiori ArrT I'yf D - O .  Or, cette équation peut  
dorinci toutcs les clroitcs qu'il est possible de tracer ilans l e  plan dc ry; 
donc aussi 1'6cpation [A]  peut  repiise:itcr tous les plans pral le!es  auxz .  

Donc, enf in ,  il n'cst aucun plan qui'no soit donné par u n e  Gqrratiori d u  
prcniicr degré. 
556. L3i.quûtion du Ban est ernpioyde sous d i v a ~ s e ç  formes. Remarquons 

rl':iburd que I'&iuntion IA]  pouvant  toujours 8trc divisée par l e  coefficient de 
l'un de ses t e rmes ,  il n'y a réelkm'cnt que  trois ind~termii ibes dont  oii 
puisse riisposcr pour assujettir Ic plan i des conditions donnécs. Par  cxcin- 
plc, si l'équation contier:t z,  on peu t  la  diriset. par C, e t  l'écrire ainsi : 

ilfais cette forme n e  convient plus aux rIans qu i  sont paral1L:les à I'sxe 
des z ;  e t ,  pour cet te  raibon, on prélCrc souvent se servir dc I 'Equ~tion 
[AI, q u i  a il'ailleurs I':ivaita+ de  coiiiluirc à des furniuli:s plus symétriques. 

557 .  Lorsqu'iiii plan rencontre les trois axcs , son  équation pi-eid uuc 
forme tièa-cl&;.;iritc si on  y introduit  les distançesL)A, OB, OC ( l i j  i6:, 
de l ' o r i ~ i n c  nnx trois poiiits d'iiifrrscctioti dc ces axes a r e c  Ie p l m .  Ccs 
dirtariccr SC d6iiuiseiit fx i l e incn t  de I'érluatirin [ I l .  P u  e x e r h ~ l c ,  pour 
1'intel.srctioii 37.12~ l'axe de9 x, on o y =O+ z = O ,  e t  p l r  suit<: l 'kqaation 1:lj 

on dEsi jrte ces t ~ o i s  dj , tmccs yar a, L ,  c, on  acra 
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En mettant  ces valeurs dans l 'équation [A]  et divisant par D, il vienl 

558. u n  plan es t  ddterminé quand O- connalt JLI grandeur et la position 
de la perpendiculaire V K  (fis. 36;) abniasee de i'origine sur ce plan. Soit 
OH= J, HOz= *, EiOy = A UU; ,- 2 1 les triangles rectangles HOA, HUE,  
JIOC. dnnncrori& 

e t ,  en substituant ces ralcurs d e  a. b, c. I'équntios du pion prend encore 
cette forme,  qui nidrite d'etre remarquée. 

O n  peutqursi y p u v e n i r  imméiiiatemeut e n  6e servant de eette propriétt!, 
qdc  Is sonaine dos projections orlliogonoler d e  plusieurs droites consécutivei, 
6ur us axe quelcouque. est ég.ile à la projection d e  la résultante (5261, 

Suppuaons q u e  le point M ,  pris P ~ o l o n t é  chnr le  plan ABC, a i t  pour coor- 

données O(! Z r ,  QP =r, Ph1 5 C, et tirons 011, gui est la résultante du 
contour OQPiU. La droibe OH e tan t  perperidicul~ire A U  p l m  ABC, si on 

piojetie Oh1 sur  OH M trouve,  pour projection, la ligne OH e l le -n ihe ,  
laquelle est <l;signdc par d. D'un autro cBtC. e n  p r ~ j c t ~ n t  r. y, dl  sur 011, 
on  a PCOS G $ J C O S ~ + ~ C O S  7 P O U P  13 somme de$ trois prujccti.ms; donc, on 
vertu du principe ciré. ou aura 

et eomine eeite d a t i o n  a lieu pour tous Ics points du pliin, elle est Péqna- 
tion J e  ce 111~1~. 

eqnitiuw Je lo  ligne dvoice. 

559. D'après ce qui a 6 t B  dit  no 550,. on pourrait prendre, pour les équa- 
tiona d'une droite donnke. celles de  doux plans qui  ln contiennent; mais il 
eat plus simple de h dékermiuer par ses prbjectioiis sur Jeux (les iroir plaui 
coordot.nés. Si. p a r  t o u ~  les points d e  cette di-oite . on mène des parîllèlei 
à l 'are desy  (fia. 1;). elles seront d ~ n s  un mGme plan, e t  leurs pieds, sur 
le  plan de as.  seront en lignedroite. F e s t  cet te  Ligne droite qui est la pro. 

0 
jection, sur le plan es,  de h droite dont  il s'agit. Sa projection rur le pliin 
J-z est ausui une ligne droita i donc, si on v e u t  déterminer une droite par 
ces deus  projeçtirins, on pourra presentcr ses 6quotions sous la forme 

QuandIes coordonnkes sont rec tanpla i rcs ,  a e t b  seront lestangentes des 
angles foimer avec l'arc de4 a par Ic$ d c s x  prajectiunb; rndia. en géuérd, 
e s  cocGcierits sont de4 rdpportu d e  rinuq. 

566. Tl m'est p S  inutile de rappeler ici que ces éqodons,  consi&~ies  rh r  
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Cnne ~ è p r i m e n t  avec tonte sa g i n é d i t é  , ne représeiitent pas seulement 
les projections de la droite ,  mais deux plans r e ~ ~ e c t i v c i n e a t  parallèles aux 
y et  aux x. Ils sont les plans pro je tants  de la droite I et c'est parce qu'ils 
contiennent cette droite. qne le  système des équation, [llh détermine. Il 
estej.ident d'ailleurs qu'il ne détermine qu'elle; car t o m  los points communr 
su r  denx plans appartiennent à la droite. 
5Gi. En élirninrint s entre les dquatioas [t:, il t i e n t  

Cette équation est celle dÎm plan paralléle aax &,& qui coutienth droite, 
Elle rcpieseiits donc l e  troisième plan projetant, on,  si o n  vent, la projec- 
sion de la droite sut le plan d e  xy (553): 

5 G 2 .  Cas pariicrilier~. Considérons maiiitenant la ligne droite dans quel- 
ques positions particulières. 

a 

in Si elle passe par l'origine, ses projactions y passent anssi, et ses égnah 

P Si elle passe pur an pdint situé sur l'on des axes, sat celai des y. par 
exemple, il n'y s que sa projection Sur k plan de t6 qui passera par Pori. 
gine i les cquations d e  la droite sont  d o r s  

C ' 

Qnnnd onedroile est pnralléle D l'an des plana coordonnés, par exem- 
ple à celni de ry, les ~ l a n s ,  qui  la projettenr sur k s  d e u s  autres,  se con- 

fondent, et ils ont  pour équation unique a =$, detent a n e  eon.stante.II faut  
alors recourir à la troisiétne projectioh , et prendre, pour 13 droite ,  les 
équations 

s=6, j - e c f + ? .  

4- Q n d  la dtoite est pûralléle i l 'on des a m ,  i c d u i  des 8 par exemple, 
ses cquatious sont 

t a n ,  p e p .  

Elles sont * e x ,  E 2 3,  on bienr =i,J,,e = 2 ,  selon que la droite est p a r ~ l -  
Ièlc aut  y ou aux t .  

5G3. Si, des é q u d o n a  [ i l ,  on t e o t  dédnire l'intersection de la droite avec 
le plan d e  deux cooril<iniieea, on rematquers qde daos ce plnn la troi~ikrna 
cuurduni~ce est zéro. De cet te  maniera en aura 

t - O , s a= +, , z .f3 ,, pour l'intersection atex le plan de a--; 

r= a - -, pem l ' intersact io~ avec relnida xa; 
8 
ba 

"'0, 3 =  - f , J = @ - - , pour Iïiiktsection avec celui deys ,  
a a 
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Prciiiièrc partie r prl,iil;mcs doia 1, solution est iudipendaole d u  choix der arcs. 

yoir~u dori+. 
Suient  r', zrr  e t  zr l ,  y", e", Ies coordonnees de deux pokts. Les éqiu- 

Pour  que IÛ hroite prisse par ~î premier p o i n t ,  il faut que ces équations 
soieiit sntihfaites cil y m c t t m t  x', y', z l ,  a u  I I C U  tic x,  y, z ;  dûnc on duit 

En  retranchant e c o . é i p a ~ k n s  de6 dearpsécédcntes , u et ,k seront éliminés, 
et on  au ra  c 

x - ~ . ' = n ( z - e ' ) ,  y - y l = b ( z - - * '  ). 

La droite représentée par  ces équaticry remplit déj i  1.1 condition de 
pa~ser  par le premier point. Pour passd a u s i  par le second, il L u t  
que ces équations soient vérifiées c n  y rcrnp!aynt s, 7, Z, PW d f ,  yui a'', 

En substitamt , au  lien d* h et-de b, ces valeurs, 6n obtient le$ irquations 
clicrcli&cs, savoir : 

5 G 5 ,  PROULÈHC 11. T r o u v e r  les égualions d ü t t c  droite qui parsepnronpoirif 
doniié, e t  qui e s t  paraiLè[e une droite donriéo. 

Soient les éqi~ritions de la droite donnée, 

et soient x', f ,  z', tes cordonnées du p i n t  donné. Puisquc la droite 
clercltée doit passer p r  cc point ,  ses équations peuvent SC uiettrc sous la 

a' e t  L' étant encore iiiconnus. 
(.)uarid dedx drciites sont p:irirlléles, les plans mené> par ces rlroitc4, Pa. 

ralltilerneiit à l 'axe des y, sontparnllèlts tntre eux,  et par suite leurs iiltel- 
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rcclbi>d le d e  sa sorit aussi pra i ih les .  brl ces intersactions sont  

lesprojections des deux droites s u i  I@plùn de xz ; donc les coelIicieuts rlc r 
doiverit ètre é p u x  dans les équa t io i ;~  de ces deux pi.ojections. 11 e n  est  d e  
même des sur le plan de yz; donc, pour q u e  les droites soient 
par~llèles , o n  doit avriir les coririitions 

al= a> L1= b. 

P u  conséquent, les équ:itiuiis de la parallélç demandée seront  

.r - *'=a (z - q, y - y ' s  L (6 zr 2'). 

Si le point donné est a l'origine, elles se  r iduiscnt  à celles-ci : 

x .= o z ,  y- EL:. 

' 5GG. P R O B L ~ ~  I I I .  P é t w n ~ i w r  lepoint  d ' i n t e r ~ e c t i o ~  +&ur ilr-oifel dorrt 
uir conirail l e s  éqiralioirs , 

En çknéral, d r u x  1ic;nes dalis l'esp:ice n e  se rencontrciit  pas : il  f a u t ,  
yoiir que cela arrive, qu ' i l  y ai t  des va;eurs de s, y, z , qui  sotisf,issent ri 
leurs  q u ~ t r e  iquations. O r ,  i l  e't evidciit qu'en élin3in:iiit les trois cor~r-  
dorinccs x, y ,  2 ,  en t re  lcs quatre  équatiuiis, il rcstera u n e  équation qui  ex- 
primera la coiiditiou sans laqi~el le  les deux liçnes ne peuvent  avoir aucun 
point coininus. 

Soieiit 

[II P=M+ Fi x=a'z+ a r  
[al y = OZ + 8 l 7  [41  y = b l ‘ + f i l  } ?  

, les équdioos d e  deax droites. Dc j r ]  et 131 o u  t i r p  

C L r &  d ET!- n1i 

Pl ' z=-, r=----; 
a - a' a - a' 

et de [z] et  !4] on tire 
p- F Lp- brP 

[KI i f  - y = -. 
li-ii" b -b '  

Puur que  leü quatre équations soient vérifiées par les rnéiues coordorin&î, 
il f ~ u t  qneles  deux valeurs trouvées pourz soient épies ; e t  i l  est clair que 
cette condition suffit. Ainsi, o n  doi t  avoir 

a'- z f i1- /  
- 1  f= 
a - a  t - ~ f '  

au bien ' 
(a1- a )  ( L  - L') - (Lf- F) (a-  a') = o. 

Telle est la relation qui doit &ter p a r  qite les Jeux  droites s e  coupent. 
Quand elle a l i e u ,  le point d'intersectioii est déterminé par  les formules 
[ 5 ]  ~t :(il. 

Lorsque les droites sont pûtalléles, on 3. a'= a et  LI= L (5G5). A:ois 
l'6quatinn de condition cst  vérifiee, e t  les voleurs de x, y ,  z ,  sont infinies. 

56;. Pi;on~'cvc IV. Faire  pnsser  i i r ~  p l a n  par trorr poirits donnés .  
Représeritoiis par x r ,  y ' ,  2'; sir, e"; x"', y" ' ,  z"'; les c m d o l ~ ~ é e s  cles 

trois peints : e t  soit 

CI] ,Sx + By+ CS L) 
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&c) T R O ~ S I & \ ~ L  PARTIE. 

l 'équat iandu plan chercbé. P o u r  qite ce plan passe p û t  les trois points, il 
fau t  que son Cquotion soit satisfaite %ar les cooidonriées de chacun d'eux; 
donc o n  doit avoir 

A X ~ + R ~ ~ + C Z G  D, A d t +  Bytt+Csrr= D, A S ' ~ ~ + E ~ ' ~ ! + C ~ " ~ E  il. 

E n  divisant ces équations par D , les inconnaes qu'ellescontiendront seront 
les r.ipports d e  A, B ,  C. i D : e t  elles feront connaitre les  valeurs d e  ces r.ip- 
ports. Désignons ces valcurs par 8'. Br, C f ,  o n  a m a  

A=ArD, B=Br13, C=C1D;  

et par suite l'éqnntion [ i l  devient, npr& substitution et  siinp!ification , 
A'xf D'y +Cf& = i .  

568 PROBLBJIE V. Par lin poriif donné,  mener urr p l a n p n i  al lèle  ir un ploa 
donné. 

Soit [I]  A t + B Y +  C e + i ) - o .  

l'équation d'an plan donne : et 

[.1 Afx+G'y+ C'a+ W m O, 

celle d'un plLin parallèle. 
En s é n é r d  , les intersections de deax  planp paralléles par nn trniiieme 

son t  parallèles e n t r e  elles : par conséquent les traces des deux plans sur le 
plan de xz doivent Cire parallèles, e t  lears  traces sur l e  plan de yz doivent 
aussi ètre parallèles. Les  équations d e  ces traces sont  

Az+Cz+D-=O, A f r + C ' e + D r = o ,  sur  l e p l n n d e s t ;  
By-+Cs+D =O, B'y +C'a +Il'= O, sur l e  plgn d e y s ;  

et,  pour que les deux premières s o i m t  parallèles entre  el lcs ,  e t  Ics deux 
dernières pnrallèles critre elles, on  doit  a lo i?  

Quand les plans rencontrent  l 'axe dos s , re3 conditions suffisent pour 
pu'ils soient psrall;iles; car alors les traces d u  premier  plan se coupeiit sur 
l'axe des s, e t  son t  parallèles ii celles d u  second p l m ,  lesquelles sc coupent 
aussi su i  cet axe. Or, quand deux angles o n t  leurs  cdtes liarallèles, on s ~ i t  
que  leurs plans sont p a r r a l l è ! ~ ~ .  

N a i s  si les deux plans sont  paralldles j. l'axe des t ,  cc qui ievient a sup- 
poser C= O e t  C'-O, la  seule condition à reinpiir,  c'est que les tiaces sur 
le plan de sr roieei pariillèles, se qui  exige 

A' A A' Bi 
-2=- ou -=-. 
Ti' kl A l3 

Ainsi, dans tous les cas, pour que druxplu , i s  soientporall;lrr,  il fuitt e t i f  r u f i t  

qud les  cqfj;ciciitr des vorinblei x, y, 2, daris f e r  Cqiintioiis de ces p l n r i ~ ,  roicrit 
proportionneh. 

A' 
s u y  poJons ces conditions templies ,  e t  Gisons - = k : on  aurJ A'- :lk, 

A 
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Br=GX-, C'=CL-; puis, en mettant  ces valeurs düiis réqualion 121, divisant 
par k, e t  posant D1'k = Di, il vient  

A x + G y + C z + D 1 ' r . o .  

Cette équation représente tous les plans parallélesa celui d e  l'équation 111, 
et elle n e  diffère d e  celle-ci que  par  le scul terme constant Du. 

Jusqa'ici Dl1 est resté indéteirriiné : mais si on  veut que  l e  plan paral- 
Iele passe par nn point donne &nt les coordonnées soient x, y, s, on doit  
avoir 

As1+ Byl+ CL'+ Ili1= O ; 

e t ,  e n  retranchant cette équation de la précédente,  on  a ,  porir le plan 
cherché, 

A(x-x')+ B(y-y ' )+C(z-z i )=o .  

Si le point donné est l'ori$ne, il faut  faire x ' i  O, y'= O, sl=o, e t  l'on a, 
pour le  plan parallèle, 

A = +  B y + C z = o .  

569. PROBLÈME VI. &irepasser uir plan par  uicpoi,~t cl  par Ulre droite ~ O I ~ I ~ S .  

Soient sL, y', sr ,  les coordon~iées du point ; soient 

111 , x = u +  O., y = l e - t F ,  
les équations d e  la droite donn6e ; e t  soit 

[21 A x + B y + C b + D = o  
I'équation du plan cherché. 

La coriditioii d e  passer par l e  point donné est exprimée par 

Pl AT'+ wl+ C Z ~ +  D z O. 

Celle de contenir la droite exige qu'en mettant dans l'équation du plan les 
valeurs de s e t  de y ,  tirées des équations de cette droite, l'fqurition résul- 
tante soit vérifiée, quelle que soit la coordonnee a .  Or, par la substitution 
de ces valeurs, i l  vient 

( A a - 1 - B l r + C ) z + A g + B $ + J > = o ;  

et ,  pour que cette égalité ait lieu sans aucuue détermination particulière 
des ,  il faut 

141 A U + B ~ + C = O ,  
[SI A a + B # + D = o .  
Toutes les contlitioris du problème sont donc renfermses dans les trois équa- 
tions 132, [hl, [SI. 

En éliminant D entre [3] e t  [ 5 ] ,  il vient 

et en cornbinant cette équation avec [4] ,  ou trouve facilement 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Telle es$ 1'équ:ition du p l u  cherclié. 
570. On peut encore faire les calculs d'üne autre nianibre. Au moyen de9 

é q u ~ t i o n s  141 e t  j5], on peut  élimiiier de l'ékuotion du p l x i  deux des quan- 
tités A, E, C, D. Si,  aprcs avair~nuIt igIié  I'equation [II par a on  la retranche 
dc ocile du plan ainsi que  l'équatioii [5], on 6lirninei.a C e t  D ; et on troiive 
ainsi 

A ( x - a g - E L ) +  I j i y - h . - - ~ ) - o i  

Coinine on n 'aeu  éçard q u ' ~ u n  ieliitioiis ['( e t  [jj, cetteéquation np~nr t ien t  
ii u n  pla? quelconqtic passant par la droite doririw- 

Pour qu'il panse aussi p x  le  point doniio, il faut  que cette &quation se vér 
rifie en y mettant  . r i ,  y', z', a 1" illace de  s, y ,  z; dona on doit avoir 

e t  par suite il vient, pour l e  plan deinandé, 

Cette  équation ne différe de l'équation [6] que par la forme.  On y voit siir- 
le-diomp qu'elle représente un p h n  qui  passe par la droite donnée : car elle 
est évidemment vérikée en même temps que  les équatioris LI].  

571. Pnos~Èaae VlI .  Deux droitcs érar~t duirliées, meiicr uii p l ~ i r  quipassepnr 
l a  première et qui soitparalléle a la  sccoirdc. 

Soient 
Y = <"a + CL', i, =1, + ,  

les équations des deux droites; et soit 

l'équation du plan cherclié. 
Pour  que le  plan et ln seconde suient parallèles, il füut  qu'en les tran'spor- 

tant  à l'oriçine, ~ a r a l l è l e m c n t  a $un-mêmes, 1~ droite vienne se placer tout 
enti i rc  d m s  le  plan. Alors les équations sont 

[II x = arz  , y - L'z , pour la droite (565), 
p 1 4- Ey 1 & = O ,  pour Ic plan (568) ; 

e t  e n  mettant  les vdeurs  [il dans l'équaticin :a], e t  suppiininnt le  f.ictcur 
commun z q u i  doit rester indéterminé,  i l  vient 
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Polir que l c  piLin conticiine l~i'lirciiii&i.e Ji-oitc, 011 s.iit d:.j.i (559) qu 'ou  

L'équation [ 4 j ,  qui  est seniblnblq i l'équation [3],  exprinie qua le  p lan  
est  parallcle à In première droite. L'Equ;ition f5 j  exprime que le  111;in passe 
par le point ou cette Lroite perce l e  plLin de XJ-: car, pour ce po iu t ,  o u  a 

2 x 0 ,  r = a ,  y=F. 
Les équations [3] et [4] dorinent 

D (b'-6) E n  sulistitiinnt ces salgurs dwsl 'èquntion du plan,  e t  f i s a n t  ---- -Dl,  
A 

on trouve 
(b1- b ) x -  (a f -n)y- ( r rbr -bn '~z$.D1=o , 

D' Etrint une ind6terininbo. Coinmo o n  11's au  é p r d  q i i ' ~ u r  eonditions rJ] 
e t  [qj, cette équation repé5ente tous les p h n s  pnrallèleç aux  deux droites 
données. De plus, comme les e o ~ f i c i e n t s  de .r, y, s ne contiennont pas DI. i ls  
doivent rester coiistants; donc tous ses plans sont pnrallelcs entre eux (568), 
aiiibi qu'on devait le  prévoir. 

niais si on commence par é l i m i ~ ~ D  en ~eti.arich:int I'équntion [5 ]  de celie 
du plan, i l  s ien t  

A(s-a)+B(j--,k) +CZ.=Q ; 

et si on remplacc ensuite B e t  C par leurs valenu,  on  o!~tient  

(6'- b) (s- a) -(er- a) (y-,4)-(ab1- bn1)z = O ,  

pour le plan qui remplit tontes los conditions de ta question. 

jccfioiis de leur inlerscciiorr. 
Des considerations générales exposéas i l o  5 5 3 ,  il risulte que, pour ohtenir 

les équations de cesprojectiuns, il fautéliminer a l t e r n a t i ~ e i u e u t x , ~ ,  x ,  ent ie  
les équations des deux plans. Supposons que les 6qu.îtions des plans suisrit 

Ax+Ry+Ce+D=e, Arx+G'y$-C'qf  D'=o. 
Pour le& lrois p ~ o j e c t i o ~ i s  d e  leur intersectiaxi, 04 trouvera 

(AC& CAYs+(BCr-  CB')y+UC1-CD'= O ,  

(DAi-.4Ef)y-1-\CA'-.IC')z+BAr-AD1=o, 
(CGt- B C 1 ] z  +(:\BI-Grl')x+DEf-UD1=o. 

553. Paoi ;~éxc  IX.  Il'ruevcr I'iirfrrsecriorr rf'rine droife et d ' i i r r  y la t i ,  dont orr 
corirmEl les  ~:qiinfiotir .  

I l  est éviJent que  In question se réduit à trouver les  valeurs d e  .T, y, 2 ,  
qui  satisfont aux 6qu:itions de la  droite et [Lu plan, ce revient a résoudre 
trois éqiiations du prcinier degr&. Gupposons qn'on aii les équatiorio 
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On eri déduit  :sur-le-cliamp, e n  éliniinant x e t  y, 

( A a - l - I i b - } C ) z f t l ~ - } - B S + D = ~ ;  . 
et, par suite, on n les coordonnees d u  point  d'intersection, savbir : 

z=- 
A s + B F + n  a ( A r  4-BE + P) 

x=*-  
G(Ar. + W t U )  

* a + B b + C  ' y = E -  A n i  B ~ + c '  Aa+BI>+C 

Si o n  a Aa+ Bb + C = o ,  ces valeurs sont  irifinies : alors la draite cst pa- 
rallèle au  pian (571). Si  on  a e n  même temps  A z  + + D= O, ces valeurs 

deviennent indétermiilécs : c'cst cc qui doit e n  effet arriver, car d o r s  Ir 
droite est  tou t  ent ière dans le plriu (569). 

Deuaiéme parii i  ; prablèuics dont  [ a  aolu:ion e s t  plus simple avec des p x e i  recianguleircr. 

574. P n o n ~ E a r ~  X. Coizriaissant les coordonnées dedeux points, trouver la h i -  

p e u r  da [a,druifc qui joint ces deux puiirts. 
Soient x,y,z, e t  xr, y', z l ,  les coordonnées des deux points PiI et DZ'(fiç.iS)r 

ilSs'açit de  t rouver la distance MM1. Par  chacun de  ces points, menons trois 
plavs prallèles P cenx des coordonnées : on forme ainsi unparaliélépipède. 
J e  disignerai la  diagonale M N 1  par 6, e t  les côtés contigus I\llF, MG,  ?l'II, 
p a r J ,  g, h : ces rdtés sont  les différences des coordonnées des points M et 
BI', c 'est~a-dire que  f=z-rr' 0- I=Z-LI. 

ce la  p o s ~ ,  si les eoordonnbe: , " ~ t i T & l e s ,  l e  piralléldpip~de,l'est russi. 
et alors l e  carré de la diasonale 6 est égal a l a  somme des carrés des trois 
côtésf, g, h i  d o n c  

Quand le point 11' es t  à l'origine, il  faut  faire x k u ,  yl=o, z ' z o :  e t  i'ou 
a simplement 

6'=x2+y'+z'.  

575. Si Ics coordonnées sont obliques, l'expression dc P c s t  plus corn- 
pliquce. Dalis ce ç a ,  e n  appelant a, k, 7, les angles des axes, le no 535 
donne la formule 

F"ja+g"+h2+zfg cosaf 2fh cos , ~ + z ç h  cosy ; 

il n'y a donc plus y remplacer5  g, h ,  par leurs valeurs, e t  il  r iendra 

T=[Z-X')' (~-d) '+  2 (x-XI) (Y-/) COS u 

+,[x-.ri)(z-z') c0si-+2(y-y') ( z -Zr )  COS 7 .  

Voici exicore une déinonstration trés-simple de  cette formule. Noiiirnotis 
$,d ' ,d i ' ,  Ics trçls diaçoriclles 31'31, FI<, 111. IA fisure Jl 'FMK est un  pnrallé- 
loyr;iinnle; par cnnsiquent ,  Ici somme dcs carrés de ses deux diaçonales 6 
e t  6' e s t  épie i 1.1 soinnie des c;irrGs des quatre côtCs ; c'est-a-dire que 
6' + 6" =z.\l'iT+ z i 1 : i i  . O r ,  ÏU'F =f, c t  le triai1;le GN'K doi;ne 
-- - 

n l ' K " = g 2 + h 7 + ~ h ~ ~ ~ y :  donc 

L.1 6'$d1' z 2f'+ag"+zh'+4,-hcos 1.  

L e  pai.~llélcigrriii~mç DI'IMH dorilie a w s i  b' + d 1 [ '  r- zlU11i'+ïi?l'I'. Eii 
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rernplricant I\IIR par 4 ,  e t  il- par sa valeurf ' -k~. ' - r2fg cos z, tirée d u  
t r i q l e  DllFI, 011 a 

Maintenant, e n  rijoutant les Cpli tés  [a] e t  f,k], puis retrzncliant d e  leur 
soiunie 1'Eg-alité Ky], on arrive facilemerit à la foimiilc dorit il s'agit. 

3;6.  'Pmn~i31~ X I .  D'un poitit &nnB aimisscr utre perpendicuinirz sur Z L I I  

p lan,  ec trouver eriszcile le ~ i e d  et  la p z n d e m . d e  l a  perperrdicaluii~e. 
Pour avoir des rku l ta tç  plus simples, je supposerai, dans cc problème 

et dans tous les sui.i.nnts, que les axes sont rectangul~ires.  
Il faut d'abord chercher quelles relations on t  entreeux les coefficients qui 

entrent dans les équations d'une droite e t  d'un p lan ,  quand 1:i droite est 
a u  plan. Supposons que, dans lc plan de rz (fiç.19). .4C soit 

la trace d'un plan ACR, e t  QR la projection d'une droite M Q  perpendicu- 
kaire 6 ce p l m .  Puisque M Q  est perpendiculaire au plan AÇB, l e  plan hlQN 
est aussi perpendiculaire à ACE ; e t  d'ailleurs, par In nature des projections, 
le plan M Q N  est perpendiculaire a u  plan xOs .  Réciproquement, les plans 
ACB, xOs, e t  par  suite leur intersection AC, doivent être perpendiculaires 
a u  plan RIQN; donc AC est pcrpcndicnlaire sur la ligne N Q ,  qu i  est sitube 
ddns le plan BIQN. Donc , e n  çénérül , les prujectiuirs de  lu  perperirli'czrluit e 

soirtpcrpendicrrlui7es w x  traces di& plnir. 
Cela posé, reprisentons par z ' , y l , z ' ,  les coord8nnées d u  point  donri6, e t  

l e  plan par l'équation - 
[II A x  +By+ Cz+D = o .  

Les équations <k la perpendiculaire demandée seront d e l a  forme 

Ial x-r' = a (2-sr) ,  (y-y') = L (a-z'), 

a et L étant deux iiiconnues. Les traces d u  plan donné, sur les plans d e  xz 
et d e y s ,  erit pour équations 

8 

C D 
z=;--z - - C 'D 

y = -  - z- -. 
A A ' B B 

Mais on vient d e  démontrer que ces traces duivent Ctre perpendiculaires 
aux projections d e  la  droite cherchée ; donc o n  a 

C 3 7  C 
- - X a + x = ~ ,  - - X b + x = o .  

A B 
De là on tire 
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En rne!tar,l les valeurs d e  n c t  1i dans l e s  iqnritiohs 1-21, il vient,  pour In 
perpendiculaire, leu équations 

Pour avoir les coordonnées d u  pied d e  cette perpendiculaire, i l  a i i & t  de 
résoudre les équations Li] e t  [il par  rapport a x, y, z i  c t  ensuite, pourcon- 
nai tre  l a  çranilcur de la  perpendiculaire, il faudfoit substituer les valeurs 

&lais il sera plus simple de d ~ e r c h e r  immédiatement les différences 2-s', 
j.-yl, "-sr. A cet effet, o n  écrit d'3Loi.d 190qiiation [ i l  sous La forme 

on rhicux, en  faisant Ax'+By'-+Cz' f D = D', sous cclle-ci 

On si i ls t i tue dans cet te  équation,  au  lieu de s-.d et dey-y', les vdleurs 
[ 4 ] ,  e t  l'on a une  équation qui  L i t  c o n i d t r e  t-0'. Oncaleuleensuite r-r' 
ety-y'. De cette manieie, on tiouua 

, - A D r  +- BD' - CD' 
x - sr= > y-j.'= Al+B2+ çzl e -e r=  A'+ B'+ C k+ lin+ C I '  

Pnr suite, en d C , i p s n t  1ü pe:lieiidicula;re par P, la formule [5 ]  donne 

D r  Ax'+Ryr+ C-'+D 
P =  - = , -  A 

V a'+1i3+c" VA'+U"$C' 
Comme la valeur d e  P doit &t re  esscntiellerneirt positive, il f:iut toujouis 
prendre le nuiiiérnteur, abstraction faite de son siçiie. 

Si le point doilni est ;i l'origine, on fera x ' z  O, y'= O, s ' z  O : alois on a 

Si l e  point  est dans le plan donné,  ses coorrlonnéea xr, y', I', doivent sa- 
tisfaire a l'équ5tion de ce plan : donc tZx'+Byl+Cal+D c O ,  et par consé- 
quent  P = O ,  ainsi rjue mla doit étre. 

577. l l ~ o e ~ È n n  XII. Mc~icrpar kir pottir dorrrié un plarr perpendicufairc à une 

droite doni&. 
S u p p o ~ o n s  qite les coordonnées du  point donné soient r', y', sr1 et que 

les équations de la droite doniiée soient 

Puisqiie l e  plan clierché doit passer par le point donné,  son équation serode 
l a  formc A;s-,r';f E(7-y1)+C(z -2')-=O; e t  puisqu'il doit-être perpell- 
diculoiic a la droite, on  doit  avoir A z a C ,  B = b C  (57G). Par suite, l'équa- 
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(;BOMI!TRIE A N ~ L T T I Q O E  A TROIS DIYF.NÇIONS. 403 
Si on tire de3 équations L I ]  e t  !y21 les saleuts  d e  z, y, Z, on aura \es coor- 

données du  point  d'iiitersection dh la droite a r e c  l e  plan. E n  posant, pour 

578. P n o s ~ i m r  XIIL. Meuer ,  p v  (ru pdirr f  danné,  une l~erpenr?fculairs  d une 
&site dokrrde : e t  d i t e r n t i ~ ~ a r  enszuta l e  pied e t  la grandesr de erttcpctpeadiculain. 

S i  on cunduit pa i  le point duriné doux plans, l 'un perpendiculaire L la 
droite donnée, e t  l'autre passant par Cette droite, ils eonticr!dront tous d e ~ f  
l a  perpendiciilaire dernandéc ; donc les Equations de ces p l m s  , prises en- 
seml>lt, 'peuvent etre considérées comme celles de la pttrpeiitliculeire elle- 
niêrne. D'après les nm 5 5  e t  569, ces équatians sont 

t e s  coordonnées d u  pied d e  la perpendiculaire n e  sont autre chose que les  
valeurs trouvces dans le p o b l è m c  prCci en& , i P 

e=n,  *&<ro-t.a, yazBn+fi. 

P ~ T  suite, la çrandeur d e  la  perpendiculaire sera 

La quantilé q u i  est sous le  radical peut  s'écrire ainsi : 

(72'- a)' + (y'-fi)2+a11- a [ a ( ~ ' - e ) + l ( ~ ' ~ f i ) + ~ ~ ]  (a2+I>'+i)n3 

Mais, d'apiès la valeur d e  1 4 ,  la partie de cette expression, qu i  contient les 
douljles produits, est é p ! e  à - 2  (a1+ L7+ i ) r i 3 :  par conséquent o n  a 

Si on voulait corinnitre les projections de la perpendiculaire, on les dé- 
duirait Cacilement des équstions [il e t  [3]. illais on les t rouve aussi en obser- 
van t  qu'on connaît deux points  de cette lisne; savoir : l e  point tlunné e t  le 
pied de la pcrpeniiii:ulaire, lesquels on t  respectivement pour coorLonnécs 

x', y', a', e t  PI, an+#, bn+B. 

Par suite les équations des pidjertions cliercliécs seront 

579. PROBL;.:~IE XIY. Comtnissmtt le3 é q ~ m  t i o l u  de d e u s  rlroifes, or1 veut irouvcrr 
i0  Irs équniioirs de la droite S I L P  l i~que l le  se mesure leur plus colrrie disiaiice; 
9 i'cxjir~essioii d c  c r l t ~  I J ~ U J  c 0 u 1 . I ~  f l ' isfm~cc.  

Soient (fis. 2 0 )  A B ,  C D ,  les ~ E I I X  droites doniifes, e t  PQ lcnr coiirte 
dist:iiice. I)'zl:oi.cl la ligne PQ cst droite : autieiiient, l a  dioitc qui joiiirlr~it 
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les points P r t  Q serait plus c o u ~ t e .  Ensuite, la liçne PQ est perpendiculaire 
à AB e t  à CD : car si, par çxemplo, elle ne l 'était poiat  a CD, la perpendi- 
culaire, abaissia d u  point  P sur CL), serait plus courte que PQ. 

Puisque PQ est perpendiculaire i AB e t  a CD,  il s'ensuit que ai ,  par la 
droi!e AB,  o n  mène un plan UV para l lde  à C D ,  la  ligne PQ sera pcrpendi- 
culaire à ce plan: donc elle est située dans les deux plans ABR et CDS per- 
pendiculaires à UV, ronduits, l 'un suivant AE, e t  l'autre suivant CD. La 
ligne PQ est donc l'intersection d e c e s  plans, e t  ses équations sont celles d e  
ces plans enx-ménies. Quaut  a la grandeur d e  PQ, elle ebt égale ;< la  perpeii- 
iliwlaire abaissee d'un point quelconque d e  la droite CD sur le plan UV. 
Ainsi, la  marche i suivre dgns les ciilculs est entièrement tracée. 
6 Soient 

t 11 
X = R Z + ~ ,  

y=lzfi-, 

x = a r z f  a', r 21 y = v~+,P, 

les équations des deux droites données. Elles ,percent  l e  plan de xy el1 des 
pointsque je désignerai par T et ~ ' : c t  dont Ics coordonnées sont 

Z = O ,  5 = a ,  y=F, pour le point T:  
a = o ,  *=a', y=/', pour 1c pointT1. 

Cherdions d'abord l'L:quation d u  plan qu i  contient la preniiére droite, e t  
qu i  est parallèle i la secoude. Ce plan devant passer par le  poiiit S, son équa- 
tion priit s'Gcrire ainsi : 

1~1 A ( x - ~ ) + B ( ~ - k ) f  z-O, 

A et  B étant seuls inconnus. Pour q u e  ce plan contienne la premiere droite, 
i l  f a u t  que les vdeiirs [II  d e  x e t  de y satisfassent à l'équation [3:, quelle 
qlie soit la coordonn6e z , e e  qui  donne la condition 

E t  pour soit pard l i le  i la  seconde, il faut  poser (57 i )  

Ces deux relations déterminent A e t  B : on trouve 

IlIaintenantil f au t  mener, par les droites données, des plans p i  soient per- 
pendiculaircs a celui de l 'équation [3]: e t ,  pour cela, i l  faut  que cliscun 
d'eux contieri~ie une perpendiculaire i ce dernier plan. Les équations des 
deux perpendiculaires à ce p h ,  menties par les points S e t  T f  sont (5>T>) 

x =Az+a, y = B B + ~ .  pour la preiniere ; 
x = Ae+rrl, y = Be+kf,  pour 1.1 scrnnde. 

L'&pation d'un plan qui  passe par 1.1 première droi te  donnée et par Ia 
première perpenrliculairc cst dc la  forme 
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G ~ O \ I E T ~ I E  ANALYTIQUE 9 TROIJ DIhfENSIONS. 409 

e t ,  pour déterminer les coefficients A' e t  B', o n  a les deux équations 

Semblablement, l'équation d u  plan qiii passe par  la  seconde droite donnée 
et  par Ta seconde perpendiculaire est 

A" e t  BI1 e t  a n t  donnés par les deux  équations 

Pl Ahl'+BE"+ 1 = O  , a'A'/+6'B1'+-I = o.  
Der équations 141 e t  [ 5 ] ,  t i rons A' e t  BI, At'& BI'; e t  remplacons e n s ~ i t e  

A et  B par leurs  valeurs. I l  vient  

a-ar+L (ahr-ha') a-LI-  bar)  
A' = B' = 

a(al-a)+b(L1-b) ' a(al -u)+L (hl-b) ' 

a-a'+ L'(ab1-La1) L-LI-n'(ab1- ha1)  
A" = B"= 

a'(af-a,+L'(bl-L) ' al(a'-a) 1 b1;6'-b)' 

Rietton$ ces valeurs dans [A] el/:A1], e t  on  aura les équations d e  la droi te  
cliercliEe, sur Iaqucllc se mesure la  plus  courte distance. On trouve airisi 

Remarquons, e n  passant, q u e  la seconde équation aurait p u  se déduire d e  
ln yremi6i.e e n  cliançeant a ,  L, a ,  ,f, e n  a' L', a', k t ,  et a', L', e n  a e tb .  

II reste encore 9 trouver la q a n d e u r  de la plus conrtc distance. D'aprés 
ce qui a <té  expliqué plus h a u t ,  il  f au t  abaisser, d'un point  de la seconde 
droite, c n e  perpendiculaire su r  le plan de l'équation r33. P o u r  plus d e  sim- 
plicitd, on l'abaisse du point  T' pour lequel i n  a z = o ,  x=al, y =,L1 : alorsla 
formule générale qu i  exprime la  distance d'un point a n u  plan (576) donne 

et en y mettant  les valeurs 'de A et B, il  vient 

Telle est l'expression d e  la plus courte distance des deux droites. 
Lorsque deux droites se  rencontrent ,  la portion comprise en t re  ces deux 

li,pnes, sur  la  peipendiculaire commune, est éçale a 7.610, douc on  a 

équation déjà trouvée (5G(i>, pour exprimer que  deux droites se coupent. 
5%. I > B O B L ~ ~ E  liv. ~ o ~ i ~ ~ n i s ~ a n t  !es é ~ i l ~ t i ~ l l s  d'utle droite,  d&ernlilber Lcs 

nugles de cette rlroite avec  I c s  crser des coordonrr&s. 

I'.ir l'oiiçine (Liç. a l ) ,  mciiez 021 paral lde c i  la  droi tc  donnée, il s'agit de 
dbterniiner les a i i ~ l e s  ii10.r, i\iO>., MOI,  que je désigne rai par a, P, y .  
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4 1 0 T R O I S I ~ ~ E  PARTIR. 

Pienez O M = I ,  et abaissez sur les nues les perpentliculnires MP, I lQ,  IIIP,: 
les distances OP, OQ, OR, prises avec les signes qui leur convicniient , se- 

ront  en même temps les worJonnCea dix point DI e t  les cosinosdes angles 
a ,  ,L, p. Soient 

s - a i ,  y . -bs ,  

les kquntioiis de  la parrillèle 031 ; et soient s', f, zi, les c'oordonnée~ du 
point  RI.Puisque lc point RI est sur cette ligne, e t  que OR1 est kgde r ,  on a 

xr=az', ~J=bz', . T ~ + ~ ' " + Z ~ =  I ; 

e t  ces équations fei-ont conn;~ î t re  l e s  vnleuis de x', y' ,  sr, 011 de COS a, cm E ,  
cos?. - 4 inç i  s'obtiennent les formulcs 

Lc  p s r ~ l l è l e  OhI e t  son prolongement Ohl'font avec tes axesdiflëreri~s riri- 

çles; mais, romme nous avons pris In valeur d e  zr  positivement, il en  rSsulte 
q u e  ces foimules donnent les ansles q u i  sont formés, d u  côté dm coordon- 
nées positives, par In portion d e  la parallék qui est s i tuée,  i-elativemeiit 
au plan de  %y, d u  m6me c t t é  que les r positifp. 

; S I .  PAOBLPNE XVI. Trouver l 'a i i ç l e  de dcux droifes doni orr coiiicnîf les 
E7untiona. ' 

Si, par i'ouiginc, on  inéne des pnralléles aux dcux droites, I'anglc compris 
entre ces pnrallèles est égal a l'angle cherché. Soient (fig. na)  O N  e t  OM' 
ces deux pamlleles, e t  soient 

r =as , 7 c bs , les équations d e  la bre+ 

r 7 a'e, y = brt, les équations d e  la gc, 

Prenons di1 côté  des i positifs, 13111 c O N r =  I 4 e t  faisons l'angle iiiconnn 
M O N f =  V. Le triangle MOM' donne 

En rltisiçnant par x r ,  y', zrr lei  cordonnées du point M , e t  par r", y-rr, z", 

celles d d  point nl', on h 

En développant les carrés, e t  observant qua xri+yr'z+s'l = Y e t  que  
.dJ?+yrr'+zrra = I , on trouve 

-- 
MI\l'"= a - z ( ~ ~ x " + y ~ ~ y " + z ' z " ) ;  

e t  par suite 
cosv = .T '~"+~ 'y" ' z ' z f ' .  

Naintenant il est fùrile d'obtenir rr, y', z ' ,  X I ' ,  y ' t ,  ztf. En cffct , à i.:lusc 
quele point 11 est siir la premiére parallèle, e t  que OIT est égale i I ,  on 3 

=bar, .T~a+yrz+zr" - - 1, 
&ou l'on tire 
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I'ar conséquerit ori a u r a  cos V an remplapmt  s', etc.,  par ces vdeurs ,  ce 
qui donue 

anf+l>l,'+ I 
COSY = 

Va- Vn- 

Comme les valeurs do e f  e t  d e  z" o n t  été prises positivenient, il  e n  résulte 
que cette forrriule rloririe l'angle Iorrnt': par les p:irties supéricures des paral- 
leles ~ U X  drnitea données, lequel  sera aigu ou olitus, selon le signe d u  nu-  
riiératcur an' 1 Lhf+ I .  

583. Si les d e u r  tlroites fon t  un angle d i v i t ,  coçY doit Ct1.c zEro : donc 

Cette condition n e  porte pas avec elle la tansdqueare q u e  les droi tes  
donnbes sé reilciintrcnt : elle erprirrio s e h l e m e ~ ~ t  que  les p.iraIleles a cesdroi- 
tes font u n  angle droi t .  C'est l i  cn eKct ce qh'on doi t  entendre !brsqu'on 
dit que dcux droiles , daiis l'esliace, sont perpendiculaires en t i e  elles. 

Quand u n e  perpendiculaire doit ê t re  abaisscie Eur u n e  droi te  donnée,  il 
faut joinrlre à I 'é<p~at ion préccdente celle qni  eZprinic que deur  dcoitrs s e  
coupent (%Ki). On peut  obtenir  ainsi d e  houvellcs solutions pour  let, pro- 
blèmes XII1 et XIV. 

583. Si  les droites sont pnralleler , o n  doi t  avoir V = O  ou = 1800 ; 
donc COSY=& 1 5  donc: - - 

z!z VuA+b'+i Vn'"+L''+r e rra'+bhr+ 1. 

En élevant au carré e t  traiispos31it, i l  vient  
6 

A cette condition il  en faut joiridre une au t re ,  q u i  est  SOUS-cntenilue. c'est 
que les qumitités n, b, a', h', surit réelles. Alors les carrés coinpciseiit 
l'éqhntioii ci-dessus ne peuvent  pas être ntgatifs, e t  leur somme n e  devient  
iinlle qu'eu é g ~ l a n t  chacun d 'eux a zéro. De I i  rébulte 

ar=a,  l'= b, ab1= bn' .  

Ces conditions, don t  la troisième est une cousiquence des deux premiérec, 
sont e n  effet celles qui expriment que des droites sont 

58j. En  faisant coïncider 1.1 l içne031r succcssivenient aveccl!acun tlesaxes, 
la  formule @nérale doiinera les cosinus des ançles a, 1, 3 ,  forniés par l a  
droite O?I avec le5 axes. Les équations de l'axe des x sont z = O ,  y = O ;  e t  
celles d e  la ligne OM' peuvent  s'écrire a ins i  

1 b' 
z = - x ,  y ' = -  x ;  

n f  a' 

donc, pour la mr!fondre, avec l'axe des x ,  il  faut pocer 

1 - 6' 
= O ,  - = o .  

a' a' 
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412 TROIÇIJ\ME PARTIR. 

B I i s  avant  d'inbroduire ces Iiypotheses dans l'expression générale de coav, 
je la mettrai suus cette fornie 

h' 1 , 
n + b - + - .  

a' a' 
COS v = 

6" 1 v-,/'\/if G I A  +- a/? 

e t  alors, par les hypothèses ci-dessus, elle donne cos a =i a . On 
l / a 2 +  .h2+ I 

retrouve avec la  méme facilité les valeurs de cos e t  d e  cosy, seniblûliles 
a celles du problème XV. 

585. Reprenons l'expression cos V= x!x"+y'y"+ale", trouvée plus 
linut n o  581, e t  désignons par a. ,@, 7,  e t  a', ,L', les angles des droites 
OM e t  OM' avec les axes. Puisqu'on a pris OM =Ofil' = I , il s'ensuit q u e  
X'Z cos a, y'= cos F ,  z'= cos 7,  cic. : on rrtombc ainsi sur l a  formule deja 
connue (533), cosV= cos a cosc~'+cosF cos kt+ cosy cos 7'. 

Coinme on  a d'ailleurs ~ ' " + y ' ~ + é ' ~ =  I e t  s""+y"a-~z"2 = I ,  o n  retrouve 
encoreici des relationsconnuespar l e n n  530, savoir : cos'a+cos'fi+cos';=r, 
CUS~~~+COS'~,P+ COS"~'EL 

586. P n o a r Y . ~ ~ .  XJ'II. Conrmissant 1'Equatior~ d ' u r ~ p l a ~ i ,  trouver les ariçlcs 
qu'ilfait avec les plans coordonnis.  

Ces angles sont égaux a ceux qu'une perpendiculaire a u  plan f i t  avec les 
trois axes. Soient donc 

Ax+By+C;+D=o l r é q ~ a t i o n  d u  plan donné, 
x = n s ,  y = b z ,  cellcs dc la  pcrpendiculairc ; 

les cosinus des angles de cette droite avec les axes sont donnés par les for- 
A B 

mules d u  no 580. Mais o n  a a =  - b= -(576). En mettant  ces valeurs 
C '  C 

dans les formules citées , on obt ien t ,  pour les ansles cherchés. 

C O S U =  
A , cos,@= 

B C , cos 7 = 
v ~ ~ ~ - ~ - B ~ + ~ ~  VA'+B>+C~ VA. t w + c Z  

O n  doit avoir aussi, comme pour l a  droi te ,  c ~ s ~ a + c ~ ~ ' E - t c o s " ~  = I . 
rclation qui est d'ailleurs vérifiée par les valeurs précédentes. 

58;. PROBLEME XVIII. Deternzi~rer l'atiÿle rie d e u s  plans. 
L'ançle d c  deux plans est égal a celui de deux droites perpendiculsircç i 

ces plans. Soient 

Axf By+Ça-kD= O, A1x+B'yf C'z+D1=o, 

les équations des deux plans ; e t  soieiit 

z = a z ,  y = L z ,  et  . x = a ' z ,  y=L.'z, 

les équations des Uri aura ( 5 ; G )  
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e t ,  en substituant ces valeurs dans la formule qu i  donne l 'ançle de deux 
droitcs ( S i ) ,  i l  v i e n t ,  pour l'arisle des p lans ,  

588. Pour que les plans soient perpeiidiculair~s entre eux, on doit avoir 
cosV= O ,  c 'cst-i-dirc, 

hA'+~B1, ' -CCf= o. 

589. Pour que les plans soient parriilcies, on posera cosV=i, ce qu idonne  

V A ~ + l P + Ç t  VA~>+~~I~+C/Z= AAf+BBI{-CCf; 

S'où l'on déduirai t ,  e n  raisonnant comme dans l e  no 583, 

590. Les angles d'un plan avec les plans des coordonnées &tant  les m h e s  
que ceux d'une perpendiculaire à ce plan avec les trois axcs, on aura, pour 
I'aujle d e  deux plans, comme pour celui de deux droites, 

cos V 1 c o s c r c o s ~ ' + c o s ~ c o s ~ ' + c ~ s ~  cosyf, 

a, fi, 7. e t  a', fi', é tan t les  ançles de ces plans avec Les plans coordonnés. 

On doit avoir  aussi ,  entre ces angles, les relations 

C O S ' ~ L + C O S ~ ~ +   COS"-^= 1 ,  C O S ' ~ ' + C O S ~ ~ ' + C ~ S ~ ~ ' =  1. 

59 1. PBOLILÈKE XIX. ï'rouver I<angle d'une droite et  d'un p l m .  
Si on mine une p ~ e n ~ l i c u l a i r e  ail p lan ,  elle fera avec la droite donnée 

un ariçle égal a u  complément de l'qipçle cherché. Soient 

A.r + By+ CE + D = O ,  i'équation du p l a n ,  
z=az +a, y=bz+fi, celles de la  droite. 

Une perpendiculaire an p1an.a pour éqnations 

x = a 1 z + a f ,  y=6fa+k', 

A B 
en posant a'= - bl= -. Rlettonsces valeurs dans la furmule qui  exprime 

C '  C 
le  cosinus d e  l'angle dcs deux droites ( S i ) ,  on aura le sinus d e  l'ançle 
cherclré. Eri nommant U cet angle, il vient 

* 

m An+Bh+C 
sin U = 

Va"+l> ' f  V.V+U'+C' 
Quand la droite donnée est parallèle aq  plan ,  on a s i n u - O  ; donc 

A a i  Elif C= O : c'cst la condition conuiie (5; 1). 

Qoand la droite est perpendiculaire au s i n u =  i : alors encorr, cn 
raisonnant comuie dans le no 533, on retrouve 9 = a C ,  B=bC (5;6) 
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CtIlfFfTRE IV. 

592. F n ~ a r o ~ ~ s  P O U R  passeu A Des A X E S  P A P A ~ L È L X ~  Soient (fis. 23), 
O r ,  OJ-, O z ,  les ancieus axes ; e t  O'x', O?', O'd ,  des axes paral:èlcs. J e  iiom- 
mcrai f, g ,  h, les coordonnées d e  I n  iioavelle cirigiiie 0' rapportée aux axes 

; s, y, r ,  celles $w:i point quelconque DI,  reht ivemcnt  a crsnxesl 
et sr, y r ,  if. cellcs d u  mFinc point, re l ;~t ivcnicnt  aux nouveaux JXCS.  SLIPPO- 
sous q u e  l e  plan s'O'yr reiirontro L'iixe 0s a u  point A ,  e t  qu'uri p l m  p~ra l -  
]&le, mené par 1' point I11, aille c o u ~ i r r  ce inCine axe cn P, e t  1':ixe prirn!léle 
eu P'. On aurit 0-4 =f, O P  I X ,  O'P' = Al' = r f ,  ct il est évident que  
x m s'+y. O n  t rouveda  même y- yl+g,  et  s = af+4.Ainsi ,  pour passer 
à des axcs parallùlco. ois û Icà f o r m u k s  

Chaque e o o r d ~ n n c o  do i t  é t reprise  aeec le s i p e  qu i  convient à sa position. 
593. Remarque. S i  on mène par  le poiut 0' truif axes qui  aierit de nouveUe8 

directio~is, e t  si on veut expriiricr x, 5-, a,  e n  coordoilnécs d l ,  yf',z", camp. 

t i e s  sur ces rleinicrs axes,  i l  cst clair qu'il suf ira  d'obtenir Ics vrilcurs de 
x ' ,  y', z', en fonct ioi~s de x",yr',z", et d'ajouter eiisuite i ccs valeurs Ics 
qumtitiisf,  g, Ir.  C'est pourquoi noiis supposerons c m s  la suite de ce c h -  
pitre que  I'origiue reste toujouw la même. 

591. Fonhru~es ~ i r d n ~ r . e s  POcR C H A N G E R  L A  oIREcTion nes AXES. Sûient 
(fig. 24) Os, 0 y ,  Oa, trois a res  quelcoiiques : Ox',Oyf,Oz', trois autres axes; 
x, y,, z, les coordonnées d 'ui i  point  quelconque 11.I rapporté aux preiiiiers; 
e t  x , y 1 ,  z', celles di1 m2me point  par  rapport aux  demiers. Nerions, pa- 
rallèlemcnt a l'axe des z ,  la  droite hi(! qui  perce le pLip de xy e u  Q ; et 
onsui te ,  parallélement a l 'axe des y ,  l a  droite QP q u i  ucncniitre 1ü ligne 
des x en P ; o q  aura OP= x, PQ =y, Qi1I = a .  O n  construira d'une ma. 
iiicre ana10çur:OP'~.  x', P1Qr:=yr, ÿ'D1 sr. 

Par I'oriçiiie, iiiiagiuons (salis les tr,iccr, ;&fin d c  i?e pas conipliquer la 
fiçure) trois droites ousxes  auxiliaires 09, OC, OC, s a b i r  : OA pcrpendi- 
culairenu plan d e  3.2, O B  perpemliculairc à celui d e  xz, e t  OC perpendicu- 
laile à celui de xy : p u i s .  projetons sur  chricuii de ces a r e s  les deux con- 
tours  . r + - e  et X ' + ~ ' + Z ' .  L'axe 01 étant  perpen&culnire nuxy et aux @, 

les  projcctioiis d e  ces coo~~ilonnécssur  cet  rixe seroiit nulles. de socle puclil 
projection <lu prerriier contour se rédui t  ÿ s cos.rVA. Celle di1 secoiid con- 
tour est . ~cossc 'OA+yreos~- 'OA+~'cus  arO.\(5a(i). Or, i l  est cvidcrit que les 
deux projections doivent 6tre é,-.des ; doiic 
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Cette furiiiule donrie x en loiiciiuii d a  ,~~,~-'.i'. U n  e u  o l ~ i i c n t  d e  s e m b i ~ .  
blés pour y e t  z ,  e n  f ~ i a a r i t  l c s  ri-ojections sur O C  et  S C .  

Converioiis de repiEseiiter e n  'céi~Grnl 1 ' ~ n g : e  d e  dcux ~l io i t cs  cil riicttnnt 
entre deux parentiikes les leiti-$i affectées a ces droiles ; de te!:e soi-tc, par 
excmplc, quclcs angles ~ 0 ~ 4 ,  xlOA, etc .  soient ~iésigiiEs par (.rB),(x18), etc. 
Alors, les trois f o ~ m u l e r  s'écrirorit ainsi : 

Coiurne il arrive rarenient qu'on ait besoin de clinriger des axes o l l i q n r s  
en d'dutrcs aqcs obliques, ces formules sont peu eiiiployi.es dans les cülculs. 

595. C I I A J G E I ~ C ~ T  û & S  C D ~ R D O S N ~ E S  XtcTANOULliUES E N  OBLIQDLS, L)&us CC 

qu i  plérede,  uii p e u t  suppuser lcs axes iles s,2-, z ,  pei-peritliculaires eriti-e 
cux. Alors les J ioi tçs  auxiliaires O:!, 0 0 ,  OC, coiri~ldeiit avec ces axes, c t  
on a cos(x,4) = I, cos(yE) = 1, cos(zC) = 2 ; d e  p lus ,  on  doit ~cmp1;ict.r 
partout les lettres A,R,C, par  x ,  y,  z. Pour  abréger, nous poserons 

et  les formules cherc1ii.e~ seront  

LCS trois ünçles qui  servent àfixerlqdircction dg chacun J . csnouv~aur  arcs  
ne s o n t p s  entiérement arbitraires: d'après des relatioris connuea(530, 5%), 

5$.  liurnnrque. Si on résout les Cquatiuus [3] par rapport a z'y',  s', on 
Jura  des formules propres a u  cas où l 'on voudrait transformer des coordon- 
nées obliques en rectari~ulaircs, 

Ensuite, ces nouvelles formules,  coiuliinées avecles précedentes [3), pour- 
ront servir a passer des axes ob!iqucs à d'autres a i e s  obliqucs. I l  suffira, en 
cftet, d'effectuo~ deux tiarisformations succe~sives : la premikrc, pour rem- 
placer 10 système oblique par u n  système rcctsngulciire ; e t  la  s rcon~lc ,pour  
substituer i ce tlernier uri :iiitre système ul~l ique.  

597- C ~ A N G E R I E N T  nF.5 AXES nECTANGUl.Ain?.S Z N  D ' A U T ~ E S  A X P S  R E C T A N G U -  

L A i n E s .  On se servira des mêmes formules que dalis l e  no  pricédeiit , 
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ilI,iis il  faut  exprimer q u e  les nouveaux axes sont  aussi rectangulaires: pour 
cela, or1 é g d e  a zéro les expressions de c~s (z~~) ,cos ( rc ' s ' ) , cos (~ ' z ' ) ,  en fonc- 
tions des cosinus a ,  b ,  r ,  etc.(533, 5S5). En reunissûnt ces nouvelles equa- 
tions d e  condition aux trois  qu'on a déji, i l  y en  aura six en  tout, savoir : 

Ces équntions peuvcrit servir à trouver six des neuf cosinus a ,  a', nt', b,.. ,  
J e  f t ra i  counaitre tout-a- l 'hure d e  nouvelles relations qui  se déduisent de 
celles-là, e t  qu i  soa t  d'nu f réquent  usage. 

,599. Remorquons d'abord que les deux systèmes d'dxcs &tant rectangulires, 
i l  s'ensuit que xr,y',z', doiverit s'exprimer en x, y, z, par des formules ana- 
logues aux préc6dentcs 141. E t  e n  effet, si o n  se rappelle quels cosinus sont 
désignés par a ,  a', a", b,  b',bl', c, c', cf', e t  si o n  projette les trois coordonnées 
x,y, z ,  su ï l ' aae  Oz', puis sur l'axe Oy', puis sur  l'axe Oz', on obtient 

O n  peut encore trouver ces rdeursaumoyendes  équations [4]. Par exemple, 
pour avoirs ' ,  on  les'multiplie respectivenierit par a ,  a', a", puis on les ajoute; 
et, en  a y a n k é p r d  aux re1ations [ a ]  et [ h l ,  il vient s ' = a s +  a 'y+u"z .  Ou 
obtient de la même manière y' e t  r'. 
599. Il doit exister aussi, eqtre  les coeficients de ces valeurs, six relations 

anaiogues a celles qui unt  l ieu en t re  les coefficients desvaleurs [q] de x ,  y, z;  
e t  d'ailleurs ces relations peuvent se  trouver directement. D'abord il est clair 
que a, 6, c ,  ;ont les cosinus des angles formés par l'axe des rc avec ceux des 
.T', y', 2'; e t  puisque ceux-ci sont  rectançulnires, nn doit avoir a"+lil+c'=i. 

Illcriic rnisorinerrtent à l'égard de  a', b'. c', e t  de a",  bu, ct'. Eii secorid lieu, 
l'ansle ( ~ y )  a pour cosinus aat+ I,b1+cc': or, cet ongle étant droit, on a 
aa'+bl'+cc'=o. M i m e  raisonnement pour les angles (xz) e t  ( y z )  Ainsi, eu 
mênie temps que  les équations [a] et 1.51, on a toujours les suivantes : 

O n  pcut encore,  p n  des considérations çéamétriques, ririiver B d'autres 
é p a t i o n s ;  mais il resterait d o r s  des difficultés sur quelques signes a m l ~ i ~ u s .  
II sera mieuxdc les etablir comme consiquences des équations Lalet [b]; et 
tel%st l'objet du  tliéoriinie m i r a n t ,  dans Icquel on retrouve aussi les der- 
nihrcs équations [ c j  e t  [d l .  

Sur les Cqualicnr dc condilion cntr~ .  Icr neuf coeUicienls n , ut, ..... 
600. Tiiion'cm. Quelles que soient les  neuf qoaiitilcis a, a', a", b ,  b',  b", 

c, c', r", si elles s.ilishnt aux s i x  équatioiis 
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G ~ O J I B T R I E  .ANALYTIQUE A TROIS DlhlENSIONS. 417 

je dis i~u'cl lcs  satisferont éçolement i celles-ci, 

et  encoreaux dix suivantes, dans lesquelles on devra prendre les signes su- 
périeurs ensemble, ou bien les signes inférieurs ensemble: 

Pour démontrer cette proposition, je prendrai, ayec M. POISSON, trois in- 
déterminées r', y', 2';  e t  je ferai 

rc, y ,  s, étant aussidesinditerminks. Si on élève ces &plités au  carré et  qu'on 
les ajoute, il vient, en ayant égard aux relations [a] et [b], 

* 
On peut obtenir X ' ~ + ~ ~ ~ + Z ' ~  en tirant des équations [a] les valeurs de 
x', y', z', et en  ajoutant leurs carrés. Or, ces valeurs elles-mémes peuvent 
se calculer de deux rnariières différentes. 

Premièrement, on peut multiplier les équations rel respectivement par 
a, a', a", et Les ajouter ensuite. En ayant toujours égard aux relatioiis Lu] 

et [ h l ,  on trouve .rr=ax+aiyf al'a. On auraity' et aven  ajoutant ces mEmes 
équations, après les avoir multipliées respectivement par b, b', b", ou par 
c,  c', c". De cette manière on obtient 

x'= ax+a'y+a"z, 
y'= b . ~  + b ' y  +L1'z, 
zr= C S  f c'y +cl'z, 

et  Bar suite on a 

Cette expression doit Etre identiquement In mérrie qui a été trouvée plus 
haut; donc les coeflicients des carrés x', y', za, doivent étre égaux à I'nnité, 
e t  ceux des produits zy, xz, yz, doivent être nuls. Ainsi se truuverit démon- 
trées les relations [cj et [d l .  

Secondement, on peut, ainsi que l'a fait RI. LACROIX,  tirer des équa- 
tions [a] les v ~ l e i n  de XI, y', z', comme on s'y prend ordinairement pour 

2 7 
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4.18 TROISIÈME. PARTIE. 

résoudre trois équ:~tious d u  premier degré;  et, de cette manière, en posant 

Ces valeurs doiverd étre i d e ~ t i q e e s  avec eelles qui o n t  déjà été obkenues 
plus h w L ;  b o n  a 

Pour  avoir les relatioris [ c l ,  il sufi t  donc d e  faire voir que A =  I 1 A cet 
efret, ajoutons les carrés des équations qu i  composent la première liçiie des 
neuf équations ci-dessus : e t  e n  remarquant que a'+a'Z-+a'''=~, il vient 

Mais,  e n  vertu des relations donuées [a] e t  [ b J ,  l e  dernier nienilre se 
réduit a l'uriité; donc a = +  1 , et par conséquent les équations [cl soiit 
aussi démoiitrées. 

Remarquez hien que daus route n&e dérnonstratioa ksqaa~ti téso,r~ ' ,e", . .  
n e  sont assujéties qu'aux coudiiions exprimtPs par les équations [ü] e t  jb] ; 

cie sorte qu'elles peuvent  étre , d'itil]eurs, indLfI&emment né?;atives uu 
p ~ s ~ v e s ,  plus çraiides ou plus petites que l 'unité,.imeyktires o o  réel les  
Ce serait dcne établir une  restriction inetile que de k s  considérer comme 
des cosinus, ainsi que  I 'ont fait quelques auteurs. 

Formules d Eocin , pour passer des axes rectangulaires à d'autres ara, rectan$aires , au 
mopn Ilr trois m ~ k ,  + , O ,  $. 

601. L e  cha~lgernent des axas rect.~ngnhires en  d'autres axes rectançu- 
laires étant celui dont  l'emploi est le  plus frtiquent, les géomGtre~ont  
présenté sous des formes très-variées les formules progres P ce ws. Celles 
que nous  w o n s  données plus haut  (5g7) sont fort simples srnedoute, e t  elles 
ont rovantage d e  c o d u i r e  à des calenls symétriques: mais aussi elles ont  
l ' iuconviuierit d'entriiîaer toujuues Ù Lœr suitedes +~eatieiw ùe c~ufitiox?, 
arixpelles i l  f m f i a v o i ~  é p r d  dans le eaeiil.  Il n'en esU ainsi que parce 
q u e  ces valeurs contiennentneuf acmshniles, a ,  b ,  e, ete., tsndis qu'il n'en 
L u t  riellcment que trois pour fixer les directions des n o u v m a  axes. Ces? 
pourquai nous allans, nous Gcrluire s tr ie~rnent  i ce nombre  de donném, es 
prendre a w c  Eurtii azjgk q B ,Si wyok (fis;. aS) :* 
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g =l'angle ROr, compris en t re  l'axe des x e t  l a  trace OR du plan d e  x'yr 
sur celui des sy ; 

8 = i'inclinnison dn plan de x'y' sur l e  p lan  d e  xy ; 
+= l'angle RUx', compris entre l'axe des x' e t  ta trace OR. 

II y a plusieurs moyen d'arriver aux  formules qu i  ne contiennent  que ces 
durihéel : celui qu'on va exposer consiste i chercher les  valeurs des neuf 
tosih'ks d, b, c ,  etc., e n  fonctions des trois ansies q ,  8 .  4. 

Concevons que l e  point  O soit l e  centre d 'une sphère  dont  l a  surface est 
rencontrée aux points  A, B, C,  D, E, par les lignes O.=, OR, Os', Oy, O r ;  e t  
formons les triangles sphériques ABC, BDC, BGE. En supposant les arcs 
e t  les angles évalués e n  degrés, o n  a AB = q , BD = 900- q ; BC - 4 ,  
BE- goo, CBD-8, C B k =  1800- 8 ,  G E E = ~ J - B .  

Rappcloxs la formule corinue (93) 

dans laquelle E i ,B. y ,  sont les trois tb té f  d'un t t i a n ~ f e  Jphériqnë, et k 
I'ariglc opposé au cOté a. En a p p l t q n ~ n t  cette f o ~ m u l e  3 u s  trimgkes ABC 4 
EDC, BCE + 6n bbtimt facilement cos C A ,  cos C D ,  COSCB, t ' e s t  &-dire 
a, a', a". On trbuvd n n s i  

Il est facile de déduire de ces valeurs celles de L, bf, b", c, c', clf. En efkt. 
si oh change d'abord 4 en goO+ 4, l a  Iiçne 0.r'v.a se placer sur  ClJ.< c t  par 
suite les valeurs de a, a', a", deviennent celles de b, L', V';  savoir : 

b s= -cosqs in4 - s in~cos+cos8 ,  
b f = - s i r i g s i n + +  E O S ~ C O S ~ C O S ~ ~  

b"= cos +sin O .  

Ensuite, si on remplncc B par 90" f B ,  dam Ies valeurs de a, a', a", l e  
plan X'OR devient $OR; e t  si on fait en ou t re  $ = goo, LI ligne Os' 
devient Oz': on obtient ainsi 

c = s i n Q & 8 ,  
c ' = ~ c o s q  sind, 
- cos i; 

En substituant toutes ces valeurs dans les formules [4] d u  no 597, il vient 

x=s '(cosgrcos~-sinq sdn+cosS) 
-y'(cosq siri++ sin  cos+ cosS) f r ' s i n ~ s i a 4 ,  

y=xJ(sinq cos+ -k cosqsin+cosii) 
-yl(sinqsin+-cosqco~~eos6)-r'cosqsin0,  

z =xfsin.+ sin8 + y'cos.+sinB j-sleosJ. 

Teltes sont les formules &EOLEB. Leur généralité est sujette à une I é ~ é r e  
restriction, laquelle résalto de ce qa'on a supposé, eh CaIculant h ,  b', hrf, que 
1.1 portion d'.ire sur laquelle se comptent les valeurs positives de y' était 
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placbe, par rapport i ln trace OR,  i 900 au delà de I'axe des 2'. Si on .,au- 
la i t  q ~ ' c l l c s  fussent coinptées d u  coté opposé Oy,, il  f audra i t ,  cn passdnt 
des expiessions de a ,  a' n", à celles d e  b,  b', br'. reinplacer +, non par 
go0+ 4 ,  inais bien par  z;oo+-4 ; o u ,  ce q u i  est plus simple, on diangerait 
daris )CS formules [ 6 ]  les s i ~ n e s   CS termes e n  y'.  

602. Quand o n  prend  12 t race OR pour  la l isne des x ' ,  les formules se 
simplifient considiiralilement. 11 fau t  alors faire +=a,  ce qui les réduit aux 
suivantes : 

x=.rfcoçq-yrsinq cos O + zrs inqs ine  , 
171 y=x ' s inq  -1-yrcosqcos4 -ercos 9 s ine ,  

a=y'sinO +zfcos8. 

Formales pour trouver i'inlcrae~tion d'une surface pur un plan. 

' 603. Lorsqu'on n l 'équation d'une'surfac,e F(x, y, z ) = o ,  e t  qu'on vent 
connaître l'intersection de cet te  surface par  un p l a n ,  la  première idée qui 
se prese~ i te ,  c'est d e  rapporter cet te  intersection a deux .=es tracés dans son 
p l a n  méme : or voici une méthode pour y parvenir. 

Supposons q u e  les axes des x, y, z ,  soient rectançulaires. Pour déplacer 
aussi l'origiiie, ajoutons aux valeurs [6] les coordonnéesf ,  ç, h , d e  l a  nouvelle 
ori?ine ( 5 ~ ~ 3 1 ,  c t  substituons ensui te  ces valeurs dans l'équation F(x,y,z)=o.  
Alors la  surface sera rapportée aux n o u v e ~ u x  axes; e t  si 013 fait z r=o  d m s  
l 'équation résul tante ,  on  aura I'intersection d e  ce t t e  surface par l e  plan 
d e  sry', qu'on p r u t  toujours supposer é t re  l e  plan donné.  

Mais ou peut  faire z l=o  dans Les îormules avant  Io substitution; e t  même, 
si o n  n'a point  ci'autre h u t  que cle connaître l'interrectioii d e  In s u r f ~ r e ,  nu 
p e u t  simplifier encore les calculs en prcnaiit I'axe des x' p a r a M e  P l a  trace 
OR ( f i s  25), ce qui revient à supposer + = o .  De cette manière on a 

Ces villeurs ue corivieunent plus  qu'au plan donné, d e  sorte qu'en les met. 
t a n t  dLlns F<;r,y, L)=O o n  aura i 'éqmtion d e  la section cherchée. 

604. Si o n  veu t  t rouver  directement les  forinules [SI, on le fera par la 
coiistruction suivante. Soit M (fig. aG) un point quclcori<~ue pris dans le 
plon y'Od,  don: la  trace sur  Ic pldn ZUT est Os': e t  soient les coordonriées 
O P = z ,  ( r X z r ,  OP'=x l ,  PiAl=yl. 

Joignez PrQ, et  menez I"G pûralléle a Oy  e t  P 1 l I  parniléle à O z .  La l i p e  
P'Q est pei.pe!idiculaii.e à Of', l 'ansle  11C)I" est é j d  à r O r r ,  et 1'an;lc 
II.IPIQ est & p l  a l'inclinaison d n  plan y'Ox' sur le plan ?-Or : on fait 
nIPrQ=O c t  r r O r = o  Ccla p o s é ,  les triangles rectançles MQP!, QPIH, 
()(;PI, dourierit MQ ~ Y s i n Y ,  QP'=y1cos8; IIP'=QP'sin 9 ,  IIQ= QP1coscp; 
~ G = x ' c o s q ,  Ç P ' = x f s i n ~ .  

l8Iais on a x=OG-I IPr ,  y=Gl"+ H Q ,  e z A I Q ;  et e n  mettant  au lieu 
iles lignes leurs  valcuis, puis ajoutLilit les curistsntes S, g, h ,  o n  retrouve 
les t u i n u i ~ l ~  [ A l .  
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Coorùonnéra polaires. 

605. Une autre sorte de  transformation est  encore usitée : c'est celle des 
coordonn&es rectangulaires en coovdonnèes po la i res .  Supposons (fig. 27) que  
Io l içneOM soit projetée enObI1snr le  plan dexy ,e t  qu 'onJonne la distance 
OiM, l'angle 010111' formé par eet tel içne avoc s.z projection s u r i t  plan XUJ-, 
c t  I'oiiçle M'0.r que  cette projection fait avec l à x e  des r. Posons 031 = ;, 
JIOiK'=9,?11'0s=~ : e t  soient toujours OP=.x ,  RIN1=z, les 
coordonnées rcctringulaires du point  31. Les ti.iaiiç!cs OP,lll,OMi\l', donnent 

par conséquent 

Si on transportç dans ln Géométrie les dénomiiiations employées par  les 
astronomes, p sera l e  r a y o n  vecteur dn point M, 8 e n  sera la In t i l i rde ,  et  9 la 
lorrg i f i rde .  

Au lieu dcs angles 9 e t  9 ,  on perlt se servir des ûnçlcs a, f ,  7, formés par 
le rayon p avec Ics trois axes rectançulaires : alors on  a 

X = F C O S U ,  y = p r o s ~ ,  = =? cos 7 : 
Mais i l  fant établir, entre  a ,  k ,  p, l a  relation cos7a+ cos9#+ x. 

CHAPITRE V. 

E N C M ~ R A T I O N  DES SrRPACES RENFER%IEES DANS L f  SECOND ORDRE.  

Sur la classi6cntion dm surfoces en gineral. 

GOG. Quand u n e  surface est  reprdsentée par une  &patiori entre  des roor- 
données x , y ,  e ,  parallélcs a trois a rcs .  si o n  veut l a  rapporter à d'autres 
axes, i l  faut  mettre  daris l 'équatior~. i l a  place [le r , y, z, lcurs  ~ ~ : i l e u r ç  
en fonction des nouvrllcs coordorinées. O r ,  cc valeurs 6tant d e  1a forme O 
ar'+byr-ce1+f ,  i l  s'ensuit que l'équation tiansforinée restera n!a$briqiie 
Ou trünscenrla~ite selon que la proposée est elle-même algébrique a n  tran-  
sccndante. Nais  ce qu'il importe le plus de remarquer ici ,  c'est q u e  l e  degr6 
d'une é p i t i n n  a l g i b i i ~ ~ w  rie peut pris chançer. 

D'abord il est  Gvideiit qu'il ne  p e u t  pas augmenter, piiisg(u'oli iernylüce 
x,  y, z,  par des valeurs du  premier degrc en x', y', a': et, d'un autre côté, il  
ne peut  pas non plus dlniinuer, niitrernent l e  degré d e  la  n o u ~ e l l c  éc~oation 
devrait croître si on repassait aux premiers axes. C'est sur  cet te  remarque 
qu'est fondée la distribution des surfaces alq.i.brilires e n  drffircuts ordres , 

C 
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d'après le degii de leurs Cpations.  Le plan est la seule espèce de surf~cc 
qu'il y ait dans le  premier ordre. Noua verrons bientbt qu'il y en a cinq 
dqns le  second ordre. 

607. Une propriété géométrique est &ttachée à chaque ordre : elle co~siste 
e n  ce gu'vnerurfocede l'ordre m rie peutpas  Bfre coupéepar urrplan suivant urle 

ligne d'ordre $upérieur c i  rn, ni klre renc~ri t réepar  une droite eny l i~s  de mpuints. 
E n  effet, si on prend l e  plan s6cant pour cclui de xy, e t  qii'on fasse e= O 

dans L'équation de 14 sqrface, oriaura i'S<uation de I'intersectioude la gurfxce 
avec l e  plan sécant; qr ,  cette équation est an PIUS du degré m. , 

En second licu, une  droite étant donnée, on peu2 la prendre poirr l'axe des 
x ; e t  si alors on fait s = O, y = O, daus l'équation d e  la surface, un aura une 
iquation qui  sera au plus du degré m. e t  qui donnera, pour valeurs de x, 

les  distances dc l'origiiie +us différents points d'intersection d e  la surface 
avec la droite : dpnc l e  nombre des intersections n e  sprpasse point m, 

GoS. P a n s  certains cas i'équat/an dans Jaquc lb  on fait q, = Q se trouvc 
vérifiéepar cette seulc substitution. Alors elle contient lefacteur z caps tous 
scs termes, e t  pn peut l'écrire sous la forme VZ=Q. O n  y satisfait donc eu 
posant soit V=o, soit g = o. Or, l'équation q =Q détermine le plaq de xy ; 
e t  l'autre équation, V = O, n'est plus que  du desré m - i r ainsi l'équation 
donnée n e  reprGsente plus,  i proprement parler, une surface d e  l'ordre m .  

Il peut  aussi arriver que  les Iiypothéses y = O, z = O, vérifient l'equation 
sans aucune détermination d e  s : alors la Iiçne des x est tout entiCre sur la 
surface. 

609. Quant aux lignes considérées dans l'espace, la principale distinction 
à faireest celle des liçnes planes e t  des ligne$ ii double courhure. Les unes peu- 
vent  étre comprises tou t  entières dans un pian. les autres n e  l e  peuventpas. 
Le plus généralement les Iiçnes à Joiible courbure sont données par des in- 
tersections de surfaces,mais elles ne peuvent étre assujéties àaucune classifi- 
cation fondée sur I'ordre des  surfaces : car ou peut  varierd'une infinité d e  ma- 
nières deux surfaces, sans changer leur intersection A la v&rité , on pourrait 
considérer les courbes daps leurs projoction~ (550) :mais i l  arriveroit encore 
alors qu'en chançeant les plans de coordonnées, les projections pourraieiit 
n'être p l ~ s  représentfcs par des Cquatior~s du mEme dcçré;  par conséquent 
une classitication établie sur  l'ordre $es projections serait défectueuse. 

SimpliTication da l'équation générale d u  second degr6 i evanouissement der trois recinnglcs. 

610. Qn poqrfajt r e c o n d i t r e  les différentes surfaces renferfqées dans lue- 
quation dq second degré en s u i ~ q n t ,  19 même marche que pour les lignes 
du second ordre. Mais comme alors on serpjt obligé d e  distiriguer un grand 
nombre de cas, il vaut mieux pxrmepcer  par simplifier l'équation. 

Menons dans la surfdce une  suite de r o d e s  parallçle$, prenons les i pa- 
~ a l l b l e s i  ces cordes, e t  laissons arbitraires l'origine e t  la direction des x e t  
des y .  L'équation de la surface peut étre mise pous Io forme 
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On en t i re  

I. 

R étant u n e  fonction de s e t  y.11 est visible que l e  plan dont  l'équation est 

coupe toutes les cordes parallèles aux e en leurs q i l i e q x ;  donc, si OR avait 
 ris tou t  d'abord l c  plan d e  xy parallèle à ce  la^, o n  aurait dil trouver. 
pouf ee plan diamétral . z = conJtante. C'est-;-dire qu'alors o n  a B' = O ,  

B"=o, e t  que par consi!querit I'équation de la  surface se réduit a 

Pl A X " + A ' ~ " + A ~ ~ , - ' + ~ B ~ ~ + ~ C Z +  ~ C ' y f  sCI'Z+F= o.  

Afin d'opérer une plus çrande simplification, changeons la  direction des 
.r e t  des y, sans chanser n i  leur plan, n i  l'origine, ni l 'are deçs.11 n'y a dans 
[Dl  que les termes fonctions d e  x e t  d e  y qui  varieront: e t  il est évident 
p ' i l s  seront, après la traiisformntion. les mémes que s i  o n  n'eût considéré 
que 13 trace delasurface sur le plan de xy, laquelle trace s'obtient en faisant 
s e o  dans [BI, e t  a pour équation 

Obi en changeant la direction des x 'et des y ,  un peiit toujours faire dispa- 
raître d c  cet te  derniére équatidn le  r e c t a n ~ l c  xy : on peut  donc op& er aussi 
la mime simplifiçatiuu dans l'équation [BJ, e t  par conséquent lui donner 
cette forme plus simple, 

laquelle coniprend encore toutes les surfaccs d u  second ordre.  
11 faut bien remarquer qu'on peut  avoir cctte forme d'équation nvea une  

infinité de systèmes d'axes obliques : card'abordoo peut donner e n e  infiniG 
de directions différentes aux cordes parallèles d e  la surface, ce qui  change 
i'axe des z;  e t  ensuite, qannd l e  plan de xy est déterminé, on peut  encore 
faire évanouir !e rectançle xy en variant d'une infinité. de manières les axes 
des x e t  des y. E t  remarquez encore que b u s  ces changement6 se font sans 
dEplacer l'origine piimitive, qu i  reste tout P Lit arbitraire. 

611. Maintenant, pour obtenir d e  nouvelles siinplificntions, disposons de 
l'oriçine. A cct effet on remplacera x ,  y ,  i, par s + f i y + ~ ,  .z+h;$t  I'équn- 
tion [Cl devient 

P 2 +  P'y*+P"*l 
+a(Pf-Q)x+a (Yg-Q3 ~ + a  (PJJh-Q")e 
+Pf '+P'g2+P"h'-aQf- aQrg- zQ"h +F 

10 si la diiparition des rcc tan~les  n'a f i t  évanouir aucun des trois carrés 
dans [Cl, le3 coefficients P, P', Pl', sont différents de zéro, e t  l'on fers  
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disparaîtrc d e  l'équation [Dl  les trois termes d u  premier degré en posant 

d'où 

Alors l'équation transformee [Dl prend l a  forme 

[El Px'+ P'ya + P"ea= H . 
20 Supposons qu 'un  a s  carrés manque dans [Cl : par excinple, soit 

P z o .  L a  valeur précédente de f devient infinie,  alors l e  tcrmc en x de 
la  transformée [Dl n e  renferme plus l'indéterminée f, c t  il n'est plus pos- 
sible de l e  faire évauouir. filais o n  fera disparaître Ics premières puissaiices 
d e  y e t  d e  z ,  ainsi que l a  partie constsiite, e n  prenant 

e t  l'équation de la surface sera 

[FI P1y2 f Pl's"= 2Q.r. 

O n  pourrait craindre que la ilernièrevaleur de f ne fb t  infinie; mais il est 
d e  supposer Q diffirent d e  zero. ~ n ' e f f e t ,  s i ,  outre P=o ,  un avait 

Q = o ,  l'équation [Cl ne contiendrait point  x; donc e n  picnant  pour g e t  b 
les valeurs ci-dessus, la transformie aurait la Lorme P'y'+P1!z'=H, la- 
quelle est d b j i  comprise dans l'bquation [ E l .  

' 
30 Enfin,  considérons le  cas où l'équation [Cl aurait perdu deux curés 

a la  fois, e t  supposons qu'elle soit P 1 1 z 2 - z Q x - ~ Q ' y - a Q ' 1 z + F = o .  
Alors, on n e  peut  pas faire-kvanouir les termes e n  s e t  y; mais, en prenant 

Q" h= - l e  terme en e disparaît encore, e t  l 'équation [ D l ,  en nommant Fr 
pl1 ' 

l a  partie constante, devient 

Faisons e=o : cette équation dunne aQ-r+2Q'y=Ff, ce qui prouve 
que lep lan  d e  xy coupe la surface suivant une droite. O n  peut prendre 
cctte droite pour ligne des y, e t  ce changement n'altérera point le terme 
P I I ~ ' ~  . n h i s  les termes -2Q.r-zQ!r + F1 seront remplaces par un seul 
d e  l a  forme Sx; car il faudra que l'IiypotliL:se z = o  donne x = o .  J.'équn- 
tion d e  l a  surface deviendra donc P " z 3 + S x z  Q ; c'est un cn's particulier de 
l 'équation [FI. 

IL résuite de ce qui précède que toutes l e s  surfaces d u  second ordre, sans 
exception, sont données par les deux iquations 

A la vkrité, les coordoilnécs n e  sont  as r e ~ t a c ~ i i l ü i r c s ;  mais pour le 
moment cette conditio~i est i~ iu t i l e .  
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G ~ O M E T R I E  ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS. 42.5 

Rcioarques sur ter équnlions rkiuiies. Dislinclion eairr les surlaces qui ont un c e n l n  
et celles qui n'eq ont p. 

Gia. L e  caractére distiuctif d a  surfaces renfermées d a n s  les  équations 
réduites [El e t  [FI,  e t  q u i  résulte d e  la  fo rme  même d e  ces équations, c'est 
que les unes o n t  u n  c h l r e  e t  quo les autres  n'en o n t  pas. 

En eiIèt, les équations d 'une  droit^ passant par  l'oriçinr: sont  x = a z ,  

y z h ~ ;  e t  e n  lcs combinant  avec [El, o u  a u r a ,  pour  les'deux points  M e t  
XI' (Li5 zS), o u  la droi te   encontre la  surface, des coordoiinées égales e t  
de signes contraires. D e  l a ,  il est fùcile d e  conclure que  l'origine coupe 
en leurs milieux toutes les cordes mences dans la surface par  cet te  origine. 
Or, cette propriéte est l a  défiriitiori ménie d u  cenfre .  

Quant aux surfaces d e  l 'équation [F: , si  elles avaient u n  centre ,  on  
pourrait y placer l'origine ; e t  e n  meliant ,  par cette or içine,  u n e  corde 
quelconque entre deux points d e  l a  surface,  les coordoniices d e  ces deux 
points ne devraient difierer q u e  par  l e s  siçnes. Pour  q u e  cela s o i t ,  il  es t  
f~cile de recouuaître q u e  l'équation d e  In  silrt'ace c e  doit renfermer aucun 
terme du premier deçré : o r ,  quand  nous avons déplacé l'oriçine (611) 

POUT passer de l'équation [Cl à la  transformée [ F I .  nous n'avons conservé 
le terme en x q u e  parce qu'il a été impossi1,le d e  l e  faire évanouir ; donc 
l'éqnation [FI n e  reprësente que  des surfaces dénuées d e  ceqtrc. I l  est bien 
entendu que Q est  difiéérent d e  z i r o ;  autrement  l 'équation [FI serait u n  
cos particulier d e  [El. 

613. Cependant il fdut observer qiie si ces dernières surfaces n 'ont  pas 
de centre, c'est parce que  les coordonnécs qui déterminent  e n  çénéral 13 
position de ce point  deviennent iulinics, o u  a u  moins I'urre d'elles. Aiusi. 
d parler exactement, ces s u r f ~ c e s  doivent étre regardées comme ayant  n u  
centre situé à l ' infini,  e t  par conséquent, on  pourra leur appliquer les pro- 
priétés des pre~riieres e n  y faisant les modifications convenables. C'est ainsi 
queles paraboles son t  des ellipses don t  les axes son t  infinis. 

614. La forme d e  l'équation [El met  encore en évidence d'autres propriétés. 
Comrue ellc n e  contient x, y,  a ,  qu'ùu carre, si on  coupe la  soi-face par des 
plans paralleles a u  plan d e  deux oses coordonnés, oit voit facilement que 
Ics sections sont des coiirbcs qui  o n t  leurs centres s u t  Ic troisiéine. Or,  
cette propriété est celle q u c  nous prendrons pour définitiou des di~nièrres;  
donc Ics axes actuels des coûrdoiinées sont des diamètres d e  la surface. 

C)uarid l e  diamètre est perpendiculaire aux plans des sections par~l l6les ,  
c'est un dianzétre-prirrc;pl ou u n  axe d e  la surfxce. 

615. I l  est &vident aussi q u e  l'équation [ E j  donne pour chacune des va- 
riahles deux valeurs éçales e t  de signes contraires. Cliaque plan moi-donné 
coupe donc e n  lcurs milieux une  suitc de cordes p ra l l è les  ; c t  , pour cette 
raison, o n  di t  qu'il  est un plan dianiéiral. 

Quand u n  plan diamétral est perpendiculaire aux cordes qu'il divise e n  
leurs niilieux , o n  le nomme &Ilan diaméiral principal, oe sirxiplement plan 
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principal. Alors les cordes elles-mêmes peuvent  aussi être noinmées corder 
phczip& ('1. 

616. Dans u n e  surface d u  reconù ordre, quand  trois diamètres snnt telle- 
m e n t  disposés q u e  chacun contient les centres dessections parallèles au plan 
d a  daiir antres, on les appelle d i d î r s r  c u n j u p i a .  Et pareillement, hois 
plans diarn&trsux s o n t  mujrr@: lorsque les cordes, q u e  cbaenn coupe pot 
moitié, son t  parnl ldes i i ' ietersection &s d e u r  autrea. 

De ces définitions il r isul te  que  dans l 'équation [El les axes des coordon- 
néessnn t  des diamètres conjugués, e t q u e l e s  plans coordonnes sont des plans 
diametraux conjuçuis.Ençénéra1, quels  que  soie.nt les diamètres conjupués, 
nu les plana diamétrenx conjuguds,auxquelaon rapportela surface, sonéqoa- 
tioii doitebnservcr la  forme [Eji car, si elle en rivait uneautre, les conditiuns 
q u i  cûractirisent ces plans et  ces diamétres n e  seraient pns remplies. 

'317. Dans i'équrition [Pl, il n'y a que  l'axe des ro qui  soit  un dinmbtre, et 
i l  n'y a que  ler  plans de xy e t  de xx qui  soient  plaiis diamétraux. Ces deux 
plana son t  aurai appcléa conjugicér, at tendu que les  cordes q u e  chacun d'eux 
coupe par  moitié son t  paralleles L l'autre. 

Giirfnees douPes dc centre. 

618. Ces surfaces son t  comprises dans l'éqnation 

LE] Px'+ P Y " + P l 1 s ' ~  IT. . 
Jo laisserai d'abord d e  e M ,  pour y revenir p l u s  tard ( G Q ~ ) ,  les cas où cette 
Cquatjon a quelque coefficient égal à zéro. E n  cliançeant tous hs signes, si 
cela est nécessaire, an peut  faire qu'il  y ait  dans l e  premier membre deux 
coefficients positifs : j e  suppose q u e  ce soicnt P e t  PI. A l o n  I'équation [El 
présente troi6 cas, savoir ; 

[pl Px2+ P'y"+P1's2~  f H, 
[P'I Px'-+- P ~ - P " r Y ~ +  8, 
[ P u ]  Pay+ P'xl-Pffza=-H. 

0 1 1  rie parle pas d u  cas Pxa+Pyl' f Plfza=-H, parce qu'il n'existe aucun 
point don t  les coo~données  puissent rendre le premier membre égal a la 
quant i té  ndçative - H. 

G q .  Discutons d'ülord l 'équat ion 

[PI P.T'+P'~'+P~~Z' = H. 
Le procédé l e p l u s  simple, pour connaltrc In forme d ' une  surface, consiste% 

(') En çénhal ,  si une kquation algkhrique ne contient que des terme1 de m h e  

c'eat-i-dire t ~ ~ s d d o  degré pair, ou tous de degr6 impëir, l a  aurfxe aura 
lorigine pouil, cenlre. L ' é q u ~ t i ~ ~  q z Z - a x a  +YB 3.1 = O est dans ce ras. 

Si los termes sont de m ê i ~ e  parité seulement par rapport i deur coardoiiuées r 
et y, l'axe de la trois2me sera un diamttre. Enemple : rS-38-dea-J--zso. 

Eiilin, si taus les torrnm wril de degr6 p a i ~  par rapport à une seule coordon- 
pée,  e,  le plan dc xy ont un plun diamétral, Eremple : xyal-sir'--a'-I = o. 
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GEOMETRIE AN41,YTIQIljf A TROlS DIMENSIONS. 427 
clie)r]icr ses intersectiong avec Icq plans coordonnés et  a r e c  leurs parallèles : 
en conséquence je f~ isa l te rna t ivement  z=o, F U ,  x=o, dans [Pl II vient 

PxZ+Ply'= II, Px'+Pr'e'= H, P'y'+Pr'e' = H; 
doncles plans coordonnés coupent ln surface suivant desellipses, AB,AC,EC 
(lis. zg).Afin d'éviter la  confusion, o n  n'a t n c é  qu'un quart de  chacune. 

Pour avoir des sections parallèles ru plan d e  xy, je fais z = 3. ; e t  j'obticns 

Px1+ Prq' z H-Pr' 2 ' 7 

érluatioq qui  est  encore celle L'une ellipse. A 14 vérité, eette ellipse est la 
projection d e  la section sur l e  glaii da  *y; mais ici. ~ t t p  projectioq est égale 
à la sertion clle-m&e. Donc ,  s i  o p  prcrid Do=> ,  e t  s i  on mène le plan 
aob parallèle à xOy, la  section a b  q~i'il fera dans la surface sera une ellipse 
épie B cella qu i  est donnée par  I'dquation ci-dessus. Les longueurs de ses 
demi-diamétras, parallèles aux  s e t  aux y,  sont 

Ces expressions cliangent avec la valeur de 7.  Elles vont  c n  diminuant de-  

puis y = o jusqu'a > r= JEl ; i cette limite elle8 sont nulles: et a u  d e l i  

eilcr sont iinasinaires. Il s 'eniuit que. si on prend UC = \/Et I r  surface 

n'aura que l e  s oint B de comnlun avec l e  plan RCS parallèle a xoy, e t  
ne s'étendra pas au-dessus. 

Fn. çliaqgesn~ % en- 7, on a des sw.tians situéeri du ç B t e  dess sigqtifs. II 
est  ç yideni gq'q\1ps saut igules j celles q u i  sont placée6 aux m h e s  distances, 
de l'autre côté de l'origine. E n  prqnarit N ' - O C ,  et menant  le plan RrC'Sr 
pai.3llèle à zOy ,  la  surface ne dépassera ce plan, e t  n'aura avec lui  que 
le point Cr d e  commun. 

011 trouveraitdesrésultats arialoçues en faisantdes sections parallèles aux 
plans de Fa e t  de 72. Maig ce qui  précède d o ~ i i c  une idée assez précise d e  la 
surface, e t  suffit pour prouver qu'elle est limitée e t  fermée dans tous les 
sens. Elle a r e p  le nom d ' E ~ ~ r r s o i n e .  

On donne à l'équation [Pl une forme remarquable en y introduisant les [on- 
p e u r s  des diamétres conjugués, sur lesquels sont comptées les coordounées 
x, y ,z .  Divisons d'abord cette équation par 11. puis faisons 
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4 28 ' T R O I S I B M E  P A R T I R ,  

Qunnil le$ coordonnées sont rectaiiçalaires et qu'on suppose L = a ,  I'équn- 
al" 

tion [ p l  devient x'+yaf -,-'=aa; alors toutes les sectionsperpendiculaires 
c2 

i la ligue des s sont des cercles qui  o n t  leurscentressur cette ligne. Comme 
d'ailleurs l e  plan d e  r z  coupe la surface suivant une  ellipse qui a cette liçne 
pour un d e  ses axes, on conclut que la surface est e n p n d r é e  parla rotation 
d'une ellipse autour d'un de ses axes. C'est l'e/liproide de rivolution.  

Si J e  plus on  suppose c= a, l'équation devient x'+ya+z'z a': c'est celle 
S u n e  sphére dont  le centre est  à I'origine. Pour p l x e r  le centre dans uue 
position quelconque, i l  faut prendre 1'6quation 

I l  est clair, cn effet, que tous les points de la surface sont B ln distance a d'un 
riiérne  oint fixe dont  les coordonnées sont a, fi, 7 ;  donc la  surfxe est 
celle d'une sphère qu i  a ce point pour centre, e t  a pour rayon. 

620. Passons à l'équation [P'j 

CP'I Px2+P'5.--P"z3= l I .  
Les sections de la surface par les plnnscoordounés on t  pour équations 

Px'+PrY"= II, Px2-Prlz' = Hl P'f-P"u'= H. 

La premiere détermine une cllipsq ABA'B' (fig.30) ; e t  les deux autres, des 
liyperlioles. Er1 Eziaarit z E i 7 ,  il vient  

donc les sections parallèles an plon de rcy sont des cllipses, a quelque dis- 
tance de l'origine qu'elles soient faites. Elles o n t  deux demi-diamètres con. 
jugués parallcies eux s e t  aux y ; savoir, 

e t  on voit qu'ils penvent  croître jusqu'a l'infini. C'est-à-dire que la surLice 
s'ouvre de plus e n  plus à mesure qu'elle s'éloigne d u p l a n d e q - .  

L'équation [Pr] n'citant pas semblable par rapport à x , y  e t  a ,  Ics plans 
parallèles à zz e t  ii yz donnent d'autres rtkultats. Soit f . i i ty=l ,@, ou a 

donc la s:irhce est ooupée suivant des Iiypcr'Joles par tous les plans pnral- 
I d e s  a celui de xz .  n I i s  ces courl>es n'ont pas toujours lenis branches 

II 
tournées a u  *Grne catç. ~ a n t  que c i t  moindre <lue O B  o u  J--(tig.3i)1 

I r  dianiiiti-e trdnsverse des sections est p3ralléle anx x : quand est plus 
çrand, ce dianiètre est parallèle aux s. Entre ces deux sortes d'hgxrbolcs , 
on trouve deux droites qui se coupent : car L=OB dorine 

PxZ- P"zZ= O, d'ail SVP _ ++'PI'. 
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G ~ O J ~ ~ T R I B  ANALYTIQUE A TROIS DIMCNJIONS. 429 

Les projections de ces droites sui. l e  p lan  de XI sont évidemment len asynip- 
totes comrnunes~aux projections des deux  sortes d'ligperboles (fiç.32). ï.es 
coupes paralldea au  plau de  j z  doiiricnt des r ~ ~ i a r q u e s a n a l o ç u e s .  

On doit maintenant se faire u n e  idée assez n e t t e  de la surface que nous 
étudions, laquelle eat, comme or1 voit,  t a n t  j. fait diffirente de  l'ellipsoïde. 
On la nomme HYPEROOLO~DE a une N A P P E .  

Pour mettre en  évidence les dinmétres de cet te  surface, on divise l'équa- 
tion [Pr] par II, on  fai t ,  coriirne dans le no 619, 

La surface rencontre le diamètre des  x e t  des y aux diamètres a e t  b. Mais 
ellene rencontre pas l e  diamètre des  s ; car, e n  f.iisant x = O e t  y= O, oii 

trouve Z = I C V - ~ .  C'est pourquoi  l'on di t  qu'il y a deux diamètres i&ds 

et un diamètre imaginaire. 
Quand les coordonnées sont  rectançulaires , et qu 'on suppose b= a, ré- .  

a' 
quation I P r ]  devient za+y'- - z3 =a-) : alors l a  surface peut  étre  engeu- 

c3 

drée par une hyperbole tournan t  au tour  d e  son second axe. C'est u n  hyper- 
Euluide de réuolutiorr à nappe. 

h i .  1.e dernier cas des surfaces douées de  centre est  

Lp"1 Px2+P5'-Pr'sa=- JI. 

Pour les seclions des plans coordonnés , on trouve les équations 

Px"+ P'y" =-II, Pxz-P"z" =-H, Pry"- 1"'~' = - 11 : 

la pielrx,  . , s t  impossible, ce qui prouve que le plan d e r y  n e  rericontre 
pas la surLaLe: les deux autres représentent  des hyperboles (fig.33). 

L'Gquation LPffj donrie 

Pzz+ P y =  P"z2-H , 

et  de là on conclut que, depuis z = o  jusqn'a 3 =+ JEl, 1. suiface n'est 

point rencontrée par  u n  p l in  parallhle à celui de  xy : de  sorte q u e ,  si on 
4 3  

prend OC= OCf = J$, e t  qu 'on mbne l e i  plans RCS, B'C'S', paral- 

leles P celui de xy, In surîace n'aura aucun  pointIcntre ccs plaiis. Lorsque 
z = I  OC, la section n'est ciicorequ'un seul point, C OUC'; mais, en faisant 
croitre ensuite z jusqu'à i- CO , o n  obtient  des ellipses réelles, telles que 
abarLf, dont  les diamètres augrmentent jusqu'a l'infini. 

Quant aux sections paralléles au  p lan  de xs, ou a celui 'de yz, elles sont  
toojouw des 1iyperbo:es semhlahles e t  semblablement placées. 

La foirue de  1.1 s u r k c e  est facile i sdisii. .  Elle difiëre essen.tiellcmerit 
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de l'ellipsoïde' en ce qu'elle G'étend à l'infini: e t  de i'hyperboloide a end 
nappe ,  en ce qu'elle est composée de d e a s  happes disjointes, O n  la nomme 
HYPERPOLO~DE A D B U X  NAPPEG. 

En mettant  )es diarhètres e n  tvidence, l'équation [P"] se chan$ Cn 

Les diamètres na e t  ab sont imagi~ialver, et l e  troisicme ac est seut réel. - 
aa 

~ L ' h ~ p o t h é s e  L = a  teduit  l 'équation i celle-ci : x7 fy2- - t?= " 

c2 
- a ,  

laquelle représente ud hyperholoide de rhvolution à d e u s  nappes, 

Gza. Ces surfaces sont renfermées dans i'équatiou i] ( G r i ) ,  

CP] fipf $llzi= aQx, 

On peut si on le veut, changer tous les signes, e t  a i s s i  le sens des x po- 
sitifs; e t  de cette rnaniere o u  pourra rendre positifs, dils ne l e  sont déjà,  
Ics coefficients de y" et d e  x. De là il soit que  l'bquation [FI n'offre que 
deux cas généraux, savoir : 

[QI PY+ P " ~ ~ = ~ Q X ,  (Q'] PY- P ' ~ = ~ Q ~ .  
6x3. Consirférons d'nbbfd la surface qni r k l t e  de réquatioh [(JI. Pour 

les sections des plans coordonnes, on a les iqua t ion j  

P y +  $r'z7= O ,  P'ya= aQs , Prrzd= a ~ s  : 

la preniikre &termine I'origiiie ; et les deux autrrs  , des paraboles tellel 
qrie ROR', SOS' (@. 34;. 

Enprenant  x nea.itif, I'Equation [QI est impossible: mais les valeurs posi- 
tives de s donnent  des ellipses, telles que bcL'cl, d'autant plus grandes que x 

est p h  çrand. 
Les sectimS pxt r lé les  à c h a t m  des &rull ddtres plans coordoiineç sont 

des paraboles respectivenient éçales à ROR' e t  à SOS'. Par  eiemplc, si on 
f d i t  Z = ? ,  i l  vient P ' ~ ' = Z Q X - P " > ~  f e t  cette équation donne une para- 
bole rdr' ,  qui n e  iliîîère de l iORr  que par  la situation. 

L a  surface qite nous yenoris d'examiner n recu l e  hom de P A R A B O L O ~ D ~  
nrxPriQua.  

Les paral;oles siluées dans les p l a ~ i s  de sy e t  de s a  ont  pour diamétre 
commun Ia l içne dcs z; et  leurs paramètres, relatifs à ce diam-ètre, sont 

e t  i l  viendra 
4'y1 + 4.e2= q q l ; c .  

Quand lcs coordonnées sont  rec t . ingula i~es~  e't gue P ' k P '  on la 
sur fxe  est pioduite par hi rutatiorr d'une plir;ltob autodi  de wu axe : c'crt. 
alors le p ~ a b o d o &  da rC~OIu.~ion, 
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GEONETRIE ANALYTIQUB k TROIS DlhIENSlONS 431 
624.  II ne reste plus à discuter que l'équation [Q'J. Elle donne ,  pouf les 

sections des plans coordonnés, 

Py-Pr'zl= O ,  P'yZ=~Q.z, l'ffzl= -241. 

La pernière de r c s  équations déteriiiine , dans le p I ~ n  d e  y z ,  deux droites 
OD et OD' (h3. 35); la seconde indique, dans le plan d e  sy, une para- 
bole RORr tournée d u  côté des x positifs ; e t  L troisième donne daus l e  
plan de r e ,  nnè  parabole SOS' tournée dii chté des z népt i f s .  

Pour avoir des sections paialieIes aa plan de yz, faisons x= k k  ; il vient 

PY'- P"z' I. 2Q ! 

c'est-à-dire qu'dn a des hyperboles dcnt 16s branches gont différemment 
tournées deton le' signe d e  a. II est  à rerharquer q u e  toutes ces hyperboles 
ont leurs centres sur  l'axe des x ,  e t  que leurs asymptotes sont parallèleri 
AU* druites OD , OD' : par consBquent de9 asympsutes sent  situées dans les 
deux plans conduits pnt ces droites e t  par l'axe des x. 

Faisons encore s = p  : on trouve pour les sections parallèles au plan d e  xy, 

PrY'=zQx+P"-,". 
Cette équation donne a n è  suite de parnbolcs; e t  ces paralioIes ne sont 
autres que In parabote RCIR', placée successivement dans fes d iEren tes  
positions qu'elle occiipt?raif, s i  on la faisait mouvoir de manière que son 
plan fiit toujanrs parafléIe au pian d e  zy,  son diamétre Ox paralMe à ln 
liçiie des x ,  e t  l e  puiot O toujoi~rs sur 1.î prabole  SClS'. 

11 est évident que ,  dans ce mouvement, la p ~ r a b d e  ~ 0 ~ ' d o i t  eagendrer 
la surface. Les coupes parallèles 32 plan de xs montrerait que la surface 
peut étreaussi décrite en faisant glissei la seconde parabole kelong d e  ta pre- 
miire. Ce mode d e  séuerntion indique clairement la forme de >n sutfiree, 
Isquelle t s t ,  comme on  voi t ,  sembhble à celle qihe prendrait un cylindre a 
bdse parûliolique , dont les aretes seraient recourbées e n  prabolas  (55. 36). 

Cette surface, qui  diffkre essentiellemcrrt de la précédente à raison des sec- 
tions Iiyperboliques qu'on y peut faire, s'üppella PA~ABOLO~DE nrpaanoLrpne. 

E n  mettant en &idcr>celcs paramétres d u  diamètre Ox ,  relatifs aux deux 
RO~L', SOS', l'eqaatiori [q] 4epieii.t 

11'1 4 ' y a ~ p Z  L I % ~ ~ ' P .  

Cas partiwliers. 

Ga5. 11 faut nxiintenünt consideren Ics cas OÙ il y a des termes 
nuls dans les équations [El e t  LFl,, 
[ E l  P x ' + P ' f + P 1 ' z " ~ H ~  [FI PTy'+ Pua'= zQx, 

1 -  Lorsque H-_o ,  l'équation [El se rddnif à P.ra+P'y'+P"zT-O e t  
conirne on peut toujours r e ~ a i d e r  P c t  P' c w m e  positif, il n'y a qae  eux 
r.is dis t incb i  examiner, savoir : 

-h 
L I ]  Px7-+ P'y2i-I"'ei2= o ,  [a] Px7+P'y'-I'"aq= o. 

L'Cquatiou [ i l  ne peut être yerifiée qu'efl pruant  a la fois s = o ,  y z o .  
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432 TROISIEME PARTIE. 
s = o :  donc el le  représente u n  point uriique. C'est un ellipsoïrle dont les 
dimerisions son t  nulles. 

L'équation [z] rrprésentc lin &ne. E n  eR'et, l 'êquatinn d'un plan quel- 
conque passant par l 'axe des z est  ~ r a x ;  e t  si o u  niet  celte vdei i r  d e y  d m  
[ z ]  on t iouve 

résultat qu ip rouve  que  l ' intersection du plan avec la surface de l'équatioii 
[a] se projette su r  l c  plan de xz suivant  deux  droites passant par l'origine. 
Aiusi , tous les p l m s  conduits pa r  l'zxe des z coupent  la surface suivant des 
droites passant p a r  l 'origine ; donc la  surface es t  u n  cône qui  a l'origine 
pour sommet. 

a0Dms  I 'hypottiise P " = o  , l'équation [El devient  Px'+PJj."=II. Re- 
gardons P comme positif, e t  prenons alteruatiyement P' positif et P' n é p  
t i f ,  o n  a 

Pl Pxa + PtJ-'? Il, [4 ]  PxL-'-P'y' = II. 
L'équation 131 donne  un c~liridre à Anse clliptilue quand  II est  positif (518;. 

11 se rédui t  à une droi~e si H = O ,  car alors l ' é q u a t i o ~ ~  n e  peut  se virilier 
q ~ ' e n  faisant =a, y = o  ; e t  il devient imaginaire s i  H est  négatif. 

L'équation [ I I  donne  un cflindre à base hyperbolique, quel que  soit le r i p e  
d e  11. Quana 1 1 ~ 0 ,  on a deuxplans qui se coupenl. 

30 Supposons F"=o, P'=o : l'équation [El se rédui t  a 

Px2= H,  
et représente alors deux plar,sparollèles, ou un plan unique, on deuxplans 
imaginaires, selon que H est posi~if, iiul o n  négaiif. 

4 O  E n  laissant de chté  les cas qui rentrent  dans les précédents, l'équation 
[FI n e  donne que celui-ci : 

1"y' =zQx ; 

et In surface est  alors u n  rj,liiidre & liasepnraloliqile 

Conclusion d u  chapitre. 

626. Ccttc conclusion est q u e  les surfaces du second ordre peuvent se  
distribuer en cinq ~ e n r e s  , savoir : I 'ELLIPSO~DE,  I 'HYPEBBOLO~DE A U A K  ITAPPI: , 
Y I I Y P E ~ B O L O ~ D E  A DEUX B A P P Z S ,  le ~ ~ a n s o r o ï u n  E L L I P T I Q U E ,  et  le P A U A B O L O ~ D E  

HYPERBOLIQUE. 
Toutefois, polir q u e  cet te  classification soit complète, il  f ~ u t  rnttaciier à 

ces suifaccs, curnrrie cas particuliers , les ciiries et les cylindres. Eri outre, il 
but remarquer qu 'une équat ion d u  second degré peut  aussi donner deux 
plairs q n i  se coupeut, deux plans parnllélcs, un plan unique, une droite, un 

p h t t ;  et  niéme elle peut  o&ir dcs car d'imporsililitA 
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CHAPITRE VI. 

DU CENTRE. PLANS DIABIBTRAUX ET D I A ~ ~ B T R E S .  PLANS ET A X I S  PRINCWAUX. 

ILccherche d o  centre dans le eas k plm p n e r d .  

627. Q C ~ D  u n e  su+fa& da second ordre a un centre e t  qu'on y place I'o- 
rigine , les termes d u  premier dcgi4e doivent s'anéantir (612); donc , pour 
connditre si la surface a 'un centre, iY suffit de t ~ a n s ~ o r t e r  les axes parallè- 
lement à eux-mêmes,8: uneorigine quekanque,  et dcdbtefmincr ensuite, s'il 
est po$sit>le. les coo~donriéesdecette origine p n  1s condition que les termes 
du premim &gré. disparaissent. Yrerron~l 'é~iiat ion générale 

[*] r T x z + A ~ + A " ~ ' + z B x y  f sE1x~+zB1'yz 
4-2C.Z f 2 C > ~ 2 C t 1 z ~ F = ~ ,  

il viendra une  nouvelle eqaaticin. qu i  aura la forme 

Remarquez : 10 que I l s  termes d a  ït degré ont  les mêmes coefficients que 
dans la proposée; que ceux d u  fer degré peuvent s'obtenir e n  mettant  
f, g, 18, à la place de .r, y, z,  dans Tes polyiiorfies dérivës, relatifS à x , y , z ,  d u  
premier membre de h propos&. 3* que la partie bonstante G n'est autre 
que ce prcmicr membre dons lequel an a ope& les mdmes substitutions. 

Puiaiju'ou veut faim clisparaître les t m w s  du preaiief &gré, on posera 

111 D E O ,  D'=O. D"=o : 

d o r s  I'oriçine sera placée a u  centre, et l'équation de la surface devient 

P l  A ~ Z + A ~ + A 1 1 c 2 + a E x y + z B 1 r z + z B 1 1 y z + G  XII, 

E n  mérne temps Texpression de G se s;rnplifie consid6rablement : car, si 
après aroir, mult ipl ié  ks éqii;itiaas Li] respectivemeuhpatJ g-, A ,  @sa l es  
retrariclie d e  G, il vient 

'(r=CY+ c:B+ Ct6h-+'F. 
I les t  bon aussi d e  remarquer qse dübb fes valeurs çériérales de f , g ,  h, dé- 

duites des équations [il, le denorpii~ateur cpmiuuu, que j'dppdleriii ii, est 
I< = . ~ E ' ~ ~ + A ' U ~ ~ + + L " B  ,-iiL\',4~~-aDü'~~l. 

28 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4.35 T R O ~ S I ~ M E  PARTIE. 

628. Les équations [il fmit çonnaîtrcJg, h .  En considérant ces coordon- 
nées comme des variables, les équations [II  représentent trois plans; et c'est 
l'intersection de ces plans qu i  détermine le centre. Alors se les 
distinctions suivantes : 

r o  Quand les plans o n t  un point commun e t  qu'ils n'en ont qu'an, la sur- 
facc 8 an centre aniquer c'est t aar le p h  ~ & 6 ~ a l .  

an  Quand les trois plans se coupent suivant la rnêine droite, tous les 
points de cette droite sont des cuntres, 

30 Quand les trois plans se confondent en un seul,  tous les points de ce 
plan peuvent être pris pourcentm. 

40 EnGn,quand aueenpoint n'est communanx trois plans à la fois, et  c'est 
CO qui arrive quand ils sont Tiaralléles, ou quand l'un d'eu= est pardkle  à i;fl 
l'intersectiandes deux autres. hlprô la surface a'+ point  centre, ou plu- 
tû t  le centrk es\ a l'infini : car les valepq géo6rales de f, g, b,  dédujtes des 
équations [il, deviennent infinies, 94 aa moins r a n p  +l'elles. 

629. 11 est évidcnt qu'on doit avoir, dans le pre,gier f;y, I'ane des trois 
surfaces douées de centre. ou un the, QU TIII point uniqug oy m n  cas d'im- 
possibilité. Dans le second, op a un cylindre elliptique ou hyperbolique, ou 
deux plans qui se coupent, ou une droite, ou un cas d'impossibilité. Dans le 
troisiemei on a deux plans parallèles, ou un seul plan, on deux plans ima- 
ginaires. Daas le quatrième, en o t'un des deux parabolbïdcs, ou bien u n  
cylindre parabolique. 

630. Un plan &métra( hoie couper eh Ieurs milieux une suite de cordes 
parallèles (61$ i !ippiîquo'h~ le calcnk à cette définitiom. Soient 

les équations d'une corde qaekonqne 6 et 6' étant cqistantes, mais p et 
' étai l t  varixbles &une oorde a uns ahtre. $hstitnoiis ces yaleurs dans l'équa- 
tion générale IAZ, , et posons, , i o a r  abréser , 

R= PP+B1J"# A"+nBW+aBL8+ f."dl 
6 F. 4~+A'dYp'+32~'&Pdi+B'p+B"~+C%+Q'B~+ C'4, 

T wx Apa+ blpl%sfPpr+ %Cc+ 3Grpr4- F z 

il viendra l'équation 

L.1 hz7-f ZSZ+T= O, 

dont les racines wnt ].es valeurs de s, aux oints OU la corde rencontre la 
s P 

- d l p f ~ .  Lew b+sr>mmeiea- -i , et e3est ga8 dea eeerdamées <E<i mi- 
K 

lieu de h corde ; done, en dés;~;paat cette mordonnée par s, on aara 

En nommant s  et^. f e ~  dent antres coordonn+es da milieu de la corde, on 
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doit avoir aussi, entre x, y, s, les équations 11; p3r conséquent 1'6lirnina- 
t i o ~  de p et ) 'entre Li] et 131 donnera le  lieu milieux de toutes lescordes 
parallèles, Remettant pour fi e t S  lcqrs valeurs, e t  effectuant les eali:uls, 
on trouve 

[ ]  (Ad+I: l l+  B1)x +(Ar# i. BÇ + B"i\ y f (Atr+ BfJ+B"d')z 
+Cd'+Crd'+ C " z o ,  

T e h  est l'équation g ê n é d e  des plans d i a r n é t ~ ~ ~ u x .  On peut  r é c r i r e  Ainsi, 

( A . w + B y + G t z + C : s + ( A ~ + ~ ~ + B u ~  + . ~ ~ ) b + A " ~ + l ' i ~ ~  + B 5 + C U = o ;  

et, s ~ p s  cette forme, on  voit comment elle se compose a rec  les polynomes 
dérives. relatifs Ii x . y , r ,  dn premier rnenilrc d e  la proposée [ A l .  

631. Toutdois  i l  triut remarquer que, ;lniis cei.tainç cris, lp poa;itité dési- 
gnée par R ( G o )  peut  être zero, re  qu i  réduit 1'éqyation [.A] a.0 premier de- 
@.Les cordes ne rencontrent donc plus la surf.tce qu'en un seul point; ou, 
plutût, l'un des deux points d'intersecbiotr est L une distance iiiiiiiie. Aussi 
amrige+t-tl durs que 19 p h  diiimétrel eat pardlèle a n s  oordesp car, pour 
q"e d a  roit i, lamudition est i5;rj 

ou, e n  réduisant, 

[ 53 A61+rlrd1a+Arr+ 2E6Ba1$ aB'd'+zWrP=o, 

et on  voit hue cette condition est remplid, pnisqu'elleti'ést antre chose que 
l'hypotlièsa R =o.  

632. Quaud Pa kurfnce a nn centre,  O& pedt  réduire wzl équation à 

P.~'+$'~~+P"A' = 'H (61 1): et alors celle du plan diamétral devient 

det te  équntiob représente unPtan  p s s a n t  gar l'origine. qui est ici placée au 
centre ; et,d'aillei~i.s, o n  peut  toujours àéterrniner J e t  8. de mani i re  
soit  identiqiie à celle d'an p lan  donné, mené par ïarisine : donc , dnrrr tes 

surfaces douées de centre,  tas# l e s  plans diamékaux parest nu centre ; e t ,  réci- 

pmywmeqt ,  t q q  /espLqna,menés par de ç r ~ i ~  smit des plan3 diawétraux. 

633, Qunog 14 @ dénuée a$ eentre, Q n  peut  lq représenter pdr 
l ' )"+.P"s";~aQa (6~1)-  a>ar mite an a.gow l e  plap &ametrai, 

171 l"IYBy-+ fi rQ6. 

C n  plan paralléle à la r i p e  des x a p o q  é p a t i o u  ay+s= /2 : e t  
il est évident que l'équation [ y ]  detidnt  identique à celle-ci e n  posant 

p r rg  prr,, 
k -, dr;: -; dgnc,, &i is  t e r  surf~ces dinuées & p n t r e  , les p j a w  dia- 

, O P 
méwaux sont pniultdte &la ?+-,wu?& x t  U ,  ~éstprro~~eonent, tbut pbzh pnmdlèle 
f celte l r p e  e H  ürr pkrh UiahétraF. 

Ita teste. on fiait regarde* cette condasi& cornrn? bbrnprise datis celle 
d u  nurnérb pécédeht. Maia alors if fnat , mnfoilhémeat  2 ane.mnrque 
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cliji faite(6i3), considérer les parnboloïdes comme aya,nt u n  centre situé i 
une distance int inie;  e t  c'est ce qu'ii convient d e  faire dans tous les casanu- 
l o g e s ,  afin d'éviter l es  deC~ils trop minutieux. 

Des diamttres. 

634. La recherche des diamètres est facile 1 maiais, pour diminuer la pro. 
lixité des calculs, je prendrai, a u  lieu d e  l'équation [A], celle.ci 

LH1 P ~ ~ + f > ' y ' + P ~ ~ z '  ==Il+ ZQX, 

qui  est plus simple , e t  qu i  cependant comprend toutes les surfaces du ne 
ordre ; car les équations CE] e t  [FJ du n o  611 en sont  des cas particuliers. 

L e  diamètre, d'après sa définition (6141, doit  passer par les centres des 
sections faites dans la surface par une suite de plans puralléles. Soit 

CF *x+a'y+y,  

l'équation d 'an à e  ces plans,  u et al-étant constants et 7 uariahIe : i'élimina- 
t ion de z entre [II e t  [Hl fera. connaître 13 projection a e  l a  section sur l e  
plan de xy. II vient 

ta] (P+ Pffa2)sz+(Pf+Pf1af?)y2+ aPrlasrxy 
+2(P1'a7- Q)x + zPI1a1?;y $ Pffia-II = o. 

Les seules courbes que puisse donner un plan ,  e n  coupant unc surfaceda 
zC ordre ,  sont l'ellipse, l'lygecbole e t  la pari+le.(Gq) ; e t  il (.st &vident 
que s i  15 projection est une ellipse ou une Iiyporbole, la sectiom elle-même 
rie peut i t r e  qu'une ellipse ou une hyperbole. De plug, il est f x i l e  de voir 
que le  centre de l a  projection est  la projection du rer&e d e  la  section. En 
coiisequence, je supposerai que l 'éq. [2] reprkcnte  une ellipse ou arie hy- 
perbole, e t  je vais determiner les coordonnées d u  centre de cette projection. 
Pour les obtenir, i l  faut  (270) égaler i zéro les polgnomes dérivés,rclatifsi 
x e t  à y, d u  premier rrierribre d e  l'éq. [il ; e t  on tiouve ainsi 

Dans ceséqnatioiis, s e t  y mmt deux des trois coot&nnées d u  centre Fie la 
section : l'équatioa 7 ilmit ednmdWe l a  t ~ s i s i h e - - n  &fais , p Wr' avoir le 
lieu des centres d é  toutes WY sec%ions-pawMSl6 qui  d e l a  varia- 
tion de >, il scrainutilc de cliercher ia v:&w~ de s, y, s : il s u f i n  d'éli- 
miner 7 entre 111, 131. [4].  O n  ohtieiit pour résultat les  6quations 

151 P x + P ' ~ ~ z  T QI P'pk Pn&'z =a 
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G3G. Quand la surface il'! point d e  centre ,  o n  peut  supposer 1 1 x 0 ,  

Q Q a t  P=d; et kes .équations 151 donnent  2 = y = -  -. Or, on peut  
~ " o '  P 'a 

déterminer o e t  &'de maniere q u e  y e t  s aient t e l b s  grandeurs qu'on veut ; 
donq,&aaa bs parabdor&s,-las dramètrer sontpafallèles 4 la ligne des x : e t ,  r i -  
ctproquewr>L, toute droite qui a cette direction e& un diamètre. 

Plans r t  diemhlres principaux. 

63:. On a nommé (ô15)plan prirrcipd nn plan diamétral perpendiculaire 
à ses cordes conjur;uées , c'est-n-dire aux cordes parallt.les qu'il coupe par  
moitii:. Ainsi .  pour avoir t o u s  les plaqs pripcipauy +'une surface d u  scconrl 
ordre-, i l  sul& d'6tollir les équations q u i  ex'priment w t t e  çonditiori. Jus- 
qu'ici o n  p'a fai l  aucune Iiypothiise sue 14 direction des cooriloniiées daris 
i'iq [A]; il est dpnc perniis de les supposer rect3se;ulaireç. Alors,pour q u e  
le plandiamétral  soit perpendiculaire aux cprrles con j i ipées ,  i l  faut  (5;G), 
entre les  coefiicieirts des éq .p ]  et  [4 d u  n"830, poser les relations 

Ellesfemnt w n n a i b e  Jet f, et par suite tes plans principaux. 
A f i n a v o i r  descalcols  symétriques, faisons A" f Bf6+G"diF~ : a u  lieu 

de deax inconnueli on on aura t i  ois, d,J. A, qui serunt  déterminées par les  

Les dcuperemières  donnen t  

@-Af) Rr+I3W (h-  A )  R1'+J3R' 
6=- , d"= 

(h--4)(*-A')-b' ' Qrh)(~-Ai+u' 

valeurs qu i  seront réelles si A n 'es t  point imaginaire. E n  les substituniit 
d m r  la traisième équation, i l  vient  

Sel le  est I 'éyuntioi~ qu'il faut résoudre pour &iiiiaître les va leursde  h ,  rt  
ensuite celles d e  6 et J'. 

638. Cette  equalion, étant  d ~ c l ~ i é  impair, a au  moins une  racine réelle. 
lk1ai.s pour  q u e  cet te  racine détcrminevéri tablement  uii p l a n  principal, il n e  
faut pas que  cc planaillt? couper la axes coordonnés a derdistances infinies. 
R'e considémns d'abord q o e  Iessurfacescpi ont un centre. Alorscette diffl- 
culte n e  peu t  point exister ; œür, dans  ces-snrfaces, t o m  les plans diamétraux 
passent au centre  c a ins i ,  elles o n t  nu moins n n  plan principal. P o u r  ;oser  
si elles w o n t  plu,.sieurs, j'nurai recours aux considérafions suivantes. 
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Prenonsles x et  les y dddb le  plah prirdp;l l  d 6 i I t ~ ' e x i d c i i d  est &mon- 
t r i e  , et  les z s u c  le &amétrk perpendicnl.iire. L1équat4w+ ge h aqrE-qae ne 
contieudra 11: les termes du r- degrri, puisqae l'origine est a u  centra , ni les 
rectbngles r a  e t y a ,  pnbqti'e1l.e ddit Bohfiei. pduir b G$ v a l e a ~  &saler e t  d e  
s i p e s  coiitraires. De ~ 1 ~ 3 ,  8îi httr t  cifri@~4&& les j tie e i l g  swte que 
ces coordonnées soient perpcndiciilai~es entre QTeb \ e t  fassent tlisparltflie 
dussi le rectangle ~ y ,  donc 1'6quation d e  ka ssurfdce sera de la fornie 

[Il Pz" f Py+Pf'e'= H.  
Elle est semblable k 1 ' è s a a t h  8" i i O  6)': mais les coordonnées actuelles 
sont r e ~ t n n ~ u f a i r c s .  

Parcctee équation, ori apercoit aur-le-cliarnp que le9 plans de xz e t  de yz 
sont aussi des $n's priacipanir. Ainsi, l a  surface eh a au moins trois; e t  
par consdquent I'équntiod [5 ] ,  qui doit les dofinet tous,  d se$ trois racines 
iédles.  b'un autie côté 6 îomn16 cette kquation ne peut bas avoir plu6 de 
troii tacïries. o n  coiiciuk qo'cn gènér<il Ids*strrfricer douées de cerirre ontirois 
p la i rrpr inc ipnuz ,  ci ri'err odlpnd deurntrrp 8. 
639. La r e c h e r r h  des d i a n ~ d ~ r e s p r h c i ~ a u  a une conuexion intime avec 

celle des plans pincipan%. D'abord fi est clair que dans l'équation ci-dessus 
Les lignes des z, y, a, sont des diafièttes principaux : car ehaeune passe par 
les &entres diane suite d e  smtioiis AnxqwlloseHe est t>erpandieulnire.Je dis 
de plus que ces diamWer. p ~ i n c l p b x  soht  , en gén&al, lesaeul# qaïi y ait 
dans la surface. Supposons qu'on ait pris nn tel diametrepnnr ligne dei&, et 
qu'on dir ize,  dans le plan diamétrï lperpe~il icu~aire.  les r e t  y suivant des 
üxesi.ectangulaires qui fasselit évanouir rj.. 11 faudra qu'en faisant z=? dans 
l'équation de la surface, il en résulte une  courbe qui  a i t  l'oriçine pour 
centre : or cela e s i ~ ?  qp'il n'y ai t ,  aprèscet te  substitution, aucun terme du 
I * ~  degré : par cnnsequcnt ~ ' k ~ u a t i o n  d e  Io surface IJC doit renfermer aucun 
des termes en x, y, xz, g-a. EIle ne doit pas non PIUS mntenir  le terme en a, 

(') L'Équation 131, ¶ui détermine jar-pl-. prirccipaus, eit fort remarquable, 
comme se présentant encore dans l n  thborie du mouvement de  rotaiion d'un 
corps solide. 11 serait difficile, mus i a  forma où elle vient d32Lrr tiiouvea, de 
recounaitre q u e  ses troifi racines sont réelles;  mais je ferai observer ici que, dans 

des rsclrerches de Di J ~ r o e i ,  mnsignEas n u  journal de M. Ç n a ~ ~ s ,  t. XII ,  dclte 
mème kqustion s'est afffwtr mvs ]B f ~ ~ z p e  mivantq 

Or.. sews c e h  G r ~ e ,  gq 5 ail Facilgmcat gue je$ troig mcines de l'Aquaiion sont 
r t i e l l ~ ~  e t  çowriass dans les intervalles des p a i r 8  quaglitOs qui s ~ p t  écrites ui- 
i l e s s o ~ ~ ,  at qu'en $appose ~ ~ o g r o r  NI. or+ <lp graadeurs 1 
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GBOMÉTRIE ANALYTIQUE k TROIS DIbIP,NÇIONS. 439 
puisque l'origine est au centte, bi la p'iwduit xy, puisqu'on I'a fait disparaî- 
ta: donc elle a encme la forme précédente [Il. Il résulte de là que le plan 
de zy est on plan principal, c'est-à-dire qii'i chaque diainétre principal il 
correspond an plna puncipol ; et, en pénéral, comme i1 n'y a que trois plans 
priucipaur, il n'y i i m s i  que trois a a e s  ou diamètres principaux. 

Cependant cette conclusion souffre exception, ainsi que ccIle dn numéro 
précédent, i came des cas d'indétermination que peuvent offrir les éq. f r ]  
ou [ 2 ] .  Ces cas n'ont lieu que poni les surfaces de réi-olution, comme on le 
verra plus loin (645-64;). t 

Remarquez en passant que  Ica m i s  plans principaux s o n t  conjugui.~ e t  
ractungalriires entte eui l  e t  q u a  leurs intersections déterminent les diam8- 
trer principaux, q u i  eux-mêmes sont conjugues e t  rectangulaires. C'est ce 
que prouve l'équation [Il. 

6/10. Considérant toujours les surfaces qui ont un centre, montrons com- 
ment on obtient les longueurs des axes, c'est-à-dire les portions des axes qui 
sont comprises dans la durface. Supposons que les coo;données soient rec- 
tangulaires e t  que l'origine soit placée an centre : nous prendrons 

pour l'équation de la surface, e t  

l41 r=&, ~ = P B ,  

pour celles d'un axe. I l  est clair que J e t  P doivent être déterminés par l'a- 
nalyse du no637. En désignant par 4 le demi-axe, e t  par x ,  y ,  z, les coor- 
données da point ou il reucontre la surface, on a 

a'n n2-+y1+~'~(J'+#'+ i)z2. 

M i s ,  d'un autre ciité, en éliminant x et y de l'équation [GJ ap moyeu des 
équations [4 ] ,  il vient 

(AP+A16'2+Ar'+2B66'+zB'6$sB"d')oz+ G = O i 

et par conséquent 

A'= 
c ( 6 ' + r a + r ) G  

AJ4+ A'ff '+AiJ+zB.J#+~S'd+aB"Y ' 

Or, si on afonte les éqnatiorrs [ r r ]  du ne 637, RpGs avoir muliiplid la 1" 

par (P er la a* par JI, il vient Ak+A'd'"+ A'4+aBSd'+ %B16+aB"8'2 
(Pf C1+i)x; dow 

+Q 
151 A-=-, 

h 

641. Si G est nui ,  r. ne rétant pas, bn B a=o : c'est ce p i  doit avoir lieu 
quand l'équation [G] représente un point, un carie, une droite, deux plans 
qui sa coupent, ou o n  plan unique. 

Si, encalculant A, on trouve A =O,  et  que G ne soit pas nu i ,  fi en résulte 
A = cr> : ce cas a lieu pour las c+drds elliptiques ou l~~perbol iques ,  e t  
aussi pour demm plans parallèles. 

Si a la fois on a Glc  e et x-o, A est i n b & k d n d .  cela  dait a r r i p ~ r  qaa ,id 
on a deux plam qui  ii cwpitt ,  an plan unique, w u  une droite. 
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G4a. Li<issons de côté ges cas partiçulkr~, et s i i p p o ~ ~ i a ~  qu'on ait divisé 
l'équation [Çj par le  terme constant apr& 1fiv.oir pqssé d ~ a s l r :  second m m -  
bre  ; d e  sorte qu'on nit, pour 1qsuiEi(ce * 
LAI ~ s 2 + ~ ' y " + A " z ' + ~ ~ x ~ + a B ' x z + a B ' ~ z  ?r: a.. 
L'équation qui  donne^, ne changera pas ,.p&.qu'elle ne eonkient pas 
G, e t  on  num. simplement 

FI I. 
b' 

re la~ion  Lien remarquable. qu i  montre qu'en divisant L'unit& parles racines 
d e  l'équation 131. $4 a les mcqé? des d e m i - s e s  de lasurface. 

643. Supposons l a  sorhce  rappoçke ses axes I~nisqu'ils forment un sys- 
tème d e  diametres.eonjuguéa. on peut donner e m o r e  ii l'équation la forme 

x l  y 2  z7 -+,+ = I ,  pour l'ellipsoïde (GI~): 
a' b c l  

x1 y= 2" + - c2 :: - L pour l'llypcrbaloïda i deux nappes (Ga 1). 
n 

En ctiercliarit lesdistances d u  centre aux points où chacune a e  ces trois slir- 
faces vn rencontrer ses nues, ou trouve a., L, c, pour la première; a, L, c V - I ,  
pour la secondc ; o v Z  6 vE, c, pour la troisiirne : donc, selon le genre 

1 1 1  I I  1 
de lk snrfara, I'dquatinnf3l doit avoir pour ricines a>> - - OU 2 Sn -- 

CI' 

1 I I  
ou - n', - --, ;. Par  mnséquent ,  e n  déterminant ,  Far la g ç l e  de DES- 

C 

CARTES.  le  hombre de racines positives ou négatives d e  l'équation 131, on 
saura qitelle surface représente L'équation [G]. Remarquez qu'eu vertu de 
l a  relation [G], lm racines de l'éqwtioir {3] peurent  hien être négatives, 
mais non pas imaginaires. 

64$. Parlons maintenant des suiifaces dénuées de centre. D'après ce qui 

précède (635), on peut toujonra trow-or trois plans perpendiculaires entre 
eux qui changent I'iq. [Gl e p  uneantre wns.rectaugles. Cette  transbrmation 
s'effecî+erait e u  reniplnput  x, y, z, par des yaleurs telles que ex+e>+~"z. 
Or, e n  opérant los rnt.rncs sul>stitutions dans l ' equa t iong~néra le  kA], il est 
évident que las rectansles disparaissent encore,  car ils auront les mPmes 
multiplicateurs; donc on arrivera à une équation d e  In forme 

Pxqti"y'+P"z'--aQx-zQry-aQ1'z+F= o. 

Dans le  cas où la surface u'a poin t  de centre, i\ faut qu'un des carrés 
disparaisse (GII;; e t  alors ,  en déplacant l 'oiiçine comme dans l e  na GIX, 
l'équation ci-dessus se change en celle-ci: 

P'yl + P''s2= a Qa , 
qui  est, e n  coordonnées ortliogonales, semblable i  l 'équatim [Fldunmcité,  
e t  qu i  représente comme elle toutes les suifaces dénuées de meriire. 

011 voit, par cette éqiiation rnérnc, que lespluris actuels d e  xy e t  a a  sont  
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céo~ti~sie AAALYTIQUR A T R O ~ S  DIMENSIONS. 441 
des plans priiiripaux, e t  que la l i sne  des .T est u n  axe a e  la surface. Cet a r e  
est le s e u l q u i e s i s t e d m ~  la suiface. En  effet, les diamètres des paraboloidcs 
étant parallèles entre  eux (636), s'il y avait u n  autre axe, il  devrait ê tre  pa-  
rallèle a la l igns des  r. et contenir lescentres  des sections perpendiculaires: 
OP il & &id& qne  ces sections, ent teurs ~enkres su* l'axe actueI th S.  

De mémcb ka plaiis d e  xy e t  d e  xz sont. e n  çénéral, les se& p1aSI.S p i h -  
cipxux de la surface. Piernarqiions d'abord que les plans diarnétranr e tan t  
parallèles à la ligne des x (633). les  cordes perpendiculaires à u n  plan prin-  
cipal doivent dtre  pnrnllèles au  plan actuel deyz .  Supposons ensiiite qu 'on 
fasse, dans la surface, des sect ionspral lélcs  a ce plan,  e t  qu'on mène ,  dans 
ces sections, des cordes parallèles : comme ces sections ( d u  moins lorsque 
Pt est differerit de P l ' )  sept des ellipses ou des hyperLoIes qui oiit leurs 
centres sur la l i p e  des x, e t  leurs axes parallèles aux y e t  aux s, il est  clair 
qu'un plan ne peu t  pas coiiper les cordes parallele$ pei-pendiculairement e n  
leurs milieux, i moius qu'cllcs n e  soient &irnllèles aux y ou aux e. Or, dans 
le cas, lc plan Iiriricipal coïnciderait avec cclui de xz, et, dans l e  
sccond. avec celrii de  xy. 

Si on avait P"=P1, les swtiul isparal lèle~ au plande yr seraient des cercles; 
dors  tout plan men6 par l 'me des  x pourrait &tic  pris pour plan principal. 

Car dans lesquels il P unc inlioiti: & plana principaux. Conditions pour qiie la surrace 
soir dc révolulion. 

645. OR 3 d i t  (6393 qu'une surface dn serond ordre s quelquefois plus d e  
trois plans principaux, ii cause de  l'indéteriuination qui peut  axoir lieu dans 
les èp. [z] du no 635. Ce c a s  ne  peut pas arriver, a moins qu'une r î l c u r  d e  
A, tirée de l'éq. [3]. nereride indéteirriitiGaou moins une des quautités 6 e t  6'. 
Supposons que  ce soit 6: on  aunz a la fois les dcur  équations 

(E.-B')B'+CB"~Q, (A-A)(A-A')-B~=O. 
JiH" 

De l'une on  t i re  >.-Af- -  : e t  cotte yaleur étant substituée dans I'autrc, 
H' -. 

+E1=o, o u ,  sous une autre forme. 

BR' B Bf' 
[al , A- - = A'- - 1'. équation d e  condition. 

Bi' U1 ' 
Si on met  la valeur de  A dans  les trois équations [z] , et qu'oii opère les 

réductions q u i  rCsulterit de la relation [a], onverra que Ia secoride 6quatioii 
devient identiqiie a rec  la première, ce qui  est  confomie aux théories de  
I ' a l~ tbre .  I l  n'y aurg donc plus  que deun équalious, lcsquel le~ sont  

e t ,  pour  qu'elles, ne soioirt pas contradictoires, 
BEt1 B'IV' 

A"-Ar+-= -, ou bien 
BI B 

il faudra qu'on ait 
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II D" BrR" A'-- =Au-  - - ,  20 équation do condition. 
B' B 

Q u m 4  le4 relations [a] ct  I I ]  auront  lien, il y aura indétermination: car 
d ct  #ne srnon/ asmj~tt i . f  qu'à L seale dquatioo f 11 tmavée cLdmsils. 

On peut reprendre les raisonnements ppQ&ents an aupposknt que Q soit 
Jf qui  soit déterminé. Alors on posera 

(A-AJB"-+BR~= o, (?.-A) (A-A')-B'=o. 
BR' 

La preiniéra deses deux égalités donne Ipvaleur =A--, qui, en vertu B " 
dela kelat ionlal ,  est égale d ta vapeur de k trouvée plus haut. 

Au lieu de continuer l &  catculs, il sulfirh d k  chançer partout, dans cenxqni 
péckdent ,  2 en 6: A ed A', W en B", e t  vice vers i .  Comme on reproduit ainsi 
l'équation [ I I ,  on conclut p ' e l l e  tenferrne tons les cas d'indétermination qui 
peuvent se rencontref dans la rcclierche des plans principaux. Quant d u r  
cquations [a] e t  r b ] ,  1.1 premiére teste la mëme, e t  la seconde devient 

BBr B'B" 
A- - rzz A"+ -. 

U" B 

Mais celle-ci, popvant être déduitede [a] et rb] ,  n'exprime aucune condition 
nouvelle. 

Epcliassant les diqopiii?teurs, Jes conditious [a], [h l ,  Cc] peuvent s'écrire 
ainsi ; 

f 4 (A -A' )BrEI'+ B (B"'--Bf' 3 -0 ,  

Lbrl (Af -Ali) BB4 4- B1'(BI7 ) 3 8 4 
Fr] (Arf- A )  BBtf -+ Br (B1 -iBfD) d o .  
G46. D'aprés l'analyse précédente, dés que ces conditious sont remplies, les 

va!eurs de 6 e t  sr, pour les cordes paralléles qu i  sont perpendiculaires à leurs 
plans diamétraux conjugués, n e  sont plus assujetties qu'à la seuleéquation[i]. 
Or o n  peut  donner à cette équation la forme ' , 

e t  alors on  conclut (582) que les cordes sont perpendiculaires a la dh i te ,  
qu i  a pour kqnatiûns 

B B 
[dl x - - z ,  B " X'Br". 

647. Les conditions qui renderit 6 e t  t' indéterrnhiées sdnt aussi celles qui  
d ~ i v e n t  avoir lieu quand la surface est de tévolu t iwr  e t  les équations [4] 
qu'on vient de trouver sont celles de l'axe de révolution , ou d u  moins d'une 

à cet axe.  C'est ce qu'on peut démontres d e  plusieurs manières ; 
mais 10 suivalite m e  paraît la plus simple. 

Prenons des coordonnées tectoiiçulaires, e t  clioisismns la ligne des r pa- 
rallèle a la droite des équations [41. Une corde quelconque perpendiculaire 
a cette dioite dura pour équatio~is LX = p  e t y =  dvzfpf r cherchons le plan 
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dianiétral conjugué. 11 d i i t  d e  faire 6=c O dans l 'équation gSnérale [4] d u  
no 630 ; e t  par la clic devicnt 

(HP+ W ; X +  ( ~ ~ g ' + n 9 ~ . + - 4 - 4 ~ +  w ~ q z  +c'#+cfr= O. 

Quel que soit Jr, elle doit représtnter h n  plan principal, c'est a-dire u n  
plan perpeudicuhire à ses cordes conjuçuéeu : donc on doit avoir (576) 
Bdr+G'=o, A'#+ n''=(Ar'+ B"P) 6'; et comme J'  doit demeurer indeter- 
miné, ou conçlul d e  là BI O, Gr= O, B"=o, n'=A"; e t  par suite l'équation 
de l a  surface doit  être 

A x ~ A ' ~ t s ' ) + z C x + 2 C ' y + ~ C ~ ~ ~ + F = o .  

Mointemnt i l  est clair qn'eii fairaut d a  ssctioua parallèles ou plan de yz . 
ou obtienb $c+aecc le~  ~ u j  o n t  leuns mntres sur une méme perpendiculaire 
i s p k w  p r  .eowéqiles& b 6 w f d ç ~  e ~ t  de révolation autour ù'irna pa- 
rallèle i l'axe des x ,  et c'pst pe qp'jl fallait démnnti.er. 

Le w&oÙ A'esb séro ~embie  faire mceptiou. Mais on  le comprendradans 
1~ cuipclubi~n ginériilq, gn xçiaatpuant qu'qlors la surface est u u  oyliriilre 
parabolique, qai peut  é t w  considdré comme produit par la rotation d'une 
parabole autour d'un axeparal lde a son plan,  et situé distance infinie 
de 4011 rommeb. 

645. Examinons quelqnes can particuliers. 
bu Soit U q a .  Lo cooditiou [b'j $e & l u i t  a B1'U"= a, égalité irnpbssible 

quand B1 e t  BI1 sontdifferents de aéra: donc lorsqu'irne équation tlvdeuxieuie 
degré mitre trois c ~ o ~ d p n q é e g  rectangulaires n'a perdu qn'uri seul rectano;le, 
elle pe peut pas repréissnte~ Une snifûce de r&volutiod. 

2" Soiest. 0 = (i, B' =a. Lesiquatiotui [ar] et parsisseut vérifiées : 
B 

mais si on Elimine eqtro elles le rapport -, on trouve une condition qui  
H' - 

ratcrn encece à mmpii?. &s égalités [ a l  et [ri] donnent 

R  A'-A 
Faisons B'=o : alors -= -: et par suite, en mettant cette yaleur 

8' B" 
dans la dernière égalité, o n  trouve aisément h condition 

Quand d l o  estremplie, leséquations [Il de la pnrallele al 'axede révolution 
<levienriei\t 

A'- A 
X Z O ,  y=---*. 

E" 
20 Supposons an outre Rrr 7 o. La relation [dl  exige qu'on ait A"= A 

ou Ar=A, c'est-à-dire que les coefficierits de deux carrés doivent être égaux. 
11 est évident. ed effet, que la surface est alors d e  révolution autour d'une 
parailéle à d'en des ases de coordonnées. 
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CHAPITRE VIL 
. L  ' 

659. DANS les surfaces d u  second ordre qu i  on6 nn centre,  les diamèties 
conjugués jouissent d'un gcand. nombre. d e  prapriétls reniarqnalles. La 

parfaite analoçie de quelques-unes a'eotre elles aveu eelleûqu'oii'connais- 
sait déjà pour l'ellipse e t  l'liyperimle + sriffisait pour les f.iire découvrir : 
mais il e n  e s t  d'niitres dont les énoncés h i e n t  eniieremnt-n<wvmi~1:pand 
il o n t  paru,  e t  dont  o n  est  redevable ;i Mh1.J. BINET+ P ~ W T  e t  Cahsi.ss. Les 
limites de cet onvrasc ne m e  permettant pas de  les exposer b u t e s ,  je me 
bornerai aux plus pi l lantes.  

Ln définitiop méme des diamètres conjugués (6161 exigd que I'éqhation 
de la surface ne contienne chaque vîriahle qu'an carré,  ,quand on choisit 
ces diamétres pour axes dC &oordotir?èws. Ainsi, en prenant l'équation de 
la  surface r a p p ~ ~ e  s a  axes, en effectuant la transformation nécessaire 
pour changer la direction r i as  cciordonbées &ans- déplacer I'oriçine, e t  en 
établissarit les conditions qui font évanouir Jes i .dch~~gl~c.s ,  on  aura twtes 
les relations qui existent entre les  diafhbtres c o n j u ç u ~ s  et les axes. 

Je ne parlrrai que de l'ellipsoïde; mais ,il sera facile de tcansporter aux 
hyperboloïrles les différentes propositions qui vont ktre établies. Pour cela 
il suflira de prendre négativement les carrés des axes imaginaires et des 
diamètres irnaçinaires ; c a r  toutes les démonstrations subsisteront encore 
e n  y faisant partout ces ~ h a n ~ m e u t s .  

650. Soit 1'6quation de l'ellipsoïde, rapporté 9 ses axes (G43), 

L'origine devant rester placée a u  centre. o n  prendra (5$) les formules 

daus lesquelles o n  représenta par r', ytj. a ' ,  les noullvees coordonnées ; et 
par a ,  a', et', par p ,  f i ' ,  Pr', par 7. >'. les cosinus des angles formés avec 
les  axes primitifs par l e s  lignes des r,, des y, e t  des s,. 

En substituant ces,vnleurs dans [ p l ,  il vient une Squation de la forme 

e t ,  pour que la surfdce soit rapportée à- des diamètres e ~ n j n g u é s ,  il fau- 
ard poser 

0=0,  U1=o, D"=o. 
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En même temps ,  i l  est facile d e  v o i t  que, s i  on  nomme a', b', cf, les 

delni-longueurs d e  ces diamètres, o n a u r a  

de sorte que réquation de l'elligsofde deviendra ' 

G ~ I ,  Les propri&tés des diamètres eonjuçués sont  renfermées dans Icî 
relations qui existent en t re  les quantités a ,  b ,  r ,  u', Ar,  cr, a ,  a', a", 

1, b', f i r r ,  y ,  >', >". Réunissons ici toutes ces relations, qu i  sont  a u  nombre 
de neuf. 

D'abord, l es  cosinus a. ,  a', a'', f i , . . ,  son* toujours assujettis aux trois 
conditions 

II]  a - * + ~ ~ ' ~ + a " ~ =  I . ,@+,L%~~+~' '~=x, ~ ' + > ' 2 + > 1 1 2 =  1. 

Ensuite, si on d&eloppe les cîlculs afin d'avoir les quantités représentées 
par A ,  A', Ar', R, B', BIr, on  aura ,  d'après ce qui précède. 

Voi!a toutes les relations durit il s'agit. Mais il se présente une remarque 
importi~itc : c'est que les éqnatiorïg Ta] e t  131 nc sont autres quc Ies équa- 
tions [n] et [ii] do no Gao, dans lesquelles on aurait remplacé 

De l i  ii suit qne les équations [cl, [ d ; .  te], du  méme no, doivent aussi 
avoir lieu, après qu'on y aura fait ces changements : c'est-adire qu'ou a 

+b'lbl +c'"-y1 =a2,  d'as' + hm,@' +C">>' = O ,  

+ b f 2 f i 1 2  / - >  12 -b7 ur ' a l l f  +/,l>Fb" f c"'l'L" = O ,  
a L 8 a ~ l + ~ l ~ f i 1 1 ~ + C I ~ ~ I 1 1 = C 2 ,  n f ~ a f a l l + ~ ~ ~ l ~ ~ ~ + C ~ 7 y ' ~ f ~ , 0 ,  

a's, l i  c' dd b'c' a'a" 
- ( ~ r 2 f l - > l p > = - ,  - ( l ~ ' l - ~ 7 r r j  = T ,  - ( / y ' - # )  -: - 

Q nc ab r ' 
' arcr  L'FI u '~J  b r p '  

- (yratf -xy2=-- ,  - (a.fl- r 1- - -, - i r a r -  aYf == ---s 
bc a nc é ' nh C 

cf7 a'b' 
- ~afpr-pa~~~=-,  
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446 T R ~ I $ I I ? M E  PAnfrk. - 

11 a kt6 permis rie ne p ~ e n d r e ,  danil tes équations [q , ~ i i + h  signes Wpé- 
rieurs. Cela revient à donner à quelques cosinuu, -par ettehp\e L a, a', u", 

certnins signes plotAt que l e s  siçne& apposés; ou bien encnre, ce qui est la 
mérne chose. prendre k ~ ,  r positifs dans un 6 e a ~  plutût que dans le sens 
contraire. Or, il est tivident qae &te rcstrictjoo i m  p~ut..exclpre iiacun fys. 
tème de riiainetres conjugués. 

G h .  T H ~ O R ~ M X  1. La somme der canidr dem m'amèlres conjiiguds d'un d i p .  
soïde eat constante et  égaie a la Jomnzs des carrés des axes. 

En effet, si on r\joute Les équations [a, il vient, e s  ayant kgnrd ?or rela- 
tions [il, 

a'1+h"+c"=a"+t3+~' .  

COROLLAIRC. S'il exis@, dilx16 L<1eLlipsoïde, b s  diamètre6 coiijug~ii.$ égaux, 
en désignant L'un d'eux par zn', on aura 

Lelieu des extrémités de tous les diarnètresqui @nt cettelongueur e.+t l'inter- 
sectinn de l'ellipsoïde et de l n  sphère eo i~cent r i~ue&cr i te  d u  rayon &' : or, 
je vais prouver que chacun d e r e s  diamètresop$Ii~tient à un systèmë de trois 
diamètres conjngues égnux. En effcfet, s i  on p r e h l  u n  de ces rliarnèrres avec 
deux diamètres conjuçués quelconqiics zli' e t  2c1 de I'ellipse située dans le  
plan diamétral conjugué da preiriier, on aura t r o i s  diamètres couju- 
gués d e  l'ellipsûïdc; donc a"+ hla+ c ' l z  ci*-+ba+c', e t  par conséTuent 
b1'+cD-,f (a"+b"+c')..De là  il mit qu'en J m i s i ~ n t p o u r  Ii' et c'les demi- 
diamètres conjugués esaux de la section diaoiétrale, ori aura  

c'est-à-dire qu'alors a' ,V,cf ,  s m t  trois diamAres cenjuçués é p ~ x  En y rap- 
portant la ~ u r f a c e ,  sou équation se ra2  celle-ci 

q u i  est se~nblable i celle de la 'sphère : mais ici les coordonnées ne sont pas 
rectangulaires. 

653. TRHOR~PE II. L n  somme des c n r h s  der projeclions de trois diam?trer 
conjuguBs d'un ellipsuïde . szcr une droite$xe , est ronstante. 

Je nommerai D la droite fixe, e t  6,  d", J'', les angles qll'elle fait avec les 
axes tectanguiaires ùes x, y,z. Multipliez lesiquations [4]  respectivement 
par 6', r', bJfa,  e t  les équations [5] respectiwmer{t p a r  2dYr, ztd'", abr$"; 
pais ajoutez-les toutes ensemble : il v ien t  

RIais,piir une f$miilc connue (585), les quantités p i  rnuItiplient a",lr',s", 
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CEOMETRJE ANA[.YTIQOB 4 TBOIS DIMENSIONS. 44.7 
dansle premier tncmbre,  sont les carrés des cosinus de5 angles formes par 
les demi-rliametrea cat,Lf, cr.  avec l a  l i ~ n e  D; donc 

a'"cos2(a'D) ~btacos'~l>'D)-~c'acos"(c'D) = a"6" +b'6'a+c'$"3. 

Dans cette égalité, lc premier merabre ést  la somme des carrés des projec- 
tions de a'. 6', c f ,  sur la  l i p e  D : e t  le second est  h somme des rarrés des 
projeçtions d e  a, 6 ,  c ,  sur la méme ligne ; ainsi, IP t h é ~ r è m e  est démontré. 

COBOLLAII~ES. Supposons que  la droite D ai t  été menée par le  centre , que 
p, pr,p", soient les projecti~m de u'. b'. cf, sur  cette droite, e t  que  q ,  q t ,  q", 
soieat les perpendiculaires abaissées des extrémités de a', b', c', sur cette 

En vertu des t l i k r h e a  I eb II ,  chwune t h  demx sommes an+hrB +cl3 et 
p'+p'2+p1'Z est constante, quelle que suit la position do- diamètresconju- 
p e s ;  donc la somme pf  q"+ytr3.1'estirussj.  Les perpendiculaires q,#, q", 
peuvent être considérées comnie les projections de a' ,  b', ct ,  sur an plan 
quelconque ; e t p ,  p', p", comme les perpeadicnlaires abaissées. des extrkmi- 
tés de ces dinmctrcs, sur dn plan diamétral : donc, d a n s  l'ellipsoide , . 
io La somme des carrés des perpendiculaires abaissees sur u n  diamètre 

fixe, par les extrémités de trois diamètres conjugués, est c o ~ s t a ~ t e .  
20 La somme des carres des de trois diamètres conjugués, sur  

un plan fixe, est constapte. 
30 La somme des carrés des perpendiculaires abaissées sur u n  ~ l a n  diamé- 

tral,  par les emtrèinités de t tois  fiiaaietres conjugués, est c a s t a n t e .  
G54. T a f o ~ h a a ~  111.L~ sommé <Iescai.ris des faces duparalI26pip;Jc cons lrzd  

sur les diamètres conjugués d'un ellipsoide, est constante. 
Dans la démonstration de ce théorèma e t  des suivants, je désignerai par 

d ,  y',  z', x", y", d t , x t" ,  y'r', zt", les coorddnnées rectançulaires des extsé- 
mités des trois demi-diametics a', b1,c'; par F, 6, II , les parallélogrammes 
formés ~ a r b '  e t  cf,  par U' e t  r: par a' et bl .Je  représenterai aussi parf, f,J", 
les projections de F tiur les plans d a  yz, de s a  et d e  xy; parp,  g', g", cclles 
de G ; et par h, hr. kt', celles de H .  

Cela posé, soit (fig. 37) OBEC le parnllé1ogcnmme formé avec b' e t  cf ,  e t  
OB'C' la projection du triangle OBC sur l e  p l a s  dey8 : il est facile de trou- 
ver, par la figure, 

f = aOB~C~=r~~s~~'-y"z~-(y~'-~")(~rm+~~~ =yi'zr*- W " ~  
Mais on a 

a? =a'&, y' +ara' ,  e' =ara", 

sr' =A',?, y'' =bfk',  zr' = i i l ~ " ,  
~ i ~ _ c ~ Z ,  y f f ' = c ' y F ,  k"?=cf.Llr; 

donc f ~ b ' c ' ( ~ y . ~ f r - ~ ' , L " ) .  ou bien,  en vertu de la perniére équation [6]. 
Irc 

f =-a1&. O n  trouve pareillemeiit les projections f etf '; d e  wrte qu'on a 
O 
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Or, o n  sait (529, 539) que  l e  carré d'une aire plane est égal ii la aon?rne des 
arres  de ses projections s u r  trois plansrectanpiilaires ; donc~ '=J~- t / '  '-l-.ffl, 

De même, en considérant I s s  pnrallélogrammes G et H ,  on doit avoir 

Donc, en ajootant les t ro i s  d e ~ a i è r e e  Pgdi tés,  e t  réduisant a u  moyen des 
Equations [qj il vient 

F'+G2+H' = b%'+a'c2+ a'L7k 

et de 1g résulte le  théorérde énoncé. 
655. Tndon'Eme IV .  Si oriprojctte sur  un p l a i r j x e  les faces dirparallèlip~péde 

co l r s t~ i t  sur trots dinni;tres con u ués de I'cllipsotde, l a  somme des carrés del 

projectioas sera constaxie.  
4 s  

Soient F',Gr,kl'les prüjcc t iüns  des p r a l l d o c p r n r n e s  F, G,  l'I, sur un plan 
fixe, e t  8, d', P, les cosinus des angles  de ce pl.in a rec  les plans dc yz,  de 
zz  e t  d e  xy. Rappelons q u e ,  pour projeter u n e  aire planesur u n  plan douni 
o n  peut  la p o j e t e r  d'ahord sur trois plansrectangulaires, e t  prnjetercnsuite 
les  trois projectioi~s sur l e  plan donilé (539) 11 suit d e  l à  qu'on aura 

E n  élevant an carré ,a joutant ,  e t  réduisant à ra ide  des équations [4] et  [SI, 

résultai qui  re.ufcrriie l e  t h é ~ r k n i e  ï d&tuontier. 
636. T n É o s i ~ r ~  V. Le volume dupnrdl~/6pipèd@ conslriiir sur trois dlnrnl.tres 

cor~ua"u2s c''un e l l ~ s u ï d e  est coristnru st ègal pupnrulléf&ipéde oorrsi~.irit avec les 
axes. 

Ce parnllélépipède , q u e  je nommerai  V, est 6gaC a six fois la  pyramide 
t r ;ançulaire ,  formée avec les demi-diamètres a', Ar, cr. Soielit (fis. 38) 
OF, 00, O B ,  ces demi-diamètres, don t  les  extrémités F, C ,  Il ,  o n t  pour 
coordon1iies3-~, Yi ara etc.  Cherchor~s d'abard l e  volume d e  )a pyramide 
O F G H  en fonction cle ces coordonnées. A cet  e l k t  , abaissez les perpendi- 
c i i l i r e s  kP, GQ, HK, s u i  le  p l w  dq sy, e t  ar:lisve~ les çoiistructiur~s iridi- 
quees sur la  fiçure. M o r s  Litcs attcutiou aux quatre  solides I'QKHFC , 
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C E O M ~ ~ T ~ I E  ANALYTIVUE A TROIS U I ~ I B N S I O N S .  4-49 
OPQCFO, OI'RHFO. OQRIIGO ; et vous verrez q u e  Ir1 pyramide OFGH 
est é g ~ l e  à l a  somme des d e ~ i x  premiers, mo ins  celle des deux derniers. Ces 
qucitre solirles peuvent  é t re  consitlérés comme des prismes triangulaires 
tronques; et  pa r  conskquent o n  a 

I IQRIIFC= tPQR.(sr+e"+s'"!, O.PQGFO=; OPQ. (zl+s"'),  
, O P K I ~ P O = ~ ~ I ' K . ( ~ ' + e l t ' )  , OQRIIGO = ;OQR.(zl '+z"'); 

donc, pour la pyramide OFGH,  on ;i 

OFGH = ; PQR. ( B ' + B ~ ~ + z ~ ' ~ ) + ;  OPQ.( .d+it l )  - ; OPR.  (sr+zrr)  
- f OQR.  (.z"+zrrl) 

z ;at(PQR+OPQ- O P R )  f +" (PQK+OPQ -0QP.) 
+ +z"'(PQR -0PR -0QR). 

L'inspection d e  la f igure suhit pour indiquer  les réductions, ct il vient 

OFGH= zr.OQR+ j z".OPR -; sur.  OPQ.  

et, a caose de la  dernière équation 161, 

résultat conforme B I'énoncE ('). 

657. Dans les paralioloïdes, t,ous Ics diamétres sont parallèles entre  eux  ; 
par coiiséqueiit , il n e  faut pas clierclier d m s  ccs surfaces u n  système de truis  

(') Les travaux de M. C i r ~ s ~ ~ a  ont ajouté aux  surfaces d u  second ordre plu- 
sieurs propositions nouvelles, qui rfléri!ent d'être remarquées a cause de leur 
grande généraliti. J'indiquerai ici seulement l a  suivante. dont je aopprirne la dé- 
monstration. Si I'on a deux  srrrfoces dri secondordre concer~friyuer, la somme des 
carres de trois dianrètres corrjriçiiés qrielcoizqi~er de la  premrére surface, divisés 
respeeiivemmt par / c l  rnrr i r  des trois dianrGtrcs dc l a  seconde surfure coml~n's 
rur les direc:ioirs de ces Irais dimnihres conjrrgues , est constante. 

En prenani iine splitre pour 1:i dcuxibne surTace, on retrouve le  théorhm du 

no 652. 
Le lecteur qiii vourkait connaître les  ing&i~iences rcclierches dc M. ÇIIASLPI doit 

coiisultcr la Correspoiirlrince si'rl 'ÉcolePolytcchniqi~edc M .  HACIILITE, IcsAiriin/es 
de  M .  Gr~çonns, l a  Corrcsportdarrce nmtlPbtmrliyur e t  pliysiyrrc de M .  Q C L I E L L T .  

29 
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diam6ties coiijugués. D'ailleurs, s'il en  esistxit, or1 pourfdit mettre l'équa- 
tion de ces surfaces sous la forme 

e t  par cela méme elles auraient un  centre, ce q u i  est inipossilJe. Mais on 
peut trouver one infinitci de plans dianiétrau$ tnnjugués deilsu denx, c'est- 
à-dire tels que les coides divisÊes én  parties égales par l'un d'eux soient 
paralléles a l'autre. En efret, d'après ce qui,a été dit non G r  i et Gia, il existe 
une infinité de  systèmes de courdonnées qui peuvent donner une équation 
de 1 ; ~  forme 3 

Pty3 + P " B ~ =  zQx : 
e t  alors il est évident pue les plans de xy e t  t e  2s sont des p1.ins diamé- 
traux conjaçnés, et que la l i p e  des x est u n  diamètre. 

CIIAPITRE VIII. 

DU PLAN TAXCENT ET DE Lk NORMALE. 

Du plan tançenl e l  de la  normdc à une surl'nce alçe7irlpe qiiklconqae. 

658. SOIT MS (fis. 39) une droite qui kencontre une surface en deux points 
îvl e t  Mr; si on Ir fait tourne? autonr dn prcmier jusqu'à cc quc Met   coin- 
rident, la droite deviendra fangenle à la surface. Comme il ya eritre M et R I '  
uneinfinité de courbes différentes sur la sarfnre, on peut réunir le point RIr 
aupoint RI en lui faisant parcourir chacune de ces courbes ; e t  il est clair que 
les tonçentes à l a  surface ne  sont autres que les tansentes a ces différentes 
courbes. Proposons-nous de chercher le Iica de ces tangentes poilr unesur- 

Supposons qu'on ait 

F (2, y, z)=AsP yq.sr+ A r d t y q f  fiT'+etc., 

et quo l'équation de la surface soit 

[ 11 F(", y ,  c ) z a ;  
p, q,... dtant des exposants entiers positifs, qui cependant peuvent être 
nuls. Représentons par k', y ' ,  s', les coordonnées du point il1 ; par xr+f, 

f 6' 
yf+g , sr + h , celles d a  point Mr ; et faisoris - r a, -CE.  Les équations 

h h 
de la sécante qui passe par ces points seront 

1.1 X-xl=*(z-z'), ~ . -y~=)G(z -z~) ,  
Puisque les deux points 1\1 et Mt oppaitiennent à la su~face ,  on a 

AstPy'Qzrc+ etc. =O, 

A(r'+J:P;yr+g;4(br+h)r+etc. SC o. 
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L)Uveloppons 15. seconde bquatipn, de maiiiere que  les pemièrgs puissxices 
dc f, g,  h, soient e n  cvideiice, e t  retrapclions-en b prcmiére : a n  trouve - 

( p A ~ ' P - ' y ' ~ a ~  f etc.) f+[rrîsx'Py'P-'~'r+ etc.) p 
+ ( ~ A x ' P ~ ~ ~ z ' ~ - ' +  ete.)lr+ai=o, 

w etaiit une suite de termes qu i  contiennent  des puissdnces e t  des produits 
d e y ,  g. h. 

D'signons e n  général par X, Y ,  2, les polynomes dérivés d e  F ( r ,  y ,  a ) ,  
relatifs à x ,  y ,  z, e t  PI(P X', Y i ,  Z r ,  ce qu'ils deviemieut pour les valeurs 
s=xr, y=yr, Z Z Z ~ ;  divisons l'équation pt-écédente par h ,  et observons 
qu'on a f=irh, g=kh : i l  viendra 

w' étant  une quanti té  qu i  contient  encore le  facteur h d m s  tous ses termes. 
Cette équation doit  avoir lieu, queigue rapprochés que soient les points RI 

e t  RIf; donc elle subsiste encore quand i ls  se confondent. Mais alors h = O ;  

par conséquent ml=o, e t  l'équation devient 

131 X ~ ~ + Y ~ ~ + Z ~ Z O .  
Telle est la  telatioii quidoit  lier entreellesles quantités a e t  1, pour que los 
équations [z] soient celles d 'une tangenie à la surface, au point dont les coor- 
donuées sont x', y', d .  Pour avoir le lien de toutes les tangentes e n  cc point, 
il f au t  éliminer a e t  /2 entre les équations l a ]  e t  [3j. IJe cette manierg o u  
obtient l'équation d'un plan,  savoir : 

C ' e s t  l e p l n n  tarigent à lo surface, au point donné. 
659. O n  parvient encore à cette équation d'une manière simple, en  re- 

ç.~rilnnt les surfaces courbes comme eomposdes de faces planes infiniment 
petites : mais reprenons les choses de plus haut. 

Soit ABD ( fig. 40 ) une courbe, dans laquelle o n  a inscrit u n  polygone ; 
e t  auppasoys qu'on augmente d e  plus e n  plus le nombre d e  ses côtés Bn 
playant de nouveaux eommets entre le, premiers. On aura ainsi une suite 
de polygoues inscrits dont  la courbe est la l imi te ,  e t  c'est ce qu'on exprune 
e n  disant qu'elle peut  être considérée comme u i  polygoue d'une kf;niré de 
cbtès, dont chacun est infiaiment petit. Alors aussi ces cBt& infiniment petits 
sont nommés les I-lérnenfs de la courbe. 

Soit UCL u n  côté i n d é h i m e n t  prolongé d u  polyçone ABCD. A mesure 
queles cbtés diminuent, l e  point C se rapprochedu point B: et, A la linlito. 
il est clair que la droi te  R L  devient tdngente i  la courbe a u  point B. C'esi 
ce q,ai fai t  dire que la tangente a une wurba est leprolor~gernerr~ iridt/ i tu d'uir 
ELi:nietit dc cet te  courbe. 

Les considérations précéckl£nt~ s'appliquent nalurelledieut aux  surfaces 
courbes, c'est-a-dire qu'on peut les rejarder comme des puLyEdres 
i lGuilé dc,faccs ir@rimet~i petites; eL alors It  p h  tangerLt est  l e  plau d'ÿrie 
face, proLonçé irrde~nirneict, 
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452 TROISIBMR P A R T I R :  

De cette manière de présenter l e  plan tangent,  il résulte commc consé- 
quence qu'il dui t  coritenir toutes les t anpn te s  menées a la surface par le 
point de contact. En effet, si on prend sur la surface , autour de ce point , un 
espace aussi resserré qu'on voudra, on peut le considérer comme lin élernent 
plan dont le prolouçement indéfini détermine le plan tangent  Concevons 
ensuite différentes courbes tracées sur la surface par le point de contact : il 
est évident que chacune d'elles aura u n  élément situé dans le plan tansent, 
et  qiie par conséquent l a  tangente, qui est le prolongement de cet éIénlex$ 
sera tout entière dans ce plan. 

II suit de là que,  pour avoir l e  plan tangent en un point donné, il suffit 
de  mencr par ce point les tangentes à deux lignes de l a  surface, et de coii- 
duire un plan par ces tangentes. Ce procédé, dont on fait usage dans la 
géométrie descriptive, conduit anssi avec facilite à l'équation dn plan tan- 
sent.  Pour plus de  simplicité, on mènera les tangentes aux deux sections 
faites clans la surface parallelement aux plans de xs et de  yz. 

Soit comme plus haut ,  

[ I I  F ( x , y ,  Z ) = O  

l'équation de la surface, et soient r', y', z', les coordonnées du point de 
contact r je fais y=y', et il vient, pour la section paralléle an plan de xd , 

F(s, y', z) CO. 

Or, suivant ce qui a é té  exposk (4717,  je prendrai les polynomes dérivés du 
premier membre de cette équation, relatifs E x et à s, puis j'y remplacerai x 
et  i" par r' et 2 ' ;  et en les désiçnaut, après ces substitutions, par X' et z', 
on aura,  pour les équations dç  la tangente a la section, 

Maintenant, pour avoir une section parallèle à yz,  je fais x =  r1  dans 
l'équation [ I I ,  ce qu i  donne 

F ( x ' ,  y, a )  = o. 

Il est clair qu'en prenant les polynomesdérivés, relatifs à y et à z,  da poly- 
home F(xr, y, z), et e n y  mettant y' e t  a' a u  lieu de y ct s, le second ne sera 
autre que la quantité 2' déjà trouvée. Désignons le premier par Y': et  on 
aura,  pour la tançente u la nouvelle section, les équations 

? Y' 
X _ X ' ,  z-~lzzZ-- 

Z'  (Y - y f ) -  

L'équation du plan tangent doit être de  la forme 

A (x-xl)+B (y-y!)+ C (z-a') = g .  
CX' 

Pdur qu'il contienne la première tansente, on doit avoir A =- : et, pour 
Z' 

CY' 
qu'il contienne la seconde, B =  -. Pat suite il vient 

Z ' 
t 4  X' (x-XI) +Y'Cy-y') +Z'(z-z')10> 
four  le plan trtrigciit, coriimc plus haut (6%). 
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GGo. Cette équation du plan tangent pcut s'écrire sous la  fozme 

151 xrzz.tY y + z f ~ = V 1  i 
e n  posant, pour abréger, 

v '=x '~ '+Y'~ '+Z 'z ' ;  

et  je vais faire voir i u e v r  peut toujours se réduire à une fonction de s ' , y r ,  a'. 
d e  deçré moindre que F(r .  y, 2 ) .  

Pour y parvenir, il faut démontrer d'ahord ce théorème : 
Tiréo~Ènr~. Si on a un pdlynome homogène en x,y,  z ,  et qu'ou ajoute ses pok- 

imrnes dérivis, après les avoir  multiplié^ respectivement pur x,y, z, ou  rrproduira 
le polynome primitif, nniultiplld par l a  de r& d e  l'homoçénéiié. ? 

On dit qu'un polynome est homogc?ne en s , y,  e, quand la somme des 
exposants de ces lettres est la même dans chaque terme; et cette souinle se 
numuie l e  degr6 de  l'iiomog~riéité. I 

Soit donc un polynome homogène 

dans lequel les sommes p f q - \ - Y ,  pf+q'+r', etc. sont égales a m. En dési- 
gnant les polyiiomes derivés par A , , K ,  v ,  ou a 

et  de 1; il est facile de conclure la propriété knoncée : wr on a évidemrnent 

x x + p y + ~ a  =(pf Afly4 z'f etc. =me. 

Maintenarit supposons que ,  dans F ( x ,  7. z ) ,  la  somme des termes de 
degr6 rn soit u ,  que celles des termes de degré m-i coit u', ainsi de suite ; 
de sorte qu'un ait  

F(r, y, ~)=u++'+ur l f  etc. =o. 

Appeldhs X, Y ,  ; h, p, v ;  A', p.', V I ; . ,  les polynornes dérivés de F(s, y, z), 
v. a', ... : on a évidemment 

X=k+hl+etc., etc., Z=v+v'+etc. ; 

donc, si on pose V=Xx-kYy+Zz, on  aura 

Y =  (>.-+,UY+YZ)+ (kx+p'y+~'z) +etc., 

ou bien, en vertu d u  théorème sur les polyriomes 1iomo;ènes , 

V = ~ U + ( ~ - I ) U ~ + ( > ) ) - ~ ] U ~ ~ + ~ ~ C ~  

L'equation proposte Fis, y, z )  = O ilonne 

o=mu f m u ' + m ~ ~ + e t c . ;  

e t ,  eu retranchant cette égalité de la pr8cedente, il vient 
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II est évident que cet& dernière fanation a t ,  a u  plus,  du  degré m-I en x, 
y ,  s ;  donc la fonction VI, qni n'est c u t r e q u e  la  précédente dans laqucile 
on  a remplacé s, y, z, par x',  y', z r ,  sera nu plus d u  deçré m - I  en x', y', 3'. 

6G1. Occupons-nous d u  cas ou le plan tançent do i t  étre nieiie par u n  point 
donné hors d e  la snrfùce. n o m m o n s  .zM, y", zl', lés conidonnées d e  cc point, 
e t  $, y', $, e l l e s  <lu point de aontut  r on n'a, paux déterminer ces trois 

donti 'ilneexpnn~ec[ue le  point  cherché est sur 13 siirface; d l'antre, que le 
plan tangent p;isbe au point  donné. Ainsi, e n  générat, l e  problkne est ixidé- 
terminé. 

66a. Cependant i l  faut remarquer qu'il y a une  mnditim tntite , qui ne 
peut  pas étre exprimée par t inc équation,  et A laquelle il b u t  avoir éeard : 
c'est que Iris valcurs de .zr.y', a' ,  doivent être réelles. Aussi trocive-t-on, dans 

certains cas , que le prol)lémo est  déterminé,  e t  m h e  impossiLle. Par 
exc:nple, supposom qu'il s'agisse de la  surface qui  a pour équation 

e t  que  Ji! plan tnnçrnt  doive passer par 1 wi@ue. ibis ce cas il est facile de  
voir que l 'équation ['il devient 

~ ~ ~ + ~ ~ " + a x ' + z s ' + a  = u, 
o u  bien 

(XI+ I ) ~ - + ( Z ' + & ) ~ = O ~  

Elle n e  peut  étrv satisfaite avec des valeurs réelles qu'en posant sl=-1, 

z l= -1 .  Par  suite l'équatiori de la surface donrie y'=-vt. Ainsi, o u  i i a  

qu 'un seul  plan tangent .  
Si o n  voulait mener ?in r!on tangcn t à la sphère par un point int&rieor, 

o n  trouverait que les ciqi~atio~is [6] e t  [y] ne peuvent pas avoir de solution 
e n  valeurs réelles. 

G63. D'iipiès I 'observationfaitesur V1(GGo), il est clait que l'équ*on [7] 
e s t ,  e n  s', y', z r ,  d e  deç& moindre que  l'équation [6] ; ysr conséqiient on 
peut  dire que le  lie& de tous Ics points d e  contact ost l'intersection de la 
surf.ice proposée avec une  s u r h c e  d'ordre infërieur. Illais cette propriété, 
présentée sous un  autre aspect, parnitra plus rcmorquablc. 

Soit R (fis 41) le point doniié hors d e  la  surface, et- M.4 Ja ligne d'intersec- 
tion dont i l  s'nsit : considéro~is le chne formé par les droitesmenées d u  point 
K à ccttc l igne,  e t  d6muntrons qn'il est circonscrit i l a  surface, c'cst-à dite 
qu'encliaqiie point de la courbe MA,  i l  amêmel>lan  tançcii tque la  surlace. 

Ayant pris le  point à rolontC sur RIA, je mène In droite R M ,  qui est 
une r;ériératrice du cùnc,  e t  qu i  est évicleninierit dalis l e  plan taillent au 
point RI. Sur le riine, je trace une courbe queironque i\.iAf passant par r e  
point ,  e t  une  droite R N  aussi ruisine qu'on voudra de R M  r par les points 
N,  N', oii l a  droite rencontre Ics courbcs MA e t  MA', je tire Ics sécantes 
! & S M ,  Marr puis je f.\ia inouvoir la ilroite R N  autour d u  point R ,  d e  manidi-O 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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que le point  N se rapproche de M, sans cesser d'stre s u r  la courbeMA. Peu- 
d a ~ t  ce mouvement, la droite reste tonjours eur le  c a n e ,  l e  point N t ,  ou 

elle coupe la courbe MA', s'approche awsi  de plns e n  plus d u  point RI, ct  
les deax sécantes n e  cessent pas d'Etre contenues dans un  m ê m e  plan +yec 
RAI ; donc les lignes M a ,  nI'al ,  deviennent e n  m û n e  temps respective- 
ment tangentes aux courbes M A  e t  RIA', e t  elles sont encore alors dans u n  
niéme p lan  avec RM.  Qr. à'oq ccîté, ~ e p l a n  est  ia~ipAt ù la surface donnée, 
puisqu'il contient la tangente à la courbe N A  e t  la droite RRI qui  appartient 
a ce plan tangent ; e t ,  d'un autre d t e ,  il est aussi h n g e n t  au cons ; car il 
renferme les tangentes m e d e s ,  en N, a toubes les courbes qu'onpeut tracer 
SUT te  cdne par CS poirit. 

Ainsi,on doit  regarder comme démontré que 14 courbedecoiitacrd'urre siw- 
face dorinée avec i l r i  cine ,  qui lui est circouscrit , est t o i ~ j o u r ~  située sur. une qu- 
face d'ordre inS;riew L celui  de la proposée. 

Par ~ o n s é q u e n t .  l a  Ligne de contact d u t +  c&ie circonscrit à uiro surfrrce du 
second ordre doit érre plane. 

6 6 4 . 1 ~  normale a u n e  surface est la  perpendiculaire menée an plan tangent, 
par l e  point de contact. L e  plan tangent  a été trouvé sans faire aucune hy- 
potliese sur les angles des coordonnées ; mais, afiri de rendre les équations 
de la normale plus simples, o n  suppose les axes rectangulaires. Alors on  
trouve facilement (576) 

[SI Z r ( x - d )  - X ' P - g l ) ,  Z1[y-y') = Y'(a-z'), 

pour les équations de la normale. 

Plan tançeni aux surfacu du second ordre. 

ô65. Appliquons an second ordre les résultats précédents. Prenons d'a- 
bord l'équation g i n k a l e  

et par suite l'équation do plan tangent ,  40 660, devient, après q u b n  1'3 

divisée par 2, 

[ I ]  A d +  ~y1+Brzr+C)s+(h~r+B~r+H'1z'+C1)y+(A'rz~+R1~~+~1'~~+C~')z 
+C.r'+C'y'+Crlzl+F = o. 

Quand la surface 4 un centre, on peut  la représenter par l'équation 

[El Pza+P'y+I1"z' = H : 
et alors l'équation du plan tangent dcviexit 

ka Pr',t. +p:y'j +.P:'e1r n 110 
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Quand l a  surkce  n'a point d e  centre, ou peut  mettre soh érpntioti soosla 
fornie 

[FI p ly?  p w z T =  ZQX; 

e t  l'équation d u  plan taugent est siiupleinent 

C31 P Y Y + P " S ~ ~  = Q ( . B + ~ ) ~  
Afin d e  mieux fixer les idéeo. dans w qd va sativre, a n n e  considére~a que 

l'ellipsoïde; mais les eouséquanecs seroné Bnancées en termes généraux, 
parce qu'il sera facile de voir qu'ellevs'étendent aux hyperboloïdes, ea pre 
uaiit n é p t i v e m e n t  les carrés des diamètres imae;ipaires : e t  aussi aux para- 
bnloïdes, e n  r e p r d ~ n t  ces surFaces comme ayant on centre situfi i l'infini. 

&G. Prenons pour I'ellipsoïde l'équation 

ilans laquelle a,  L ,  C, sont trois demi-diamètres conjugués : celle du plan 
tangent  sera 

[ri 1 
Par  le  point d e  contact ,  menons un diamètre : ses équntions seront 
x ' 7' 

x=  -2, y ='7i ;par  suite celle d u  plan diamétral cor i jupé  devient (630) 
a z 

doiic l e  plan tarrçoit à l'cxtrCnlilC d'un dinni<:tre est au plair rlirimFtrn2 
C O I L ~ I L ~ U ~  de ce diamétre. 

667. Cherclions la trace du plan tançent  sur  le plan de xy-, e t  pour c e l ~  
faisons s = O  dans [!(] ! il vient 

x'z J'Y - + = 1. 
a b2 

Or, i l  est évident que cet te  équation ne  change pas, si o n  donne à c e t  a z' 
- ~ 

ù'autres grandeurs, e t  mGme mie aulre directioii, pourvu qu'on n'nltére ni 
les louçueurs ni les directions des lianes a, L,  s', y'. Donc, 

Siplusicurs siirfaccs du secoird ordre suiit coupPes , par u n  p la~r  diarnéir,:l 
rominun, suivant l a  mime cuurbe, e t  r i ,  par uir puirit quelcoiryue d e  ce pl ni^, oir 

rnéi~e, dans rhayuesu!;Cuce, l a  corde coajuguie a ceplnri, les p[airs rni~gcirli nus  
e z t r h i t é s  de ces drJ6venres cordes irurit taus rewontrer leplari clinmitral suivont 
I n  menie trnce. 

(3%. Faisons i l a  fois y = o e t  s= CI dans l'tquatioil [(II : on a 

valeur qui  lie conticnt que R e t  X I .  Ainsi .  les g a n d e u r s  e t  les directions 
de b, c ,  y', z ' ,  peuvent varier sans que cette valeur cliançe : donc, 
Si c h  sutfures d u  secoud ordre oirt uir diamètre comn~rin , et si par uir point 

de  ce dianiitre on n~C~re, dans clingire srrrJàce, l e  platr corijirgué qrri In cuiipe 
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suivnai la coiwlie dont le  ccirtre est eic cepoi tr t ,  l rrplai is  tairçerrts aux surJaces, 
duiir tous les points de  ces courbes concentriyues, irorit rencontrer le dramètre 
cornnlun nu niéine point. 

669. Actuellement je vais corisidtirer l e  c.is o;i ii serait question de mener 
un plan tangent  à une surface d u  second ordre par u n  point extérieur i la 
surface. Considérons toujours l'ellipsoïde représedté par I'équûtion \ p l ,  dé- 
signons par xt', y", 2". les c!oordonnées dii point donné,  e t  par xi, y',  s', 
cclles d u  point  de contact : o n  aura,  entrc ces trois inconnues, les deux 

En rcçardnnt x t ,  y ' ,  s r ,  comme des variables, la seconde équation repr-é- 
sente u n  ~ l û n  ; e t  c'est l'intersection de ce plan a v e c h  surface qu i  est  le lieu 
des points de contact. Cette intersection peut aussi titre considérée comme 
la hase di1 cùne qui  serait circonscrit à la  surface, e t  qui  aurait son sc'n~niet 
au point donné (663). 

Si o n m è n e  l e  d i h é t r e  qui  passe au point dorink, e t  qu'on prenne le  plan 
diam6tral co:ijugiié d e  cc  diamètre, on  recoiinaît snr.le-clianip qu'il est pa- 
rslléle nu plan de l'équation [6]. 

xl'd f ' Y t  D m s  1'Equation [6] faisons zr= O ,  on troiive - -t = I . Comme 
a' b 

cette équation ne contient pas dr, en corlclut qu'elle représerile toujours la  
méme droite, quelle que soit la  <ln point donné, pourvu qu'il reste 
sur une parallèle à I'axe des z ;  car x' e t  y' ne changent pas. E t  remarquez 

est permis de supposer cet axe paralltle i une  droite quelconque, e t  
qu'alors Ic plan de x y  selait le plan d i ~ m é t r a l  conjuçué aux cordes parallèles 
i cette droite. 

u3 
S i ,  d a n s  l a  niêrne é q m t i o n  [G] , on fait y'= O e t  s r=o ,  il vient xf= - 

d l '  

v,~leur qui ne cliançe pas qn lnd  le point donné se meut dans iin plan paral- 
lèle i celui d e  yz .  Remarquez encore que ce plan de y z  peut  Btre pris pn- 
rallèle i un plari duririé, e t  qu'alors la ligne des x doit f t r e  l e  diamètre 
conjusuE i cc plan. 

Eu résurriant ce qu i  précède, o n  a ce tliéoième : 
La courbe d e  conlact d'un &ire avec une surjnce du s e c o d  ordre est une  des 

sections conjirgoèes a u  diamètre ~ i r i  passe pnr  t e  sommet d u  c&e. Si on fait 
nzowow l e  soinniet du côrie sid rme &ite dontrie, l ep lan  rie cette courbepassera 
cuirrtumnieiit p u r  irrie mGme droite, situte daus leplatr diunzéiral co~rjugiré des 
cordes parullEles & la rlroife doiirrfe. E~ifEn, ~i o n f u i t  pnrco~rrrr au  sornn~et du 
cUm rru plarr durrtrt, l e  p lan de la  cou/ bc de  contact ira roirjurrrs coupcr ais niirae 
poi~ii  le cE;ariié~re coirjugué des scctious paralliles ou plan rlorrir~. 
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G;o. T ~ é o i A r e .  Le sommet d 'un aligle solide tri-rec(arigle, dunt les fuces 

res:crrf ~arr~tanzr~icrrf t a u p i t e s  a vrrg rurface du secqrrd ordredouée de ccritrr, 
cl&;( irnc r hère coricqrr#i~iglre 4 cet le  u b r f ~ c e ,  4 

Ce Lliéoréme, q u i  a son analo;ue dari$ les courbes du second ordre, a é ie  
énoncé par R ~ Q X L : ~ ~ ,  e t  démontré par M. Poisçor de  la m~niérc suivmte. 

Soit l'équatioq de I ' ~ l l i p s ~ ï d e ,  rapporté a ses diamètres principûux, 

En nomniant r l ,  y ' ,  s r ;  z", y", 8": X I I ' ,  y"', e"'; les coordoniiées des trois 
points de contact, Ics équations des plans tangents sont 

x Z 1 x  yrry g"z 
[ ~ j  -4- - + Y = % ,  C'Il r: 

Puisque les points de contact soiit sur l'ellipsoïde, o n  t l  

[2] 

et puisque les p h n s  tançents  sont perpendicu1:iires entre eux,  on doit avoir 
aussi (588) 

X ~ X ~ ~  yy' a's'' - + -- + - = o .  
a i  2i-5 c-r 

1 ,?y elz"l 

r 31 - +- + c j = ~ ,  
a i  b t 

ai c i  

Pour obtenir la  surface décrite par le point d'intersection des trois pians, il 
fau t  éliminer les neuf coordoiinées z l ,  y ' , . .  . des points de contact, entre 
[ I I ,  [", 131. Quoique le nomitrede ces équations paraisse iiisufisaiit, l'éli- 
miiintion est cependant possihie. Pour I'eZcctuer d e  la niariièrelaplus simple, 
on  pose d'abord * 

r41 

x" -+-+-=- Y" z r 2  1 

a i  64 c i  A'' 
y1IZ 2"' - + + - - = I  

a't l i  c i  RI2 '  
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R .  Kr ,  RI!, étant d e s  quantités aaxiliaires qu'on devra éliriiirier aussi. O n  
remarque ensuite que les équations [il e t  [31 n;: son t  autres q u e  les équa- 
tions [a] e t  [hj'du no GOO, daus lesc~oelles on aurait remplacé. 

Cela posé, élcvons les équations [ r ]  au  car1.é , muitiplions-les par R2, 
R", R"", e t  rijoutons-les ensuite: il v i e n t ,  en  ayant égard aux relntioiis [5] 
et [(j], ,x' +y'+ z z =  R1 + RI" + R"". 

hIûis, e n  ajoutant les équations sa] aprk les avoir multipliées par 
R", ri'", Ru", e t  e n  réduisant au rnoyen des équations [ 5 ] ,  on trouve 
a"+L"+c2=R2+K'~'+Rffa;  donc o n a ,  entre x ,  ,y, 4 .  

Pour appliquer ce résultat a l'hyperùoloïde Y uue  nappe, u n  change ca 
en -c" :  e t ,  s'il s'asit de I'hyperboloïde a deux nappes ,  on  remplace n Z e t  6' 
par - a 7  c t  -LZ. Dans aucun cas, l'équation [7] ne représente une  autre 
surface que la sphère; donc le s o m m e t  i P r r i r  airgle s o l i d e ,  etc. 

G 7 i  Il serait  facile d e  modifier  le^ calculs préciderits pour les parabo- 
luïdes; niüisi l  e s t  pliis sirnple Je co~iaidlrcr  ces s u r î ~ c e s  cornilie ayant  u n  
centre situb a l ' i n h i .  Alors la splière décrite par le sommet dc  l'anglc solide 
tri-rectangle se chîiiçe e n  un p lan  perpendiculaire à l'axe, e t  il faut  e n  
déterminer la position. h cet  effet, reprenons l 'équation 

qui rewésente l'ellipsoïde ou J'liypwboloïde a uiie nappe,  sclon le  signe qu i  
précède al. Pour  la sphére que décrit l e  somniet <te 1'ang.le solide, on a 

!d ~ ' ~ ~ ' + a ' = a ' + Z ' f  P.  
Biais, afin de placer I'oi.isiiie à l'une des exti.émités de l'rixe sa, c i i m ~ o n s  

x en x-n; faisons ;ensuite L'= a p ,  c'=a?'; p i s  supposons a = s .  Lcs 

La première donne les deux pnraboloides; e t  la seconde fait voir que le  
Eowmel t i c  Z'ttll,$c svlide tri. rcc:air&e désvit un plnrc. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CI-IAPITRE IX. 

DES SECTIOYS FAlTW Phu LES PLANÇ DANSLES SCRFACES DU 

SECOXU ORDRE. 

Diffirenles courber que tinonent les sectiooii plgocri. 

G y a  DANS le  chapitre V. o n  a çoupé les surfaces de second ordre seule- 
ment par des plans paralliiles a ceux des coordonnées, parce que ces üectioiis 
sufisaieut peur donner des différences cmctérist iques propres a chaque 
genre d e  surfqces. Diais. pour mieux connaître ces surfaces, il est bon 
d'examiner toutes Ics sortes dc sections qu'il est possible n'obtenir. 

Considérons d'abord les surfaces douées d e  centre,  doxit I'equatiou est 

f E l  ~ ' x ~ + P ' ~ ~ + P ~ ~ L ~ = ~ I I  i 

et, pour le plan coupant ,  prenuns 

[ll srtZr+~~'+?- 
L'élirninatioa de x donne,  pour la projection de l'intersection Sur le plan 

clefs, l'équation 

et, selon qu'elle représente une ellipse, une hyperbole ou une parabole, I'in- 
tersection elle-méme sera Urie ellipse, une  hyperbole ou une parabole ; car 
elle doit être une  ligne d u  second ordre (Go:), e t  il est clair qu'une de ces 
courbes n e  peut pas avoir pour projection utie des Jeux autres. Cornparuns 
donc l'équation [a] avec I'équntion -4y3+Czy+Cu'+ etc. =O, e t  formons 
la quantité E1-4AC : o n  trouve 

E'- lAC=- 4jP1p'1+pp1raî+l'P'~).  

En donnant à a e t  B 6 toutes lcs valeurs possibles, cette quant i té  r q t c  né- 
çative quand la  surface est u n  ellipsoide : car alors P, IV, P", sont 
Biais, pour les hyperboloidcs, P" étant  n é p t i f ,  cette quantitk peut Stre po- 
sitive, néçative, ou nulle. Donc l'ellipsoïde, coupé par des plans, rie doniie 
que  des ellipses, tandis que les hyperi~oloïdes peuvent  Jonner aussides iiy- 
perboles e t  des paraboles. 

L'équation [r ]  ne renfermant pas Ics pl~nsparal lèles à 1';ixe des s, ccux ci 
doivent étre considérés à p r i .  Or ilskont compris dans l'Équationy -- 3 z - I f ;  
e t  en mettant  cette valeur dans [El, o n  trouve L'équation 

PI PX" t ( P ' ~ ' + P 1 ' ) z " + ~ P ' y F ~ + P I P 1 - l L  G O  . 
qui ïoiiduit aux mêmes ronséqucnces que l'équation [ z ] .  
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+3. I'assons au cas des paralioïlodes. Si on vent les couper par  des plans 
non parallèles a l'axe des x ,  on élimine x entre les é q u ~ t i o n s  

Pty'+Pr'z' -2Qx, x = ~ y + , & + ~ ;  
et il vient 

Donc la section est une ellipse on une  hypérbole ,~e lon  que P r r  est pnsitif ou 
neçatif, c'est-à-dire selon que l e  parnboloïile est elliptiqueou liyperbolique. 

Quandle $an coupant est parabl&Ie à Tare  des x ,  il hu tprendrc ,  pour son 
équation, y =  ~ s + p  ; e t  alors, pour la projection d e  la section, on a 

(PrZ3+P'1)z'+aPr7fz+Prp' = aQx,  

i p a t i o n  qui danne  des paraboles, qucl  que soit Ie signe d e  P H .  
6;$.Examinons maintenant les sections faites par des plans entre 

eux. II fandm supposer, dans les cnlauls précédents, q w  a, 1, 7 ,  conservent 
les mêmes valeurs, e t  que F varie seul.Les coefficientsdes ternies d u  second 
dcgré, dansles équations des projections, n e  cliançeront pas; donc ils auront  
entre eux toujours Ics mêmes rapports ; donc (485)  Ics ~ro jcc t ions  sont des 
courbes semblables et semlilalleruent plac&es (sauf le  cas où l'on aurait des 
hyperboles tournées e n  sens opposé, comme dans la  fis. $ 2 ) .  ne la il est fa- 
cile d e  conclure que les sections elles-mémes jonissent de cette propriété. 

Soient (fiç. 43) AC,  ArC', des courbes situées dans des plans paraIlEles, e t  
ac, arc', leurs projections SI& u n  plan donne ; supposons ces projections 
semblables e t  semblablement situées ; e t  soient O et O' les centres d e  sirni- 
litude. E n  menant les rayonsvecteurs on, ab, oc,.. .  e t  leurs parallèles o'd', 
ol[>', orc', ... o n  devra avoit  cette suite de rapports kçaux ( k g )  

oa : o'a' : : ob :oll>':: oc: o'c', e tc .  

Cela posé, soierit OA, OE, OC,. .. les rayons vecteursp~ojet6s suroa,al>,oc, ... ; 
et O'Ar, O%', O'Cr, ... les rayons recteurs projetés sur dar, orb', orcr, ... Lcs 
rayonsOA e t  O'Ar seront parallèles entre eux, comme intersections deplans 
p;traIleles; e t  d e  plus il est facile do, voir qu'ils sont eritr+#plgla dans l e  
rapport de leurs projections. On peut  dire la méme cliosedeOB e t  0'Br, etc.; 
douc 

O h :  OrA':: OB: OrBr :: OC:O'Cr, etc . ;  

donc Ics courbes AC, A'Cr, sont sembliibies e t  semblablement situées. 
Ainsi, l e s  scctions parallBIes d'uiie surface du second ordre sont des liglrcs 

du secoriri urdrc scnzblabler et sernbladiemen~ s i f u f c s .  

Cas pnfiiculierr OS. lm aec~iona sont d e  hyperboles. C h e  acyrnpiote. 

675. Reprenonsl'éqi~ation qui représente les hyperboloïdes, 

P L I  ~ . r ~ + ~ ' y ' - p f 1 z 2  = A H ; 

c t  supposons que la  surface soit c ~ i 1 ~ t . e  p a  le  dont l'érliiatiun est 
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462  TROISI#;ME PART~B. 

E n  cli:iiige.~nt 1'" en -Plr dans l'équation [a] du no 672, on a ,  pour la 
projectiou d e  cette intersection, 

[al (P;L'TP')~'+(P,~"-P~')Z=+ ~Pu&z f 
Concevons qii'on ait mené,  par le centre,  des parallèles aux asyrnplotes 

d e  cette projection, i l  est facile d e  voir, e n  çénéral , que ces pnrailèles ne 

dépendent que des trois termes d u  second degré : je veux dire qu'ellcs sont 

doiuiées par l'équatiur? 

P I  (IISL'+P')P+(P,P- P 1 ~ z ' + a ~ u ~ y z  = o .  
Or, yiiand leplan coupnitse meut  parallélement a lui-mérnk, il est chidefit 
que ces droites ne changent pas ; e t  eela prouve que les asymptotes des 
projections, e t  pan conséqueiit aussi celles des rectious , restent paralleles 
à elles-ndmes. v 

Transportons le  plan coupant à l'origine, son équation deviüat 

[41 x z U Y + / Z  : 
et en prenant ensemble les équations [3J e t  141, cIles déterminent deux 
droites , passant, au centre,  qu i  sont paralleles aux asymptotes des sectiona. 
L'équation 13; peut  s'écrire ?insi: 

P~ay+~z)2+P'y'-P"e~ O 

et, an moyen d e  l'équation [41 , elle detrient 

Cette équation,  indépendante d e  a e t  p, représente nn cùne qui est k lieu 
des parallelcs mcndes,pm le cciitre, auxasymptotes d e  toutes les hyperboles 
qu'on peut t r ~ c e r  sur la surface : on bien, ce qui  est la même chose, il est le 
lieu des asymptotes a toutcs les scctions hyperboliques faites par le centre. 
De la lui  vient l e  nom d e  cône urympir~fe. 

676. (hi peut encore jnstifier autrementcet te  dénoiuination.Parunpoint 
quelcon& [fis. 41) d u  pl.in de xy, je mène ,  au4essns  de ce plan, une 
parallèl&&xe des s, e t  j e  désigne par x,  y, I, et par x, y, Z, lm eaordon- 
nées des points RI et  N , oEi-elle rencontre l'hpperbololde e t  le cône j on 
aura 

z? - - P.r'+Pyf H P s Z +  P'y3 , 2" = -- - 
Pt p i  ' 

et par suite 
Z'- eV 31 R 

Supposons q u e  le point Ps'elo@e du centre O ,  sans sortrr de la droite OR. 
II est clair que  s' e t  y2, e t  par suite Z e t  z , augmenteront indSfiniment ; 
donc la  diEcrenee Z -z ira en diminuant ,  et pourra devenir aussi petite 
qii'oii voudra. 

Cornnic cette différence est positive quand I'f~ypetl~oloïde a ane nappe, et 
nésativr quand il en adeux ,  il s'ensuit qoe k ebmasymptote est toatentier 
entre ces deux surfaces. 
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627 Le cône asymptote se fa i t  encore remarquer lorsqu'oii cherclic, par 
le calcul, les intersections des hyperbola ïdp  avec les droites qui  passei:t 
par le centre, Les équatioris d'iiue telle droite sont x = h ,  y-d's; et,eriles 
combinant avec [P,], il vient 

II ert évident qu 'on  peut  donner b J e t  s ' d a  vdIeur$ telles que fe dénomi- 
nateur PG"+PIS"-Pt' soit, n volonté,  o'ù positif on n6g:itif ou nu l  ; donc 
il existe, dans chaque liyperboloïde, des diamètres réels e t  Liriis, des d imie-  
tre s imaginaires, e t  des diamètres infinis. 

Selon que l'hyperboloide a nne  o n  denx nnppes , il faut prendre II avec 
des siancs différents : e t  d e  la i l  sui t  que les diamétrts ima+naires de l 'une 
des surfaces sont les diamètres réelscEeI'autre. Quant  aux diamètres infinis, 
ils sont les mêmesporit toutes denx. 

Pour ces derniers diarpètres. bn ai 

et ,  en éliminant d'etdJau moyen des Gquations z~=II'z et y=d'z, o a  trouve, 
pour le lieu géométrique des diamétres infinis, 

p~~-+-p'y=-r:>~ = O. 

C'est 1'équation.d~ cane asymptote C). 
678. Un paraboloïde hyperbolique peut aussi être coupé suivant des hy- 

perboles. II a pour équation 

P1y?-P"e7 = 2px ; 
e t ,  en c h m i m n t  i"'eh Pi' dans l ' éqnat id  141 Qu no 6 7 3 ,  on reconirait 
sur-le-champ que les  parallélcs menées par l'orisine aux asymptotes da ces 
Iijperboles on t  pour équations 

Ces valeurs sont indépendantes de a e t  de f ,  e t  montrent  que les parallèles 
aux asymptotes d e  toutes les sections hyperboliques on t  pour lien çéomé- 
trique deux plans parallèles aux diamétrcs de la  surface. 
679. J e  ferai remarquer ici certaines fermes d'équations. sons lesqaclles 

peuvent se présenter les hyperboloïdes et les parabolûïiles I i y p e r b ~ l i ~ u e s .  
On peut  rappoMer chacun des hyperboloïdes a trois quelconqacs de ses 

diamètres irifinis. Alors, i13aut que les Iiitersections d e  la surface par les 
plans coordonnés soient fies hyperboles entre leurs asymptotes : or, cela 
exige que l'équation d e  la surfiiee n e  contienne ni les premières pnissances 

(') Quand un hyperboloide est rnppo~tè à trois diamètres quelconques, sou 
équation est de la forinc Px"+Prya+P"z'$S~y+S'~z+6'~~e=C. Si alors on 
lu i  applique les ollc~iis pr&ceden(a, on t~ouvera qu'il suffit d'y remplacer G par zéro 
pour avoir le eOne asymplote. 
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464 TROISIAME PARTIE. 

des V E L ~ ~ O ~ J ~ L ' S ,  n i  les secondes ; dorie o n  peut  çonrptendre les deux hyperbo- 
loïdcs dans nnc  équation telle que Ssy+S'.rz+S"yz = G. 

x0 Si les y e t  les z seulement sont pris sur den= diamètres infinis,et si on 
laisse l 'oriçinc au centre, e t  les s sur l e  disnietre conjugue des sections pa- 
rnlléles au plan des deux premiers ,diamètres, la nouvclle équation dcvrri 
donrier des liypcrboles entre leurs asymptotes, quand on coupera la surface 
par des plans parallèles i celui de 2.2; e t  comme d'ailleurs l ' p r i ~ i n e  est en- 
core au centre , on conclut fac$lenient que les hyperboloïdes ont aussi une 
équation dq la  forme Rx'+Syz=G. 

30 I.'equation d u  paralioloïde hyperbolique é tan t  P'y"-P"s" - zQx,  on a 
. vu (624) que le  p l u  rie y e  coupe la  s u r f x e  suivant deux ligues droites, e t  

que  lec sections sont des hyperboles qu i  on t  leurs centres sur le 
diamètre des x, e t  leurs asymptotes parallèles i ces droites. Cfimçeons les 
oxcs actuels des y e t  des z ,  e t  remplayoiis-les par ces deux droites, ,,n re- 
connaîtra aisémerit qh'après la transformation, I'équation d u  parüboloide 
liyperbolique doit se réduire à la forme Syzf R x z  o. 

Se~iiom r ~ l i l i g a e .  dr I'hyperhole i uue nappe. 

680. Quel que soit le point  qqe l'on considère sur l ' l~~perbolo ïde  à une  
nappe, o n  p u t  toujours mener a n  diamètre a ce point ,  e t  rapporter la 
surface a trois diamètres c o n j u ~ u é s  dont celui.ci fasse.p?rtie. Alors, son 
équation est 

Supposons que  le premier diamètre soit celui des y, et faisons 5.=1, il 
viendra 

L 11 

a 
x z * - 2 :  ' 

C 

d'oir l'on conclut qu'on peut mener deux h ~ i t e s  sur l'hyperbolriïdei une nappe, 
pnr c?mxn de ses points. 

L e  d e  ces droites est tangent à I'hyperboloïde, piusqu'il est parallèle 
a u  plan diarnEtra1 conjugué d u  diamètre qu i  abouti t  au point que l'on con- 
sidére sur 1:i'surface (666). H est éyiderit ù'aillcurs que cela doit ktre ; car 
ces droites sont clles-memes Irurs tansentes, rt a ce t i t re  elles doivent être 
dans l e  plan tangent. , 

681. Considérons sur Ih q u r f ~ c e  u n e  ellipse quelconqne AEC (65. 4 5 ) ,  si- 
tuée dans u n  plan qu i  passe par l e  ccntre O, e t  ¶& a OZ pour diamètre con- 
jugué. Par tous les points d e  cette ellipse, nienuris les droitcs AG, EH, .... 
tançeiites a cctte courbe, e t  les droitcs AD, EL.:, ... pnra1li:les A 0%. D'aprks 
ce qui  précède, les deux  droites dc !'liyperlioloïJe, qui prissent n u  point A, 
sont sitiiées dans le  .plan tançent  DAG ; e t  l'équation [ r ]  prouve qu'elles 
sont d e  chtés diifërents par rapport i la  l içne &D. 

Pour fixer les  idées, irri~giiiuiis qu'on tourne autour de I'liyperboloïde dms 
le  sens ABC ...; et dlors on  d is t i i i~ncra ,  sur cctte  surface, deux systéines dc 
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droites : l ' un  composé des liçnes AP, BQ, ... qui  ont  leur partie supérieure 
a droite des parallèles AD, BE ... : e t  l'autre, des liçnes AP', BQ', ... qui  on t  
leur partie supbrieure a gauche d e  ces mêmes paralléles. Quand i'hyper- 
boloide est d e  révolution, les droites d u  premier système font  avec i'axe l e  
même ançle que celles du second, e t  la surface peut alors être engendrée da 
deux manières différentes par la rotation d'une droite. 
682. La disposition précédente étant hien comprise, considérons dcux 

droites quelconques AP, BQ, appartenant au méme système, e t  menons pa- 
rallèlement à OZ, par le  point  de concours des tangentes AG e t  BH , l a  ligne 
SGS' qui rencontre i'hypcrboloide e n  S e t  Sr. La ligne SGS' e s t  I'intersection 
des plans tangents DAG, EBH; e t  i l  est clair que si les deux droites AP etBQ, 
qui sont respectivement dans cès plans, se rencontrent, ce ne pent être q u e  
sur La ligne SS'. Mais. d'un autre cbté, il est évident que AP doit passer au 
point S, e t  BQ au point S'; donc ces droites ne se rencontrent pas. Le même 
raisonnement montre, au contraire, que deux droites d e  systèmes différents, 
telles que AP e t  BQ', iront couper SS' au même point S.  Donc, e n  gériéral, 
deux droites prises dans u n  méme système rie se rencontrent pas ,  e t  deux droites 
de sy~tèrnes diffèrents sp rencontrent toujou~ir. 

683. L'équation [ I I  montre que les droites qu'on pent  tracer sur I'hypet- 
boloïde à une nappe, par chacun d e  ses points, sont perallèles auxasymptotes 
des sections parallèles a u  plan d e  ces droites; e t  de là on  conclut que toures 

Ici droites situécs sur FhyperLoloide étant transportées au centre, parallèlenzetit 
a elles.mt%nes, s'appliquerrt exactement sirr le cUne asymptote. 

684. Considirons encore trois droites d'un méme système, tclles que AP, 
BQ, CR ; e t  supposons pour un moineut qu'elles soient parallèles à un même 
p1.m. E n  les transportant ait point 0, parnllélement à elles-mPmes, elles se 
placeraient dans nn même plan ; e t  par conséquent, i l  y aurait suc te cane 
asymptote trois génératrices situées daus u n  même plan. Si cela était,  la  
section de ce cane, par un plan a l'ellipse ABC, aurait trois points 
en l i p e  droite, ce qui est impossible, puisque cette section est une ellipse. 
Donc trois droites d'un rnénre systérne ne sorrt jamais parallèler a uir mime 
plun. 

685. Prenons à volonté trois droites dans u n  système, e t  regardons-les 
comme fixes dans l'espace. O n  peut rriener, par cliaque point d e  la première, 
une droite qui  rcncontrc les deux autres : car en Gisant passer par ce point 
deux plans, dont I 'uncontienne la  seconde ligne, et l 'autre la troisième, l'in- 
tersection d e  ces plans remplit les conditions dont il s ' a ~ i t .  O n  pourra donc 
faire çlisser une  droite derrianière qu'elle s'appuie constarrirnent sur  les trois 
lignes fixes ; c t  il est évident que, dons ses diverses positions, elle viendra 
coïncider sucçessiveuierit avec toutes les droites dc l 'autre système. Ainsi, 
1 '1~~~er l i o l c ide  & une rwppe prut Gtre e n p n d r é p a r  une droite p i  Je meut Le lorrg 
Je trois droites fixes, non puralléles à un mime  p lan .  

II est d'aillenrs assez clairqu'on pent choisir les trois directrices d ' u n ~  
infinité de manieres dans t c l  système qu'on youdra, pouryn qu'elles appar- 
tiennent toutes trois au merne. 

3 O 
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4 66 T R O ~ S I E M B  PARTIE. 

6%. U n  Jiypcrboloide P uno iioppe étant  don116 par son éqantion 

cliercIions les  Byuations des  &nérah.iccs dc cliaque systèine, A cet cn'ct, 
écrivons i'erju,:tion l p ' ]  de celte m m i é s c  : 

On voit qu'elle se u&iifie, soit en posant 

soit en  posant 

u et  ,& étant deiix indéterrninéeg , qu'on peut  faire passer par foutes les va- 
leurs passibles. Lc9 équations 121 donnent  ks çcnCratriccs de la surfacc qui 
appartiennent à u n  système; e t  les équations 131, celler qui apprtienrient 
i I'autro système. 

GS?.  On pciit encorq présenter cette reeherclio d'une au t re  maiiii.re. 
Prenons l'équ;ition d'un plan quekoiique parallele aux z ,  

L41 y = zx+@ ; 

e t  éliminons y entrc rp'] e t  [4]. I l  vient 

et cette équatio~i  représente i'intersecticn de l ' hyyd>olo ids  et du plan, en 
pmjer:tion sqr le plan de .TL. FOUT qiw cette intersection se rCdniï;t? a deux 
l i j u e s  droites, i l  fsiit que  les vn!eum de  s s ~ i e i i t  du premier deçré en x r le  
secop.!. membre doit donc étrc un carri,  ce qui exiça In coridition 

,$>$=fb7+a7b.2) (a*,eal 1. 

De 1; on t i r e , @ = V b 3 + e ' a ' ,  le radica! emportant avec lu i le  tlouble signe ir. 
P a r  cette d&tcrminatioii, I'équrtioil [5; donne e n  cfïet dcux valeurs du lire- 
micr dc+ ; c t  e i l i cs  associant, chlicuiie 4 son tour, i i'iqiintion [<], oii 
aura  

Ces deux systérnes <l'équations, dans lesquels a est indéterminé, cor resp i -  
d e n t  aux deux systèmes de droites conteniies sur 13surface. II est Cvic?ciit 
qu'on rep:.odu:rait l 'équat ion dc l'hyperboioïtle en  éliminant a entw les 
deux équntioiis de  t'un quelcorirlue des deumsystèmes. 

Si on cilange c en +'Ti, lcs rkstiltais piCcédcnts convienrlrnnt i I'ellip- 
-. - - 

soïdc; e l  si ci1 O U ~ I Ü  011 C I I ; I I I ~ C  a CII al/-i, e t  O eu I l / - i ,  ils s'applique- 
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G Ë O P I ~ T R I E  ANALYTIQUE A TROIS D I ~ I E Y S I O N S  4G7 
sont à i'hyperboloide B deux nappes. Mais alors ces iésultots sont  imagi- 
naires: donc ces deux surfaces n e  peuvent pas être engexuiréos par uue 
ligue droite, ce qui d'ailleurs est évidcnt bpriuri 

688. I l  resta encore i dimontrer  qua toutes las sti~faees engendrées par 
une ligne droite qui  glisse sur t ~ o i s  droites lixea, non psrallèles à i q  r n k r ~ e  
plan, sont  des hyperbql~ ide i  une  pappe. 

J e  remarque d'almrd qu'ou peut  mener par ohneune de ces droites h s :  
plans ~espectivement parallèles aux deux autres droites, et, qu'on ditermine 
aiiisi u n  parsllèlkpipéde dont  ces drqites sont  t r o i ~  arêtes. Supposons (fiç. 46) 
q l i e  FF'GIE soit ce parallélépipéda, e t  que FFI, CG', HH', aoieiit, les t ro is  

directrices. Par le  oentre O de ce parallélépipède, meaoss trois pwalldeq, 
O z ,  07, Oz, a eeq lignes, e t  clioisissons-les pour axss de6 çoordonnées 8, y, 8; 
srifin, faisons PPf=(?f, GGf= ag, HH'= a h ,  . 

Cela ppsé, les équation8 der trois direct~icca root 

Prenons, pour la  gQniratrice, les équations 

x z a z + a r ,  y=,Qz+fil: 

les quantités a., a', k ,  b', devront ètre assujetties aux éqnations qui  expri- 
ment que cette lisne rencontre les trois dirgctrices; et on trouve facilepiest 
s u e  ces équations sont 

Alorsil n'y a plus qti'ù éliminer a, a', ,B, f i ' ,  entre ces Lquations e t  celles de la 
génératrice, pour nvoir une  relation entre les coordonnées x , y ,  z ,  d'un point 
quelconque de la surface engendrée par l e  mouvement d e  cette lisrie le long 
des trois droites fixes. Or, des quatre premières équations, on t i re  

e t ,  en mettant  ces valeurs dans la cinquième équation, i l  vient, toute# rk- 
ductions faites, 

71.lrtg.s+ffl.;rgh==o. 

Donc In surface est d u  second ordre,  e t  elje a l'origine pour centre. D'ail. 
leurs, sn génération mEme montre qu'elle est continue e t  illimitée, e t  qu'elle 
n'est n i  u n  cylindre ni u n  cane ; donc elle ne p u t  étre hyperboloïde à 

w i e  nappe. 
Sec t iom reciilipes du poraboloide à~perholiqiie. 

CSg. On peut aussi trncer siir lu ~ u r f a c e  du pecuboloirle h y p c r ~ l o l i p r  delm 

droifes par chacun dc  srr POQLIS. 
E h  eff'ct, cn preuiiiit pour origiiio un point i ~ ü f I c o n q u e  de ccLte surface, 

oii peut dopncr i son Üquotion la ferme 

[Q'l I"yq- Pl's"= nQa, 
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668 TROISIEME PARTIE. 
laquelle fait voir que le plan de?*z coupe la  surfacc suiyant deux droites, 
qu i  ont pour équations 

y V P 1 =  I s / P " .  

690. Aucune des droites de la  surfuce n'est parallèle à un plan diamétral 1 

cor tons les plans diamétrnnx sont parallèles B la ligne des x (636), e t  de tels 
plans coupent la surface suivant des paraboles (673). Ou est donc sûr que 
ces paraboles sont rencontrées par toutes les droites de la surface. Soit ARC 
(55. 4T> une d e  ces paraboles : menons, par tous ses points, des tangentes 
AG, EH, ... et des droites AD, DE, ... paralléles aux cordes conjuguées au 
plan dianvitra1 ABC. Les deux droites duparaboloïde, q u i  passentcn A, sont 
dans l e  plan tauseni DAG, e t  situées de cbtés diflërents par rapport à A D ;  
et  les droites de la surface qu i  passent e n  chacun des autres points de In courbe 
ABC donnent lieu à une remarque analogue. De l i  résulte la distinction de 
ces droites en deux systèmes ; e t  o n  démuntre, comme on l'a f a i t  pour l'hy- 
perboloïde Û une nappe (68z), que deux droites du mémc système ire se rerrcon- 
trerit pas, mais que deux dvoitcs de sysrènm d i x è r e n a  se reticontrent toiljours. 

691. Pour avoir les équations des droites situées sur le  paraboloïde, met, 
tons l'équation [Q'] sous cette forme 

on voit qu'elle est vérifiée e n  posant 

[il 
2 Q y v P 1 - z V P " =  a e t  y ( / P t + z V P 1 ' - - X  : 
a 

et encore en posant 

PI y ~ ~ l j - z l / ~ l l = z b  e t  y v ~ ~ - , z y  2. P 
Ces èquatious donnent les dcux systémes d e  droites, en faisant passer les 
indéterminées rr et F par toutes les yandcnrs  possibles. 

Gga. On arrive encore à ces droites par les calculs do  no GS7. Soit 

I'èquatioii d'un plan quelconque parallèle aux: y. II faut  d'abord éiiiniiicr x 
entre [QI]  ct  131, ce qiii donne 

L41 i>'y'=P"~"+zQaz+zQ$. 

Ensuite i l  faut assujettir a e t  / à l a  condition nécessaire pour que cette 
équation représente deux droites ; e t  on a ainsi 

Q." q"'=211" q., d'où k =  -. 
2.P" 

Par suite, les équlitioris [3] e t  [q] deviennent 

et elics déeermincnt  alors le  premier ou l e  second système de droites, sui- 
vant qu'on prend le  siçiie 4- ou  1.9 siçnc -,- 
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G ~ ~ I E T R I E  ANALYTIQUE A Tnnrs D I H L  ~YSION:. 46  
693. 11 existe entre l'liypet-boloïile i une nappe e t  l e  prnboloïde hyper- 

bolique une  diffireiice qu'il importe de remarquer. C'est que ,  dans la pre- 
mière surface, trois dtoitesd'un même systeme ne  sont point paraIlCles a u n  
méme plan (G84), tandis que, dans la secoride, elles remplissent toutes cette 
condition. Il est évident, e n  effet, Bar les résultats précédents, que toutes les 
droites d'un même système on t  leurs projections, sur le plan dey.z, paral- 
lèles entre  elles, e t q u e  par cor&quebt cesdroites sont pai-allèle si^ un même 
plan, qui lui-même est parallèle aux diamètres dc la surface. 

On doit donc regarder comme démoi~tré que Ir par.abuloïde hyperbolique 
peut dire engendrépar le moirrement d'une droile qui glisse sui. trois d r o i t e s j x e s  

parailtles ù uir méme plan, ou bien encore . par  une droite p i  &se sur deux 
droites$xes, e s  restant îorrjours paralléle à un plan  donné. - 

691 Réciproquement faisons voir que foute surface rèsulrnni de l'un de ces 
deux modes de  génératiori est urr pural-oloide hype~Loliqire. 

Supposons d'abord (fiç.48) que la p.éuératrice se meuve snr  trois airectrices 
A R ,  DS, CT, parallèles à u n  plan. Soit AL une position particulière de In 
sénératrice, et A ,  U ,  C, lespoints ou elle coupe les trois directrices. Menons 
A.r e t  Ay parallèles à B§ e t  C T  : les lignes A R ,  A;r: , Ay, seront rlnns Ic 
même plau,  le plan z b x  c o n t i e n d r ~  ES, et le plan zAy coutiendra CT.  Cela 
pose, prenonsles liçncs A x ,  Ay,  As, pour arcs des coordonnies; et les  équa- 
tions des trois directrices seront 

Soient les équations d e  la génératrice : 

Pour qu'ellc rencontre les trois directrices, on a les conditions 

et, pour avoir l'équation d e  la surface, il  faut éliminera, a', P ,  f i ' ,  entre ces 
équations e t  celles de l a  génératrice. O n  trouve! pour r isul tat ,  

ilonc la surrace est du  second. ordre. D'ailleurs, elle est engendrée pni. une  
droite qui çlisse sur  trois directrices parallèles a u n  p l a n ;  donc elle riepeut 
éire qu'irrr pnrntoloide ~rS-perl>olilue. 

Supposons maintenarit (fig 49) que la çéneratiice çlisse Sur deux droites 
AI e t  Au, en  demeurant constamnien: parallèle au  ménie plnu yAx. Soient 
A et B !es pointsd'intersectioii dece plan avec les deux  directrices. IIIerions, 
par ces points. la droite 41, menons nussi. par la ligne Ae,unplan parallèle 
a Bu, lequel coupe le plan y A x  suivant la Iiçne As; enfin, preiions A x ,  Ay, 
Az, pour axes de coordonnées. 

La directrice Bu passant par I'oxe des y, e t  é tant  parallèle au plan xAe, 
ses équations seront . c - , a x ,  y = t .  , 
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La génératrice devant toujours rencontrer l'axe des a,  cn restant parallèle 
a s  plan de ry, ses équations seront de 13. forme 

Comme bllc doll: aas8i feneonltei Bu,  on e la cbndItiot& 

= a b 6  

e t  en éliminant a e t  k,  entre W t t b  èqui<t;on e t  celles de la  oh a 

y s  = abx. 

Cette gqnatioh doit représenter anpnmbo lcde  hyper6oliqrie r cap, dansle sc- 
khnd Otdré , il n ' raque  cette surface sur  Inquelleonpaisse trnoer des droite6 
q u i  soient r e n c o n t r h  par d'autres droites purullélee 9 un mime plant 

Gg5. An conimencement de cechapitre,on a reconnu d'une manière géné- 
rale les courlies qu'onolitient en coupant les différentes surfaces du second 
ordre par des plans; e t ,  plus loin, on a bit voir que I'liyperboloide à une 
nappe e t  le  paraboloide hyperLolique peuvent donner des lignes droites : 
nous nous proposons ûctucllemcnt de recherclier s'il est possible de ploccr 
lcs coupants d e  manière que les sections snient des cercles. 

Couçidcronsd'obord u n  ellipsoïde, e t  soient (fig.50) Ob,OB,OC, sesdenii- 
axes.Suppusons OA>UU, OU>OC, e t  menons,par le derni-axe moyen OB, 
un  plan <fui coupe l'c!lipse AC nu point t). ~'intersecbionavec la  surface est 
une ellipse qui  û pour demi-axes OB e t  U D  : or,  e n  faisant tourner le plan 
autour de O n ,  ln  ligué OD prend tontes le8 gtandeurs comprises entre 
0:1 e t  O C ;  donc il existe une position pour laquelle O D = O B  Alors la 
section est a n c e i d e ,  ainsi que toutes les sections paralleles. 

La symétrib db l ' e l l i p ~ ~ ï d e  , relativément 4 ses dxes,prouv4 tjh'efi faisad 
I'ançle CUDr=COD, la  plnri  D'OB coupera encore la surface suivant uu 
cercle. Les deux plans DOB, D'OB, se confondent avec le plan COB quaiid 
OU=OC ; e t  avec A d B ,  DI3 = OA. Üans ces deux cas, i ' e i~ i~sb ïde  
est d e  révolutioil. 

O n  a triené le plan DUB par l'axe mbyeh r il est  clair que si on I'ciit 
mené par l 'un dcs deux autres, on n'eût pas ohtenude ccrclc.Par cxeinplc, 
s'il passe par 0.4 .  la section sera une ellipse dont OA est un deini-axe, e t  
dont  l'autre dcmi-axe, quiest compris entre O n e t  OC, ne peut p s d e v c n i r  
é g d  i 08. 

G96.Voiciune autre nianiére fort simple dè trouver les ccrc1es BO et  CD1.  
Prenons l'équation de I'ellipsoide rapportée B ses plans principaux, 

ou  encore, de cette maniére 

P'(xrl-f;r'+ rg)l :  II +(~'-P),r"-(~"-pf)Ld. 
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11 est évidcnt que  cette équation est vir i f i io  en posant à l a  fois ccs 
ilcux-ci : 

P'(~";y2+z')dI,  (PI-l'>z2= y - P ' ) e 7  

La premiEre est celle d'une sphère qu i  a pour rayon 1s demi-axe O n .  La 
deuxième reprcseute deux p l m s  passant p.ir ce demi-axc : car elle donne 

Par consfqucrit, les cercles résultant d e  l'intersection de la spliérc a rec  ces 

deüx plans sont  s i tu& sur i'e!lipsoïde. 
Nais ,  pour que  ces va1eui.s de .T déterminent  r6cllcment des p lans ,  iI  

faut qiie l a  quantité qini est  sons l e  radical so i t  positive, e t  cela exige q u e  Il' 
soit compris entre  P e t  P", c'est-&dire qiie le& plans doivent passer par 
l 'are  nioycii. 

697. Lcs dcmonstrations prEcédentes penvent ê t re  facilement  nod di fiées 
p o w  les autres  surfoces : elles sont siinples e t  é l içantcs ,  n u i s  ellcs on t  le 
défant de ne point  apprendre si les seciinns circr1:iirej rlu'el!es font  connat- 
t r e  sont les seules qui  existent. C'est pourquoi nous allons reprendre cclte 
rcclierclie par une analyse prupre à ~ l o n n e r  une  solution, la fois f;énérale 
c t  ccmp!ète, de toutes les questions q u i  on t  pour objet les intersections des 
surfaces p?r des plans. 

Quelle que  soit la surface don t  il  s'agit, supposons (1;s. 51) qu'elle soit 
rnpportfe a t rois  axes rectançolaircs O r ,  Oy, Oz,  e t  qu'on vcuillc la couper 
pdr u n  plan quelcorique. J e  prends j. volonté l e  point 0' dans cc p l a n ,  e t  
je méne OrR, O'S, O'T, pnralle!cs c i  Ox,Oy, Oz. Soit RO'xr=q l':inale que 
f ~ i t  avec O'R la trace d e  ce plau sur l e  plan RO'S; e t  soit 0 l'iiiclinaison 
du premier plan siir l e  second. S d é v e  dans l e  sécant la  ligne O'y' 
perpendiculaircà 0's'. 

Désignons p.ar f, Ç, h ,  les coordonnecs d u  point 0' rapporté aux axes Os, 
Oy-, Oz; par x, y, Z, celles d'un point  quelconque du p l i n  coupant relrcti- 
vcment aux rnérncs axes; e t p a r  s',yr, celles d u  niEn1C point relativement 
aux axes O'x', 0'3'. On a t rouv i  (603) les formules 

et  cn met tan t  ces valeurs dans l'équation d e  la surface proposée, on aura 
I'intcrsection d e  cette suiface pa r  le plan. 

Pour plus d ï  simplicité, n e  considérons d'abord que  les suifaccs ùu 
second ordre qu i  on t  u n  cen t re ,  e t  effectuons ces substitutions clans 
l'équation 

Ùont les  coordonnées peuvent Etre supposics r c c t m ~ u l ~ i i e s .  On  tiouve u n  
I-re'suRae de 11 TofoPme 
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472 T R O I S I ~ M E  PARTIE. 

dans lequel on a 

A=Psiu'qcos"B+P1cos~cosZB f Pr1si~'8, 
B=a(P1-P)siuq cosqcos 9, 
Ç = Pcos'q f P'sin'q : 

et, pour obtenir un cercle, il faut poser B= O e t  A=C, c'est-8-dire 

r.1 (Pl- P)  sin q cos 9 cos 0 =O, 

[3] Psin'q cos'8+P1cos"~ cos'd+ PIrsin'B =P cos1)+P'sin'q. 

En grnéral, Pr étant différent de P,-l'équation [z] ne peut être yerifiée 
qu'en prcnant ou cos0 =O, ou s ine=o,  ou cos q =o. 

La première hypothèse, cos0 =O, change l'équation [3] en 

P cos'q+Pr sin2q=P". 

Dans le second membre,  on peut mettre P"(cos2q+sin2g) PU lieu de Pr', et 
alors on a successivement 

P cos2~+P 's in~q=P"cos 'a  f Prlsin"q, 
(Pr- P")sinaq= (Pl1-P) cos'q, 

La seconde hypothèse, s in? = O ,  réduit l'équation [3] a 

P r  cos'B+Pft sin"6 =P.  
Par  suite, on a 

P1cos20+P"sin'8 = Pcos'O + P sin76 , 
(Pu-P) sin' O = (P-Pl) cos20, 

Enfin In tioisiérne hypothèse, cosg = O ,  donne 

Qucls que soientlcs siçnes de l'équation j-', tant  que la surface n'estpas 
de révolution, i l  y û toujours une des qunntités P, Pr ,  PIr, comprise entre 
les deux autres. Supposons que ce soit P' : les deux premiers radicaux seront 
i~ i ia~ i r ia i res ,  le  troisième seul sera réel. C'est-à-dire qiic, pour avoir des sec- 

Ccs valeurs ind iqaenb8.M Q é ~ i ~ s  de p$&@p&dl&l& à l'axe des y. 
Q ~ ~ . i n d  la s u ~ f a c e  cst de réyo:utiori, deux des quantités P, P', Plr, sont 
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égales. Soit Pl'= P' : les solutions des équations [2] c t  [3] deviennent 

cosO=o, t a n ç q = m  ou cosq=o;  - 
s in  +=O, t a n g S = + v - i  ; 

cosq=o,  tang6 = m ou cos O=o. 

Les deux solulions réelles se composent des m i m e s  valeurs ,  cos 8 =O , 
COS q = O : c t  elles montrent  que les sections circulaies  doivent érre per- 
pcndiculaires à l'axe des x ,  qu i  est ici l'axe de révolution. 

Soit Pu= Pr= P, 4es équations [a] e t  [3] sont vérifiées d'elles-mémes , 
quels que soient Q e t  8 ,  ce qui  revient  à dire que l'intersection d'une splièrc 
par un plan est toujours u n  cercle. 

Modifions l'analyse précédente pour l e  cas des paraboloïdes. Pour ces sur- 
faces, on  peut  prendre,  e n  coordonnées rectançulaires, l'équation 

[FI Pya+P"z2= 242; 
et  la substitution des valeurs [il donne encore u n  résultat d e  la  forme 
Ay'2+Bx'yr+Cxr'+etc. =o. filais alors o n  a,  pour A ,  BI C, 

A:P'eos2q cosa6+P"sin'8, B=zPrs iug  cos9 cos 9 , C = P'sinzq ; 

et, pour que  la section soit un cercle, i l  faut poser 

s i n g  cos Q cos 6 = O ,  P'cos'o  COS'^ $ P"sin2B = P r  sin'q 

O n  tire de la trois systèmes dc valeurs, savoir : 

Quand l e  paraboloïde est elliptique, P' e t  P" sont d e  même signe : si  alors 
P' est plus grand que Pr' ,  les valeurs de Q e t  de 0 n e  sont  réelles que  dans le 
troisième systéme ; mais s i  P' est moindre que Pu elles n e  soiit rielles que  
dans l e  second. O n  a ainsi deux séries d e  plans perpendiculaires a u  plan d e  
xy ou à celui de s z .  Si Plr= P r ,  o n  n'a plus qu'une seule série de plans, 
lesquels scnt  perpendiculaires à l'axe d u  parabolaïde. 

Quand le  paraboloïde est hyperbolique, P"ct Prsontde signes diffërents; c t  
il  n'y a que le premier système quidonne q e t  8 réels.ïllais alors les coefricients 
A et C sont zéro,  e n  mé e temps que  B ;  e t  l'équation Ay"+ etc. = O ,  se  fP 
reduisaiit au preniier degré,  Xie représente plus que des lignes droites. 

Ainsi, i l  es t  démontré que les surfaces du s e a d  ordre, le paraboloide h y -  
perbolique excepd,peuvent étre coupies selon des ccrcles,purdespfa~rsparallélcs 
coiiduitr suivant deux directioru di#&-nia. 

Et eucore pourrait-on écarter toute exception, e n  regardant les droites, 
qu'on peut traccr sur Ic paralio!oidc 1iypcrl>oliqiie, comme des cerclcs dont 
les rayoris sont  infinis. 

On remarquera sons doute que  les centres des cercles de chaque série 
sont sur  u n  diamètre de la  suiface : car il en est ainsi de toutes les sections 
parallèles (634). 

On doit remarquer aussi que la  proprieta da 10 section auti-parallèle du 
cbne obliquc est u n  caspnrticulier du  théorèmc précédent. 
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DCmonslraiioas de quelques théarèmer. 

698. T I I E O R ~ E .  St~pposoi~s  gue des c 6 n c ~  aicrrl pour huscs les sccliori~~lnires 
d'urre sur-face du secoiid ordre, e t  pour sommet conzrnun uir point de celte surjkce; 

puis i m n ~ i n o n s ,  par ce poirrt, urr plu% tazigeri t 8 In surface ! las sociiniis faite, 
dans les  mines et dans Va svrface,par uizylair parallèie eu plan tançeiit, seront 
des roicrles sernL7aLler et  semhlnblement situies. 

Quel que soit le  point de la surface qui SerVQ de wmmet à ces chnus , 
clioisissons pour l i p e  des x le diamètre qui  passe par ce point, e t  le plan 
tangent pour plan de yz. E n  diriyeaiit convenablement Ics y 'et les  S ,  on 
pourra donner i l'équation de la surface la forma 

il] P r ' + I J ~ + P " z a = z Q r .  
Prenons pour la hase d'un des cbnes l'intersection de la surface par un pian 
quelconque; e t  soit 

121 x = s y + p z +  7 

1'6quation de ce plan. Si l'on désigne par x ' ,  y', r ' ,  les coorcloiinées d'un 
point pris à volonté s u r  cette intersection. on doit avoir 

D'un outre cdté, si a n  mène une droite par ce point e t  parl'orisine, ses 
Cnuatious seront 

Or. cette droite est une sénératrice quelcoiique ducdne  dont il s'açIt; Jonc 
eii climinant s', y',  z', entre [3] e t  141 , onaura I'éqoatioii de ce cbne. 

E F' 
Des iqurtions [(] on tire *'= -, 2 ' ; -  3 et par suite les i q u -  

x x 
lions [3] deviennent 

(Px2+P'y*+P"zz )x i  = ~ Q s ' ,  zzl=(tty +pz) z1+?x .  

11 n'y a plus qu8,el iminer x'; et o n  trouvera, po r le eôiie, 1 

Maintenant coupons ce cône e t  la surface proposée, par on plan parallele 
à celui clc y z .  Pour cela,  f i s o n s  x = h dans [il e t  [ 5 ]  r il vient 

Piyz+Ptraz = aQh-PhZ, 

7.Qh 
P ~ - + P i i z "  = -(h-ay-/?z)- PA'. 

Y 

E n  cliançeant l e  plon dc la  base ducdue, lesquantités a ,  P, .y, varient; mais 
dans ces équations les termes du second degré d c m c u r e n ~ i ~  mêmes, et paq 
conséquent elles représentent toujours des courbes semblables et sembta. 
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blciiient situées. C'est cotte propriété qu'il fallait démuntrer. Toutcgois, i l  
pcut se faire que  ces courbcs soient des liyperboies différeininent tournées. 

Le tlitioréme qui  vient d'être dérnontrécst l'entension d'une propri6té con- 
nue dans la sphère (no 524, I), et  sur  laquelle PIOLÉIÉE q fondé la  construc- 
tion des mappemondes telles qu'elles sont encore e n  usage ciujourd'liui. 

Ggg. T ~ é o u i m e .  Si deus  surj'aces du second ordre se rencontrent soivuirf une 
première l içne plane , elles se couperoht encore szrivarit uiie autre ligne plane. 

Prenons, ainsi que  l'a fait M. J. BIBET, 10 plan d e  la liçne commune pour 
celui de x y ,  e t  supposons que  les équations des deux surfaces soient 

En faisant z = o ,  les équations r é s u l t a ~ t e s  doivent représenter la m h e  
lisne ; et, Four cela ,  il faut queles  coeificients de ces équations soient pro- 
portionnels. Ainsi, p étant  le rapport de & & d o n  aura 

A z a , ,  A r = a f F .  J 3 = b ~ ,  +cp, C'=cfp, P =A. 
filiintenaiit , nul  tiplions l'equation [2] par p .  ct alors rettsriclions-la de 
l'équation [ I I  : les tcrmcs qu i  n e  contiennent pas E se d$ti.uiront, e t  il 
viendra 

(A'r-a"p)z'+(B'-b'~)xz +(B'l-br'l)yz f ( Ç " - c ~ ' ~ ) z  =o. 

Les coordonnées de tous les  oints communs aux deursurfaccs duirerit sa- 
tisfaire a cette équation l or, elle se partage cn dcux au t res ,  

lcsqucllcs représentent deux plans;  donc l'intersection des deus  surfacrs 
se cornyose'dc deux lignes planes. Daris ceitairis cas, la secoiidcligne pcu t  
se confondre avec la première: elle peut  aussi se réduire a une simple ligne 
d~oife ,  ou a uh  point ui i icpe,  ou méine devetiir imaginnirc. 

7 0 0  TfiéonÈmc. Dafisuire jurfnce d i  sccoiid O&, deux c e r d e ~  gueiconque~ 
opparleriant u deux &ries d~ffirerrles sont fozrjuunr siluis au? ullr m$md sphCn, 

Cette propribté est une  extension d e  celle qui a été donntie no 470 pour 
les sections sous-contraires d u  cane oblique ; c t  voici comment o n  peut  la 
démantrcr. 

Suit (fi3 52) MiïPQ le plan priucipcil d'une surface d u  seccnd ordre ,  sur  
lequel sont perpendiculoircs Ics deux séries d e  plans,qui coupent la surface 
suivant des cercles ; e t  soient NN, IJQ, les diamètres de deux de ces cercles 
pris dans les deux séries.Concevons qu'une sphèresoit décrifeduin~mcccri t re  
et du même rayon que le cercle qu i  passe par les trois points Al, N, 1'. Il 
est clair que le cercle R1N est coiitcnu sur cette sphèie ,  c t  qu'ainsi il est 
une intersection d e  la. spliere avec l a  surLice donnée. Donc l'autre courbe 
d'intersection est plaiie, e t  par  conséquentc'estun cercle ; car, sur 1û splièrc, 
toutes les courbes planes sont dcs cercles. Cc cercle, dcvant se trcuver sur 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



la  surface donnée e t  passer au point  P, est comprisdans L'une des deux séries 
d e  sections circulaircs. I l  n e  peu t  pas être le cercle PR parallèle an cercle 
M N  ; car s'il en etait ainsi, ces deux cercles, appartenant i une méme sphére, 
devraient avoir leurs centres sur  un diamètre perpendiculaire i leurs plans., 
e t  dès-lors les  cordes MN et PR devraient être perpendiculaires à leur dia- 
métre  conjugué. Orcela est impossible, à moins que  la surface ne soit de ré. 
volution ; e t ,  dans ce cas, les cercles PQ e t  PR coïncideraient. De l i  il suit 
que  l a  seconde courbe d'intersectioudoit Cire le cercle PQ, ce qui démontre 
l e  théoréme. 

; o r .  T H É O R È Y E .  Quand deux snrfaces du second ordre on< un planprincipsl 
cornmuil, l'intersectiorr des sirrfnces se projette sur ce plan suivant une ligne dri 

second ordre.  
Prenons l e  plan principal commun pour  celui d e  xy, e t  choisissons lesz 

perpendicolaires a ce plan. Les équations des deux s u r f ~ c e s  ne devront cou- 
tenir  aucune puissance impaire d e  z , et seront d e  la  forme 

Or si ,  pour  éliminer c ,  on  les r b r a n c h e  I'unc d e  I'ûatrc, après les avoir 
multipliées respectivement par  a" et A", l c  résultat sera une équation du 
second degré en s e t  y; donc ,  etc. 

CHAPITRE X. 
DISCUSSION DES ~ Q U A T I O N S  NUMERIQDES DU SECOXD ORDRE 

A TROIS VARIABLES. 

Exposé de la m6lhodc. 

70a. Les propriétés distinctives de chaque surface d u  second ordre étant 
connues, ainsi que  celles des cas particuliers q u i  s'y rattachent, je vais 
exposer la mnrclie à suivre pour  détcrmincr a quelle surface ou à quel cas 

particulier s e  rapporte  u u c  équation d u  second degrk , dont les coeficients 
sont  des nombres donnés.  

Apràs avoir ramené l'équation a Iri fornie 

o n  égale à zéro, les polynomes dérivés du premier inemlire, relatifs a x , ày, 
e t  à a :  on a ainsi trois équations du  premier  d e s r é ,  qui  iloiveiit donner 
pour  valeur de x ,  y, s, les coordonnées d u  centre  (627). Or la  rEsolutiou 
de ces èqn;itions coriduit à distinçuer quatre cas g&iérûux (GzS). 

io C e h i  oii il  n'exkte qu'un s e u l  centrn; 2 O  celui oii i l  y a une iufinité 
d e  centre;. situiis sur une  ligne droi te;  3' celui où il y a une infinité de 
centres, situés dans un  plan;  40 cclui où il n'existe plis d e  celitre. 
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G E O M ~ T R I E  ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS. 477 
703. Pmnier  cas. O n  transportera l'oriçine a u  centre, e t  il yiendra u n e  

dqnation telle que 

[GI A y a + A r ~ 7 + A 1 ' s a + a B ~ y + 2 B 1 ~ ~  +zE1'ya+G= O ,  

dans laquelle les coefficients sont les ménies que dans [A], à l'exception 
de G ,  dont la valeur est (627) 

G=Cf:f+C1s+C"h+F. 

Supposons G différent de zéro,  divisons l'équation [G] par - G ,  et 
formons celle qui  fait connaître les axes de la s u r f ~ c e  (GGz). Pour cela,  
il faut remonter a l'équation [3] d u  n0$37, e t  y remplacer A ,  A',.., 

A A' 
par -- - -  ,... E n  faisant ,  pour abréger, 

G '  G 
A+A'+A1' 

L = -  
G ' 

l'équation dont il s'agit sera 

[A] A3- L h 2 4 R h &  m= 0 ,  

On sait (642) qiie ses racinesnc sont j a r n a i ~ i r n a ~ i n a i r e ~ ,  e t  qu'en les dés;- 

suant  A', A)', A / / {  l a  demi-axes de la surface sont \/$, \/:), \/I. hl II 

Puisque ces rariries sont réelles, la iEgle de DESCARTES sufi t  pour connaître 
leurs signes. Si l'équation [A] a trois variations, les racines A', A'',  AI^), sont 
positives, e t  la surface a ses trois axes réels; donc elle est u n  ellipsoïde. 
S'il y a deux variations seulement, la surface n'a que denr  axes réels; c'est 
a n  liyperboloïde à Urie nappe. S'il n'y a qu'une seule variation, la surface 
n'a qu'un axe réel; c'est un hyperboloïde a deux nappes. Mais quand l'équa- 
tion [A] n'a que des permanences, ses racines étant négatives, les trois axes 
deviennent irnaçinaires; e t  d o r s  la surface elle-même est imaginaire; c'est- 
à-dire qu'il n'existe aucun point dont  les coordonnées paissant vérifier 
l'équation proposée. 

Pour fiire usage de i'équation [A), i l  faut que les coordonndes soient rec- 
tangulaires : c'est pourquoi j'indiquerai encore l e  procédé s~ i ivant ,  qui est 
indépendant d e  cette snpposition. 

Ou miue  une droite quelconque par le centre, e t  on  examine si, dans 
toutes ses positions, elle rencontre In surface, qui  serait dors  un ellipsoide. 
Dans le cas contraire, ce serait un des liyperboloï<'.es, e t  pour distinguer le-  
quel des & U X ,  on fait passer u n  plan par le  centre, puis on clierclie s i ,  en 
variilnt les positions de ce plan,  il peut  couper la surface suivant des ellipses, 
ce qui fera reconnaître l'hyperboloïde à une nappe. On peut encore obtenir 

la même conclusion en examinant s i  un plan peut couper la surface suivaut 
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478 T R O I S I E ~  PARTIE. 

u n e  droite. Sou'veiit les sections faites par les plan, coordonnes, ou par Leurs 
suflisent pour obtenir toutes les indications dont on a besoin. 

Jusqu'ici on a supposé G diffkrent Je zéro; boit maintenant G = o :  
I'equation CG] se rEduit à 

W + A ' y 2 f  A ' l ~ a _ l ~ a B ~ y - ~ ~ B f ~ s + ~ n l ~ ~ = a .  

Elle est vérifiée psrlesvaleurs x = o ,  y - e ,  z z o ,  ainsi le  centre fait partie 
d e  la surface : e t ,  comrnq nous sommes toujours daria t'hypothèse qu'il n'ya 
qu'un seul  centre,  l'équation Boit ~epréschter  u n  cûna ou un point unique. 
Pour deeider entre les deux ans, o n  fer* une sentiop paralMc B un dea plans 
coordonnés, e t  on  examinera si elle est réelle ou imaginaire. 

704. Deuxième c a s .  Quand on résoint les trois Equtitions qui diterniineut le 
centre, il peut se faire qu'en t i rant ,  de deux d e  ces équatioas, les valeurs de 
deux inconnues, e t  cn les substituantdans latrqisieme équation, celle.cisevC- 
riiied'elle-même sansaucune détermination d e  la dernière incannue.On. doit 
conclure de la que les plans représentés par les trois cquations se coupent 
suivant 13 méme droite, et que tous les poipts de cette droite pcuvcnt étrc 
pris pour centres. Ce cas est celai dont n m s  nom eecupons. 

Alors l 'équation proposée doit représenter ou u n  cylindre elliptique, on 
u n  cylindre hypcrbolique , ou deux plans qu i  se eoupent, . ou une droite 
unique, ou une surface imagina& : or Il e s t  évident que toute indécision 
disparaîtra. e n  coupant la surface par les plans coordonnes.~uelquefois la sec- 
tion faite par un seul de ces plans suffira. Par  exemple, si celui de xy donne 
une ellipse, 04 peut a f i r u q r  que ln surface est un cylindre elliptique; mais 
si elle donne denx droites paralléles, il faut  recourir nu plan de xs. Si on 

trouve encore deux droites parallèles, on se sert d u  plan yz, e t  il ne pourra 
plus rester aucun doute. Voyea les exemples (708). 

705. Trois iéme eos. Ce c3s a lieu lorsque la valeur d'une inconnue, tirée 
J e  l'une des trois équations qui doivent déterminer l e  eentre,   end identique 
chacune des denx autres. Alors i l  existe une infinité de centres, dont le 
lieu est u n  p h ,  et l'équation proposée devra représenter deuxplans parpl- 
leles, on on phr i  unique, ou deux p l m s  imaginaires. Les sections faites par 
les plans coordonn& suffirent donc pour écarter toute indétermination. 

706. Q u a t r i h e  rnr .  O n  reconnaît ce cas ce qne ,  en cherchant les eaor- 
donnkes d u  centre, on arrivedans le  cours d u  calcul à uneabsurdité évidente, 
teHe que z=3, par exemple. Alors i l  n'existe pns de eentre; et les sections 
pnrallèles aux trois plans coordonnés achèveront de résoudre la question. En 
effet, on  doit avoir ou u u  pmaholoïde elliptique, on o n  paraboloïde hypei- 
bolique, ou n u  cylindre pariiholique: e t f e  vais montrer que ces sections 
donnent des résultats différents pour chacune d e  ces surfaces. 

Dans le pnraholoirle el l ipiqne,  les sections doivent être des pnralioles ou 
des ellipses (6;3): or, les plans qui donnent des paraboles sont paralléles a 
une mknle droite: donc, sur les trois sh ies  de sections, il y en a au moins 

unc qui S C  compose d'ellipses. Un raisonneincnt semblable prouve que, dans  
le  pnraloloïde hyperbolique,il y aura s u  rnoir;s une du ces &si& qui donnera 
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des hyperboles. Enf in ,  quand ln surface est u n  cylindre p a r ~ l o l i q i i c  , les 
sectioqs n e  peuyent  être  que desparalolcs  o s  des droitcg pvalleles. 

707  Exan!ples dorrs 2esqirels il y a un cenlre uni lue .  
EXEXPLE 1. Soit l'équation 

[II . T ' + ~ ~ ' ~ ~ ~ " ~ W Y - S X - ~ Y - ~ Z = B B  

J e  forme d'ükord les Equlitions dérivées 

O n e n  tire X = O  y = ] ,  z= 1 ;  donc il y a u n  cest:e unique. 
E n  comparunt l'équation [ I I  avec [A], on  voit que  C = - 1 , Cr= - 2 ,  

C"=- 2 ,  1: =o. P a r  cuite, In quant i té  G devient ü = - 4 : et  e n  p h p u t  
l'origine nu centre, i l  vient, pour la surlace, 

Je clierclie maintenant  ce que  devient l'équation [A] ( l e s  coorilonnces 
sont supposées rectançulaircs>. Il fau t  prendre A=], Af=2, A"=a, G = i ,  
B'FQ, Gr'=o, G =-4. Par. suite, L = t ,  ILI = i', , N s & ; l ' éqwt iou  [A] 

devient h:%-:h''+ :6~- f x = o ;  et, p\i.isqu'il y 8 ~ I O ~ S  ~ a ~ i a t i o n s ,  09 conclut 
qiie ln surrace est u n  ellipsoïde 

C'est ce qu'on voit encore cornme i l  suit, Uiiedroite passant par le rentre  
a pour équatiop x ; a z ,  y =l>z i et  quand on cherche ses intersections avce 
ln su r fxe ,  O P  t rouye 

Ces valeurs, ainsi que celles de x e t  de y, sont rficlles , quels  q u e  soient a 

et b :  par t e n ~ è q u e n t  la surface est rencontrCe par tous ses diamèti-CS : donc 
elle cst mi cllipsoïdc. 

On  pürr ient  a u ~ i  P &te conséqoenee a u  moyen des scctions p r ü l -  
Iélcs a u  plan d e  ye .  Soit  fait s = a dans l'équation [ r t l  , il  vient  
2 y a + z z ' + a a y + a ' - 4 3 ,  ou 

z"(y+'u)*=2-+az. 

E n  p r c u m t  a  <VY, quel  que  soit d'ailleurs l e  siçne de r ,  o n  voit que  les 
scctions sont  des cllipscs ; inais. C U  prenant a> VS, elles son t  imogiriairçs 
Par la, l'ellipsoide est clairement desiçné. 
EXEMPLE 11. Soit PCOPOSCC I ' iquation 

[II s " + y ' + z z " - ~ ~ y - ~ x ~ ~ ~ z f  3 y - 3 1 0 .  
Lc centre sera donne par  les équations 

~ : - y - , z x ~ o ,  y - & + s z +  i = o ,  z e - 3 $ - 2 ~ - ~ 0 .  

On en  deduit x = o ,  y= 1, a=-1:  donc il y a u n  centre u ~ i q u e  O n  
trouve G =. - z ; doiic la surface rapport&ç aw ccutrc a pour équatioii 

L.1 X ' + ~ ~ - ~ . L Z ' - ~ + T ~ - I S Z  { - ! U I - ~ * U .  
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480 T R O I S I ~ Y E  PARTIE. 

On a ici L=z, RI=-+, a=-;. Par suite onaura donc h 3 - m 2 - ; i  f + = O :  

et puisque cet te  équation a deux variations, la surface est un hyperboloide 
à une nappe. 

On arrive immédiatement à cetle conchsion, e n  remarquant que le plan 
actuel d e  xy rencontre la surface suivant des droites. En effet, si on pose 
z = O  dans [a], il vient 

- 
*~~+y'-2xy=a, d'pù y = x + - V a .  

EXEMPLE III. Soit I'équation 

On trouve le centre par les équations 

lesquelles donnent x = z ,  y =  a ,  z=z  , e t  par suite G =- 1. ~ i i n s i ,  la 
surface rapportée au centre a pour équation 

Les valeurs de L , M ,  R, sont L = O, M r - 8 ,  N = 5 ; e t  l'6quation [L] 

devient x3- 8h-5=0. Comme elle n'a qu 'unc variatiou, la surface doit étre 
u n  Iiyperlioloïde à deux nappes. 

Si les coordannées Etnient obliques. on  n e  pourrait plus se servir de 1';- 
quation [A]. Alors, nprés avoir mis l'origine au centrc, ou clierchera les in- 
tersections de la surface avec les plans coordonnés ; e t  comme on trouve 
trois hyperboles, o n  reconnùît bien que la  surface est u u  liyperholoide , 
mais on ne  voit pas qu'il est à deux nappes. On s'en assure, e n  examinant 
si un plan mene par le centre peut  lü couper suivant une ellipse. Or ,  l'e- 
quation d'un tel plan est s=ax+by;  e t ,  en éliminant z de l'équation [ a ] ,  
il vient 

(u2-4a+ ~ ) s ~ - + ( b ~ - a ) ~ ~  +z(nL-2b $ I)x~- ]=o.  

De là, en posant p=zna + zab-Ba+ 3b2-41i +3, on t ire  

An moyen de ces valeurs d e  x ,  on aperipit f~c i lement  que si on prend 
a=a e t  b < v;, la sectioii est iiriaçinnire. Ainsi, les plans menés par le 
centre n e  donnent pas tous des sections réelles : o r ,  cela sufi t  pour recon- 
naître i'hyperboloïde a deux nappes. 
EXEMPLE IV. Soit l'équation 
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L'équation [ h l  devient A~+:,O A"+ :lf A i+&z = O  : et, puisqu'il n'y a que  
des perrnancnces, lcs trois racines sont négatives; donc 14 surface est ima- 
+aire, ou, e n  d'autres termes, l'équation [II est impossible. 

Soient x = aa , y z La , les iiquations d'une droite menée par  le  centre ; 
combinons-les avec 1'6quntion [ z ]  : il vient 

ou, sous une autre forme, 

Quels que soient a e t  L ,  les valeurs d e  z  ne peuveut pas devenir réelles ; e t  
cela prouve encore que l'équation [II  est impossible. 
EXEMPLE V. O n  propose i'équation 

Pour le  centre, on trouvera x =  O ,  y=2 ,  Z= -2 ; et ,  e n  prenant ce 
point pour origine, l'équation [II se change e n  celle-ci 

laquelle peut donner on  u n  cBne ou u n  point unique. M s s  une section par  
un plan qu i  n e  passe point par l'origine fait disparaître toute incertitude. 
Pi~r exemple, soit ;c = 1 I il vient 

Or, il est clair que  cette équation représente une courbe réelle ; par consi- 
quent l 'équation [II est  celle d'un cane. 

EXEMPLE VI. Si o n  a l'équation 

[II 3xz+ay3 I - ~ a ' + 2 ~ ~ + 6 x + G y + G e + g = o ,  
e t  qu'on la  traite comme l'exemple précédent, on apprend qu'elle repré- 
sente u n  point unique. 

C'est ce qu'on peut rendre éviùent sur I'équation méme. En effet, on  
peut 1'6crire ainsi 

3Z.r + 1)'-} a(y  - f ; z  + f)'+ t(z + I)'= O : 

e t  alors, on  vo i t  qu'on ne peut  y satisfaire qu'en posant a la  fois x  + I = O ,  

y 1 +z f !=O, ~ + I = o .  d'où x = - r , y = - : Z = - I .  
ncrnarpue. I l  ne f ~ u t  pas croire que le chançement fait à l'équation [ i l ,  

pour lui donner la forme précédente, soit u n  artifice d e  calcul q u e  la s a g -  
cité puisse senle dicouvrir. L e  procédé qu'il f ~ u t  suivre e s t ,  a u  contraire, 
naturellement indiqué par les théories de l 'nltébre; e t  voici en quoi il 
consiste. 

Considérons u n  polynomc du second degré e n  x, y,  z ,  

Si on pose l'équstinn X=o, on e n  t i r e ,  pour a: .  des vnleors de la forme 
x=X,I;t; I /Y ,  X ,  étant une f ~ n c t i o n  du piernicr d e p e  en y et s, et Y une 

3 1 
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fonction du second degr;. En vtr ta  du t h h r é m e  conuu rwu Ia composition 
des équations, air aura 

X =  A(x-XI-l /Y)(x-XI+ VY)=.A(.z-XJ- AY. 

Supposons qii'on ai t  Y = ay'+a1:"2by~ $ etQu et traitons ce polynome 
de In meme maniére que X.  Qn poLera I ' é q u a t i o ~  Y == O ,  e t  on en tirera 
y = Y  ,zk I / Z ,  cn ddsignant par Y, unc quantité J n  premier rleçre en z, e t  
par Z une quantité d u  secorid dcçré. Alors on a 

Enfin, SBppOSOR9 qu'on ait H = aasf 2 , @ 1 + ~ ,  e t  qu'en posant Z t o ,  on 
trouve z =%,&VU, 27, e t  U &an6 dus qnantitér conrtanten. 11 est clair 
qu'on a aussi 

T e k  e.gt la  trnnsformation q u b n  peut  faire subir n e  polg-o X, e t  qn'on 
venlait faire munaître. 

708. Exemples dnnr lesgitels ily a icne injd;,iirt! de centres &n& en t i p e  droite, 
EYEXPLE 1. ' ~ o j t  I ' é q u a t i ~ n  

S'il y a un centre, il est donné par rés équations 

Les deux premières sont identiques, e t  les denx dernières donsent  

par conscqucnt il y a une infinité de centres situés sur 1a droite représentée 
par Ics ér~uations [a]. En cherchant l a  section faite par le  plan deyz ,  il vient 

d'où 

Si on éçnle a zéro 14 quantif6 qui est placee soss le rarlicd, on trouve 
z = - a r t  l /5 .  Puisquc cos valeurs sont réelles e t  biga les ,  e t  que a', sons 
l a  railieal, est précédé du signe -= , la section est une ellipse (ï39), e t  par 
c o ~ i s é ~ u e n t  l'équation [il nppnrtient i un cylindre elliptique. 

E X G ~ ~ P L E  II. Soit l'équation 

Les éyri~tioris dérivées aoirt 
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h-premiere  ct truisiime ciourieut 

etces valeurs readcnt  la secunde éqnatiun identique, cc qni prouve qm3il 
a u t e  une  i n h i t é  & centres,  dont  le l iea est la droite des équations [z]. 
En faisant z=o dans [II ,  il vieut 

3e'-y2-tz~y-l-24.=o, d'où z x - y l t l / z y 7 - z y ;  

et o n  peut affirmer p&sentemen& qse l'équation [ i l  représente un cylindrc 
liyperho);qua. 
EXEUFLE 111. Soit 

[II x2+ya-zq-2xy+x-y-5=0. 

Pour déterminer le centre, on a - 

La p~emière  équation est la mPme que la seconde ; ainsi, le lieu des 
centres est encore une droite. Mais, e,n posant x=o,  l'équation 111 donne 
y - z +  I e t  y -  -2; c 'est- idire qu'pu a deur  droites n w  paralléles. Des 
lors il est clair que l'équation [il appartient a u n  système d e  deux plans 
qui  se coupent. 

Si on la &out par rapport à l'une des variables, on  obtiendra, séparé- 
ment, les équations des deux plans, 9Noir : x=y+s e t  s -y-  s- 1. 

EXEMPLE IV. Soit l'équation 

On reconnait encore qu'il y a une infinité de centree, d i K s  sur la droite, 
qui a pour équations 

C.1 x=fe+:, y=+a-$. 
Mais quand on cherche l a  sectioa de L surface par fe $an dc zy ,  il vient 

L 

='+y'-r+y+f r o ,  d'où y--;&(x-r,)V- i ;  

et, pour que y soit réel, il faut  faire x=:. 
Dans ce cas, la surface se ceduit à une droite unique, qu i  doit être la 

même que celle des équations [a]. Ce résultat se &iddit aussi de i'équatiou [il 
en lui donnant 1û forme (x- i fs  - :y+(y  - ~ Z - ) ~ = O .  

EXEMPLE Y. Dans l'exeruple précédent mettons, pour dernier t e rme,  + i 
an lieu de + f ,  on aura cette équation 

qui représente un cylindre imaginaire; et c'cst ce qu'on reconnaît sur-le. 
cliamp en I1é+ant ainsi : 

( Z - ; ~ - L  .) +(y- :3+-:)'-+:==0. 

70% E x e n ~ p l e s  dans lesqiiels l e  liea des ce.Mres e s t  u n  p l m .  
EXE?:PLE 1. Soit 1 équation 
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D a i s  ce cas, Ics trois équations derivées se réduisent a unc  seule, savoir : 

x-y+3s-;=o.  

Par conséquent, taus les points d u  plan que cette bqlintion détermine peu. 
vent ètre éçalement pris pour centres. Ençoupant  la surface par le pldii de 
s;v, il vient 

~ ' + y ' - m ~ - x + ~ ? a ,  d'ou y = x  e t  y=r-1. 

P ~ i s q u ' o n a ~ o u r s e c t i o n  deuxdroites parallèles, l'équation [il représentedeair 
plans parallèles. Et en &et, si ou la résout par rapport à x ,  on en tiie 

x=y-3a e t  x = y - 3 z + i .  

E X ~ P L E  II. Si on a l'équation 

LI] T 2 + ~ " f  ~ Z ' - ~ Z ~ + ~ . T Z - ~ Y Z - Z X +  2y-42f  1 1 0 ,  
et qu'on la traite comme la précédente, o n  trouvera u n  plan unique dont 
l'équation est 

2-y -+2z -  1 = o .  

En élevant cette 6quation an carré, on  reproduit l a  proposée. 
Exomrre III. Si l'6quation douuéc est 

~ ~ + y ' + z ' - z ~ ~ - z s e + ~ ~ s - z x + z ~ + ~ ~ + 5 = o ,  

ou reconnaîtra facilement qu'elle représente deux plans imaginaires : ce qui, 
d'ailleurs, deyient évident en l'écrivant ainsi 

;IO. ï3xetnplrs dans l e c q u c l ~  i2 n'y a point de centre. 

EXEMPLE 1. Soit proposée l'équation 

1 11 ~ ' + - 3 ~ ~ ~ z e ' + z x y + 4 ~ z - 3 x - ~ y -  33=0. 
Les équations qu i  donneraient le t en t re ,  s'il y en rivait un, sont 

La première e t  la t roisièn~e donnent  x=-y+: ,  z=-y+:; et enmettant 
ces valeurs dans la seconde i l  vient 3 z a ,  absurdité qui  montre q u e  la sur- 
face e s t  denuée de centre. 

Pour l a  section faite par l e  plau d c  sa, o n  trouve l'équation x7f asa-' 
.îx - 32 = O ,  iaquelle représente une ellipse : donc l a  surface est un para- 
holoïde elliptique. 

EXEMPLE II. Soit 

[ I I  s'+y'-zz7~t~.zy-I-z.zz+zya-4x-zy f ~ s = o .  
J e  forme d'abord Ics er[ualions dérivées 

x +  y t z = 3 ,  z F y f  z = l ,  , + y - > a = - 1 ;  

et comme les deuxpreniières s o n t  incompatibles, 13 surface n'apas de centre. 
E n  f'nisant z=o dans Cil, il vient  x'+yz+ zxy-4 . r -zyzo:  et comme 

cette équation cst celle ii'uiie p;irnbole, on  n'en peut  rien conclure. N a i s  en 
f.iisaiit .?-=O, oii 3 2 ' - ~ z 7 + z . r z  - 4 s + 2 z o ,  équa t ion  qui  représente une 

liypcrl~ole ; 6bnc la swilace est u n paraboloidc liypcrboliqiie. 
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~ ' + y ~ + g ~ ~ - z . ~ ; ~ - 6 x e - f - G ~ 1 + z s - 4 z = o .  

Les équations dérivces 

x - y - 3 2 1 -  i , y - z + 3 z = o ,  g e - 3 . r + 3 ~ - = 2 ,  

étant évidemment contradictoires, la surface n'a 1x1s d e  centre. E n  cliercliant 
ses intersections avec les plans des coordonnées, o n  t rouve 

x7+ y=- 2xy +zx= O ,  
x 7 + g z 2 - G x z + ~ x - ~ ~ - o ,  
f ' $ - c y ' f  6ya - 4s =O. 

Ces trois équ:itions représentant des on en cuiiclut q u e  la surf.ice 
est un  cylindre pariiboliqun. 

CTIAPITBE XI. 

711.  EN consid6rnnt les surfaces d u s  leur çéneratioii, o n  est co idu i t  i cles 
questions qui  exigent l'emploi de la plus haute analyse, c t  qu i  ont  fait le 
sujet des plus beaux travaux d e  MONGE. I l  n e  s a u r ~ i t  entrer  c i m s  le plan dc 
cet ouvrnçe d'exposer ici ces savantes e t  difficiles recherches ; jc m e  bornerai  
à présenter les iquaiions d e  quelques s u r f ~ c e s  trés-siniples, engentlrGes p;ir 
des lignes qu i  se meuvent  e t  qui  peuvent clianger d e  forme d'après des lois 
données. Or voici, e n  çénGral, l a  marche qu'il faudra suivre. 

1 0  O n  écrira d'ahord les deux équations d e  la liçnc géiiératricc, sans avoir 
égard aux conditions qui rèçlent  son mouvement ou sou cliançement d e  
forme. Il devra toujours y avoir dans ces equations u n  o u  plusieurs coefii- 
cicnts indéterminés, sans quoi elles rcpré~en tc r~ i icn t  une  ligne f ixe ,  qui  ne 
serait susceptible d'aucune variation, e t  qui, par coi?séquent, n e  saurait en- 
gendrer u n e  surface. J e  donnerai l e  nom de parnmkires a ces coefficients. 

2. On exprimera par  des éqi~at ions les conditioiib auxquelles la çénératiice 
doit rester soumise pendant son mouvement .  Ces équations devront toujours 
être  e n  nombre moindre que  celui des paramétres : au t rement  aucun d'eux n e  
pourrait varier, e t  la génératrice n e  pourraitpoint subir de dcplncenient.D'un 
autre  ci>t&, quand l'énoncé di termine compléternent la surface, l e  no~iilire J e  
ces paramètres n e  devra surpasser que d'une nni tf  le nomlxe  des équations 
d e  condition; e t  il est évident que  ce sera la variation d e  l 'un quelconqile 
d'entre eux qui, en transportant la çénératrice dans diff~rciitcs positions 
successives, e t  quelquefois aussi eu modifiaut sa I'urme, l u i  feril dt.crire une  
surface, qui est celle dont o n  demande 1'i.qurition. S'il y avait un plils a r ~ n d  
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nomliie de p.irrimétres, on  pourrait donner des valeurs particillièrr~ i qncl- 
ciues-uns. pour n'en conserver juste qu'on de plus qa'il n 'y  a d'équations de 
condition ; ce qui donnerait lion à une surface. Nais, en changeant les ualeuis 
attribuées à quelques-uns des pûramttres, on  pourrait obtenir d'aubes snr- 
f c e s  : c'est-à-dire que la question proposée pourrait se résomire par une iu- 
finit6 de surfaces diffgtentes, ce q u i  est contraire à Is. suppositiori. 

30 Entre les équations de  condition et celles de In çénératrice, OU élimine 
tous les paramiitresinditermines e t  l'équation résultante est celle de  la sur- 
face demandée. E n  effet, observez d'abord que ie  nombre total de ces équs- 
tions surrasse d'une un i té  celui des psiamètres,  de sorte que I'éliniiiiatioa, 
en général, est possiL>le ; e t  ensuite faites l-iicil attention que l'equation ré- 
sultdrite, ne coiiservant aucune trace des pdinriiètres, dilit i t r e  satisfaite par 
les coordonnées x, y, e, d'un point  quelconque appartenant à telle position 
qu'on voudra de  la  g.énémtiice, ce qui revieut à dire que  cette équation est 
celle de la surface décrite par cette génératrice. 

Rcmarque. C'est pour donner h l n  reçle toute la généralité possible, que 
j'ai prescrit en preiuier lieu de  poser les équations de  la génératrice saris 
ûroir é p r d  aux  conditions de son mouvement, e t  d'établir ensuite les eilua- 
tions qui résultent de  ces conditions. N a i s ,  dans u n  grand nombre de cas, 
ces conditions pouriont étre introduites, e u  tout  ou e u  partie. dans les équa- 
tions méme de  la génératrice; et alors i l  lie faudra plus y avoir 6gard dans ln 
suite du  calcul. Par  exeiriple. si une  dioite doit passer par un point donné 
dont h s  coordonn6es sont a ,  b, c, on prendra, pour  cette droite, les ;qua- 
tions x - n = a(z - c)  , y - 6 =,@(ri - c) ; et d i s  lors la condition dont il 
s'sait se trouvera remplie. 

Dans quelques cas, au tolitraire, il sera 'plus eomrnode d'emp1oq.e~ des 
i r idéternhées auxiliaires : mais elles auront toujours avec les autres indé- 
tci.niini.ea certaines relations dont il faut rivoir grand soin de tenir compte. 

Surfaces c) liodriqoes. 

712. On nomme suiface cylindrir/cne, ousimplement  ytitidre, 1s sarfnce en- 
gendrée par une droite qu i  se meut  parallElemeiit a e!le-meme. 

713.  Lle celte defiiiitiofi il suit. comme conséquence i inrnedi~te , que le 
contact d'un plan avec un cylindie s lieu suivant une  senératrice tout en- 
tiére. fin effet, l e  cgliiidre peut être  assiniilé i un prisme dont les fiices sont 
infinilnent étroites: e t  il est ér iùei i t ,  d'aprés les considérations exposées 
no 659, que l e  plan d'une de ces faces, prolongé indiiiriimcnt, est t.iiigelit 
a 1.1 s u r r ~ c e  e n  tous les points d 'une ç c n é r ~ t r i c e .  

7 1 3 .  P R D R L ~ ~ I .  h a n t  doni& une droite à laqirdie fa p.éirératrice doit 4ti.e 

paidIL:ie, E r  uire corrrbc directrice sur larjuelle elle doif  kxcjours s'nppycr, i ro i r -  

ver L'équntiorr da cyli~idre qu'elle décrit .  

Soient [ i l  f ( x i y i ~ ) = o V  fi(x,yi a)=o, 

lés dquations de 13 courbe directrice : et soient 

la]  . r = n z + a ,  a= tz+$  
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celle3 d e  13 géiGr~trice.  Les cocfkienta a e l  sont  constants: niiiiq ct e t  
sont deux indhterminées, quidoivent être assujetties à la relation n é c ~ s w i r e  
yoqr q u e  l a  génératrice, daus toutes ses positions,rcnconti.e la courbc. Pour 
qua cette i s t c w x t i o n  ait lieu, il faut  quo les équations [x] e t  /3j soient 
sntisfaites par les mèines valeurs d e  s, y, i; donc.  si ou iliriiine ces trois 
quantités entre les quatre equritio~is, on aura la relation cliercliée. Je disi- 
gnerai cette relation par 

Pl F ; R ,  k ) s o .  
Elle doit toujours esisterlorsqueler kquations [xi sont c e l l a  d'une gYri&a. 
trice ;e t  par conséquent, p u r  obteuir i'equationdu cylindue, i lsdi t  d ' k h i -  
ner LL e t  1 entre les trois équations [a] e t  [3). Les Bquatioiis 121 b u n e n t  
a=z-OZ,  E = y - b z i  e t  en mettant ces valcuis dus [SI, OB O u m ,  BOU 

l e  cylindre, 

f41 P ( X - a z ,  y - b z ) .  

715. Comme cxemplo , prenons le cas ou la directrice est un cercle situé 
dans le p!an d e  x y ;  e t  soient 

L = O, (r-f)'+[>.-yy = r7, 
Les équations de ce cercle. P w r  qu'il s&t toujourr renra>drc pw In ~ l r r f r z -  
trice , on aura la condition 

(a-f y+(/&-FJ)%a?=: 

et par suite o n  trouvera, pout  la  cylindre i base circulaire, l'équation 

( x - a ~ - f ) ' + ( ~ - b a - ~ ) ~  z ra. 

7t6. Remdrgusra De quelque manière qu'un cylindre soit déterminé,  o n  
peut toujours l e  concevoir comme engendré par une droite qui se ment ps-- 
rallélement à elle-mème le lona d'une courbe tracée sur ce cylindre ; e t  d e  
la i l  suit que tous les cylintlres peuvent être compris dans l'équation [4] .  I l  
est bien entendu q u e ,  pour des cylindres rliffërents, les vaTeurs de a et b 

pourront étre diff6rentcs, ainsi que la forme d e  la  fonction indiquee par la 
lettre F. 

Il est faciled'aillenrs de reconnûitre a posteriori que cetteéquation [q], ou 
mCme celle-ci 

FI F ( a x + L y + c z + d ,  a's+61y+c'z+d')  = O, 

qu i  paraît plus génlrale , ne peut  rculerrner que des surfaces cylindriques. 
E n  effet, pour satisfaire à cette dernière, il f a u t  qu'on ait en même temps 

VI a x + b y + c z + d = a ,  a '2- i -b 'p-c 'c i -d '= ,Q,  

a e t  F étant des quantités quelconqnes assujetties seuleme% à la re!ation 
F (CL, E)=o. Or, quelquesvaleurs qu'aient a et S ,  il cst clair que Ics équntions 
[G] déterminent des droite4 parnllèles. rlinsi lm s l i r ïxe  peut Gtre i-egardée 
comme engendrée par une droite qu i  se meut psrall&lement i elle-nihle ; 
par conséquent elle est une surface cyliiidiique. 
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71;. P ~ o c ~ E n i n .  Ladirecriori  de ln &ii$rnrricc étairt coiiriiic, 11-orruw Z'iqrra- 
tioir du ryliiiiIre c i rco ,~scr i t  ri uirc s u r f k e  dorinéc. 

Ce probll:me:scrait le m h n e  q u e l e  précédent, si on  connaissait la courbe 
d e  contact. L'équation d e  la  surface donnée est  d b j i  une  des équaiions de 
cette courbe, e t  je la rcpréscnterni par  

hl f ( . r , y , z ) = o .  
O n  ohticndra u n e  autre  équation d e  la même courbe e n  exprimant que le 
cylindre est circonscrit a la  surface <!unnée, condition qu i  exige que le plan 

tançent  9 cette surface, e n  choque point  d é  l a  courbe d e  coritact, soit aussi 
tangent  au cylindre. Il sui t  d e  1; q u e  ce plan doit contenir la génerati-icc 
d u  cylindrc, rnenee par l e  point  d e  contact i car cette droite. devant être con- 
sidérée comme é tan t  a elle-m6me sa propre tançente,  es t  évidemment corite- 
niie dans l e  plan tangent  a u  cylindre. Supposoris queJ(x,y,z) soit un poly- 
riorne algdir ique ; nommons X,  Y ,  Z, ses trois pulynornes d6i-ivés ; x,  y, s, 
les coordonn6cs d u  point de contact, e t  x', J.', z f ,  les coordorin6es coiirantcs 
du plan tangent  et  de I n  çénérntrice qui  passent en ce point  : on a 

x ( ~ I - ~  )f Y(y'-y-)+Z:z'-z)  = O pour le plan, 
x 1 - z =  a ( c f - e ) ,  y f - y = l ( z f - z )  pour la d ro i t e ,  

a e t  b é tan t  deux quantités dorinées.Or, pour q u e  la droite soit dans le plan, 
ces valeurs de x'-x, y ' -y ,  doivcnt vérilicr l'kquation du plan ,  qucl que 
soit z ;  e t  d e  l i  résulte l'équation 

LEI a X + [ > Y + Z  = O,  

laquelle achève d e  déterminer l a  courbe d e  con tac t . - l a  question est alors 
ramenée a celle d u  n o  prbc i i en t .  

7 1 %  Considérons te cas prirticulier ou la surfaceclonnée est une  splièrc 
don t  l 'équation est 

T 91 . ~ ~ + y l + e ~ = r ~ .  
Alors o n  a X =  sx, Y = z y ,  Z = z ;  e t  L'équation [SI devient 

[Io1 ax+'!lJ-+, =o. 
Cette équation, é tan t  cel led 'un plaii qu i  plissepar l'origine, nioiitre que la 
courkje d e  contact est lin grand cercle d e  1 1  splière. IL est facile de voir, en 
ou t re ,  q u e  ce plan est perpendiculaire aux génératrices d u  cyliiidre ( 5 ; G .  

Les équations [g] e t  [ I O ]  sorit celles de lacourbe d e  coiitact : il n'y 3 plus 
qu'a répéter ici les calculs d u  n n  précedciit,  e t  on  trouvcra, pour le cjliii- 
d ie  circonscrit i 1i sphère ,  l ' é q u d o n  

Surfaces coniques. 

719. on appelle c i m o u  s r t f i c e  conique la s u r f i i c e e i ~ ~ e n d i é e ~ a r  une droite 
qui passe constmwnentpar  u n  mFme point, nomme cei l t ic  ou sonimrt,et qui 
<I':iilleurs seinciit sniyant tel!e loi qu'on youdix. 
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720. On  p e u t  donc assimiler u n  côiie à une  surfacc pyraniidale d'une infi- 
nité de faces; e t  par suite o n  conclut, comriie pour le cylindre, que  l e  contact 
d'un plan avec u n  cône doit avoir lieu suivant une  ge~iérat i ice entière. 
521. PROBLÈNE. 0 1 1  dortue lesommet ~ ' U I L  COIIC, e t  ur~e courbe sur  lagirelle la 

çérrhratrice doit toujours s'nppyer : OIL demande I'&/iratiorr du cdne. 

Soierit a, b, c, les coordonnées d u  sommet:  e h  soient 

[II  f ( ~ . y > 2 ) ; = O i  f@, Y, 3)=0,  
les équations d e  la  directrice. Puisque la çknératrice passe par l e  somnict , 
ses équations scnt  d e  la forme 

121 x-a = 42-c), y-b =/i(r-c) : 
et, puisqu'elle doit toujours s'appuyer sur l a  directiice, i l  existe e n t t e  a e t  P 
une rclation qu'on oht iendra e n  él iminant  x, y ,  s, en t re  [il e t  [:il. De 1i 
résulte u n e  coridition q u e  je  représeritcrai pdr I'equatioii 

131 F(d, 1) = 0. 

Alors il n'y a plus qu'à éliminer a. e t  ,k entre les ér1u:itioris [z] e t  [3]; et  on 
aura l 'equation du cône, 

,(Z< 2 - C  y_)=-,. e-c 

5 2 2 .  Prenons pour rxemple l e  cOnc oblique à base circulaire. Afin d e  sirii- 
plifier, je choisis l e  plan de cette base pour celui de sy, e t  son centre pour 
l'oriçine. De cetie maiiière les équations de ln base seront  

z = o ,  x2+y2=r2. 

Pour que  la  génératrice rencontre cet te  circonférence, o n  a la  coiidition 

( a  - a . ~ ) Z + ( b - f ~ ) '  =r7; 

et en él iminant ,  d e  cette équation , a e t  1 au moyen des équations [ a l ,  on 
trouve l'équation d u  cbne ; savoir, 

(az - cxy+:Lz - cy)'= r2(z - c)'. 

723. Rcmnir]i~es. Toute surface comprise dans l 'équation [ri]  est u n  cùne 
E n  effet, si o n  pose 

Pl x - a ~ n ( z - r ) ,  y- b=,k(z-c), 
on  aura F ( a ,  & ) = O  : de sorte que  les coordonnies x, y, a, d e  12 surFnce 
devront satisfdire aux dcux équations [ E i ] ,  pourvu qii'on 3ssuj~t t isse  a e t  ,5 à 
l a  co~idi i ion F ( a ,  ,Q=o. Or les équatioiis [5] représentent une droite qui  
passe coristamment p J r u n  point fixe dont  les coottionnées soiit a ,  L, c; donc 
ln surface don t  il  s ' ü ~ i t  est un cdne. 

Ce qui caractérise l'équation [!II, c'est que x ,  y, z ,  n'y entrcnt  qu'avec 
r-rc J - b  

les rapports -, - , . et  d e  la il résnlte q u e  l'équation d u  cône doi t  
1 - C  2 - C  

être Iionio;i.ne par rapport rios trois qiraiititéa x-a, x-li, 5-c .  Si le som- 
met était i l'urigiiie oii :iur:iit a = O, b =  u, c = o :  et  1'6rjuntion serait 110- 

n i ù ~ c n c  p3r ~ ; ~ p ; l o r t  ZIIY coordonnées s, y, s. 
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? n t .  P ~ o e ~ h M i ,  Tmuvcr l'iqusiion d'un dru dont on ronrtnlr l e  rommet, et 

qui est circonrcrii b une surfam doiiirde. 

1'Equation de la surface danri& ; ce sera dija une dee équations de Id courbe 
de contact. 

Nommons toujours X, Y, Z, les  trois polynomes dérivés de f ( x ,  y, I )  ; 

x', y' ,  E', les coordonnaes courantes da plau tariçznt: et x, y, e,  les coordon- 
nées d'un point de la courbe J e  contact. E n  ce point, l'équation du plan tan- 
gent  sera 

x (5 ' - l )+Y ( y ' - y ) + 8 ( ~ 1 ~ z )  1 O- 

fifais ce rlan dcvant aussi être tangent au chne, passe parle dommet donnd : 
donc,  si a, I ,  c, sont  les coordoiiiids d e  ce sommet, o n  aura 

Cette équation appartient encore à la  courbe de contact, e t  acliéve de l a  dé- 
terminer. On est ainsi ramené aux données du no 7a1. 

725. Supposons que l'équation [6] soit d u  degré m, e t  que,  ArpJ-%" étant 
un terme quelconque de ce degrc, on a i t  

L'kpa t ion  [ T ]  peut s'écrire ainsi 

En remplayant X, Y, Z, par leurs valeurs,  le  preniier membre est évidem- 
nierit de dcgié inférieur à m; et quant a u  second, on sait (Go)  qu'il se réduit 
toujours P un doçré moindre quc m. Aprks l 'woir réduit, jc le désigne par 
V: I'éqnation h] devient 

Et alors elle montre que la ligne de contact est sur une  surface d'ordro 
inferieur a m. Donc,  si 13. surface doniiée est du second ordre, la  Iïçne de 
coiitact sera plane. Ces conséqucnces sont dijà connues ',GG3). 

;zG. Comme application plus sp$çiale. clierclioris le cOne qu; II s o n  soin- 
met B l'origine, et q u i  est circonscrit i ln spliére dont l'équation est 

tg1 ( ~ - f ) ~ + ( ~  -g)3$(a-h) '=  r'i 

hlurs  on a a=o, b = 6 ,  e=o, X=qs-f), Y -+-gj, 2=2(r -h) :  c t  
l'équation Lj.1 sera 

(x-f)xS(y-g)y-I-(s -h)z=o, 
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II est  facile de voir, par cet te  équat ion,  q u e  la l igne de contact s t  n n  

petit cercle don t  l e  plan est  pe rpend icu l~ i re  à l a  droi te  mec& de I'orixjne 
au centre de l a  splière. 

;Comme 1'oriçi.e es t  placée a u  sommet d u  chne, les équat ions d e  la çhé-  
M i c e  sont s i m p k m n t  

[la] = = a s ,  y = k z ;  
et, pour qu'elle rencontre  le pet i t  cercle, o n  t rouve la coiidilion 

(a'+.k74- ])(da-.r7) -4 fri+gfi+à)'=o. 

= Y .  En remriaCant a e t  ,L? par leurs valeurs -et .. , tirées des équations de la çti 
a .% 

nbratrice, on oht ieut  l'équation du  ca11e circonscrit B ln sphère,  savoir : 

(x'ty'i-2') (dY-'.*) - (Js-tgy+l,z)"= o. 

727. O n  nomme surfaces deueloppolles celles qu i  son t  e n r e n d r i k  pav une 
droite q u i  s e  meut  de manière que ,  dan8 chacune de ses positions, e l le  est 
dans u n  niéme plan avec la position infiniment voisine. Le cyl indre et l e  
cône appartiennent à ce genre  d e  surfaces. 

728. Une propribte hien remarquable de ces surfaces, e t  qu i  est exprimée 
p.lr leur denornination même,  c'est qu 'une  portion d'une telle surface é tan t  
prise i volonté, o n  p e u t  toujours l 'é tendre dans u n  plaii sans déchirure n i  
duplicatine. Et e n  effet, d'après la dbfinitiori, cette portion de surface é tan t  
composée d ' i l fments  plans, don t  chacun est sGpsré clc I'éléinent voisin par 
une génératrice, on  peut  coucevoir que c1i:icuii de ces kkrneuts  tourne suc- 
cessivement autour de la çénératrice qui  l e  s+re de l 'é l iment  contigu ; et, 
de cette manière, o n  amenern u u  premier élément sur  le plan d u  suivant, 
l'ensemble d e  ces deux éléments su r  l e  plan d u  troisième, et ainsi de suite. 

729. Une autre  propriété également remarquable des surfaces developpn- 
liles, e t  qui dérive immédiatement d e  leur  definition, c'est que dans toutes  
ces surfaces. le contact d u  plan tangent doit avoir lieu suivant une  çénéra- 
trice entiére. La raison e n  est,  comme potir les cylindres e t  les cônes, qii'nué 
génératrice donnée est toujours dans un méine plan avec la  çènératrice in- 
finiment voisine, e t  que  ce plan, p r o l o ~ i ~ é  iiidf!i~iirnent e n  tous sens, es t  
tangent i ln surface en c l q u e  point de la grhératrice donnée. 

'730. défiriitiou Jes  surf~ices di.veloppaliles peut  se rainener à un &ioac& 
auquel le  alc cul algébrique s'appliquera plus facilemeiit qu'à la  définition 
elle-mémc ; e t  c'est cet énoncé que je vais faire connaître. 

Considérons l a  surface qu'on ohtient e n  pi.olonsea~it indéfiniment les 
cBtés d'un polyçone AKCD .... (tiç. 53!, dont  trois cdtés consécutifs quclcon- 
ques n e  sont pas dans l e  mi-me pl.in. Cette surface, ou, si l'ou veut, ce po- 
iyédre se compose de faces PAQ, Q U R ,  ... qui  ne sont autre chose que dcç 
portions angulaires de plans. E t  mëine rien ii'empéclie de r o n c x o i r  t o u t ~ s  
les :irêtes comme proloriçées d e  l'antrc cBtè du pnlyçone. De ccttc manière 
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on  forme une seconde nappe d e  In m ê m e  surfme palyé6rale ,  e t  qui est sé- 
parée de la  premikre pa r  l e  polygoue ABCU,. ... d e  même que les nappes 
d 'un cdne le sont  par l e  sommet. 

Cela pose, imaginons que  l e  polygone soit inscrit dans u n e  courbe don- 
née, e t  augrmentons successivement le nombre d e  ses côtés. On déterminera 
ainsi une série d e  polyèdres su r  lesquels chaque a ré te  sera dans un même 
plan avec l'arête immédialernent voisine ; e t ,  par conséquent, la  limite de 
ces polyédres sera u n e  surface courbe douée d e  la méme propriét6, c'est- 
à-dire qu'elle sera u n e  surface développable. 

Remarquons e n  ou t re ,  qu'en passarit ainsi i la l ini i te ,  l e  polygone se 
confond avec l a  courbe donnée,  e t  q u e  les arèies d u  polyèdre deviennent 
tangentes a cette courbe. Donc,  en général ,  u n e  s u r - c c  clCveloppnLle peut étre 

décrite par  une droirp qui  reste consrlanrnierrt tarrçewte à urre courbe. M O N G E  np- 
pelle cette courbe u i 8 k  d c  relrvussernerit. 

L e  cylindre e t  l e  cAne écliappeut a cet te  çénérntion, parce que, dans l'lin, 
les géniratrices sont priralldes en t re  elles, e t  q u e ,  d;iiis l 'autre, elles p ~ s -  
sent  toutes par u n  méme point .  

7 3 1 .  PROBLÈNE. Trouver  I'èquatior~ d'une surface dbucloppable do~rt  on coirn~it 
I'ardle de rebroussement. 

Supposons q u e  les équations des prajcctions de cetre nrète soient 

111 Y ~ ~ x ) ,  LT-+(X)I  

q e t  + étant des signes de fonctions. II est Gcile de reconnaître quelcs  pro- 
jections de la !ûn;ente a une courbe son t  tangentes aux projectio;is d e  cette 
courl:e: donc ,  si o n  nomme , / ,  2 ,  les coordoniiées d'un point qucl- 
conque de la  couihe donnée, on  aura, pour la  t:ingeiite cri ce point, les équa- 
tions 

L21 y - f i = q l ( a ) ( z - a ) ,  Z - p = J r ( a ) ( z - a ) :  
e n  dénotant par 9' e t  4' deux fonctions qui doivent s e  d tdu i re  des fonctions 
9 e t  4. On a d'ailleurs eiitre a ,  /?. 7, les relations 

Pl f =  e ( 2 ) .  I = 4.). 
Ici  les indéterminees a, S, 7, sont celles don t  la variation fait mouvoir la 
génératrice ; et ce sont elles qu'il faut  éliminer en t rc les  equ:ctions [a] e t  [3] 
pour  avoir l'équation d e  la surface développnlile. 

II n'y a pas plus d e  difficulte lorsqu'au lieu des projections de I'aréte dc 
rebroussement, on  donne deux surfaces sur  lesquelles ret te  courbe est 
contenue.  Mais alors il  sera mieux d e  déterminer la tançentc par i'iritersec- 
t ion des p l lus  tangents aux deux surfaces. 

732. P ~ O B L % U E .  Les hprntiorir d'une courbe é t u l ~ t  donrides, recorrrraitre sicette 
courbe cst plane ou a double courbure. 

Ditermiriez cornme dans l e  probléme pracédent l e  lieu des tangentes i 
cette courbe; e t  si elle est plane, ce lieu sera u n  plan. 

Par exeniple, soient les équations 

141 y =ax2+bx+c ,  z= prx*- t6 'x+cr .  
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On aura q1 (&)  =za*.+L, .Cr(%) =2ara+Lr i  I'ar suite les équations [z] e t  [3] 
devienuerit 

y - f l= ( zad+b)  ( x - a ) ,  z - y e  (aa1a+L1) ( x - a ) ,  
p z  naa+I>z+c,  y = n r a 7 . + L 1 ~ - j - c r ;  

e t  c'est entre  celles-ci qu'il faut  éliminer r, F, y ,  pour avoir Ic l ieu des t an-  
gentes à la  courbe des équations [ 4 ] .  

Par  I 'addition, o n  élimine sur-le-champ F e t  7 ; e t  o n  t rouve 

Puis o n  élimine *. eu retranchant ces dernières l 'une d e  l ' au t re ,  après  Ics 
ayoir multipliées respectivement par a' e t  par  a .  I l  vient 

e t  c o n ~ m e  cette équation représente unp lan ,  o n  do i t  conclure que  la  courbe 
donnée est plane. 

Surîace  de rétrolution. 

733. Les surfaces de rèvoiu~ion sont celles qu'on peut  engendrer e n  faisant 
tourner u n e  ligne autour  d 'un axe fixe. 

On  nomme plniis miridiens les plans q u i  passent par l 'axe, e t  rnèiidiens 
les intersections d e  ces plans a r e c  la surface. I l  es t  clair q u e  tous les niGri- 
dieris son t  egaux ; i l  es t  également clair que  les perpendiculaires abais- 
sées sur  I'axe, des diK&rents points de lii l igne sénératr ice,  décriveiit des 
cercles dont  les plans sont perpendiculaires à l'axe, e t  qu i  o n t  leurs  centres 
sur cet  axe. Ces cercles se  nomment pnrallèles.  

7 3 4  Dans les surfaces de révolution, l e  pian hnçer i t  e s t  perpendiculaire 
au plan méridien qu i  passe a u  point d e  contact. E n  effet ,  le plan t angen t  
doit contenir la tangente au parallele qu i  passe a u  point de contact  (6%) : 
or Ic plan de ce parallèle est perpendiculaire a u  plan méridien q u i  passe par  
ce point , e t  la tangente est perpendiculaire a u  rayon qui  est l ' intersection 
des deux plans; donc cette tansente est perpendiculaire a u  plan mér id ien ,  
donc le plau tmgeri t  L'est aussi. 

735. I'nos~;xe. Uire courbe quelconque f!fant do~ in i e ,  trouver Z'éq!~aîiorr de l a  
surface qu'elle rlécvit e n  tournarit autour de l 'axe des z .  

Prenez les équations d 'un cercle dont l e  plan soit perpendiculaire à 
I'axc des 2 ,  e t  qu i  a i t  son centre sur cet axe. El l rs  renfermeront  dcux in-  
deterininees qu'on assujettira à l'équation riéccssaire pour que le cercle rcu- 
contre la  génératricc. Entre  cette équation e t  celles d u  cercle. éliminez 
les deux indéterirrinées , l'équation ri.sultmte sera celle d e  la sui race. 

Soient les équations d e  la s inératr ice , 

Pour plus d e  simplicite on supposera les axes rectangulaires, e t  on pourra 

rcpréscnler le cercle par  les équations 

111 s = a  x2+y1=Q, 
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dans lesqqcllep r et  ,4 sont doua indéterminies. Nais ,  pour que le cercle 
rcncoiitre la génératrice, les équations r i ]  e t  [a] doivent être satisfaites par 
les mérnes valcurs d e s ,  r ,  a; e t  de l à  résulte e ~ t r e  a e t  F u s e  relation que 
je reprisente par 

[Ji F(r, k )  = o. 
C'est de cette éqiiation qu'il faut éliminer q et ie , ;iq moyen des Dquationa 
[a;; c t  l a  swface demandée ger4 reuferrnee dnnsl'4quaQpn resultaute 

[cil F ( 4 ,  x2+y7j7 W. 
Si  i'équation [3j peut se résoudre par rapaort i LX., e t  [~~II 'OII  en tire a= @), 

I'Gquation [4] pourra s'&rire ainsi : 

2 = <p (x23y"). 
Jusqu'ici la liçne g&nératrice était tout  à fait quclcopque. Supposons 

maintenantqiie ce soit une ligne situde dans le phri de xz, et que ses équa- 
t i o m  soient 

r fil y=o, f(z, x ) = o .  
E n  prenant I'exe des z pour a re  de rkvolation, les équattons du cercle sont, 
aiiisi qu'ou l ' a  d i t  plus haut , 

x'fY2=F. 

à'oar qu'il rencontre la génératrice, on  a Iii roarlitiod 

f étant l e  même signe de fonction que pour l a  çesératrice ; et, en elimiiunt 
a et  8, il r ien t  pour 1q surface -- 

f (a, //rZ+y') - O. 

I c i 1  est encore le  rnkme signe de fonction : ainsi ,  i l  s u f i t  d e  mettre 
jlz-fY-; au lieu de x ,  dans l'équation f (z, ;c)= O de Ia génératrice. Ce 
résultat s'aperyoit sur-le-champ e u  remai-q~imt,d 'une part, que si Ics coor- 
données d'un point quelconqiie d e  la surface sontx ,  y, z, ce point sera sur 
u n  parallèle dont le rayon est Ggal i V X ~ ;  e t ,  de I'autre , qu'il doit 
exister, entre z et 1/2+2, la  meme relation'qu'entre les deux coordon- 
nées de la çénératrice située dans l c  pian dc xz. 

Quelle que soit l a  ligne çénératrice, la sol~it ion d u  problème peut 
encore se comme i l  sui t .  Pour l a  çénératrice, prenons toujours 
les équations 

f(x,i., z;=o, f,cx, y, 4 = o :  

e t  soient x, y, 2 ,  les coordonnées d'un point  qaclconque de la  snrface de 
révolution; et r', y', z , celles du point qui n la même coordonnée z sur la 
génEratrice. Le  premier point est  u n e  des positions que vient occuper l e  
secorid pendant la  rotation d e  cette ~énératr ico.  Pùr c o ~ ~ s é q u e ~ i t  il est à 18 
méme distance de  l'axe, e t  l 'on doit  avoir 
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filais les kqustions de la génbratrice donnent 

JXf, y', 2 )  =O, f, (.zf, y?, 2 )  = O .; 

donc, pour connaître la surface, il n'y a qu'a éliminer x: y', entre ces deux 
éqiiationa et la préeideote. 

Par exemple, silpposons que 13 çène ra t t i~~ ,  soit une  divite ayant pans 

il fmdra &miner x' et yf entre les trois équations 

ct ,  pour l a  surface, il vient 

Cette &qwntion Se slmpiifie en choisissant ponr ligne &es s celte sur fa- 
quelle se mesiire la plus courte distance entre 13 gtiné~ütrice et l'axe d e  
révolution, qui est déji pris pour ligne des s. Alors la génératrice rencontre 
Id  ligne des x, e t  est para l lè l~  an plan ae  yz .  En coriséquençe, pour ses 
équations, je prendrai 

r - c a ,  y ~ b z :  

c'est-à-dire que M=o, N = a ,  &l'=A, Nr=o;  et par suile l'équation d e  
la swface se change eq 

x?+-y' = b7s'+a". 

Le I d c a r  a $uns doute r e m u  ici I'hyperboloide d e  rèvolutian à une 
nappe. La dnrtbk ~énéra t ion  de cette surface est évidente; car l'equatioia 
ci-dessus reste la méme, quoiqa'on y change b en - Q. 

7 3 6  P i i a n ~ i ~ a .  L ' a m  at la gérdratriee d'une rurJace de révolutiair étant &IL.. 

nk, jroawm I'ciqua~ioa & cette rurfuce, qaeiIe Tue soif la positiou de I'rse. 

les équations de la génératrice. Je désisne par a, t ,  c. les coordorihées d'un 
poiiit pris a volante sur l'axa de réuolutim , et je mets les équations de cet 
axe SOUS la furme 

L'équation d'un plan perpendiculaire i cet axe, et celle d'one sphère 
dont le centre est sur ce méme axe, au point qui a 11, b ,  c, poux coordon- 
nées, sont 

On peut considérer ces équations comme celles d'un pnrnllète quelcouque 
de la surface, pourvu qu'on etahlisse entre .e e t  1 l'équation qui resulte 
de l'elimisatiuu de sr y, e, eutie [CL] e t  [?1. Je représente encore cetle Gqua- 
tion par 

I*l F(*, k k ~ ;  
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e t  alors, en Gliiriinant cr e t  entre cette équation e t  celles du paralkle, 
on trouve,  pour l'équation générale dcs surhccs de révolution, 

F [Ax+Ry+a ,  (x-o)'+(y-Ii)"+(z-c)? = o. 

757. I>ROBLÈXE.  Une  surface dorriiée élant lrée d'une maarère irrvariable i 
u n  a x e  de  rivolution , et tournnnt ensuite autour d e  cet a x e ,  trouver l'équu- 
l ~ o r ~  de l a  surface qui touche et enveloppe l a  rurfuce mobile dans toores ses 
positiorrs. 

Il est clair qu'il y a sur la surface donnée une ligne qui  ddcrit la surhcs 
de révolution, e t  que le  plan tangent à la  surface donnée, en chaque point 
decette  ligne,doit Ctre aussi tançent  à la surface de révolution demandie. 
Donc ce plan doit être perpendiculaire a u  plan méridien qui passe par le 
point que l 'on considère ( 7 3 4 ) .  Par conséquent, en prenant simultanément 
l'équation qui  exprime cette condition avec celle rie la  surface donnée, on 
aura deux équations en x ,  y,  s, qui représenteront la liçue génératrice, et 
la question sera rameuée aux précédentes. 

Surfaces gauches. 

739 .  O n  nomme surJuccr gauches celles qui  sont engendrées pat une l i p e  
droite ,  e t  q u i  n e  sont pas dévcloppal>les. 

Toutes les surfaces décrites par une droite, soit gauches , soit développa- 
bles, sont comprises dans 111 dénomination générale d e  surfaces rPglies. 

Dans toutes ces snrfaccs , le  plan tangent en u n  point doit contenir In 
génératrice qui passe par ce'poiiit ; mais, pour cela, il u'est pas tansent à 
la  surface e n  chaque point de cette génératrice. Cette dernierc propriété 
n'a lieu que pour les surfaces développables. 

7 3 9  Parmi les surfaces ~;auclies, o n  remarque principalement : 
I O  L'hyperboloïck ii une nappe,  engendré par une  droite qui se meut sur 

trois droites non  parallèles a u n  même plan. 
2' Lc puroboloi'de h j p e r l o l i p e  ou plan çnuchc,  engcndré par une droite 

qui  se meut sur  deux droites, en restant toujours parallèle à u n  plan. 
30 Le r y h d r e  gauche, engendre par une  droite assujettie a demeurer pa- 

rallèle à un p l a n ,  e t  s'appuyer sur deux courbes quelconques. 
40 Le coiroïde, engendré par une droite qui  reste parallèle a un plan, et 

qui glisse sur  une droite et une courbe. 
A l'égard des deux prernibres, iious rcmarqucrons qu'elles sont les seules 

surfaccs p u c h c s  compriscs dans Ics surfaccs du second ordre, e t  quc lciirs 
propriétés o n t  été exposées préceidemment. 

740. Si on  vcut  appliquer le  calcul a la définition des surfaces réglées, 
on  prendra les équations 

C l 1  X = ~ Z + C L ,  Y = I > I + F ,  

pour représenter la sénérutrice dans u n e  position quelconque; puis on 
rcmnrqucrii qu'il faut ,  pour  que cette droite décrive une surCùce diiterminée, 
que trois des quantités a ,  a, L I  2, soient des fonctioris de la quntrièmc. 
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Donc, quel le  q u e  soit l a  surface rbglée, IPS équations d e  la génératrice 
peuvent  s'écrire ainsi 

.T = z +(a) +a, y = z + ( a ) + x ( a : ;  
Jes le t t ies  q,+,  Â: indiquant  des fonctions, e t  a étant  u n e  iiidfteririinée don t  
la variation fait mouvoir la génératrice. 

Au  lieu de supposer a. b .  /?, fr>nctioris d e  a ,  o n  peu t  assujettir ces quatre 
qu:intitcs 8 tiois éqiiations d e  condition; e t  alors, pour  avoir la surface, il  
f au t  élitiiiner a, a, b, #. entre  ces équations e t  les équations [ I I .  

Et quaiit à ces équations d e  condition, elles résultent ordinairement d u  
mode particulier d e  gén6r;itirin que  l 'on considére. Ainsi, ellos exprimeront 
hue ia çérikratrice s e  meut  sur  trois ligues iloriiiées; on  sur  deus  lignes, e n  
restant parallèle a u n  p l a n :  ou bien sur une l i ,~ i i e  seulement. endemeuran t  
Fonstamment parallele a uri plan e t  tangente à u n e  surface dcriiiee; o u  en- 
core de b i rn  d'autres manières. L a  niétliode h suivre, pour  soumettre ces dif- 
férents cas à l'analyse, est ru;linteriarit assez cuniiue, e t  de nouveaux 116ve- 
Joppeinents seraient inutiles. 

Si  o n  veut que la surface réglée soit développalile, il  faut  choisir les rela- 
tions des quantités a, b,  e, j, de tel le  sorte que chaque position de la @éra- 
rice.soit dans u n  même plan avec la position inliriiinent t'oisinc. Rlûis, pour 
yprirrier cette condition dans L'analyse, il hudra i t é rnprun te r  au calcul di[- 
brentiel des considérations qu i  lu i son t  propres, et qui  n e  sont pas de nntnre 
1 trouver place dans cet  ouvrage. 

1 7 4 1 .  Les propriCt&s les plus importantes des surfaces gauches, e t  qu'oii a 
plus soiivent occasion d'appliquer. sont  plus faciles a établ i r  par la géomU- 

rie que p;ir l'aualyse. Sur ce po in t ,  jc pourrais reriyoyer a nion traité d e  
Fiomélrie descriptive; mais il sera plus  coiiimoda pour le lecteur de trouver 
ici cette théorie. 

Et d'abord, dérriontrons qu'ou peut  e n  général décrire u n e  surface e n  
Gisant mouvoir u n e  droite sur  trois directrices docnées. A ce t  effet, prenez 

I volonté un point  d e  la première directrice pour sommet d 'un cône engen- 
é par une  droite qui  s'appuierait sur l a  secoride directrice. Ce  cBne va 
uper la  troisième directrice e n  u n  et la droi te  ineuée par ce point  

1 par  l e  sommet d u  cône,  é t a n t  tou t  entière sur le c ô n e ,  doitrencontrer l a  
pconde directrice : cette droi te  s'appuie donc sur  les  trois lignes à la  fois. 

peu t  répeter cette construction e n  prenant des cônes qui  a i ~ n t  successi- 
b m e n t  pour sammcts  tous les points de la première directrice; e t  alors il est 
air q u e  la  droite q u i  les rencontre toutes trois, cliançeant ainsi continucl- 
ment  +e position, détermine u n e  surface. i l  est évident  d'ailleiirs que l a  1 ême surface peu t  &tre produite eriprenant pour directrices trois lignes quel- 

t nquea tracées sur cet te  surface. 
742. Quelles que soient les courbes qu'on prenne pour directrices & u n e  
rface gauche, on  peut  les considérer commc des polyçories d'une int ini té  

e catés, e t  par suite la surface e l l e -mlme comme composée d ' m e  intinité r 
ares  g a u c h s ,  dont  chacune est u n e  portion d'lij  prrliuloïdr ou d e  p r a  

oloïde, indéfinie rii l o n p e ü r ,  mais d'une largeur intiiiitiient prtitc.. Cela k" 
3 2 
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signilic, e n  d':iutrcs termes, q u e  s i  o n  p e n d  sur  cet te  surface (65. 55) deux 
génCratriccs G ct G' aussi voisiiies qu'on voudra, lesquelles rencontrent les 
clin-ectrices aux  points R ,  L, c, a', A', CI; si on  prolonge les éléments de courbe 
na', AL', ccr ,  ce qui  donne les trois tangentes ar ,  bs, cf; et si c n  fait glisser 
la ~Cnérntr ice G s u r  ces t:.ois t:iryentes , o n  obtiendra ainsi une uouvelle 
s u r f x e  qui iiura avcc la premicrc l ice  partie commune,  comprise entre les 
gCi1ératrii.e~ G e t  G r .  Dc 1 i  on  conclut qu'en chaque point d e  In droite G,  
I r  plan tangent i l'nrie dcs deux surfaces l'est eussi à l au t re .  

Pour mcttre cct te  pi.oposition dans un p l u ~ ç r n n i l  jour, n e  supposons pas 
d'~Lioi.d les çénérntriccs G e t  Gr irifiniliieiit rapprocliees; merioos (Lis 53 
Ics sécantes aa ' r ,  bL's , c c r t ,  e t  prenons-les pour directrices d'une surface 
p u d i e  du second ordre [ rp i  pourr;i être un I I I  pcrboloïde ou u n  paral)oloïde). 
II est démontré  (651, 689) qu'il existe sur cet te  surface nri second systime 
d e  ginér.itrices. q u i  toutes rencontrent  les preiniires : soit n2p I'une d'elles, 
q u i  coupe G e t  G' e n  in e t  II. I r n q i n o n s  que  G r  se rapproclie dr: plus eii plus 
de G : les lignes nr ,  bs. c i ,  chançeront d e  posi t ion,  e t  avec elles la surface 
don t  ellcs sont directrices. E n  n i h e  temps la droite nzp ctinngc aussi, mais 
ellc n c  cesse pas tl'étrc située sur cet te  surface, quelque petite que  soit Io 
ilistnncb d c  G' à G ;  donc il e n  est encore de h è m e  a u  nionlent ou ces gé- 
n6iiitriccs coïiicidcnt. Mais d o r s  n r ,  bs, ct, deviennent  tangentes aux dircc- 
trices de 1s surf:icc proposée, e t  rrip devient tangente i cet te  nit.rrie surface: 
o u ,  ce qu i  est  la rnénie cliosc, nrp devient  tansen& é une  certaine courhe 
ti.ac;e par le point nl siir cct tc  surface, c t  l e  lorii; de laquelle on  peut sup- 
poser que  se mmcut le poiiit r i .  D o n c ,  qiianrl Ics çénératrices e t  Cf sout 
r$onies, l e  p l a n  anrp devient  tiiri;*ent cn ln à la surfuce proposée : e t  remar- 
quez en outre  qiie ce plan n e  c r s w  pas d'étre tang-ent à la ~ iouve l lc  surface, 

puisqu'il contient toujnurs deux droites a m  e t  nip situées s n r  cette surface. 
Comme ces raisoiineme~its s'appliquent j. tous les points d e  1:i çénératrice 

C r ,  on  conclut ,  comme plus 113ut. q u e  s i ,  par. Ics poinir oii les trois riiurlics 

fi,'r.erlricer d'irire siii-frice garrclie soiit reiicoirlrc!es p a r  uire de rrs @rrératriccr , air 
miire der tariçeii tes ir ces coiwbes, el qir'oii prcnrie ces taiige~ilcs polir directrices 
J'iriie surface gauche du secorid oidre, celte ~iouvelle surface seriz lnriçeiife a la 
première rEniis roirre I'BienrEiie d e  la gPiiirnirice coninmire : c'est-P-dire quc les 
d c u x  srrifirces oril mr'iireplarr lnrrger~f eu rliaqirr poirrl de celle g~:irt!rn:rice. 

De ce t liioréme découle cette conséquencc importante ,  q u e  deux siyfacer 
çnirchcs qiii out t:-uis  CIIL ILS tnrijrerits C D l I l r l r i l i l S  LC long  d'iiirc niinte çiriiralricc, 
sont tangerr!es i'rrire i l'autrz en  torrs l e s  poiriis de celte girrcratrice. E n  eff'ct, 
si o n  mbnc trois plans quelconrlues par les points d c  coritar.t, ils couperunt 
les plans tniiçents suivnnt des droites t a n ~ c n t c s  aux deux si~rlaces a la fois : 
or  13 su~.face g ~ u c l i e  du second ordre, q n i  a pour  directrices ces trois ton- 
gentes, doit avoir, e n  cli,ique point de l a  gtlnér:itrire commune ,  l e  même 
p lan  tangent  qiie les surfaces propos6es: donc aussi ces dernières sont tnn- 
çeiites I'une i l 'autrc clms toute l '&tendue d e  cet te  çéiiératricc. 

Pour former (les voUtes o n  eiiiploic quelquefois u n  ensemble de plu- 
sIcui.s surfaces gauc!ics. I l ~ n s  ces c ~ s ,  on  doit fdire cil sorte qiic deux sur- 
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faces SC réunissent toujours par u n c  ~~~~~~~~~~e l e  long d e  laquelle i l  y a i t  
trois plans t a i i ~ e n t s  communs : Mr a1oi.s elles se  toucheront dans toute  1.6- 
tendue d e  cettc géiiérntrice e t  pourront  ê t re  considérées coiniue n'en for- 
mant  qu'une seule. C'est ce qu 'on appclle raccorder les surfares. 

7 4 3 .  Ce q u i  vierit d'être d i t  Je rapporte aux surfaces çauclies en SénEral : 
considérons en particulier les cylindres p u c h e s ,  q n i  son t  dtcr i ts  par une  
droite qu i  reste p~rr i l lè le  a un plan e t  glisse s u r  deux courbes. Si o n  mèiie 
des tançcntcs à ces courbes e n  deux  oints &une  inême ,-Eniratrice. e t  
qu'an Gsse glisser su r  elles u n e  droite parallèle au pliin donné ,  o n  eiigen- 
dre ainsi un paralioloïdc Ii!perbolique : e t ,  en reprcnnnt les raisonnernents 
précédeiits , on arrive facilcrnent ri ronclure que  ce paralioloïde est tansent  
au cylindre gauclie e n  tous les  oints de la génératrice coinmune. Alors 
aussi il  est facile d e  voir que  si deux cylindres çauclies o n t  le n i t h e  plan 
directeur, i l  suffit qu'il ya i t  , sur  u n e  génératrice, deux plans tan,oelitscorn- 
niuns, pour que Ics deux surfaces se raccordent parfaitement. 

744.  Considérons de nouveau une  surface grnuclie quelconque, e t  suppo- 
sons qu'on veuillr: construire géométriquement l e  plan tangcnt c n  un de 
ses points : il est clair qu'on pourra la reniplacer par  urie surf:ice d u  se- 
rond ordre qui  ait avec elle trois plans tangents comrnuns, sur I n  gbiiéra- 
trice passarit a u  poiiit-dc contact.Or, o n  sait qu'on peut  iiiener par ce point 
une autre droite su r  la  seconde s u r f ~ c e ;  l e  plan tançent  à cette surLice, 
e n  ce p o i n t ,  cmticr i t  ces d e u x  droites : ce plan tangent  sera donc détei-  
niiiié; e t  par conséquent aussi Icplan t o n p i t a  la surface proposée, car i l  
iloit être le même. 
;15. Comine on pcut  inener i la surface donnée une infinité de tanseiitcs 

par cliacun de ses points, il  est évident  qu'i1pri.s avoir pris trois points à 
volonté sur une  d e  ses génér~ t r i ces ,  o n  peut  clioisird'urie inSnité  de nia- 
nieres unsystérne d e  trois tansentes  passant respectivement par ces points; 
e t  dès lors il est éviderit aussi qu'il existe une infinite de s u r f ~ c e s  d u  sc- 

cond ortlre qui  sont tangentes i une  s u r f x  e çaucliesuivant une gc!nErati.icr, 
e t  qui  peuvent ê t re  employées dans la coiistrnctioii d u  numéro préçédei:t. 
En général ces surfaces d u  second ordre sont des hyperholoïdes; r n ~ i s  rien 
n'empêche de prendre pour directrices les tangentes menées ri trois scct ioi .~ 
p.iraIleles f ~ i t e s  dans la surface Zonnéc, e t  alors elles dc!tcin~ineront un 
paraboloïde. 

On voit ménie qu ' i l  y s une infinité d e  pa r~ lo lo ï i l e s  tanpcrits, tels r ~ u c  
celui don t  on vient d e  p.irler: car on  pcut varirr J 'uue infinité J e  nlûriiiires 
les trois sections prallUles. Toute  indéteriniiiation cessera si on fait ces 
sections perpendiculairement a la génératrice s ~ i i v m t  laquelle la surLce 
proposée doi t  étre toucliée. 

7 j G .  Coupons en effet,  ainsi qu'il  vient d'etre d i t ,  la  surf.ice par trois 
plans perpendiculaires Ù une  g-éndrnbice G (fis. 56); e t  soicnt ar, Ls, cr, 

les trois tangentes q n i  dFterminent alors u n  parahîiloicle I ~ y ~ e r l i o l i q u e  
t î r igcnt  i la surface proposéc. 011 sait qu'il do i t  y avoir, sur <:c p;ii.aLo- 
lu ï ' le ,  deux systCiiies d e  droites r les unes ,  tcllcs quc  G, qui rencoiitrerit 
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les tangentes n r ,  hs, c l ;  et les autres ,  telles que ar, qui rencontrent 
cliaciine des premières. O n  sait de plus que  les droites de clisque s j s .  

tèmc sont  par.~l:èlcs à u n  inCine pl,tu. O r ,  par  construct ion,  les lignes 
a r ,  Is, ct. sont  p~r~endicu l r i i r es  a 13 droite G ; donc, si on  méne une série de 
pl:tns pe rpen&cui~ i res  i cet te  d ro i t e ,  ils couperont 1s surface proposie 
suivant  des m u r l ~ c s  qu i  auron t  pour  tangentes dcs droites d u  parabo- 
loïdc. De sorte  qu'on peut  coiisidGrer l e  paraboloide comme le lieu des 
tansentes  m e n é e s ,  par les difl'èrents points  de Iri génératrice G , à toutes 
les sections faites, dans l a  surface proposée, pcipeiidiculairement a cette 
génératrice. 

&Iaii?tennnt, imaginons que  ce  pnraboloïde füssc u n  quart  d e  ré~olut ion 
autour  dc l n  droite G .  il est cl.iir que  cliacune des'trir~~eiites devient nor- 
m d e  a la surface propnsiéc. De là ce th io réme rernarquolile, don t  la Géo- 
métr ie  tlesciiptise f i t  usage daus ses recherclies : La sirrface forméepnrler 
r i r i rmnlcs  n z c r z i e ~  wre surf icc  p r u : b  y u e l r o ~ i q u c ,  a u z  drJircnts poinir d'r i r re  

méme g é n i r a t r i c c ,  est  toiyours uir pnrabolordc lyperùolique. 
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