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Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche
fra i punti di una curva algebrica.

(Di Caruo Rosari, a Pisa.)

La teoria delle corrispondenze algebriche fra i punti di una curva al-
gebrica C del genere p, secondo l'indirizzo da me tenuto in vari precedenti
lavori (), e che muove da una suggestiva interpretazione geometrica delle
classiche equazioni di HurwiTz, pud ricevere qualche utile contributo, ove
insieme ai metodi della geometria proiettiva iperspaziale si applichino alcune
importanti teorie aritmetiche, come quella dei numeri e dei corpi algebrici.
Il riavvicinamento delle teorie medesime & reso possibile dall’introduzione
della nozione di equazione minima di una corrispondenza e dall’estensione
del concetto di valenza. E 'importanza delle due nozioni risulta manifesta,
quando si pensi che 'equazione minima esprime il modo come una corri-
spondenza dipende dalle sue potenze e che le valenze della corrispondenza
sono interi algebrici che, soddisfacendo a meno del segno alla detta equa-
zione minima, sono invarianti sia rispetto alle trasformazioni birazionali della
curva, sia rispetto al gruppo delle retrosezioni sulla relativa riemanniana.

Nel presente lavoro trovasi appunto, insieme ad altri risultati, I'applica-
zione alla teoria delle corrispondenze di uno dei pitt profondi teoremi della
teoria dei corpi algebrici: il teorema di DiricHLET sulle unita.

(1) C. RosaTi, a) Sulle corrispondenze fra ¢ punti di una curva algebrica e in particolare
fra @ punti di una curva di genere due [Annali di Matematica purd e applicata, serie 3%,
vol. XXV (1915)]; b) Sulle corrispondenze plurivalenti fra i punti di una curva algebrica
[Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. LI (1915-1916)[; ¢) Sulle valenze delle
corrispondenze algebriche fra i punti di una curva algebrica [Atti della R. Accademia delle
Scienze di Torino, vol. LIII (1917)]; d) Sulle corrispondenze algebriche fra i punti di due curve
algebriche [Annali di Matematica pura e applicata, serie 32, vol. XXVIII (1918)].

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXXI. 1
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2 Rosati: Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche

Prima perd di procedere alla detta applicazione, ho creduto utile di pre-
cisare ed approfondire alcune proprietd delle valenze.

E noto che due corrispondenze T e T-*, I'una inversa dell’altra, hanno
le valenze immaginarie coniugate e che una valenza di T e I'immaginaria
coniugata di 7, pur avendo la stessa dimensione, sono in generale asso-
ciate a sistemi distinti d’integrali di 1* specie; ed & pur noto che le valenze
delle corrispondenze simmetriche sono reali e quelle delle corrispondenze emi-
simmetriche sono immaginarie pure.

Nel § | sono caratterizzate le corrispondenze simmetriche le cui valenze
hanno tuite il medesimo segno, e vien dedotta da cid una nuova dimostra-
zione del classico criterio di CAsTELNUOVO per la equivalenza dei gruppi di
punti di una serie algebrica.

Alla questione di decidere quando le valenze di una corrispondenza T
e le immaginarie coniugate di 7' sono associate agli stessi sistemi d’inte-
grali di 1* specie, si risponde nel § 3; cido avviene quando e solo quando T
e T7' sono I'una funzione razionale dell’altra.

Alla famiglia delle corrispondenze che sono funzioni razionali delle loro
inverse appartengono, oltre che le simmetriche e le emisimmetriche, le cor-
rispondenze Hermitiane, ciogé quelle di cui le corrispondenze laterali sono
dotate di ordinaria valenza. Nel § 4, dopo aver provato che una corrispon-
denza Hermitiana del 1° ordine & equivalente o residua di una corrispon-
denza biunivoca, si di una semplice dimostrazione aritmetica del noto teo-
rema secondo cui una curva di genere p > 1 non pud ammettere che un
numero finito di corrispondenze biunivoche, e vengono infine esposte alcune
proprietd delle involuzioni cicliche.

Segue l'applicazione, di cui sopra si & fatto cenno, della teoria dei corpi
algebrici.

Data sulla curva C una corrispondenza singolare T, si consideri I’ in-
sieme delle corrispondenze che sono funzioni razionali di 7, cioé delle cor-
rispondenze S tali che si abbia IS =f(T), dove ! & un intero ed f indica
un polinomio a coefficienti interi. Al variare di S nel detto insieme, una va-
lenza di S varia nel corpo algebrico definito da una valenza di 7, ma non
assume in generale per valori tutti gli interi (algebrici) di quel corpo, bensi
descrive un insieme o che soddisfa alle condizioni di un ordine. Per tal ra-
gione all’ insieme delle corrispondenze S si da pure il nome-di ordine e si
indica con o (T); grado dell’ordine si chiama il grado dell’equazione minima
di T, e l'ordine si dice riducibile o irriducibile secondoche é riducibile o ir-
riducibile la detta equazione minima (nel campo assoluto di razionalitd).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



fra ¢ punti di una curva algebrica. 3

Il § 5 & dedicato a stabilire varie proprieta degli ordini. Si dimostra ivi
che le corrispondenze comuni a due ordini costituiscono pure un ordine, si
trovano le condizioni perché un ordine coincida col suo inverso e si studiano
in particolare gli ordini irriducibili coincidenti coi loro inversi.

Cio premesso, si applicano (§ 6) le cose precedenti alla varietd di Jacosr

Sia dato sulla curva C un ordine irriducibile o (T) ed o sia lordine di
numeri ad esso corrispondente. Poiché ad ogni corrispondenza di C si puo
associare una trasformazione unirazionale della relativa varietd di Jacos1 V,,
ogni numero di o individua, a meno di trasformazioni ordinarie di 1.* specie,
una tale trasformazione unirazionale; e questa risulta poi birazionale quando
il detto numero & una unifa dell’ordine o. [nvocando allora il teorema di
DiricaLET sulle unitd dei corpi algebrici, il quale vale, comm’¢ noto, anche
per gli ordini contenuti in detti corpi, si deduce che Pesistenza sulla curva C
di una corrispondenza singolare T porta all’esistenza su V, di un gruppo G,
in generale infinito discontinuo, di {rasformazioni birazionali due a due per-
mutabili. La struttura di questo gruppo, cioé il numero delle trasformazioni
generatrici costituenti un sistema fondamentale, dipende dal numero com-
plessivo delle radici reali e delle coppie di radici immaginarie coniugate del-
I'equazione minima di 7. Un altro gruppo @', avente la medesima struttura
di @, nasce dalla considerazione della corrispondenza inversa I'™'; e 1 due
gruppi G G’, quando T ¢ T7' non sono funzioni razionali l'una- dell’altra,
sono in generale distinti. Alle unitd ridotte dell’ordine o corrispondono tras-
formazioni cicliche del gruppo G; quando gli ordini o (7'), o (") coincidono,
e quindi coincidono i due gruppi G @, le dette trasformazioni cicliche risul-
tano Hermitiane, e quindi sono associate a corrispondenze biunivoche della
curva O. In tal caso la curva C possiede una involuzione ciclica, generata da
una corrispondenza biunivoca funzione razionale di T.

Segue infine un’applicazione dei concetti suesposti alle curve C di ge-
nere 2 semplicemente singolari, cioé tali che su di esse il numero base delle
corrispondenze simmetriche & g, = 2. Le corrispondenze esistenti su queste
curve costituiscono un ordine rispettivamente del 2°, 3° 4° grado, secondo
che il numero base delle corrispondenze emisimmetriche & w,=0, 1, 2. Nel
2° caso lordine & certo riducibile, nel 1° e nel 3° supposta la curva priva
d’integrali ellittici, il detto ordine risulta irriducibile. In questa ipotesi, la
superficie di JacoBt F relativa a C contiene infiniti sistemi ¥ di dimensione,
grado, indice e genere due, composti di curve irriducibili prive di punti mul-
tipli. Ora possono presentarsi i due casi seguenti: o pud avvenire che i si-
stemi ¥ siano tutti di curve birazionalmente identiche, ovvero i sistemi stessi
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4 Rosati: Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche

si ripartiscono in due serie distinte di curve birazionalmente identiche, di
guisa che F risulta superficie di Jacos1 di due curve birazionalmente distinte.
Le condizioni aritmetiche per il verificarsi dell’'uno o dell’altro di questi casi
furono gia stabilite per via diversa da CoMmessaTTI e da me nell’ipotesi p., = 2
v, =0(*). Qui appunto si completa quel risultato, prendendo in esame il caso
1= 2 e = 2.

§ 1. SULLE VALENZE DELLE CORRISPONDENZE SIMMETRICHE,

1. E noto (°) che una corrispondenza simmetrica 7 (cioé equivalente
alla sua inversa T7') sopra una curva C di genere p ha le valenze semplici
e reali. Vogliamo ora stabilire una ulteriore proprieta di queste valenze, la
quale ci condurrd a una nuova dimostrazione dell'importante criterio di Ca-
STELNUOVO sulla equivalenza dei gruppi di punti di una serie algebrica.

Ricorriamo percid alla rappresentazione geometrica che abbiamo tante
volte utilizzato nelle nostre ricerche. Si consideri cioé entro uno spazio S,,_,,
in cui sia fissato un sistema di coordinate proiettivite omogenee, I'S,_, im-
maginario, che indicheremo con «, sostegno della stella d’iperpiani aventi per
coordinate i periodi degli integrali di 1* specie di C. Lo spazio « ed il suo
immaginario coniugato «, si diranno gli spazi dei periodi della curva C e per
brevitd diremo incidente ad « «, uno spazio reale R,_,, quando congiunge
un S, , di « col suo immaginario coniugato S{_, contenuto in «,.

Si indichi ora con Y il sistema lineare co?-' dei sistemi nulli di S,,_,
aventi « «, per spazi autoconiugati, e consideriamo in esso solamente i si-
stemi nulli reali.

Un sistema nullo reale di ¥, che non sia degenere, si dird principale,
quando il relativo complesso lineare non contiene alcuna retta reale incidente
ad ««,; ed un sistema nullo reale di Y degenere di specie I, e quindi dotato
di un R,,_, singolare incidente ad « x,, si dirda semi-principale, se il relativo

(2) A. ComessatTi, Sulle superficie di JacoB1 semplicemente singolari [Memorie della So-
cietd italiana delle Scienze, serie 3%, tomo XXI (1919)].

C. Rosari, Intorno alle corrispondenze simmetriche singolari sopra una curva di genere 2
(Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, tomo XLIV (1920)].

(3) G. Rosami, loc. cit. () ¢).
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fra i punti di una curva algebrica. 5

complesso lineare non contiene alcuna retta reale incidente ad « «,, all'in-
fuori di quelle contenute in R,,_,. Si vede allora subito che un sistema nullo
reale di ) degenere di specie p — | & senz’altro semiprincipale. Infatti il com-
plesso lineare ad esso relativo & costituito da tutte e sole le rette appoggiate
al suo spazio singolare R,,_,, e una retta reale incidente ad ««, ed avente
con R,, , un punto comune & contenuta in questo spazio (*).

Cid premesso, riferiamo proiettivamente e in modo reale gli elementi di
¥ ai punti di uno spazio lineare ¥’ a p* — 1 dimensioni; nasce allora in Y
una ipersuperficie ¥ di ordine p, immagine della totalita dei sistemi nulli
degeneri di ¥. Questa ipersuperficie & stata studiata da Scorza (°), che ne ha
messo in luce le importanti proprietd topologiche. Occorre qui, per ragioni

(4 B facile stabilire la condizione analitica equivalente alla suddetta condizione geo-
metrica.

Si indichi percid con
2 Mgk X Yk (l)

la forma bilineare alternata il cui annullarsi definisce un sistema nullo reale S di 2, e si
immagini che in (1) le 2, y rappresentino le parti reali e i coefficienti dell’'unitd immaginaria
di un punto P dello spazio «. Si pud allora provare che, al variare di P entro «, se Z é
principale, la (1) conserva sempre segno costante; e se £ & semiprincipale la (1), quando
non & nulla, conserva segno costante.

Infatti se ®,—a'. 4 i2', sono le coordinate di P, le pps— &'p 2"y — x"» 2's sono le co-
ordinate Grassmanniane della retta che congiunge il punto P col suo immaginario coniu-
gato Py, e si avra

2 g &'y "% == T nigk pik. 2)

Si vede subito allora che, variando P entro «, quando S & principale, la (2), non an-
nullandosi mai, conserva sempre il medesimo segno. Supposto S semi-prineipale. si indichi
con R,q—y lo spazio singolare di 8, congiungente un S,_; di e col suo immaginario coniugato
8%y di #,. B chiaro che la (2) si annulla quando e soltanto quando P cade in S,-;. Si con-
siderino ora due punti P, @ di «, di coordinate &, =o'y + 2", yr =1y'»r + i 4"y, esterni a Sy
e siano P, Q, i loro immaginari coniugati situati in «,. Le due rette sghembe P Q,, P, Qp,
immaginarie coniugate, sono assi di una congruenza lineare contenente una o2 reale di gene-
ratrici reali, della quale al pilt una giace in Ryy—; (e cid quando la retta P @ abbia con Sy
un punto comune). Sard dunque possibile variare con continuitd una generatrice reale di
detta congruenza dalla posizione iniziale P P, alla finale @ Q, senza passare per la eventuale
generatrice contenuta in R,y—;. La (2) passerd dunque con continuitd dal valore Z m o't "%
al valore £ ms yi' ¥"% senza mai annullarsi, e percid questi valori avranno ugual segno.

(®) G. Scorza, Il teorema fondamentale per le funzioni abeliane singolari [Memorie della
Societd italiana delle Scienze, serie 32, tomo XIX (1916)].
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6 Rosati: Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche

di chiarezza e per lapplicazione che dovremo farne, richiamare alcune di
quelle proprieta.

Ricordiamo percio che i punti reali di F si distribuiscono in due falde
F®, F®: 1 punti della 1* falda F® sono immagini dei sistemi nulli dege-
neri semi-principali, quelli di F® dei rimanenti sistemi nulli reali dege-
neri. Le due falde hanno comuni i punti reali della varietd di Seere (di
2* specie e di indici uguali a p — 1) immagine della totalitd dei sistemi nulli
di ¥ degeneri di specie p — 1; e la falda F® divide lo spazio reale ¥’ in due
regioni I ed E, la regione I rappresentando l'insieme dei sistemi nulli prin-
cipali, e la regione E (a cui appartiene la falda F”) I'insieme dei rimanenti
sistemi nulli reali. Inoltre una retta reale contenente un punto di I ha in
comune con F® due punti e soltanto due punti, e questi la dividono in due
segmenti, dei quali uno (tolti gli estremi) & contenuto in 7, e l'altro (tolti gli
estremi) ¢ contenuto in E. Si ha dunque la proprieta:

Se in un fascio di sistemi nulli reali trasformanti in sé « «, esisle un si-
stema nullo principale, al fascio appartengono due e due soli sistemi nulli semi-
principali, ¢ quali dividono il fascio stesso in due tralti, uno dei quali é co-
stituito da tutti e soli i sistemi nulli principali del fascio.

2. Sia ora T una corrispondenza simmetrica della curva C. Se Q indica
I'omografia immagine di T, si avrd, com’e noto (°), @ =S5 4, essendo A il si-
stema nullo fondamentale, ed S un sistema nullo riemanniano di C, cioé un
sistema nullo razionale trasformante in se gli spazi « «, dei periodi. Rappre-
sentando con I 'omografia identica, le valenze di T sono date dai valori di &
(tutti reali) per cui I'omografia @+ %I risulta singolare; e poiché si ha
Q-+kI=(S+ kA) 4, le stesse valenze saranno i valori di & corrispondenti
a sistemi nulli degeneri del fascio S+ % 4. Ma il sistema nullo A del fascio
(dato dal valore k= oo) & principale ("); esistono dunque nel fascio stesso
due sistemi nulli degeneri distinti S +y, 4, S + v, 4 (7, <<y.) semiprincipali,
e i sistemi nulli dati dai valori di & esterni allintervallo (y,...y.) saranno
tutti e soli i sistemi nulli principali del fascio. I rimanenti eventualt sistemi
nulli degeneri corrispondono dunque a valori interni all’intervallo stesso e
non saranno semi-principali; donde segue che y, e y, sono le due valenze
minima e massima di 7. Se ora si osserva che il sistema nullo S & princi-
pale o semi-principale quando e soltanto quando il valore =0 & esterno
all'intervallo (y,...¥,) o coincide con un suo estremo, si ottiene:

(¢) C. Rosari, loc. cit. (1) a), n
(M C. Rosari, loc. cit. () a), n.e 8 nota a pié dl pagina.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



fra i punti di una curva algebrica. 7

Le valenze (reali) di una corrispondenza simmetrica T sono (all’infuori
di una eventuale valenza nulla) tutte dello stesso segno, quando e soltanto
quando il sistema nullo S, immagine di T, ¢ principale o semi-principale.

3. Sia data su C una serie algebrica y, di indice v e genere @ e si in-
dichi con I' una curva birazionalmente identica alla serie stessa. Fra C e T
intercede allora una corrispondenza (%, v), e se I, T~ indicano le operazioni,
I'una inversa dell’altra, che conducono da un punto di r .agli » punti omo-
loghi di C, e da un punto di C ai v punti omologhi di I, & noto (*) che le
corrispondenze T~' T della curva C e TT™' della curva I' posseggono, al-
Pinfuori di una eventuale valenza nulla, le stesse valenze reali p,p,...p:; €
ciascuna di esse ha per le due corrispondenze la medesima dimensione. Se
q:9:---q sono queste dimensioni e sl pone g=¢q,+¢q, + -+ ¢q;, sard 2q
la caratteristica delle due matricidi T e di 77", onde si avrd ¢ =2p, ¢ =w®.
Supposto, per maggiore generalitd, ¢<<p, ¢<w e indicando con ««, gli
spazi dei periodi di C, con T, quelli di I, nell’S,,_, relativo a C si avranno
due spazi razionali indipendenti R,,_,_,, R,,_, incidenti ad ««,, e nell’S,s_,
relativo a T' due spazi razionali pure indipendenti R,s_,,_, By, incidenti a
t7,. I primi sono polari I'uno dell’altro rispetto al sistema nullo fondamen-
tale £ di C, gli altri sono polari rispetto al sistema nullo fondamentale A’
di I. La relazione che la T induce fra i cicli di I' e quelli di C si traduce
in una omografia razionale » che trasforma Eq_, in B,,_,, e nella quale si
corrispondono i due spazi in cui i suddetti si appoggiano ai rispettivi spazi
dei periodi; ed una analoga omografia ', traducente la relazione che la 7!
induce fra i cicli di C e quelli di I', sussiste fra R, _, ed 17,,_,. Indicando
poi con A% i sistemi nulli sezioni di A 4 coi due spazi R,,_, EQ_,, le cor-
rispondenze simmetriche T' T, T T~ hanno per immagine i sistemi nulli
degeneri S, S’ ottenuti proiettando rispettivamente da R,,_, , il sistema nullo
c=0'Vo" e da Rya_, il sistema nullo ¢=wldw™. Poiché i complessi
lineari relativi a M2 non posseggono rette reali incidenti agli spazi dei pe-
riodi, altrettanto avverra per quelli relativi ai sistemi nulli e¢’ trasformati
dei primi mediante le omogratie razionali o' w™, e quindi 1 sistemi nulli
S, S’ sono semi-principali. Segue di qui, in forza della proprietd sopra di-
mostrata, che le valenze p, p, . ..p, hanno tutte il medesimo segno.

(8) Per questa e per le altre affermazioni di questo n.e tengasi presente: C. Rosarmi, loc.-
cit. (1) d).
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8 Rosati: Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche

Per vedere quale sia questo segno, si osservi che se hy, g., H., Ga
(i=1,2,..., p; k=1, 2,..., ®) sono gli interi caratteristici della corrispon-
denza data (m, v), una corrispondenza, certo esistente, che sia equivalente ad
essa, ciod possegga gli stessi interi caratteristici, ed in cui il 1.° indice sia p,
ha come 2° indice il numero ¥ (h, G, — H, g.) (°); dovrd dunque essere

Y Uy Go — H, g.;.) > 0.

E poiche fra le valenze p, p,...p, € i suddetti interi caratteristici sussiste
la relazione

- (91 q. ‘I_Pz q: + - '+Pz(l1)=>_‘(h.'k G.’k_Hikgik)’

si conclude che o, p,...p, sono negative. Dunque:

Le valenze che le corrispondenze T T, T T~ posseggono, all’infuori della
evenluale valenza nulla, sono tutte negative.

Indicando con H la corrispondenza simmetrica indotta su O dalla serie
Y., dalla proprietd ora dimostrata e dalla relazione

I'*T=vI+H

si trae che: Le valenze della corrispondenza simmetrica indotta da una serie
algebrica v, sono tutte minori o uguali all’indice della serie.

(%) Infatti, se la corrispondenza (p, 2) & rappresentata mediante gl’integrali normali di
1% specie uy, vy delle ¢urve C, I' mediante le formule di HurwiTz

1..@
up(y)+... +ur(yd)= I rrvi(@)+ =2 (=1, 2,..., p),

essa puo essere definita anche dall’equazione
1.0
3 [uk () — T mrivg(x)— ck] =0,
1

dove il simbolo & indica la funzione & del 1° ordine a caratteristiche nulle costruita coi pe-
riodi degli integrali ;. Ed allora il numero 2 dei punti # di ' corrispondenti a un fissato
punto y di C & dato da

2 —=-

1
‘21”.[01 log 3

I'integrale essendo esteso al contorno della superficie di RieMANN T resa semplicemente con-
nessa mediante i tagli alle retrosezioni. Eseguendo 1’integrale, si ottiene facilmente

1..@
ug (y) — 2; Tri Vi (¢ (X) — u] ,

2=2 (hix Gix — Hir 9i).
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fra ¢ punti di una curva algebrica. 9

Se ora d indica il numero dei punti doppi della serie y;, si ha, com’®
noto, la relazione

=2v(n+p—1)+20. ¢+ +pq).
Da questa, in forza della proprietd precedente, consegue

e 'uguaglianza si avra nel solo caso p, =p, =+ --=p,=0, cioé quando T7' T

€ una corrispondenza a valenza zero. Cid significa che I'insieme dei v gruppi

di vy, uscenti da un punto « di C, si muove, al variare di «, in una serie

lineare; ed allora, per un teorema di Severi, di cui fu data una dimostra-

zione basata sulla teoria delle corrispondenze (*°), la v, & costituita da gruppi

equivalenti. Abbiamo cosi ritrovato il criterio di CasTELNUOVO.
OsservazioNg. L’equazione di grado p

70z g — ) (2 — )" =0

che pud dirsi 'equazione delle valenze della corrispondenza T~' I' ha dunque
i primi q coefficienti tutti positivi e i rimanenti nulli. Tali coefficienti, come
ha mostrato recentemente CasTeLNuovo ('), sono poi degli interi che hanno
un significato geometrico importante: essi sono cioé 1 caratteri introdotti da
ComessaTTI per la serie y,. Poiché I'equazione delle valenze della 7 7'

2% (2 —p,)%4(z—ps)2- - (2—p)1=0

5i conclude che le serie v, y, indotte dalla corrispowdenza (n,v) sulle curve C
e T hanno i medesimi caratteri di COMESSATTI.

(*) Rosari, loe. cit. (1) @), n.° 5

(1) G. CasTELNUOVO, Sulle ﬂmzwm abeliane, Nota [V: Applicazioni alle serie algebrwhe
di gruppi sopra una curva [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, Vol. XXX, serie 5%,
(1921)].

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXXI. 2
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10 Rosati: Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche

§ 2. ALCUNE PROPRIETA DELLE OMOGRAFIE DI UNO SPAZIO S,.

4. Occorre ora premettere alcune osservazioni sulle omografie di uno
spazio S,, che avranno nel seguito frequente applicazione.

_ TeorEMA 1. Se un punto P & comune a due spazi fondamentali delle
omografie A, B di S,, i quali corrispondono alle radici p e 0 delle rispettive
equaziont caratteristiche, appartiene pure ad uno spazio fondamentale dell’o-
mografia prodotto A B, dato dalle radice p9 della sua equazione caratle-
ristica (**).

Nel caso in cui alcuno dei numeri p, 8 & nullo, la dimostrazione della
proprietd & immediata. Invero se & p=20, il punto P, essendo singolare per
A, deve essere singolare per il prodotto di 4 per una omografia qualsiasi,
e quindi anche per 4 B; se & poi p=|=0, =0, il punto P, unito per 4 e
singolare per B, dovra essere singolare per 4 B.

Supponiamo ora p e 6 entrambi diversi da zero e si indichi con I la
sostituzione identica. Il punto P, essendo singolare per 'omografia 4 —p I,
sara singolare anche per

Q=(4—pI)(B4+0I)=AB—pB+684—pbI;

e poiche P & unito per lomografia 4+ p1 e singolare per B — 8 I, sard
singolare per

=(A+pl)(B—0I)=AB+pB—04—pbHL
Ma allora P & singolare anche per
Q+0 =2(A4B—pblI),

cioé appartiene ad uno spazio fondamentale di A4 B, corrispondente alla
radice p0 dell’equazione caratteristica.

Il teorema si estende poi immediatamente al prodotto d1 un qualsivoglia
numero di omografie.

(12) Per la precisione di questo e degli enunciati che seguono, occorre avvertire che delle
omografie che si considerano si intendono fissati i rispettivi moduli. Inoltre con la denomina-~
zione di spazio fondamentale di un’omografia intendiamo significare non solo uno spazio di
punti uniti, ma anche uno spazio di punti singolari, corrispondente cioé¢ alla radice zero
dell’equazione caratteristica.
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5. TeoreMa 1. Se un punfo P & conlenufo in uno spazio fondameniale
di un’omografia A, corrispondente alla radice & dell’equazione careatleristica,
appartiene pure ad wro spazio fondamentale dell’omvografia f(4), funzione
razionale infera di A, corrispondente «lla radice f(0) delle sua equazione
caralteristico.
Ammesso infatti che sia

f(z)=aozm+u|zm.—l+'"+am_1z+“m=ao (z—‘sl)(_z—sz)"'(z’—sm)r
si dovra avere

fAy=a,I(4—s,I)(4d—s,1)---(d—s,1I).

Allora, poiché per 'omografia identica a, il punto P & unito e corri-
sponde alla radice a, dell’equazione caratteristica, e per 'omografia 4 — s, I
(t=1,2,...m) & un punto di uno spazio fondamentale corrispondente alla
radice 8 —s,, in forza del Teor. I dovrd appartenere ad uno spazio fonda-
mentale di f(4), corrispondente alla radice a,(0 —s,)(6 —s,)---(0—s,)=/r(0)
della sua equazione caratteristica.

Osservazione [. Ragionando sulle omografie inverse operanti sugli
iperpiani, le cui sostituzioni sono le trasposte di quelle delle emogratie
considerate, si giunge alle proprietd correlative riguardanti iperpiani appar-
tenenti a stelle fondamentali.

Osservazione II. Dal Teor. Il si deduce che ogni spazio fondamentale
di 4 o coincide o & contenuto in uno spazio fondamentale di f(4). Se
dunque 4 & un’omogratia generale, se cioé i suoi spazi fondamentali-appar-
tengono ad S,, anche B = f(4) sard generale, ed ogni suo spazio fonda-
mentale o coincide con uno di 4, o congiunge piu spazi fondamentali di 4.
Si ha ora inversamente:

Teorema IIl. Se ogni spazio fondamentale di wr omografin generale A
o coincide o é contenuto in wno di B, l'emografia B é funzione razionale di A.

Infatti, essendo & il numero degli spazi fondamentali di 4, 'equazione
minima (**) di 4, avendo per radici semplict tutte e sole quelle della sua
equazione caratteristica, sara di grade k, e percio le omografie F, 4, 4°,... 4*'
sono linearmente indipendenti mentre le potenze successive 4%, 4*+' .. di-

(13) C. Rosari, loc. ¢it. (1) b).
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12 Rosati: Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche

pendono linearmente da quelle. Ne segue che le omografie funzioni razionali
di 4 costituiscono un sistema lineare oo*~'.

D’altra parte, scrivendo il modulo di 4 sotto forma canonica e facendo
variare con continuitd i 2 parametri in esso contenuti, si ottengono i moduli
delle omografie i cui spazi fondamentali coincidono o contengono quelli di
A. E dunque quest’ultime omografie costituiscono pure un sistema lineare oo™

Poiche, in virtl della precedente osservazione, ogni omografia del primo
sistema lineare & contenuta in questo, si deduce che i due sistemi coincidono
e percid B & funzione razionale di A. '

CoroLLARIO. Due omografie generali A, B con gli stessi spazi fondamen-
tali sono funzioni razionali Uuna dell’ alira.

§ 3. LE CORRISPONDENZE FUNZIONI RAZIONALI DELLE LORO INVERSE.

6. Si considerino sulla curva C due corrispondenze T, 7', Puna in-
versa dell’altra, ed ammettiamo che I'~' sia funzione razionale di T; sussista

cioé la relazione
LT =f(D), (1)

in cui I & un intero positivo ed f indica un polinomio a coefficienti interi. Se
n & il grado dell’equazione minima di 7,il grado di f puod ridursi =n — 1;
allora se, come & lecito supporre, nessun divisore di ! divide tutti i coeffi-
cienti del polinomio f, 'intero 1 e i coefficienti stessi saranno dalla 7 indi-
viduati. [nvero, se oltre alla (1) si avesse anche

VT =f (1),
dovra essere
V(D) —1f (T)=0.

E indicando con a, a/; i coefficienti in ff, della stessa potenza di T, si
avrebbe V'a,=la/;, (i=1,2,...,n); da cui dividendo per il M. C. D. § di
LV (I=23% U=23V),siottiene X @,=1x a’,. 11 numero ¥ (divisore di I') deve
quindi dividere tutti i coefficienti a’;, e % (divisore di I) tutti i coefficienti a,;
ne segue dunque A=¥=1, cioe =1 e a,= a',.

o\

E poi chiaro che, insieme alla (1) si ha pure l'altra relazione
IT=f(T"),

cio¢ il legame che abbiamo supposto sussistere fra T' e 77" & simmetrico.
Siano ora Q, @' le omografie dello spazio S,,_, immaginidi T e di T7';
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tra ¢ punti di una curva algebrica. 13

poiché si ha

ov=1re e=Tli@,
Q e @ dovranno possedere gli stessi spazi e le stesse stelle fondamentali
(n® 5, Teor. II). Indichiamo *con §,_; ¥,_, uno spazio fondamentale e la
stella coniugata comuni ad Q @/, e siano 0 p le radici corrispondenti delle
rispettive equazioni caratteristiche.

Le omografie @+ @, @ — Q" sono funzioni razionali di ©Q; dunque
S,: ¥, coincideranno o saranno contenuti in spazi e stelle fondamentali
di quest'ultime, associati alle radici 6 4p, 6 — p delle rispettive equazioni
caratteristiche. Ma le radici dell’equazione caratteristica di Q -+ @/, immagine
della corrispondenza simmetrica T+ 777, sono tutte reali, e quelle dell’e-
quazione caratteristica di @ — @', immagine della corrispondenza emisimme-
trica T— T~' sono, all’infuori di una eventuale radice nulla, immaginarie
pure (**). Segue di qui p=1¥,, essendo 8, il numero immaginario coniugato
di 8. Le radici delle equazioni caratteristiche di Q,Q’, associate allo stesso
spazio e alla stessa stella fondamentali, sono dunque immaginarie coniugate.

D’altra parte, indicando A il sistema nullo fondamentale della curva
C, ed Q7' 'omografia, inversa di Q, operante sugli iperpiani, fra Q@ Q" sus-
siste, com’¢ noto ('*), la relazione

Q’=AQ_1A; ((2)

e questa dice che gli spazi e le stelle fondamentali di © vengono da 4
trasformati nelle stelle e negli spazi fondamentali di @', essendo corrispon-
denti in 4 uno spazio (o una stella) di @ e una stella (o uno spazio) di
Q' associati alla medesima radice delle rispettive equazioni caratteristiche.
Denotando allora con 8°,_, ¥°,_, lo spazio e la stella fondamentali di 0 as-
sociati alla radice §, (i quali coincideranno con S,_, ¥, , quando 4 & reale),
da questa e dalla precedente osservazione si deduce che il sistema nullo 4
trasforma S§°,_, ¥°,_; rispettivamente in ¥,_, S,_,.

La proprietd ora dimostrata, ove si introduca il coniugio K di S,,_,,
pud enunciarsi semplicemente cosi:

Se una corrispondenza T & funzione razionale della sua inversa, Iomo-
grafia Q@ immagine di T gode delle proprietd che ogni suo spazio fondamen-

("% C. Rosam, loc. cit. (1) ).
(%) C. Rosarti, loc. cit. (1) @), n.° 7.
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14 Rosati: Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche

tale ¢ trasformato nella stella coniugata dall’ antireciprocita K A, prodotio del
coniugio per il sistema nullo fondamentale.

7. 11 precedente risultato pud facilmente invertirsi. Supponiamo in-
fatti che nellomografia @ immagine di una corrispondenza T ogni spazio
fondamentale venga trasformato nella stella coniugata dall’antireciprocitd K 4.
Essendo Q reale, K muterd ogni spazio o stella fondamentali di @ in uno
spazio e in una stella pure fondamentali; dunque A trasformera ogni spazio
o stella fondamentali di Q@ in una stella e in uno spazio pure fondamentali;
da cio, tenendo presente la (2), si deduce che @, Q" hanno comuni gli spazi
e le stelle fondamentali. Ed allora, in virtii dell’osservazione in fine al n° 5
si potrd concludere che Q, Q' e quindi 7, 7' sono l'una funzione razionale
dellaltra, quando si provi che @ & un’omografia generale, che cioé¢ ogni
suo spazio fondamentale ¢ indipendente dal sostegno della stella coniugata.
Ora & facile giustificare quest’ultima affermazione. '

Invero, siano S,_, ¥,_, lo spazio e la stella fondamentali di @ associati
alla radice 8. Supposto 6 reale, ¢ dovrd essere pari (¢9=2¢'), e tanto S,_,
come il sostegno di ¥, , saranno due spazi reali- R, _,, R,,_,_, incidenti-
ad « «,; e poiche R, _,, R,,_,_, sono, per lipotesi fatta, polari I'uno del-
I’altro rispetto a «, dovranno essere indipendenti (*°). Se poi 6 & complesso,
si considerino, insieme ad S,_, ¥,_,, lo spazio e la stella fondamentali S°,_,,
¥',_., immaginari coniugati dei precedenti, agsociati alla radice 6,.

Se lo spazio S, , avesse comune col sostegno S,,_,, della stella coniu-
gata un S,_, (!1>0), lo spazio S%_, avrebbe comune un S} , col sostegno
S%,_.1_, della stella coniugata. Ed allora, tenuto conto che S,,_ ,_, contiene
S;_, ed 83,_,_, contiene S,_,, lo spazio reale R,,_,, congiungente S, . Sg_,,
e lo spazio reale R,,_,_,, intersezione di S,,_,.,, So,_,_,, avrebbero comune
lo spazio reale R,,_, che congiunge S, , con S}_,; e ¢ido & assurdo, perche,
come é subito visto, R,,_, R,, ,_, sono incidenti ad « «, e polari 'uno del-
laltro rispetto a 4. Abbiamo dunque:

Se nell’ omografie Q immagine di una eorrispondenza T ogni spazio
fondamentale é trasformato nella stella coniugata dall’antireciprocita K A, O
e un’omografia generale e la corrispondenza T é funzione razionale della
sua inversa.

(16) C. Rosati, loc. cit. (9.
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8. 1 risultati precedenti assumono ferma pilt espressiva, quando si
prendano in considerazione le valenze della corrispondenza.

E noto che due corrispendenze T, T~ I'una inversa dell’altra hanno va-
lenze immaginarie coniugate, e che una valenza di 7 e la immaginaria con-
iugata di 77!, pur avendo la stessa dimensione, sono in generale associate
a sistemi distinti d’integrali di 1% specie. Orbene, si pud ora dimostrare che:

Condizione necessaria e sufficiente perché una corrispondenza T sia fun-
zione razionale della sua inversa T7', é che ciascuna valenza di T e la im-
maginaria coniugata di T~ siano associate allo stesso sistema d’integrali di
1° specie.

Ma per procedere con chiarezza, sard bene anzitutto richiamare alcune
proprietd riguardanti la nozione di valenza.

Ricordiamo pereio che le valenze di T, cambiate di segno, sono le ra-
dici dell’equazione caratteristica di @, cui corrispondono spazi fondamentali
o contenuti o appoggiatt ad «,: precisamente se S,_, ¥, , sono lo spazio e
la stella fondamentali associati alla radice 6, ed S, , ha comune con &, un
S,_, (I1>0) e quindi ¥, ha comune con la stella («) una stella ¥,_,, il nu-
mero — A & una valenza di T di dimensione I, e ¥,_, ¢ l'immagine del si-
stema d’integrali ad essa associato. Sappiamo inoltre che trasformando S,_,
mediante l'antireciprocitd K A, si ottiene una stella ¥, ,, contenuta nella
stella («), la quale & immagine del sistema d’integrali associato alla valenza
— 0, di T (*").

Cio premesso, la necessitd della condizione espressa nel precedente enun-
ciato risulta immediata, perche se T & funzione razionale di 77, nelle omo-
grafie @, @’ immagini di T e di ' coincidono gli spazi e le stelle fonda-
mentali associati a radici immaginarie coniugate delle rispettive equazioni
caratteristiche.

Per dimostrare la sufficienza della condizione medesima, bastera far ve-
dere che, supposta soddisfatta, nell'omografia @ immagine di T ogni spazio
fondamentale vien mutato dall’antireciprocitd K 4 nella stella coniugata. Siano
dunque S,_, ¥,.., lo spazio e la stella fondamentali di Q associati alla ra-
dice 6. Se S,_, & contenuto in «, e quindi ¥,_, nella stella («), la proprieta
¢ conseguenza immediata dell’ipotesi. Se S,_, &€ contenuto in « e quindi §,_,
nella stella («,), si considerino lo spazio Sg_, e la stella ¥, associati alla
radice 8,. Per I'ipotesi, K 4 trasforma S)_, in ¥3_,; dunque muterd anche

(17 C. Rosarti, loc. cit. (%) ¢).
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S, in $,_,. Ammettiamo infine che S,_, congiunga un S,_, di « con un
S,_, di «,, e quindi ¥,_, congiunga una stella ¥, , appartenente ad («) con
una stella ¥,,_, appartenente ad («,). L’antireciprocitd K 4 trasforma ora S,_,
in ¥, _,; se dunque 6 & reale, e quindi m =n, poiche S,_, ¥, , sono imma-
ginari coniugati di S,_,¥,_,, K 4 trasformera pure S, , in ¥,_, e quindi
S, in ¥,_,. Se poi 8 & complesso, si considerino lo spazio Sj_, e la stella
Yo, associati alla radice 6,: S3_, si appoggia ad «, nell’S%_, immaginario
coniugato di S,_,, e Y2, ha comune con la stella («) la stella ¥3_, imma-
ginaria coniugata di ¥,_,, e K 4 trasformera 89_, in ¥, _,. Ma allora K .1
mutera ancora S,_, in ¥, , e quindi S,_, in ¥, ,. La proprietd & dunque
dimostrata.

OsservazioNE. Quali sono le corrispondenze che dipendono linearmente
dalle loro inverse ? Se T & una tale corrispondenza, si avra | T'=a T+b1
e quindi ! T=a T'"'+ b I, da cui, sommando, si deduce (¢ — 1) (T+ T7')+
+2bI=0. Ed allora o sard a =1, b=0 e quindi I'= T, ovvero dovra
2b essere divisibile per ¢ —1 e quindi T+ I'"' =k I. Dunque:

Le corrispondenze dipendenti linearmente dalle loro inverse sono le corri-
spondenze simmelriche e quelle che aggiunte alle loro inverse danno origine a
corrispondenze a valenza (*°) (in particolare le emisimmetriche).

§ 4. CorrispONDENZE HERMITIANE. CORRISPONDENZE BIUNIVOCHE.

9. Due corrispondenze S, T della curva C si dicono permutabili quando i
prodotti S T, T'S sono corrispondenze equivalenti, cioé quandoS T — TS =0.
Se due corrispondenze sono permutabili, saranno permutabili le sosti-
tuzioni lineari associate e quindi le omografie immagini. Ma si pud inver-
samente provare che se le omografie immagini di S, T sono permutabili,
anche le corrispondenze sono permutabili. In altri termini, se i prodotti
ST, TS sono dipendenti, sono addirittura equivalenti. Invero se Q, Q' sono
le sostituzioni lineari associate ad S, T, avendosi dall’ipotesi X Q Q' =p Q' 0,

(18) Le corrispondenze indipendenti soddisfacenti a questa condizione sono in numero
di p,+ 1, indicando g, il numero base delle corrispondenze emisimmetriche. Cfr. C. Rosari,
Sulle corrispondenze algebriche fra i punti di una curva alygebrica |Rendiconti della R. Ac-
cademia dei Lincei, vol. XXII, serie 5%, (1910)], Nota II, n. 11.
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si deduce che le equazioni caratteristiche delle sostituzioni lineari Q @, ' Q
hanno le radici proporzionali. Ma, per un noto teorema ('°), i determinanti
che costituiscono i moduli di tali sostituzioni hanno uguali le somme dei
minori principali dello stesso ordine; ne segue che le radici suddette sono
addirittura uguali, e quindi & A = p.

Si abbiano sulla curva C due corrispondenze S, T soddisfacenti alla
condizione TS=%I, in cui £ & un intero non nullo. Le corrispondenze
S, T saranno allora non speciali; inoltre dovra pure essere S ' =k I, perche
le omografie immagini, 'una inversa dell’altra. sono permutabili. Due cor-
rispondenze nelle condizioni suddette si dicono complementari.

Di una corrispondenza non speciale 7 esistono infinite complementari,
ma & facile provare che queste sono tra loro due a due dipendenti. Invero

dalle due relazioni
TS=%1, TS =%k1
si deduce
TKHS—ES)=0.

E poiché lomografia immagine di 7 ¢ non singolare, 2’ S — kS avra
per immagine I'omografia nulla, cioé

ES—kS =0

Dimostriamo ora la proprieta:
Due corrispondenze complementari sono funzioni razionali UVuna dell’altra.
Sia mfatti

"+aeT"'+ -+a,_,T+a,I=0 (3)

I'equazione minima di 7, nella quale, supponendosi T non speciale, sara
a,=|=0. Poiché la (3) pud mettersi sotto la forma

rrr+aerm*+---+a,, )=—a,l,
si deduce che la corrispondenza
S=T"+a T+ - +a,_T %)
¢ complementare di T: ed ogni corrispondenza complementare di 7, dovendo
dipendere da S, sard funzione razionale di T.
(1) Cfr. ad es. E. Pascar, «I determinanti...» Manuale Hoepli, 1897, pag. 69.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXXI. 3
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Si pud inoltre osservare che se 7' & simmetrica, la S, come combina-
zione lineare di pit corrispondenze simmetriche, & pure simmetrica. Se in-
vece 7' & emisimmetrica, la (3) avendo radici tutte immaginarie pure € nes-
suna nulla, conterrd soltanto potenze pari di T, e nell’espressione (4) della
S saranno contenute soltanto potenze dispari. La § & allora combinazione
lineare di pit corrispondenze emisimmetriche, e quindi ¢ emisimmetrica.
Dunque:

Ogni corrispondenza complementare di una corrispondenza simmelrica o
emisimmetrica & pure simmelrica o emisimmetrico.

10. Una corrispondenza non speciale I' che sia complementare della
sua inversa, cioe tale che si abbia

T T=*%I,

. .

si dird una corrispondenza Hermitiana; e 'intero k che, come si & visto al
n.° 3, deve essere positivo, si dird l'ordine della corrispondenza Hermitiana.
Se n, v sono gl'indici di T e di T, ed S, S’ sono le corrispondenze laterali
della corrispondenza data (m,v), cioé le corrispondenze simmetriche in cul
sono omologhi due punti appartenenti rispettivamente allo stesso gruppo
delle serie y', v’ indotte su C da T e da T, dalle relazioni

T7'T=8+~vI ITT=8+4nl

si deduce che le corrispondenze Hermitiane sono quelle che hanno le cor-
rispondenze laterali dotate di ordinaria valenza. Se dunque la curva & priva
di corrispondenze simmetriche singolari, ogni corrispondenza & necessaria-
mente Hermitiana.

Una corrispondenza Hermitiana & funzione razionale della sua inversa,

e se k£ & il suo ordine, le sue valenze hanno tutte ugual modulo, che & V.
Si ha ora inversamente:

Una corrispondenza T che sia funzione razionale della sua inversa e di
cui le valenze abbian tutte ugual modulo, ¢ Hermitiana.

Infatti la 7' T, venendo a possedere, rispetto all’intero sistema d’in-
tegrali di 1.2 specie, un’unica valenza reale — &, uguale al quadrato di detto
modulo cambiato di segno, avra per immagine un’omografia Q nella quale
sono uniti tutti gli iperpiani useenti dagli spazi « «, dei periodi, e quindi
tutti i punti degli spazi medesimi. Ma poiché 'equazione caratteristica di Q,
per il fatto che la valenza di T7' T & reale, non pud avere due radici im-
maginarie coniugate, si conclude che Q & l'identitd e quindi 2 & un intero.
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11. Consideriamo ora in modo particolare le corrispondenze Hermi-
tiane del 1.° ordine, soddisfacenti cioé alla condizione

T T=]T. (5)

Una corrispondenza biunivoca & manifestamente Hermitiana del 1.° or-
dine; si pud ora inversamente provare che:

Data sopra una curve C di genere p>1 una corrispondenza Hermitiane
del 1° ordine T, in una delle due classi (== T') & contenuta una ed una sola
corrispondenza biunivoca. Se C & iperellitlica, e solo allora, in entrambe le
classi e conlenuia unea lole corrispondenza.

Se T & una corrispondenza a valenza (necessartamente uguale a ==1) la
proprietd risulta subito osservando che sopra una curva di genere p>1 le
sole corrispondenze biunivoche non singolari sono Yidentitd, che ha la va-
lenza —1, e, quando la curva & iperellittica, la corrispondenza di valenza
—+ 1 definita dalla sua g; (*°).

Quando invece T & singolare, la proprietd medesima discende da un noto
teorema di R. Torervr (*'), il quale afferma che avendosi sopra C una serie
algebrica vy, di ordine, indice e genere p, priva di gruppi speciali e won di
livello costanle per alcun integrale di 1 specie, nella classe di v, esiste l'invo-
luzione del 1° ordine date dai punti della curva.

Si consideri infatti nella classe (T) il sistema continuo oo? di corrispon-
denze aventi il 1° indice = p. [ndichiamo ancora con T la corrispondenza
generica di questo sistema continuo e sia y} la serie da essa indotta su C.
Poiché T, soddisfacendo alla (5), € non speciale, la y; non & di livello co-
stante per alcun integrale di 1* specie di C. Inoltre la y, & birazionalmente
identica a C ed ha quindi il genere p. Infatti non pud il gruppo generico
di y, corrispondere ad ¢>1 punti di C, che, altrimenti, la serie indotta da

(%) Che sopra una curva di genere p >l una corrispondenza biunivoca di valenza — 1
& necessariamente 1’identitd pud provarsi con le seguenti semplici considerazioni. Ammesso
che C possegga una corrispondenza biunivoca non identica di valenza — 1, si indichi con
(4 4') una coppia fissa e con (X X') una coppia variabile di punti omologhi. Si avra allora
A—A=X—X, e quindi A'+X= A+ X Il gruppo 4'+ X in cui X & variabile ammette
dunque un gruppo equivalente contenente 4, e quindi distinto da esso; percio la curva,
possedendo infinite g3, sard ellittica o razionale.

() R. ToreLri, Sulle varietd di Jacosi, Nota I [Rendiconti della R. Accademia dei
Lincei, serie 5%, vol. XXII (1913)].
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T~ sarebbe composta con una involuzione I, ed ogni integrale di C per
cui la I. & di livello costante darebbe somma costante nei gruppi di que-
st’ultima serie, onde T~' sarebbe speciale. Infine la y,, per il fatto che 7T &
stata scelta genericamente nel suo sistema continuo, & priva di gruppi spe-
ciali; il suo indice coincide percid col difetto di equivalenza (**), il quale &,
in forza della (5), uguale a p. Valgono dunque per la y; le ipotesi del teo-
rema di ToreLLI; ne segue allora che un gruppo G, variabile in y, individua
su C un punto P’ tale che G, == P’ varia in una serie lineare. E poiché si
¢ supposto T singolare, il punto P’ dovra essere distinto dal punto P che
ha nella T il gruppo G, per corrispondente. Se allora si indica con U la
corrispondenza biunivoca nella quale P ha per omologo P/, dovra essere
T=U=0 e quindi U= = T, cioé nella classe (++ T') o nella classe (— T)
esiste la corrispondenza biunivoca U.

Ed & chiaro che nella stessa classe non pud esser contenuta un’altra
corrispondenza biunivoca. Se infatti V fosse una tale corrispondenza, dovra
essere U— V=0, e quindi UV —TI=0; e siavrebbe su C una corrispon-
denza biunivoca non identica U V™' di valenza — 1, il che & assurdo, es-
sendo p>1 (Vedasi la nota (2)).

Nel caso iperellittico si vede subito che entrambe le classi (= T') con-
tengono una corrispondenza biunivoca, perché moltiplicando U per la cor-
rispondenza definita dalla g} si ottiene una corrispondenza U’ residua
di U (Y.

12. Dal precedente risultato pud dedursi una semplice dimostrazione
aritmetica del noto teorema, secondo il quale una curva di genere p>1
non pud possedere che un numero finito di corrispondenze biunivoche.

Abbiamo visto infatti che le corrispondenze Hermitiane del 1.° ordine
sono tutte e sole le corrispondenze non speciali T le quali inducono sulla
curva serie algebriche aventi uguale a p il difetto di equivalenza. Il numero

(2) R. TorrLLl, Sulle serie semplicemente infinite di gruppi di punti appartenenti a
unao curva algebrica [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXVII (1914)], n° 4.

(®) Pil in generale, se sopra una curva di genere p>1 si hanno due corrispondenze
biunivoche U, V fra loro dipendenti, la curva & iperellittica e una corrispondenza si deduce
dall’altra moltiplicandola per la corrispondenza G definita dalla gs. Seinfattié A V4 pU=0,
si avra AU-'V+p I=0; e la corrispondenza non identica U—'V, dipendendo dall’identita,
sard dotata di valenza. La curva & dunque iperellittica ed ¢ V= U G.
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delle corrispondenze biunivoche possedute da una curva C di genere p >1
uguaglia dunque il numero delle corrispondenze soddisfacenti alle condizioni
suddette o e la metd di questo, secondoché C & o-non & iperellittica. Sia
ora (T, T,... T,) una base minima per il sistema di corrispondenze esistenti
sulla curva, «, §; v, indichino rispettivamente gl'indici e il grado virtuale di

T: e v, il numero delle coppie comuni a T;, T,. Ponendo allora

0= o, B+ o, B, — v (i, k=1, 2,..., n),
é noto (**) che la corrispondenza T'=2%, T, +%, T, 4+ - -+ 4+ X, T} induce sulla
curva una serie il cui difetto di equivalenza & % 1:2:1, ) 0, . Segue da ciod
che C possiede corrispondenze biunivoche quando e soltanto quando 'equa-

zione
2)‘1 )‘k ‘oihZQp (6)

ammette soluzioni intere, le quali siano associate a corrispondenze non spe-
ciali; ed il numero di tali soluzioni uguaglia il numero delle corrispondenze
biunivoche di € o & il doppio di questo, secondoche C & o non & iperellittica.

Poicheé la forma X%, 0, & definita positiva, il numero delle soluzioni
intere della (6) & finito (*°), ed & quindi finito il numero delle corrispondenze
biunivoche di C.

(24 C. RosarTi, loe. cit. (13), n® 9.

() Si consideri infatti una u#f® polare della quadrica ZXlpewz=0, i cui vertici
P, P,... P, siano punti razionali e indichino c¢y. .. cu le coordinate intere di Py. Eseguendo
allora sulle X la sostituzione lineare

. 1.0
h=Z2caeXe (i=1,2...,p) ()
k

si otterra

L.u
Ihdpog= 2 pi X¢2,
ik £

essendo i numeri p; interi positivi. Indicando con A il modulo della sostituzione (@), a valori
interi delle ; corrispondono per le X; valori razionali col denominatore A, cioé della forma % .
Ed allora ad una soluzione intera della {6) corrisponde una soluzione intera della

Zpe Y2=2p A2,

Ma quest'ultima, dovendo essere ps Y2=2pA? (i =1, 2,...,p), ammelte un numero
finito di soluzioni; dunque & finito anche il numero delle soluzioni della (6).
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13. Una eorrispendenza biunivoea U di periodo m soddisfa all’equa-
zione U™ —I=0; se dunque ¢ (U) =0 & l'equazione minima & U, dovrd
essere ¢ () un divisore di 2” — 1 (*¥), e le radici di ¢ (2) = 0 saranno radici m™
dell'unita.

Preso ora un divisore § del periodo m (m =), si separino le radici
di ¢ (2) =0 in due gruppi, ponendo nel 1.° gruppo le radici p, g, ..., (r =0)
appartenenti all’esponente § o ad un esponente divisore di 3, nel 2.° gruppo
le rimanenti radici 8,0,...0,. Si indichi con Q@ 'omografia immagine di U,
con 4, 4, ... 4, gli spazi fondamentali di Q associati alle radici del 1.° gruppo,
con B, B,... B, quelli associati alle radict del 2.° gruppo, e si consideri la
corrispondenza

f(U)=I+ U+ U¥+...4 go—13,

cioé l'involuzione ciclica I, generata dalla corrispondenza U?,
Poiché & manifestamente

Fe)=rFG@)="-=fl)=n [O)=f(8)="---=F(6)=0,

I'omografia f(Q) immagine di f(U) sard singolare ed avrd come [° spazio
singolare lo spazio B congiungente B, B, --- B,, e come 2° spazio singolare
quello 4 congiungente 4, 4,---4,. I due spazi B ed 4 saranno dunque
razionali, incidenti ad x «, e polari I'uno dell’altro rispetto al sistema nullo 4.
Se allora 27— 1, 2(p — =) — 1 indicano le dimensioni di 4 e di B, cid si-
gnifica che P'involuzione I, & di livello costante per un sistema regolare
riducibile costituito da p — = integrali di 1* specie, ed & quindi di genere =.

Si osservi d’altra parte che 1'Sz_, comune ad 4 e ad «, & lo spazio
congiungente gli spazi comuni ad «, e ad 4, 4,---4,, e che se 4, ha co-
mune con «, un Sp—1 (M, =1), —p, risulta una valenza di U della dimen-
sione m,. Si ha dunque la proprieta:

Se U é una corrispondenza biunivoca di periodo m e d é un divisore di m,
(m=mn3d), la somma delle dimensioni delle valenze di U che cambiate di
segno danno origine a radici m™ dellunitc appartenenti all’esponente & 0 a
un esponente divisore di O, uguaglio il genere dell’ involuzione ciclica I, ge-
nerata da US. ’

Ne segue che l'involuzione I, sard razionale o irrazionale secondoche

(%) C. Rosari, loc. cit. (1) b).
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I'equazione ¢(z) =0 non ammette ovvero ammette radici appartenenti al-
’esponente § 0 a un esponente divisore di 3.

In particolare, per d =1, si ha il risultato:

L’ involuzione ciclica generaia da wna corrispondenza biunivoca U é razio-
nale o irrazionale secondoche la U non ammetle ovvero ammetle la parziale
valenza — 1. Nel 2° caso la dimensione di questa valenza uguaglia il genere
dell’ inveluzione.

14. Pud una corrispondenza biunivoca U essere simmetrica o emi-
simmetrica? Se U & simmetrica, dovra essere U — U~' =0 e quindi U*—-1=0.
Supposto p>1, la U? di valenza ordinaria — 1, sard I'identita, ed U genera
un’involuzione del 2° ordine (razionale o irrazionale). Se U & emisimmetrica,
dovra essere U+ U7 =0, e quindi U*+ 1=0. La curva & dunque iperel-
littica e la U* & definita dalla sua gi; inoltre l'equazione minima di U ¢
2+ 1=0, e la U possiede le due valenze *=¢. Ma allora U*, di valenza
ordinaria — 1, & l'identita, e la U genera una involuzione ciclica del 4° or-
dine razionale. Dunque:

Le corrispondenze biunivoche simmelriche sulle curve di genere p > 1 sono
o periodo 2; le corrispondenze biunivoche emisimmelriche non possono esistere
che sulle curve iperellittiche, sono o periodo 4, e generano involuzioni razionali.

§ 5. LE CORRISPONDENZE COSTITUENTI UN ORDINE.
PROPRIETA DEGLI ORDINI.

15. Si consideri sulla curva € una corrispondenza singolare 7' e sia

V(I)=T"+a, T"'+-- +a,, T+a,I=0

la sua equazione minima. Facciamo l'ipotesi, alla quale sempre ci atterremo,
che I'equazione ¢ (2) =0 sia priva di radici multiple. La omografia @ imma-
gine di T & in tal caso generale e la T possiede valenze tutte semplici (*").

L’equazione § (z2) =0 pud essere riducibile o irriducibile nel campo as-

.

soluto di razionalitd. Se & riducibile, e se 4 (2) € un fattore di ¢ (2), la cor-

@) C. Rosai, loc. cit. (1) b) ¢).
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rispondenza 4 (T'), funzione razionale di T, avendo per immagine 'omografia
singolare A4 (Q), & speciale. Supponiamo inversamente che esista una corri-
spondenza speciale S funzione razionale di T, cioé tale che sia IS =f(T).
Dette p, p,...p, le radici di f(2) =0, 'omografia f(0)= (@ —p, I) (2@ —p, I)...
. (2 —p I) deve essere singolare, e sard percid singolare uno almeno dei
fattori @ —p,I. L’equazione f(2) =0 ha dunque qualche radice comune con
¢ () =0 senza essere f(z) divisibile per ¢(2). Il M. C. D. di f(2) e ¢(2) &
allora un polinomio a coefficienti interi di grado <n, e percid l'equazione
¢ (2) =0 & riducibile. Dunque:

L’equazione minima di una corrispondenza T ¢ riducibile o irriducibile,
secondoché esistono o no_corrispondenze speciali funzioni razionali di T.

16. Sia ¢ (2) =0 l’equazione caratteristica di © e supponiamo che
¢ () =0 sia irriducibile. Poiché ¢ (2) =0 ammette per radici tutte e sole
quelle di ¢ (2) =0, dovra essere

()= (A)J

e quindi 2p=mnq. Le radici di ¢(2) =0 hanno dunque tutte la stessa mol-
teplicita ¢, donde segue che gli spazi fondamentali di @ hanno tutti la stessa
dimensione ¢ — 1. Sia S,_, uno di questi spazi e p la radice corrispondente
dell’equazione caratteristica. Se p & reale, sarda ¢ =2¢/, I'S,_, & un R,,_, reale
incidente agli spazi dei periodi, e —p & una valenza di T della dimensione ¢'.
Se p & immaginaria, I'S,_, congiunge un S,,_, contenuto in « con un §,_,
di &, (m, n=0, m+mn=¢q) e —p & valenza della dimensione ». Alla radice
immaginaria coniugata p, corrisponde un §_, congiungente un S§_, di « con
un S, di‘'a,, e —p, & valenza della dimensione m. Il numero ¢ ha dunque
questo significato: esso uguaglia la somma delle dimensioni di due valenze
di T immaginarie coniugate o il doppio della dimensione di una valenza
reale.
Quando invece l'equazione minima di T & riducibile e

$(T)=4,(T). 4,(T)... 4,(T)=0

¢ 'equazione stessa decomposta nei suoi fattori irriducibili, si avra
¢ (8) = [A: ()] [4: (2)]".. . [4: (2)]",

e se m, indica il grado di 4, (z) sarda 2p=m, q, + m, ¢, + - - - +m, q,.
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A ciascuna radice p. di 4,(2) =0 & associato uno spazio fondamentale
di @ di dimensione ¢q,— I, onde ¢, sara il doppio della dimensione della
valenza —p; se p, & reale, o la somma delle dimensioni della valenza — p, e
della immaginaria coniugata, se p; & immaginaria. L’omografia singolare 4, (Q),
immagine della corrispondenza speciale A4,(T), ha per 1° spazio singolare
I'Simqi— congiungente i suddetti spazi fondamentali; esso dovrd dunque essere
razionale, di dimensione dispari e incidente ad « x,. Segue di qui che i
sistemi d’integrali associati alle valenze —p, appartengono a un sistema

regolare di - m,q, integrali riducibili

OsservazIONE. Si consideri una corrispondenza speciale § funzione ra-
zionale di T e sia 1 S={f(T). Il polinomio f(2) dovria contenere una o pil
volte qualcuno dei fattori irriducibili di ¢ (2). Se si ha ad es. IS=4,(T)%-..
- A, (TY»B(T), in cul ¢ 1=r<<l e B(T) e una corrispondenza non spe-
ciale, si vede facilmente che il sistema regolare riducibile per cui & di livello
costante la S & quello che ha per immagine la stella d’iperpiani uscenti da
« e contenenti gli spazi fondamentali di @ associati alle radici dei rima-
nenti fattori 4,, (2),..., 4, (z). Si deduce di qui che % sistemi regolari riducibili
per cui sono di livello costante le corrispondenze speciali funzioni razionali

. . e/ l l o
di T sono in numero dz(ilj—i—(g)—l—---—l—(l_l)_ﬁ——Q.

17. Date sulla curva C m corrispondenze indipendenti 7, T,... T,
I'insieme delle corrispondenze S che dipendono linearmente da quelle, ciog
tali che sia

ZSE)H Tl+7\2 T2+""+')\me

si dice una rele di specie .

Se T & una corrispondenza qualsiasi di C ed » & il grado della sua
equazione minima, I'insieme delle corrispondenze funzioni razionali di 7,
cioé delle corrispondenze S tali che

IS=7(T)

costituisee manifestamente una rete di specie ». Le corrispondenze di questa
rete sono due a due permutabili e si riproducono, oltre che per addizione
e sottrazione, anche per moltiplicazione; in essa sono poi contenute tutte
le corrispondenze a valenza. A questa rete daremo il nome di ordine e si
indichera con o (T); la corrispondenza I si dird genreratrice dell’ordine, ed

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 4
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n il suo grado. Un ordine si dice riducibile o irriducibile secondoché & ri-
ducibile o irriducibile 'equazione minima della corrispondenza generatrice.

Se una corrispondenza S & funzione razionale di T, U'ordine o(S) &
contenuto neil’ordine o (7'); due corrispondenze funzioni razionali I'una del-
l'altra generano lo stesso ordine.

Si pud ora dimostrare che:

Se Vordine o (T) é irriducibile, ogni ordine o (S) in esso conlenuto é pure
trriducibile ed ha per grado un divisore di quello di o (T).

La irriducibilitd di o (S) € conseguenza immediata di cio che si & detto
al n° 15. Si osservi ora che, essendo S funzione razionale di 7, ogni spazio
fondamentale dell’omografia @’ immagine di S o coincide con uno dell’omo-
grafia @ immagine di T, o congiunge pil spazi fondamentali di questa. Ma,
per la irriducibilita delle equazioni minime di Te di S, @ e Q" hanno spazi
fondamentali tutti della stessa dimensione (n° 16); ne segue che gli spazi
fondamentali di Q" congiungono k a k quelli di Q. Se dunque n, »' indi-
cano i gradi di o(T) e di o(S), sarda n=Fkwn'

18. Alla ricerca di ulteriori proprietd degli ordini giova premettere la
seguente proposizione fondamentale:

In ogni rete di specie k contenula in wun ordine di grado n (k<<mn) si puod
in infiniti modi scegliere una corrispondenza di cui tutte le corrispondenze della
rele sono funzioni razionali.

Nel caso k==1 la proprietd & evidente, essendo le corrispondenze della
rete due a due dipendenti.

Supposto k> 1, si indichi con T' la corrispondenza generatrice dell’or-
dine, con 8, 0, ...9, le radici della sua equazione minima e con Sy—1 S¢,—1 Sq.—1
gli spazi fondamentali dell'omografia @, immagine di 7, associati a quelle
radici. Se S,8,...S, sono k corrispondenze indipendenti della rete consi-
derata, dovra aversi I, S;=f.(T). Si ponga allora f{ =f,(0,)—f.(0,) e si

n(n—1)

serivano le g relazioni lineari

€, fﬁn) —+ @, fga) +-- +93kfl(=") = (T9 § = 1, OZ,---, ") (7)

Queste non sono tutte identitd nelle @, ché, altrimenti, si avrebbe
1 1 1 .
—l—f,(0,)=Tf,(92)=..:l—f‘(e,‘) (’&:1, 2,..., 7?),

e tutte le S;, avendo per immagine I'identita, sarebbero a valenza.
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Se dunque si interpretano le x, «,.,.x, come coordinate omogenee di
un S,_,, le (7) sono le equazioni di m iperpiani (1 =m = n(_ng—_l)) di que-

sto spazio. Si prenda allora in §,_, un punto razionale non situato in alcuno
dei detti iperpiani e siano %, %,...%, le sue coordinate intere; dico che la
corrispondenza

S=F(I) =% (D) +2f (T)+ -+ N fi(T)
soddisfa alla condizione richiesta. Invero, poiche &
F(er) —F(es) =% f(\") —+ X f(z") Ttk f;‘rs) (77 § = 17 Qv"" "%

si vede che per ogni coppia (r, s) per cui ¢ F(§,)= F (8, dovra aversi
fOO=f =...=f" =0. Cio significa che se due spazi Sq,_, Sq,_, fonda-
mentali di © sono contenuti nello stesso spazio fondamentale dell’omografia
immagine di S, sono contenuti anche nello stesso spazio fondamentale delle
omografie immagini di S,8,...S,; e dunque 'omografia immagine di S ha
gli spazi fondamentali contenuti o coincidenti con quelli delle omografie im-
magini di §,8;...8;. Le corrispondenze S, S,...S, sono dunque funzioni

razionali di S, e quindi ogni corrispondenza della rete & funzione razionale
di 8.

19. Dal teorema dimostrato discendono varie notevoli conseguenze:
a) Le corrispondenze simmetriche contenute in un ordine o (T') costitui-
scono un ordine.
Poiché le corrispondenze a valenza sono contenute in qualsiasi ordine,
¢ chiaro che ogni ordine contiene sempre corrispondenze simmetriche; e sic-

-

come ogni combinazione lineare di pili corrispondenze simmetriche & pure
una corrispondenza simmetrica, si deduce intanto che le corrispondenze sim-
metriche dell’'ordine o (T} formano una rete ¥. Per il teorema precedente pud
scegliersi in Y, una corrispondenza H tale che le corrispondenze di ¥ sono
tutte funzioni razionali di H; la rete ¥ & dunque contenuta nell’ordine o (H).
Ma poiché ogni funzione razionale di una corrispondenza simmetrica H &
pure simmetrica e I'ordine o (H) & contenuto in o (T'), si deduce che o (H) &
formato da corrispondenze simmetriche di o (T), cioé o (H) & contenuto in 3.
Ne segue che la rete ¥ coincide con l'ordine o (H).

Se dunque l'ordine o (T') & irriducibile, dovra essere il grado di o (H) un
divisore del grado di o (7). Dal che segue il corollario:
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Un ordine irriducibile che ha per grado un numero primo o é tutlo di
corrispondenze simmetriche, o le corrispondenze simmetriche contenute in esso
sono a valenzo.

b) Le corrispondenze comuni a due ordini costituiscono un ordine.

Poiché un ordine & una rete, & chiaro che le corrispondenze comuni a
due ordini formano una rete. Indichiamo con ¥ la rete delle corrispondenze
comuni agli ordini o(T) o(T,), e in essa si scelga una corrispondenza H
tale che tutte le corrispondenze di ¥ siano fuunzioni razionali di H. La rete
Y & contenuta in o (H), ma o (H) & contenuto in o(T) e in o(T,) e quindi
in ¥; dunque ¥ ed o (H) coincidono.

20. Siano o(T) o(T™) gli ordini generati da due corrispondenze I'una
inversa dell’altra e si indichi con o (7, T7') l'ordine costituito dalle corri-
spondenze comuni. Se le corrispondenze T, T—' sono 'una funzione razio-
nale dell’altra, si ha o (T)=o0(T") =0 (T, T'). In ogni caso o (T) e o(T7")
sono biunivocamente riferiti, essendo omologhe due loro corrispondenze in-
versa 'una dell’altra, e in questo riferimento o (7, T'™') corrisponde a se
stesso; o (T, T™') contiene cioé I'inversa di ogni sua corrispondenza. Si pud
inoltre provare che ogni corrispondenza di o (T, T™') & funzione razionale
della sua inversa ’

Si considerino infatti due corrispondenze S S, 'una inversa dell’altra,
di o(T, T™'); siano I'T’ le omografie immagini di queste corrispondenze e
indichiamo con §,,_, S, ... S,,_, gli spazi fondamentali dell’omografia @ im-
magine di T associati alle radici 6, 0,... 8, della sua equazione minima. Sup-
posto 1S =f(T), V'S7' =¢(TI), lo spazio Sy—1 & contenuto in due spazi
fondamentali di T'I’, associati alle radici —;—f (9,), % ¢ (0,) delle rispettive
equaziont caratteristiche (n.° 5); ed & anche contenuto in due spazi fonda-
mentali delle omografie I' 4 1/, I —’ corrisponderti alle radici

1 1 1
TIO+5e6), = 70)—3 90

Ma esséndo I' 4-T’ immagine della corrispondenza simmetrica S+ S~, e
I — 1’ immagine della corrispondenza emisimmetrica S — S, queste ultime

radici dovranno risultare I'una reale, laltra immaginaria pura; donde segue

che —:-f(e,.), —l17 ¢ (8,) sono numeri immaginari coniugati. Si deduce di qui
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che se « 2’ sono due spazi fondamentali di I' I associati a radici immaginarie
coniugate delle rispettive equazioni caratteristiche, ogni spazio fondamentale
di © contenuto in « & anche contenuto in «’ e viceversa. E poiché gli spazi
fondamentali di @ contenuti in « e in «' appartengono a questi spazi, dovra
essere « = «’. Ma allora I'T’ hanno comuni gli spazi fondamentali e percid
S ed S~ sono I'una funzione razionale dell’altra.

E chiaro inversamente che se una corrispondenza S di o(T) & funzione
razionale di S7% sard anche funzione razionale di T' ed appartiene quindi
ad o(T, T™'). L’ordine o (T, T7') contiene dunque tutte e sole le corrispon-
denze di o(7T) funzioni razionali delle loro inverse.

CororLarro. In particolare, se T & funzione razionale di 7', si ha:

Se un ordine o(T) coincide col suo inverso, ogni ordine contenuto in o (T')
coincide pure col suo inverso.

21. Nella rappresentazione geometrica, che abbiamo data altrove (*%),
nella quale le corrispondenze della curva C sono rappresentate dai punti
razionali di uno spazio lineare 2, i due ordini o (T) o (T'~') hanno per imma-
gine due S,_, corrispondenti nell’omografia involutoria I che ha per spazi
di punti uniti I'Sy,_, e I'S,,_, immagini delle reti delle corrispondenze sim-
metriche ed emisimmetriche di C.

L’ordine o (T, T™') & rappresentato dallo spazio S,_,, trasformato in s&
da I, intersezione dei suddetti S, ,. In S,_, & contenuto il punto di S,_,
immagine delle corrispondenze a valenza. Se dunque S,_, non & tutto con-
tenuto in Sy,_,, dovra congiungere un S,,_, di S,_, con un S,,_, di Sy_,, €
sard m=yv, +v,. Segue di qui la condizione perché i due ordini o (T) o (T™")
coincidano; occorre e basta, perché cid avvenga, che sia n=v, 4+ v,. Dunque:

Condizione necessario e sufficiente perché uwna corrispondenza T sia fun-
zione razionale della sua inversa, é che il grado dell’equazione minima di T
uguagli la somma dei numeri delle corrispondenze simmetriche ed emisimme-
triche indipendenti che sono funzioni razionali di T.

22. Vogliamo ora stabilire alcune proprietd di un ordine o (T) coinci-
dente con l'inverso, nell’ipotesi che o (T) sia irriducibile.

Sia S una corrispondenza di o (T) la quale possegga una valenza reale.
La 87, che & funzione razionale di S, avrad la stessa valenza associata al

(#) C. Rosarr, loc. cit. (19).
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medesimo sistema d’integrali di 1.* specie, e la S — 87" avrd una valenza
nulla. Ma poiché S —S~' & pure contenuta in o(T) e l'ordine o (T) & irri-
ducibile, dovra essere (n.° 15) S — S~ =0, cioé¢ la § & una corrispondenza
simmetrica.

In modo analogo si dimostra che se una corrispondenza § di o(T)
ammette una valenza immaginaria pura, la S & emisimmetrica.

Intine si ammetta che in o (7T) sia contenuta una corrispondenza S, di
cui una valenza abbia per modulo \/k, essendo k un intero positivo. La §~' S
possiede allora la valenza intera —k, cioé S7'S — kI, contenuta in o(7),
ha una valenza nulla. Ne segue che ST S=k I, cio¢ la S & una corrispon-
denza Hermitiana. Si ha dunque:

In un ordine irriducibile o (T) coincidente con U inverso ogni corrispon-
denza che ha wna valenza reale é simmelrica, una corrispondenza che ha una
valenza immaginario pura & emisimmetrica, una corrispondenza, di cui una
valenza ha per modulo \k» con k intero, & Hermitiana.

Abbiamo visto nel n.° precedente che un ordine o (T') del grado » coin-
cidente con l'inverso, se non & tutto di corrispondenze simmetriche, con-
tiene due reti indipendenti %, ¥, di specie v, v,, una di corrispondenze sim-
metriche, I'altra di emisimmetriche ed & n =v, + v;. Poiche la rete =, & un
ordine, se o(T) & irriducibile, dovrd essere v, un divisore di » (n.° 17) e
quindi anche di v,.

Si scelga ora in %, una corrispondenza K di cui tutte le corrispondenze
di %, siano funzioni razionali, e si consideri 'ordine o (K).

Essendo K una corrispondenza non speciale, la sua equazione minima
ammette radici tutte immaginarie pure e nessuna di esse & nulla; il grado
di o (K) sarda dunque un numero pari 2k. Se ora S & una corrispondenza
di o (K), sarad

lSEa/o K%_l_"a/x K™ + @, K™ R ol 2P K+ aZh—lI; (8)

di qui, ricordando che una potenza di K & simmetrica o emisimmetrica se-
condoché I'esponente & pari o dispari, si deduce

IS =—0a, K" "' +a, K" —a, K™ o — g o K ag ., I;  (9)
e dalle (8) (9), §ommand0 e sottraendo, si ottiene

I(S+8"=2a, K" *+2a, K™+ ---+2a,, , I

L8 —8)=2a, K1+ 2a, K" +--- +2a,, , K.
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Se ora ammettiamo che S sia simmetrica (S — S~ =0) ovvero emisim-
metrica (S+ S™' =0), dovrd essere nel 1.2 caso @, =a, =+ =ay,_, =0, e
nel 2° caso @, =a,=---=a,,_, =0. Ci0o significa che nell’ordine o (K) le
corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche costituiscono due reti di
specie k. Ma poiché o (K) & contenuto in o (T) le due reti saranno contenute
rispettivamente in 2, %,; si avrd dunque k=v, h =v,. Ma per il modo con
cui & stata scelta K, & 2, la rete delle corrispondenze emisimmetriche di o (K),
e percid h=v,. Ma allora & v,=v, ed essendo v, un divisore di v,, dovra
infine aversi v, =v,. Si ottiene dunque il notevole risultato:

In un ordine irriducibile o (T') coincidente con I inverso, se non é tutto di
corrispondenze simmetriche, il numero delle corrispondenze simmelriche indi-
pendenti uguaglia quello delle emisimmetriche. Inolire come generatrice dell’or-
dine puo scegliersi una corrispondenza emisimmetrica K e le corrispondenze
simmetriche ed emisimmelriche dell’ordine sono date da funzioni razionali con-
tenenti sollanto potenze pari o dispari di K.

Gli ordini irriducibili coincidenti coi loro inversi sono dunque quelli
che ammettono come generatrice o una corrispondenza simmetrica o una
emisimmetrica.

§ 6. La VARIETA DI JacoBI V,.

a) Le corrispondenze simmetriche della eurva C

e i sistemi algebrici contenuti in V,.

23. Si consideri la varietd di JacoBr (**) relativa alla curva C, cioé la
varietd algebrica a p dimensioni V, i cui punti corrispondono biunivoca-
mente senza eccezione alle serie lineari g, di ordine p di C. Fissato sulla
riemanniana di € un sistema di retrosezioni, si indichino con j, (%), j. (£),-- -4, (%)
i valori nel punto generico { di C dei p integrali normali di 1* specie re-

(?8) Cfr. la Memoria di G. CastELNvovo: Sulle funzioni abeliane [Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei, vol. XXX, serie 5% (1921)], Nota 1Il: Le varietd di JAcOBI.
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lativi al detto sistema e sia

(10)

la tabella dei loro periodi. La V, si pud allora rappresentare uguagliando
le coordinate cartesiane di un punto di S,,, a p 4 1 funzioni abeliane in-
dipendenti dei p parametri

u,=j, (C,) —+J: (Ce) + -+ (Cp) (i = 1: 2,.. .p)

con la matrice (10) dei periodi.

In V, esiste un sistema algebrico oo?, {®], di varietd a p — | dimen-
sioni, ciascuna delle quali si ottiene annullando una funzione $ del 1° ordine
a caratteristiche nulle delle p variabili u, ,...u, [ punti di una varietd ©
rappresentano le g, contenute in una g.2=}. Alle g,2-} aventi un punto fisso
corrispondono varietd © (speciali) costituenti un sistema oo' di grado 1 e
di indice p, birazionalmente identico a (. Le varieta ® speciali contengono
poi tutte la W,_, rappresentante I'insieme delle g, speciali di C. Ogni altra
varietd algebrica a p — 1 dimensioni ® di V,, se non & contenuta nel sistema
{®©} o in un suo multiplo, si ottiene annullando una funzione intermediaria
¢. Ad ogni funzione intermediaria & associato un determinante gobbo sim-
metrico di ordine 2p costituito da interi m,, (interi caratteristici di ¢) e
quindi una forma bilineare alternata

1...2p

2 mik ml’ yk' (11)

ik
Le condizioni cui devono soddisfare gli interi m, perché siano caratte-
ristici di un sistema di funzioni intermediarie di V, sono state stabilite re-
centemente per via diversa da LerscHeTz (*°) e da CasTELNUOVO (*°); nel

(#) S. LerscauTz, Sur le théoréme d’existence des fonctions abéliennes [Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei, vol. XXX, serie 5% (1921)].

(®) G. CasreLNvovo, Sulle funzioni abeliane; Nota I: Le [funzioni intermediarie |Ren-
diconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XXX, serie 5* (1921)].
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caso |m, | ==0 esse si esprimono dicendo che la forma

1...2p

Y Mi&u, (12)

ik
reciproca della (11) si annulla sostituendo in luogo delle & = gli elementi
di due righe qualsiansi della matrice (10) e conserva sempre segno positivo
quando in luogo delle £ n si pongano le parti reali e i coefficienti dell’'unita
immaginaria dei periodi di una qualsiasi combinazione lineare di u, u,...u,.
Nella nostra rappresentazione geometrica (*') la detta condizione equi-
vale all’altra che il sistema nullo ¥ definito annullando la primitiva forma
Y m, x; 4, trasforma in sé lo spazio « e la forma stessa conserva segno co-
stante positivo sostituendo alle @, y le parti reali e i coefficienti dell’imma-
ginario ¢ delle coordinate di un punto variabile in « (**). Dunque ¥ & un
sistema nullo riemanniano principale nel senso che & stato definito al n° 1,
ed & quindi immagine di una corrispondenza simmetrica S (e delle infinite
altre ad essa equivalenti o residue) le cui valenze hanno tutte ugual segno.
Se poi il determinante |m, | & nullo e di caratteristica 2 ¢, la funzione
9, con una opportuna sostituzione unimodulare sui periodi e una conve-
niente trasformazione lineare dei parametri, puo ridursi a contenere soltanto

g variabili U, U, .. U, le quali costituiscono su V, un sistema regolare

(31) Essa differisce da quella di Scorza in ¢id: che per noi lo 'spazio « dei periodi,
anzicheé essere quello congiungente i punti aventi per coordinate le orizzontali della matrice
(10), & I’'intersezione degli iperpiani aventi le coordinate medesime.

(32 La 12 parte subito si giustifica osservando che come la (12) si annulla sostituendo
alle &, n le coordinate di due iperpiani per @, cosi la (11) si annullerd sostituendo alle «, y
le coordinate di due punti di «. Per dimostrare la 2* parte, si consideri in « un punto di
coordinate wr =o'y {- ¢ 2" e siano & =&, + &’y le coordinate del suo iperpiano polare nel
sistema nullo 2. Si avra allora

B, =2 Myi &'y s E'p = X msh :l‘"s,
. r s
e la condizione
EMatiE% >0
si trasforma nell’altra
I My, 2 Wiy Mpa X'y &' = Z &'y 2" Z s = Mik Mir = | Miz| Z Mype &y "¢ >0
ik 78 8 k i (X ]

e quindi nella
I Mg X'y g > 07
rs

perché | muz | & notoriamente positivo.

Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXXI. 5
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riducibile d’integrali di 1% specie. La V, contiene allora una congruenza oo?
di indice uno di varietd algebriche w, , e la ¢ si riduce a una funzione
intermediaria della varietd abeliana W, immagine di detta congruenza.

La medesima sostituzione unimodulare eseguita sulle x, ¥y muta la
forma ¥m, x,y. in un’altra contenente soltanto due serie di 2q variabili,
la quale, riferita alla W,, soddisfa alle condizioni del caso precedentemente
considerato. Si conclude allora che il sistema nullo degenere rappresentato
dall’equazione Y m, x;y, =0 & semi-principale e quindi immagine di una
corrispondenza speciale S (e di quelle ad esse equivalenti o residue) la quale
possiede, all’infuori della valenza nulla, valenze tutte di ugual segno.

Si ha dunque:

Ad ogni sistema algebrico completo di varieta o p — 1 dimensioni conte-
nuto in V, si possono associare sulla curve C due classi (= S) di corrispon-
denze simmetriche dotate di valenze tutte di ugual segno e inversamente (*°).

Osservazione [. Il sistema algebrico di V, associato alle due classi di
corrispondenze a valenza ordinaria ==k & manifestamente il sistema {k®}.

OsservazioNe II. Riprendendo le considerazioni geometriche esposte al
n.’ 1, e le notazioni ivi adoperate, si pud osservare che, se g, € il numero
base delle corrispondenze simmetriche di C, queste formano una rete di
specie p, assimilabile all’insieme del punti razionali di un Sy,_, razionale
dello spazio Y. Poicheé il punto O di S,_, immagine delle corrispondenze
a valenza ordinaria appartiene alla regione I, & chiaro (facendo muovere
con continuitd una retta reale di Sy,_, intorno ad O) che la sezione di F
con Sp_, & una ipersuperficie f di ordine p di questo spazio contenente
infiniti punti reali, dei quali quelli appartenenti alla falda ' costituiscono una
falda reale f® di f, atta a dividere i punti reali di Sp,_, in due regioni i, e
corrispondenti alle regioni I, E di Y.

Da quanto precede risulta dunque che i punti razionali di S,,_, interni
ad f© e quelli eventualmente appartenenti ad f® sono immagini dei sistemi
algebrici di V,_, contenuti in V,, un tal punto rappresentando un sistema e
tutti i suoi multipli.

(%) Piu precisamente la classe (S) definita, con le notazioni di Hurwirz, dagl’interi
caratteristici

Gir—= — gri=mix, Gie=hr—=mipin, Ha——Hri=—mpripts (i, k=1,2,...p)

ha le valenze tutte negative; quella opposta ha le valenze tutte positive. Omettiamo la facile
dimostrazione.
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b) Le corrispondenze della curva C e le trasformazioni unirazionali di V,.

24. Sia data su C una corrispondenza non speciale T rappresentata
dalle formole di HurwiTz

Jo (@) +4. (@) + - 4 (@) = Fa gy (@) - my g, () 7
(i=1,2,.. p)

e sia A=|=0 il suo determinante caratteristico.
E noto che, avendo le u, il significato del n.® precedente, le equazioni

W= T Uy - Ty Uy + - T, U, W (=1, 2,... p) (13)

definiscono una trasformazione unirazionale di V,, nella quale al punto (u)
corrisponde un punto ('), e ad (w’) corrispondono A punti (u). Moltiplicando
la detta trasformazione per le trasformazioni ordinarie di 1* specie di V,,
cioeé variando nelle (13) con coutinuita le =,, si ottengono oo? trasformazioni,
al cui insieme daremo il nome di schiera. Si ha dunque:

Ad ogwi classe (T) di corrispondenze sulla curva C, avente il determinante
caratteristico A =|=0, si pud associare una schiera di trasformazioni unirazio-
nali (1, A) della varieta di Jacobi V, e inversamente.

Sostituendo alle variabili «, delle nuove variabili U;, che siano conve-
nienti combinazioni lineari delle u,, & chiaro che alle (13) puo darsi la forma

UIJ:P.' U, + k. (14)

I numeri p,;, che coincidono a meno del segno con le valenze di T, si
diranno i moltiplicatori della trasformazione (13) ed il numero di volte che
un moltiplicatore & ripetuto nelle (14), cioé la dimensione della corrispon-
dente valenza di T, si dira la molteplicita del moltiplicatore stesso. Ad un
moltiplicatore di molteplicitd ¢ & associato un sistema di ¢ variabili, alle
quali possono sempre sostituirsi ¢ loro combinazioni lineari indipendenti,
senza che muti la forma delle (14).

Se l'equazione minima di 7' & irriducibile, nelle (14) & costante la mol-
teplicitda complessiva di ogni coppia di moltiplicatori immaginari coniugati
ed & eguale al doppio della molteplicith di un moltiplicatore reale (n.° 16).

La schiera di trasformazioni associata alla classe (— T'), si deduce dalla (14)
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cambiando il segno ai moltiplicatori, cioé moltiplicandone le trasformazioni
per una trasformazione ordinaria di 2.* specie. Alla classe (T"') & associata
una schiera di trasformazioni unirazionali (1, A)

V=0 Vit k, (=12..p) (19

coi moltiplicatori immaginari coniugati di quelli della schiera (14).

Due moltiplicatori di (14), (15) immaginari coniugati hanno la stessa
molteplicitd, ma sono diversi i sistemi di variabili ad essi associati. I sistemi
medesimi coincidono quando e soltanto quando le corrispondenze T, 7T
sono 'una funzione razionale dell’altra.

OsservazIiONE. Supponiamo che T sia speciale, cioé sia A =0 e di carat-
teristica 2¢; le (14) assumono allora la forma

Ull =k1" o U’q=kq7 U,q+l == Pgt1 l]q-H +kq+1"" U,ﬂ=PP Up—l’—kp

e i sistemi di variabili (U,...U) (U, ... U,) costituiscono su V, due sistemi
regolari riducibili d’integrali di 1.* specie, fra loro complementari. La V,
contiene allora due congruenze abeliane di indice uno; una %, , di co?™?
varietd w, (U,,,=cost., ... U, = cost.), l'altra 2, di co? varietd w,_, (U, = cost.,...
U, =cost.), ed ogni trasformazione della schiera (14) riferisce in modo uni-
razionale la congruenza 2,_, ed una varietd della congruenza ,.

25. Supposto A=|=0, facendo descrivere al punto (u’) una varietd del
sistema {®}, 1 A punti corrispondenti nella trasformazione (13) descrivono
una varietd intermediaria del sistema {®}, il quale & associato alle classi di
corrispondenze simmetriche (= T 7') (**). Se dunque T & una corrispon-
denza Hermitiana di ordine k, cioé se I'T™' =k, in forza dell’ Osserva-
zione [ del n.° 23, il sistema |®} coincide col sistema {k ®)}. Abbiamo cioé:

Ad ogni corrispondenza Herwmitiana di ordine k & associata una schiera
di trasformazioni (1, k*) di V, che trasforma ogni variela del sistema {0} in
una varieta del sistema |k 0}; in particolare ad ogni corrispondenza biunivoca
singolare di C & associale una schiera di trasformazioni birazionali singolari
di V, che trasformano in sé il sistema {©] (*°).

(3% CastELNUOVO, loc. cit. (12).

() A. CoMessatri, Sulle trasformazioni Hermitiane delle varietd di Jacosr [Atti della
R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. L (1915)].
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c¢) Il teorema di Dirichlet sulle unita dei corpi algebriei
e le trasformazioni birazionali di V,.

26. Sia dato sulla carva C un ordine irriducibile o (7') e sia
W()y=7Tr"+a "+ - +a, , T+a, lI=0

lequazione minima della corrispondenza generatrice. Le radici 9,0,...0, di
¢ (2) =0 sono anche radici dell’equazione caratteristica di T’ ed hanno in essa
la stessa molteplicitd ¢ (n.° 16).

Si consideri ora una corrispondenza S generica di o (T). See IS = f(T),
Iequazione caratteristica di S ammette pure, con la molteplicita g, le radici

1 1 )
Eo= 7 (O, &= £y b= F0);

e al variare di § in o (7) i numeri &, &,...&,, che sono interi algebrici, va-
riano nei rispettivi corpi algebrici coniugati individuati da 6, 0,...6,, ed as-
sumono infiniti valori i cui insiemi indicheremo con o, 0,...o0,.

E chiaro che I'insieme o, (e lo stesso dicasi per 0,...0,) gode delle
seguenti proprieta:

a) In o, esistono n numeri indipendenti, cio¢ non legati da alcuna
equazione lineare omogenea a coefficienti interi;

b) L’insieme o, si riproduce per addizione, sottrazione, moltiplicazione;

c) In o, esiste 'unita.

Secondo la denominazione usata nella teoria dei corpi algebrici (*°),
I'insieme o, costituisce dunque un ordirne nel corpo algebrico individuato
dalla radice 9,; diremo percio che o,0,...0, sono gli ordini coniugati asso-
ciati ad o (T).

Ogni numero di o, individua una classe di corrispondenze appartenente
ad o (T). Invero, se § 8" sono due corrispondenze di o(T) associate allo
stesso numero & di o,, alla corrispondenza S— S, che & pure di o(T), &
associato in o, il numero zero. Ma poiché in o(7) non esistono corrispon-
denze speciali, dovrad essere § —S’'=0, e quindi § S’ appartengono alla
medesima classe. E siccome ad ogni classe di corrispondenze su C si pud

(36) Cfr. ad es. P. BAcHMANN, Allgemeine Avithmetik der Zahlenkérper (Leipzig, Teubner,
1905), pag. 54.
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associare una schiera di trasformazioni unirazionali di V, (n.° 24), ogni nu-
mero di o, individuera una tale schiera. Sia £ =2£&, un numero dell’ordine
0o=o0, e §,...5, slano i suoi corrispondenti negli ordini coniugati o,...o0,;
se S & una corrispondenza della classe individuata da &, ’equazione carat-
teristica di S ammette le radici &, £,...8, con la molteplicitd ¢, ed allora
il determinante caratteristico di S sara

A=(EE. L=V OD,

dove il simbolo N (§) indica la norma del numero &, secondo la denomina-
zione e la notazione della teoria dei corpi algebrici. Si ha dunque:

Ogni numero £ dell’ordine o individua su V, una schiera di trasforma-
zioni unirazionali {1, [N (§)]°).

Le trasformazioni medesime risultano dunque birazionali quando &
[N(§)]*=1, cioé¢ quando N(§)=1 se q & dispari, N(§)= =1 se q & pari.
Nel 1° caso & & una unitd di o, di norma positiva, nel 2° caso & una unita
qualsiasi. Ma quando ¢ & dispari, le radici 9,...8, dell’equazione fondamen-
tale ¢ (¢) =0 sono tutte immaginarie ed ogni numero del corpo {9,}, in
particolare ogni unitd di o,, possiede norma positiva; si conclude pertanto:

Ogni unita dellordine o individua su V, una schiera di trasformazioni
birazionali. -

In particolare le unitd =1 di o individuano le due schiere di trasforma-
zioni ordinarie di 2* e di 1* specie.

Poiche le trasformazioni di una schiera si deducono da una di esse mol-
tiplicandola per le trasformazioni ordinarie di 1* specie, in ogni schiera esiste
una trasformazione che lascia fermo un punto prefissato P di V,..

Se dunque @ indica I'insieme delle trasformazioni birazionali associate
alle unitd di o e che lasciano fermo P, fra G e le unita di o esiste corri-
spondenza biunivoca; e la corrispondenza é tale che se G, G” sono le tra-
sformazioni di G corrispondenti alle unitd »’, v” di o, all’'unitd #" " corri-
sponde la trasformazione @' G”. E poiché G contiene I’ identita (corrispondente
all’'unitd 4+ 1 di o) ed insieme ad una trasformazione contiene anche I'in-
versa (perché l'unitd reciproca di una unitd di o & pure contenuta in o), si
conclude che G ¢ un gruppo. _ '

La struttura di questo gruppo si deduce allora invocando il teorema di
DiricHLET sulle unitd dei corpi algebrici, il quale vale, com’é noto (*"), anche

(®") P. Bacumann, loc. cit. (3), Capitolo 8°.
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per gli ordini contenuti in tali corpi. Indichi v il numero complessivo delle
radici reali e delle coppie di radici immaginarie coniugate dell’equazione mi-
nima di T'; il teorema di DiricaLET afferma che, detto m =2 il numero di
radici d’'unitd (unitd ridotte) contenute in o, esiste in o un sistema di v—1
unita fondamentali a, o, ...c,_, tale che tutte le unita = di o sono date cia-
scuna una sola volta dalla formula

n=p'ol" 63" - a1,

nella quale » indica una radice primitiva m™ dell’unitd, ¢ percorre i valori
interi da 1 ad m, ed n, n,...n,_, assumono tutti i possibili valori interi da
— o0 a +oo. Si pud dunque enunciare il teorema.:

Sia data sulla curva C una corrispondenza singolare T che abbia Uequa-
zione minima irriducibile. Se v indica il numero complessivo delle radici reali
e delle coppie di radici complesse coniugate di questa equazione, la varieta di
Jacosl V, relativa a C possiede un gruppo G di trasformazioni birazionali
permutabili, il quale ¢ finito e ciclico se v—=1, ¢ infinito discontinuo se v>1. In

questo 2° caso le trasformazioni di G sono date ciascuna una sole volla dalle
formula

G=g G Gz*... G,

»—1

nella quale g indica una trasformazione ciclica di V, avente un certo periodo m,
G, G, ...G._, un sistema fondamentale di trasformazioni aperiodiche, il nu-
mero r percorre i valori inleri da 1 ad m e gli esponenti n, n,...n,_, assunono
tutti i valori interi da — > o -+ .

27. Allordine o (T7') inverso di o (T) corrisponde su V, un altro gruppo
@' di trasformazioni birazionali avente la medesima struttura del gruppo G.
Se la corrispondenza T & funzione razionale della sua inversa, i due gruppi
G G’ coincidono, ed allora se in una qualsiasi trasformazione di G si cam-
biano i moltiplicatori nei loro immaginari coniugati, si ottiene ancora una
trasformazione di G.

Se T non & funzione razionale di I'' i due gruppi G G’ sono in gene-
rale distinti, e G’ si deduce da G mutando ancora i moltiplicatori di ogni
trasformazione di G nei loro immaginari coniugati, ma al tempo stesso do-
vranno cambiarsi i sistemi di variabili associati ai detti moltiplicatori.

Nell’ipotesi che 7' non sia funzione razionale di 7’7, un caso in cui si
puo con certezza affermare che i due gruppi G G’ sono distinti, &€ quando
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fra le valenze di 7 ne esiste almeno una reale. Se infatti la' radice 6, del-
I’equazione minima di T & reale, distribuiamo gli ordini coniugati o0,0,...o0,
in due gruppi,4, B ponendo in 4 l'ordine o, € in B gli ordini rimanenti.
Per il lemma fondamentale da cui muove il teorema di DIrICHLET, si pud
affermare che esiste in 0 =0, una unitd » =1, di modulo <1 e tale che le
corrispondenti unitd , »,... n, degli ordini coniugati hanno tutte il modulo > 1.

L’ unitd =, essendo distinta dalle sue coniugate, pud assumersi come
numero generatore del corpo algebrico cui appartiene l'ordine o, ed allora
una corrispondenza H di o (T') associata ad w pud assumersi come genera-
trice di o (T'); si avra dunque o (H)=o0(T) e quindi o (H™*)=o0(T""). Segue
di qui che la trasformazione di G’ corrispondente ad Z~* non fa parte di G,
che, altrimenti, dovrebbe H™* esser contenuto in o (H), cioé o (H')=o0 (H),
e quindi o (7T ")=o0(T), contro il supposto.

Si supponga sempre che T non sia funzione razionale di 77, e si con-
sideri I'ordine o (T, T™') comune a o(T) e ad o (77"). Questo & irriducibile
e coincidente con linverso; se dunque non & tutto di corrispondenze sim-
metriche, in esso il numero delle corrispondenze simmetriche indipendenti
uguaglia quello delle emisimmetriche (n.° 22). Verificandosi questo secondo
caso, puo ancora affermarsi che G G’ sono distinti. Invero sia v il numero
delle corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche indipendenti di o (T, T™);
dovra essere 2v un divisore del grado » di o (T'), cioé n=2kv (k>1). L’e-
quazione minima di grado 2v della corrispondenza generatrice di o (Z, T7)
(per la quale pud scegliersi una corrispondenza emisimmetrica) ha radici
tutte immaginarie. Ed anche quella della corrispondenza T che genera o (T)
deve avere radici tutte immaginarie; che, se essa ammettesse una radice
reale, ogni corrispondenza di o (1') avrebbe almeno una valenza reale, contro
I'ipotesi che in o (T') esistano corrispondenze emisimmetriche. Se dunque I’
indica il sottogruppo comune a G e a @, cio¢ il gruppo di trasformazioni
birazionali di V, associato all’ordine o (7, T7"), il sistema fondamentale di r
¢ composto di v— 1 unitd indipendenti, mentre quello di @ (o di @) & com-
posto di kv —1 unitd. Si conclude che I & un sottogruppo proprio di G e
quindi G e G sono distinti.

28. Si consideri in particolare il caso di un ordine irriducibile o (T)
coincidente con I'inverso.

Se o(T) & tutto di corrispondenze simmetriche, gli ordini coniugati
0,0,...0, sono tutti reali.
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Se o (T) contiene anche corrispondenze emisimmetriche, il grado di o (T')
e pari (n =2v) e gliordini o,, 0,...0,, sono due a due immaginari coniugati.
E poiché o (T') contiene I'inversa di ogni sua corrispondenza, ciascuno degli
ordini suddetti contiene, insieme ad ogni suo numero, 'immaginario coniu-
gato. Dunque gli ordini o,, 0,... 0, coincidono due a due; precisamente ogni
ordine coincide con I’immaginario coniugato.

L’ordine o = 0, possiede nel 1° caso le sole unitd ridotte == 1, nel 2° caso
pud contenere anche unitd ridotte immaginarie. In ogni caso sappiamo che
esse sono 1n numero pari 2k e sono comuni a tutti gli ordini coniugati.
Esse hanno poi rispetto alla curva C un importante significato geometrico.
Infatti dalla proprietd dimostrata al n.° 22 si deduce che una corrispondenza H
di 0 (T) associata ad una unitd ridotta di o deve essere Hermitiana del 1° or-
dine; e allora in una delle due classi (== H) o in entrambe, se la curva &
iperellittica, & contenuta una corrispondenza biunivoca.

I’ordine o (T') contiene dunque un gruppo finito di corrispondenze bru-
nivoche; e l'ordine di questo gruppo sard 2k ovvero k secondoche la curva
€ o non & iperellittica. S1 pud ora provare che 1l detto gruppo & ciclico.

Quando C & iperellittica la cosa & evidente perché ad una unitd ridotta p
che sia radice primitiva 2%k dell’'unitd & associata una corrispondenza biu-
nivoca la quale produce con le sue potenze tutte le corrispondenze del gruppo.

Se poi C non & iperellittica, una corrispondenza biunivoca U sard asso-
ciata ad una e ad una sola delle unitd ridotte #=p. Se dunque n=Fk & il

periodo di U, dovra sussistere l'uguaglianza
(Fp=1

In questa dovrd manifestamente prendersi il segno inferiore, onde si
avra

er=(=1"

Ma allora dovrd essere n =k, e inoltre k deve essere dispari. Si ha
dunque: '

Se nell’ordine di numeri o associato ad un ordine di corrispondenze o (T),
irriducibile e coincidente con U inverso, sono contenule 2 k unita ridotte, la
curva C possiede un’ involuzione ciclica generata da una corrispondenza biu-
nivoca funzione razionale di T. L'involuzione é dell’ordine 2k o dell’ordine k
secondoche la curva é o non é iperellitlica.

Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXXI. 6
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29. Vogliamo infine rilevare una proprieta delle unitd dell’ordine o as-
sociato ad o (T), sempre nell’ ipotesi che o (7T') sia irriducibile, coincidente
con I'inverso e non costituito tutto di corrispondenze simmetriche.

[ndichiamo con o, ¢, , 0, 0, ..., 0, 0’y gli ordini coniugati associati ad o (T),
essendo o, Fordine immaginario coniugato di o, e sia
n=¢ o' Gy’ oyt
una qualsiasi unita di o,; rappresentiamo inoltre con n, e con (s;), 1 numeri
immaginari coniugati di u e s,. Poiche, come abbiamo sopra notato, 1 due
ordini o, o', coincidono, in o, sard contenuta anche l'unita

Ny == P_" (o‘l)g‘ (qz)gz . (o-y_i)(’)‘v—l

immaginaria coniugata di m; onde si avra l'uguaglianza

T (ot = el (16)

in cui 8 m,,..., m,_, sono convenienti numeri interi; e questa continuera
a sussistere cambiando I'unita ridotta p e le unita s; nelle loro corrispondenti
di uno qualunque degli ordini coniugati.

Indicando allora con r, il modulo dell’'unitd che corrisponde a s, nel-
Pordine o,, dalla (16) si deduce

m—n;  Ny—h, My __1—H,y_
rig reg e 2T = k=12,...,9);

e di qui, denotando I, il logaritmo di r,, si ottiene:

0y — 1) Ly~ (g — 1) b+ (g, — ) iy =0 k=1, 2,....3).

?

Ma poiche, com’e noto, nella matrice |1, | esiste un determinante di or-
dine v— 1 diverso da zero, dovrd essere

My =Ny, Wy =MNy,..., My_, = MNy_,,

e allora la (16) assume la forma

e si ha la proprieta: ‘
Nell’ordine di numeri o associato a un ordine irriducibile o (T), coincidente
con U inverso e non costituito tutto di corrispondenze simmetriche, ogni unita
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moltiplicata per una conveniente unilcc ridotla produce Uunilc immaginaria
coniugata (*°).

OsservazioNe. Dal risultato precedente pud dedursi una conseguenza
notevole. Supposto che la curva non possegga corrispondenze biunivoche sin-
golari, le sole unitd ridotte dell’ordine o saranno ==1, e quindi ogni altra
unitd » di o, soddisfacendo alla condizione n,= ===, sard o reale o imma-
ginaria pura. In tal caso dunque ad ogni unita di o & associatw in o(T)
una corrispondenza simmetrica o emisimmetrica.

§ 7. APPLICAZIONE.

30. Si considerl una curva C del genere 2 semplicemente singolare, ciog
tale che su di essa il numero base delle corrispondenze simmetriche sia
;= 2. Il numero base delle corrispondenze emisimmetriche puo allora as-
sumere i valori g, =0, 1, 2 (**), e poiché l'omografia immagine della corri-
spondenza generica nel 1° caso & biassale, nel 2° & assiale e nel 3° possiede
quattro punti uniti (*°), si conclude che sopra la curva C le corrispondenze
- costituiscono un ordine, il quale & rispettivamente del 2°, del 3° e del 4° grado.
Nel 2° caso, che si presenta quando esistono su C due integrali ellittici dei
quali uno a moltiplicazione complessa, 'ordine & certo riducibile; nel 1° e
nel 3° puo essere riducibile o irriducibile, secondoché la curva possiede o
no integrali ellittici.
Sia F la superficie di Jacosr relativa a C. Supposto che C non contenga
integrali ellittici, e quindi si trovi nelle condizioni del 1° e 3° dei casi suac-
cennati, esiste su F una serie infinita

"'2—1’ 207 El"' (l)

(3%) Si pud giungere pilt rapidamente al risultato nel seguente modo.
Nell’ordine o & contenuta insieme all’unitd » anche ’unitd immaginaria coniugata =, e
quindi I’unita 2}9 Ma avendo questa per modulo 1, una corrispondenza dell’ordine o (T) ad

essa associata deve essere Hermitiana del 1° ordine (n.° 22); donde segue che ;0 € una unita

ridotta.

() C. Rosarti, loc. cit. (1) a), Parte 2%, n.° 16.

(*) G. Scorza, Intorno alla teoria generale delle matrici di Riemann e ad alcune sue
applicazioni [Rendicounti del Circolo Matematico di Palermo, tomo XLI (1916)], Parte 2*, n.o11.
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di sistemi algebrici di dimensione, grado, indice e genere due, composti di
curve irriducibili prive di punti multipli, e i sistemi di questa serie possono
coordinarsi alle soluzioni intere (2, k) dell’equazione di PeLL

2 —AEP=4

nella quale A indica Uinvariante (intero, positivo e non quadrato) della re-
lazione singolare di HumBerT che lega i periodi normali g, h, g’ della C. E
se F si trova nelle condizioni del 1° caso (p, =2, 1, =0), 1 sistemi (I), o
sono tutti di curve birazionalmente identiche, ovvero si distribuiscono in due
serie distinte di curve birazionalmente identiche (di guisa che F risulta su-
perficie di JacoBr di due curve non identiche birazionalmente), secondoché
la forma 2° — A k* pud o non pud rappresentare il numero — 4 (#'). Cerchiamo
ora di completare questo risultato esaminando il caso g, =2, p, =2

31. Quando & g, =2, p, =2, le corrispondenze della curva costituiscono
un ordine irriducibile o (T') del 4° grado, nel quale & contenuto un ordine
irriducibile del 2° grado o (S), formato dalle corrispondenze simmetriche di
o(T). L’omografia immagine di S & biassiale ed ha per rette di punti uniti
due rette distinte, reali e non razionali, appoggiate alle rette «a, dei pe-
riodi; 'omografia immagine di T ha soltanto quattro punti uniti nei punti
in cui le rette suddette si appoggiano ad ««,. Le radici dell’equazione ca-
ratteristica di una corrispondenza variabile in o (7') sono interi algebrici che
descrivono quattro ordini o, o’,, 0, 0/, nei quattro corpi algebrici coniugati
definiti dalle radici dell’equazione minima di T, e I'ordine o, coincide col suo
immaginario coniugato o’,, e cosl o, coincide con o’,. Le due radici distinte
dell’equazione caratteristica di una corrispondenza variabile in o (S), le quali,
cambiate di segno, danno poi le valenze p, p, della corrispondenza medesima,
descrivono due ordini o o’ del corpo quadratico reale definito dall’equazione
minima di S. Poiché una corrispondenza di o(T) che abbia una valenza
reale & simmetrica, » sard costituito da tutti e soli i numeri reali dell’ordine
0,=0,, e cosi o da tutti e soli i numeri reali dell’ordine 0, =o', . E siccome
ogni corrispondenza simmetrica di valenze p, p, ne ammette una (comple-
mentare) di valenze p; p, (**), si deduce che o coincide con ' e che quindi
gli ovdini o, o', 0, 0'; contengono gli stessi numeri reali.

(4) Loc. cit. -
(2) Se infatti Si24 a; S;+ a, I = 0 & 'equazione minima della corrispondenza S; di o(S5)
avente le valenze P1 P2, la corrispondenza S; = — (S, + a, I), complementare di S;, possiede

le valenze ps p;-
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Quando i due numeri p, p, corrispondenti in o« sono positivi, esiste
su C un sistema continuo di corrispondenze coincidenti con le loro inverse
dotato delle valenze p, p,, cio& un sistema continuo di serie y} con quelle
valenze; e se inoltre & p, p, =1, cioé se p, &€ una unitd positiva e di norma
positiva dell’ordine w, il detto sistema continuo ha il genere virtuale 2, ed
ha per immagine su F uno dei sistemi della serie (I), e inversamente (*°).

I sistemi (1) possono dunque coordinarsi alle unitd positive e di norma
positiva dell’ordine o (**).

32. Ricerchiamo ora direttamente sulla curva i sistemi continui di
serie y, ad essa birazionalmente identiche ed aventi il genere virtuale 2.

A tal vopo si consideri in o(T') la classe di corrispondenze associata ai
numeri a n, 7’ v, degli ordini coniugati o, o', 0, 0’;; in essa quelle soddisfa-
centi alla condizione di avere il 1° indice uguale a 2, formano-un sistema
continuo oo®, (T'), che induce sulla curva un sistema continuo oo® di serie y, .
Se k & lindice della y, generica di questo sistema ed S & la corrispondenza
simmetrica (k, k) che nasce dalla serie stessa, si avra

T T=S8 + L (17)

Poiche alla 7' sono associati i numeri n,m 9" %" degli ordini coniugati
0,0',0,0,,la T T avra le valenze —=a=n,, — ="', ed allora, per una nota
relazione (*°), sard nn, 0w/, il difetto di equivalenza della y,. Ma questo,
per il fatto che la y, & stata scelta genericamente nel suo sistema continuo,
coincide con I'indice, onde si avrd h =mn 4,4 n'7',; dalla (17) allora si deduce
che le valenze di S cioé della y, sono

pp=h—an, =01y, pp=h—n"n,=nn,.

Se ora supponiamo che il sistema continuo di y, indotto da (T) abbia
il genere virtuale 2, dovra aversi

’ 1
prpp=nngnm=1,

cioé n dovra essere una unitd dell’ordine o (*°), e inversamente. Dunque:

(8) C. Rosari, loc. cit. (3), n.° 4.

(**) Nel caso py=2, p,=0 il risultato di ComEssATTI e mio pud dunque enunciarsi cosi:
I sistemi (I) sono tutti di curve birazionalmente identiche o si distribuiscono in due serie distinte
di curve birazionalmente identiche, secondoché esistono o 1o nell’ordine ® unita di norma negativa.

(#) C. Rosari, loe. cit. (1) d), n.° 8.

(46) Si avverta che, essendo i corpi coniugati cui appartengono gli ordini o, o'y 05 0’ tutti
immaginari, ogni unitd di o ha norma positiva.
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I sistemi continui (T') che inducono sistemi continui di y, di genere vir-
tuale 2, sono tutti e soli quelli associati alle unita w dellordine o; le vy, di un
tal sistema continuo hanno poi nell’ordine w la valenza (n4,)".

E poi chiaro che lo stesso sistema continuo di Y. € pure indotto da
tutti e soli i sistemi associati alle unitd che si deducono moltiplicando = per
una qualsiasi unitd ridotta dell’ordine o.

33. Si tratta ora di decidere se i sistemi di y, indotti dai sistemi (7)
esauriscono o no tutti i sistemi di y, di genere virtuale 2. Conviene percio
distinguere due casi, secondoché C non possiede ovvero possiede corrispon-
denze biunivoche singolari.

1.2 Caso: La curva C non-possegga corrispondenze biunivoche singolari.

Le unitd dell’ordine o sono allora espresse dalla formula

” .
n==3xg¢ ;

e poiche, in virtu dell’osservazione in fine al n.° 29, Punitd fondamentale ¢
deve essere o reale (e in tal caso pud supporsi senz’altro positiva) ovvero
immaginaria pura, & opportuno suddividere questo caso nei seguenti:
a) L'unita fondamentale o sia reale (positiva) ed abbia nellordine o
norma negativa.
I sistemi continui (7), di cui si & detto precedentemente, possono ordi-
narsi in una serie infinita

(2T, (=T, (=T)... (ITy

nella quale (% T,) indica i sistemi associati alle unitd = s"; e poiché le unita
positive e di norma positiva di o sono date dalla formula

E= 62",
i sistemi continui di y, aventi il genere virtuale 2 possono ordinarsi nella
serie infinita

et (Yﬁ)—l ’ (YZ)O ’ (Yz)l yoe ([II)

nella quale (y,), & il sistema le cui serie hanno in o la valenza &*".

Y

Ma per cio che si & detto al n.° 32, i sistemi (= T,) inducono sulla
curva un sistema continuo di serie aventi in « la valenza (¢"¢,")™' =¢7"";

K

tale sistema & dunque quello che nella serie (1II) ha I’ indice — », e variando =
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da — o0 a 4 oo si conclude che in questo caso tutti i sistemi (I) sono co-
stituiti da curve birazionalmente identiche a C.
b) L’unita fondamentale o sia reale (positiva) ed abbic nell’ordine w
norma positiva.
Le unitd di » hanno ora tutte norma positiva, e quelle positive sono
date dalla formula
E=o"

Questo caso differisce dunque dal precedente per il solo fatto che nella
serie (III) il sistema (y,), & costituito da serie aventi in » la valenza ¢”. Ma
allora 1l sistema indotto da (%= T,) & quello che in (1) ha I’indice — 2 n, e
variandon da — oo a + oo si conclude che in (III) sono birazionalmente
identiche a C tutte e sole le serie con indice pari.

Se poi si considera la curva ' i cui punti corrispondono ai gruppi di
una serie del sistema (y,),, si vede che I' non & birazionalmente identica a C
possiede la stessa superficie di JacoBr F, ed a I' sono birazionalmente iden-
tiche le serie che in (III) hanno I'indice dispari. I sistemi (I) si ripartiscono
dunque in due serie distinte di curve birazionalmente identiche.

¢) L’unitd fondamenlale s sia immaginaria pura.

Le unitd di o, essendo associate a corrispondenze simmetriche che sono
quadrati di corrispondenze emisimmetriche, hanno tutte norma positiva, e
quelle che sono inoltre positive sono espresse dalla formula

E=(—1)"¢";

dobbiamo dunque supporre che nella serie (III) il sistema (v,), sia costituito
da serie che hanno in o la valenza (— 1)"¢*". Ma il sistema indotto da
(== T.,) & costituito da serie che hanno in » la valenza (6" 6f)™' = (— 1) ¢7*";
tale sistema & dunque quello che in (III) ha l'indice —»n, e variando » da
— o0 a oo si conclude in questo caso che i sistemi () sono tutti di curve
birazionalmente identiche a C.
2.0 Caso: La curva C possegga corrispondenze biunivoche singolari.

E unoto che una curva di genere 2, che sia priva d'integrali ellittici e
possegga corrispondenze biunivoche singolari, & necessariamente quella ine-
rente al radicale quadratico a® - 1 (*"). Sopra una tal curva i numeri base

(*) G. HumMBERT, Sur les fonctions abéliennes sinyuliéres [Journal de Mathématiques pures
et appliquées, 5™ série, 2=° Mémoire, t. VI (1900), nn. 231 e seguenti.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



48 Rosati: Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche

delle corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche sono rispettivamente
v, =2 p, =2, ed essa possiede una involuzione ciclica generata da una cor-
rispondenza biunivoca a periodo 10.

Le unitd di o sono allora date da

" =g o, (18)

dove o indica una radice 10™* primitiva dell'unitd, ¢ 'unitd fondamentale, r
varia da 1 a 10 ed » percorre tutti gl'interi da — o0 a -+ oo.

Poiché ogni unitd di o, moltiplicata per una conveniente unitd ridotta,
produce l'unitd immaginaria coniugata (n® 29), si dovra avere la relazione

g, =p'c. (19)

Dico che in questa I’esponente i deve essere pari.
Cerchiamo infatti la formula che esprima tutte le unita dell’ordine w.
Perche nella (18) » risulti reale dovrad aversi

P =p"""
da cui, per la (19), si ottiene

. P—r-{-c’n — pr
e quindi

in=2r (mod. 10).

Se dunque ¢ fosse dispari, dovra essere n=2m ed r =im (mod. 5),
cioé r=14im +5v, essendo v un intero qualsiasi. Le unitd di o sarebbero
dunque date dalla formula

E— Pm+w 62" — = (P‘ 02)"‘ = (o' o‘o)m.

Se ora H indica una corrispondenza di o (7T') associata a o, alla corri-
spondenza simmetrica H—' H & associato @ g,; e poiche le valenze di H™* H
sono di ugual segno (n.° 3), se ne trae che (ca,) e quindi tutte le unitd di
avrebbero norma positiva.

D’altra parte & noto (**) che, con una scelta conveniente dei periodi nor-
mali di C, la relazione di HuMBERT che lega i periodi stessi assume la forma

(#¥) G. Humserr, loc. cit. (4),
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g =h-+ g ed ha per invariante 5. Poiche la forma 2°—5%* pud rappresen-
tare — 4, si deduce che o confiene unita di norma negativa.

La contradizione cui siamo giunti prova dunque che ¢ deve essere pari.
Posto allora ¢=21, noi potremo assumere in o come unitd fondamentale
I'unita reale ¢’ cio& supporre che in (18) ¢ sia reale. Allora ¢ risulta unita
fondamentale di w, ¢ dovrd quindi avere in  norma negativa, Si conclude
pertanto che le unita di w che sono positive e di norma positiva sono espresse
dalla formula

E=gq

Allora, con ragionamento analogo a quello dei casi precedenti, si ottiene che
i sistemi ¥, della serie (I) sono in questo caso tutti di curve birazionalmente
identiche.

Il risultato a cui conduce la precedente discussione & dunque il se-
guente :

Sia F la superficie di JacoBl di una curve C priva d’integrali ellitlici e
coi numeri base v, =2 p, =2, e 8i considerino i due ordini o ed v rispetti-
vamente associati a tutle le corrispondenze e alle corrispondenze simmetriche
di C. Se le unita di o sono tutle reali (cioé coincidono con quelle di ») ed hanno
in o norma positiva, lo F & pure superficie di JAcoBL per un’alira (ed una
sola) curva T non birazionalmente identica a C; diversamente, I & superficie
di Jacosr per la sola curva C.

Pisa, settembre 1921.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXXI. 7
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Determinazione delle ipersuperficie
che ammettono rappresentazioni geodetiche.

(Di Exrico Bompiaxi, a Roma.)

1. Una corrispondenza puntuale fra due varietd V,, V’, si dice geo-
detica (e le due varietd rappresentate geodeticamente una sull’altra) quando
alle geodetiche di una di esse corrispondono quelle dell’altra.

Dato un elemento lineare generico esso non ammette rappresentazioni
geodetiche che su elementi lineari uguali o che ne differiscono per una co-
stante moltiplicativa; cioé una V, generica non e geodeticamente rappresen-
tabile che su quelle isometrico-simili ad essa.

Perd come esistono tipi di superficie (di LiouviLLE) che ammettono tras-
formazioni geodetiche, cosi esistono tipi di V, (tutti determinati dal prof. LEvi-
Civita) che ammettono trasformazioni geodetiche proprie (cioé non prodotti
di isometrie per similitudini).

Nel caso delle V, (r > 2) si presenta la questione (che ha sempre risposta
affermativa per »=2) di vedere se esistano V, con trasformazioni geodetiche
proprie in un S,;, euclideo, cioé ipersuperficie possedenti elementi lineari del
Levi-CiviTa.

Mi & parso che la risoluzione di questa questione riuscisse interessante
per la conoscenza piu approfondita delle V, con trasformazioni geodetiche;
e percid la presento qui per le V, di S, ritenendo non vi siano difficoltd
molto maggiori per le V, di S,,.

La trattazione consiste nel ricercare quali condizioni impongono ai coef-
ficienti degli elementi lineari di Levi-Civita le equazioni di Gauss e di Co-
pAzz1 (quali si trovano nelle classiche Lezioni di Geometria differenziale del
prof. L. BrancHi, vol. I, alle quali il lettore & pregato di riferirsi senza bisogno
di citazioni particolari).

Nella determinazione delle V, deformabili in S, (cioé per le quali la se-
conda forma fondamentale non € completamente determinata dalla prima)
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poteva supporsi che fosse necessario ricorrere alla Memoria del Brancur, Sulle
varieta a tre dimensioni deformabili enlro lo spazio euclideo a quatiro dimen-
sioni [Memorie della Soc. Ital. delle Scienze (detta dei XL), s. I11, t. XIII, 1905];
ma dato il tipo particolare degli elementi lineari in esame ¢ido non € neppur
necessario, perche riesce senza difficoltd la costruzione di modelli sui quali
la deformabilita & evidente.

Invece le V, rigide con trasformazioni geodetiche, esistenti in uno S,
euclideo sono: le ipersfere, le iperquadriche (in particolare rotonde, intorno
ad un piano principale, o a due piani principali sghembi fra loro), le ipersu-
perficie rotonde intorno ad una retta (e non intorno ad un piano, escluso il
caso detto delle iperquadriche).

Ho poi completato la ricerca, del tutto analoga, aggiungendo la determi-
nazione delle ipersuperficie con trasformazioni geodetiche proprie esistenti in
spazi a curvatura costante, di cui ho pure assegnato i modelli.

§ 1. RicHramr SuLLE EQUAZIONI DI GAuss E b1 CopazzL

2. Com’¢ noto (Brancai, Lezioni cit., vol. I, pag. 362) un’ipersuperficie
V,_. di uno spazio ad » dimensioni & individuata rispetto al gruppo dei mo-
vimenti da due forme quadratiche

n—1
ds*=V,a,dx,dx,

il

n 1

Q. dax,dux,

v
il

1 coefficienti delle quali sono legati dalle equazioni di Gauss e di Copazzi
che nel caso di un S, euclideo si scrivono

Qup s — Qay Qg3 = (29, By) _ (@)
0%p3 00y  "SlyeBl "Gev|g
du, aup T 2|t T T (=0 (€)

i simboli di Riemany e di CHRISTOFFEL sono costruiti rispetto al ds® scritto.
Nel caso di una V, di S, (posto u, =u, u, =09, u, = w) e supposto, come

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



che ammetiono rappresentazioni geodetiche.

,'.,l
o]

accadra nel nostro caso, il ds* del tipo

ds’=H, dvw + 1, d v’ 4 H,d w*
si ha

Y A AN
(19,192)_49(602 W)*@“a

0 L
( )+83H 0 ]121
" ou

1_1_\&1) 0H, 0H, 11 3H, 2H,
[

2
G293 — L OH 1 LoH 9l |

1
Qoudw L H ow Ju 4 H, 0u ow 4 H, du o0’

quindi le equazioni di Gauss si scrivono:

1\0*H, & H,

11 9H, 9H, |
—f = )¢ _~E ! 2
i a0 — s 2 9@2+8u2§+4 )( )+8u au:+\
1 1 |91,y 9H, dH, 1 | 9H, 31
+rﬁa(au)+av o\ T EH, ow aw
. 1 \H, ?PH| 1 L\0HY, oH, 0H,
Qas yg — O = Qkaw +¢9v \+4H J(a1v)+3v 7v G
+_1_L)(9H3) 9 1, 3113_“ 1 3 H, §H, ()
& H, |\ dv Tow Tw b H du ou
1\ H, (9 H| 1 1\(AILY, dH,
fhas Oy = —7 |7 u? 0 w* T 4 H, z<3u)+3w 3w=+
1 \(0H,\ 8H, I1I,j 1 1 3aH, 3l
+T]_12(3w)+_3—u Pu 4 H, v 0dv
i\ oM, | 10H, oH, 1 13H, oM,
Ga s = O =9 5000w T HTw du LH ou ow
11 9H, 34,
' 4 H,0u ow
_ 1 @®H, 1\ 9H, 9H, 1 1 9H JH,
Qo =0 Q=9 5050 " LI, 5u 9o LI o0 du ¢
Ctom om
T4 I, 9v du
0,0, 0,0, =L FH- L 1oH o0, L 121 o

20wdv 4 H, v ow Y H ow v
1 10H, 0.H,
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e quelle di Copazzi:

90, 89, ologyIl, H, alog\/H, | H, ‘
Tv du o do (“ﬂLEQ“) T M

H, 3logVH, 0
H  ow

0, 00, dlogyH, H, , dlog VH, | H,
ow  ouw 0w (s)"+E933)T— ou s+
H,9logVH, ,
H, 0v "
90, 90, _ dlogVH, 0log VI, H, \
T =T o “+—Q ) %y %
H, alog\/}l
_}"—1 7w Qg4
a0, o, dlogJiL H 9 log T, I, / ()
(n Qzl_ 0g 2( 41, ) Og\ o, I1, _
oun v du Q”_}_Hlﬂ“ + v a A \
H, Blog\/H
‘{__—; a“) 31 /
00, 89, dlogVH, H, dlog\ H,| H,
du 9w ou (Q” %EQ")jL ow 2
* éﬂog\/H
H2 Brre b { ()
00, 00, 0logyT, H, 2log VI H, '
a,v_a")— 31) (23%+H—£222)+ a,v Qai+
H, 310g
+ alu’ i 12+

E noto che date H,, H,, H, le equazioni (&,), (G,) definiscono, in gene-
rale, le Q, e allora la V, & indeformabile; affinché poi esista effettivamente
in S, occorre e basta che i valori cosi ricavati soddisfino alle (C,), (G,), (C;)
Se invece le (G,), (G;) non individuano le Q,, allora la V, & deformabile
sempre che siano soddisfatte in conseguenza le equazioni di Gopazzr.

3. Poicheé nel seguito accadra sempre che i secondi membri delle (G.)
sono nulli, vediamo come si semplifichino in tal caso le equazioni precedenti.
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I). Se (12,12) . (23,23) . (31,31) |=0 (in punti generici della V,) & necessa-
riamente Q.. Q. Q4 ==0; Q,, = Q,, =0, =0.

In tal caso la V,, se esiste in S,, & indeformabile, avendosi dalle (G,)
(12, 12) (13, 13)

(23, 23)

o _ (31, 31) (32, 39)
== T(19, 19)

P (31.3))

2 —_—
Qu -

Le equazioni di Copazz1 divengono

D

00, __ 1 2log VH,

¥ 00, 1 9logyTT,
ov H, v

(QnH?_'_Q‘”H’)’ 0w _H:; 0w

(Qn Ha _}‘st III) (Cl)

29, _ 1 9logyH,
ow H, ow

90, __ 1 9logyl,
ouw H, du

(0 Hi4- 04y Hy); (e H, 40, H,) (C,)

80, 1 dlogJH, L9, 1 9logyH,
Fu ET"W—(Qsz«LHl_‘_QnH:{)a - —(!)83H2+922H3)' (CB)

6’0=I-T, o

Se, e solo se, queste sono soddisfatte dai precedenti valori delle Q,;
esiste in S, la V, di ds*=H,duw’+4-H,dv*+ H,d »* ed & indeformabile.

I). Se uno dei simboli (12,12), (23,23), (31,31) ¢ nullo, ve ne sono almeno
due, nulli; se p. es. (12,12) | 0, (23,23) = (31,31) =0, allora

oH, _0H,
Pu  av

Qy=0,,=0,=0¢
Sia infatti (31,31) =0 e gli altri due =[=0. Moltiplicando la prima e terza
(e poi la prima e la seconda) delle (G,), per essere (12,12) -|=0 e (23,23) =}- 0
siricava Q,,Q,,=0, Q,, @,,=0, quindi 0 Q,, =0, ovvero Q,;;=}- 0 e Q,, = Q,, =0.
Nel primo caso, Q,;, =0, dalle (G,), Q,,Q,, =Q,, 0, = Q,, 0,, =0 e dalla
terza (G,) Q,Q,,=0: ora se¢ @, =0 avendosi dalla prima (G,) Q,,—-| 0 do-
vrebbe essere Q,; = Q,, =0, cioé (23,23) = 0 contro I'ipotesi; mentre se Q,, =0
dalla seconda (G,) Q,; =|= 0, quindi Q,, =9Q,, =0, cioé (12,12) =0 pure contro
le ipotesi. Nel secondo caso Q;, =0,, =0, Q,,-| 0, dalla prima (G,) Q,, =0,
quindi (12,12) =0, (23,23) =0 contro l'ipotesi.
Se invece supponiamo due simboli nulli, p. es. (23,23) = (31,31) =0, ma
(12,12) == 0, dalla prima e terza di (G,) si ha Q,,Q,,=0; sia p. es. Q,,=0.
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Allora anche Q,, Q,, =0Q,, Q,, = Q,, Q,;; = Q,, Q,, = 0, quindi 0 Q,;, =0y, =0,
0 Q,=20,,=0; ma dovendo essere (12,12) -|=0 I'unica soluzione possibile
e 0, =0, =0Q,=—0.

~ In queste condizioni le (C,) danno

1 dlogIl, 1 dlog H, o
E W—(211+E —BTQH—O
1 9logH, . . 1 glogH,
A T A PR
e poiché Q,, Q,, — O} = (12,12) == 0 necessariamente aali“ = a—a%‘ =0.

Le altre equazioni di Copazzi sono

90, 89, dlogVH, (Qll+%022)+310g\/ﬂglﬂln
2

ov ou o v
dlog @, dlog H,

0w 9w /

au =~12

(Gy)

00y 09, _ 9logVH, (02,+ %’ Q,l)+w"—Hzﬂm; 2

du v ou ov

dlogQ;, dlog H,
ow 0w

(C,y)

Essendo il determinante delle 9, nullo, in questa categoria andranno

ricercate le V, deformabili.
III). Se (12,12) = (23,23) = (31,31) =0, la V, ¢ applicabile sopra uno S,.

§ 2. TiPt DI ELEMENTI LINEARI
A TRE VARIABILI DOTATI DI TRASFORMAZIONI GEODETICHE PROPRIE.

4. Dalla ricerca del prof. Levi-Civita (*) risulta che si hanno due soli
tipi di ds* appartenenti a ¥V, con trasformazioni geodetiche proprie (non
semplici prodotti di applicabilita per similitudini) (*). Il primo di essi (tipo

(1) Sulla trasformazione delle equazioni dinamiche [Ann. di Matem., 1896].
(?) Perché sulle molteplicitd delle radici dell’equazione cubica che interviene in quella
teoria non possono farsi che tre ipotesi; e quella di una radice tripla corrisponde appunto

ad isometrie e similitudini.
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che ammettono rappresentazioni geodetiche. 57

di LiouviLLE generalizzato) si pud scrivere:
ds'*=|U—-V|- U—=W|duw +|V—U|-|V—W|dv*+ 2

, . (M
W —U|- |W—V|dw

ove U, V, W sono funzioni rispettiv. della sola u, v, w. Esso & rappresen-
tabile geodeticamente sull’altro

o =ly =y lz—wlow v ol |y —wlav+ ,
. (1)
""W—FHW— |

Nella forma (1), e conseguentemente nella (1’), c¢i si puo liberare dai
segni di valore assoluto purche sia assicurato (almeno per determinati eampi
di variabilita delle u, v, ) il carattere essenzialmente positivo dei suoi coef-
ficienti.

A questa condizione non si puo soddisfare prendendo H, =(U—V)(U—W),
e per H,, H, le espressioni dedotte dalla precedente con permutazioni circo-
lari, perché si avrebbe H, H,+ H, H, + H, H =0, il che & incompatibile
con la condizione posta; si pud invece prendere H,=(U— V) (U— W),
H=V-W)(V—-U)e H,=— (W—U)(W— V) (esiha H, H,—H, H;—
— H,H, =0) e risultano effettivamente H,, H,, H, positivi p. es. per
U>W>V (0o U< W<V); mi serviro quindi di questa ultima determi-
nazione delle H,. '

L’altro tipo di ds* &

ds’=(k— W)de +dn' 2)

ove ds & un elemento binario (nelle sole u, v), W(w) & tale che nel campo
che si considera W<k (costante); ridotto il ds* a forma isoterma si ha

ds’=d(u,v)(du’+dov*) (k—W)+dn’ (2)
rappresentabile geodeticamente sull’altro
as® = A(u, v) (du’ —}—d'u) kW +dw (2)

sicché in ogni caso il ds delle nostre V, & riducibile a forma ortogonale (*).

(3 Cid non & pil vero, in generale, per le Va—; di S» (#>%); quindi si potrebbe pre-
sentare in conseguenza qualche difficoltd nuova.

Annali di Mdtematica, Serie ITI, Tomo XXXIL. 8
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§ 3. V, ESISTENTI IN S, ECCLIDEO (O A CURVATURA COSTANTE)
CON ELEMENTO LINEARE
Ads=U—-V)(U—=W)du' +(V—U)(V—-W)dv*—(W—-U)(W—T)dw".

9. Si ha
H =(U—V)U—W); %=U’(°2U—V—W);
aH[_ 7 . Ty » ?2__H£—_ ” J—
7;0____1 (U— W); T Vo (U—Ww)

e le analoghe; sicché le espressioni dei simboli di RiEMANN sono:

(12, 12) =01) (U—W)V"+ —; (V—W)U" — %% (V—W)BU—2W—TV)U" —

——i—%-?(U——W) BV —2W — D)V + o i(u—-w W
(23,923 = = (V—U) W’'— (W) V”+—i—}lz(W—U) BV —2U—W) V"4
+-}‘;Hi3(v— U)BW—20—T) W*— % _11 (V— Wy u»
(31,31) = — = (W)U (T— V) W 1% (U—V)BW—2V— U)W"+

1 1 12 1 1 2 ”2
g W—TEU—2V-WU" — 3 5 (W—T) V

(12, 93) = (23, 31) = (31, 12) = 0.

Le ultime tre relazioni indicano che le congruenze delle linee coordinate
sono quelle definite in ogni punto dalle direzioni principali della V,; sicche,
adottando una locuzione proposta dal Biaxcur (*) si pud dire che le nostre V,
sono spazi normali; e siccome questa stessa circostanza si presenta per

() L. Brancai, Sugli spazi wormali a tre dimensioni colle curvature principali costanti
|Atti R. Accad. dei Lincei, Classe di Scienze, vol. XXV, 1916,].
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I'altro tipo di ds® che esamineremo in seguito e non dipende affatto dallo
spazio d’immersione della V, rileviamo che:
Tutte le V, che ammetlono trasformate geodetiche proprie (cioé non soltanto
isomelrico-simili) sono spazi normali del Bianchi.
Una conseguenza del massimo interesse delle prime tre equazioni & la
relazione
(12, 12) — (23,23) — (31,31) =0;

dalla quale si ricava che o-tutti tre i simboli scritti sono differenti da zero,
quindi anche le tre curvature principali; oppure se uno di essi ¢ nullo, do-
vendo per il n.° 3,II) esserne nulli almeno due, lo sono tutti tre, e la V, &
applicabile sopra uno S; euclideo. Escludiamo dal seguito questo caso
evidente.

6. Sia dunque (12,12) (23,23) (31, 31) =|=0.
Converra porre per semplicitd di scrittura
(12,12) =4,, (23,23)=4,, (31,31)=4,.

Le equazioni di Copazzi, per le espressioni delle Q, trovate al n.° 3,1),
si scrivono

BlogA2+610gA3_3logA,_i6H, A,_l_ 1 0 H,
v ov ov  H, 0v 4,  H, ov ) c
9log 4, dlogd, 2dlogd, 1 9H A4 | 134H, \ ()
aw aw ow  H, aw Zs—l—l_'{l dw |
ologd, odlogd, odlogd, | 0H, 4, 1 90H,
ow 0w ow ~ H, dw Aa_}_H2 ow )
810gA3+810gA,_810gA2_ 19H, 4, 10H, ?
du ou du H ou 4, " H, 0u
ologd, dlogd, odlogd, 1 9H, 4, 10H, \
ou ou ouw  H, ou A,+H33u c)
dlogd,  dlogd, dlogd, 1 0oH, 4 12H, (s
v ov dv  H, 9v A, " H, dv. |/

Si ottengono combinazioni immediatamente integrabili operando per
sottrazione e per addizione sulla seconda equazione di ciascun gruppo e
sulla prima del successivo.
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Nel primo modo, tenuto conto che 4, + 4,= 4, si ha

0 e WO V) A U(V—W)
ow 4, (U—W)(V—W) ou °4, (U—V){U--W)
D0 A V(WD)

v °4, (V—WwW) (V=0)

Supponiamo U’ V' W' ==0 (discuteremo poi l'ipotesi opposta). Integrando
si ha
U—W,_ A4, ' U—v
- = 0y, (U, V) = Z;=cpsg (w, u) 7w

A V—w

L=t =g

B

le funzioni per ora indeterminate ¢, (i =|=k) devono esser tali che o, =19,
e inoltre ¢,,.9¢,.9,, =1, sicché si pud porre

4, y, MV U—W 4, y, () U—V A  y, () V—W

L=y W=V 4 g @U—W 4L g m V-0

Se si sostituiscono le espressioni ora trovate nella relazione 4, + 4, = 4,
si ottengono le nuove relazioni

yx_?h: :I/z—y:-;:ya—.%
U—7V V—w WwW—-U

alle quali si puo soddisfare in due modi:

1’ caso: Y =y, = y; = k (costante)

2. caso: y. | U=y, | V=1y,/| W=E (costante)

potendosi omettere nelle y; la stessa costante additiva, essendo le U, V, W

definite appunto a meno di una tale costante.
Combinando invece per addizione le equazioni di Gopazz si ha

2 _ W4, l
] "\ A, [
% log 4, = BZ W— V) U—W|
0 1o g — VN4 _ wl
glog 4= | F(W—U)+V—W|

equazioni che hisogna integrare distingendo i due casi segnalati.
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1. Nel 1° caso (y,=Fk) le equazioni precedenti si riducono a

w’ 0
. —Q — — o 3y e
Ha(U+ 1% 114) log H,;

-—a—logA3= ow

ow
da cuil

dy=h,(uw, YH, 4,=h, v, v)H,, 4,=h, (v, u) H,

e poiché le 4, sono ==0, anche k, -|-0.
Se si formano di nuovo i rapporti di due 4, nell’ipotesi attuale si trova

. hrw _ hns _ h’sl
U=Vyp (V=Wyp (W—0

s =~h (cost.)

e in conseguenza
A,=012,12)=hH H,, 4,=(13,13)=hH H,, A,=(25,23)=hH, H,.

Le V, attuali sono a curvatura costante h (necessariamente positiva)
quindi ipersfere dello S,: queste sono rappresentabili geodeticamente su S,
(con proiezione dal centro). L’integrazione delle ultime equazioni, quando si
sostituiscano ai simboli di Riemany le loro espressioni date in principio del
n.° 5, darebbe la forma di U, V, W, cioe¢ del ds* del tipo di LiouviLLE re-
lativo allipersfera.

8. Nel 2°caso (y, | U=y, | V=1y, ] W=EF) le ultime combinazioni delle
equazioni di Copazzt divengono

0 w’ :
e integrando
H, H, H.,
4, = W 0, (u, ’U); 4, = T 023 (U, w); d,= v Bs1 (w, v).

Per determinare le funzioni, per ora incognite, 6, si osserva che nel caso
attuale & pure

A4 _VU—_W 4 _WU—V 4 _UV—W
4, UW—-V’ 4, VU—W 4, WV—U
quindi
U- Vy. (V=2 (U — Wy
he=hlg7 ) Pt VW)’ e“_h(_U‘W)
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e finalmente

. d —]?/ WH] IIQ. {9 0 _h UH? H3.
Ay =(12, l%)_(_UV_W_)?’ 4, =(23, 23) = wvwy
ot an W VHH,
4, = BL 30 = {5 pire

Notiamo le espressioni delle tre curvature principali

ho_ RO . RV . hW
T VWYE T (uvwy Ty vwy
Per determinare effettivamente le V; in esame occorre sostituire le espres-
sioni dei simboli di Rigmany (date al n°5) nelle ultime equazioni ed esami-
nare se il sistema cosi ottenuto & integrabile e infine ricavare da esso U, V, W.
Posto u, =u, u,=v, uy=w, U,=U, U,=V, Uy=W e

_ 1 8VH, 1 oM,
P = A, B, —oJH T, 3w, (r=l-s)
il sistema di equazioni cui debbono soddisfare le £,, & (°)
a ﬁrs —_—
a_/u' - Brt Bu

08. 0B S (r—-s-1- 1)
a “r _I— a us —*_- Bt" Bts+ k;\/H,, Hs =0

Le condizioni d’integrabilitd nel caso attuale (k, variabile) sono

, . 0log H, . \0logH 0k,
(B, — &) T, ~+(k, — &,) Tu, Tu,
e poiche
h
b b= gy (U= U)

ologH, U, . 0k kalogU,

<

ou, U —U' du, * ou,

esse risultano identicamente soddisfatte, quindi il sistema é completamente
integrabile.

(®) L. BrancHi, Sugli spazi normali ecc., gia citato. Le notazioni differiscono un poco
perché il Brancur parte dal ds?— Hdu® + Hiduj + HEd ul.
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Del resto riprendendo il sistema sotto la forma primitiva (senza l'inter-
vento delle §,,)

hW H H, 1 L1 .
_ii(V_W BU—2W—V U’”—l 1 U—wW)3v—2w—-0)v”
+1 1(U vy we
hUH, H, . 1 "
VWY 9(V nHw —_Z(W nv —+
1 1 /9 1 1 r U /2
+4H(W DEV=2T—W) V' + 7 5 (V=U) BW—2U—V)W" —
_%L(V__W)EU,Q
hVH,Hs 1 " 1 v
U V)(3W—QV—U)W’9+ Z W=V GU—2V—W)U"—
11 12
— 5z (W—0v

si constata senza difficoltd che le conseguenze differenziali

ggig)WUJMW—%W=%V1UQW—WWHMWYUW+
—FilquW;Wﬁ+w;VﬂV”+i(U.WRU¥VQWUW”+

+f#%%%&vv—wm:
—ng(“f Vi g SV W= ) E%EZ}Q(V—JUR+(ML—VV2VM_
- mv WJWHW—)W”—%Q%UQMW;MW%'
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L (OU—-wy , 1., 1., 1 W=U\ . il s
—g g Vg Wi U= T (20 VY (WD) T
1 W—U| . oo 1 (WD)
— g e 2V Wy — T @YU W) Y
nNW—U)y
+ v wyr V=UW)

risultano conseguenze algebriche delle precedenti, quindi il sistema é inte-
grabile.

La forma di queste ultime non & senza vantaggio per leffettiva integra-
zione in quanto ciascuna di esse contiene due delle derivate seconde con
coefficienti costanti; sicche mi servird di queste piuttosto che delle equazioni
di partenza.

Derivando p. es. la seconda rispetto ad u, 'espressione di U"” contiene
solo V> e W (delle derivate di Ve W) e cosi U" e U7, talché & da pre-
vedere che si possano poi eliminare fra le tre equazioni cosi ottenute V”
e W”. Se si eseguiscono le operazioni indicate con qualche accorgimento
spontaneo si trova

"

LUy o
[U_(T)J — _I8RU'U

e analogamente

1 V/// Al , s 1 w”yV /— , -
[ ()| = —ssnvive, [ () [ =ssnw s w

(gli apici indicando derivazioni ordinarie); integrando si ha

U’*=—%?—{—0¢1 U4 a, U4 a, U4 a,

Y , .

\%4 =——7—|—bl Vi4+b, V240, V40,
Lh

W/2=+—W+Cl W3_+—cg W2+63W+04

con le a,, b, ¢, costanti d’'integrazione. Queste costanti non sono pero tutte
indipendenti come si rileva cercando di soddisfare con le espressioni ora tro-
vate alle equazioni proposte.

{nfatti, se si moltiplica la prima delle conseguenze algebrico-differenziali
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per U— V, tutti i termini di essa lo contengono a fattore meno i seguenti
Lo | 1w
5 U+ 9 1%

e poiche dunque occorre che anche quest’espressione sia divisibile per U—V
- bisogna che sia a,=0>5,: analogamente ragionando sopra una qualsiasi delle

due rimanenti equazioni risulta ancora a,=b, = — ¢,; sicché posto
P(t)y=at+at'+a,®+a, t—4h
si ha 3 _
\/_Ud =n; Vv AV =rv; —\/L—Tszw
VP.(D) VP(V) V— P (W)

potendosi scegliere sempre nulle le cestanti che nascono dalle nuove inte-
grazioni.

Non & detto (poiché non si & spinta a fondo la verifica delle equazioni
differenziali) che le relazioni trovate fra le costanti d’integrazione siano le
sole esistenti: ma cid & di fatto, come risulta dal seguente ragionamento
geometrico che ci risparmia non solo quella verifica, ma anche le integra-
zioni che sarebbero ancora necessarie per trovare la forma (cioe le equa-
zioni parametriche o I'equazione cartesiana) delle V, in esame.

Poiché queste sono rigide basta trovare un modello con quell’elemento
lineare per esser sicuri che la V, esiste e coincide necessariamente col mo-
dello trovato: cioé che non ve ne sono altre.

Un modello & fornito dalle iperquadriche di S,. Infatti il ds* di S, ri-
ferito al sistema 4-plo ortogonale di iperquadriche

wﬂ , 2 22 tﬂ

—I_[ﬁ +8—T=1

€ — 7T — T ‘Y—T

dete L (=) A—v) (A —n)
b (a—21) (=2 (r—21 (=2
_b =N e .

b (r—p)(b—p)(y—p)O—p)

1 =2 (—p)(—n)
b(e—v) B—v) (y—v) 0—V)
L ===y e

& (@ —n) (B—mn) (y—n) (3 —)

e ()
ax —

av: —

(¢) Cfr. p. es. J. SomMER, Math. Annalen, Bd. 53, 1900, p. 113.
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]

con
a>0>E>v> 7> >8>0 — oo

quindi sull’iperquadrica p. = 0, p. es., si ha proprio un ds* del tipo voluto;
e tanto basta per concludere che le nostre V, sono appunto iperquadriche.
Anzi assegnato a piacere P, si hanno dal confronto del nostro elemento li-
neare con quest’ultimo i valori dei semiassi della relativa V, (risulta di qua
nuovamente che se h=0 la V, & applicabile sopra un S, perche tale e il
modello). Se in particolare a, =0si hanno paraboloidi, come risulta dall’e-
spressione del loro elemento lineare.

9. Prima di enunciare il risultato bisogna esaminare l'ipotesi finora
scartata U' V' W' =0.
Se uno solo dei tre fattori & nullo, facciamo U’ V' == 0, W'=0. Poiche
interessano le sole differenze fra U, V, W si pud fare W =0 (quindi V<C0)
e con un cangiamento di parametri «, v possiamo partire dal

ds'=U—V)(du +dv*)-—-UVdn
Per esso

(12,1 =— o (U" = V") +

v
(23, 23) = Loy LV U'Q—%U_—QV UV
(31, 31) =

e gli altri simboli di RieMaNN sono =0. Posto (12, 12) = 4,,..., si ha

4, 4,
Ty A

Delle equazioni di Copazzi due sono identicamente soddisfatte; combi-
nando le altre come nel caso precedente si ha

logh—_V U

B4, = T VIT—7

O g UV 9
du B4, UT=V 3w
da cui

A4y () U—V 4, y m)U—-V
A, Vv v ’» A4, U v
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sostituendo queste espressioni nella relazione fra le 4, si ricava, designando
con k una costante,

o —_— = =
%) 14, UV’
oppure
2°) 4, __k VU 4, k VU

Il primo caso conduce subito alle ipersfere; rimane da esaminare il se-
condo. Le equazioni rimaste di Copazzr sono:

3 N R WO I z 4,
=v—vi'" VA mps=y UG

e da queste integrando e servendosi delle relazioni gid note fra le 4,

_ m(k—U)H, H,
TE—Or V)

_ m(k—V)H H,
A2_(Ic—U)2(k—V)2’ 4s

_ hkHH,
Ck—U;Pk—V)y

4,

ove h & una nuova costante d’integrazione.

Notiamo ancora qui che, le U e V essendo definite a meno della stessa
costante addittiva, si pudo da per tutto porre U e Vin luogo di U—Fk e
V — k. Cosi facendo, e scritte al posto dei simboli 4; le espressioni calcolate
in principio di questo numero, si hanno tre equazioni differenziali (delle quali
due sole indipendenti); si verifica, come nel caso generale, che il sistema &
completamente integrabile.

Dalla prima equazione, p. es.,

hE(U—V)

hk(U—V) . 1 , . 1 U/2+ V/2
v:v: 2 B

si ha con successive derivazioni rispetto ad w
(U"|0Yy=—12rkU'|U"*

che integrata da

f o JUau
Va,

R =u
U 4+a, U +a, U—4hk

(Pultima costaute d’integrazione si pud fare =0). In modo analogo, e con
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osservazioni gid esposte nel caso geperale, si trova

f V—Vav

— e — 1,
Va, VP a, VPdta, UV 4Rk

Le superficie w = cost. nelle nostre ¥V, hanno l'elemento lineare delle
quadriche di S, scritto in coordinate ellittiche; e siccome H,, H,, H, non
dipendono da w si puo pensare che le V; in esame siano quadriche rotonde
intorno ad un piano. E infatti presa una quadrica di S, riferita ai suoi piani
principali come piani coordinati e detto d s il suo elemento lineare, la V, che
nasce facendola ruotare in uno S, intorno al piano (y2) ha il

ds*=deé 4+ u>db*
(d 6 misura la rotazione infinitesima); cioe in coordinate ellittiche (sulla cua-
drica di S,)
\ A, e YWY .
[(a® +X) (6" + ) (6" +- 1) (@ 4=2%) (b = 2g) (¢* +-1y)

(@® 4 X)) (a®42,) agdeg,
(a-.'_b:‘) (az —62) 4

. |
ds' = 4 (A=)

+

il confronto fra il ds* di partenza e questo ci assicura (data la rigiditd del
modello del d §*) che le nostre V; sono quadriche rotonde intorno ad un piano
(principale). Se negli integrali che danno U, V & a, =0, si hanno paraboloidi
rotondi., :

10. Veniamo all’ultimo caso rimasto da esaminare.
Se U e V sono costanti, mentre W’=/=0, si pud sempre, con eventuali
cangiamenti di parametri, prender le mosse dal

dss=(1+W)dw +(1—W)d o>+ dn’.

Per esso si ha

1 72
(12,12) = W
R (U S G
(23,28) =g Wiy W
PN U T R
L3 =—g W+ igw W
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da cui, con le solite notazioni, segue

A +4, 9
A W

Le equazioni di Copazzi non identicamente soddisfatte sono

O gl W Ak W0 W -, W
ow °A ) A, 1 W’ aw °7° 2 A4, | —w*

e dalla prima, tenuko conto della relazione fra le 4,, si ha integrando

4, hI-I—W

1w | (h = cost.).

Se h =1, integrando la seconda equazione, si hanno le ipersfere; se

. L+h . . . .
invece h==1 posto + =k, la seconda equazione di Copazzr si scrive

1—h
8 é 4 ; W
. log 4, :WIO(D_ (1 4+ W)+ (1—F) (1—-w)k& W)
e da essa si trae
1—w*
R A (¢ =cost. > 0)

e con le due relazioni gia note si determinano poi 4, e 4,. Resta da vedere
se si possono soddisfare le equazioni di RIEMANN con queste A4,.

Dalla prima si ha
Uon 11—
VTE W
quindi
=92ye¢cw

VE—=W
‘ JI - -—W‘

la costante dell’ultima integrazione potendosi prender nulla.

Le altre equazioni ne risultano conseguenza, sicché il d s* & determinato.
Questo elemento lineare appartiene, come facilmente si verifica, alle iper-
quadriche di S, rotonde intorno a due piani prineipali, ortogonali e incidenti

2 2 2 2
. . . . . . x® - z 14
in un sol punto (moe alle iperquadriche di equazione aT2 ¥+ ;,— = 1) ;

quindi queste sono le sole V; della nostra famiglia.
E con cio la discussione & esaurita.
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f1. Ne riassumiamo il risultato nel seguente teorema:
Le V, che ammettono trasformazioni geodetiche proprie, con elemento lineare

Ads'— (U—V)(U—W)du* +(V—U)(V-W)dv* —(W—U)(W—V)dn
esistenti in uno S, euclideo (insieme a loro trasformate geodetiche) sono:

1) le ipersfere,

2) le iperquadriche in generale (U’ V' W' - 0),

3) le iperquadriche rotonde intorno ad wun loro piano principale (per
es. W' =0),

4) le iperquadriche rotonde intorno a due piani principali (sghembi)
(per es. U'=V'=0),
D) le ipersuperficie a curvatura nulla (applicabili su S;;
U/= V/=W'/=O')‘

12. Possiamo giovarci dei calecoli eseguiti, modifticandoli lievemente,
per la determinazione delle ipersuperficie esistenti in uno spazio a 4 dimen-
sioni a curvatura costante K, ¢ aventi il solito d s*.

Si ricordi a tal fine che le equazioni di Gauss vengono modificate solo
in quanto nei secondi membri al posto dei simboli di Riemany (zf, y9)
bisogna leggere (aB, y98) — K (any ags — das agy); quindi le (G,) restano inal-
terate, mentre nelle (G,) al posto di (¢k i%k) va messo (ik,ik) — K H, H,.
Le equazioni di Copazzr restano formalmente inalterate pur di inteudere
che in esse, p. es. nella forma scritta al n. 6, st abbia

A..‘=(jl, jl)‘—.l(}I,H[ (l;gzj_l=l)_

Fra queste A4, vale ancora la relazione 4, 4 4, = 4,, quindi o sono
tutt’e tre nulle, e allora lo V, & o curvatura relativa (all’ ambiente) nulla,
oppure sono tutte diverse da zero.

Il processo d’integrazione delle equazioni di Copazzi resta inalterato e
conduce per le 4, alle stesse espressioni ottenute nei nn. 7, 8.

Nel caso del n. 7, col significato attuale delle 4, si ha

(19,12) = (K + k) H, H,; (23,28) = (K +h) H, H,; (31, 31) = (K -+ h) H, 11,

quindi si tratta di V, a curvatura costante (assoluta K + I, relativa h).
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Infine nel caso del n. 8 (sempre per U’ V' W'==0) bisogna integrare il
sistema di equazioni che nasce dal sostituire ai primi membri delle equazioni
del n. 9 le espressioni dei simboli di Riemany tratte dalle 4,, cioé p. es.:

rU

33, 2) = i

H,H,+ KH,H,.

Il sistema cosi ottenuto ¢ completamente integrabile; una delle conse-
guenze algebrico-differenziali &

L =t Wy v g wi=

— ; IYH_:Y 2(V—U)y—~+ (W— V)*{ 7 —
— EH—:—V%Q(W~ Uy 4 (W - V) :W'* . (V—;——lw) QU T W)U
+(U%? (W VP (0 — VW) =KW VP QU—V W)

e questa successivamente derivata rispetto ad « da

1 Ulllrl— , UI . ,
[-U,(ﬁ,—”_—-whﬁ—@]x U

da cui integrando

f Viau —u
V=AKU ¥+« U 420 o, U+, U—4h

e similmente per Ve W.

Trovato l'elemento lineare si pud anche in questo caso esaurire com-
pletamente la ricerca e rendere pili espressivo il risultato costruendo effet-
tivamente il modello (unico, per la sua rigiditd) di V, che lo possiede.

Supponiamo 'ambiente a curvatura positiva unitaria, K =1, in modo
da potercelo raffigurare nell’ipersfera V? di equazione

di uno §, euclideo.
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Dico che le nostre V, sono segate su di essa dagli iperconi che hanno
il verlice nel centro dell'ipersfera (sono dunque le analoghe delle coniche
sferiche). Basta costruirsi il ds* per queste V, e confrontarlo con quello
ultimamente trovato.

Insieme all'ipersfera

consideriamo i coni

Dall’identita (")
Xi 933‘(0’41»1 - )‘) (ai+2 - )‘) (ai{»a - )‘) (ai+4 - )‘) - ("L - 7\1) (7\ - 7\2) ()"_ )‘3) ()‘ - )‘4)

si trae (come nel solito calcolo per la determinazione delle coordinate
ellittiche)

X (@, —2,) (a, ;) (@, — %) (@, —1,)
i _P,-

con

P= (e @) (@ — Baps) (00— Qugs) (0 — a4y

quindi sopra una delle V, in esame, cioé sopra intersezione dell’ ipersfera
con un determinato cono, per es. A, =0,

w= o (@ —2) (@ — %) (@, — 4,);

%, X, Ay saranno le coordinate curvilinee dei punti della V,.
Ma dall’identitd precedente, per 2,=0, si ha su tutta la V,
Yai Ry a/.‘+2' Aipg Oy = 0
cioe

X %' (a/& — ) (a.‘ — ) ((l»,- - ls) =0
quindi

1 a; %
Y. —0- |\ I Y | PR \ Sy | =-0
AP‘ 09 ZP, 0’ HP" 07 ZP =0

Ancora dalla stessa identitd, uguagliando 1 coefficienti di A nei due

(9 S’intende che se ¢+ j >5, auy— digi—s.
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membri, si ha
AWy Wiy Oy + Oppg iy Bipy —+ Oppy Qg Qo Oy gy Mg ) =N Ay %y

dalla quale segue fra laltro

LS

al
g =1

Le identita rilevate per le @, permettono di calcolare facilmente il d s

Per esempio il coefficiente di dX? vale

1 2 % (a-' - )‘2) (ai - 7\3) (aH—x - )‘1) (a/;'-'rz - )\1) (af-l—s - 7\1) (a¢+4 - )\1) .
& (@ — X)) (@ — 2) (@ — &) (@, — 4) (@, — Ay)

cioé per le preecedenti

Q, essendo un polinomio di quinto grado in X,; analogamente si hanno i
coefficienti di d 3}, dj; I'elemento lineare cosi ottenuto & proprio del tipo
richiesto. Dunque:

Le nostre V, negli S, a curvatura costante positiva K sorno segale sul-
Vipersfera di S,, di raggio VK, dai coni quadrici col vertice nel centro di
essa.

Sono insomma le V, che per proiezione stereografica dell'ipersfera sopra
un 8§, euclideo danno luogo alle V, analoghe alle ciclidi.

Rimarrebbero da esaminare i casi U V' -0, W =0,e U=V =0,
W’ =|=0; 1 risultati dei nn! 9, 10 vengono modificati solo in quanto i poli-
nomi che figurano a denominatore degli integrali (iperellittici nel primo
caso, ellittici nel secondo) aumentano il Joro grado di un’unitd (quindi sono
di grado 4 e 3 rispettivamente). Analoga alla precedente & la costruzione dei
modelli aventi questi elementi lineari.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXXI. 10
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§ 4. V, ESISTENTL IN §, EUCLIDEO O A CURVATURA GOSTANTE
CON ELEMENTO LINEARE
ds’= A (n,v) (dw’ 4+ do*) (k— W)+ dw.

13. Dalle espressioni dei simboli di Riemasxy per il ds* precedente si
hanno le equazioni di Gaoss:

91,9“—93,=——;—A-(k—W)(yj;ﬁ\-i—aeéovggA)—
— % AP W™ = (12, 12)
Q,, Q 0%, =0, Q o= AW o
e T e T e S T M T T W
+7}j AW =(23,23)=(31,31) |
0y Qug — Qg Dag = 0y Qg — Dy Qg = Qg Dy — 0 0y = 0. (G,)

Qui, esclusa la soluzione evidente delle V, applicabili su Ss, sono pos-
sibili due casi: o (12,12)(23,23) (31, 31) =|=0, oppure (12, 12) =}=0(23,23) =
=(31,31)=0.

14. Mettiamoci nella prima ipotesi. Allora (n. 3, [) sono

(13, 13)

Q,=0,, =0, =0; ,=0,=(1212); 0, = (12, 12)

Le equazioni di CopazzI divengono

dlogQ,, dlogA dlogQ,, [ A Q,,

v ~ dv dw ___Q_k~W)1+A(k_W)E;\ (C)
dlogQ,, dlogA dlogQ, 1 W | Q,,

du  du ’  ow =_§k——W)1+A(k—W)Q—“ (Gs)
0Qy 89y

du dv =0 (Cs)
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che ammettono rappresentazioni geodetiche. 75

e danno Q,, = Q,, (); @, = A.- p (w), e per o (w) I'equazione differenziale

dlog ¢ (w) 1 W

dw 2 E—W|

1 E—W .
+( ,)cp(w)

Bisogna vedere se si puo soddisfare a queste con le espressioni delle Q,;
fornite dalle equazioni di Gauss. Poiché Q;; & funzione della sola 4w, tale
dev'essere pure

_k—W('&?logA+691()gA) w’
1 (12,12) 24 ou vt | &
Q2 (13,13 1 W= W\

. (I F—w W+T)

e percid occorre e basta che sia A soluzione dell’equazione

1 (&log A, 8 log A

- = t .

‘2A( T 7o ) ¢ (costante)
[/interpretazione geometrica & immediata; 'espressione a destra divisa

per k— W da la curvatura di una superficie w = cost. nel punto (u,v):

essa € dﬁn ue costante | = _°
' 1 =r-w)
Si ha quindi
1 W’2 W”
sk—wt e

Q,, =
\/c k— W)——li—W"

e percid dev’essere ¢>0, anzi tale da rendere positivo il radicando.
Dall’equazione di Gauss rimasta si ha finalmente

Q= O Ao =) — - W™ g () —\Jo(k—W)— | W™,

Se si portano queste espressioni nell’equazione differenziale in ¢ (w) si trova
ch’essa ¢ identicamente soddisfatta, quindi W non & soggetta ad alcuna
condizione.

Si pud domandare se fra queste V, (indeformabili in S,) ve ne siano
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76 Bompiani: Determinazione delle ipersuperficie

a curvatura costante h (necessariamente k>>0). Deve essere in tal caso:

(12, 1y =A*{c(k ~W) — l w2 % —hA? (ls'—VVf
(31,31) = (23, 23) =A} 1 AWW+; Wl =hA(k—W)

si hanno quindi le due equazioni differenziali in W:

i WA+ h(k—W)Y—c(k—W)=0
1 w”

‘2V+4k W

—h(k—W)=0.
Ma la prima & un integrale primo della secounda; infatti derivandola e se-
parando il fattore W'=-0, si ha

1

o W'—2h(k —W)=—c¢

e sostituendo nella prima stessa e dividendo per k— W - 0 si ottiene ap-
punto la seconda. Eseguendo I'integrazione della prima, e prescindendo da
costanti inessenziali si ha

F W= Z_ sen’ vh w

(si potrebbe far a meno di k passando ad un ds* simile).

15. Gli elementi lineari del n.® precedente appartengono a V; di rota-
zione intorno ad un asse (l'ultimo, in particolare, ad una ipersfera); il profilo
meridiano, data larbitrarieta di W, & arbitrario.

Per la forma (2') dell’elemento lineare trasformato di (Q) si puo anche
per esso costruire una V, di rotazione in S, che lo possegga.

16. Supponiamo (23,23) =0, (31,31)=0.
Si ha
1 W/2

9 p—w TV =Y
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che ammettono rappresentazioni geodetiche. 17

da cui integrando, per W’'=-0, e prescindendo da costau.ti inessenziali
E—W=w"
Inoltre per Vaunnullarsi di quei due simboli deve essere
Q; =0, =Q,, =0; Q, Q,,— 0, =(12,12).

Le equazioni di Copazzt non identicamente soddisfatte sono

o0, an_lalogA a0,
dv  du 2 (Q“+Q”) dw  w
00y, an,z__lé#lob 800, 9
Tu  do 9 gu (mtOu) =

Si ha intanto
' Q=9 (u, v) w; Q= @, (u; v) 1w

e percid dall’ultima equazione di Gauss

/ . & lo & log A —
Q1Q=W\/?1<P2+A‘+%< alf);A_'_ af; \)_:HJ\/A

e per le equazioni di Copazzi rimaste

8(9,__(9\/Z dlog A

1
dv du 2 dw (0 +0)

29, _oVa
ov

ou

1- rx
_{—Q aq ( +<P2)

Pud forse convenire di assumere come incognite 9, =ZPX‘ e h, =3:—2; in-

dicando ora con k la curvatura di A (d«®+ do®) si ha

86, _1oAVO0,+1T—Fk 1( )810
v A oun -4 ! 2
802_laA\/‘d—192—+—1—k 1 g, g, 2loga
du A dv ty dn

Ad ogni soluzione (8,, 9,) di questo sistema ecorrisponde una V, del
nostro tipo, certo deformabile perché le espressioni delle ©,,, soddisfacenti
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78 Bompiani: Determinazione delle ipersuperficie

alle equazioni di Gauss-Gopazzi, non sono determinate in modo unico dalle
equazioni stesse.

Del resto Peffettiva esistenza e deformabilitd in S, delle V, in esame
si prova subito geometricamente.

Sopra un’ipersfera di raggio unitario si costruisca una superficie (iniziale)
il cui quadrato dell’elemento lineare sia d ¢* = A (u, v) (d v* + d ¢*). Il cono V;
che la proietta dal centro dell’ipersfera ha proprio

ds=w'de*+dw' = A (u,v) (du’* 4+ d v*) W’ + dw*

quando si assuma come parametro w la distanza del punto che si considera
dal centro. Ad ogni flessione della superficie iniziale corrisponde una de-
formazione per applicabilita della V,.

Cio vale qualunque sia A; se perd la superficie iniziale ha curvatura
gaussiana (assoluta) =1, cioé se & a curvatura (relativa) nulla considerata
entro I'ipersfera (e solo in questo caso) la varietd risulta applicabile su S,.
Basta provare che se e solo se

ﬂo_gA_*_a"logé:__QA
o’ v’

e (12,12) =0; il che & immediato essendo ora k — W = w*,

Ci si pudo domandare se insieme ad una V, del tipo esaminato esista
in S, anche una sua trasformata geodetica.

Poiche al

ds"= A (u,v) (dw +dv’) (k— W)+ dw’

corrisponde laltro

ds®= A (u, v) (du2+dfvﬂ)k;1y —}—%

per le nostre V, (W =Fk — i0*) si ha

2

” . . w* dw?
ds”=A (u, v) (du +dv)k(k—m2)+(k—wz)"’ (k20).

Per vedere se questo ds’ pud esistere in S, & opportuno cambiare il
parametro % in modo da poter confrontare il ds” trasformato con quelli gia
riconosciuti esistenti in S,.
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. __dw o _adw . 2
Posto dt—a’—w?se k=a*>0, ovvero dt_a2+w,sek——a si ha
dhs"*=A(u,'u)(alu”—lr-dfv’)w?—{—dt2
oppure

ds” = A (u,v) (dw’ 4 d2°) ﬁr:—(_._gj +d £

Nessuno di questi elementi lineari rientra nei tipi trovati, almeno in
generale; non nell’'ultimo per la presenza del senh®*at o del sen®af; non
nei precedenti essendo ora A qualsiasi.

Perd se A & tale da dare a A (dw’-+dv°) curvatura costante, il se-
condo d s’ appartiene, come s'® trovato, ad un’ipersfera.

17. Rimane da esaminare lipotesi W= costante. E evidente che in
questo caso si ha un modello del ds* in un cilindro di 8, la cui sezione
retta (in S;) ha P'elemento ds° =c A (u,v) (du* 4+ dv*), ¢>0.

Queste V, ammettono non soltanto trasformazioni geodetiche, ma anche
per parallelismo di Levi-Civita (%)). Se in particolare il ds* & a curvatura
nulla le V, corrispondenti sono applicabili su S,.

18. Riassumendo:
Le V, di elemento lineare d s*= A (u, v) (du’ + dv*)(k — W)+ d w* esi-
stenti in S, euclideo sono:
1) ipersuperficie rolonde intorno ad wuna retta (rigide; W arbitrario).
2) ipersuperficie coniche o cilindriche (deformabili; A arbitrario); queste
ammettono trasformate geodetiche in S, solo quando le superficie w == cost.
sono a curvatura costante.
3) applicabili su S;.

.19. Se l'ambiente ha curvatura costante K, =0 si hanno risultati del
tutto simili. Sempre i secondi membri delle (G,) sono nulli, mentre nelle (G,)
al posto di (12,12) e di (23,23)=(13,13) bisogna leggere rispettivamente
(12,12) — K, A* (k—W)* e (23, 23) — K, A (k— W). Si presentano quindi gli
stessi casi precedenti.

(8) Cfr. la mia Nota: Le trasformazioné puntuali fra varieta che conservano il paralle-
lismo di Levi-Civita |Rend. Accad. Lincei, 1920,].
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80 Bompiani: Deterininazione delle ipersuperficie, ecc.

Quando tutte le 0, sono determinate dal ds® si ha

Q= Qyy = Q, = 0

!

0, =0, = A (u, ) \/c (k—W)—K, (kaW)"’—% wr
w1, .
Tt W K e —W)

Q.. —

33

\/c (k—W)— K, (k—W) —% W

essendo ¢ la curvatura costante del ds* = A (du* +d v%) e W affatto arbitraria.

Quando ¢id non accade (Qy, Q45 — Q% = O, Q,, — 02, — 0) rimane A (u,v)
arbitraria, mentre si ha k— W = cos® (VK, w) oppure = cosh® (y —K, w) se-
condo che K,>0 oppure K,<<0.
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Sulle equazioni integrali non lineari.

(Dé Arrivio VeErcerio, a Cagliari.)

Se la teoria delle equazioni integrali lineari & stata ampiamente studiata
in modo da essere oggi suscettibile di una esposizione organica, non altret-
tanto pud dirsi della teoria delle equaziont non lineari, la quale si trova,
ancor oggi, allo stato embrionale. La ragione di tale differenza va ricercata
principalmente nella natura stessa dell’argomento, il quale presenta difficolta
molto gravi, specialmente quando si voglia lasciare alla questione tutta la
sua generalita.

Per questa ragione, siamo ben lontani dall’avere la pretesa di presentare
con questo lavoro una trattazione completa ed esauriente della questione;
crediamo soltanto di portare alla teoria un modestissimo contributo, che
potra forse esser seguito da altri di maggiore portata.

Il tipo di equazioni che studieremo nel primo Capitolo & il seguente:

u(s):h(s)_xf: K (s, t)f[h(t)]dt; (A)

dove u (s) e K (s, ¢) sono due funzioni note, % (s) la funzione incognita ed f
¢ simbolo di un’operazione funzionale, assoggettata a certe condizioni che
saranno specificate tra poco. Dimostreremo che per 'equazione (A) valgono
.risultati analoghi a quelli che si trovano esposti nella mia Memoria: Sulle
equazioni integrali del tipo Fredholm ('), la quale, ove occorra, sard richia-
mata colla lettera M. Dopo aver dimostrato lesistenza delle costanti carat-
teristiche e delle funzioni caratteristiche del nucleo K (s, ¢), relativamente al-
Poperazione funzionale f, passeremo a definire il sistema completo di tali co-
stanti e di tali funzioni, di cui ci serviremo poi per la risoluzione della (A).

(1) Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo, t. XLI, 1916, pp. 1-35.
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Passeremo poi a studiare nel Cap. II 'equazione fondamentale
ORI B0 By i R A PALIC) EIE

dove le ¢, ¢ ed f,(r=1, 2,..., p) sono simboli di operazioni funzionali di-
stributive soddisfacenti ad assegnate condizioni; e troveremo per essa la
formula risolutiva, tanto nel caso in cui i limiti siano variabili, quanto in
quello in cui siano costanti.

L’equazione (B) gode d'una grande generalitd, che le permette di ab-
bracciare quasi tutti i tipi di equazioni integrali sinora studiati; tra i quali
vanno, in ispecial modo, ricordate le equazioni che si presentano nella teoria
delle equazioni alle derivate parziali, 'equazione del BureATTI, nonché le
equazioni integro-differenziali dei vari tipi studiati dal Vovrterra. Tale ras-
segna si trovera esposta al Cap. III, dove dimostreremo infine che per le-
quazione

. 9(s) P
wig)=ni - § K5, 01, [h (t)]dt,
Jou(s) r=1
la quale & un caso particolare della (B), si pud avere la soluzione (che sotto
certe condizioni & unica) anche quando le operazioni funzionali f, non siano
distributive, come s’era precedentemente supposto; qualunque siano i limiti,
variabili o costanti.
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CAPITOLO L

Equazioni a limiti costanti.

§ 1.

[LA COSTANTE E LA FUNZIONE CARATTERISTICA FONDAMENTALE DEL NUCLEO.

1. Indicheremo con f un’operazione funzionale univoca, continue e sod-
disfacente alle seguenti condizioni:
19 di essere distributive rispetlo alle somma, tale cioé da aversi, per
ogni coppia di funzioni ¢ (x) e ¢ (x) e per ogni numero finito c,

fle@+d@]=r[s@]+rls @),
f[c?(w)]=cf[? (w)];

2°) di essere tnvertibile col segno & integrale; nell’ipotesi, beninteso,
che per la funzione integranda siano soddisfatte le condizioni volute perche
tale inversione sia lecita;

3%) di potersi applicare alle funzioni che qui occorrera considerare quel
numero di volte, finito od anche infinito, che sard necessario, ‘senza iniro-
durvi delle singolarita (%) ed infirmarne Y integrabilita.

Qualora 'operazione f debba essere applicata ad una funzione o (s, t)
di due variabili e per sua natura sia tale da potersi eseguire separatamente
rispetto ad una di esse (come accadrebbe se la f fosse l'operazione di de-

(%) Da questo punto di vista, le nostre operazioni funzionali si possono dividere in due
categorie: operazioni che, applicate ad una funzione gualungue, non introducono singolarita,
ed operazioni che ne possono o no introdurre, a seconda delle funzioni cui vengono applicate;
I’'operazione di derivazione, ad esempio, appartiene alla seconda categoria. Noi ammetteremo
che l'operazione f appartenga alla prima categoria, e, nel caso appartenesse alla seconda,
faremo I’ipotesi che le funzioni cui essa dev’essere applicata siano tali da non presentare,
dopo detta applicazione, singolaritd alcuna.
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rivazione, di integrazione, di passaggio al limite, di moltiplicazione per una
funzione d’una sola variabile, ecc.) occorrerd precisare rispetto a quale delle
due variabili Poperazione s’intende eseguita; e scriveremo f,[9 (s, ¢)] oppure
f.[> (s, t)], a seconda che Loperazione f s'intende eseguita rispetto alla s od
alla ¢

Avvertiamo qui, una volta per tutte, che le operazioni, cui nel presente
lavoro intendiamo riferirci, sono quelle che applicate ad una funzione gene-
rano una nuova funzione.

Sia, d’altra parte, K (s, t) una funzione reale delle variabili reali s, ¢, de-
finita nel campo a <s<b, a <¢t< b, non identicamente nulla ed in esso in-
tegrabile, nel senso di LeBEscUE; tale inoltre che il nucleo iterato (che defi-
niremo tra poco)

f. [K (s, t)] ="’ . [K (s, r)] /. [K (r, t)] dr

non sia identicamente nullo.
Supporremo da ultimo che la funzione f, [K (s, t)] risulti sinmetrica nelle
due variabili s e ¢; cioé¢ si abbia:

/. [K (s, t)} _f [K (, s)] .

Piti avanti vedremo come ci si possa liberare da questa condizione al-
quanto restrittiva.

2. Cid premesso, consideriamo la successione :
K, (s, ) =K (s, t)
K, (s, t) = |b1< (s, ") f. [K,,_‘ (r, t)]dr=':K,,_, (s, 7)f. [K(r, t)] dr. (1)
(=23, 4,...).

Ad ambo i membri délla (1) applichiamo Poperazione f, ed integriamo,
rispetto ad ambedue le variabili, dopo averli moltiplicati per f, [K, (s, £)].
Posto

U, =J'Z ‘i:f [K,, (s, t)} %2ds at,
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otterremo

U, :‘Z ‘:f [A’,I_I (r, t)] . [1(,,+l (r, t)] dr dt;

da cui, per la disuguaglianza di ScHWARZ,
DY.-:";_<— U}n—2 U‘Jn+2 ’
cioé
Yn—l g Yn;
U,
n$2
T T Yn

Uﬂn
Possiamo osservare subito che nessuna delle funzioni iterate K, (s, {)

pud essere identicamente nulla. Invero, se fosse K, (s, {)=0, dovrebbe
essere U,,.,=—0 e quindi anche U,,=0, cioe f,[K, (s, £)]=0. Cosi conti-
nuando, si arriverebbe all’eguaglianza f, [K, (s, {)] =0, che contraddice 'ipotesi.

Avendosi poi

avendo posto

U2n g UZn—2 Ui ?
cioe
Yn—l é UT b
potremo scrivere
: limy,=r,

n=00

Si dimostrerebbe poi seguendo il ragionamento dello ScumipT (°) che

.U,
lim T = U> 1.

H=0 1

. K, (st . . .
3. La successioue —”’) converge in media verso una funzione H (s, t)

1
finita e ben determinata. Gi dispensiamo dal fare la dimostrazione potendo
essa condursi in modo affatto simile a quella data dallo Scamipr. Ci limite-

remo solo ad osservare che, in grazia della relazione

. [K,, (s, ¢ U,.
llll]f f \f. BT [ K (s, ) ds d T = =Uz=1,

=00

la funzione H (s, t) non puod essere identicamente nulla.

(®) Entwicklung willkiirlicher Funklionen nach Systemen vorgeschriebener. Inaugural-

Dissertation, Goettingen, 1905.
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Essa soddisfa poi evidentemente all’eguaglianza
1 b
H® (s, t):F—J K, (s, . [H“’ (r, t)] dr;
1 a

basta infatti cicordare la seguente relazione

K,,(s, t) 1 b [ [Kans (1, B)]
B U e

dalla quale, con passaggio al limite, si deduce la precedente.
Se poi indichiamo con H, (s, t) la funzione

® .
H," (s, t):‘ K(s, rf. [H“’ (r, t)] dr:JbH“’ (s, 7} f. [K(r, t)] dr,

potremo scrivere la seguente relazione, che, per quanto precede, & ormai di
per sé stessa evidente:

H® (s, t):ril J‘:K(s, " [, [H“’ (r, t)] dr.

La costante I, e la funzione H (s, {) si possono denominare rispettiva-
mente costante fondamentale e funzione caratteristica fondamentale del nu-
cleo K (s, t), relativameute all’ operazione f.

LA COSTANTE E LA FUNZIONE CARATTERISTICA FONDAMENTALE DI g(S).

1. Sia g (s) una funzione integrabile in (a, b): formiamo la successione:
9o (8) =g (s) )
b b
g. (5) = ‘ K (s, 1) f[g,,_l (t)] d t:‘ K01 [g (t)] at('). ’ 2)

(n=1,2 3,...).

(4 Trattandosi di funzioni ad una sola variabile s’¢ omessa al piede della lettera f
ogui indicazione, non essendovi pericolo di equivoci.
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Applichiamo l'operazione f ai due primi membri delle precedenti ugua-
glianze ed integriamo dopo averli moltiplicati per [fg, (s)]:

'Z f [9,, (8)]

vo=|'!rlo. ]|l s 3)

avremo per la disuguaglianza dello ScawaRz,

V:é Vn—l If’1+1 s
C...£0,,

“as=[ flg. ®]f|g.0 0] at
Posto

avendo posto —%: C,. E poiche dalle (2) si ricava

V. V. V.-,

si pud asserire che esiste il limite delle C,; porremo percio lim C,= C.

Nn=000

E poi evidente che se f[g, (s)] =|= 0, nessuna delle g, (s) puo essere iden-
ticamente nulla.

2. Seguendo un procedimento simile a quello tenuto al paragrafo pre-

. e . 92, (8) .
cedente, si dimostrerebbe con facilita che la successione %CE converge in

media verso una funzione G (s), la quale, se non & soluzione dell’equazione

[0, yrlow]at=o,

soddisfa I'eguaglianza

G (s) :%l J‘ZKQ s, ) f [G“’ (t)] i, (%)

Potendosi infatti dimostrare che ¢=T, (Cfr. M I § 3) per avere la (4)
basterd dividere per C**' i membri dell’eguaglianza

Joura6) = [ Koo, 1) g0 (0] @

e passare al limite per » =o0. Posto poi

a0 )= KG, nr|avo)a,
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sl ha la relazione evidente

G"’(s)=%~l ( ZK(S, ) f[G‘,“ (t)]dt.

-

La costante C e la funzione G (s) si potranno rispettivamente denomi-
nare costante caratteristica fondamentale e funzione caratteristica fondamen-
tale della g (s), relativamente al nucleo K (s, 1), ed all’operazione funzionale f.

$ 3.

[L SISTEMA COMPLETO DELLE COSTANTI E DELLE FUNZIONI CARATTERISTICHE.

Operando, nel modo esposto al § 1, sul nuovo nucleo
F® (3’ t)‘——I((s9 t) —H® (89 t),

il quale soddisfa evidentemente alle condizioni poste per K (s, f) ed & inoltre
tale da aversi

LFe e 0] =r|Fow 9]0,

s'otterranno risultati analoghi a quelli ivi trovati. Arriveremo cosi a dimo-
strare con facilitd l'esistenza d’un’altra funzione H® (s,t) e d'un’altra co-
slante T, legata alla precedente dalla relazione ', <T,.

Ripetendo il ragionamento pel nucleo

F® (s, 1) = F (s,£) — H® (s, 1),

si proverebbe I'esistenza d’un’altra funzione H® (s,¢) e d’'un’altra costanter,
tale da essere I, <TI,. Cosi continuando s’arriverebbe a definire, analoga-
mente a quanto fu fatto al Cap. Il della mia citata Memoria, il sistema

(%) Si osservi che si ha, per ogni =,

fs | Kant1 (s, 8)] — ft [Kensi (8, 5)] ;
r i

e quindi al limite
fs [HY (s, ] =f: (HP (2, 5)].
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completo delle funzioni caratteristiche H™ (s,t) e d-lle costanti caratteristiche T,
relative al nucleo K (s,t) ed all’operazione f, s1» ma che risulterd formato,
a seconda dei casi, da un numero finito od infii to di elementi.

In modo perfettamente analogo, si pud definire per una funzione qua-
lunque g(s) il sistema completo delle sue funzioni caratieristiche G (s) re-
lative al nucleo K (s,t) ed all'operazione f nonché quello delle sue costanti
caratteristiche, sistema che coinciderda con quello delle T,, se la g (s) non &
soluzione di alcuna delle equazioni

[bﬂm (s, t)f[e (t)] dt—0,

Ja

§ &

ORTOGONALITA DELLE FUNZIONI CARATTERISTICHE.

Diremo che due funzioni ¢(s,f) e ¢ (s,ft sono ortogonali, relativamente
alloperazione f, se vale per esse la relazione

)

b
[o@nr [y n]ar—o
Cid posto, possiamo enunciare il teorema:

Le funzioni caratteristiche H™ (s, t) sono tra loro ortogonali relativamente
all’ operazione f;

dal quale discendono i due corollari

I. Le " funzioni H® (s,t) sono ortogonali alle HY (s,t) relativamente
aolla f.

Il. Le funzioni HY (s,t) sono tra loro ortogonali relativamente alla f.
Il teorema pud dimostrarsi con metodo affatto simile a quello che tro-
vasi esposto al § 2 del Cap. II della citata Memoria (M).

L’ortogonalitd poi delle G (s) non & che un’ovvia conseguenza del teo-
rema precedente.
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§ 5.

L’EQUAZIONE INTEGRALE DI 2% SPRCIE.

Si potrebbero ora con facilitd estendere tutti i teoremi sulle funzioni e
costanti caratteristiche, che si trovano dimostrati al § 3 del Cap. II della M.
Perd noi ci limiteremo a ricordare soltanto il seguente teorema di cui faremo
uso:

Se la funzione g (s) & definita dall’equazioue

g (s) = J":K (8,0) f {h (c)] at,
sara

g(s) = £ G (s);

v=1

e la serie del secondo membro convergerd assolutamente ed uniformemente.
Dopo c¢id possiamo passare alla risoluzione dell’equazione

b
w(s) =T (s)— xy[ K5, 01 [h (t)] at, (A)

Posto infatti
h(s)=mu(s)+g(s),

I'equazione precedente pud seriversi
)
96) = K 0 |f[u]+ r[o ]| as ©
e poiché questa ammette soluzione (se ne ammette la (A)), sard pel teorema

ricordato

gs)=13 G (s) ()

r=1

Nella (6), dopo aver mutato s in », si applichi ai due membri l'opera-
zione f e si integrino dopo averli moltiplicati per H™ (s, r); avremo

G () =2 U V¥ (s) + 2 G (s),
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cioe
GY (s) —AGY () =2 U (s). S)

In questa uguaglianza mutiamo s in r, applichiamo ai due membri Yo-
perazione f, moltiplichiamoli per K (s, ) ed integriamo. Tenendo presente
che

’QZK (s, ) [ [G‘” (t)] dt —_—|b [K (s, r) — g HO (s, r)]f'[G‘“’ (t)] dt—

o/

:["F (5, 1) f [G‘“’ (r)] dr— G (s),

e similmente che
b .
K(s, |60 ()] dr =162 (),

a

S—

otterremo
GY (s) — AT, GP (s) = AT U (s). 9

Quindi, supposto che sia 1 —2*r, -=0, dalle (7) e (8) s’avra

) »
G(v) (6):7\ Ul (S) +)‘ r, U (8)

I —3r, ’

ed infine ricordando la (7)

Y U(:‘) AT, Ug»
h(s):u (3)_}_'}\721 (s)lt)\zr (3);

che rappresenta la soluzione dell’equazione proposta.
Nel caso considerato essa & unica perché I'equazione omogenea

9 (8) =2 V[ZK(s, t) f[q) (t)] dt (10

non ammette soluzioni diverse da zero; per dimostrarlo basterebbe ragionare
come nella mia Memoria citata (M. Cap. IV, § 1).

Se invece per qualche valore di v, per esempio », fosse 1 —2*F,=0
I'equazione (4) ammetterebbe le infinite soluzioni

U(v) o0 U(lv) by T, U(v) P
h=u)— 5 3 WOEILTTE L ¢ 64,
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dove l'indice v della prima somma assume tutti i valori interi o positivi, il
solo valore n eccettuato; le Cy sono delle costanti arbitrarie e le 9, (s) le p
soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione (10).

$ 6.

CASO PARTICOLARE.

Anche per lequazione (A) vi sarebbe luogo a considerare dei casi
particolari interessanti, come sarebbe, ad esempio, quello in cui le costanti y,
del nucleo K (s, t) sono tutte eguali tra loro; perd siccome la trattazione pud
condursi in modo affatto simile a quello usato pei casi analoghi trattati
nella mia Memoria, preferiremo considerare un caso particolare, il quale
presenta sugli altri il vantaggio di non richiedere la simmetria del nucleo

f.[K (s, 1)]

Supposto che il nucleo si possa mettere sotto la forma
K(s, t) =¢(s)¢ (D), (11)

la soluzione della (A) pud ottenersi in nodo assai semplice.
Posto infatti

[4orr[om]ar=

essendo .
K, (s, t)=p K s, 1), (12)

avremo

u(s)=h (s) _xf;K(s, t)f[h (t)]dt,

A, (s):uﬁ;K(s, ) f[h (t)] dt— wﬁm (s, t)f[h (t)]dt;

dalle quali, mediante addizione, si ottiene ricordando la (12)

w(s)Fr (@) =h(s) =2 [ K (s Of [0 0)]at;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Vergerio: Sulle equazioni integrali non lineari. 93

ed anche
A

u(s)+reu, (s)="h(s) + 2p [u (8) — R (s)i .
Jd
Da questa si ha immediatamente

2w, (s)

h(s) =) + 10

La soluzione & unica se 1 —xp=|=0; in caso coutrario, affinché I'equa-
zione data ammetta soluzione, & necessario che sia u, (§)=0. Avremo allora
infinite soluzioni date dalla

»
Te(8) =1 (s) 4= ¥ C0u(8);

dove le ¢, sono delle costanti e le ¢, (s) sono le soluzioni linearmente indi-
pendenti dell’equazione

2= [ K, 07 ()] at

RISOLUZIONE DELL’EQUAZIONE (A QUANDO IL NUcCLEO f,|K (s, ¢
’
NON B SIMMETRICO.

Nel caso che il nucleo £, [K (s, t) non sia simmetrico, la risoluzione della (A)
si pud ricondurre a quella d’'un’altra nella quale il nuovo nucleo soddisfi a
detta condizione.

Supposto infatti che esista almeno una funzione MM (s, f), soddisfacente
all’equazione funzionale

K(s, {)y=f. [M (8, t)] ,

Pequazione (A) potrd scriversi:

u (8) = —lf f,[M 8, t)] [h (t)] (1%)
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e se inoltre poniamo

W (s) = 1 (s) — xt[ I;f, [M (¢, s)] f [u (t)l dt,

avremo per la (14)
W (s) = h (3) -xf if, [M (s, t)] f [h (t)] dt —1_“';;: [M (®, s)] f [h, (t)] at+

]
S f £, {M (¢, r)]f[h (r)] dr.
Scambiando ¢ con r nell’'ultimo integrale

b

w () =h(s) waa }f,[M(s, t)] 4, [M(t, s)]_

— f Zf, [M(r, s>] it [M (r, t)] d r% f [h (t)] it,

ovVVero
~b
wis) =) —f K s t)f[h (t)]dt; (15)
dove il nucleo

K'(s, ) =1, [M (s, t)} S [M(t, s)] — [ :f, [M (r, s)} i, [M (r, t)] dr

¢ tale che il nucleo f, [K' (s, t)] & evidentemente simmetrico, qualora si faccia
Pipotesi che le operazioni f, ed f, siano invertibili; cioé che sia

o o) =1 a6, 0).

E poi evidente che ogni soluzione della (14) lo & anche della (15); di pitt
se la prima & omogenea, lo & anche la seconda.
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§ 8.

ALTRA FORMULA RISOLUTIVA PER L’EQUAZIONE (A).

Applicando all’equazione (A) il metodo delle approssimazioni successive,
si arriva con facilita alla soluzione

P =¥ u. () (u (5) = 'ilx 6 0f [u (t)] dt); (16)

la quale, quantunque soddisfi formalmente 1'equazione ‘proposta, ben rara-
mente potra esserne una soluzione effettiva, non essendo in generale soddi-
sfatte le condizioni richieste per la sua convergenza.

Possiamo tuttavia ricercare qualche condizione sufficiente.

Supposto che sia |u (s)| <<m, |K (s, t)| <M e P'operazione f sia tale da
aversi per ogni funzione X (s).

t[rw]|<alre| (17)

dove 4 & una costante arbitraria, ma positiva, avremo
|u, (8)| << M" A" (b — a)" m;

e si potrd dire che la serie (16) & convergente se per || sard soddisfatta
la condizione

Qualora la serie (16) non risultasse convergente, essa sarebbe perd
sempre utilizzabile, perché & sempre sommabile nel senso del Borer (°).
G. Sannia ha infatti dimostrato (") (nel caso che f sia 'operazione identica)

(6) E. BoreL, Legons sur les séries divergentes, Chap. IV (Gauthier-Villars, Paris).
() Risoluzione dell’equazione di Fredholm con serie assolutamente sommabili del Borel.
Rend. Acc. dei Lincei, vol. XXVIII, 8. 52, 2° sem., fasc. 11, pp. 429-433.
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che il campo di validita della (16) ¢ la striscia limitata dalle rette parallele
all’ asse imaginario (reale) condotte dai punti caratteristici pin vicini all’ori-
gine, e da bande opposte rispetlo a quest’asse se i valori caratleristici sono
tulti reali (imaginari), sotto l'ipolesi che la K (s, f) sia limitata e continua
nel campo considerato, pur non escludendo che possa presentare delle linee
di discontinuita, tali perd da essere incontrate in un numero finito di punti
dalle rette parallele agli assi coordinati. Questo teorema vale ancora, senza
modificazioni di sorta, se la f non e piu l'operazione identica, ma invece &
quella definita al § 1, purche la funzione f, [K (s, {)] sia limitata e soddisti,
circa la continuita, alle condizioni poste per K (s, f).

Dopo cio, possiamo dire che la (16) ¢ sempre utilizzabile per ogni A
contenuto nella striscia pilt sopra definita. E poi superfluo aggiungere che
la (16) non richiede affatto la simmetria di £, [K (s, #)].
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CAPITOLO IL

Equazioni integrali a limiti variabili.

§ 1.

J/EQUAZIONE FONDAMENTALE.

1. Consideriamo ’equazione

) P
¥ K;@,Qﬁ[h@th (B)

4s) r=1

o(s

wis) =41 ¢ |4 |n )| ] -2

dove, per brevita, abbiamo scritto & e g in luogo di h (s) e g (s). La funzione
nota u(s) & supposta continua ed integrabile in un intervallo y e le K, (s, f)
integrabili nel campo I, limitato dalle curve t=g (s) t=u (s) e dalle ordi-
nate estreme dell’intervallo y.
Faremo le seguenti ipotesi:

1°) le operazioni funzionali ¢, ¢ ed f,, supposte continue ed univoche,
siano distributive rispetto alla somma e non introducano delle singolarita (*);
soddisfino inoltre, per ogni funzione y (s), alle seguenti condizioni:

\

IN

,?}M] Alrs)|,

¢lr@|, =t 2. (19)

IA

A

IN

BX()(();

2@ — [

(8) Veggasi, a qilesto proposito, la nota (2), pag. 83.

(%) Per alcune operazioni distributive, quali integrazione tra limiti finiti, la moltiplica-
zione per una funzione ecc., le condizioni (19) possono essere verificate qualunque sia la
funzione x (s); per altre invece, come per la derivazione, il verificarsi delle (19) pud dipen-
dere anche dalla natura della funzione cui vengono applicate. Volendo lasciare alla gquestione
la massima generalitd ed evitare, per quanto & possibile, la trattazione di casi particolari,
la quale finirebbe col complicare maggiormente I’argomeuto, gia di per se stesso abbastanza
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dove 4, B e C sono tre costanti finite e positive ed assoggettate alle con-
dizioni
A<< i, B<<l, Ae«<<l;

¢ essendo un numero positivo, il cul significato sard precisato tra poco. Il
segno d’uguaglianza potrd valere per alcuni od anche per tutti i valori di s.
Affinche la terza delle condizioni (19) possa sussistere qualunque sia s,
dovra ammettersi che Poperazione ¢ non introduca degli zeri. Riguardo a
queste operazioni, faremo ancora l'ipotesi che le funzioni, cui queste devono
venire applicate, siano tali da consentire che tale applicazione venga effet-
tuata quel numero (finito o no) di volte che sard necessario.
2°) Posto '

g[ﬂ(é‘)]zge(a*); ggg[g(s)]sz (8); ...

esista finito e determinato il lim' g, (s) ed inoltre la funzione

n— oo

>

’ g.(s) —p. [gn_, ( s)]

supposta integrabile in 2, soddisfi alla condizione

g, () — i [g <s>] | <),

dove ¢ &€ un numero positivo e tale da aversi 4e<< 1.
3% qualunque siano r ed n, si abbia | K, (g,, )| <<, entro il campo T,
e la successione u [g, (s)] sia limitata.
[ risultati, che ora andremo esponendo, valgono anche se la funzione
u (s), e di conseguenza anche la & (s), siano funzioni, oltre che di s, anche di

complesso, ammetteremo che le condizioni (19) siano verificate almeno per le funzioni cui
le suddette operazioni vengono applicate.

Osserveremo tuttavia che, nella pratica, si potrd spesso prescindere dalle condizioni
(19), o da alcune di esse, qui poste per garantire la convergenza di certi ‘sviluppi in serie
e sostituire ad esse altre condizioni, suggerite dalla natura dell’equazione da risolvere, le
quali assicurino ugualmente la validitd dei risultati ottenuti. Questo potra farsi se, per
esempio, 'operazione ¢ & tale da ammettere 1’inversa; perché allora le equazioni ¢ |k (s)] =19 (s),
che noi dovremo trattare, si potranno risolvere spesso con facilitd, senza ricorrere a sviluppi
in serie e senza richiedere percio il verificarsi della terza delle condizioni (19).
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altre variabili x, y, #,... definite in un certo campo I per ogni valore di s
in y; e le operazioni ¢, ¢ ed f, siano il risultato di una od anche piu opera-
zioni eseguite, rispetto ad una o piu delle suddette variabili », ¢, 2,...

2. Cerchiamo di risolvere 'equazione (B) mediante una soluzione della
forma,
h(s)=he(s)+h(8) +hy(s)+--+N(s) +---

Usando il metodo delle approssimazioni successive otteniamo le seguenti
equazioni, nelle quali per brevitd scriveremo g invece di g (s):

b o] = o (00 @] = u o)

rgis) p
"0 8 Ko 07 b 0] at,

J s r=1

b [1n )] = [410 @] =
y @] = e fptn @)= [ & K5 0h|nw)]at

J u(3) r=l

— ¢yl =2[" & K6 0f[n 0]

(s) r=1

y [l»n(;)

-
J
Per avere le h, (s) dovremo percio risolvere le equazioni

[ )] = o[ Bhetg0] = 0. ) ]

(21)
v=0, 1, 2..) \
dove

3)

®, (5) =X 'i( $K.(s, 0)f, [h (t)]dt.

(s) r=t

Nella (21) mutiamo s in g (s) successivamente ed applichiamo ad ambo
1 membri Poperazione ¢. [ndicando con ¢, 'operazione che risulta applicando
la ¢, » volte di seguito, otterremo:

y[me)—e ) m@]|]=no,

o |41 01| =541 0] =2 [ )]
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o0 |10 (0] | — 90 [4 100 (00)] = . [ 32 00|

Pus [4} (7. (g,._l)l] — 9 [LP [y (g..)]] =Qu_s [m, (gn_l)];

dalle quali, mediante addizione membro a membro, si deduce

1 )] = 0 [40 (@]] =09+ 2 [0, )] +

-+ P, [th, (ga)] R o Pu_i [q’v (gu—l)] .
Ora avendosi

o ol <o ]

supposto che il secondo fattore del secondo membro abbia un limite supe-
riore finito indipendente da n, sara

oo <]+

lim [[h, (g,,)]” 0,

n=o0

Avremo cosi
o[ @)= @ oo @] ta[n )t fno] o @)

3. Per il seguito ci sard utile avere per le ¢ [k, (s)] delle espressioni
maggioranti, che noi ora andremo a calcolare.

A tale scopo, consideriamo anzitutto la serie che c¢i da ¢ [k, (s)]. Pomhe
®,(s)=mwu(s), si ha

¢ [ho(s)] =uls)+¢ [u (g)] -+ ¢, [u (gz)] 4
e quindi posto, per ogni =,

| (g,) | <<m, —jl

sara

[9[h ()] | <<m+Am+4Am - =— =ma.
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Ora osserviamo che, dalle condizioni poste per I'operazione ¢, discende

[z (s)]1= (1 — B){y(s)|, e quindi pel nostro caso, posto 1—_1~_£5,

da cui

ko (5) < aBm. (23)

<8 [ b [ho ()]

Per la funzione ¢ [h, (s)], usando una notazione abbreviata, potremo

scrivere

NN 0™ 2 r oyl
s[me| =[S rmae) [t S mgarf+

+%hf’§mﬁmw4+~-
Julg) 1

per cui, ricordando la (23) e ponendo [X]|M Cp=p, avremo pel termine ge-

nerale

0.2 ’ LKf[h]dt"</1"|x|zt[0p«am [ +'dt|<
f #(gn) 1 #(gn)
<d"pafin F”dtlﬁp‘lﬁmfl"s" sl
: JO
e quindi

l‘HhJ (s)] <p°¢ﬁm|8|-[l+A5+A2’a”+~-]=ltﬂ |s

Analogamente per la funzione

4»[m(s)]:xjigjlf,ﬁ,[lzl]dt+q>}x j’g;ﬁf[h dt:+

'gs

. +%31JM92)LK“ Jatl+4- ..

coll’osservare che, per una relazione analoga alla (23), &

ocpm

hl ’< B’ ls,

<Bl¢

‘h (s)
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s’oltiene

7 %1jg”+‘§1(,.f,[h,]dt”< A" M| M op;‘*’_“fa " dt<

J plge) 1 wlgn)

A" am p? s’

0.2 n
<1——Asp 91 °

e di conseguenza

lJ;[h( ]l<amﬁ” P ls 2[[—Q—As—+ A% e* 4 ---}:am(l—i,i—a)‘,—;—;.

Avremo cosi in generale

Y] () <<am (l _BPA 8)” f—;; ' (2%)

4. Per avere le funzioni h, (s) non resterd ora che risolvere le equazioni
4 ] =re, b=01,2..) (25)

dove le F, (s) rappresentano le serie che figurano nel secondo membro delle (22);

e che, per quanto precede, sono assolutamente ed uniformemente conver-
genti.

A tale scopo, possiamo operare come segue. Poniamo
By (8) = Fy (s) + o, (s)

e sostituiamo questo valore nella (23): otterremo l'equazione

o @] =79 — 4[] (26)

che ¢ della forma (25). Posto

o (8)=F,(s) —¢ [F, (s)} + , (8)

e sostituito questo valore nella (26), si trova

bon ) | =) — 24 [ B @]+ B ).
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che, usando una notazione abbreviata, pud scriversi
o 00| =1 =9[R )]
Analogamente, posto ancora

0, (5)= (1 =" [F. (9)] + . 5,

s’otterra
o)== |7 0)];
cosi continuando avremo formalmente
() =F () + (1= [ &)+ (1 9 [P )]+ (@7)

I facile perd dimostrare la convergenza di questa serie. Si ha infatti
per la (24) ’

F, (s)

— } v [h,. (s)} ‘.< @m (1 L ) 0

e per la terza delle condizioni (20)

(= [F )]

. Be \ si”
<B am(]—As) v’

sard quindi

’

<wn(1 _‘iPAE) i8] [1+B+B”+ ]< umﬁ(%—s)"%y- (28)

Iy (s)

Questo dimostra che la serie in questione & assolutamente ed unifor-
memente convergente. Dalla (28) discende poi anche quella pure assoluta

[+-]
ed uniforme della serie ¥ h,(s), la quale ammette come serie maggiorante
y=0

acmﬂ:go (1_?9445) |i|l"
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§ 2.

UNICITA DELLA SOLUZIONE.

Dimostriamo ora che la soluzione trovata & unica. Supposto che esistano
due soluzioni distinte, la loro differenza yx (s) dovra soddisfare ’equazione
9(9)

9=4/[x(8)]—?[t’r[x(g)]} —lf () ﬁlKr(s, t) f,-[x (t)]dt,

J u(s) r=

la quale pud risolversi col metodo usato per la risoluzione dell’equazione (B).
A tale scopo scriviamo

™ & Keorfiw]a

pis) r=i

¢ [x (8)] —¢ [4) [x (g)]] =1

e dopo aver mutato s in g (s) applichiamo successivamente 'operazione g:
¢ {'P [x (g)]] — ¢ [4, (x (g;)]] =¢ [4> (g)J,

%, [¢ (x (gz)]] — 9 [4' [ (gs)]] = ¢, [4) (gf.»)] ,

Pt [¢ (x (gH)]] — 9. [’4/ (% (g,‘)l] = Py [4’ (gﬁ_x)} ;

avendo posto

o (s) = }\J‘g(s)

B K5, 0f. 1))t (29)

u(s) r=1
Sommando s’ottiene |
v [X(S)] = (s) ¢ [«b (g)] + 9, [q> (gz)] e
essendo

i |24 11 0] | =0
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Per la condizione posta per 'operazione o, sard
p D,

vl <|o@]+a|o @)+ 2o @]+
e posto | 3 (s) | <<s, avremo anche |
\<b(g,,>|<mnwpo f:’gﬁ_ldt\<pos" Hsl;
e quindi
e | <ealsi[t+ e+ are o = 2o s,

dalla quale deducesi, per una relazione analoga alla (23),

o)< 2 st

Sostituendo questo valore a g (s) nella (29) s’ottiene

_poB sg' .8
P <marenf e < g g
e quindi
sp’ §° 2 2 cpﬂ \3\2'
\‘Jt’[)(.(s)] <ai_——A_sW[l+As+,A e . ] (l—A o Ik
da cui

| <o) o

Sostituendo nuovamente nella (29) a y (s) questo valore, si troverebbe,
cosi continuando

\Ll»[x(S)] <o(—1£_—BA—s)~Z—‘!";

e quindi anche
0B \lsP,
(S) <6( AE\) W’

e poiche il secondo membro, al crescere di % tende allo zero, sard |y (s)|=0.
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§ 3.

L’eQuAzIONE (B) A LIMITI COSTANTL

E evidente che, con leggere modiﬁcazioni, la trattazione suesposta si
adatta anche alla equazione del tipo B, a limiti costanti,

wi) =4 [n@] o[ 410 N1] = YA 0] as

Ja r=

che s'ottiene dalla (B) ponendo p(s)=a e g(s)=0b.
In questo caso si ha infatti, per lo sviluppo

‘1'/[7% (8)]=u(s) +?[24(s):)+502 [u(s)]—{—...,

: . . 1 1 .
per cui, ricordando che abbiamo posto —i—* ed T =4, s’ottiene
! m .
’ ¢ [h, (s)] <———1 — =m «;
da cui, per la (23),
ma
ho(S) <1_~B:1‘8m

Cosi pel termine generale dello sviluppo di ¢ (%, (s)] si avra, ponendo
b—a=14,

‘P~2x [b }’SIK,_(S, t)f,,[ho(t)]dtH<A"))\ MCpSaBm—=A"pSapm,

a r=

per cui

<maBpd[l A+ A"+ ]=mipaB;

j«ra [, ()]

e quindi anche

lh,(s) <mdpatPi
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Analogamente, pel termine generzle della serie che definisce ¢ [k, (s)],
avremo:

»
%zﬂ %B;w,Hﬁwqm]d4‘<ﬂlyM.Cp8A%m89ﬁﬁﬂ==

= A"m p* 8" «* i}

e quindi
|Mm®]<mf¥fWU+A+£+m]=mf¥£&
da cui
| h2 (8) <m pg 0% ot ‘93,
ed in generale
ho(s)|<<maf(pdaB).

- :
La serie ¥ hy (s) ammette percid per serie maggiorante

y=0

(o]
mpPa ¥ (pdap),
n=0
la quale sard convergente, se si potra fare in modo che sia

pdaf <l

§ 4
ALTRA FORMOLA RISOLUTIVA PER L’EQUAZIONE (B).

Per la risoluzione dell’equazione (B) si puo usare anche un altro me-
todo, il quale, se da un lato ha lo svantaggio di rendere pit difticile la ri-
cerca delle condizioni per la validitd dei risultati cui esso conduce, presenta
perd dall’altro il vantaggio di essere teoricamente molto pill semplice, e di
potersi inoltre usare per equazioni ancora piu generali di quelle del tipo (B),
e sotto condizioni meno restrittive.

Faremo la sola ipotesi che le operazioni ¢, ¢ e f, siano distributive e
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non introducano delle singolaritd. Poniamo

h(s)=u(s) 4o, (s);
sostituendo questo valore di & (s) nella (B), otterremo

@ =4fo @] —o[vio @] =27 EE6 050 ]t 60

Jous) r=1
avendo posto

w(s) = (®) — 4[] o [4[u (9] —> J”i"’) $ K. 0. [u (0]t

(s r=1

Similmente, se poniamo

o, (8) = u, (s) + o, (s),

e sostituiamo nella (30); otteniamo l'equazione

w6 =400 e [plo @] =27 K65, 1[0 0] at

126

cui deve soddisfare w, (s) e dove

e (8) = 10, (5) — [ul (s)] o [q, [, (g)]] _ x‘( “’(()) K6 or [u (t)] at

i3

Analogamente, posto
0y (8) = U, () + 4 (9),

e sostituito questo valore nella precedente uguaglianza, otterremo un’equa-
zione analoga alla proposta, cul deve soddisfare o, (s). Spingendo l'opera-
zione all’infinito, avremo formalmente

h(s):u(3)+ul (8) + U, (8)++“n(s)+ )
la quale puo anche scriversi

h(s)=u(s)—}—F[u(s)] +- F, [u(s)] —}——l—F,,[u(s)]—{—,
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qualora si convenga che F rappresenti I'operazione

t—¢ e —2[" $ K5 01,
Jp(s) r=l
e che venga sostituito g(s) ad s prima di applicare 'operazione 9 [4].
Restera ora a vedersi sotto quali condizioni la serie trovata & conver-
gente; tale ricerca perd & tuttaltro che facile, data la larghezza delle ipotesi
fatte sulle operazioni ¢, ¢ ed f.. Ci limiteremo percid soltanto a notare che,
se lu (s)|<<m e l'operazione F risulta tale da aversi

o

la serie trovata sard uniformemente convergente.

<< a"m, 0<<a<l)
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CAPITOLO TIL

Casi particolari notevoli dell’equazione fondamentale.

$ 1.

Equaziont p1 12 sprcrr.

2) L’equazione di 1% specie

u (s) _J S K, (s, {) f[h(t)]dt,

g(s) r=1

che, nell’ipotesi p =1, f,=1, si presenta nella teoria delle equazioni alle
derivate parziali del 2° ordine, e nella quale supporremo che le funzioni u (s)
g (s) e K,(st) siano derivabili almeno una volta rispetto ad s, derivata ci da

l'equazione
W= K6 9[- g £ K6 ar[re]+
r= r=1

(s) " (s
+f0 § D ] et

Jogor=t 08

la quale, quando si ponga
4 /
Y=X K.(s, 915 ¢ M =g (s) ¢,
(intendendo col simbolo ¢, che prima d’applicare I’operazione ¢ si debba
mutare K, (s, s) in K, (s, g)) € un’equazione del tipo (A).

Ad essa quindi si potrd applicare il procedimento analitico esposto nel
Cap. II, qualora siano soddisfatte le condizioni ivi enunciate.

g) L’equazione

u(s)=J‘ § K.(s, 0) ,[h(t)]dt, 31)

0r=0
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che & un caso particolare della precedente, mediante derivazione si riconduce
immediatamente alla forma (B), quando si ponga

oK, (s, t)

V=3 K (s 8)f; —57—=H(st

|I b

e si supponga che l'operazione ¢ sia un’operazione nulla, cioé tale da essere
qualunque sia y (s) ¢ [x (s)] =0. S’ottiene cosi I'equazione

s p
W (s) = ¢ [h(s)]+ |0 S H.(s, ), [h(t)} dt.
Essendo nulla 'operazione ¢, non rimarrd che da risolvere le equazioni

y [ho (s)] — ' (s) .

¢[h,(s)] =J0 éoﬂ, s OF. [h (t)]dt (=1,2 3,..)

mediante gli sviluppi trovati al Cap. III, nel caso che siano soddisfatte le
condizioni di convergenza

Se fosse f, = —é’ +——» dalla (31) si avrebbe, come caso particolarissimo, l'e-

quazione studiata prima dal BureaTTi (*°), e poi in modo esauriente dal
Lavgesco ().
In tal caso le equazioni (32) diventano

K, (s, s,a R (8) + K,y (s, s)a:_ By (5) -+ K, (s, s) T (s) +

s P (9
4K, (s, 8) B (s)— f "3 H(s, O 7phe ()

ot
e si potranno risolvere, sia ricorrendo alla teoria delle equazioni differenziali

ordinarie, sia agli sviluppi in serie gid trovati, se questi saranno convergenti.
Se non fosse lecita o conveniente la derivazione della (31), questa po-

(*) Rend. Acc. dei Lincei, 1° sem. 1903 (due Note).
(1) Sur Véquation de Volterra (Journ. de Mathém., t. 1, 1908, p. 171).
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trebbe ricondursi ugualmente al tipo fondamentale scrivendo
w (s) =[s K (s, ) f, [h (t)]dt+ 0 S K. (s, )], [h, (t)]d t,
JOo r=l

intendendo che sia

¢ EJO Ky (s, 0) fo.

Questo metodo ha sul precedente il vantaggio di poter far comparire
nell’operazione ¢ quella, tra le funzioni K, (s, f), che piu si presta per la con-
vergenza delle serie che devono risolvere 'equazione proposta. Nel caso del-
I'equazione del BureaTTI, avremmo cosi da risolvere le equazioni

¢ [h (s)] — J 0 K, (s, 1) ho (t) dt — u (s),

s s 2 o
¢[h, (b)]: LAO (@ at={" £ K (0t 0 dt,
v=123...)

che sono tutte equazioni di VoLTerra di 1* specie. Da queste si potranno

[
avere le h, (s), riserbandoci di discutere poi la convergenza della serie Y &, (s).
v=0

§ 2.

EQUAZIONI INTEGRO-DIFFERENZIALI,

Nel tipo (B) rientrano anche le equazioni integro-differenziali dei vari
tipi studiati dal VoLTERRA.
Invero, se si pone p(s)=0, g(s)=s,
P B & &
SRR

0_9?-_'_:—97+W’ flane; fe EpY

Il
Il

a?
"PEAE faEb_z—g’

e si conviene che 'operazione o sia identicamente nulla, la (B) ¢, da subito
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Pequazione fondamentale del tipo ellittico

u(s)=208,h(s) —
& &
[R5 B )+ Ko (5,0) o 0+ K (5,0 e ()]

dove la funzione nota u(s) e 'incognita % (s) sono funzioni delle variabili
x, ¥, 2,8 definite, per ogni valore di s nell’intervallo y, in un dato dominio
e dotate delle derivate parziali seconde.

Come esempio consideriamo l'equazione integro-differenziale del tipo
ellittico

(e 4 +e*) s=A, h(s) —
—if[en G0 e S ae
Qui abbiamo
[1 - q,] u(s)= [1 - Ae] (€ e 4 ) s = (1 —c*) (e + €¥ + €%) s;
ed in generale
[1 - ‘P]” (6" +e? 4 ") s = (1 —¢*)" (e + e + €7) s.

Supposto che sia | 1 —¢*| << 1, avremo per la (27)
hy(s)=(e"+e*+e")s+ (1 —c’) (e + e +¢7)s+
+ ({1 —c) (e +e*+e7)s+ -
. ecz_i_ecy_l_eczs
c? '

Appresso, essendo
q;[hl (s)]zxf [( t)t”‘h () | (g t)¢9”h ) 4 oy Tl (t)]

—=Xevs tﬁdt+ke"¥sJ Pdt+res [ Pdt—=2e= -

st

°~l

—+ Ae? 3—|—‘Ae §’
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avremo per la (27)

e”’.s e” s°

e 5
B (9) =2 g +2 g T g

Analogamente

¢|:h2(s)]—_—)\v“;[(st) I l) | (g P ) a AUNRPN ,()]dt_—_

_ . ecr S‘I 2ecy69 )\2 evz sll ,.
O L o B
7\2 ec.z‘ S'I )\2 89 l? cz S“

hm)=-—ggst g7t w33

Nello stesso modo si troverebbe

)\3 er:r 310 13 ecy 818 )\5 ecz 816

W) =359 ¢ 3711 T & 3813

avremo cosi la soluzione

h(s) = Ehv(S) e {3—1—7\ —})\25 b+)\ 3.86.94_...]_},

v=0

)

-+ [s+““+” W e T ]+

16

ecz SG . sll . s
‘*?[“”Efrl ssthyE T

§ 3.
EQUAZIONI DI SECONDA SPECIE.

1. Nella (B) ponendo ¢ =0 e -y =1 si ottiene 'equazione

w(s) =T (s) —2 f i(()) él K.(s, ) f. [h (t)] dt
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Essendo qui ¢ [h, (s)] =h, (s), avremo, suppostlo che sia ‘ g(s)—p(s) < s,

ko (s) = u (s),
he(s) =2 (" % K. (s, 1 f,[ iy (t)}dt:l[ LK 0, [u (t)]dt,

us) r=1 (s) r=1

By (5) = 2? ['g(:)) §1 K. (s, O)f. [h (t)]dt —

o U(8) T==
"9(s) P gty p
=" & ks, t)dtf,.“ Y K., r)f,,,[n(r)}dr ,
J o8y r=L oty m=1
e quindi
rgls) p :
h(s)=u(s)+xj ¥ K (s, t)f,[u(t)}dt—}— 2
. M(s) r=1

e |

{g(t: § K, (¢, ) fm[“ (T)] dr

Jopl) m=t -

g8) b
+z*[ S K.(s, )dif,

Jou(s) r=1

dove la serie del secondo membro, sotto le condizioni poste, sard assoluta-
mente ed uniformemente convergente.
Se nell’equazione precedente poniamo u(s)=0, g(s)=s e p =1, ritro-
viamo, come caso particolarissimo,la soluzione dell’equazione del VoLTERRA (**).
Se invece fosse p(s) =a, g(s) =05, con a e b costanti, posto |u(s)|<<m
e ricordando le condizioni poste al Cap. II per I'operazione f,, si otterrebbe
dalla (34): '
h(s) <m—+ |\ MCw(b—a)+ |X*M Cmb—a) +
+ APMCmb—a))+- - -=m[l+ X MCD-—a)+
+ A'MPCP(D—a) +(APMC(D—a) + -]
In questo caso, la convergenza sard assicurata se

I\ MC(b—a)<l.

9. Per l'equazione (33), ora considerata, si pud avere la soluzione
anche prescindendo dall’ipotesi finora fatta che le operazioni f, siano distri-

() V. VoLTERRA, Legons sur les équations tntégrales, efc. (Gauthier-Villars, Paris, 1913),
p. 45 e seg.
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butive. Supposto
K, (s, B)<<M (r=1,2,...,p); g —p@6) <'s <z |

e che le operazioni f,(r=1, 2,..., p) siano derivabili almeno una volta,
limiteremo la nostra ricerca alle funzioni % (s) tali che le funzioni f, [h (s)] e
le loro derivate f', [k (s) + o (s)), rispetto ad & (s), si mantengano, in modulo,
inferiori ad un numero finito m, per ogni valore di s nell'intervallo y e per
ogni funzione |w(s)|<Cs; dove ¢ & un numero maggiore dei termini della

successione ~—=— ( ) (n=0,1, 2,...) ed « rappresenta le quantita

Per risolvere Vequazione (33) useremo il metodo delle approssimazioni
successive. In prima approssimazione poniamo

b (s) + o, (s) =u (s);
I’errore che si commette
g(s)
o= [ § K05, £.|n (0] at
H(s) r=1
soddisferd alla relazione
o, ()<< X pMm|s|;
cioe
[o, (s)[<alsl (35)

Se in una seconda approssimazione poniamo

I (s) + @ (s):u(s)—}—l‘w) S K.(s,0)f [h(t)+m, (t)]dt;—

u(s) r=1

_—_u(s)—}—)\f %K(s t) f, { (t)]

u(s) r=t
Ierrore commesso sara

L)

o, (5) _—_1_[ Z((; éiK,. (s, {) ; f [h ) + o, (t)] —f [h (t)] z at.
E poiche

10 o 0] £ [ro] = 1w @] 2[00 + 00 0) <1601 m
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con 0 <,<TI, avremo per la (3)

lo,(5)| < |\ Mpma

9(s) .08 I”
1t|dt\<1x|MpmaH tat]<e'y)

#(s)

In terza approssimazioue, poniamo

(s) 7]
h(s) oo =) [0 E K6 0L 1o +eb]ai=

=u(s) —{—'A' ) K. (s, V) f. zu(t —i—l[ o) iKm(t, r)fm[u(r)]drz;

ws) r=t u(t) m=t

I'errore che si commette

wa(s)::')\“ ©

“(s) r=t

S K. (s, t)g [h(t)+ wz(tjl~f[h(t)]gdt__

_—:)\J.Q(S) }é K, (s, t)w, (£) ', l:h )+ 0, o, (t)]dt,

uws) r=t

dove 0 <C ¥, <!, soddisferd alla relazione

~g(s) 42 3
[ flcold

Jun 2! 37

g (8) 31

<))\!Mpmoc2

Cosi continuando, s’avrebbe in generale

in

m"(s)}<a”l;|

e quindi
lim}w, (s)|=0.

n=x

Se si indica con F l'operazione
.\ C9(s) P
F=u()+3|" % K.(s 0f,
uis) r=t .
la soluzione trovata pud assumere la forma
h(s)=lim F,[u(s)) (36)

Se le operazioni f, fossero distributive, si ritroverebbe la (34) del § 3.
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3. Anche qui si pud dimostrare che la soluzione trovata e unica.

Supposto infatti che esistessero due soluzioni distinte &, (s) ed &, (s), la

loro differenza y (s) soddisfera l'equazione

ro="" & ks 0)r[no]-r.no]|a
per cui posto

fo 0] = i 0] = [ = nw] oy o) nw -6 =

— 17| h 0920,
avremo
(o) »p ,
AUESTINe R AT POVANURS IO
Supposto che sia
e <as f b 02| <ms a|apm—p

savrd

. 9(s) " s)

\x(s) <\)\\Mmch )dt\<a@ ‘ dtlzcﬁls.
Ja

s

Sostituendo nella (37) alla y (!) questo valore si troverebbe

\x(s)‘§<k)\\Mmp6(3 Jﬂ\j]t (U\:c[ﬁ*%lﬁ;

e ripetendo 'operazione

3

\x(b‘) <0ﬁ3§—‘!-

Cosi continuando, s’arriverebbe alla relazione

)| <ap L
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di cui il secondo membro, al crescere di n, tende allo zero: sard quindi
% (s)=0.

4. Se la condizione ‘ g (s)—p(s) {g(s) non fosse verificata, posto allora

99— w0

<,
s’otterrebhe
[0,(s)| <<AMmpv =«

J o, (8) | < a®;
ed in generale
[, (8)1<Tam

Percido l'errore o, (s) tenderd allo zero, se si potrd fare in modo che
sia a<<1; cioe
1

W <3rmpv (38)
5. Se nell’equazione proposta fosse w(s)=a, g(s)=2> con a e b co-
stanti, la (36) ci fornirebbe ancora la soluzione cercata se, posto b —a =y,

fosse soddisfatta la condizione (38).
Noteremo infine che per u(s)=0 la (36) si riduce ad k (s) =0. Sup-
posto che le f, siano tali da aversi f, (0) =0, potremo asserire che l'equa-

zione omogenea
9(s)

S K, (s, 1) f,[h (t)] dt

n(s) r=1

g(s)=12 f
non ammelte, qualunque sia A, soluzioni diverse da zero qualunque siano i
limiti, costanti o variabili.

Cagliari, febbraio 1921.
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Sopra due teoremi di Dirichlet.

(Di ALBERTO MaRI0O BEDARIDA, a Genova.)

1. DIRICHLET, nella sua classica Memoria inserita nel volume n.° 24 del
Giornale di Crelle: « Recherches sur les formes quadratiques a coéfticients
et & indéterminées complexes », ha dimostrato i due teoremi seguenti:

a) «Se D ¢ un intero, razionale, positivo e non quadrato ed H é il nu-
mero delle classi di forme a coefficienti interi complessi, nel corpo K (\/_—_1), a
determinante D, primitive di prima specie, ed h,, h, sono i numeri delle classi
di forme o coefficienti inleri razionali, rispettivamente a delerminante D e
— D, primitive di prima specie; si ha: H=—=2h, h, oppure H="h, h, secondo
che UVequazione indeterminata * — D u’ — — 1, ammette soluzioni intere razio-
nali oppure no ». :

b) «Se D ¢ un intero, razionale, positivo, il cui doppio non sia un qua-
drato, ed H & il numero delle classi di forme a coefficienti inferi complessi,
nel corpo K (\/:—l), a determinante © D, primitive di prima specie, ed h,, h,
sono i numeri delle classi di forme a coefficienli interi razionali,, rispettiva-
mente a determinante 2 D e — 2 D, primitive di prima specie; si ha: H=h, h,
oppure 2 H=—"h, h, secondo che Vequazione indeterminata t* — 2D u’ = —1,
ammelle soluzioni intere razionali oppure no ».

Questi due teoremi chiudono la Memoria e, giustamente, sono conside-
rati tra i pitt belli della teoria delle forme a coefficienti e variabili interi
complessi, cioe¢ della teoria delle forme aritmetiche di DiricsLeT. La loro
dimostrazione risulta da considerazioni di Aritmetica analitica. 1 teoremi a)
e b) furono inoltre dimostrati con considerazioni di Aritmetica pura da
HiuserT, nella Memoria « Ueber den Dirichlet’schen biquadratischen Zahl-
korper » (Math. Ann., 45 Bd.), come un’applicazione della teoria dei generi.

Noi ci proponiamo, nella presente Nota, di dimostrare come il teorema b)
si possa ricondurre al teorema a), mediante considerazioni di Aritmetica pura,
senza cioé ricorrere ai mezzi che offre la Teoria dei Numeri, quando vi si
introducono considerazioni di Analisi. Precisamente, ci0o risulterd, in modo
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assai semplice, riprendendo alcuni studi sopra le forme aritmetiche di Dr-
RICHLET, dal punto di vista dell’Aritmetica pura, dovuti al prof. BiancHI e
pubblicati nella Nota: Sulle forme quadratiche a coefficienti ed a indetermi-
nate complesse; Acc. Lincei, Serie 4*, vol. V, fasc. 8° pag. 589 ().

2. Si abbia un intero di Gauvss D=0 (mod. 2), e sia H, il numero
delle classi di forme di DrricHLET a determinante D, primitive (necessaria-
mente di prima specie) ed H, il numero delle classi di forme di DiricHLET,
dello stesso determinante, a divisore 1+ ¢ (necessariamente non primitive):
si tratta di determinare le relazioni tra i numeri H, ed H, (®).

Intanto, un teorema generale (°) ci assicura che H, & sempre un divisore
di H, e che il quoziente intero & il numero delle forme di DiricHLET a de-
terminante D, primitive di prima specie, non equivalenti tra di loro, il cui
primo coefficiente & un quadrato p* divisore di (1 -+ ¢)°.

Ora, i valori che p pud avere sono: p=1 e p=1-4: al primo corri-
sponde la forma principale f, = (1, 0, D); al secondo, dovendo essere il coef-
ficiente medio delle rispettive forme =0 (mod. 2) oppure =1-+¢ (mod. 2),
corrispondono le due forme:

fzz((1+i)2, G, —-HL&)Z) ed fsz((l-}—i)Q, 141, —(14_@)2 +1)

Si tratta di considerare di queste tre forme, quelle primitive di prima
specie, e vedere quante di esse non sono equivalenti tra di loro. La f,, in-
tanto, ¢ sempre primitiva di prima specie. Distinguendo il determinante D,
rispetto al modulo (1 +4)°, si ha che & D= (1 4-4)° (mod. (1 4)*) oppure
D =0 (mod. (1 4 4)*): consideriamo separatamente i due casi.

Sia D= (1++)* (mod. (1-+14)*). La forma f, & primitiva di prima specie,

la f, non & tale. Ora, perche le forme f, e f, siano equivalenti, in ordine ad

(1) Per quanto riguarda la nomenclatura adoperata nella presente Nota, noi rimandiamo
il lettore al citato lavoro del prof. Biancai.

(2) Se invece & D =1 (mod. 2), le forme di DiricHLET a determinante D ed a divisore
1+ 7 sono necessariamente primitive ed in questo caso sono note le relazioni tra i numeri
H; ed H, (cfr. Bianchi, op. cit., pag. 593, oppure Lipscuirz, Zur Theorie der quadratrischen
Formen, Crelle’s Journal, 54 Bd.).

Nei casi D=+¢ (mod. 2) oppure D=1+ i (mod. 2) non si hanno, manifestamente,
forme a divisore 1+ i.

(3) Cfr. BrancHr, op. cit., pag. H9l.
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un noto teorema (*), occorre e basta che esistano due interi di Gauss x e y,
tali ehe soddistino alle relazioni:

( =Dy =(1+1i)y
( @ =0 (mod. (I + i)?),

e ci0 avviene quando e soltanto quando l'equazione di PeLu:
&t — Dyt = (1 + i (1)

sia solubile in numeri interi con « pari (y sard con cid, necessariamente,
dispari). Le due forme f, ed f, sono allora ed allora soltanto, equivalenti tra
di loro.

Sia D=0 (mod. (1 +4)°). La forma f, & primitiva di prima specie, la f,
non & tale. Ora, medesimamente, le due forme f, ed f, saranno equivalenti
tra di loro, quando e soltanto quando esistano due interi « e y per cui si
abbia:

o' — Dy =(1-+1i)
x4+ (1l 4i)y =0 (mod. (1 + i)*)
2 =0 (mod. (1 1)).

Se questo sistema & verificato, 'equazione di PeLn (1) & solubile, mani-
festamente 1n numeri interi, con « semipari (non pari) ed y dispari. Inver-
samente, se ci0 avviene, il sistema precedente viene verificato. Dunque le
forme f, ed f, sono equivalenti allora e allora soltanto che I’equazione di
PeLu (1) sia solubile con « semipari ed y dispari.

Le precedenti considerazioni ci offrono dunque il teorema seguente:

Se D é un intero pari ed H, & il numero delle classi di forme di DIRICHLET
a determinante D, primitive (necessariamente di prima specie) ed H, é il nu-
mero delle classi di forme di DIRICHLET dello stesso determinante, a divisore
1+ 4 (necessariamente non primitive);. si ha: per D= (1 —4-i)* (mod. (1 4 7)?),
H, = H, oppure H, =2 H,, secondo che Uequazione di PEi.L:

@ — Dyt =(1+ i)

e solubile oppure no in numeri interi x e y con x pari (e quindi sara y
dispari); per D=0 (mod.-(1+i)°, H = H, oppure H, =2 H, secondo che
questa equazione di PELL & solubile oppure no in numeri interi x e gy, con
semipari ed y dispari.

() Cfr. BiancHi, op. cit., pag. 590.
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3. Si supponga ora che l'intero pari D sia razionale positivo e non
quadrato.
Si ha allora subito che la (1) non & solubile con ¢ dispari. Infatti, di-
videndo i due membri per (1 + i)’ si dedurrebbe:

a?+iDy =1 (2)

ove con x* e D’ indichiamo i quozienti interi di * per (1 4-4)* e di D per 2
e sard 1’'>0. Ora, ad una soluzione («, y) della (2) corrisponde una solu-
zione (', ¢ y) dell’equazione:

' —iD y'=1

ed inversamente; ma le soluzioni di questa equazione hanno la forma © =u
ed y = (1 —14) v, essendo u e v entrambi interi, razionali, oppure entrambi
interi, puramente complessi (°); dunque nelle soluzioni della (1), nel caso at-
tuale, ¥ non puod essere dispari.

Il teorema precedente ci conduce quindi al corollario:

Se D ¢ un inlero razionale positivo, pari e non quadrato, il numero H,
delle classi di forme di DIRICHLET a determinante D, primitive (necessaria-
wmenle di prima specie) & sempre il doppio del numero H, delle classi di forme
di DIRICHLET dello stesso determinante a divisore 141 (necessariamente non
drimitive). :

4. Quest’ultimo risultato ci offre il modo di ricondurre, come si & detto,
il teorema b) al teorema a).

Infatti: sia D un intero razionale, positivo, il cui doppio non sia un qua-
drato, H, il numero delle classi di forme di DiricBLET a determinante 2 D,
primitive di prima specie, k, ed h, i numeri delle classi di forme di Gauss
rispetiivamente 2.D e — 2 D, primitive di prima specie.

Per il teorema a), abbiamo:

H =2nh, h, oppure H, =h,h,, (3)

secondo che I'equazione indeterminata {* — 2 Du® = — 1 ammette soluzioni
intere razionali oppure no.

Indichiamo con H il numero delle classi di forme di DiricHLET a de-
terminante 2D ed a divisore |+ i: tali forme, come gia si ¢ osservato, non

(®) Cfr. DIricHLET, op. cit., pag. 342.
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possono essere primitive. E evidente, che queste classi di forme corrispon-
" dano biunivocamente alle classi di forme a determinante — ¢ D, primitive di
prima specie. Segue alkbora che il numero di tali classi & ancora H: d’altra
parte questo numero H & pure il numero delle classi di forme di DIRICHLET
a determinante -+ i), primitive di prima specie (°). Ora, per il corollario

s

pitt sopra stabilito & sempre 2 H= H, e quindi, tenendo conto delle (3) sara:
H=h,h, oppure H=2h, h,,

secondo che l'equazione indeterminata & — 2 D u* = — 1, ammette soluzioni
intere razionali oppure no.

Il teorema b) & dunque ricondotto, per via puramente aritmetica, al
teorema a).

(%) Si noti che: il numero delle classi di forme di DIRICHLET ¢é lo stesso per determinants
di segno opposto. Ci0 si pud vedere subito ne] modo seguente, senza ricorrere alle conside-
razioni di Aritmetica analitica di DiricuLET, della citata Memoria. Ad una forma a deter-
minante — D (D intero di Gauss qualunque) (a, b, ¢) si faccia corrispondere la forma
(@, b, — ¢) a determinante — D, e viceversa; la corrispondenza si estende subito dalle forme
alle classi ed in modo biunivoco, poiché se: '

« B

6) = (1"” n, l))

(@ b, c)(

7

&,

ove (m, n, 1) &€ una forma a determinante D ed ( ) & una sostituzione aritmetica unimo-

7s
dulare, si avra:

@ if
(a, ib,—c)( )::(m, in, —1),
_i"a 0

per le corrispondenti forme a determinante — D ed inversamente: & dunque provato quanto
si e asserifo.
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Intorno alle involuzioni situate sopra le su-
perficie iperellittiche con due fasci di curve
ellittiche.

(Di NicoLOd SpamMpINATO, @ Catania.)

Nella presente Nota si caratterizzano i valori che pud assumere l'or-
dine v di una involuzione situata sopra una superficie iperellittica dotata di
due (soli) fasci ellittici di curve ellittiche, e che sia birazionalmente identica
alla superficie stessa, nell'ipotesi che la superficie possegga piu che due
schiere oc® di trasformazioni birazionali in sé stessa.

Nel caso poi che dei due fasei di curve ellittiche, di cui la superficie &
dotata, uno sia armonico e l'altro equianarmonico, si di il numero delle in-
voluzioni che la superficie possiede ed aventi per ordine un numero v asse-
gnato. Per questo mi sono servito di un teorema di Gauss, che di il nu-
mero delle rappresentazioni di un numero mediante la forma quadratica

@'+,

e di altri due teoremi, dimostrati nel § 2 della presente Nota, dei quali uno
~ da il numero delle rappresentazioni di un numero assegnato mediante la
forma

o' +xy+y’,
e l'altro risolve lo stesso problema per la forma
(@® +y°) (w* + u v+ %)

Avvertiamo che le tabelle di periodi a cui si pud supporre appartenente
una qualunque delle superficie che qui si considerano sono state tutte de-
terminate dal prof. Scorza () alla cui Memoria ci riferiamo, per tutto quanto
riguarda la nomenclatura qui usata.

(*) G. Scorza, Intorno alla teoria genergle delle matrici di Riemann (Rendiconti del Cir-
colo Matematico di Palermo, Tomo XLI, anno 1916), Parte 1I, § 7.
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$ 1.

1. Chiedersi (*) se sopra una superficie iperellittica I esista un’involu-
zione di ordine v birazionalmente identica alla superficie stessa vale quanto
chiedersi se sopra T esista una corrispondenza algebrica con gl'indici (v, 1).
Ora i possibili valori che pud assumere I'indice v di una tale corrispondenza
sono i possibili valori che pud assumere il modulo di una sostituzione rie-
manniana di I' (*); ¢i & quindi necessario andare a caratterizzare le matrici
delle sostituzioni riemanniane di T'.

2. Appartenga I’ alla tabella
w,, 0, O

Wy,
W = , ,
o, 07 o, ®,

e siano
wl1:axtw1+"‘+auw47 ]
P (2)

/
=00+ t+a,,x,,

(con le a,, interi) le equazioni di una sostituzione riemanniana di T
Allora indicando con le 2, delle convenienti costanti (complesse), do-
vranno sussistere le relazioni:
Ay 0y =0y @, Gy 0, ,
Ay @y = Ay, 0, + Gy, 00, , ‘
A @, =0, 0, + a,, 0,, (3)

7 .
Ay o'y =0, 0,4+ 6,,0,;

A0, =0y, 0 @y, o'y ’

Mgy @y == Gyy &'y - Gy, 0, /

Ao 0 = Ggy 0y +- @y, &y, i (4)
Aqs o'y = (L oy 4 Gy, o'y, /

(%) Cfr. G. Scorza, Sulle curve ellittiche singolari (Rendiconti della R. Accademia dei
Lincei, 10 semestre, 1918).

(®) G. Scorza, Alcune questioni di geometria sopra una varieti abeliana qualunque (Atti
.dell’Accademia Gioenia, serie 5, vol. XI, mem. XX), n.o 15.
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Dalle ultime due delle (3) e dalle prime due delle (4) si ricava:
Agy 0, Wy = By 0, 0, =@y, 0, & "}"aqz @, o,
Qyg 0y 3 = By, 0y 0y = Byy 0, &y -0y, 0, 0y . .
Se una di queste relazioni non fosse un’identitd esisterebbe una forma
riemanniana simultanea non nulla (*) per le matrici
" W, 0 ” e ” ®y, ")/2 " (5)
e queste sarebbero vincolate, mentre gli assi (°) di o sono isolati (°).
Dunque deve. essere:
Qg ==y, == gy == (g, == by, == (g = (0,; == (b,5 = 0.

3. Dalle prime due delle (3) e dalle ultime delle (4) si ricava:
Uy OF - (Wgy — Qyy) 0 By — Ay 0] =0, (b)

@, 0% 4 ((1:“ i a33) o'y &'y — ay, ""lg =0. (7)

Distinguiamo ora i tre casi:
@) Nessuna delle matrici (b) sia’ a moltiplicazione complessa, cioé sia
la superficie I del tipo III (7).
b) Una delle due matrici (5) sia a moltiplicazione complessa, cioé sia I
del tipo 1V. : '
¢) Tutte e due le matrici (b) siano a moltiplicazione complessa, cioé
sia I' del tipo VI

4. Ipotesi a).
In questo caso, siccome le matrici (5) non sono a moltiplicazione com-
plessa, ciascuna delle relazioni (6) e (7) deve essere identica; quindi deve

essere
Qg == Qg == Qg == O3 — 0>

all = a” :P’
Ayg — A, — G,

dove con p e ¢ s’indicano degl'interi qualunque.
(4 Loc. cit. (1), Parte I, n.° 3.
(®) Loc. cit. (?), Parte I, n.° 32.
(®) Loc. cit. (%), Parte I, n.° 41.
(") Loc. cit. (%), Parte II, § 3.
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Abbiamo quindi che ogni sostituzione riemanniana di o & quivi della.
forma:

®, =pw \
X'y =p @,

8
x,=oqwx, )

m14=6m4.

I

E evidente poi che ogni sostituzione del tipo (8) & una sostituzione rie-
manniana di o. -

Il modulo della (8) & p*6®; quindi:

Se una superficie iperellittica " del tipo II1 appartiene alla tabella (1), le
infinite corrispondenze algebriche (4, 1) che essa possiede sono tali che Uintero v
¢ sempre rappresentabile mediante la forma :

x® yt. 9)

Inversamente: fissato un intero che sia rappresentabile mediante tale forma
esistono su T tante scliere oo® di corrispondenze algebriche (v, 1), quante sono
le sue rappresentazioni mediante la forma stessa.

5. Ipotesi b).

Delle due matrici () sia, per es., la prima quella a moltiplicazione com-
plessa; allora sussisterd una relazione del tipo

mel+no o, +pot=0 (10)

con m, » e p convenienti numeri interi, primi tra loro.
Confrontando la (10) con la (6), si trova che deve essere

Ay, = oM,
Ay —— Oy =P N,
~— Uy, =0 D,

essendo p un conveniente fattore intero.
Dalla (7) si deduce, anche qua, che deve essere

Ogy =— Oy = 05

Uyg = Wy =9,

essendo anche qua ¢ un numero intero qualunque.
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Abbiamo quindi che, nel caso attuale, ogni sostituzione riemanniana di o
¢ del tipo:
wll =P, —PpPL,y,
x,=pmx, + (pn-t+p)x,,
g =P (p ) (11)

X'y =0, ,

— e —

’
X, =6%,,

essendo p un altro intero qualunque.
Inversamente & evidente che ogni sostituzione del tipo (11) & una sosti-

tuzione riemanniana di o.
Il modulo della (11) ¢

o (pP +nppo-+mpeg) (12)
Abbiamo quindi:
Se una superficie iperellittica U del tipo IV appartiene alla tabella (1),
le infinite corrispondenze algebriche (v, 1) che essa possiede sono tali che Uin-

tero v & sempre della forma
(' +n-uv-+mp-v)

dore con m, n e p § indicano i coefficienti della relazione quadratica a cui
soddisfano gli elementi della wmatrice ellitlica rappresentante quello dei due
asst di ' che é a molliplicazione complessa.

Inversamente: fissato wn nwmero rappresentabile mediante la forma (12)
esistono su U lante schiere di corrispondenze algebriche (v, 1), quante sono le
sue rappresentazioni mediante la (12).

6. Ipotesi c).
In questo caso le matrici (5) essendo tutte e due a moltiplicazione com-
plessa, siano la (10) e (con m/, #/, p’ primi tra loro)

m' o+ 0 W 04 pe’, =0 (13)
le relazioni a coefficienti interi a cui soddisfano gli elementi delle matrici (5).

Ragionando come nel caso b), questa volta si trova che deve essere:

gy == P W, Mgy — Qyy =P N, — Q=P P,

’ ’
Qg =0, Ay -— Q33 =206N, — O3y =0C D,

dove con p e ¢ s’indicano ancora dei convenienti interi; e come sopra si ar-
riva al teorema:
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Se una superficie iperellittica T del tipo VI appartiene alle tabella (1), le
infinile corrispondenze algebriche (v, 1) che essa possiede sono lali che Uintero v
¢ sempre della forma: - :

(@ +ney +mpy’) (W —+ 1 wo+wm' p v*) (14)

dove con m, n, p e w', w, p’ indicano i coefficienti delle relazioni quadratiche
@ cui devono soddisfare le matrici ellittiche corrispondenti ai due assi di T,

Inversamente: fissato un numero rappresentabile mediante la forma (14)
esistono su U tante schiere oo® di corrispondenze algebriche (v, 1), quante sono
le sue rappresentazioni mediante la forma stessa.

7. Appartenga T alla tabella

0w, o, 0 0
: (195)

7
w
0 gl' (1),1 (.0/2
In questo caso i coefticienli a,, di una sostituzione riemanniana di '
devono soddisfare alle seguenti relazioni:
Ay, =0y, @ 4, W ,
1 ,
Ay 0y _‘_F)\n‘”l = (byy O ~~ gy Oy,
-~

/
A 0=y, 0 - 45 05,

’_ .
Ay 0y =0, 0 4 0y 0, ;

( ' \

—_— / / 7
Ay 0 = ) B 'y 4= Qs 0y~ @y, 00,
-

1 {
Ry @ ) Lo wlx = 9 V2% "’/1 —+ @y, W'+ (hy, @y ’
(17)

[y

;o / ’ ’
hga @y = 5 Gy @y = gy &'y g, @y,

8=

|
/ / / /
)\nwzzqauml+“13w1+“44“)2,

essendo le 1,, convenienti numeri complessi.
Dalle ultime due relazioni delle (16) si ricava, come nel n.° 2, che deve
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essere .
as|=a32:au=a42:0~ ([8)

Segue che deve essere A, = 0.

Tenendo conto di questo risultato e delle (18), le prime due delle (16)
e le ultime due delle (17) si riducono identiche alle prime due delle (3) e
alle ultime due delle (4). Segue che come precedentemente anche qua si po-
tranno ricavare le relazioni (6) e (7).

Ora si osservi che, tenendo conto delle (18), il modulo della sostituzione

si ridurrd al prodotto

a’ll al? a33 a34

(19)

0’21 a’22 6043 aié
Segue che nel valore del modulo non iufluiscono mai i coefficienti

Aisy Gy Goyy Qo
Ma allora, servendoci delle (6) e (7) si potrda ripetere dnche qua tutto

cio che s’e¢ detto in @), b) e ¢) ed arriveremo agli stessi teoremi_ivi dimostrati.

8. 1l ragionamento fatto al n.® 7 puo ripetersi in tutti gli allri possibili
casi che possono presentarsi, cioé quando I' appartiene ad una delle seguenti
tabelle :

©, w, 0O 0
(20)

(1 =V=T); (21)

£
S
»
o
o

0, 0, 0 0
1+ b (22)
0 9 1 3
o, o, 0 0 3rmi ‘
o o0 1 e ); (23)
o, @ 0 0
. R
0 ifg—l 1 e | (24)
1 i 0 0 )
0o 0 1 = (29)
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Basta per questo osservare che la presenza di quei due zeri nella prima
riga di ciascuna delle precedenti tabelle porta che, quando si vauno a scri-
vere le relazioni analoghe alle (16), le due ultime restano sempre dello stesso
tipo e percid dovra essere sempre:

Qg =003y = Qyy = Wy, 207

dopo di che il ragionamento si conduce come si & fatto per gli altri casi e si
arriva agli stessi teoremi stabiliti in a), b) e ¢).

Si osservi che se I' appartiene ad una delle tabelle (21), (22), (23), (24)
essa sard o del tipo IV o del tipo VI, perché ciascuna di queste matrici ¢
dotata di un’asse, almeno, a moltiplicazione complessa.

Se poi I' appartiene alla tabella (25) essa & del tipo VI, ed i fasci di
curve ellittiche che essa contiene saranno uno armonico e l'altro equianar-
monico.

9. Raccogliendo quanto abbiamo detto nei numeri precedenti possiamo
enunciare il seguente teorema:
In una superficie iperellittica T dotuta di due fasci di curve ellittiche
e di pii che due schiere o0® di trasformazioni birazionali in sé stessa Uin-
dice v di ogni sua corrispondenza algebrica (v, 1) é sempre della forma:

x -y se I ¢ del tipo 111

- (W4 nuv 4 mp o) se I & del tipo IV

(@' +ney+mpy’) (' +n"uwv + m p o) se I' & del tipo VI,
dove con m, n, p € wm/, w, p' s indicano i coefficienti delle forme quadratiche

a cui soddisfano le malrici ellittiche corrispondenti agli assi di I' che sono a
moltiplicazione complessa.

Inversamente, fissato wic wuwmero v di uwno delle tre forme precedenti, se-
condo il tipo a cui T appartiene, esistono in U tante schieve oo® di corrispon-

denze algebriche (v, 1), quante sono le sue rappresentazioni mediante la formae
stessa.

10. Nel caso che la superficie I' contenga un fascio di curve ellittiche
armonico e l'altro equianarmonico, cioe nel caso che I' appartenga alla ta-
bella (25), le relazioni quadratiche di cui si parla nel teorema precedente sono:

144 =0,
14+e+4e=0;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



situate sopra le superficie iperellittiche, ecc. 135

sicché nel caso attuale si deve porre
m =1, n =20, p =1,
m =1, =1, p=1;
e la forma, di cui nel teorema precedente, diventa:
(@® 4+ y°) (u* + uv+0°). (26)

Ora riguardo al numero delle rappresentazioni di un numero v mediante
la forma (26), cioé (ualora si considerino come distinte quelle corrispondenti
a due quaterne x, y, u, v che differiscono per il segno di qualcuno dei nu-
meri «, y, u, v oppure per lordine in cui sono scritti {le sostituzioni rie-
manniane di T' corrispondenti a due siffatte quaterne sono differenti], si ha
il seguente teorema (§ 2, n.° 23): '

Posto

h ! ! ! ! s J,
v=0r 3 g% ol b pfr .b‘f:.,ff...b‘f’.c’[‘...c’,’f Nt IS c},"d?‘...dq"

dove con le a,, b,, ¢,, d; 8 indicano i fattori primi di v della forma
120 +1, 120 -+5, 120 +7, 120+ 11;

rispettivamente, e dove

Biyoons By Yiveoos Y sono interi pari o nulli
iiseeey Bes Yoriseeos Ya sono interi dispari;
posto inolire
/ 2
e+ 1
4= W e

L e (). o (w),
dove &
g L se ¢ & pari o nullo
£ = .
0 se ' édispari
e
; i+ 92) (a, + ¢
o (a) = (2, + 1) (a:,—ﬁ}— 2) («; -+ 3) ’
e

] .
B= G @+2 . B +2 B +3) B+ 1D B +3) (B 1)

1 . ,
C= 0+20. . (v +2 o +3) Qe+ (o +3) G+ D
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st ha:

Condizione necessaria e sufficiente perche il numero v sia rappresentabile
nella. forma (26) & che gli eventuali fattori primi di v della forma 12n + 11
Ui COMPAriscaino con espoieiti pari.

Se v ¢ poi rappresentabile, il numero delle rappresenlazioni, che esso am-
mette, & dato du:

K—12(+¢) (¥, +1)...., @, +1)4BC,

dove ¢
\
Y=
e
2 se © e pari o nullo,
P= 1 se @ & dispari.

(Si osservi che p. + o & sempre pari, sicche K ¢ sempre divisibile per 24).

Abbiamo allora il seguente teorema:

Se T appartiene alla tabella (25), fissato un nuwmero intero v, di corrispon-
denze algebriche (v, 1) su U non ne esiste alcuna, se v contiene fatlori primi
della forma 12 n +- 11 con esponenti dispari; ne esistono invece K schiere oo®
se gli eventuali fatlori primi di v delle forma 12 n 411 sono tulti con espo-
nenti part.

(Queste K 'schiere sono legate a K sostituzioni riemanniane di 1 di mo-
dulo v).

[1. Si osservi ora che ad una corrispondenza algebrica (v, 1) sur &
legata una involuzione y; birazionalmente identica a I', mentre ad ogni tale
involuzione y; corrispondono tutte e sole le corrispondenze (v, 1) che si otten-
gono dalla precedente moltiplicando per le k schiere oo® di trasformazioni
birazionali di T in se stessa.

Si noti che su & si hanno le cinque alternative (°):

: h=4, 6, 8, 12, 24.
Segue che:
Calcolato per una superficie T il numero delle sue sostituzioni riemanniane
aventi per modulo un assegnato numero v, cioé calcolato il numero K delle
schiere oo® di corrispondenze (v, 1) che U ammetle, dividendo K per h si tro-
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-

verd il numero delle involuzioni vy, birazionalmente identiche a T che la su-
perficie contiene.

12. Nel caso che I' appartenga alla tabella (25) & h =24 ('); segue che

il numero delle y; di I' in questo caso & %‘

o zero; e precisamente mette
conto di enunciare esplicitamente:

Una superficie iperellittica T’ dotata di due fasci di curve ellittiche di cui
uno armonico e Ualtro equianarmowico non possiede alcuna involuzione vy, bi-
razionalmente identica a T’ se v contiene un fatlore primo della forma 12 n -+ 11

con espounenle dispari; invece ne possiede
1
7 e+ @, +1)...(d,+1)ABC,

se gli eventuali fattori di v della forma 12 n +- 11 compariscono tutti con espo-
nenti pari.

13. In particolare si ha che sulla superficie T’ esiste un’unica y: ed
un’unica ;.

E bene determinare geometricamente queste due involuzioni.

Cio si fa immediatamente.

Diciamo [¢] il fascio armonico di curve ellittiche di I'" e [¢] quello anar-
monico. Le curve ¢ di [¢] saranno, com’8 noto, equianarmoniche e le curve ¢
di [¢] saranno armoniche (cido perché ogni curva di [¢] seca ciaseuna curva
di [¢] in un punto solo).

Sia 4 un punto di IV e ¢, la curva di [¢] passante per 4. In {,, che &
armonica, esiste un’unica involuzione singolare d’ordine 2 (*). L’omologo di 4
in questo caso sara I'omologo di 4 in v;.

Sia ¢, la curva di [¢] passante per 4. In ¢,, che & equianarmonica, esiste
un’involuzione singolare di ordine 3 (unica e di ordine minimo): il gruppo
di questa passante per 4 sara il gruppo di y: passante per A.

Si noti che in ¥y sono unite tutte le curve di [¢] ed il fascio [p]; in
questo subordina Uinvoluzione singolare d’ordine 2.

Invece in y: sono unite le curve di [¢] ed il fascio [¢]; in questo subor-
dina Vinvoluzione singolare di ordine 3.

Annali di Matematica, Serie 11I, Tomo XXXI. 18
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§ 2.

14. Gauss ha enunciato (°) il seguente teorema:
Dato un numero

M=9%%.S.a>bBecv ...

dove con a, b, c,... sindicano i fattori primi distinti di M della forma 4 n -+ 1
e con S il prodotto di tutti i fattori primi della forma 4&n —+ 3, se S non é
un quadrato D non pud decomporsi nella somma di due quadrati; se S é
invece un quadrato M potri decomporsi wnella somma di due quadrati e di
tali decomposizioni ne ammetlera

g [EHDE+D 1]
dove &
1 se tutti i« nwmeri a, B, v,... sono pari
s—_—§ 0 se almeno uno dei nuwmeri «, B, v,... & dispari.

Gauss lascia al lettore la dimostrazione del suddetto teorema.
Noi qui ne daremo la dimostrazione perché si fanno raglonamentl che
poi dovremmmo ripetere e che cosi non ripeteremo.
Cominciamo coll’'osservare che nel numero delle rappresentazioni di M
nella forma
' +y (27)
non influisce il fattore 2,
Per questo basta far vedere che da ogni rappresentazione di un numero M
nella forma (27) se ne deduce una del numero 2 M, e viceversa.
Infatti se e
M — Pa + &2
sard
2M=(p + )"+ (p — )},

QM =p"+q

(®) Gauss, Recherches arithmétiques. Paris, Hermann. Nota a pag. 157.
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P G

p € ¢ saranno pari, e sara

‘04 ¢ 2 —g\?
=5 )+(9_?2_)

L’asserzione fatta resta quindi dimostrata.

Si osservi ora che il determinante — A della forma (27) & —1 e percid
i fattori primi di M della forma 4 » + 3 devono portare esponenti pau perche
tali fattori non sono residui quadratici di —1 (°).

Dal metodo generale che da il Gauss si scorge poi che detti fattori non
influiscono nel numero delle decomposizioni di M nella forma (27).

Abbiamo quindi che il numero delle decomposizioni cercato & eguale al
numero delle decomposizioni in due quadrati del numero

I=a*-bB.cr. ..

Cominciamo col calcolare il numero delle decomposizioni proprie (cioé
con x ed y primi fra di loro). .

Nel nostro caso, indicando con i il massimo comun divisore del coef-
ficienti della forma, sara

I
{
I

-

-

S
[

perché ¢ A=1¢e m =1,
Allora (*%) per ogni valore = N di

v—1 (mod. I) (28)

avremo due decomposizioni proprie di I, ma queste coincideranno perche i
coefficienti della forma sono 1, 0, |

Segue che il numero delle rappresentazioni proprie di I & dato dal nu-
mero delle soluzioni == IV della (28) incongrui mod. I e <%I.

Un numero N che soddisfi alle condizioni volute deve essere congruo

secondo 1 moduli
a’, bB, ¢,.

(® Loc. cit. (%), pag. 154 e seguenti, nn. 180, 181, 182.
(1) Loc. cit. (8), n.° 180.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



140 Spampinato: Intorno alle involuzioni

ai numeri

a,,b,c,...
dove con a,, b,, ¢,,... si indicano soluzioni qualunque delle congruenze

J—1 (mod. a®)
v— 1 (mod. b)
y— 1 (mod. ¢?)

Ora una qualunque di queste ammette due soluzioni (*'). Segue che il
numero dei valori == N incongrui (mod. I') & 2, se s’indica con ¢ il numero

. . . ; . | R
dei fattori @, b, ¢, ... mentre il numero dei valori == N con N<C —Q—I sara 27,

Abbiamo quindi:

Il numero delle decomposizioni proprie di I & 27,

Andiamo ora a caleolare il numero delle decomposizioni in due quadrati
le cui basi @, y non sono numeri primi fra di loro.

Questo numero sara eguale alla somma delle decomposizioni proprie di
tatti i numeri che si ottengono dividendo I per tutti 1 suoi possibili fattori
quadrati. Ora si osservi che se indichiamo con ¢ (# =) il numero dei fattori

primi del quoto di I per un suo fattore quadrato, il numero delle decompo-
sizioni di I relative a tale quoto sard 2¢-1.

Siano «, B, v,... tutli dispari.

Allora & impossibile che il quoto di I per un suo fattore quadrato ri-
sulti con un numero di fattori primi minore di .

Tenendo conto quindi che i divisori quadrati di I sono in numero di

c+DE+DF+1...
Qt

si trova che il numero delle decomposizioni di Zin due quadrati & in questo
caso

T (@ 1) B (1)

1) Loe. cit. (8), n. 104.
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Sia « pari e B, v,... dispari.
In questo caso i divisori quadrati di I che danno quoti di ¢ fattori sono
in numero di

«aB+DGF+1...
Qt

e queste ci danno

«@+ D +1)...
Q

decomposizioni, mentre gli altri divisori quadrati di I danno quoti con ¢ -1
fattori, e sono in numero di

BHDE+1)...

t—1
2

e danno percio
I
g B+ +D...

decomposizioni.
Il numero totale sard ancora

(a1 @+ F+1)...

Le| =

Analogamente si studiano gli altri casi in cui degli esponenti x, g, v,...
alcuni sono pari ed altri dispari.

Consideriamo infine il caso che «, B, v,... siano tutti pari.

In questo caso si trova che il numero delle decomposizioni & dato da

| 1 .

+%;Ys...+“3...+...z+ ...... 4+ 1=

—[ervernarne+ 1]

Il teorema di Gauss resta pertanto dimostrato.

16. Si osservi ora che da una decomposizione di M in due quadrati si
possono ottenere 8 rappresentazioni di M nella forma (27) (cambiando il

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



142 Spampinato: Intorno alle involuzioni

segno ad una delle basi o scambiando le basi fra di loro). Ma queste 8 rap-
presentazioni si riducono a 4 distinte quando & @ =y ovvero quando & una
delle due basi- zero. '

Ora perché M ammetta una rappresentazione nella forma (27) con x =y
¢ necessario e sufficiente che sia M il doppio di un quadrato, cioe deve es-
sere p dispari e «, B, y,... pari.

Invece perché M ammetta una decomposizione dell’altro tipo & neces-
sario e sufficiente che sia M un quadrato, cioé che siano g, x, 8, y,... parL

Segue che il numero delle rappresentazioni di M se almeno uno dei
numeri «, 8, y,... & dispari &

et D) B+ G+1)...
Se invece tutti 1 numeri «, 8, y,... sono parl &
Wat)@E+D G+D -+ —b=d @+ E+1) y+1)...

Possiamo dunque concludere col teorema:
1l numero delle rappresentazioni del numero M nella forma (27) é dato da:

ba4-1)B+1)+41)...

16. Andiamo ora a calcolare il numero delle rappresentazioni di un
numero M nella forma:
o' +wy 4y (28)

Cominciamo coll’osservare che se &:

M sara dispari se almeno una delle x, e y, & dispari.
M sara pari se x, y, sono entrambi pari. Ma in questo caso M & addi-
rittura divisibile per 4.

Ora se M é divisibile per 4 anche %{ sard rappresentabile nella forma (28);

M x\*, x v\’
I=(§)+§'§+(§) :

) M ) e , .
Segue che se 3 © aucora pari esso sara divisibile per 4 e sara ancora

infatti sard

rappresentabile nella forma (28).
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Proseguendo s’arriva alla conclusione:

Un numero M pari contenente il fattore 2* con p. dispari non é rappre-
sentabile nella forma (28). E inoltre:

Se M ¢& rappresentabile Ueventuale potenza 2+ (v pari) che pud conlenere
non influisce nel numero delle rappresentazioni.

17. Intorno alla potenza del numero 3 che M pud contenere si osservi
che essa non influisce nemmeno nel numero delle rappresentazioni di M nella
forma (28) (**).

Si osservi infine che se M & rappresentabile nella forma (28) il numero
2 M lo & nella forma

22 +2xy +2xy° (29)

e viceversa. Noi calcoleremo pertanto il numero delle rappresentazioni di 2 M
nella forma (29).

18. Il determinante — A della (29) ¢ — 3. Osservando allora che — 3 &
residuo quadratico dei numeri primi della forma 37 + 1, e non residuo qua-
dratico dei numeri primi della forma 3 n -+ 2 (eccettuato il 2) (**) e tenendo
conto del n.” 16 si ricava:

Perche un numero M sia rappresentabile nella forma (28) & necessario e

sufficiente che i suoi fattori primi della forma 3n —+ 2 (il 2 compreso) compa-
riscano con esponenti pari ('*).

19. Si osservi ancora che essendo 2 il massimo comun divisore m del
coefficienti della forma (29) sara

4

¥

L

|

> —3

S

e percio questa volta in corrispondenza ad un valore = N di

v — 3 (mod. 2 M)

(12) G. Scorza, Sulle varieta abeliane contenenti congruenze abeliane (Rendiconti del Cir-
colo Matematico di Palermo, Tomo XLII, anno 1918-19): nota (3!) a pié di pagina.

(18) Loec. cit. (8), n.e 120.

(1) Loe. cit. (2).
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avremo 12 rappresentazioni di 2 M nella forma (29) e se una di esse & data
da x =a, y =y l'insieme delle 12 rappresentazioni sard dato dalle coppie:

c ) (* ®, — Y)
(oc—Jr—y,—a) (—ac—'y, )
y —a—7) (=71 2+7)
(v, @) (—7Y, —9)
(—o a47y) (& —(x+7))

(—e—71, 1) (@471, —7).

Perd se ¢ «=v o se & « oy uguale a zero, le 12 rappresentazioni si
riducono a 6 distinte. Nel primo caso il numero deve essere il triplo di un
quadrato, nel secondo caso un quadrato perfetto.

20. Gio premesso si osservi che, se M & rappresentabile nella forma (28),
posto

QM =9+ .3*S*a”bBcr...

con w pari o nullo, e dove con S* s’indica il prodotto delle potenze dei fat-
tori primi di M della forma 3n+2 e con a, b, ¢,... i fattori primi di M
della forma 3 n 41, il numero dei valori = N di y—3 (mod. 2M) & dato da:

gl e

Questo risultato si ottiene ripetendo i ragionamenti fatti nel caso della
forma x* + y°.

Osservando poi che se 2 M ¢ il triplo d’'un quadrato (un quadrato per-
fetto non pud essere perché w+-1 & dispari) sono «, 8, y,... tutti pari, si
ha il teorema:

Il numero delle rappresentazioni di M nella forma (28) & dato da :

6+ E+1)Fx+1)...

Si noti che (se si bada soltanto ai quadrati) il numero delle decomposi-
ziont di M nella forma (28) & dalo da:

g e+ D E+HD G+ ]

o
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21. Vogliamo calcolare ora il numero delle rappresentazioni di un nu-
mero M nella forma

(@ +y°) (0 +uv40°). (30)
Osservando in primo luogo che:

un numero della forma 12n +1 & della forma 3#» + 1 e della forma 4»n+1

» » 12n+5 » » 3n+2 > > dn+1
» » 12n4-7 » » 3n+1 » » n—+3
» » 12n 411 » » 3n+2 » » 4n+ 3,

segue immediatamente:

Perche un numero M sia rappresentabile nelle forma (30) é necessario e
sufficiente che ogni suo eventuale fattore primo della forma 12n 411 compa-
risca con esponente pari.

22. Cio premesso poniamo
M=28a%. . . afbd .  brvly. old . drdiy.. . eS8

dove con le a,, b,, ¢, s'indicano i fattori primi di M della forma 12n 4- 1,
12n 45, 125 47 rispettivamente e con S il prodotto delle potenze dei fat-
tori primi della forma 12n -+ 11, ed inoltre siano

Bis-vey By Yis-. .y Yo Interi pari,
Bipiseevs By Berprs-.., v, Intert dispari.

Sia M rappresentabile, sard S un quadrato perfetto.
Scomponiamo il numero

in due fattori nel seguente modo:
M =(3"a% .oy v )
r r ’ 1 — S
X (8 aft.. . af b, by e 7Y
dove con v, g, ¥, s’indicano degl’interi pari e tali che sia
V=y, fi=

y

g, Y’; =Y

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXXI. 19
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e con «’; degl’interi qualunque in modo che sia perod

o, =a

In corrispondenza ad una tale decomposizione in due fattori avremo
AV 4+ (0, —,+ 1) (g, —, DR —B+1) . B —F.F+ 1) X
X6, +1... (2 + ) —Y,+ ) (. =Y.+ 1)

rappresentazioni di M’ nella forma (30).
Segue che il numero delle rappresentazioni di M’ sard dato da:

U V) (e, —a’, 1) (s +1). .. (0, —a/,+ 1) (&, + 1)

(Bl—p'l—i_l)"'(pr—p'o~+1)'(Yl—Y/1+ l)---('fs—Y’;‘*‘l)

/7

il sommatorio essendo esteso a tutte le combinazioni (v, «,, f;, Y.
Ora si osservi che dovendo v’ essere pari il fattore v'--1 percorrera la
successione

1,3,5,..., vi}-=
essendo

1 se v ¢ part o nullo
£ —
0 se v ¢ dispori.

La sommna dei termini percorsi da v 41 é:

(v+e+ 1)
e

Il fattore (a, — o', 4 1) («’; + 1) percorre la successione:
1-(;+1), 2«, 3(,—1),..., «-2, (¢,+1)1
[ndicando con o («,) la somma dei termini di questa successione si ha:

100441

s(x)= ¥ j(+2—))

ovvero
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ossia

o, +92) («, 4+ 1 a,+1 3 (2,1 i
c(«.-)z(a,-+%)('—+—)9(—'+—)~ 2 [(a;+1)2+—(%)+2]

ed infine

“,(°‘»~)=(°"'+ ‘)(“«-—g%~(«.-+3) _

[l fattore (B, —p, 4+ 1) dovendo essere P/, pari percorrerd la successione
1,3,5,..., g+1 se i=1,2,..., 7
2 4 6,..., 8 +1 se i=r+1,...,r

Nel primo caso la somma dei termini della successione &

B2
&

Nel secondo caso detta somma & invece:

(B.+3) (B.+2)
4

Analoga osservazione facciasi per il fattore (Y — ¥+ 1).
Posto allora:

A= L Gteti)a(n). . o)
B B+ B 0 B ) B ) (B 3) B D)

1 . R .
CZE(YI_Q—Q)z"'(Ya'—{—Q) (Ys'—}-l_'_g) ('Ys'+l+1)"'(Ys+d)(Ya+1)

avremo che:
Il numero delle rappresentazioni di M’ nella forma (30) & dato dal pro-

dotto 24 A B C.

23. Poniamo ora
— A0 d
S—diﬂ...dqa

dovendo essere S un quadrato saranno 3,,..., 8, pari.
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[l fattore S si potrd scomporre in 2 quadrati evidentemente in

@ 1. (¥, +1)
modi diversi, dove

Il fattore 2* si pud scomporre in V'_’;‘_E modi in due fattori di cui uno

sia un quadrato dove &

( 2 se © € pari o nullo '

se v € disparl.
Segue immediatamente che:
Il numero delle rappresentazioni del numero M wella forma (30) é dato da

2@+ @ +1... ¥, +1)4ABC

Catania, 2 Settembre 1920,
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I gobbo-circolanti
e i divisori di zero di un particolare sistema
di numeri complessi ad n unita.

(Di Vincenzo AmaTo, a Calania.)

La ricerca dei divisori di zero in un sistema di numeri complessi ad n
unitd formanti, insieme con le opposte, un gruppo ciclico, mi ha condotto
allo studio dei gobbo-circolanti e di alcuni determinanti piu generali di quello
di VanDERMONDE (‘). La prima parte di questo lavoro contiene appunto tale
studio che mi sembra non privo d’interesse. I risultati vengono applicati nella
seconda parte alla determinazione e alla classificazione dei divisori di zero
relativi all'indicato sistema di numeri complessi.

§ L

(GOBBO-CIRCOLANTI E DETERMINANTI D1 VANDERMONDE GENERALIZZATI.

1. Consideriamo 1l gobbo-circolante (ad elementi reali)

a, a4, ... a, , @, ,

@y_y @, @, 5 @A, o

D= |...... . . . . . . ... ... ...
—a, —a, a,
—a,  — ... —a,,

(1) Alcuni teoremi interessanti su questi determinanti si trovano nella Memoria di
G. TorELLI: Sui determinanti circolanti (Rendic. Ace. Napoli, 1882); quanto ai determinanti
pil generali di quello di VaxpErMoONDE rimandiamo al lavoro di E. Pascavn: I determinanti
(Milano, Hoepli, 1897).

19*
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ot

Se si moltiplica per orizzontali D per il determinante

1 e« ... ot
A — 1 a o .. of!
1 a, af. o
e si pone:
<Pj=a’0+a’l ‘z,i+a2ajg+"'+an~la;—‘ (.7=l7 0‘2""’ n)a (])

essendo a,, «,,..., «, le radiei »™ di — I, si ha:

DA=19,9,...9,4,
cioe:
D=29,9,...9,. (2)

Il determinante D & stato cosi decomposto in # fattori razionali nei suoi
elementi.

2. Se D e nullo, cerchiamo la sua caratteristica nell’ipotesi che siano
nulli soltanto k (> 1) fattori del secondo membro della (2), ad esempio i
primi k, cioé che si abbia:

¢, =0, ¢,=0,..., 9.=0. (3)

Poiché D & ad elementi reali, nella classe «,. «,,..., «, delle radici fi-
gurerd la coniugata di ciascuna di esse.

Se V(a;,..., «,) & il determinante di VaxpErMONDE di ordine £ formato
con le potenze delle & radici «,,..., «,, indicando con A%+ essendo

p=0,1,2,..., n—k—1,

1l risu}tato della divisione per V del determinante di ordine k ottenuto da V
sostituendo agli elementi della riga ™ le potenze (k+ p)™ delle radici sud-
dette, si ha dalle (3):

—a,=a, AP | Wryy L AP \
— 0, =0, A;k) + a’k+1 AS:-H) + nre + LU A‘(ln—l)

é o

— O, =0y A(kk) -+ P A(ILH_‘) G-+ @,y Ag‘—l)
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Osserviamo intanto che se si moltiplicano ambo 1 membri delle (3) ri-
spettivamente per «,, a,,..., %, e si tien presente la (1), sl hanno le seguenti
equazioni:

% = — O, + a5, _}_—a’l af - @, 2T =
%y Qo — A, + Wy %y~ Oy “§+"'+a,._2 ap”t =10

!

' 2 p—
% Q= —0,_; + Q@0 %+ -+, _,&p 1'-=0,

ciod nelle (3) si possono sostituire agli elementi della 1* orizzontale di D
che vi tigurano, gli elementi corrispondenti della 2* orizzontale. Se le (3) si
moltiplicano rispettivamente per «f, of,..., a; si vede che in esse gli ele-
menti a,, @,,..., a,_, st possono sostituire con quelli corrispondenti della
3% orizzontale di D. Si pud cosi continuare fino alle moltiplicazioni per
ar=t oyt ..., ag”t,

Segue subito che nella prima delle (4) si possono sostituire ai numeri a
gli elementi corrispondenti della 2%, della 3%, ..., della »n”* orizzontale di D,
e lo stesso si pud fare per le altre equazioni (4). Questo fatto ci dice intanto
che la cdratteristica di D non pud essere maggiore di » — k percheé le prirue k
colonne di D sono combinazioni lineari delle rimanenti.

Siano a,y,, %,4s,..., %, le radici che restano escludendo «,, a,,..., a,

dalle radici n™ di — 1, e si ponga:

Yai8 = aif§ — (AT 4 oy ATHO - - -+ a3, A9
p=0,1,2,..., 0 ~k~—1 (5)
6=1,23,...,n—k )

Tenendo presenti la (1) e le (4) si ha facilmente:
Prre = @i Yido + g Y06 + - - - A 0 B, (6)

Se agli elementi o delle (4), pensati come appartenenti alla prima oriz-
zontale di D, si sostituiscono una prima volta quelli corrispondenti della
2% orizzontale, poi gli altri della 3%, e cosi via fino a quelli della (# — k)™,
si ottengono le relazioni seguenti:

Frta ?k—{-a = hy_1 4’&’-6 + Ay ‘L‘If«_}-‘_&) + e + @, g i"fa" \
% ; -
Ol?,-fo' Pryo == p_s ‘["ge.z.a —+ a,._, ’M."fa‘) -4 a,_, \I/;p”-},;) ( (7)

- — % ' (n—1) )
Te ! Prre = Oop_ni "ngra + Copnts ‘r"g—n) R e
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essendo e =1, 2,..., n—k, e avendo supposto:
ada_yv——Q, v (V>O),

Consideriamo il determinante:

LR e
() k1) (n—1)

& — LPI:—{-Z 4‘7:+2 ‘Pk—i—z . ( 8)
RS 'S

Dimostriamo, perché ci sard utile in seguito, che si ha:
& —=0.

Infatti, se & fosse nullo, le equazioni ottenute eguagliando a zero i se-
condi membri della (6) per s =1, 2,..., n — k sarebbero soddisfatte per
valori non tutti nulli di @,, a,,,,..., a,-,. Gid & assurdo perche, in tal caso,
le equazioni .
=0, = -=9,=0

sarebbero soddisfatte per valori non tutti nulli di «,, a,,..., a,_,.
Dalle (6) e (7) si trae che il prodotto per righe del minore

a, Wy ce e Ay
_D”_k : flk—f ' ak an—2
. Qoi—nt1 Cop_pye « - - Oy
per @ da per risultato:
D, &=V (ayr, s, .y %,) Pite Prte- - Pus (9)

cioé D,_, non & nullo perché ciascuno dei fattori del secondo membro & di-

verso da zero.
Si ha percio il seguente teorema:
‘1. Se nel secondo membro della (2) sono nulli soltanto k fattori della de-
composizione di D, la caratteristica di questo determinante ¢ n — k e viceversa. -
Si pud anche dire:
‘2. Condizione necessaria e sufficiente perché nel secondo membro della (2)
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siano nulli soltanto k fatlori della decomposizione di D é che, posto:

@) Ar N /
L W ay A Y
D, = (a_y=—a,_, per v>0),
Wor ot . Qo) —nta + - - a)
si abbia:
D=D, = =D, 4,=0, D,_,==0.

La condizione risulta infatti, da quanto precede, ovviamente necessaria.
Quanto alla sufficienza, basta osservare che la caratteristica di D non puod
essere maggiore di n —k perche per il teorema -1 i fattori ¢ diversi da zero
sarebbero allora piu di n — k e dalla corrispondente relazione (9) risulterebbe
I'impossibilitd dell’annullamento di tutti i minori D, ,,D, ;,...,D, ., di D.

3. Dal teorema ‘1 risulta la seguente proprietd dei determinanti gobbo-
circolanti: -

Se un gobbo-circolante di ordine pari D (ad elementi reali) é nullo, lao
caratteristica di D & pari.

Infatti dalla (2) si ha che debbono essere nulli & fattori (complessi a

due a due coniugati), e quindi, dovendo essere k un numero pari, la carat-
~teristica di D & pari.

&. Se il gobbo circolante D ha la caratteristica n—1Fk, in ogni sua
matrice di n—k colonne (righe) tutti i minori di ordine n—k a righe (co-
lonne) consecutive in D hanno eguale wvalore assoluto, Se wn ¢ pari, i delti
minori sono tutli eqguali.

Supponiamo dapprima che le » —Fk colonne di D siano le ultime e
nella matrice da esse costituita consideriamo il minore D®=? di ordine n — k,
a righe consecutive in D, avente per primo elemento principale a,_1 (con
non minore di 0 e non maggiore di k). Si ha:

Gy 7 Y P / N Y
_D(k_k;') _ a’k—l—l ak—) ot a’n— A2
n—i 9
Dok dntr Aor_dontr - - - )
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 20
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con la solita convenzione :
a_y=—=— a,,_v (V > 0)

Se si moltiplica D¢-» per il determinante # dato dalla (8) e si tiene
presente la relazione:

J @ ®
Ay _p %-J),a + Oy Wi 4+ e, W =g, Prta

(p:)\, )\+],..., )\+”—k—1),
si ha in virta della (9):

DEP o = (“k+1 (ORI “ﬂ))' V(“k+1 s Fagoseo s “n) Prt1 Prte o -« Pu
= (_ 1)(’,—")1 D"—k ‘b7

e poicheé @, come sappiamo, & diverso da zero, si ottiene:
DD = (— 1)*™ D, .

Analogamente sara:
| DS = (— 1)V D,
donde si ricava infine:
D’(‘k_—kﬂ.) —_ ( _ 1)("—7“)0*)/) Dgt_-k,.l’).
Il teorema & cosi dimostrato per due minori qualunque di ordine n — k
a righe consecutive in D appartenenti alla matrice costituita delle ultime » — k&
colonne di questo determinante.
Consideriamo ora una matrice di » —k colonne di D di caratteristica
rn—k Se PY e PY sonoi due minori di ordine » — k presi in questa ma-
trice appartenenti rispettivamente alle stesse righe di D¢ e D&?, si ha (*):

(k—2)
P(l) — D”‘ P(l n ( )(”—")‘)ﬁ ) P()/)
(k l’) ’

cioé tutti 1 minori di ordine n — k della matrice considerata, a righe conse-
cutive in D, hanno eguale valore assoluto e se » & pari (nel qual caso &
pure pari » —Fk), hanno anche lo stesso segno.

(2) Cfr. CiroLLa, Analisi algebrica ed introduzione al calcolo infinitesimale, Palermo,
Capozzi, 1914, pag. 100, t. 5.
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Poiché D & simmetrico rispetto alla diagonale secoundaria, la stessa pro-
prieta vale pel minori di ordine » — k contenuti in una matrice di n —k
righe di D, quando le loro colonne siano consecutive in D.

5. Il teorema sopra dimostrato st pud estendere, come vedremo, ad
una classe pitt generale di minori di ordine » — k appartenenti ad una stessa
matrice di # — k colonne (righe) di D.

Poniamo:
i=1,2..., n—k—1
0<7'1 <k—}‘od)’ 0<81 <If/“}_‘2)

Tipg — T =84, — 8 =d,- (

\

e denotiamo con p e ¢ rispettivamente le combinazioni

7'1,"'2,-'-,/‘”,,_;6
81’821-"38”_1:
dei numeri 1, 2,..., n e con D, s, Ds, i minori di ordine » — k appartenenti

alle ultime » —k colonne di D, determinati rispettivamente dalle righe p e s
di questo determinante.

Posto:
1 { R |
dy d, d,
Olp4-1 ARd2 0o Ay
— d, [ d.
W= Ul Ak .. Xy
d d,
ak:,n-_lk_i o‘k:'-'}-_%k-i (Zg” b1

si_ha:
Do ® = (&uyi %ppn -+ )17 Puyy v QW =(— 1"V, . 9 W,
Deyo=(—1)""Vo, ...9,W.

Se W e diverso da zero e si considera la matrice di D costituita dalle
colonne date dalla combinazione v=(¢,, t,,..., ¢,_,), si ricava:

D
EY Doz = (— 1)1 D, ..
v

Do = D..

Se & poi W=0, siccome ¢ non & nullo, sono nulli i minori Dp, e Do,
e quindi gli altri ad essi corrispondenti della matrice di D formata con le
colonne date dalla combinazione ~.
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Abbiamo cosi dimostrato che:

" In ogni matrice di w—k colonne (righe) di unr gobbo-circolante D di ca-
ralteristica n -k due minori di ordine n —k aventi i numeri d’ordine p € ¢
delle righe {colonne) in D tali che sia:

Yipr — ¥, =814 — 8

hanno eguale valore assoluto. Se n & pari, i detti minori sono eguali.
Dalla relazione :

>

'DP [ (“—‘ 1)(”_,‘)(’1_%) .Dg"r
si deducono le altre:

Dea= (= )"0 Dy, Dup==(— )70, Dy

e poiché la matrice di D,, & identica a quella di Dy, (se la combinazione p
& equidifferente alla combinazione o), si ha:

Dp,a:Dvp»
cioe:

Se un gobbo-circolante D ha la caratteristica n —k, un minore di ordine
n—=£k le cui righe distino fra loro in D come le colonne ¢ eguale al suo
contugato.

Se in corrispondenza ad una combinazione

0':(.5‘,, Se9-00s Sn-—k)
consideriamo la combinazione
d=m4+1—s,, n4+1l—s5_4 ..., 0+ t —81))

allora Deg & un minore principale relativo alla diagonale secondaria e Dpys,
Dy o sono due minori coniugati rispetto alla stessa diagonale.
Dalla solita relazione '

Dpie = (— 1) D
si hanno le due altre:

Dpgr= (— 1) Dogr, - Dy == (~— 152 Dy,

avendo supposto che p e ¢ siano combinazioni equidifferenti. E poiché
Dy = Dep perché il gobbo-circolante & simmetrico rispetto alla diagonale
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secondaria, si ha:
'DP-P' - D""' ?

e quindi: :

In uwn gobbo-circolante di caratteristica n—Fk due minori principali di

ordine n — k, relativi alla diagonale secondaria, aventi le righe (colonne) equi-
differenti in D, sono eguali.

6. Passiamo al calcolo delle espressioni A¥@ che intervengono nella (4).
Sia
O 4 Ay @ A Ay Ay =0 (10)

I'equazione che ammette per radiei «,, @,,..., %,.
Applicando una formola del GarsIer: () si ha:

4, , 1 0 ... 0
Ar—i Ak—l

As.k+9) = (— 1)P+] -------------------- ? (11)
4, o Ak—P Ak—P+ 1 4,

e poiche la (10), dovendo essere soddisfatta da radici »™ di — 1 complesse
coniugate, cioé¢ da radici a due a due inverse (con la presenza di —1 se k
¢ dispari), & reciproca coi coefficienti estremi ed equidistanti dagli estremi
eguali, la (11) si pud mettere sotto la seguente forma:

Ar—l 1 0 .. 0
4,. A 1 ... 0
a0 = (— L | , (12)
Ar—P—l Ap Ap_l e Al
supponendo che, per v positivo, sia:
A-__'I == Ak_v = 0.
Dalla (12) si ha:
ABO — — A AFteN A A%eD A, AP — 4, , ,,

(3) GARBIERI, Nuovo teorema algebrico e sua speciale applicazione ad una maniera di
studiare le curve razionali, Giorn. di Batt., Vol. XVI (1878).
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donde si ricava il noto risultato (*):
AP =—=—d, _,.

Un’espressione pitt semplice per A% si ottiene considerando i coeffi-
cienti B,, B,,... del quoziente della divisione di «"+1 per «*+ 4,
' ...+ A, @+ 1, cioé considerando i coefficienti dell’equazione:

4 By @ o B 1 =0

che ammette per radiei a,,,, %4,,..., %,, cioé quelle che rimangono dalle »
radici »"* di — 1 escludendo le «,, «,,..., «,. Detta equazione & reciproca
coi coefficienti estremi ed equidistanti dagli estremi eguali, legati ai coef-
ficienti della (10) dalle relazioni:

Bt+A1 Bt—l+A2Bt—-2+"'+At—l Bt+A¢:O, (13)

dove ¢ pud prendere i valori 1, ..., n—1 (con B,_,;v=0 per v>0), i
cul primi membri sono i coeflicienti di », %, ..., "~ del prodotto

@ + 4, o 4 A )@+ B, @ - By ).

E evidente che la (13) corrispondente ad un dato valore ¢ coincide con
altra in cui si eguaglia a zero il coefficiente di a"~".

Premesso questo, se agli elementi dell'ultima riga del determinante che
figura nella (12) si aggiungono gli elementi della 1* moltiplicati per B,,
quelli della 2 moltiplicati per B, ,,..., quelli della penultima moltiplicati
per B,, si ricava:

Ag“"@ = Ar-1 BP - Ar—2 BP—-l - A"-P Bl - A"’-P—-” (14) '

donde si ha in particolare:

ABHO — B, (13)

Poiche A, = 4,_,, se si tiene presente la (13), la (14) si pud anche mettere
sotto questa forma:

A,(?;-Lg) _ Ak_r+l BP - A BP—-I —— Ak—r—@ B1 - ‘(‘lk_r_rp*‘ -

b—r1-2

=d,_, By + Ay J3104-9 9T Bk—r—l—ﬁ{—l'

(4 Cfr., p. es., Pascavy, loe. cit., pag. 172,
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Si ha percid ancora:

aFtO —= 4, Bpyo+ A, Bppo+ -+ Ay Boysery =+ Boga s (16)

e in particolare:
AgH-Q) - BP+1'

Intanto la (14) fornisce la seguente formola di ricorrenza:
Aik-(»g) — A:-ijg—n _11,__1 BP

con la quale si effettua facilmente il calcolo dei determinanti a¢+e
Basta infatti formare il quadro:

| 1(=B) B, B,... By, Bs... B, 1(=B,)
(= Ao) AY‘) A(xk+“ A(lk—(—‘z) . A(lk+@-|) A(IHQ) . Ag”")
A, AP ALY AR pfte-n pfter | pA-D
(3 k. (2 12 — T -
A4, A®, Akt AGHD o ple—n ACte o pl-D
A4, A® AGHD AR AGte-D Al A
4, AP A AP pftemd  ATHO | AP

1 (: Ak)

dove gli elementi della 1* riga (colonna) interna sono gli opposti degli ele-
menti della riga (colonna) esterna, e ogni elemento A%*® (r>1, p>>0) si
ottiene sottraendo dall’elemento A%~ che gli sta sopra diagonalmente il
prodotto 4,_, B, degli elementi esterni sulla stessa riga e colonna di A¥*®.
Inoltre, in virta delle relazioni sopra ftrovate, gli elementi dell’'ultima riga

(colonna) sono ordinatamente eguali agli elementi della riga (colonna) esterna
a partire dal secondo.

1. Dalle (12) e (1) si ha:

4., 1 0 ... 0
4, 4, 1 ... 0 —(— 1B,
A A Aoy ... A
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Insieme con questa formola sussiste evidentemente l'altra:

B, 1 0 .. 0

B, B, ... 0 '
: : = (— 1) 4« (17)

B: B, B:,... B,
Consideriamo ora il determinante D$=?, ottenuto dalla divisione per il
determinante di VANDERMONDE V(ayy,, ®4s,..., %,) del determinante di or-
dine n —k ottenuto da V(k,,,,..., k,) sostituendo agli elementi della riga

(n —Ek—p)™ le potenze (m— 7)™ di &y, %payenny %,
Applicando la formola di Garsigri richiamata al n. 6 si ha:

BP“" 1 0 O « n . 0

Bp, B, 1 0 0
Do, =(— 1y~ | B, B, B, 1  ...0 |

BP+(k—r+x) Bk—r Bk—r—l Bk—r—? L Bl

donde, applicando la (17), si ricava:
D¢, = — By A, — Bppo Ay yos — -+ — Bppureas
cioe, se si tien presente la (16):
Do = — al+e, (18)

Questo risultato ci sard utile in seguito.

8. Se riprendiamo le (5), tenendo presente il quadro dato al n. 6 per
il calecolo dei determinanti A%+®, abbiamo:

(39 = (Bp + tuye Bo_y + - + a74 B, + afyq) ¥,
essendo:
(13_62 1+4, Xitg + 4, “?c+¢+ R 3‘;+a”|=0

perche la (10) non & soddisfatta dalle radici n.™ di —1: ko4, Euys, ..., k..
Sostituendo nella (8) si trova facilmente:

¢ ==\ g‘-)ﬂ ‘Pl(c:)& e \l’(:) V(“k{-n kk-{—?, ey “n) =|= 0,

com’e stato provato al n. 2.
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§ 11

I DIVISORI DI ZERO IN UN SISTEMA DI NUMERI GOMPLESSI AD # UNITA
FORMANTI CON LE OPPOSTE UN GRUPPO CICLICO.

9. Sia dato un sistema di numeri complessi ad » unitd le quali, in-
sieme con l’elemento — 1, formino un gruppo ciclico G. 11 campo dei coef-
ficienti sia il corpo dei numeri reali.

Le operazioni di G saranno:

con

Condizione necessaria e sufficiente perché il numero
QG+, e+ a, e+ +a, e

sia divisore di zero & che si annulli il gobbo-circolante dato al n.° 1.
Infatti, perché sia nullo il prodotto

(@+aet+-+a,, ") (@ +we+ -+, e,
senza che siano nulle tutté le a (o tutte le ), debbono verificarsi le relazioni

(2 Ly 02, @, X+ A,y wo:O

- a’n—l wn—l + ao wn—‘? + M + an—ﬂ m1 + ("n—‘a’ wo :0

e e e e e e e e e (19)
— W Ly QgL TV Xy Ay (17020
Oy Ly Qg Ly — 0y Ly O wo'———o

e quindi & dimostrato Iasserto.
Chiameremo divisore di zero di ordine k e appartenente alle k radici «,,
%y ,..., % (considerate nella prima parte di questo lavoro) il divisore indi-
cato con
O (otyy @gyunny )

i cul coefficienti soddisfino alle equazioni che si ottengono eguagliando a
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zero 1 k fattori del secondo membro della (2) nei quali figurano le k radici
date, senza che sia nullo nessuno dei rimanenti fattori.

Un criterio per riconoscere l'ordine di un divisore di zero & dato dal
teor. ‘2 del n. 2.

10. Se chiamiamo divisore coniugato di 8 («¢,, «,,..., «,) il pitt generale
divisore di zero di minimo ordine, tale che moltiplicato per 8 dia per pro-
dotto 0, si pud dimostrare il seguente teorema:

Il divisore coniugato di un divisore di zero di ordine k appartenente alle
radici a,, ay,..., «, & di ordine n— Lk e appartiene alle rimanenti radici n™
di — 1.

Infatti, poiché D,_, (n.2) & diverso da zero, si possono risolvere le prime
n— k equazioni (19) rispetto ad «,, »,,..., ,_,_,. Se si tiene presente che
in ciascuna delle (4) ai coefficienti @, pensati come appartenenti alla 12 oriz-
zontale di D, si possono ordinatamente sostituire gli elementi corrispondenti
di un’altra orizzontale di questo determinante, le formole risolutive si pos-
sono porre sotto la seguente forma:

Lo =X, Ag'—l) -+ Lp_rt1 A}:”:'xl) b R o A(;‘“l)

Z, =, ,AFY Lo ppt1 APZP 4o, APTD (QO)

S k) %) (%)
Lpopy — Xy A;c) —‘I“ wn—k+1 Al(czl + tte + Lyt A(l)

E poiche, per la (18), si ha:

k. —
AL — Dz

le formole precedenti c¢i provano che il divisore di zero che moltiplicato
per & dia per prodotto O appartiene alle radici o, ,, @4q,-.., «,. Il teorema
¢ percid dimostrato se si pensi che il minimo ordine di un siffatto divisore
e n—~Fk
Viceversa, tenendo presente la relazione precedente, si ha il teorema:
Se un divisore di zero appartenente alle radici a,, a,,..., a, si moltiplica

per un altro appartenente alle radici m’mdnenti, il prodotto é nullo.
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11. Se riprendiamo le (3), troviamo subito che sono soddisfatte dalle
seguenti » —k soluzioni indipendenti:

Uy @y By o .. Wy O Oy o oo Qpy G,y
1 4, 4,... A4,_, 1 0o ... 0O 0
0O 1 4,... 4., A, 1 ... 0 O
o 0 1 ... 4., 4., 4._. ... 0 0
O o0 0 ................. 4., 1

Ne segue che la soluzione piut generale del sistema (3) &
@y ==,
a,—x A4, + 1%,
o, =x A, +% A, -+,

essendo 2,, A,,..., A,_,_, parametri arbitrari.
In conseguenza di cio che si & detto per le #-—k soluzioni indipendenti
8 p p
delle (3) si ha che le espressioni
1+A| 6+Az 62+"'+Ak_1ek_l+ ek
et 4, &€+4, e+--+4,, &+
e"_k—l—l’—Al en—k+A2 en—k+1+. . '+Ak_1 ew—i +en—l
sono particolari divisori di zero, come del resto si pud verificare immedia-
tamente se si tien presente la (10). Questi divisori di zero sono di ordine k,
appartengono alle radici «,, «;,..., «, € sono linearmente indipeundenti. Se
li indichiamo rispettivamente con 3., 3,, ..., 3, ._,, possiamo dire che qual-
siasi divisore di zero di ordine k, appartenente alle radici «,, «5,..., «,, &
una combinazione lineare di d,, 3,,..., d,_,_,, cioe:
b) (“1 y Kggeony “k) =1, 8o —+ 2, 81 e R Sl W Sn—k—l
- = (7\0 -+ )\1 e+ -+ )‘”_k—l e”_k_l) 8o ’
essendo X, %,,..., A, , tali che sia

R+ A oppa R kst A 35 =[=0

(6=1,2,..., n—k). (21)
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Queste ultime disuguaglianze siricavano sostituendo nelle g1, Prtas- -, Pu
date dalla (1) le espressioni trovate pei coefficienti a,, a,, as,..., a,_, del
divisore di zero supposto di ordine k.

Dalle (21) segue che un divisore di zero

Mo+Med -+ A, @),
¢ di ordine k e appartiene alle radici «,, «,,..., «, se il polinomio
LU ER VB SRR S WEMEPE i
a coefficienti reali & primo con l'altro
1+Bax+ -+ B, e "
Se si pone:
o=1+B,e+ B,e'+---+B, , "'+ B, ,,
si ha
3,0, =e"+1=0

e il teorema enunciato alla fine del n. 10 risulta evidente.

Catania, 9 febbraio 1921.
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Riavvicinamento di geometrie differenziali
delle superficie: metriche, affine, proiettiva.

(Di GusTavo Sanxia, a Torino.)

Il Fusini (') ha dimostrato che nella geometria proiettivo-differenziale
(che dird geometria P e che & invariante rispetto al gruppo P delle collinea-
zioni) una superficie (*) non rigaia, si puo individuare mediante forme diffe-
renziali del primo ordine, precisamente come nelle geometrie'M, M, M, A
(invarianti cioé rispetto ai gruppi dei movimenti dello spazio euclideo, ellit-
tico, iperbolico, o a quello delle affinitd unimodulari, tutti sottogruppi di P).

Nella prima parte di questa Memoria mostrerd (n.>° 2) che il substrato
analitico su cui & fondato il procedimento seguito dal Fusini (n.2 1) pud es-
sere preso come punto di partenza per lo sviluppo di tuite le altre geome-
trie ora ricordate. Mostrerd poi (n.° 3) che l'analogia che cosi vengono a pre-
sentare i fondamenti delle varie geometrie fin qui considerate

M, M, M, A, P 0)

si pud spingere tanto oltre nelle trattazioni delle 4 e P, da rendere queste
trattazioni quasi identiche. Infine tale analogia renderd (n.° 4) pit intima con
alcune considerazioni sulla normalizzazione delle coordinate cartesiane omo-
genee, che perci0 sembrano interessanti.

Nella 2.2 parte (n.° 6 e segg.) mostrerd che delle rette introdotte come
normali ad una superficie nelle varie geometrie (0) si pud dare una defini-
zione unica.

(1) Fondamenti di geometria proiettivo-differenziale (Rend. del Circ. Mat, di Palermo,
t. XLIII, 1918-19).

(®) E cosi una ipersuperficie. Qui per maggior semplicitd e chiarezza mi ljmito alle su-
perficie dello spazio ordinario. Per la trattazione diretta di questo caso cfr. due note del
Fusini nei Rend. della R. Acc. dei Lincei, vol. XXVII, serie 5%, 2° sem., pagg. 41 e 44.
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166 Sannia: Riavvicinamento di geometrie differenziali

Tutto cio credo che, non solo getti qualche luce sul passato, ma che
possa anche servire di guida qualora si voglia edificare qualche nuova geo-
metria, cio¢ invariante rispetto a qualche altro sottogruppo di P.

PRIMA PARTE.

1. Una superficie ¥ sia definita dando in funzione di due parametri
u, v (0, u,, u,) le coordinate cartesiane ’omogenee x, ¥, 2, t di un suo punto P,
le quali percid comportano un fattore arbitrario di proporzionalita.
Assunta una forma differenziale quadratica arbitraria’ g=Ya,du.du,
col discriminante 4 =|=0, si costruiscano le due forme differenziali (quadratica
e cubica, e tra loro apolari)
3
X3 &, , Xy Dy ) (1)

?

F, =

2
X, X, X,y d w1=

1
VA4

@, ©,, ©s, Dsm‘—|—%lﬂdlog%——3dﬂ, _ @)

7
V4
2

VA

ove v & il discriminante di F, e, dette «,, x,,, ®,.,... le successive derivale
covarianti di  prese rispetto a g, &

F,

D=, ,du.du,, Dix=Yw, . du.du,du,;
poi
SF,—

1
7 Xy Xyy Xy, ng,———— ‘w’dwa mlldul +w12du2, wzxdu1+wnd“2

A

& la derivata covariante di F, rispetto a g, che (si noti) & nulla se g=F,.
Le forme F,, F, sono intrinseche, cioé hanno un significato indipendente
dalla scelta delle linee u,, u, (‘). Invece variano se le «, y, 2, { si sottopongono
ad una sostituzione lineare intera omogenea a coefficienti costanti di mo-

() Il simbolo |, 2, %,, d®x| indica il deferminante le cui orizzonlali si deducono
dalla 12 (quella scritta) cambiando « in y, 2, ¢. Lo stesso dicasi di altri simboli analoghi.

(9 Segue da cid che le equazioni F =0, F3= 0 definiscond linee di ¥ intrinseche ed
invarianti per collineazioni, e precisamente le asintotiche e quelle che il Fuini chiama lince
di Darboux-Segre.
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dulo M (collineazione) o si moltiplicano per un fattore ¢, o se si cambia la
forma ¢ in un’altra ¢’ di modulo A’; ma in modo molto semplice, perche:

s

st riproducono a meno di uno «stesso» fattore k (che & rispettivamente M,
e J4: 4).

2. Quanto precede lascia prevedere che le due forme F,, F,, o due
altre ad esse proporzionali ¢, =6 F,, ¢,= ¢ F,, possono servire quando si
voglia edificare (al modo di Gauss) una geometria delle superficie che sia
invariante rispetto a qualche gruppo @G di collineazioni, purcheé si riesca a
normalizzarle, fissando in modo opportuno cid che fin qui & rimasto inde-
terminato: g, p € a.

Il processo di normalizzazione variera passando da un gruppo G ad un
altro, ma dovrd essere sempre intrinseco ed invariante (cioé fatto con legge
indipendente dalla scelta delle linee u,, u, ed unica per il punto generico P
di ¥ e per i suoi trasformati mediante le collineazioni di G) e tale che, dopo,
le collineazioni di @ siano rappresentate ancora da sostituzioni lineari in-
tere (°) a coefficienti costanti.

Concretiamo tutto cid, passando in rassegna i gruppi fin qui considerati.

1.° Grupro M dei movimenti euclidei. Poiché tali movimenti sono rap-
presentati da sostituzioni lineari intere unimodulari nelle coordinate non
omogenee, adottiamo tali coordinate x, y, z (°). Prendiamo come jorma g la
prima forma di Gauss

g=dx'+dy’+d’=Edw+2Fdudv+ Gdv’

di ¥ (intrinseca e invariante in M). Allora la F, & completamente determi-
nata e si riduce alla nota 2* forma di Gauss:
F,=YXd'x=Dduw +2D dudv+ D" do* (). (%)

: ‘ . \ .
Ora & appunto con tali due forme g e F, che si edifica la ggometria
Mdi3.

(%) Perché sono le sole considerate nel n. 1.
(6) Corrispondenti alla legge di normalizzazione p=1:¢ ossia =1, unica per tutti i punti
dello spazio (quindi intrinseca e invariante rispetto a M).

(") Se si ricorda che t=1, quindi F, |, 4, d2x|, e che i complementi

1
“VEG— 2
algebrici di d2«, d2y, d22 sono i coseni direttori X, Y, Z della normale a 2.
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168 Sannia: Riavvicinamento di geometrie differenziali

2.° Gruppo M, o M, dei movimenti dello spazio ellittico o iperbolico (di
curvatura +1 o — 1, come & lecito supporre) rappresentati da sostituzioni
lineari intere unimodulari quando si assumano le coordinate di Weierstrass,
cioé le cartesiane omogenee x, 9, 2, { normalizzate con la legge

@ +y +2)=1().
Allora, assunte tali coordinate e per g 'elemento lineare
g=dx*+dy’+d?=dP=Edu’+---

di ¥, la F, ¢ completamente determinata e si riduce alla (4) (°).

Ora & ben noto che con tali forme g e F, si edifica la geometria M, o
M, di 3.

3.° Grurpro 4 delle affinitd unimodulari, rappresentate in coordinate non
omogenee x, iy, ¢ dalle sostituzioni lineari intere di modulo 1. Noi percido as-
sumeremo tali coordinate (*°) e per g la stessa forma F, (*').

Allora sard V=24 e § F, =0 (cfr. n.° 1), quindi le (1) e (2) diventeranno:

Fﬁzi—lw,xl7 mzadgm':'i—{m, Ly wszzwI, (1)’

f Vv

vV

F,—— [m, X, Ty, Dam‘l=—'m, de, x,du, +-x,,du,,
Vv Vv @y

Ty AU, 4+ x5, du,

- In pratica per costruire F, e F, converra adoperare la 1% espressione di
F, e la 2* di F, (nella quale compaiono le x,, e non le x,, come nella 12),

(8) Ossia p? =1:[f2 + (#2 + 2+ #?)], unica in tutti i punti dello spazio.
(®) Ove X, Y, Z, T sono le costanti di direzione della normale a Z, tali che

I Xa=0, zxaa—f=o, X2 4 Y2422+ T2=1.
r

(1) Cfr. (%) ove si cambii M in 4.
(1) Qui apparentemente facciamo un circolo vizioso, poiché nella definizione di F; in-

terviene il discriminante di g che é la stessa F,. Toglieremo ogni dubbio dando la effettiva
espressione di F.

.
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le quali, essendo {=1, si riducono a

F2=—1:,w1,m2, d*w{, F3=_Q:]dw7 m11dul—l_m”d“?’ )
v vy s (y

Loy AU -2, du,

Si incomincera col costruire la forma

y=|w®,, ®, dPx|=Ldu"+2Mdudv+Ndo’

che interviene in (1) e che & indipendente dalla scelta di g ('*); pol si cal-
colera y tenendo conto che il discriminante (LN— M?): v di F,=1¢:\y
dev’essere uguale a vy, il che da y=yLN— M°.

Cosi F, ¢ delerminata

_Ldw+2Mdudv+ Ndo*
VLN=M*®

F,

e coincide co(r! una delle due forme con le quali & stala edificata la geometria
affine delle superficie non sviluppabili (v=/=0) (**).
Allora & nota anche g (uguale a F,), quindi anche F; si pud costruire

usando la (2)". Orbene si pud verificare che essa (piﬁ precisamente %F,)

coincide con Vallra delle dette due forme. .

E facile (ed & anche sufficiente) far la verifica supponendo che le linee
u,, u, (0 u, v) siano le asintotiche.

In tal caso le due forme di BLascHKE e PIck sono: F, (come si & visto),
che qui diventa

F,=29dudv con o=/T4[x,, u,, .,

, (3
essendo

L=Iwu, Xy, wuu[:()’ N=|w,,, &, , wm,|=0, l‘lzlwua X,, wwl [_0(“)’ (4')

(12) Perché le derivate préme covarianti 2, 2, coincidano con le ordinarie.
(3) Principalmente da BrascEkE e Pick nei Ber. Ges. der Wissen. zu Leipzig, Bd. 69

e segg.
(1) Si tenga presente che F, =0 o ¥ =0 definisce le asintotiche, per la nota (¢), che
qui sono le w, v; percid L=N=0. Avvertiamo poi che qui %, %o, %uu,..., ou, 9» indi-

cano derivate ordinarie (non covarianti).
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170 Sannia: Riavvicinamento di geometrie differenziali

e l'altra
Pdw'+ Qdd’, ove P=i|x,,, ®,, ©.|:9, Q=1i|x,, «,, ©,|:¢. (D)
Sussiétono poi le equazioni (fondamentali nella geometria A)
¢ 0=09.%, + Puw,, ?ww=Qw“+<powv; ©)

(soddisfatte anche da y e z).
(iid premesso, poiche le derivate covarianti di @ rispetto a g=F, valgono

Xy =%,y Xy=XL,, L}y =L, — 9, X, Py Ly =X, — P, X, 1Py L1y =3, —=1X,,,

sostituendo in (2)" e tenendo conto delle (4) e *(6), si vede facilmente che
%Fs coincide con la forma (5).

4. Gruppo P delle collineazioni. Per tal caso meno semplice il Fusin:
ha escogitato un processo di normalizzazione (**) nel quale si incomincia col
normalizzare le forme ¢,, ¢, (anziché le coordinate, come nei casi precedenti)
scegliendo ¢ in guisa che il discriminante di p, sia uguale al cubo del discri-
minante di ¢,, a meno di un fattore numerico f prefissato a piacere.

Cid costituisce una effettiva normalizzazione se ¥ non é una superficie
rigata, perché allora ¢, e ¢, ('°) sono invarianti per collineazione e indipen-

~denti dalla forma g e dalle coordinate da cui si é partili.

Infatti supponiamo che, partendo da una g e da coordinate omogenee
qualunque, si siano calcolate, mediante le (1) e (2), le forme

F,:zb,,du,)dus, F,=Yc¢.,.du.du,du,

col discriminanti
V= bn bee —biza
(7)

V= 0312 0322 —6 Ci11 Cyag Cg99 — 4 Ci11 Cfn —4 0?1: Caga — 0311 ng N

poi le forme ¢, —=¢ F,, 9 =0 F, col fattore ¢ tale che i loro discriminanti

() Loe. cit. (1), fine del § 1 e § 2, B); oppure loc. cit. (3). Esso é interessante anche
perché potrebbe servire di modello in altri casi analoghi; percid lo espongo qui con mag-
giori particolari.

(%) Certamente infrinseche, perché tali sono Fy, F e la legge che determina o.
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¢’ v e o* A siano legati dalla relazione

A =16¢ (s’ v)* (V)
che da

:—_\/A : 16‘8 v’ (”‘).. 7y

Poiché, applicando una collineazione o cambiando g o moltiplicando le
coordinate per un fattore g, le 7, e F, diventano kF, e kF, (n° 1), v e A
diventano %*v e k* A, quindi s diventa ¢:k, e percio ¢, € 9, rimangono inal-
terate. (. d. d.).

Ora non resta che da normalizzare g e le coordinate. Il Fupint assume
g=—9,=¢ F, e moltiplica le coordinate di partenza per un fattore ¢ tale che
risulti ¢, = F,, quindi ¢=1. Ora, poiché¢ per tale moltiplicazione F, si mol-
tiplica per k=5p* (n.° 1), quindi (come ora si & visto) ¢ diventa s:p*, bisogna
assumere p*=—g, ossia per la (7) '

e=va:16¢cy'. (8)

Le coordinate omogenee cosi normalizzate sono dette coordinate normali
dal FuBint

E da notarsi che le coordinate normali di due punti corrispondenti in ¥
e in una superficie collineare ¥ sono legate da una sostituzione lineare intera
a coefficienti costanti ed unimodulare. Perché se tale non fosse, applicando
a ¥ la collineazione che muta ¥ in ¥, le forme o,, 9, (che ora sono uguali
a Fy, F,) si moltiplicherebbero per il suo modulo (n.° 1), mentre non debbono
alterarsi.

Essendo g —=¢, = F,, si conclude (come nel 3° caso) che F,, F, hanno
le espressioni (1')*(2'). Ed & con 'uso di queste forme e di una terza qua-
dratica f, che il Fusint ha costruito la geometria delle superficie non rigate.

3. Nel n.° 2 ho dimostrato che le due forme che si adoperano nella

geometria 4 sono sostanzialmente le stesse F,, F, (precisamente F,, —é—FS)
: \ _

(1) Abbiamo gui assunto f=e:16, ove ¢ indica il segno del prodotto AV, perché le
forme che il Fusint considera nel caso importante in cui le w e v sono le asintotiche corri-
spondono a questa assunzione. Il fattore ¢ & introdotto per far si che ¢ sia sempre reale
(quando si considerano superficie reali).

() Risulta ¢==0, come dev’essere, se non & A =0, cioé (come si dimostra) se £ non ¢
rigata ; ed allora ¥ non pud essere una sviluppabile, quindi non & neppure v=0.
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* /

che (con una terza f,) sono adoperate dal Fusint nella geometria P; o per
meglio dire dette due forme hanno le medesime espressioni (1) e (2). La dif-
ferenza consiste soltanto nella interpretazione delle x, y, 2, t che vi compaiono:
nella geometria 4 sono le coordinate cartesiane non omogenee (ossia &
t=1), nella P sono le coordinate normali del Fusixi.

Ora osservo che il Fusint nello sviluppo dell’algoritmo della geometria P,
in loc. cit. ("), non fa mai uso del significato specifico delle x, y, 2, .

Ne deduco che: questo algoritmo puo servire anche per la geomelria A,
sol che vi si ponga t=1,

Per esempio, posto

F,=%A, . du.du,, F,=—=2 EtAmdu,dusdu,, fi=%b.du,du,,

7,8 8, 7,8
il Fusint dimostra (*°) che la sua coordinata « (e cosi gy, 2, ¢) soddisfa il .
sistema, k
Ly =0, X+ A"+ b, 44, @ (r, s=1, 2), (8),

essendo: x* e " (0 x” e x®) le derivate prime controvarianti di « rispetto
a F, ossia :
m(") - arl wl + 3r! w? - arl wu + ar? wu ’

ove 4,, & il complemento algebrico di A, nel discriminante v di F, diviso

. 1 : . . : .
per v; poi X=-—-4A,«, essendo A, il parametro differenziale secondo di x

2

calcolato rispetto a F,; e cosi Y:%A,y,..., T:%Az L.

Da cio il FuBint desume che, date le forme F,, F,, f. (soddisfacenti
certe condizioni) la superficie ¥ & individuata a meno di una collineazione.
Orbene si ponga ¢ =1, onde {*=1#=t,= T=0. Allora, poiché{ é so-
luzione del sistema (8), ne risulta che & b,,=0, quindi f,=0 e (8)" diventa

X, =08, &+, 0 +A,X (r, s=1, 2 (8)”
ed ¢ soddisfatto dalle coordinate cartesiane non omogenee x, y, 2 nella geome-
. 1
tria A, se vi si adopera F, anziché (come & di uso) §Fs (*°)-

(19) In loc. cit. (1), § 5.

() Come conferma si pud constatare che le (8)" [se vi si cambia Apy in 3 A,e:| danno

le (6), in uso nella geometria 4, quando le u, v sono le asintotiche. Allora, come si & visto
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Essendo qui f,=0 identicamente, si spiega perché passando dalla geo-
metria P alla 4, bastino due sole forme (e non tre) per indiwiduare una su-
perficie.

Cosi pure la normale proiettiva n, di ¥ che il Fupin1 definisce come la
congiungente il punto (x, y, 2, ¢) col punto N=(X, Y, Z, T) si muta nella
normale affine n, che il BLascHKE definisce come la retta congiungente (x,
¥, 2, t) col punto all'infinito (X, Y, Z, 0) (cfr. n.° 6).

L’interesse di questo nuovo modo di presentare la geometria 4 & evidente.

4. Per ciascuno G dei gruppi (0) sono state introdotte delle coordinate
per i punti di ¥ che dird coordinate normali per il gruppo G corrispondente.

«): Esse sono coordinate dedotte dalle cartesiane omogenee, normalizzan-
dole in modo intrinseco ed invariante rispetto a G; e sono determinate dalla
superficie stessa ¥ a meno delle sostituzioni lineari inlere esprimenti le colli-
mazioni di G (*').

Ma esse non sono le sole coordinate godenti la proprietd «), e quindi
adoperabili per edificare la geometria invariante rispetto a G, perché: mol-
tiplicandole per una funzione I che sia un invariante intrinseco della super-
ficie (**), si hanno coordinate godenti ancora la proprietd «).

 Anzi: si hanno cost (variando I') tutte le coordinate aventi la proprieta «).
Percheé il rapporto —;i, = =%
(x, 9, 2, t), (&, ¥/, #, ¥') di un punto P di ¥ aventi la proprietd «) & certa-
mente intrinseco ed invariante rispetto a G.

che nasce da due quaterne di coordinate

e,

al n.° 2 (Gruppo 4), F, e %F3 sono le (3) e la (9), quindi si ha:

B =R8p=23="3,p=0, =9, Ipy=1:0,
xu=x(l)=x“:?’ a;v=x(2)=x,:?’
Ay =P, App=0, Ajpy—...=0;

quindi le (8)" danno
Sy =Pxy:g, Cog=—Quy:9.

Or sostituendo a xy; e %5 i loro valori (gid dati in loc. cit.) si vede subito che queste
coincidono con le (6).

(1) Perché solo a meno di tali collimazioni vien considerata Z nella geometria G.

(22) Rispetto al gruppo che si considera. Per es. per I si pud assumere la curvatura
assoluta ordinaria nel caso dei gruppi M, M,, M;, quella affine (di BLASCHKE) nel caso del
gruppo A, quella proiettiva di (Fusini) nel caso del gruppo P.
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Ora & importante osservare che le coordinate normali per i vari gruppi (0)
sono le piit semplici fra quelli aventi la proprietd «), nel senso (per ora un
po’ vago) che sono le sole coordinate deducibili dalle coordinate omogenee
con legge dipendente da elementi di ¥ del minimo ordine possibile (variabile
col gruppo). )

" Precisiamo. Per normalizzare le coordinate, ossia per passare dalle coor-
dinate omogenee qualunque x, ¥y, z, t di un punto P di ¥ a coordinate go-
denti la proprietd «), occorre moltiplicare le prime per un certo fattore p che
sard una funzione di «, y, 2, ¢ e delle loro derivate rispetto a u, v fino a
quelle di un certo ordine » > 0. ~

Orbene: nelle normalizzazioni che conducono precisamente alle coordinate
normali per i gruppi (0) i valori di n sone i pit bassi possibili; e d’altra
parte non esistono altre normalizzazioni corrispondenti a tali valori minimi
di n (che sono 3 per il gruppo e O per tutti gli aliri). .

Cio riavvicina ancor piu le trattazioni delle geometrie (0), mostrando che
le coordinate adottate per ciascuna di esse hanno una proprietd comune che
le caratterizza fra tutte quelle adottabili.

Si tratta di dimostrare ['ultimo teorema.

Per i gruppi M, M,, M,, A la dimostrazione & immediata; perché allora
¢ n =0 (valore minimo), essendo p=1:¢ (gruppi M e 4) o

p=1:[t2i(x2+y2—|—zf)]

(gruppi M, e M,); e d’altra parte non esiste (come & noto) un invariante in-
trinseco I di ¥ nella cui espressione non entrino anche le derivate di
x, Y, 2, .

Per il gruppo P si osservi anzitutto che il valore (8) di p assunto nella
normalizzazione del n.® 2 (4° caso), dipende da «, y, 2, { e dalle loro deri-
vate fino a quelle del 3.2 ordine (*°), sicché per essa & » = 3. Ora per otte-
nere un’altra normalizzazione con n =3 bisognerebbe moltiplicare le coor-
dinate gid normalizzate per una funzione effettiva (**) I intrinseca e inva-
riante per collineazione che dipendesse solo da x, y, 2, t e dalle loro derivate
dei primi tre ordini (al piu). .

Ora: una tale funzione non esiste, cioé si riduce ad una costante.

23) Che intervengono nella espressione (2) di Fys e quindi di A, suo discriminante.
p 3
(24) Poiché una costante non condurrebbe ad una normalizzazione effettivamente nuova.
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——

5. Per dimostrarlo, supponiamo che ¥ sia riferita alle asintotiche come
linee u, v (**), nel qual caso sono nulli i coefficienti di d u?=d u* e d ui=d ¢*
in F,, definita dalla (1) (prima espressione), sicché

|w’ xu’ wu’ wuul=0, |w7 wu’ wv, wvv

—o, (©)

ove x,, «, (che coincidono con z,, «,) x,,, «
vate ordinarie (non covarianti) di .
L’invariante supposto I sara funzione delle 10 variabili

wrs Loy Luuwu -+ iNdicano deri-

w0=w7 mlzmu7 w2=m1J7 ws':wuv’ w4=xuuw7 w.’):mmw? m6=m

uve

x'l == mvw, ws = muu k] xs = mw .

e delle analoghe in g, 2, £; in tutto di 40 variabili. Ma tal .numero pud su-
bito ridursi con le considerazioni seguenti. {

I & una fanzione delle coordinate dei punti P, (x,) **) (r=0, 1,..., 9).
I punti P, e P,, per le (9), giacciono sul piano dei punti P, P, P, (tangente
a ¥ in P,); non cosi P;, pér cul passa la normale proiettiva n, di ¥ in P, (*");
quindi P, P, P, P, sono i vertici di un tetraedro. Poi P, non giace su nes-
suna faccia del tetraedro (**); dunque possiamo assumere il tetraedro e P,
come elementi di riferimento di un sistema di coordinate proiettive, nel quale

(25) Cio € lecito, trattandosi di una funzione éntrinseca, il cui valore nei punti di £ &
percid indipendente dalla scelta delle coordinate curvilinee. Avverto poi che esigendo la di-
mostrazione calcoli molto laboriosi, ma facili, mi limiterd ad esporla nei suoi tratti pil es-
senziali, cioé senza entrare nei particolari dei calcoli stessi.

(26) Ossia di coordinate xr, yr, 2p, tr. N :

(") Gia ricordata al n.° 8. Ed infatti qui il punto (X, Y, Z, T) del n.° 3 che la indi-
vidua coincide con i’g (%up).

(28) Non essendo nulli

|x07 Xy, Lo, fl’4|, |x0! Xy, X3, m4', |x0’ m27 X3, m-il, lxli Lo, X3, $4|,

perché differiscono solo per un fattore da |wx,, %, %, 03 | =] %, X, X0, Xus |, unico coefficiente

di F, non nullo. Lo si vede tenendo conto che {come & noto) «, y, 2, ¢ soddisfano equazioni
del tipo

Puu=29u+ LPo+29, 9oo=79u+09Fpy,

dalle quali & possiblie calcolare ;= %uux ed esprimerla come funzione lineare delle ay=ux,
&Ly =Ly, Tp==Tp, Tz =Tup, (& COSL Yy, 24, &y,
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i punti rimanenti P, (r=>5, 6,..., 9) avranno per coordinate omogenee

pn=8—i—§—2’ pﬂ=ﬁ—g§—[gs pm=gg§—§f;’ pu=?())i——3—% (10)
(r=5,6,..., 9), ove si & posto per sempli};ita di scrittura
|2y, @, @, @, [=(pqrs)(”);
sicche le (9), che equivalgono a
| %oy 2, @y, 2 | =0, |2, @, ,, 2, |=0,
si possono scrivere anche _
0128)=0, (0129)=0. 9y

Dopo cio I pud trasformarsi in una funzione delle coordinate (10); pero
conviene meglio considerare I come funzione delle (pqrs) (non nulle) che
compaiono nelle (10) e che, per le (9), sono 22:

(013#), (023r), (1237r) (r=45,...,9) (11)
012r) (r=4,5, 6, 7).
Proveremo (a tappe) che I & indipendente da tali variabili.

1.2 I per essere un invariante di ¥, non deve alterarsi se si molti-
plicano le coordinate omogenee x, y, 2, ¢ per un fattore p (u, v), e in parti-
colare per uno del tipo p=1-cf, con ¢ costante ed f funzione arbitraria
di #, v; quindi la derivata rispetto a ¢ di I trasformata dev’essere nulla. Im-
ponendo che lo sia per ¢ =0, si ha I'equazione

h (p qr 8)/ Ipqr« = Oa (l Q)

(2%) Le (10) si trovano calcolando i birapporti che i punti P, e P, fanno coi punti d’in-
contro della retta congiungente con la faccia P, P, P, del tetraedro, di equazione | X, x,,
a;, ®3|=0, e con ciascuna delle rimanenti. Considerando per esempio la Py, P, P3, di equa-
zione IX,' %y, %y, 3| =0, si trova che i detti punti hanno le coordinate X==ux3+ kw,.,...,
ove k ha i valori —|x,y, @ @, 24| :|%, @, X, Xr|e—]|xy, 2y, X5, ©4]: 2. %, 25, |
ossia —(0124):(0127) e —(0134):(013r), il cui rapporto & appunto il detto birapporto,
che percio vale pri:pr.
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ove I, indica la derivata di I rispetto a (pgqrs), € (pgrs) indica la de-
rivata rispetto a ¢ (calcolata per ¢ = 0) di cid che (p qrs) diventa a trasfor-
mazione eseguita.

Per esempio (0124)—=|w, «,, ®,, ... | diventa
|0, 02, =0, @, 9 X, 4 P, 2y P 3 P B+ 3 Pu Lo+ p X | =
=p'|®, @, X,, Ty |=(14+cf) (0124),

la cui derivata rispetto a ¢ per ¢ =0 vale 4(0124%) f.
Del pari si trova che

0134y =4(0134) f+(0124)f,
0234y =4(02384)f—3(0123)f,,—3(0238)f,—(0124)f,, ecc.

In generale si trova che (pgqrs)’ & funzione lineare delle (pgrs) con
coefficienti che sono funzioni lineari di f e delle sue derivate f£,, f., fuu,..-
fino a quelle di terzo ordine.

Sostitiendo in (12), si ha un’equazione lineare omogenea nelle derivate
parziali prime di I rispetto alle variabili (11) i cui coefficienti contengono li-
nearmente (012 3) da cui I non dipende; percio essa si scinde in due altre, che
si ottengono uguagliando a zero il coefficiente di (012 3) e la rimanente parte.
E poiché tali nuove equazioni contengono linearmente la funzione arbitraria f
e sue derivate, ciascuna di esse si scinde in altre allo stesso modo. Si per-
viene cosi a 12 equazioni distinte, 5 delle quali (come I,,,,=0) esprimono
che I non dipende da (1234), (1235), (1236), (1237), (0126); delle 7
rimanenti una contiene linearmente nei coefficienti 1'ultima variabile (01 26)
da cui I non dipende, e percid si scinde in altre due, una delle quali esprime
che I non contiene (023 6). :

Insomma si trova che: I non dipende da

(1234), (1235), (1236), (0126), (0236), (1237 (13)

e soddisfa le equazioni
3 Iozu + onas +Imas - 0, (14) Iozss - onss - 07 (10)
Iolaa+Ioaas=0, (16) 3_I0137+Q10139+1“39= O’ (17)
(0 12 4‘) Iolu -+ 3‘(0 23 8) Iozu -+ (0 12 5) Iyiss -+ (0 3 9) Ioss6 + (18)

+ (0 12 7) onss -+ (O 23 8) Iigss + (O‘Q 3 9) 155 = 0,
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(0138)L“%——(0124)Lm“«+[(0%38)——(019541@35%—3(0139)1m”—+ )
' (19)
+[3(0289) —(0127) s — (0139) Ly — (0139) L = ’

e quella ¥ (p q r 8)1,,.=0 che esprime essere I funzione omogenea (*°).
’

9.2 Ulteriori condizioni per I si ottengono imponendo che sia intrin-
seca, e percid che non muti (in particolare) con una trasformazione del tipo,

w="Ucf(U), v=V+cg(V), (20)

ove U e V sono nuovi parametri, ¢ una costante, ed f, g funzioni arbitrarie
dei rispettivi argomenti. Allora, ragionando come per la trasformazione pre-
cedente, si trova che I deve soddisfare ancora I'equazione (1@),‘0ve pero
(p g rs) e la derivata rispetto a ¢ per c=0 di cio che diventa (p ¢ r s) in
seguito alla (20).

Per esempio il determinante (01 34) =| @, ®,, Py, L. | sl muta per la (20)
in un altro i cui elementi della prima riga sono @, (1+cf)x,, (1-+cf)
(I+ecg)a. e -

4cecfYw, +3c(l4cf) f"ep+cocf”x,
e che percid vale ,
(I4cfY (1 +cg)lw, @,y Cppy Buw | +3c (L +cf) (1 Fcg) | @, @, Tup, @, | 7

ossia

(ttcf) (1+cg) (0134) +3c(L+cf) (1 +cg)(0138)f"
e la cui derivata rispetto a ¢ per ¢=0 vale
0134 =GB +9)0134)+3(0138)f".

In generale si trova che (p g r s)’ & funzione lineare delle (p q 7 s) con
coefficienti che sono funzioni lineari delle derivate ', ¢/, f”,... dif e g fino
a quelle di terzo ordine. '

Sostituendo in (12), si ba un’equazione lineare omogenea nelle derivate
parziali prime di I rispetto alle variabili (11), escluse le (13), e con coeffi-

(%) E il sistema di tali equazioni & completo, come & facile verificare.
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cienti che sono lineari nella (0123), da cui I non dipende, e lineari nelle
funzioni arbitrarie f, g e loro derivate; allora, procedendo come nel caso
precedente, si trova che: I non dipende da

(0234), (0134), (0187), (0237), (0139) @1)

¢ deve soddisfare certe equazioni due delle quali sono

Iyio0 4 Losss = 0, (QQ)
4(0124) Iy + 3(0125) Loios +4(0138) Ly5s + 3 (0235) Loges +
+3(0136) Loioe+(0127) Loty +4(0138) Lyys +-3(0238) Lgge + (23)

4 4(1238) L300 +(0239) Lopsy + 2 (1239) 1,,,, =0.

3.2 I deve anche soddisfare I'equazione che nasce formando la paren-
tesi delle (22) e (23) ossia Loysr 4 3 Logse ==0, dalla quale e dalla (22) segue
che I,,4,=1I,.;s =0, cioé che I non dipende da

0127, (0238). (24)
42 Ora consideriamo le equazioni (14),..., (19) e (23).

Le (16), (17), mancando in I le varlablh (21) e (24), si riducono, ed
esprimono che I non dipende da

(0125), (1239); (25)

e le (18); (19) si riduconc ad equazioni i cui coefficienti sono formati linear-
mente con le variabili (13), (21), (24), (25) da cui I non dipende, e perci0
si scindond in equazioni che esprimono che I non dipende da

(0135), (0235), (0136), (0138), (1238).

Ed allora anche (23) si riduce ed esprime che I non dipende da (0239).
52 Da tutto cid che precede segue che I non pud essere che-url"vl

funzione della sola variabile (0124); ma dev’essere omogenea (cfr. 1?), dunqie
non puod essere che una costante.
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SECONDA PARTE.

6. Nell’edificare le geometrie 4 e P, quando si & voluto definire una
normale affine n, (*') o proieltiva n, (**), ossia una retta che tenesse il posto
di quella ordinaria n (e di quelle non euclidee »,, »,) ad una superficie ¥
in un suo punto P, le si sono imposte le seguenti condizioni geometriche (*°):

1*  di passare per P senza giacere nel piano langenle a Y ;

IT*  di essere intrinsecamentle definita

IIT* ed invariante rispetlo al gruppo considerato (*');

IV*® di esser tale che le sviluppabili da essa generale, variando P su Y,
traccino su Y un doppio sistema coniugato di linee (che percid si diranno
linee @i curvatura).

E poiché tali condizioni sono soddisfatte da tutto un insieme di rette,
dipendente da una funzione arbitraria (entro certi limiti imposti dalle con-
dizioni II* e II[*) delle coordinate curvilinee u, » di P su I, la scelta di n,
& n, & caduta su quelle che presentavano un’altra analogia con la n nelle
trattazioni analitiche seguite. Ma questa analogia & formale e si riscontra
in altre rette dell’insieme, sol che si modifichi leggermente la trattazione (*°).

Percid io mi son chiesto: & possibile formulare una V* condizione che
(aggiunta alle precedenti) individui una retta in ciascuna delle geometrie (0),
e precisamente le n, n,, n;, nelle geometrie M, M,, M,?

(31) Da W. BrascHKE nel § 5 della 1V® nota sulla geometria 4 in loe. cit. (13).

(32) Dal Fusint in una Nota degli Atti della R. Acec. delle Scienze di Torino, t. LIII,
1917-18, p. 1032. Poco dopo, ma indipendentemente, G. M. GREEN (in Trans. of the Amer.
Mat. Soc., vol. 2°, 1919, p. 79) ha definito la pseudo-normale (dandone una costruzione geo-
mefrica) che, come si pud verificare, coincide con la np, del Fusinr.

(3) Che fra quelle soddisfatte da » sono le sole che hanno senso anche nelle geometrie
4 e P.

(%) Ossia 4 o P.

(%) Infatti abbiamo gia ricordato (n.® 3) che la ns 0 mp & la retta congiungente P col
punto N di coordinate omogenee (4,x, A,y, A2, A,t), precisamente come lan, solo che 4,
si riferisce alla forma F, invece che all’elemento lineare di Gauss.

Orbene, se in luogo delle coordinate normali si adoperassero nelle geometrie 4 e Ple
stesse moltiplicate per una funzione I intrinseca e invariante, come & lecito (cfr. n.® 4), la
forma F, e quindi il punto N muterehbero e cosi pure le rette ng, np.
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Percheé nel caso affermativo si sarebbe potuto dare una definizione di
normale unica nelle cingue geometrie, e quindi affatto naturale per le pil re-
centt 4 e P (*°).

Orbene, dopo le considerazioni svolte nella 12 parte, e facile trovare
una V*® condizione fondandosi sulla seguente proprietd della » e delle »,, »,:
di dipendere da elementi di ¥ del prim’ordine, che & anche il minimo pos-
sibile; nel senso che dipendono dalle derivate prime delle coordinate carte-
siane non omogenece e delle coordinate di Weierstrass di P rispettivamente.

Infatti tali coordinate sono quelle normali (n.° 4) per il gruppo M e per
i gruppi M,, e M, rispettivamenste; ed intanto il concetto di coordinate nor-
mali sussiste anche per i gruppi 4 e P; dunque & spontaneo imporre alla
normale la seguente condizione:

- V* di dipendere dalle derivate del minimo ordine possibile delle coordi-
nate normali di P. '

Ed io dimostrerd (n.° 3) che: nelle geometrie (0) una superficie gene-
ricao (*') ha in ciascun punto P una sola relta soddisfacente le condizioni
I¢,..., V", reita che ¢ rispettivamente n, n,, n;, n,, n,.

Si puod dunque dare effettivamente una definizione di normale unica per
le cinque geometrie: & la retta individuata dalle condizioni I°,. .., V* in una
superficie generica.

7. GEoMETRIA M. Qui le coordinate normali sono le cartesiane non
omogenee , y, 2(t=1) e una superficie ¥ & individuata, a meno di un mo-
vimento, dalle due forme di Gauss

ds'=Edu’+Gdv’, Ddu'+D"dv* (26)

nell’ipotesi che le linee u, v siano quelle di curvatura. Detti (X;, Y,, Z))
(t=1, 2, 3) i coseni direttori delle tangenti alle linee u, v e della normale
ordinaria » in P (%, y, #), ossia posto

B
&

_ 1 o= _ 1 9 (y, 2)
X"’_-\/é av’XS_\/EG—F“‘&(u, ) (27)

1
Xlz—_
VE

S5

u’

(con le analoghe), quelli di ogni retta » per P e non del piano tangenté a ¥

.
() E forse: adottabile anche in eventuali nuove geometrie.
(") Le superficie eccezionali sono particolarissime, come apparira dalla dimostrazione.

Annali di Matematica, Serie 11I; Tomo XXXI. 2%
/
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(condiz. 1%).saranno proporzionali a numeri del tipo
X=c¢X,+6X,+X,,... (28)

Ora imponiamo ad # le rimanenti condizioni II° ..., V* Per la III* ¢,
e ¢, debbono essere funzioni di u, v invarianti per movimenti, quindi fun-
zioni delle sole E, G, D, D" e loro derivate; inoltre X; Y, Z; dipendono solo
dalle derivate prime (di ordine minimo) di «, y, 2, quindi, volendo che lo
stesso accada di X, Y, Z (condiz. V*) dovremo supporre che ¢, e ¢, siano
funzioni delle sole E, G (e non di D, D" e derivate di E, G, D, D", che di-
pendono dalle derivate seconde almeno). E

Inoltre, per la IT% ¢, e ¢,, debbono essere intrinseche (come X;, Y, Z).
Ora le linee u, v assunte sono intrinseche; non cosi i parametri u, v, perché
suscettibili ancora di una trasformazione del tipo

w=u (w), =1 (o), (29)
in seguito alla quale E, G diventano:
E'=EU* G'=aGV7V* (U=du:dw, V=dv:dv), (30)

quindi, affinché le ¢, (E, G) ('i =1, 2) siano intrinseche occorre che soddisfino
le relazioni ¢, (E’, G')=c, (E, G), e queste non potrebbero dedursi che dalle
due relazioni (30) eliminando le (altreftante) funzioni U, V; ma cid & impos-
sibile, dunque le ¢, debbono essere costanti.

Imponiamo infine la IV* Fissate le costanti ¢,, ¢,, 'equazione differen-

ziale
|dx, X, dX|=0 (31)

delle gviluppabili generate da », variando P su ¥, & del tipo
Ldw+2Mdudv—+ Ndv'=0; (32)

quindi affinché le loro tracce su ¥ formino un sistema coniugato occorre
che sia
LD"+ ND=0. (33)

Ora risulta dalle (31) e poi dalle (27) che

dx . oX — . 8X| = x|,
L—IE’X’—u’=\/E‘XuX’7l_‘/EIX“C’X2+X”’au ’
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ma, per la (28) e per note formole che esprimono le %XJ mediante le stesse
X, (™), si ha: .
dw (o, OYE D ) ¢, VE D
= V22X, - L X, 4¢ = X,,
(\/E dv JE S JG dv TP

quindi, ricordando che |X,, X,, X,|=1, si trova che

ou

L:Clczﬂ-—*——g—_@’ (IV—:—G‘CZD’I—O)(:/ZE‘ ‘%)'

percio la (33) si muta nella relazione
D" 8 E D 3@G
\7@- , to ;\'/—é‘ W—O (3%)
che, non essendo identica in una superficie generica (*°), esige che sia
¢, =c¢, =0. '

Dunque X=Xj,,..., cioé r coincide con la normale .

2. GeoMETRIA DM,. — Nello spazio ellittico di curvatura 1 (come pud
supporsi) le coordinate normali sono quelle x, y, 2, ¢ di WHIERSTRASS, € una
superficie & individuata a meno di un movimento (dello spazio ellittico) da
due forme del tipo (26), quando le linee u, v sono quelle di curvatura.

Dette (X;, Y;, Z;, T)) le costanti di direzione deile tangenti a queste
linee e della normale », in P (x, y, 2, {), sussistono le formole (*°)

de,eg DD ¢,

ox —= da . .
ju—XNVE L =X6 (35)
0X, 1 8JE, 8X, 1 8VE
du ”‘/E+\/“ T JVE v 7 dm Jg év V
i ' (36)
X, D

du —_ﬁx”

(38) Cfr. L. Biancui, Lezioni di Geometria differenziale, 3* ed., vol. 1, p. 18l.

(%) Se pure esistono superficie eccezionali, caratteristiche dalla (34) con ¢;, ¢, costanti.
Per decidere, bisognerebbe esaminare se la (34) & compatibile con le equazioni di Gauss e di
Copazz1, ma ¢id qui non interessa. Analoga osservazione si pud fare per gli altri casi.

(#) Cfr. loc. cit. (8), 22 ed., vol. I, p. 498, formole (41). Da queste si deducono quelle del
testo, ponendovi R=1, cambiandovi §, =, § in X;, X;, X, ed eliminando p;, p, mediante le
formole di p. 497,
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80X, 1 9y@ X, _ 1 0JG

dv  JG ou X Gy = w\/G+\/~ A= VE du X 36y
(9X3_ D"
dv \/G X,

-con le analoghe.
Ragionando come nel 1.° caso, si vede che una retta » soddisfacente le
condizioni I?, II#, TII*, V# ha le costanti di direzione proporzionali a numeri

del tipo (28) con ¢, e ¢, costanti. Fissate ¢, e ¢,, 'equazione delle sviluppabili
generate da ~ variando P é: l

e, do, X, d X|=0, (37)

del tipo (32); e la condizione affinché sia soddisfatta la condizione IV?
¢ la (8).
Ora risulta dalla (37) e poi dalle (28) che:

dax

X
L=’”7a—u ’6%\—\/Elw’ X, 6, X, +X

5" du

ma, per le (28), (36) e (36),

N o[ E Dy o VEy D

ou JG@ dv VE ‘ /G ov \/_E’
quindi
L=c¢, (02D+Q\1/G af)lw, X, Xy, X,
e del pari si troverebbe che:
N_—_——cz(c,D”—}— 1_dy /—)lw X, X,, X,].
2JVE ou

Sostituendo in (38), si ha la relazione:

D" 0E D 4G

“JG dv JE ou (38)

che, non essendo identica per una superficie generica, esige che sia ¢, = ¢, = 0.
Ci0 prova che X = X,,... ossia che r coincide con #,.
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3. GEOMETRIA M,. Analoga dimostrazione.

4. GeomeTrIA A. Qui le coordinate normali sono le cartesiane non
omogenee «, y, 2. Scelte le asintotiche (invarianti per affinitd) come linee u, v
sulla superficie, questa & individuata (a meno di una collineazione di 4) dalle
due forme (3) e (5), come si & detto nel n.® 2, ove si & visto che x soddisfa
le equazioni: :
& =9.2,+Pw,, ¢ox.,=Qu,+ ¢, ' (39)

(soddisfatte anche da y e 2). Ricordiamo poi le altre (di BLASCHKE)

0K o—oya —Lrp X 0. _ 4
a w - (? G) wu @2 99,., (9 v - tPe mu + (’? 0) wv (‘1'0)

con le analoghe in y, Y, e 2z, Z,. In esse

{ ‘ i
gézw:—wi,v.p,... (41)

Xy=——
sono numeri proporzionali ai coseni direttori della normale affine (fine del
n° 4y e s=PQ:¢* & una funzione inlrinseca ed invariante (*').

Le linee u e v sono intrinseche; non cosi i parametri u, ¥, suscettibili
di una trasformazione del tipo (29), che muta ¢, P, Q in

¢'=oUV, PP=PU Q@=QV*(*); (42)

sicche VP, V@, ¢ si moltiplicano per U, V, U V. Ora, poiche lo stesso accade
di »,, «,, ©,,, ne segue che i rapporti di queste quantitd alle precedenti
non mutano, e percid che i punti

P (w4, NP), P, (x+=,NQ), P, (x—X)(*) (43)

sono intrinsecamente definiti ed anche invarianti. per affinita (**).

(41) Per tutfo cio, in parte gia richiamato nel n.° 2, cfr. il § 6 di una Memoria di
Brascuge. Cfr. loc. cit. (13), Bd. 70, p. 18.

(425 Risulta dalle espressioni di ¢, P, @; o anche dal fatto che le (39) sono intrinseche,
quindi si ha 2¢’duw'dv'=2¢ du dv, P’ du® | @ dv3=Pdv3+ Qdv® (onde P'du3=Pdus,...).

(#%) Rispettivamente sulle tangenti alle linee u, v e sulla ng nel punto P. Di tali punti
abbiamo scritto solo la 12 coordinata; cosi faremo in seguito.

(#) Le loro coordinate essendo cogredienti alle x, y, z (come subito si vede) rispetto
ad ogni affinitd unimodulare.
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Dunque il tetraedro P P, P, 133 ¢ intrinseco ed invarianle per affinila
(unimodulart).

Or consideriamo una retta » per P e imponiamole le 1°,..., V=

La r & determinata dal suo punto d’incontro R col p\iano P, P, P,, punto
che, non dovendo giacere sulla retta P, P, (condiz. I”), deve essere del tipo:

X
R s 61_ 02_ _ __3) — 1).
(x H c:/Pwu+c§/Q v c (c (v +C2+ )

"Poi r dev’essere (cond. IT1“) invariante per affinitd (come lo & il piano
P, P, P,), quindi tale dev’'essere R; e percid ¢,, ¢, debbono essere delle fun-
zioni di ¢, P, @ e delle loro derivate. Ma, poiché nelle coordinate di R gia
entrano le derivate prime e seconde di x, y, z (*'), affinche la cond. V* sia
soddisfatta occorre che ¢,, ¢, siano funzioni di ¢, P, § (e non delle loro de-
rivate, che contengono derivate terze): ¢, =c¢, (9, P, @). Inoltre ¢,, ¢, debbono
sssere intrinseche (cond. I7°), quindi tali che, in seguito alla (29), risulti:

NP Q5 P, @)=c,(VPQ:q, P, Q) (“);

ma siffdtte relazioni, del tipo f(P’, @)= (P, @), non potrebbero dedursi
che dalﬁe due ultime relazioni (42) eliminando le (altreltante) funzioni U, V,
e ci0 & impossibile, dunque ¢,, ¢, debbono essere costanti.

[mponiamo infine la cond. IV". Sopprimendo il primo termine nelle co-
ordinate di B e poi moltiplicandole per ¢, si hanno i numeri

X:‘*—w -{—i—/:w,,—X,,..- (4‘4‘)

proporzionali ai coseni direttori di r, la quale, variando P su ¥, genera una
ssviluppabile quando & soddisfatta la (31). Queste sviluppabili tracciano su
un sistema coniugato quando nell’equazione (31), del tipo (32), manca il
termine rettangolo, ossia quando

e, X, X, |+, X, X.|=0. (45)

Calcolando X, dalla (44) ed eliminando @.., «,., X, / 0 w mediante le (39)

(%) Perché ¢, P, @ dipendono da tali derivate, come risulta dalle (3) e (5).
(#6) Si poti che ¢ — VP-Q:G e che ¢ non muta per la (29) (essendo intrinseca).
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e (40), si trova

P P
X, = (—-&——f‘—_-—“ oc— )wu— - X,
TP e P T YT

a meno di un termine in x,; quindi, per la (4%) e l'espressione (3) di ¢, si
trova:

. . €y 0y P (cI 0, ¢, P, ]
X, X, — i =t — = = - —all.
| e, = W[\/P@ VP e 3YypPP o ?)

Sostituendo in (45) questa espressione.e l'analoga di |x,, X, X, | (*"), si

ha la relazione
J o d o

Cim g

"duyp P “ 30 \/ Q
non identica per una ¥ generica, e che percid esige che sia ¢,=¢, =0, e
quindi che » coincida con n,.

(46)

5.° GeoMETRIA P. Qui le coordinate normali son quelle di Fusint «, y,
2, L -
Una superficie ¥ riferita alle asintotiche come linee u, v & individuata,
a meno di una collineazione, da due forme del tipo

2ydudo, 28y (Bdu’+ydv®), (47)

(ove £ e y sono invarianti per collineazioni e si esprimono mediante x, y,
z, t e loro derivate prime e seconde) e da una terza forma ndu’+vdo® (i
cui coefficienti dipendono anche dalle derivate terze di wx,...).

Sono da ricordare le equazioni

dlogp
ov

wuu alogﬂyw_i_ﬁw +n,v, ww:Ywu_l—

Tw,+ve  (48)

soddisfatte anche da Yy, 2 et
I parametri u, v delle asintotiche sono suscettibili ancora di .una trasfor-
mazione del tipo (29), che muta g e y in

F=pU*:V, Y=y V':U; (49)

(*") Che si deduce dalla precedente cambiandovi 4, ¢;, ¢,, P, @, u rispettivamente in
—ir Cay €y, Q1 P, v.
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sicche VB%y, VEY%, By si moltiplicano per U, ¥, UV (*). Ora, poiche lo
stesso accade di «,, x,, «,,, si deduce che i rapporti di queste funzioni alle
precedenti non mutano, e percido che } punti

P (w4 o, [VEY), Pu(wA4w/YEY), Py(x+o.,/B7Y)

sono intrinseci ed anche invarianti per collineazioni (*°).

Dunque: il tetraedro P P, P, P, ¢ intrinseco ed invariante per collinea-
ziond. ‘

Cio posto, come nel caso 4°, si riconosce che ogni retta r soddisfacente
la cond. I & la congiungente P con un punto del tipo

c @
x, 3“_»wﬂ—|——”") c=c¢,+c, + 1)
c\/BY? cpY ( ' -+ )

R(m_l_cf/%?

Volendo che r soddisfi la cond. I1I% ¢,, ¢, dovranno essere funzioni
invarianti per collineazioni e percio funzioni di B, y, n, v e loro derivate.
Poiché nelle coordinate di R gid entrano le derivate prime e seconde (ma
non terze) di x, y, 2, t, affinché la cond. V* sia soddisfatta occorre che c,, ¢,
siano funzioni dif ey (e non di n, v e delle derivate di §, y, n, v che con-
tengono derivate terze): ¢, =c, (B, y). Inoltre ¢, e ¢, debbono essere intrinseche
(cond. II%), quindi tali che, in seguito alle (29), risulti ¢, (¢, v) =c¢. (8, ¥); ma
ogni relazione di tal tipo non podtrebbe dedursi che dalle due felazioni (49)
eliminando le (altrettante) funzioni U, V, e c¢id & impossibile; dunque ¢,, ¢,
debbono essere costanti.

Imponiamo infine la cond. IV*. L’equazione differenziale delle sviluppa-
bili generate da », variando P su ¥, & la (37) ove

X = o, b g, D (0 50
ey VY By ) >0)

(#%) Tutto cid che precede si desume dalle Note di Fusini citate in (3).

(#9) Per ragione analoga a quella addotta in (#4).

(%) Infatti dette &, », & = le coordinate di R, I’equazione delle sviluppabji si ottiene
imponendo che i 4 punti (%), (x 4+ d %), (£), § + d &) stiano in un piano, e percio & |wx, x4 dx,
E, E+dE|=0 ossia |x, dx, §,d&|=0; or questa si trasforma subito nella (37) osservando
che E=a + X/c, ... '
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La (37) & del tipo (32), quindi le sviluppabili tracciano su ¥ un sistema
coniugato se M =0 ossja

va mu! X7¢Xu’+|w7 wu’ X’ XvIZO‘ (51)

Derivando (50) rispetto ad # ed eliminando poi «,,, «,,, mediante la
prima delle (48) e quella che se ne deduce derivandola rispetto a v, si
trova che

v _ (& OVBY | 1 o'logpy ) O
%= (o ey e 1)t e

a meno di un termine in « e di uno in «,; quindi (con facile calcolo)

o VBT

1 81
pY du T~ a. Ogﬂy—i‘l_cxcn’

By duow

lm%Xth

(
ove k=|=0 (*"). ~
Sostituendo in (51) questa espressione e I'analoga di |, =,, X, X,| (che
se ne deduce cambiandovi k, ¢,, ¢,, B, 7, #, v rispettivamente in — k&, ¢, c,,
Y, B, v, #), si ha la relazione
VB Y
C, - gﬁuT =C,

VF Y 5
> (52)

non identica per una superficie generica, e che percio esige che sia ¢, =¢, =0,
e quindi che il punto R giaccia sulla retta P P, che &"appunto la normale #,
del Fusini (**); dunque r coincide con la #,.

Morcone (Benevento), 3 Ottobre 1921.

(1) Precisamente: k==|®, x,, s, Tuo | : B, che vale 1, come si desume dalle Note del

Fusini, citate in (2). ’

(®2) Perché passa per quel punto N di coordinate X = —;— A, & —yp: B¥...cheindividua .

la mp. (Cfr. n.% 3).

Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXXI. 25

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



L’intorno d’un punto d’una superficie conside-
rato dal punto di vista projettivo.

(Di Epuarp GEcH, a Praga.)

’

1, L oggetto di questa Memoria ¢ il problema di trovare un sistema
di enti geometrici, invarianti per trasformazioni projettive, la cui conoscenza
equivalga a quella dei coefficienti dell’equazione di una superficie, nell’in-
torno d’'un punto regolare, non parabolico, sino al quarto grado inclusiva-
mente; un sistema tale sard indicato nel n.® 8, Giova definire la superficie
in questione, secondo WiLczyYNsKI ('), mediante un sisterfia di due equazioni
a derivate parziali del tipo:

Yu+2by, +fy =0,

, (1)
Yo +20"y, 4+ gy =0,

di cui si suppongono riempite le condizioni d’integrabilita.

I1 sistema (1) possiede quattro soluzioni linearmente indipendenti ", y*,
¥, y*. Interpretando queste soluzioni come coordinate omogenee puntuali,
si ha una superficie 11 riferita alle asintotiche. Ci occorre considerare un altro
sistema di riferimento, variabile con u, v, chiamato il sistema di coordinate
locali, determinato nella maniera seguente: Dati i valori u, v, siano 2 le
coordinate d'un punto qualunque nel sistema primitivo e «, le coordinate
dello stesso punto nel sistema locale; allora si ha

=,y +x, Yyl + @, 9P + @, Yl @)

Faremo uso costante delle coordinate cosi definite, le quali, come si vede,
sono affatto indipendenti dalla scelta speciale delle soluzioni particolari #;
ed anche adopereremo le coordinate contragredienti &, &,, &, Z,. L’equa-

(1) Projective differential geometry of curved surfaces, cinque Memorie pubblicate nelle
Transactions of the Amer. Math. Soc., vol. 8-10, 1907-09. V. specialmente il First Memoir e
il Second Memoir.
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T

zione di I, nel sistema locale, &

v, ®w, 2 a2  x
m w3t HT 5
+6_192*' (bt + 4D, wi @, +ba', e 8+, @) + - -
1
In tutta la Memoria, O sard il punto (1,0, 0,0) in considerazione, » il piano
tangente (x, =0), «, (x, =x,=0) e a, (¥, =x,=0) le tangenti asintotiche.

2. Nella Memoria « O krivkovém a plosném elementu tretiho radu pro-
jektivného prostoru» (Intorno all’elemento del terz'ordine di una curva gobba
ed una superficie dello spazio projettivo) ('), mi ero gia occupato del tema
proposto, limitandomi perd ai termini del terzo grado. Conviene stabiliré alcuni
risultati ivi raggiunti. All’elemento della superficie, vi avevo riattaccato una
serie di trasformazioni Y, tra il piano punleggialo o e la stelln di piani O,
dipendenti da un parametro k. Le equazioni di Y, nel sistema delle coordi-
nate locali, sono

51‘:01 5‘”1:9’5(“/&3—‘—1)53)__3625354,
r2=%wzw§, 0‘:172::352 R

(4)

2 Lg s Gwa:——i)’ngu

I
re
N
=
&
+
g\
&

[
o
B
i
3

m,:O.

La trasformazione ¥, & subordinata alla polarita rispetto alla quadrica H,
la cosi detta quadrica di Lig, la cui equazione &

x, X, —x, 0, +2a baz=0. 3)

Questa quadrica & I’iperboloide osculatore delle due rigate gengrate dalle
tangenti asintotiche di un sistema lungo la curva asintotica dell’altro sistema.
Se b'=a'=0, il che soltanto per una quadrica accade identicamente, tutte
le trasformazioni ¥, si riducono a ¥,. Per le superficie rigate, una delle
funzioni b ed a’ & identicamente zero, e le ¥, sono trasformazioni quadra-
tiche. Qui ci limiteremo al caso generale a’b =|- 0, rimandando pel caso delle
rigate alla mia Memoria « Projektivni geometrie péli soumeznych mimobések »

Q] 5asopis pro péstovdni matematiky a fy-siky, Praga, t. 50, 1920-21, pp. 219-249.
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(Ge&metria projettiva di cinque rette sghembe infinitamente vicine) (*). Per
un valore dato di k, ai fasci di piani della stella O, corrisponde nelle ¥, una
rete di cubiche razionali, con un punto base doppio in O e due punti base
sempliei infinitamente vicini su ciascuna tangente asintotica, si che la cur-
vatura dei due rami in O & il prodotto di — Q?k per quella della curva asin-
totica corrispondente. I punti corrispondenti nelle ¥, a un piano generico
della stella O formano una punteggiata sulla tangente coniugata all’ interse-
zione del plano con o, omografica col parametro k. Le cubiche cerrispon-
denti nelle ¥, ad un fascio di piani d’asse r formano un fascio con un punto
base doppio in O, un punto base infinitamente vicino sopra ciascuna tan-
gente asintotica, e tre altri punti base, che si trovano nelle intersezioni della
polare reciproca di r rispetto ad i colle tangenti di DarBoUX-SEGRE (?)

g 7 a3 .
x,=bxi+a x1=0;

questi ultimi sono i flessi delle cubiche. Segue incidentemente che la posi-
zione delle tangenti di DARBOUX-SEGRE non dipende che dalle curvature delle
due asinlotiche, anzi soltanto dal loro rapporto. Cid spiega il fatto segnalato
da Fusin () che, date su tutta la superficie le asintotiche, si ha una espres-
‘sione per le direzioni di DarBOUX-SEGRE, la quale non contiene le derivate
di D, ¥, D". Vedremo in appresso (n.® 12) lh costruzione effettiva delle tan-
genti di DaArBOUX-SEGRE dalle curvature delle asintotiche.

Fra le trasformazioni ¥, ve ne sono due d’un significato geometrico sem-
plice. 11 piano che corrisponde-ad un punto P del piano o nella trasforma-
zione ¥, ¢ illuogo delle polari di P rispetto alle coniche osculatrici delle
intersezioni di T coi piani del fascio O P, e correlativamente; che il luogo
in questione & un piano, & in sostanza un risultato ottenuto da Traxson
gia nel 1841 (*). Nella trasformazione ¥_; invece, al punto P _corrisponde il

(1) Publications de la Faculté des sciences de I’Université Masaryk, Brno, 1921, n.° 4 (con
un riassunto francese).

(%) Segnalo qui una definizione semplicissima di queste tangenti, che mj pare finora inos-
servata: 1 punti delle tangenti di DARBOUX-SEGRE sono i centri delle omologie, trasformanti
la superficie in un’altra che ha in O un contatto del terz’ordine colla proposta; tutte queste
omologie sono involutorie e il piano d’omologie & il piano polare del centro rispetto ad H.

(®) Applicabilite. projettiva di due superficie (Rendiconti del Circolo mat. di Palermo, t. 41,
1916, p. 153). :

(*) Recherches sur la courbure des lignes et des surfaces. Journal de Liouville, t. 6, 1841,
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piano osculatore della curva di contatto di I col cono circoseritto, avente
il centro nel punto P. Questa trasformazione & stata considerata da SkGke
nella Memoria « Complementi alla teoria delle tangenti coniugate di una su-
perficie {'). La connessione di quelle due trasformazioni con le curvature
delle asintotiche, le tangenti di DARBOUX-SEGRE e la quadrica di Lie sembra
essere stata svolta per la prima volta nella mia Memoria citata al principio
di questo numero. Giova perd considerare tutte le trasformazioni ¥, .

3. Alle cose dette, che furono svolte nella Memoria citata, aggiungiamo
qui una costruzione effettiva del punio P corrispondente in ¥, a un piano
0., &, &, &) della stella O, supposta la conoscenza della correlazione Y,
della curvatura delle asintotiche. Si costruisca dapprima il polo P, del piano
rispetto ad H; poi si scelga, nel piano », una conica p, (¢ =1, 2), toccante «; .

I QoYY

in O e la cui curvatura in que'sto punto sia il prodotto di %ﬂ per quella

dell’asintotica corrispondente, st che p, passi per P,; si determini I’interse-
zione P, della retta O P con la tangente di p, nel punto d’intersezione con «;
(i, =1, 2). Il punto cercato P, insieme con O, divide armonicamente P, P,.
11 punto P; & indipendente dalla scelta particolare della conica p,, come si
vede semplicemente osservando che, da una conica soddisfacente le condi-
zioni, si ottengono le altre mediante omologie di centro O ed asse O P,. Per
la dimostrazione si pud dunque la conica p, far passare per il punfo (0, 1,
0, 0). L’equazione di p, ha la forma

Qa, @ Ly + 20y, X, 2, - @y, 22 =0,
Dalle condizioni prescritte, si trova
Opgt Oty =3E8,:(38,8 —4ka't):8ka't,¢,.
L'equazione della tangente di p, nel punto (0, 1, 0, 0) &
35,5, + (38,4, —4ka'&)w, =0
e le coordinate di P, risultano

oV i) =(—3E88, +4ka&):38:38,5,:0.

(1) Rendiconti Acc. Linces, t. 17, 1908.
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Similmente si trova per P,
w0 =(—38 L +4kbE):3E,E:3E:0.
Per il coniugato armonico di O rispetto a PyP, si ha evidentemente

Pw;=gz w(i‘)_i_gs w(de) (i= 1’ Q’ 3’ 4‘)

/
il che, per le (%), prova l'asserzione fatta. Se b=0 (superficie rigate), la co-
struzione di P, diviene illusoria; ma allora si ha semplicemente P=P,.
S’intende che si pud fare anche la costruzione correlativa.

4. Cominciando a considerare anche i termini del quarto grado nel-
I'equazione (3), fa d’'uopo accennare un teorema dovuto a MouTarp ('): II
luogo delle coniche osculatrict delle curve sezioni di 1 coi piani passanti per
una langente fissa, & una quadrica, che diremo la quadrica di MOUTARD.
L’equazione della quadrica di MouTarD appartenente alla tangente

m,,=:n3——nm2=0 (6)

le°ld

[S(b—}—a'n")z—?)n(b“+4b,,n—!-!ka’.,n”—}—a',n‘)]w}+

+ 18 n’ (@, @, — &, ;) + 24 n® (a'n’ —2b) x, @, — )
—2%n2a' n’ —b)x,x,=0.

Bisogna indicare degli enti geometrici, per mezzo di cui si possa costruire
la quadrica di MouTArRD appartenente a una tangente qualsiasi. Mi sono oc-
cupato di questo problema nella Memoria: « Moutardovy kvadriky » (Le qua-
driche di MouTarp) (), della quale occorre adesso riferire qualche risultato.
Si stabilisca dapprima lo trasformazione Q nella varietd delle relte dello spazio
nella maniera seguente: Una retta generica  incontra il piano @ nel punto P.
A questa retta si fard corrispondere la sua polare reciproca rispetto alla
quadrica di MouTARD appartenente alla tangente O P. K chiaro senz’altro che
la conoscenza di Q basti a costruire le quadriche di MouTarp. Le equazioni
di Q@ sono del settimo grado nelle coordinate di retta. Ma si pud decomporre €

(1) V. DARBOUX, Sur le contact des courbes et des surfaces. Bull. des Se. Math. (2), t. 4, 1880.
(2) Publications de la Faculté des sciences de I'Université Masaryk, Brno, n.° 3 (con
un riassunto francese).
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.

in operazioni pilt semplici. Diciamo 7’ la retta corrispondente a » in Q e »”
quella corrispondente a r in Q7*; sia P |'intersezione di r con o, = il piano
r 0. Nel fascio delle quadriche toccanti H lungo le due tangenti asintotiche,
si fissl una qualunque, @*, d’equazione '

2 (e, 0, —a, ;) —Ax2=0; (8)

e sia 7, la retta polare di r rispetto a @ Nella schiera rigata determinata
dalle tre rette /, ", r, si ha una retta P’ P" giacente nel piano « e una
retta (=’=") passante per 0; intendiamo che il punto P” ed il piano =" siano
incidenti colla tangente O P, mentre il punto P’ ed il piano =’ sono incidenti
colla tangente coniugata. Si trova poi, come ho mostrato nella Memoria ci-
tata, che le rette P’ P” e =’ =" rimangono fisse, quando la retta » descrive il
fascio (P =). Inoltre, il punto P” ed il piano =" non dipendono che dal punto P;
il punto P’ e il piano =" invece dipendono soltanto dal piano =. I piani =, =’
corrispondono risp. ai punti P, P nella trasformazione ¥s,. La corrispon-
denza tra P e P" e quella tra = e =" sono due corrispondenze biunivoche
involutorie di pE JonqQuiirES; nella prima, si ha una curva (?, nell’altra un.
cono I* di elementi uniti. L’equazione di C* &

x, = 100" 2 + (44 a’ b+ 9)) 23 + 10 0™ o$ +
+ 120, @, a2, (b xS + o’ x}) — 3 @, 2, (b, 24 — 2b, 2} X, — (9)

—2da/, 2, 23+ o, x5) =0,
e quella del cono r?

£, =10a" & 4-(28a'b—9N) £ 88 - 1007 & +
—'—12 52 &:3 54 (a'52+b5§)+352 Es (a’,vgé_ga/lu E; Es'_‘ (10)
—2b,8,8+0b,8)=0.

Supponiamo ora che,. fatta la scelta della quadrica Q, si sappia costruire
Uintersezione d’'una -tangente arbitraria t con C* e il piano tangente di I'* pas-
sante per t3 allora si é in grado di costruire la retta corrispondente ad una
retta arbitraria r in Q. Sia, come sopra, P Iintersezione di r con w, = il
piano r O, r, la retta polare di r rispetto a @', P’ il punto corrispondente
al piano =, e «' il piano corrispondente al punto P in ¥s;,. Costruiamo I’in-
tersezione R della retta O P colla curva C*, come pure il piano tangente p
del cono r?, contenente la medesima retta. Si determini il punto P” e il
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piano =”, incidenti (1011 la retta O P, sieché
(ORPP)=(wprr")=—1.

Le rette r,, r, =P’ P", v, = (=’ =") determinano una serie rigata (‘); la
retta +’ richiesta appartiene a questa serie e si determina coll’essere il rap-
perto anarmonico

1
(ryrer, )= 7
La costruzione cosi esposta ¢ abbastanza semf)lice, ma ci rimane il problema
di sostituire C* e I'* con elementi pitt semplici. Gid nella Memoria citata ho
fatto I'osservazione che conviene sostituire I'* e C* con le loro trasformate
mediante ¥ . Lo sono la curva D}

4

(16a’' b+ 3N 3wt — (b, 3 —2b, xi 0, — 20/, @, @ +a, xt) + ; 0"
~ L@+ )@, = w =0 (1

e il cono A?

Ba'b+43)E&8—(a,8—20 838, —2b,8, 5+, &) — '(12)
—4 (8 +bE)E, =8, =0. ;

B. Cerchiamo ora come si possa ridurre la costruzione di D* e A
qualche operazione eseguibile. Se A & variabile, la curva D* descrive un fascio.
Si vede dapprima che O ne & un punto base triplo con tre punti base sem-
plici infinitamente vicini rispettivamente sulle tre tangenti di DARBOUX-SEGRE.
Inoltre, la tangente asintotica «, (=1, 2) contiene un altro punto base sem-
plice E,, di coordinate
a,:0:4a':0(E,)

Tl i ®a i =g 4b:0:0(E,). (13)
Infine si ha un punto base infinitamente vicino ad E,, si che la tangente,
‘in E;, delle curve del fascio incontra 'altra tangente asintotica «; nel punto D,

(*) Ovvero un fascio, se O P o la tangente coniugata & una tangente di DARBOUX-SEGRE.
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[T P

di coordinate
b,:0:—2b:0(D,)

a,:—2a’:0:0(D,). (14)

Xy 1y Wy, =
Correlativamente : A* tocca il piano o lungo le tre tangenti coniugate a quelle

di DARBOUX-SEGRE; inoltre, per «, passa un piano tangente fisso ¢, di coor-

dinate
ror.z_0:4d:0:—d, ()
288 l=00010h: —b, (s,

(15)

Il pure fissa la retta di contatto di &, con A}, la quale determina, insieme
con «;, il piano §; di coordinate

_0:25:0:0,(3,)
*70:0:20a':a%, (3,).

3
[t
1=

A%

-
[
3>

[a)}

. (16)
3., &, 0,, 3, sono, come si vede subito, ordinatamente i piani polari di E,, E,
D,, D, rispetto ad H.

6. Prima di proseguire, vogliamo determinare il significato geonetrico
dei punti e piani che qui compariscono. Indichiamo con d la retta D, D,,
e la retta E, E,, d’ I'intersezione (3, 3,), ¢ l'intersezione (g, s,). Le equazioni
di queste rette sono '

x,=2a'bx,+a , bax,+a' b,x, =0 (d) (17)
2bx,+-b,x, =20 w, + ', x, =0 (d) (18)
x,=4a'bw, —a'bx,—a,bx,=0 (e (19)
o', —a',e,=4bx, — b, x, =0 (¢). (20)

Ora confrontando le nostre equazioni (17) e (18) colle equazioni (70%) e
(70°) nel Second Memoir di WiLczynski, p. 95, si vede che le mnostre rette d
e d sono identiche colle « directrix lines» di WiLczyNskl, vale a dire sono le
direttrici della congruenza lineare intersezione dei complessi lineari osculatori
delle due asintotiche. Ma anche le rette e, ¢ sono in stretta connessione
colle asintotiche. Seguendo Wirczynski ('), chiamiamo cono osculafore di una
curva gobba il cono proiettante dal punto considerato della curva la sua
cubica gobba osculatrice, mentre conica osculatrice della curva sarad la se-

(1) Projective differential geometry of curves and ruled surfaces. Teubner, 1906.
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zione della sviluppabile delle tangenti di quella cubica col piano osculatore (').
"Cid posto, si pud facilmente trovare I'equazione della conica osculatrice di
un’asintotica, confrontando V'equazione (40) p. 250 del libro citato or ora,
colle equazioni (59), (62), (63) p. 93 del Second Memoir. In questa maniera
si verifica subito che il punto E, (i, j=1,2) ¢ il polo di «, rispetto alla conica
osculatrice della curva asinlotica di cui «; é tangente. Correlativamente ¢, ¢
il piano polare di «, rispetto al cono osculatore di quella asintotica.

. 7. Meutre le rette d, d’ furono gia considerate da WiLczyNski, le rette
e, ¢ sembrano nuove (*). Ed & qui il luogo di far menzione d’una terza coppia
di rette polari rispetto a H che é in stretta connessione colle precedenti. Nella
nota: « O trilinedrnich systémech ¢ar na plose o projektivné aplikaci ploch »
(Sui sistemi trilineari di curve sopra una superficie e applicazione proiettiva
delle superficie) (*) ho dimostrato che, in ogni punto della superficie, i piani
osculatori delle tre curve coniugate a quelle di DARBOUX-SEGRE contengono una
relta U e, correlativamente, i punti di regresso delle sviluppabili circoscritte
alla superficie lungo quelle tre linee giacciono sopra una retta 1(*). Le equa-
zioni.di ! sono '

w,=6a’bwli\‘(a’bu-—a’“b)mz—f—(a’b,,——a’,b)w5=0 (21)
e quelle di 7
6a’'bw,+(0'b,—0a',b)x,=6a"bw, — (a'b, — a’, b)w,=0. (22)

() Ho dato qualche proprieta di questi due enti correlativi nella nota « K diferenciding

geometrii prostorovych krivek » (Intorno alla geometria differenziale delle curve gobbe). Mem.
dell’Acc. delle Scienze di Praga, 4. 30, 1921, n.° 15.

(2) 18-5-1922. Le rette e, ¢’ compariscono nella Memoria di GREEN, Memoir on the general
theory of surfaces and rectilinear congruences, Transactions of the Amer. Math. Soc., vol. 20,
1919, sotto il nome di canonical edges.

(3) Memorie dell’Ace. delle Scienze di Praga, t. 30, 1921, n.° 23 (con un riassunto
francese).

(*) Si ha, sopra una superficie non rigala, un’infinitd di sistemi tripli di curve, dotati
di queste due proprietd duali. (Son quelli che nella nota ora citata chiamo #rilinears). Il si-
stema definito dall’equazione differenziale (dv — 7, d u) (d v — 73 d u) (d v — 73 d u) = 0 possiede
qﬁeste proprietd quando si ha 7, 7,130’ — b= | 77, =, g—: + 7 %—:; = 0. 8i vede subito che,
se in una corrispondenza tra due superficie & cortispondono le linee di DARBOUX-SEGRE,, tutti i
sistemi trilineari si corrispondono; e viceversa, se si corrispondono le asintotiche ed un sistema
trilineare, le linee di DARBOUX-SEGRE si corrispondono.
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Ora la (21) si puo scrivere
v,=2ad'bx,+a ba,+a'b, )+ (4a'bx,—a' b, x,—a,ba)=0.

Confrontando colle (17) e (19) si vede che le relte d, e, I appartengono
ad un fascio e, se m & quella retta del fascio che passa petr O, si ha

(delm)=—2 (23)

Correlativamente sia m’ quella retta del fascio d’e’ che giace nel piano v;
la retta 1 appartiene pure al fascio e si ha '

(del'm)=—2 (24)

Se
3 0 ., _
Sab = a"b=0, 25)

le tre rette d, e, I e anche le tre rette d, ¢, I’ coincidono. Le superficie do-
tate di questa proprietd ammettono un gruppo continuo a due parametri di
deformazioni proiettive in sé (*).

8. Adesso siamo in grado di indicare il sistema di enti geometrici, atto
a sostituire i coefficienti dell’equazione (3) sino al quarto grado inclusiva-
mente. Basta conoscere: la quadrica di Lie, le curvature delle due asinto-
tiche e le due refte d, e, la cui definizione geometrica era data nel n.® 6.
Basterd infatti dimostrare che, scegliendo H per la quadrica @*, cioé facendo
A= —4a'b, la curva C*e il cono I'* riescono determinati. Ora consideriamo
nel piano o due coniche ¢!, c;, definite nella maniera seguente (k & arbi-
trario): La conica ¢} (¢ =1, 2) tocca nel punto O la tangente asintotica «,,
la sua curvatura ivi & il prodotto di — %Ig per quella dell’asintotica corri-
*spondente, e tocca nel punto E; (i, j=1, 2) la retta D, E;,. L'equazione

(%) Incidentemente noto che si pud, come ho mostrato in una nota attualmente in corso
di stampa nelle Memorie dell’Acc. delle Scienze di Praga, definire la deformazione proiettiva
pill semplicemente che non I’abbia fatto FuBini e precisamente: affinché la corrispondenza
fra due superficie siae una deformazione proiettiva, occorre e basta che, in ogni coppia di punti
corrispondenti, i piani osculatori delle linee corrispondenti formino due stelle omografiche.
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di ¢} &
¢-=3w,(4ba,—b, 2, +2b,x,) — 8ka'baxl=w, =0, (26)

e quella di c:

=3, (dba'w, +2d, 2, — ', ;) —8ka'bat=wx,—=0. (27)

Le due quartiche spezzate c}.x; =0, ¢;.ax;=0 hanno un punto triplo in O,
e le tre tangenti in O dell’'una coincidono in «,, quelle dell’altra in «,; segue
che nel fascio da esse determinato esiste una quartica che tocca in O le tre
tangenti di DARBOUX-SEGRE. L’equazione di questa curva &

cial+ctai =0
ossia
122, (bay 4+ o’ 3) — 3 (b, s —2b, wiw;, — 20, @, 23+ o, ) —
—16ka’ba;axt=0.

Ma confrontando con (11) si vede che per

SRS PL (28)

lo quartica cost oftenula coincide con D>
Correlativamente sia y; (¢ =1, 2) il cono quadrico di centro O che tocca o

lungo «;, la cui curvatura lungo «, & il prodotto di _2_3}; per quella della

sviluppabile delle tangenti dell’asintotica corrispondente, e che tocca ¢; lungo
I'intersezione di ¢; con 3, (*). L'equazione di y¥ &

T’fE3£s(—QbuEs+bu53+4b54)—8ka'b£§=Ex=0, (Qg)

e quella di y3

i=3% @, —2a 8 +40'8)—8ka' b8 =% =0. (30)
Il cono A appartiene alla schiera determinata dai coni spezzati y;.& =0,
1i.82=0, allorche si ha

by —_—8_(%;3) a,'b,

2 (31)

(*) Si puod osservare che ¢¥ ¢ y* sono polari rispetto ad H.
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dunque generalmente per un altro valore di k¥ che prima. Ma se si scéglie
Q@ =H, ciod A= —14a'b, si ha, in ambedue i casi,

k= — —. 32)-
- (32)
Si vede dunque che D™* e A™**” sono completamente determinati, se si
conoscono gli elementi enunciati al principio di questo numero, come si era
asserito. : ‘

9. Rimane pero. desiderabile di fornire una costru'zi.one' geometrica
della curva

~

it +-ciai=0 ,(33))

dalle coniche ¢} e ¢§, e precisamente la costruzione della sua intersezione
con una tangente data ¢ della superficie I. A tale scopo si consideri, accanto
alla curva (33), la quartica generale del fascio predetto

¢y a4y ezl =0, (34)

Si puo in una maniera ben determinata stabilire il valore del parametro u
cosl che la retta ¢ sia una delle tre tangenti della curva (3%4) nel punto triplo O.
Indicando con R,, R,, P ordinatamente i punti d’intersezione dit colle
curve cf, ¢i (33), si ha allora

(R, R, 0 P)=p. (35)
Ora l'equazione delle tangenti della curva (34) nel punto triplo O &
bt +pa’al = x, =0. (36)

Ma questa equazione rappresenta un’involuzione cubica I, proiettiva col
sistema dei valori del parametro p., si che al valore p. = 0 (. = o) corrisponde
la tangente asintotica «, («,) contata tre volte, mentre le tangenti di DarBoUX-
SeGrE corrispondono al valore p.=1. Si & dunque condotti al problema gia
accennato nel n.° 2, di costruire le tangenti di DArBOUX-SEGRE dalle curva-
ture delle asintotiche, al quale torneremo nel n.° 12.

10. Nella Memoria di SeEGrRE « Complementi alla teoria, ecc.», citata
nel n.° 2, si rileva l'esistenza di un cono di centro 0, della sesta classe in
generale, e di una curva del sesto ordine nel piano o, le quali godono della
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proprietd seguente: Il cono circoscritto alla superficie 1 da un punto della
curva di SeGrE tocca la superficie in una curva la quale ammette an piano
tangente del cono di SEGRE come piano iper-osculatore, e correlativamente.
L’equazione (13) della Memoria citata del cono di SEGRE, nel sistema di rife-
rimento di cui qui si fa uso, &

a2 — A0 G445, 5,4, (08 —03) +

Py oo . c 2 : (37)
+Q2§3 (at;:_—gauCgEB—l&Qbu;?;g-—bu;;)zgl=0'

Trasformando mediante ¥s,, si ha la curva

x,=b,x;—2b,axiw; +2a’,x, ¥ —a,x; — L (bat —a'x}) 2, =0, (38)

che & una quartica con punto triplo in O, toccante ivi le tre tangenti coniu-
gate a quelle di DarBoUx-SEGRE. Ora questa equazione si pud scrivere

¢ a2 — ekt =0, (39)

il che ci conduce alle stesse considerazioni fatte sopra. Essendo @ linter-

sezione della curva (39) colla tangente ¢, si ha, invece dell’equazione (35),

quest’altra

: (B, B, 0Q)=—y. (40)

Si ha anche
(R, R, PQ)=—1.

Perd dobbiamo osservare che, nel caso attuale, il valore del parametro %
resta ad ‘arbitrio nostro.

11. Nel n.° 6 abbiamo ottenuto una costruzione assai semplice per i
piani osculatori delle linee coniugate a quelle di DARBoUX-SEGRE ed i punti
di regresso delle sviluppabili circoscritte alla superficie lungo queste. Pro-
poniamoci ancora lo stesso problema per le linee di DArRBoUX-SEGRE. Nella
Memoria « O trilinedrnich, ecc. », citata nel n.e 7, ho provato che, data sulla
superficie una famiglia di curve mediante ’equazione differenziale

-— =1 (u, v), (41)

Iequgzione del piano osculatore della curva della famiglia passante per il
punto in considerazione & '

27t g, — 2t 2+ (v, +77,— 20+ 27 a)) e, =0, 42)
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———cs

mentre 'equazione del punto di regresso della sviluppabile circoseritta &
9 2 (T 20— 27 a)E, =0. (43)

Nel caso attuale delle linee di DARBOUX-SEGRE, t & radice dell’equazione
cubica

o +b=0 (44)
siccheé le coordinate del punto di regresso sono

:x;l:wz}:ws:w4=(ru+rrv—{—4b):%r:-—%1:”:0, (45)

Complessivamente si hanno tre punti, corrispondenti alle tre radici della (44).
Per questi punti mandiamo una conica k, (¢ =1, 2), toccante «; nel punto O.

27t

Si trova come equazione di k,, essendo p=e°®

@« @5, @«, X, , P, X5,
b, 4zt ) 27t (v, +77,+4D), — 47t -0
4p®?, 4o, 207 (pr.+ "7, 4+ 4b), —4<°
4o’ 4o®rt, 20* 7 (p* 7, + 77, +4D), — 4

Alla terza colonna del determinante, si aggiunga la prima moltiplicats

per — %—1’;; la seconda moltiplicata per —-QTZ) » e la quarta moltiplicata pe

T . N : .
2_0; si trova cosi come valore del determinante

1 1t
—2°7% | o p 1 | 7w, —7 7, @i —dbal " T, ).
et 1

*

Semplificando ancora mediante 'equazione (44) e le sue derlvate abbiamo
come equazione della conica k,:

x,=6dbx, x,+12a°bal — (¢'b, — ', b) 0} +(a'b, — ', b) x, &, = 0. (46)
Scambiando w, x,, @’ con v, ®,, b, si ha 'equazione della conica k,:

x,=6a'bx,x,+12a"b* 224 (a'b, — &', b) x} —(a'b, — ', b) x, x, = 0. (47)
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I tre punti di regresso, insieme con O sono Uintersezione delle due coniche
k, e k,, cosicche si tratta ancora della posizione di queste. Ma '’equazione (46)
" pud seriversi :

€, = [6 a’bw, —(a'b, —a', b)x,+ (¢'b, — ', b) ws] X, +12a” bt =0.

Confrontando colla (21), si vede che k, tocca le rette «,, 1, intersezioni
con «,; similmente k,. La determinazione di queste due coniche si finisce
allora osservando che la curvatura in O di ciascuna & il doppio di quella
della curva asintotica corrispondente. Correlativamente per ¢ piani osculatori
delle linee di DARBOUX-SEGRE; ma si pud anche cambiare il segno delle cur-
vature di k, e k, in O e poi costruire i piani polari rispetto a H, delle in-
tersezioni delle due coniche cosi ottenute.

12, Si vede subito l'esattezza del seguente corollario del risultato or
ora raggiunto: Nel piano w si conduca una retta arbitraria r, pur non pas-
sante per 0. Si costruisca wuna conica s, (i, j=1, 2), toccante le rette «,,
r nelle inlersezioni con «;. Se, nel puntc O, la curvatura della cowica s, & il
prodotto di X, per quella della curva asinlotica corrispondepte, si ottiene, con-
giungendo O coi tre altri punti d’ inlersezione delle due coniche s,, s,, quel
gruppo dell’ involuzione I, rappresentata dalla equazione (36), che corrisponde
al valore — X, :%; del parametro w. Specialmente si hanno le tangenti di D.Ax-
BOUX-SEGRE per A, + A, = 0 e quelle coniugate per », =1%,. Ora si pud facil-
mente condurre al termine la costruzione delle curve (33) e (39). Occorre
stabilire il valore del parametro p corrispondente a quel gruppo di I} che
contiene la tangente data ¢. Sia R, (i, j= 1, 2) |'intersezione di ¢ con c, S,
U'intersezione di «; con ¢f. La tangente di ¢} in S, intersechi «, nel punto T.
Si costruisca la conica ¢, la quale tocca le tangenti passanti per S, nei punti
Oe T € passa per E,. Allora il rapporto delle curvature delle coniche c} e ¢
i O & —p. Si pud facilmente rappresentarlo con un rapporto anarmonico.
Basta costruire la retta congiungente le due intersezioni, diverse da 0, delle
coniche ¢} e ¢, la quale intersechi «, in U. Si ha poi

—p=(0UTS). (48)
Indicando, come sopra, con @ I'intersezione della retta ¢ colla curva ' (38), ab-
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biamo dunque
(OQR,BR)=(0UTS,)

ed il punto @ si ottiene, congiungendo l'intersezione delle rette R, T, R, S,
col punto U e segando colla retta £ Il punto P d’intersezione di { con DA
valendo la (28), & il coniugato armonico di @ rispetto a R,, R,; ricordiamo
che, se si & scelta la quadrica di Lie per la quadrica @, si deve porre

k= — T determinare cioe le coniche ¢*, c* cosi che le curvature in O siano

le curvature delle asintotiche divise per due.

Torino, Ottobre 1921.
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Sulle serie
di polinomi di-una variabile complessa.
Le serie di Darboux.

(Di N. ABramescu, Prof. all’ Universita di Cluj (Romania.))

INTRODUZIONE.

Le serie di polinomi, ¥, P, (x), appaiono ¢come una generalizzazione
delle serie di TavLor, ¥ a,x". Lo studio delle gerie di polinomi si puo fare
da due punti di vista. Primo, si d& una funzione f(x), regolata in un campo
limitato da una curva chiusa (C), con connessione semplice, e si chiede lo
sviluppo in serie di polinomi della funzione f(x), valevole solamente nell’in-
terno della curva (C). Questo problemna & stato completamente risolto ('), di-
mostrando che lo sviluppo & valevole solameante pell'interno della curva (C),
i polinomi P, (x) dipendono solamente dal contorno (C), mentre i coefficienti
a, dello sviluppo dipendono e dal contorno {C) e dalla funzione f(x).

Un altro punto di vista dello studio delle serie di polinomi & anche il
seguente. Data una successione di polinomi, P, (%), P, (®),... P,(x),..., di
gradi uguali con gli indici, come pure i coefficienti a,, a,,... a,,..., sl chiede
la regione di convergenza delle serie ¥ a, P, (x). Quesio problema ha comin-
ciato ad essere studiato da 45 anni da DarBoux (%), e da PoiNcarg (°).

(1) FaBER, Ueber polynomische Entwickelungen (Math. Annalen, 1903, p. 389; 1907, p. 118);
N. Asramescu, Sur les séries de polynomes a une variable complexe, Séries de M. Faber (Bul-
letin de la Société des sciences de Cluj, Roumanie, 1921).

(2) Mémoire sur Dapproximation des fouctions de trés grands nombres et sur une classe
étendue de développements en série (Journal de mathématiques pures et appliquées, 1878).

() Sur les dquations linéaires aux différentielles ordinaires et aux différences finies (Ame-
rican Journal of Mathematics, vol. VII); PincHERLE, Sui sistemi di funzioni analitiche . ..
(Annali di Mat., II, t. XII).
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Nel presente lavoro studio il problema inesso la prima volia da Dar-
boux (*), nella Memoria citata, cioé considero le serie di polinomi ¥ @, P, (x),
i polinomi P, (x) essendo dati dalle relazioni di ortogonalita

(b?(a:) P,(x) P, (x)dxc=0, m=—n; quJ (@) Prw)dx=1,=—c—1ta,

¢ (x) essendo una funzione positiva ed integrabile nell'intervallo (@, b) (°).
Cominciando con lo studio dei polinomi P, (), dimostro che il polinomio
P, (x) si pud mettere sotto la forma

' 1 1 Y
P.@) = = 7 75 [(a:—a) (@ — b" q,,,(x)} nl=1,2.. .n
In cio che segue studio (°) quelle serie di polinomi P, (x), ai quali cor-
risponde la stessa funzione 4, (x) indipendente da n, che indico con ¢ (x).
Studio infine il caso generale delle serie di Darboux, ¥ a, P,, (x), il poli-
nomio (") P,,(«x) essendo dato da p.n equazioni lineari

Py

¢ (@)’ Py, () dx=0, ¢g=0,1,...,p; s=0,1,..., n—1,

p ed a,<<a,...<<a, essendo numeri dati, e ¢ (x) una funzione positiva ed
integrabile negli intervalli (a,, a,),..., (a,_,, a,).

I risultati che trovo sono strettamente connessi con I'espressione che ho
ottenuta per il polinomio P,,(x),

P @)= 1o e | @ @ )@= ) b @)

e studio quelle serie di polinomi P,, (x), ai quali corrisponde la stessa fun-
zione ¢, () indipendente da =, che indico con ¢ (x).

(%) Per questo le chiamo Serie di Darboux e non serie di polinomi ortogonali come le
chiamano i Tedeschi. -

(%) Queste serie sono state considerate anche dal sig. PicArp nel suo corso di Analist
superiore professato alla Sorbonne (Paris) nel 1918.

(6) Vegg. il riassunto di queste ricerche nelle mie note: Sulle serie di polinomi di una
variabile complessa e Sulle serie di Darboux e di Poincaré (Atti della Reale Accademia dei
Lincei, vol. XXXI, serie 52, 1° sem., p. 89 e 152).

(") Vedi certe proprieta di questi polinomi nella nota del sig. ANgELESCU, Sur une classe
de polynomes & une variable (Comptes Rendus, Académie des Sciences, Paris, t. 162, janv. 1916),
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Nel caso ¢ (x) =14, ()= I, a,=—1, a,=0, a,=1, ritrovo i polinomi
del sig. AppeLL (%), .

I a ., .
Pg,,(w)zn'!d—a;"[w (l—m)].

Il presente lavoro & una parte dello studio che ho intraprese sulle serie
di polinomi di una variabile complessa, quando sono date certe relazioni fra
i polinomi P, (x) e vogliamo trovare il campo di convergenza, sia nel caso
delle serie dirette (*) di polinomi, Y a, P, (), sia per le serie del sig. APPELL,

.o, T . . - o
ZP,, @’ serie di inverse di polinomi (*°).

PARTE L

I polinomi ortogonali.

1. Definizione dei polinomi ortogonali. Consideriamo una funzione ¢ (x)
positiva ed integrabile nell'intervallo (e, b) e proponiamoci di determinare i
polinomi -

P, (x), P, (x),..., P,(@),...

di un grado eguale agli indici, che verifichino le relazioni di ortogonalita

"¢ @) P, (@) P (@) d =0, m——n; Jb?(w)Pi(w)dmzlnzC—te. (1)

a

.

(8) ApPELL, Sur une suite de polynomes ayunt toutes lewrs racines réelles [Archiv der Ma-
thematik und Physik, 1 (1901), p. 71}. -

(®) N. ABraMmEScU, Su una classe di serie di polinomi di una variabile complessa (Atti
della Reale Accademia dei Lincei, vol. XXXI, 1° sem., p. 197).

(1) AppELL, Sur les développements en série swivant les inverses de polynomes donnés
(Comptes Rendus, t. 157, p. 5 et 1042; Bulletin des Sciences mathématiques, Novembre 1913;
Bulletin de la Société mathématique de France, t. 58, 1920, p. 1). N. Apramescu (Comptes
Rendus, t. 172, 1921, p. 649); Sur les séries de polynomes & une variable complexe (Journal
de Mathématiques pures et appliquées, fase. 1, 1922).
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Per determinare il polinomio

Po(®) =0, @ + Cppy " - Cp s

osserviamo che dato un polinomio 1, (x), di un grado m <m, s1 possono
determinare i coefficienti «,, «,,..., «,, in modo da avere

n, (x) =12, P, (x) + o, P, (@) + - -+ a, P, (@).

Moltiplicando questa relazione per ¢ (x) P, (x)dw, tenendo conto di (1)
ed integrando, abbiamo

b m b
[r@n@P@de=Fa [ s@P@P.@as=0 @
Supponendo i, (x) =", abbiamo

b
| L@ P, (wydw =0, K=0,1,2, ... n—1 (3)

Ponendo
b
g.= | s (@adz,

J 0
queste » equazioni lineari si_possono scrivere

cn,l’) go +cml gl _l—' * "+cn,n gn =Q)
Cuyo 91 —+ Cuyt 92 =+ -+ Coen Gutt =01 (4)

Coow 1+ T Copt G+ -1 Cop Goy == 0,

da cui si deducono i valori proporziouali per ¢,,, €,1,...,C,,.. Il polinomio
P, (x) & quindi completamente determinato, all'infuori di un fattore arbitrario
il cui valore & dato dalla seconda delle relazioni (1).
I polinomi cosi ottenuti si dicono polinomi ortogonali.
2. Il polinomio P, (x) & unico, poiche, se si fossero ottenuti dalle equa-
zioni (%) due polinomi P, (x) e P’,(x), moltiplicandoli con i fattori 2 e %
scelti in modo da avere i coefficienti di x” eguali ad 1, dalle relazioni (2)
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avremmao

A ‘Abq; (@), () P, (x)dx=0, "’ “b o (@), (@) P, (x)de=0, m<n

Ji«, (@) 1, (x) [x P, (@) — 1 P, (m)] dz—0, (5)
J ';9 () 1, (©) Quus () d & =0,

Q. (®) =1 P, (x) — V' P’,(x) essendo un polinomio di grado (r — 1). Pren-
dendo per 11, (x) lo stesso @,_, (x), dalla relazione (5) risulterebbe

[}@) 02, (w)dw=0,

¢id che & impossibile poiché ¢ () > 0 nell’'intervallo (a, b). Ritroviamo quindi
il teorema conosciuto che il polinomio P, (x) & unico e ben determinato.

3. Il polinomio P, {(x) si pud mettere sotto la forma di un quoziente di
due determinanti di ordine n. Abbiamo visto che il polinomio

Po(t)=0Cpo -Gy b+~ Cpp_y " 1

verifica le relazioni
) ’ )
J POEP.(OAL=0, s=0,1,..,n—1; [oW)PiO)dt=T,,

Le prime n sono le equazioni (4), mentre I'ultima, che si pud anche
scrivere

b
‘ D) (Coo + € bt o A Copu B A4 (Crpo - - ) dE=1,,

diventa, tenendo conto delle (4),

Caso G+ Cupt G + -+ -+ Goa =1,. (6)
Dalle equazioni (4) si deduce
Coyo C,,s 1
5 g - O | (9 - % % | 9 9. g
92 95 - Gup gs v v Gup O 9. 9. Ga
9s Gat1 + o+ Gous Guts « -« Gouer Gnea Guct Guw - o+ Gou-
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Eliminando €,.o, Cuiye.-, Cuai dalle ‘relaziopi (4) e (6),
90 91 g. 9o 9 - . [
gl g2 gn{—l I gl gﬁ ML gn
gn gn+1 g%n gn—l gn . gﬁn—z

9 O g.
D, (9) g 9 Gt
1,= Y, D, (9=
D,_. (9) S
gn gn+1 R g2n

si ottiene

Il polinomio P, () ="+ ¢, " 4+ +c,, Si pud scrivere

go gl R gn—l
-D”_t ((P) .. P" (w)-_——w" gl 92 “ e gn .
gn—l gn et g2n—9
go . gn—2 gn
g. . g.
— wn»-l 9, . gn—l gn+1 + . _+_ (_ 1)»4 ..........
gn . an—l
gn#l LY g2n_s andl
®g, —g ©I— 9 € Ggus — g,
1 rg, -— x g, — g, —4.
N T
wgn—l—gn wgﬂ_—g’+1 wg‘ln—Q—g?“—l

Si vede che D,_,
dratiche

b
a

_ D (F)
"~ D (%)

(F) e D,y (») sono i determinanti delle forme qua-

I (@—0 o) yo+ty + - A7) dE =22 (® gpiy — Frtatd) Y5 Yo

b .
fa(p (t) (?h—{—---—-}—t"‘l y"—1)2dt:229p+qypyq7 y q=0, 15",'7 n— L
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4. Il polinomio P, (x) verifica lo relazione

. 1 1 a . .
P@) = G gy 7 4 @O @— 0 b @),
¢, () essendo finita per x=a ed x=". Infatti, abbiamo la relazione

_v[:qa(w)Q(w)P,,(w)dwzo, Qx)=1,x,..., " o (7)

’

Possiamo presupporre che ¢ (x) P, () & la #* derivata di una funzione
U (x), dimodoche la funzione U (x) e le sue prime (1 — 1) derivate si annullino
per x = a, cioé

U(a)=0, U (a)=0,..., U (a)=0. _ 8)
La relazione (7) diventa |
f ZQ dﬂd[j;cgw) do=0
ed integrando per parti, si deduce
j 0 d” U (oc

b
=[Q (@) U™ (@) — Q' () U™ () + -+ (— 1) 7" (@) U(w)]a:

Tenendo conto delle relazioni (8), si ottiene
Q) U™ (b)) — @B TP B) 4+ (1) @B UO) =0 (9

Facendo successivamente @ (x) eguale a 1, x,..., ", dalla relazion(_a 9
risulta mano a mano '

Ub)=0, U’ (b)=0,..., U™ (b)=0.

Dunque la funzione U(x) e le sue prime (»— 1y derivate si annullano
per ® =a, ©==">0, cioe-

U @) — K (@ —a) (@—b)" $. @),

J, () essendo finita per w=a, w="0. Quindi
¢ (@) P, (@) = 2 [A (@ — a) (@—b)" ¢,(w)],

Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXXI. 28
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e, senza diminuire la generalita, si puo presupporre la costante K cosi scelta,
da avere

P.(&)= =g 55 1 |~ @R @], (10)

¢, () = essendo finita per x —=a ed x=>.

Determinazione della funzione ¢, (x). Dalla relazione (10) risulta

_ (b—a) n!
@) = e b),,j d. Ja (@) P, (%) da, (11
P, (x) essendo il polinomio ottenuto colle relazioni (3). Osservando che
de f(x)de = (_i_le[“(w—z)”"f(z)dz,

la funzione ¢, (x) & data da un integrale semplice

—a)"n

b @) = e oy @ — 7 $ A P9 (12)

Considerando la funzione
@)= @—2 g ) P () ds,

si vede che questa funzione e le sue prime (n — 1) derivate rispetto ad «, si
annullano per #=ua; quindi & (@) & divisibile per (@ —a)". Analogamente,
la funzione k (x) e le sue prime (n — 1) derivate rispetto ad x, sono eguali
ad una somma di integrali della forma

qua (2)2" P,(2)dz, K<m,

le quali, in virtd delle relazioni (3), si annullano per x=>5. Quindi, k (x) &
divisibile per (# — b)", in modo che la funzione ¢, (x), definita dall’equa-
zione (12), & finita per ® =a ed x=1», il polinomo P, (x) essendo quello
ottenuto dalle relazioni (3).

Se ¢ (®)=(x —a B (x), >+ 1 >0, in modo che I'integrale abbia un
senso, allora esiste una funzione che contiene come fattore (x— a)**' e la
cui derivata & eguale a ¢ (x) P, (). Per conseguenza I’integrale di ordine n
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della funzione ¢ (x) P, (x) contiene come fattore (x — a)**+* e quindi, dalla
relazione (11) si vede che ¢, (x) contiene cowne fattore (¢ — a)*. Dalla rela-
zione (10) si vede che nella formola (11) possiamo prendere come limite «
e b invece di @ ed = e dunque, in modo analogo, vedremo che, se ¢(x)
contiene il fattore (x — b)*, allora anche ¢, (x) contiene il fattore (x — b)~
Per conseguenza ¢ (x) e ¢, (x) eontengono nello stesso tempo (x — a) oppure
(x —b) alla stessa potenza. Quindi se ¢ (x)=(x — a)* (x —0b)’, »+1>0,
p.-+1>0, allora anche ¢, (%) = (x — a)* (x — b)~. _

Quando la funzione §, (@) data dallequazione (12) & indipendente da n,
il secondo membro della (12) & uguale all’espressione analoga per n=1,

(w—_(—l;;—(wi)‘_—b‘) ‘[i(“w+ﬂ)<9(W)dm, P (@) =ax+B, (13)

dove i coefficienti « e § sono dati dall’equazione

b
a

(] b
- [e@Eatpio=0, o sr@dntp] p@da=0,
che & verificata per
~b b
r=| g@de, p=—| wo(a)da.

La relazione (13) diviene

b, (@) = (w—__%)“(a‘:—_b) U.:?(m)dmf:acqa(ac)dw—‘[Zw?(m)dm‘[‘:cp(w)dm] (%)

Considerando i polinomi P, () dati dalla relazione (10) a cui corrisponde
la funzione ¢, (x) indipendente da », risulta che la funzione ¢ (x) & la solu-
zione comune ad un numero infinito di equazioni integrali ottenute ugua-
gliando le espressioni (12) e (14), 1 coefficienti del polinomio P, (x) essendo
dati dalle equazioni (3).

Nel caso particolare in cui ¢ (x) =1, (x), ¢ («) & la soluzione comune ad
un numero infinito di equazioni integrali di prima specie

P @=(—ayn| EDEo ks,

in cul i coefficienti del polinomio P, (x) sono dati dalle equazioni (3).
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In quel che seque considereremo ¢ polinowmi P, (x) dati dalla relazione (10)
@ cut corrisponde una funzione {,(®) indipendente da n, che indicherenio

con ¢ ().

5. L'equazione P, (x) =0 ha tutte le radici reali, distinle e comprese
nell’intervallo (a, b). Infatti, Vespressione U (w)= (x — a)" (x — b)"{, (x) si
annulla per ® =a ed x=="; per conseguenza la sua derivata U'(x) si an-
nulla per un valore * =a,, compreso fra @« e b. U’(x) annullandosi per
x=a, a,, b, la sua derivata U” (x) si annulla per i valori @, e b, compresi
rispettivamente fra a ed a@,, @, e b; e cosi di seguito. Quindi la »n™* derivata
U® (x) si annulla per » valori compresi fra a e b. Percio, ¢ (x) P, (x) si an-
nulla per » valori compresi nell'intervallo (a, b), e siccome ¢ (x) & positiva
in quest’intervallo, risulta che P, (x) si annulla per » valori distinti e com-
presi nell’intervallo (a, b); cioé I'equazione P, (x)=0, di grado »n, ha tutte
le radici reali, distinte e comprese nell'intervallo (@, b), ottenendo cosi una
nuova dimostrazione di questo teorema conosciuto.

6. Il polinomio P,(x) é il coefficiente di t" nello sviluppo in serie di t

§(2) 2

dell’ espressione ——

¢ (x) dw

» 2 essendo la radice dell’equazione

z—a)(z—b)

2=+ 1 b —a

e=w, t=0,
che si puo sviluppare colla formola del Lagrange. Infatii, abbiamo la formola
del LAGRANGE

~

t ’ n n—1
K@ =P @+ | [P ] [P o @]
(15)
/oy G F (@)
F (@) = dx
dove z & la radice dell’equazione
e=m+tf(2), (16)

che tende verso « quando ¢ tende verso zero, mentre f(z) e F (z) sono due
funzioni analitiche [che si sviluppano in serie secondo le potenze di (z — «)).
Vedremo in seguito la regione di convergenza di questo sviluppo.
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Prendendo la derivata rispetto ad « dell’espressione (1), ab])iamo

FOSE=F @+ a[F@f @]+t @) @) 1)

nldx”

dove %% ¢ data dall’equazione
0z

o 1t ()5,

che si ottiene prendendo la derivata rispetto ad o dell’espressione (16).
Sostituendo nella (17) F’(z) con ¢ (2) e facendo

_(z—a)(z—1)
f(z) - b —a s
e quindi dividendo ambi i membri con ¢ (x), abbiamo
V@oe Y@ ¢t 1 4 [
p@)or ¢@)  Th—a)e@de

@ —a) (@—b)§(@)|+ -
& 1 d (18)
e e @~ )

Questa relazione prova che il polinomio P, (x) & il coefficiente di ¢ nello
sviluppo in serie di ¢ della funzione

(2)

+

-<-
EN
ko3

l

@) dw’

-
\_/

z essendo la radice dell’equazione

o LY, &

che si svilﬂppa con la formola del LaGrange.

Dalla relazione (18) risulta che l'espressione ‘Pé )) o ¢ una funzione ge-

neratrice dei polinomi P, (x).

Cousiderando la radice 2z dell’equazione (19) che & uguale ad  per t =0,
abbiamo

e b—a—4tb+a)—Jb—aP B+ ) —dtaxd—a)-+2¢(0° —a’)
- 21

0z b—a

aw_\/(b—a) [(b_g,)(ﬁ—{—1)—4tw—¥—9t(b+a)]
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y ¥(2) 02

e quindi una funzione generatrice dei polinomi'P, (x) & o(@) 0

luppo in serie.di ¢ di quest’espressione essendo valevole in un determinato
campo di convergenza, come vedremo piu tardi.

» lo svi-

Casi particolari. 1° ¢ (x)=¢(x)=1, a=1, b=—1,
z=m—}—tz-9__;1; e=ux, t=0;
=1—\/1—Qtw+t“ dz | _
¢ dw I —Otx+¢

- La funzione generatrice &

1 1

e ———— t’P .P 2_— "
STty 2V B0 Bow)= n'dm"( D
e P,(x) ¢ il polinomio di LEGENDRE.
@) =d@=>1—aPA+xp, 2+1>0, . +1>0, a =—1,
b=1;
| 1— 2 1 ) 8z _ 1
z=w+t—%—, z=—(41—1—\/1—f—‘2tw—|—t‘), —_——
4 NI
¢ (2) 92

' -\ R
e a—w=%+~(1 +t+\/1+2ta;+t2) (1—t+\/1+9tw+t2) "

-

1

X (1+2tw+17) °,

P = gy (1 =) (-0 2 [ =y (1]

P, (x)*essendo il polinomio di Jacosr
7. Se o(@)=Vd () =(x—aP (x—b), »+1>0, p+1>0, il poli-

nomio P, (x) verifica un’equazione differenziale lineare di seconde ordine. Ab-
biamo

1 a
P @) = (= gyt (0 07— 07 | @yt (o — ] - (20)
Ponendo U — (® — a)*+ (x — b)»+=, abbiamo

E’_n—}—x n—|—y‘

5

U—mfa x—b
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oppure

(w—a)(w——b)U’=[m(%n—{a)\—kp)—-(n—i—)\)b—(n—}—p) a] U.

Prendendo la derivata d’ordine (» 1) di ambii membri con la formola
del LeiBnyiTz, abbiamo

. antt U . artt iy
(@ —a) (m—b)m+[(2*7\—{*)m+(’\—1)b+(#—1)“]m —
—(n—}—1)(n+7\—}—y.)dw?=0,
e notando con
_a v
Taw
si ottiene
dtz dz
(@ — a) (m—b)(m+[(@~1_9)x+(1—1)b+(y._1)4%— e an
—m+1)(+r+p)z=0.
Osservando (20), si deduce
' 1 - B} )
y=P,.(9G)=(b__a)ﬂr(9ff"“) Yo —b) e, (22)

1
cosicché in seguito a questa trasformazione I'equazione (21) diventa

(o — ) (m~b)329§{+[(9+?-+p)w—a(lk+1) b+ l)]‘o%- g

(23)

ed & lequazione differenziale che soddisfa il polinomio P, (x).

’equazione (23) & completamente integrabile, poiché le sue soluzioni
sono date dalla relazione (22), # essendo data dall’equazione differenziale (21),
che oltre alla soluzione

dn
= [(w — a)yt (x — b)”ﬂ{l , (24)

ammette anche la soluzione

% =Jb (t—a)y P —brte(t—ax)y"'dt. (25)
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Per mostrare cio, proveremo che » soddisfa 'equazione differenziale (21).
Abbiamo (')

d [(t @) (f— pymatt (f — w)_"‘z] =0 (A4 L) (E—b) (t — @)+

(g 1) (— @) (— %) — (1 2) (f—a) (t—b)],

Adove )
v=(t — a)* (t — b)"*# (t — )" d L.

Integrando fra @ e b e moltiplicando con — (n+ 1), abbiamo
0=J42(n+1)v[_(n+x+1) (t—b) (t —@) —(n+p + 1) (t—a) (t — @)+
+(+2) t—a) (=),

ed ordinando éecondo le potenze di (f —x), sl ottiene

(n +2) (w—a,)(w—b)—%—(t—w)[(%——l——y,)w-i—

0= b(n+1)v
f“ (26)

+b (= 1)+a(y-—1)}—(n+1+.u.) (t—w)”g-
Ma, dalla (25), abbiamo

u=[ ot —ap, =) vt —a), TE—nr D -2,

e ciuindi Pespressione (26) diventa
da’u NEL
0—@—a) @~V G +[@— A —met+bO—1)+a@—D)|gh—

—m+1) (n+ 2+ p)u,

che & precisamente I’equazione (21). Percid quest’equazione ammette le so-
luzioni (24) e (25) e colla relazione (22) otteniamo quelle dell’equazione dif-

s/

(1) Seguendo il procedimento del sig. Picarp, Traité d’Analyse, tome 111, Intégrales hyper=
géométriques, p. 319.
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ferenziale (23), cioe

P, (@), (T—LT»'! (@ — @)™ (& — by f :(t ——a) P (t—b)" e (t—w)" dt. (25 bis)

8. I polinomi P, (x) verificano una relazione di ricorrenza. Indicando
.. 11 coefficiente di «" del polinomio

1 ar N "

osserviamo che si possono determinare le costanti «,, «,,..
da avere

con ¢

P, (x)=

., «,, in modo

@ P, () = —=— P\, @) + o, P, @)+, Py @)+ -+ Py (2).  (20)
nt-1,m+1
Moltiplicando questa relazione con ¢ (x) P,_, (x) d «, integrando e tenendo
conto della (1), abbiamo

) ) ,
[(@¢@ P.@P., @do=o, [ 9@ P, @do=s_ T (2)

Ma, se ¢=2, ¢ P,  (x) & tutt’al pitt di grado (= — 1), e.in virta della
relazione (1) il primo membro & nullo. Quindi, «,_, =0, ¢ =2. La relazione
(26) & percio della forma

q

c

an=LPn+1+0(’nPn+“n—1Pn—l' (98)
N cm«}-lm‘l‘l
Avremo analogamente
w_-P.n—l =‘%Pyx +ﬂu—-l Pn—l +Bn—9 Pn——?' (29)

nn

Facendo nella (27) ¢ =1, abbiamo
b
f w?(w)Pn—lpudw=“n—n In—l’
dove sostituendo « P,_, col suo valore della (29), si deduce

b
f ?PM (&Elﬁ:lpn+pn—l-Pn—l_*—ﬂn—QPn_Q\)dw:an_lIn—l!

nn

cn—l n—1 I cn—l n—1 In
1yt — I o =t
cn,n " nt el "t cn,n In—l
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Sostituendo nella (28), otteniamo la relazione di ricorrenza ('*)

cn,n cn—l,n—l 1
Pn+1+“npn+“'—‘“*” P,_, )

cn-{—l,n+l cmn In—l

xP,=

oppure

I,

< "P,_, =0, (30)

Tt ‘ n—l,n—
=Py — (@ — «,) P, + =

cn+1,n+1 nyn 10—1

fra tre polinomi consecutivi P,.
Calcolo del valore di I,. Abbiamo la funzione generatrice (18),

¢(x) 92_ ¢ix) .
o) T gle) T TR @
z:m—}—t(z————ba—)_(—zfﬂ (#=uw, t=0).

Innalzando ambi i membri a quadrato, moltiplicando con ¢ (x) d «, in-
tegrando e tenendo conto della (1), abbiamo

45 '
b [kp (Z) ﬁ] d b "Vz (m)d t2n b P‘l d
L ) /w—L o PEH T Q@) P (@) da -
Eguagliando i coefficienti di ¢** di ambi 1 membri, si deduce il valore di

I, = '“bqa () Py (x) d

Possiamo determinare I, anche col seguente procedimento. Abbiamo

I, =J‘ipr,',P,,dac= (I)—{WJZ ”%dw,_
U= (@— a) (@ — b § (@);
I, =(b—_—;),,—n! [P,, gen — P/ IO 4. (— 1) Peh U]Z +
(= 1)"‘(_6__;—)””—! ﬁpgﬂ Uda,
= (1) s [[e—ay@—ri@ds, | (31)

dove c,, & il coefficiente di " in P, (x).

(12) Ottenuta anche dal DarBoux, vedi la Memoria citata p. 412.
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-

Calcolo del valore di «,. Innalzando a quadrato I'espressione (18), abbiamo

x

¥ (@)

Integrando e tenendo conto della (1), otteniamo

b X 2n K 2
f @ [ ()690] do =+t Jawcp(m)P,.(m)dm—i—---

Eguaghando i coefficienti di #” di ambi i membri, si deduce il valore
di «, dato dalla relazione

b
vud,=| wo (@) Pi(x)dw

ottenuta moltiplicando la (30) con ¢ (x) P, (x) d «, tenendo conto della (1).
Oppure, possiamo ancora trovare «, colla relazione (30) eguagliando a
zero il coefficiente di «". Infatti, indicando con ¢,,_,, .y, rispettivamente i
coefficienti di ' ed «" nei P,, P,.,, abbiamo, eguagliando a zero il coef-
ficiente di «” della relazione (30),
Co,, ' ¢

(¥
- — Unn—1 nt-1in c
cn+1,n - cn,n—l + %y Cppy = 07 ®, == — T . (32)
cn+1,n+l cn,n cn—l—l,n-l—l

Valore approssimato del polinomio P, ().

9. Serie del Lagrange. Stabiliremo dapprima la serie del LAGRANGE e
troveremo il campo di convergenza nel caso della variabile complessa.
Percid, consideriamo, in generale, la radice Z dell’equazione

E(@=z—ax—1tf(2)=0, (33)

che si. riduce ad « quando ¢ tende verso zero, e proponiamoci di trovare
lo sviluppo in serie di ¢ di una funzione q;(Z), Z essendo la radice dell’e-
quazione (33) suaccennata.

Consideriamo un contorno (¢) chiuso con connessione semplice e sup-
poniamo che le funzioni f(2) e ¢ (2) siano regolate nell'interno del con-
torno (c).
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Il numero » delle radici dell’equazione (33) contenute nell’interno della
curva (¢) & dato dalla

Qﬂin_[E(iz)dz, 2rin= fz—l_—-—a;—t—_-t,—t(;—)(z)dz. (34)

Supponiamo che lungo il contorno (¢) si abbia v
le—a|>[tf ()], (35)

cid che & possibile per valori abbastanza piccoli di & In questo caso pos-
siamo sviluppare il secondo membro della relazione (3%4) secondo le potenze
di ¢, ed avremo

Vrin— c[l——-tf’(z)] [z_l_m+(:f(z)z+ +(t"_f”()“f,)+‘+ ]

oppure

lz—w (e—w)} 22— (z—x) .

_w]+...:dz_

(z — )"

(36)

Supponiamo che « sia nell’interno del contorno (c¢). Poiche abbiamo

J‘( F (2) 274 oo (@), (37)

R r— 1

ne segue che tutti i coefficienti delle potenze di ¢ dalla formola (36) sono
nulli e percid risulta n=1.

Cosiechg, il contorno (c), lungo il quale abbiamo la relazione (35), con-
tiene nell’interno soltanto una radice dell’equazione (33). Sia Z questa radice
ed F(z) una funzione regolata nell’interno del contorno (c). Abbiamo

. [ 1—if @)
Qﬂ:tF(Z)—Jcm_——-—tf(Z)F(z)dz.

Tenendo conto della condizione (35), si ottiene

97 i F(Z) :jcm —tf ()] [z_lw+(zti(2)2 L. ] F(z)de,
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WF(Z)zch(z)}z_'ijt[( e __ ff(z)}+...

z—x) z—w

"z " @re

" Ce ! 2
+r (g e | jes
che, in virti della relazione (37), diventa
F(Z)=F@)+t| £ @)@ —f @) F @)+
[ 1 B ) [(0) — e e P @) () £ @)+

oppure

FO)=F @ +1[F @ @]+ + g [F @ @]+ 69

Quésta ¢ la celebre formola del LAGRANGE.

Facendo F (2) =#, sviluppiamo appunto la radice dell’equazione (33) che
si riduce ad « per { =0, « essendo nell’interno del contorno (c).

Affinche lo sviluppo sia valevole, bisogna che la radice Z sia nell’ interno
del contorno (c) che conliene nell’ inlterno il punto x e lungo il quale abbiamo

lz—x|> tf()],
oppure
1
Ml (39)

Z— X

It <

cioé che, il modulo di t sia inferiore all’ inversa del massimo del modulo

f()

dell’espresswne lungo il contorno (c).

Prendendo la dernata rispetto ad « dell’espressione (38), abbiamo

FoZ-r@+id [F @) F@)] 4+ [P @) @)+
Sostituendo F' (x) con ¢ (x), si ottiene
YD Ga=t @+ 1 e [f@ @]+l @@ o)
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Prendendo la derivata rispetto a z dell’equazione (33), abbiamo

dz yoafdz dz 1
dn 1A =% =17

Sostituendo, (40) diventa
¢ (Z) ' t d tod T,
T =@ T g f@ @]+ gl @ @] e
.o sviluppo (41), e quindi la serie del LAGRANGE, & valevole se
lt'<{7’|, 1_”'f’(ﬁ)=07 p'_'w—rf(@):(l

oppure

t <|ry, L—rf(®)=0, F§)E—»)—f(E)=0,

@ essendo la radice multipla dell’equazione (33) per cui| f’(£)| & un massimo.
In queste condizioni, e poiché abbiamo

vy — L®)
(&)=,

ne segue che l'ineguaglianza (39) & soddisfatta lungo il cerchio di raggio

i1
r®

Dunque la serie del LAGRANGE ¢ valevole se
1 ' A
¢ s I —x) — =0, 42
<|f ® @) E—x)—f@) (42)
per cui | (f (B)| ¢ un massimo.

10. Esporremo, precisando, il valore approssimato (*°) del termine ge-
nerale della serie del Lagrange (41),

LA PO B 1 I U () ] :
maw| @O e O )

(13) DarBouUXx, vedi la memoria citata p. 28.
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in funzione del valore g dato dall’equazione
@) (B —w)—f(g)=0, (44)

per la quale |f"(E)| & un massimo.

11. Valore approssimato del polinomio P, (x). Abbiamo veduto (§ 4)
che il polinomio P, (x) & dato dall’espressione (10)

1 drl

¢ () P, () G —a e

[(w —a) (x—b" (m)jl ,‘

e (§ 6) che questa espressione & il coefficiente del termine generale della
serie (18) del LaaraNGE, in modo che il valore approssimato del polinomio
P, (x) & dato dalla relazione (43), con la condizione (42).

In questo caso f(z) & di second’ordine, (z — a) (z — b), e senza diminuire
la generalitd, possiamo supporre

f(z):z(l _Z)a

poiché possiamo fare il cambiamento di variabile u =a 4 v (b —a), (v =,
v=0; u=0"b, v=1). Abbiamo allora

ap(z)&z _ Y(x) Loa i, "
et @ e U Y@l
1 d

P, (w) =

nlcp(w)dm»[w (1——96)"44(90)] z—w—{—tz(l——z ), (=1uw, t=0).

Il valore approssimato del polinomio P,(x) & dato dalla relazione (43),
- 1
che moltiplicata per —, da
PP @)
¢ (B) @
g (@) V2mnV2F (@) F (B)

(14¢2),

e nel nostro caso diventa

bB)  (L—2pn
9(@)V2rn BT —E

(1 4-¢), (45)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



298  Abramescu: Sulle serie di polinomi di una variabile complessa.

B essendo una delle radici dell’equazione (44)
@ E—2—f0)=0 ¢ —282+x=0,

per la quale |f'(8)|=11—28]| & un massimo.
Alle radiei

==Vt —ux

W

?

corrispondono per (1 —2g) i valori

Pr=w—c*—, 1——9ﬂ’=1—2w—}—\/4w“—4m=5,v

' = + o' — x, 1——93”:1—%{1;—\/4902—44:0—_—.%,

il cui prodotto dei moduli & 1, dimodoché se un modulo & maggiore di 1,
laltro & minore di 1. '

~ Scegliendo opportunamente il segno del radicale, abbiamo [§|>1, e
quindi il massimo- del modulo di f/(f) =1—2§ corrisponde a

B=x— o' —w, E=1—92p=1—20+ JEo’ — 4.
Da cui

sy, _1—E

£ —286(1 —2x)+1=0, w=~( — p= 9

Sostituendo nella relazione (45), risulta che il valore approssimato del

polinomio P, (x) &
1—¢
) e

B0 == aymn g7 Lo
oppure
P, () =¥ (@En * (140, (46)
dove

E=1—2x+ Jha' —Lu, (47)

e ¥ (§) & una funzione indipendente da n ed .
Osservazioni. 1.° La serie del Laagranae (41) & valevole per 1 valori di ¢
che soddisfano la relazione : ]
1
b << -
H<g
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2.° Questo modulo |£| ha un’interpretazione geometrica interessante.

Infatti, dalla (47) si deduce
1 1

1-2x= ¢+ 48

=, ( + Q) (48)

e supponendo |&|=c¢—{ta =r, allora {=re®. Indicando con (X, Y) le

coordinate del punto «, abbiamo dalla relazione (48)

1

1——Q(X—}—fiY)=§[r(coso—i—isinﬁ)—}--:—(cose—isinﬂ)] ,

da cui

1

{1 —2 X = r—+—i cos 0, —QY:——1 (r—- I sin b,
9 r 9 r

ed eliminando 8, si ottiene
£(1—-2X) 42Y)
1\ = b
(S I
r r
Dunque, se |§ =r=C—ta, il punto 2 descrive un’ellisse i cui fuochi
sono O ed 1.
3.° I valori approssimali dei coefficienti c,,, ¢,,_, di x" ex"™" del poli

nomio P, (x) si possono calcolare osservando, dalla relazione (48), che, per n
sufficientemente grande, £" si pud sostituire con [2(1 — 2x)]",

+

[Q (1—2 w)] =(—1)y2 [9 X —n QT ] .
Sostituendo nela relazione (46), abbiamo

1
Po)=9(¢).5n *(—1)2(@a —n2 @ . );

risulta che i valori approssimati dei coefficienti c,,,, ¢,,._,, sono

1

7

c,=kn

lsl»—a

m—1y2 (14¢e), o, ,=kn °(—1yH2 'y (49)

k essendo una funzione indipendente da .

Da cui
Con m—+1 1 c % Cottom n+1
_mm __v + o (1 + 5/), Tmm—t 0’ -1, —_ + R (49/)
c»-Hm-H n 4’ cmn z cax+l,71+l Q
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 30
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e quindi per valori grandissimi di »n, abbiamo

. Cou 1

e dalla (32)
cmﬂ—l o cn+l,n )__

c17y‘n cn+l,n+l

L8| —

lim,x, = lim (

Determinazione della regione di convergenza delle serie del Darboux.

12. Essendo data una serie del Darsoux Y a, P, (x), dove lim V[a, | = %

abbiamo veduto che il valore approssimato di questi polinomi P, (x) & cono-
sciuto per mezzo dell’espressione (46),

1
2

P@)=¢En P14, E=1—20+ i —iz,

~ -

Da qui risulta che si possono assimilare queste serie a quelle ordinate
secondo le potenze intere di . Le curve di convergenza sono quelle per le
quali £ ha un modulo costante, cioé sono ellissi omofocali i cui fuochi sono 0
ed | (oppure a e b). Per la qual cosa, le serie del DarBoux, se sono con-
vergenti, si trovano nell’interno di ellissi omofocali coi fuochi in 0 ed 1 (op-
pure @ e b).

Bisogna osservare che la relazione (48) fra x e & & una trasformazione
conforme della regione interna del cerchio [&|=c — te nel campo esterno del-
Uellisse del piano x coi fuochi 0 e 1. Questa trasformazione & stata proposta,
45 anni or sono, dal DarBoux per la determinazione dei valori approssimati
dei polinomi che risultano dalla serie ipergeometrica, dimodoche, la trasforma-
zione conforme proposta dal sig. FABER, per lo studio delle serie di polinomi,
€ gid conosciuta da 45 anni.

13. Possiamo ancora oltenere la regione di convergenza delle serie del
Darbourx senza conoscere il valore approssimato dei polinomi P, (x). Basta sol-
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tanto sapere che il polinomio P, (x) & il coefficiente di ¢" della serie (41) del
LAGRANGE. '
Infatti, sia la serie del Darpoux,

Ya, P, (x), lim'\'/a—":: , (52)

P, (x) essendo il coefficiente di ¢* della serie del Laarance

v(2) 02__¢(w) . -
= t" P, (x). 53
y@dw g =L E@ Y
Abbiamo visto peraltro (§ 11, osserv. 1.2) che questa serie del Laerance

e valevole se

¢ <!;|, E=1—2x+Via'—4a.

Supponiamo che x appartenga alla regione di convergenza della serie (52);
allora
Va Pi<t, VP @|[<e

3

Analogamente, la serie (b3) & convergente se

—_— 1
VTP <l |t <;m——— -
VI P, ()
Quindi, basta prendere
1 _1
: : A
poiche allora abbiamo
{ 1 l
| 151 T e V[P, (w)]

e per conseguenza le serie (52) e (53) sono valevoli nello stesso tempo.
Quindi, le curve di convergenza della serie (52) del DarBoux sono date
dalla relazione
l§l=p=c-—ta,

ciod sono ellissi omofocali coi fuoehi nei punti 0 ed 1 (oppure o e b).
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Sviluppo in serie dei polinomi P, (x) di una funzione F (x)

14. Le funzioni Q,(y) di seconda specie. La funzione

¢ (1) P, (f)
Qu (y) _“-[a t . y t
si chiama di seconda specie, e il polinomio P, (x) funzioni di prima specie
di DarBoux.
Abbiamo

~ n 1 P |
QW) == 3O PO+ gut ot )t
ma, dalle relazioni (1),
b .
J o) P, ()t dt =0, s<<n,
e quindi

"f JUEAULY (t it

‘7’11,0 n,l b nis
Q.(y) :F+W+’ . =—| ¢ () P, (f)t""dt.

J o

15. Le funzioni Q. (y) verificano uwna relazione di ricorrenza. Abbiaino

infatti
Gu,n cn—l,n—l In
b Q.,+; (!j) + «, Q. (y) —Y Q. (fb/) -+ o T . Q. (y) =
n4-19n+1 g L1

nb t

— CP( ) [ C",n "+1( ) +OC _P ( )_J.P (t) n—I,n.— u P,,__l (t) dt'—-—‘-_

i1y nt Gn " In—l

> o(®) [_cum

e i e GRS NUR D AU

t— ) (@) LCop 1yn 41 »
cn—l n—1 In 7 . -
oteilp )+ Gy 2]

Tenendo conto della relazione di ricorrenza (30), verificata dai polinomi
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P.(b), ciod

O P,.+1 (t) - (t — C('n) p, (t) + c;—-L—HL‘ Loy (t) =0,

cn-f—l,n-{—l nyn In—l
1a relazione di sopra diventa

c

2 Q) — =) . )+l ) =[r P 6h

0"+19"+1 cnm In—

Tenendo conto di (1), il secondo membro della (54) & zero per n>0

ed e uguale a % quando n=0. Quindi, la relazione (5%) diventa

"0 n—1yn—1 In
o O ) — () ) TR 0L ) =0 n>0,
” ynf-1 nyn n—1 (55)
Co,0 . Io
C_:_,x Q (y) — (y — ) @ (y) = B \

Queste relazioni precisano quelle ottenute dal DarBoux, e permettono
“di calcolare le funzioni di seconda specie quando si conosce @, (y).

16. Le funzioni Q, (y) intervengono nella determinazione del campo di

convergenza dello sviluppo in serie di polinomi P, (x) della funzione ——

Abbiamo infatti le relazioni (30) e (53),

P (@) — (0 — ) P @) + bt P () =0,

On+1m+l "on -Zn—l

C

nn cn—-lm—_l In
¢ Q)i+l (?j) - (?/ - an) Qn (y) + P I Qn—l (y) = 0’
n4-13n41 - Unyn n—.l

Moltiplicando la prima con @, (y), la seconda con — P, (x) e sommando,
abbiamo

P, (J‘) Q. (?/) — Pn+1 (m) Q. (.’/) — P, (x) Qu—H (!/) .
1

n . I” cn%ﬂ-lm%—l (x _ y)

nyn

. Pn (w) Qn—l (.1/) _ Pn—l (KD) Qn (.lj) B
I, (Tcn’” (w - y)

H—1lyn—1
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Facendo n=1, 2,..., n e sommando, otteniamo

n

§ L@ Qly) P () Q. () — P (@) Qi ()

i=l . l,- In O,H_l,nﬂ ({E _y)
»r (96)
. Pu ((L‘) Qo(y)_Po (x) QI (2/) .
Io 21’l (w - y)

0,0

Dalla seconda delle (55) e dalla (30), abbiamo

0,0 IO
2 Q)= —%)Q)=p->

00,0

P, (x) — (x — a,) P, () =0.

11
Moltiplicando rispettivamente con P,, — Q,, ¢ sommando, troviamo

_Pl(w)Qo(y)—Po(w)Ql(y)z l __Po(m)Qo(y)_
1,5 (@ —y) Y b

0,0

Sostituendo nella (56), otteniamo ('*)

P,(@) Qu(y) , P, (®) 0 () P, (@) Qu(y) __
Io —+ Il + ..+ __—In—_ =
_ 1l Pa@O =P @0 () (57
r—y I” cnzl,nﬂ (m - Z/)

nyn /

. . . . 1

Per trovare il campo di convergenza dello sviluppo della funzione ———
dovremo ricercare, nel caso dei nostri polinomi P,, in che condizioni le-
spressione

Py (x) 0, () — P, (@) Q.1 ()
I G"+I,n41

e (e —y)

nyn

(58)

tende verso zero quando n —» co. Percid bisognera trovare il valore approssi-
mato della funzione @, (y).

(14) Relazione trovata anche dal DarBoux nella nota citata, p. 416.
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17. Valori approssimati della funzione Q, (y) e di I,. Senza diminuire
la generalita, possiamo fare il cambiamento di variabile u=a 4+ v (b — a),

in modo che ai limiti u =a, u =", corrisponda v =0, v = 1. Cosi, l'espres-
sione di @, (y) si pud scrivere
)_J‘ 9 (6) P, (b
t—y

0 ) P, () =y 5|0 (1= 09 0)].

Quindi

T
7|0 =07

t—y

ed integrando per parti, rimane

L (y) —j y (t ,,+1 at. (HY)

Sotto questa forma cercheremo il valore approssimato di @, (y)

Osservazione. Abbiamo veduto (§ 7) che se ¢ () =1{ (x) =(x — a}* (x-—bw,
le sBluzioni dell’equazione differenziale

@—a)@ 0T r[@rrtwe—ar =0+ D] Y-

—nnmt+14+r40)y=0

1
p, (w), (b_—_a_)"—n—! (w — a)“l (oc — b)¥f‘J (t — a,}”'fl (t _ b)"ﬂu (t

a

xy™" dt,
cioe il polinomio P, (x) e
(@ —a)™ (@ —b)™ Q, (y).

Valore approssimato della funzione Q, (y). Per questo, ci serviamo dell’e-
spressione trovata dal DarBoux (**) per il calcolo del valore approssimato

(1) Memoria citata, p. 29.
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dell’integrale del Laprack,

29 («) .
" = " 60
" rg wat=\* f(oc)g(“)\/ SO (ke (60)
dove « & dato dall’equazione g («) =0 e per cui |[g(x)| & un minimum mas-
SUMOrum.

Nel caso dell’integrale

t”(l )" (1—t)

« & data dall’equazione ¢’ (¢) =0, «* - 2xy + y=0.
Prendendo =y -+ \/y* — y, abbiamo
Cy (

— —
=1—-924 by - by= =
“—y v VET Ty 1—2y + iy —4y"

g(«) =
Ponendo .
1=1—2y+Vhy"— by,

e scegliendo il segno del radicale in modo che = >>1, abbiamo

1——'!)2 1_7;_1 —2
y=_( 4‘_0)7{)(: 2 ,"“?J_ (]’—'ﬂ )

1 8
g(a)=7,g”(M)=—;(—1_—_ﬂ_g~)-

N

Sostituendo nella (60), otteniamo-

{f " ( 1—;5:’) Q\/ (1—71 ‘) _,,(1_“ 2)7'

Per trovare il valore approssimato della nostra funzione @, (%), facciamo

nella formola precedente

e quindi

Q.;(J)——‘ (tHdt_w(n)wz (1+a),

1=1—2y+ iy —4y,

(61)
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dove @ () & una funzione indipendente da n ed .
Valore approssimato di I,. Abbiamo veduto (31), che

=1y J (@ —a) (©—b){(@de

Avendo presupposto d’aver fatto il cambiamento di variabile
u=a-+v({(b—a),

il valore di I,, senza diminuire la generalitia, & dato da
1
L=@4V%JVG—UWMdt
J O

Servendoci della formola (60), abbiamo

19

R

R

I

g@)=a(l—a); g (@)=1—

e il valore approssimato di I, &

' g 11
S 1 ¥ =
L=(—1y ¢1%M [ +¢), (62)

K essendo una costante che non dipende da #.
Tenendo conto della relazione (49) che da ii valoxe approssimato dic,,,,

abbiamo il valore approssimato di I,

1 :
IL=K, (63)

K, essendo una costante indipendente da =n.
Analogamente, si ottiene dalla (62),

7 c11-—~1m-—l (64‘)

lim = 2=t —
n—y00 Gn,n In—l

h{hlr—.

18. Altro metodo per determinare la regione di convergenza delle serie
del Darboux. Abbiamo veduto che fra tre polinomi P,, esiste la relazione di
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238  Abramescu: Sulle serie di polinomi di una variabile complessa.

ricorrenza (30)

() — (@~ &) P, (@) £ et

cn+1,n+l n—1 cn,n

P, (x)=0.

Le serie di polinomi P, (x) sono un caso particolare delle serie del Poix-
CARE (*°), Y a, P, (), dove fra (k4 1) polinomi P,, P,,,..., P,,, abbiamo la
relazione '

RkPn+k+-Rlc—an+k-—1 -+ '+R0Pn =0’

R, essendo funzioni di n e di «, ¢ k£ un numero dato.
Dividendo questa relazione per R, P,, abbiamo

P +% -P +E—1 Pn+l Rk—l P11+k 1 Pn—}—l RO
e B e e PR
Pn+k -1 Pn+k—-‘2 Pn + Rk P';H—lc 2 Pu + + Bk ’

. P . .
e supponendo che il rapporto =2t tenda verso un limite X per n— oo, e

P,
. R, . . .
che lim R = A4,, otteniamo al limite
W4, Ml 4 4,=0. (69)
L P,., . . .
Quindi il rapporto P tende verso una radice di questa equazione, e

in generale verso quella, «, di modulo pil grande. Le curve di convergenza
di queste serie (') sono date dall’equazione « =c—1te.
Nel caso delle serie del DarBoux, si vede, dalle relazioni (50), (51), (64),
cn,n cn 3 : 1 1
che —** , «,, tendono rispettivamente verso — —, —, — .
cn+1,11+1 cn,u 11}—1 4‘ . Q 4‘
Le curve di convergenza sono date dall’equazione « =c¢—te, « essendo
la radice di modulo piu grande dell’equazione (65),

1, 1 T .
——Ia —(m—q)a—z—o,

—1yn—-1%*n
— b

da cui .
1 1
l"—gw=—9—(a—l—?)'

(1) PoiNCARE, Sur les équations différentielles ordinaires el aux différences finies (Ame-
rican Journal of Mathematics, vol. VII).
(1) Vegg. (1); Picarp, Traité d’Analyse, tome 111, p. 420.
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Le carve di convergenza del piano x sono date da questa trasformazione
conforme, |x|=c¢ — te, cioé sono ellissi omofocali coi fuochi in 0 ed 1 (op-
pure a e b).

19. Sviluppo in serie dei polinomi P, (x) dell’espressione aTi—_' Ab-

biamo visto (57) che

Ps (®) 0, (y) | P, (@) 0Q, () P Q. (y) 1
L T Tt eyt
Poys (@) Q. (9) — P (®) Qi () |

In O,H—lmtl (m __ y)

nyn

Per vedere in quali condizioni abbiamo

L _3E@eLW,

W—y n=0 I,.
sostituiamo P, (), @, (y) coi loro valori approssimati (46), (61),

L
2

Pow)=w(En (14, f=1—2x+VEr —ba,

[

3

QW=0@n n"(l4e), n=1—2y+ iy —&y,

e I, Ontiott 6oi Joro valori approssimati (63), (49),

nyn

— }_ Qﬁ_’"“__ \/_i_
I"—K2 n7 O”n—-— 44 n+1(1+5).

L’espression® (58) diventa

)

. 1 z \n 1
¥ P (1) —/ —— | = R
wa&w~ﬂwwmw:(”(WMw4%J § ny

On+1,n4;1 . — {f_? n J—
I, %t () n4%+ﬂmy)

»

n4-1
Il valore di questa espressione per »n— oo dipende da (1&) . Tendera
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quindi verso zero quando |£|<C|n| e crescerd indefinitamente in caso con-
trario. ’
Da cio segue che la serie

P, (x) Q, (y) | P, (%) Q

P, (x) Q. (y)
T + +———

Il In

_’_

¢ convergente ed ha come somma z—y soltanto se il punto x & nell’inler

dellellisse che passa per y ed ha come fuochi O ed 1 (opjmre @ e b).

20. Swviluppo in serie di polinowmi P, (x) ¢ funzioni Q,(x) di una fui-
zione regolata mell’interno della corona limitata da due ellissi omofocali. Sia
f (@) una funzione regolata nella corona limitata dalle ellissi omofocali E
ed E’. Secondo il teorema del Laurent, abbiamo (E>E')

| )
fo) =g [ L0 gy g LW, (66)

JE Y—& e JE Y —X

Lungo il contorno E abbiamo (§ 19)

1 —_— P" (x) Qn (y)
y—x 1, -
e quindi

L ay=—sp.@ | 1w e.md

‘EY - —X
Lungo il contorno E’, abbiamo

L Py 0@

y—x - Z. I,
e quindi
f (J
S dy= z@mnhyﬂmﬂwm“
Sostituendo nella (66), abbiamo
(w) = 2 An ‘P" (w) + 2 Bn Qn (W), (67)
dove
Y YR N P
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Abbiamo quindi ottenuto lo sviluppo (**) in serie di polivomi P, (x) e
funzioni Q, (x) di una funzione regolata nella corona limitata dalle ellissi
omofocali coi fuochi in 0 ed 1 (a e b).

Se f(x) & regolata in tutta I’ellisse E, le integrali che definiscono i coef-
ticienti B, sopo nulle ed abbiamo

{
fo) =34, P @), A=—5—= [ rme.wdy

Quindi, una funzione regolata nell interno di un’ellisse si rappresenta
con una serie di polinowi P, (x).

Se, per contro, la funzione f(x) & regolata all'infuori dell’ellisse E’, la
serie (67) contiene soltanto funzionl di seconda specie, ed abbiamo

f@=2B. 0@, B.=—g—rr [ 700 o),

dimodoche, ura funzione regolata all’ infuori di uw’ellisse; si pud rappresen-
> 5 P

tare con una serie di funzioni Q,(x) di seconda specie del Darboux.

21. Altra proprieta delle funzioni Q, (x). Sia

f@) =S4 Pe), d=—y [ rwe.mdy

lo sviluppo in serie di polinomi P, (x) di una funzione regolata nell’ interno
dell’ellisse E. Supponendo f(x)= P, (x), si deve avere

P, (xy=Y4,P,(x),

e quindi 4,=0,.mZ>2n e 4,=1. Per conseguenza

~ 1 ~
J— >nt — e

|, P @ dy =0, m2zn; g | P.5) Q. () dy=1,

e dunque le funzioni @, (x) verificano coi polinomi P, (x) queste relazioni

di ortogonalita (°).

. (8 Risultati analoghi sono stati ottenuti dal DArRBoux per i polinomi che nascono dalla
serie ipergeometrica, vegg. loc. cit., p. 407.
(*%) Relazioni analoghe sono state trovate dal HeiNe nel caso di polinomi del Legendre
(Kugelfunktionen, t. I, p. 200). '

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



242  Adbramescu: Sulle serie di polinomi di una variabile complessa.

PARTE IIL

Generalizzazione delle serie di polinomi Darboux.

22. Consideriamo le serie di polinomi Darsoux ¥ a, P, (x), il polinomio
" P, (x), di grado p» in (x), essendo dato dalle equazioni

Ye@a P, (x)de=0, ¢=1,2,...,p, s=0,1,....,n—1,  (68)

v Cgag

¢ () essendo una funzione positiva ed integrabile negli intervalli (a,, a,),
oo, a,), 6 a,<<a,<<---<<a, p numeri dati. -

Proprietd dei polinomi P,, (x).

23. Oltre le note proprietd di questi polinomi, ¢i proponiamo di in-
dicarne delle nuove. Il polinomio P,, (x) verifica la relazione

1 d" "
P@) P (@) = s | @ — 0 @ — )@ — ) )],
¢?, (x) essendo una funzione finita per x =a,, a,,.. , a,. Abbiamo, infatti
2y
’ (@) QP,, (x)de=0, q=1,2,...,p; Q=1,2,...,2""".
J gy

Roniamo

au
(P (/D) P1m (w) — W ’

in modo che la funzione U e le sue prime (n — 1) derivate siano nulle per
x=a, .
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Abbiamo

[ 0% Vaw= [@ oD — QU A (— 1) U]aq =0
J Qgey fa-1

Ma X

U(aq—l)zo’ U’ (a’q 1):0,--'7 ue=» ((V/q l)=07
quindi

Qa) U (a)—Q (a) U" P (a)+-+(—1)"" Q" " (a,) U(a,)=0.

Prendendo per @ i valori 1, x, "', si deduce da questa relazione suc-
cessivamente

U (a) =0,..., U'(a)=0, U(a)=0.

Quindi la forma della funzione U &

U=(x—a, ) @—a)R@®, g=1,2,..,p,
da cui segue

— (X — a’(\)n (w - a’l)N e (w - ap)” "Pn (w)?
e quindi

o (@) Py (1) = = - [(w Ay @—a) ... (@ —a) b, <w>] . (69)

{, (x) essendo una funzione finita per « =a,, a,,..., a,.
La funzione ¢, (x) ¢ data dall’espressione

! " o
@) = Gy ’ @ ( P}t ¢=1, B £, ()
oppure
4)" (w)=(w——al(\)nrqu(w—a'p)” “m (w.—..z)""lp(z) -Ppn ({?/)dz, q= l’ Q""’ .p’ (71)

J ag.

P, essendo dato dalle equazioni (68).
Nella (71) si vede che l'integrale

[[@—ae@P.@az, a=1,2,..,p
ag-
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e le sue (» — 1) derivate sono nulle per x=a,_,, e quindi pure per = a,,
a causa delle relazioni (68). Quest’integrale contiene quindi il fattore
(x—ay)'...(x—a,)"”, e percio, dalla (71), risulta che ¢, (x) & finita per
B=0, Cyyeeny Bye . , '

Perché la funzione ¢, (x) sia indipendente da =, bisogna che la funzione
9 () sia soluzione comune ad una infinitd di equazioni integrali, ottenute
eguagliando 1 valori di ¢, (x) dati dalla (71), e dove P,, (x) & dato dalle re-
lazioni (68).

Se ¢(x)=1{, (x), p(x) & soluzione comune delle equazioni integrali

(®  (@—2)"" P, ()

(P(m):nJaq_‘(w——a/o)"...(m—a,p)”?(z)dz’ q=1,9,---,l’, 7”:1’ 27--'7

P, (x) essendo dato dalle equazioni (68).

Quando ¢ (x) contiene come fattore (x — a,)¥, si vede dalla (70), che
I'integrale multipla contiene (x  a,)"t** come fattore, e quindi ¢, (x) con-
tiene il fattore (x — a, ). Se

(@) = (@ —a)bo...(®—a,)¥,
A, essendo scelte in modo che le integrali (68) abbiano un senso), abbiamo
b, (@) = (@ — ao)b... (0 —a,)¥,

n

Bp @) = plr— e @—a) > e —ayt e — )],

Nel caso in cui p=1, a¢y=—1, a,=1, ¢(®)=1{ ()= 1, troviamo 1
polinomi del LEGENDRE; p=1, a,=a, a,==b, ¢ (x)={, (€)= (r—a)* (x — D),
A -+1>0,p-1>0, abbiamo i polinomi dell’JacoB1; p=2, ¢(x)=1{, (x)=1,
a,=—1, a, =0, a, =1, ritroviamo i polinomi del Sig. AppELL (*°)

1 a . an]
P @) = g | (1 — ]

In cid che segue, considero quelle serie di polinomi P, (x), ai quali cor-
risponde la stessa funzione §, (x), indipendente da n, che indico con § (x).

() Vegg. (®.
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94. L’equazione P, (x)=0 ha tutle le radici (*'), distinle, delle quali
ce ne sono n in ciascuno degli intervalli (a,, a,),..., (@,_,, a,). Infatti appli-
cando il teorema del RoLLe alla funzione

U= n—l! (x—ay)"...(x—a,)" (@),

si vede, p. es., che nell'intervallo (a, ,, @,) la derivata U’ si annulla. Ana-
logamente, U’ si annulla per x =a,_,, ¢, e per un valore b di = compreso
in quest’intervallo, e percid la sua derivata, U’ si annulla per un valore ¢, ,
compreso nell’intervallo (a,_,, b) e per © = ¢, dell’intervallo (b, a,). Per con-
seguenza, J” si annulla per due valori distinti di & compresi nell’intervallo
(1, @,). Quindi, U™ (x) si annulla per n valori distinti, compresi nell'inter-
vallo (a,_,, a,). Cioé, 9 (x) P,, («) si annulla per n valori in ognuno degli inter-
valli (a,_,, a,), siccome ¢ () > 0 in tutti questi intervalli, risulta che P,, (x)
si annulla per p#n valori di «, compresi » ad » in ciascuno degli intervalli
(a,_,, @,); con altre parole, I'equazione P,, (¢)=0 ha tutte le radici reali.

25. 11 polinomio P,, (x) e il coefficiente di t" nello sviluppo in serie della
funzione ’
e R Tae T il LR T NN TARTE] R
2 essendo la radice dell’equazione
z=x +tf(2), z2=x, t=0, f()= (2
Il primo membro dell’espressione (72) & una funzione generatrice dei
polinomi P,, (x). Se p(x)=d(x)=1, a,=—1, a,=0, a,=1, i polinomi
del sig. AppEL ammettono la funzione generatrice ’

ay)...(z—a,).  (13)

oz Y
Pyt Yt P, (x),

r=wx+tz(l—2%, z“—{—zlt— t—%:o‘

Troviamo -

T e \* 1T—t° = x )\ [ — 8
g —\/ — /-— J— —_— —_ ] —1 == =
‘_\/QPLV(%) +( 3t ) +\/Qt \/(Qt) Jr( St) e=a, i=0.

.o . az
da cui si puod calcolare P

(21) Teorema dimostrato in altro modo dal sig. AnakLescu (C. R., t. 162, Janv. 1916).

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 32
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246

26. Se ¢ (@) = ¢ () = ( — a)h ... (€ — a,)%, il polinomio P,, (x) verifica

un’equazione differenziale lineare di ordine (p - 1) completamente integrabile

Infatti, abbiamo
U= (x—a,)"™h...(x— a,),

’ A A,
U n—+ +n+ 4 +n+aA

U x—a« x—a,

?

dU
(x—a,)...(x— )dw

@ —a,) (@ —a,) ... (€ —a,).

— ¥ () (@ —ay).

=0
Prendendo la derivata di ordine (» -+ p), con la formola del LriBnirz, di
ambi i membri, si ottiene .
ar+eti g aryy au

(w—_a"’)(m_a*)"‘(x—a’p)%g’ﬂ-ﬂ_‘ +‘APdw1+y+ -+ 4, dx" =0,

In cul sostituendo

si ottiene l'equazione differenziale

dr+? ar ~
(0 —a).. (w—a) A+, 7l 4,y =0, (74)
che ammette come soluzione
y=?<x)Ppn(x):(w_all)l)'" (w—a')pl)pn( )
Facendo il cambiamento di variabile
Yy=(x —a)h... (® —a,)rz
st ottiene l'equazione differenziale
drtt z d,z _
(@ — ) (@ —a) i+ By 4 Baz =0, (75)

che ammette come soluzione il polinomio- P, (x), dove B, & un polinomio

di grado s in «.
L’equazione (75) & completamente integrabile, poiché, facendo il cam-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Le serie di Darboux. Q47

biamento
g=(x— o) ... (®—a,)y.

si ottiene Pequazione (74), le cui soluzioni sono (**)

| @ — @@ e,

Qq

| e —ay e (g — )y —a) " de, g=1,9,..., p,

J Ggey

cid che si pud faciimente verificare seguendo lo stesso procedimento del § 7.
Per conseguenza, le soluzioni dell’equazione differenziale (75) sono

%q

(z —_ a0>1l+)«0 e (z - a}])ﬂ—‘—)p (Z . w)_"_1 dz’

P,, (x), nll (& —a) ... (x— at,)‘”f

dg-1

q=1793" » P

27. Valore approssimato del polinomio P, (x). La serie del LAGRANGE (72),
e convergente se (§ 9)

't <= f(z “"(z ) '(z—a’p)s z=a;—}—tf(2),

f(

T—

quindi se )
<o E=10), G—a) 1B~ B =0, (76)

| /(@) | essendo un massimo.
II valore approssimato di P,, () & dato dalla relazione (43)

¢ et (L),
Ver n V2 F B)F (B)

ed ¢
1

w(Eyn LE (149,

¥ (%) essendo una funzione indipendenle da n ede, £ e ¢ essendo dati dalle
equazioni (76).

(22) LAurexnT, Sur le calcul inverse des intégrales définies (Joilrnal de Lionville, 1878
p- 245).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



248  Abramescu: Sulle serie di polinomi di una variabile complessa

Nel caso dei polinomi del Sig. ApreLL, abbiamo

3af
fE)=8—8, [&)=1—3p=% b=go"p, |
(a7
, A1 —¢gy
m=—§7€2—,
\/§ 1 _‘;— 11 c
P (@)= Vo e (14 e,

Regione di convergenza delle serie generalizzate del Darboux

28. Esseudo data una serie del Darsoux, Y a, P,, (), abbiamo veduto
che il valore approssimato del polinomio P,, (x) &

1

Par (1 o)

(w) =¥ () n 5=f’ ), B—a)f" (B) =F(R)

1)71
Da cui risulta che si possono assimilare queste serie alle serie di po
tenze intere di Z. Le curve di convergenza sono quelle percui |£]=c — te,
cioé le curve del piano x date dalla trasformazione (76),

E=r®), E—a)f @) =rE), |5l=c—te

Nel caso dei polinomi del Sig. ApreLL, le curve di convergenza sono

date dalla trasformazione (77),
A(1—gy
@x :(—97_5_2_),‘\: \c_te.

Le curve di convergenza si sarebbero potute ottenere senza calcolare il va-
(). Infatti, la serie (72) & convergente se

lore approssimato del polinomio P,

<] E=f®), B—2)f B)=TF.

|7
Is
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Ma, 2 essendo nel campo di convergenza delle serie
= W |
2, Py, @), TimVfa,]= -,

le curve di convergenza di (ueste serie sono date (§ 13) dalla relazione
e quindi, nel piarfo x, sono date dalla trasformazione

E—=x) ' B)=F®), [ ®)=3% |5l=p=0c—te

15]=p
S o
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I fondamenti
della geometria proiettivo-differenziale
secondo il metodo di Fubini.

(Di Epuarp CrcH, a Praga.)

In una serie di Memorie ('), il prof. Fusini ha edificato in questi ultimi
anni 1 fondamenti della geometria proiettivo-differenziale delle ipersuperficie (*)
col metodo delle forme differenziali, che si era mostrato tanto efficace nella
geometria metrica. Studiando queste ricerche, mi sono accorto sempre pit
che la natura intima del metodo appare piu chiara, se si fa uso conseguente
del principio di dualitd. Inoltre mi & sembrato sempre pit fondamentale 1'uf-
ficio compiuto in tali ricerche dalla scelta dei fattori arbitrari delle coordi-
nate omogenee dei punti e iperpiani tangenti. Analizzando il significato geo-
metrico di tale scelta, mi sono convinto che occorre, anche per le applica-
zioni, di estendere le formole date dal Fusint per le coordinate normali, al
caso che i fattori detti siano fissati in modo qualunque. Nello sviluppo di tali
idee mi e stata molto utile anche una Memoria del prof. SanNn1A (°), di prossima
pubblicazione negli Annali di Matematica, gentilmente fattami conoscere dal-
I’Autore, del che gli esprimo qui la mia riconoscenza. Si & mostrato oppor-
tuno di esporre i risultati che ho ottenuti in modo da potersi leggere senza
supporre la conoscenza dei lavori del prof. Fusini in argomento. Avendo qui
reso pil intuitivi i concetti analitici introdotti dal Fusint mediante qualche
considerazione geometrica, posso forse sperare di avere anche reso con cio
pit evidente la loro importanza. Rilevo, fra i risultati particolari che sem-

(1) V. specialmente la Memoria: Fondamenti di geometria proiettivo-differenziale. Rendi-
conti del Cire. Mat. di Palermo, t. 43, 1918-19.

(® E anche in altri casi.

(®) Riavvicinamento di geometrie differenziali delle superficie: ordinaria, affine, proiet-
tiva, ecc.
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brano nuovi, la generalizzazione della quadrica di Lie e del gruppo delle tan-
genti di Segre alle ipersuperficie, e I'estensione delle due forme differenziali,
e dell’applicazione proiettiva, alle varietad d’elementi.

Ho divisa la Memoria in tre parti. Nella prima pongo il concetto generale
della congruenza delle normali e deduco le equazioni fondamentali per una
scelta fissa dei fattori delle coordinate. Nella seconda parte studio I'effetto
della moltiplicazione per fattori arbitrarii delle coordinate, considero la nor-
malizzazione delle coordinate, delle forme e delle normali, e infine studio le
geodetiche della forma quadratica. Nella terza parte do un breve cenno del-
I'estensione della teoria alle varietd di elementi.

$ 1.

Consideriamo in uno spazio lineare S,,, ad n 4- 1 dimensioni un’ipersu-
perficie 1. Indichiamo sempre con una lettera sola, « e & rispettivamente,

. o _ . . -
(e analogamente » X,...| le coordinate omogenee dei punti e degli iper-

piani tangenti di 1, le quali siano funzioni date di » variabili indipendenti
Uiy Ugy.... u,. Saranno dunque identicamente soddisfatte le equazioni

Sxi=8i{de=Sxd&=0 (1

dove, come sempre nel seguito, il simbolo § significa la somma estesa alle
diverse n + 2 coordinate. Ora la nostra ipersuperficie non muta:

1. moltiplicando tutte le @ per un fattore s e le £ per ¢, le funzioni
¢ e o delle u essendo legate all’unica condizione po==0;

2.9 cambiando comunque le variabili indipendenti u,,..., u,; e infine,
trattandosi di geometria proiettiva;

3.2 eseguendo sulle « e & due sostituzioni lineari contragredienti, a coef-
ficienti numerici e a determinapte uguale all’unitd. Perd tutli i calcoli che
si faranno saranno tali da non mutare eseguendo le operazioni 2 e 3. In
quanto all’operazione 1, cominciamo per supporre scelti in modo fisso i fat-
tori delle = e delle ¢, mentre pit tardi studieremo leffetto del cambiamento
di essi. Astraendo da fattori numerici delle coordinate, possiamo dare a
questa scelta un significato geometrico semplice. Cominciamo con le § Ad
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ogni punto di M assoclamo la retta intersezione degli iperpiani

& o 9

du, 9 Wy Ju, )

AN

evidentemente indipendente dalla scelta delle variabili indipendenti. Questa
retta, passante per il punto «, sard per brevitd di linguaggio nel seguifo
chiamata semplicemente la normale. Si pud osservare che prendendo per le ¢
i coseni direttori e la distanza dall’origine, essa coincide colla normale me-
trica, e similmente nello spazio non euclideo prendendo per £ le coordinate
di WEeiersTrAss. Perd data una congruenza di rette (*) affincheé sia possibile
scegliere il fattore delle £ in modo che essa diventi la congruenza delle nor-
mali, & necessario che sia soddisfatta una condizione che si vedra alla fine
di questo paragrafo. Per ora osserviamo soltanto ‘che, date le normali, il
fattore delle £ & determinato a meno di un fattore numerico. Per il seguito,
ci conviene di lissare sopra ogni normale un punto X e il fattore delle sue
coordinate secondo le condizioni

-
ZJa

SXE=1, SXz-=0() (3)

Correlativamente 1'S,_, determinato dai punti

dx  odx  Odw (%)
du, du,  du,

sard chiamato I'S,_, pseudonormale. Per esso si fard passare liperpiano &F
secondo le equazioni '

SEx=1, SE —=0. (5)
L’indeterminazione che resta nelle X, &si pud del resto, come vedremo,
togliere in modo intrinseco.

Ci occorre considerare ancora un altro ente geometrico legato alla scelta
dei fattori delle « e &. Si tratta della proiettivita = fra i punti di £ e gli

(4) Congruenza di rette sard per noi varietd oo» di rette.
(®) Gli indici ¢, k, I, r, s vanno sempre da 1 a ». Queste notazioni e formole coincidono
con quelle del FuBini nel caso di coordinate normats.
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iperpiani per @, nella quale al punto

. dx dx
Aw+)\1571+_"'+)‘na—/u” (6)
corrisponde l'iperpiano
. 8¢ y
)\ ; _l'— 1 a ul + R + n au" ° (b )

In questa proiettivitd, in particolare, I'S,_, pseudonormale e la normale
si corrispondono. Anzi, essa si pud definire come quella proiettivitd nella
quale si corrispondono tutti gli S,_, pseudonormali e rette normali, ai quali
si giunge moltiplicando le « e & per lo stesso fattore. Estendiamo questa
proiettivitd a tutto lo spazio facendo corrispondere al punto

dx

Mc+% + A,

e X (e)

I’iperptano
' 9% oF

T
(9(/{/1+ + nau"

) 6 + —+ P- E.

Osserviamo che («) definisce A, %,...%,, . come coordinate locali dei punti
di S,, cioé In un sistema di riferimento variabile al variare delle . La pro-
iettivitd estesa & la polaritd rispetto ad una quadrica @, la cui equazione
nelle coordinate locali &

YA, — 20y —pf SXE=0 (7)
ik

dove le 4, sono quantitd che ora definiremo. Vedremo piu tardi che @ &
una quadrica osculatrice di 11, vale a dire ha con 11 un contatto del secondo
ordine.

In cio che precede si & tamtamente ammesso che gli iperpiani (2) e i
punti (4) sono linearmente Indipendenti. Noi anzi, in tutto cio che segmue,
ammettiamo che ciascuna delle due matrici

[ 5% sl
 w au,,

J‘Y

X3

anu,

77 c

¢9u1

sia di caratteristica » + 1, cioé che I1 & proprio una ipersuperficie sia come
luogo di punti, sia come inviluppo d’iperpiani. Questa supposizione si pud
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esprimere introducendo la forma quadratica differenziale, di importanza fon-
damentale per il seguito,

F,=—Sdadi=3A8,dudu, (8)
ik

la quale, per le (1), si pud anche scrivere

F,=8{dx=8Sxd* %, (8 bis)
sicehe ’
Fx 9% dx &e
A, _ ——— T —— e e ————
* Sgau,.&u,,, Sau,-au,, Sm&u,.&uk' ©)

Invero si riconosce subito che la supposizione fatta equivale all’alira
V=lAikl—=O- (10)

Accanto alla forma F, uguale importanza ha per noi la forma differen-
ziale cubica

A,=8daxdi—didax)=23D,,du, du,du,, (1
ixt

dove i differenziali secondi delle w non entrano che in apparenza. Si ha

A=y (l® 08 9L ¥w
P m\Ou, du, du, Ou, du, du,

) du,du, du,
e da cido semplicemente N
du 8% 9t &w
T 0u, du, du, du, du, du,’ (12)
perche, definendo D,, dalle equazioni (12) e derivando le (9) si trova su-
bito che ‘

Dikl=:D(lk'
Ora, derivando le (9), si ottiene
28, _ 0 gow di__ Fw 0% o #% 0w
du,  Ou, Ow;on, ou,du,du, ~Ou, du, du,’
by _ 0 Gdw 9T o dw of o L o
du,  Ou, u, du, du,du, du, ~Su, du,du’
om0 gow 0h_  Fe 0t o & e
du, Odu, Ou,0u, = Ou, ou, du, du, du, du,’
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e sommando

aA‘z_{_QA_"’_&Aik'__ & ai_ "t dux
du, Ou, du, du, du, ou, ou, du, du,’

Questa equazione, confrontata con (12), ci da

. 0w
SCW—Am ‘
(13)
aE 82w —-—_-D ﬂ——l_[aAd é_ﬁ___&—&'k
du, du, du, 2 10u,  Ouy du, |’
e
Sm&uiauk_A”” ) )
é 8¢ d A 4 {13)
ox S 1o, w a \
S&zz,&uiaztk__{_D"“’ [&u,,+ du au,]

. . Jox o .y C
Ora 1 punti «, T Tu X essendo # +2 punti linearmente indi-
1 7

pendenti, valgono necessariamente equazioni del tipo

& x . x . v
a u a “k Z ikl /"/z + Cilc A + b«k €.

[

& x 1 ioni (13
Tu o nelle equaziont (13),

k

Ora sostituendo queste espressioni al posto di

si ha, ricordando (1), (3) e (9),

1 aAil 0 Akl ;
Co=1084, X Ay b0 = Dy + 9 [ + 5o e k] .

ou, ou, au,

Indichiamo con &, il complemento algebrico di A, inv= A, | diviso pery
stesso, sicche

zgikA.'lzl 00 (14)

rispettivamente se k=1 oppure k21, e con \¢k

|1 i simboli di CHRISTOFFEL

per la forma F,

T Ly, [0, 002,
7\ 7770w, ou, du,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



secondo il metodo di Fubini. 957

e otteniamo
| ry

Cosi abbiamo trovate le equazioni fondamentali per le coordinate x:

Al‘kr = 2 sh« 'Dl'kl -+
7 .

0w

Ty =33,,D,.
ik post s ik aus

+ Aik X + bik Z. (15)
Similmente dalle (13) si trovano le equazioni fondamentali per le coordi-
nate &:

9%

P
go’ == '9‘1'3 'Dt"r
¥ % " ou,

Qui @, e £, sono le derivate seconde covarianti costruite rispetto alla
forma F,,

ik
r

ox (e analoghe per le £).

. >
wik a u

Z&u‘. ¢9uk—§

Le equazioni fondamentali (15) e (15 bis) stesse mostrano che le forme dif-
ferenziali

Ybodu,dw,, ¥B.du,du,
ik ik

sono forme covarianti della F,. Possiamo usare queste forme, se vogliamo
togliere l'indeterminazione che ci & restata per X e B Invero, sostituendo
X+ ne al posto di X, b, si muta in b, 214, e si pud supporre

_2 S by = 07
ik

relazione intrinseca, che determina X univocamente. Similmente, per fissare 5,
si pud supporre

2 T B = 0.
ik

Inversamente si supponga lipersuperficie 1 definita (a meno di collinea-
zioni) dalle equazioni differenziali cui soddisfano le z. Introducendo un’in-
cognita ausiliaria =, queste equazioni saranno del tipo

&

dx
m:§A5k¢- a.m—}—AikT_,-bik @. (16)
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Derivando si ricavano

ot o=
Aik m— .za

ox . . .
come forme lineari in w«, ' u) v.'Ora se, come in tutta questa Memoria, si

suppone che lipersuperficie 11 abbia proprio co" iperpiani tangenti distinti,
il determinante y=1A, | & diverso da zero, sicché si irova in un modo ben
determinato (le equazioni non possono essere contradditorie)

ot
ou,

s

=, 7+

dove i termini trascurafi sono forme lineari in wx, du Se si sceglie il fat-

tore di proporzionalitd delle £ in modo che sia

StE=1, (17)

si passa dalle equazioni (16) alle (15) ponendo

\ dx
T:X_{—%és"ka"&—m' (18)
Invero le equazioni (3) si trovano essere soddisfatte. E dunque facile co-
struire le forme F, e A, per un’ipersuperficie definita dalle equazioni (16).

Quale & il significato geometrico delle equazioni ¥, —0, A,—0? E ben
noto che F,=0 da il cono delle tangenti all’intersezione di 1 e &. Similmente
A; =0 rappresenta il cono delle tangenti all’intersezione di 1 colla quadrica
osculatrice Q. Per dimostrare questa proposizione, calcoliamo le coordinate
locali del punto

m+dm—+—%d9w+—é—d3m—i—.-.
Si ha
dgw—Eam N¥u, +Yx, du,du
‘—53“. u; & i* i )
s ¢990 2
d wzzau *u; +32m,kdu b) u,,—{— w,,,,du du, du,,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



secondo il metodo di Fubini. 259

dove «,, e x,, sono le derivate covarianti e

SFu=du,+ 3 ris : du,du,, Ssui=d(32ui)+ z ris g du, 8 u
sono 1 differenziali controvarianti (°).
Le (15) danno subito

x_Z—JS"’u + ¥ 5. D, du,.du,cgug—f—Fqu{—w% bodu,du,,

i ikrs

e derivando covariantemente le (12) e ricordandoci che j—f{z é una combina

. . . ox . 5 . . d.x
zione lineare di x e . troviamo per d®x una forma lineare in «, 7 ©

X, nella quale il coefficiente di X vale

i

ikclrs

3 )Y Aikdufsguk—*_ pX si's-Dc‘krAlsduidukd/u’l:g p> A-’kd“i821‘k+
ik ik

+ 2 D;kz-d u,-d Uy d'M/l.
ikl

Cosi si ottiene
. dx 1d2 J—dﬁ =1 A, ce— ki A,
.’X}—’[— x i@ w+6 m+' - m+ 6 A na ~{.~|/
dove
A=143¥b,du,du, +--->» )\i:d’t’/i+%(seui+2Sikl)kr»'dur(lus) R
k- krs
1 1 . 1
M:—%—-FE-‘*—‘?EA",du’S %k+—6— }_‘,D,.k,du,-dukdu,-y‘—--'
ik - tkl
Da cio segue
ZAgk s ==F2+2A.'kd“i82"k+ %Dikzd,Tl;dukduz+""
ik ik

Y 9
Q—P:_‘ 1Ay ” =Qf"‘#23ﬂc)‘;)\k+"'="“é XDy, du,du, du;4--- -
i ik ikl

da cui si vede l'esattezza della proposizione enunciata. (Il termine in p* nel-’

() Cf. G. Fuswvi, T differenziali controvarianti, Atti Ace. Torino, vol. 5%, 17-11-1918.
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Pequazione della @ appare trascurabile, perché infinitesimo di ordine su-
periore).

La congruenza delle normali dipende, come sappiamo, dal fattore delle £;
moltiplicando queste per o, essa viene sostituita dalla congruenza delle rette
x Z, dove Z soddisfa alle equazioni

8
SZ g, (68) =0
ossia
sz(‘9£+a.€\.=0 (19)

ou,; *)

dove . =‘9;“g S siechd

' da, da,

du, du, (20)

Sia ora Z un punto soluzione delle equazioni (19), senza che siano ne-
cessariamente soddisfatte le condizioni (20) per una congruenza delle nor-
mali. Si supporrd S Z¢—| 0, che esprime che Z non sta nell’iperpiano &.
Cerchiamo le swviluppabili della congruenza « Z, ossia le curve con tangenti
appartenenti alla congruenza. Se

Z+Ax

¢ il punto di contatto della tangente « Z di una tale curva, ¢ possibile de-
terminare du,; in guisa che sia

d(Z4\ ) =y (Z+ ) a),

cio che equivale alle equazioni

0
s(aui+oc,-5)d(z+m)=0,

le quali, differenziando I’ identita
(95 »
S(aui+ a,.c,)(Z+) x)=0

che & conseguenza di (19), si possono scrivere anche

8¢

S(Z+r2)d (aui—{—oc,. a);o.
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Se si sviluppano queste condizioni tenendo conto di (9) e (19) si ottiene
"L [
Edukz)\A,k+SZ[ u s u —f—E( Su, oc,.ock)jl‘—o.

Ma i valori di du,, du,,..., du, soddisfacenti a queste equazioni danno
quelle direzioni della stella (du,, du,,..., du,), alle quali corrispondono i
medesimi spazi in tutte le correlazioni del fascio

é d «,
—_ P . — 9
VY dad auk+zsz[awuk+g(& = m,c)]du,suk 0. ()

Supponiamo, come avviene in generale, che il determinante ecaratteristico
del faseio (21) abbia n radici distinte. In questa ipotesi esistono precisa-
mente » direzioni cercate. Ora fra le correlazioni del fascio (21) ve ne & una
simmetrica, la polaritd rispetto a F,=0; e, come & noto, e si dimostra fa-
cilmente, le nostre # direzioni formano un » — edro polare o coniugato ri-
spetto a questa quadrica allora e allora soltanto che tutte le correlazioni del
fascio sono simmetriche, ossia soltanto se sono soddisfatte le condizioni (20).
Vediamo dunque che condizione necessaria e sufficiente (') affinché una con-
gruenza possa considerarsi come congruenza di normali é che tale congruenza
sia coniugata all ipersuperficie I nel senso che le n direzioni su 11 corrispon-
denti alle sviluppabili dello congruenza formino un n — edro polare della
quadrica delle direzioni asintotiche.

Applicando T'equazione (21) in particolare alla congruenza x X delle
normali corrispondenti al fattore speciale delle £ che si considera si trova
ricordando (15 bis)

A+SXE)YSA, du,du, +YBrdu, du, =0, (21 bis)
: ik ik _

sicche le n direzioni su 1 corrispondenti alla congruenza x X delle normali
formano I’n — edro polare comune delle due quadriche

F,=0, YPodu,du,=0
ik
e sopra ogni normale, il gruppo dei fochi & proiettivo al gruppo delle qua-
driche speciali del fascio determinato da quelle due. Correlativamente dicasi

per la forma ¥ b, du, du, e la congruenza degli spazi pseudonormali.
ik

(") Sotto Vipotesi fatta sul determinante caratteristico del fascio (21).
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$ 2.

Moltiplichiamo ora le & per‘un fattore o e le £ per un fattore ¢. Dalle

definizioni (8) e (11) delle forme F, e A, si vede immediatamente l'effetto
di questa moltiplicazione sulle due forme:

Fy=ypa F,, 1\'3=96(A3+3F2d10g%). (22)

In particolare per p=gq le equazioni A,=0, A’;=0 sono equivalenti, come
devono essere secondo il loro significato geometrico. Ponendo

9 gl

T = aullog ot (23)

la forma A,, al variare di ¢ e o, descrive il sistema lineare

A/3=96[A3+3F2 (rndu,+Tdu, +-- - 47, du,)l (2%)

Per u,,..., u, fisse, & sempre possibile determinare p e ¢ in guisa che A’,
coincida con una forma generica (il coefficiente di A; deve essere diverso
da zero) del sistema lineare. Un tal sistema lineare rappresenta, come &
noto, un’ipersuperficie cubica di uno spazio ad » dimensioni con un punto
doppio corrispondente alla quadrica fondamentale F, =0 del sistema lineare.
A tali ipersuperficie ben determinate dello spazio £ si arriva qui colla se-
guente considerazione geometrica: Essendo y un punto generico dell iper-
piano £, si seghi 11 con tutti i piani passanti per la retta xy e si costrui-
scano le rette polari del punto y rapporto alle coniche osculatrici (con con-
tatto cinquepunto) di ognuna delle curve sezioni. Il luogo di queste rette,
al variare del piano per la retta @y, & un iperpiano n della stella « (*); pre-
cisamente I'iperpiano polare di y rispetto ad una qualunque di quelle qua-
driche osculatrici per le quali il cono A’; = 0 contiene la tangente « y.
Correlativamente si ritorna dall’ iperpiano % al punto y. Cosi nasce una
corrispondenza birazionale fra gli iperpiani » della stella @ e i punti dell’i-

(8) Proveremo pil oltre una proposizione pill generale.
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perpiano £, nella quale agli iperpiani passanti per una retta generica della
stella @ si vede corrispondere un’ipersuperficie cubica dello spazio & ima-
gine del sistema lineare (2%4), con punto doppio in x, nel quale F,=0 ¢ il
cono delle tangenti.

Se
.A./s =2 2 -Dlekz d u; duk d Uy,
ikl

dalla (24) si ha
2D, = po I:Q —psz G A+ BT 4, Tz] .
Da c¢id si vede che & possibile, e in un sol modo, di determinare le =, cosi

che la forma A’; sia apolare o coniugata alla reciproca della forma F,, cioe

secondo le condizioni
;{ S D'y =0.
k7

Infatti queste equazioni danno

T =-—n——2'9:k Dikr' (95)

[ndichiamo con F, tale forma cubica, cioé poniamo

6

F,=A, — m}fg ) SuDpdu,=2 T dndudu du, (26)
| .
A.‘kt == Dikl - m 2 '91'3 (Akl -Drsi + Ali Drsk + A.‘k Drst), 2": '9.7‘ Ao’kl = O (26 blS)

Si pud fare la verifica che, moltiplicando « e £ per p e ¢ rispettivamente,
si ottiene
F'y=¢oFy, (27)

sicche la forma differenziale fratta Fﬁ ha un valore unico.
M 2

I possibile determinare p e ¢ in guisa che sia F/; = A’;? Formalmente
si ha la condizione
2
n+2

lOg 2— = — ’ % Sik Dikldul’ (98)

ma bisogna vedere se la quantitd sotto il segno f e un_differenziale esatto.
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E facile vedere che cio infatti avviene sempre. Percid si considerino i deter-
minanti

ox ox

Al I TR
1 7

8t 8¢ 3k

’.":, ’ [ARERIR
ou, Uy ou

y V=

y B, (29)

1

Per il calcolo pratico di questi determinanti si puo osservare che v,, ad
esempio, non muta se al posto di X mettiamo un altro punto qualunque X’
soddisfacente 'unica condizione

SX'E=1.

Del resto si pud dire, senza parlare del punto X, che y, & il rapporto
dei determinanti della matrice

g fm 0w ow
* du, du, " du,

alle quantitd Z loro proporzionali; similmente per y,. Calcoliamo le derivate
logaritmiche di (29), facendo uso delle equazioni fondamentali (15) e {15 bis)

>

. . X | . . . . ox ..
e ricordandoci che —— & combinazione lineare di « e e similmente

(9%,- a u"
6,5’ - Cosi si trova
du, u,
dlog v, jir | dlog v, ir |
> . 3 T Ter - . - '9 ikr

au’k },‘ i ‘+1k th-’ (9“/,. g’ i ‘ & tka

e sottraendo (°)
0 v
6_,) . T e LS > £
gﬂ S Dy, T logV2 (30)

il che prova cid che sl era enunciato, e permette di scrivere (26) sotto la
forma V

CF,=A,— Tdbg 5 (31)

3
n-+2
Cosi siamo giunti al risultato che, scelfo comunque il fattore delle x, si

A v ;

(®) Invece sommando si ha la nota formola del calcolo assoluto a—laoiﬁ =3 gtzz ,
- i

essendo evidentemente ¢, vo—(— 1)#1y.
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~

pud determinare il fattore delle 5 (e in un modo solo, negligendo un fattore
numerico) in guisa che sia F, = A,.
Interpretiamo in un altro modo l'uguaglianza F,=A, 0, cid che & lo
stesso, le equazioni '
h) ka D,, = 0. (3Q)
itk
Sia
(33)

l()

=3

ik
il parametro differenziale secondo di « rispetto alla forma F,. Dalle equa-
zioni fondamentali (15) si ha

SgAz“f':%sm Ay =mn,
&

35A.’L‘——2~9,k3 -D.k, _Esr‘an'kl
ou ks ik

§

e ricordandoci (3) vediamo che allora e allora soltanto quando le (32) souo
soddisfatte, si puod scegliere

X=—A2-’X/’, E=—Azs (34‘)

E si vedono anche, con tale scelta di X e &, soddisfatte le equazioni

z}csok b¢k= %3:1; .Bo'k:Oy (35)

le quali abbiamo visto potersi assumere anche per fattori qualsiansi delle
xeé.

Sotto queste condizioni, consideriamo ora la quadrica osculatrice @, cioé
quella ipersuperficie quadrica, rispetto alla quale I'iperpiano polare del punto

dx dw 36
lm+7\1’71+"'+lna—u”+f"‘52w (36)

5 :
36 36/
M, au,, (36)

1 fattori delle « e & essendo tali che siano soddisfatte le condizioni (32).
Si vede subito che questa quadrica & ben determinata dall’ ipersuper-
ficie 1 e dal punto « di essa, giacché la polarita (36), (36’) non muta mol-
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tiplicando « e £ per il medesimo fattore. Per » =1, si ha la conica, con con
tatto cinquepunto, per n=2 la nota quadrica di Lie, la quale viene cosi
generalizzata per uno spazio a un numero qualunque di dimensioni. Per il
calcolo pratico si pud osservare che in (36) e (36') si potrebbe al posto di
A, ¢ e A, £ mettere anche

. & x 3

%Sakm e % Oy rrl

Le quadriche di Lie godono della seguente proprieta:

Sia « uno spazio lineare a v dimensioni (1 <v<n) passante per un
punto O di U e contenuto nell’ iperpiano tangente; le quadriche di Lie (a v
dimensioni) delle sezioni di 11 mediante tutti gli spazi Svy, a v+ 1 dimensioni
passanti per « giacciono sopra una quadrica ad n dimensions.

Le coordinate  dei punti e £ degli iperpiani tangenti sono date funzioni
di » variabili »,, u,,...u,, dalle quali si calcolino le due forme F, e A,.
Per ottenere le coordinate x’ dei punti della sezione 1’ di 1 mediante uno
spazio S,,, che si supponga dapprima fisso, bisogna porre ‘

Unp, =0y (Wyyevvy Ue)yonvy Wy ==,y (Uy, ..., Uy) (37)

le p essendo certe funzioni ben determinate di u,,..., us. Facendo la sostitu-
zione (37) nelle &, si ottengono delle espressioni &. Perché I'S, £ contiene I'S,
tangente di 1’ in «’ (*°), si calcolano le due forme F’,, A’, di 1’ semplice-

mente dalle equazioni
F,=—8da'd?, AN,=Sdo'd’d—diadwx),

e dunque si ottengono F’, A’, eseguendo la sostituzione (37) nelle forme F,, A;.
Ora si determini p=p (u, ...u,) dalle condizioni

dlogp 2
duw,  v+2

Y D Gk =1,2...%) (37 bis)
ik

7

dove 5, e D/, si riferiscono alle forme #’, e A’;. La forma

Ay=o AN, +3F,dp

(1) Per veder chiaramente che le & possono usarsi al posto delle coordinate (nello spazio
Sy44) degli Sy tangenti di II', si supponga p. es. che Sy, sia uno spazio fondamentale della
piramide di riferimento in S,. Il fatto enunciato risulta in tal caso evidente: ed esso sara
percid vero generalmente, perché tutte le nostre formole hanno significato indipendente dalla
scelta della piramide fondamentale di riferimento.
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¢ apolare alla reciproca della forma
F',=p F',.

Dal fatto che 'S, %" contiene I'S, tangente di 1’ in 2~ concludiamo che 'S,

5 ag:/ ,zk ‘92€/
Y 1+ —}—7\» + ¢2k p du, du,

(¢, k=1,2...v) (39

contiene 'S, polare del punto

d(pa d(p) Y 8 (p))
u‘.+” TR, TR p du, du,

Aepx 43 (38"
rispetto alla quadrica di Lie di 1II' nel punto O (nelle (38) e (38') bisogna,
dopo aver eseguito le derivazioni, sostituire quei valori di u,,...,u, che
appartengono al punto 0). Al variare delle %, 7;, w il punto (38) descrive
evidentemente lo spazio Sy,.

La quadrica di Lie di 11" in O compare cosi come luogo di quei punti (38)
che sono contenuti nell’iperpiatno (38) corrispondente. Ora si faccia variare
I'S,;, considerato cosi che contenga sempre lo spazio fisso « a v dimensioni.
‘Le funzioni ¢ nelle (37) dipenderanno oltre che dalle wu,,..., u,, da altei » —v
parametri

Ay Ggyerey Oy (39)

i quali determinano 1'S.,,. Dimostreremo che si possono scegliere questi
parametri in guisa che i coefficienti di %,, %,,..., 7y ne siano indipendenti,
mentre i coefficienti di « siano polinomi lineari in essi (''). Le espressioni (38)
e (38) saranno allora forme lineari nelle » + 2 quantita indipendenti

oAy Aoy, Ny g, RO, PRy, PO,y

sicche la corrispondenza fra i punti (38) e gli iperpiani (38) sard una sem-
plice correlazione dello spazio ambiente. L.a quadrica dei punti dincidenza
di questa correlazione, cioé la quadrica di quei punti che sono contenuti
negli iperpiani corrispondenti, & evidentemente il luogo celcato delle qua-
driche di Lie delle sezioni.

{11) Tutto cid dopo aver sostituito per u;...u, quei valori speciali che si riferiscono
al punto 0.
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268 Cech: I fondamenti della geomelria proiettivo-differenziale

Per vedere che le qﬁantitz‘x (39), convenientemente scelte, compaiono nelle
espressioni (38) e (38) nel modo asserito, supponiamo l’1persupelﬁcle 1T de-
finita dalle equazioni

wz(un Ugyerrs W,y W, 1)5

¢ =(c9w ow Iw aw)

&7‘7 g—'u—g-"-~: au”, -—l, w—zu,a

zk o Wy Uy, - — 6 2 Aoy, w0, + -5 (4 k, 1=1, 2,..., n)
nel punto O sia #,=---=u,=0, e nei punti dell’S,« siano pulle la
(v+1)™...(n+ 1) coordinata x. Per l'intersezione I’ di Il mediante I'Sy,.
generico passante per o sara

wpn=mw (A=I1,2,.,n—v).
Tutte queste supposizioni sono evidentemente lecite. Si trova dapprima

. 1
@tv-l-l:?l(u’nue,-",u'): —2— Ek Co Uy Uy - -+

W Ek=1,2,.,v2=1,2,..., n——v,

e se » & una funzione analitica di u,, %,,..., #,, ¢ & quella funzione di u,,
Ws,..., Uy, che ne sorge sostituendo u,{, =, si ha

n 1 "
0)=E0’+‘_§1 Et‘ui_l—_(j)_ = E{kuiuk+""

= 4,k=1

Ny

v 1 v
w/=E0+2Eiui+§ X (Eik+cik X Ev+lal)ui“k+""
- i1 i1 =t

sicche per u, =, = =uy=0
(9(0 (92(1)/ n—y
' = F =F8, —=E, C; E .
[ [¥) au i au'auk k—l_ k/.§1 v+)a/)
—
da’ e

non dipendono dalle quan-

Da cid si vede Che7 in 0, w,, El’ du ’ dun

2 /

x s - )
titd (3), mentre Fuow sono polinomi lineari in esse. Essendo _

Flow) O dpow  dp da o
" Budm, ‘Omou, ' Oouw,ou, Ou,om  duw Ou

4

x

d(par) ¢9m’/+,a¢°_9w/
y = u
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dp

—~, per #,=..-=u,=0 non
du, p ! Y

resta ancora a far vedere che anche 3, o,

2

dipendono dalle (3) e &@f;u ne dipendono linearmente. Ora per arrivare
B k

dalle forme F,, A, alle F’,, A’,, bisogna nei coefficienti di F, e \, eseguire
la sostituzione u,,3 =g¢, e inoltre porre

14 v
duy-kl:.}: d u, (a’) ) c{kuk+"')
i=1 k=1

e si vede subito che per u, =---=wu, =0, i coefficienti A", e D', delle forme
F’, ¢ A’ non dipendono dalle quantita (39), mentre le derivate prime di
questi coefficienti sono polinomi lineari in esse. Lo stesso vale allora per
una funzione analitica qualunque di tali coefficienti, sicche ', e il secondo
membro di (37 bis), fatto u, =--.-=wu,=0, non dipendono dalle (39). Deri-
vando (37 bis) si vede che

3" logop

ou,du,

per u, =---=u,¥0 sono lineari nelle (39). Ma si supponga, come & lecito,

e (0, 0,..., 0y =1
e s_i osservi che

8 dlogp e & logp oalggia&logp
ou, ' Tou, ' dwow, ‘dwuow, '’ du, Ju,
e si vede che, per u,=...=u,=0, p e ;—1% infatti non dipendono dalle (39)
. 7 1
e 4915—8914 ne dipendono linearmente. La dimostrazione del teorema enun-
i k

ciato & ora completa.

Dalle formole (30) si era rilevato che dato comunque il fattore di @, &
possibile fissare il fattore di & a meno di un fattore numerico mediante la
condizione F;= A, Ma la formola (30) permette di precisare la formola (28)

ponendo
nte/
v

LA VAL (40)
9 Vi
Annali di Matematica, Serie 11I, Tomo XXXI. 39
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sicche date le x, & possibile normalizzare le £ (e viceversa) a meno di un fat-
tore radice (n—+ 2)™ dell’unitd. Condizione necessaria e sufficiente affinche
le «, £ siano cosi normalizzate &

V.=V,. (41)

Per un momento, pensiamo invece della geometria proiettiva, alla geo-
metria del gruppo delle affinita unimodulari (**). In questo caso si possono
assumere come x le coordinate non omogenee, le quali nel passaggio ad una
ipersuperficie equivalente nel gruppo subiscono una sostituzione a coefficienti
numerici e a determinante unitd. Ora per la nostra formola (10) ne dedu-
ciamo una normalizzazione delle £ la quale gode la medesima proprieta.
I’S,., pseudonormale & semplicemente I'intersezione di £ coll'iperpiano al-
I'infinito, sicché la normale corrispondente, la nermale affine, & il diametro
della quadrica di Lie. Le forme F, e A, = F, corrispondenti sono ben deter-
minate dalla ipersuperficie a meno di un fattor comune radice (n -+ 2)™ del-
I'unitd, e determinano la ipersuperficie insieme alle sue equivalenti nel
gruppo.

Ritorniamo alla geometria proiettiva. Qui 'equazione (41) non determina
completamente le «, §, F, e A, = F;, essendo lecito moltiplicare le « e § per
il medesimo fattore p qualunque, il che moltiplica F, e F, per . In gene-

)

rale, cioe quando il diseriminante D di F, e diverso da zero, possiamo porre

1
Dm
p= 3 (42)

on

v

Infatti si riconosce subito che tale normalizzazioue & intrinseca. Perd
per n>2 si possono definire altre normalizzazioni analoghe, usando altri
invarianti algebrici assoluti delle due forme F, e F;. Per n =2 invece, tale
normalizzazione € unica in questo senso: per dedurre tali coordinate nor-
mali dalle coordinate omogenee a qualunque, si moltiplicano le # per una

espressione formata dalle « e dalle loro derivate fino al terzo ordine. Per

(12) SanN1A ha il merito di avere riconosciuto, nella Memoria che ho citato in principio,
che alle formole fondamentali della geometria affine si puod venire semplicemente conside-
rando nelle fermole della geometria proiettiva, come & stata edificata dal Fusini, le coor-
dinate non omogenee di punti invece di coordinate omogenee qualunque.
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altre coordinate normali, che non ne differirebbero per un solo fattore nu-
merico, sarebbe d'uopo far uso anche delle derivate delle « di ordine supe-
riore (*?).

Non e forse senza interesse questo fatto, che rileviamo esplicitamente:
La normalizzazione delle x, delle Z, delle forme F, e F,, delle rette normali
e gli S,_, pseudonormali sono, a meno di fattori numerici, cose equivalenti.
E chiaro che, per ipersuperficie generali, di tutti questi problemi, la norma-
lizzazione delle forme facendo uso degli invarianti algebrici simultanei &
molto pitt semplice di ogni altro procedimento. E anche prokabilissimo,
benché non sia, almeno per » > 2, dimostrato in modo perfettamente rigo-
roso, che ogni altra normalizzazione intrinseca delle coordinate esigerebbe
derivate di ordine superiore al terzo; ossia, che non esistono altre con-
gruenze di rette, intrinsecamente definite da espressioni contenenti derivate
delle « fino al quarto ordine, coniugate all’ipersuperficie I nel senso qui usato.
Pero esistono altre tali congruenze di rette, le quali, pur non essendo con-
iugate a 1 in generale, lo diventano per particolari tipi di ipersuperficie. E
per lo studio di tali tipi pud essere utile considerare una tale congruenza.
Per fare un semplice esempio, si counsideri il caso che le forme F,, F;, sup-
poste scelte convenientemente le variabili indipendenti, siano del tipo

F2=P<sz F3=T?3,

¢ e 7 essendo funzioni delle u e ¢, e ¢, forme a coefficienti numerici. In
questo caso possiamo prendere

rz———(Paa -F/:&:’»_(Ps--

P

Per n =2 si hanno le superficie isotermo-asintotiche di Fubini. Daremo in
appresso una proprietd delle normali corrispondenti.

Ritorniamo al caso che i fattori delle « e £ siano scelti comunque (senza
che siano necessariamente soddisfatte le (32) e consideriamo, sopra 1, le
linee geodetiche della forma F,=-—Sdadf Le equazioni differenziali di

(1) Cio viene dimostrato dal Sannia nella sua Memoria citata. Pero i due fatti dimo-
strati dal Saxyia indipendentemente l'uno dall’altro, eioé quello del testo e l'altro che la
normale corrispondente & unica nel senso di essere intrinseca e di dipendere soltanto dalle
derivate delle « fino al quarto ordine, sono, secondo le considerazioni fatte in questa Me-
moria, equivalenti.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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queste linee sono
w0 Uy iU, =du, :du,:---:du,, (43)
dove A%, sono 1 differenziali secondi contravarianti

Fu,=d'u,+ 3 %r;ssdu,dus,

formati rispetto a F,. Il piano osculatore di una linea qualunque di I &

determinato dai tre punti

ow
ou,

0w

x, de=Y Su, +Yw, du,du,
i ‘ ik

du,. d*xe—=
’ ; J u;
dove x, sono derivate covarianti, e vercio, per una geodetica, dai punti
x, de, Yx,du,du,. (4%)
ik
Vogliamo determinare la direzione dw#,,..., du, in guisa che il piano oscu-

latore della geodetica contenga il punto X. Secondo le equazioni fonda-
mentali (15) deve essere in (uesto caso

: 3
2 '%"3D-'krid%,-duk=)\zaw du,
ikrs. 0 . 2 (9_8
ossia:
S S dudu = du,, )
thr

Moltiplichiamo le (45) per A, ¢, dove le ¢ sono indeterminate, ¢ som-
miamo rispetto agli indici I e s. Cosl si ottiene I'equazione equivalente

Y Dyduduge, =23 Aedu,
Is

ikl

Le direzioni cercate sono dunque quelle che hanno la stessa polare li-
neare rispetto alla quadrica F,—=0 e alla cubica A, = 0. Esse annullano la
matrice

% D(kl d u{d Upyeery 2 -Do'lcn dui du/e
il ik

YA, du, ey DA, du,

e percio, in generale, il loro numero & (2" —1).
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Avendo cosi trovate le tangenti di quelle geodetiche della forma F, i
cui piani osculatori contengono la normale « X corrispondente ai fattori
dati di « e &, per arrivare allo studio, in un dato punto di I, dell’'insieme
dei piani osculatori di tutte le geodetiche di F, che vi passano, cambiamo
tali fattori in modo da non cambiare la forma F,, cioé moltiplichiamo le §
per un fattore qualunque s e, simultaneamente, le  pel fattore reciproco +7'.

3.
~

0
°.; dunque la nuova

Ora la normale x X era l'intersezione degli iperpiani 2o
]

. e . ., . .0(ak . .. _
normale sard l'intersezione degli iperpiani ﬁ ossia degli iperpiani
»
45  dloge ‘.
é u, du, >’

similmente 1l nuovo S,_, pseudonormale & lo spazio dei punti

o u; o u;

dw &IOgcg'c

e si vede che questo S,_, corrisponde alla retta normale in quella proiettivitd
fra I'iperpiano ¢ e la stella @, nella quale al punto

o o
A+ —uz+."+7"'¢9~u“

" corrisponde l'iperpiano
8¢ 3

— A4+ —u—l—l—"'-i—ln&un-
&

Associamo dunque ad ogni punto di II e alla forma F,, questa proiet-
“tivitd. I1 cono A, =0 era il cono delle tangenti all’intersezione di I1 mediante
quella quadrica osculatrice @ che corrisponde ai dati fattori di « e &; per
vedere come muta tale quadrica eseguendo le moltiplicazioni per ¢ e o, si
ricordi che la normale e lo spazio pseudonormale sono spazi polari rispetto
alla quadrica osculatrice corrispondente.

Ora se per x tiriamo una retta qualunque », peravere quei piani osculatori
delle geodetiche di F, che la contengono, basta costruire I'S,_, R corrispon-
dente ad essa nella nostra proiettivitd e il cono A, =0 delle tangenti in @
alla varietd intersezione di I con una qualunque di- quelle o' quadriche
osculatrici per le quali » ed R sono polari; le tangenti delle geodetiche cer-
cate sono quelle che hanno la stessa polare lineare rispettoa F, =0e A, =0.
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In particolare abbiamo trovato che per una retta generica passante per «
passano in generale (2" — 1) piani oseulatori di geodetiche di F,. Osserviamo
anche che I’'S,_, R compie l'ufficio correlativo di r per le stesse (2 — 1) geode-
tiche considerate come lnogo di o' iperpiani. I nostri gruppi di (2" — 1) tan-
genti formano una involuzione oo® di gruppi di (2* — 1) « punti » dello spazio
(du,,..., du,), nel senso che per due « punti » generici di questo spazio ne
passa uno e un solo gruppo. Anzi tale involuzione dipende soltanto dall’iper-
superficie 1 e dal punto a di essa, e non dalla forma particolare F, scelta.
Data la forma F, e il punto «, & specialmente importante considerare quella
retta » della stella @, per la quale 'S, , R che le corrisponde nella proiet-
tivitd (45), (45) ¢ il suo S,_, polare rispetto alla quadrica di Lie. Questa
retta si pud chiamare la normale della forma F,. 1l corrispondente gruppo
di (2 —1) tangenti, cioé il gruppo di quelle direzioni le quali hanno la stessa
polare lineare rispetto ai due coni apolari ¥, =0 e F, =0 costituisce la ge-
neralizzazione della terna delle tangenti di Segre del caso n =2, e le linee
integrali delle equazioni differenziali corrispondenti generalizzano le linee di
Segre. Per n =2 avevo dimostrato che, in ogni punto di 0, 1 piani oscula-
tori delle tre curve di SeeGrRE passanti per esso contengono una medesima
retta, la quale per le superficie isotermo-asintotiche descrive una congruenza
coniugata a M. Le considerazioni precedenti mostrano che, anche per »>2,
in ogni punto di m, e per ogni scelta di F,, i piani osculatori delle geode-
tiche che toccano le linee di SeerE generalizzate passano per la normale
di F, (e correlativamente). Non sono finora riuscito ad estendere al caso
generale la proposizione che avevo data per n = 2. Osservo soltanto che per
le ipersuperficie generalizzazione delle superficie isotermo-asintotiche che
avevo definito poco fa, scelto F, = ¢,, le linee di SEGRE generalizzate diven-

PN

tano geodetiche e la proprietd & evidente.

$ 3.

Siano ora = (¢) le coordinate di punti (iperpiani) in uno spazio lineare
S.tarr @ n+d—+1 (d>0) dimensioni, e siano le x e §, come era per le
ipersuperficie di S,i:, funzioni di » parametri w,,..., u,, soddisfacenti iden-

ticamente le condizioni

%Y

Sxf=8Swxdf=8Eda=0. (1)
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I punti 2 (gli iperpiani ) formano una varietd V (W). Supponiamo che Ve W
siano proprio ad n dimensioni. Anzi facciamo I’ipotesi pitl restrittiva che il
discriminante vy della forma differenziale quadratica

F,=—8Sdaxdti=%0,du,du,
ik

sia diverso da zero. L’insieme (V, W) delle due varietd V e W forma una
varietd di elementi ad n dimensioni che possiamo dire regolare per esprimere
I’ipotesi v =/=0. Come per le ipersuperficie, consideriamo, accanto a F,, la
forma cubica '

A, =S@axd’E—did’x)=2Y D, du; du, du,.
ikl

Chiamiamo spazio caratteristico ¢i W lo spazio a d dimensioni interse-
zione degli iperpiani

gy

i 93 d
8w, fu,” " du,

2

e siano x, X%, X® .. X d -+ | punti linearmente indipendenti di questo
spazio, sicché valgono le identitd:

SEX® =822 xm—_o,
ou,

X sia un punto (funzione delle #) soddisfacente alle equazioni

»
a3

6u,X=O'

SEX=1, S

J—

Significato correlativo abbiano gli iperpiani %, E. Precisamente come per
le ipersuperficie, si trovano equazioni fondamentali della forma

d
0= 5 Dy S 8, X b+ 3 o X9, (46)
4 (95 ot d Jol U
Sip = — 2 3, Dy, . + Ap &+ Pa g +l§1 T?;) B, (4‘b)

Moltiplicando « per p e Z per o, le due forme F, e A, si mutano secondo
le equazioni (22) e si puo anche qui definire la forma cubica F, mediante
Pequazione (26). Cio permette di estendere diversi concetti della teoria delle
ipersuperficie alle varietd di elementi. Perd & importante di csservare una
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differenza essenziale, cioé che non & possibile, in generale, scegliere i fattori
di « e £ in modo che risulti ¥, = A,. Basta dare un esempio: Sia

r= [ul , Uy, (), f2 (u,), 1] ,

j dfl df2
v—I:"‘{M (o, ue)d—ul, — 02 (ula uz)m, Py (uu.“z),
af . af,
Do (uls.MZ)y ?1(\“1 d%,— )+ ?’z(u? cm"‘fe)]

Le condizioni (1) sono soddisfatte; pero

dlog g, dlog o,
i%ls,-k .D,-k, duw, = leDV*T@rd’H’[ — Wd U,

non & in generale un differenziale esatto. Alla normalizzazione delle forme,
insomma, qui non corrisponde una normalizzazione delle coordinate.
Contentiamoci di dare la dimostrazione di uan teorema fondamentale. Per
dati valori di #,...u,, proiettiamo i piani osculatori delle curve di V pas-
santi per « dallo spazio caratteristico della varieta W; se (V/, W’) ¢ un’altra
varietd di elementi in corrispondenza con la prima, facciamovi l'operazione
analoga. Se, per ogni sistema di valori di «,...u,, 1 due sistemi di spazi
proiettanti sono omografici, diciamo, estendendo la locuzione del Fusini, che
le due varietd di elementi sono proiettivamente applicabili. 11 teorema che
vogliamo dimostrare si enuncia cosi: Condizione necessaria e sufficiente per
Vapplicabilita proiettiva di due variela regolari di elementi é Uuguaglionza

delle forme differenziali fralte % In tal caso, date comunque le u,...u,, &
2

possibile determinare i fattori p e ¢ in guisa che le forme F, siano identiche
e le forme A, uguali per i dati valori di w.

Che la condizione sia sufficiente, mostrano immediatamente le equazioni
fondamentali (46). Ma essa & anche necessaria. Indichiamo con ¢, n, Y®, Y
le quantitad analoghe alle @, §, X, X per la seconda varietd e supponiamo,
come ¢ lecito, che le due varietd stiano in un medesimo spazio ambiente
S.iar1- Modifichiamo il fattore delle w in guisa che, per dati valori delle u,
1 punti X, Y si corrispondano in un’omogratia @ dell’S,, .., in sé scelta fra
quelle alle quali & subordinata 'omografia fra i due sistemi di spazi pro-
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iettanti. Le equazioni analoghe alle (46) per la seconda varietd siano

ik
r

2 ’ d
oY v Y 38 D 2 N Y F Wy R R YY. (A7)
(9%7- 73 d U, A=1

dudu, =

Alle y applichiamo una sostituzione lineare a coefficienti numerici tale che
Q diventi 'identita. Sara allora per i valori considerati di u (e cio si intende
anche per il seguito)

e i punti
a?/ )rr))

stanno in & Ora vale necessariamente un’identitd nelle du, e d*wu; della
forma
d“y=2E‘g—:+GX—+—2G‘”X‘”—+—E90,
1 4 4

dove E, E;, G, G4 sono somme di forme quadratiche nelle du; e forme li-
neari nelle d* w,. Ma siccome Q & un’identitd, la precedente sara del tipo

d*y'=a‘d2m—'r—dw2'7\‘du,—}—Em—}—§G‘”X“’ (48)

con a, i, numeriche. Confrontando con (46) e (47) si vede dapprima che
A, = a A, e, il ragionamento valendo per ogni altro sistema di valori delle u,
si pud supporre che si fosse disposto del fattore delle ¥ in modo che sia
identicamente F,= F’, (d’onde a =1). In tale ipotesi si vede che

dy Od«w

du, du

¢ una combinazione lineare delle sole X, x; altrimenti si otterrebbe dalle

(46) e (47) come coefficiente di ‘3—2 in d”y un’espressione contenente anche
‘

1 differenziali secondi delle #, in contraddizione colla (48). E in virtu di

questo fatto tale coefficiente, calcolato secondo (46) e (47), sara

2 s‘k (D’ra‘ - -Dru') d U, d U,

irs
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978  Cech: 1 fondamenti della geomelria proiettivo-differenziale, ecc.

il che, per la (48), deve essere identico a

duk.zl,-du,-.

Moltiplicando le due espressioni uguali per A,, d u, e sommando rispetto agli
indici k, ! si ha

2 (D’rsl—Dr.el) dur du’s duz=27\¢ du’i'zAklduk du’l’
rsl P kl
e da questo si deduce cio che si era asserito.

Una conseguenza ne & questa: Se due varietd regolari di elementi sono
protettivamente applicabili, lo sono anche le varieta correlative.
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Sull’indipendenza di un integrale dai parametri
nel caso piu generale.

(Di Grusepept Usal, a bMilano.)

La ricerca delle condizioni di indipendenza di un integrale dai parametri
nei lavori di Koss, KNEser, Rapon, VivanTi (sino al 1913), Usar1 (*), si & basata
sempre sullo studio di sistemi di equazioni a derivate parziali e le difficolta
di integrazione, a somiglianza di quanto & avvenuto in altri campi dell’Analisi,
non hanno permesso la soluzione del problema che in casi particolari, fa-
cendo piuttosto intravvedere la necessitd di cambiar rotta. Ora questa, a mio

\

parere, & segnata al presente da un lavoro recentissimo del prof. VivanTi (%),
il quale tratta il caso dell’integrale semplice, evitando la risoluzione di equa-
zioni e tenendo un procedimento geniale ed elegante. L'Illustre Autore poi
volle geatilmente consigliarmi (e cordialmente io Lo ringrazio) di riprendere

(1) G. KoBB, Sur les maxima et les minima des intégrales doubles, Acta Mathematica,
t. XVI (1892-93), pp. 65-140; t. XVII (1893), pp. 321-43.

A. KNESER, Lehrbuch der Variationsrechnung (Braunschweig, Vieweg, 1900).

J. Ravon, Ueber einige Fragen betreffend die Theorie der maxima und minima mehrfd-
cher Integrale. Monatshefte fiir Mathematik und Physik, t. XXII, 1911, pp. 53-63.

C. Vivanti, Sull’equazione di Eulero per gli integrali multipli. Rendiconti Circolo Ma-
tematico di Palermo, 1912, t. XXXIII, pp. 268-274.

C. Vivanti, Sul caleolo delle variazioni degli integrali multipli. Annali di Matematica
pura ed applicata (1913), Tomo XX, Serie IlI, pag. 49 e seguenti.

G. Usa1, Sulle condizioni di indipendenza di un integrale semplice dal parametro. Regio
Ist. Lombardo, Milano, Adunanza 14 Gennaio 1915, Rend., Vol. 48, pag. 77.

G. Usa1, Sul calcolo delle variazioni per il caso di un integrale doppio. R. Ist. Lombardo,
Milano, Adunanza 27 Maggio 1915. Rend., Vol. 48, pag. 628.

G. Usai, Sulle variazioni di un integrale doppio con le derivate quarte. R. Ist. Lombardo,
Milano, Adunanza 16 Gennaio 1919. Rend., Vol. 52, pag. 115.

() G. VivanTi, Sull’indipendenza di un integrale dal parametro. Rendiconti Circolo Ma-
tematico di Palermo. Adunanza 22 Gennaio 1922. Tomo XLVI.
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280 Usai: Sullindipendenza di un integrale

dal nuovo punto di vista in esame i problemi trattati e come risultato dei
miei studi sono riuscito, e con piacere, a risolvere la questione nel caso
pit completo e generale di un integrale ennuplo a espressione integranda
contenente » +- 1 funzioni di » variabili indipendenti con le derivate di qua-
lunque ordine: tali risultati molto semplici ed interessanti in relazione alla
complessitd e allimportanza dell’argomento si leggono nei nn. 2, 3 di questa
Memoria, mentie i nn. 4, 5, 6 sono riservati a speciali confronti dai quali

pud venir bene in luce la superioritd del nuovo metodo.
2. Abbiasi I’integrale
()
J:f [ (w;, Lipg v o vy 90,',,,,___1,,1) d Yieow dV”

in cut ¢ contenga n—+ 1 funzioni di » variabili

colle derivate prime, seconde, ..., emmesime

v dx; . & w; o
T e T A A Linkeepg =
dv, év, dv, e
o &mmi
OV, 0v,...8v, 0V,

(h, k..., p,q=1,2,..., n),

essendo hk...pq una permutazione con ripetizione di classe m dei numeri

L, 2,..., n
Se poniamo col VivanTI

d(x ...C_ ®yry...%opy)

4 — (— n41—3
w=0=h a(v...v,

s=1, 2,.

bastera supporre £,,, =/=0 perche in un S,., o spazio ad »+  dimensioni,
la regione dell’ipersuperficie (2) alla quale riteniamo estesa 1’ integrazione,
sl possa immaginare definita considerando la «,,, espressa mediante le «,,

Lyyonny Xy .
Dopo di cio dalle relazioni

[
w ‘9 wu+x

X h=1,2, ..., n
tx:iama ah ? ’ !

Lot =
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dai parametri nel caso piit generale. 281

avremo facilmente:

z
&m:1+‘ :_a_ o« = l Q) n
6:’1)@ 5 it ’ ’ ’
e quindi:
& @, 4 0 (&) ® v, 9 'E..)
— = — =— = =1,2...
dx, dwns o ws (gn—{—l) h2=1¢9 xp 0V, (;,,_H P » 2 ) 1

e poiché dal sistema:

» ov, 0 perr==§
h§=} mrhawﬁ—gl per = r=1,2..., n
si ricava (*):
oy, 1 8%
é s gn; d Lyttyn (3)
sara
& PLyp 1 ”‘ . 2] 65 2 Ea 1 » 0 gﬁ r Ea, » 0 €n+|
=% 2 s\ 1T E 2 (;H—x‘——;a——— .
¢9 Xa a wp ont1 h=1 amn-rl,h ‘9 n Sni gn-{-l h=1 8wn+l,h & Y (9 Va

Scriveremo:

e da questa:

63 mn+1 1 » (9 a!p . £n+1
= g |Suer 7 — 3 %ap =
t990¢ (900@ (9%'-, A1 Jdx w-’
I ﬂ(; doap 85,,H)
T 210w, \ T G, “* 3,
e per le (3):
o w,,, 1 = 9§ dE . doge -
n —_ 5 3 n+1 . uﬁ —
0 xa dwp Oy 534.1 héi 0L,y of v, gy Ei-}-n Oeft
- In generale se « f...7 p. rappresenta una permutazione con ripetizione

. . RS 1 d(e...08=1 Xp41...%n)
3) Sit b a: 2 (—Dpth
(%) Si trova subito la. 9%, (=1 Err1 A0 WL htl.. %)
085 d(%)... 081 LB ... Tn)
R — (—1A)—Bth .
della 500 — (—ty—pis GOl AT L

(*) L'espressione 6,g dovra risultare simmetrica in « e 8. Cid si vedra in seguito.

¢ dopo si fa uso
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Usai: Sull'indipendenza di un inlegrale

1N,
xn
[S=]

di classe m dei numeri 1, 2,. ., » avremo la:

o xn-f-l . 1 G )
Oy dwg...0ma dw, G207t =fp

ove le ¢ sono determinate dalle relazioni ricorrenti:

|
\

Ca [
-
. . » >
f;,a—§ dip (£+&;¢_:u6’£”+l)_ n g (o_ ¢9§,;+|___; ?_r‘_ﬂ)
= ntt = -
! h=1 ° w-ml-l;h J Vi J Va h=1 3wn+-lyh 9 Vn o avh
» »
G p . i a;y "}G ;n+l z ad‘ﬁ)
S . a >
aPy =t 0 Do, é v, LR vy
n P s i d z o4
_ *_ {9 it g OC%epe
GG’“')H — MR ((.4 m 3) GoB...) ——— — L, 1y .
© h=1 (9 m‘rf+lyh f a Ya * ¢ Vs

.

3. [ntroduciamo ora la rappresentazione parametrica (2) in un inte-

grale

r ox Fx o w
I: F nt 1 a1 . 41 ) L
(a‘,, Oy = dn Qapg’ " Oy dwp...0) 8mﬂ,dm‘ -,

esteso alla regione di ipersuperficie considerata; risulta:

z
a1 =n41 *nt ent1

AR — f:a. | 1 .
I= F(wi’ TE T oz Gap, & oy e vy 2:27—1"“13"‘)‘:’ :-7l+1dvl"‘dvn

e posto:

F(2;, —Diy Pay Psy oo vy p”,):G(m,-.p,, Vpss Vpss- -, 7"'—\‘/17,:)

si puo (°) serivere:

.

1 spey)j——
2 \/Gaﬁ--')l*) En+x dV1 N dv”

n4-1

o ¢ 1 s .

& 3 R 3
I= G(Z‘;,:—, - ai, :"—\/Ur/ﬁy,..., T
Sn-1 =t LTE 3t ]

e.la funzione integranda come si vede ¢ omogenea (positiva se si suppone

%) L’integrale che segue ¢ della forma (1), giacché le & contengono le x, le gqg, le

Bink,yoos 1€ Gug an, le Tink...pg.
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dai parametri nel caso pin generale. 283

*in ogni punto £,,.,>0) di primo grado nelle:

8/~ 5/ ”—1
5oy Voops VSagpy o os "N Gapn- (%)

Reciprocamente sia nell’ integrale (1) ¢ una funzione omogenea di primo
grado degli argomenti (%)

3 2m—1 -

s (wia wih, wihk 9y wf'hk-npq) =¥ (wh Ev’ y VaBsy o vy \/cﬂg'")l*)‘ (O)

. . .- _ . a(v,...v,)
Introducendo dei nuovi parametri v, v,,..., v, e tali che a0 A

1 n

. ee . . . v, ..
sia positivo in tutto il campo considerato e posto (9—" = u,, indichiamo con U,
Vi

il complemento algebrico di u,, nel determinante & delle w. Soprassegnando
tutti gli elementi relativi al nuovo sistema di parametri e utilizzando 1 ri-
sultati gid dati dal Vivaxt: abbiamo:

n
Ly== ¥ Ly, i=1,2..,n+1 h=12,..., 0" (6)
h=1 .
5.' =A£i (7)
onde: B
‘ 3t oA~ n gz
P, +A Y = Uy, (8)
v, v h:l&Vk

e con facili riduzioni

v 0 3£”+1_ 2 = _z—a_? 65n+1) 9
Gttt (th —£, ‘97 =A k:‘l“m e T e 9y, (9)
e poiche dalle (6) si hanno le:
n .
Eui—l,r:i 2 DXpg1ys Urs 7.:17 Q;"-’ n
A s=1
risulta :
& zp hid a—‘i—ﬁ 8 En-}—l,j n‘ ‘9 E.p l()
=A ¥ = X U; (10

d Lo 15n j=1 Oy, O Xt J=1 O Lyr1,;
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Usai: Sullindipendenza di un integrale

e (°) col tener presente le (9) e (10) si ha:

$ ‘955_(5 9% raiwl)

v h=t (9 wn+lyh

. n n (9 ‘,‘3 (9 :1 = a En‘!-l)
0\ 2 z
=- h—E-l 121 o Lon-+-1,7 U}h 2 Wn (E”+1 c? V; " 4 \Tk
ed essendo:
_} aper k=j
}J Jh ukh ~ O pel‘ k:: . (11?

ci si riduce alla:

n 8 [, 08 aE“) NEINYP (— 0k = a_,,+,)
e T A P AR B A
hét OX,y (‘HHH v, * OV, 'J'=—2"1 0 Lyppyy; o Vg * 9 Vs
ciod:
Gaﬂ: A? Oaﬂ
e da questa insieme alle (7) e (8):
0 r 95y o= (0D, " 88,
3 aﬂp a v, T omadet a v, - 3 A Gor‘ avh "u*{"l —l— A Ic§;1 (9Vk Uyr -

n Az ”n z _ Ta
— A E11+1 (3 A’ gv 3 + A® E ez—”‘é uk") - 2 A’ (3 aa‘a ? EH_I —4 = p) (22
h k=1

K=t 0V vy AR

_onde, anche per le (10) e (11):

no o o da
O'apv == E k) 3 a ’M-H - E"-H aﬁ) =
Het O Xyp 1,0 ‘9 Vi av,

=3 3
h==

I Y (S S ¢9Gap)
T Un B (3o T B ) =

j=1 0 wm+1 W

3 25 (33 0 g ‘9‘—"’?’)

d
6) Se si osserva la notazione del VIVANTI Mpur— (— 1)A+#-r —ﬁ'— la (10) puo seriversi
= p
nr

n o __
Mgnt1= % Mgutr,; Usn € in tale forma fu gid trovata dal Vivanri; a noi convenne perd ri-
j=1

cavarla direttamente per segnare la strada dei calcoli successivi.
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ovverosia:
— 5 =
GaﬁV =A G”ﬁ’)’ .

In generale si trova per le ¢ ad m indiel la:

G“ﬁ?"‘lll = Azm' ! 6@57...1}1-

[nfatti ammettendo 'uguaglianza:
6‘?7"'1 = AP aaﬂy...l

81 ottiene:

87 09.8y...2
Am —3) s bl 2 S 1 Yok
(2 ) Gafy.) —— o, TSt T g v

am—3 = aA aﬁnl
=(2m —3)4A Cafy A(a Copr + A Ll 5,V+ lu.)”

— A ngnJr, (((2 m— 3) A" Gupy.. 1 —|— AR k\‘ _ﬁ—l uk,,) —

» _ 19 Sn > 0 Tapy..a
Y oare ((0) m — 3) Gapy...A 7 4 —E,m —;;_l—) 7%
=3\ Vi k

e quindi per le (10) e (11):

" é) z 0 i .

\ )G n+1 z
TaBy...A ke afy...A “u k1
ofy-ehe = n=t OX, i ( Pr- v, v,

e n 0 ap._ 7: em—2 | (Q =
y 2 u, 3 A (2m — 3) Sapy.ad =
k=L \ 0 Vi

h=1 j=I 4 L1505
n J Z 0 B ra é Eﬂxﬂ l\
D ((‘2 m— 3) Tap.d— o 2T
= P =
=t 0 Xt 1,5 0 Vi 0 Vg

AR

= A

pari all’espressione (a).
Sostituendo ora nell’mtegxale i nuovi palametn v si ha:

\

g _ o _ . B
J_’ 4 'r(m,‘w Aii, A{/&aﬂ,..., A?m {/&aﬂ_"x‘uJ —A-dv‘d v,

e per l'omogeneitd supposta nella (5):

. o - 3/ m—1 = -— -
J———I ‘F(Jc,-, ;,',\/o,,ﬁ,..., \Gupdun| AV ... d YV,
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.286 Usai: Sull’indipendenza di un integrale

donde si vede che il valore di J & indipendente dalla scelta dei para-
metri. |

Pertanto la condizione necessaria e sufficiente affinché I'integrale (1) sia
indipendente dai parametri & che ® sia omogenea positiva di primo grado
nelle espressioni (4) le quali, & bene notarlo, sono in numero di n—1
- per le &, di (n—g}—i) per le o4, (n—;—Q) per le 648, ,..., (n—k;n—l) per le

’

6ep..u (0 o ad m indici).

. 4. Come caso particolare dai risultati odierni si dovrebbero ricavare
quelli dei lavori gida menzionati ed & opportuno un esame al riguardo.

Nel caso in cui la ¢ contenga le sole derivate prime, allora le (4) si ri-
ducono alle £ e si ha la conferma del primo problema gia trattato dal Vi-
vaNTI (7).

Se poi @ contiene anche le derivate seconde, delle (4) restano le

Eo’ ’ :/G“ﬂ

mentre VivanTr (°) trova come condizioni caratteristiche I'omogeneita ana-
loga nelle:

s VSi Nep=l,.,n+1 r<p
essendo -
Sl/‘: hzl Qun j‘[i‘uh +h kz—[Qhk JV[ltuh l‘[l/l.k (IQ)
he|=k
0, =3z, =09, rs=1,2..,n (13)
My — (— 1yibu—t 3‘9—% n =1, 2,.., notl. (14)

nr
Per trovare le relazioni tra le o e le S, le quali ultime sono pure in nu-

. (n+ 1 oy . . (s
mero di 9 , consideriamo le » 1dentitd

n+41
igli,-w,,,=0 r=1,2,...,n (15)

(") Nella Nota: Sull’equazione di Eulero, ecc.
(®) Nella Nota: Sul Calcolo delle Variaziont, ecc.
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e deriviamole rispetto a v,. Servendoci delle (13) otteniamo le:

Z%w;,—{—ﬂ,.,,zo r=f, 2,..., W

‘iavh

Se queste le sommiamo dopo averle moltiplicate rispettivamente per

0%, 05w dopo facili riduzioni e col tener presenti le:
0 %ot 0 Lan
w Az ot PEr o=y
s=1 O Was 0 per x=l=y “

_ bk n 9k
a wn-{—l;l ’ s=1 é wﬁ"’b’

Ly 1,0 = Ea.

avremo infine:

|4 d Sa E d E..+1 i d 5.

£opy 20— — )
) Y ¢ v, =1 08Xy, »
e quindi
\
n (9 Ep z (9 Ea 3 (9 E”’F‘) n (9 Eﬁ " (9 Ea
6o = — % — — ¢ == Q
o hzi amn-}-l,h ( + v, “ 9 Y h=1 amu+l,h =1 d L1, I

la quale per la (14) si puo ridurre alla forma:
O'a,ﬂ = (~ 1)a+ﬂ [hgl MG:»-HJ- Mﬁ,”+1,h th + hkz 1 M@m+l,h MC)"+|5’6 n"k] (9) (16)
. - ila__;k
e da questa per « = avremo:
l‘/;,n+1,k th+ h% 1M1yn+l,h M..,»+|,k Qhk (17)
“helsk
e quindi col tener presenti le (12) le relazioni:
Gaa=S¢,”+1 OC=1, Q,..., n. (18)

Se poi nel caso di «=|=g consideriamo i sistemi di » — 1 equazioni che
si hanno dalle (15) trasecurando 'equazione h* (h = 1,2, ..., n) ed eliminiamo
tutte le £ meno le tre &, g, 4,4, (x<<B @, =1, 2,..., n) avremo in cor-

(®) Risulta manifesto ora o,5—0p, [Osservazione (%)].
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288 Usai: Sull'indipendenza di un integrale

rispondenza ad ogni valore di  un determinante di ordine n —1 il quale
sviluppato pud ridursi alla forma:

(— 1)1 £, d(o,...%a...X8_4 Xpyy...7,) n

A (Voo Vasy Vagr o V)

A(®, .. Ta_, Tajy...T8...2,)

+(— 1y

e Vaos Vagre. Vn)
y Q@ By Loy X By Dpgr)
+ 25 gt d (Vl eV, V},+1 oY, - 0 (19)
e poiché si trovano (*°) le:
LX) iy @ (@)
A — (— { ety 22 , 2 3
o, (—1) av) ( <5’)

dove nel determinante tra le @ mancano xx e @, e tra levla v, avremo che
la (19) dopo-facili riduzioni diventa :

r azﬁ _E agm

Ca :O h,:.—l,@,...,n
a wn-}—l;b (9 mn—}-l,h

s—+&

a1 a m

pari alle:

Z‘[aﬁh £n+l =(— 1y e [gu Z‘Ip,n-l—l,h -+ (_ [)a'ﬁH é.p l”“:n+1:’{|
e da queste, ricavando le Mag, e sostituendo nelle:

Sui_ E Mwﬁh Q, + L lu B Maﬁk Qe (oc :I= Q)

h=| k

si trovano tenendo presenti le (16) e (17) le relazioni:

—9
Sap=~m0'p@+¢;,s Gz Sabpaop o p=1,2,.... 0 a=|-B (20)

wn+ 1

[l legame cercato tra le S e le @ viene dato dalle espressioni (18) e (20).
Avendosi poi da queste:

\a/qﬁa = :/Sa, nt1

*aﬁ == \/Sap

Ea Ggp g? Ogu s Eiq-l
QEPS? 3¢Sﬂp %Ec gp

(19) Si noti che il segno del determinante £ & (— L)»+1—4 e che in esso la Zux giace nella
linea u —1 (x>1) e nella colonna he,
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“dai parametri nel caso pi# generale. 289

ed essendo quest’ultima radice omogeunea di grado zero nelle 2, 5, S avremo

che Pomogeneita lineare nelle o trae di conseguenza 'analoga nelle /S onde
i risultati si accordano.

5. 1l caso in cul ® contenga le derivate terze & stato da me gi& stu-
diato nel 1915 ("), perd per le difficoltd del metodo di allora mi limitai ad
un integrale doppio con 3 funzioni di 2 variabili indipendenti. Ho trovato
come condizioni caratteristiche 'omogeneita lineare nelle:

m=92 E,&, 5%  VSu VSu, VSus VSues VSises VSuses VSin

essendo :

»

Q1 = ®yy Ly — Xy Ly, Sy = Q @5 + Qpp @5, — 20, L39 Ly

Sa =Py Xy — Lyy Ly, Sis = Q, @5, + Q23 — 2Q,, @, s,
*

Es = Xy Bgq — X1z gy 823 = Q w?, —+ Q,, wL —2 Qi ®,, By

In quanto poi alle § a tre indici conviene e si pud ('*) sostituire alle
espressioni allora date le seguenti:

Siae =T, X 0,3 — T3 @55 (205, @3 + Xy @) + Tnn Xy (X Xy + 205, ,,) —
- T222 w;lmll

Sise="T @} — 3 T\ @2 @3 + 3 Ty @3y @5, — Tyyp 5,

Sese=T, &}, —3 T\, @} @y +3 Tyop @y @1, — Tee @,

Sias =T\ & 0y, — Ty 0,5 (22, Doy 4,5 @) = Tio @y (@4, gy +20,525,) —

- Tzn w?l Loy
con:

O Q,
'T111=an—3’“ Ly1y Do — 35 X211 Ly
& 3

* Q -
Tia=0y, —2 % [wmwn] — %— Z[wmwn] +2 [wmwn} %—E— mewu]

(1) Si veda la seconda delle mie Note citate.

(1) La convenienza €& per avere espressioni concordantisi colle attnali o a tre indici. La
possibilitd risulta benissimo dal procedimenio tenuto nella Nota in questione per cui le pa-
gine 637 (Vedi anche 1’osservazione), 638, 639, 640 giustificano le attuali 7,y Tyyo Tige Toos € le
pagine 640 ...647 le Sy, Si3, 8,34 81,3 ora usate le quali d’altra parte, come pud verificarsi fa-
cilmente, sono sempre integrali indipendenti pei sistemi di equazioni relativi al problema.
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Q Q,,
lez =0y —— 2 _;iz [wzztwn:' - TL

=3

o 2 . Q2
Tzn = Qppy — 3 5—22 [xnz .’B“] —3 ’;—m
3 S3

essendo :

[wrst xuv] = wrst muv - muxt a’.v-u

[w122 w22]

.
Qpy = 2 Si Line

1

bk 1=1, 2.

Col procedimento attuale si trova invece l'omogeneita nelle

bt U Y Ve Y Yo Y
Sty B2y 333 V%1 V%2 V02 VO V@i Viiza Va2

Le &
plici (formole 16 e 17) danno:

5, = Qy, w;z —+ szz w;x —2 Q'nz Lgy Lge

Gae =Q, X}, + U, 8, —2Q, T, @y,

sono le stesse di prima; per le ¢ a due indici calcoli molto sem-

Gip = —Q By Ly — Qyy Xy By, + (m?l Ly —+ Xy, wzz) Q,

ed e facile verificare le:

g, =38, Oy =S5

d’accordo colle (18) e (20).

Pit lunghi invece sono i calcoli per le ¢ a tre indici.

fissare i capisaldi.

Abbiamo:

g di, . ds 9t K
31 >3 11 T %3

G _ ——— (3'7 —_— 3':'
Y111 awSl \ “6\/1 23 (9*-" —'-awsz “(9\/2
5 — Sa /3’; a;;_; 95y, +&52 3 955
HETT Qo Ay, TP av, 0 x,, "o,
d 52 9 :% » 07, 93, ( :a
“l22 — 3712 —“_—;3 — +(9~—‘7 (30‘,2 -
0 &Ly, | 0/, v, 32 d vy
» 3 - »
" _392 36 ‘923_; 8549 (9_;_2 3 3s
222 0x,, # v, 8 ov, 0y, 26 Vg
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232
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essendo :
%1
3, = Ly1n L3z + Loy Lsay — Lo Ls1 — L2 Ly h=1, 9-3
e
5’; = yop Ly + Ly Ly — Ly1p Lgp — Ly Lgap
h
0%,
(9_\' =Xy Log + Ly Xogp — ml?hlmﬂl —— Ly Layy,
A
95 _g 2 2
By, 2% agp iy A= BB By Qg — (@214 ®ap - Xay Xyap) Ry -
3 Q,, 2Q,, IQ,,
2k, — + a? —2m,, L, —2
22 avh 21 avh 21 22 avh
9 %ay 2 Q 2 Q 2 Q
‘9—\’})= Lyg Xygy Uy + 22, 15 Qge — (ml2hwll+wlﬁwllh) 2y, +
o0, 20 a0
a? @ 2 _Qx,x 2
+ah G e ) 2 gt
da,,
Ao T T 125 Y22 12 Wayp - 11h W21 11 Y21n 22
av—(ww+mw)9 (2110 Cay + X4y X01) Doy +
1A

—f‘ ("U‘Zlh Lo + Ly w:z;.._f‘ XLy Lao + XLy wzw.) Qn

o,

—= Wy Ly (9\/
3

2 Q,, 00y,
— Xy Ly, —— F (X, X,y + Xy, Xygy) ——
11 Yy ¢9V,, ( 1 12 11 22) (9‘4;‘

ed avendosi per il significato delle @ a due o tre indici le:
09, il 9 g

=1
— *Cmmn 17 o= Lt +
avh Imh _} )l 6vh 41

i=1

Possiamo osservare che le ¢;;, sono composte di una parte lineare ed
omogenea nelle derivate terze (x a 4 indict) e di un’altra omogenea di se-
condo grado nelle derivate seconde (x a 3 indici) ed 1 coefficienti -sia per
I'una che per l'altra sono espressioni colle derivate prime. La stessa cosa
sussiste per le S,,,.

Se si considera la s,,,.la parte colle derivate terze é&:

3

R
—8903,

ga l:w§2 qu - szl Lgo Ql‘u + 9031 Qzen:l

.
03,

53 [w;m 9112 — Qwil Ly 0122_}_ x;l 0222]

= Sa I:xgz Qpy — 3 L2y 9332 Qi + 3 xgl Loo gy — x;: 9222]
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299 Usai: Sull'indipendenza di un integrale

e, come si vede, & uguale al prodotto di & per la parte con le derivate terze
in S,,,.

Nei riguardi poi della parte colle derivate seconde ci counviene dividerla
in 6 gruppi, 1l primo composto dei termini aventi per fattore x,,,, il secondo
dei termini con fattore a,,,, il terzo x,,,, il quarto @,,,, il quinto @,,,, il
sesto @,,,, potendo tali fattori essere lineari o al quadrato e tenendo presente
di non includere mai in un gruppo del termini gia inclusi in un gruppo
precedente. La medesima cosa e nello stesso ordine si faceia in S,,, e si
trova che 1 6 gruppi ottenuti confrontati rispetlivamente con quelli di o,,,
hanno in piu il fattore £, e poiche dopo tali operazionf tanto in S,;, come
in ¢,,, non restano altri termini (**) risulta:

6111 = gS 613('
Gli stessi procedimenti portano poi alle:

O299 = Es Sz,
Cy1g = — 53 Sisa
122 — Es Slza'

g
Pertanto si puo scrivere:
) 3 —— s g— — L —

¥ (x;, Eo’) \/6117 \3/(7127 {x/r’zz; {’/ann \5/61127 {/01227 vaazz)z

3  8— ) 1 T 2 911 &
=llf(cv,-, £ VS0 VSie Qggas +QEEGS 2%, &,

3/ 87 5 5
\/‘Szay \/Ss 8134; \/_‘ Ea 8124; \/Es 81239 \/_ Ea 8234)
e ponendo queste espressioni uguali ad una funzione:

®(wla Ei, :/81—1—29 :/S—'LZ) 3/8_‘233 :/m, </’S-‘1_-xu Q/EE’ {/a)

.

risulta facilmente che quest'ullima & omogenea e lineare (**) nelle &, VS_,,,,-,
:/S,,,,,,, onde l'accordo coi miei risultati del 1915.

(%) Cio percheé i termini colle wy;-essendo in queste di primo grado hanno T'altro fat-
tore uguale ad uno dei 6 predetti. '

(¥ La dimostrazione & perfettaménte simile a quella che per il caso dell’integrale sem-
plice da il prof. Vivant alla fine della sua Nota: Sull’indipendenza di un integrale, ecc. . ..
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In modo analogo, per quanto con calcoli molto pitt lunghi, se & contiene
anche le derivate quarte (*°) si ha a meno del fattore 2 un’uguaglianza tia
una ¢ ed una S a 4 indici essendo (ueste ultime integrali indipendenti (da
scegliersi in modo opportuno) dei sistemi di equazioni corrispondenti al pro-
blema e col procedimento di prima si arriva anche qui a stabilire 'accordo. -

6. Il interessante per ultimo trarre dai ristltati generali esposti nei
nn. 2 e 3 quelli relativi ad un integrale semplice con le derivate di qualunque
ordine. Avendosi n =1 le «; sono due x, e «, funzioni di un solo para-
metro e le & calcolate come caso particolare dei determinanti funzionali ben
noti si riducono alle:

dx,

51 — (_ 1)1+1—1 ﬂ = —,, 62 — (_ 1)1+1—2 d_w_l

dv,

=X

ma per uniformarci alle notazioni Vivantr (*°) chiamiamo le x; con x (¢) e y (£)
e per le derivate prime poniamo:

Xy = x Loy =Y
sicche:

“Per quanto poi si & detto alla fine del n. 3 avremo una sola ¢.s, una
sola o4g, ed in generale un’unica ¢'ad r indici (tutti unitari) e precisamente:

az » ag ag YA ’ ” 7 "
’11=(9—l/(§s atl_g1“9—;)=_(_‘wy +yr)=xy — ?/-
Scriveremo : _
611=4‘2(t)

551 (9— (9 ” ' /
aux=a~y/(3cn'_§t2 _52 '—o-'f):—[gq‘?(t)x — X ‘;),(t)]

(13) Si veda la mia Nota citata del 1919.
(1) Anche per queste occorre confrontare la sua recentissima Nota del 1922,

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 38
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294 Usai: Sull'indipendenza di un integrale, ecc.

cioe:
g =% Y, (0) — 3" 4, (1) =45 (¢)
e cosi continuando la ¢ ad r indici sard uguale all’espressione

o) =a' ¢, () — 2r—3)a"¢,_. (D)

ed in tal modo si ritrovano le stesse funzioni ¢ introdotte dal prof. Vivanri.

Milano, 26 Settembre 1922,
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