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Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche 
fra i punti di una curva algebrica. 

(Di CARLO ROSATI, a Pisa.) 

L a  teoria delle corrispondenze algebriche fra i punti di una eurva al- 
gebrica C del geiiere p, secondo l'indirizzo da me tenuto in vari precedenti 
lavori ('), e che muove da una suggestiva interpretazione geonietrica delle 
classiche equazioni di HURWITZ, pu6 ricevere qualche utile contributo, ove 
insieme ai inetodi della geornetria proiettiva iperspaziale si applichino alcune 
importanti teorie aritmetiche, coine quella dei numeri e dei corpi algebrici. 
Il riavvicinamento delle teorie medesime è reso possibile dall'introduzione 
della nozione di eyuazione minima di una corrispondenza e dall'estensione 
del concetto di valenza. E l'importanza delle due noziorii risulta manifesta, 
quando si pensi che l'equazione minima esprime il modo come una corri- 
spondenza dipende dalle sue potenze e che le valenze della corrispondenza 
sono interi algebrici Che, soddisfacendo a meno del segno alla detta equa- 
zione minima, sono invarianti sia rispetto alle trasforinazioni birazionali della 
curva, sia rispetto al gruppo delle retrosezioni sulla relativa riemanniana. 

Ne1 presente lavoro trovasi appunto, insieme ad altri risultati, l'applica- 
zione alla teoria delle corrispondenze di uno dei più profondi teorerni della 
teoria dei corpi algebrici: il teorema di DIH~CHLET sulle unit&. 

(1) C. ROSATI, a) SuZle corrisponderue fra i punti di uma curva algebrica e in  particolare 
fra i pzllzti di ulza curva di genese due [Annali di Matematica pur% e aapplicata, serie 3a, 
vol. XXV (1915)J; b) Sulle corrispondenze plurivalenti fra i puuti di una curva algebrica 
[Atti della R. Accademia delIe Scienze di Torino, vol. LI (19151916)[; c) Sulle vaienze delle 
corrispondenze algebriche fra i punti di una curua algebrica [Atti della R. Accademia delle 
Scienze di Torino, vol. LI11 (1917)l; d) Sulle corrispondenze algebriche fra i punti di due cwve 
algebriche [Annali di Matematica pura e applicata, serie 3", vol. XXVIlI (1918)1. 

A~inali di Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 1 
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'2 Rosati: Nuove ricerche sulle corrispondense algebriche 

Prima perb di procedere alla detta applicazione, ho creduto utile di pre- 
cisare ed approfondire alcune proprietà delle valenze. 

È noto che due corrispondenze T e T-', l'uiia inversa dell'altra, hanno 
le valenze immaginayie coniugate e che una valenza di T e l'immaginaria 
coniugata di Te', pur avendo la stessa dimensione, sono in generale asso- 
ciate a sistemi distinti d'integrali di la specie; ed è pur noto che le valenze 
delle corrispondenze simmetriche sono reali e quelle delle corrispondenze emi- 
simmetriche sono immaginarie pure. 

Ne1 I sono caratterizzate le corrispondenze simmetriche le cui valenze 
hanno tutte il medesimo segno, e vien dedotta da cib una nuova dimostra- 
zione del classico criterio di CASTELNUOVO per la equivalenza dei gruppi di 
punti di una serie algebrica. 

~ l l a  questione di decidere quando le valenze di una corrispondenza T 
e le immaginarie coniugate di T-' sono associate agli stessi sistemi d'inte- 
grali di ia specie, si risponde ne1 § 3;  ci6 avviene quando e solo quando T 
e T-' sono l'una funzione razionale dell'altra. 

Alla famiglia delle corrispondenze che sono funzioni razionali delle loro 
inverse appartengono, oltre che le simmetriche e le emisimmetriche, le c.or- 
rispondenze Hernzitiane, cioè quelle di cui le corrispondenze laterali sono 
dotate di ordinaria valenza. Ne1 5 4, dopo aver provato che una corrispon- 
denza Hermitiana del Io ordine è equivalente O residua di una corrispon- 
denza biunivoca, si dà una semplice ditnostrazione aritmetica del noto teo- 
rema secondo cui una curva di genere p > 1 non pub ammettere che un 
numero finito di corrispondenze biunivoche, e vengono infine esposte alcune 
proprietà delle involuzioni cicliche. 

Segue l'applicazione, di cui sopra si è fatto cenno, della teoria dei corpi 
algebrici. 

Data sulla curva C una corrispondenza singolare T, si consideri l'in- 
sieme delle corrispondenze che sono funzioni razionali di T, cioè delle cor- 
rispondenze S tali che si abbia 1S = f (T), dove 1 è un intero ed f indica 
un polinomio a coeficienti interi. Al  variare di S ne1 detto insieme, una va- 
lenza di S varia ne1 corpo algebrico definito da una valenza di T, ma non 
assume in generale per valori tutti gli interi (algebrici) di quel corpo, bensi 
descrive un insieine O che soddisfa alle condizioni di un ordine. Per ta1 ra- 
gioue all' insieme delle corrispondenze S si d i  pure il nome. di ordine e si 
indica con O (T); grado dell'ordine si chiama il grado dell'equazione minima 
di T, e l'ordine si dice riducibile O irriducibile secondochè è riducibile O ir- 
riducibile la detta equazione minima (ne1 campo assoluto di razionalità). 
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fra i punti di una curva algebriccc. 3 

Il § 5 è dedicato a stabilire varie proprietà degli ordini. Si dimostra ifi  
che le corrispondenze cornuni a due ordini costituiscono pure un oidine, si 
trovano le condizioni perché un ordine coincida col suo inverso e si stucliano 
in particolare gli ordini irriducibili coincidenti coi loro inversi. 

Cib premesso, si applicano (5 6) le cose precedenti alla varietà di JACOBI. 
Sia dato sulla curva C un ordine irriducibile o (T) et1 o sia l'ordine d i  

numeri ad esso corrispondente. Poicliè ad ogni corrispondenza di C si pub 
associare una trasforrnazione unirazionale della relativa varietà di JACOBI V,, 
ogni nuuiero di O individua, a nieno di Irasforiiiazioni ordinarie di 1.& specie, 
una tale trasformazione unirazionale; e questa risulta poi birazionüle quiindo 
il detto nutnero è una. unità dell'ordine o. lnvocando allora il teorenia di 
DIHICHLET sulle unit% dei corpi algebrici, il quale vale, coin'è noto, anche 
per gli ordini contenuti in detti corpi, si deduce che l'esistenza sulla curva C 
di una corrispondenza singolare T porta all'esistenza su  V, di un  gruppo G, 
in generale infinito tliscontinuo, di trasformazioni birazionali due a due per- 
mutahili. La struttura di questo gruppo, cioè il nuinero delle trasfortnazioni 
generatrici costituenti un sistenîa fondamentale, dipende da1 nutnero coni- 
plessivo delle radici reitli e delle coppie di radici inimaginarie coniugate del- 
l'equazione tninima di T. Un altro gruppo G', avente la inedesima struttura 
di G, nasce dalla considerazione della corrispondenza inversa T-'; e i due 
gruppi G G', quand0 T e T-' non sono funzioni razionali l'una. dell'altra, 
sono in generale distinti. Alle unità ridotte dell'ordine O corrispondono tras- 
formazioni cicliche del gruppo G ;  quando gli ordini O (T), O (T-') coincidono, 
e quindi coincidono i due gruppi G G', le dette trasformazioni cicliche risul- 
tano Herinitiane, e quindi sono associate a corrispondenze biunivoche della 
curva C. In ta1 caso la curva C possiede una involuzione ciclica, generata d a  
una corrispondenza biunivoca funzione razionale di T. 

Segue infine un'applica.zione dei concetti suesposti alle curve C di ge- 
nere '2 semplicemente singolari, cioè tali che su  di esse il numero hase delle 
corrispondenze siminetriche è y, = 8. Le corrispondenze esistenti su queste 
curve costituiscono un ordine rispettivamente del So, 3O, 4O grado, secondo 
che il numero base delle corrispondenze einisirnnietriche è y, = 0, 1, 8. Ne1 
8' cas0 l'ordine è certo riducibile, ne1 i0 e ne1 3O, supposta la curva priva 
d'integrali ellittici, il detto ordine risulta irriducibile. In  questa ipotesi, la 
superficie di J A C ~ B I  B' relativa a C contiene infiniti sistelni di dimensione, 
grado, indice e genere due, composti d i  curve irriducibili prive di punti mul- 
tipli. Ora possono presentarsi i due casi seguenti: O pub awenire che i si- 
steini x siano tutti di curve birazioilalinente identiche, ovvero i sistemi stessi 
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4 Rosati : Nuove ricerche sulle corrispondenae aiyebriche 

si ripartiscono in due serie clistinte di curve birgzioiialmente identiche, di 
guisa che P risulta superticie di Jacos1 di due curve birazionalmente distinte. 
Le condizioni aritmetiche per il verificarsi dell'uno O dell'altro di questi casi 
furono già stabilite per via diversa da COMESSAI-TI e da ine nell'ipotesi p, = 9 
pz = O (2). Qui appunto si completa quel risultato, prendendo in esame il caso 
p1=9 p,=% 

1. È noto (y che u m  corrispondenza simmetrica T (cioè eyuivalente 
alla sua inversa T-') sopra una curva C di genere p ha le valenze semplici 
e reali. Vogliarno ora stabilire una ulteriore proprietà di queste valenze, la 
quale ci condurrà a una nuova dimostrazione dell'importante criterio di CA- 
STELNUOVO sulla equivalenza dei gruppi di punti di una serie algehrica. 

Ricorriamo percib alla rappresentazione geometrica che abbianio tante 
volte utilizzato nelle nostre ricerche. Si consideri cioè entro uno spazio S,,-, , 
in cui sia fissato un sistema di coordinate proiettivite onîogenee, 1'5'-, ini- 
inaginario, che indicherenio con u7 sostegno della stella d'iperpiani aventi per 
coordinate i periodi degli integrali di 1" specie di C. Lo spazio a ed il suo 
immaginario coniugato a, si diranno gli spazi dei periodi della curva C e per 
brevità direino incidente ad a uo un0 spazio reale R,,-,; quando congiunge 
un 8,-, di a col suo immaginario coniugato SL, contenuto in a , .  . 

Si indichi ora con il sistema lineare oo@-' dei sistemi nulli di S,,-, 
aventi a a, per spazi autoconiugati, e consideriaino in esso solamente i si- 
stemi nulli reali. 

Un sistetna nullo reale di ;, che non sia degenere, si dirà principale, 
quando il relativo complesso lineare non contiene alcuna retta reale incidente 
ad a a,; ed un sisteina nullo reale di 2 degenere di specie 1, e quindi dotato 
di un  R,,-, singolare incidente ad .a x , ,  si dirà semi-principale, se il relativo 

(2) A. COMESSATTL, Sulle superficie cZi JACOBI semplicemente sinyolasi [Memorie della So- 
cietà italiana delle Scienze, serie 3", toino XXi (1919)]. 

C .  ROSATI, Intorno alle corrispondenze sirnlnetriche singolari sopra una curua di geirere 2 
[Rendiconti del Circolo Matematico di Palerino, tomo XLIV (1980)l. 

(3) C. ROSATI, loc. cit. (1) c). 
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frc~ i punti di una curva algebrica. 5 

complesso lineare noil contiene alcuna retta reale incidente ad a ri,, ali'in- 
fuori di quelle contetiute in Re,-,  . Si vede allora subito che un sistema nul10 
reale di 2 degenere di specie p - 1 è seuz'altro semiprincipale. lnfatti il com- 
plesso lineare ad esso relativo è costituito da tutte e sole le rette appoggiate 
al suo spazio singolare R,,-, , e una retta reale incidente ad a a ,  ecl aveate 
con R,,-, un punto comune è contenuta in questo spazio ('). 

Ci6 premesso, riferiamo proiettivatnente e in modo reale gli elementi di 
ai punti di urio spazio lineare Z' a p" 1 dimensioni; nasce allora in x' 

una ipersuperficie P di ordine p, immagine della totalità dei sistemi nulli 
degeneri di Z]. Questa ipersuperticie è stata studiata da SCOHZA (b), che ne ha 
messo in luce le importanti proprieth. topologiche. Occorre qui, per ragioni 

(4) 2 facile stabilire la condizione analitica equivalente alla suddetta condizione geo- 
metrica. 

Si indichi percib con 

la forma bilineare alternata il cui aunullarsi definisce un sistema nullo reale S di E, e si 
immagini che in (1) le x, y rappresentino le parti reali e i coefficienti dell'unità inimaginaria 
di un punto P del10 spazio a. Si pub allora provare che, al variare di P entro a, se 2 è 
principale, la (1) conserva sempre segno costante; e se 2 è seiiiiprincipale la (1), quando 
non è nulla, conserva segno costante. 

Infatti se sr = x',. + i x " ~  soiio'le coordinate di P. le Pr8 = 3~'r ~ " 8  - x'r ~ ' 8  sono le CO- 

ordinate Grassmanniane della retta che congiung il punto P col suo iinmaginario coniu- 
gato Po, e si avrà 

E iiifk di x"& - 2 lll{k)Jik. (% 

Si vede subito allora che, variando P entro a, quando S è principale, l a  (8), noii an- 
nullandosi mai, conserva seinpre il medesimo segno. Supposto S semi-priuci pale. si indichi 
con R,,-l 10 spazio singolare di S, congiungente un S4-1 di CC col suo immaginario coniugato 

di K,, . È chiaro che la (8) si annulla quando e soltaiito qnatido P cade in Sq-l. Si con- 
siderino ora due punti P, Q di a,  di coordinate zr = x', + i xVr, y, = y',. + i y"r, esterni a SP-1 
e siano Po QO i loro immaginari coniugati situati in a,. Le due rette sghenibe P Q , ,  Po Q o ,  
inimaginarie coniugate, sono assi di uiia congruenza lineare contenente una d reale di geiie- 
ratrici reali, della quale al  piil una giace in RppI (e cib quando la retta P Q abbia co:i Sp.-l 
un punto comune). Sarà dunque possibile variare con continuità uiia geiieratrice reale di 
detta congrueiiza dalla posizioiie iniziale P PO alla finale Q QO senza passare per la eventuale 
generatrice contenuta in La (02) passerà dunque con contiiiuità da1 valore 2 mikx'i  x"k 

al  valore 2 mi* y: y'X senza mai annullarsi, e percib questi valori avranno ugual sagiio. 
(5) G. SCORZA, Il teorema fondamentale per le funsiorai abeliane singolari [Memorie della 

Socistà italiana delle Scienze, serie 3&, tom0 XIX (1916)l. 
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6 Rosati: Nuove ricerche sulle corrispondewe algebriche 

di chiarezza e per i'applicazione che dovreiiio farne, richiarnare alcune di 
quelle proprieth. 

Ricordiatrio percib clle i punti reali di F si clistribuiscono in due falde 
F(", 3"'): i punti della la falda E"') sono immagiiîi dei sistemi nulli dege- 
rieri semi-principali, quelli di F2' dei riiiianenti sisterni nulli reali dege- 
neri. Le due falde liarino comuni i puoti reali della varietà di SEGHE (di 
8" specie e di indici uguali a p - 1) immagine della totalità dei sistemi nulli 
di Z degeneri di specie p - 1 ; e la falda P(1) divide 10 spaxio reale x' in due 
regioni I ed E, la regione I rappresentando l'itisieme dei sistemi nulli prin- 
cipali, e la regione E (a cui appartiene la falda 3"") l'iusieme dei riiiianenti 
sistenii nulli reali. Inoltre una retta reale contenente un punto di I ha in 
comune con Pt1) due punti e soltanto due punti, e questi la dividorio in due 
segmenti, dei quali uno (tolti gli estreiiii) è contenuto in 1, e l'altro (tolti gli 
estremi) è contenuto in E. Si ha dunyue la proprietà: 

Se in un fascio di sislemi nulli reccli trasformanti in  sè x a ,  esiste un si- 
stema nullo principale, cl1 fascio appartengotto due e due soli sistemi nulli serni- 
principdi, i quali dividono il fascio stesso itt due tratti, uno dei quali è co- 
stituito d a  tutti e soli'i sisterni nzclli pritzcipalm del fascio. 

8. Sia ora T una corrispondenxa siiiimetrica della curvü C. Se n indiça 
l'oriiografia immagine di T, si avrà, com'è nota (=), R = S A ,  esserido d il si- 
stenia iiullo fondamentale, ed S un sisteina nul10 riemanniano di C, cioè i i i i  

sistema nullo razionale trasformante in sè gli spazi a a, dei periodi. Happre- 
sentando con I l'omografia identica, le valenze di T sono date dai valori di k 
(tutti reali) per cui l'omografia n + k 2 risulta singolare; e poicl~è si lia 
n + k 1 = ( S  + k A) A, le stesse valenze saranno i valori di Tc corrispondenti 
a sistemi nulli degeneri del fiwcio S + k A. Ma il sistema nullo d del fascio 
(dato da1 valore k =ao) è principale (7; esistono dunque ne1 fascio stesso 
due sistemi nulli degeneri distinti S.+ y, A, S + y, d (y, < y,) semiprincipali, 
e i sistemi nulli dati dai valori di k esterni all'intervallo (y, . . . y,) saranno 
tutti e soli i sistemi nulli principali del fascio. 1 riinanenti eventuali sistemi 
nulli degeneri corrispondono dunque a valori interni all'intervallo stesso e 
non saranno semi-principali; donde segue che y, e y, sono le due valenze 
minima e massima di T. Se ora si osserva che il sistema nullo S è princi- 
pale O semi-principale quando e soltanto quando il valore k = O è esterno 
all'intervallo (y, . . . y,) O coincide con un suo estremo, si ottie,ne: 

(6) C. ROSATI, loc. cit. (1)  a), n.O 6. 
(7 C. ROSATI, loc. cit. (1) a), n . O  8, nota a piè di pagina. 
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fra i punti di zcna curva algebrica. 7 

.Le valenze (reali) di una corrispondenza simmetrica T sono (all'infuori 
di zcna euentwale valenza uzzclla) tzctte del10 stesso segno, quando e soltawto 
quando il sistemn nullo S, immccgine di T, è pri~zcipale O semi-principale. 

3. Sia data su  C una serie algebrica yt, di indice v e genere w e si in- 
dichi con r una curva birazionalmente identica alla serie stessa. Fra C e r 
intercede allora una corrispondenza (n, v), e se T, T-' indicano le operazioni, 
l'una inversa dell'altra, che conducono da un punto di r ,agli n punti omo- 
loghi di C, e da un punto di C ai v punti omologhi di r ,  è noto (') che le 
corrispondenze T-' T della curva C e TT- '  della curva 1- posseggono, al- 
l'infuori di una eventuale valenza nulla, le stesse valenze reali p,  p, . . . p,; e 
ciascuna di esse ha per le due corrisporidenze la medesima dimensione. Se 
q, q, . . . pz sono queste dimensioni e si pone q = q, + q, + . - .  + q, ,  sarà 2 q 
la caratteristica delle due matrici di T e di T-', onde si avrà q r p ,  q 6 a. 

Supposto, per maggiore generalità, q. < p ,  q < w e indicando con a cc, ' gli 
spazi dei periodi di C, con TT, quelli di r, nell'S,,-, relativo a C si avranno 
due spazi razionali indipendenti R ,,,-,,-, , Ra,-, incidenti ad  cc a,, e nell'SSa-, 

- 
relative a r due spazi razionali pure indipendenti R&-, R,,-, incidenti a 
r 5,. 1 primi sono polari l'uno dell'altro rispetto al sistema nullo fondamen- 
tale A di C, gli altri sono polari rispetto al sistema nullo fondamentale A' 

di r. La relazione che la T induce fra i cicli d i  r e quelli di C si traduce 
in una omografia razionale o clie trasforma %,-, in R2,-, , e nella quale si 
corrispondono i due spazi in cui i suddetti si appoggiano ai rispettivi spazi 
dei periodi; ed una analoga omografia o', traducente la relazione che la T-' - 
induce fra i cicli di C e quelli di r', sussiste fra R+, ed R,,-, . Indicando - 
poi con X 1' i sistemi nulli sezioni di AA' coi due spazi R,,-, R2,-, , le cor- 
rispondenze simmetriche T-' T, T T4-' hanno per immagine i sistemi nulli 
degeneri S, S' ottenuti proiettando rispettivamente da R,,-,,-, il sistema nullo 
G = o' L'a'-' e da R,,J-,,-, il sistema nullo ut= o Lw-'. Poiché i con~plessi 
lineari relativi a 1'1 non posseggono rette reali incidenti agli spazi dei pe- 
riodi, altrettanto avverrà per quelli relativi ai sistemi nulli 0 u' trasformati 
dei priini mediante le oinografie razionali w'-' o-', e quindi i sisterni nuIli 
S, S' sono semi-principali. Segue di  qui, in forza della proprietà sopra di- 
mostrata, clie le valenze p, p, . . . p, hanno tutte il medesin~o segno. 

(8) Per questa e per le altre affermazioni di questo n.0 tengasi presente: C. ROSATI, loc: 
cit. (1) d). 
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8 Rosati:  Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche 

Per v~t lere  quale sia questo segno, si osservi che se hik ,  gik, H<k, Gik 
(i = 1, 8,. . . , p ;  k = 1, 8,. . . , a) sono gli interi caratteristici della corrispon- 
denza data (n, v), una corrispondenza, certo esistente, clie siti equivalente ad 
essa, cioè possegga gli stessi iiiteri caratteristici, ed in cui il 1.O indice sia p, 
lia corne Piindice il nuinero ' (71,, Gik- Hikg;,) (9); dovrà dunque essere 

E poichè fra le valenze p, ?, . . . p, e i suddetti interi caratteristici sussiste 
la relazione 

si conclude che p, p, . . . pz sono negative. Dunque : 
Le valewe che le cor~ispondenze T-' T,  TT- '  posseggono, all'iîzfuori della 

euentuale ualenza nulla, sono lutte negative. 
Indicando cor1 H la corrispondenza simmetrica indotta su C dalla serie 

y;, dalla proprietà ora diinostrata e dalla relazione 

si trae clle: Le valenxe della corrispondenza s,inzwzetrica indotta da una serie 
algebrica y: sono tutte nzinori O uguali allJiîzdice della. serie. 

(9) Infatti, se la corrispondenza (p, z) è rappresentata mediante gl'integrali nornlali di  
la specie uc, vb delle Curve C, ï' mediante le formule di HURWITZ 

essa pub essere definita aiiche dall'equazione 

dove il simbolo 3 indica la funzione 3 del t0 ordine a caratteristiche nulle costruita coi pe- 
riodi degli integrali W. Ed allora il numero z dei punti x di r corrispondenti a un fissato 
punto y di C è dato da 

l'integrale essendo esteso al cotitorno della superficie di RIEMANN r resa seniplicemente cou- 
nessa mediaiite i tagli alle retrosezioni. Eseguendo l'integrale, si ottiene facilmente 
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Se ora d indica il numero dei punti doppi della serie y:, si ha, cotn'è 
noto, la relazione 

Da questa, itl forza della proprietà precedente, cotisegue 

e l'uguaglianza si avrà ne1 solo caso p, = p, = . . - =pz = 0, cioè quando T-' T 
è una corrispondenza a valenza zero. Cid significa che l'insieme dei v gruppi 
di y: uscenti da un punto s di C, si muove, al variare di s, in una serie 
lineare; ed allora, per un teorema di SEVERI, di cui fu data una dimostra- 
zioile basata sulla teoria delle corrispondenze ('O), la y: è costituita d a  gtwppi 
eyuivalenti. Abbiaino cosi ritrovato il criterio di CASIW~NUOVO. 

O s s e ~ v a z r o ~ ~ .  L'equazione di grado p 

che piid c h i  l'equazione delle valenze della corrispondenza T-' T lia dunque 
i priiiii q coefticienti tutti positivi e i riinaneiiti nulli. Tali coefficienti, corne 
lia inostrato recentemeiite CAS~ELNUOVO ("), sono poi degli interi che hanno 
un significato geometrico importante : essi sono cioè i caratteri introclotti da 
COMESSATTI per la serie y:. Poichè I'equazione delle valenze della T T-' è 

B i  coiiclude che le serie y i y i  indotte dalla corrispowdenzcc (n, v )  sulle curve C 
e r hanno i medesimi caratteri di COMESSATTI. 

(10) ROSATI, loc. cit. (1) d), 1 i . O  5. 
(11) G. CASTELNUOVO, Sulle fulzzioni abeliane, Nota IV: Applicazioni alle serie algebriche 

di yruppi sopra una curva [Rendiconti della R. Accademia dei Liiicei, Vol. XXX, serie 5*, 

(~*l)l- 

Amali  di Matematica, Serie 111, Torno XXXI. 
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10 Rosati: Nuove rberche sulle corrispondenze algebriche 

§ 2. ALCUNE PHOPH~ETÀ DELLE OMOGHAFTE DI UNO SPAZIO S,. 

4. Occorre ora premettere alcune osservazioni sulle omografie di uno 
spazio Sv, ctie avranno ne1 seguito frequente applicazione. 

TEOHEMA 1. Se ulz punto P è cotnune a due spazi fondatnentali delle 
omografie A, B di S,, i quali corrispondono alle radici ? e 8 delle rispettive 
equazioni caratteristiche, appartiene pure ad uno spnxio fondauaentnle dell'o- 
tnograficc prodotto A B, dato dalla radice p t) delta sua epazione caratte- 
risticcc ("1. 

Ne1 caso in cui alcuno dei nunieri p, 8 è nullo, la diinostrazione della 
proprietà è iminediata. Invero se è p = O, il punto P, essendo singolare per 
A, deve essere singolare per il prodotto di A per una omografia qualsiasi, 
e yuindi anche per A B ;  se è poi p=I=O, 4 = 0, il punto P, unito per A e 
singolare per B, dovrà essere singolare per A  B. 

Supponiamo ora p e f, entrarnbi diversi da zero e si indichi con I la 
sostituzione identica. Il punto P, essendo singolare per i'omografia A - p 1, 
sarà singolare anche per 

e poichè P è unito per i'oinografia A + p  2 e singolare per B  - 8 1, sarà 
singo1a.t-e per 

Q , = ( A + ~ I ) ( B - O I ) = A B + ~ B - ~ A - ~ ~ ~ I .  

Ma allora P è singolare anche per 

cioè appartiene ad uno spazio fondamentale di A B ,  corrispondente alla 
radice p 8 dell'equazione caratteristica. 

Il teorema si estende poi immediatainente al prodotto di un qualsivoglia 
nuniero di omografie. 

(12) Per la prccisione di questo e degli enunciati che seguono, occorre avvertire che delle 
oinografie che si  cousiderano si intendono fissati i rispettivi moduli. Inoltre con la denomina- 
zione di spazio fondamethtale di un'omografia intendiamo significare non solo uno spazio di 
punti uniti, ma anche uno spazio di punti singolari, corrispondente ci06 alla radice zero 
dell'equazione caratteristica. 
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5. TEOREMA I I .  8 e  ~ t n  punfo P k eontenufo in wno spa.eio fmdanzentaEe 
di  un'omografia A, corrispondente ixna ra&ce @ detl'equasione carafhisticcs, 
appartiene pwre ad mo spazicr fondamenfale dell'onvografia f (A) ,  funzione 
razionale infera di A, corrispoizdente (&a radice f (6) della sua equazione 
cara€teristica. 

Ammesso infatti clie sia 

si dovrà avere 

Allora, poichi? per l'omografia identica a, I il punto P è unito e corri- 
sponde alla radice a, dell'equazione caratteristica, e per l'oiiiografia A - si I 
(i = 1,8,. . . m) è un punto di uno spazio fondamen tale corrispondente alla 
radice 0 - si, in forza del Teor. 1 dovrà appartenere ad uno spazio fonda- 
mentale di f ( A ) ,  corrispondente alla radice a, (8 --s,) (8 -5 , ) .  .-  (Q -s,) = f (8) 
della sua equazione caratteristica. 

OSSERVAZIONE 1. Ragicrnarrdo sulle omogrüfie inverse operanti sugli 
iperpiani, le cui sostituzioni sono le trasposte di' quelle delle omografie 
considerate, si giunge alle proprietà co~relative ~iguardanti  iperpiani appar- 
tenenti a s telle fundamentali. 

OSSEHVAZ~ONE II. Da1 Teor. I[ si deduce che ogni spazio foridamentale 
di A o coincide o è contenuto in uao spazio fondamentale di f (A) .  Se 
dunque A è un'omografia generale, se cioè i suoi spazi foridamentali.appar- 
tengono ad Sv, anche B = f ( A )  sarà generale, ed ogni suo spazio foiidü- 
mentale O coincide con uno di A, o congiunge piùspazi folidamentali di A. 
Si ha ora inversamente: 

~ ' B ~ R E M A  111. Se ogni spazio fondamentale di ~n'omografia genercsEe A 
O coincide O è conbe~tztto in wno di B, I'maografia B è f~r~xéolze raziotaale di A. 

Infatti, essendo k il numero degli spazi fandamentab di A, l'equazione 
minima ( l a )  di A, avendo per radici semplici tutte e sole quelle della spia 
equazione caratteristica, sarà d i  grado k, e percib le omopafie 1, A, A2,. . . Ak-' 
sono linearmente indipendenti mentre le potenze successive A", AL+', . . . di- 

(13) C. ROSATI, loc. cit. (1) b). 
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18 Rosati: Nuove ricerche sdle corrispondense algebriche 

pendono linearmente da quelle. Ne segue che le omografie funzioni razionali 
di A costituiscono un sistema lineare oo"'. 

D'altra parte, scrivendo il modulo di A sotto forma canonica e facendo 
variare con continuità i k parametri in esso contenuti, si ottengono i moduli 
delle omografie i cui spazi fondamentali coincidono O contengono quelli di 
A. E dunque quest'ul time omogralie costituiscono pure un sistema lineare CO"'. 

Poichè, in virtù della precedente osservazione, ogni omografia del primo 
sistema lineare è contenuta in questo, si deduce che i due sistemi coincidono 
e percib B è funzione razionale di A. 

COROLLAHIO. Due omografie generali A, B con gli stessi spazi fondamen- 
tali sono funsioni razionali l'una dell'altra. 

6. Si considerino sulla curva C due corrispotidenze T, T-', I'una in- 
versa dell'altra, ed ammettiamo che T-' sia funzione razionale di T; sussista 
cioè la relazione 

1 T-' f (T), (1) 

in cui 1 è un intero positivo ed f indica un polinomio a coeficienti interi. Se 
n è il grado dell'equazione minima di T, il grado di f pub ridursi r n - 1; 
allora se, corne è lecito supporre, nessun divisore di 1 divide tutti i coefi- 
cienti del polinomio f ,  l'inter0 Z e i coefficienti stessi saranno dalla T indi- 
viduati. Invero, se oltre alla (1) si avesse anche 

1' T-1 f l  (Y), 
dovrà essere 

1' f ( T )  - 1 f ,  (T) r O. 

E indicando con a, a'i i coefflcienti in f f ,  della dessa potenza di T, si 
avrebbe 1' a, = 1 a'; ci = 1,8, . . . , n);  da cui dividendo per il M. C. D. 8 di 
1 1 ' ( 1 =  8 1, 1' = 8 hl), si ottiene h' a, = A a',. 11 numero 1' (divisore di 1') deve 
quindi dividere tutti i coefficienti a',, e h (divisore :di 1 )  tutti i coefficienti a , ;  

. \ ne segue dunque h = A'= 1, cioe 1 = 1' e ai = a';. 
È poi chiaro che, insieine alla (1) si ha pure i'altra relazione 

cioè il legame che abbiatno supposto sussistere fra T e T-' è sinimetrico. 
Siano ora n, n' le omografie del10 spazio S,,-, immagini di T e di T-'; 
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n e nf dovranno possedere gli stessi spazi e le stesse stelle fondamentali 
(no 5, Teor. II). Indicliiamo *con 8,-, x,-, uiio spazio fondamentale e la 
stella coniugzta comuni ad n n', e siano 4 p le radici corrispondenti delle 
rispettive equazioni cüratteristiche. 

Le omogratie n + n', n - n' sono funzioni razionali di n; dunque 
S,-l x,-l coincideranno O saranno contenuti in spazi e stelle fondamentali 
di quest'ultime, associati alle radici F) +p, 0 - p delle rispettive equazioni 
caratteristiche. Ma le radici dell'equazione caratteristica di n + nt, immagine 
della corrispondenza simmetrica T + T-', sono tutte reali, e quelle dell'e- 
quazione caratteristica di n - nt, iinmagine della corrispondenza emisimme- 
trica T- T-' sono, all'infuori di una eventuale radice nulla, imrnaginarie 
pure (14). Segue di qui p = O,, essendo 8, il numero inmaginario coniugato 
di b. Le radici delle equazioni caratteristiche di n, n', associate al10 stesso 
spazio e alla stessa stella fondamentali, sono dunque immaginarie cooiugate. 

D'altra parte, indicando A il sistema nullo fondamentale della curva 
C, ed Q-' l'omogratia, inversa di n, operante sugli iperpiarii, fra n n' sus- 
siste, com'è noto ('", la relazione 

e questa dice che gli spazi e le stelle fondamentali di n vengoiio da A 

trasformati nelle stelle e negli spazi fondainentali di a', essendo corrispoti- 
denti in d uno spazio (O una stella) di n e una stella (O ut10 spazio) di 
n' associati alla medesima radice delle rispettive equazioni caratteristiche. 
Denotando allora con SO,-, Xoq-, 10 spazio e la stella fondamentali di n as- 
sociati alla radice 9, (i quali coincideranno con &,-, x,-, quando 9 è reale), 
da questa e dalla precedente osservazione si deduce clie il sistema nullo A 
trasforma SO,._, Ku1 rispettivainente in &-, 8,-,. 

La propriet,à ora diinostrata, ore si ititrocluca il cotriugio IC di S+, , 
pub enunciarsi semplicemente cosi: 

S e  una  corrispondenza 7' è funziotze rasionale della sua inversa, l'orno- 
grafia R imrnagine d i  T gode delle proprietà che ogni stco spazio folzdnlneu~ 

(14) C. ROSATI, loc. cit. (1) b). 
(l5) C. ROSATI, loc. cit. (1) a), 11.' 7. 
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tale è trasforrnato nella stella coîbizcgata .dnll'antirecipro~ita K A ,  prodotto del 
coniugio per il sisterna nul10 fondamentale. 

7. 11 precedente risultato pu6 facilirietite invertirsi. Supponiamo in- 
fatti clie 'nell'omografia n iminagiiie di una corrispondenza T ogni spazio 
fondamentale venga trasformato nella stella coniugata dall'antireciprocità K A .  
Essendo a reale, 1- muterà ogni spazio O stella fondamentali di n in uno 
spazio e in una stella pure fondamentali; dunque A trasformerà ogni spazio 
O stella fondamentali di n in una stella e in uno spazio pure fondamentali; 
da ci& tenendo presente la (8), si deduce che n, n' hanno comuni gli spazi 
e le stelle fondamentali. Ed allora, in virtù delI'osservazione in fine al no 5 
si potrà concludere che n, n' e quindi T, T-' sono l'una funzione razionale 
dell'al.tra, quando si provi che a è un'omografia generale, che cioè ogni 
suo spazio fondamentale è indipendente da1 sostegno della stella coniugata. 
Ora è facile giustificare quest'ultima affermazione. 

Invero, siano 8,-, 2,-, 10 spazio e la stella fondamentali di n associati 
alla radice 6. Supposto 0 reale, q dovrà essere pari (q =. 2 q'), e tanto 8,-, 
come il sostegno di z,-, saranno due spazi reali, R,,,-,, R ,,,-, ,,-, incidenti 
ad a a,; e poichè R,,,-,, R,,,-,,,-, sono, per l'ipotesi fatta, polari l'uno del- 
l'altro rispetto a A, dovranno essere indipendenti (''). Se poi 8 è complesso, 
si considerino, insieme ad 8,-, x,-, , Io spazio e la stella fondamentali S",_, 
IoQ,-,, immaginari coniugati dei precedenti, associati alla radiee O,. 

Se 10 spazio 8,-, avesse comune col sostegno S,,-,-, della stella coniu- 
gata un Sc-, ( 1  >O), Io spazio Si-, avrebbe comune un 8;-, col sostegno 
S&-,-, della stella coniugata. Ed allora, tenuto conto che S,,-,-, contiene 
8;-, ed S: ,,-,-, contiene S ,_,, 10 spazio reale R ,,-,, congiungente 8,-, 8,"-,, 
e 10 spazio reale R ,,,-, j - l ,  intersezione di S ,,-,.-, S&-,-,, avrebbero comune 
10 spazio reale h!,,-, che congiunge 8,-, con 8:-,; e eib è assurdo, perchè, 
come è subito visto, R,,-, R ,(,-,,-, sono incidenti ad a a, e polari l'uno del- 
l'altro rispetto a A. Abhiamo dunque: 

Se nell'ornogrçcfia 0 irnmngine di ana eorrispondensa T ogni spazio 
fondamentale è trnsforrnato nelia stella coniugata dnll'ccntireciprocità KA,  !2 
è zcn'omografin generale e la corrispondensa T è funsione rasionale della 
sua ,inversa. 

(16) C. ROSATI, loc. cit. (7). 
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S. 1 risultati precedenti assumono forma più espressiva., quando si 
prendano in considerazione le valenze della corrispondenza. 

È noto che due corrispondenze T, T-' l'una inversa dell'altra hanno va- 
lenm iiiimaginarie coniugate, e che una valenza di T e  la immaginaria con- 
iugata di T:', pur avendo .la stessa dimensione, sono in generale a.ssociate 
a sistemi distinti d'integrali di la specie. Orl-iene, si pu6 ora dimostrare Che: 

Condisione mwessaria e sufficiente perchè ana corrispondensa T sia fun- 
ziawe razionnle della sua inversa T-', è che ciascuna valewza di T e la ini- 
maginaria coniugata di T-' siano associate al20 stesso sistema d'iuteyrali di 
la specie. 

Ma per proc,~dere con cliiarezza, sarà bene anzitutto ricliiainare alcune 
proprietà riguardanti la nozione di valenza. 

Ricordiamo percib che le valenze di  T, cambiate d i  segno, sono le ra- 
dici dell'equaziorie caratteristica di a, cui corrispoi~doiio spazi fonclanientali 
O contenuti O appoggiati ad a,: precisamente se 8,-, x,-, sono 10 spazio e 
la stella fondamentali associati alla radice 8, ed 8,-, ha coinune con a ,  un 
8,-, ( 2  > O) e quindi &_, ha cornu rie con la stella (a) una stella El-, , il iiu- 
mero - 9 è una valenza di T di diniensione 1, e r,-, è l'iminagine del si- 
stema d'integrali ad essa associato. Sappiamo inoltre che trasformando s,-, 
mediante l'antireciprocità K A ,  si ottiene una stella Ç',-,, contenuta nella 
stella (a), la quale è iinmagine del sistema d'integrali associato alla valenza 
- O, di T-' ("). 

Ci6 preinesso, la necessità della condizione espressa ne1 precedente enuti- 
ciato risulta immediata, perchè se T è funzione razionale di T-', nelle omo- 
grafie n, n1 inimagiiii di T e di T-' coincidono gli spazi e le stelle fonda- 
nientali associati a radici imniaginarie coniugate delle rispettive equazioni 
caratteristiche. 

Per diinostrare la sufficienza della condizione medesima, basterà far ve- 
dere che, supposta soddisfatta, nell'omografia n ininiagine di T ogtii spazio 
fondanientale vien mutato dall'antireciprocità K A  nella stella coniugata. Siano 
dunque 8,-, x,-., 10 spazio e la stella fondanientali di n associati alla ra- 
dice 8. Se s,-, è contenuto in a, e quindi z,-, nella stella (a), la proprietà 
è conseguenza immediata dell'ipotesi. Se 8,-, è contenuto in a e yuindi x,-, 
nella stella (a,), si considerino 10 spazio Si-, e la. stella x-, associati alla 
radice O,. Per l'ipotesi, K d  trasforma. Si-, in y:-, ; dunque inuterà anche 

(17) C. ROSATI, loc. cit. (1) c). 
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aq- I i n  xq-, . Ammettiamo infine clie S,-, congiunga un Sm-, di a con un 
Sm-, di cc,, e quindi x,-, congiunga una stella 1,-, appartenente ad (a) con 
un;i stella Lm-, appartenente ad (a,). L'antireciprocità K A  trasforma ora 8,-, 
in z,-,; se dunque 0 è reale, e quindi m = n ,  poichè Sm-, E,-, sono imma- 
ginari coniugati di 8,-, Ç,-,, K A  trasformerà pure Sm-, in xm-l e quindi 
8,-, in x,-,. Se poi 0 è complesso, si considerino 10 spazio Si-, e la stella 
x i - 1  associati alla radice 8,: Si-, si appoggia ad a, nell'SL-, inimaginario 
coniugato di Sm-, , e x-, ha  comune con la stella ( a )  la stella Tm-, inma- 
ginaria coniugata di x,-, , e K A  trasformerà S L ,  in x;-, . Ma allora KA 
niuterà ancora Sm-, in x,-, e quiiidi 8,-, in Z,-, . La proprietà è dunque 
dimostrata. 

OSSERVAZIONE. Quali sono le corrispondenze clie dipendono linearmente 
dalle loro inverse? Se T è una tale corrispondenza, si avrà 1 T-'  & a  T+ b I 
e quindi 1 T r  a T-' + b 1, da cui, sornmando, si deduce ( a  - 1 )  ( T  + T-') + 
+ 52 b I r  O. Ed allora O sarà a = 1, b = O  e quindi T G  T-',  ovvero dovrà 
9 b essere divisibile per a - 2 e quindi T+ T-' r lc 1. Dunque : 

Le corrispondenze dipendenti linearmente dalle loro inverse sono b corri- 
spondenze simmetriche e quelle che aggiunte a lb  loro inverse danno origine a 
corrispondenze a aabwa (18) (in particolare le emasinznzetriche). 

9. Due corrispondenze S, T della curva C si dicono permzctccbili yuando i 
prodo tti S T, T S  sono corrispondenze equi valenti, cioè quando S T - T S 0. 

Se due corrispondenze sono permutabili, saranno permutabili le sosti- 
tuzioni lineari associate e quindi le omografie immagini. Ma si pub inver- 
samente provare c11e se le omogratie immagini di S, T sono permutabili, 
anche le corrispondenze sono permutatdi. In al tri termini, se i prodotti 
S T, T S  sono dipendenti, sono addirittura equivalenti. Invero se rr, n' sono 
le sostituzioni 1inea.t-i associa te ad S, T, avendosi dall'ipotesi A n' = y. R ' n, 

(1%) Le corrispoiidenze iiidipendeiiti soddisfacenti a questa condizione sono in nuinero 
di p, + 1 ,  indicando p, il nuinero base delle corrispoiideiize einisimmetriche. Cfr. C. ROSATI, 
Sulle corrispondeeze alyebviche fva i puuti di una curva alyebrica [Rendicoiiti della R. Ac- 
cademia dei Lincei, vol. XXII, serie 5*, (L910)], Nota II, 11. 11. 
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si deduce che le equazioni caratteristiche delle sostituzioni lineari n n', n'n 
hanno le radici proporzionali. Ma, per un noto teorema ('y, i determinanti 
clie costituiscono i moduli di tali sostituzioni hanno uguali le somme dei 
minori principali del10 stesso ordine; ne segue che le radici suddette sono 
addirittura uguali, e quindi è X = p. 

Si abbiano sulla curva C due corrispondenze S, T soddisfacenti a.lla 
condizione T S _ k  1, in cui k è un intero non nullo. Le corrispondenze 
5, T saranno allora non speciali; inoltre dovrà pure essere S  T E  k 1, perchè 
le omografie immagini, l'una inversa dell'altra. sono permutabili. Due cor- 
rispondenze nelle condizioni suddette si dicono complementari. 

Di una corrispondenza non speciale T esistono infinite complementiiri, 
ma è facile provare che queste sono tra loro due a due dipendenti. Invero 
dalle due relazioni 

T S =  k I ,  T S ' = k l I  
si deduce 

T ( k ' S - k S f ) r O .  

E poichè l'omografia immagine di T é non singolare, k' S  - k S' avi% 
per immagine l'omografia nulla, cioè 

Dimostriamo ora la proprietà: 
Due corrispondenze complementari sono funzioni raaionali l'una dell'altra. 
Sia infatti 

Y + a ,  T"-'+. . + - a , - , T + a , I r O  (3) 

l'equazione minima di T, nella quale, supponendosi T non speciale, sarà 
a,,=(-O. Poichè la ( 3 )  pub mettersi sotto la forma 

T  (Y-' $- a, Te-' $, . - + a ,,-, 1) G - a,, I, 

si deduce che la 'corrispondenza 

è complementare di T: ed ogni corrispondenza complementare di T, dovendo 
dipendere da S,  sarà funzione razionale di T. 

(19) Cfr. ad es. E .  PASCAL,  u 1 determinanti. . . » Manuale Hoepli, 1897, pag. 69. 

AnnaEi d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXXI. 3 
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Si pub inoltre osservare che se  T è simmetrica, la 8, come combina- 
zione lineare di più corrispondenze simmetriche, B pure simmetrica. Se in- 
vece 3" è emisimmetrica, la (3) avendo radici tutte immaginarie pure e nes- 
suna nulla, conterrà soltanto potenze pari di T, e nell'espressione (4) della 
S saranno contenute soltanto potenze dispari. La S è allora combinazione 
lineare di più corrispondenze emisimmetriche, e quindi è emisimmetrica. 
Dunque : 

Ogni corrispon&nm comple~nentm di  u w  corrispoa?denza siwnetrica O 

emisimwtrica è pure sitnmetrica O ocmisiloenwtrim. 

10. Una corrispondenza non speeiale T che sia cornpleinentare della 
sua inversa, cioè tale che si abbia 

T-' T E  k 1, 

si dirà una corrispondenza Herrnitiana; e l'inter0 k che, come si è visto al 
ri.' 3, deve essere positivo, si dira l'ordine della corrispondenza Hermitiana. 
Se n, v sono gl'indici di T e di TF', ed S, S' sono le corrispondenze laterali 
della corrispondenza data (m, v), cioè le corrispondenze simmetriche in cui 
sono ornologhi due punti appartenenti rispettivamente al10 stesso gruppo 
delle serie y', y I  indotte su C da T e da T-', dalle relazioni 

si deduce che le corrispondenze Hermitiane sono quelle che hanno le cor- 
rispondenze laterali dotate di ordinaria valenza. Se dunque la curva è priva 
di corrispondenze simmetriche singolari, ogni corrispondenza è necessaria- 
mente Hermitiana. 

Una corrispondenza Hermitiana è funzione razionale della sua inversa, 

e se k è il suo ordine, le sue valenze hanno tutte ugual modulo, che è 
Si ha ora inversamente : 

Una corrispondenza T che sia funxione vaziomk della sus inversa e di 
cui le valenze abbian tutte ugual modulo, è Hermitiana. 

[nfatti la T-' T, venendo a possedere, rispetto all'intero sistema d'in- 
tegrali di 1." specie, un'unica valeriza reale - k, uguale al quadrato di detto 
modulo cambiato di segno, avrà per iminagine un'omografia r l  nella quale 
sono uniti tutti gli iperpiani uscenti dagli spazi a a, dei periodi, e quindi 
tutti i punti degli spazi medesimi. Ma poiché l'equazione caratteristica di n, 
per il fatto che la valenza di 8-' T è reale, non pub avere due radici im- 
iilaginarie coriiugate, si conclude che n è l'identità e quindi k è un intero. 
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il. Consideriaino ora iii modo particolare le corrispondenze Herrni- 
tiaiie del 1.O ordine, soddisfacenti cioè d i a  condizione 

Una corrispondenza biunivocâ è maiiifestalnetite Herinitiüna del 1.' ois- 
dine; si pub ora inversainente provare che: 

Daia soprct. m a  cuma C di genem p )  l una corrispondenza Herrnitiana 
del 1" ordine T, in ana delle d ~ e  classi (t T )  è contenuta u w  ed ana sola 
corrispondenza biunivoca. Se C è iprellittica, e solo a l l w ~ ,  in entraaabe le 
classi è contenzctca una tale corrispondenza. 

Se T è, una corrispondenza a valenza (necessariamente uguale a 1 1) la 
proprietà risulta subito osservando che sopra una curva di genese p >  1 le 
sole corrispondenze biunivoche non singolari sono l'identità, che ha la va- 
lenza - 1, e, quando la curw è iperellittica, la corrispondenza di valenza 
+ 1 definita dalla sua g: ("O). 

Quando invece T è singolare, la proprietà inedesima discende da uii noto 
teorema di R. TORELLI ('l), il quale affernia clle avendosi s o p a  C una serie 
algebrica y: di ordine, indice e genere p, priva di  gruppd speciali e non di 
livello costante per alcun itategrak di 1" specie, tzella classe di y: eszste I'itzvo- 
luzione del 1" ordine data dai p ~ n t i  della curva. 

Si consideri infatti nella classe (T) il sistema continuo CioP di corrispon- 
denze aventi il l0 indice =p. Indichiamo ancora con T la corrispondenza 
generica di questo sistenla continuo e sia y; la serie da essa indotta su C. 
Poichè T, soddisfacendo alla (6), è non speciale, la y; non è di livello co- 
stante per alcun integrale di la specie di C. InoItre la è birazionalmente 
identica a C ed ha yuindi il genere p. Infatti non pu6 il gruppo generico 
di  y, corrispondere ad 8 )  1 punti di C, chè, altrimenti, la serie indotta da 

(20) Che sopra una curva di genere p > 1 una corrispondenza biunivoca di valenza - 1 
è necessariamente l'identità pu6 provarsi con le seguenti semplici considerazioni. Ammesso 
che C possegga una corrispondenza biunivoca non identica di valenza - 1, si iiidichi con 
( A N )  una mppia fissa e con (XX') une coppia variabile di punti ornologhi. Si avrà allora 
A' - A = X'- X, e quindi A' + X 2 A + X'. 11 gruppo A' +,X in cui X è variabile ammette 
dunque un gruppo equivaleiite contenente A, a quindi distinto da esso; percib la curva, 
possedendo infinite gé, sarà ellittica O razionale. 

(21) R. TORELLI, Sulle varietà di JACOBI, Nota 1 [Rendieonti della R. Accademia dei 
Liucei, serie 5a, vol. XXIL (1913)l. 
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T-' sarebbe composta con uria involuzione I,, ed ogni integrale di C per 
cui la I, è di livello costante darebbe somma costante nei gruppi di que- 
st'ultirna serie, onde T-' sarebbe speciale. Infine la y;, per il fatto che T è 
stata scelta genericamente ne1 suo sistema continuo, è priva di gruppi .spe- 
ciali; il suo indice coincide percib col difetto di equivalenza ("), il quale è, 
in forza della ( 5 ) ,  uguale a p. Valgono dunque per la y; le ipotesi del teo- 
rema di TORELLI; ne segue allora clle un gruppo G, variabile in y, individua 
su C un punto P' tale che G, + P' varia in una serie lineare. E poichè si 
è supposto T singolare, il punto P' dovrà essere distinto da1 punto P che 
ha nella T il gruppo G, per corrispondente. Se allora si indica con U la 
corrispondenza biunivoca nella quale P ha per omologo P', dovrà essere 
T + UG O e quindi U E  t T, cioè nella classe (+ T) O nella classe (- T) 
esiste la corrispondenza biunivoca U. 

Ed è chiaro che nella stessa classe non pub esser coritenuta un'altra 
corrispondenza biunivoca. Se infatti V fosse una tale corrispondenza, dovrà 
essere U- V r  O, e quindi U V-' - I E  O ;  e si avrebbe su C una corrispon- 
denza biunivoca non identica U V-' di valenza - 2, il che è assurdo, es- 
sendo p > 1 (Vedasi la nota (20)). 

Ne1 caso iperellittico si vede subito che entrambe le classi (k T) con- 
tengono una corrispondenza biunivoca, perchè moltiplicando U per la cor- 
rispondenza definita dalla g: si ottiene una corrispondenza U' residua 
di U (e". 

19. Da1 precedente risultato pu6 dedursi una semplice dimostrazione 
aritrnetica del noto teoreina, secondo il quale una curva di genere p >  1 
non pu6 possedere che un numero finito di corrispondenze biunivoche. 

Abbiamo visto infatti che le corrispondenze Hermitiane del 1 . O  ordine 
sono tutte e sole le corrispondenze non speciali T le quali inducono sulla 
curva serie algebriche aventi uguale a p il difetto di equivalenza. Il numero 

(n) R. TORELL~, Sulle serie semnplicemente é~zfinite di gruppi di punti appartenenti a 
una curua algebrica [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXVII (1934) 1, no 4. 

(23) Pih in generale, se sopra uoa curva di geriere p > l  si  hanno due corrispondenze 
biunivoche U, V fra loro dipendenti, la curva è iperellittica e una corrispondenza si  deduce 
dall'altra rnoltiplicandola per la corrispondenza G definita dalla g$. Se infatti è A Vf p U = 0, 
si avrà A U-1 V +  u I E O; e la corrispondeiiza non ideiitica U-1 V, dipendendo dall'ideiitità, 
sarà dotata di valenza. La curva è dunque iperellittica ed è V =  U G .  
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fra i p m t i  d i  una cuvua algebricn. 2 1 

delle corrispondenze biunivoche possedute da una curva C di genere p > 1 
uguaglia dunque il numero delle corrispondenze soddisfacenti alle condizioni 
suddette O è la metà di questo, secondochè. C è O -  non è iperellittica. Sia 
ora (Tl T2.. . Tp) uiia base tninima per il sistema di corrispondenze esistenti 
sulla curva, ai pi vii indichino rispettivairiente gl'itidici e il grado virtuale di 
Tï e vi, il nuinero delle coppie comuni a T i ,  Tk. Ponendo allora 

ai+. = ai Bk + ab pi - vin. (i, k = 1, 2,. . . , p), 

è iioto ( 2 4 )  che la corrispondenza T r 1, T, t X, T,  + - a - .  + 1, T, induce sulla 
1 1...p 

curva una serie il cui difetto di equiSalenza è - 2 A,'h,oi,. Segue da ci6 
2 ik 

che C possiede corrispondenze biuuivoche quando e soltanto quando l'equa- 
zione 

2 X i X k u i k = 2 ~  (6) 

ammette soluzioni intere, le quali siano associate a corrispondenze non spe- 
ciali; ed il numero di tali soluzioni uguaglia il numero delle corrispondenze 
biunivoche di C O è il doppio di questo, secondochè C è O non è iperellittica. 

Poichè la forma A, X, a,, è ,definita positiva, il numero delle soluzioni 
intere della (6) è finito ("), ed è quindi finito il numero delle corrispondenze 
biunivoche di C. 

(24) C. ROSATI, loc. cit. (Is), no 9. 
(25) Si consideri infatti una polare della quadrica E AiAh o,k= O, i cui vertici 

Pl P, . . . P, siano punti razionali e indichino cl< .  . . c p  le coordiuate intere di fi. Esegueudo 
allora sulle A la sostituzione lineare , 

si otterrà 

.essendo i nurneri pi  interi positivi. Indicando con A il modulo della sostituzione (a), a valori 
Y. interi delle Ai corrispondono per le Xi valori razionali col denominatore A, cioè della forma 2 . 
A 

Ed allora ad una soluzione intera della (6) corrisponde una soluzione intera'della 

Ma quest'ultima, dovendo essere pi  Y? 4 2 p A3 (i = 1, 4, . . . , p), anmette un numero 
finito di soluzioni; dunque è finito anche il numero delle soluzioni della (6). 
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13. Una corrispondenza biunivoca ET di periodo m soddisfa all'equa- 
zione U" - 1 = O ; se dunque + ( U) EZ O è l'equazione minima di U, dovi-à 
essere $ (5) un divisore di zm -- 1 ('7, e le radici di 11 ( z )  = O  saranno radici mm" 
delhnità. 

Preso ora un divisore 6 del periodo &(m = n a), si separina le radici 
di + (2) = O in due gruppi, ponendo ne1 1.' gruppo le radici pl p, . . . p, (r 2 0) 
appartetienti all'esponente 6 O ad un esponerite divisore di 8, ne1 2 . O  gruppo 
le rimanenti radici O, 8,. . . O,. Si indichi con n l'omografia immagine di U,  
con A, A, .'. .A ,  gli spazi fondamentali di n associati alle radici del 1 . O  gruppo, 
con B, B, . . . B, quelli associati alle radici del 8." gruppo, e si consideri la 
corrispondenza 

cioè l'involuzione ciclica I, generata dalla corrispondenza Ua.  
Poichè è manifestamente 

l'omografia f (a)  immagine di f ( U )  sarà singolare ed avrà come 10 spazio 
singolare 10 spazio B congiungente BI B, - . .Ba, e come Pspaz io  singolare 
quel10 A congiungente A, A , .  A,. I due spazi B ed A saranno dunque 
razionali, incidenti ad x a ,  e polari l'uno deli'altro rispetto al sistema nul10 A. 
Se allora B n - 1 ,  B ( p  - x )  - 1 indicano le dimensioni di A e di B, ci6 si- 
gnifica che l'involuzione 1, è di livello costante per un sisterna regolare 
riducihile costituito da p - r integrali di la specie, ed è quindi di genere n. - 

Si osservi d'altra parte che l'Sr-, cornune ad A e ad a, è 10 spazio 
congiungente gli spazi comuni ad a ,  e ad A, A , .  . .A,, e che se Ai lia co- 
mune con a ,  un s,,-~ (mi + l), -pi risuIta una valenza di U della dimen- 
sione mi.  Si ha dunque la proprietà: 

Se U è una corrispondenza bizcnivoca di periodo m e 8 è zcn divisore di tn, 
( m  = n a), la sovnma delle dimensioni delle valenze di U che casnbiate di 
segno danno origine a radici mm@ dell'unita appartenenti all'esponente 8 O a 
utt esponente divisore di a', uguaglia il germe dell'involuzione ciclica I,, ge- 
fierata da Ua. 

Ne segue che l'involuzione I,, sarà razionale. O irrazionale secondochè 

(26) C. ROSATI, loc. cit. (1) b).  
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I'equazione + (8) = 0 non ammette ovvero ammette radici appartenenti al- 
l'esponente 8 O a un esponente divisore di 6. 

In particolare, per 8 = 1 ,  si ha il risultato: 
L'inuolueione cicliea genwada da m a  corrispondenm biuwwoca U é razio- 

m l e  O irrazimzale mcondochè la U non ammette m e r o  ammette la parziale 
mhnza - 1. Nd 2O cas0 la d i ~ e n s i o ~ z e  d i  p e s t a  tuleireaa uguccglia i l  genere 
ddl'iwuoluzione. 

14. Pub una corrispondenza biunivoca U essere simmetrica O emi- 
siinmetrica? Se 0 è simmetrica, dovrà essere U - U-' r O e quindi U L -  IG 0. 
Supposto p > 1, la U', di valenza ordinaria - 1, sar i  l'identità, ed U genera 
un'involuzione del 8O ordine (razionale O irrazionale). Se 17 è emisimmetrica, 
dovrà essere U t  U -' r O ,  e quindi U 8  + 1 - O. La curva è dunque iperel- 
littica e la U" é definiéa dalla sua g;;  inoltre l'equazione minima di U é 
z" 1 = 0, e la U possiede le due valenze + i. Ma allora U', di valenza 
ordinaria - 1, è l'identità, e la U genera una involuzione ciclica del 4 O  or- 
dine razionale. Dunque : 

Le corrispondenxe biunivoche simmetriche sulle curve d i  genere p > 1 sono 
a periodo 8; le corrispotzdenze biunivoche ernisimmetriche non  possoîzo esistere 
che sulle curve iprellittéche, sono a periodo 4, e generano involuzioni raaionali. 

$j 5. LE COHRISPONDENZE COSTITUENTI UN ORDINE. 

PROPHIETA DEGLI OHDINI. 

15. Si consideri sulla curva C aina corrispondenza singolare T e sia 

la sua equazione minima. Facciaino l'ipotesi, alla quale sempre ci atterremo, 
che l'equazione + (2) -0 sia priva di radici multiple. La omografia n iinma- 
gine di T è in ta1 cas0 generale e la T possiede valenze tutte semplici ("). 

L'equazione 4 (8 )  = O pub essere riducibile O irriducibile ne1 campo as- 
soluto di razionalità. Se è. riducibile, e se A (a) è un fattore di # (z), la cor- 

(27) C. ROSATI, loc. cit. (1) b) c). 
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rispondenza A ( T ) ,  funzione razionale di T, avendo per immagine l'omografia 
singolare A (a), è speciale. Supponiamo inversamente che esista una corri- 
spondenza speciale S funzione razionale di T, cioè tale che sia 1 S = f ( T ) .  
Dette p l  pa . . . pt le radici di f ( 2 )  = 0, l'omografia f (fi) = (Q - pl  1) (Q - p ,  1) ... 
. . . (n - p, 1) deve essere singolare, e sarà percib singolare uno alnleno d.ei 
fattori n - p ,  1. L'equazione f ( s )  = O  ha dunque qualche radice comune con 
+ ( 2 )  = O senza essere f ( 2 )  divisibile per $ ( x ) .  Il M .  C .  D. di f ( x )  e $ ( z )  è 
allora un polinomio a coefficienti interi di grado ( n ,  e percib l'equazione 
# ( 2 )  = O è riducibile. Dunque : 

L'equasione minima di una corrispondenxa T è riducibile O irriducibile, 
secondochè esistowo O no, corrispondense speciali funzioni raxionali di T. 

16. Sia p ( z )  = O l'equazione caratteristica di n e supponiamo che 
+ (s)  = 0 sia irriducibile. Poichè 'f ( 2 )  = O  ammette per radici tutte e sole 
quelle di $ ( z )  = 0, dovrà essere 

e quindi Bp = n q. Le radici di g ( 2 )  = O hanno dunque tutte la stessa mol- 
teplicità q, donde segue che gli spazi fondamentali di n hanno tutti la stessa 
diinensione q - 1. Sia S,-, uno di questi spazi e p la radice corrispondente 
dell'equazione caratteristica. Se p è reale, sarà q = 9 q', 1'8,-, è un R,,,L, reale 
incidente agli spazi dei periodi, e - p è una valenza di T della diinensione q'. 
Se p è immaginaria, l'S,-, congiunge un Sm-, contenuto in a con un SB-, 
di a, (nz, n 2 O, .m + n = q) e - p è valenza della dimensione n. Alla radice 
immaginaria coniugata p, corrisponde un Si- ,  congiungente un Si-, di a con 
un SI-i di 'a,, e - p, è valenza della dimensione m. Il nuniero q ha  dunque 
questo significato: esso uguaglia la soinina delle dinîensioni di due valenze 
di T immaginarie coniugate O il doppio della diinensione di una valenza 
reale. 

Quando invece l'equazione minima di T é riducibile e 

+ ( T ) = A , ( T ) .  A , ( T )  . . .  A , ( T ) = O  

è l'equazione stessa decoinposta nei suoi fattori irriducibili, si avrà 

y ( 2 )  = [ A ,  (5)191 [Al ( 4 - j 9 2 .  . [A2 (z)lqz, 

e se 91%; indica il grado di Ai ( 2 )  sa r i  2 p = ml q,  + rn, q, + . - + m, qz .  
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fra i punti d i  u n a  curva algebrica. 95 

A ciascuna radice pi di Ad (a)  = O  è associato uno spazio fondamentale 
di n di dimensione q, -  1, onde q, sarà il doppio della dimensione della 
valenza -pi se p, è reale, O la somma delle diinensioni della valenza - pi e 
della iinmaginaria coniugata, se pi è iinmaginaria. L'omografia singolare Ai (O), 
imrnügine della corrispondenza speciale A, ( T ) ,  ha per Io spazio singolare 
l'Sm,,,-1 congiungente i suddetti spazi fondamentali; esso dovrà dunque essere 
razionale, di diniensione dispari e incidente ad  cc x,. Segue di qui che i 
sistemi d'iiitegrali associati alle valenze - p, appartengono a un sisteina 

1 
regolal-e di - tn,g, integrali riducibili. 

2 
OSSERVAZIONE. Si consideri una corrispondenza speciale S funzione ra- 

zionale di 4 e sia 1 S = f (T). II polinomio f (2 )  dovrk contenere una O più 
volte qualcuno dei fattori irriducibili di + (2). Se si ha ad es. 1 S r  A, ( T )  ki . . 
. . -A , .  (T)kvB (T ) ,  in cui è 1 g r  < l e B ( T )  è una corrispondenza non spe- 
ciale, si vede facilmente che il sistema regolare riducibile per cui è di livello 
costante la S è quel10 che lia per imrnagine la stella d'iperpiani uscenti da 
cc e contenenti gli spazi fondamentali di n associati alle radici dei riina- 
nenti fattori A,+, ( z ) ,  . . . , A, (2). Si deduce di qui clle i sistemi regolari riducibili 
per cui  sono d i  livello costante le corrispondenze speciali funzioni razionali  

d i  T sono in numero d i  8' - 8. 

17. Date sulla curva C m corrispondenze indipendenti T, T, . . . Tm, 
l'insieme delle corrispondenze S clle dipendono linearmente da quelle, cioé 
tali che sia 

l S r 1 ,  T l + &  T,+,--+ii ,T, 

si dice una rete d i  specie m. 
Se T è una corrispondenza qualsiasi di C ed n è il grado della sua 

equa.zione minima, l'insieme delle corrispondenze funzioni razionali di T,  
cioè delle corrispondenze S tali che 

costituisce nianifestamente una rete di specie n. Le corrispondenze di questa 
rete sono due a due permutabili e si riproducono, oltre che per addizione 
e sottrazione, anche per moltiplicazione; in essa sono poi contenute tutte 
le corrispondenze a valenza. A questa rete dareino il nome di o ~ d i n e  e si 
indicherà con O (T); la corrispoiidenza T si dirà yeneratrice deli'ordiiie, ed 

Aitnali di Matematica, Serie IiI, Tonio XXXI. 4 
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n il suo grado. Un ordine si dice riducibile O irriducibile secondochè è ri- 
ducibile o irriducibile l'equazione niinima della corrispondenza generatrice. 

Se una corrispondenza S è funzione razionale di T, L'ordine o (Sj è 
contenuto nell'ordine O (T); due corrispondenze funzioni razionali l'una del- 
l'altra generano 10 stesso ordine. 

Si pub ora dimostrare Che: 
Se l'ordine O ( T )  è irriducibile, ogni ordine O ( S )  in esso contenuto è pure 

irriducibile ed ha per grado un divisore di quel10 di O ( T ) .  
La irriducibilità di o (8) è conseguenza immediata di ci6 clie si è detto 

al no 15. Si osservi ora che, essendo S funzione razionale di T, ogni spazio 
fondamentale dell'omogratia n' irnmagine di S O coincide con uno dell'omo- 
grafia n irnmagine di T, O congiunge più spazi fondamentali di questa. Ma, 
per la irriducibilità delle equazioni minime di T e  di S, n e n' hanno spazi 
fondamentali tutti della stessa dimensione (no 16); ne segue clle gli spazi 
fondamentali di n' congiungono k a k quelli di n. Se dunque n, n' indi- 
cano i gradi di O (T) e di O (S ) ,  sarà rh = k  n'. 

18. Alla ricerca di ulteriori proprietà degli ordini giova preinettere la 
seguente proposizione fondamentale: 

In. ogni rete di speck k  contenuta in un ordine di grado n (k  < n) si pu6 
in infiniti modi scegliere una corrispondenza di cui tutte le corrispondenze della 
rete sono funxioni rasioîzali. 

Nel caso k =  1 la proprietà è evidente, essendo le corrispondenze della 
rete due a due dipendenti. 

Supposto k > 1, si indiclii con T la corrispondenza generatrice dell'or- 
dine, con 4, 4, . . .8, le radici della sua equazione minima e con SPI-1 Sq2-i Sqn-i 
gli spazi fondamentali dell'olnografia n, imma.gine di T, associati a quelle 
radici. Se S ,  8,. . . S, sono k corrispondenze indipendenti della rete consi- 
derata, dovrà aversi 1, S,  G f i  (Tl. Si ponga allora fyJ = f i  (O,.) - f i  (0,)  e si 

n ( n -  1) scrivano le -- 
9 

relazioni lineari 

Queste non sono tutte identità nelle x, chè, altrimenti, si avrebbe 

e tutte le S,, avendo per iminagine l'identità; sarebbero a valenza. 
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Se dunque si interpretano le x, x, . , . a, come coordinate omogenee di 

un 8,- , ,  le ( 7 )  sono le equazioni di m iperpiani (1 L m  5 (n  - l)) di que- 
9 

sto spazio. Si prenda allora in 8,-, un punto raziouale non situato in alcuno 
dei detti iperpiani e siaiio 'h,h,. . . 1, le sue coordinate intere ; dico che la 
corrispondenza 

s ~ F ( T ) = X 1 f l ( T ) + X % f 2 ( T ) + " ' + ' h k f k ( T )  

soddisfa alla cotldiziorie richiesta. Invero, poicliè è 

si vede che per ogni coppia ( r ,  s )  per cui è P (O,) = F (O,) dovrà aversi 

f = fP = . . - = fk' = O.  Cib significa che se due spazi S4+, fonda- 
mentali di n sono contenuti nello stesso spazio fondamentale dell'oniografia 
immagine di S, sono contenuti anche nello stesso spazio fondamentale delle 
omografie immagini di S, 8,. . . 8,; e dunque l'omografia immagine di S ha 
gli spazi fondamentali contenuti O coincidenti con quelli delle omografie ini- 
magini di S ,  S, . . . S a .  Le corrispondenze S,  8 , .  . . S, sono dunque funzioni 
razionali di S, e quipdi ogni corrispondenza della rete è funzione razionale 
di S. 

19. Da1 teorema dimostrato discendono varie riotevoli conseguenze : 
a) Le corrispondense simmetriche contende in w n  ordine O ( T )  costitui- 

scono un ordine. 
Poichè le corrispondenze a valenza sono contenute in qualsiasi ordine, 

è chiaro che ogni ordine contierie sempre corrispondenze siinmetriche; é sic- 
come ogni cbmbinazione lineare di più corrispondenze simmetriche è pure 
una corrispondenza simmetrica, si deduce intanto che le corrispondenze sim- 
metriche deli'ordine O (Tj formano una rete Z. Per il teorema precedente pub 
scegliersi in Z una corrispondenza H tale che le corrispondenze di Z sono 
tutte funzioni razionali di H ;  la rete è dunque contenuta nell'ordine O (H). 
Ma poichè ogni funzione razionale di una corrispondenza simmetrica H è 
pure simmetrica e l'ordine O (H) è contenuto in O ( T ) ,  si deduce che o (H) è 
format0 da corrispondenze simmetriche di O ( T ) ,  cioè O ( H )  è contenuto in z. 
Ne segue che la rete coincide con l'ordine O (H). 

Se dunque l'ordine O (T) è irriducibile, dovrà essere il grado di O (H) un 
divisore del grado di O (T). Da1 che segue il corollario: 
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Un ordine irriduoibile Che ha per grado un numero primo O è tutto di 
corrispondenze simmetriche, O le corrispondenze simmetriche contende im esso 
sono a valenza. 

b) Le corrispondenze cosnuni a due ordilai costituisoono un ordiue. 
Poichè un ordine è una rete, è chiaro che le corrispondenze comuni a 

due ordini formano una rete. Indichiamo con la rete delle corrispondenze 
comuni agli ordini O (T) O (T,), e in essa si scelga una corrispondenza H 
tale che tutte le corrispondenze di Z siano funzioni razioriali di H. La rete 

è contenuta in O (H), ma O (H) è contenuto in O (T) e in O (Tl) e quindi 
in x; dunque Z ed O (H) coincidono. 

80. Siano O (T)  O (T-') gli ordini generati da due corrispondenze l'una 
iiiversa dell'altra e si indichi con O (T, T-') l'ordine costituito dalle corri- 
spondenze comuni. Se le corrispondenze T, T-' sono l'una funzione razio- 
nale dell'altra, si lia O (T) = O (T-') = O (T, Y ' ) .  In ogni caso O (T) e O (T-') 
sono biunivocamente riferiti, essendo oinologhe due loro corrispondenze in- 
versa l'una dell'altra, e in questo riferimento O (T, T-') corrispoiide a se 
stesso; O (T, T-') contiene cioè l'inversa di ogni sua corrispondenza. Si pub 
inoltre provare çhe oyni corrispotzdermx di O (T, TT-') è funsione razionale 
della sua inversa 

Si considerino infatti due corrispondenze S S-', l'una inversa dell'altra, 
di O (T, T-'); siano r r1 le omografie immagini di queste corrispondenze e 
indichiamo con Sq,-, Sq,-, . . . S,,,-, gli spazi fondamentali dell'oiiiografia n im- 
magine di T associati alle radici O, 8, . . . 8, della sua equazione minima. Sup- 
posto 1 S = f (T), 1'8-1 = y (T), 10 spazio Sq,-1 è contenuto in due spazi 

1 1 fondamentali di r r', associati alle radici - f (O,), p (O,) delle rispettive 
1 1 

equazioni caratteristiche ( n . ~  5); ed è anche contenuto in due spazi fonda- 
mentali delle omografie r + rl ,  r - r1 corrisponderiti alle radici 

Ma esséndo r + r1 immagine della corrispondenza siirimetrica S + S-', e 
r - r1 immagine della corrispondenza emisimmetrica S - S-', queste ultiine 
radici dovranno risultare l'una reale, l'altra iminaginaria pura; donde segue 

1 1 
che f (O;), y (8') sono numeri immaginari coniugati. Si deduce di qui 
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che se a r' sono due spazi fondamentali di r r' associati a radici inimaginarie 
coniugate delle rispettive equazioni caratteristiclie, ogni spazio fondamentale 
di n contenuto in u è anche contenuto in a' e viceversa. E poichè gli spazi 
fondamentali di n contenuti in a e in a' appartengono a questi spazi, dovi.2 
essere u = a'. Ma allora r r' hanno comuni gli spazi fondanleiitüli e percib 
S ed S-' sono Tuna funzioue razionale dell'altra. 

È chiaro inversamente clle se una corrispondenza S di O (T) è funzione 
razionale di S-', sarà anche funzione razionale di T-' ed appartiene cpindi 
ad O (T, T-'). L'ordine O (T, T-') contiene dunque tutte e sole le corrispoii- 
denze di O (2') funzioni razionaIi delle loro inverse. 

COROLLAHIO. In particolare, se T è funzione razionale di T-', si ha :  
Se un ordine O (T) coincide col swo iwuerso, ogni ordine cowtemto in O ( T )  

coiizcide pure col suo inuerso. 

81. Nella rappresentazione geometrica, che abbiamo data altrove ("1, 
nella quale le corrispondenze della curva C sono rappresentate dai punti 
razionali di uno spazio lineare L, i due ordini O (T) O (T-') hanno per iinina- 
gine due Sn-, corrispondenti nell'onîografia involutoria I che ha per spazi 
di punti uniti YS,,-, e YS&-, iinrnagini delle reti delle corrispondenze sini- 
metriche ed emisimmetriclie di C. 

L'ordine O (T, T-') è rappresentato dallo spazio Sm-,, trasfornîato in sè 
da I, intersezione dei suddetti Sa-,. In Sm-, è contenuto il punto di SPI-, 
immagine delle corrispondenze a valenza. Se dunque Sm-, non è tutto con- 
tenuto in Spi-, , dovrà congiungere un Sv,-, di S ,,-, con un S ,,-, di 8%-,, e 
sarà m = v, + v,. Segue di qui la condizione perchè i due ordiiii O (T) O (T-') 
coincidano ; occorre e basta, perchè ci6 avvenga, che sia n = v ,  + v,. Dunque : 

Condizione necessaria e safficiente perchè m a  corrispondema T , sia finn- 
zione razionale della sua inversa, è che il grado del17equazione mini,tna di T 
uguagli b somma dei nurneri delle corrispondenze simn~etriclze ed emisiszme- 
triche indipendenti che sono ficnxioni raxionali di T. 

88. Vogliamo ora stabilire alcune proprietà di un ordine O (T) coinci- 
dente con I'inverso, nell'ipolesi che O (T) sia irriducibile. 

Sia S una corrispondenza di O (T) la quale possegga una vale~iza reale. 
La S-', che è funzione razionale di S ,  avrà la stessa valenza associata al 

(2s) C, ROSATI, ioc. cit. (18). 
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medesilno sisterna d'integrali di 1.& specie, e la S - S-' avrà una valenza 
nulla. Ma poichè S - S-' è pure contenuta in O (T) e l'ordirie O (T) è irri- 
ducibile, dovrà essere (n.' 10) S- S-' -0, cioè la S è una corrispondenza 
sinirnetrica. 

In modo analogo si dimostra che se una corrispondenza S di o ( T )  
amrnette una valenza immaginaria pura, la S è e~iiisiinmetrica. 

lnfine si ammetta che in O (T) sia contenuta una corrispondenza S, di 
cui una valenza abbia per rnodulo \/% essendo k un intero positivo. La S-' S 
possiede allora la valenza intera - k, cioè S-' S  - k 1, contenuta in O (T), 
ha una valenza nulla. Ne segue che S-' S G k 1, cioè la S è una corrispon- 
denza Herinitiana. Si ha dunque: 

In un ordine irriducibile O (T) coincidente con 2' inverso ogni corrispon- 
denza che ha %na ualenza reale è sinzmetrica, una corrispondenza che ha una 
valenza iszmaginaria pura è emisinzmetrica, una corrispondenza di cui ana 
ualejwa ha per rnodzclo fi, con k intero, è Herrnitima. 

Abbiamo visto ne1 n.Qrecedente che un ordine O (T) del grado n coin- 
cidente coi1 l'inverso, se non è tutto di corrispondenze sinmetriche, con- 
tiene due reti indipendenti 2 ,  r, di specie v ,  v , ,  una di corrispondenze sim. 
metriche, l'altra di emisimmetriche ed è n = v, + v , .  Poichè la rete X, è un 
ordirie, se O (T) è irriducibile, dovrà essere v, un divisore di n (na0 17) e 
quindi anche di v,. 

Si scelga ora in z, uria corrispondenza K di cui tutte le corrispondenze 
di x, siano funzioni razionali, e si consideri l'ordine O (K). 

Essendo K una corrispondenza non speciale, la sua equazione iiiiriima 
ammette radici tutte iinrnaginarie pure e newuna di esse è nulla; il grado 
di O (K) sarà dunque un numero pari t h. Se ora S è una corrispondenza 
di O (10, sarà 

di qui ,  ricordando che una potenza di I< è simlnetrica O etnisitninetrica se- 
condocliè l'esponente è pari O dispari, si deduce 

e dalle (8) (9), sommando e sottraendo, si ottiene 
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Se ora aminettiamo che S sia simmetrica (S - S-' O) ovvero einisim- 
metrica ( S  + S-' G O), dovrà essere ne1 1.0 caso a, = a, = . - = a ,,-, = 0, e 
ne1 52.0 caso a, = a, = . - . = a,,-, = O. Cib significa che nell'ordine O (K) le 
corrispondenze siinmetriche ed emisimmetriche costituiscono due reti di 
specie h. Ma poichè O (K) è contenuto in O (T) le due reti saranno contenute 
rispettivainente in 2, 2, ; si avrà dunque h 5 v, h r v,. Ma per il modo con 
cui è stata scelta K, è 2, la rete delle cori.ispondenze enîisimmetriche di O (K), 
e percib h = v,. Ma allora è v, 5 v, ed essendo v, un divisore di v9 , dovrà 
infine. aversi v, = v,. Si ottiene dunque il notevole risultato: 

In un ordine irriducibile O ( T )  coincidente con l'inversa, se nota è tutto di 
corrispondenze simmetriche, i l  nurnero delle corrispondenze siuemetric7ze indi- 
pendenti uguaglia quello delle emisimnzetriche. Inoltre come generatrice del2'or- 
dine pu13 scegliersi una corrispondenza emisimnzetrica K e le corrispondenze 
sim+lzetriche ed emisimmetriche dell'ordine sono date da funzioni ra~ionali con- 
tenenti soltanto potenze pari O dispari di K. 

Gli ordini irriducibili coincidenti coi loro inversi sono dunque quelli 
che ammettono coine generatrice O una corrispondenza sinirnetrica O uria 
emisirnmetrica. 

a )  Le corrispoiidenze sirnmetriche della curva C 

e i sistemi algebrici contennti in Vp. 

523. Si consideri la varietà di JACOBI relativa alla curva C, cioè la 
varietà algebrica a p dimensioni Tr, i cui punti corrispondono biunivoca- 
mente senza eccezione alle serie lineari g, di ordine p di C. Fissato sulla 
riemanniana di C un sistema di retrosezioni, si indichino con j ,  (<), j, (c), . . . j, ([) 
i valori ne1 punto generico di C dei p integrali normali di 1" specie re- 

("8) Cfr. la Metnoria di G. CASTELNUOVO: Sulle funzioni abeliane [Rendicoiiti della 
H. Accadeinia dei Lincei, vol. XXX, serie 5a (IMI)], Nota 111: Le varietà di JACOBI. 
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lativi al  detto sistema e sia 

1 O . . . O  T Tlp 

O l . . . O  7, ,... F,, 

la tabella dei loro periodi. La V, si pub allora rappresentare ugunglia d o  
le coordinate cartesiane di un piitlto di S,,, a p + 1 funzioni abeliane in- 
dipendenti dei p parametri 

con la matrice (10) dei periodi. 
In Vp esiste un sistema algebrico oop, ( @  1, di varietà a p - 1 dirneii- 

sioni, ciascuna delle quali si ottiene annullando una funzione 9 del 1" ordine 
a caratteristiclle nulle delle p variabili u, a,. . . up. I punti di una varietà @ 

rappresentano le gp contenute in una g,;::. Alle g&: aventi un punto fisso 
corrispondono varietà @ (speciali) costituenti un sistema ool di grado 1 e 
di indice p, birazionalmente identico a C. Le varietà @ speciali contengono' 
poi tutte la Wp-, rappresentante l'insierne delle g, speciali di C. Ogni altra 
varietà algebrica a p - 1 dimensioni @ di Vp, se non è contenuta ne1 sistema 
( @ ) O in un suo multiplo, si ottiene annullando una funzione intermediaria 
cp. Ad ogni funzione intermediaria è associato un determinante gobbo sim- 
inetrico di ordine B p costituito da interi m,, (interi caratteristici di  y) e 
quindi una forma bilineare alternata 

Le condizioni cui devono soddisfare gli interi m, perchè siano caratte- 
ristici di un sisteina di funzioni intermediarie di Vp sono state stabilite re- 
centemente per via diversa da LEFSCHETZ (89) e da CASTELNUOVO ('O); ne1 

(''9 S. LEFSCHDTZ, Sur le théovèwte d'existence des fovbctions abeliemtes [Rendicoiiti della 
R. Accademia dei Liiicei, vol. XXX, serie 5a (1981)1. 

(a) G. C~STELNUOVO, Sulle furbzioni abeliane; Nota 1: Le :fulzzioni it~tevmediavie [Ren- 
dicoiiti della R. Accademia dei Liiicei, vol. XXX, serie sa (1981)l. 
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casa 1 m, 1 = ' = O  esse si esprimono dicendo che la forma 

reciproca della (11) si annulla sostituerido in luogo delle i ri gli elementi 
di due righe qualsiansi della tnatrice (10) e conserva seinpre segrio positivo 
quarido in luogo delle E n si pongano le parti reali e i coefficienti dell'unità 
iininaginaria dei periodi di unrt qualsiasi coinbinazione lineare di u, u, . . . zc,. 

Nella nostra rappresentazione geometrica ("1 la detta condizione equi- 
vale all'altra che il sistema nullo definito annullando la primitiva forma 
xwi, $,yk trasforma in sè 10 spazio z e la fortna stessa conserva segtlo co- 
stante positivo sostituendo alle x, y le parti reali e i coefficienti dell'imma- 
gin&io i delle coordinate di un punto variabile in a ("1). Dunque x è un 
sistema nullo rieinanniano principale ne1 setiso che è stato definito al no 1, 
ed è quindi immagine di una corrispondenza simmetrica S (e delle infinite 
altre ad essa eyuivalenti O residue) le cui valenze hanno tutte ugual segno. 

Se poi il determinante 1 rn, 1 è nul10 e di caratteristica 9 p, la funzione 
y ,  con una opportuna sostituzione unitnodulare sui periodi e una conve- 
nierite trasforinazione lineare dei parametri, pub ridursi a contenere soltanto 
g variabili U, U ,  . . UT:,, le quali costituiscono su Vp un sistema regolare 

(51) Essa differisce da quella di  SCORZA in ci6: che per noi Io 'spazio a dei periodi, 
anzichè essere quello congiungente i punti aventi per coordinate le orizzontali della matrice 
(IO), 6 i'intersezione degli iperpiani aventi le coordinate medesime. 

(39) La la parte subito si giustifica osservando che corne la (19,) si annnlla sostituendo 
alle 5,  a le coordinate di  due iperpiani per a, cosi la (II) si  annullerà sostituendo alle x, y 
le coordinate di due punti di a .  Per dimustrare la 2" parte, si consideri in a lin punto di 
coordinate sr = ~ ' r  + ix"r e siano E = E r  + i i'; le coordinate del si10 iperpiario polare ne1 
sistema nullo 2 .  Si avrà allora 

E'i=~mrfx', . ,  yk=ZmI;gx1é, 
T 8 

e la condizione 
2 &kE'iEllk>O 

si tras forma nell'altra 

e quindi iiella 

perchè 1 lnîk 1 è notoriamente positivo. 

Asnali d i  Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



34 R o s a t i  : Nuove ricerche sulle cowispondenxe algebriche 
- 

riducibile d'integrali di la specie. La V, contiene allora una congruenza aoq 

di indice uno di varietà algebriche ~v,-, e la rg si riduce a una funzione 
interinediaria della varietà abeliana W, immagine di detta congruenza. 

La medesima sostituzione unitnodulare eseguita sulle x, y muta la 
forma Z m,, x, y, in un'altra contenente soltanto due serie di 52 q variabili, 
la quale, riferita alla Wq, soddisfa alle condizioni del caso precedenteinente 
considerato. Si conclude allora che il sistema nullo degenere rappresentato 
dali'equazione Z mi, xi y, = O  è semi-principale e quindi immagine di una 
corrispondenza speciale S (e di quelle ad esse equivalenti O residue) la quale 
possiede, all'infuori della valenza nulla, valenze tutte di ugual segno. 

Si ha dunque: 
Ad ogni sisterna algebrico conzpleto d i  varietà a p - 1 dimensioni conte- 

rruto i r c  V' si possotco associare s d l a  curva C due classi (? S )  d i  corrispon- 
denae siww~etriche dotate d i  valeme tutte d i  uguai  segno e inversamente ("5). 

OSSEHVAZIONE 1. Il sistelna slgebrico di V, associato alle due classi di 
corrispondenze a valenza ordinaria +- k è manifestamente il sistema ( k  ). 

O~SERVAZIONE II. Riprendendo le considerazioni geometriche esposte al 
n.' 1, e le notazioni ivi adoperate, si pu6 osservare che, se p, è il numero 
base delle corrispondetize siinmetriche di C, queste forrnano una rete di 
specie p, assimilabile all'insieme dei punti razionali di un S,+, razionale 
del10 spazio x'. Poichè il punto O di Spi-, immagine delle corrispondenze 
a valenza ordinaria appartiene alla regione 1, è chiaro (facendo muovere 
con continuità una retta reale di S,+, intorno ad 0) che la sezione di F 
con Spi-, è una ipersuperficie f di ordine p di questo spazio contenente 
infiniti punti reali, dei quali quelli apparteiienti alla falda F(') costituiscono una 
falda reale f ( ' )  di f ,  atta a dividere i punti reali di S,+, in due regioni i ,  e 
corrispondenti alle regioni 1, E di Z'. 

Da quanto precede risulta dunque che i punti razionali di S,+, interni 
ad f ( ' )  e quelli eventualmente appartenenti ad f ( ' )  sono immagini dei sistemi 
algebrici di V,-, contenuti in V, , un ta1 punto rappresentando un sistema e 
tutti i suoi multipli. 

(33) Più precisamente la classe (8) definita, con le notazioni di HURWITZ, dagl'interi 
caratteristici 

gdk = - gkj = mik, Gik= hki = Hik = - Hki = - lnp+i,p+b ( i ,  k = i ,  2, . . . P) 
ha le valenze tutte negative; quclla opposta ha le valenze tutte positive. Omettiamo la facile 
dimostrazione. 
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b) Le corrispondenze della curva C e le trasformazioni unirazionali di Ir,. 

85. Sia data su C una corrispondenza non speciale T rappiesentata 
dalle formole di HUHWITZ 

e sia A =I= O il suo deterininante caratteristico. 
È noto che, averido le u, il significato del n.O precedente, le equazioni 

definiscono una trasforrnazione unirazionale di V, , nella quale al pun to ( a b )  

corrispoiide un punto (zc'), e ad (d) corrispondono A punti (u). Moltiplicando 
la detta trasformazione per le trasformazioni ordinarie di la specie di V,, 
cioè variando nelle (13) con coritinuità le xi, si ottengono ooP trasforrnazioiii, 
al cui insieme daremo il nome di schiera. Si ha dunque: 

Ad oyni classe (T) d i  corrispondenze sulla curva C, muerde il determitzaztte 
caratteristico A =l= O, si puo associccre una schiera d i  trasformazioni unirazio- 
lzali (1 ,  A )  della varietb d i  Jacobi Vp e iilzversamente. 

Sostituendo alie variabili u, delle nuove variabili U,, clie siano conve- 
riienti coinbinazioni lineari delle. u i ,  è cliiaro che alle (13) pu6 darsi la forma 

1 numeri p,, che coincidono a tnerio del segno con le valenze di T, si 
diranno i wzoltiplicatori della trasformazione (13) ed il nuniero di volte che 
un moltiplica tore è ripetuto nelle ( 1&), cioè la diinensione della corrispoii- 
dente valenza di T, si dirà la rnolteplicità del nioltiplicatore stesso. Ad un 
moltiplicatore di inolteplicità q è associato un sistema di q variabili, alle 
quali possono sempre sostituirsi q loro combinazio ni liiieari indipenden ti, 
senza che muti la forma delle (lé). 

Se I'eyuazione iiiiniiria di T è irriducibile, nelle (14) è costante la niol- 
teplicità complessiva di ogni coppia di inoltiplicatori immaginari coniugati 
ed è eguale al  doppio della molteplicità di un moltiplicatore reale (n.O 16). 

Lü scliiera di trasformazioni associata alla classe (- T), si deduce dalla (14) 
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cambiando il segno ai moltiplicatori, cioè moltiplicandone le trasformazioni 
per una trasformazione ordinaria di specie. Alla classe (T'-') è associata 
una schiera di trasformazioni unirazionali (1, A )  

coi moltiplicatori immaginari coniugati di quelli della schiera (14). 
Due moltiplicatori di ( I P ) ,  (15) immaginari coniugati hanno la stessa 

molteplicità, ma sono diversi i sistemi di variabili ad essi associati. 1 sistemi 
medesimi coincidono quando e soltanto quando le corrispondenze T, T-' 
sono l'una funzione razionale dell'altra. 

OSSERVAZIONE. Supponiamo che T sia speciale, cioè sia A = O e di carat- 
teristica B q ;  le (14) assuinono allora la forma 

e i sistemi di variabili (Ut . . . Uq) (U,+, . . . U,) costituiscono su Vp due sistemi 
regolari riducibili d'integrali di 1.& specie, fra loro complenientari. La V, 
contiene allora due congruenze abeliane di indice uno; una xPdq di 
varietà PU, (U,+,=cost., ... U, = cost.), l'altra 2, di coq varietà ni,-, (U, = eost .,... 
Uq = cost.), ed ogni trasformazione della schiera (14) riferisce in modo uni- 
razionale la congruenza 2,-, ed una varietà della congruenza 2, .  

25. Supposto A=I=O, facendo descrivere al punto (d) una varietà del 
sistema (0 J, i A puiiti corrispondenti nella trasformazione (13) descrivono 
una varietà interinediaria del sisteina ( @ ), il quale è associato alle classi di 
corrispondenze simmetriche (+ T T-') ("1. Se dunque T è una corrispon- 
denza Hermitiana di ordine k, cioè se T T-' = k I, in forza deli' Osserva- 
zione 1 del n." 23, il sistema l a )  coincide col sisterna Ik a). Abbiamo cioè: 

Ad ogni corrispondenza Hennitiana di ordine k è associata ana schieru 
di trasforrnaaiofii ( 1 ,  kP) di V, che trasforma ogni varietci del sistema le) i t ~  
una varietic del sisterna [ k  a];  i n  particolare ad ogni corrisponderua biur~iwoca 
sitzgolare di C è associata utta schiera di trasformazioni birasionali sitlgolari 
d i  Vp che trasformano iuz sè i l  sistema [ @ ]  ("5). 

(34) CASTELNUOVO, lac. cit. (fi). 
(35) A. COMESSATTI, SuEle trasformazioni Hermitiane delle varieta di J A G ~ B I  [Atti della 

R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. L (1915)l. 
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c)  Il teorema di Dirichlet sulle unità dei eorpi algebrici 
e le trasformazioni birazionali di 7,. 

86. Sia dato sulla curva C un ordiiie irriducibile O (Y') e sia 

l'equazione minima della corrispondeiixa geiieratrice. Le radici 9, O,. . . 8, di 
+ (2 )  = 0 sono anche radici dell'equazione caratteristica di T ed hanno in essa 
la siessa molteplicità p ( n . 9 6 ) .  

Si consideri ora una corrispondenza S generica di O (T). Se è 1 S f (T), 
l'equazione caratteristica di S amtnette pure, con la inolteplicità q, le ratlici 

e al  variare di S in O ( T )  i numeri 5, 4,. . . E , ,  clie sono iiiteri algebrici, va- 
riario nei rispettivi corpi algebrici coniugati individuati da 8 ,  9, .  . . O,, et1 as- 
sunjono intiniti valori i çui insiemi indicheretno con O, O, .  . . O,. 

È cliiaro che i'insieme O ,  (e 10 stesso dicasi per o2 . . . O,) gode delle 
seguenti proprie th: 

a )  In O, esistono n niimeri indiperidenti, cioé non legati da alcuna 
equazione lineare otnogenea a coeficienti interi; 

b )  L'insieine O, si riproduce per addizione, sottrazione, nioltiplicszioiie; 
6) 1n O ,  esiste l'unità. 

Secondo la denominazione usata nella teoria dei corpi algebrici ("1, 
l'insieine O ,  costituisce dunque un ordine ne1 coryo algehrico iiidividuüto 
dalla radice 9,; diremo perci6 che O, O,. . . O,, sono gli ordini cou~iugrcti asso- 
ciati ad O (Tl .  

Ogni numero di O ,  individua una classe di corrispondenze aypaitenente 
ad O (Tj. Invero, se S S' sono due corrispondenze di O (T) associate al10 
stesso numero E: di O, ,  alla corrispondenza S - S', che è pure di O (T), è 
associato in O, il numero zero. M a  poichè in O (7') non esistono corrispon- 
denze speciali, dovrà essere S - S' =O,  e quindi S S' appartengono alla 
medesima classe. E siccome ad ogni classe di corrispondenze su C si pub 

(3) Ci?. ad es. P .  BACHMANN, Allyemeiwe Aritk~netik der Zuhledûorper (Leipzig, Teubner, 
1905), pag. 54. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



38 R O s a t i :  Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche 

associare una schiera di trasformazioni unirazionali di Vp (n .94) ,  ogni nu- 
mero di O ,  individuerà ulia tale scliiera. Sia 5 = [, un numero dell'ordine 
O = O ,  e 5,. . . E, siano i suoi corrispondenti negli ordini coniugati O , .  . . O,; 
se S è una corrispondeiiza della classe individuata da 5, l'equazione carat- 
teristica di S anmette le radici [, [, . . . <, con la molteplicità q, ed allora 
il determinmte caratteristico di S sarà 

dove il siml1010 N ( i )  iiidica la noriîzrc del nuinero E ,  secondo la denomina- 
zione e la notazione della teoria dei corpi algebrici. Si lia dunque: 

Ogni .numero < dell'ordine O individua su Vp ana schiera di trasforma- 
ziowi unirasionali ( 1, [ N  (5) I q  1. 

Le trasformazioni rnedesime risultaiio dunque birazionali quando è 
[N (S)]' = 1, cioè quando N(E)= 1 se q è dispari, N (5) = 1 se q è pari. 
Ne1 1 h a s o  5 è una unità di O ,  di norma positiva, ne1 8" caso è una unità 
qualsiasi. Ma quatido q è dispari, le radici 8, . . . O, dell'equazione fondamen- 
tale + ( z )  = O  sono tutte immaginarie ed ogni nuinero del corpo I O , ) ,  in 
particolare ogni unità di O , ,  possiede norina positiva; si coiiclude pertanto: 

O p i  ukzitù dell'orditze O indit6duu su V2, ana schiera di trasfor~naaioîri 
bircczionali. . 

In particolare le unità k 1 di O individuano le due schiere di trasfortiia- 
zioni ordinarie di 8" e di la specie. 

Poichè le trasformazioni di una schiera si deducoiio da. utia di esse mol- 
tiplicaridola per le trasformazioni ordinarie di la specie, in ogni schiera esiste 
una trasformazione che lascia fermo un punto prefissato P di V9.. 

Se dunque G indica 1' insieme delle trasformazioni birazionali associate 
alle uiiità di O e che lasciano fermo P, fra G e le unità di O esiste corri- 
spotidenza biunivoca; e la corrispondenza è tale che se G', G" sono le tra- 
sforinazioni di G corrispondenti alle unità YI', ri" di O, all'unità YI' ri" corri- 
sponde la trasformazione G' G". E poichè G contiene 1' identità (corrispondente 
all'unità + 1 di O )  ed insieme ad una trasformazione contiene anche l'iti- 
versa (perchè l'unità reciproca di una unità di O è pure contenuta in O), si 
conclude che G è un grappa. 

La struttura di questo gruppo si deduce allora. itivocatido il teorema di 
DIH~CHLET sulle unità dei corpi algebrici, il quale vale, com'è noto (37), anche 

(37) P. BACHMANN, loc. cit. ( 3 9 ,  Capitolo 8 O .  
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per gli ordini contenuti in tali corpi. Indichi v il numero complessivo delle 
radici reali e delle coppie di radici immaginarie coniugate dell'equazione mi- 
nima di T; il teorema di DIRICHLET afferma che, detto 9n ' 2 il numero di 
radici d'unit2 (unità ridotte) contenute in O, esiste in O un sisteina di v - 1 
unità fondanzentali al G, . . . ir,_, tale che tutte le unità n di O sono date cia- 
scuna una sola volta dalla formula 

nella quale ? indica una radice primitiva mm" dell'unità, i percorre i valori 
interi da 1 ad nz, ed n,  n, . . . n,-, assumono tutti i possibili valori interi da 
- cu, a +m. Si pub dunque enunciare il teorema : 

Sia data sulla curva C una corrispondenzu singolare T che abbia l'equa- 
ziorze minima irriducibile. Se v iadica i l  numero cosnplessivo delle radici reali 
e delle coppie di radici complesse coniugate di questa equazione, kc vurieta d i  
JACOBI V, rehtiva a C possiede un gruppo G di trasformazioni birazionali 
permutabili, il quale è finito e ciclico se v = 1 ,  è in finito discontinua se v > 1. In 
questo 2" caso le trasformazioni d i  G sono date ciascuna ana sola volta dalla 
formula 

G = g" G p  Gy". . . G"+' V-I 

nella quale g indica una trasformazione ciclica d i  Vp avente un certo periodo m, 
G, G, . . . G.,-, un sistema fondamentale di trasformazioni aperiodiche, .il nu- 
wero r percorre i valori interi da 1 ad m e gli espoilenti I Z ,  lz, . . . n,-, assurnono 
tutti i salori i ~ t e r i  da - ~x, a +m. 

87. All'ordine O (T-') inverso di O (T) corrisponde su V, un altro gruppo 
G' di trasformazioni birazionali avente la medesinia struttura del gruppo G. 
Se la corrispondenza T è funzione razionale della sua inversa, i due gruppi 
G G' coincidono, ed allora se in una qualsiasi trasformazione di G si cani- 
biano i moltiplicatori nei loro immaginari coniugati, si ottiene ancora una 
trasformazione di G. 

Se T non è funzione razionale di T-' i due gruppi G G' sono in  gene- 
rale distinti, e G' si deduce da G mutando ancora i moltiplicatori di ogni 
trasformazione di G nei loro immaginari coniugati, m a  al  tempo stesso do- 
vranno cainbiarsi i sistemi di variabili associati ai detti moltiplicatori. 

Nell'ipotesi che T non sia funzione razionale di T-', un caso in cui si 
pu6 con certezza afermare che i due gruppi G G' sono distinti, è quando 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



fra le valenze di T ne esiste almeno una reale. Se infatti l a  radice 8, del- 
l'equazione minima di T è reale, distribuiamo gli ordini coniugati O, O,. . . O, 

in due gruppi ,A, B ponendo in A l'ordine O, e in B gli ordini rimanenti. 
Per il lemma fondamentale da cui muove il teorema di DIKICHLET, si pub 
affermare çhe esiste in O = O, una unità ri = ?, di modulo < 1 e tale che le 
corrispondenti unità ïi, r i , .  .. ui, degli ordini coniugati hanno tutte il modulo > i. 

L'unità n, essendo distinta dalle sue coniugate, pub assumersi coine 
nulnero generatore del corpo algebrico cui appartiene l'ordine O, ed allora 
una corrispondenza H di O ( T )  associata ad ri pub assumersi come genera: 
trice di O (T) ; si avrà durique O (H) = O (T) e quindi O (H-')  = O  (T-'). Segue 
di qui che la trasformazione di G' corrispondente ad H-' non fa parte di G, 
ch&, altrimenti, dovrebbe H-' esser contenuto in O (H), cioè O (H- ' )  = O (H), 
e quindi O (T-') = O (T), contro il supposto. 

Si supponga sempre che T non sia funzione razionale di T-', e si con- 
sideri l'ordine O (T, T-') comune a O (T) e ad O (T-'). Questo è irriducibile 
e coincidente con l'inverso; se dunque non è tutto di corrispondenze sim- 
tnetriche, i i ~  esso il numero delle corrispondenze simmetriche indipendenti 
uguaglia quello delle emisimmetriche (n.0 28). Verificandosi questo secondo 
caso, pub ancora affermarsi che G G' sono distinti. Invero sia v il numero 
delle corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche indipendenti di O (T, T-'); 
dovrà essere 2 v un divisore del grado n di O (T) ,  cioè uz = 9 k v (k > 1). L'e- 
quazione minilna di grado 2 V della corrispondenza generatrice di O (T, T-l) 

(per la quale pub scegliersi una corrispondenza emisimmetrica) ha radici 
tutte imniaginarie. Etl anche quella' della corrispondenza T che genera O (T) 
deve avere raciici tutte iinmaginarie; chè, se essa amniettesse iina radice 
reale, ogni corrispondenza di O ( T )  avrebbe almeno una valenza reale, contro 
l'ipotesi clie in O (T)  esistano corrispondenze eniisiinmetriche. Se dunque r 
indica il sottogruppo comune a G e a G', cioè il gruppo di trasformazioni 
birazionali di V* associato all'ordine O (T, T-'), il sistema fondamentale di r 
è composto di v - 1 unità indipendenti, mentre quello di G (O di G') è com- 
posto di k v  - 1 unità. Si conclude che r è un sottogruppo proprio di G e 
quindi G e G' sono distinti. 

88. Si consideri in particolare il cas0 di un ordine iïriducibile O ( T )  
coincidente con l'inverso. 

Se O (T) è tutto di corrispondenze simmetriche, gli ordini coniugati 
O ,  O , .  . . O, sono tutti reali. 
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Se O (T) contiene anche corrispondenze emisimmetriche, il grado di O (T) 
è pari (n = '2 v) e gli ordini O , ,  O , .  . . O,,  sono due a due iinmaginari coniugati. 
E poichè O ( T )  contiene l'inversa di ogni sua corrispondenza, ciascuno degli 
ordini suddetti contiene, insienîe ad ogni suo nuiilero, l'immaginario coniu- 
gato. Dunque gli ordini O , ,  O , .  . . O,, coincidono due a due; precisamente ogni 
ordine coincide con l'immaginario coniugato. 

L'ordine O =. O ,  possiede ne1 Io cas0 le sole unità ridotte + 1, ne1 9" caso 
pub contenere anche unità ridotte iinmaginarie. In ogni caso sapyiarno che 
esse sono in nuinero pari 9 k e sono comuni a tutti gli ordirii coniugati. 
Esse hanno poi rispetto alla ciirva C un importante significato geometrico. 
Infatti dalla proprietà diinostrata al n.4 98 si deduce che una corrispondetiza H 
di O-(T) associata ad una unità ridotta di O deve essere Hermitiana del I o  or- 
dine; e allora in una delle due classi (t H) O in entrambe, se la curva è 
iperellittica, è contenuta una corrispondenza biunivoca. 

L'ordine O ( T )  contiene dunque un grixppo finito di corrispondenze biu- 
nivoche; e l'ordine di questo gruppo sarà B k ovvero k secondochè la curva 
è O non è iperellittica. Si pub ora provare che il detto gruppo è ciclico. 

Quando C è iperellittica la cosa è eviderite perchè ad una unità ridotta p 
che sia radice pritnitiva B km" dell'unità è associata una corrispondeiiza biu- 
nivoca la quale produce con le sue potenze tutte le corrispondenze del gruppo. 

Se poi C non è iperellittica, una corrispondenza biunivoca U sarà asso- 
ciata ad una e ad una sola delle unità ridotte t p. Se dunque n G k è il 
periodo di U, dovrà sussistere l'uguaglianza 

(' p)" = 1. 

In questa dovrà manifestamente prendersi il segno inferiore, onde si 
avrà 

pn = (- 1)". 

Ma allora dovrà essere n = k, e inoltre k deve essere dispari. Si ha 
dunque : 

Se nell'ordine di numeri O associato ad un wdine di covvispondenze O ( T ) ,  
irriducibile e coincidente con l'inverso, sono contenute 9 k unità ridotte, kç 

curwa C possiede un'involuzione ciclica generata da una corrispondenza biu- 
nivoca funaione vazionale di T. L'involuzione è dell'ordine B k O dell'ordine k 
secondochè la curva è O non è iperellittica. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 6 
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29. Vogliamo infine rilevare una proprietà delle unità dell'ordine O as- 
sociato ad O (T), sempre nell' ipotesi che O (T) sia irriducibile, coincidente 
con l'inverso e non costituito tutto di corrispondenze simmetriche. 

Indictliamo con O,  o', , O ,  o', , ... , O, O: gli ordini coniugati associati ad O (T), 
essendo o', l'ordine inimaginario coniugato d i  O, e sia 

una qualsiasi unità di O ,  ; rappresentiamo inoltre con r i ,  e con (ci), i numeri 
iinn-iaginari coniugati di n e o i .  Poichè, corne abbiamo sopra notato, i due 
orditii O ,  O', coincidono, in O ,  sarà contenuta anche l'unità 

irntnaginaria coniugata di r i ;  onde si avra l'uguaglianza 

in cui s, ml, . . . , mu-, sono convenienti numeri interi; e questa continuerà 
a sussistere cambiando l'unità ridotta p e le unità oi nelle loro corrispondenti 
di uno qualunque degli ordini coniugati. 

Indicando allora con ri, il modulo dell'unità clie corrisponde a cri nel- 
l'ordine O,, dalla (16) si deduce 

,.Z-nl ".gr%. * . rm~-l-nv-l - 
v-1 ,k - 1 {k= 1, 2 , . .  ., v) ;  

lik il logarittno di r,, , si ottiene : 

- n 2 ) 1 , , + . . . + ( m , - , - n v - , )  L 1 , = O  @= 1 , 9 , . . - - ~ ) -  

Ma poichè, cotn'è noto, nella matrice I I  1,II esiste un determinante di or- 
dine v - 1 diverso da zero, dovrà essere 

ml = n , ,  In, = n ,  ,. . . , mu-, = ~ v - I ,  

e allora la (16) assume la forma 
s-v no=p Yi, 

e si ha la proprietà: 
Nell'ordine di numeri O associato cil un ordine iwiducibile O ( T ) ,  co,incidente 

corh l'inverso e non costituito tutto di corrispondenze simnzetric7be, ogni unith 
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tnoltiplicata per una cowvetzierzte %nit& ridotta produce I'unitci. iivnmcrginaria 
coniugata ('7. 

OSSBHVAZIONE. Da1 risultato precedeute pub dedursi una consegueriza 
notevole. Supposto che la curva non possegga corrispondenze biunivoche sin- 
golari, le sole uiiità ridotte dell'ordine O saranno t 1 ,  e quiiidi ogtii altra 
unità ri di O, soddisfacetido alla condizione n o  = 2 n, sarà O reale O imma- 
ginaria pura. In ta1 caso dunque ad ogni unità di O è associata i r ~  O ( T )  
una corrispondenza si9nmetrica O ernisimmetrica. 

30. Si consideri una curva G del genere 9 sew~plicemente singolare, cioè 
tale che su  di essa il numero base delle corrispondenze siininetriche sia 
pl = 8. Il nuinero base delle corrispondenze emisimmetriche pub allora as- 
sulnere i valori p, = O, 1, 2 ("), e poichè l'omografia immagine della corri- 
spondenza generica ne1 Io caso è biassale, ne1 4" è assiale e ne1 3" possiede 
quattro punti uniti ('O), si conclude che sopra la curva C le corrispondenze 
costituiscono un ordine, il quale è rispettivamente del 2O, del 3O e del 4" grado. 
Ne1 2O caso, che si presenta quando esistono su  C due integrali ellittici dei 
quali uno a inoltiplicazione cornplessa, l'ordine è certo riducihile; ne1 Io e 
ne1 3 O  pub essere riducibile O irriducibile, secondochè la curva possiede O 

no integrali ellittici. 
Sia F la superfjcie di JACOBI relativa a C. Supposto che C non contenga 

integrali ellittici, e quindi si trovi nelle condizioni del Io e 3O dei casi suac- 
cennati, esiste su F una serie infinita 

Si pub giungere più rapidamente al  risultato ne1 seguente modo. 
Nell'ordine O è contenuta insieme all'unità n auche l'unità immaginaria coniugata n, e 

quindi l'unità 3. Ma avendo questa per modulo 1, uua corrispondenza dell'ordine O (T) ad 
n 

n 
essa associata deve essere Hermitiana del Io ordine (na0 29); donde segue clie 3 è una unità 

n 
ridotta. 

(39) C. ROSATI, loc. cit. (1) a),  Parte 2a, n." 16. 
(40) G .  SCORZA, Ititorno alla teoria yenerale delle matrici di Rietnalin e ad alcune sue 

applicazioni [Rendicouti del Circolo Mateniatico di Palenno, tom0 XLI (1916)], Parte 4', n.O 11. 
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di sistemi algebrici di dimensione, grado, indice e genere due, composti di 
curve irriducibili prive di punti multipli, e i sistemi di questa serie possono 
coordinarsi alle soluzioni intere (a, Ic)  dell'equazione di PELL 

8 - A k 2 = 4  

nella quale A indica l'invariante (intero, positivo e non quadrato) della. re- 
lazione singolare di HUMBERT che lega i periodi norinali g ,  h, g' della C. E 
se P si trova nelle condizioni del i0  caso (p ,  = 8, p., =O), i sistemi (1), O 

sono tutti di curve birazionalmente identiche, ovvero si distribuiscono in due 
serie distinte di curve birazionalmente identiche (di guisa che F risulta su- 
perficie di JACOBI di due curve non identiche birazionalmente), secondochè 
la forma s" A k2 pub O non pub rappresentare il numero - 4 (4'). Cerchiamo 
ora di completare questo risultato esaminando il cas0 pl = 8, p, = 8. 

31. Quando è pl = 8, p, = 2, le corrispondenze della curva costituiscono 
un ordine irriducibile O (T) del 4Qrad0,  ne1 quale è contenuto un  ordine 
irriducibile del 8O grado O ( S ) ,  format0 dalle corrispondenze simmetriche di 
O ( T ) .  L'omografia immagine di S è biassiale ed ha per rette di punti uniti 
due rette distinte, reali e non razionali, appoggiate alle rette a a, dei pe- 
riodi; l'omografia immagine di T ha soltanto quattro punti uniti nei punti 
in cui le rette suddette si appoggiano ad a a , .  Le radici dell'equazione ca- 
ratteristica di una corrispondenza variabile in a (T) sono interi algebrici che 
descrivono quattro ordini O,  o', , O ,  of2 nei quattro corpi algebrici coniugati 
definiti dalle radici dell'equazione minitria di T, e l'ordine O ,  coincide col suo 
immaginario coniugato o', , e cosi O, coincide con o', . Le due radici distinte 
dell'equazione caratteristica di una corrispondenza variabile in O ( S ) ,  le quali, 
cambiitte di segno, dànno poi le valenze p ,  p2 della corrispondenza medesima, 
descrivono due ordini w of del corpo quadratico reale definito dall'equazione 
minima di S. Poichè una corrispondenza di O (T) che abbia una valenza 
reale è simmetrica, o sarà costituito da tutti e soli i numeri reali' dell'ordine 
O ,  = o', , e cosi w' da tutti e soli i numeri reali dell'ordine O ,  = of, . E siccome 
ogni corrispondenza simmetrica di valenze pl p, ne ammette una (comple- 
mentare) di valenze p, pl  ('7, si deduce che w coincide con o' e che quindi 
gli ordini O, o', oz o', contengono gli stessi numeri reali. 

(41) LOG. cit. ('JI. 
(a) Se infatti Si2 + a1 SI + % I ES O è l'equit~iolle iiiiiiima della corrispoiidema SI di o(S) 

avente le valenze pl pz ,  la corrispondenza & = - (Si + a, 1), complementare di SI, possiede 

le valenze pz PI. 
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Quando i due numeri pl  p, corrispondenti in w o' sono positivi, esiste 
su C un sisteina continuo di corrispondenze coincidenti con le loro inverse 
dotato delle valenze p l  p,, cioè un sistema continuo di serie ÏB  con quelle 
valenze; e se inoltre è pl p, = 1, cioè se p, è una unità positiva e di norma 
positiva dell'ordine o, il detto sistema continuo ha il genere virtuale 8, ed 
ha per immagine su F uno dei sistemi della serie (I), e inversamente (43).  

I sistelni (1) possono dunque coordinarsi alle unita positive e di nortna 
positiwa ddl'ordine o ('7. 

39. Ricerchiaino ora direttainente sulla curva i sistemi coritinui di 
serie y, ad essa birazionalmente identiche ed aventi il genere virtuale 2. 

A ta1 uopo si consideri in O (T)  la classe di corrisporidenze associata ai 
numeri ri ri, ri' ri', degli ordini coniugati O, o', O ,  o', ; in essa quelle soddisfa- 
centi alla condizione di avere il 1, indice uguale a 8, formano.un sistema 
continuo ma, (T),  che induce sulla curva un sistema continuo m W i  serie y,. 
Se h è L'indice della y, generica di questo sisteina ed S è la corrispondenza 
simmetrica (78, 12) che nasce dalla serie stessa, si a r rà  

T-' T = S + hn1. ( 17) 

Poichè alla T-' sono associati i nunieri ri, ri ri', ri' degli ordiiii coniugati 
O ,  o', o1 or , ,  la T-' T avrà le valenze - ri n o ,  - ri'ri', ed allora, per una nota 
relazione (45) ,  sarà ri ri, + ri'a', il difetto di equivalenza della y,. Ma yuesto, 
per il fatto che la y, è stüta scelta genericainente ne1 suo sisteina continuo, 
coincide con 1' indice, onde si avrà h = YI YI, + ri' ri', ; dalla (17) allora si deduce 
che le valenze di S cioe della 7 ,  sono 

Se ora supponiamo clie il sistema continuo di y, indotto da (T) abhia 
il genere virtuale 9, dorrà aversi 

? t P i P n = Y i  9 , r i r i 0 = I ,  

cioè ri dovrà essere una unità dell'ordine O ("), e inversainente. ilunque : 

(a) C. ROSATI, loc. cit. (2), 1i.O 4. 
(44) Ne1 cas0 pl - '2, p, = O il risultato di COMESSATTI e inio puil dunque eiiunciawi cosi: 

I  sistemi ( I )  sono tutti di curve birazionalmet& identiche O si distribiciscono in  due serie distitite 
di curve birazionalmente identiche, secowlochè esistono O ILO nell'ordine a> utaitic di ttorvtu tîegcctit.~. 

(45) C. ROSATI, loc. cit. (1) d), i1.O 8. 
(46) Si avverta che, essendo i corpi coniugati cui apparteiigoiio gli ordini O ,  o', 0, O', tutti 

immaginari, ogni unità di O ha norma positiva. 
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46 R o s a t i :  Nuove r i c ~ r c h e  sullc corrispoi~t7er~ze d g ~ b r i c h e  

I sistemi coiztinui ( T )  che indzccono sistemi con t inu i  d i  y ,  d i  genere uir-  
, 

tuale  2, sono tu t t i  e soli qzcelli associati  alle. u n i t h  ri dell'ordine O ;  le y,  d i  wn 
t u t  sistelna cov~t inuo h a m o  poi aell'ordine o l a  ualenzcc (n .ri,)-'. 

È poi chiaro che 10 stesso sisteina continuo di y, è pure indotto da 
tutti e soli i sisteini associati alle unità che si deducono inoltiplicando -II per 
utia qualsiasi unità ridotta dell'oidiiie o. 

33. Si tratta ora di decidere se i sistemi di y, indotti dai sistemi (T) 
esauriscono O no tutti i sisterni di y, di genere virtuale 9. Conviene percib 
distinguere due casi, secondochè C non possiede ovvero possiede corrispon- 
deiize biutiivoche singolari. 

1.O CASO : La curua  C non-possegga corrispondenze b i m i v o c h e  singolari .  
Le unità dell'ordine o sono allora espresse dalla formula 

e poichè, in virtù dell'osservazione in t h e  al n.O 29, l'unit5 fondanientale o 
deve essere O reale (e in ta1 caso pub supporsi senz'altro positiva) ovuero 
iiiiniagiiiaria pura, è opportun0 suddividere questo caso nei seguenti: 

a) L'mnità fondamentale o s i a  reale (pos i t i va )  ed abbia tiell'orditie o 
Paorma negativa.  

1 sistemi continui (T), di c ~ i i  si è detto precedeutemetite, possono ordi- 
narsi in una serie infinita 

nella quale (2 T,) indica i sistemi associati alle unità & a"; e poicliè le uiiità 
positive e di norma positiva di w sono date dalla formula 

i sistemi continui di y, aventi il genere virtuale 9 possono ordinarsi nella 
serie infiiiita 

nella quale (y,), è il sistema le cui serie hanno in w la valenza oz". 

Ma per cib che si è detto al n.O 38, i sistemi (2 T,,) inducono sulla 
curva uii sistema continuo di serie aventi in al la valenza (a'' ~ / ) - l =  

tale sistema è dunque quel10 che nella serie (III) ha 1' indice - n, e variando n 
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da -oo a + oo si conclude che in questo caso tutti i sistemi (1) sono co- 
stituiti da curve hirazionalmente identiche a C. 

b) L'unita fondaqnentale a sia reale (positiua) ed abMa .i~ell'ordine w 

norrna positiva. 
Le unità di o lianiio ora tutte norina positiva, e quelle positive sono 

date dalla formula 
5 = cm. 

Qnesto caso differisce dunque da1 precedente per il solo fatto clie 
serie (III) il sistema (y,), è costituito da serie arenti i n  61 la valenza on. Ma 
nllorü il sistema indotto da (-+- T,,) è quello che in (III) lia l'indice - 2 n, e 
variando n da - oo a + oo si conclude che in (III) sono hirazionalinente 
identiclie a C tutte e sole le serie con indice pari. 

Se poi si considera la curva r i cui punti corrispondono ai gruppi di 
una serie del sisteina (y,), , si vede che r non è birazionalmente identica a C 
possiede la stessa superficie di Jacosr F, ed a r sono birazionalmente iden- 
tiche le serie clie in (III) hanno l'indice dispari. 1 sisteini (1) si ripartiscono 
dunque in due serie distinte di curve biraziona.lmente identiche. 

c) L'mita fonda~nentale o sia immaginaria pura. 
Le unità di w, essendo associate a corrispondenze siinmetriche che sono 

quadrati di corrispondenze emisimmetriclie, hanno tutte norina positiva, e 
quelle che sono inoltre positive sono espresse dalla formula 

dobbiamo dunque supporre che nella serie (111) il sistema (y,), siü costituito 
da serie che hanrio in o la valenza (- L)"uX". Ma il sisteniil indotto da 
(-I T,) è costituito da serie che hanno in o la valenza ( a" a:)-' = (- 1)-" c-'"; 
tale sistema è dunque quello che in (III) ha l'indice -n, e variando lz da 
-ca a + oo si conclutle in questo caso che i sistenii (1) sono tutti di curve 
birazionalnielite identiche a C. 

52." CASO : La ctwua C! possegga corrispondenze bizcnivoche singolari. 
È iioto die  una curva di genere 2, che sia priva d'iritegrali ellittici e 

possegga corrispondenze biunivoche sirigolari, è necessarianieiite quella ine- 
rente al radicale quadrütico Jx5 + 1 (47). Sopra una ta1 curva i numeri base 

(*?) G .  HUMBERT, Sur les fo)zctiom ahélienizes sir@iéres [Journal de Mathéniatiques pures 
et appliquées, Sma &rie, PB Mémoire, t. V I  (lm), nu. P31 e segueiiti. 
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delle corrispondeiize siinmetriche ed emisiinmetriche sono rispettivamente 
y, = B ,IL, = 8, ed essa possiede una involuzione ciclica generata da una cor- 
rispoiiclenza biunivoca a periodo 10. 

Le unità di O sono allora date da 

dove p itidica utia radice IOma primitiva dell'unità, 5 i'unità fondamentale, r 
varia da 1 a. 10 ed n percorre tutti gl'interi da -- cx, a +W.  

Poichè ogni unità di O, nioltiplicata per una convetiiente unità ridotta, 
produce l'unitü iiiîinagiiiaria coniugata (no 89), si dovrà avere la relazione 

Dico che in yuesta I'esponente i deve essere pari. 
Cerctiiarno infatti la formula che espriina. tutte le unità dell'ordine o. 

Perchè nella (28) -ri risulti reale dovrà arersi 

da cui, per la (19), si ottiene 

= pr 
e yuindi 

i PZ 9 r (mod. 10). 

Se dunque i fosse dispari, dovrà essere î . ~  = '2 m ed r i rn (inod. 5), 
cioè r = i sn + 5 v, essendo v un intero qualsiasi. Le unità di w sarebbero 
dunque date dalla formula 

[ = 5QZ11( = + - (p< = 2 (0 ~ 0 ) ~ .  

Se ora H indica una corrispondenza di O (T) associata a o, alla corri- 
spotidenza simmetrica HP' H è associato o 6, ; e poichè le valenze di H-' H 
sono di ugual segno ( n . ~  3), se ne trae che (ce,) e quindi tutte le unità di o 
avrebbero norma positiva. 

D'altra parte è noto (") che, con una scelta coiiveniei~te dei periodi nor- 
inali di C, la relazione di HUMBERT che lega i periodi stessi assume la forma 

--  

(48) G. HUMBERT, ~ O C .  cit. (&). 
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g = h + g' ed ha per invariarite 5. Poichè la forma z' - 5 k' pub rappresen- 
tare - 4, si deduce che w contiene unità di norma negativa. 

La contradizione cui siamo giunti prova dunque che i deve essere pari. 
Posto allora i = 9 1, noi potremo assuinere in O corne unità fondamentale 
l'unità reale 5, ci06 supporre che in (18) G sia reale. Allora G risulta unità 
fondamentale di w, e dovrà quindi avere in w norma negativa. Si conclude 
pertanto che le unità di w che sono positive e di noruia positiva sono espresse 
dalla formula 

5 = oz". 

Allora, con. ragionamento analogo a quel10 dei casi precedenti, si ottiene che 
i sistemi x, della serie (1) sono in questo caso tutti di curve birazionalmente 
identiche. 

Il risultato a cui conduce la precedente discussione è dunque il se- 
guerite : 

Sia P la superficie di JACOBI di una curva C priva d'integrali ellittici e 
coi numeri base ,v., = 9 p., = 8, e si considerino i due ordini O ed o rispetti- 
vamente associati a tutte le corrispondenze e alle corrispondenze simmetriche 
cli G. Se le unita di O sorzo tutte reali (cioè coincidono con queZle di w )  ed hanno 
i n  w norma positiva, la F è pure superficie di JACOB[ per un'rcltra (ed una 
sola) curva r non birarionai~nente idwtiça a C; d i v w ~ a ~ ~ e n t e ,  3 è smperficie 
d i  JACOB[ per la sola curva C. 

Pisa, settembre 1921. 

A ~ n a l i  di Matenaatiea, Serie 111, Tomo XXXI. 
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Determinazione delle ipersuperficie , 

che ammettono rappresentazioni geodetiche. 

(Di EN HIC^ BOAIPIASI, a Homa.)  

1. U n a  corrispondenza puntuale fra due varietà V,,, V',, si dice geo- 
detica (e le due varietà rappreseiitate geodeticamente una sull'altra) quatido 
alle geodetiche di uiia. di esse corrispondono quelle dell'altra. 

Dato un elemento lineare g e ~ ~ e r i c o  esso non ainiriette rappi-esentazioni 
geodetiche che su elementi lineari uguali O clie rie differiscono per una co- 
stante moltiplicativa; cioè una V,, get~erica non è geodeticaaieiite rappreseri- 
tabile che su quelle isoiiietrico-simili ad essa. 

Perb come esistono tipi di superficie (di LIOUVILLE) che ammettono tras- 
formazioni geodetiche, cosi esistoiio tipi di Vn (tutti determitiati da1 prof. LEVI- 
CIVITA) che ammettono trasforinazioni geodeticlie proprie (cioè non prodotti 
di isometrie per similitudini). 

Ne1 caso delle V, (n > 2) si presenta la questione (che ha sempre risposta 
affermativa per tc = 8) di vedere se esistano V,, con trasformazioni geodetiche 
proprie in un S,+, euclideo, cioè ipersuperficie possedenti elementi lineari del 
LEVI-CIVITA. 

Mi è parso che la risoluzione di questa questione riuscisse interessante 
per la conoscenza più approfondita delle V, con trasformazioni geodetiche; 
e percib la presento qui per le Vs di S,  ritenendo non vi siano difficoltà 
molto maggiori per le V,, di S,,, . 

La trattazione cotisiste ,;el ricercare quali condizioni impongono ai coef- 
ficienti degli elementi litieari di LEVI-CIV~TA le equazioni di GAUSS e di Co- 
DAZZI (quali si trovano nelle classiche Lezioni d i  Geometria differenziale del 
prof. L. BIANCHI, vol. 1, alle quali il lettore è pregato di riferirsi sema bisogno 
di ci tazioni particolari). 

Nella deterininazione delle V3 defortnabili in S,  (cioè per le quali la se- 
conda forma fondamentale non è completaniente determinata dalla prima) 
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poteva supporsi che fosse necessario ricorrere alla Menioria del BIANCHI, S d l e  
uarietà a t m  dirnensioni deformxbili etitro 10 spcczio ~zbclideo a yuattro dimeth- 
sioni [Menîorie della Soc. Ital. clelle Scienze (detta dei XL), S. III, t. XIJI, 19051; 
ma dato il tipo particolare degli eleinenti lilieari in esanie ci6 rion è iieppur 
necessario, perché riesce sema difficoltà la costriizioiie di niodelli sui cjuali 
la deformabilità è evideiite. 

Invece le V, rigide con trasforinazioni geodetiche, esistenti in  uno 5, 
euclideo sono: le ipersfere, le iperquadriche (in particolare rotonde, intorno 
ad un piano principale, O a due piani principali sghembi fra loro), le ipersu- 
perficie rotonde intorno ad una retta (e non intorno ad un piano, escluso il 
cas0 detto delle iperquadriche). 

Ho poi completato la ricerca, del tutto analoga, aggiungendo la determi- 
nazione delle ipersuperficie con trasformazioni geodetiche proprie esistenti in 
spazi a curvatura costante, di cui ho pure assegnato i modelli. 

S 1. RI CHI AM^ SULLE EQUAZIONI  Dl GAUSS E DI CODAZZI. 

2. Coni'è iioto (BIANCHI, Lezioj~i cit., vol. 1, pag. 368) un'ipersuperficie 
VM-l di uno spazio ad n dimensioiii è individuata rispetto al gruppo dei nia- 

vimenti da due forme qua dra ticlie 

n-t 
d s9 = xi& aik ri xi d s, 

1 

i coefficienti delle quali sono legati dalle equazioni di GAUSS e di CODAZZI 
che ne1 caso di uil S, euclideo si scrivorio 

an,? aa~r,., n-l .pi ycry 
- + Z ]  t p- T t ,  I n,, = O 
a u ,  aup 

i simboli di RIEMANN e di CHR~STOFFEL sono costruiti rispetto al ds' scritto. 
Ne1 caso di uiia V, di S,  (posto u, = u, 14, = v, u, = w) e supposto, corne 
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i a 2 H 2  i 1 a ~ ,  a ~ ,  1 i a ir ,  a z r ,  1 I afi, a ~ , .  (I~,OJ~) = - - - - - -- - - - - - - - - 
2 au a~ 4 H, a n ,  a u  4 H ,  a m  a f ~  4 H, au a ~ '  
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e quelle di C ~ D A Z Z I  : 

noto che date Hl, H,, H,  le equazioni (G,), (G,) defiiiiscoiio, in  gene- 
rale, le ni, e allora la V3 è indeforinabile; affirichè poi esista effettivaiiiente 
in S, occorre e basta che i valori cosi ricavati soddisfino alle (Cl), (C,), (C,). 
Se invece le (G,), (G,) non iiidividuano le ni,, allora la V,  è deforrmbile 
seinpre che siano soddisfatte in coiisegueiiza le equazioni di CODAZZI. 

3. Poicliè nel seguito accadrà seiiipre clie i secondi niembri delle (G,) 
sono nulli, vedialno colne si semplifichino in ta1 caso le equazioni precedenti. 
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1). Se (12,121 . (23,23) . (31,31) 1= O (in punti gpnerici della V,) è necessa- 
riamnie O,, . Cl,, . O,, =I= O ; n,, = O,, = R,, = 0. 

In ta1 caso la V3, se esiste in S,, è indeformabile, avendosi dalle (G,) 

Le equazioni di CODAZZ~ divengono 

Se, e solo se, yueste sono soddisfatte dai precedeiiti valori delle nii 
esiste in S, la V3 di d s2 = Hl CI ~ i '  + H, d v2 + H, d 11.1' ed è indeforiiiabile. 

II). Se uno  dei simboli (12,12), (23,23), (31,31) è 11ul10, ve ue sorro almetro 
due, nulli; se p. es. (12,12) 1 0, (23,23) = (31,31) = 0, alloru 

a H, a H ,  - O,,  = n,, =n,,=O e - - - =O. a?& a v  

Sia infatti (31,31) = O e gli altri due =[= O. Moltiplicando la priiiia e terza 
(e poi la prinia e la seconda) delle (G,), per essere (12,18J -1= O e (83,923) =1- O 
si ricava O, ,  O , ,  =O, fi,, O,, = O, quindi O n,, =O, ovvero a,, =l-O e n,, = n,, = 0. 
Ne1 primo caso, n,, =O, dalle (G,), a,, n,,=n,, a,, = f i , , f l , , = O  e dalla 
terza (G,) n,, !O,, = 0: ora se n, ,  = O  aveildosi dalla prima (G,) n,, -1 O do- 
vrebbe essere n,, = n,, =O, cioè (23,83) = O contro l'ipotesi; inentre se fi,, = O 
dalla seconda (G,) cl2, =I= O, quindi i!,, = n,, = 0, cioè (l8,t8) = O pure contro 
le ipotesi. Ne1 secondo caso n,, = n,, = O, al , ,  -1 O, dalla prinia (G,) n,, = 0, 
quindi (28,18) ='O, (83,!23) = 0 contro l'ipotesi. 

Se invece suppoiliaino due siii.iboli iiulli, p. es. (43,23) = (31,31) = O, iim 

(18, 18) =I= O, dalla prima e terza di (G,) si ha rr,, n,, = O; sia p. es. a,, = 0. 
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56 Romp ia ni: Detemzi/mzione delle zperstqerficis 

Allora, anche il,, O , ,  = O,, n,, = O , ,  c l , ,  = n,, n,, = O, quiridi O n23 = fiss = O, 
O oI1 = O , ?  = O ;  nia doveiido essere (12,12) -1= O I'iinica soluzinne possibile 
è n,, = O?, = n,, = 0. 

ln y iies te coridizioni le (C,) dàn tio 

Le altre equazioni d i  C O D A ~ Z I  sono 

Essendo il determinante delle ni, niillo, in questa categoria andraiino 
ricercate le V, deformabili. 

. . III). Se (12,12) = (23,23) = (31,31) = O, la V3 è applicabile soyra uno 8,. 

§ 2. TIPI DI ELEMENTI LINEARL 

A TRE VARTABILI DOTATI  DI TRASFORMAZIONI GEODETlCHE PROPRIE. 

4. Dalla ricerca del prof. LEVI-CIVITA (') risulta che si hanno due soli 
tipi di tls' appartenenti a V, con trasformazioni geodetiche proprie (non 
seniplici prbdotti di applicabilità per similitudini) (2). 11 primo di essi (tipo 

(1) Szclla trusformaaione delle eqztuzioni dina+niche [Ann. di Matem., 18961. 
(2) Perchè sulle niolteplicità delle radici dell'equazioiie cubica che interviene in quella 

teoria non possono farsi che tre ipotesi; e quella di una radice tripla corrisponde appunto 
ad isometrie e similitudini. 
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di LIOUVILLE generalizzato) si pub scrivere : 

ove U, 17, IlT sono funzioni rispettiv. della sola zc, v, lu .  Esso è rappresen- 
tabile geodeticamente sull'altro 

Nella forma (1), e conseguentemente nella (l'), ci si pub liberare dai 
segni di valore assoluto purchè sia assiciirato (almeno per determinati campi 
di variabilità delle zc, v, rv) il carattere essenzialmente positivo dei suoi coef- 
ficienti. 

A questa condizione non si pu6 soddisfare prendendo Hl = (U- V) (U- W), 
e per' H z ,  H, le espressioni dedotte dalla precedente con permutazioni circo- 
lari, perchè si avrebbe Hl Ha + H, H, + H, Hl = O, il che è incompatibile 
con la condizione posta; si pub invece prendere Hl = ( U -  Ir) (U- W), 
H,=(V-W)(V-U)eH,=-(W-U)(W-V)(esihaH1H2-H2H,- 
- H3 Hl =O )  e risultano effettivamente H, , H z ,  H3 positivi p. es. per 
U> V (O U< W< V ) ;  tni servir6 quiridi di questa ultima determi- 
nazione delle Hi. 

L'altro tipo di d s2 è 

d s 2 = ( k -  W ) d c 2 + d w 2  (e) 
ove d G è un elemento binario (nelle sole u, v), W (w) è tale che ne1 campo 
che si considera W <  k (costante); ridotto il d o b  forma isoterma si ha 

d s L  A ((u, v) (d u2 + d v2) (k  - W) + d ruP (9) 
rappresentahile geodeticamente sull'altro 

sicchè in ogni caso il d s delle nostre V,  è riducibile a forma ortogonale (7. 

(3) CiO non è più vero, in geuerale, per le V,.-l di S., ( ~ > 4 ) ;  quindi si potrebbe pre- 
sentare in conseglienza qualche difficoltà iiuova. 

Arcnali di Mutematica, Serie IlT, Toirio XXXI. 8 
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S 3. V,  ESISTENTI IN S, ECCLIDEO (O A CURVATURA COSTANTE) 
CON ELEMEXTO LINEARE 

d s Z = ( U - V ) ( U -  W ) d u 2 + ( V -  U ) ( V -  W)da2-(W-U)(W-V)dru2. 

e le analoghe; siccliè le espressioni dei simboli di RIEMANN sono: 

1 1 1 1  
(12, i q=-  (U-W)Vf'+-(V-W)U"- -- (V-W)(3 U--Smr-v)U'2 - 

B 2 4 H, 

7-- 

1 1  ' ' ( u - - w ) ( s v - e w -  u ) v 2 + -  - (u-v). wD2 
4 H 2  4 H3 

i 1 1 1  
(%,%)= g(V-U) W"--(IV-U) V + -  - (W-U) (BV-BU-IV)V"+ B 4 Hz 

1 1  1 1  +-- (V-U) (3 W-"L-V) W ' 2 -  - - ( V -  Wy Ut2 
4. H, 4 Hl 

Le ultime tre relazioni indicano clle le congruenze delle linee coordinate 
sono quelle definite in ogni punto dalle direzioni principali della V , ;  sicchè, 
adottando una locuzione proposta da1 BIANCHI (') si pu6 dire che le nostre V, 
sono spazi norrnali; e siccome questa stessa circostanza si presenta per 

(4) L. BIANCHI, Suyli spazi ?~orwali  a tve diwzensioni colle curuature pdacipali costauati 
[Atti R.  Accad. dei Liricei, Classe di Scienze, vol. XXV, 1916,1. 
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l'altro tipo di d s h l i e  esainineremo in seguito e non dipende affatto clallo 
spazio d'immersione della V3 i~ileviai~io clle : 

Tut te  le Ir, che ntnrnettotzo t rasfomznte  geodetiche propr i e  (ci06 I L O H  soltaîcto 
isometrico-simili)  sono spazi normai i  del B ianch i .  

Una conseguenza del inassiiiio interesse delle prime tre eqiiazioii i è la 
relazione 

(12,18) - (83,23) - (31,31) = O ;  

dalla quale si ricava che o.tutti tre i sitnboli scritti sono differeiiti da zero, 
quindi anche le tre curvature principali; oppure se uiio di essi è nullo, do- 
vendo per il 1 i . O  3, II) esserne riulli alnieno due, lo sono tutti tre, e la V, è 
applicabile sopra uno S ,  euclideo. Escludiaiiio da1 seguito questo caso 
evidente. 

6. Sia dunque (18, 18) (23,83) (31,31) = I =  0. 
Converrà porre per seinplicità di scrittura 

Le equazioni di CODAZZI, per le espressioni delle 0, trovate al i1.O 3, I), 
si scrivono 

ÔlogA, +r2--=___-.+___ aloqA alogA, 1 a H , A ,  1 aH, \ 
a zc a 24 a 26 H ,  a u  il, H ,  a u  

alog A,  810- A,  a log A. i a K. A, 1 a H, \ tau =--- +--- a v a v H ,  a v A, H,  a V. i 

Si ottengono combinazioni iinmediatamente integrabili operando per 
sottrazione e per addizione sulla seconda equazione di ciascun gruppo e 
sulla prima del successive. 
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Ne1 primo inodo, tenuto conto clie A, + A ,  = A,  si ha 

a~ V ' ( I V - -  U )  a; 10"; = 
(V-W) ( V -  U ) .  

Supponiaiiio 0' V' W' =,= O (discutererno poi l'ipotesi opposta). Iiitegrando 
si h a  

le fuiizioni per ora indeteminate cp, (i =I= k )  devoiio esser tali che y,., = 1 / yki 
e inoltre y,, . y,, . = 1, sicchè si pub porre 

Se si sostituiscono 
si ottengono le tiuove 

le espressioili ora trovate nella relazione A, + A ,  = A, 
relazioni 

Yl-Y2 - Y2-Y3 Y3-yl -- 
U - V  V - W  W - u  

alle quali si pub soddisfare in due modi: 

1." caso: yl = yz = y, = k (costante) 

2." caso: y, / U =  y, / V,y,*/ W =  k (costante) 

potendosi omettere nelle y, la stessa costante additiva, essendo le U, V, W 
definite appunto 

Combinando 
a metio di una tale costante. 
invece per addizione le equazioni di C ~ D A X Z I  si ha 

equazioiii che bisogria integrare distingendo i due casi segnalati. 
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7 .  Ne1 I o  caso (yi = k )  le equazioui precedeiiti si riducoiio a 

e poicliè le Ai sono =/= 0, anche hi, -1- O. 
Se si forrnano di nuovo i rapporti di due Ai nell'ipotesi attuale si trova 

e in consegueaza 

Le Irs attuali sono a curvatura costante h (necessariainente positiva) 
yuindi ipersfere del10 8,: (pes te  sono rappreseiitabili geodeticamente s u  S, 
(con proiezione da1 centro). L'integrazioiie delle ultiine eyuazioni, quando si 
sostituiscano ai siinboli di RIEMANN le loro espressioni date in principio del 
n.O 5, darebbe l a  forma di Ir, W, cioè del d s v e l  tipo di LIOUVILLE re- 
lativo all'ipersfera. 

S. Ne1 2" caso (y, 1 U =  y ,  / V =  y, / W = A) le ultiine coiiibiiiazioni delle 
equazioni di CODAZZ~ divengono 

a 
- 103 8, = - a 121 

W' ( U  Ir- W 9 )  
1V H ,  

e integrando 

II, H H ,  A - - a l ,  (u, v); A, = B,,(u, l u ) ;  do=  B i ,  ( x i ,  v ) .  
- 1V U 

Per determinare le funzioiii, per ora incognite, 9,, si osserra clie ne1 caso 
attuale è pure 

V U - W .  A, W U - P .  A, UV--11 '  A L -  -- ---- -- - 
A, U - W Y V '  A,  V U - W '  A, I V  V-U 

V -  !V 2. 
O,, = 12 (y)?; --- R z 3 = i <  - U - w z  ( V i l T  1 .  f i 3 1 = 7 + L r - , v  ) 
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Notiamo le espressiorii delle tre ciirvature principali 

Per deteriniilare effettivatneiite le Ir, in esanie occorre sostituire le espres- 
sioni dei simboli di RIEMANN (date al n%) tielle ultiiiie equazioni ed esaini- 
tiare se il sisteina cos1 ottenuto è integrabile e infine ricüvare da esso U, 1; 1.2: 

Posto u t=%,  zc2=v, zc,=w, U , = U ,  Us= V, U s =  W e 

il sisterna di equazioni cui debbono soddistàre le p,, è ( 5 )  

Le condizioni d'integrabilità ne1 caso attuale (k,  variabile) sono 

a log H, a log H, =- a k  
(kt - ka) - t (kt - k,) , ut 

2 a wt a ut 
e poichè 

esse risultano identicanlente soddisfatte, quindi il sistetna è completaniente 
integrabile. 

(5) L. BIANCHI, Sugli spazi norwzali ecc., già citato. Le notazioni differiscono un poco 
perchè. il BIANCHI parte da1 d s2 = H: d M: $ H: d M: + ~3 d u:. 
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Del resto riprendendo il sisterna sotto la forma primitiva (senza l'inter- 
vento delle PT,) 

1 1  1 1  
+TZ (W - U )  ( 3  V -  2 U-.- W )  V'" - - ( V -  U )  (3  -LIT-2 U-V)WJ" 

4 H3 

I I  --- 
4 H, 

( V -  W) V I S  
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i (U-W)", 1 - - 1 V -  W U +  a"=- 
. HP 9 2 4 H: / 

1 l W - U ' B ( ~ -  V)'+(W-U)' ur2- 
I 

risultano conseguenze algebriclie delle precedenti, quindi il sistema è inte- 
grabile. 

La forma di queste ultime non è senza vantaggio per l'effettiva integra- 
zione in quanto ciascuna di esse contiene due delle derivate seconde con 
coefticienti costaiiti; sicclie nii servir6 di queste piiittosto che delle equazioni 
di partenza. 

Derivando p. es. la seconda rispetto ad u, l'espressione di U"' contiene 
solo V a  e W" (delle derivate di V e W )  e cosi U" e U r ;  talchè è da pre- 
vedere che si possano poi eliminare fra le tre equazioni cosi otterlute Vf"  
e W". Se si eseguiscono le operaziotii iridicate con qualche accoi.giniento 
spontaneo si tiova 

e analogamente 

(gli apici indicando derivazioni ordinarie); integrando si ha 

con le ai, bi, ci costanti d'integrazione. Queste costanti non sono perb tutte 
indipendenti coine si rileva cercando di soddisfare con le espressioni ora tro- 
vate alle equazioni proposte. 

Infatti, se si inoltiplica la prima delle conseguenze algebrico-differenziali 
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per U- V, tutti i termini di essa 10 contengono a fattore meno i seguenti 

e poichè dunque occorre che anche quest'espressione sia divisibile per U- V 
bisogna che sia ai = bi: analogamente ragionando sopra una qualsiasi delle 
due rimaiienti equazioni risulta ancora ai = bi = - ci;  sicchè posto 

Y, (1)  = a ,  t 4  + a? t S  + CI,  tZ  t a ,  t - 4 h 
si lia. 

potendosi scegliere sempre nulle le costanti che nascoao dalle nuove inte- 
grazioni. 

Non è detto (poichè non si è spinta a fondo la verifica delle equazioni 
differenziali) clle le relazioiii trovate fra le costanti d'integrazione siano le 
sole esistenti: ma ci6 è di fatto, corne risulta. da1 seguente rapionariiento 
geometrico che ci risparmia non solo quella verifica, ma anche le integra- 
zioni che sarebbero ancora necessarie per trovare la fornia (cioè le equa- 
zioni parametriche O l'equazione cartesiana) delle V, in esame. 

Poichè queste sono rigide basta trovare un modello con quell'eleniento 
lineare per esser sicuri clle la V,  esiste e coincide necessariainente col 1110- 
del10 trovato: cioè clie non ve ne sono altre. 

Un inodello è fornito dalle iperquadriche di 8,. Infatti il d s q i  S, ri- 
ferito al sistema 4plo ortogonale di iperquadriche 

- 1 - - - 1  da, 
4-(z--t,) @--Il) (y-x) ( 8 - 3 )  

(6) Cfr. p. es. J. SOMMER, Math. Aranalen, Rd. 53, 1900, p. 113. 
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9 

con 
> ï i > F > v > y > p > a > h > - - m ;  

yuindi sull'iperquadrica p. = O, p. es., si ha proprio un d s2 del tipo voluto; 
e tanto basta per concludere che le nostre Vs sono appunto iperquadriclie. 
Anzi assegnato a piacere P, si lianno da1 confrouto del nostro elemento li- 
neare con quest'ultimo i valori dei semiassi della relativa V8 [risulta di qua 
nuovainente che se h=O la .V, è applicabile sopra un S, perchè tale è il 
inodello). Se in particolare a,  = 0 si hanno paraboloidi, corne risulta dall'e- 
spressione del 101-0 elenlento lineare. 

9. Prima di enunciare il risultato bisogna esaminare l'ipotesi finora 
scartata U' V' W' = 0. 

Se uno solo dei tre fattori è iiullo, facciaiiio U' V' =I= O, W 1 =  O. Poichè 
interessano le sole differenze fra U, V, W si pu6 fare W = O  (quindi Ir < O) 
e con un cangiamento di parametri IL, v possiaino partire da1 

d s a = ( U - -  V) (du2+-dgP)- -  UVdwa.  
Per esso 

1 1 Ufe + V'" 
(18, 18) = - (U" - V")  + ---- 

L 8 2 U-V 

1 1 v 
(83,23)= - UV"+-- 1 U-BV U'" - 

2 4 U - v  4 (U- V )  v 

e gli altri simboli di RIEMANN sono =O. Posto (18, 18) = A , ,  . . ., si ha 

Delle equazioni d i  CODAZZI due sono identicairiente sod(lisfatte ; coin hi- 
nando le altre coine ne1 caso precedente si h a  

d A, U' v 
-log- = 

d V1 U - l o g A ' = -  - - 
du. A, U Ü-V; d u  A, V U -  V 

da cui 
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sostituetido queste espressioni nella relaziotie fra le Ai si ricava, desipando 
con k una costante, 

A, A, V-U. ---- - - 
A, A, U V '  

Il primo cas0 conduce subito alle ipersfere; riinatie da esaminare il se- 
condo. Le equazioni rimaste d i  CODAZZJ sono: 

e da yueste integrando e serveiidosi delle relazioni già note fra le Ai 

ove h è una nuova costante d'integrazione. 
Notiamo ancora qui che, le U e V essendo definite a tneno della stessa 

costante addittiva, si pub da per tutto porre U e V in luogo di U- k e 
V- k. Cosi facendo, e scritte al posto dei siniholi Ai le espressioni calcolate 
in principio di questo numero, si hanno tre equazioni differeiiziali (delle quali 
due sole indipendenti); si verifica, corne nel' cas0 generale, che il sistema è 
coiiipletainente integrabile. 

Dalla prima equazione, p. es., 

si ha con successive derivazioni rispetto ad u 

che ititegrata dà 

(l'ultima costatite d'integrazione si pub fare =O). I n  modo i~nâ10g0, e con 
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osservazioni già esposte ne1 citso generale, si trova. 

Le superficie I V  = cost. rielle nosti-e V3 haiiiio l'eleïnei~to lineai-e delle 
quatlriclie di S, scritto il1 coordinate ellitticlle ; e siccorne H,, H 2 ,  H3 non 
clipeudono da I U  si pub perisare clie le V3 in esanle siano quadriche rotonde 
intorno ad un piano. E infatti presa uiia quadrica di S,  riferita ai suoi piani 
priiicipali corne piaui coordiriati e detto cl G il suo elenierito liileare, la Va che 
nasce facendola r1iotai.e in uno S,  itltorno a1 piano (y z)  ha il 

(d 0 misura la rotazione infinitesitm); cioè iii coordinate ellittiche (eulla qua- 
drica di 8,) 

il confronto fra il d s V i  partenza e questo ci assicutsa (data la rigidità del 
modello del d s2) clie le nostre V,  sono quadriclie rotonde intorno ad un piano 
(principale). Se negli integrali che dànno U, V è a ,  = 0: si lianno paraboloidi 
rotondi. 

10. Veiliaino all'ultiïno caso riniasto da esaminare. 
Se U e V sono costatiti, mentre W'=j= O, si pu6 sempre, con eveïïtuali 

cangiamenti di parainetri, prender le mosse da1 

Per esso si ha 
1 (12, 19) = - W'" 
4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



che amlnettono rappreuewtazioni geodetiche. 69 

da cui, con le solite notazioni, segue 

Le equa~ioni  di C ~ D A Z Z I  nori ideilticamente sotidisfatte sono 

e dalla prinla, tenuto conto della relmioue fra le A,, si lia iiitegraiitlo 

A 2 1 +W - = h  -- (h = cost.). 
1 1-W 

Se h = 1 ,  integraii(10 la seconda equazione, si hanno le ipersfere; se 

invece P = = 1 posto '3 = k, la seconda equazione di Coo~zzr  si scrive 
1 - F ,  

e da essa si trae 

e con le due relazioni già note si determinano poi A, e A, .  Resta da vedere 
se si possoiio soddisfare le equa.zioni di RIEMAR'N con queste Ai. 

Dalla prima si ha 

quindi 

la costante deli'ultiina integrazione potelidosi preiider iiulla. 
Le altre equazioni ne risultano conseguenza, sicchè il d s2 è deteriuiaato. 

Questo eleniento lineare appartiene, corne facilinente si veritica, alle iper- 
quadriche di S, rotoiide iiitoriio a due piani principali, ortogonali e incidenti 

x2 T - y 2 + L + t 2  
in un sol punto cioè alle iperquadriclie di equazione 

b" a' - 

clilindi cpeste soiio le sole Vs della nostra famiglia. 
E con ci6 la discussioiie è esaurita. 
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11. Ne riassuii~iüiiio il risultato iiel segueiile teoreiiia: 
Le V, che aînmettoito brtcsformasiotzi yeodetic7~e proprie. con elelîzeuto lirzeare 

es i s ted i  i t ~  w t o  S ,  euclideo ( i m i e w e  a loro trusforwate geodetiche) SOHO: 

IJ le ipersfere, 

2) le iperquadricke generale (U' V' W' - O ) ,  

3)  le iperyuadriche rotonde intortzo ad  un loro piano principale (per 
es. W' = O ) ,  

4)  le iperpuadriche rotonde iqztor~zo a due picmi privzcipali (sghenzbi) 
(per es. U' = V' = O) ,  

5) le ipersuperficie,a czcrvcctzcra 1tu1Ea (applicubili s u  S,; 
7J'= VI= m'=O). 

18. Possianio giovarci dei calcoli eseguiti, iiioditicandoli lieveiiietite, 
per la determinazione delle ipersuperficie esistenti in uno spazio a 4 diiiieii- 
sioni a curratura costante K, e aventi il solito d s'. 

Si ricordi a ta1 fine che le equazioni di Gauss veiigoiio niodificate solo 
in quanto nei secondi membri al posto dei siiuboli di RIEMANN ( r  p, y 8) 
bisogna leggere ( a  @, y 8) - K(u,, ags -- u,s agïi; yuindi le (G,) restano iiiiil- 
terate, inentre nelle (G,) a l  posto di (i k, i k )  va. rnesso ( i k ,  i k )  - - K H I  H,. 
Le equazioni di Co~nzzr  restano fornialinente i~mlterate pur di intendere 
che in esse, p. es. nella forina scritta al n. 6, si ahhia 

Fra queste Ai vale aiicora la relazione A, + A ,  = A,, quindi o sono 
tutt'e tre nulle, e allora la & è a curvaturn. relativa (all 'ambienti) nzclEu, 
oppure sono tutte diverse da zero. 

Il processo d'integraziope delle equazioni di CODAZZI resta iiialterato e 
conduce per le A, alle stesse esyressioni ottenute nei nii. 7, 8. 

Ne1 caso del n. 7, col significato attuale delle A, si ha 

quindi si tratta di V,  a curvccturcb costntzte (assoluta I<+ IG, relativa hl. 
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- -- - - - - - - -- -- - - - - 

Infine ne1 caso del a. 8 (sempre per U' V' W'=(=O) bisogna integrare il 
sistetna di eyuazioni clie nasce da1 sostituire ai primi inembri delle equazioni 
del n. 5 le espressioni dei simboli di RIEMANN tratte dalle A,, cioè p. es.: 

Il sisteina cosi ottenuto è completairierite integmbile; una delle conse- 
guenze algebrico-differenziali è 

e questa successivan~ente derivata rispetto ad zc dà 

da cui integrando 

e similniente per V e W. 
Trovato 17eleinento lineare si pub anche in questo cas0 esaurire colii- 

pletamente la ricerca e rendere pih espressivo il risultato costruendo effet- 
tivainente il ~nodello (unico, per la sua rigidità) di V, che 10 possiede. 

Supponiamo l'ambiente a curvatura positiva unitaria, K =  1, in modo 
da potercelo raffigurare nell'ipersfera VS, di eqiiazione 

di uno S,  euclideo. 
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Dico che le nostre V3 sono segate su  di essa. dagli iperconi che hanno 
il verlice riel ceiitiio dell'ipersfera (sono dunque le analoghe delle coniche 
sferiche). Basta costruirsi il d s2 per queste V ,  e confrontarlo con quel10 
ultimatnente trovato. 

Insienie all'ipersfera 
si x; = 1 

consideriaino i coni 

Dall'identità ( 7 )  

si irae (corne ne1 solito calcolo per la determinazione delle coordinate 
ellittiche) 

x: = a i  - 1 )  a i  '23 (ai 1,) (a;  - 1 4 )  

pi 
con 

P i  = (oi - ai+,) (ai --  ai+4 (ni - ai+s) (ai - ai+,) 

yuiridi sopra una delle V, in esame, cioè sopra. l'intersezione dell'ipersfera 
con uii cleterminato cono, peï es. A, = 0, 

a,, À,, X, saranno le coordinate curvilinee dei punti della V,. 
Ma. dall'identità precederite, per 1, =O,  si ha su tutta la V,  

cioè 
1 
- (a; - 1,) (ai - Al) (a.; - k,) = O 
pi 

qiiindi 

Ancora dalla stessa ideiitità, ugiiagliaiido i coefficieiiti di  h nei due  
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mmbri ,  si lia 

dalla quale segue fra l'altro 

Le ideiitità rilevate per le ai peruietlo~io di calcolare faciliiiente il d s 2 .  
Per eseinpio il coefEcieiite di d 1: vale 

cioè peu le precedeiiti 

Q,  essendo un polinotiiio di yuiiito grado in 1,; analogamente ai hanno i 
coefficiei~ti di d 14, d l : ;  l'eleiiieuto lirleare cosi ottenuto è proprio tld tipo 
richiesto. Duny ue: 

Le nostre Vs negli S ,  a C U ~ U C G ~ I I ~ C G  costante positirn. K sono segate sul- 
Pipersfera d i  S,, di rccggio JE, dcci c o ~ i  quadrici  col ver tic^ ne1 centro di 
essa. 

Sono iiisoiniila le Va die  per puoieziorie stereografica dell'iprsfera soputi 
un S, euclideo daiino luogo alle V, aiialoghe alle ciclidi. 

Ki~riarrebbero da esaininwe i msi U' V' - O, W' =O,  e U' = V' = O, 
W ' = J = O ;  i risultati dei nn.' 9, 10 vengono inoditicati solo in qiianto i poli- 
iioini che figurano a denomiiiatore clegli iritegrali (iperellittici rie1 primo 
caso, ellittici ne1 secondo) aumeiitaiio il loro grado di un'unità (quindi sono 
di grado 4 e 3 rispettivamente). Analoga alla precedeiite i! la costruzioiie dei 
niodelli aventi questi eleiiieiiti liiieari. 

A n d i  di Matematica, Serie 111, Tomo XXXI. 
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74 Bo ?tz p i a n i: Determi~zaaio?ce delle ipersuperficie 

8 4. V3 ESISTICR'TI [N 8, EUCLIDE0 O A CUHVATUHA COSTANTE 

CON BLEMENTO LINEAHE 

t7 s? = A (11, v )  (d  ue + d ,v2) ( k  - W) + cl IV'. 

13. Dalle espressioni dei siriiboli di RIEMAKN per il ds-recedente si  
hanno le equazioni di Gauss: 

Qui, esclusa la soluzione evidente delle tT, applicabili su S,, sono pos- 
sibili due casi: O (18, 18) (23,83) (31,31) = j =  O, oppure (18,18) =I= O (83,83) = 

= (31,31) = O. 

14. Mettiamoci nella prima ipotesi. Allora (ri. 3, 1) sono 

Le equazioni di CODAZZI divengono 
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che atnmetto~lo rappresei~taaio~l i  geodetiche. 75 

e danno Q3, = n,, ( ru ) ;  fi,, = A. - p ( t u ) ,  e per y (w)  l'equazione differenziale 

Bisogna vedere se si pu6 soddisfase a queste con le espressioni delle clii 
fornite dalle equazioni d i  GAUSS. Poichè R,, k funzione della sola I O ,  tale 
deviessere pure 

e percib occorre e basta che sia A soluzione dell'equazione 

, 1 d"ogA 
- d u 2  

+ " ru! A) = c (costante). 

L'interpretazione geoinetrica è iintnediata; l'espressione a destra divisa 
per k - W dà la curvalura di una superficie ni = cost. ne1 punto (u, u)  : 

C 
essa è dunque costante - - . (- k - I V )  

Si ha quiridi 

e percib dev'essere c > O ,  auzi tale da rendere positivo il radicando. 
Dall'equazione di GAUSS rimasta si ha finalmente 

Se si portano queste espressioni nell'equazione differenziale in cp (m) si trova 
cli'essa è ideriticainente soddisfatta, quindi W lion è soggetta ad alcuna 
condizione. 

Si pu6 domandare se fsa queste V3 (iindeformahili iii S,) ve ne siano 
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a curvatura costante h (necessariameilte h>Oj. Deve essere in ta1 caso: 

1 W'" 
(31, 31) = (83, $23) = A +-M.-" ( = h n  (L-W)  4 k - W  9 

si hanno quindi le due equazioni differeiiziali in IV: 

1 1 TV" 
T 

Ir;"+- -- h (k: - IV)  = O. 
4 k - I V  

Nla la prima è un integrale primo della secoiida; infatti derivaridola e se- 
parando il fattore IV'=(-O, si ha 

e sostituendo nella priina stessa e divitlentlo per k - T i  O si ottieiie ap- 
punto la seconda. Eseguentlo 17iiitegrazioiie della prima, e presciiiciendo d a  
costaiiti inessenziali si lia 

(si potrehbe far a nieno di h passantlo ad un tE sa simile). 

15. Gli elenienti lineari del n.0 prececiente apparterigono a V, di rota- 
zione intorno ad uri asse (l'ultinio, in particolare, ad utia ipersfera); il profilo 
meridiano, data l'arhitrarietà di W, è arbitrario. 

Per la fornia (2') dell'elen~ento liiieare trasforiiiato di (8) si pi16 ariclie 
Fer esso costruire una VB di rotazione in S,  clle 10 possegga. 

16. Supponiamo (23,83) = 0, (31,31) = 0. 
Si ha 

1 W'" 
+W"=O 2 k - W  
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da cui integrando, per W1=]- 0, e prescinderido da costauti inessenziali 

k - IV = IV'. 

Inoltre per l'aunullarsi di quei due siml~oli deve essere 

RI ,  = n,, = O,, = 0; O,, n,, - CI:, = (18, 18). 

Le equazioni di CODAZZI non identicamente soddisfatte sono 

Si ha intanto 
n,,=(p,(u,v)tu; ~ , ,=(p , (u ,  u ) m  

e percib dali'ultima equazione di GAIJSS 

e per le equazioili di CODAZZI riiriaste 

Pub forse convenire di assumere coiw incognite R I  = e O, = -; il,- 
A \ 

diaindo ora con I la curvatura di A (d u2 + d v2) si ha 

Ad ogni soluzione ( O , ,  9,) di questo sisteina corrisponde uoa V, del 
nostro tipo, certo deformabile perchè le espressioni delle O,.,, soddisfaceriti 
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alle eyuazioiii di GAUSS-Coo~zzr, non sono determinate in modo unico dalle 
eyuazioni stesse. 

Del resto l'effettiva esistenza e cleforiiiabilità. in S, delle V3 in esaiiie 
si prova subito geunietricametite. 

Sopra iin'ipersfera di raggio uiiitario si costruisca uiia superficie (iniziale) 
il cui quadrato clell'eleineiito lineare sia d o2 = A (u, v) (d u' + d v'). 11 cono V3 
che la proietta da1 centro dell'ipersfera ha proprio 

quanclo si assuma coiiie pa,raiiletro .iv la dist,anza del punto clle si considera 
da1 centro. Ad ogiii flessione della superficie iniziale corrisponde una de- 
formazione per agplic,abilità. della Ir,. 

Ci6 vale qualuiiyue sia A; se perb la superficie inixiale ha curvatura 
güussiaiia (assoluta) = 1, cioè se è a curvatura (relativa) nulla considerata 
entro l'ipersfera (e solo in questo caso) la varietà risulta applicabile su S,. 
Basta provare clle se e solo se 

dVogA d' log A 
+ du '  - 

- - -- 
d zc" 

2 A 

è (12,152) = O ;  il che è iininetliato esseiitlo ora k - W =  ru2. 
. Ci si pub doniiititiare se itisieiiie ad Liria V, del tipo esniiiiiiato esista 

in S ,  anche uua sua triisforniata geodetica. 
Poicliè al 

corrisponde l'altro 

IL-W ( ! l u 2  
d s'" A (u, v) (d ua + d v2) 

kW +w" 
per le nostre Vs ( W  = k - / f i 2 )  si lia 

tuS d W L  
d sp2 = A (w, v )  (du2 + ci v2,) - - k ( k  - t v 2 )  + ( k  - i u 2 y  

( k  2 O). 

,Per vedere se questo d s' pub esistere in S, è opportun0 cambiare il 
parainetro qv in modo da poter confrontare il ds'  trasformato con quelli già 
riconosciuti esistenti iri S,. 
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dw 
Posta d t = - dru 

.se k = a 2 > 0 ,  ovvero d t = -  se k =  - as si ha 
a2 - TV- a? + ru2 

senhz a t 
d sJa = A (a, w) (d w 2  + d u2) ae + d t 2  

oppure 
seno a t 

d s'L A (TL, v) (d u2 + d v" -- 
CI - + rl t 2 .  

Nessuno di questi elelnenti liiieari rientra iiei tipi trovati, almeno in 
generale; ilon nell'ultimo per la presenza del senho a t o del sen" t ;  non 
nei precedenti essendo ora A qualsiasi. 

Perd se A è tale da dare a A ( d  w' + d vY) curvatura costante, il se- 
condo d s' appartiene, corne s'é 'trovtito, ad un'ipersfera. 

17. Riniane da esaminare i'ipotesi W =  costaiite. fi evidente che in 
questo caso si lia uil n~odello del cl s' iii un cilindm di  S, la cui sezione 
i-etta (in S,) ha l'elemento d s" c A (u, w) (d 7 ~ '  + d vn), c > O. 

Queste V, ammettono non soltmto trasformazioni geodetiche, ma anche 
per parallelismo di LEVI-C1vr.i.a ('). Se in particolare il dse 6. a curvatura 
nulla le V,  corrispondenti sono applicabili su S,. 

18. Riassuniendo : 
Le  V8 di elemento limeare d s2 = A ('u, v) (d u2 + d v2) (k - W) + d w 2  esi- 

stenti i n  S, ezcclideo sono: 
1) ipersuperficie rotonde intorno ad una retla (rigide; W arbitrario). 
9) ipersuperficie coniche O cilindrich (deforuzabili; A arbitrario); queste 

aminettono trasfortnate geodetiche in S,  solo yuaiido le superficie w - cost. 
sono a curvatura costante. 

3) applicabili su 8,. 

.19. Se l'an~biente ha curvatura costante ICo = O  si hanno risultati del 
tutto simili. Sernpre i secoiidi nienîhri delle (G,) sono nulli, n~entre  nelle (G,) 
al  posto di (18,12) e di (23, '23) = (13, 13) bisogna leggere rispettivamente 
(12,12) - Zi, A' ( k  - W)" (23, 83) - ZC, A (k  - W). Si présentano quindi gli 
stessi casi precedenti. 

(8) Cfr. la mia  Nota: Le trasformazioni puntuali fra varietà che conseruano il paralle- 
2ismo di Levi-Ciuita [Reii d.  Accad. Lincei, 1 %O,]. 
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Qiiando tutte le rz,, sono determinate da1 d se si ha 

ill2 = ny3 = cl3, = O 

1 W'" -- + 7 W - Ko (k - l/tt)' 4 k - W  L 
O,,= , 

essendo c la curvatura costante del d s" A ( d  u2 + d v" e W affatto arbitraria. 
Quando ci6 non accade (O,, n,, - Ris = O,,  fi,, - fi:, = O) rimane A (u, v) - arbitraria, mentre si ha k - W = cos"(jK,?v) oppure = cosh2 (4-K, w )  se- 

condo che Ko > O oppure K, < O. 
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Sulle equazioni integrali non lineari. 

(Di ATTILIO VEKGEHIO, n Cagliari.) 

s e  la teoria delle equazioni integrali lineari B stata ampianiente studiata 
in modo da essere oggi suscettibile di una esposizione organica, non altret- 
tatito pub dirsi della teoria delle equazioni non linenri, la yuale si trova, 
ancor oggi, al10 stato embrionale. La ra.gione di tale differenza va ricercata 
principalniente nella natura stessa dell'argomento, il quale presenta difficoltà 
molto gravi, specialinente quando si voglia lasciare alla questione tutta la 
sua generalità. 

Per questa ragione, siarno ben. lontani dall'avere la pretesa di presentare 
con questo lavoro m a  trattazione completa ed esauriente della yuestiorie; 
crediaino soltanto di portare alla teoria un moe.stissimo contributo, che 
potrà forse esser seguito da altri di maggiore portata. 

Il tipo di equazioni che studieremo ne1 primo Capitolo è il seguente: 

dove u ( s )  e K ( s ,  t )  sono due funzioiii note, 72 ( s )  la funzione iiicoguita ed f 
è simbolo di un'operaziooe funzionale, assoggettata a certe condizioiii che 
saranno specificate tra poco. Dimostreremo clle per l'equazione (A)  valgono 
risultati a.ilaloghi a yuelli che si trovano esposli nella mia Meniorta: Sulle 
equasioîti i~zteyrali del tipo Fredholwz ('), la quale, ove occorra, sarà richia- 
mata colla lettera M. Dopo aver dimostrato l'esistenza delle costnnti carat- 
teristiche e delle funxioni caratteristiche del nucleo K(s ,  t ) ,  relatiramente al- 
i'operazione funzionale f, passeremo a definire il sistenm completo di tali co- 
stanti e d i  tali funzioni, di m i  ci servireino poi per la risoluzione della (A). 

( )  Rendiconti del Circ. Mat .  d i  Palevrno, t. XLI, 1916, pp. 1-35. 

Annali di Matematica, Serie I I I .  Tomo XXXI. 
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Passereino poi a studiare ilel Cap. II l'eyuazione fondaiiientale 

dove le +, p ed f, (r = 1 ,  8,.. . , p) sono simboli di operazioni funzionali di- 
stributive soddisfaceriti ad assegnate coiidizioni; e troveremo per essa la 
formula risolutiva, tanto riel caso in cui i limiti siano variabili, quanto in 
quel10 in cui siano costanti. 

uequazione (B) gode d'una grande geiieralità, che le permette di ab- 
bracciare quasi tutti i tipi di eyuazioni integrali sinora studiati ; tra i yuali 
vanno, in ispecial modo, ricordate le equanioni che si presentano nella teoria 
delle equazioni alle derivate parziali, i'equazione del BURGATTI, nonchè le 
equazioni integro-differenziali dei vari tipi studiati da1 VOLTERRA. Tale ras- 
segna si troverà esposta al Cap. III, dove dimostreremo infine che per l'e- 
yuazione 

la quale è un caso particolare della (B), si pu6 avere la soluzione (Che sotto 
certe condizioni è unica) anche quando Le operazioni funzionali f, non siano 
distri butive, corne s'era precedentemen te supposto ; qualunque siano i limiti, 
variabili O costanti. 
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CAPITOLO 1. 

Equazioai a limiti costanti. 

S 1. 

LA COSTANTE E LA FUNZIONE CAHATTEHISTICA FONDAMENTALE DEL NUCLEO. 

1. Indicheretrio con f uii'operazione fuiizionale uniuoca, cotlt imm e sod- 
disfacente alle seguenti condizioni : 

1') di esskre distributiucz rispetto alla somma, tale cioè da aversi, lier 
ogni coppia di funzioni y (x) e $ (x) e per ogni numero finito c,  

8') di essere invertibike col segizo d'integvale; neli'ipotesi, beninteso, 
che per la funzione integranda siano soddisfatte le condizioni volute perchè 
tale inversione sia lecita ; 

3') di  potersi applicare alle funzioni che qui occorrerà considerare quel 
nuinero di volte, finito od anche infinito, che sarà necessario, senza intro- 
durvi delle singolarità (e) ed infirmarne 1' integrabilità. 

Qualora l'operazione f debba essere applicata ad una funzione a, (s, t )  
di due variabili e per sua natura sia tale da potersi eseguire separatamente 
rispetto ad utia di esse (coine accadrebbe se la f fosse l'operazione d i  de- 

(2) Da questo punto di vista, le nostre operazioni funzionali si  possono dividere in due 
categorie: operazioni Che, applicate ad una funzione qztalunque, non introducono singolarità, 
ed operazioni che ne possono O no introdurre, a seconda delle funzioni cui vengono applicate; 
l'operazione di derivazione, ad esempio, appartiene alla seconda categoria. Noi ainmetteremo 
che l'operazione f appartenga alla prima categoria, e, ne1 cas0 appartenesse alla seconda, 
faremo l'ipotesi che le funzioni cui essa dev'essere applicata siaiio tali da non preseotare, 
dopo detta applicazione, singolarità alcuna. 
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rivazio~ie, di integrazione, di passüggio al l!tnite, di moltiplicazione per uiia. 
funzioiie d'uiia sola variübile, ecc.) occorrerà precisare rispetto a quale delle 
due variabili l'operazione s'intende eseguita; e scriveremo f, [cp (s, t ) ]  oppure 
fi [ ?  (8, t)], a seconda clle lloperazione f s'iritende eseguita rispetto alla s od 
alla t. 

Avvertiaino qui, una rolta per tutte, che le operazioni, cui ilel preseiite 
lavoro interidiamo riferirci, sono quelle die  applicate ad una funzione geile- 
rano una nuova funzione. 

Sia, d'altxa parte, K(s ,  t )  una funzione reale delle variabili reali s, t, de- 
finita ne1 cainpo a ( - s < - 6,  a ( - t ( - 6, non identicainente nulla ed in esso in- 
tegrabile, ne1 senso di LEBESGUE; tale inoltre che il nucleo iterato (che defi- 
niremo tra poco) 

f. [K. (s, t)] =.): f. [fi (s7 Y)] f v  [K (r, t)] d 

non sia identicailiente nullo. 
Supporremo da ultiino che la funzione f, [K (s, t ) ]  risulti simnetrica nelle 

due variabili s e t ;  cioè. si abbia: 

Più avanti vedrerno coine ci si possa liberare da questa conclizione al- 
quan to restri ttiva. 

2. Cib preiiiesso, consideriaino la successione : 

Ad aiilho i membri della (1) applichiaino i'operazione f ,  ed ititegriaino, 
rispetto ad  ambedue le variabili, dopo averli inoltiplicati per f, [K,, (s, t ) ] .  
Posto 
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da cui, yer la disuguaglianza di SCHWARZ, 

cioè 

hTsa+a avendo posto -- = y,. 
U2" 

Possiatno osservare subito clle nessuna delle funzioni itera te K,, (8, t )  
pub essere identicamente nulla. Iiivero, se fosse Kn+, (s, t )  = O, dovrebbe 
essere U,,+, = O  e quindi anche U,, = O, cioè f, [K., (s, t)] = 0. Cosi conti- 
nuando, si arriverebbe all'eguagliaiiza f, [li, (s, 1)] = 0, che contraddice l'ipotesi. 

Avendosi poi 

u,.,< U 2 " - 2  7 J 2 ,  

cioè 

y, ,4  2 u2 7 

po trenio scrivere 

Si dimostrerebbe poi seguerido il ragionainent,~ dello SCHMIDT (7 che 

finita e ben determinata. Ci dispensiamo da1 fare la diinostrazione potendo 
essa condursi in i n d o  affatto simile a yuella data dallo SCHBII~IDT. Ci liniite- 
reino solo ad osserva.re che, in grazia della relazione 

la fuiizione H (') (s, t )  non pub essere identicaineii te nulla. 

(3) Entwicklung ruilllcürlicher Punktiotieu mach Systemea vorgeschl-iebene~ Inaugurai- 
Dissertatioii, Goettingen, 1905. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



V e r g e r  i o :  Sulle equctzioni imtegrali  n o n  l inear i .  87 

Applichiamo l'operazione f ai due priini ~ n e ~ n b r i  delle precedenti ugua- 
glianze ed integriamo dopo averli inoltiplicati per [f g, (s)] : 

Posto 

anelno per la disuguaglianza del10 SCHWAHZ, 

v : j  v,-1 v,,+1, 

ce-1 5 L c,, , 

avendo posto -= C,, . E poieliè dalle (Y?) si rieavâ v,, 

si pub asserire che esiste il limite delle C,; porremo percib lini C,, = C. 
11-00 

È poi evidente che se f [g, (s)] = j =  0, nessiina delle g, (s) pub essere iden- 
ticamente nulla. 

02. Seguendo lin procedirnento simile a quel10 tenuto al paragrafo pre- 

cedente, si dirnostrerebbe con facilità che la suceessione '..(Y) converge i n  
C" 

m e d i a  verso una funzione G"' (s), la quale, se non è soluzioiie dell'equazione 

QTl) (8, t )  f 0 ( t )  d t = 0, I 1 
soddisfa l'eguaglianza 

Potendosi infatti ditnostrare ehe C = r ,  (Cfr. M 1 § 3) per avere la (4) 

basterà dividere per Cm+' i inernbri dell'egiiaglianza 

e passare al litnite per n =  W. Posto poi 
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si lia la relazione evidente 

1 G(l) ( s )  = - I! (s, l) f [GY) ( t ) ]  d t .  
a 

La costante C e la funzione G(')  (s) si potranno rispettivamente denomi- 
nare costante carntteristica fondamentale e ficnzione caratteristica fondamen- 
tale della g (s),  relatisaunente al nucleo K (s ,  t ) ,  ed all'operaaione funsionale f .  

IL STSTEMA COMPLET0 DELLE COSTANTI E DELLE FUNZIONT CARATTERISTICHE. 

Operaiiclo, ne1 iiiodo esposto. al S 1, su1 nuorro nucleo 

F(') (s, t )  = J< (s,  t )  - H(' )  (s, t ) ,  

il quale soddisfa evidentemente alle condizioni poste per K ( s ,  t )  ed è inolt,re 
tale (ln arersi 

s'otterranno risultati analoghi a quelli ivi trovati. Arriverenio cosi a ditno- 
strare con facilità l'esistenza d'un'altra funzione H(.' (s, t )  e d'un'altra co- 
stante r, legata alla precedente dalla relazione i', 5 - r,. 

Ripetendo il ragionaniento pel nucleo 

si proverehbe l'esistenza d'un'altra funzione HCq (8 ,  t) e d'un'altra costante r, 
tale da essere r, r,. Cosi continuando s'arriverebbe a definire, analoga- 
mente a quanto fil fatto a l  Cap. II della inia citata Memoria, il sistema 

p) Si osservi che si ha, per ogiii n, 
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coinpleto delle funxioni caratteristiche H"' (s, t )  e ddle costanti caratteristiche ï',, 
relative al nucleo IZ (s, t )  ed all'operaxione f ,  si  ina :the risulterà formato, 
a seconda dei casi, da un numero finito od i i A  to di elementi. 

In modo perfettamente analogo, si pub definire per una funzione qua- 
lunque &I (s )  il sistema completo delle sue funxioni caratteristiche G") (s) re- 
lative al tzzccleo R ( s ,  t )  ed all'operazione f nonchè quel10 delle sue costanti 
caratteristiche, sistema clie coinciderà con quello delle rv,  se la g ( s )  non è 
soluzione di alcuna delle equazioni 

H (8 ,  t )  f 0 ( t )  d t = 0. [ 1 

Direino che 
all'operazione f ,  

due fuiizioni cp (s, t)  e + (s, t\ sono ortogonali, relntivamente 
se vale per esse la relazione 

Cid posto, possiamo enunciare il teoreina: 
Le funzioni caratteristiche H'*' (si t )  sono tra loro ortogonali relativamente 

all'operazione f ;  
da1 quale discendono i due corollari 

1. Le -funzioni H"' (s, t )  sono ortogonali alle HF (s,  t )  relativamente 
alla f. 

II. Le funzioni H y  (s, t )  sono ira loro ortogonali relativamente alla f. 
Il teorema pub dimostrarsi con inetodo affatto sirnile a quello clie tro- 

vasi esposto al § 9 del Cap. II della citata Meinoria (M). 
L'ortogonalità poi delle G'Y' ( 8 )  non è che un'ovvia conseguenza del teo- 

rema precedente. 

Anrzali d i  Matematka, Serie III, Tomo XXXI. 
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Si potrebbero ors con facilità estendere tutti i teoretni sulle funzioni e 
costanti caratteristiche, che si trovano ditnostrati al 5 3 del Cap. II della M. 
Pero noi ci limiteremo a ricordare soltanto il seguente teorema di cui fareino 
us0 : 

Se la funsione g (s)  è definita dall'eyuaxioue 

g (s) = 2 G"' ( s ) ;  
v = l  

e la serie del secondo rnernbro convergera assolutamente ed uniformemente. 
Dopo cid ~oss iamo passare alla risoluzione dell'equazione 

l'equazione precedente pub scriversi 

e poichè questa aininette soluzione (se ne aminette la (A)), sarà pel teorema 
ricordato 

- - 

g ( s )  = G(*' (8). 
v=l 

Nella (6),  dopo aver lnutato s  in r, si applichi ai due inernbri l'opera- 
zione f e si integrino dopo averli moltiplicati per Hcv) (s,  r ) ;  avremo 
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cioè 
(s)  - h G (s) = h Uy) (8) .  

In questa uguagliaiîza mutiaino s in r ,  applichiamo ai due inembri l7o- 
perazione f ,  moltiplichianîoli per K ( s ,  r )  ed integriamo. Tenendo presente 
che 

e similmente che 

otterremo 

Gy) ls) - A rv G(*) (8) = À ru (s).  

Quindi, supposto che sia 1 -A", - = O, dalle (7) e (8) s'avrà 

ed infine ricordando la (7) 

" U i l  ( 5 )  + A r, U(v) ( s )  
h (s) = zc (s)  + X >: -- 

1 - h2 ru > 
v = l  

che rappresenta la soluzione dell'equazione proposta. 
Ne1 cas0 considerato essa è mica  perchè l'equazione 

non amrnette soluzioni diverse da zero; per diinostrarlo basterebbe ragionare 
corne nella mia Meinoria citata (M. Cap. IV, €J 1). 

Se invece per cp&he valore di v, per esempio n, fosse 1 - 1' r, = O 
l'equazione (A) ainmetterebbe le intinite soluzioni 
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dove l'indice v della prima somma assume tutti i valori interi O positivi, il 
solo valore n eccettuato; le C, sono delle costanti arbitrarie e le '9, (s) le p 
soluzioni linearmente indipendenti dell'equazione (10). 

Anche Fer l'equazione (A) vi sarebhe luogo a considerare dei casi 
particolari interessanti, corne sarebbe, ad esempio, quello in cui le costanti y, 
del nucleo K ( s ,  t) sono tutte eguali t.1.a loro; perb siccorne la trattazione pub 
condursi in iîiodo affatto simile a quello usato pei casi analoghi trattati 
nella mia Memoria, preferiremo considerare un caso particolare, il quale 
presenta sugli altri il vantaggio di  non richiedere la siininetria del nucleo 
f * [ K ( s ,  t)l. 

Supposto che il nucleo si possa mettere sotto la forma 

la soluzione della (A) pub ottenersi in hodo  assai semplice. 
Posto infatti 

avremo 

i 21, ( s )  == >SI> K ( s ,  t )  f [Fr ( t ) ]  d t - )i2f K2 (s,  t )  [h ( t ) ]  d t ; 
a 

dalle quali, mediante addizione, si ottiene ricordando la (12) 
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Da questa si ha immediataiiiente 

La soluzioiie è zmica se 1 - A p =I= O; in caso contrario, affinchè I'equa- 
zione data ainmetta soluzione, è necessario che sia u, (s) = O. Avremo allora 
infinite soluzioni date dalla 

P 
h ( s )  = t t  (s)  + 2: c, p>,, (s) ; 

n= 1 

dove le c,, sono delle costüiiti e le T,, (s)' "no le soluzioni linearniente i i ic i i -  
penden ti dell'eyuazione 

R r s o ~ u z r o ~ ~  DELL'EQUAZIONE (A) Q U A N D 0  IL NUCLEO f a  [ I < ( s ,  t ) ]  
NON & SIMMETAICO. 

Ne1 caso che il nucleo f, [K (s, 1 )  non sia siminetrico, la risoluzione della (A) 
si pub ricondurre a quella d'un'altra nella quale il nuovo nucleo sotldisfi a 
detta condizione. 

Supposto infatti che esista almeno una funziotie N ( s ,  t), soddisfacente 
ali'equazione funzionale 

i'eyuazione (A) potrà scriversi: 

u (s) = 7% ( s )  - 'h f, il1 (s,  t )  f h ( t )  d t ;  J:[ I F 1  
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e se iiioltre poniaino 

ul(s)=zt(s)-A f, M ( t ,  s) f u ( t )  d t ,  2 l [  1 
avrenio per la (14) 

Scainbiando t con r nell'ultimo integrale 

- f, M(r,  s )  f, f, 31 (r, t )  d r f h t tl t ,  1 [ 1 Ho1 
ovvero 

dove il nucleo 

è tale che il nucleo f, [KI (s,  t ) ]  è evidentemente siinmetrico, qualora si faccia 
l'ipotesi che le operazioni f, ed f, siano inrertibili; cioè che sia 

È poi evidente che ogni soluzione della (14) 10 è anche della (15); di pi& 
se la prima è omogeriea, 10 è anche la seconda. 
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ALTRA FORMULA HISOLUTIVA PEH L'EQUAZIONE (A) .  

Applicando ali'equazione (A) il metodo delle approssimazioni successive, 
si arriva con facilità alla soluzione 

la quale, quantunque soddisfi fo~malnzente l'equazione 'proposta, ben rara- 
mente potrà esserne una solusione effettiva, non esserido iii generale soddi- 
sfatte le condizioni richieste per la sua convergenza. 

Possiamo tuttavia ricercare qualche condizione sufficiente. 
Supposto che sia 1 u (s) 1 < rn, 1 K (s, t) 1 < II[ e l'operazione f sia tale da 

aversi per ogni funzione X (s). 

dove A è una costante arbitraria, ma positiva, avremo 

1 zc, (s) 1 < 1M" A" ( b  - a)" m; 

e si potrà dire che la serie (16) è convergente se per Il( sarà soddisfatta 
la condizione 

Qualora la serie (16) non risultasse convergente, essa sarebbe perb 
senlpre utilixzabile, perchè è sempre sommabile ne1 senso del BOREL ('). 
G. SANNIA ha infatti dimostrato (7 (ne1 caso che f sia l'operazione identica) 

(6)  E .  BOREL, Leçons sur les séries divergentes, Chap. IV (Gauthier-Villars, Paris). 
(7) Risoluzione dell'equazione di Fredholm con serie assolutame~zte sonzmabili del Borel. 

Rend. Acc. dei Lincei, vol. XXVIII, S. 5a, So Sem., fasc. 11, pp. 499-433. 
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the il campo di validilà della (16) è la striscia litnitata dalle rette parallele 
all'asse inzaginc~rio (reale) condotte dsi pzcnti cnratteristici pi& vicini all'ori- 
gine, e da bande opposte rispetto a quest'asse se i valori caratteristici sono 
tutti reali (imagi~zari), sotto l'ipolesi che la K (s,  t )  sia limitata e continua 
ne1 canipo considerato, pur non escludendo che p o s a  presentare delle linee 
di discontinuità, tali perd da essere incontrate in un numero finito di piinti 
dalle rette parallele agli assi coordinati. Questo teoreina vale ancora, seilza 
inodificazioni di sorta, se la f non è più l'operazione identica, ma invece è 
quella definita al 8 1, purclié la funzione f, [K (s, t ) ]  sia limitata e soddisfi, 
circa la continuità, alle condizioni poste per K ( s ,  t ) .  

Dopo ci& possiaiiio dire che la (16) è seinpre utilizzabile per ogni A 
contenuto nella striscia più sopra definita. h poi superflu0 aggiungere che 
la (16) non richiede affatto la siminetria di f, [ K ( s ,  t ) ] .  
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CAPITOLO II. 

Equazioni integrali a liiniti variabili. 

1. Consideriatno l'equazione 

dove, per brevità, abbiarno scritto h e g in luogo di h ( s )  e g (5). La funzione 
nota %(s) è supposta continua ed integrabile in un intervallo y e le Kr (s, t )  
integrabili ne1 catiipo r, liinitato dalle curve t = g  (s) t = p (s) e dalle ordi- 
nate estreme dell'intervallo y. 

Faremo le seguenti ipotesi : 
Io) le operazioni funzionali +, cp ed f,, supposte continue ed univoclie, 

siano dis tributive rispetto alla somma e non iiitroducano delle singolarità (7 ; 
soddisfino inoltre, per ogni funzione x (s), alle seguenti condiziorii: 

(8) Veggasi, a qbesto proposito, la nota (9), pag. 83. 
(9) Per aIcune operazioni distributive, quali integrazione tra limiti finiti, la moltiplica- 

zione per utia funzione ecc., le coiidizioni (19) possono essere verificate qualunque sia la 
funzione ~ ( s ) ;  per altre invece, corne per la derivazioiie, il verificarsi delle (19) pub dipen- 
dere anche dalla iiatura della funzione cui vengono applicate. Volendo lasciare alla questione 
la massima generalità ed evitare, per quanto è possibile, la trattazione di casi particolari, 
la quale finirebhe col complicare maggiormeilte l'argorneiito, già di per se stesso abbastanza 

Alzlzali di Mutematica, Serie 111, Toino XXXI. 13 
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dove A, B e C sono tre costanti finite e positive ed assoggettate alle con- 
dizioni 

A< 1, B<1,  A E < ~ ;  

E essendo un numero positivo, il cui significato sarà precisato tra poco. Il 
segno d'iiguagliaiiza potrà valere per alcuni od anche per tutti i valori di S. 

AEnchè la terza delle condizioni (19) possa sussistere qualunque sia s, 
dovrà ammettersi che l'operazione + non introducn. degli zeri. Riguarcio a 
queste operazioni, fareino ancora l'ipotesi che le fuiizioni, cui queste devono 
venire applicate, siano tali da consentire che tale applicaziorie venga effet- 
tuata quel nuinero (finito o 110) di volte ctie sarà necessario. 

!Y') I'osto 

esista finito e deterniinato il liin'g,, ( s )  ed inoltre la funzione 
12-02 

supposta in tegrabile in  7, soddisfi alla condizioiie 

dove E è un nuniero positivo e tale da aversi A & <  1. 
3 O )  qualunque siano r ed TE, si abbia 1 K,. (g,, , t )  / < dl, entro il campo r, 

e la successione u [g, (s)] sia limitata. 
I risultati, che ora andreino esponendo, valgono anclie se la funzione 

u (s), e di conseguenza anclie la h (s), siano funzioni, oltre clle di s, anche di 

complesso, ammetterelno che le condizioni (19) siano verificate almeno per le funzioni cui 
le suddette operazioni vengono applicate. 

Osserveremo tuttavia che, nella pratica, si  potrà spesso prescindere dalle condizioni 
(IQ), O da alcune di esse, qui poste per garantire la convergenza di certi :sviluppi in serie 
e sostitnire ad esse altre condizioni, suggerite dalla natura dell'equazione da risolvere, le 
quali assicurino ugualinente la validità dei risultati ottenuti. Questo potrà farsi se, per 
esempio, l'operazione ft è tale da arnmettere l'inversa; perche allora le equazioni 9 lh (s)] = p (s), 
che noi dovrerno trattare, si potranno risolvere spesso con facilità, senza ricorrere a sviluppi 
in serie e senza richiedere percib il verificarsi della terza delle condizioni (19). 
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altre variabili x, y, z, ... defiiiite iii un certo campo r' pe'r ogni valore di s 
in y ;  e le operszioiii +, <p ed f,. sisno il risultato di uiia od anche più opera- 
zioni eseguite, rispetto ad una o più delle suddette rariabili x, y, 2 , .  . .  

8. Cerchiamo di risolvere l'equazione (B) inediaiite una soluzioile della 
forma 

. a .  . . .  h (s) = ho ( s )  + h, ( s )  5 h, (s) + + 11, ( s )  + 
Usanilo il inetodo delle approssilnazioni successive ottenianio le seguenti 

equazioni, nelle quali per brevità scriveremo g invece d i  g ( s ) :  

Per avere le h,, ( 8 )  dovremo percib risolvere le equazioni 

dove 

Nella (21) iiiutiamo s i n  g (s) successivaiiiente ed applichiariio ad a~i ibo 
i meiiibri l'operazione y. Indicando con 9, l'operazioiie cl-ie risulta applicaildo 
la lp, n volte di seguito, otterremo: 
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dalle quali, mediante addizione membro a rnembro, si deduce 

[h. (41 - 'P.. [$ [hi in.)]] = $ 9  (s)  f [O. (.dl f 

Ora avendosi 

supposto che il secondo fattore del secondo membro abbia un limite supe- 
riore finito indipendente da n, sarà 

i [ h .  b)] = @ ( S I  +*bu m] + pz [% (y,)]+. . - + p., [ a, (y,,) 1 + - . . (252) 

3. Per il seguito ci  sarà utile avere per le $ [h, ( s ) ]  delle espressioni 
inaggioranti, che noi ora andreiiio a calcolare. 

A tale scopo, coiisideriamo anzitutto la serie che ci dà #[ho (s ) ] .  Poicllè 
( s )  = u (s) ,  si ha 

e quiridi posto, per ogni n, 

sarà 
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Ora osserviamo che, dalle condizioni poste per l'operazione +, discende 

1 1 $ [X Is)] i 2 (1 - B) I x (4 1, e yuindi pel nostro caso, posto --- i - ~ - $ ?  - 

Per la 'furizione 9 [h, (sj], uoando una notazione abbreviata, potremo 
scrivere 

f K , . f , ( h o ) ~ t I +  
4 s )  1 

+ y .  1 h r  i l i , f & l d t ( +  - . -  
. P(SJ 1 

per cui, ricordando la (93) e porierido 1 11 A l  C p  = p, avretno pel termine ge- 
nerale 

) ? . I A I ' ~ ~ "  - mn) ~ ~ ~ . f . [ h . ] r l t I ~ < ~ ~ h ~ ~ ~ ~ p a ~ m ( ~ ~ ' d t I <  1 1 dgn) 

< ~ ~ ~ a ~ ~ ~ ~ / . [ ~ ~ ~ ' d t / = p ~ f i ~ a ~ ~ s ' '  S I ,  
e quindi 

p a p 112 / $ [ h .  ( s ) l ( < p a B n c l s l  1 + A G + A " ~ ' + . . . ] = - -  1 - A s  1s ' 

Analogatnente per la funzione 

coll'osservare che, per una relazione analoga alla @3), è 
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s'o ttiene 

e di coiiseguenza 

Avremo cos1 in generale 

4. Per avere le funzioni h, (8) non resterà ora che risolvere le equazioni 

dove le Pm (s )  rappresentano le serie che figurano ne1 secondo mehbro delle (22); 
e che, per quanto precede, sono assolutamente ed uniformeineiite conver- 
genti. 

A tale scopo, possiaino operare coine segue. Poniaiiio 

e sostituialno cliiesto valore nella ('25): otterrenio l'eyuazioiie 

che è della forma (25). Posto 

(8) = Ii: ( s )  - + B': ( s )  i- O, ( s )  [ 1 
e sostituito questo valore nella ?26), si trova 
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che, usando una notazione abbreviata, pub scriversi 

Analogamente, posto ancora 

s'otterrà 

cosi continuando avreino forndmeîzte 

È facile perb diinostrak la couvergenza di questa serie. Si l-ia infatti 
per la (24) 

e per la terza delle condizioni (20) 

sarà quindi 

Questo dimostra che la serie in  questione è assolutamente ed unifor- 
inemente convergente. Dalla (98) discende poi anche quella pure assoluta 

Ca 

ed uniforme della serie h, (s), la quale aminette corne serie niaggiorante 
v=O 
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§ 9. 

UK~CITÀ DELLA SOLUZTOR'E. 

due 
Dimostriaino ora che la soluzioiie trovata è ztnica. Supposto che esistauo 
soluzioni distinte, la loro diffet-enza x (s) dovrà soddisfare l'equazione 

la yuale pub risolversi col inetodo usato per la risoluzione dell'equazione (B). 
A tale scopo scriviaino 

e dopo aver inutato s in g (s) applichiamo successivamente l'operazione 

P.-, [+PL" (g.-Jl] - 'P. [+[Y. (B. i l ]  = p ,.-, @"-.)] ; 

avendo posto 

Sommando s'ottiene 

essendo 
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e posto x (s) <a, avremo anche l l 

e quindi 

dalla quale deducesi, per utia relazione analoga alla (83), 

Sostituendo questo valore a x js) nella (229) s'ottiene 

e quindi 

da cui 

Sostituendo nuovamente nella (99) a x (s)  questo valore, si troverebbe, 
cosi continuando 

e quindi anche 

e poichè il secondo membro, al crescere di n tende al10 zero, sarà 1 x (8) 1 = O .  

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 14 
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L'EQUAZIONE (B) A LIMITI COSTANTI, 

. È evidente che, con leggere rnodificazioni, la trattazi 
adatta anche alla equaziorie del tipo B, a limiti costanti, 

one suesposta si 

che s'ottiene dalla (B) ponendo p (s)  = a e g (s)  = b. 
In yuesto caso si ha iiifatti, per Io sviluppo 

1 1 
per eui, ricoidando clle abbianio posto - = r ed 1 ~ %  =p,  s'ottiene 

1 - A  

da cui, per la (%), 

Cosi pel termine generale clello sviluppo di + [h, ( s>]  si avrà, ponendo 
b-a=$, 
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Analogamente, pel termine generzle della serie clie definisce S, [h, (s)], 
' 

avremo : 

= A" WL S2 a2 fi2 ; 
e quindi 

1 + [h, (s)l / < ne 8' a' B2 [l + A -+ A' + . . ] = ni p' 6' a' B8 ; 

da cui 

1 ha (8) 1 < 118 Sa as ,!?'; 

ed in generale 

m 

La serie h, (s) aiiirnette percib per serie inaggiorante 
-0 

la quale sarà convergente, se si potrà fare in 111odo clie sia 

p w a .  

ALTHA FOHMOLA RISOLUTIVA PEH L'EQUAZIOKE (B). 

Per la risoluzione deli'equazione (B) si pub usare anche un altro ine- 
todo, il quale, se da un lato lia 10 svantaggio di rendere più difticile la ri- 
cerca delle condizioni per la validità dei risultati cui esso conduce, presenta 
perb dall'altro il vantaggio di essere teoricamente molto piii seinplice, e di 
potersi inoltre usare per equazioni ancora più generali di quelle del tipo (B), 
e sotto condizioni meno restrittive. 

Faremo la sola ipotesi che le operazioni $, g, e f, siano distributive e 
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non introducano delle singolarità. Poniamo 

h. (5)  = (s)  + m l  (5) ; 

sostituendo questo valore di h (s) nella (B), otterreino 

avendo posto 

Similmente, se poniamo 

e sostituialno nella (30); otteniamo l'equazione 

cui deve soddisfare w, (s) e dove 

Arialogamente, pos to 

O, (s)  = 242  ( s )  + % (SI, 

e sostituito questo valore nella precedente uguaglianza, otterremo un'equa- 
zione analoga alla proposta, cui deve soddisfare o, (s). Spingendo l'opera- 
zione all'iilfinito, avreino forn~almente 

la quüle pu6 anche scriversi 

h (s) = u (s) + F [ u (s)  ] + E; [ u (s)  ] + . . . + ~ . [ u ( s  )]+- 
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yualora si cotiveiiga che F rappresenti l'operazione 

e che venga sostituito g (s)  ad s prima di applicare l'operazione p Pj]. 
Resterà ora a vedersi sotto quali condizioni la serie trovata è conver- 

gente; tale ricerca perb è tutt'altro clle facile, data la larghezza delle ipotesi 
fatte sulle operazioni $, p ed f,.. Ci limiteremo percib soltatlto a notare che, 
se 1 u, (s )  1 < nz e l'operazione F risul ta tale da aversi 

la serie trovata sarà uniformemente convergente. 
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CBPIT0,LO III. 

Casi particolari notevoli dell'equazione fondamentale. 

a) L'equazione di la specie 

che, nell' ipo tesi p = 1, f, G 1, si presenta nella teoria delle equazioni alle 
derivate parziali del !2O ordine, e nella quale supporremo che le funziorii u (s) 
g (s) e K,(s t )  siano derivabili almerio una volta rispetto ad s, derivata ci dà 
l'equazione 

la quale, quando si ponga 

(interidendo col simbolo +, che prima d'applicare I'operazione cp si debba 
mutare K,(s, s )  in K, (s, g)) è un'eyuazione del tipo (A). 

Ad essa quindi si potrà applicare il procediniento analitico esposto ne1 
Cap. II, qualora siario sotidisfatte le condizio;ii ivi enunciate. 

p) L'equazione 
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che é un caso particolare della precedente, mediante derivazione si riconduce 
jmmediatamente alla forma (B), quando si ponga 

P 

r=O 
Kr (s, t ,  - H, (s, 1)  ?)-  z K+.(s, ~ ) f , ;  ----- 

d s 

e si supponga che l'operazione p, sia un'operazione nulla, cioè tale da essere 
qualunque sia x (s)  cp [X (s)]  = O.  S'ottiene cosi l'equaziorie 

Essendo n~illa l'operazione y, non rimarrà clle da risolvere le equazioni 

inediaute gli sviluppi trovati al Cap. III, ne1 caso che siaiio soddisfatte le 
condizioni di convergeiîza. 

d' Se fosse f = --, dalla (31) si avrebbe, corne caso particolarissimo, l'e- 
' - - d s '  

quazione studiata prima da1 BUHGATTI ( ' O ) ,  e poi itl modo esauriente da1 
LALESCO 

In ta1 cas0 le equazioni (38) diventano 

e si potranno risolvere, sia ricorrendo alla teoria delle equazioni differenziali 
ordinarie, sia agli sviluppi in serie già trovati, se qiiesti süraiino convergenti. 

Se nori fosse lecita o conveniente la derivazione della (si), questa po- 

(10) Rend. Acc. dea Lincei, l o  sem. 1903 (due Note). 
(11) Sur l'équation de Volterra (Journ. de Mathéin., t. 1, 3908, p. 171). 
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trebbe ricondursi ugualmente al tifio fondamentale scrivendo 

a (s) = r Ko (8, t )  f,, [ B  ( t ) ]  d t +r 5 K. (s, t) f, [b ( t ) ]  d t ,  
. O O Y,L 

intendendo che sia 

O 

Queslo metodo ha su1 precedente il vantaggio di poter far coinparire 
nell'operazione $ quella, tra le funzioni K, (s, t ) ,  che pih si presta per la con- 
vergenza delle serie che clevono risolvere l'equazione proposta. Ne1 caso del- 
l'equazione del BUHGATTI, avremino cosi da risolvere le equazioni 

(J ho (s) = K,, (s, t )  ho (t) dt = u (s), [ -1 Si 
P d* + [h. (s)] =. (a K,, (8, t )  h. (t) dt =I Z Kr (s, t )  - (t) d l ,  

O r=L d S' 

che sono tutte equazioni di VOLTERRA di la specie. Da queste si potranno 
m 

avere le h, (s), riserbandoci di discutere poi la convergenza della serie hv (s). 
v=o 

Ne1 tipo (Bj rientrano anche le equazioni integro-differenziali dei vari 
tipi studiati da1 VOLTERRA. 

Invero, se si pone p. (s) = O ,  g (s) = s, 

e si conviene che l'operazione (I, sia identicamente nulla, la (B) cl dà subito 
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l'equazione fondamentale del tipo ellittico 

dove la funzione nota zc ( s )  e l'incognita h (8) sono funzioni delle variabili 
CE, y, z, s definite, per ogni valore di s nell'intervallo y, in un dato dominio 
e dotate delle derivate pafziali seconde. 

Corne esempio consideriamo l'equazione integro-differenziale del tipo 
ellittico 

(ecz + ecY + ec') s = A, h (s)  - 

Qui abbiamo 

1 - u (8)  = 1 - A 2  (eCs + eCY + eca) s  = (1 - c" (ec" + erY + e'") s ; [ 1 [ 1 
ed in generale 

Supposto che sia 1 1 - ca 1 < 1, avremo per la (87) 

Appresso, essendo 

h (s) - A '[ ' 1- " r [(st '  O 

Alznali di  Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 15 
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üvrenio per la (27) 

Analogamente 

as hl ( t )  + [ h ' ( . ) ] = q  - 0  [(si) + (8' t) J"1 7 ( t )  + (sS t )  - d za a = 

Nello stesso modo si troverebbe 

avremo cos1 la soluzione 

1. Nella (B) ponendo y r O e . + ~  1 si ottiene L'equazione 

s(4 P 
u (8)  = h ( s )  - 11 E (8, t )  f .  [h ( t ) ]  d t. 

AS) r=L 
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Essendo qui + h. (8) = hv (s), avremo, supposto che sia / u (s )  - p  (s)  s , 1 J 

e quindi 

-g(4 P 
h (8) =u (8) + 1 J 2: K. (s, t )  f. [ M  (t)] d t + 

p(s) T=l 

d s )  P g(t)  .Q ( @4) + x K, (8, t )  d t f, 1 J I K. (1, r)  fi[>& ( r ) ]  d r  1 + - . . r ( s )  r=i p(t) m=l . 

dove la serie del secondo meinbro, sotto le condizioni poste, sarà assoluta- 
mente ed uniformemente convergente. 

Se nell'equazione precedente poniamo p (8) = O, g (s) = s e p = 1, ritro- 
viamo, coine caso particolarissirno, la soluzione dell'equazione del VOLTERHA ( l a ) .  

Se invece fosse p (s) = a, g ( s )  - 6, con a e b costanti, posto 1 zc (s) 1 <ln  
e ricordando le condizioni poste al Cap. II per l'operazione f., si otterrebbe 
dalla (34): 

h (s) < m  + 11 / BI C I I I  (b -n) + 11 1 '  21P C'ln (b - a)'+ 

+ 1~3MM"C31~~(b-a)S+-.-=112[1+~a~~fC(b--a)+ 
+ 1 1 W M a C Z ( b - ~ ) S + j l ( S J 1 3 C 3 ( h - a ) 3 + ~ ~ ~ ] .  

Ir1 questo 'caso, la coiivergenza sarà assicurata se 

1x1 M C ( b  - .a)<l.  

S. Per i'equazione (33), ora considerata, si pub avere la soluzione 
anche prescindendo dall'ipotesi fii1oi.a fatta che le operazioni f, siano distri- 

('" V. VOLTERRA, Lecons sur les équatiorts iratégraées, etc. (Gauthier-Villars, Paris, 1913), 
p. 45 e seg. 
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butive. Supposto 

e clie le operazioni f, (r - 1, 9,. . . , p) siatlo derivabili almeno una volta, 
limiteremo la nostra ricerca alle funzioni h (s) tali che le fuiizioni f, [h (s)] e 
le loro derivate f ',. [ iz (s) + w (s)] ,  rispetto ad h (s ) ,  si mantengano, in inodulo, 
inferiori ad un nutnero finito w, per ogni valore di s nell'intervallo y e per 
ogni funzione 1 o (s )  1 < U; dove o è un numero maggiore dei termini della 

(Q 7)" successione - in = 0, 1, 2 , .  . .) ed a rappresenta le quantità 1 'h 1 p M m .  
n ! 

Per risolvere l'equazione (33) useremo il metodo delle approssimazioni 
successive. In prima approssimazione poniamo 

h (4 + wl (s)  = u (4; 
l'errore clie si commette 

soddisferà alla relazione 

cioè 

Se in una seconda approssimazione poniamo 

l'errore commesso sarh 

E poichè 
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con 0 <O,( 1 ,  avreino per la (35) 

In terza approssi~uazioiie, poiiiatiio 

I d a )  13 
1~ (8) + w, ts) = u (s)  + 1 ' K,. (s, t )  fr lc ( t )  + % ( t )  d t = 

~ ( 8 )  - 1  [ 1 

l'errore che si comrnette 

dove O < W,. < 1, soddisferà alla relazione 

Cosi continuando, s'avrebbe in generale 

e quindi 

Se si indica con F l'operazione 

la soluzione trovata pub assumere la forma 

h (s) = lim 3, [zc ( s ) ] .  
n=w 

(36) 

Se le operazioni f, fossero distributive, si ritroverebbe la (34) del S 3. 
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3. Anche qui si pub dimostrare che la soluzione trovata è mica. 
Supposto irifatti che esistessero due s?luzioui distinte h, (s) ed h, (s) ,  la 

loro differenza x (s) soddisferà l'equazione 

per cui posto 
l 

Supposto che sia 

Sostituendo tlella (37) alla ~ ( t )  questo valore si troverebbe 

e ripetendo l'operazione 

Cosi continuando, s'arriverebbe alla relazione 
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di cui il secondo membro, al crescere di n, tende al10 zero: sarà quindi 
x ( s )  = O. 

4. Se la condizioiie ( g (s) - y (s)  / j (s) non fosse verificata, postO a1loi.a 

ed in generale 

Percib l'errore a,, ( s )  tenderà al10 zero, se si potrà fare in modo che 
sia a < 1 ; cioè 

5. Se nell'equazione proposta fosse (J. ( s )  = a ,  g ( s )  = b con a e b co- 
stanti, la (36) ci fornirebbe ancora la soluzione cercata se, posto b - a = v, 

fosse soddisfatta la condizione (38). 
Noteremo infine che per u (s)  = O la (36) si riduce ad h (s)  = O. Sup- 

posto che le f, siano tali da aversi f, (O) = 0, potreino asserire che l'equa- 
zione otnogenea 

?ton ammette, qualzcnque sia A,  solzcaioni diverse d a  zero qualunque siano i 
limiti, costanti O variabili. 

Cagliari, febbraio 1921. 
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Sopra due teoremi di Dirichlet. 

(Di ALBEHT~ MARIO BEDARIDA, a Genova.) 

D 1. JKICHLET, nella sua classica Meinoria inserita ne1 volume n . O  84 del 
Giornale di Crelle: u Recherdies sur les formes quadratiques à coëfficients 
et à indéterininkes complexes», ha dimostrato i due teoremi seguenti: 

a) u Se D è un intero, razionale, positivo e non puadrato ed H è i l  nu- 
mero delle classi di forme a coefficienti interi complessi, ne1 corpo I< (Jx), a 
determinante D, primitive d i  prima specie, ed h ,  , h, soue i numeri delle classi 
di forme a coefficienti interi razionali, rispettivanzente a determinante D e 
- D, primitive di prima specie; si ha:  H='B h, h, oppure H =  h,  h, secodo 
che l'equazione indeterminata t2 - D u" - 1, ammette soluzioni intere razio- 
nali oppure no ». 

b) u Se D è u n  intero, razionale, positiuo, i l  cui doppio non sia un qua- 
drato, ed H è il numero delle classi di forme a coefficienti interi complessi, - 
ne1 corpo K (J- I ) ,  a detepminante i D, prinzitive d i  prima specie, ed h ,  , h, 
sono i numeri delle classi di forme a coefficienti interi razionali,, rispettiva- 
mente a determinante 2 D e - B D, primitive di prima specie; si ha : H= h, h ,  
oppure 2 H =  hl h, secondo che l'equazione indeterminata ta - 2 D u2 = - 1, 
amrnette soluzioni intere razionali oppure no ». 

Questi due teoremi chiudono la Memoria e, giustamente, sono conside- 
rati tra i più belli della teoria delle forme a coefficienti e variahili interi 
coinplessi, cioè della teoria delle fortne aritmetiche di DIRICHLET. La loro 
dimostrazione risulta da considerazioni di Aritmetica analitica. 1 teoreini a) 
e b) furono inoltre dimostrati con considerazioni di Aritinetica pura da 
HILBERT, nella Meinoria « Ueber deri Dirichlet'schen biquadratischen Zahl- 
k6rper B (Math. Ann., 45 Bd.), come un'applicazione della teoria dei generi. 

Noi ci proponiaino, nella presente Nota, di diiiiostrare come il teoretna b) 
si possa ricondurre al teorema a), mediarite cotisiderazioni di Aritnzetica pura, 
senza cioè ricorrere ai mezzi che offre la Teoria dei Nuineri, qiiando vi si 
introducono considerazioni di Analisi. Precisainente, ci6 risulterà, in modo 

Awnali @i Mutemutica, Serie I I I ,  Tomo XXXI. 16 
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assai sernplice, riprendendo alciini studi sopra le forme aritrneticlie d i ' ~ r -  
RICHLET, da1 punto di vista dell'britinetica pura, dovuti al prof. BIANCHI e 
pubblica.ti nella Nota: Sulle for9ne qundrcxtiche a coefficienti ed a indetermi- 
nate cornplesse; Acc. Liricei, Serie 4", vol. V, fasc. 8 O ,  pag. 589 ('). 

9. Si abbia un intero di GAUSS D r  O (mod. 9), e sia H, il numero 
delle classi di fornîe di DIRICHLET a determinante D, primitive (necessaria- 
mente di prima specie) ed H, il nuinero delle classi di forme di DIH~CHLPT, 
del10 stesso determinarite, a divisore 1 + i (necessariamente non primitive) : 
si tratta di determinare le relazioni tra i numeri Hl ed H, (,). 

Intanto, un teorema generale (7 ci assicura che H, è sempre un divisore 
di Hl e che il quoziente inter0 è il numero delle forme di D~RICHLET a de. 
terminante D, primitive di prima specie, non equivalenti tra di loro, il cui 
primo coefficiente è un quadrato p2 divisore di (1 +i)'. 

Ora, i valori clle p pub avere sono : p = 1 e p = 1 + i : al primo corri- 
sponde la forma principale f l  G (1, O, D); al secondo, dovendo essere il coef- 
ficiente medio delle rispettive forine r 0 (inod. 8) oppure r 1 + i (inod. 8), 
corrispondono le due forme : 

Si tratta di considerare di 

( 
D 

ed f,r ( l+i) ' ,  1 1 4  -- 
(1 + iy 1 j .  

queste tre forme, quelle primitive di prima 
specie, e vedere quante di esse non sono equivalenti tra di loro. La f,, in- 
tanto, è seinpre primitiva di prima specie. Distinguendo il determinante D, 
rispetto al modulo (1 + i)" si ha che è D F (1 + i)"mod. (1 + i)') oppure 
D O (mod. (1  +- i )":  cotisideriamo separatainente i due casi. 

Sia D (1 + i)' (mod. (1 + i)'). La forma f, è prirnitiva di prima specie, 
la f ,  non è tale. Ora, percliè le forme f ,  e f, siano equivalenti, in ordine ad 

(1) Per quauto riguarda la noineiiclatura adoperata nella presente Nota, noi rimaiidianio 
il lettore al citato lavoro del prof. BIANCHI. 

(" Se invece è D = 1 (inod. 3). le forme di DIHICHLET a deterininante D ed a divisore 
1 + i soi10 necessariaiiieiite primitive ed in questo caso soiio note le relazioiii tra i numeri 
Hl ed H, (cfr. BIANCHI, op. eit., pag. 593, oppure LIPS~HITZ, ZUT Tlteorie der quadratrischen 
Formen, ~ r e h e ' s  Jouriial, 54 Bd.). 

Nei casi D = i (mod. 2) oppure Il 9 1 + i (inod. 3) noii si haniio, rnanifestamente, 
forme a divisore 1 + i. 

(3) Cfr. BIAHCHI, op. cit., pag. 591. 
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un noto teorema ('), occorre e hasta clie esistmo due interi di Gsuss x e y, 
tali che soddisfino alle relazioni : 

( x2 - D y a  = ( 1  + i)' 
x  r O (rnod. (1 + i)'), 

e ci6 avviene quando e soltanto quando l'equazione di PELL: 

sia solubile in nutiieri interi con x pari (y sarà con cib, necessarianiente, 
dispari). Le due forme f ,  ed f ,  sono allora ed allora soltanto, equivalenti tra 
di loro. 

Sia D - O (mod. (1 + i)". La forma f ,  è priinitiva di prima specie, la f ,  
non è tale. Ora, inedesiinametite, le due forme f ,  ed f, saranno equivaleiiti 
tra di loro, quando e soltantci quaildo esistano due interi x e y per cui si 
ctbbia : 

x' - Dy" (1  + i)' 
x  + ( 1 + i) y = O (mod. (1 + i)2) 

x = O (mod. (1 + i)). 

Se questo sistema è verificato, l'equazione di PELL (1) è solubile, niani- 
festamente in numeri interi, con x semipari (non pari) ed y dispari. hiver- 
samente, se cib avviene, il sisterna precedente viene verificato. Dunque le 
forme f ,  ed f ,  sono equivalenti allora e allora soltanto che l'equazione di 
PELL (1) sia solubile con x semipari ed y  dispari. 

Le precedenti colisiderazioni ci offrono dunque il teorema seguente : 
S e  D è un intero pari  ed H, è i l  nulnero delle classi d i  forme d i  DIHICHLET 

a detertninante D, primitive (necessariawente d i  prima speck)  ed Hz è i l  nu- 
mer0 delle classi d i  forme d i  DIRICHLET dello stesso determinante, a divisore 
I -+ i (necessariamet~te non  primitiue);. s i  h a :  per D  r ( 1  + i)' (mod. ( 1  + i)", 
Hl = H2 oppure Hl = 2 H2,  secorcdo che l'epuazione d i  PELL: 

xa - D y a =  ( 1  + i)" 

è solubile oppure uo in raumwi interi x e y con x  par i  (e  q ~ i l ~ d i  sarà y 
d ispar i ) ;  per D E O (mod.0 ( 2  + i)3, Hl = H, oppure Hl = 2 H2 secoîado che 
questa eq~aa ione  d i  PELL è solubile oppure no  in  numeri  ilzteri x e y ,  con x 
semipari ed y dispari.  

(4) Cfr. BIANCHI, op. cit., pag. 590. 
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3. Si supponga ora che l'inter0 pari D sia razionale positivo e non 
quadrato. 

Si lia allora subito che la (1) non è solubile con y dispari. Infatti, cli- 
videndo i due me~iibri per (1 + i)', si dedurrebbe : 

X ' ~ + & D ' ~ ~ = I  (2) 

ove con x ' b  D' iiidichiamo i cjuozienti interi di x \ x r  (1 + e di D per 4 
e sarà D ' > O .  Ora, ad utla soluzione (cc', y) della ( 0 2 )  corrisponde una solu- 
zione (x', i y) dell'eyuazione : 

X ' " ~ D ' ~ ~ =  1 

ed inversametite ; nia le soluzioni di y uesta equazioiie lianno la for~iia x = tc 

ed y = ( 1  --i) u, essendo u e v entrambi interi, razionali, oppure entrambi 
interi, puramente coniplessi (7 ; dunque nelle soluzioni della (l), ne1 cas0 at- 
tuale, y non pub essere dispari. 

Il teoreina precedente ci conduce quindi al corollario : 
Se D è zciz intero rasiorbale positivo, pari e non quadrato, il nunzero H, 

delle classi d i  forme di DIRICHLET a determii~ante D, primitive (necessaria- 
mente di prima specie) è sempre i l  doppio del nmnero H, delle classi di forme 
di DIRICHLET dello stesso deterrnirzante a diwisore 1 + i (necessariamente nort 
drinzitive). 

4. Quest'ultimo risultato ci offre il modo di ricondurre, corne si è detto, 
il teorema b) al teorema a). 

Infatti : sia D un intero razionale, positivo, il cui doppio non sia un qua- 
drato, Hl il numero delle classi di forme di DIRICHLET a deterininante 2 D, 
primitive di prima specie, h, ed h, i nuuieri delle classi di forme di GAUSS 
rispett@ainente B D e - 2 D, priliiitive di prima specie. 

Per il teorema a.), abbiairio: 

Hl = 2 72, h, oppure Hl =hl  h,, (3) 

secondo clie l'equazioiie itideterminatii t2 - 2 D uZ = - 1 aminette soluzioni 
ititere razionali oppiire no. 

Indichiamo con H il nunlero delle classi di forme di DIHICHLET a de- 
terniinante 9 D ed a divisore 1 + i: tali forme, colne già si è osservato, non 

(5) Cfr. DI RI CH LET^ Op. ~ i t . ?  pag. 348. 
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possono esseie primitive. È evidente, che queste classi di forme corrispon- 
dnno biunivocainente alle classi di forme a. determinante - i  D, primitive di 
prima spevie. Segue albra clle i l  nuinero di tali classi è ancora H: d'altra 
parte questo nuinero H è pure il numero delle ciassi di fornie di DIRICHLET 
a deterininante + i Il, primitive di prima specie (7. Ora, per il corollnrio 
più sopra stabilito è seinpre 2 H= Hl e quindi, tenendo conto delle (3) sari:  

H = h, h, oppuie H= B hl h,,  

secondo clle i'equazioile indeterminata t' - "i az2 = - 1, aininette soluzioiii 
intere raziotiali oppure no. 

11 teorema b) è dunque ricondotto, per via puramente aritrnetica, al 
teoreina a). 

(6) Si noti che: il numero delle classi di fowne di  DIRICHLET è 10 stesso peu determitianti 
di segno opposto. Cib si pub vedere subito ne1 modo seguente, senza ricorrere alle conside- 
razioni di Aritmetica analitica di DIRICHLET, della citata Memoria. Ad una forma a deter- 
minante - D (D intero di GAUSS qualunque) (al bl c) si faccia corrispondere l a  forma 
(a, a b,  - c )  a determinante -Dl e viceversa; la corrispondenza si estende subito dalle fornie 
alle classi ed in modo hiuuivoco, poichè se: 

(a, b1 c) (i: a) = n,  11, 

ove (m, r, 1) 6 una forma a deterininante D ed (i', 6) é una soslituzione aritmetica uniino- 

dulare, si avrà: 

per le corrispondetiti forme a determinante - D ed inversainente: è dunque provato quanto 
si  è asserito. 
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Intorno alle involuzioni situate sopra le su- 
perficie iperellittiche con due fasci di curve 
ellittiche. 

(Di Nrco~h SPAMPINATO, a Catania.) 

Nelia presente Nota si caratterizzano i valori clie puh assumere l'or- 
dine v di una involuzione situata sopra una superficie iperellittica dotata di 
due (soli) fasci ellittici di curve ellitticlie, e che sia hirazionalmente identica 
alla superficie stessa, iîell'ipotesi che la superficie possegga più che due 
scliiere m\di trasformazioni birazioriali in sè stessa. 

Ne1 caso poi c,he dei due fasci di  curve ellittiche, di cui la superficie è 
dotata, uno sia arinonico e l'altro eyuianarmonico, si dà il iiumero delle in- 
voluzioni che la superficie possiede ed aventi per ordiue un numero v asse- 
gnato. Per questo mi sono servit0 di un teorema di GAUSS, clie dit il iiu- 
mero delle rappresentazioni di un numero mediante la forma quadratica 

e di altri due teoremi, dimostrati ne1 $ 2 della presente Nota, dei quali uno 
dà il numero delle rappreseninzioni di un numero assegnrito niediante la 
forma 

@ ' + ~ Y + Y ~ >  

e l'altro risolve 10 stesso problema per la forma 

Avvertiamo che le tabelle di periodi a cui si pu6 supporre apparteiiente 
una qualunque delle superficie che qui si coiisiderano sono state tutte de- 
terininate da1 prof. SCORZ.~  (') alla cui Memoria ci riferiamo, per tutto quanto 
r ipa rda  la nomenclatura qui usata. 

(1) G. SCORZA, Intoruo alla teoria yeiberqle delle matrici d i  Riemann (Reiidicoiiti del Cir- 
colo Matematico di Palerino, Toino XLI, anno 1916), Parte II, § 7. 
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1. Chiedersi (7 se sopra una superficie iperellittica r esista un'involu- 
zione di ordine v birazionaltnente identica alla superficie stessa vale quanto 
chiedersi se sopra r esista una corrispondenza algebrica con gl'indici (v, 1). 
Ora i possibili valori che pub assumere l'indice v di una tale corrispondenza 
sono i possibili valori che pub assumere il modulo di una sostituzione rie- 
manniana di r ("; ci è quindi necessario aodare a caratterimare le matrici 
delle sostituzioni riemanniane di r .  

8. Appartenga r alla tabella 

e siano 

(con le a,.,, interi) le equaziooi di una sostituzione riemanniana di r. 
Allora indicando con le Ir,, delle convenienti costanti (complesse), do- 

(2) Ch-. G .  SCORZA, Sulle cwrve ellitticlze singolari (Reiidiconti della R. Accademia dei 
Lincei, 10 semestre, 1918). 

(7 G. SCORZA, Aleune qwestioni cZi geojnetria sopm uaa varietic abelirma qz~alzcnqzte ( A  tti 
,dell'Accademia Gioenia, serie b, vol. XI, nieni. XX), 11.0 15. 
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Dalle ultiine due delle (3) e dalle prime due delle (4) si ricava: 

a,, O1 0'2 + a,, O,  o', = a41 (4 ull + a,, w, ~ ' 1  , 
al$  b2 dl  +a,, rl), O/,  = a,, O ,  u', +a,, w ,  w', . . 

Se una di queste relazioni non fosse uii'identità esisterebbe una forma 
riemanniana simultanea non nulla (') per le inatrici 

Il 1 , 2 Il e Il a1 , ~ ' 2  Il ( 5 )  

e queste sarebbero vincolate, inentre gli assi (') di o soiio isolati ('). 
Dunque deve. essere : 

3. Dalle prime due delle (3) e dalle ultiine delle (4) si ricava : 

a 2 , ~ ~ + ( a , , - - a , , ) ~ , o ,  -a,,o: = O ,  (6) 

a,, 0'; + (a,, - aS3) cd, ut2 - a3,  d i  = 0. (7) 

Distinguiamo ora i tre casi: 
a )  Nessnna delle matrici ( 5 )  sia' a moltiplicazione complessa, cioè sia 

ln superficie r del tipo III (7. 
b)  Una delle due matrici (5) sia a inoltiplicazione coinplessa, cioè sia i' 

del tipo IV. 
G )  Tutte e due le inatrici (6) siano a iiioltiplicazione coniplessa, cioè 

sia r' del tipo VI. . 

4. Ipotesi a). 
In questo caso, siccoine le inatrici (5) non sono a moltiplicazione com- 

plessa, ciascuna delle relazioni (6) e (7) deve essere identica ; quindi deve 
essere 

a12=a,,=a,,=a,,=0, 

ail = as, = p, 

as, = arr = B,  

dove con p e G s'indicano degl'iriteri qualunque. 

(4) Loc. cit. (l), Parte 1, 1 i . O  3. 
(j) Loc. cit. (1)' Parte 1, n.' 39. 
(6) Loc. cit. (l), Parte 1, n.O 41. 
(7) Loc. cit. (l), Parte II, 8 3. 

Amali di Matematica, Serie I I I ,  Toino XXXI. 
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Abbiaino quindi che ogni sostituzione riemanniana di w è quivi della. 
forma : 

~ ' l = p x l  \ 
xf2 = p XI 

x'$ = u  Es 1 
X ' ~ = O S ~ .  , 

È evidente poi che ogni sostituzione del tipo (8) è una sostituzioiie rie- 
inanniana di m. 

Il niodulo della (8) è pa a\ quindi : 
Se una superficie iperellittica 1' del tipo Ill .  appartierte alla tabella (l), le 

i/tfinite cor.rispolztlenze algebviche (r, 1)  che essa possiede sono tali che i'irttero v 

è semnpre rappresentabile metiiante la forma : 

x2 y%. (9) 

Inversamerite: fissato un intero c72e sia ruppresentabile metliante tale forwm 
esistorzo su 1' tarde scl~iere m\di co,rrisponde~lze aEgebric7ze (v ,  l), quante sono 
le sue rtcppresetztuzioni metliante la fovrua stessa. 

6. Ipotesi b). ' 

Delle due inatrici ( 5 )  sia, per es., la prima quella a iiioltiplicaz~one coin- 
plessa; d o r a  sussisterà uiia relazione del tipo 

con 112, n e p cotivenienti nuineri iiiteri, primi tra loro. 
Confroiitando la (10) con la ( G ) ,  si trova che deve essere 

esserido p un conveniente füttore intero. 
Dalla (7) si deduce, anche qua, che deve essere 

essendo anche qua u  un nuinero intero qualunque. 
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Abbianio quindi che, ne1 caso attuale, ogni sostituzione rieii~anniana di w 

è del tipo: 
\ 

essendo p. un altro intero qualunque. 
Inversamente è evideiite che ogni sostituziorie del tipo (11) è una sosti- 

tuzione riemanniana di o. 
11 modulo della ( 1  1) è 

oz (pz + n p p + t~np pz). (1 2) 
Abhiamo quindi: 
Se u n s  superficie iperellittica r' del tipo IV appartiene alla tabella ( i ) ,  

le infinite corrispondenxe algebriche (v, 1 )  clze essa possiede sorlo tali che l'irt- 
tero v è se91zpt-e della forrr~a 

dore col2 a&, 12 e p s' indicano i coeflcierzti della relasione qwrlrntica mi 
soddisfano gli elenzenti della matrice ellittic'a rappreser&mzte qmAlo dei dq~e 
assi d i  r che è a 91zoltiplicaaio1ze cowtplessa. . 

Tnversaiiieiite: fissccto u1z nzwzero rappreserdnbilc mediade la. forma (12) 
esistono su r tatate sclziwe d i  corrispoude~zce atgebriche (v, l), qzcante SOILO le 
sue rappreserztcczioni wtediatzte la (1021). 

6. Ipotesi c ) .  

In questo caso le matrici (-5) essendo tutte e due a nioltiplicazione com- 
plessa., siano la (10) e (con nz', d, p' priini tra loro) 

mr w '  + .' ' R i ,  d2 + p' a', = O (13) 

le relazioni a coeficietiti interi a cui soddisrano gli elementi delle inatrici (5). 
Ragionando coine ne1 caso b), questa volta si trova che deve essere: 

a2 ,  = p 116, azz - a,  = p n7 -ais= pp, 

a13 = u d,  a,, -- a33 = a n', - CG3,  = 0 P, 

dove con p e o s'indicano ancora dei convenienti interi; e coine sopra si ar- 
riva al  teorema: 
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Se zcmi superficie iperellittica r del tipo VI appartierte alla tabella (l), le 
infinite corrispondet~ze algebriche ( v ,  1 )  ch4 essa possiede solro tali che l'inlero v 
è setwpre della forma : * 

dose coiz m, n, p e na1, n', pi s'indica~~o i coefficie~iti delle relwzioni quadrcctiche 
a cai devo~ho soddisfcwe le   nat tri ci ellittiche corrisporbdeizti ai due nvsi di r. 

Iuversaiueiite : fissato un Iwwero rappresel~tabile wtediarde ln forwa (24)  
esistono su r tathte schiere ao' di corrispondense algebriche (v ,  1 ) ,  puante sotzo 
le sue rappresentazioni mediante la forma stessa. 

In questo caso i coefticienli a,, di una sostituzioiie. riemailniana di r 
devono soddisfare alle seguenti relazioni : 

essendo le A,, convenienti numesi coinplessi. 
Dalle ultime due relazioni delle (16) si ricava, corne ne1 i 1 .O  02, che deve 
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essere 
CC,, = ai2  = ail =a,, = 0. 

Segue clle deve essere h l ,  = 0. 
Tenendo conto di yuesto risultato e delle (18), le yriine due delle (16) 

e le ultime due delle (17) si riducono identiclie alle priiiie due delle (3) e 
alle ultime due delle (4). Segue clle corne precederiterneute cubche p a  si po- 
trccm~o ricavare le relazioni (6) e ( 7 ) .  

Ora si osservi che, tenendo conto delle (tg), il ~iiodulo della sostituzioiie 
si ridurrà al prodotto 

Segue che riel valore del modulo noil ilifluiscono inai i coefticie~iti 

Ma allora, servendoci delle (6) e (7) si potrà ripetere àiiclie qua tutto 
ci6 che s'è dettb in a), b) e c) ed arrivererno agli stessi teoremi-ivi diinostrati. 

8. Il ragioriatnento fatto al n.O 7 pu6 ripetersi in  tutti gli altri possibili 
c m i  che yossono preseiitarsi, cioè quando r appartiene ad una delle segueiiti 
tabelle ; 

w,  w, O O 

w', de %- 
a', a', 

' (90) 
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Basta per yuesto osservare clie la presenza di quei due zeri nella prima 
riga di ciaseuna delle precedetiti tabelle porta che, quaildo si rai1110 a scri- 
vere le relazioni aiialoghe alle (16), le due ultime restano sempie dello stesso 
tipo e percib dovrà essere sempre: 

dopo di che il ragionamento si coiiduce conie si è fatto per gli altri casi e si 
arriva agli stessi teoreini stabiliti in a), b) e c) .  

Si osservi che se r appartiene ad uiia delle tübelle (91), (B), (23), (!%) 
essa sa r i  O del tipo IV o del tipo VI, perché ciascuiia di queste matrici è 
dotata di un'asse, almeno, a moltiplicazione cornplessa. 

Se poi r appartiene alla tabella (025) essa è del tipo VI ,  ed i fasci di 
curve ellittiche che essa coiitiene saranno uilo armonico e l'altro equianai.- 
inonico. 

9. Raccogliendo quanto abbiaino detto nei numeri precedenti possianio 
enunciare il seguente teoreriia : 

In u n a  superficie iperellittica r dotccto d i  d u e  fccsci d i  c w c e  ellitticlze 
e d i  pi& che d u e  schiere me d i  tras formazioui  birazio~z.all i r ~  sè stessn l ' iw 
dice v d i  ogni  sua corrispoizdet~zn algebr-icn ( v ,  1 )  è sentpre della forma:  

x a .  y2 se r e del t ipo 111 

x2 . (26' f tz u v f I I &  p u2) SP è del t ipo IV 

(a" t a  x y + I Y L ~  21') (ue f- 12' zc v + ~ t b '  p' a') se 1' è del t ipo VI, 

doue con sz,  12, p e m', II . ' ,  pl S' i t~d icmtm i coeff icirt~ti  delle fortue q~cadrnt iche 
a C Z C ~  sodd i s fano  le rttntrici ellittiche corrispouderlti ag l i  crssi d i  1' che sono cc 
nsoltiplicnzioue complesscc. 

Inversamente, fissato U I L  I L ~ ~ R W ~ O  v d i  U I ~  delle tw forme prececlerlti, se- 
condo il t ipo a c u i  r opl~artierze,  esistorho iu r tarrte s c h i ~ v e  oo2 d i  corrisporb- 
d e r w  algebriche ( v ,  l), qumbte sorzo le srce rapyrese&wiotzi  wretlicct~te la forma 
stessa. 

10. Ne1 caso che la superficie 1' contetiga un fascio di curve ellitticlie 
armonico e l'altro equianarmonico, cioè ne1 cas0 che 1- appartenga alla ta- 
bella (%), le relazioui yuadraticlie di cui si parla iiel teoreina precedeiite sono : 
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sicchè ne1 cas0 attuale si deve porre 

e la forma, di cui ne1 teorema precedente, diventa: 

0i.a riguardo al nnmero delle rappresentazioni di un numero v mediante 
la foriiia (0,6), cioè qimlora si considerino coliie distiiite quelle corrispondenti 
ü due quaterne x, y, u, w clle differiscono per i l  segno di ~ U R ~ C L ~ O  dei riu- 
ineri x, y, u, v oppure per l'ordine in cui sono scritti \le sosti~iizioni rie- 
inaniiiaiie di 1- corrispondenti n due siflatte quaterne sono cliffereiiti], si 11ü 

il segueii te teoreiria (S 3, n.O 93) : 
l'osto 

dove è 
1 se $ è p u ~ i  O nul10 . = 

, O se p' è dispari 
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- -  - -- 

si ha: 
Condixiotge lfecessarin e sufficieîzfe perclzè i l  numevo v sin rappresentabile 

nella forma (26) è che gli e.uei~tuali f~ ttori prinzi di v della forma 1 "L + II  
'L'Z co~tzparis~auo colt e~pol/euti pari. 

Se v è poi rc~ppresetrtnbile, i l  rrwmero delle rnppresentuxioni, c71e esso am- 
mette, è dato du, : 

2 se p. è pari O ~lullo, i 1 se p 6 dispari. 

(Si osservi clle y. + p è senîpre pari, siccliè R è sempre dioisibile per 24). 
Abbianio allora. il segiiente teoieinn: 
Se r oppartietle alla tabella (dû), fissnto u n  mmero intero v, di co~rispokl- 

detrxe nlgebric11,e ( v ,  1) su  1' H O U  ~ r e  esiste cc7cu11n, se v c o ~ ~ t i e l j e  fattori primi 
della forma 12 I Z  + 11 corz esponel/ti rlispari; esistol~o ilruece K schiere cm2 
se yli etletttuali fattori primi d i  v della for~zn 12 i /  + 11 sot~o tutti con espo- 

ti pari. 
(Queste Ii; 'schiere soito leyute n IZ sostilztzio~zi rieman//iane di r' di nzo- 

&do v). 

Il. Si osservi ora clle ad una corrispondenza algebrica (v, 1) su r è 
legata una involuzioiie y: birüzionalinente identica a r, rrientre ad ogni tale 
involuzione .!y corrispondono tutte e sole le corrispondenze (v, 1) che si otten- 
gono dalla precedente inoltiplicarido per le h scliiere w v t l i  trasforinazioni 
birazionali di r in se stessa. 

Si noti che su h si Iianno le Cinque alternative ('): 

h = 4, 6,  8, 18, 84. 
Segue che: 
Calcolnto per una superficie r il numero delle sue sos'tituzioni riewzanniane 

avetzti per modulo .zuz ass~gtznto numero v ,  cioP calcolato i l  wwnero IZ delle 
schiere cm2 d i  corrisponde~zze ( v ,  1) che 1' amnette, dividesldo IC per h si tro- 
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sera  i l  nulnero delle i w o l u a i o n i  y: birazionalmente identiche a r c7ze la su- 
perficie contietîe. 

18. Ne1 cas0 che r appartenga alla tabellü (25)  è h = 94 (') ; segue clie 
I< 

il numero delle y: di r in questo cas0 è - O zero; e precisameute mette 
84 

conto di enunciare esplicitamente : 
U n s  superficie iperellittica r' dotata  d i  dzte fasci d i  curve  ellittiçhe d i  c u i  

u n o  arnzokbico e l'altro epwianarnzonico n o n  possiede alculla invobuzione y: bi- 
r a s i o ~ a l w t e n t e  ider~t ica a r' se v contiene un fattore priwzo della forma 18 la t- 11 
con  espouente d i s p n r i ;  ilvuece ?te possiede 

1 
2 (r + p) (d', + 1) . . . (d', + 1) A B C, 

se g l i  eventuali  fattori d i  v della forma 12 t z  + 11 c o m p a r i s c o ? ? ~  tu t t i  con  espo- 
nen t i  par i .  

13. In particolare si ha che s u l h  superficie r' esiste u t ~ ' m i c a  y; ed 
u n ' u n i c a  y:. 

È bene deterniinare geoinetricaniente queste due involuzioiii. 
Ci6 si fa iinmediatamente. 
Diciamo [pl il fascio armoiiico di curve ellittiche di r' e [+] quel10 anar- 

monico. Le curve cp di [pl saranno, com'è noto, equianarmoniche e le curre + 
di [$] saranno armoniche (ci6 perchè ogni curva di [pl seca ciascuna curva 
di [$] in un punto solo). 

Sia A un punto di r' e #, la curva di [+] passante per A. In +,, che è 
arinonica, esiste un'unica involuzione singolare d'ordine 8 (7). L'omologo di A 
id questo cas0 sarà l'omologo di A in y:. 

Sia pa la mrva di [pl passante per A. In  y,, che è equianarinoiiica, esiste 
un'involuzione singolare di ordirie 3 (uriica e di ordine miiiiino): il gruppo 
di questa passante per A sarà il gruppo di y: passante per A. 

Si noti che in y: sono uiiite tutte le curve di [+] ed il fascio [ y ] ;  iii 
questo subordina Z'involuaione singolare d'ordine 8. 

Invece in y: sono unite le curve di [ c p ]  ed il fascio [+]; in questo subor- 
diria Z'i1zuo2uzione singolare di ordine 3. 

Annali d i  Matematica, Serie III, Toii i~  XXXI. 
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14. Gauss lia enunciato (') il seguente teorema : 
Dato un nufizero 

~ ~ I = ~ P . S - Q , ~ ~ B C Y . .  . 

dove con a,  6 ,  c ,  . . . s'indicano i fattori primi distinti di A I  della forma 4 n + 1 
e con S i l  prodotto di tutti i fattori prirni della forma 4 n + 3, se S non è 

un quadrato d l  non pu6 decowtporsi nella somma di due quadrati; se S è 
invece ut1 qundrato M potrci decoatporsi nellcc somma di due qundrati e d i  

tuli decotnposixioni ne ammetterd 

1 se t d t i  i ~rwmeri a ,  P,  y , .  . . sono pari 

O se alnzeno uno dei ~timneri a, p, y , .  . . è dispari. 

Gtluss lascia a1 lettore la diniostrazione del suddetto teoreina. 
Noi qui ne darerno la dimostrazione perchè si fanno ragionamenti clie 

poi dovrelnino ripetere e che casi non ripetereino. 
Cominciamo coll'osservare che ne1 nwnero delle rappresetttaxioni d i  iif 

nella forma 
xn -+ y2 (97) 

$ton infizcisce il fattore P. 
Per yuesto basta far redere clie da ogiii rappresentazione di un numero M 

nella forma (87) se ne deduce una del ilutnero B M, e vicerersa. 
Infatti se è 

d l  = pz + c2 

sarà 
9 31 = (p + 4' + (p - q, 

e se è 
BM=p"  t2 

(8) GAUSS, Recherches uritlimétiques. Paris, Herinaiin. Nota a pag. 157. 
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p e o saranno pari, e sarà 

L'asserzione fatta resta quindi dimostrata. 
Si osservi ora che il determiiiante - A della forma (27) è - 1 e percib 

i fattori primi di JI della forma 4 n + 3 devono portsre esponenti pari perchè 
tali fattori non sono residui quadratici di - 1 (7. 

Da1 metodo generale che dà il Gauss si scorge poi che detti fattori non 
influiscono ne1 nuiiiero delle decotnposixioiii di 31 nella forma (27). 

Abbiamo quindi che il numero delle decowtposizioni cercato è eguale al 
numero delle decomposizioni iri due quadrati del nuniero 

Coininciamo col calcolare il nuinero delle decoinposizioni proprie (cioè 
con E ed y primi fra di loro). 

Ne1 nostro caso, indicando con In il niassimo comun divisore dei coef- 
ficienti della forma, sarà 

perchè è A = 1 e 9th = 1. 
Allora ('y pper ogni valore + N di 

4-1 (mod. 1) 

avremo due decoinposizioni proprie di I, ma queste coincideranno perchè i 
coefficienti della forma sono 1, 0, 1. 

Segue che il nurnero delle rappresentazioni proprie di I è dato da1 nu- 
1 

mer0 delle soluzioni f N della (58) incongrui inod. I e < - 1. 2 
Un numero N che soddisfi alle condizioni volute deve essere congru0 

secondo i tnoduli 

an, ba, GY, .  . . 

(y Loc. cit. (Y), pag. 154 e segueiiti, lin. 180, 181, 186. 
(10) Loc. cit. (g), nSo 180. 
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dove con cc,, b, , c,  , . . . si iiidicano soluzioni qualutique delle congruenze 

4 3  (mod. alL) 

4 3  (niod. bf) 

4 3  (ni od. cY) 

Ora. unn yualunque 'di queste ammette due soliizioni ("). Segue clie il 
nuiiiero dei valori + N incongrui (niod. 1) è Y, se s'indica con t il numero 

1 
dei fattori a, b,  c , . . . inentre il nuinero dei valori + N c,on iV< - I sarà Y'. 2 

Abbiamo quindi : 
11 .nu&ero delle decouzposiziotti proprie d i  I è Y-'. 
Andiaino ora a calcolare il numero delle decoinposizioni in due quadrati 

le cui basi x, y no11 sono numeri primi fra di loro. 
Questo numero sarà eguale alla sonima delle decoinposizio~ii proprie di 

tutti i numeri che si ottengono dividendo I per tutti i suoi possibili fattori 
quadrati. Ora si osservi che se indichiamo con t' (t' r t )  il numero dei fattori 
primi del quoto di I per un suo fattore quadrato, il numero delle decompo- 
sizioni di I relative a tale quoto sarà Bt'-i. 

Siccno cc, p. y , .  . . tutti dispari.  
Allora è itnpossibile che il quoto di I per un suo fattore quadrato ri- 

sulti con un nunîero di fattori primi minore di t .  
Tenendo conto quindi che i divisori quadrati di I sono in numero di 

si trova che il numero delle decon~posizioni di L i n  due quadrati è in questo 
cas0 

(fl) Loc. cit. (a), n. 104. 
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Sia a pari e p, y,.  . . dispari. 
In yuesto caso i divisori quadrati di I clie dàiino yuoti di t fattori sono 

in nuinero di 

e queste ci dàniio 
( P + h ( y + 1 ) . . .  

2 

decoinposizioiii, ii&entre gli altri divisori quadrati di Z d à m o  quoti con t --- 1 
fattori, e sono in nuinero di 

decomposizioni. 
Il nuinero totale sarà ancora 

Analogamente si studiauo gli altri casi in cui degli esponeuti x ,  ,9, y, . . .  
alcuni sono pari ed altri dispari. 

Consideriamo ir~fitce i l  caso che a, (3, y , .  . . siano tutti pari. 
In questo caso si trova che il nunîero delle decornposizioni è dato da 

Il teorewa di GAL'SS resta pertanto diinostrato. 

16. Si osservi ora che da una deco~nposizione di nf in due quadrati si 
possono ottenere 8 rappresentazioni di nf nella forma (87) (carilbiaiido il 
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segno ad una delle basi O scanlbiando le hasi fra di loro). Ma queste 8 rap- 
presentazioni si riducono a 4 distinte quando è x; = y svvero quando è una 
delle due basi. zero. 

Ora perchè N ammetta una rappresentazione nella forma (87) con x = y  
è necessario e sufficiente che sia M il doppio di un quadrato, cioè deve es- 
sere p dispari e a, p, y ,  .. . pari. 

Invece perchè A ï  ammetta una decoinposizione deli'altro tipo è neces- 
sario e sufticiente che sia al un quadrato, cioè che siano p, x ,  P, y ,  ... pari. 

Segue che il numero delle rappresentazioni di ,II se alineno uiio dei 
niimeri a, p, y , .  . . è dispari è 

Se invece tutti i nuineri a, (3, y,. . . sono pari è 

Possiamo duilque concludere col teorema : 
11 lzurvtero delle rappresentccziowï del numpro il1 llella foram (87) è dato c71.c: 

16. Andiamo ora. a calcolare il numero delle rappresentazioiii di un 
numero JI nella forma: 

x P + x y + - y a .  (28) 

Cominc.iamo coll'osservare che se è : 

Ji sarà dispari se alinetio una delle x, e y, è dispari. 
Jf sarà pari se x, g, sono entrambi pari. Ma in cpesto caso JI è addi- 

rittura divisibile per 4. 
211 

Ora se M è divisibile per 4 anche - sa r i  rappresentabile riella foniia (88); 
4 

infatti sarà 

n i  
Segue clle se - è atlcora pari esso sa r i  divisibile per 4 e sarà ailcoi'a 4 

rappresentabile nella forma (28). 
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situate sopia le superficie iperellittiche, ecc. 143 

Proseguendo s'arriva alla conclusione : 
Un numero N pari contenente i l  fattore 2 P  con p dispari non è rappre- 

sentabile nella forma (88). E inollre: 
Se Al  è rappresentabile l'eventuale potenza 4P (p. pari) che pu6 contenere 

non inpuisce nel numero delle rappresentazio~zi. 

17. Intorno alla potenza del nurnero 3 che 4-1 pud contenere si osservi 
che essa non influisce neinmeno ne1 nuinero delle rappresentazioni di Al nella 
forma (98) (12). 

Si osservi intine che se M è rappresentabile iîella forma (98) il riumero 
2 31 10 è nella fornia 

2 ~ " 9 " 2 t ~ + - 9 ~ $  (89) 

e viceversa. Noi calcolerenio pertanto il nurilero delle rappreseiitazioni di 2 22 
nella forma (29). 

18. Il deterininante - A della (29) è - :3. Osservando allora che - 3 è 
residuo quadratico dei numeri primi della fornia 3 18 + 2 ,  e non residuo qua- 
dratico dei nurneri priini della forma 3 n + '2 (eccettuato il 8) ('7 e tenendo 
conto del n.' 16 si ricava: 

Perchè u n  nulnero M sia rappresenta.bile wella forma (28) 2 necessario e 
sufficiente che i suoi fattori primi della forma 3 n + 2 (il 9 compreso) compa- 
risccmo con espouenti pari ("). 

19. Si osservi ancora che essendo 2 il massimo coniun divisore m dei 
coefficienti della forma ('29) sarà 

e percio questa volta in corrispondenza ad un valore + N di 

JX (mod. 2 M )  

(12) G. SCORZA, Sulle vnrietà nbelinne contet~enti  cotzyl-atenze abeliafoe (Rendicoiiti del Cir- 
colo Materiiatico di Palermo, Tomo XLII, anno 1918-19); nota a pi6 di pagina. 

('3) Loc. cit. (9, 11.0 120. 
('4) Loc. cit. (12). 
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avrenlo 19 rappresentazioni di S M  nella forma (99) e se una di esse è data 
da x = a, y = y 1) insielne delle 18 rappresentazioni sarà dato dalle coppie: 

Perb se è a = y  O se è a O y uguale a zero, le 19 rappresentazioni si 
riducono a 6 distinte. Ne1 primo caso il nutnero deve essere il triplo di un 
quadrato, ne1 secondo caso un quadrato perfetto. 

80. Cid premesso si osservi che, se M è rappresentabile nella forma (88), 
posto 

"2 = 94p1 -3' Se a" bB cy . . . 

con p pari O nullo, e dove con Sh ' i nd i ca  il prodotto delle potetize dei fat- 
tori primi di M della forma 3 tz + 2 e con a, b, c ,. . . i fattori primi di A l  
della forma 3 M + 1 ,  il riuinero dei valori & N di 4-3 (mod. B M) è clato da : 

Questu risultato si ottieiie ripetendo i ragionailienti fatti rie1 caso della 
forina x' +yP.  

Usservando poi che se 2 41 è i l  triplo d'un quxdrato ( u n  yuadrato per- 
fetto non pub essere percllè y + 1 è dispari) sono a, j3, y , .  . . tutti pari, si 
ha il teorema: 

Il thulnero delle rapp~ese t i tax iou i  d i  11 irellcç forma (28) è dato d a :  

Si noti clie (se  s i  b a d a  soltanto ai y u a d m t i )  i l  nu.rrzero delle deco~nposi-  
zioni d i  41 nella forma (28) è dato d a :  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



situate soprn le superficie i~e l l i t t i che ,  ecc. 145 

H. Vogliaino calcolare ora il nuinero delle rappresentazioni di un nu- 
mero &f nella forma 

(XI + yZ) (1b2 + U 2) + v 2 ) .  ( 30) 

Osservancio in prinlo luogo che: 

un numero della forma 12 n + 1 è della forma 3 tc + 1 e della forma 4 tz + 1 

N )> 152 I &  + 5 » » 3 TL + 52 >> » 4rz$-1 

>> >> 1 8 r ~ + 7  » » 3 n + 1  B >> 4 n + 3  

% O 12rz+21 >p » 3 ) ~ + 2  » >p 4 n t 3 ,  

segue iinniediatamente : 
Perçhè utb tLurucro Ji sic& rappreseîttnbile nelh formu (30) è ~mçessario e 

sttfficiente che ogui stao eoentt~tcb fattore p r i ~ ~ r ~  delln f o r ~ m  12 t h  + 1 1  compa- 
riscn con espollente pwi .  

dove con le a , ,  b,, ci s'indicano i fattori primi di 41 della fortna '1ht + 1, 
19 n + 5,  18 n + 7 rispettivamente e con S il prodotto delle potenze dei fat- 
tori primi della forma 12n + Il, ed inoltre siano 

p l , .  . ., fi,.,, y l , .  . ., y., ititeri pari, 

Pr'+, , . . . , P r ,  $.,+, , . . . , y. interi dispari. 

Sia M rappresentabile, sarA 8 un yuadrato perfetto. 
Scomponiaino il ilunlem 

in due fattori ne1 seguente modo: 

dove con v', fi':, yti s'indicano degl'interi pari e tali che sia 

Awiali di Matematica, Serie 111, ~ o m o  XXXI. 
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146 S p m n p  inato: Intorno alle invo,luaioni 

e con r', degl'interi qualunque in modo che sia perb 

a', 5 a,. 

In èorrispondenza ad una tale decomposizione in due fattori avremo 

rappresentazioni di Ji' nella forma (30). 
Segue che il numero delle rappresentazioni di 21' saià dato da:  

il somniatorio essendo esteso a tutte le combinazioni (v', di ,  Fi, y',). 
Ora si osservi che dovendo v' essere pari il fattore v'+ 1 percorrerà la 

successione 

se v è pari O nul10 

se v è dispari. 

La  somma dei terrnirzi percorsi da v' + l è: 

Il fattore (cri - uJi 4- 1) (ali + 1) percorre la successioiie : 

tntlicaiido con o (a,) lcc sonarno dei terrnitti di p e s t a  successioae si h.a : 

ovvero 
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sifuate sopra le superficie iperellittiche, ecc. 147 

I l  fattore (pi--p', + 1) dovendo essere p', pari percorrerà la successione 

1, 3, 5 . .  1 se i = i ,  2 ,..., v' 

2, 4, 6 .  1 se i = r ' + l  ,. . . ,  r .  

Ne1 p i h o  caso la sonma dei terinini della. successione è 

Ne1 secondo caso detta somina è invece: 

Analoga osservazione facciasi per il fattore (y i  - y'; + 1). 
Posto allora : 

1 
A = - (Y + E + 1)' u ( a , )  . . . o ( a t )  4 

avremo che: 
Il wumevo delle rappresentcnsiorui d i  AI' izella forma (30) è dato da1 pro- 

dotto 24 A B C.  

93. Poniaiiio ora 
s=d$ . . .  d$ 

dovendo essere S u n  quadrato saranno a', , . . . , 8, pari. 
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148 Spa  riz.pi nato : Intorno alle iwuolzczioni, ecc. 

Il fattore S si po t r i  sconlporre i n  2 quadrüti evidentemeiite ili 

(a', + 1). . . (PT + 1 )  
modi diversi, dove 

11 fattore 2 P  si pub scomporre in modi in due fathori di cui uno 
9 

sia un quadrato dove è 

9 se p. è pari o tiullo 

= ( 1 se p è dispari. 

Segue immediataineiite che : 
I l  numero delle rappresentuzioni del ,hu,lnero 121 nellcc forma (30) è dcdo da 

lV(r.+p) (2,  + 1 ) .  . . (V,+ 1) A B C .  

Catania, 2 Settembre 1920. 
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1 gobbo-circolanti 
e i divisori di zero di un particolare sistema 

di numeri complessi ad n unita. 

(Di VINCENZO AMATO, a Catnnia.) 

L a  ricerca dei divisori di zero in un sistenia di nurneri cornplessi ad rz 
unità forn~anti, insieme con le opposte, un gruppo ciclico, mi ha condotto 
alIo studio dei gobbo-circolanti e di alciini deterrninanti più generali di quello 
di VANDERM~NDE ('). La prima parte di questo lavoro contiene appunto tale 
studio clie ini seinhra non privo d'interesse. 1 risultati vengono applicati nella 
seconda parte alla determinazione e alla classificazione dei divisori di zero 
relativi all'indicato sistemn di iiumeri complessi. 

1. Consideriamo il gobbo-circolante (ad elementi reali) 

(1) Alcuni teoremi interessanti s u  questi deterrninanti s i  trovano nella Menioria di 
O .  TORELLI: Sui determinanti circolanti (Rendic. Acc. Napoli, 188%); quanto ai deterininanti 
più generali di quello di VANDERMONDE rimandiamo al lavoro di E. PASCAL: I determinanti 
(Milano, Hoepli, 1897). 

19* 
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Se si moltiplica per orizzontali D per il determinante 

, 1 1  a, a . .  , 

e si pone: 

..... cp, = a,  + a,  cc, + a, uj + . . .  + a,-, a;-' ( j = l ,  52 n), 

............ essendo le radici nm" d i  - J, si lia: 

cioè : 

Il determinante D è stato cosi decomposto in 9% fattori razionali nei suoi 
eleiiienti. 

2. Se D è iiiillo, cerchiairio la sua caratteristica nell'ipotesi che siano 
nulli soltanto k (2 - 1) fattori del secontlo inembro della (9), ad eseinpio i 
primi k ,  cioè che si abbia: 

Poicliè D è ad elenienti reali, nella classe sr, . a , ,  ..., a, delle radici fi- 
gurer& la coniugata di  ciascuna di esse. 

Se Ir (cr, ,..., a,) è il determinante di VANDERMONDE di ordine k format0 
con le poteiize delle k raclici a , ,  ..., a,, indicando con Ag+@, essendo 

il risultato della divisione per 7r del determinante di ordine k ottenuto da V 
sostituendo agli elenlenti della riga r"" le potenze (k  + p)*= delle radici sud- 
dette, si lia dalle (3):  

- a, = a, A? + a,,, A?+') +. - + A?-') \ 

- a ,  = a, Aik) + A r t 1 )  + - - . +a,_., A$'-') 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
-a,-, = a,Ak) +a,+, A$+')+. +a,-, Ak-') 
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e s i  divisori di zero d i  ut& particolare sistenzn, ecc. 151 

Osserviaino intailto che se si moltiplicano ambo i meinbri delle (3) ri- 
spettivamente per z , ,  a , ,  ..., a, e si tien presente la (l), si hanno le segneti ti 
equazioni : 

a , ~ l = - a , , - l + n o a i + a , a : + ~ ~ . + a  ,,-, F = O  

a e y 1 ~ - a , , - , + a , a , + a , a ~ f  . a . +  a ,,-, a;-'=O 

cioè nelle (3) si possono sostituire agli elementi della la orizzontale di D 
che vi figurano, gli elementi corrispondenti della 2" orizzontale. Se le (3) si 
rnoltiplicano risp&ivamente per a:, a i , .  .., al si vede che in esse gli ele- 
menti a,, a , ,  ..., a,-, si possono sostituire con quelli corrispondenti della 
3& orizzontale di B. Si pub cosi continuare fino alle nlolti~~licazioni per 
q - l ,  ai-' ,..., al-' . 

Segue subito che nella prima delle (4) si possoiio sostitiiii.e ai numeri a 
gli elen~eiiti corrispondenti della %a, della 3", .... della n'"" orizzontale di D, 
e Io stesso si pub fare per le altre equazioni ($). Questo fatto ci dice intaiito 
die  la caratteristica di D non pub essere maggiore di n - k perché le priiiie k 
colonne di D sono coinbinazioni lineari delle rimanenti. 

Siano a,,, , a,,, ,.... a, le radici che restano escludeiido a , ,  a , ,  .... a ,  
dalle' radici n""i - 1, e si ponga: 

Tenendo presenti la (1) e le (4) si ha facilmente 

Se agli eleinenti a delle (4), pensati conle appartenenti alla prima oriz- 
zontale di D, si sostituiscono una prima volta quelli corrispondenti della 
8" orizzontale, poi gli altri della 3a, e cosi via fino a quelli della ( n  - k)"a, 
si otteiigono le relazioni seguenti: 
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1 5'2 Bmato: I gobbo-circolanti 

essendo u = 1, 8 , .  .., n - k, e avendo supposto : 

Consideriamo il deterniinante : 

Diinostriaiiio, perchè ci snrà utile in seguito, che si lia: 

Infatti, se (i fosse iiullo, le equazioni ottenute eguagliando a zero i se- 
coridi menibri della (6) per c = 1, '2,. .., 18 - k sarebbero soddisfatte per 
valori iioii tutti iiulli di a , ,  a,+, ,..., a,:, . Cib è assurdo perchè, iii ta1 caso, 
le equaziorii 

!p1=rp2= . . . -  - ? * = O  

..., . sarebbero soddisfatte per valori non tutti nulli di a , ,  a , ,  a,-, 
Dalle (6) e (7)  si trae clie il prodotto per riglle del minore 

Dn-k = 

per @ d i  per risultato: 

cioè D,-, non è nullo perchè ciascuno dei fattori del secondo membro è di- 
verso da zero. 

Si ha percib il seguente teorema: 
-1. Se tael secondo rnembro della (8) sono nzclli soltanto k fattori della de- 

composizione di D, la caratteristica di questo determiplante è n - k e viceversa. 
Si pub anche dire: 

-2. Condisione necessaria e sufficiente perchè izel secondo membro della (9) 
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e i divisori d i  zero d i  un particolare sistema, ecc. 153 
,--- 

siano nulli soltanto k fattori della decomposioione d i  D è che, posto: 

D,J = 

s i  abbia: 

La coiidizione risulta infatti, da quanto pivvede, ovviamente necessaria. 
Quanto alla sufficienza, basta osservare che la caratteristica di D non pu6 
essere maggiore di n - k' perchè per il teorenia -1 i fattori diversi da zero 
sarebbero allora più di n - k e dalla corrispondente relazione (9) risulterebbe 
l'impossibilitii dell'annullatnento di tutti i niinmi D,-,, D ,-,, . . . , Dm-,+, di D. 

3. Da1 teorema -1 risulta la seguente proprietà, dei determinanti gobbo- 
circolanti: 

S e  un gobbo-circolante d i  ordine par i  D (ad elenzenti reali) è nullo, la 
caratteristica d i  D B pari. 

Infatti dalla (8) si ha che debbono essere nulli k fattori (complessi a 
due a due coniugati), e quindi, dovendo essere k un nutnero piri, la carat- 
teristica di D è pari. 

4. S e  i l  yobbo c'ircolante D h a  la  caratteristica n - k, in ogni sua  
matrice d i  rt - k colonne (righe) tutti  i minori  d i  ordine n- k a righe (co- 
lonne) consecutive in D hanno eguale ualore assoluto. Se n è pari ,  i detti 
minori sono tutti  egzaali. 

Supponiamo dapp&a clie le n - k colonne di Il siano le ultime e 
nella matrice da esse costituita coiîsideriamo il minore DL??) di ordine 12. - k, 
a righe consecutive in D, aveute per primo elemento principale a,,. (con h 

non minore di O e non maggiore di k). Si ha: 

Artnali di  Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 
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154 Amato:  I gobbo-circolanti 

con la  solita convenzione : 

a-v = - a,- v (v > O ) .  

Se si moltiplica DIk:?) per il determinante 4, dato dalla (8) e si tiene 

- - (- 1 y - k ) A  Dn-li @, 

e poichè a, corne sappiamo, è diverso da zero. si ottiene: 

= 
m-b (- I ) ( * - w  DM-% 

Analogamente sar i  : 
pz$') = (- l)(*-k)X' n 

n-k 7 

donde si ricava infine: 

DLk:$) = ( .- I)'"-'.'"I-"' '(k-A" r - k  . 

11 teorenia è cosi dimostrato pei. due ininori yualunque di orc 
a righe consecutive in D appartenenti alla matrice costituita delle ultime n- k 
colonne di questo deterininante. 

Consideriaino ora una matrice di n - k colonne di D di caratteristica 
n - k. Se P(u e P(1') sono i due minori di ordine n - k  presi in questa ma- 
trice apparteiienti rispettivarnente alle stesse righe di  Bfr2) e Dr:j'), si ha (7: 

cioè tutti i minori di ordine n - k della matrice considerata, a righe conse- 
cutive in B, hanno eguale valore assoluto e se n è pari (ne1 qua1 cas0 é 
pure pari n - k), hanno anche Io stesso segno. 

(2) Cfr. CIPOLLA, Analisi algebrica ed introduzione al calcolo infinitesimale, Paiermo, 
Capozzi, 1914, pag. 100, t .  5. 
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e i divisori d i  zero cli tcn particolare sistema, ecc. 1% 

Poichè D è sinimetrico rispetto alla diagoliale secondaria, la stessa pro- 
prietà vale pei ininori di ordine îz - k contenuti in una n-iütiice di 12 - k 
righe di D, quando le loro colonne siano consecutive in D. 

5. Il teorenia sopra dimostrato si pub estendere, corne vedremo, ad 
una classe più generale di minori di ordine ~z - k a.ppai.terienti ad una stessa 
matrice di n - k colonne (righe) di D. 

Poniamo; 

dei nunieri 1 ,  2, . . . , n e con D,,, , D,, i minori di ordine IL - IZ appartenenti 
alle ultime n - k colonne di D, determiuati rispettivaniente clalle righe p e o 

di questo detertninatite. 
Pos to : 

si, lia : 

Se W è diverso da zero e si considera la matrice di D costituita dalle 
colonne date dalla combinazione r = (t,., t,, . . . , t,-,), si ricava: 

Se è poi W = O ,  siccoine non è riullo, sono ~lulli  i minori Dp,* e Do,, 
e quindi gli altri ad essi corrispoudenti della matrice di D formata con le 
colonne date dalla combiiiazione 7. 
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Abbiamo cos1 dirnostrato che: 
' In ogni matrice d i  n - 3c colonr~e (righe) d i  w a  gobbo-cimolante D d i  cm- 

ratteristica n - - Tc dzce snil~ori d i  ordikle n - Iç m e d i  i nurmeri d'ordigze p e a 
delle righe (colonne) i n  D tnli che s i a :  

hanno eguale valore assoluto. S e  1, è pari,  i detti minori  sono e p a l i .  
Dalla relazione 

Dp, 7 - - (- q(n-k)(c'-%' De,= 
si deducono le altre: 

e poictiè la. matrice di DP, è identica a quella di Ds,, (se la combinazione p 
è equidifferente alla combinazione a), si h a :  

B p , o  = Da p ,  

cioè: 
S e  un gobbo-circolade D h a  la caratteristica n - k, ulc ttcilzore d i  ordine 

n - k  le czci r i ~ h e  distino f ra loro in D corne le coloïz~w è. eguale al suo 
coniugato. 

Se in corrispondenza ad una coinbinazione 

consideriamo la combiliaziorie 

allora. De,al è un minore principale relativo alla diagonale secondaria e B ~ : ~ ,  
De , , ,  sono due minori coniugati rispetto alla stessa diagonale. 

Dalla solita relazione 

avendo supposto che p cl 6 siano combinazioni equidifferenti. E poichè 
DP,, = Dap. perchè il gobbo-;iiwlante è sim~netrico rispetto alla diagonale 
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e i diuisori di  zero di un particolare sisterna, ecc. 157 

secondaria, si ha : 
DP,p* = De,.' , 

e quindi: 
In zcn gobbo-circolante di cnrutteristicn n - k due titinori prir~cipali di 

ordithe n - k ,  relntivi alla diagothale secorldnria, nvethti k riglze (colonne) equi- 
differeîbti in D, sono eguali. 

6. Passiairio al calcolo delle espressioni A!!+@ che iiitervengono nella (4). 
Sia 

a?" + A,-., xk-' + . . - + A, rr: + A, = O ( 10) 

l'equazione che ammette per radici a , ,  a,,. . . , x , .  

Applicaiido una formola del GAHBJEHI ( 3 )  si ha:  

e poichè la (IO),  doveiido essere soddisfatta da radici a"" di - 1 cornplesse 
coniugate, cioè d a  radici a due a due inverse (con la presenza di - 1 se k 
è dispari), è reciproca coi coeficienti estremi ed equidistanti dagli estremi 
eguali, la (11) si pub mettere sotto la seguente forma: 

supponendo che, per v positivo, sia: 

A-, = A,-" = 0. 
Dalla (12) si ha : 

(3) GARBIERI,  NUOVO teorelna algebrico e sua specials applicazione ad una matiiera di 
sttcdiare b curue razionali, Giorii. di Batt., Vol. XVI (1878). 
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168 Amato: I gobbo-circolattti 

doiide si ricava il noto risultato (": 

Un'espressioiie più semplice per A?+@) si ottiene considerando i coefi- 
cienti B, , B,, . . . del quozietite della divisione di an + 1 per x" + A,-,. 
mk-' + . + A, x + 1 ,  cioè coiisiderando i coefficieiiti dell'equazione : 

che ammette per radici a,,, , a,+, , . . . , a,, cioè y uelle che riinatigono dalle ~c 

radici n9""i - 1 escludendo le a , ,  a , ,  . . . , a,. Detta equazione è reciproca 
coi coefficienti estreiiii ed equidistauti dagli estremi eguali, legati ai coef- 
ficienti della (10) dalle relazioni : 

dove 2 pub preiidere i valori 1, 9,. . . , 18 - Z (cou U ,,-,,, = O  per v )  O), i 
cui primi meirilrri sono i coeficieiiti di x, a". . . , a"-' ciel l~rodotto 

È evicknte clle la ( 1 3 )  corrispoiicieiite ad u n  dato valore t coiiicicle con 
I'altra in cui si eguaglia a zero il coeficieute di x"-+. 

Premesso questo, se agli eleinenti dell'ultiina riga del determiliante rlie 
figura nella (19) si aggiungono gli elenienti della 1" inoltiplicati per B,, 
quelli della 9' moltiplicati per Bp , , . . . , quelli della penultiiiia moltiplicati 
per B,, si ricava: 

doiide si lia in particolare: 
~j(k+eb = - jgp. 

Poichè A, = A,-,, se si tietie preseiite la (13), la (l$) si pub anche mettere 
sotto cpesta forina: 

- 
(4) Cfr., p. es., PASCAL, 1uc. çit., png. 17% 
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e i divisori d i  zero di un  particolare sistema, ecc. 159 

Si ha percib ancors: 

= A, H P + ,  -1 A+, Rp+2 . ' . t Ak-.l RP+k-v + BPfk-r+l > (16) 

e in particolare: 
A(*+@) - B 

P+l ' 

Intanto la (14) fornisce la seguente fortnola di ricorrenza: 

(kt@) = @ y o  - A,.-, B~ A, 

con la quale si effettua facilmente il calcolo (lei determinanti A:+@'. 

Basta infatti formare il yuadro: 

1 1 (= Bo) RI Bt . . . BP-! 8,. . . B .  3 (= B.,-,) 

dove gli elementi della l a  riga (colonna) interna sono gli opposti degli ele- 
menti della riga (colonna) esterna, e ogni eleinento A r e )  (r  > 1, p>O) si 
ottietie sottraendo dall'elenlento A!_ib") die gli sta sopra diagonalinente il 
prodotto A,-, Bp degli elementi esterni sulla stessa riga e colonna di AI.+@. 
Inoltre, in virtii delle relazioni sopra trovate, gli elementi dell'ultirna riga 
(colonna) sono ordinataineiite eguali agli elenienti della riga (coloiina) esterria 
a partire clal secondo. 

7. Dalle (18) e (15) si ha: 
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Insieine con questa formola sussiste evidentemente l'altra: 

Consideriamo ora il determinante DL-& ottenuto dalla divisione per il 
determinante di VANDERMONDE V(a,+, , a,+, , . . . , a,) del de terininante di or- 
dine IL- k ottenuto da V(k ,+ , ,  . . . , Ic,) sostituendo agli eleinenti della riga 
( IZ  - k - p)"" le potenze (n - r)"" di a,,, , a,,,, . . . , x,. 

Applicat~do la forinola di GAKBIEHI .riclliainata a.1 n. 6 si ha: 

donde, applicando la (17), si ricava: 

cioè, se si tien presente la (16): 

Questo risultato ci sarà utile in seguito. 

8. Se riprendiamo le (5) ,  tenendo presente il qiindro dato al n. G per 
il calcolo dei determinanti A?+@), al)t,ianio: 

perchè la (10) non è soddisfatta dalle radici n.""di - 1: kk+,, k,+,, . . . , k,. 
Sostituendo nella (8) si trova facilmente: 

= +QI +fi2 . . . JrS V (ak+, , lekfP, . . . , a,) =I= O, 

com'è stato provato al n. 8. 
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e i divisori di zero di un particolare sistema, ecc. 161 

FORMANT1 CON LE OPPOSTE UN GRUPPO CICLICO. 

9. Sia dato un sistema di numeri complessi ad n unità le quali, in- 
sieme con l'elemento - 1, formino un gruppo ciclico G. 11 campo dei coef- 
ficienti sia il corpo dei numeri reali. 

Le operazioni di G saranno: 

con 

Condizione necessaria e sufficieiite perchè il riuinero 

sia divisore di zero è che si annulli il gobbo-circolante dato al 11.' 1. 
Infatti, perchè sia nul10 il prodotto 

senza che siano nulle tuttk le a (O tutte le ac), debbono verificarsi le relazioni 

e quindi è dimostrato 19assert8. 
Chiameremo divisore di zero di ordine k e appartenente alle k radici a,, 

a , ,  . . . , n;, (considerate nella prima parte d i  questo lavoro) il divisore indi- 
cato con 

a(%,  a * , .  a - ,  ab) 

i cui coefficient1 soddisfino alle equazioni che si ottengono eguagliando a 
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zero i k fattori del secondo tnembro della (8) nei yuali figurano le k radici 
date, senza che sia nul10 nessuno dei rimanenti fattori. 

Un criterio per riconoscere l'ordiiie di un divisore di zero è dato da1 
teor. 9 del n. 8. 

10. Se chiümiaiiio divisore cotiiugato di 8 ( a , ,  a,, . . . , a,) il più generale 
divisore di zero di minimo ordine, tale che moltiplicato per 8 dia per pro- 
dotto O, si pu6 diinostrare il seguente teorema: 

I l  divisore coniugato d i  an divisore d i  zero d i  ordine k appartenente alle 
radici  a , ,  a , ,  . . . , a, è d i  ordine n- - k e appartiene alle r i tmnen t i  radicé n"" 
d i  - 1. 

Infatti, poicliè DM-, (IL 9) è diverso da zero, si possoiio risolvere le prime 
n - k equazioni (19) rispetto ad X, , CG,, . . . , x ,-,-, . Se si tiene presente che 
in ciascuiia delle (4) ai coefficienti a, pensati corne appartenenti alla la oriz- 
zontale di D, si possono ordinatamente sostituire gli elementi corrispoiîdenti 
di un'altra orizzontale di questo deterrninante, le formole risolutive si pos- 
sono porre sotto la seguente forma: 

E poichè, per la (IS), si ha :  

le forinole precedenti ci provano che il divisore di zero clle nioltiplicato 
per 8 dia per prodotto O appartiene ülle rüdici a,,, , a ,,,.. . , a,. Il teorema 
è perci6 diniostrato se si pensi che il mininlo ordiiie di un siffatto divisore 
è n - k .  

Viceversa, tenendo presente la relazione precedente, si ha il teorema: 
Se un divisore di zero appartene~rte alle radici a ,  , cr, , . . . , a, s i  rnoltipliccl. 

per an altro appccrtenetzte aZle radici rimatzenti, i l  prodotto è nwllo. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e i clivisori d i  zero di zcn particolare yisteaza, ecc. 163 

l 

I l .  Se riprendiii.mo le (3), troviaiîio subito clle sono socldisfütte dalle 
seguenti n - k soluzioni indipendenti : 

6 

a, CG, a,  . . .  a,-, a,+, . . .  a,-, a,,-, 

1 A , A  , . . .  Ak-, 1 O . . .  O O 

O 1 A , . . .  A A  1 . . .  O O 

O O 1 . . .  A A  A . O 0 

Ne segue che la soluzione più generale del sistema (3) è 

essendo A, ,  hl ,..., h ,-,-, parametri arhitrari. 
In conseguenza di ci6 che si è detto per le n - k soluzioni indipendenti 

delle (3) si ha clle le espressioni 

l + A ,  e + A ,  e V t . . . + A k - , e h - ' +  e" 

e  + A, e2 + A ,  e" . - + A,-, ek + ek+' 

sono particolari divisori di zero, come del resto si pub verificare immedia- 
tamente se si tien presente la (10). Questi divisori di zero sono di ordine k, 
appartengoiio alle radici cc,, a , ,  ..., a ,  e sono linearmente indipendenti. Se 
li indichiaino rispettivarnente con 8 , ,  c l , ,  ..., 8,-,-, , possiamo dire che qual- 
siasi divisore di zero di ordine 7, appartenente alle radici a , ,  a , ,  ..., cc,, è 
una combinazione liueare di S,, 8 , ,  ..., 8n-k-l ,  cioè : 

6 ( a ,  . a,, .... a,) = hO6, + h a ,  + .. .  t- &,-,-, 

= (1 ,  + A ,  e t  - +1,-,-, en-k-l) 8, , 
essendo ho , l,, ,..., À,-,-, , tali che sia 
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164 Amato: I gobbo-circolanti, ecc. 
--- - 

Queste ultitiie disuguaglianze si ricavano sostituendo nelle p,,, y,+, , . . . , y, 
date dalla (1) le espressioni trovate pei coeficienti a,, a , ,  a,, . . . , a,-, del 
divisore di zero supposto di ordiiie L. 

Dalle (91) segue che un divisore di zero 

è di ordine k e appartiene alle radici a , ,  a,,  . . . , a, se il polinomio 

A, + h l  x; + . . + A,-,-, x;*-'"' 

a coefficienti reali è primo con l'altro 

1 + B, x + + B,-,-, sa-"-' + I1Gn-'. 
Se si pone: 

e il teorema enunciato alla fine del n. 10 risultü evidente. 

Catania, 9 febhraio 1921. 
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kiavvicinamento di geometrie differenziali 
delle superficie : metriche, affine, proiettiva. 

(Di GUSTAVO SARNIA, a Torino.) 

1 1  FUBINI ('1 ha dimostrato clie nella geometria proiettiro-differenziale 
(clle dirb geometria P e che è invariante rispetto al gruppo P delle colliiiea- 
zioni) una superficie (') non rigala, si pub individuare mediante forme diffe- 
renziali del primo oydine, precisamente corne nelle geornetrie '~,  Al,, Mi, A 
(invarianti cioè rispetto ai gruppi dei movinîenti dello spazio euclideo, ellit- 
tico, iperbolico, O a quel10 delle affinità unimodulari, tutti sottogruppi di P). 

Nella prima parte di questa Memoria mostrerb (n.0' 2) clie il substrat0 
analitico su  cui è fondato il procedimento seguito da1 FUBINI (n.0 1) pub es- 
sere preso come punto di partenza per 10 sviluppo di tutte le altre geome- 
trie ora ricordate. Mostrerb poi (n.O 3) che l'analogia che cos1 vengono a pre- 
kentare i fondamenti delle varie geonietrie fin qui considerate 

si pub spingere tanto oltre nelle trattazioni delle A e P, da rendere queste 
t r  ttiazioni quasi identiche. Infine tale analogia renderb (n.O 4) più intima con 7 
alcune considera.zioni sulla normalizzazione delle coordinate cartesiane omo- 
genee, che percib sernbrano iiiteressariti. 

Nella 8." parte (n.' 6 e segg.) mostrerb che delle rette introdotte come 
normali ad una superficie nelle varie geometrie (O) si pub dare una defini- 
zione unica. 

(1) Fondamenti di  yeometria proiettiwo-differeneiale (Rend. del Circ. MaL di Palermo, 
t. XLIII, 1918-19). 

(2) E cosi una ipersuperficie. Qui per maggior seinplicitii e chiarezza mi I/mito alle su- 
perficie dello spazio ordinario. Per la trattazione diretta di questo caso cfr. due note del 
FUBINI nei Rend. della R. Acc. dei Lincei, vol. XXVII, serie 5", 8' Sem., pagg. 41 e 44. 
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166 S a n  n i a  : RiavvZcznamento di geometrie differenziali 

Tutto cid credo che, non solo getti qualche luce su1 passato, ma che 
possa anche servire di guida qualora si voglia edificare qualche 'nuova geo- 
metria, cioè invariante rispetto a qualche altro sottogruppo di P. 

P R I M A  P A R T E .  

1, Una superficie Z sia definita dando in funzione di due parametri 
u, v (O, u, , a2) le coordinate cartesiane omogenee x, y, z, t di un suo punto P, 
le quali percio comportano un fattore arbitrario di proporzionalità. 

Assunta una forma differenziale quadratica arbitrariaqg = Z a,, d zc, du,  
col discriminante A =[=O,  s i  costruiscano le due forme differenziali (quadratica 
e cubica, e tra loro apolari) 

1 1 1 (3)  
= - I r ,  x, ,  r, ,  d23: =- x; x i ,  i D 2 ,  D . ~ D  , 
42 1 da1 

9 3 V .F3 = - 
J2 1 x, x,, x,, D,x + - F 2 d l o g - - 3 d g ,  

4 A 

ove v è il discriminante di P2 e, dette x,, x,,, x,,, . . . le successive derivate 
covarianti di x prese rispetto a g, è 

D2x=I:xrrdu,du, ,  D , ~ = ~ ~ , , d z c , d u , d u , ;  
poi 

è la derivata cowariante di P, rispetto a g, che (si noti) è aulla se g = P z .  
Le forme P 9 ,  PS sono intrinseche, cioè hanno un significato indipendente 
dalla scelta delle linee u, ,  u, ('). lnvece variano se le X, y, z, t si sottopongono 
ad una sostituzione lineare intera omogenea a coefficienti costanti di mo- 

(3) 11 simbolo 1 x, xi, x2, (12 x 1 indica il determinante le cui orizzontali si dedocono 
dalla la (quella scritta) cambiando x in y, z, t. Lo stesso dicasi di altri simboli analoghi. 

(3 Segue da ci6 ehe le equazioni F2 = O, Fa= O definiscon6 linee di Z intrinseche ed 
invarianti per collineazioni, e precisamente le asintotiche e quelle che il FUBINI chiama lance 
di Darboux-Segre. 
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du10 M (collineazione) O si rnoltiplicano per'un fattore p, O se si calnbia la 
forma g in un'altra g' di modulo A'; ma in modo molto semplice, perchè: 
si riproducono a meno di uno t< stesso » fattore k (che è rispettivamente 31, 

y 4 ,  e &EX'). 

'2. Quanto precede lascia prevedere che le due forme F , ,  F , ,  O due 
altre ad esse proporzionali rp, = a F, , rp, = G F 3 ,  possono servire quando si 
vogi'ia edificare (al modo di GAUSS) una geometria delle superficie che sia 
invariante rispetto a qualche gruppo G di collineazioni, purchè si riesca a 
normalizzarle, fissando in modo opportuno cib che fin qui è rimasto inde- 
terminato : g, p e G .  

Il processo di normalizzazione varierà passando da un gruppo G ad un 
altro, ma dovrà essere sempre intrinseco ed invariante (cioè fatto con legge 
indipendente dalla scelta delle linee u, , u, ed unica per il punto generico P 
di Z e per i suoi trasformati mediante le collineazioni di G) e tale che, dopo, 
le collineazioni di G siano rappresentate ancora da sostituzioni lineari in- 
tere (" a coefficienti costanti. 

Concretiamo tutto cib, pasaando in rassegna i gruppi fin qui considerati. 
1 . O  GRUPPO Ill dei movimenti euclidei. Poichè tali movimenti sono rap- 

presentati da sostituzioni 'lineari intere unimodulari nelle coordinate non 
otnogenee, adottiamo tali coordinate x, y, z (=). Prendiamo corne forma g la 
prima forma di G ~ t r s s  

di r, (intrinseca e invariante in M). Allora la E', è completaniente determi- 
nata e si riduce alla nota 2" forma di GAUSS: 

P D = Z X d 2 x = D d u 2 + 9 D ' d u d ~ + D ( I d u 2 ( 7 ) .  (4) 
9 \ 

Ora è appunto con tali due forme g e F, che si edifica la gqometria 
ni1 di Z. 

(5) Perchè sono le sole considerate ne1 n. 1. 
(6) Çorrispondenti alla legge di normalizzazione p = l :  t ossia t e l ,  unica per tutti i punti 

dello spazio (quindi intrinseca e invariante rispetto a M). 
1 

(7) Se si ricorda che t = 1, quindi F  - - 
' - ~ E G - F ~  

1 X I ,  x2 ,  CP XI ,  e che i complementi 

algebrici di dz x, dz y, dz a sono i coseni direttori X, Y, Z della normale a 2. 
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168 Sa nn  i a : Riavvicinameutto di geometrie differenziali 

8.O GRUPPO Me O MJ dei movimenti dello spazio ellittico O iperbolico (di 
curvatura + 1 O - 2 ,  come è lecito supporre) rappresentati da sostituzioni 
lineari intere unimodulari quando si assumano le coordinate di  Weierstrass, 
cioè le cartesiane omogenee x, y, Z, t normalizzate con la legge 

Allora, assunte tali coordinate e per g l'elemento lineare 

di x, la F2 è completamente determinata e si riduce alla (4) (9. 
Ora è ben noto che con tali forme g e f i  si edifica la geometria IIIe O 

ilfi di Z. 
3 . O  GHUPPO A delle affinità unimodulari, rappresentate in coordinate non 

omogenee x, y, n: dalle sostituzioili lineari intere di modulo 1. Noi percib as- 
sumeremo tali cocirdinate ('7 e per g la stessa forma F2 ("). 

Allora sarà V = A e 8 F2 = O (cfr. n.O l), quindi le (1) e (9) diventeranno : 

In pratica per costruire F, e B'$ converrà adoperare la la espressione di 
Ii; e la 8" di F, (nella quale compaiono le z,, e non le CE,,, come nella la), 

(8) Ossia p' = 1 : [ t z  f ( 5 2  + y2 + 8)], unica in tutti i punti dello spazio. 
(9) Ove X, Y, 2, T sono le costanti di direzione della normale a E, tali che 

(10) Cfr. (6) ove si  camhii M i n  A. 
(11) Qui apparentemente facciamo un circolo vizioso, poichè nella definizione di F2 in- 

terviene il discriminante di g che è la stessa F2. ~ o ~ l i e r e m o  ogni dubbio dando la effettiva 
espressioue di F,. 
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le quali, essendo t = 1 ,  si riducono a 

Si incomincerà col costruire la forma 

che interviene in (1)" e che è indipendente dalla scelta di g (la); poi si cal- 
colerà v tenendo conto che il discriminante ( L N -  Ma)  : v di Pz = + : & 
dev'essere uguale a V, il che d à  v - I L  N - n f 2 .  

Cosi F, è determinata 

e coincide con una delle due forme con le quali è statu edificata la geometria 
P 

affine delle superficie mon sviluppabili (V =l= O) ( la).  

Allora è nota anche g (uguale a Fa), quindi anche F, si pub costruire 

usando la (8)". Orbene si pub verificare che essa più precisamente 2 
coincide con l'altra delle dette due forme. 

facile (ed è anche sufficiente) far la verifica supponendo clie le linee 
a , ,  u,  (O zc, v) siano le asintotiche. 

In ta1 caso le due forme di BLASCHKE e PICK sono : Fz (come si è visto), 
che qui diventa 

(12) Perché le derivate prime covarianti xl, x, coincidano con le ordinarie. 
(13) Principalmente da BLASCHKE e PICK nei Ber. Ges. der Wissen. zw Leipzig, Bd. 69 

e segg. 
(14) Si tenga presente che 4 = 0 O 9 = O  definisce le asintotiche, per la nota (9, che 

qui sono le u, u; percib L = N= O.  Avvertiamo poi che qui XU, x,, x,, , . . . , T U ,  7, indi- 
Cano derivate ordinarie (non covarianti). 
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- .  

e l'altra 

Pdu"Qdv3,  ove P = i l x , , ,  x,, x, , \ :p,  Q=i lx , , ,  x,, x,,I:p. ( 5 )  

Sussistono poi le eyuazioni (fondamentali nella geometria A) 

(soddisfatte anche da y e 2) .  

Ci6 premesso, poichè le derivate covarianti di s rispetto a g =  F, valgono 

sostituendo in (9)" e tenendo conto delle (4) e .(6), si vede facilmente che 
1 
- P3 coincide con la forma (5) .  2 

4.0 GRUPPO P delle collineazioni. Per ta1 cas0 meno semplice il FUBIKI 
ha escogitato un processo di normalizzazione (15) ne1 quale si incomincia col 
normalizzare le forme cp, , p3 (anzichè le coordinate, conle nei casi precedenti) 
scegliendo G in guisa che il discriminade di y ,  sia uguale al cubo del discri- 
minante di y , ,  a meno di u n  fattore wmerico f prefissato a piacere. 

Cib costituisce una effettiva normalizzazione se non è una superficie 
rigata, perchè allora y, e p, ( l e )  sono invarianti per collineazione e indipen- 

Aenti dalla forma g e dalle coordinate da cui si é partiti. 
Infatti supponiamo che, partendo da zcno g e da coordinate omogenee 

qualunqzte, si siano calcolate, mediante le (2)  e' (8), le forme 

poi le forme p, =a  F,, cp,,=o F, col fattore u tale che i loro discriminanti 

(15) Loc. cit. (l), fine del $$ 1 e § 3, B); oppure loc. cit. (2). Esso è interessante anche 
perchè potrebbe servire di mode110 in altri casi analoghi; percib Io espongo qui con mag- 
giori particolari. 

(1" Certamente int'rinseche, perchè tali sono Fq, F, e la legge che determina =. 
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a' v e a' A siano legati dalla relazione 

che dà 

Poichè, applicando una collineazione O cambiando g O moltiplicando le 
coordinate per un fattore p, le F, e F, diventano k F ,  e k F, (n.0 l), v e A 
diventano LE v e k4 A, quindi G diventa o :  k, e perci6 p, e p, ritnangono inal- 
tera te. ( c .  d. d.). 

Ors non resta che da nor~nalizzare g e le cooidinate. Tl FUBINI assume 
g = p, = a F, e moltiplica le coordinate di partenza per un fattore ,o tale che 
risulti (pz = F z ,  quindi G = 1. Ora, poichè per tale inoltiplicazione R2 si mnl- 
tiplica per k =  p4 (n.0 l), quindi (come ora si è visto) u diventa I; : p4, bisogna 
assumere p4 = a, ossja per la (7)' 

Le coordinate omogenee cosi dormalizzate sono dette coordinute n.ormali 
da1 FUBINI. 

È da notarsi che le coordinate norrnali di due punti corrispondenti in 
e in una superficie collineare Zr sono legate da una sostituzione lineare intera 
a coefficienti costanti ed unjmodulark. Perchè se tale non fosse, applicando 
a X la collineazione clle muta E in Er, le forme ?, , p, (che ora sono uguali 
a f i ,  F,) si moltiplicherebbero per il suo modulo in? l), mentre non debbono 
alterarsi. . 

Essendo g = y ,  = F , ,  si conclude (come ne1 3 O  caso) clle F , ,  PS Iianno 
le espressioni (11)'(8'). Ed è con l'uso di queste forme e di una terza yua- 
dratica f, che il Fusmr ha costruito la geometria delle superficie non rigate. 

3. Ne1 n.O B ho dilnostrato che le due forme che si adoperano nella 

geometrja A sono sostanzialmente le stesse F,, P3 precisamente F, , 

(17) Abbiamo qui assunto f = e : 16, ove o indica il segno del prodotto AV, perché le 
forme che il FUBINI considera ne1 caso importante in cui le u e u sono le asintotiche corri- 
spondono a questa assunzione. Il fattore i è introdotto per far si  che a sia sempre reale 
(quand0 si considerano supeficie reali). 

(18) Risulta a =:= O, corne dev'essere, se non è A = 0, cioè (corne si dimostra) se E non è 
vigata; ed allora L non pub essere una sviluppabile, quindi non é neppure V =O. 
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che (con una terza f,) sono adoperate da1 FUBINI nella geometria P; O per 
meglio dire dette due forme hanno le waedesime eeprèssioni (1)'  e (8)'. La dif- 
ferenza consiste soltanto nella interpretazione delle x ,  y, a, t che vi compaiono: 
nella geometria A sono le coordinate cartesiane non omogenee (ossia è 
t = i), nella P sono le coordinate normali del FUBIN~.  

Ora osservo che il FUBIKI nello sviluppo dell'algoritmo della geometria P, 
in loc. cit. ( l ) ,  non fa mai uso del significato specifico delle a, y, d, t .  

Ne deduc'o che: pwesto algoritmo pub seraire anche per la geometria A, 
sol che vi si ponga t = 1. 

Per esempio, posto 

il FUBINI diinostra ('7 clie la sua coordinata x (e cosi y, a, t) soddisfa il 
sisteina I 

X,.*=A,.,, X " + A , , , X " + ~ , . , ~ + A , , X  (Y, s= 1, % (81, 

essendo: xu e x" (O x"' e a'") le derivate prime controvarianti di a rispetto 
a F, ossia 

~ ( " ' = d , ~  x i  t d , ,  x,=d,., a*+ d,, i~, ,  

ove d,, è il complemento algebrico di A,, ne1 discriminante v di F, diviso 
1 

per v ; poi X =  -A, a, essendo A, x il parametro differenziale secondo di x 2 
1 1 

calcolato rispetto a PI ; e cosi Y= - A, y,. . . , T = - A, t .  
9 2 

Da ci6 il FUBINI desume cbe, date le forme Pa, 5, f, (soddisfacenti 
certe condizioni) la superficie è individuata a meno di una Collineazione. 

Orbene si ponga t = 1, onde t" = t" - t,, = T= O. Allora, poichè t è so- 
luzione del sistema (8)', ne risulta che è b,., = O, quindi f, = O  e (8)' diventa 

ed è soddisfatto dalle coordinate cartesiane non omogenee x, y, s nella geome- 
1 

tria A, se wi si adopera F, anrichè (come è di uso) - F,  ('O). 9 

(19) In loc. cit. (l), § 5. 
1 

(m) Corne conferma si pub conslatare che le (8)" (se si  si cambia Ara$ in -A&) dàono 
9 

le (6), in uso nella geometria A, quando le ec, v sono le asintotiche. Allora, come si è visto 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dette superficie: metriche, affine, proietti~a, 173 

Essendo qui f, = O  idenhamente, si spiega perchè passando dalla geo- 
metria P alla A, bastino due sole forme (e non tre) per individuare una su- 
perficie. 

Cos1 pure la szorabale proiettiva n, di che il FUBIRI definisce come la 
congiungente il punto (x ,  y, z, t )  col punto N =  (X, Y, 2, T) si muta nella 
normale affine n, che il BLASCHKE definisce come la retta congiungente (a, 
y, z, t )  col punto all'infinito (X, Y, 2, O) (cfr. n.O 6). 

L'interesse di questo nuovo modo di presentare la geometria A è evidente. 

4. Per ciascuno G dei gruppi (0) sono state introdotte delle coordinate 
per i punti di x che dirb coordinate normali per il gruppo G corrispondente. 

a )  : Esse sono coordinate dedotte dalle cartesialte ornogeltee, novmalizzan- 
dole in. modo intrinseco ed invariante rispetto a G ;  e sono determinate dalla 
swperficie stessa Z: a meno delle sostituzioni lineccri intere esprinzenti le colli- 
mazioni di G (='). 

Ma esse non sono le sole corndinate .godenti la proprietà a), e quiridi 
adoperabili per edificare la g'eornetria invariante rispetto a G, perchè: mol- 
tipiicandole per una ficnzione 1 che sia u n  invariante intrinseco &lla super- 
ficie ('7, si hanno coordinate godenti ancora la proprietà a).  

Anxi : si hanno cos3 (vuriando 1) tutte le coordinate aventi la proprietà a).  

x t 
Perchè il rapport0 2 = .'.-=- che nasce da due quaterne di coordinate t ' 
(x, y, s, t), (x', y', z', t') di un punto P di 2 aventi la proprietà a )  è certa- 
inente intrinseco ed invariante rispetto a G. 

1 
al n . O  B (Gruppo A), Fé e -F3 sono le (3) e la (5), quindi si ha: 

9 

A:,, = P, AB = Q, = . . . = 0; 
quindi le (8)" dànno 

*xll=Pxu:y, XE= Qx,,:y. 

Or sostituendo a z,, e xB i loro valori (già dati in loc. cit.) si vede subito che queste 
coincidono con le (6). 

(21) Perchè solo a meno di tali collimazioni vien considerata I nella geometria G. 
(B) Rispetto al gruppo che si  considera. Per es. per I si pu0 assumere la curvatura 

assoluta ordinaria ne1 caso dei gruppi Ml M., M I ,  quella affine (di BLASCHKE) ne1 cas0 del 
gruppo A, quella proiettivcc di (FUBINI) ne1 caso del gruppo P. 
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Ora è importante osservare che le coordinate normali per i vari gruppi (O) 
sono le più sewzplici fra quelli aventi la proprietà a) ,  ne1 senso (per ora un 
po' vago) che sono le sole coordinate deducibili dalle coordinate omogenee 
con legge dipendente d a  elementi di del azinirno ordine possibile (variabile 
col gruppo). 

' 

Precisiamo. Per nornializzare le coordinate, ossia per passare dalle coor- 
dinate omogenee pualunque z ,  y, z, t di un punto P di Z a coordinate go- 
denti la proprietà cr), occorre moltiplicare le prime per un certo fattore p che 
sarà una funzione di cc, y, z, t e delle loro derivate rispetto a u ,  a fino a 
quelle di un certo ordine n > O. . 

Orbene : nelle normalizzazioni che conducono precisarnente alle coordinate 
normali per i gruppi (0)  i ualori d i  lz som i piic, bassi possibili; e d'altra 
parte non esistono altre norrnalizzazioni corrisponhnti a tali valori minimi 
di rc (che sono 3 per i l  gruppo e O per tutti gli altri). 

Ci6 riavvicina ancor più le trattazioni delle geometrie (O), mostrando cbe 
le coordinate adottate per eiascuna di esse hanno ana proprietà conzulte che 
le caratterizza fra tutte quelle adottabili. 

Si tratta di dimostrare I'ultimo teoretna. 
Per i gruppi M, N e ,  Mi, A la diinostrazione è immediata; perchè allora 

è 12 = O (valore minilho), essendo p = 1 : t (gruppi Ji? e A) O 

\ 

(gruppi Me e M,);  e d'altra parte non esiste (conîe è noto) un invariante in- 
trinseco I di nella cui espressione non entrino anche le deriuate d i  

$7 Y, 27 t. 
Per il gruppo P si osservi anzitutto che il valore (8) di p assunto nella 

normalizzazione del n.O 9 (4.O caso), dipende da x, y ,  z,  t e dalle loro deri- 
vate fino a quelle del 3.0 ordine ('", sicchè per essa è n = 3. Ora per otte- 
nere un'altra normalizzazione con n r 3 bisognerebbe moltiplicare le coor- 
dinate già normalizzate per una funzione effettiva ( 2 4 )  1 intrinseca e inva- 
riante per collineazione c7ze dipendesse solo da x, y ,  z, t e dalle loro derivate 
dei primi tre ordini (al più). 

Ora: una tale funxione non esiste, cioè si riduce ad una costante. 

(23) Che intervengono nella espressione (8) di F3 e quindi di A, suo discriminante. 
("4) Poiehè una costante non condurrebbe ad una normalizzazione effettivamente nuova. 
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, 

5. Per dimostrarlo, supponiamoche r, sia riferita alle asintotiche come 
linee zc, v ne1 qua1 caso sono nulli i coefficienti di d US = d u2 e d ui = d va 
in F,, definita dalla (1) (prima espressione), sicchè 

ove x,, x, (Che coincidono con x , ,  x,) x,,, x,,, x,,, x,,, , . .,. indicano deri- 
vate ordinarie (non covarianti) di x. 

L'invariante supposto I sarà funzione delle 10 variabili 

x7 = X,,, , X8 - X,',' , x9 = X"" . 

e delle analoghe in y, s, t ;  in tutto di 40 variabili. Ma ta1 ,numer0 pub su- 
bito ridursi con le considerazioni seguenti. i 

I è una funzione delle coordinate dei punti P,. (x,.) (26)  (r = 0, 1 , . . . , 9). 
I punti P, e P,, per le (9), giacciono su1 piano dei punti Po P, P, (tangente 

f 

a Z in Po); non cosi P,, per cui passa la normale proiettiva n, di in Po (2');  

quindi Po P, P, P, sono i vertici di un tetraedro. Poi P, non giace su nes- 
suna faccia del tetraedro (=y; dunque possiaino assumere il tetraedro e P, 
come elementi di riferimento di un sistema dicoordinate proiettive, ne1 quale 

(25) Ci6 è lecito, trattandosi di una funzione intrinseca, il cui valore nei punti di I; è 
percià indipendente dalla scelta delle coordiuate curvilinee. Avverto poi che esigendo la di- 
mostrazione calcoli molto laboriosi, ma facili, mi limiter6 ad esporla nei suoi tratti più es- 
senziali, cioè senza entrare nei particolari dei calcoli stessi. 

(26) Ossia di coordinate xrl  g r ,  s r ,  tr .  
(27) Già ricordata al n.O 3. ~d infatti qui il  puuto (X, Y, 2, T) del n . O  3 che la indi- 

vidua coincide con !P8 (x,,). 
(29) Non essendo nulli 

perché differiscono solo per un fattore da  1 xo, XI,  x2, x3 1 = 1 x, XU, r u ,  xuv 1, unico coefficiente 
di F2 non nullo. Lo si  vede tenendo conto che [corne è noto) x, y, B,  t soddisfano equazioni 
del tipo 

st 'u=ait4+P9.+~91 ' 1 v v = 7 v 4 + ~ ? v + p ? ,  

dalle quali è possiblie calcolare x, = xwwu ed esprimerla come funzione lineare delle xv =x, 
xl=%, x2=zv,  x3=xuo,  (e cosi y,, a,, tJ. 
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i pun ti rimanenti P, (r = 5, 6 , .  . . , 9) avranno per coordinate omogenee 

(r = 5, 6 ,  . . . , 9), ove si è posto per sernplicità di scrittura 

sicchè le (9), che equivalgono a 

si possono scrivere anche 

(O 1 s 8) = O, (O 1 e 9) = o. 

Dopo ci6 I pu6 trasformarsi in una funzione delle coordinate (10); perb 
conviene meglio considerare I coine funzione delle ( p q r  s) (non nulle) che 
coinpaiono nelle (10) e che, per le (9)', sono 88: 

Proveremo (a tappe) che I è indipendente d a  tali variabili. 
1." I per essere un invariante di  r, non deve alterarsi se si rnolti- 

plicüno le coordinate omogenee x, y, z ,  t per un fattore p (u, v), e in parti- 
colare per uno del tipo p = 1 + c f ,  con c costante ed f funzione arbitraria 
di u, v ;  quindi la derivata rispetto a c di I trasformata, dev'essere nulla. Im- 
ponendo che 10 sia per c=O, si ha l'equazione 

(29) Le (10) si trovano calcolando i birapporti che i puiiti P, e P+ fanno coi punti d'in- 
contro della retta congiungente con la faccia Po Pl P, del tetraedro, di equazione 1 X ,  xo, 
xl, x2 I = O ,  e con ciascuna delle rimanenti. Considerando per eseinpio la Po Pl P,, di equa- 
zione I ri, xo, q, % 1 =O, si trova che i detti punti hanno le coordinate X q + L sc,, . . . , 
ove k ha i valori - 1 xO, x, 9 xz, xd Cql : 1 xo, XI, xZ, xr 1 e - 1 xo, q ,  x3, x4 1 : 1 xo. El, 23, Zr 1 
ossia - (O 1 9 4) : (O 1 9 r) e -(O 1 3 4) : (O 1 3 r), il cui rapport0 è appunto il detto birapporto, 
che percib vale p,4 : P r , .  
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ove I,,,, indica la derivata di I rispetto a ( p  q r s), e (p q r s)' indica la de- 
rivata rispetto a (; (calcolata per G = O )  di ci6 che (p q r s) diventa a trasfor- 
mazione esepita. 

Per esempio (O 1 9  4) = 1  X, xu, su, LE ,,,, 1 diventa 

la cui derivata rispetto a c per c = O vale 4 (O 194) f. 
Del pari si trova che 

( 0 3 3 4 ) ' = 4 ( 0 ! 2 3 4 ) f - 3 ( O 1 B 3 ) f U , - 3 ( 0 2 3 8 ) f u - ( O I B 4 . ) f , ,  ecc. 

In generale si trova che (p q r s)' è funzione lineare delle (p p r s) con 
coefficienti che sono funzioni lineari di f e delle sue derivate f, , f,, , f,, , . . . 
fino a quelle di terzo ordine. 

Sostituendo in (194, si ha un'equazione lineare omogenea nelle derivate 
parziali prime di I rispetto alle variabili (11) i cui coefficienti contengono li- 
nearmente (O 1 B 3) d a  GUS I non d@ende; percib essa si scinde in due altre, clie 
si ottengono uguagliando a zero il coefficiente di (O 1 B 3) e la rimanente parte. 
E poichè tali nuove equazioni contengono linearmente la funzione arbitraria f 
e sue derivate, ciascuna di esse si scinde in altre al10 stesso modo. Si per- 
viene cosi a 19 equazioni distinte, 5 delle quali (corne Il,,, = O )  esprimono 
che I non dipende da (1 '2 3 4), (1 9 3 5), (1 '2 3 6), (1 3 3 7), (O 1 3 6) ; delle 7 
rimanenti una contiene linearmente nei coefficienti l'ultima variabile (O 1 B 6) 
da cui 1 non dipende, e percià si scinde in altre due, una delle quali esprirne 
che I non contiene (O B 3 6) .  

Insomma si trova che: I non dipende da 

e soddisfa le equazioni 
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e quella ( p  q r s) I,,,.,=O che espriine essere I funxiotze omogenea (30)'. 

4 

Ulteriori co~idizioni per I si ottengono imponendo che sia int.rin- 
seca, e percib che non muti (in particolare) con una trasformazione del tipo, 

Zd= U + c f  ( U ) ,  w = v + c g  ( V ) ,  (90) 

ove U e V sono nuovi parametri, c una costante, ed f, g funzioni arbitrarie 
dei rispettivi argomenti. Allora, ragionando corne per la trasformazione pre- 

I 
cedente, si trova che I deve soddisfare ancora l'equazione (l2), ove perb 
(p q r s)' e la derivata rispetto a c per c = O di ci6 che diverita (p q r s) in 
seguito alla (90). 

Per eselnpio il determiliante (O 1 3 4) = / x, x, , x,,, x,,, / si muta per la (20) 
in un altro i cui elementi della prima riga sono x, (1  + c f )  s,, (1 + c f ') 
(1 +cg')  a,, e 

(1  + c f ' ) " , ' , , t 3 c ( l + c f ' )  f " x , , + c f " ' x ,  

e che percib vnle 

ossia 
( 1 + c f ' ) ~ l + ' c g ' ) ( 0 1 3 4 ) + 3 c ( L + c f ' ) 3 ( 1 + c g ' ) ( 0 1 3 8 ) f "  

e la cui derivata rispetto a c per c =  O vaIe 

In generale si trova che ip y r s)' è funzione lineare delle ( p  q r s) con 
coefficienti che sono funzioni lineari delle derivate f', gr, f", . . . di  f e g fino 
a quelle di terzo ordine. 

Sostituendo in (12), si ha un'equazione lineare opogenea nelle derivate 
parziali prime di I rispetto alle variabili (1 l ) ,  escluse le (13), e con coeffi- 

(30) E il sistema di tali equazioni è completo, corne è facile verificare. 
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cienti che sono lineari nella (O 1 9 3), d a  cui I non dipende, e lineari nelle 
funzioni arbitrarie f ,  g e loro derivate; allora, procedendo coiiie ne1 caso 
precedente, si trova che: I non dipende da 

3." I deve anche soddisfare l'equazioue clle nasce formando la parefi- 
tesi delle (93) e (23) ossia Io,,, + 3 Io,,, =O, dalla quale e dalla (98) segue 
che Io,*, = Io,,, = O ,  cioè che 1 non dipende da  

4." Or? coiisiderianro le equazioni (14), . . ., (19) e (23). 
Le (16), (17), rnancando in I le variabili (81) e (84), si riducoiio, ed 

esprimono che I non dipende da  

e le (18); (19) si riducono ad equazioni i cui coefficienti sono forinati linear- 
mente con le variabili (23), (21), (2$), (25) da cui 1 non dipeude, e percih 
si scindond in equazioni che esprimono che I non dipende d a  

(0 135) ,  (O235), (O 136) ,  ( O 1  38), (1 238).  

Ed allora anche (23) si riduce ed esprime che I non dipende da (O 2 3 9). 

5." Da tutto ci6 che precede segue che I non pub essere che uoa 
funzione della sola variabile (O 1 2 4) ; ma dev'essere omogenea (cfr. la), d u n p e  
non pu6 essere che una costante. 
f 
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6. Nell'editicare le geometrie A e P, quando si è voluto definire una 
normale affine nu (") O proiettiva n, (32), ossia una retta che tenesse il posto 
di quella ordinaria n (e di quelle non euclidee n,, ni) ad una superficie 
in un suo punto P, le si sono imposte le seguenti condizioni geoinetriche 

1" di passare per P senza giacere ne1 piano tangente a x; 
IIa di essere intrinsecawente definita 
III" ed invariante rispetto al gruppo considerato ( 3 4 ) ;  

IVœ di esser tale che le sviluppabili da essa generate, variando P su x, 
traccino su un doppio sistema coniacgato di linee (che perci6 si diranno 
linee di curvatura). 

E poichè tali condizioni sono soddisfatte da tutto un insieine di rette, 
dipendente da una funzione arbitraria (entro certi limiti imposti dalle con- 
dizioni II" e IIIa) delle coordinate curvilinee zc, v di P su x, la scelta di n, 
& n, è caduta su  quelle che presentavano un'altra analogia con la n nelle 
trattazioni analitiche seguite. Ma questa analogia è formale e si riscontra 
in altre rette dell'insieme, sol che si modifichi leggermente la trattazione (37. 

Percib io mi son chiesto: è possibile formulare una Ir" condizione Che 
(aggiunta alle precedenti) individui una retta in ciascuna delle geometrie (O),  
e precisamente le n, n e ,  ni nelle geometrie M, M e ,  M,? 

(31) Da W. BLASCHKE ne1 § 5 della lVL nota sulla geometria A in loc. cit. (13). 

(32) Da1 FUBINI in una Nota degli Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, t. LUI, 
1917-18, p. 1032. Poco dopo, ma indipendentemente, G. M. GREEN (in Trang. of the Amer. 
Mat. Soc., vol. 2O, 1919, p. 79) ha definito la pseudo-normale (dandone una costruzione geo- 
metrica) che, conle si pub verificare, coincide con la n, del FUBINI. 

(33) Che fra quelle soddisfatte da .n sono le sole che hanno senso anche nelle geometrie 
A e P. 

(34) Ossia A O P. 
(35) Infatti abbiamo già ricordato (n.O 3) che la lz, O lz, è la retta congiungente P col 

punto N di coordinate omogenee (A2 x, Ad y, A, Z, Ad t ) ,  precisamente come la lt, solo che A, 
si riferisce alla forma F, invece khe all'elemento lineare di GAUSS. 

Orbene, se in luogo delle coordinate normali s i  adoperassero nelle geometrie A e P le 
stesse rnoltiplicate per una funzione I intrinseca e invariante, come è lecito (cfr. n.. 4), la 
forma F, e quindi il punto N muterebbero; e cosi pure le rette na, lzp. 
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Perchè ne1 caso affermativo si sarebbe potuto dare una definizione di 
normale unica nelle cinpue geornetrie, e yuindi affatto naturale per le più re- 
centi A e P 

Orbene, dopo le considerazioni svolte nella la parte, è facile trovare 
un2 Ir" condizione fondandosi sulla seguente proprietà della n e delle ne, ni: 
di  dipendere da elernenti di Z del prim'ordine, che è anche il minitno pos- 
sibile; ne1 seriso che dipendono dalle derivate prime delle coordinate carte- 
siane won owogetzee e delle coordinate di Weierstrass di P rispettivainente. 

Infatti tali coordinate sono quelle normali (n.O 4) per il gruppo M e per 
i gruppi Me, e ri!pettivarnenke; ed intanto il concetto di coordinate nor- 
mali sussiste anche per i gruppi A e P; dunque è spontaneo imporre alla 
normale ,la. seguente condizione : . 

L 
P di dipendere dalle deriwate del ~nininzo ordine possibile delle coordi- 

nate normali di P. 
Ed io dimostrerb (n.O 3) che : nelle geometrie (0) una superficie gene- 

rica ( 3 T )  ha ifi ciascun. punto P una sola retta soddisfacente b condizioni 
I", . . . , V", retta che è rispettiwanzente n, ne, ni,  n,, n,. 

Si pub dunque dare effettivamente una definizione di normale unica per 
le cinqlie geometrie: è la retta individuata dalle condizioni Ia, . . . , Ir" in una 
superficie generica. 

7. GEOMETRIA M. Qui le coordinate normali sono le cartesiane non 
omogenee LX, y,  z,(t = 2 )  e una superficie Z è individuata, a meno di un mo- 
vimento, dalle due forme di GAUSS 

nell'ipotesi che le linee u,  v siano quelle di curvatura. Detti (Xi, Y,., &) 
(i = 1, 8, 3) i coseni direttori delle tangenti alle linee zc, z, e della normale 
ordinaria n in P (a, y, z), ossia posto 

(con le analoglie), quelli di ogni retta r per P e non del piano tangentè a Z 

. 
(3" E forse, adottabile anche in eventuali iiuove geometrie. 
(37) Le superficie eccezionali sono particolarissime, corne apparirà dalla dimostrazione. 
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Ora imponiamo ad r le rimanenti condizioni II", . . . , Ii". Per la III", c, 
e c, debbono essere funzioni di u, v invarianti per movimenti, quindi fun- 
zioni delle sole E, G, D, D" e loro derivate; inoltre Xi Yi Zi dipendono solo 
dalle derivate prime (di ordine minimo) di x, y, z, quindi, volendo che 10 
stesso accada di X, Y, Z (condiz. Va) dovremo supporre che c, e c, siano 
funzioni delle sole E, G (e non di D, D e derivate di E, G, D, D", che di- 
pendono dalle derivate seconde almeno). 

Inoltre, per la II", c, e c,, debbono essere intrinseche (corne X,, Y, 2,). 
Ora le linee .k, v assunte sono intrinseche; non cos1 i parametri u, v, perchè 
suscettibili ancora di una trasformazione del tipo 

u' = a' (a), v' = v' (v), (29) 

in seguito alla quale E, G  diventano: 

quindi, affinchè le ci (E, G )  (i = 1, 2) siano intrinseche occorre che sodflisfino 
le relazioni ci (E', G') = ci (E, G), e queste non potrebbero dedursi che dalle 
due relazioni (30) eli~ninando le (altrettante) funzioni 0, V ;  ma ci6 è impos- 
sibile, dunque le cd debbono essere costanti. 

Imponiaino infine la IVa. Fissate le costanti c l ,  c , ,  I'equazione differen- 
ziale 

I d e ,  X, d X ( = O  (31) 

delle &iluppabi!i generate da r, variando P su =, è del tipo 

quindi a.ffinchè le loro tracce su formino un sistema coniugato occorre 
che sia 

L D n + N D = O .  (33) 

Ora risulta dalle (31) e poi dalle (27) che 
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dX, 
ma, per la (38) e per note formole che esprimono le - mediante le slesse 

d u  
X, ('7, si ha : I 

quindi, ricordando che 1 X, , X,, X ,  1 = 1, si trova che 

percib la (33) si muta nella relazione 

che, non essendo identica in una superficie generica ("), esige che sia 
Ci = CI = 0. 

Dunque X = X 3 , .  . . , cioè r coincide con la normale n. 
8.' GEOMETRIA I f e .  - Nello spazio eilittico di curvatura 1 (corne pub 

supporsi) le coordinate normali sono quelle x, y, z, t di WEIERSTRASS, e una 
superficie è individuata a meno di un irioviinento (del10 spazio ellittico) d a  
due forme del tipo (!%), quatido le linee u, v sono quelle di curvatura. 

Dette (Xi, Yi, Zi, Ti) le costanti di direzione delle tangenti a queste 
linee e della normale ne in P (z, y, z, t), sussistono le formole ('O) 

8% -=x,@, -=xi d x  JG, 
d u  d v 

dX, = - $ J E + - x 3 - -  - D i 8 - JE d x ,  -- 1 aJE - 
d u  @ JE 2 ,  su- ,,ÿ a v  X f ,  1 

(38) Cfr. L. BIANCHI, Leziolzi di  Geometria differenziale, 3" ed., vol. 1, p. 181. 
(59) Se pure esistono superficie eccezionali, caratteristiche dalla (34) con cl, c, costanti. 

Per decidere, bisognerebbe esaminare se la (34) è conipatibile con le equazioni di GAUSS e di 
CODAZZI, ma cib qui non interessa. Analoga osservazione si  pub fare per gli altri casi. 
(9 Cfr. loc. cit. (38), ga ed., vol. 1, p. 498, formole (41). Da queste si deducono quelle del 

testo, ponendovi R= 1, cambiandovi 5, n ,  C in X 3 ,  X,, X,  ed eliminando p l ,  p, mediante le 
formole di p. 497. 
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.con le analoghe. 
Ragionando corne ne1 1.Qas0, si vede che una retta r soddisfacente le 

coridizioni Ia, II", III", Va ha le costanti di direzione proporzionali a numeri 
del tipo (88) con e C, costanti. Fissate G ,  e C, , i'equazione delle sviluppabili 
generate da r variando P è:  1 

del tipo (32); e la condizione affinehè sia soddisfatta la condizione IVa 
è la (8). 

Ora risulta dalla (37) e poi dalle (88) che: 

ma, per le (%), (36) e (36)', 

quindi 

e del pari si troverebbe che: 

Sostituendo in (38), si ha la relazione : 

che, non essendo identica per una superlicie generica, esige clie sia cl = G, = 0. 
Cib prova che X= X, ,. . . ossia che r coincide con 12,. 
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2." GEOMETRIA Mi. Analoga dimostrazione. 

4.O GEOMETRIA A. Qui le coordinate norinali sono le cartesiane non 
omogenee x, y, z. Scelte le asintotiche (invarianti per affinità) come linee zc, v 
sulla superficie, questa è individuata (a meno di una collineazione di A) dalle 
due forme (3) e (5),  come si .è detto ne1 n . O  9, ove si è visto che x soddisfa 
le equazioni : 

(f",.=?,x,-+Pxx;,, cp%,=Qxw+cp,~, (39) 

(soddisfatte anche da y e z). Ricordiamo poi le altre (di BLASCHKE) 

con le analoghe in y, Y, e z, 2,. In esse 

sono numeri proporzionali ai coseni direttori della normale affine (fine del 
n.O 4 )  e G = P Q : y3  è una funzione intrinseca ed invariante ("). 

Le linee u e u sono intrinseche; non cosi i parametri u, 6, suscettibili 
di una trasformazione del tipo (99), che muta p, P, Q in 

?'=y UV, P ' = P U 3 ,  Q&'=QV3((""; (49) 

3 - 3'- sieehè JP, \iQ, y si moltiplieano per U, V, U V. Ora, yoichè 10 stesso accade 
di x,, x,, x,,, ne segue che i rapporti di yueste quantità alle precedenti 
non mutano, e percib che i punti 

sono intrinsecamente definiti ed anche invarianti* per afEnità ( 4 4 ) .  

(41) Per tutto ci& in parte già richiamato ne1 n.O I, cfr. il § 6 di una Memoria di 
BLASCHKE. Cfr. loc. cit. (13), Bd. 70, p. 18. 

(42; Risulta dalle espressioni di cp, P,  Q ;  o anche da1 fatto che le (3% sono intrinseche, 
quindi si ha 9cp'du'dv'=9cp d u  d u ,  P'du13+ Q'dv'3=Pdv3+Qdvs (onde P'du13=Pdu3,. ..). 

(4) Rispettivamente sulle tangenti alle linee u, v e sulla na ne1 pnnto P. Di tali punti 
abbiaino scritto solo l a  la coordinata; cosi faremo in seguito. 

(") Le loro coordiliate essendo cogredienti alle x, g, z (come subito si  vede) rispetto 
ad ogni affinità unimodulare. 
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Dunque il  tetraedro P P, Pz jS è intrinseco ed ilavariante per anni ta  
(uniinodulari.). 

Or consideriamo una retta r per P e imponiamole le lm,. . ., V". 
La r è determiriata da1 suo punto d'incontro R col piano P, Pa P,, punto 

che, non dovendo giacere sulln retta P, P, (condiz. P),  ' deve essere del tipo : 

'Poi  r dev'essere (cond. I P )  invariante per affinità (coine 10 è il piano 
P, Pa P,), quindi tale dev'essere R ;  e perci6 c l ,  c, debbono essere delle fun- 
zioni di cp, P, Q e delle loro derivate. Ma, poichè nelle coordinate di R già 
entrano le derivate prime e seconde d i  x, g, B ('7, affinchè la cond. Tr" sia 
soddisfatta occorre clle cl, c, siano funzioni di p, P, & (e non delle loro de- 
rivate, che contengono derivate terze): c,. = c, (y, P, &). Inoltre c l ,  c, debbono 
2ssere intrinseche (cond. IP) ,  quindi tali che, i n  seguito alla (89), risulti: 

ma siffs'tte relazioni, del tipo f (P', Q') = f (P, Q), non potrebbem dedursi 
cl-ie da li e due ultime relazioiii (42) elitninando le (altrettante) fuuzioni U, V, 
e cii, è iinpossibile, dunyue c l ,  o, debbono essere costanti. . 

Imponiamo infine la cond. IV". Sopprilnendo il primo termine nelle co- 
ordinate di R e poi moltiplicandole per c, si  hanno i numeri 

proporzionali ai coseni direttori di r ,  la quale, variando P su X, genera una 
esviluppabile quando è soddisfatta la (31). Queste sviluppabili tracciano s u  
un sistema coniugato quando nell'equazioiie (31), del tipo (38), manca il 
termine rettangolo, ossia quando - 

Calcolando X ,  dalla (44) ed elitninando x,,, x,,, d X ,  / d .u mediante le (39) 

(45) Perché 7, P, Q dipendono da tali derivate, corne risulta dalle (3) e (5). 
(46) Si noti Che y = VP&: m e che o won wuta per la (29) (essendo intrinseca). 
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e (M), si trova 

a meno di un termine in a,; quindi, per la (44) e l'espressioiie (3) di 9, si 
trova: 

Sostituendo in (45) questa espressi0ne.e l'analoga di 1 x,~,  X, SI. ( ("), si 
ha la relazione 

non identica per una Z generica, e che percib esige che sia cl =c, = O ,  e 
quindi che r coincida con na. 

5 . O  GEOMETRTA P. Qui le coordinate normali son quelle di FUBISI x, y, 
z, t .  

Una superficie riferita alle asintotiche corne linee u, u è individuata, 
a meno di uns  collineazione, da due foriiie del tipo 

. Bfiydzcdu,  B ~ y ( f j d u 3 + y d v 3 ) ,  (47) 

(ove fi e y sono invarianti per collineazioni e si esprimono mediante x, 3, 
e, t e loro derivate prime e seconde) e da una terza forma n d mt2 + v da' (i 
cui coeficienti dipendono anche dalle derivate terze d i  x,. . .). 

Sono da ricordare le equazioni 

soddisfatte knche da y, zl e t .  
1 parametri u, w delle asintotiche sono suscettibili ancora 

mazione del tipo (2?9), che muta p e y in 
di .una trasfor- 

(49) 

(47) Che si deduce dalla precedente cambiandovi i, cl, c2, P, Q,  zc rispettivamente in 
- 4  c2, Cl, Q, P, v .  
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sicchè lfi, VV, p y si moltiplicano per U, < li' V ("). Or&, poichè lo 
stesso accade di x,, x,, x,,, si deduce che i rapporti di queste funzioni nlle 
precedenti non mutano, e perci6 clie j punti 

sono intriaseci ed anche invarianti per collineazioni 
Dunque: il tetraedro PP, P, P, è intrinseco ed ilzuuriante per collinen- 

zioni. 
Ci6 posto, corne ne1 caso P, si riconosce che ogiii rettn r soddisfitceiîte 

la cond. I" è 1.a congiungente P con un punto del tipo 

Volendo cbe r soddisfi la cond. III", c l ,  c, dovranno essere funzioni 
invarianti per collineazioni e percib funzioni di P, y, n, v e loro derivate. 
Poichè nelle coordinate d i  R gig entrano le derivate prime e seconde (nza 
non terze) di x, y ,  x,  t, affinchè la cond. V" sis soddisfatta occorre clie c l ,  c, 
siano funzioni di fi e y (e rion di n, v e delle derivate di p, y, n, v che con- 
tengono derivate terze) : c, = c,. (p, y).'Inoltre c, e c, debbono essere intrinseche 
(cond. II"), quindi tali che, in seguito alle (29), risulti c, (fi',' y') = c, (/?, y )  ; ma 
ogni relaziohe di ta1 tipo non potrebbe dedursi clie dalle due Eelaziotii (49) 
eliminando le (altrettante) funzioni U, V, e ci6 è iinpossibile; dunque cl, c, 
debbono essere costanti. 

Imponiamo infine la cohd. IV". L'equazione differenziale delle wiluppa- 
bili generate da r ,  variando P su x, è la (37) ove 

(a) Tutto ci6 che precede si  desume dalle Note di ~ U B ~ N I  citate in (2). 

(49) Per ragione analoga a quella addotta in (44). 

(50) Infatti dette 5,  n, 5,  T le coordinate di R, i'equazione delle sviluppabpi si  ottiene 
imponendo che i 4 punti (a;), (a; + d x), (E), (5 + d 5 )  stiano in un piano, e percib è 1 x, x f d a;, 
5 ,  5 $ d 5 1 = O ossia l q, d x, 5 ,  d 5 1 = O ;  or questa si  trasforma subito nella (37) osservando 
che 4 = x $ X / c ,  . . .  
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La (37) è del tipo (38), quindi le sviluppabili tracciano su un sistema 
coniugato se M = O ossja 

Derivando (50) rispetto ad u ed eliminando poi x,,, x,,, mediante la 
prima delle (*8) e quella che se ne deduce derivandola rispetto a u, si 
trova che 

a meno di un termine in x e di uno in z,; quindi (con facile calcolo) 

I 

ove k =I= O (51). 

Sostituendo in (51) questa espressione e l'analoga di 1 x, z,, X, X,  1 (clie 
se ne deduce caqbiandovi k, c,, c,, b, y, u, u rispettivamente in - k, c,, c,, 
y, B, v, u), si ha la relazione 

non identica per una superficie generica, e che percio 
e quindi che il punto R giaccia sulla retta P P, , che 
del FUBINI (9; dunque r coincide con la n,. 

Morcone (Benevento), 3 Ottobre 1921. 

esige che sia c, = c, = 0, 
è0appunto la normale n, 

(51)  Precisamente: k =  1 x, X U ,  XV, XU, I : ,?y, che vale 1, corne si desume dalle Note del 
FUBINI, citate in (2). 

1 
(B) Perché passa per quel punto N di coordinate X = -A, x = x,,, : y . .  .'che individua . 

9 
la I Z ~ .  (Cfr. 11.O 3). 

Annalé di  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXXI. 
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L'intorno d'un punto d'una superficie conside- 
rat0 da1 punto di vista projettivo. 

(Di EDUARD CECH, a. Praga.) 

1. L90ggelto di questa Mernoria é il problema di trovare un sistenia 
di enti geometrici, invarianti per trasformazioni projettive, la cui conoscenza 
equivadga a quella dei coefticienti dell'equazione di utia superficie, nell'in- 
torno d'un punto regolare, non parabolico, sino al quarto grado inclusiva- 
inente; un sisteiria tale sarà indicato ne1 n.O 8. Giova definire la superficie 
in questione, secondo WILCZYRSKI ('), mediante un sistema di due eyuazioni 
a derivate parziali del tipo: 

di cui si suppongono riempite le condizioni d'integrabilità. 
Il sistema (1) possiede quattro soluzioni linearinente indipendenti y('), y('), 

y'", y"'. Interpretando queste soluzioni come coordinate otiîogenee piintuali, 
si ha una superficie n riferita alle asintotiche. Ci occorre considerare'un altro 
sistema di riferimento, variabile con u, v, eliiamato il sistema di coordirznte 
locali, determinato nella maniera seguente: Dati i valori u, v, siano z") le 
coordinate d'un punto qualunque ne1 sistema primitive e x,' le coordinate 
dello stesso punto ne1 sistema locale; allora si h a  

Farelno uso costante delle coordinate cosi definite, le quali, come si vede, 
sono affatto indipendenti dalla scelta speciale delle soluzioni particalari y'"; 
ed anche adopereremo le coordinate contragredienti 5, , t,, E , ,  5,. L'equa- 

(1) Projective differential geometry of mrved surfaces, ciiique Memorie pubblicate nelle 
Transactions of the Amer. Math. Soc., vol. 8-10, 1907-09. V. specialmente il First Mernoir e 
il Second Memoir. 
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zione di n, ne1 sisteina locale, è 

m,  x x  9 x  8 ,$+ -=- -+?-bf  + % a  
, x XI 3 XI a: 

1 + - ( b ,  xi + 4 b, xi x, + 4 a', z, x: + a','@) + . . - 
6 x: 

In tutta la Memoria, O sarà il punto (1, 0,0,  O) in considerazione, o il piano 
tangente (x, = O), a, (x, = x, = O) e a, (x, = x, = O) le tangenti asintotiche. 

2. Nella Memoria « O k?.iukouém a ploaném elèînentu t7etiho Fhdu pro- 
jektivniho prostoru P (Intorno dl'elemento del terz'ordine di una curva gobba 
ed una superficie del10 spazio projettivo) ('1, mi ero già occupato dé1 teina 
proposto, limitandomi perd ai termini del terzo grado. Conviene stabilirb alcuni 
risultati ivi raggiunti. All'elemento della superficie, vi avevo riattaccato una 
serie di trasformazioni x, tra il piwno pulzteggiato o e la stella di piani 0, 
dipendenti da un  parametro k. Le eguazioni di xk, ne1 sistenia delle coordi- 
nate locali, sono 

La trasformazione x, è subordinata alla polarità rispetto alla quadrica H, 
la cosi detta quadrica di LIE, la cui equazione è 

Questa quadrica è l'iperboloide osdulatore delle due rigate gengrate dalle 
tangenti asintoticlie di un sistema lungo la curva asintotica deli'altro sistema. 
Se b' = a' =O, il che soltanto per una quadrica accade identicamente, tutte 
le trasformazioni xk si riducono a x,. Per le superficie rigate, una delle 
funzioni b ed a' è identicamente zero, e le xk sono trasforniazioni quadra- 
tiche. Qui ci limiterenio al caso generale a' b =l- O, rimandando pel caso delle 
rigate alla inia Memoria u Projektivni geornetrie pëti soumezn~ch. ncirnobëiek » 

(1)  Casopis pro pëstovdni nzatenzatiky a fysihy,  Praga, t. 50, 1%0-21, @p. 219-949. 
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B 

(Geometria projettiva di cinque rette sgheinbe infinitamente vicine) ('). Per 
un valore dato di k, ai fasci di piani della stella O, corrisponde nelle z, una 
rete di cubiche razionali, con un punto base doppio in O e due punti base 
sempliei infinitamente vicini su ciascuna tangente asintotica, si che la cur- 

S k 
vatura dei due rami in O è il prodotto di - - per quella della curva asin- 3 
totica corrispondente. 1 punti corrispondenti nelle x, a un piano generico 
della stella O formano una punteggiata sulla tangente coniugata all'iriterse- 
zione del piano con w, omografica col parametro k. Le cubiche corrispon- 
denti lielle x, ad un fascio di piani d'asse r formano un fascio con un punto 
base doppio in O, un punto base infinitamente vicino sopra ciascuna tan- 
gente asintotica, e tre altri punti base, che si trovano nelle intersezioni della 
polare reciproca di r rispetto ad i1i colle tangenti di DARBOUX-SEGKE (') 

questi ixltimi sono i flessi delle cubiclie. Segue incidentemente che la posi- 
sione delle tangenti d i  DAHBOUS-SEGRE non  dipertde che dalle curvature delle 
due  asintotiche, anx i  soltanto dai  loro rapporto. Cid spiega il fatto segnalato 
da FUBIN~ iS) che, date su tutta la superficie le asintotiche, si ha una espres- 
'sione per le direzioni di DAHBOUX-SEGRE, la quale non contiene le derivate 
di D, Dr, D". Vedremo in appresso (n.O 18) ki costruzione effettivü delle tan- 
genti di DARBOUX-SEGKE dalle currature delle asintotiche. 

F r a  le trasformazio?zi Ç, ue ne sono due d ' u n  significoto geotnetrico sela- 
piice. Il piano che corrisponde,ad un punto P del piano o nella trasforma- 
zione Z, è il luogo delle polüri di P rispetto alle coniche oscu1atriC.i delle 
intersezioni di n coi piani del fascio O P ,  e correlativan-iente; che il luogo 
in questione è .un piano, è in sostanza un risultato ottenuto da T ~ n ~ s o n ;  
già ne1 1841 ("). Nella trasfortnazione x-, i tlvece, al pun to P corrisponde il 

(1) Publications de la Faculté des sciences de l'Université Masaryk, Brno, 1981, n.O 4 (con 
un riassunto francese). , 

(2) Segnalo qui una definizione semplicissima di queste tangenti, che ini pare finora inos- 
servata: 1 punti delle tangenti di DARBOUX-SEQRE sono i centri delle omologie, trasformanti 
la superficie in un'altra che ha  in O un contatto del terz'ordine colla proposta; tutte qneste 
omologie sono involutorie e il piano d'omologie è il piano polare del centro rispetto ad H. 

(3) Applicabiliiki projettiva d i  due superficie (Rendiconti del Circolo mat. di Palerino, t. 41, 
1916, p. 153). 

(4) Recherches sur la courbure des liglzes et  des surfaces. Journal de Liouville, t .  6, 1841. 
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piano osculatore della curva di contatto di n col cono circoscritto, avente 
il centro ne1 punto P. Questa trasformazione è stata considerata da SEGHE 
nella Memoria « Cornplementi alla teoria delle tangenti coniugate di m a  su- 
perficie ('). La connessione di quelle due trasformazioni con le curvatuie 
delle asintotiche, le tangenti di DARBOCX-SEGRE e la quadrica di LIE sernbra 
esséie stata svolta per la prima volta nella mia Memoria citata al principio 
di questo numero. Giova perb considerare tutte le trasformazioni C,. 

/ 

3. Alle cose dette, che furono svolte nella Memoria citata, aggiungiatno 
qui una costruzione effettiua del punto P corrispondente in x, a un piano 5 
(O,, E 2 ,  t,, E,) della stella 0, supposta la Conoscewa della correlasione x, e 
della curvatura delle asintotiche. Si costruisca dapprima il polo Po del piano 
rispetto ad H; poi si scelga, ne1 piano w, una conicap, (i = 1, 2), toccante a, . 

4k in O e la cui curvatura iri pesta punto sia il prodotto di - per quella 
1 3 

dell'asintotica corrispondente, si che pi passi per Po; si determini l'interse- 
zione Pi della retta O P  con la tangente di pi ne1 punto d' intersezione con aj 

( i ,  j = 1 ,  2). Il punto cercato P, insielne con 0, divide armonicainente P, P,. 
11 punto P, è indipendente dalla scelta particolare della conica pi, corne si 
vede seniplicemente osservando che, da una conica soddisfacente le condi- 
zioni, si ottengono le altre mediante omologie d i  centro O ed asse O Po. Per 
la dimostrazione si pub dunque la conica p, far passare per il punto (O, 1, 
O, O). L'equazione di p, ha la forma - 

Dalle condizioni prescritte, si trova 

L'equazione della tangente di p, ne1 punto (O, 1, 0, 0) è 

e le coordinate di Pl risultano 

(1) Rendiconti Acc. Lincei, t. 17, 1908. 
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Per il coniugato armonico di O rispetto a PJP, si ha evidentemente 

P Sr = 5' ~ f )  + E s  x':) (i = 1, 2, 3, 4) 
1 

il che, per le (4), prova l'asserzione fatta. Se b = O  (superficie rigate), la co- 
struzione di P, diviene illusoria ; ma allora si lia semplicemente P r  P, . 
S'intende che si pub fare anche la costruzione correlativa. 

4. Corninciando a considerare anche i termini del quarto grado nel- 
l'equazione (3), fa d'uopo accennare un teorenla dovuto a MOUTARD (') : Il 
luogo delle coniche osculatrici delle curve sexio~i d i  n coi piani passadi per 
una tangente fissa, è una quadrica, che diremo la quadriccc d i  MOUTAHD. 
L'equazione della quadrica di MOUTARD appartenente alla tangente 

[ 8 ( b + a ' n ' ) z - 3 ~ ( b . + 4 b , n + 4 a r n 3 + a ' v n 4 )  

+ 18 na (s, s, - x, s,) + 24 %"a' n" 2 2 )  x, s, - 

Bisogna indicare degli enti geometrici, per mezzo di chi si possa costruire 
la quadrica di MOUTARD appartenente a una tangente qualsiasi. Mi sono oc- 
cupato di questo problema nella Memoria: u Moutardovy kuadrily » ( L e  qua- 
driche di MOUTARD) ('), della quale occorre adesso riferire qualche risultato. 
Si stabilisca dapprima la trasformaxione 0 nella varieta delle rette del10 spaxio 
nella maniera seguente: Una retta generica r incontra il piano o ne1 punto P. 
A questa retta si farà corrispondere la sua polare reciproca rispetto alla 
quadrica di MOUTARD appartenente alla tangente O P. fi chiaro senz'altro che 
la conoscenza di n basti a costruire le quadriche di MOUTARD. Le equazioni 
di n sono del settimo grado nelle coordinate di retta. Ma si pub decoinporre 0 

(1) V .  DARBOUX, S u r  le contact des courbes et des surfaces. Bull. des Sc. Math. (%), t. 4, 1880. 
(2) Publications de la Faculté des sciences de l'université Masaryk, Brno, n . O  3 (con 

un riassunto francese). 
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in operazioni più semplici. Diciamo r' la retta corrispondente a r in n e ru 
yuella corrispondente a r in 0-'; sia P l'intersezione di r con o, si il piano 
r O. Ne1 fascio delle quadricbe toccanti H lungo le due tangenti asintotiche, 
si fissi una qualunque, Ql, d'equazione 

e sia r,  la retta polare di r rispetto a QA. Nella schiera rigata determinata 
dalle tre rette r', r", r ,  si ha una retta P'P" giacente ne1 piano U, e una 
retta (x'n") passante per 0 ;  intendiamo che il punto P "  ed il piano n" siano 
incidenti colla tangente OP ,  mentre il punto P' ed il piano x' sono incidenti 
colla tangente coniugata. Si trova poi, come ho mostsato nella Memoria ci- 
tata, che le rette P'P" e n'n" rimangono fisse, quando la retta r descrive il 
fascio (Pz). Inoltre, il punto P" ed il piano x' non dipendono che da1 punto P ;  
il punto P' e il piano d' invece dipendono soltanto da1 piano x.  1 piani r, n' 
corrispondono risp. a i  punti P', P nella trasformazione &,. La corrispon- 
denza tra P e P" e quella tra x e n" sono due corrispondenze biunivoche 
involutorie di DE JORQUIÈHES; nella prima, si ha una curva Cl, nell'altra un .  
cono ra di elementi uniti. L'equazione di Ci 6 

x4= IOb~;+(44a 'b+9h)x :x ;+ 10a'%:+ 

+ 1 2 ~ , ~ ~ x , ( b x ~ + ~ ' x ~ ) - 3 x , ~ , ( b , ~ ~ - ~ b , ~ ~ x , -  

- 9 a', x2 23 + a'" x;) = 0, 

e quella del cono ri 

Supponiamo ora clie,. fatta la scelta della quadrica Q< si sappia costruire 
l'intersezione d'una -tangente arbitraria t con 8 e il piano tangente d i  r b a s -  
sunte per t~ allora si è i n  grado d i  costruire la retta corrispondente ad una 
retta arbitraria r i n  n. Sia, conie sopra, P l'intersezione di r con 6,  x il 
piano r O, r ,  la retta polare di r rispetto a Qi, PD il punto corrispondente 
a l  piano x, e n' il piano corrispondente al punto P in Costruiamo l'in- 
tersezione R della retta O P  colla curva Cl, come pure il piano tangente p 
del cono r" contenente la inedesima retta. .Si determini il punto P" e il 
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piano nu, incidenti on la retta O P ,  siechè 9 
(ORPP") = (wpn7i1 ' )=-  2 .  

Le rette r , ,  r ,  Pr P", r, (x' SC")  determinano una fierie rigata (') ; la 
retta r' richiesta appartiene a questa serie e si deter-mina coll'essere il rap- 
porto anarmonico 

1 
(r,  y2 ro  r') = - 3 '  

La costruzione cosi esposta è abliastanza sembiice, ma ci rimane il problerna 
di sostituire C i  e rl con elementi più seinplici. Già nella Memoria citata ho 
fatto l'osservazione clie conviene sostituire r'. e O con le loro trasforinate 
mediante , . Lo sono la curva Dl -- 

4 

e il cono Al 

5. Cerchiamo ora corne si possa ridurre la costruxione d i  Dl e A b  
qualchs operazione eseguibile. Se A è variabile, la curva Dl descrive un fascio. 
Si vede dappriina che O ne è un punto base trip10 con tre punti base sem- 
plici infinitamente vicini rispettivamente sulle tre tangenti di DARBOUX-SEGRE. 
Inoltre, la tangente asintotica cti ( i  = 1, 9) contiene un altro punto base sem- 
plice E,, p i  coordinate 

a : : O : 4 a ' : O ( E 1 )  
%, :x* :LE*:s  - ' - bu : 4 b : O : O (E,).  

Infine si lia un punto base infinitarnente vicino ad E i ,  si clie 1,z tangente, 
' in  E,, delle curve del fascio incontra i'altra tangente asintotica % ne1 punto D, 

(1) Ovvero un fascio, se O P  O la tangente coniugata è una tangente di DARBOUX-SEQRE. 
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di coordinate 
b , : O : - B b : O ( D , )  

XI : x ,  :x,: X, = 
a', : - 9 a' : O : O (D,). 

Correlativamente : A l  tocca il piano w lungo le tre tangenti coniugate ,a quelle 
di DAKBOUX-SFHE; inoltre, per ai passa un piano tangente fisso di coor- 
dinate 

È: pure fissa la retta di contatto di E ,  con AI, la quale determina, iiîsieme 
con ccj, il piano aj di coordinate 

a , ,  E,, 8 , ,  8, sono, come si vede subito, ordinatamente i piani polari di E, , E, 
D l ,  D,  rispetto ad A. 

6. Prima di proseguire, vogliamo determinare i l  sigmificato geowetrico 
dei punti e p ian i  che qui cornpariscono. Indichiamo con d la retta D, D , ,  
e la retta El E, ,  d' l'intersezione (8 ,  8,), el l'intersezione ( E ,  E ~ ) .  Le equazioni 
di queste rette sono 

x4 = '2 a ' b  x ,  +a1, b X, + a l b , x ,  = ~ O  ( d )  (17) 

B b x , + b , . x , = B a l ~ , t r c ' , x , ~ O  (dl) (18) 

x 4 = 4 a 1 b x ,  - a J b , x , - - a : Q x 3 = 0  (e )  (19) 

4 a' x2 - a', x, = 4 b x3 - b ,  x 4  = O (e'). (90)  

Ora confrontando le nostre equazioni (17)  e (18) colle equazioni (70") e 
(70b) ne1 Second JIemoir di WILC~YNSKI, p. 95, si vede che le nostre rette d 
e d' sono identiche colle u directrix liizes » d i  W~LCZYNSKI, vale a dire sono le 
tlirettrici'della congruenza 1-ineare intersezione dei complessi lineari osculatori 
delle due asintotiche. Ma anche le rette e, e' sono in stretta connessione 
colle asintotiche. Seguendo WILCZYNPKI ('), chiainianio cono osculqore di una 
cuiiva gobba il cono proiettante da1 punto considerato della curva la sua 
cubica gobba osculatrice, mentre conica osculatrice della curva sarà la se- 

(1) Projective differentiul geometry of curues ancl ruled surfaces. Teubner, 1906. 
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zione della sviluppabile delle tangenti di quella cubica col piano osculatore ('). 
'Cib posto, si pub facilmente trovare l'equazione della conica osculatrice di 
un'asintotiea, confrontando 17equazi6ne (40) p. 250 del libro citato or ora, 
colle eyuazioni (69), (68)' (63) p. 93 del Second Nemoir. In questa inaniera 
& verifica subito che i l  punto Ed (i, j = 1, 8) è i l  polo di q rispetto alla conica 
osculntrice della curva nsintotica di cui x i  è tnngeate. Correlativamente E~ è 
il piano polare di uj rispetto al cono osculatore di quella asintotica. 

. 7. Meiitre le rette d, d' furono già c,onsiderate da WILCZYNSKI, le rette 
e, e' seiubrano nuove ( 2 ) .  Ed è qui il luogo di far menzione d'una terza coppia 
di rette polari rispetto a H che è in stretta connessione colle precedenti. Nella 
nota: « O trilinecirnich systémeclt Car tza ploge a projektivni aplikaci ploch n 
(Sui sisteini trilineari di curve sopra una superficie e l'applicazione proiettiva 
delle superficie) (3)  ho dimostrato clle, in ogni punto della superfic;e, i piani 
osculatori delle tre 6urve comiugate a quelle d i  DARBOUX-SEGHE contengono unn 
retta 1' e, correlativamente, i punti di regresso delle sviluppabili circoscritte 
alla superficie Zzcngo quelle tre liiaee giacciono sopra %na rettn 1 ('). Le equa- 
zioni .di 2 sono 

e quelle di 1' 

6 a' b x, + (a' b, -a',, b) x, = 6 a'b x, - (a'b, - a', b) x;= O. (22) 

(l) Ho dato qualche proprieta di questi d ~ i e  enti correlativi nella nota u K diferetzciahli 

geometr i i  prostorovych 7Ciuelc » (Intorno alla geometria differenziale delle curve gobbe). Mein. 
dell'Acc. delle Scienze di Praga, 1. 30, 19"2, n.O 15. 

(2) 18-5-1928. Le rette e, e' c~inpariscono nella Memoria di GREEN, Mernoir  o n  the genera l  
theory o'f surfaces a n d  rect i l inear  congruences, Transactions of the Amer. Math. Soc., vol. 90, 
1919, sotto il  nome di canonical  edges. 

(3) Memorie dell'dcc. delle Scienze di Praga, t .  30, 19"2, i1.O 13 (con un riassunto 
francese). 

(4) Si ha, sopra una superficie non rigata, un'infinità di sistemi tripli di curve, dotati 
di queste due proprietà duali. (Son quelli che nella nota ora citata chiamo t r i l i n e a r i ) .  II si- 
stema definito dall'equazione differenziale (d u - .r, d u) (d u - r2 d w )  (d v - 5 d u )  = O possiede 

queete pmprietà quando si ha  r ,  r,  r ,  a'- a = ( r: , T i >  fi + T, / = O. Si vede subito che, a v 
se in una corrispondenza tra due superficie Si corrispondono le iinee di DARBOUX-SEQRE,, tutti i 
sistemi trilineari s i  corrispondono; e viceversa, se si corrispondono le asintotiche ed un sistema 
trilineare, le Iinee di DARBOUX-SEGRE si corrispondono. 
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Ora la (SI) si pu6 scrivere 

x,=(2a'bx,+a',bx,+a'b,x3)+(4a'bx,-a'b,x,-a'~bx3)=0. 

Confrontando colle (17) e (19) si vede che le rette d, e, 1 appartengono 
a d  un fascio e, se m è quella retta del fascio che passa pet. 0, si ha 

Correlativamente sia rn' quella retta del fascio d'el che giace ne1 piano o; 
la retta 1 appartiene pure al fascio e si ha 

(d' e' 1' nt') = - S. 

le tre rette d, e, 1 e anche le tre rette d', e', 1' coincidono. Le superficie do- 
tate di questa proprietà ammettono un gruppo continu0 a due parametri di 
deformazioni proiettive in sè ('). 

8. Adesso siamo in grado di indicare il sistema di enti geometrici, atto 
a sostituire i coefficienti dell'equazione (3) sino al quarto grado inclusiva- 
mente. Basta conoscere : la quadrica di Lie, le  curvccture delle due asinto- 
tiche e le due rette d, e, la cui defiiiizione geometrica era data ne1 a'-' 6. 
Bas te6  infatti dimostrare che, scegliendo H per l+ quadrica Q I ,  cioè facendo 
h = - 4 a' b, la cuwa Cl e il con0 ri riescono determinati. Ora consideriamo 
ne1 piano w due coniche c: ,  ci, definite nella maniera seguente (k è arbi- 
trario): La conica ci" (i = 1, 2) tocca ne1 punto O la tangente asintotica ai, 

Bk 
la sua curvatura ivi è il prodotto di -, per quella dell'asiritotica corri- 3 

'spondente, e tocca ne1 punto Ej (i, j = 1 ,  2) la retta D, E,. L'equazione 

(1) Incidentemente noto che si puo, corne ho mostrato iii una nota attualmeiite in corso 
di stanipa iielle Memorie dell'Acc. delle Scienze di Praga, definire la deformazione proiettiva 
più semplicemente che non l'abbia fatto FUBINI e precisarnerite: affinchè la corrispondenza 
fra due superficie sin una  deformazione proiethva, occorre e basta che, i n  ogv~i coppiu d i  puiiti 
corrispondenti, i piani osculatori delle Zinee corrispondenti formiuo dae delle omografiche. 
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.p.w 

e quella di GS: 

cI ;_3xB ( 4 a ' ~ ~ + B a ' ~ l l ~ ~  - a J o x s ) - 8 k a J b ~ i = s r = 0 .  (27) 

Le due quartiche spezzate cf. x!: = O, ce. x: = O hanno un punto trip10 in O, 
e le tre tangenti in O deli'una coiiicidono in a , ,  quelle dell'altra i i ~  a,; segue 
che ne1 fascio da esse determinato esiste una quartica che tocca in O le tre 
tangenti di DARBOUX-SEGRE. L'equazione di questa curva è 

c:x: + c ; x :  = O 
ossia 

i B ~ , ( b ~ ~ + t ~ ' x ~ ) - 3 ( b ~ x ~ - B b . ~ ~ x ~ - 2 a ~ ~ x , x ~ + a ~ ~ ~ ~ ) -  

- 1 6 k a ' b x : s ~ = 0 .  

Ma confrontando con (11) si vede che per 

la qzcartica cosi ottenuta coimide con Di. 
Correlativamente sia y: (i = 1, 2) il con0 quadrico di centro O che tocca o 

per quella della lungo a, ,  la cui curvatura lungo a, è il prodotto di - - 
Bk 

sviluppabile delle tangenti dell'asintotica corrispondente, e che tocca E~ lungo 
l'intersezione di cj con 6,  ('). L'equazione di y? è 

e quella di yS: 

Il cono 41 appartiene alla schiera determinata dai coni spezzati y:. = 0, 
y:. 6: = 0,  allorchè si 

(1) Si pub osservare che cf e y$-&) sono polari rispetto ad H. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



902 . Eec h : , L'intorno d'un, punto d'una superficie 

dunque generalmente per un altro valore di k che prima. Ma se si sceglie 
QA, H, cioè h = - 4 a' b, si ha, in ambedue i xasi, 

Si vede dunque che D(-""') e Ab'-""') sono coinpletamente determinati, se si 
conoscono gli elementi enunciati al principio di questo numeio, corne si era 
asserito. 

9. Rimane perb. desidembile di fornire una costruzione geoinetrica 
l della curva 

C: Z: + X; = O L33>, 

dalle coniclie cl e et ,  e precisamente la costruzione della sua intersezione 
con una tangente data t della superficie n. A tale scopo si consideri, accanto 
alla curva (33), la quartica generale del fascio predetto 

Si pub in una maniera ben determinata stabilire il valore del parametro p 
cosi che la retta t sia una delle tre tangenti della curva (34) ne1 punto triplo O. 
Indicando con R, , R, , P ordinatumente i punti d'intersezione di .t colle 
curve cl, cP (33), si ha allora 

(R, R, O P) = p. (35) 

Ora l'equazione delle tangenti della curva (34) ne1 punto triplo O è 

Ma questa equazione rappresenta un' involuzione cubica I :  , prbiettiva col 
sistema dei valori del parametro 1, si che al valore p = O ( p  = a") corrisponde 
la tangente asintotica a,  (a,) contata tre volte, mentre l e  tangenti di DAHBOUX- 
SEGHE corrispondono al valore p = 1. Si è dunque condotti al  problema giii 
accennato ne1 n.O 8, di costruire le tangenti di L)AHBOUX-SEGHE dalle, curva- 
ture delle asistotiche, al quale torneremo ne1 n.O '18. 

10. Nella Memoria di SEGRE « Comple~nenti alla teoria, ecc. », citata 
ne1 n.O 8, si rileva l'esistenza di un  cono di centro O, della sesta classe io 
generale, e di una curva del sksto ordine ne1 , piano , (9, le quali godono ,della 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



proprietà seguente: Il  cono circoscritto alla superficie n da un punto della 
curva di SEGRE tocca la superficie in una curva la quale ammette un piano 
tangente del cono d i  SEGHE colne piano iper-osculatore, e correlativamente. 
L'equazione (13) della Mernoria ci tata del con0 di SEGRE, ne1 sisteina di rife- 
riinento di cui qui si fa uso, è 

Trasformando inediante &*, si ha la curva 

che è una quartica con punto trip10 in O, toccante ivi le tre tangenti coniu- 
gate a quelle di DARBOUX-SEGRE. Ora questa equazione si pu6 scrivere 

c; x; - c? x; = O, (39) 

il che ci conduce alle stesse considerazioni fatte sopra. Essendo Q l'inter- 
sezione della curva (39) colla tangente t ,  si ha, invece deli'equazione (35), 
quest'altra 

(RI R, O Q) = - p. (44)) 
Si ha anclie 

(RI R , P Q ) = - 1 .  

Per6 dobbiamo osservare che, ne1 cas0 attuale, il valore del pararnetro k 
resta ad -arbitrio nostro; 

r f 

11. Xe1 n.O 6 abbiamo ottenuto una costruzione assai semplice per i 
piani osculatori delle linee coniugate a quelle d i  DARBOUX-SEGRE ed i punti 
di regresso delle sviluppabili circoscritte alla superficie lungo queste. Pro- 
poniainoci ancora lo stesso probleina per le linee di DARBOUX-SEGRE. Nella 
Men-ioria u O trilinearnich, ecc. %, citata ne1 n.O 7, ho provato Che, data sulla 
superficie una famiglia di curve mediante l'equazione differenziale 

- 

l'equqzione del piano osculatore della curva\ della famiglia passante per il 
punto in coiisiderazione è 
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Cech: L'intorno d'un punto d'ma superfich - 
mentre l'equazione del punto di regresso della sviluppabile circoscritta è 

Ne1 caso attuale delle linee d i  DARBOUX-SEGKE, r è radice dellfequazione 
cubica 

r 3 d + b = 0  (44) 

sicchè le coordinate del punto di regresso sono 

Cornplessivamente si hanno tre punti, corrispondenti alle t re  radici della (4.4.). 
Per questi punti mandiaino una conica ki (2 = 1, 2), toccante ai ne1 punto O. 

% 
Si trova corne equazione di k , ,  essendo p = e : 

Alla terza colonna del determinante, si aggiunga la prima moltiplicat; 
Q b  *' ; la seconda moltiplicata per --. e la quarta moltiplicata pe per - - 9 r 73 

5- si trova cos1 corne valore del determinante B r '  

Scambiando zc, x,, a' con v, z,, b, si ha l'equazione della conica k, : 

x, = 6 a' b x, s3 +- 12 a'b' @ -+ (a'&, - a', b)  ~3 --(a'b, - a', 6) X, s, = 0. (47) 

(9'r3 x 1 x 2  -7' ~ ~ 3 ~ i - 4  bxg + f 9  rvs ,~ , ) .  

1 1  1 

P pP 1 

Semplificando ancora inedihnte l'equazione (44) e le sue derivate, abbiamo 
corne equazione della conica kt : 

- 9%' p2 p 1 
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I tre punt i  d i  regresso, insieme con O sono l'intersezione delle djte conicke 
k ,  e k, , cosicchè si trlitta ancora della posizione di queste. Ma l'equazione (16) 

- pu6 scriversi 

Confrontarido colla ( W ) ,  si vede che k ,  tocca'le rette n,, 1,  intersezioni 
con cl, ; similinente k ,  . La determinazione di queste due 'coniche si finisce 
allora osservando che la curvatura in O di ciascutia è il doppio di quella 
della curvz asintotica corrispondente. Correlativarnente per i p iani  osculatori 
delle linee d i  DARBOUX-SEGRE; ina si pu6 anche cainbiare il segno delle cur- 
vature di k, e L, in O e poi costruire i' piani polari rispetto a H, delle in- 
tersezioni delle due coniche cos) ottenute. 

12. Si vede subito l'esattezza del seguente corollario del risultato or 
ora raggiunto: Ne1 piano rl s i  cor~duca u n a  retta arbitraria r ,  pur  non pas- 
sante p w  O. Si costruisca m a  conica si (i? j = 1, 8), toccante le rette ai, 

r nelle intersesioni con %. Se,  ne1 punto O, la czcrvatura della conica si è i l  
prodotto d i  Ai per quella della curva asintotica corrispondeîzte, s i  ottiene, con- 
giungendo O coi tre al tr i  punt i  d'intersezione delle d z ~ e  coniche s , ,  s, ,  quel 
gruppo dell' involuxione 1; , rappresentatcc dalla equa.zione (36), che corrisponde 
al ualore - 1, : 'A, del parametro p. Specialnzente s i  h a m o  le tangenti d i  D . m  
BOUX-SEGRE per 1, + À, = O e quelle coniugate per 1, = 1,. Ora si pub facil- 
mente condurre al termine la costruzione delle curve (33) e (39). Occorre . 
stabilire il valore del paranietro y. corrispondente a quel gruppo di 1; clie 
contiene la tangente data t. Sia R,(i, j =  1,  8) l'intersezione di t con c!, Si 
l'intersezione di cci con c,k. La tangente di cl in S,  intersechi cc, ne1 punto T. 
Si costruisca la conica c, la quale tocca le tangenti passanti per S, iiei punti 
O e T è passa per 'R ,  . Allora il rapporto delle curvature delle coniclie c: e c 
iii O è -p. Si puà facilinente rappreseiitarlo con un rapporto aiiarmonico. 
Basta costruire la retta congiungente le due intersezioni, diverse da O, delle 
coniche cP e c, la quale intersechi a, in U. Si ha  poi 

-y=(0 U T S , ) .  (48) 

Indicando, coine sopra, con Q l'intersezioiie della retta t colla curva'(38), ah- 
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ed il punto .Q si ottiene, congiungendo l'intersezioiie delle rette R, T, R, S ,  
col punto U e segando colla retta t. Il punto P d'intersezione di 1 con DI, 
valendo la (881, è il coniugato armonico di Q rispetto a R,, R,; ricordiamo 
che, se si é scelta la yuadrka di LIE per la quadrica QI, si deve porre 

3 
k = - -, determinare cioè le coniclie c:, c: cosi che le curvature in O siar-io 

4 
le ciirvature delle asintotiche divise per due. 
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Sulle serie 
di polinomi di -una variabile cornplessa. 

Le serie di Darboux. 

(Di N. ABRAMESCU, Prof. a11'Ut~i~iersitiç di Cluj (Romanis.)) 

I N T R O D U Z I O N E .  

L e  serie di polinonii, x a. P. (x), appaiono eome 
delle serie di TAYLOH, x a,&. LO studio delle serie di 

una generalizzazioiie 
polirionli si pu6 fare 

da due punti di vista. Prinio, si dà una funzione f (x), regolata in un campo 
liriiitato da una curva chiusa (C), con connessione semplice, e si chiede lo 
sviluppo in serie d i  polinomi della funzione f (x), valevole solamente iiell'in- 
terno della curva (C). Questo probletna è stato completairiente risolto ('), di- 
mostrando che 10 sviluppo è valevole solamente pell'interno della curva (C), 
i polinomi P,, (x) dipendono solamerite da1 contorno (C), mentie i coefficienti 
a, dello sviluppo dipeudono e da1 contorno (C) e dalla funzione f (x), 

Uri altro punto di vistlt dello studio delle serie di poliliomi è anche il 
seguerite. Data una successione di polinomi, Po (x), P, (x) , . . . P, (x) , . . . , d i  
grndi uguali con gli indici, corne pure i coefficienti a,, a ,,... a ,,,..., si chiede 
la regione di corlvergenza delle serie Z: a, P, (x). Questo problema ha vomiii- 
ciato ad essere studiato da 45 anni da DARBOUX ('), e da POINCARÉ ('). 

(1) FABER, 'Ueberpolynornische Et~tntickelu~tgen (Math. Annalen, 1903, p. 389; 1W7, p. 118); 
N .  ABRA MESCU, Sur les séries de polynomes & w z e  variable complexe, Sérieu de 31. Faber (Bu l- 
letiii de la Société des sciences de Cluj, Roumanie, 1921). 

(2) Mémoire-sur Z'approximatiow des fowtions de très grands nombres et sur mie classe 
étendue de développements eu série (Journal de n~athématiques pures et appliqu6es. 1878). 

(3 )  SW les Bq~at iom linBaires aMx dif4relztésl.Je.s ovdiwuires et aux diff6vewes finies (Ame- 
rican Journal of/Mathematics, vol. VII); PINCHERLE, Swi sistemi di funzioui analitidle . . . 
(Annali di Mat., II, t. XII). 
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208 Abrarnescù: Sulle serie di polinomi di una  varinbile complessa. 

Ne1 presente lavoro studio il problewm messo la prima volta d a  Dnr- 
bozcx ('), nella Memoria citata, cioè considero le serie di polinomi Za,  P,, ( x ) ,  
i polinomi P, ( x )  esselldo dati dalle relazioni di ortogorialità 

fp ( x )  essendo una fuiizione positiva ed integrabile nell'interrallo (a, b) ( 5 ) .  

Conlinciando con 10 studio dei polinoini P, ( x ) ,  dimostro che il polinomio 
P, (a) si pub mettere sotto la forma 

1 1 d" 
P,, b) = --A [ ( x  - a)" ( X  - a). +,, ( x ) ]  , n ! = 1, a . .  . n. 

n ! ( b - a ) "  cp(x) d x n  

In ci6 che segue studio (7 quelle serie d i  polinowi Pn ( x ) ,  ai quali cor- 
risponde la stessa funzione +,, (a) ittdipe)zdegzte d a  n, che indico colt + (x). 

Studio infine il caso getaerde delle serie di  Dnrboux, a, P,, (x ) ,  il poli- 
nomio (?) P,,, (L) essendo dato da p .  rt equazioni lineari 

p ed a, <a, . . . <ap essendo numeri dati, e cq (x) una funzioue positiva ed 
integrabile negli intervalli (a,, a,),  . . . , (ap-, , ap) .  

1 risultati che trovo ,sono strettamente connessi con l'espressione che ho 
ottenuta per il polinoinio P,, ( x ) ,  

e studio quelle serie di polinomi P,,, ( x ) ,  ai quali corrisponde la stessa fun- 
zione y,, ( x )  indipenderite da n, che indico con i j ,  ( x ) .  

(*) Per questo le chiamo Serie di  Darboux e non serie di polinomi ortogonali corne le 
chiamano i Tedeschi. 

C) Queste serie sono state considerate anche da1 sig. PICARD ne1 siio corso di Analisi 
superiore professato alla Sorbonne (Paris) ne1 1918. 

( 6 )  Vegg. il riassunto di queste ricerche nelle mie note: Sulle serie di polircorni d i  una 
vaviabile comnplessa e Sulle sevie di Darboux e di Poincaré (Atti della Reale Accademia dei 
Lincei, vol. XXXI, serie 5", l0 sein., p. 89 e 159). 

(7) Vedi certe proprietà di questi polinomi nella nota del sig. ANQELESGU, Sur une classe 
depolpomes & une variable (Comptes Rendus, Académie des Sciences, Paris, t. 169, janv. 1916). 
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Le serie di Darboux. 209 

Nel caso (p (a) = jL,, (x) = 1, a, = - 1, a ,  = O ,  a, = 1 ,  i-itrovo i poliiionii 
del sig. A P P I ~ ,  ('), 

Il presente lavoro è una parte del10 studio che Iio iutrapress sulle serie 
di polinoini di una variabile complessa, yuando sono date certe relazioni fra 
i polinotni P, (x) e vogliamo trovare il campo di convergenza, sia ne1 caso 
delle serie dirette (') di polinoini, a, P, (x), sia per le serie del.sig. APPELL, 

an , serie d i  inverse di polinomi ( ' O ) .  

P, (4 

P A R T E  1. 

1 .  Definizione dei polinomi ortogonali. Consideriamo una funzione <p (a) 
positiva ed integrabile ne1l'intei.vallo (cc, b)  e proporiia.moci di determinare i 
polinomi 

di un grado egiiale agli indic.i, clie verificliino le relazioni di ortogonalità 

(8) APPELL, Sur utae suite de polyiromes ccyuist toutes lezct-s racines réelles [Archiv der Ma- 
theinatik und Physik, 1 (1901), p. 711. - 

(9) N. ABRAMESCU, SU waa ~Zocsse di serie di polinomi dé una uariabize complessa (AttI 
della Reale Accademia dei Lincei, vol. XXXI, l0 Sem., p. 197). 

(10) APPELL, SM les déueloppements en série suivant les inverses de polynomes donnés 
(Comptes Rendus, t. 157, p. 5 et 104'2; Bulletin des Sciences mathématiques, Novembre 1913; 
Bulletin de la Société mathématique de  France, t. 58, 1920, p. 1). N. ABRAMESCU (Comptes 
Rendus, t. 17'2, 19'21, p. 649); Sur les  sévies de poly+tomes à une variable cowzptexe (Journal 
de Mathématiques pures et appliquées, fasc. 1, 1988). 
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Bi0 Abramesc u:  Sulle serie di polinomi di una variabile cornplessa. 

Per determinare il polinomio 

osserviamo clie dato un poliiioiriio rr, (x), di un grado m<n,  sl possoiio 
deterniinare i coefficienti a,,  Q, ,... , a,,,, in modo da avere 

~ o l t i ~ l i c a n d o  questa relazione per q~ (CG) P,, (x) d s, tenendo conto di (1) 
ed integrando, abbiaino 

Supponendo fl, (x) = a", a hbiamo 

Pon endo 

queste n equazioni lineari si -possono scrivere 

da cui si deducono i valori proporzioliali per c,,, , c ,,,, , . . . , c ,,,,,. Il poliiiomio 
P,, (x) è quindi coinpletamente cleterininato, all'irifuori di u n  fattore ai-bitrario 
il cui valore è dato dalla seconda delle relazioni (1). 

1 polinomi cosi ottenuti si dicono polilzorni ortogoriccli. 

8. Il polinotnio P,, (x) è unico, poicliè, se si fossero otteriuti dalle eytiii- 
ziotii (4) due polinomi P,,(x) e P',,(x), moltiplicandoli con i fattori h e A', 

scelti in modo da arere i coefficienti di x" eguali ad 1, dalle relaziorii (2) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ee serie d i  Darboux. . 211 

avremmo 

Q,,-, (x) = 1 Pm (x) - A' Pln (x) essendo un polinomio di grado ( n  - 1). Preii- 
derido per fl, (xi 10 stesso Q,-, (a), dalla relazione (5) risulterebbe 

f1.p (x) QI-. (x) d % = O ,  

cib che è impossibile poichè p (x) > O iiell'intervallo (a, 6 ) .  Ritroviaiiio y uintli 
il teorema conosciuto che il polinomio P, (x) è unico e ben deteriniiiato. 

3. Il polinomio Pu (x) si patd 9rzetter.e sotto la fowza d i  un quozieîzte di 
due determinanti di ordiize n. Abbiünio visto che i l  polinoinio 

verifica le relazio ni 

Le prime n sono le equazioni (4), mentre l'ultima, che si pub  üaclie 
scrivere 

1 ( ( 1 )  ( o . ,  +o.,, t + .  . .+c, . , . - ,  1"'' t t..) (O. , , .+ .  . + 1.) d t  =I., , 
, a 

diventa, tenendo conto delle (4), 

Dalle equazioni (4) si deduce 
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819 . Abramesou: 8utZe serie di polinomi di una variabite com$essa. 

Eliminando c,,, , c ..,l,.... c ,,,,-, dalle relazioni (4.) e (6), si ottiene 

11 polinomio P,, (x) = x;" + c,,,,-,'x;"-' + - - - + c , ,  si pub scrivere 

b 
F= (z - t) p (tj, g8 = C p (t) t ' d t .  . a 

. .  + (- 1)" 
g i . . .  El., 

. S . . . . . . . .  

g,, . . .  .,,-l 

, 
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4. Il polinomio P, (x) verifica la relazione 

P" (x) = 
1 1 d" --- 

(b- a ) " ~ !  . (x) d x n  
+, (x) esserido finita per x = a ed x = b. Infatti, abbiamo la relazione 

Possiamo presugporre che cp (x) P, (x) è la nP derivata di una funzione 
U (x), dimodochè la funzione U (x) e le sue prime (1% - 1) derivate si ai-inullirio 
per x = a, eioè 

U (a) = O, U' (a,) = O, . . . , U("-') (a) = 0. (8) 

La relazione (7) diventa 

ed integrando per parti, si deduce 

d" U (x) d x =  

Teriendo conto delle relazioni (8), si ottiene 

Q (b )  O("-" ( b )  - &'.(b) U'"T~' (b) + . - + (-- 1)"-' 8'"-" (b) U (b) = 0. (9) 

Facendo successivamente Q (x) eguale a 1, x, . . . , xm-', dalla relazione (9) 
risulta mano a mano 

U (b)  = O, U' (b)  = O,  . . . , U'"-2' (b) = 0. 

Dunque la funzione U (a) e le sue prime (n- 1)- derivate si annullano 
per x = a, ~x:= 6, cioè- 

U (x) = IZ (x - a jn (x - b)n S,, (x), 

dl,, (x) essendo firiita per x = a, .x = b. Quindi 

Alzlzali di Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 88 
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914 A b r a ~ e ~ c u :  Sulle serie di  potinorni d i  una varinbile coqdessa. 

e, senza diminuire la generalità, si pub presupporre la costante 1- cosi scelta, 
da avere 

4, [x) = essendo finita per x =a ed x = b. 

Determinaziotze delia fwwione +, (a). Dalla 1-elazione (10) risulta 

P., (a) essendo il polinoinio ottenuto colle relazioni (3). Osservando d ie  

la funziotie $,, (x) è data da ut1 integrale seinplice 

Consideratido la funzione 

.x 
h (x) =( (z - z)+' y (2) P. (z) d z, 

. a 

si vede che questa funzione e le sue priine (n - 1) derivate cispetto ad x, si 
annullano per x = a ; quindi h (x) è divisibile per fx - a)". Analogamente, 
la funzione h (a) e le sue prime (n - 1) derivate rispetto ad x, sono eguali 
ad ,uns somma di integrali della forma 

le yuali, in virtù delle relazioni (3), si annullano per x = 6 .  Quindi, h (x) é 
divisibile per (x - b)", in modo che la funzione +, (z), definita dall'equa- 
zione (18), è finita per x = a ed x = b, il polinomo P, (x) essendo quel10 
ot tenuto dalle relazioni (3). 

Se cp (x) = (x - a)'. h! (x), i. + 1 > O, in modo che l'integrale abbia un 
seiiso, allora esiste una funeioiie clie coritietie corne fattore (x - a)l+' e la 
cui derivata è egciale a cp (x) P, (x). Per colisegueriza l'integrale di 0rdin.e n 
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della funzione cp (x) P,, (x) contiene come fattore (x- n)"+n e quindi, dalla 
relazione (11) si vede che +, (x) contiene colne fattore (X-  CI)^. Dalla relit- 
zione (10) si vede che nella forrnola (1 1) possiamo prendere come limite x 
e b invece di a ed x e dunque, in modo analogo, vedrenio che, se cp(x) 
contiene il fattore (x - b)P, allora anche $, (x) contiene il fattore (a - b ) ~ .  
Per conseguenza y (x) e $, (x) eoutengono ne110 stesso tempo (x - a)  oppure 
(z - b) alla stessa potenza. Quindi se cp (x) = (x - ajX (a - b) j ,  1 -+- 1 > 0, 
p. + 1 > 0, allora anche +, (x) = (x - a)X (x - b)r. 

Quando la funsione $,(x) data dall'equazione (12) è indipendente d a  11, 

il secondo menibro della (12) è uguale all'espressione analoga per n =  1, 

r ( ax+ , ! ? )  qi ($1 d a ,  PL (x) = ox+B,  
(x-a) (s - b)  . a 

dore i coefficienti a e (?J sono dati dall'equazione 

che è verificata per 

La relazione (13) diviene 

b - a  b 

$' (x) = (%-a) (oc .- b) [J':?(X)dXrXp(s)dx- . ( a x P ( x ) ~ x  .i". p ( s ) d r  ] . (14) 

Considerando i polinomi 9, (x) dati dalla relazio~ie (10) a cui corrisponde 
la funzione +, (x) indipendente da n, risulta che la funzione cp (xj è la solii- 
zione coniune ad un nuiiiero infinito di equazioni integrali ottenute ugua- 
.gliando le espressiorii (12) e (14)' i coefficienti del polinomio P, (x;) essentlo 
dati dalle equazioni (3). 

Ne1 cas0 particolare in cui y (x)=$, (x), p (x) è la soluzione coinune ad 
un numero iniinito di equazioni integrali di prima specie 

(x-")P.(.) y (8) = ( b  -a)" n 
. (X - CC)" (X - b)" rs (4 d 2, 

in cui i coefticienti del pdinoinio P, (x) sono dati dalle eyuazioni (3). 
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81 6 Abrantescu: Sulle serie d i  polinoini di una sariabile cornplessa. 

In quel che wgue considerererno i polinomi P, (a) dati dalla relazione (10) 
m cui corrisponde una funaione +,(x;) indipendente da i, che i?zdicheremo 
colt + (z). 

5.  L'equazione P, ( x )  = O ha tutte le radici reali, distilzte e comprese 
nell'intervallo (a, b). Infatti, l'espressione U (a) = ( x  - a)" (x - b)"$, ( x )  si 
annulla per x  = a ed = b ; per conseguenza la sua derivata U' ( x )  si an- 
nulla per un valore x  = a , ,  conipreso fra a e b. Ul ( x )  annullandosi per 
x =a,  a,, b, la sua derivata U" (x) si annulla per i valori a,  e b, coinpresi 
rispettivamente fra a ed a , ,  n, e b ;  e cosi di seguito. Quindi la n-" derivata 
U("'(x) si annulla per n valori compresi fra a e b. Percib, y ( x )  P, ( x )  si an- 
riulla per n valori cotripresi nell'intervallo (a, b), e siccome rq (x) è positiva 
in quest'intervallo, risulta clie P,, ( x )  si annulla per n valori distinti e coin- 
presi nell'intervallo (a,  b ) ;  cioè l'equazione P,, ( x )  = O, di grado n, ha tutte 
le radici renli, distinte e comprese nell'intervallo (a, b), ottenendo cosi una 
iiuova ditnostrazione di questo teorema conosciuto. 

6. 11 polinomio P,, (a)  è i l  coefficiente d i  1" nello sviluppo i n  serie di E 

- G (4 a dell'espressione - - , z esset~do la radice dell'eqztaxione 
~ ( $ 1  ,983 

(B - a )  ( z  - b) 
z = x + t  t z=x,  t = u ,  

b-a . 

che xi pub suiizcppnre colla forlnola del Lagrange. Infatti, abbianio la forri~ola 
del LAGRANGE 

I{ ' ( z )=F(x)+ F f ( x ) f ( x ) f . . - $ -  I " 1 
d F ( x )  

( (15) 
3" ( x )  = - 

d x  ' 

dove z è la radice dell'equazione 

clle tende verso x quando t tende verso zero, mentre f (2) e P (z)  sono due 
fiirizioni analitiche [che si sviluppano in serie secondo le potetize di (a - x)]. 
Vedremo in seguito la regione di convergenza di questo sviluppo. 
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Le ser ie  d i  Darboux. 5217 

Prendendo la derivatü rispetto ad x dell'espressioiie (IF)), abbianio 

a z 
dove - è data dall'equazione 

dx: 

che si ottiene prendendo la derivata rispetto ad x dell'espressione (16). 
Sostituendo nella (17) P 1 ( s )  con + (2 )  e faceiido 

( z  - a) (z - b )  
f (4 = b - a  ' 

e quindi dividendo ambi i membri con (x), abbiaino 

Questa relazione prova che il polinomio Y, (x) è il coeficietite di tn nello 
sviluppo in serie di t della funzione 

o essendo la radice dell'equazione 

che si sviluppa con la forrnola del LAGRANGE. 

Dalla relazione (t8) risulta clie l'espressione 0 è una fuiizione ge- 
TJ (4 8 %  

neratrice dei polinomi P, (x). 
Coiisiderando la radice a dell'equazione (19) che è uguale ad x per t = 0, 
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918 Ab ramescu:  Sd l e  serie di  polilzotni di una ,variabile co+npZessa. 

.- + ( z )  d z  e quiLidi una funzione generatrice dei polinonii'P, (a). e - - 7 10 sri- 
?@) J x  

luPpo in ser ie  di t di quest'espressione essendo valevole in un determinato 
campo di convergenza, coine vedremo più tardi. 

Casi particolari. 1 .O cp (x) = + (x) = 1, a = 3 ,  b = - 1, 

J La funzione generatrice è 

e P, (a) è il polinomio di LEGENDRE. 
8." (x) = + ( x )  = ( 1  - x)l(l + x)p, 1 + 1 >O, p. t 3. > O, a = - 1, 

b = l ;  

1 P,, (x) = - 1 - x )  1 + ) -  (1 - x)*+> (1 + X)"+P] , 8" n !  d x" 

7.  Se cp (x) = 4 (xj = (x - a)l ( x  - b ) p ,  h + 1.) 0, p + 1 > 0, il poli- 
noruio P, (x) verifica ztn'eqzcasione differenziale lineare dZ secondo ordine. 41.1- 
binmo 

i 
P,, (x) = ----- ( b  - a). n (X - cc)-' [X - b)-p  d - " ' [  xn (a - a)+"~ - b)n+p] . (90) 

U' ) L + I  n + p  -- -- + --- 3 U x-a  x-b 
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Prendendo la derivata d'ordine ( n  + 1) di ambi i mernbri con la formolri, 
del LEIBNITZ, abbiamo 

e notando con 

si ottiene 

~s se rvando  (BO), si deduce 

1 .  
y = Y,, (33) = (x - m)-i (% - 

(b - a)" 1 ~ !  - 
cos.icchè in seguito a questa trasforinazione l'equüzione (81) divetita 

ed è l'equazione differeiiziale che soddisfa il polinoinio Y,  (x). 
L'equazione (93) è completamente integrabile, poichè le sue soluzioni 

sono date dalla relazione (89), a essendo data dall'ecpazioiie differenziale (81), 
che oltre alla soluzione 

an z=-[(x - a).+i (x - b).+r , 
d x" 1 (94) 

ammette anche la soluzione 
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$20 Abramescu: Sutle serie d i  pol.lnomi di tins variabile complessa. 

Per mostrare cib, proveremo che u soddisfa l'equazione differenziale (81). 
Abbianio (") 

dove \ 

v = ( t  - a)*+X ( t  - b)+ ( t  - z)-"-' d t .  

iam O Integraildo fra a e b e irioltiplicando con - (n + l), abh' 

ed ordinaildo secondo le potenze di ( t  - x), si ottiene 

Ma, dalla (5?5), abbiamo 

e yuiiidi l'espressione (86) divetita 

che è precisamente l'eyuazione (21). Percib quest'equazione aininette le so- 
luzioni (84) e (25) e colla relaziorie (82) otteniaino quelle dell'equazioiie dif- 

/ 

(11) Seguerido il procedimento del sig. P I C A R D ,  Traité dlArzalgse,  tome 111, Imtégvales hyper- 
géoinétriques, p. 319. 
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ferenziale (23), cioè 

1 
(30)' ( b  - aln 1 (X - a)-1 (x - b)-P ( t  -- cc)"+). ( t  - b ) " + ~  ( t  -x)-'-' d t. (25 bis) 

8. 1 polinowai P, (x) verificano una relazione d i  ricorrenxa. Indicando 
con c,,, il coefficiente di x" del polinomio 

osserviamo che si possono deterniinare le costanti a,, cc,, . . . , a,, in modo 
da avere 

Moltiplicando questa relazione con cp (x) P,,-, (x) d x, integrando e tenendo 
conto della (l), abbiamo 

Ma, se q k 9, x P-, (x) è tutt'al pih di grado (N - 11, e. in virtù della 
relazione (1) il primo membro è nullo. Quindi, a,,-, = O, q 2 8. La relazione 
(86) B percib della forma 

Avremo analogamente 

Facendo nella (87) q = 1, abbiamo 

dove sostituendo x P,-, col suo valore della (29), si deduce 

dnnali di Yatematiea, Serie III, Tomo XXXI. 29 
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389 Abramescu: Sutle serie d i  polinomi di  una variabile complessu. 

Sostituendo nella (%), otteniamo la relazione di ricorrenza ( le)  

fra Ire polinomi consecutivi P,. 
Calcolo del valore di I*. Abbiaino la funzione generatrice 

( X  - a)  ( X  - b)  
z a + t  7 (2 =x, t = 0). 

b - a  

lnnalzando arnbi i meiubri a quadrato, moltiplieaiido con p (x) dx, in- 
tegra-ndo e tenendo conto della (l), abbiaino 

Eguagliando i coefficienti di t" di ambi i membri, si deduce il valore di 

Possiamo determinare I,, anche col seguente procedimento. Abbiamo 

'b  1 d" U 

J b  
P,, - 

a - ( b - a ) " n !  dx" dx,. 

dove c,,,, è iI coefficiente di x" in P, (x). 

(12) Ottenuta anche da1 DARBOUX, vedi la Memoria citata p. 419. 
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Ccclcolo d e l  ualore di a,. lnnalzando a quadrato l'espressione (18), ahhiaino 

Integrando e tenendo conto della ( l ) ,  otteniamo 

x d a "  S. [+@) à] = . . - + tq :x ,  (x) P: (x) d x + .  . . 

Eguagliando i coefficienti di t" di ambi i membri, si deduce il valore 
di a,, dato dalla relazione 

ottenuta moltiplicando la (30) con cp (x) P, (x) d z, tenerido conto della (1). 
Oppure, possiamo ancora trovare a, colla relazione (30) eguagliando a 

zero il coefficiente di x". Infatti, indicando con c,,,-,, c,,,,, rispettivainente i 
coefficienti di xn-' ed x" nei P,, P,+, , abbiamo, eguagliando a zero il coef- 
ficiente di x" della relazione (30), 

Valore approssimato del polinomio P, (x). 

9. Serie del Lagrar~ge. Stabiliremo dapprima la serie del LAGRANGE e 
troveremo il campo di convergenza qel cas0 della variabile complessa. 

Percib, consideria.mo, in generale, la radice Z dell'equazione 

che si. riduce ad x quando t tende verso zero, e proponiamoci di trovare 
10 sviluppo in serie di t di una funzione + (Z), Z essendo la radice dell'e- 
quazione (33) suaccennata. 

Consideriamo un contorno (c) chiuso con connessione semplice e sup- 
poniamo che le funzioni f (z) e + (2) siano regolate nell'interno del con- 
torno ( c ) ,  
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284 Abramescu : Sulle serie d i  polinomi d.i ana variabile compleusa. 

Il numero n. delle radici dell'equazione (33) contenute nell'interno della 
curva ( c )  è dato dalla 

Supponiamo che lungo il contorno (c) si abbia 

l b - 4 > l - t f ( z ) l >  - 
cib clie è possibile per valori abbastanza piccoli di t. In questo caso pos- 
siamo sviluppare il secondo membro della relazione (34) secondo le potenze 
di t, ed avremo 

oppure 

Supponiamo che x sia nell'interno del contorno (c). Poichè abbiamo 

dz=  
B x i  

F(" - "  (CE), 
( n -  l ) !  

ne segue che tutti i coefficienti delle potenze di t  dalla formola (36) sono 
nulli e percib risulta n = 1. 

Cosicchè, il contorno (G), lungo il yuale abbiamo la relazione (35), con- 
tiene nell'interno soltanto una radice dell'equazione (33). Sia Z yuesta radice 
ed F ( z )  una funzione regolata nell'interno del contorno (c). Abbiamo 

Tenendo conto della condiziorie (.35), si ottiene 
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che, in virtù della relazione (37), diventa 

oppure 

Questa è la celebre formola del LAGRANGE. 
Faceado F(a) = z ,  sviluppiaino appunto la radice dell'equazioiie (33) che 

si riduce ad x per t =O, x essendo neli'interno del contorno (c). 
Amnchè 10 suiluppo sia uale~)oie, bisogna che la radice Z sia nell'interno 

del contorno ( c )  che contiene nell'interno il pz~olzto x e luîzgo i l  quale nbbiawo 

cioè che, il modulo di t sia ir~feriore all'inversa del massiwzo del modulo 

dell'espressione fo lungo il wntorlzo (o).  
z - x  

Prendendo la derirata rispetto ad x dell'espressione (38), ahbiariio 

~ost i tuendo F'(x) con i j l  (x), si ottiene 
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2% Abra~r~escu : Sulle serie d i  polinomi d i  una variabile conqlessa. 

Prendeiido la derivüta rispetto a z dell'equazione (33), abbiaino 

d z -- d z d z 1 - t f l ( i ) -  =O, -= 
1 

dlr; dlL: dx; 1 - t f l ( z ) '  

Sostituendo, (40) diventa 

I,o sviluppo (Pl), e quindi la serie del LAGRANGE, è valevole se 

8 essendo la radice multipla dell'equazione (33) per cui 1 f' (P) 1 è un massiino. 
In queste condizioni, e poichè abbiaino 

ne segue che l'ineguaglianza (39) è soddisfatta lungo il cerchio di raggio 

Dunque la serie del LAGRANGE è valevole se 

per cui 1 ( f '  ( 9 )  i è un ~îtnssiiuo. 

10. Esporremo, precisando, il  valore approssinzato ( 1 3 )  del tewzine ge- 
uerale della serie del Lagrange (41), 

(13) DARBOUX, vedi la memoria citata p. 28. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



iii funzione del valore P dato dall'equazione 

per la quale 1 f ' ( / 3 )  1 è un massirno. 

11. Valore approssimato del polino+nio Pm (x) .  Abbiaino reduto (8 4) 
die il polinoinio P, ( x )  è dato dall'espressione (?O) 

e (S 6) che questa espressione è il coeficiente del termine generale della 
serie (18) del LAGRANGE, in modo che il valore approssimato del polinotnio 
P, (x) è dato dalla relazione (43), con la condizioiie (49). 

In questo cas0 f (a) è di second'ordiiie, (z - a )  ( z  - b), e senza diminuire 
la generalità, possiamo supporre 

poichè possiamo fare il carribiamento di variabile u = a + v (b - a) ,  (11 = ( 1 ,  

u = 0; ~d = b, a = 1). Abbiaino allora. 

4J (4 8 2 -- + k4+ ...+--- t" 1 LEn 

C P ( ~ ) ~ *  ?(x) PZ. 1 (p ( x )  d x" 
[%" (1 -- + (x)]  + . . 9 

1 d" 
P* ( x )  = -- - [x* (1 -5). 1 (x)], z = x + t z ( 1  - z) .  ( z  = x7 1 = O ) .  n1cp(x)dxX 

Il valore approssimato del polinomio P, (x)  è dato dalla relazione (43), 

che moltiplicata per - 

e ne1 nostro caso diventa 
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essendo una delle radici dell'eyuazione (44) 

per la quale 1 f '  (P) [ = I 1 - 2 P 1 è un massirno. 
Alle radici 

corrispondono per (1 - 2 P) i valori 

p / = x - , j Z ~ ,  I - s ~ / = I - ~ x + J ~ x ~ - ~ x = E ; ,  

il cui prodotto dei moduli è 1, dimodochè se un rnodulo è maggiore di  1, 
l'altro è minore di 1. 

Scegliendo opportunamente il segno del radicale, abbiamo 1 E 1 > 1, e 
quindi il massirno- del nîodulo di f' (p) = 1 - 8 p corrisponde a 

Da cui 

Sostituendo nella relazione (45), risulta che il valore approssimato del 
polinomio P, (x) é. 

oppure 

dove 

i -- 
Pn (x) = \Y ( i )  n "+' (1 +O), (46) 

e Y ( E )  é una funzione indipendeilte da n ed o. 
Osseruazioni. 1 . O  La serie del LAGHANGE (41) è valevole per i valori di t 

che soddisfano la relazione 
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8.O Questo nlodulo 1 5 / ha un'interpretazione geometrica inte.ressante. 
Infatti, dalla (47) si deduee 

e supponendo ( i / = c - t a  = r ,  allora 5 = r ei9. Indicando con (X, Y )  le 
coordinate del purito x, abbiamo dalla relazione (48) 

1 
1 r(cos8 +is in9)+-(cos8- i s inf l )  , 

r 
da cui 

1 

ed eliminando 8, si ottiene 

Dunque, se 15 = r = C - t a ,  il punto x descrive un'ellisse i cui fiiorlii 
sono O ed 1. 

3.' 1 valori approssirnati dei coefficie~îti c,,,, c,,,-, di x" e x"-' del poli 
notnio Pm (s) si possono calcolare osservando, dalla relazione (48), clie, per II 
sufficientemente grande, F. si pub sostituire con [B (1 - 8 x)]", 

Sostituendo nella relazione (46), abbiamo 

risulta che i valori approssimati dei coefficienti c,,,, cm,,,-, , sono 

k essendo una funzione indipenderite da n. 
Da cui 

AnnaW di Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 30 
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930 d brawescu: Sulle serie d i  polinomi di ulza variabile cornplessa. 

e quindi per valori grandissimi di n, abbiamo 

e dalla (3%) 

Determinazione della regione di convergenza delle serie del Darboux. 

- 1 1% Essendo data una serie del DAHBOUX x a ,  P,, (x), d o v e h  41 a, l = - 1  

P 
a bbiaino veduto clie il valore approssimato di questi polinomi P, (x) é coiio- 
sciuto pei mezzo dell'espressione (46), 

Da qui risulta che si possono assiinilare queste serie a quelle.ordiriate 
secondo le potenze intere di 6. Le curue d i  coneergensa sono quelle per le 
yuali 5 ha un modulo costante, cioè soîzo ellissi omofocali i cui fuochi sono O 
ed 1 (oppure a e b). Per la yual cosa, le serie del DAHBOUX, se sono coti- 
rergenti, si trovano - nell'interno di ellissi oiiiofocali coi fuoclii in O ed 1 (op- 
pure a e b). 

Bisogna osservare clie la relazione (48) fra x e F: è una trasfornzazio~ze 
colafornte della regio~te interna dei cerchio 1 = c  - t e  ne1 campo estertzo del- 
l'ellisse del  piano x coi fuochi O e 1 .  Questa trasformazione è stata proposta, 
45 anni or sono, da1 DARBOUX per la determ.iiiazione dei valori approssiniati 
dei polinomi clie risultaiio dalla serie ipergeoinetrica, dimodocliè, la trasfornia- 
zione conforme proposta da1 sig. FABER, per 10 studio delle serie di polirioiiii, 
é ,ai& conosciuta da 45 auni. 

13. Possiatno ancorcc ottener e la regione di conrergetzsa delle serie r7el 
Darbou,~ semm conoscere i l  valore appwossiwhato dei polinomi P., (x). Basta sol- 
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.Le serie di Darboux. 2.3 l 

tanto sapere che il polinoniio P,, (x) è il coefficiente di t" della serie (41j del 
LAGRANGE. 

Infatti, sia la serie del DmBoux, 

P,, (x) essendo il coefficieiite di t" della serie del LAGIIAKGE 

Abbiamo visto peraltro (5 11, osserv. 1.") che questa serie del LAGHANGE 
è valevole se 

Supponiaino che x appartenga alla regione di convergenza della serie (53); 
allora 

V Z l <  1, 7 P"(X)\<P. 
.Analogamente, la serie (63) è convergente se 

Quindi, basta prendere 

poichè allora abbiamo 

e per conseguenza le serie !58) e (53) sono valevoli ne110 stesso tempo. 
Quindi, le curve di eonvergenza della serie (58) del DARBOUX sono date 

dalla relazione 
I i I = p = c - - t a ,  

cioh sono ellissi omofoeali coi fuochi nei punti O ed 1 (oppure a e b). 
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232 Abrnr~.esczc: Sullç! serie di yolinomi d i  u.9~a variobile complessn. 

Sviluppo in serie dei polinomi P,, (x) d i  una funzione F (XI. 

14. L e  funzioni &,(y) di seconda specie. La funzione 

si cliiama di seconda specie, e il poliriomio P, (x;) funzioni di prima specie 
di DARBOUX. 

Abbiamo 

nia, dalle relazioni (l), 

15, Le fuuziolzi Q,, ( y )  verificnno zcna relaxione.di ricorrenza. Abhialno 
infatti 

C,,,,, - C*,- l t t , - l  I>, 
Q,,+, (y) + a,t Q., (Y) - Y Q., (Y) + -- Qni-1 (Y) = 

cg, 4.1 ,,&l c,<,,, L 
C , , - l , , , - l  1 7 8  = I ' ~  <t, [A P*+, ( t )  + an P. ( t i  - y P. ( t )  + P.-, (t) d t = 

a t - C,+i , r t+ i  c,L L - 1  

1 +en-ll-l A, P.-, ( t )  + (i -Y) P. ( t )  d t .  
cr,n In-, 

Tenendo conto della relazione di ricorrenza (30), verificata dai polinoliai 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



234 Abr a uzescu : Sulle seris di poli+?oiui d i  una varinbile compleuscc. 

Füceiitlo I r  = 1 ,  8,. . . , 41 e sommando, ottenianio 

Dalla seconda delle (55) e dalla @O), abhiamo 

C0,o 
- Pl (x) - (x - u,)  Po (x) =o. 
Cl,, 

Moltiplic~ndo rispettivüiiiente con P o ,  - Q,, e sommando, troviamo 

Sostituendo nella (56), otteniamo ('7 

1 
Per trova.re il campo di convergenza del10 sviluppo della funzione -- 9 

x-Y 
dovsemo ricercare, ne1 caso dei nostrl polinomi P, ,  in che condizioni l'e- 
spressio ne 

tende i7erso zero quando n -+ oo. Percib bisognesà trovare il valore approssi- 
mat0 della funzione Q ,  (y). 

('4) Relazione trovata anche da1 DARBOUX nella nota citata, p. 415. 
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.17. Valori approssimati della funzione Q, ( y )  e di 1,. Senza diminuire 
la generalità, possiaiiio fare il cambiamento di variabile u = a + v (b - a) ,  
in modo che ai liiiiiti u = a, zc = b, corrisponda v =O,  v = 1. Cosi, l'espies- 
sione di Q, (y) si pub scriTere 

Quindi 

-b (1 - t y l +  (t)] 1 1; 
Q. b) = a t - y  - d t ,  

ed integrando per parti, riinane 

l t" (1 - t)" 
Q. (Y) =j0 4J ( t !  ( t  - y).+' d t .  

Sotto questa for111a cerclieremo il valore approssimato d i  Q,, [y). 
Osseruuzione. Abbiamo veduto (§ 7) rhe se y (a) = 4J (a) = (x - a)X (x -- b y ,  

le sdluzioni dell'equazione differenziale 

- 1 1  ( n t  1 + i + ! ) . ) y = O  
sono 

cioè il polinoinio P,, (1.) e 

(x - a)-'. (x - b)-. Q, (y). 

Valore upprossi~nato della fmzione Q, (y). Pei. questo, ci serviiiiiio cleli'e- 
spressione trovata da1 DAHBOUX (15) per il calcolo del valore appi'ossiniato 

(15) &leinoria citata, p. 09. 
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236 Abrawescu: Sulle serie di polirzomi di una vclrinbile complesscc. 

dell'integrale del LAPLACE, 

dove a è dato dall'equazione g ( a )  = O  e per cui j y ( a )  1 è un rniniwzum mas- 
sicrlcoruna 

Ne1 caso dell'integrale 

tw (1  - t)" t (1 - t )  
j ' : f ( t )  (t-yy d 4 LI 0) = I-y 9 

a è data dall'equazio~ie y' ( a )  = O, oc" - $2 a y + y = 0. 
Prendendo a =y + Jy" y, abbiaino 

e scegliendo il seguo del radicale in modo che ri > 1 ,  abbianio 

Sostituendo nella (60), O tteniamo 

Per trovare il valore approssimato della nostra funzione Q,, (LI), facciamo 
nella formola precedente 

e quindi 
1 

'1 t l l ( 1  - t )"  -- 
Q,, (Y) = 1 O 4 (1) .(t a d,t - (n)  n "1 + E), 
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dove (i) (ri) è una funzione indipenderite da n ed c. 
Palore approssimato d i  i,, . Abbianio reduto (31), che 

I* = (- 1)" - ( X  - a)" (x - b)" + (x) d x. 

Avendo presupposto d'airer fatto il cambianlento di variabile 

il valore di I n ,  senza diminuire la generalità, è dato da 

1 

1. = (- 1). c,,,, ( tn (1 - t ) .  + ( I )  n t .  
" 0  

Servendoci della forinola (60), abbiamo 

g (a) = a (1 - a) ; g' (a) = 1 - 
I 

g a ,  a = - ,  
2 

e il valore approssimato di I,, è 

I< essendo una costante che non dipende da n. 
Tenendo conto della relazione (49) che dà ii valore approssin~ato di c,,,,, , 

abbiamo il valore approssimato di 1, 
1 

I,, = K2 - 9 n 

IL2 essendo una costante indipendente da n. 
Analogamente, si ottiene dalla (68), 

18. Altro metodo per determinare la regione di  convergeuza .delle serie 
del Darboux. Abbianio veduto che fra tre poliriomi P,, esiste la relazio~ie d i  

Afiaali  d i  Matematica, Serie 111, Tomo XXXI. 31 
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ricorrenza (30) 

Le serie di polinomi P, (a) sono un cas0 particolare delle serie del POIN- 
CARÉ ("), E: a, P, (x), dove fra ( k  +- 1) polinonii P,,, P,+, ,..., PM+, abbiamo la 
velazione 

R, Pm+& + Rb-I P,+LI +. . + Ro P,, 

R, essetido funzioni di n e di x, e k un nuinei.o dato. 
Dividende questa relazione per R, P, ,  abbianio 

PT,+ 1 e supponendo clie il rapport0 -- tenda verso un limite A per n -t oo, e 
p,, 

d ie  liin Ra = A s ,  otteniarno al limite 
R, 

lk + Ak-' Ah'-1 + - . . + Ag = 0. (65) 

Quindi il rapport0 --- P.+1 tende verso una radiee di  p e s t a  equazione, e 
p, 

in generale verso quella, a, di nlodulo più grande. Le curve di convergenza 
d i  queste swie (17) sono date dali'equazione a = c - t e. 

Ne1 caso delle serie del DAHBOUX, si sede, dalle relazioni @O), (al), (64), 

CH,,, Cn-i , , , -1  In clie - 1 1  
Y a,, - teiidono rispettivaiiiente verso - - , - 

1 
C,+',,,+, c *,,% L 4 .  9 ' - - .  4 

Le curve di convergenza sono date dall'eyuazione a = c -  t e ,  a essendo 
la radice di tnodu10 più grande dell'eyuazione (Cie), 

da. cui 

(16) POINCARÉ, Sur les éqztations clifféreutielles ordinaires et aux differences fiwies (Aine- 
riçan Journal of Matheiiiatics, vol. VII). 

('7) Vegg. (16); PEARD, Traité d'Analyse, tome I I I ,  p. 420.. 
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Le cun7e di coiivergenza del piano x sono date .da. questa trasforinazione 
conforme, 1 a 1 = c - t e, cioè sono ellissi omofocali coi fuochi in O ed 1 (op- 
pure a e b). 

1 
19. Sviluppo in serie dei polinolni P, (x) cieii'espressione --- . Ab-, 

x-ZJ 
b i a n ~ o  visto (57) che 

Per vedere in quali coridizioni abbiamo 

sostituiamo P, (x), Q, (y) coi loro valori approssimati (46), (61), 

G,+i,n+i 
e L ,  --- coi loro valori approssimati (63), (49'), 

cn,>z 

L'espressionb (58) diventa 

Il valore di questa espressione per n+ ao dipende da (:)'tl. Tenderà 
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quiiidi verso zero quando 1 E I<I  ri 1 e ci.eacerà indefinitaillente in cas0 con- 
trario. 

Da ci6 segue che la serie 

1 
è convergente ed h,a corne somma -- soltanto se il punto x è nel17i?zter~ 

% - Y  
clel1;ellisse che passa per y ed ha colne fuochi O ed 1 (oppure a e b). 

. 20. Sviluppo in serie di polinomi P, jx) é funzioni Q,, (x) di una fuw 
aione regolatn nell'ilaterno della çorona limitutn da due ellissi oszofocali. Sia 
f (x) una funziotle regolata nella corona linzitata dalle ellissi oinofocali E 
ed E'. Secondo il teorema, del LAUKENT, abbiamo ( E >  E ' )  

. 

Lungo il contortio E abbiamo (§ 19) 

e quindi 

Lungo il contorno E', abbiamo 

1 -- -x pg, (y) Q", (XI 
y - x  - 1, 

e quindi 

Sostituendo r~ella (66), abbiamo 
! 
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Abbiaiiio quirirli ottenuto 10 sviluppo ('7 iti serie d i  polii~oiui P,2 (x) 
funziorii Q,, (x;) di uria. funzione regolata nella coroiia limitata dalle ellissi 
oinofocali coi fuoclli in O ed 1 (a e b). 

Se f (x) è regolata in tutta 1' ellisse E, le integrali clle defiiiisco~io i coef- 
ticienti B,, sono nulle ed abhiaino 

Quindi, una funzione regolats nell' i~zterno d i  un'ellisse si rappresenta 
coiz zcm serie d i  p o ~ i n o m i  P,, (x). 

Se, per contro, la furiziotle f (a) è regolata all'infuori dell'ellisse Er, la 
serie (67) contiene soltanto funzioiii di seconda specie, e d  nl~biaino 

diniodochè, uncc fumione regolata ctll'ithfuori d i  un'ellisse, si puo  rtrppresen- 

tare con zctcn serie d i  fuizzioni &, (x) d i  secojldcc specie del Dnrbozcx. 

21. Altra proprieta delle funxioj~i Q,, (x). Sia 

Io sviluppo iii serie di polinomi' P ,  (x) di una furizione regolata neli' ititerno 
dell'ellisse B. Supponendo f (x) = P,, (a), si deve avere 

e yuiticli A,,  =O, .  m 9% e -4, = 1. Per conseguenza 

e dunque le funzioni Q,, (x) verificario coi polinoini P,, (x) yueste relazioni 
di ortogonalità ('7. 

, (1s) Risultati analoghi sorio stati ottenuli da1 DARROUX per i poliiionii che iiascoiio dalla 
serie ipergeometrica, vegg. loc. cit., p. 407. 

(19) Relazioni an&oghe soiia state trovate da1 HEINE riel caso di poliuomi del LepiuZre 
(Kugelfunktionen, t.  1, p. 0200). 
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842 A bramescu: Sulle serie d i  polinorni di zcna variabile cornplessa. 

P A R T E  II.  

Generalizztlzione delle serie di polinoiiii Drtrboux. 
O 

22. Consideriamo le serie di polinomi DARBOUX a, P,,; (x), il polinoinio 
P,, ( x ) ,  di grado p n in (a}, essendo dato dalle equazioni 

'9 (x) essendo una funzione positiva ed integrabile negli intervalli (a, ,  a , ) ,  
. . . (a,-, a,), e a, < a ,  < - - . <CC, p numeri dati. 

Proprietà dei polinomi P,, (x). 

013. Oltre le note proprietà di questi polinomi, ci proponiaino di iti- 
dicarne delle nuove. I l  polinomio P,, (x) verifica la relaxione 

+,, (x) essendo urla funzione finitn per x = a , ,  a ,  , . -. , a?. Abbiaino, infatti 

in niodo clle -la fuiizione U e le sue prime ( n  - 1) derivate siaiio iiulle per 
8 = a*-,. 
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Abbiatno 

Q (.,) u(*-l) (a,) - Q' (a,) U''-') (a,) + - . . + (- l)"-' Q(n-l' (a,) U (ap) = O. 

Prende~ido per Q i valori 1, a, x"-', si deduce da questa relazioiie suc- 
cessivaniente 

U("-" (a,) = O,. . . , U' (a,) = O, U (a,) = O. 

Quitldi la forma della funaione U è 

U = ( ~ - - B ~ - ~ ) * ( ~ - ~ , ) ~ R ( X ) ,  q=1, 8 ,..., P, 

da cui segue 

( P l ,  x )  = ( - a (8 - a . . . (x - a , (x) , (69) 
121 d x  1 

$, (x )  essendo una fuazione finita per x = a,, a ,  ,..., CLY 
La funzione +, (z) è data dall'espressione 

n !  x 

+n (4 = d m . .  .( p(z)P,.(x)dx, y=l, g,..., ti, (70) (~-a~)~...(x-a~)'' . . aq-! 

P,, essenclo dato dalle equazioni (68). 
Nella (71) si vede che 17integrale 
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244 Ab ra  wtcscu: Sulle serie di polinouzi di una varinbile cor)tpiessa, 

e le sue ( n  - 1) derivate sono nulle per x = a,-, , e quindi pure per x = a,, 
a causa delle relazioni (68). Quest'integrale contiene quitîdi il fattore 
(x - a,)". . . (x - a,)", e percib, dalla (71), risulta cbe +, (x) è finita per 
x = a 0 ,  a ,,..., a,. 

Percliè la funzione +,, (x) sia indipendente da n, bisogna clie la funzione 
cp (x) sia soluzione coinune ad una infinith di equazioni integrali, ottenute 
eguaglicmdo i valori di +, (x) dati dalla (71), e dove P,, (x) è dato dalle re- 
lazioni (68). 

Se p (s) = +,, (x), y~ (x) è soluzione comune delle equazioni integrali 

y(z)dz,  p = l , ? ?  ,..., p, n = l , S  ,..., 
a*-, (X -- a,)'' . . . (x - aJn 

P,,, (x) esseiido dato dalle equazioni (68). 
Quando cp (x) contiene conie fattore (x - aJXg, si vede dalla (703, che 

l'integrale multipla contieiie (x corne fattore, e quindi +, (x) con- 
tietie il fattore (x -- u , ) ~ ~ .  Se 

'4 (x) = (x - cc,)&. . . (x - cc& 

A, esseiido scelte in modo che le ititegrali (68) abbiano un seriso), abbiaino 

Ne1 caso in cui p = 1, a,  = - 1, a, = 1, p (x) = 4 (x) = 1, trovianîo i 
politioini del LEGENDRE; p = l ,  a, = a, a ,=  b, y (3) =#, (x) = (x-a)I (X - b ) P ,  
1 + 1 >O, p. + 1 > 0, abbian~o i polinoini de l l ' J~co~1 ;  p = 8 ,  y(%)==+,, (x)= 1,  
a, =- 1, a,  = O ,  a ,  = 1, ritroviarno i polinomi del Sig. APPELL ( 'O)  

1 d" 
P.. (2) =- - [xn (1 - X Z ) ~ .  

nl dx" 

In ci6 che segue, corlsidero quelle serie di  polinowi P,,, (x), ai yuali cor- 
risponde la stessa funxione +, (x), indipekzdente da n, che itzdico con $ (x). 
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Le serie di Darboux. 24.5 

24. L'epuazione P,, (x) = O  h a  tzctte le radici ("), distinte, delle qunli 
ce ne sono n in ciascuno degli intervalli (a,, a, ) ,  ..., (a,,-,, al>). Infatti appli- 
cando il teorema del ROLLE alla funzione 

1 
U = - (  x - a J n  . , . (x - a,)" + (x), 

Pz 1 

si vede, p. es., che nell'intervallo (a, ,, a,) la derirvata U' si annulla. Ana- 
logamente,. U' si arinulla per x = a,-,, a,, e per un valore b di x conipreso 
in quest'intervallo, e percib la sua derivata, UV, si annulla yer u n  valoi*e c , ,  
coiiipreso nell'intervallo (a,-, , b) e per x = c, dell'intervallo (6, a,). Pei. con- 
seguenza, 7 si annulla .per due valori distinti .di x conipresi nel17iiitei-val10 
(a,-, , a,). (luindi, U(") (x) si annulla per n valori distinti, coiiipresi ilell'inter- 
val10 (a,-,, a,). Cioè, cp (x) P,,, (x) si annulla per 12 valori i n  ognuiio degli inter- 
valli (a,-., a,), e Siccorne ? (x) > 0 in tutti questi interralli, risulta clle P,,, (x) 
si annulla per p n valori di q conipi,esi n ad n in ciascuiio degli i i i ter~all i  
(a,-, , a,); con altre parole, l'equazione P,,, (x) = O  ha  tiitte le radici reali. 

25. I l  polinomio P,, (a )  è il coefficiettte di t" nello sviluppo in  serie della 
funxione 

$ ( 4  8s +(XI 
-- - - t" d" 

y [(cc - a.)" . . . (c -a,)" $ ( x ) ]  , (72) ?(")a% Q m + L y p ) d ~  

-z essetzdo la radice dell'epmzione 

z = x f  t f ' ( 3 ) '  z = x ,  t = o ,  f ( z ) = ( z - a o )  . . . (  X-a , ) .  ' (73) 

II primo membro dell'espressiotie (72) è utia fiiiizione geiieratiice dei 
polinonii P,, (x). Se y (x) = + (x) = 1, a, = - 1, cc, = O, a, = 1, i poliiioiiii 
del sig. APPEL anlniettono la funzione generatrice 

8 # 
da cui si pub calcolare - . 8 %  

(21) Teorerna dirnostrato i n  altro modo da1 sig. ANOEI,ESCU (C. R. ,  

Annazi di Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 

t. 162, Jauv. 1916). 

38 
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96. Se cp (x) = + (x) = (x ( I , , ) ~ O  . . . (x -- a,)&, il polinomio PP, (5) verificn 
un'equazione differenziale lineave di  ortline ( p + 2 ) completunzente integrabile. 
III fatti, abbiamo 

U = (% - aJ+". . . (x - a p y f A ~ ,  

P 
= z: ( I Z + A , )  (X- a , ) .  . . (x-cc,-,) (x - c c , + , ) .  . . (x -ap). 

s=o 

Prendeiido la derivata di ordine (n + p), con la forniola del LEIBNITZ, d i  
anibi i iiiernbri, si ottiene 

i i i  cui sostitueiido 
1 a u  

Y = (xi Pk19 (4 = - u! da" 

si ottiene l'eyuazioi-ie tliffeienziiile 

clte aiiiiiiette colne soluzione 

y - p, (x) P,,, (x) = (x - a,,)". . . (x - U , ) ~ P  I',, (x). 

Pacendo i 1 carnbiainento di variabile 

si ottiene l'equazione differenziale 

, clie aiilinette corne soluzione i l  polinoniio. P,, (x), dove R, è uil polinoiiiio 
di gmdo s iii x. 

L'equazione (75) è coinpletamente integrabile, poichb, faceiido i l  Cam- 
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biamento 
z = ( x  - . . . (z - aJiP y. 

si ottierie l'equazione (74), le cui soluzioni sono ( a a )  

cib che si pub facilmente verificare segueiido 10 stesso p~ocediiiie~ito del 5 7. 
Pei. conseçuenza, le soluzioni dell'equazione differenziale (75) sono 

1 P,. (z), , ( x  - a0)-4 . . . ( x  - a,)-lu ( 2  - au)"+~o . . , (2 - ap)*+ip ( z  - x)-'l-' d 2, S,. 

87. Valore  a p p r o s ~ i m a t o  del polinomio P,, (x l .  La serie del LAGHANGE (70L), 
e convergente se (5 9) 

1 f J ( ( B )  1 essendo ut1 massimo. 
Il valore approssimato di P,, (3) è dato dalla relazione (43) 

ir: (2) esse~ido una furizione indipeiicleilie da 11 ede, fi e 5 essendo dati dalle 
equazioni (76). 

(2" LAURENT, Sur le calcul inverse des i n t é g m l e s  définies  ( ~ o h r n a l  de Lioiiville, 1878 
p. 246). 
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248 Ab rnmeucu: Sulle serie d i  polinonti d i  z w c l  variabile complesscç. 

Ne1 caso dei polinomi del Sig. APPELL, abbiamo 

3 x E  
f (fi) = p - p3, ff ' $3) = 1 - 3 p =  5 ,  B = 

Regione di convergenza delle serie generalizzate del Darboux. 

88. Esseiido data uiîa serie del UAHBOUX, a,, P,,, (x), abbiümo veduto 
che il valore approssiniato del polinoniio P,,, (x) è 

Da cui risulta ahe si pvssono assiniilare queste serie alle serie di po- 
tenze intere di t. Le curve di convergenza sono quelle per cui 1 t 1 = c - t e ,  
cioè le curve del piano x date dalla trasformazione (76), 

Ne1 caso dei polinomi del Sig. APPELL, le curve di convergenza sono 
date dalla trasfornîazione (77), 

Le curve di eonvergeiiza si sarebbero potute ottenere senza. calcolare il va- 
lore approssinmto del polinoinio P,, (x). Infatti, la serie (79)  è convergente se - 
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&la, x essendo ne1 campo di convergeuza clelle serie 

- Il- 1 
E a, P,,, (x), iim JI a,, I = - , 

P 

le curve di convergeiwa di cpeste serie sono date (S 13) clalla relazione 
1 :* 1 = p, e quindi, ne1 piado x, sono date dalla trasforinazio~ie 
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1 fondamenti 
della geometria proiettivo-differenziale 

secondo il metodo di Fubini. 

(Di EDUAKD CECH, a Praya.) 

I n  una serie di Memorie ( l ) ,  il prof. F u e r ~ i  ha edifieato in questi ultimi 
anni i fondamenti della geometria proiettivo-differenziale delle ipersuperficie (') 
col metoclo delle forme differenziali, che si era mostrato tanto efficace nella 
geometria iiietrica. Studiando queste ricerclie, n;i sono accorto sempre più 
che la natura intima del rnetodo appare più chiara, se si fa  uso conseguente 
del principio di dualità. Inoltre m i  è sembrato senipre più foi~danieritale l'uf- 
ficio compiuto in tali ricerche dalla scelta dei fattori arbitrarî delle coordi- 
nate onîogenee dei punti e iperpiani tangenti. Analizzando il significato geo- 
metrico di tale seelta, mi sono convint0 che occorre, anche per le applica- 
zioni, di estendere le forniole date da1 FUBIKI per le coordinate noriiiali, al 
caso che i fattori detti siano fissati in modo qualunque. Nello sviluppo di tali 
idee mi è stata molto utile anche una Menioria del prof. SANNIA ( 3 ) ,  di  prossinia 
pubblicazione negli Annali di Mntewwtica, gentilmente fattami conoscere dal- 
l'Autore, del che gli espriino qui la niia ricorioscenza. Si è mostrato oppor- 
tuno di esporre i risultati clie Iio ottenuti i i i  ~iiodo da potersi leggere senza 
supporre la conoscenza dei lavori del prof. FUBINI in argonlento. Aveiido qui 
reso più intuitivi i concetti analitici introdolti da1 FUBIXI mediante qualclie 
considerazione geoinetrica, posso forse sperare di avere anche reso con cib 
più evideiite la loro iiuportanza. Rilevo, fra i risultati particolari che sem- 

(1) V. specialmeiite la Memoria: Fondamenti di yeornetvia proiettivo-differe~zziale. Reiidi- 
conti del Circ. Mat. di Palermo, t. 43, 191819. 

(2) E anche in altri casi. 
C) Riavvicinawtento di yeollzetrie differenziali delle superficie : ordinaria, affine, 'proiet- 

tiua, ecc. 
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brano nuovi, la generalizzazione della quadrica di LIE e del gruppo delle tan- 
genti di SEGHE alle ipersuperficie, e l'estensiorie delle due foriiie iiifferenziali, 
e deli'applicazione proiettiva, alle uarietà d'elementi. 

Ho divisa la Melnoria in tre parti. Nella prima pongo il coticetto generale 
della congruenza delle iiorriiali e deduco le equazioni fondamentali per una 
scelta fissa dei fattori delle coordinate. Nella seconda parte studio l'effetto 
della inoltiplicazione per fattori arhitrnrii delle coordinate, considero la noï- 
nia.lizzazione delle coordinate, delle forme e delle noriiiali, e infine studio le 
geodetiche della foima quadratica. Nella terza parte (16 un breve cenrio del- 
l'estensiorie della teoria alle vütietà di eleinenti. 

Coiisiderianio in uuo spazio liileare S,,,, ad l z  + 1 diniensiorai un'ipersu- 
qerficie n. lndichiamo seiiipre con una lettera sola, x e < iispettivainente, 

d x: 
e %iialogarneiite -- X ,  . . . le coorclinate oiiiogenee dei putlti e degli iper- 

d ui 
piani tangenti di n, le qiiali siano funzioni da te di vt variabili indiperideiiti 
u , ,  zc,, . . . . ZL,,. Sarailno dunyue identicametite soddisfatte le equazioni 

dove, coiiie sempre ne1 seguito, il siiubolo S significa la somma estesa alle 
diverse n + 2 coordinate. Ora la nostra ipeisuperficie non muta : 

1." moltiplicarido lutte le n: per un fattore p e le 5 per 6, le futizioni 
p e a delle u essendo legate all'unica condizioiie p CT == O ;  

2 . O  cambiando corriunque le variabili indipendenti u, , . . . , u, ; e infine, 
ttattandosi di geornetria yroiettiva ; 

3.' eseguendo sulle a e 5 due sostituzioni lineari coritragredienti, a coef- 
ficienti nunlerici e a deteririinapte uguale all'unità. Fer6 tutti i calcoli clie 
si faranno saranno tali da noil niutare eseguendo le operazioni 2 e 3. In 
quanto all'operazione 1 ,  cominciamo per supporre scelti in modo fisso i fat- 
tori delle x e delle [, nleritre più tarcli studiereino l'effetto del cambiarneato 
di essi. ~ s t r a e n d o  da  fattori numerici delle coordinate, possiamo daie a 
questa sceIta un significato geometrico seinplice. Cominciamo con le 5 .  Ad 
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secondo il nretodo d i  Fubim. 953 

ogni punto di n associamo la retta intersezione degli iperpiani 

evidentemente indipendente dalla scelta delle variabili indipeildenti. Questa 
retta, passante per il punto x, sarà per brevità di  litlguaggio ne1 seguito 
chiamata semplicemeiite la nornzale. Si pub osservare che prendendo per le 5 
i coseni direttori e la distanza dall'origine, essa eoincide colla normale me- 
trica, e similinente ne110 spazio non euclideo prenderido per [ le coordinate 
di WEIERSTRASS. Perb data una congruenza di rette (') affincliè sia possibile 
scegliere il fattore delle < in inodo clie essa divetiti la congruenza delle nor- 
n~ali ,  e necessario che sia soddisfatta una condizione clie si vedrà alla fine 
di questo paragrafo. Per ora osservianio soltanto Oclie, date le normali, il 
fattore delle i è deterrninato a meno di un fattore iiuinerico. Per il seguito, 
ci conviene di fissare sopra ogrii ilorniale un punto S e il fattore delle sue 
coordinate secondo le condizioni 

8" 
S X E = I ,  SX.=o("). d u ,  

Correlativaniente YS,-, deterriîinato dai punti 

sarà cliiariiato I'S,,-, pseudonorrnale. Per esso si fard passare l'iperpiano k 
secondo le equazioni 

L'indeteniîinazione che resta rielle X, E s i  pub del resto, coine vedrenio, 
togliere in modo intrinseco. 

Ci oceorre considerare aricora un altro ente geometrico legato allit scelta 
dei fattori delle x e i. Si tratta della proiettività n fra i punti d i  [ e gli 

(3 Congruenza di rette sarà per noi varietà oo* di rette. 
(5) Gli indici i, k, 2, r ,  s vanno seinpre da 1 a n. Queste iiotazioiii e forniole coiiicidoiio 

con quelle del FUBINI ne1 caso d i  coordiliate normali. 

AmaaEi d i  Mdematica, Serie III, Tomo XXXI. 33 
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iperpiani per x, nella quale al punto 

corrisponde l'iperpiano 

In questa proiettività, in particolare, l'SM-, pseudonorinale e la normale 
si ëorrispondono. Anzi, essa si pui3 definire corne quella proiettività nella 
quale si cowispondono tutti gli Sa-, pseudonormali e rette normali, ai quali 
si giunge rnoltiplicaiido le x e [ per 10 stesso fattore. Estendiamo questa 
proiettività a tutto lo spazio facendo corsispondere a l  punto 

1' iperplano 

Osserviamo che (a) definisce 1, 1,. . . l , ,  p. corne coordinate locali dei punti 
di Sn, cioè in un sistetna di riferimento variabile al variare delle u. La pro- 
iettività estesa è la polarità rispetto ad una yuadrica &, la cui eyuazione 
nelle coordinate locali è 

dove le Ai, sono yuantità che or& definiremo. Vedreino più tardi che Q è 
una quadrica osculatrice di n, vale a dire ha con n un contatto del secondo 
ordine. 

In ci6 clie precede si è tacitaineilte ainmesso che gli iperpiani (8) e i 
punti (4) sono linearmente indipendenti. Noi anzi, in tutto cio che segvde, 
ainmettiamo che ciascuna delle due niatrici 

sia di caratteristica 
liiogo di puiiti, sia 

n f 1, cioè che n è proprio una ipersuperficie i a  coiiie 
corne iiiviluppo d'iperpiani. Questa supposizione si pub 
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secondo i l  lnetodo di ' ~ u b i w  i. 255 

esprimere intr~oducendo la forma qundratica differenziale, di iinportanza fon- 
damentale per il segriito, 

la quale, per le (11, si pub anche scrivere 

d' x - -- 85  8% a2 t 
A i k = s [  s - - = S x  - 

dzfi d u ,  a U i  a %, 8 ui a u,. - 

(8 bis) 

lnvero si riconosce subito che la supposizione fütta equivale all'altra 

Accanto alla forma IiZ uguale importanza ha per noi 18 fornia differeii- 
ziale cubica 

h , = S ( d x d 2 5 - d 5 d 2 x ) = 2 ~ D i , , d u i d u k d u , ,  
i k1 

(V 

dove i differenziali secondi delle zc non entrano che in apparenza. Si ha 

perdiè, definendo Di,, dalle equazioni (12) e derivando le (9) si trova su- 
bito che 

Dik( = Dit,. 

Ora, derivando le (9), si ottiene 
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986 cech:  1 fondan&ti della grzornefria proiettivo-differen~iale 

e sommando 

Questa equazione, confrontata con (19), ci dà 

d2 % - 
S i d u t  d u k  - * i k t  

d [  d'x s- 
d u ,  d u ;  du, 

a' i Sx- - 
d ui d u, - *ik 7 

d x  d2t 
S -- A,, +----- a A,, a bjp] \ d zcl d ui d u, d u ,  d u , '  

d x  d x Ora i punti x, -- - , X essendo ua + 52 punti linearmente indi- d u , ' " '  du,, 
pendenti, valgono necessariaiiiente equazioni del tipo 

d" 
Ora sostituendo queste espr'essioni al posto d i  iielle equazioni (1  3), d ui 8 w k  
si ha, ricordando ( l ) ,  (3) e (9), 

hdichiamb con Ji, il coinpleinento algehrico di A,, in v = A,, 1 diviso per v 
stesso, sicchè 

4,, A,, = 1 o 0 
i (14) 

rispettivamente se  k= 1 oppure k 5 1, e con i simboli di  CHHISTOFFEI, 

per la forma IE", 
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secondo i l  metotlo d i  ~ubiîz i .  257 

e otteiiiamo 

Cosi abbiaino trovate le equaxiophi fotzdrl.~nentali per le c o o r d i m t e  x : 

Sitliiltnetite dalle '(13') si trovaiio le eqztnaiotbi f o ~ d a m e ~ r t n l i  yer. le coovdi- 
nate  4 :  

(15 bis) 

Qui xi, e E ,  sono le derivate seconde covariaiîti costruite rispetto alla 

. d 2 x  
IX;. = rk - (e analoghe per le 

Le equazioni fondamentali (15) e ( l a  bis) stesse iiiostrano 
ferenziali 

<id. 

che le forme dif- 

sono forme covarianti della F 2 .  Possiaina usare yueste forme, se voglianio 
togliere l'indeterininazione che ci è imtata per X e B. 1iivei.0, sostituetido 
X +  1, x a1 posto di X, b,, si muta in b,,+ h A ,  e si pub sixpporre 

relazione intrinseca, che determina X univocamente. Similinente, per fissare E, 
si pub supporre 

Inversamente si supponga l'ipeisuperficie n defiriita (a  iiieno di collinea- 
zioni) dalIe equazioni difl'erenziali cui soddisfaiio le x. Introdiicendo un'in- 
cognita ausiliaria r, queste equazioni savanno del tipo 

d2 Lx -- 8 x - 1 Aikl -- hib + b i k  %. 
d u i d u k  ,. d u ,  
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958 c e c h :  I fowdccljdelrti della geometria proiettivo-differeneiale 

dx 
coiiie forme lineari in x, - 3 -r.'Ora se, corne in tutta questa Mernoria, si 

8 u, 
suppolie clle l'ipersuperficie i i  abbia proprio ao" iperpiani taugetiti distinti, 
il determinante = 1 A,, / è diverso da zero, sicchè si lrova in un modo beii 
deteriniliato (le equazioni non possoiio essere contradditorie) 

' dx dove i termini trascurafi sono forme lirieari in x, Se si sceglie il fat-  
d uj  

tore di proporzionalità delle 5 in 111odo die  sia 

si passa dalle equazioni (16) alle (15) ponendo 

Invero le equazioni (3) si trovario essere soddisfatte. È dunque facile co- 
struire le forme F, e A, per un'ipersuperficie definita dalle equazioiii (16). 

Q uale è il significa to geoiiietrico delle equazioni P, = O, A, = O ?  È ben 
nota che F, = O  dà il cono delle tangedi  nll'intersesione d i  n e <. Similinente 
A, = O rappresenta il cono delle tangenti all'inte~sezione d i  n colla quadrica 
osculatrice Q. Per dirnostrare questa proposizione, calcoliamo le coordinate 
locali' del punto 
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secondo il metodo d i  Fubini. 259 

dove si, e xi,, sono le derivate covariatlti e 

sono i differenziali controvarianti (6). 

Le (15) dànrio subito 

8 %  a lr: 
d 2 x = t : - - B a u i +  3,., Dik , .du iduk  - + F 2 X + s Z :  b i k d u i d u , ,  

i d u i  ikrs 8 us ik 

d X  e derivando covariantemente le (18) e ricordandoci che -- é una combina 
d ui 

d x  8.b zione lineare di a e - - Y  trovi;tmo per d% una forma lineare in  x, -- 
d  ui d ui 

X ,  nella quale il coefficiente di X vale 

+ 2 Di,; d  u, d u, d ? . c ~  . 
ikl 

Cos! si ottiene 

dove 

1 = l + ~ b i k d u i d u , + . . . ~  ~ i , D , , . d % ( ~ u a  . . .? 

èk. J 
1 I * - -  1 1 
2 B " , + -  x A i k d ~ , 8 % k + -  D , , ~ u ~ ~ u , ~ u , + . - .  

9 ik . 6 ikl 

Da .ci6 segue 

d a  cui si vetle l'esczttezza della. propnsiaione enunciata. (Ll teriiiine in ? b e l - '  

( 6 )  Cf. G. FUBINI, T rlifirenziaM controunria~zti, Atti Acc. Torino, vol. 54, 17-11-1918. 
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l'eyuazioiie della Q appare trascurabile, perchè infinitesirno di ordine su- 
periore). 

La congruenza delle normali dipende, corne sappiamo, da1 fattore delle 5 ;  
inoltiplicando queste per v, essa viene sostituita dalla congrueriza deHe rette 
x Z, dove Z soddisfa alle ecpazioni 

ossia 

d log a (love cc, = - sicchè 
d ui 

Sia ora Z un punto soluzione delle equazioni (19), sema che siano ne- 
cessariameiite soddisfatte le condizioni (20) per una congruenza delle nor- 
mali. Si supporrà S Z i  - 1  0, che esprime clie Z non sta iiell'iperpiano E .  
Cerchiaino le sviluppabili della cougruenza x 2, ossia le curve con tangeriti 
appartenenti alla coiîgruqnza. Se 

Z+Ax 

è il punto di contatto -della tangente x; Z di una tale curva, 4 possibile de- 
terminare d u,  in guisa che sia 

d (Z+Xx)=r  (Z+Ax), 

cib clle equivale alle equazioni 

le cpali, differenziando 1' identità 

che è conseguenza d i  (191, si possono scrivere anche 
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Se si sviluppano queste coildizioni tenendo conto di (9) e (19) si ottieiie 

4" . z ~ ~ , I ~ A ~ ~  k S Z [ ~ ~  + t (: - zl - a; a.)] 1 = 0. 

Ma i valmi di d a,, . d u,, . . . , d (u, soddisfacenti a queste equazioni danno 
quelle direzioni della stella (du, ,  d zc,, . . ., du,), alle quali ,corrispondono i 
medesimi spazî in tutte le correlazioni del fascio 

Supponiamo, coine avviene in generale, che il determinante caratteristico 
del fascio (81) abbia n radici distinte. In questa ipotesi esistono precisa- 
mente n direzioni cercate. Ora fra le correlazioiii del fascio (Bl j  ve ne è una 
simmetrica, la polarità rispetto a Pz = O ;  e, corne è noto, e si dimostra fa- 
cilmente, le nostre n direzioni formano un n - edro polare O coniugato ri- 
spetto a questa quadrica allora e allora soltanto che tutte le correlazioiii del 
fascio sono simmetriche, ossia soltanto se sono soddisfütte le condizioni (80). 
Vediamo dunque che condizione'necessaria e suficiente (') afitzckè u r m  cou- 
gruenfla possa considerarsi corne congruensa d i  .izor.nzali è che tale cozbgruensa 
s ia  coniugata all'ipersuperficie ï~ ne1 senso che le n direzioni su n corrispow 
denti alle sviluppabili della congruenza for.i?zitzo un n - edro polare della 
puadrica delle direzioni asintotiche. 

Applicando l'equazione (81)  in particolare alla coiigruenza x X delle 
normali corrispondenti al fattore speciale delle E che si'considera si trova 
ricordando (15 bis) 

(81 bis) 

sicchè le la direzioni s u  n corrispondenti alla congruensa x X delle normnli  
formano Z' n - edro polare comune delle d m  quadriche 

e sopra ogni normale, i l  gruppo dei fochi è proiettivo al gruppo delle q 7 m  
driche speciali del fascio de termindo da  p e l l e  due. Correlativamente dicnsi 
per la forma b, d u i  d u ,  e la congruenza degli spazî pseudonormali. 

ik 

(7) Sotto l'ipotesi fattn su2 determinante caratteristico del fascio (21). 
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Moltiplichiamo ora le x per'un fattore p e le 5 per un fattore o. Dalle 
definizioni (8) e (11) delle forme F, e A, si vede immediatamente l'effetto 
di questa moltiplicazione sulle due forme : 

111 particolare per p = u le equazioni A, =O, A', -0 sono equivalenti, coiiie 
devono essere secondo il loro significato geometrico. Poriendo 

- - , . - 
d 2 log - 

' d u ;  G '  

la forma A,, al variare di p e G, tlescrire il sisteina lin ea re 

Per zc, , . . . , u, fisse, è sempre possibile determitiare p e a in guisa che A', 
coincida con una fortna generica (il coefficiente di A,  deve essere diverso 
da zero) del sistema lineare. Un ta1 sistenm liileare rappresenta, conle è 
noto, un'ipersuperficie cubica di uno spazio ad n dimensioni con un punto 
doppio corrispondente alla quadrica fondamentale F, = O del sistema lineare. 
A tali ipersuperficie ben determinate del10 spazio i si arriva qui colla se-. 
giiente considerazione geometrica : Essendo y un punto generico dell' iper- 
piano E ,  si seghi n con tutti i piani passanti per la retta x y e si costrui- 
scano le rette polari del punto y rapport0 alle coniche osculatrici (con con- 
tatto cinquepunto) di ognuna delle curve sezioni. Il luogo di queste rette, 
al variare del piano per la r d t a  x y ,  è uti iperpiano YI della stella z ('); pre- 
cisamente l'iperpiano polare di y rispetto ad una qualunyue di quelle qua- 
driche osculatrici per le quali il con0 ,I', = O contiene la tangente x y. 
Correlativarnente si ritorna dall'iperpiano ri al punto y. Cosi nasce una 
corrispondenza birazionale fra gli iperpiani -ri della stella x e i punti dell'i- 

(8) Provereino più oltre una proposizione più geiierale. 
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perpiaiio 5 ,  nella quale agli iperpiani passanti per una retta generica della 
stella x si vede corrispunclei~e un' ipersuperficie cubica del10 spazio 5 ima- 
gine del sistema liiieare (%), con punto doppio in z, ne1 quale F, = O  è il 
corio delle taiigenti. 

Se 
= 9 z Dlikl d u, d u, d u,, 

ikl 

dalla (24) si ha 

Da ci6 si vede che è possihile, e in un sol modo, d i  deterininare le .ri cosi 
che la forma A', sia apolure O coniugata alla reciproca della foniia Pz, cioè 
secoiido le condizioni 

ai* Dlikl = 0. 
ik 

Infatti queste equazioni dàuno 
2 

TV=----- -  4ik . 
i k  

Indicliiamo con F, tale forma cubica, cioè poniamo 

6 
F 3 = A 3 -  - F2 z J C i k  Dikr d UI = 2 z AiLl d U i  d UIc d UI 

n t 9  ikl ikl 

Si pub fare la verifica che, inoltiplicando x e r per p e G rispettivaineiite, 
si ottiene 

P ' ,=FG&, (27) 

l - 7 3  siccllè la forma differeiiziale fratta ha un valore unico. 

È possibile determinare p e o in guisa che sia F', =A',? Foriualmente 
si ha la coiidizione 

ina bisogha vedere se la quantità sotto il segno è un:differenziale esatto. S 
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È facile vedere che ci6 infatti avviene sempre. Percib si considerino i deter- 
rninanti 

d x  d  x d i  d i  
vl=la, au; . . . . ,  - X I ,  v , = I E ,  - ,  - . . . .  - 8  5 al. (99) 

6' u,, d u ,  d u ,  d u, 

Per il calcolo pratico di questi determinanti si pu6 osservare che v , ,  ad 
esernpio, non muta se al posto di X mettiamo un altro punto qualunque X ' 
soddisfacente l'unica condizione 

S X ' 4 =  1. 

Del resto si pub dire, sema parlare dël punto X, che v1 è il rapporto 
dei determinanti della matrice 

alle quantità :* loro proporzionali; similinente per v,. Calcoliamo le derivate 
logaritmiche di (29), facendo uso delle equazioni fondanientali (15) e e 5  bis) 

d S  d x 
e ricordandoci clie - è conibinaziorie lineare di x e -- e similmente 

d ui d Mi 

Cosi si trova G '  

e sottraetido ( 9 )  

il che prova ci6 che si era enunciato, e permette di scrivere (86) sotto ltt  
forma 

Cosi siarno giunti al risultato che, scelto cotnunque i l  fattore delle x, si 

pK a log 4: 
(9) Ilivece soinmando s i  lia l a  nota formola del calcolo assoluto - = Z a i 

essendo cvideiitemeiite VI  v;, = (- l)n'l v. 
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secondo il metodo d i  Fubini. 863 

pu6 determinare il  fattore delle 5 (e in un modo solo, negligendo un fattore 
nutnerico) i n  guisa che s ia ,  PS A, . 

Interpretiamo in un altro modo l'uguaglianza PS = A, O, ci6 che è 10 
stesso, le equazioni 

9, Dikr = 0. 
ik 

(39)  

Sia 
' la Xi = Si& X i k  

ik 
(33)  

il pararnetro differenziale secondo di z rispetto alla fortna Fa. Dalle equa- 
zioni fondamentali (35) si ha 

e ricordandoci (3) vediamo che a.llora e allora soltanto yuando le (39) soi10 
soddisfatte, si pub scegliere 

E .si vedono anche, con tale scelta di X e & soddisfatte le equazioni 

le quali abbiamo visto potersi assuniere anche per fattori qualsiansi delle 
x: e E .  

Sotto queste condizioni, consideriamo ora la quadrica osculatrice Q, cioè 
quella ipersuperficie quadrica, rispetto alla quale l'iperpiano polare del punto 

i fattori delle z e 5 essendo tali che siano soddisfatte le condizioni (38). 
Si vede subito che questa quadrica è ben deterniinata dall'ipersuper- 

ficie n e da1 punto x di essa, giacchè la polarità (36), (36') non muta mol- 
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tiplicando ~r: e E per il medesirno fattore. Per n = 1, si ha Ia conica, con con- 
tatto cinyuepunto, per n = 2  la nota quadriccc d i  Lie, la quale viene cosi 
generalizzata per uno spazio a un numero qualuilque d i  di~iierisioni. Per il 
calcolo pratico 'si pub osservare che in  (36) e (36') si potrebbe a l  posto di 
A, ~r: e A, E mettere anche 

Le quadriche di LIE godono della seguente proprietà: 
Sia  a uno spazio lilzeare a v dimensioni ( 1  5 - v < - n) passante per u n  

punto O di  n e contenuto nell'iperj~iatzo tangente; le quadriche d i  Lie (a v 

di~nensioni) delle sezioni d i  TI  ned di an te tutti gli  spa2.i; Sv+, a v + 1 diwzensioni 
passanti peî a giacciolzo sopra a n a  qundrica ad n ditnensioni. 

Le coordinate x dei punti e 5 degli iperpiani tangenti sono date funzioni 
di n variabili a,, u,, . . ,u,, dalle quali si calcolino le due forme F, e A,. 
Per ottenere le coordinate x' dei punti della sezione n' di n mediante uno 
spazio Sv+, che si supponga dappriina fisso, bisogna porre 

uv+i = P)i (a1,. . . , ah), . . ., a, = (Pa-v (?hi, . . ., U V )  (37) 

le essetido certe funzioni heii cteteriiiiiiate di u,, . . . , u,. Facendo la sostitu- 
zione (37) nelle t ,  si ottrngono delle espressioni 5'. Percliè: 1'5, F' cotitiene l'Sv 
tangente di n' in x' ( ' O ) ,  si calcolano le due foriiie F',, A', di n' seinplice- 
mente dalle equazioni 

e dunyue si ottengono P', A', eseguenclo la sostituzione (37) nelle forme Pz, A, .  
Ora si deter~nini p = p (zc, . . . u,) dalle condizioni 

(37 bis) 

dove Y,, e DI,,,. si riferiscorio alle fornie F', e A',. La forma 

(10) Per veder chiaramente che le 5' possono usarsi al  posto delle coordinate (ne110 spazio 
Sv+,) degli Sv tangenti di ii', si supponga p. es. che Sv+, sia uno spazio fondamentale della 
piramide di riferimento in S,. Il fatto enunciato risulta in ta1 caso evidente: ed esso sarà 
percib vero generalmente, perchè tutte le nostre fortnole hanno significato indipendente dalla 
scelta della pirainide fondamentale di riferimento. 
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è a.polare alla reciproca della forma 

F", = p F',. 

Da1 fatto che I'S, 5' contiene YS, taiigelite di n' iii x'- coiîcludiamo clie 1'8, 

contiene l'Sv polare del punto 

a (p x') h . ? x + À , -  
d ( O  x') 9'. d 2  ( p  x') 

+ . . . + I V  -+Px - 
dula  d U, zk p d  Ui d  ~k 

(38') 

rispetto alla quadrica di LIE di n' ne1 punto O (nelle (38) e (35') bisogiia, 
dopo aver eseguito le derivazioni, sostituire quei valori di a i , ,  . . ., u, che 
apparteiîgono al puiito 0). Al variore delle 1, Id, ,u il purîto (38') descrive 
evidenten~ente Io spazio Sv+, . 

La quadrica di LIE di 11' in O coiiipare cos? corne luogo di quei puiîti (38') 
che sono contenuti nell'iperpiaiio (38) corrispondente. Ora si faccia variare 
YSy+, considerato cosi che contenga seinpre 10 spazio fisso a a v diinei~sioiii. 
Le funzioni p nelle (37) dipeiiclei.aniîo oltre ctie dalle 1 6 ,  ,... , zc,, da altri 9% - v 

parainetri 

'1,  az,...> (39) 

i quali deterininano l'SV+, . Dimostrereino clle si possono scegliere cjuesti 
parametri in guisa che i coefticienti di a,, h,, ..., j ,  iie siaiio indipendenti, 
inentre i coefficienti d i  J. siano poliiioinî lineari in  essi ("). Le espressioni (38) 
e (38') saranno allora forme lineari nelle n + 8 quantità indipendeiiti 

'A, A,, 7 ,  IV, 9 1 ,  2 [*cc,-,, 

siccliè la corrisporidenza fra i punti (38') e gli iperpiani (38) saià una sein- 
plice correlasione del10 spazio ambiente. 1.a quccdrica dei p m t i  d'incidewn 
di questa correlazione, cioè la quadrica di quei puiiti che sono contenuti 
negli iperpiani corrisponclenti, è 
driche di LIE delle sezioni. 

evideiîtenieiite il luogo cercato delle qua- 

(1') Tutto ci6 dopo aver sostituito 
al punto O .  

per u, . . . u, quei valori speciali che s i  riferiscoiio 
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Cech: I fondamenti delta gizometrh proieitiuo-differenhte 

Pei vedeie che le &antità (39), convenienternente scelte, cornpaiono nelle 
espressioni (38) e (38') ne1 modo asserito, supponiamo l'ipersuperficie n de- 
finita dalle equazioni 

1 1 
t ~ = ~ ~ o ~ ~ u , u , + -  Z d , , r , i c , r , + ~ ~ ~ ;  (i, k, Z=I, 52,..., n) 

6 ih2 

ne1 punto O sia u, =. - a = u, = 0, e nei punti dell'Sy a siano nulle la 
( v  + 1)"'. . . (n + 1)" coordinats S. Per l'intersezione n' di n mediante YS,,+, 
generico passante per a sarà 

u,,+~=ni.iv (a= [ ,  2, . . . ,  n-v) .  

Tutte queste supposizioni sono evidentemente lecite. Si trova dapprima 

e se o 6 uns funzione analitica di u , ,  u ,,..., zt,, e o' quella funzione di u,, 

U ~ , . . . ,  u,, Che ne sorge sostituendo Z C ~ ; ~ = ( ~ A ,  si ha 

sicchè per. zt, - Uz = . - . = UV = O 

d a' de w' n-Y 
E ;  -- a J ~ E o 7  -- - Eilr + cik E E*+l a l .  

d ui d u i  du, ~ = t  

Da cih si vede che, in O, x', Y, - a $ J  -- a i' non dipendono dalle quan- d 24; . d 24, 
dB x' sono polinomî lineari in esse. Essendo tità (3), mentre dmk _ 
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secondo il metodo di Puhini. 269 

dp resta ancora a far vedere che anche JOtik , p, -- , per u, = . . . = u, = O non 
d ui 

dipendono dalle (3) e - " ne dipendono linearmente. Ora per arrivare 
d u i d u k  

dalle forrne Pz, A, alle P', , A', , bisogna nei coefficienti di F', e \ , eseguire 
la sostituzione u,+~ = cf1 e inoltre porre 

e si vede subito che per u, = . - - = u, = O, i coefficienti Atik e D';,, delle fornie 
F', e A', non dipendono dalle quantità (39), mentre le derivate prime di 
questi coefficienti sono polinomî lineari in esse. Lo stesso vale allora per 
una funzione analitica qualunque di tali coefficienti, sicchè Si, e il secondo 
membro di (37 bis), fatto u, = . - . = UV = 0, non dipendono dalle (39). Deri- 
vando (37 bis) si vede che 

per u ,  = . . . = uv = O  sono lineari nelle (39). Ma si siipponga, coine è -1ecit0, 

p (O, O, ..., O) = 1 
e si osservi che 

d ?  dlogp,  -- a? - - dVog p d log p d log p 
d z c i - P d  uiuidul, P d ~ i d ~ ,  + P  z- d Mlc 

3 P e si ,vede che, per u, = . . . = u, = O, p e - infatti non dipendono dalle (39) 
d us I 

e -  " ne dipendono linearmente. La diinoskaïione del teorenia enuii- 
d u i d u k  

ciato è ora coinpleta. 

Dalle formole (30) si era rilevato clie düto coinunque il fattore di ac, è 
possibile fissare il fattore .di E a meno di un fattore numerico itiediante la 
condizioiie B', = A,. Ma la forniola (30) permette di pwcisare la formola (88) 
ponerido 
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sicchè date le s, è possibile normnlizzare le 5 (e viceversa) a meno d i  un fat- 
tore radice (13 + 9.2)"" dell'unità. Coiidizioiie necessa ria e sufticiente affi iictiè 
le x, 5 siano cosi ~~ori~ial izzate  è 

Per un mormento, pensiamo iiirece della: geoinetria proiettiva, alla geo- 
metria del gruppo delle affinità ztninzodu1ccr.i ( 1 2 ) .  In questo cas0 si possono 
assuniere corne x le coordinate non omogenee, le quali ne1 passaggio ad una 
ipersuperficie equivalente ne1 gruppo subiscono uiîa sostituzione a coefficienti 
nutnerici e a detei~miuatite iiiiità. Ora per la iiostia forniola (10) ne dedu- 
ciatno una tiormalizzazione delle 4 la cjuale gode la niedesima proprietà. 
IJ'S,-, pseudonormale è gemplicemetite l'intersezione di ( coll'iperpiano al- 
l'irifiiiito, sicc.l.iè la rioi.inale corrispondente, la norwclp, affine, è il diametro 
della quadrica di LIE. Le forine F, e A, G R ,  corrispoiidenti sono ben deter- 
miliate dalla ipersuperficie a meno di uri t'attor comune radice ( n  + 2)"' del- 
l'unità, e determiliano la ipersuperficie insieme alle sue equivaleuti ne1 
g"Upp0. . 

Kitoriiiamo alla geometria proiettiva. Qui I'equazioiie (41) iioti deterinina 
completamente le x, E ,  P', e A, r Pa, essendo lecito nioltiplicare le x e 5 per 
il medesirno fattore p qualunque, il che moltiplica F, e P, per ,oz. In gene- 
rale, cioè quarido i l  discriiiiinante D di F, è diverso da zero, possiaino poue  

Infatti si riconosce subito che tale normalizzazioue è intrinseca. Perd 
per n )  2 si possono definire altre iiorrrializzazioni analoghe, usando altri 
invarianti algebrici assoluti delle due forme Ii; e F,. Per n =  9.2 irivece, tale 
normalizzazioiie è unica in questo senso: per dedurre tali coordinate nor- 
lnali dalle coordinate omogenee x; qualunque, si moltiplicano le x; per una 
espressiorie formata dalle x e dalle loro derivate fino al terzo ordine. Per 

(12)  SANNIA ha il merito di avere ricoiiosciuto, nella Memoria che ho citato in principio, 
che alle formole fondamentali della geometria affine si pub venire semplicen~ente conside- 
rando nelle fcrinole della ge~metr ia  proiettiva, conie è stata edificata da1 FUBINI, le coor- 
dinate non omogenee di punti invece di coordinate omogenee qualunque. 
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altre coordinate noriridi, che non ne differirebbero per un solo fattore nu-  
merico, sarebhe d7uopo far uso anche delle derivate delle x di ordine supe- 
rioïe ('7. 

Non è forse senza interesse questo fatto, che rileviaino esplicitaniente : 
La normalizzazione delle x, delle $, delle fornie Pa e Pa, delle rette normali 
e gli Sm-, pseudonorniali sono, a ineno di fattori numerici, cose equivalenti. 
È chiaro che, per ipersuperficie generali, di tutti questi prohlemi, la nornia- 
lizzazione delle forme facendo uso degli invarianti algebrici simultanei è 
molto più seinplice di ogni altro procedimento. È anche prohabilissirno, 
benchè non sia, almeno per n >  8, dimostrato in modo perfettamente rigo- 
roso, clle ogni altra normalizzazione intrinseca delle coordinate esigerebbe 
derivate di ordine superiore al terzo; ossia, che non esistono altre con- 
gruenze di rette, intrinsecamente definite da espressioni contenenti derivate 
delle ~r: fi110 al quarto ordine, coiiiugate all'ipersuperficie n ne1 senso qui usato. 
Perd esistono altre tali congruenze di rette, le quali, pur non essendo con- 
iugate a n in genei.de, 10 daventano per particolari tipi di  ipersuperficie. E 
per Io studio di tali tipi pub essere utile considerare una tale congruenza. 
Per fare un seinplice esempio, si consideri il caso che le forme F , ,  F , ,  sup- 
poste scelte convenienteinente le variabili indipendenti, siano del tipo 

p e T essendo funzioni delle u e cpa e T ~ .  forme a coefficienti t~umerici. In 
questo caso possiaino prendere 

Per n = 2 si lianno le superficie isoter~no-asintotiche di Fubini. Daremo in 
appresso una proprietà delle normali corrispondenti. 

Ritorniamo al caso che i fattori delle x: e 5 siano scelti'comunque (senza 
che siatio necessariamente soddisfatte le (32) e consideriamo, sopra n, le 
linee geodetiche della forma P2 - S d x d E .  Le equazioni differenziali di 

(13) Ci6 viene dimostrato da1 SANNIA nella sua Memoria citata. Perà i due fatti dimo- 
strati da1 SANNIA indipendentemente l'uno dall'altro, cioè quel10 del testo e l'altro che la 
nomtale corrispondente è unica ne1 senso di essere intrinscca e di dipendere soltanto dalle 
derivate delle z fino al quarto ordine, sono, secondo le considerazioni fatte in questa Me- 
moria, equivalenti. 
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queste linee sono 

X \ 2 ~ , : 8 2 ~ Z : . - . : 8 1 ~ r = d ~ ~ , : d 7 ~ 2 : - - - : d u , ,  

dove X%zci sono i differeriziali secoridi contra.varianti 

P u j = d 2 u i +  Z: 1 ' $ 1  d u ,  d u . ,  
TS i l 

foriiiati rispetto a Ir', . 11 piano osculatore di uiia linea qualunque di n è 
determinato dai tre punti 

d  $2 d  x 
~1;, d x - X - d u i ,  d Z ~ = x - - O ~ ; + X ~ i , d ~ i d ~ k  

i d u i  i dwi ilc 

dove x, sono derivate covarianti, e yercih, per unn. geodetica, dai puiiti 

LE, d x ,  X x , d u i d u k .  
ilc 

(44) 

Vogliatno determinare la direzione d u ,  , . . . , d  u, in guisa che il piano oscu- 
latore della geodetica conteiiga il putlto X. Secotido le equazioiii fonda- 
mentali ( I D )  deve essere in questo caso 

d x 8 %  X 4,, D,,. -- d  ui d  uk = 'h - d  us 
ikrs 6' U S  s 8 %  

ossia : 

Moltiplichianio le (43) per A,, E,, dove le E sono indeterminate, e soni- 
miatno rispetto agli indici 1 e S. Cosi si ottietie I'eyuazione equivalente 

Le direzioaii cercate sono dunque quelle che hanno la stessa polare li- 
neare rispetto alla quadrica Ii2 = O  e alla cuhica A, = O .  Esse annullano la 
matrice 
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Avendo cosi trovate le tangenti di quelle geodeticlie della foinina F, i 
cui piani osculatori contengono la. norinale x Y  corrispondente ai fattori 
dati di i~ e E, per arrivare allo studio, in un dato punto di n ,  dell'ilisieine 
dei piani osculatori di tutte le geodetiche di F, clie vi passano, cambianîo 
tali fattori in modo da ilon caiiibiare la forma F , ,  cioè inoltiplicliiaiiio le 5 
per un fattore qualunque G e, sitiiultaneamen te, le x pel fattore reciproco q-'. 

Ora la normale xX era l'iritersezione degli iperpiani " - dunque la iiuova a u;' 

a (a 9 noririale sarà l'intersezione degli iperpia tii - ossia degli iperpiani 

6':' dlogo -+-5; 
d U, d M, 

siriiiliriente i l  nuovo SN-, pseudonorinale è 10 spazio dei punti 

d x  d l o g ~  - --- x 
d u ,  a ui 

e si vede che yuesto Sn-, corrisponde alla retta normale in qiiella proiettivitù 
fra l'iperpiano i e la stella x, nella yuale al punto 

' corrisponde l'iperpiano 

C 

Associaino dunque ad ogni punto di II e alla forina F, ,.questa proiet- 
.'tività. Il cono A, = O era il con0 delle tangenti all'intersezione di n inediante 

yuella quadrica osculatrice Q clle corrisporide ai  dati fattori di x e i ;  per 
vedere corne muta tale quadrica eseguendo le rnoltiplicazioni per G-' e a, si 
ricordi che la  normale e lo spazio pseudonormale sono spazi polari rispetto 
alla quadrica osculatrice corrispondente. 

Ora se per x tiriaiiio una retta yualunque r ,  peravere quei piani osculatori 
delle geodeticlie di FP clie la conteiigoiio, basta costruire 1' S,,-, R corrispon- 
dente ad essa nella nostra proiettività e il coiio 6, = O  delle tangenti in x 
alla varietà intersezione di ï~ con una qualunque di. quelle DO' quadriche 
osculatrici per le quali r ed R sono polari; le tangenti delle geodetiche cer- 
cate sono quelle che hanno la stessa polare lineare rispetto a F, = O  e A, = 0. 
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974 c e c h :  I fondament i  della geornetria proiettiuo-difleren~iale 

In particolare abbiamo trovato che per una retta generica passante per x 
passano in generale (Y - 1) piani osculatori di geodetiche di E;. Osserviamo 
anche che 1' 8,-, R corilpie l'uEcio correlativo di r per le stesse (2" - 1) geode- 
tiche considerate coine luogo di m' iperpiani. 1 nostri gruppi d i  (8" - 1) tan- 
genti formano una involuzione oo-i gruppi di (P - j )  u punti » del10 spazio 
( d u ,  , . . ., du,), ne1 seriso che per due e punti » generici di y uesto spazio ne 
passa. uno e un solo gruppo. Anzi tale involuzione dipende soltanto dall'iper- 
superficie n e da1 punto x di essa, e non dalla forma particolare F, scelta. 
Data la forma F2 e il punto x, è special~nente importante considerare quella 
retta r della stella x, per la quale 1'8,-, R che le corrisponde nella proiet- 
tività (45), (45') è il suo Sm.-, polare rispetto alla quadrica di LIE. Questa 
retta si pub chiamare l a  normale  della forma F,. 11 corrispondente gruppo 
di (2" - 1) tangenti, cioè il gruppo di quelle diresioni le quali Iianno la stessa 
polare lineare rispetto ai due coni apolari F, = O  e F3 = O costituisce la ge- 
neralizzazione della terna delle . tnngent i  d i  Segre  del caso n = 8, e le liiiee 
integrali delle equazioni differenziali corrispondenti gerieralizzano le lilzee d i  
Segre. Per n = h v e v o  diniostrato che, in ogrii punto di n ,  i piani oscula- 
tori delle tre curve di SEGRE passanti per esso contengono una medesima 
retta, la quale per le superficie isotermo-asintoticlie descrive una congruenza 
coniugata a n. Le considerazioni precedeiiti mostrano die, anche per n > 8, 
in ogni p u h o  di n, e per ogni scelta di F,, i piani osculatori delle geode- 
tiche che toccano le linee di SEGHE generalizzate passano per la normale 
di F, (e correlativainetite). Non sono fitiora riuscito ad estendere al caso 
generale la proposizione che avevo data per n = 8 Osservo soltanto che per 
le ipersuperficie generalizzazione delle superficie isotermo-asintotiche clie 
avevo definito poco fa, scelto F:'= y , ,  le linee di SEGHE generalizzate diven- 
tano geodetiche e la proprietà i! evidente. 

Siatio ora x (F) le coordintlte di punti (iperpiani) in uno spazio lilieare 
fi',,+,+, a n + d + 1 (d > O) dimensioni, e siano le x; e 4 ,  corne era per le 
ipersuperficie di S,+, , funzioni di lz parainetri zc,, . . . , u,, soddisfacenti iden- 
ticamente le condizioni 
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secondo il metodo d i  Fz~bini. 275 

1 punti LZ (gli iperpiani Z )  forniaiio una varietà V(W). Supponiamo clie Ve  W 
siano proprio ad n diiiiensioni. Arizi facciamo l'ipotesi più restrittiva clie il 
discriminante v della forma clifferenziale quadraticn 

P2= - S d x d ( = Ç A , d u , d u ,  
àk 

sia diverso da zero. L'insienîe (V, W) delle d ~ i e  rarietà V e W forma una 
var ie tà  di elementi ad vt diinensioni che possiamo dire regolnre per esprimere 
l'ipotesi v =I= O. Coine per le ipersuperficie, 
forma cubica 

consideriaino, accaiito a F, , la 

Cliiamianio spaaio caratteristico di W 10 spazio a d diinensioiii iiiterse- 
zione de@i iperpiani 

i- a5 a i  - a5 
7 J 

. ~ z G , '  d u , ' " "  U, 

e siano s, X'", X(2) ,  . . ., X(" d + 1 punti linei~rinente indipeiideiiti di yuesto 
spazio, siccliè valgono le ideiltiti: 

X sia un punto (funzione delle u) socldisfacente alle equazioni 

Signiticato correlativo ahbiailo gli iperpiani F A ) ,  E Precisainente coine per 
1.e ipersupei-fieie, si trovano equazioni fondamentali della foriiia 

Moltiplicaildo x per ? e 5 per a, le due forme P2 e A, si  nut ta no secondo 
le equazioni (28) e si pu6 anche qui definire la fortna cubica F, inerliante 
l'equazione (96).  Ci6 permette di esteiidere diversi concetti della teoria delle 
ipersuperficie alle varie tà di elementi. Per6 è importa iite di csservare una 
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differenza esseiiziale, cioè che non è possibile, in generale, scegliere i fattori 
di x e 5 in modo che risulti F, G A , .  Basta &ire un esempio: Sia 

Le condizioni (1) sono soddisfatte; perb 

lion è in generale un differenziale esatto. Alla iiorirializzazione delle foime, 
insomma, qui non corrisponde iina nortiîalizzazione delle cooidinate. 

Co~iteiitiamoci di  dare la dinîostrazione di un teorema fondamentale. Per 
dati valori di u, . . . zc,, , proie ttiaiiio i piani osculatori delle cwve di V pas- 
saiiti per x dallo spazio caratteristico della varietà W; se (V', W') è un'altra 
vai-ietà di elementi in corrispondenza coi1 la prima, facciamovi l'operazione 
analoga. Se, per ogiii sisteiiia di valori di zc, . .  . u,, i due sistemi di spazi 
proiettanti sono omografici, dician~o, estendendo la locuzione del FUBIN~,  che 
le due varietà di elementi sono proiettiuanzente applicabili. Il teorema che 
vogliamo dimostrare si enuricia cosl: Condizione necessaria e sufficiente per 
l'ayplicabilitil. proiettiua d i  due varietà regolari d i  elen~enti è l'uguagliamxx 

F,  delle forme differenziali fratte - In ta1 caso, date comunque le u, . . . u,, , è 
F, 

possibile deterniinare i fattori p e a in guisa che le forme P2 siano identiche 
e le forme A, uguali per i dati valori di M. 

Che la condiziorie sia sufficiente, mostrano immediatainente le eyuazioni 
fondwinentali (46). Ma essa è anche tiecessaria. Indichiamo con 3, ri, Y('.), Y 
le quantità analoglie alle s, E ,  X(l ' ,  X perla  seconda varietà e supponianio, 
come è lecito, che le due varietà stiano in un niedesitno spazio ambiente 
Sn+,+, . Modifichianio il fattore delle ri in guisa che, per dati valori delle u, 

i punti X, Y si corrispoildano in un'omogratia n dell'S,+,+, in sè scelta fra 
quelle alle quali è subordiriata l'olnografia fra i due sistemi di spazi pro- 
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secondo il metodo d i  Fubini. 277 

iettanti. Le equazioni analoghe alle (46) per la seconda varietà siano 

d2 Y i 7~ 
d 

- - z 1 1' - = 2 ;Y:. DY,. - + Aeik Y + 6:. y + E C$ y"). (47) d ~ i d u k  r du,. rs 6' us A=I 

Alle y appliçhia~iio una sostituzione lineare a coefficienti nuinerici tale Che 
n diventi l'identità. Sarà allora per i valori cousiderati di 51 ( e  ci6 si i ~ t e ~ d e  
anche per il seguito) 

X =  Y 

e i punti 

staiino in [. Ora vale necessariameiite un'identità nelle d u ,  e d h ,  della 
fornia 

dove E, E,, G, Gl sono soinme di foriiîe y uadraticlie nelle d 94, e forme li- 
neari nelle de ai.  Ma siccoine n è uri'identità, la precedente sa14 del tipo 

con a, A, numeriche. Confrontando con (46) e (47) si vede dapprinia clle 
A',, = a A,, e, il ragionainento valendo per ogni altro sisteina di valori delle u, 
si pub supporre che si fosse disposto del fattore delle y in modo che sia 
identicamente F2 r P', (d' onde a = 1). In tale ipotesi si vede clle 

è una combinazione lineare delle sole X(X), x ;  altrimenti si otterrebbe dalle 
d x; 

(46) e (47) come coefficierite di - in d" un'espressione contenente anche 
u, 

i differenziali secondi delle u, i u  contraddizione colla (48). E iii rirtù di 
questo fatto tale coefficiente, calcolato secondo (46) e (4'7), sa r i  

Anraali d i  Matematica, Serie III, Tomo XXXI. 
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978 Cech: I fondamenti della geometria proiettivo-differenxiccle, ecc. 

il che, per la (48), deve essere identico a 

Moltiplicando le due espressioni uguali per A,, du ,  e sornmantlo rispetto agli 
indici Tc, 2 si ha 

ri - Drnl) d u,. d us d UIZ = Z: Ai d  M I .  X A,, d u, d u, , 
rsl i k2 

e da questo si deduce ci6 che si era asserito. 
Una conseguenza ne è qbesta: Se due varieta regolari di elewze?~ti sono 

proiettivamelzte applicabili, 10 sono anche le uarietà correlative. 
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Sull'indipendenza di un integrale dai parametri 
ne1 cas0 più generale. 

(Di Grus~r~e USAI, a IILZZano.) 

L a  ricerca delle condizioni di indipendenza di un integrale dai paranietri. 
nei 
sempre sullo studio di sistemi di equazioni a derivate parziali e le difficoltà 
di integrazione, a somiglianza di quanto è avvenuto in altri campi dell'Analisi, 
non hanno permesso la soluzione del probleina che in casi particolari, fa- 
c e d o  piuttosto intravvedere la necessità di cambiar rotta. Ora p e s t a ,  a iiîio 

parere, è segnata al presente da un iavoro recentissimo del prof.  VIVANT^ ('), 
il quale tratta il cas0 dell'integrale seinplice, evitando la risoluzione di equa- 
zioni e tenendo un procedimento geniale ed elegante. L'Illustre Autore poi 
volle gezitilmente consigliai-mi (e cordialmente io Lo ringrazio) di ripreiidere 

(1) G. KOBB, S u r  les m a x i m a  et les m i n i m a  des intégrales doubles, Acta Mathematka, 
t. XVI (1899-93), pp. 65-140; t. XVII (1893), pp. 32l--43. 

A. K N E S E R ,  Lehrbuch der Variationsrechnung (Braunschweig, Vieweg, 1900). 
J. RADON, Ueber einige Frageta betreffend die Theorie der m a x i m a  u n d  m i n i m a  mehrfa- 

cher Integrale. Monatshefte fiir ~ a t h e i n a t i k  und Physik, t. XXII, 1911, pp. 53-63. 
C. VIVANTI, Secll'epua~ione d i  Eulero per gli integrali multipli. Rendiconti Circolo Ma- 

tematico di Palermo, 1919, t. XXXIII, pp. 268-9274. 
C. VIVANTL, Su l  calc010 delle variuzioni degli integrali multipli. Annali di Matematica 

pura ed applicata (1913), Tomo XX, Serie 111, pag. 49 e seguenti. 
G. USAI, Sulle condizioni d i  indipendenza da u n  integrale semplice da1 purametro. Regio 

1st. Lombardo, Milano, Adunanza 14 Gennaio 1915, Reiid., Vol. 48, pag. 77. 
G. USAI, S u l  calcolo delle variazioni p w  Y 1  cas0 d i  un integrale doppio. R. 1st. Lombardo, 

Milano, Adunanza 87 Maggio 1915. Rend., Vol. 48, pag. 688. 
G .  USAI, Sulle u a r i a ~ i o n i  d i  un. integrale doppio con. le deriuate quarte. R. 1st. Lombardo, 

Milano, Aduiianza 16 Gennaio 19i9. Rend., Vol. 59, pag. 115. 
(2 )  G. VIVANTI, Sull'indipendenza di un integrale da1 parametro. Rendiconti Circolo Ma- 

tematico di Palermo. Adunanza 92 Gennaio 2998. Tomo XLVI. 
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980 Usai : Sull'indipendenxa d i  un integrale 

da1 nuovo punto di vista in esame i problemi trattati e coine risultato dei 
nliei studi sono riuscko, e con piacere, a risolvere la questione ne1 caso 
più completo e generale di un integrale ennuplo a espressione integranda 
contenente n + 1 funzioni di n variabili indipendenti con le derivate di qua- 
lunque ordine: tali risultati molto sernplici ed interessanti in relazione alla 
coinplessità e all'importaiiza dell'argomento si leggono nei nn. 8, 3 di questa 
Memoria, 1nenti.e i nn. 4, 5, 6 sono riservati a speciali confronti dai quali 
pub venir bene in luce la superiorità del. nuovo metodo. 

2. Abbiasi 1' integrale 

in cui coritenga t h +  1 funzioni di rt variabili 

colle derivate prime, seconde, . . . , enimesime 

- - d " k i  
(h, k ..., p , q = 1 , 8  ,..., n), 

d v ,  d v  ,... dv,  d v ,  

essendo h k . . . p q una permutazione con ripetizione di classe sn dei numeri 
1, 2, .  . . , ?&. 

Se poniamo col VIVANTI 

basterà supporre E,,,, =I= O perchè in un SN+, O spazio ad r L +  t dinieosioni, 
la regione deli'ipersuperficie (2) alla quale ritenianio estesa 1' integrazione, 
si possa iiiiinaginare definita considerando la x,,,, espressa rnediante le x , ,  
X B ,  . . . , z,,. 

Dopo di ci6 dalle relazioni 
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d n i  parametri lael cnso pi& yeuernle. 981 

per r =I= 
r =  1, 2 , .  .., 11. 

h=i  8 xp per r=F 

si ricava (7 : 

sarà : 

Scriveremo : 

1 " dv,, d cap 
= - z - jt,.+, a - 3  - E n + ,  h-I 8 xy V~ 8 Y ,  

e per le (3) : 

-- 
1 a[, . d 3  x,,+, 1 a ''tl i,,,, '3) = - QBr, \J - ( 3 0 a p  -- a xa a xp a x, Sn,, a x,,+,,, 13 v, V A  Si+, 

In generale se a p .  . . i p rappresenta una periiiutazione con ripetizione 

(3) Si trova subito la: 
1 d(x l...xg-ixp+i...x,) 3 %  ,-,,+h -- 

a.8 - S n t i  d (91.. .9h-1 ~ h + i . .  . y n )  e dopo si fa iiso 

d (x, . . . xp-i xp+i. . . xn) 
della: -'% = (- 1)i-6 kh , a d (VI-  . . l'/a-i Wh+I . . . v ~ )  

. 
(9 L'espressione aa8 dovrà risultare siinmetrica iri a e ,B. Cib si vedrà i i i  segiiito. 
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288 U s a i :  Szcll'indipendenza di un integrale 

di classe In dei nuineri 1, 8,. . , n avremo la:  

ove le a sono determinate dalle relazioni ricorrenti: 

3. [ntroduciamo ora la rappreseiitazione parainetrica (2) i n  un inte- 
grale 

3" %+, 
axa axa. d x a ' " "  a ) d ~ ,  . . .  da. 

x, dxp ... ~ X A  da,, 

esteso alla regivne di ipersuperficie considerata; risulta: 

si pub (7 scrivere: 

e .  la Funzione integranda. coine si vede è omogenea (positiva se si suppone 

1 5 )  L'iiitegrale che segue è della forma (l), giacchè le 5 contengono le SU,, le u,,, le 
$ml. .  . , le Qag..Ap, le xihk ...m. 
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dai parametr i  nel caso pih generale. 983 

. 
in ogni punto E,+, > O )  di primo grado nelle: 

Reciprocalnente sia nell'integrale (1) 9 una i'unzione oniogenea di prinio 
grado degli argomenti (4) 

- d (  v , . . . V , )  
Introduceodo dei nuovi parametri T,, <, . . . , v, e tali clle = A  

- -  d ( V I  * - V A  
oi v, sia positivo in tutto il campo considerato e posto - = u,, indichiaino con UV,, a v h  

il coniplemerito algebrico di zc,., ne1 deterininarite A delle u. Soprassegnando 
tutti gli elernenti relativi al nuovo sistema di parametri e utilizzando i ri- 
sultati già dati da1  VIVANT^ abbianio : 

e con facili riduzioni 

e poichè dalle (6) si lianno le: 
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e (9 col tener presente le (9) e (10) si ha: 

ed essendo: 
A per k = j  

h-I  O per k = = j  
ci si riduce alla : 

cioè : 
a - A ' O ~ ~  

aP - 

e da questa insietne alle (7) e (8): 

(6) Se si osserva la iiotazioi~e del VIVANTI  MA^,-- (- l)A+fi-r la (JO) pu6 srriversi 

n - 
Mg,rb+i,a = ,C Ujh e in tale forma f u  gih trovata da1 VIVANTI; a noi coilveme per6 ri- 

cavarla direttainente per segiiare la strada dei çalcoli successivi. 
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d a i  pmrmnetri rtel cas0 piih gerteraie. . . 285 

I i i  getrerale si trova pet. le G ad m indici l a :  

iiit'atti ainiriettendo I'uguaglianza: 

Om-3 - 
Cap ii...l = A -  a,py...x 

si ottiene : 

e yuindi per le (10) e (II).: 

pari all'espressione (a) .  - 
Sostituendo ora riell'integrale i nuovi parainetri v si ha : 

e per I'oiiiogetieità supposta nella (5) : 

Armali di  Matematicc~, serie' III, Tomo XXXI. 
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,986 Usai: Sull'indipendensa di un integrale 

donde si vede che il valore di J è indipendente dalla scelta dei para- 
metri. 

Pertanto la condizione necessaria e sufficiente affinchè l'integrale (1) sia 
indipendente dai paranietri è che @ sia omogenea positiva d i  primo gracio 
nelle espressioni (4) le quali, è bene notarlo, sono in numero di n t  1 

n t 1  ' n t 9  per le i, di ( ) per le cap,  ( ) per le oapY, . , . , f ' + ~ - ' j  per le 

Oap...lP (O O ad m indici). 

4. Corne cas0 particolare dai risultati odierni si dovrebhero ricavare 
quelli dei lavori già menzionati ed è opportun0 un esame al riguardo. 

Ne1 caso in cui la @ contenga le sole derivate prime, allora le (4) si ri- 
ducono alle 5 e si ha la conferma del primo problema già trattato da1 Vr- 
VANTI (?). 

Se poi @ contiene anche le derivate seconde, delle (4) restano le 

inentre V~VANTL (8)  trova colne condiziotii caratteristiche l'oinogeneità ana- 
loga iielle : 

E i ,  7% 'A, p = i ,  ..., n +I  p. 
essendo : 

Per trovare le relazioni tra le a e le S, le yuali ultime sono pure in nu- 

iiiero di (" l '), consideriarno le I L  ideiitità 

(') Nella Nota: SuEl'equnziotae di Eulero, ecc. 
(8) Nella Nota: Sul Calcolo delle Variaziorhi, ecc. 
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dai parametr i  ne1 caso pi& generale. 287 

e deriviamole rispetto a v,. Servendoci delle (13) otteuiamo le:  

Se queste le sominiamo dopo averle moltiplicate rispettivameiit,e per 

- . . . -  "%+' 'Ex+' , dopo facili riduzioni e col tener presenti le : 
d Xori 8 Zan 

a L + l  per a = y  
Z -  xys = 

a L + I  -- a=I=n+1 ,  -- 
J=I a $as O per x =]=y d $al 

avremo infine : 

la quale per la (14) si pub ridurre alla forma: 

e da questa per a = (3 avremo: 

e quindi col tener presenti le (18) le relazioni: 

uaa = SC,n+l K = 1, 8, . . . , W. 
Se poi ne1 caso di a =I=p consideriamo i sistenii di rn - 1 equazioni che 

si lianrio dalle (15) trascurando I'equazione ha (h = 1,8,. . . , n) ed eliininiamo 
tutte le 5 meno le tre ta, $, Zn+' (a<B a, = 1, 8,. . . , n) avremo in cor- 

(9) Risulta manifesto ora oap = up, [Osservazione (4)]. 
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888 Usai: Sull'indipendenxa di un integrale 

rispondenza ad ogni valore di h un deteririinante di ordine n, - 1 il quale 
sviluppato pub ridursi alla forma: 

e poichè si trovatlo ('7 le: 

dove ne1 deterininante tra le x; tnancano xx;,, e a, e tra le v la v, avremo che 
la (19) dopo- facili riduzioni diventa : 

e da y iieste, i~icavaiido le Jfaph e sostituendo rielle : 

si trovaiîo tenendo preseati le (16) e (17) le relazioui: 

II leganie cercato trn le. S e le 6 viene data dalle espressiolii (18) e (80). 
Avendosi poi da queste: 

( '0) Si noti che i l  segno del deteriiiinante Fr è (- 1)"+1-A e che in esso La %n giace nella 
linea ,u - 1 (,u > 1) e iiella coloriria ha. 
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dni  parametri 1le2 cnso più genemle.  289 
- ...-* 

ed esseiido quest'ultiiiia radice oiiiogeiien di grado zero iielle 5, a, S avrerno 
clie l'oinogeneità liiieare nelle v u  trae d i  conseguenza l'aiii~loga ne1 le YS onde 
i risultati si accordano. 

5. Il caso in cui @ contenga le derivate terze è stato da nie giC stu- 
diato ne1 19 15 ("), perù per le difficoltà del iiietodo di allova ini limitai a d  
un integrale doppio con 3 funzioni di 9 variabili indipenderiti. Ho trovato 
corne condizioni caratteristiche l'oinogeneità lineare rielle : 

essendo : 

In quanto poi alle S a tre iiidici conviene e si pu6 ( 1 2 )  sostituire alle 
espressioni allora date le seguenti : 

S i l e  = TI11 ~ ; z  ~ 2 . 2  - Tl12 X I Z  (9x11 +ai2 ~ l )  + 1 7 1 2 2  X I I  ( X I I  $ 2 2  t 2 x l a ~ z l )  - 

- Tzzs x;1 $21 

con : 

(11) Si veda la seconda delle mie  Note citate. 
(12)  La conveoienza è per avere espressioni concordantisi colle attiiali o a tre indici. La 

possibilità risulta benissimo da1 procedimenio tenuto nella Nota iii questione per cui le pa- 
gine 637 (Iredi anche l'osservazionr), 638, 639, 640 giustificano le attuali Tl,,  Tl,, TI, T2, e le . 

pagine 640. . . 647 le &, q,, Sa, SI,, ora iisate le quali d'altra parte, coiiie pub verificarsi fa- 
cilmente, sono sempre integrali iodipendenti pei sistemi di eqiiazioiii relativi al problenm. 
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"20 Usai: Sull'itôdipendenxcc di un integrale 

I l  
Ti,, = n,,, - - 2  2 [X,, ,X,.]  - 1 [x222x11] + 2  k " ' X " ]  1 --f [3C"2x12] 

essendo : 

Col procediinento attuale si trova iiivece l'otnogeneità rielle 

Le 5 sono le stesse di prima; per le o a due indici calcoli inolto sein- 
plici (formole 16 e 17) dànno : 

ed è facile verificare le : 

d'accord0 colle (18) e (20). 
Più lunghi invece sono i calcoli per le a a tre indici. A rioi per6 basta 

fissare i capisaldi. 
Abbiamo : 

a E, 
7 3 E ,  

d = 8 5 
0 1 1 2  = a 2 $31 ( 3 ! 7 i I  !&-ta -11 

6' v i  8.91 

a 5, 
':l.>l = 

a = 
C n z 2  = 6 (3 a,, 

a xi31 
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essendo : 

ed avendosi per il significato delle rr a due O tre intlici l e :  

Possiatno osservare che le cij, sono composte di uiia parte lineare ed 
omogenea nelle derivate terze (x a S indici) e di un'altra oinogenea d i  se- 
condo gracio nelle deriv:ite seconde (x a 3 iudici) ed i coefficieiiti d a  per 
l'una che per l'altra sono espressioni colle derivate prinie. La stessa cosa 
sussiste per le S,,,. 

Se si corisidera la a,,, .la parte colle derivate terze è :  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



29 2? Usai: Sull'indipendenzcc di un integrale 

e, colne si vede, è uguale al prodotto di E 3  per la parte con le derivate terze 
in S,34.  

Nei r iguadi  poi della parte colle derivate seconde ci coiiviene dividerla 
in 6 gruppi, il primo coinposto dei termiiii aventi per fattore x,,,, il secondo 
dei termini con fattore x,,,,  il terzo x ,,,, il quarto x; ,,,, il quinto x ,,,, il 
sesto x222,  potendo tali fattori essere lineari O al quadrato e tenendo preseiite 
di non iricludere niai in un gruppo dei termini già inclùsi in un gruppo 
precedente. La medesima cosa e ne110 stesso ordine si faccia in S,,, e si 
trova die  i 6 gruppi ottenuti confrontati rispetlivamente con quelli di a,,, 

hanno in più il ft~ttore 5, e poicliè dopo tali operazioni tanto in S,, ,  corne 
in a,,, non restano altri termini ( 1 3 )  risulta: 

Gli stessi procedimenti portano poi alle : 

Pertanto si pub scrivere: 

e poiieiido yueste espressioni uguali ad una furnione : 

3 -  
risulta facilmente clie yuest'ulEima k oiiiogenea e lineare (") nelle ti, \j&,, 
; / s? ,  onde l'accord0 coi miei risultati del 1913. 

(13) Ci6 perchè i terinini colle x,u-esseiido il1 (pes te  di primo grado haiiiio l'altro fat- 
tore iiguale ad uno dei 6 p-edétti. 

(14) La dimostrazione è perfettamente simile a quella che per il caso dell'integrale sem- 
plice dà il prof. VIVANTI alla fine della sua Nota: Sull'iwlipender~za di u n  integrale, ecc. . . . 
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dai parametri ne1 cnso pih yenerccle. 893 

1 t l  niodo analogo, per quanto col] calcoli ~1101to più lu~~gl l i ,  se contiene 
anche le derivate quarte (") si ha a iiieno del fattore F Q  u~i'uguaglianza tin 
una 5 ed una S a 4 indici essendo (lueste ultime integrali indipendenti (da 
scegliersi in modo opportune) dei sistruii di eyuazioni corrispondenti al pro- 
blenia e col procedimento di prima si arriva anche qui a 'stabilire l'accorda. 

6. È interessante per ultimo trctrre clai ristiltati ' generali esposti nei 
nn. 52 e 3 quelli relativi ad un integrale seinplice con le derivate di yualunque 
ordine. Avendosi n = 1 le xi sono due x, e x, funzioni di un solo païa- 
metro e le E calcolate corne caso particolare dei determinanti fuozionali ben 
noti si riducono alle : 

ma per uniformarci alle notazioni VIVANTI (16) chiainiatno le xi con a ( t )  e y (t) 
e per le derivate prime poniamo: 

sicchè : 

Per yuanto poi si è detto alla. fine ciel n. 3 avremo una sola a+, una . 

sola a,j, ed in generale un'unica a'ad r indici (tutti unitaïi) e precisamente: 

a E - - (<, a !  - [ -2) = - (- y" + y i  x") = 2' yu - xU y'. 
dy' ' d t  

Scriveremo : 

c,, = +z ( t )  

(15) Si veda la mia Nota citata del 1919. 
(16) Anche per queste occorre conCroutare la sua receiitissima Nota del 1988. 

Amimli di Mutematica, Serie III, Tomo XXXI. 
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894 Usai: Sdl'indipendenza di un integrale, ecc. 

cioè : 

., , , = x' +lg ( t )  - 3 X" +a ( t )  = +a ( t )  

e cosi continuaildo la a a11 r indici sarà uguale all'espressione 

ed in  ta1 modo si ritrovano le stesse funzioni + introdotte da1 prof. VIVANTI. 

Milano, 26 Settembre 1922. 
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